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Resumen

Abordamos diferentes problemas algebraicos en la variedad de los reticulados residua-
dos integrales, conmutativos y acotados, asi como también en la variedad de las dlgebras
de implicacién de Lukasiewicz (subreductos implicativos de las MV-algebras).

Damos una construccién que permite sumergir todo hoop de Wajsberg en una MV-
algebra y la utilizamos para desarrollar dualidades topoldgicas para ciertas clases de hoops
de Wajsberg y para caracterizar los hoops de Wajsberg k-valuados libres. Estudiamos
la descomponibilidad de las algebras libres para diferentes subvariedades de reticulados
residuados, probando la indescomponibilidad en ciertos casos y caracterizando las subva-
riedades de reticulados residuados pseudocomplementados que poseen sus dlgebras libres
descomponibles. Estudiamos también los elementos regulares de un reticulado residua-
do, introduciendo la nocién de variedad regular y estableciendo sus conexiones con la
traduccién negativa de Kolmogorov.

Obtenemos una representacién sencilla de las algebras de implicacién de Lukasiewicz
finitas como crecientes en productos de MV-cadenas finitas y damos una dualidad to-
poldgica intrinseca para las algebras de implicacion. Caracterizamos la permutabilidad
de congruencias en dichas algebras, probamos que todas las subcuasivariedades son va-
riedades y mostramos que todos los miembros finitos de esta variedad son débilmente
proyectivos. Estudiamos también las clases algebraicamente expandibles en esta variedad,
asi como también las funciones algebraicas, especialmente para la subvariedad generada
por la cadena de tres elementos.






Abstract

We deal with different algebraic problems in the variety of integral, commutative,
bounded residuated lattices, as well as in the variety of Lukasiewicz implication algebras
(implicative subreducts of MV-algebras).

We give a construction that allows us to embed any Wajsberg hoop into an MV-algebra
and use it to develop topological dualities for certain classes of Wajsberg hoops and to
characterize the free k-valued Wajsberg hoops. We study the decomposability of free
algebras in different subvarieties of residuated lattices, establishing the indecomposability
for some cases and characterizing the subvarieties of pseudocomplemented residuated
lattices whose free algebras are decomposable. We also study the regular elements of a
residuated lattices, introducing the notion of regular variety and establishing connections
with the negative Kolmogorov translation.

We obtain a simple representation of finite Lukasiewicz implication algebras as upsets
in products of finite MV-chains and give an intrinsic topological duality for implication
algebras. We characterize congruence permutability for these algebras, prove that any
subquasivariety is a variety and show that every finite member of this variety is weakly
projective. We also study algebraically expandable classes in this variety, as well as alge-
braic functions, especially for the subvariety generated by the three-element chain.
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Notacion

conjuntos

algebras

clases de algebras

categorias

funtores

algebra libre en la cuasivariedad QQ con conjunto de generadores libres X
miembros finitos de K

miembros finitamente generados de K

miembros localmente finitos de K

miembros simples de K

miembros subdirectamente irreducibles de K

miembros finitamente subdirectamente irreducibles de K

miembros criticos de K

miembros totalmente ordenados de K

algebras isomorfas a miembros de K

iméagenes homomorfas de miembros de K

subalgebras de miembros de K

productos directos de miembros de K

ultraproductos de miembros de K

variedad generada por K

cuasivariedad generada por K

congruencia generada por X en A

filtro (implicativo) generado por X en A

subuniverso generado por X en A

subalgebra generada por X en A

A es una subalgebra de B

congruencia asociada al filtro (implicativo) F’

conjuntos de nimeros naturales, enteros, racionales y reales, respectivamente
la ecuacion s =t es valida en el algebra A

relacion de consecuencia asociada a la logica L

relacion de derivabilidad entre secuentes del calculo de secuentes L
relacién de consecuencia ecuacional asociada a la clase de algebras K
clase de estructuras que satisfacen las sentencias de primer orden de I
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Introduccion

Las estructuras residuadas son los modelos algebraicos de las logicas subestructurales
y en ellas las operaciones de implicacién y fusién (multiplicacién) estan relacionadas via
la condicion de residuacion

rxyYy <z <y — 2.

La clase de estructuras residuadas conocidas como FL-algebras constituye la semantica
algebraica equivalente del calculo de Lambek FL en el sentido de los trabajos de Blok y
Pigozzi (ver [BloPig89]). En esta tesis concentramos nuestra atencién en la variedad for-
mada por las FL-algebras conmutativas, integrales y acotadas, a las cuales denominamos
simplemente reticulados residuados. Esta variedad es la contraparte algebraica de la logica
de Lambek sin contracciéon (FLey ) y sus subvariedades se corresponden con las extensio-
nes axiomaticas de la légica FLy. Un tratado completo sobre reticulados residuados y
FL-algebras en general, que incluye muchos de los ultimos avances en esta area, se puede
encontrar en [GalJipKowOno07].

En esta tesis se estudiaran propiedades algebraicas de los reticulados residuados, de
algunas de sus subvariedades mas importantes y de los correspondientes subreductos impli-
cativos. Los resultados presentados aqui fueron obtenidos como fruto de la investigacion
en esta area durante los tltimos cinco anos. La mayoria de ellos ya ha sido publicada
en revistas internacionales (ver [CasDia09, AbaCasDial(O, AbaCasDial0, CasDiaTorlla,
CasDiaTor11b, CamCasDiall]) o forma parte de trabajos en preparacion.

Esta tesis esta dividida en dos partes. En la primera de ellas se abordan tres problemas
diferentes sobre reticulados residuados. Por esta razon se incluyen en el Capitulo 1 todos
los preliminares necesarios sobre reticulados residuados que se utilizaran en los capitulos
posteriores.

El Capitulo 2 esta dedicado a estudiar la conexion entre las MV-algebras, una de las
clases de reticulados residuados mas estudiadas, y los hoops de Wajsberg. Si bien ya es
conocido que los hoops de Wajsberg son la clase de los {*, —, 1}-subreductos de las MV-
algebras, damos en este capitulo una construccién simple que permite sumergir todo hoop
de Wajsberg dentro de una MV-édlgebra como filtro implicativo maximal cuyo cociente
asociado es la MV-cadena de dos elementos. Estudiamos esta construccién en cierto de-
talle obteniendo relaciones entre un hoop de Wajsberg y su MV-algebra correspondiente,
asi como también mostramos que esta construccién posee propiedades universales. Damos
asimismo algunas aplicaciones de estos resultados; por ejemplo, obtenemos dualidades
topoldgicas para ciertas clases de hoops de Wajsberg y caracterizamos los hoops de Wajs-
berg k-valuados libres. Todos los resultados de este capitulo se encuentran publicados en
[AbaCasDial0)].
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El segundo problema que abordamos en esta tesis es la determinacion de la descompo-
nibilidad o indescomponibilidad de las algebras libres en diferentes variedades de reticu-
lados residuados. El objetivo es determinar si existen términos que, al ser evaluados en un
reticulado residuado, den siempre como resultado un elemento booleano. En el Capitulo 3,
probamos que ciertas subvariedades poseen algebras libres indescomponibles, entre ellas
la variedad de todos los reticulados residuados. Probamos asimismo que para que una va-
riedad de reticulados residuados posea algebras libres indescomponibles es suficiente que
la variedad generada por sus miembros simples posea dicha propiedad. En este capitulo
definimos también la nocién de elemento casi complementado, nocién que involucra sélo
la operacién de residuacion y que permite, por tanto, traducir los resultados de indes-
componibilidad a los {—,0, 1}-subreductos de los reticulados residuados, es decir, a las
BCK-algebras acotadas. Entre otros resultados probamos que las BCK-algebras acotadas
libres son indescomponibles. Los resultados de las investigaciones sobre estos temas estan
publicados en dos articulos: [CasDiaTorlla] y [CasDiaTorllb].

El Capitulo 4 esta dedicado a estudiar en detalle la estructura de los elementos regu-
lares de un reticulado residuado y su relacién con el reticulado original. Es conocido que
sobre el conjunto de los elementos regulares de un reticulado residuado se puede definir
nuevamente una estructura de reticulado residuado, pero que el dlgebra resultante no es,
en general, ni una subélgebra ni una imagen homomorfa del reticulado residuado de base.
Estudiamos en detalle la relacion entre las ecuaciones vélidas en estas estructuras y apli-
camos para su estudio la traduccién negativa de Kolmogorov. También investigamos las
conexiones entre una variedad y la clase formada por las dlgebras de elementos regulares
de los miembros de ésta. Estudiamos en profundidad las relaciones entre estas clases de
algebras y observamos que nos conducen a una nocién de wariedad regular, variedades
que poseen buenas propiedades respecto de sus miembros regulares. También estudiamos
la contraparte légica de estas nociones, caracterizando asimismo las variedades regulares
mediante las propiedades de las extensiones axiomaticas correspondientes de FLgy,. Los
resultados incluidos en este capitulo forman parte de un trabajo que ya ha sido enviado
para su publicacién, [CasDiaTor].

En la Parte II de esta tesis nos concentramos en estudiar los {—,1}-subreductos
de las MV-dlgebras, a los cuales denominamos dlgebras de implicacion de Lukasiewicz.
En esta parte realizamos un estudio profundo de estas estructuras, abordando diversos
problemas algebraicos en esta variedad y obteniendo resultados més descriptivos. A modo
de introduccion al estudio de esta variedad, recopilamos en el Capitulo 5 las propiedades y
resultados conocidos hasta el momento sobre ellas. Los trabajos de Y. Komori [Kom78a] y
[Kom78b] constituyen un punto de partida para el estudio de estas estructuras, que estén
asociadas con el cdlculo implicativo de Lukasiewicz, es decir, el fragmento implicativo del
calculo proposicional de Lukasiewicz.

Dedicamos el Capitulo 6 al estudio de algunas representaciones de algebras de impli-
cacion de Lukasiewicz. En particular, damos una representacién sencilla de los miembros
finitos de esta variedad como subconjuntos crecientes de productos de MV-cadenas fi-
nitas y caracterizamos las congruencias en términos de subconjuntos de coatomos. Esta
representacion sera de gran utilidad en los capitulos posteriores pues permite visualizar
en forma simple los cocientes de dichas dlgebras. Mas atn, permite probar que todo co-
ciente es un retracto. En este capitulo también estudiamos en particular una subvariedad
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de algebras de implicacion de Lukasiewicz cuyos miembros se conocen como &algebras de
implicacién o algebras de Tarski. Estas estructuras son de hecho los {—, 1}-subreductos
implicativos de las algebras de Boole y su estudio fue iniciado por Abbot en los trabajos
[Abb67] y [Abb68]. En [AbaDiaTor04], los autores dieron una representacion topolégica
para estas algebras utilizando el espacio de Stone correspondiente a un algebra de Boole
en la que se puede sumergir el algebra de implicacién en cuestién. En esta tesis presen-
tamos una nueva dualidad topoldgica para las algebras de implicaciéon definiendo una
topologia adecuada sobre el conjunto de filtros implicativos maximales. De esta forma,
el espacio dual se puede calcular intrinsecamente a partir del algebra sin necesidad de
sumergirla en un algebra de Boole. Estudiamos la conexién entre esta nueva dualidad
y la dualidad anterior, y caracterizamos los monomorfismos, epimorfismos, productos y
congruencias. Los resultados sobre la nueva dualidad topoldgica se encuentran publicados
en [AbaCasDial0)].

En el Capitulo 7 abordamos el problema de caracterizar las algebras de implicacién de
Lukasiewicz que poseen permutabilidad de congruencias. Para ello comenzamos estudian-
do el problema en la subvariedad formada por las algebras de implicacién, para las cuales
damos condiciones necesarias y suficientes para que un par de congruencias conmute. Co-
mo consecuencia de ello, se puede probar facilmente que un élgebra de implicacion posee
permutabilidad de congruencias si y sélo si existen los infimos de todo par de elementos
del algebra. El mismo resultado vale para las algebras de implicacion de Lukasiewicz. Sin
embargo, para su demostracién debimos recurrir a resultados de representacion més fuer-
tes, como los teoremas de representacion global de D. Vaggione [Vag92]. Los resultados
de este capitulo se encuentran publicados en [CasDia09] y [CamCasDiall].

Otros problemas que abordamos en esta tesis sobre las algebras de implicacion de
Lukasiewicz son la determinacion de las subcuasivariedades de dicha variedad y el estudio
de los miembros débilmente proyectivos. Los resultados obtenidos sobre estos temas cons-
tituyen el contenido del Capitulo 8. En lo que respecta a las cuasivariedades de algebras de
implicacién de Lukasiewicz, pudimos comprobar que coinciden con las variedades, como
es de esperar debido a la relativa facilidad de obtener inmersiones entre estas élgebras.
Para esto es de utilidad el teorema de representacién de dlgebras finitas del Capitulo 6
asi como la representacion de las algebras de implicacién de Lukasiewicz libres dada por
J. P. Diaz Varela en [Dia08]. Esta representacién de las dlgebras libres también fue de
utilidad para estudiar los miembros débilmente proyectivos de la variedad. Probamos en
este capitulo que toda dlgebra de implicaciéon de Lukasiewicz finita es débilmente pro-
yectiva y mostramos que, por el contrario, una cadena infinita no tiene dicha propiedad.
Los resultados sobre cuasivariedades estan publicados en [CamCasDiall] y los resultados
sobre algebras débilmente proyectivas formaran parte de un trabajo que se encuentra en
etapa de redacciéon en colaboracion con J. P. Diaz Varela.

Finalmente, en el Capitulo 9 tratamos el problema de determinar las subclases alge-
braicamente expandibles de la variedad de algebras de implicacion de Lukasiewicz. Este
tipo de clases de algebras fue definido y ha sido estudiado extensamente por D. Vaggio-
ne y M. Campercholi para otras variedades algebraicas (ver [CamVag09]). En particular,
M. Campercholi caracteriz6 en [Caml10] las subclases algebraicamente expandibles en la
subvariedad de dlgebras de implicacién, con lo cual intentamos describir el reticulado de
clases algebraicamente expandibles en el caso general de las algebras de implicacién de
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Lukasiewicz. El caso general resulta ser extremadamente complejo, por lo cual, si bien ob-
tenemos algunos resultados generales, nos abocamos principalmente al caso de la menor
subvariedad que contiene estrictamente a las algebras de implicacién, es decir, la variedad
generada por la cadena de tres elementos. Para poder clasificar las subclases algebraica-
mente expandibles fue crucial obtener un teorema de representacién global en el sentido
de [Vag92] y determinar las funciones algebraicas sobre cada una de las dlgebras finitas
(ver [CamVagll]). Como consecuencia de estos resultados obtuvimos un procedimiento
efectivo para determinar y ordenar las clases algebraicamente expandibles. A modo de
ejemplo, mostramos como aplicar este procedimiento para determinar un segmento ini-
cial del reticulado de clases algebraicamente expandibles. Los resultados de este capitulo
forman parte de un trabajo que se encuentra en etapa de redaccién en colaboracién con
M. Campercholi y J. P. Diaz Varela.
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Parte 1

Reticulados residuados
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Capitulo 1

Preliminares

En esta tesis estudiamos estructuras algebraicas relacionadas con el célculo légico
FLew (Full Lambek Calculus with exchange and weakening), conocidas como reticulados
residuados. Si bien asumimos cierta familiaridad con los reticulados residuados, presen-
tamos en este capitulo las definiciones y propiedades basicas que utilizamos en el resto
de la tesis. Para un tratamiento detallado de los reticulados residuados recomendamos
[H6h95], [KowOnoO01] y [GalJipKowOno07]. También suponemos que el lector conoce los
elementos del dlgebra universal (véase, por ejemplo, [BurSan81]).

En la primer seccién describiremos el célculo de secuentes FL y su extension FLgy,
cuyas algebras asociadas constituyen el centro de esta primer parte de la tesis. Las propie-
dades basicas de dichas algebras se describiran brevemente en la Seccién 2, repasaremos
los conceptos de filtro implicativo, filtro maximal, radical, algebras simples y semisimples.
Como ya dijimos, llamamos a estas dlgebras reticulados residuados y notamos por RIL a
la variedad que forman. Dicha variedad posee numerosas subvariedades que han sido muy
estudiadas en la literatura. En la Seccién 3 describiremos las subvariedades de RIL relevan-
tes para esta tesis tales como MV-algebras, MTL-algebras, dlgebras de Heyting, dlgebras
de Boole, etc. Finalmente, en las tltimas dos secciones de este capitulo, presentaremos
algunos subreductos de los reticulados residuados. Son de especial interés los subreductos
implicativos, pues la segunda parte de esta tesis se centra en el estudio algebraico de los
subreductos implicativos de las MV-édlgebras.

1.1. Loégicas subestructurales

En la década de 1930, G. Gentzen introdujo formulaciones de las légicas clasica e
intuicionista en términos de calculos de secuentes. Esta presentacion de las logicas se
presta mejor a un estudio desde el punto de vista de la teoria de la demostracion pues
permite obtener demostraciones estdndar.

Describiremos ahora el calculo FL (Full Lambek) que resulta de generalizar el calculo
introducido por Gentzen para la logica intuicionista eliminando las reglas estructurales.
El lenguaje del sistema FL consiste de las constantes 0 y 1, y las conectivas binarias A,
V, %, / y \. En este contexto los términos en dicho lenguaje se denominan fé6rmulas. Un
secuente en este sistema es una secuencia de la forma aq, ..., a,, = 3, donde oy, ..., q,,
son férmulas, m > 0, y 8 es una férmula o la secuencia vacia.
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Capitulo 1. Preliminares

El calculo de secuentes FL consiste de ciertos secuentes iniciales y ciertas reglas
que permiten obtener unos secuentes a partir de otros. En lo que sigue o y 5 son férmulas,
© es una formula o una secuencia vacia, y las letras griegas mayusculas denotan secuencias
(posiblemente vacias) de férmulas separadas por comas.

Secuentes iniciales:

Regla de corte:

'« Y, a, 2=
Y. IE=p

(corte)

Reglas para las conectivas logicas:

La=e (1w) L= (Ow)
[1L,A=p I'=0
Lo, A= [6,A= ¢ v =)
MaVvp, A=
' =« I'=p
—F:>0z\/ﬁ (=V) —F:>04\/5 (=V)
[a, A= [6,A= ¢
LaNB, A= (=) LanB,A=p (=)
I'= « =g
(=N
'=sanp
r A= I'= A
DaxfB,A= ¢ NA=axf
I'=« =6,A= a,l'=p
= 0a\6,A= ¢ (=) I'=a\p =V
I'= = 060,A = o=
i B, Py Le=0
=B/, T, A= ¢ I'= B/a

Dado un secuente s y un conjunto de secuentes S, escribimos S Fgy' s para significar
que el secuente s se puede obtener a partir de los secuentes de S y de secuentes iniciales
utilizando las reglas del célculo FL. Decimos que un secuente s es demostrable en FL
sifbpp s

Se pueden obtener extensiones del calculo FL agregando una o varias de las reglas
estructurales basicas:

Lo, B,A= ¢ Mo, a0, A= A= r =

LB aA=p Fad=se ¢ Tadsg? T=a
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1.1. Logicas subestructurales

Estas reglas se conocen, respectivamente, como reglas de intercambio, contraccion, debi-
litamiento a izquierda y debilitamiento a derecha. Cuando se agregan ambas reglas de
debilitamiento, se habla simplemente de debilitamiento y se lo nota (w).

La extension més importante para esta tesis es la que consiste en agregar las reglas de
intercambio y debilitamiento, pero no la regla de contracciéon. A dicho calculo de secuentes
lo notamos FLe,,. Si agregamos todas las reglas anteriores, obtenemos una formulacion
como calculo de secuentes de la légica intuicionista.

Asociado con el cédlculo de secuentes FL, podemos definir una relacién de consecuen-
cia entre férmulas de la siguiente manera: decimos que una férmula ¢ es deducible
o demostrable a partir de un conjunto de féormulas I', y escribimos I' gy, ¢ cuando
{=06:0 €'} Fif = ¢. También decimos que una férmula ¢ es demostrable si el secuen-
te = ¢ lo es. La relacién Fgr, es una relacion de consecuencia finitaria e invariante por
sustituciones. Esto nos permite hablar de la ldgica FL, haciendo referencia a su relacion
de consecuencia asociada. Las logicas como FL y FLey, que se obtienen eliminando uno
o mas reglas estructurales del calculo de secuentes para la légica intuicionista se conocen
como logicas subestructurales basicas.

Observemos que si el secuente ¢1,...,¢0r = 1 es demostrable en FL, se tiene que
{¢1,..., 0k} FrL ¥. Sin embargo, la reciproca no es cierta.

Definiremos ahora las algebras que resultaran ser la contraparte algebraica del calculo
FL.

Una FL-algebra es un algebra A = (A, A, V,%,\,/,0,1) tal que:

= (A, A, V) es un reticulado;
» (A, *,1) es un monoide;
= vale la ley de residuacion:
xxy < zsiysblosiy<z\zsiysdlosiz<z/y,
para todo x,y, z € A;
= ( es un elemento arbitrario de A.

Denotamos con FIL a la clase de las FL-algebras. Dicha clase es, de hecho, una variedad,
pues la ley de residuacion es equivalente a las siguientes ecuaciones:

s 2k (2\2AY) < 7,
» (yAz/r)xx <z,
=y <z\(rxyVz),
- y< (zVyxa)/z.

Notemos que podemos considerar que las anteriores desigualdades son ecuaciones debido
a que en un reticulado la desigualdad x < y es equivalente a la ecuacion x Ay = x.
Asociada con toda clase de algebra hay una relacién de consecuencia ecuacional. En
este caso, denotamos con |=p; a la relaciéon de consecuencia ecuacional asociada a las FL-
algebras, la cual queda definida de la siguiente manera: dado un conjunto de ecuaciones
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E U {s = t}, escribimos F |=p, s = t siempre que para toda dlgebra A € FL, si A = F,
entonces A = s =t. (Aqui = denota la relacién de satisfaccién estandar para dlgebras y
ecuaciones.)

La relaciéon entre el célculo FL y las FL-algebras queda plasmada en la siguiente
propiedad: dado un conjunto de férmulas ® U {¢)} y una ecuacién s = ¢, se tiene que:

s PhppYsiysdlosi{l=1ANp:p € ®} Ep 1 =1A1,
v s=t=Em 1= 1A (s\t) A (¢\s).

Esto significa, de acuerdo a [BloPig89], que la légica FL es algebrizable y tiene por semdnti-
ca algebraica equivalente a la clase de las FL-dlgebras. En particular notemos que el se-
cuente = 1 es demostrable en FL si y sélo si la ecuaciéon 1 =1 A ¢ es valida en FL.

La algebrizabilidad de FL respecto de la variedad FIL implica asimismo que las exten-
siones axiomaticas de la légica FL también son algebrizables y que sus semanticas algebrai-
cas equivalentes son precisamente las subvariedades de la variedad FL (ver [KomOno85],
[KowOno01] y [GalJipKowOno07], por ejemplo).

Ya hemos dicho que la extensién de FL que utilizaremos en esta tesis es FLey, aquella
que consiste en agregar las reglas de intercambio y debilitamiento. Si bien, segin esta
definicion, el calculo FLgy no es una extension axiomatica de FL, se puede obtener una
formulacién equivalente de FLgy, simplemente agregando como axiomas a FL las formulas
(axB)\(B*a), 0\a y a\1, para todas las férmulas «, 5. La seméntica algebraica equivalente
resulta ser la variedad de las FL-algebras que satisfacen las condiciones:

m kY =Yk,
» 0 <z,
n <1,

para x,y cualesquiera. Por ahora denotaremos a esta clase de algebras con FL., para
recordar su conexién con el cilculo FLey, (mas adelante utilizaremos la notacién RL para
dicha clase, pues sus miembros son reticulados residuados, en inglés residuated lattices).
Observemos también que, en virtud de la conmutatividad de *, resulta que

z<z\y<=zcx*xz<y
= zxx <y
— z <y/x.

Esto prueba que z\y = y/z. En virtud de esta igualdad, definimos x — y = z\y = y/x
y reducimos el lenguaje de FLgy a los simbolos A, V, %, —,0,1. En la seccién siguiente
repasaremos las propiedades bésicas de estas algebras.

Para el calculo FLey, también se simplifican un poco las condiciones de algebrizabili-
dad. En efecto, resultan:

" Olpp,, ¥siysblosi{p=1:p€ d} =g, =1,

w s=t=Fp,, (s t)A(t—s)=1.
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En particular, un secuente = 1) es demostrable en FLe, si y sélo si la ecuacién ¢ = 1 es
valida en FL.,,.

Una de las propiedades mas importantes de los calculos FL y FLgy es la posibilidad
de eliminar la regla de corte de sus presentaciones. Mas precisamente, si existe una demos-
tracién del secuente s a partir de los secuentes del conjunto S en el calculo FL, existe una
demostracion que no utiliza la regla de corte. Esta propiedad vale tanto para FL como
para FLe,, asi como también para otros célculos subestructurales (ver [GalJipKowOno07,
Teorema 4.1]), y es clave para probar la decidibilidad de dichos célculos pues restringe
en gran medida las posibles demostraciones de un secuente s a partir de un conjunto de
secuentes S.

1.2. Reticulados residuados

En la seccion anterior introdujimos los reticulados residuados como la seméantica alge-
braica equivalente de la logica FLeyw. En esta seccién recopilaremos las propiedades alge-
braicas basicas de estas estructuras que necesitaremos en esta tesis. Un estudio detallado
de dichas algebras puede encontrarse en [GalJipKowOno07], [JipTsi07], [HarRafTsi02],
[BloTsi03], [H6h95].

Definicién 1.2.1 Un reticulado residuado, acotado, conmutativo e integral es
un dlgebra A = (A, A\, V,*%,—,0,1) de tipo (2,2,2,2,0,0) que verifica las siguientes con-
diciones:

(1) (A,A,V,0,1) es un reticulado acotado con primer elemento 0 y ultimo elemento 1;
(2) (A, *,1) es un monoide conmutativo;

(3) wale la ley de residuacion:
rxy <z ax<y—z,
donde < representa el orden parcial dado por la estructura de reticulado.

La razén de los calificativos acotado y conmutativo es clara. Por otra parte, la inte-
gralidad de estos reticulados residuados hace referencia al hecho de que el neutro de la
operacién * coincide con el ultimo elemento del reticulado. Como en esta tesis sélo tra-
bajaremos con este tipo de reticulados residuados, nos referiremos a ellos simplemente
utilizando el término reticulados residuados.

Observemos que la tinica condicion sobre la operaciéon — es la dada por la ley de
residuacién. Sin embargo, dicha propiedad caracteriza x — y cualesquiera sean x,y € A.
En efecto, veamos que

r—y=max{z € A: zxx <y}

En primer lugar, como z — y < x — y, la ley de residuacién implica que (x — y) xz < y.
Ademas, si zxx < y, entonces z < x — y. Esto confirma que x — y es el mayor elemento
z € A con la propiedad de que z x x < y.
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Si bien la ley de residuacion no es una identidad, es facil probar que puede reemplazarse
por el siguiente par de identidades:

r=zA(y— ((xxy)V=2),
z=(yx(@A(y—2))Va.

Esto demuestra que la clase de los reticulados residuados constituye una variedad. A esta
variedad la denotaremos, en adelante, RIL.

El siguiente lema recopila diversas propiedades bésicas validas en todo reticulado
residuado que seran utilizadas constantemente.

Lema 1.2.2 Si A es un reticulado residuado, para a,b,c € A se tiene que:

Sobre todo reticulado residuado A consideramos la operacién unaria definida por
-z =z — 0.
A esta operacién unaria la denominamos usualmente negacién.

Lema 1.2.3 Si A es un reticulado residuado, para a,b € A, se tiene que:

R
s
*

=
I

R
i
]
s
*
i
J

&
I
s
1
J

\.@

Para simplificar la notacién, definimos recursivamente:
w 0= 1,
+1

" =g xa", paran > 0.
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1.2. Reticulados residuados

También definimos para n > 0:
nx = —(—z)".

Observar que 1x = ——x y, en general, es diferente de .
Valen las siguientes propiedades.

Lema 1.2.4 Si A es un reticulado residuado, para a,b € A tenemos que:

(@) a® —wb=a—(a—---—(a—Db)...), paran > 1,

a' =a, la = =—a,

——na = na = n(—--a), paran > 0,

)

(¢)

(d) si0<k<r, entonces a” < a* y ka < ra,

(e) sia <b, entonces a” < b" y na < nb, paran >0,
)

Un filtro implicativo de un reticulado residuado A es un conjunto F© C A que
satisface las siguientes condiciones:

(1) 1€ F,
(2) para todo a,b€ A, sia € F'ya<b, entonces b € F,
(3) sia,be F, entonces axb e F.

En otras palabras, un filtro implicativo es un subconjunto no vacio, creciente y cerrado
por .

También se puede definir un filtro implicativo F' como un subconjunto de A que
verifica:

(1) 1€ F,
(2) sia,a — b€ F, entonces b € F.

Esta formulacién equivalente de la nociéon de filtro implicativo es fundamental en el estudio
de los subreductos implicativos de los reticulados residuados, pues utiliza solamente la
operacién —.

Denotaremos con F'il(A) a la famila de filtros implicativos de un reticulado residuado
A. Es facil verificar que F'il(A) es cerrada bajo intersecciones arbitrarias, por lo que tiene
una estructura natural de reticulado completo bajo el orden dado por la inclusién de
conjuntos.

El hecho de que Fil(A) sea cerrado bajo intersecciones arbitrarias también nos garan-
tiza, dado un conjunto cualquiera X C A, la existencia del menor filtro implicativo que
contiene a X. Decimos que dicho filtro implicativo esta generado por X y lo denotamos
con Fg?(X). Es facil probar que para X C A no vacio,

Fg*(X)={a€ A: 2! x...x2}* < a, para ciertos k,ny,...,ng > 0,21,...,7, € X}.
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Para z € A, escribimos Fg?(x) en lugar de Fg*({z}).

La importancia de los filtros implicativos radica en su relacién estrecha con las con-
gruencias. En efecto, dado un filtro implicativo F' de un reticulado residuado A, la relacion
binaria

Op ={(z,y) EAXA:z—wyeFey—xecl}

es una congruencia sobre A tal que F' = [1]y,., donde [1]4, denota la clase de equivalencia
de 1 segtin la congruencia #r. De hecho, la correspondencia F' + 6 es un isomorfismo de
orden entre Fil(A) y Con(A), el conjunto de todas las relaciones de congruencia sobre
A, ambos ordenados por la relacion de inclusién. La aplicacion inversa esta dada por
0 — [1]p. De aqui en adelante, escribiremos A/F en lugar de A /6, y notaremos [a]r, en
lugar de [a]y,., a la clase de equivalencia del elemento a € A segun la congruencia 0p.

Una propiedad importante de la cual gozan los reticulados residuados es la propiedad
de extension de congruencias: dadas dos algebras A, B € RL tales que A < B, es decir, A
es subdalgebra de B, se tiene que para cada congruencia € sobre A existe una congruencia
0 sobre B tal que § = ¢’ N A%. En el lenguaje de los filtros implicativos, esto equivale
a que para cada filtro implicativo F' en A existe un filtro implicativo F” en B tal que
F=FnA.

Un filtro implicativo F' de un reticulado residuado A es propio si F' # A. Un filtro
implicativo maximal es un filtro implicativo propio F' de A tal que para todo filtro
implicativo G de A, FF C G implica G = A. Utilizando el Lema de Zorn, es facil probar
que todo filtro implicativo propio debe estar contenido en algtn filtro implicativo maximal.
La siguiente es una caracterizacion ttil de los filtros implicativos maximales.

Lema 1.2.5 Un filtro implicativo F' de A € RIL es mazimal si y solo si para todo a € A,
a ¢ F siy sdlo si existe n > 0 tal que —a™ € F.

Recordemos que un édlgebra se dice simple si posee exactamente dos congruencias (las
triviales). Luego, un reticulado residuado A es simple si y sélo si {1} es el unico filtro
implicativo propio. Por el Lema 1.2.5, resulta entonces la siguiente caracterizacion sencilla
de los reticulados residuados simples.

Corolario 1.2.6 Un reticulado residuado A es simple si y solo si para todo a € A\ {1},
existe n > 0 tal que —a™ = 1.

Ya hemos notado el hecho de que todo reticulado residuado no trivial A posee fil-
tros implicativos maximales. Se denomina radical de A a la interseccion de todos los
filtros implicativos maximales de A; lo notamos Rad(A). El siguiente lema muestra una
caracterizacién muy 1til del radical (ver, por ejemplo, [H6h95] y [KowOnoO1]).

Lema 1.2.7 En un reticulado residuado A
Rad(A) = {a € A: para todo n > 0, existe k,, > 0 tal que k,(a") = 1}. (1.1)

Las siguientes son algunas propiedades del radical que nos seran de utilidad mas ade-
lante.
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Lema 1.2.8

(a) Si h : Ay — Ay es un homomorfismo entre dos reticulados residuados, entonces
h(Rad(A+)) C Rad(A»).

(b) Para cualquier F' € Fil(A), Rad(A)/F C Rad(A/F).

Un dlgebra se dice semisimple si es isomorfa a un producto subdirecto de algebras
simples. Tenemos entonces el siguiente resultado.

Corolario 1.2.9 Dada un dlgebra A € RIL se tiene que:
(a) A es semisimple si y solo si Rad(A) = {1},

(b) A/Rad(A) es semisimple.

Demostracion. Para probar el item (a), consideremos la familia M de filtros implica-
tivos maximales de A y sea h : A = [[pc(A/M el homomorfismo natural dado por
h(a)(M) = [a]a, paraa € Ay M € M. Observemos que la maximalidad de los filtros M
asegura que los cocientes A /M sean algebras simples.

Ahora bien, si [\M = Rad(A) = {1}, entonces h es inyectivo, y resulta que A es
producto subdirecto de algebras simples, es decir, A es semisimple.

Reciprocamente, si A es semisimple, existe una representacion subdirecta h : A —
[L;c; Ai, donde A; es un dlgebra simple para todo i. Luego, si denotamos M; = {a € A :
m;(a) = 1}, cada M; es un filtro implicativo maximal y se cumple que (\M C (,.; M; =
{1}.

Para probar el item (b), observemos el homomorfismo natural i : A — [[,,cp A/M
induce un homomorfismo inyectivo i : A/Rad(A) — [],7e0 A/M. Esto muestra entonces
que A/Rad(A) es semisimple, pues es producto subdirecto de dlgebras simples. O

Otra nocién importante que utilizaremos en esta tesis es la de elementos regulares.
Dado un reticulado residuado A, decimos que un elemento a € A es regular si verifica
——a = a. Al conjunto de todos los elementos regulares de A lo notamos Reg(A). Observar
que

Reg(A)={ac€A:~—a=a}={-a:a€ A} ={--a:a € A}.

Para cualquier operacién @ € {A, V, *, —}, consideramos la operacién
T Opy =—2(zOy).

Es facil ver que Reg(A) = (Reg(A), Ay, Vo, %, =, 0, 1) es un reticulado residuado (ver,
por ejemplo, [CigTor04, Tor08]). Observemos que para todo a,b € Reg(A), tenemos que

a—.b=a—=byaN.b=aAlb.

Sin embargo, V, y *, son diferentes, en general, de V y *, respectivamente, con lo cual
Reg(A) puede no ser una subdlgebra de A. Estudiaremos més en detalle esta construccién
en el Capitulo 4.
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1.3. Subvariedades de RIL

La variedad RIL de los reticulados residuados abarca diversas variedades que ya habian
sido estudiadas en forma independiente. El caso mas notorio es el de las algebras de
Boole, que son equivalentes por términos a la subvariedad de RIL caracterizada por la
identidad x V —x = 1. Observar que en estos reticulados residuados el complemento boo-
leano de un elemento x coincide con su negacién —x. De aqui en adelante, consideraremos
a las algebras de Boole como idénticas a los miembros de esta subvariedad de RL, a la
cual denotamos simplemente con B.

Otra subvariedad muy estudiada en forma independiente que resulta ser equivalente
por términos a una subvariedad de RL es la variedad de las algebras de Heyting.
Mas precisamente la subvariedad en cuestion es aquella caracterizada por la ecuacion
x*xy = x Ay y la notaremos con H. Esta ecuacion afirma que en estos reticulados
residuados las operaciones * e A coinciden, con lo cual la condicion de residuacion se
convierte en la caracterizacién usual de — respecto de A en las algebras de Heyting.

Otra subvariedad interesante de RIL resulta de considerar la ecuacién ——x = x, es
decir, considerar los reticulados residuados en los cuales todo elemento coincide con su
doble negacién. Dichas algebras se conocen como reticulados residuados involutivos
y denotamos la variedad que forman con IRL. Notemos que se sigue de (d) en el Lema
1.2.3 que en un reticulado residuado involutivo las operaciones *x e — estén relacionadas
via las siguientes identidades:

rry=—(x = -y),
r—y=-(x*xy) =y — .

Observemos también que las algebras de Heyting involutivas son precisamente las algebras
de Boole, es decir, HNIRL = B.

Otras subvariedades a las que haremos mencién a lo largo de esta tesis son las siguien-
tes:

» Reticulados residuados distributivos: son aquellos en los que el reticulado sub-
yacente es distributivo, es decir, en los que se cumple la identidad z A (y V 2) =
(x Ay) V (z A z). Notamos a la subvariedad DRL.

= Reticulados residuados de Glivenko: son aquellos que satisfacen la ecuacién
——(—=—2z — x) = 1. Serdn imporantes en el Capitulo 4, donde estudiamos el dlgebra
de elementos regulares de un reticulado residuado. Notamos a la subvariedad GRL.

= Reticulados residuados pseudocomplementados: son aquellos en los que se
cumple la ecuacién x A =x = 0. En ellos la negacion es el pseudocomplemento en el
sentido usual, es decir, =x es el mayor elemento z tal que z A x = 0. Notamos a la
subvariedad PRIL.

» Reticulados residuados de Stone: son aquellos en los que se cumple la ecuacion
—x V ==z = 1. Notamos a la subvariedad SRL.
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Una subvariedad muy importante de RIL, que denotamos MTIL, es la clase de las
MTL-4lgebras (de monoidal t-norm logic), es decir, aquellos reticulados residuados que
satisfacen la identidad:

(x—=y)V(y—z) =1

A esta ecuacion se la conoce comunmente como condicion de prelinealidad. Es bien conoci-
do que MTL es precisamente la subvariedad de RIL generada por los reticulados residuados
totalmente ordenados. Mas atn, un reticulado residuado satisface la ecuacion de prelinea-
lidad si y sélo si es producto subdirecto de reticulados residuados totalmente ordenados
(ver [Hoh95] y [EstGod01]).

Una variedad de gran importancia en esta tesis es la variedad de las MV-dlgebras (de
many valued logic). Recordemos que una MV-dlgebra es un dlgebra A = (A, @, —,0) de
tipo (2, 1,0) tal que:

» (A, ®,0) es un monoide conmutativo,
" oo =T,

» 2@ -0 =0,

» (zdy) By =(-ydz)dua.

Un estudio detallado de estas dlgebras se puede encontrar en [CigDOtMun00]. Si bien
estas algebras no son del tipo de similaridad de los reticulados residuados, la subvariedad
de RIL determinada por la ecuacién

(r—=y) sy=(@y—zx) ==z (1.2)

es equivalente por términos a la variedad de las MV-dalgebras. La traduccion de las opera-
ciones se realiza de la siguiente manera. Si A = (A, @, -, 0) es una MV-algebra, definimos

1:= -0,
zxy = (nr®y),
r—y: =Dy,
zVy:=(r—=y) —vy,
T Ay = —(-zVy).

Reciprocamente, si A = (A, A,V,*,—,0,1) es un reticulado residuado que satisface la
identidad (1.2), entonces A se puede considerar una MV-algebra definiendo:

TDY = — vy,
—r =z — 0.

Por esta razén consideraremos a las MV-dlgebras como subvariedad de RL y notaremos
a dicha variedad con MV. Observemos que como las MV-4algebras satisfacen la identidad
—-—x = x, son reticulados residuados involutivos. Ademas, se puede verificar también
que las MV-algebras satisfacen la condicion de prelinealidad, es decir, son también MTL-
algebras.
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El ejemplo mas importante de MV-dlgebra es la que se puede definir sobre el intervalo
real [0,1] = {z € R: 0 <z <1}. En efecto, sobre este conjunto definimos:

a®b:=min(a+0b,1),

—\a::1—a,

cualesquiera sean a,b € [0,1]. Resulta que [0,1] = ([0, 1],&,—,0) es una MV-algebra.
Ademads, esta MV-algebra es especial pues genera la variedad de las MV-dlgebras, es
decir, MV = V([0,1]) (ver [CigDOtMun00]).

Otros ejemplos importantes de MV-dlgebras son las MV-cadenas, es decir, las MV-
algebras cuyo orden es total. Un caso particular son las MV-cadenas finitas. Denotamos
con S, a la subalgebra de [0, 1] que tiene por universo al conjunto {0,%, 2 ... 2= 1}.

'non? [ ]

Otro ejemplo de MV-cadenas son las dlgebras de Chang S con universo

Sy =Alxy) v e {7, 57y € ZYU{(0,y) - y € NU{0}}U{(1, —y) : y € NU{0} }.

En S¥ las operaciones estan dadas por:

OZ(O,O>, _'(I7y):<1_x7_y)

(170) six4+u>1,
(z,y) ® (u,v) =< (1,min(0,y +v)) siz+u=1,
(x +u,y +v) siz+u<l.

Se cuenta también con una buena descripcion de las MV-dlgebras libres. Dado n € N,
se llama funcién de McNaughton sobre [0, 1]" a toda funcién f : [0,1]" — [0, 1] tal
que:

» [ es continua con respecto a la topologia usual en [0, 1]",

= existen polinomios lineales pi,...,p, son coeficientes enteros tales que para cada
a € [0,1]", existe i € {1,...,k} tal que f(a) = pi(a).

Denotamos M ([0, 1]™) al conjunto de todas la funciones de McNaughton sobre [0, 1]™. De-
finiendo las operaciones puntualmente, se obtiene una MV-élgebra M([0, 1]™) que resulta
isomorfa a la MV-algebra libre con n generadores libres (ver [CigDOtMun00]). Esta des-
cripcion de las MV-dlgebras libres es muy 1util y sera utilizada en diversas ocasiones en
esta tesis.

1.4. Subreductos implicativos de RL

Consideremos un lenguaje algebraico £ y un sublenguaje £, C £. Dada un algebra A
en el lenguaje £, notamos con A | Ly al dlgebra que se obtiene a partir de A reteniendo
s6lo las operaciones correspondientes al lenguaje £y. Llamamos a A | L, el Ly-reducto de
A. Por extension, si K es una clase de algebras en el lenguaje £, definimos el Ly-reducto
de K como

KrEOI{A rﬁoAEK}
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Si Q es una cuasivariedad, es facil ver que Q | Ly es cerrado bajo los operadores I, P
y Py, pero no, en general, bajo S. Esto motiva la definicién del L£y-subreducto de una
clase K, que es la clase S(K | £y). Abreviamos K% = S(K | Ly). Para una cuasivariedad
Q, resulta entonces que Q%° es nuevamente una cuasivariedad.

En esta tesis estudiaremos algunos subreductos de subvariedades de RIL. Conviene
comenzar notando que RL{7 es la cuasivariedad de las BCK-algebras (ver [Idz84a)),
que denotamos BCK. Es improtante notar que, como el orden parcial de los reticulados
residuados se puede caracterizar utilizando sélo la operaciéon — y la constante 1, las
BCK-algebras poseen un orden parcial dado por

r<y<—=zxr—y=1

Dentro de las BCK-algebras, encontramos a las dlgebras de implicacion de Lu-
kasiewicz, que son los {—, 1}-subreductos de las MV-dlgebras. Notamos L = MV {1},
Esta cuasivariedad resulta ser, de hecho, una variedad, y sera objeto de estudio en la
Parte II de esta tesis. A su vez, dentro de L encontramos a las algebras de implicacién
o algebras de Tarski, que son los {—, 1}-subreductos de las dlgebras de Boole. Nota-
mos I = B{=!}. Estas dlgebras han sido extensamente estudiadas (ver [Abb67], [Abb68],
[Mit71/72], [DiaTor03], [AbaDiaTor04]) y serén utilizadas como puntapié inicial para el
estudio de las algebras de implicacion de Lukasiewicz.

Por otra parte, el subreducto RLI7%! es la cuasivariedad de las BCK-dlgebras
acotadas, que denotamos bBCK. Es importante notar que el subreducto correspondiente

de MV, es decir, MV{™%1} g5 equivalente por términos a las propias MV-algebras (ver
[Mun86]).

1.5. {x,—, 1}-subreductos de RL

En [BloVAI02] se prueba que los {*, —, 1}-subreductos de los reticulados residuados
son los pocrims ( “partially ordered commutative residuated integral monoids”). La clase
de los pocrims forma una cuasivariedad y serd denotada con M. En [Hig84] se muestra
que M no es una variedad. Notar que como en estos subreductos se conserva tanto la
operacién — como la constante 1, al igual que en las BCK-algebras, hay un orden parcial
< dado por

r<ys<=z—y=1

Una clase importante de pocrims es la clase de los hoops, que se definen como aquellos
pocrims en los cuales © < y si y sélo si existe z tal que x = y % z. A esta condicién se la
conoce como divisibilidad por lo que podemos decir que un hoop es un pocrim divisible.
Denotaremos con HQO a la variedad de los hoops. Es importante observar que la clase de
los hoops constituye una variedad (ver [Bos69]). Mas precisamente, se puede ver que un
hoop es un dlgebra A = (A, x, —, 1) tal que:

» (A, *,1) es un monoide conmutativo,
n > x=1,

= (y—z2)=(xxy) — z,
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v rx(z—y)=yx*x(y — x).

Los primeros estudios sistematicos de las propiedades estructurales de los hoops se en-
cuentran en la tesis doctoral de Ferreirim [Fer92] y en un trabajo posterior de Blok y
Ferreirim [BloFer00]. Allf se caracterizan las dlgebras subdirectamente irreducibles y se
estudian diversas subvariedades de interés.
Es importante observar que todo hoop es un A-semirreticulado y que el infimo es puede
definir mediante
r Ay :=xx*(x—y).

En el siguiente lema recopilamos algunas propiedades bésicas de los hoops.

Lema 1.5.1 Sea A = (A, *,—,1) un hoop. Para todo a,b,c € A, se cumple:

Una subvariedad importante de HO es la variedad de los hoops de Wajsberg, los
cuales se definen como aquellos hoops que satisfacen la identidad

(r =y wy=(y—zx) — =

A esta variedad la denotamos WHQ. El orden parcial subyacente a un hoop de Wajsberg
es el de un reticulado distributivo (ver [Fer92]) y el supremo queda definido como

zVy:=(r—y) —y.

El siguiente lema enuncia algunas propiedades que verifican las operaciones de reticulado
en un hoop de Wajsberg.

Lema 1.5.2 Sea A = (A, x,—,1) un hoop de Wajsberg. Para todo a,b,c € A, se cumple:
(a) (aVb)—c=(a—c)N(b—c),
(b) c—= (aVb)=(c—a)V(c—D),

() (andb) = c=(a—c)V(b—c),

34



1.5. {x,—,1}-subreductos de RL

(d) ¢ = (aAb)=(c—a)A(c—D).

Un hoop A = (4, %,—,1) es cancelativo si (4,x*,1) es cancelativo como monoide.
La clase de los hoops cancelativos es una variedad, que denotamos con CHQO y que queda
axiomatizada dentro de HO por la identidad (ver [BloFer00])

r— (xxy)=y.

Maés atin, todo hoop cancelativo es un hoop de Wajsberg y la variedad CHO puede axio-
matizarse dentro de WHIO mediante la identidad

r— (xxx) =1

Un algebra de Wajsberg es un hoop de Wajsberg con primer elemento en el len-
guaje (x,—,0,1), donde 0 es una constante para el primer elemento. Lo interesante de
las dlgebras de Wajsberg es que son equivalentes por términos a las MV-algebras (ver
[CigDOtMun00, FonRodTor84]). En general, definimos en cualquier hoop de Wajsberg
A = (A, *,—, 1) la operacién @ mediante

r@y:=(r— (r*xy)) = v.

Si A tiene primer elemento, es facil ver que @ es la suma usual de Lukasiewicz, es decir,
la suma correspondiente a la estructura de MV-édlgebra que se puede definir sobre A. Por
otra parte, si A es un hoop cancelativo, se verifica que x @ y = 1 para todo z,y € A (ver
[AglPan02]).

Si V es una variedad de MV-algebras, entonces la clase de los {*, —, 1}-subreductos
de las algebras de V es una variedad de hoops de Wajsberg. En particular, WHQO es la
clase de los {*, —, 1}-subreductos de las MV-élgebras. M&s atin, si A es una MV-algebra,
la variedad de {*, —,1}-subreductos de V/(A) es V(A | {*,—,1}) (ver [AglPan02]).

Es sabido que los hoops son 1-regulares, es decir, que las congruencias sobre un hoop
quedan completamente determinadas por la clase de equivalencia del 1. Mds atn, de
la misma manera que en los reticulados residuados se puede definir la nocién de filtro
implicativo en un hoop y resulta que, para cada congruencia ¢ sobre un hoop A, [1]y es
un filtro implicativo. Reciprocamente, para cualquier filtro implicativo F' de A la relacion
binaria

Or = {(a,b) € A :a — b,b—ac F}

es una congruencia sobre A tal que F' = [1]p,.. De hecho, la correspondencia 6 — [1]y es
un isomorfismo de orden entre la familia de todas las congruencias de A y la familia de
todos los filtros implicativos de A, ambas ordenadas por inclusién. Una particularidad de
los hoops es que, como los filtros implicativos contienen a 1 y son cerrados bajo — y *,
son asimismo subuniversos. Esto no sucede en el caso de los reticulados residuados pues el
primer elemento 0 esta en el lenguaje. También es importante observar que para un hoop
de Wajsberg acotado A sus congruencias no dependen del hecho de que consideremos a
A como MV-algebra o como hoop de Wajsberg.

Ejemplos importantes de hoops de Wajsberg son los {*, —, 1}-reductos de las MV-
cadenas. Notamos C¥ = S¥ | {x, —,1}. Observemos que el hoop C{ posee un subhoop
CUyO universo es

Co={(1,—y) 1y eN}.
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A dicho hoop lo denotamos C,,. Se tiene que C,, genera la variedad de los hoops cance-
lativos (ver [BloFer00]). También notamos las cadenas finitas C,, = S,, | {*, —, 1}.

Definimos MV,, = V(S,) y WHO,, = V(C,). Siguiendo [CigDOtMun00], llamamos
MV-dlgebras n-valuadas a las algebras de MV,, (o, para abreviar, MV, -dlgebras).
Asimismo llamamos hoops de Wajsberg n-valuados a las dlgebras de WHQO,,. Una base
ecuacional para MV, se da en [CigDOtMun00, Corolario 8.2.4, Teorema 8.5.1]. La misma
base ecuacional caracteriza la variedad WHQO,,. En particular, los hoops de Wajsberg
n-valuados son n-potentes, es decir, satisfacen la ecuacién z” = z"*1,
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MYV -clausuras de hoops de Wajsberg

Los hoops de Wajsberg son los {*, —, 1}-subreductos de las MV-algebras (ver [BloFer00,
Proposicién 1.14]). Por esta razén es de esperar que haya una relaciéon muy estrecha en-
tre dichas estructuras. En este capitulo probamos que todo hoop de Wajsberg se puede
sumergir en una MV-algebra como un filtro implicativo maximal. Mas precisamente, a
partir de un hoop de Wajsberg A construimos una MV-dlgebra MV (A), que denomina-
remos MV-clausura de A, con la propiedad de que A es un filtro implicativo maximal de
MV (A) tal que MV (A)/A = S;. En la primera seccién presentamos esta construcciéon y
probamos que, desde un punto de vista categorial, posee una propiedad universal. En la
seccién siguiente investigamos méas en profundidad cémo son las MV-clausuras de hoops
de Wajsberg con diferentes propiedades. También relacionamos los filtros implicativos
primos y maximales de un hoop de Wajsberg y los de su correspondiente MV-clausura.
En las tres ultimas secciones damos algunas aplicaciones de esta construccién. En primer
lugar obtenemos una dualidad categorica para los hoops de Wajsberg localmente fini-
tos a partir de una dualidad ya conocida para las MV-dlgebras localmente finitas (ver
[CigDubMun04]). Damos asimismo otra dualidad categérica para el caso de hoops de
Wajsberg k-valuados independiente de la anterior y basada en trabajos R. Cignoli y A.
Monteiro (ver [CigMon06]). En la seccién final vemos cémo se pueden utilizar las MV-
clausuras para obtener una caracterizacion de los hoops de Wajsberg k-valuados libres a
partir de la correspondiente caracterizacion de las MV-algebras k-valuadas libres dada en
[BusCig08]. Los resultados de este capitulo se encuentran publicados en [AbaCasDial0)].

2.1. Construccién de las MV-clausuras
Sea A = (A, *,—,1) un hoop de Wajsberg. Definimos el dlgebra
MV (A) = (A x {0, 1}, @, “mws O
donde las operaciones estan definidas de la siguiente manera:
Omo := (1,0), “mo(a, 1) = (a,1 —1),
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(a®b1) sii=j=1,
b 1 i1=1y53=0
(@) B (0g) = {0 0D LY
(a—b,1) sii=0yj=1,

(a*b,0) sii=7=0.

Recordar que en A la operacién @ esta definida como x @y := (x — (x *y)) — y.
Maés adelante probaremos que MV(A) es una MV-dlgebra. Previendo esto definimos
las siguientes operaciones derivadas de las bésicas:

1mv = mvomva

(a,7) *mo (0,7) = o (“mo(@,9) By “mo (b, 7)),
(a,1) = mw (b,7) := —ymu(@, 1) Bpme (b, 7).

Se puede chequear facilmente que

(axb,1) sii=j=1,

. , a—0,0) sii=1yj=0,
(CL,Z) *mu <b7]> = ( ) .. .
(b—a,0) sii=0yj=1,
(

a®b,0) sii=j=0.

(a—0b1) sii=j=1,
(a%b,0) sii=1lyj=0,
(a®b,1) sii=0yj=1,
(b—a1) sii=j=0.

De esto, es claro que la aplicacién a — (a, 1) es una inmersién del hoop A en MV(A).
En lo que sigue identificaremos a con (a,1) para todo a € A. Notemos también que
(a,0) = —yno(a, 1) = =,a para todo a € A. De esta manera podemos considerar MV (A)
como la union disjunta de A y =, A = {00t a € A}

Nuestro objetivo ahora es probar que MV (A) es, en efecto, una MV-élgebra. En lugar
de chequear que MV (A) satisface los axiomas correspondientes, daremos una demostra-
cién que muestra algunos resultados de interés independiente.

Sea Freeyy (X) la MV-algebra libre sobre el conjunto X y sea Freewmo(X) el hoop de
Wajsberg libre sobre X. El primer paso es observar la estrecha relacion entre las dlgebras
libres Freeyw (X) y Freewno(X).

Lema 2.1.1 Para cualquier conjunto de generadores libres X,
FreeWH@(X) = SgFreeMV(X)H*’_)’l} (X)
Demostracion. Es suficiente ver que, dados dos términos ty(z1,...,2,) v to(z1,...,2,)

en el lenguaje {x,—,1} y en las variables {z1,...,2,} C X, se tiene que la identidad
t1 =ty vale en WHO si y sélo si vale en MV. En efecto, si una tal ecuacién vale en WHQO,
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en particular vale en todo hoop de Wajsberg acotado, con lo cual vale en toda MV-
algebra. Reciprocamente, supongamos que la ecuacién t; = t, vale en toda MV-algebra.
Como la variedad de los hoops de Wajsberg es la clase de los {*, —, 1}-subreductos de
las MV-algebras resulta que, dado un hoop de Wajsberg A, existe una MV-dlgebra B tal
que A < B | {x,—,1}. Como t; = ty vale en B y s6lo contiene simbolos del lenguaje
{*,—,1}, también vale en B [ {x,— 1}, con lo cual es vélida, a su vez, en A. Esto
completa la demostracion. 0

En virtud de este lema identificaremos de aqui en més los elementos de Freeywpo(X)
con los correspondientes de Sg¥Freemv(X)n=11(x),

Sea FgFreenw(X)(X) el filtro implicativo generado por X en Freeyy(X). Para simplifi-
car la notacién, omitiremos el superindice Freeyy (X ), puesto que no generard confusion.

En el siguiente lema, utilizamos la notaciéon ~Fg(X) = {-t: t € Fg(X)}.

Lema 2.1.2 Fg(X) es un filtro implicativo maximal en Freeyy (X) tal que Freeyy(X) =
Fg(X) U—Fg(X).

Demostracion. Veamos que Fg(X) U —Fg(X) es un subuniverso de Freeyy(X). En
efecto, es claro que 0 € =Fg(X) y que Fg(X)U —-Fg(X) es cerrado bajo =. Ademas, si
t1,t2 € Fg(X), tenemos que:

b Pty = (t; — (t1 xt3)) =ty € Fg(X),
Dty =ty =t € Fg(X),

n ot Dty =1, — 1y € Fg(X),

ity D oty = (b x ty) € 2Fg(X).

Como Freeyy (X) esta generada por X, concluimos entonces que Freeyy(X) = Fg(X)U
—Fg(X).

Debemos observar también que Fg(X) es un filtro propio, pues 0 ¢ Fg(X). En efecto,
si suponemos que 0 € Fg(X), entonces existen z1,...,z, € X tales que z1 *... %z, =0
y dicha ecuacién no es valida en una MV-algebra no trivial.

Por dltimo, Fg(X) es maximal puesto que si consideramos un filtro implicativo G
estrictamente mayor a Fg(X), G debe contener un elemento de la forma —t¢ para algin
t € Fg(X). Luego 0 =t * =t € G con lo cual G = Freeyy(X). O

Consideremos ahora el dlgebra Fg(X) = (Fg(X), *, —, 1), que es claramente un hoop
de Wajsberg. Es claro que Freewng(X) es una subdlgebra de Fg(X). Méas aun, tenemos
el siguiente resultado.

Teorema 2.1.3 Para cualquier conjunto de generadores libres X, Freewno(X) = Fg(X).
Demostracion. Enla MV-algebra Freey (X ) consideremos el conjunto S = Freewpo(X)U

—Freewnop(X). Claramente 0 € S y S es cerrado bajo —. Probemos que S es cerrado bajo
@®. Para ello, observemos que si t,t; € Freewno(X):
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b Dty = (t1 — (t1 x t2)) — ty € Freewno(X),
w t) Dty =ty — b € Freewmo(X),

w ot Dty =1t =ty € Freewno(X),

n ity @ oty = 2ty x te) € 2 Freewmo(X).

Por tanto S es un subuniverso de Freeyy (X) y contiene a X. Luego S = Freeyv(X).
Sabemos que Freeyy(X) = Freewno(X)U-Freewno(X) = Fg(X)U—-Fg(X). Tam-

bién es claro que Fig(X) N —Fg(X) = . Como ademds Freewno(X) C Fg(X), resulta

entonces inmediatamente que Freewmo(X) = Fg(X). d

~

Corolario 2.1.4 Para cualquier conjunto de generadores libres X, MV (Freewno(X))
Freeywy (X). En particular, tenemos que Freeyy (X)/Freewno(X) = S;.

Demostracion. El hecho de que MV (Freewno (X)) = Freeyy(X) resulta simplemente de
observar cémo se operan los elementos en Freeyy (X) y como se definen las operaciones
en MV (Freewno(X)). Ademds, como

Freeyy(X) = Fg(X)U-Fg(X)
= FreeWH@(X) U _|F7’€6WH@(X),

resulta de inmediato que Freeywy (X)/Freewno(X) = S;. O

Como vimos en la Seccién 1.3, es bien sabido que Freeyy(X) es isomorfo a la MV-
dlgebra de funciones de McNaughton sobre el | X |-cubo, es decir, sobre el conjunto [0, 1]
En el siguiente corolario identificamos dichas élgebras.

Corolario 2.1.5 Para cualquier conjunto de generadores libres X, Freewmno(X) es iso-
morfo a la subdlgebra de Freeyy(X) | {*,—,1} cuyo universo es

{f € Freey(X) : f(e) = 1},
donde e es el vértice | X |-cubo cuyas coordenadas son todas iguales a 1.

Demostracion. Es suficiente probar que Fg(X) = {f € Freeymv(X) : f(e) = 1}. Para
ello, notemos primero que si x; € X, entonces z;(e) = 1 por definicién de e. Luego
es claro que Fg(X) C {f € Freemy(X) : f(e) = 1}, ya que si f(e) = gle) = 1,
entonces (f x g)(e) = 1, ysi f < gy f(e) = 1, entonces g(e) = 1. Reciprocamente,
si g € Fg(X), entonces =g € Fg(X), de donde (—g)(e) = 1, con lo cual g(e) = 0y
g &{f € Freeyqv(X) : f(e) =1}. O

Observacién 2.1.6 La representacién de Freewno(X) que aparece en el corolario ante-
rior fue dada en primer lugar en [AglPan02, Teorema 3.1]. Sin embargo, nuestra demos-
tracién es mas elemental, pues no hace uso del hecho de que todo MV-término se puede
construir a partir de las variables mediante starrings.
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Lema 2.1.7 Dado un hoop de Wagsberg Ay un homomorfismo sobreyectivo h
Freewno(X) — A, la aplicacion h : Freeyy(X) — MV (A) definida mediante

~ (h(t),1) sit € Freewno(X),
hit) = { (h(=t),0) site ﬁFreeW?m(X),

es un homomorfismo.

Demostracion. Claramente h es una funcién sobreyectiva bien definida. Mostramos a
continuacion que h es, de hecho, un homomorfismo.

= 1(0) = (h(1),0) = (1,0) = O

o h(=t) = 2 ((1)).
En efecto, si t GAFTGGWH@(X), entonces (ﬂt) (h(==t),0) = (h(t),0)
“mw (R(1), l) = ﬂmvf/z\(t). Site ﬂFreeWH@(X), t =
Entonces h(—t) = h(r) = (h(r),1), v —moh(t)
(h(r),1).

e Wt @) = B(t) By B(r).

En efecto, tenemos los siguientes cuatro casos:

~

—r para algin r € FreeWH@(X

mo(h(=t),0) = —my(h(r),0)

e Sit,r € Freewno(X), entonces /f;(t @r)=(h(t®r),1) = (h(x)®h(r),1) =
(A(t),1) @ro (h(r),1) = B(t) @po h(r).

o Sit e Freewnuo(X)yr € “Freewuo(X), con r = —s para s € Freewno(X),
entonces h(t & 1) = h(t ® —s) = h(s — t) = (h(s — t),1) = (h(s) — h(t),1)
mientras que A(t) By (1) = (h(t), 1) B (h(s),0) = (h(s) = h(t), 1).

e Site ~Freewno(X)yr € Freewno(X), se prueba en forma andloga al caso
anterior.

e Sit,r € ﬂFreeWH@(X), es decir, t = Tty r = oy, con Ty € Freewno(X),
entonces h(t @ 1) = h(~t; & =r1) = h(=(ty x11)) = (h(ty *11),0) = (h(t,) *

~

h(r1),0) = (h(t1),0) Spmo (A(r1),0) = h(t) By 2(1).
Por lo tanto, % es un homomorfismo sobreyectivo. 0

Ahora si estamos en condiciones de probar que MV (A) es una MV-élgebra, cualquiera
sea el hoop de Wajsberg A.

Teorema 2.1.8 Si A es un hoop de Wajsberg, entonces MV (A) es una MV-dlgebra.
Mas ain, A es un filtro implicativo mazimal de MV (A) y MV (A)/A = S;.

Demostracion. Sea A un hoop de Wajsberg y consideremos un conjunto de generadores
libres X suficientemente grande de modo tal que existe un homomorfismo sobreyecti-
vo h : Freewno(X) — A. Por el lema anterior, existe un homomorfismo sobreyectivo

o Freeyw(X) — MV(A). Luego MV(A) resulta ser una MV-dlgebra por ser una
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imagen homomorfa de una MV-algebra. Ademas, es claro que A es un filtro implicati-
vo de MV (A), pues es creciente y cerrado bajo *. También por definicién tenemos que
MV(A)=AU-Ay AN—-A = (. Luego A debe ser un filtro implicativo maximal tal que

V(A)/A=S,. O

Vamos a ver ahora que esta construccion tiene una propiedad universal. De hecho,
mostraremos que MV (A) es la MV-dlgebra libremente generada sobre A en un sentido
categorial que enseguida definiremos. Pero antes debemos ver qué propiedades tiene esta
construccién respecto de homomorfismos entre hoops de Wajsberg.

Un subconjunto S de una MV-élgebra satisface la propiedad de productos finitos,
que abreviamos PPF, siempre que 0 no pueda obtenerse como un producto finito de
elementos de S, en otras palabras, el filtro implicativo generado por S es propio.

Lema 2.1.9 Sea A un hoop de Wagjsberg y B una MV-dlgebra. Para cada homomorfismo
h:A — B {* —,1} existe un inico homomorfismo de MV-dlgebras h : MV (A) — B
tal que h [4= h, en otras palabras, el siguiente diagrama conmuta

AT~ MV(A)

N

B
Ademds, si h es inyectivo y h(A) tiene la PPF en B, entonces h también es 1myectivo.

Demostracion. Para cada a € A definimos ﬁ(a, 1) = h(a) y h(a,0) = =h(a).
Veamos que h(—my(a,i)) = —h(a,i),a € A, i=0,1. 8ii=1, =
—h(a) = —h(a,1). Sii=0, h(- mv(a 0)) = h(a 1) = h( 1) = —|—|h(a) = —=h(a,0).

j =1, entonces h((a, 1)@mv(b 1)) = h(a@b 1) = h(a@b) = h( )@h(b) = N(a,1)®h(b,1).

Sii=1,j =0, tenemos que h((a 1) @my (0,0)) = h(b — a,1) = h(b — a) = h(b) —

h(a) = h(a) ® —h(b) = h(a,1) & (b, 0). El caso i = 0, j = 1 es andlogo al anterior.

Finalmente, si i = j = 0, obtenemos h((a 0) By (b,0)) = h(a *b,0) = —h(axb) =
=(h(a) * h(b)) = —=h(a) & —=h(b) = h(a 0) @ h(b,0).

También tenemos que h(0ny) = h(1,0) = —h(1) = =1 = 0. Asi h resulta ser un
homomorfismo de MV-dlgebras tal que h [a= h.

Ahora supongamos que h es inyectiva y que h(A) tiene la PPF en B. Sea (a,i) €
MV (A) tal que /f;(a, i) = 1. Sii =1, entonces h(a) = 1y, por la inyectividad de h, a = 1.
Si i = 0, entonces —h(a) = 1, asi que h(a) = 0, lo cual es imposible por la PPF. Esto
muestra que T también es inyectiva. O

En la ultima parte del lema, es 1til observar que, como h(A) es cerrada bajo x, h(A)
tiene la PPF en B si y s6lo si 0 € h(A).

Teorema 2.1.10 Sea h : Ay — Ay un homomorfismo entre dos hoops de Wajsberg, en-
tonces existe un inico homomorfismo MV (h) : MV (A1) — MV (Ay) tal que MV (h) [a,=
h. Mds ain, si h es inyectiva, sobreyectiva o biyectiva, también lo es MV (h).
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Demostracion. Consideremos el homomorfismo toh : A; — MV (Ay) | {*,—, 1}, donde
t: Ay — MV(A,) | {x,—,1} es el homomorfismo inclusién. Utilizando el Lema 2.1.9,
existe un homomorfismo MV (h) = Loh: MV(A;) - MV(A,). Ademas, es claro que
MV (h) [a,= h, pues si a € Ay, se tiene que MV (h)(a) = t(h(a)) = h(a).

Supongamos ahora que g : MV (A;) — MV(A;) es un homomorfismo tal que g [4,=
h. Luego, para a € Aj, tenemos que g(a,1) = g(a) = h(a) = (h(a),1) y g(a,0) =
9(mmw(a,1)) = —mwgla, 1) = —pu(h(a), 1) = (h(a),0). Esto muestra que g = MV (h).
Luego MV (h) es tnico.

Ahora supongamos que h es inyectivo. En este caso, toh también es inyectivo y ademas
verifica que (toh)(A;) = t(h(A1)) C A, tiene la PPF en MV(A;) por la propia definicién
de la MV-clausura. Luego, MV (h) es inyectivo.

Finalmente, si suponemos que h es sobreyectivo y observamos que MV (h)(a,1) =
(h(a),1) y MV (h)(a,0) = (h(a),0), resulta inmediatamente que MV (h) también es so-
breyectivo. O

Los resultados que acabamos de probar nos permiten definir un funtor MV de la
categoria 209 de hoops de Wajsberg en la categoria YU de MV-algebras. Dado un hoop
de Wajsberg A, sea MV(A) = MV(A), y dado un homomorfismo de hoops de Wajsberg
h:A — B, sea MV(h): MV(A) - MV(B) el correspondiente homomorfismo de MV-
algebras MV (h) mencionado en el corolario anterior. Se puede chequear facilmente que
MY es un funtor.

Afirmamos que MV es adjunto a izquierda del funtor olvido U : MY — WHO, es
decir, el funtor tal que U(A) = A | {*,—,1} para cada A € MV, y tal que U(h) = h para
todo h € Homgy (A, B). En efecto, para todo hoop de Wajsberg A y toda MV-algebra
B, existe una aplicacién

na s : Hommy(MV(A), B) = Homgyeao (A, U(B))

dada por na g(h) = h [4. Por el Lema 2.1.9, se sigue facilmente que na p es una biyeccién.
Verificar las condiciones de naturalidad en A y B es un célculo sencillo.

Esto muestra que, dado un hoop de Wajsberg A, la MV-élgebra MV (A) es preci-
samente la MV-algebra libremente generada por A y también garantiza la unicidad de
esta construccién a menos de isomorfismos. Por esta razén llamamos a MV (A) la M'V-
clausura de A.

2.2. Propiedades basicas

En esta seccion vamos a derivar varias propiedades ttiles de las MV-clausuras. En
primer lugar, veamos como queda determinado el orden parcial resultante en dicha cons-
truccion.

Lema 2.2.1 Dado un hoop de Wajsberg A, las siguientes condiciones son equivalentes

en MV (A):
(1) (a,i) <mov (b7])7
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(2) se verifica alguna de las siguientes condiciones:

ni=j=1ya<hb,
i =0,j=1yadb=1,
m i =7=0yb<a.

Demostracion. Resulta inmediatamente de observar cudnto vale (a,i) —m, (b, ). O

Observemos que el lema anterior nos asegura que, en MV (A), los elementos de A estéan
ordenados de la misma manera que en A, y que los elementos de —,,,A estan ordenado
de manera inversa que en A.

Notemos ademas que si A es un hoop cancelativo, se verifica que a @ b = 1 para todo
a,b € A. Esto significa que, en MV (A), los elementos de —,,,A estan todos por debajo
de los de A.

Ahora veamos propiedades referentes a los filtros implicativos de A y de MV (A).

Lema 2.2.2 Sea A una MV-dlgebra y F un filtro implicativo de A tal que A/F = S;.
Entonces A = MV (F), donde F es el hoop de Wagjsberg con universo F y operaciones
heredadas de A.

Demostracion. Primero observemos que, como F' es cerrado bajo las operaciones x, —, 1,
el dlgebra F = (F, %, —, 1) es un hoop de Wajsberg. Definamos h : MV (F) — A mediante

=42, 5i

Utilizando la definicién de las operaciones en MV (F), es un simple célculo verificar que
h es un homomorfismo. Ademas, como A = F'U —F y esta union es disjunta, resulta que
h es una biyeccion. O

Lema 2.2.3 Sea F' un filtro implicativo de un hoop de Wajsberg A. Entonces F' es un
filtro implicativo de MV (A) y se tiene que MV (A)/F = MV (A/F).

Demostracion. Sabemos que F' es cerrado por * y contiene a 1. Para ver que F' es un filtro
implicativo en MV (A) sélo restaria verificar que F es creciente en MV (A). En efecto,
en virtud del Lema 2.2.1, todo elemento por encima de un elemento de F' debe estar en
Ay, por lo tanto, también en F'.

Sea h: A — A/F el homomorfismo candnico, es decir, h(a) = [a]r para todo a € F.
Luego, por el Teorema 2.1.10, MV (h) : MV(A) - MV (A/F) también es un homomor-
fismo sobreyectivo. Por la definicién de MV (h), es claro que el nicleo de MV (h) es F', el
mismo que el de h. Luego MV (A)/F = MV (A/F). O

Para cualquier hoop de Wajsberg acotado A = (A, *, —, 1) definimos Ay = (A, @, —,0)
la correspondiente MV-algebra con primer elemento 0.

Lema 2.2.4 Si A es un hoop de Wajsberg acotado, entonces MV (A) = Sy x Ay.
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Demostracion. Observemos que {1} x A es un filtro implicativo de S; x Ay tal que
(S1x Ag)/({1} x A) = S;. Luego, por el Lema 2.2.2, S; x Ay = MV(1x A) =Z=MV(A).
O

Corolario 2.2.5 Si A es un hoop de Wajsberg finito, entonces MV (A) =2 Sy x Ay.

Demostracion. Basta observar que, como los hoops de Wajsberg son cerrados por infimos,
todo hoop de Wajsberg finito es acotado. 0J

Si A es un hoop de Wajsberg o una MV-élgebra, denotamos con Spec(A) al conjunto
de filtros implicativos maximales de A.

Lema 2.2.6 Sea A un hoop de Wajsberg acotado. Si M es un filtro implicativo mazimal
de A, entonces existe un filtro implicativo mazximal M' de MV (A) tal que M' N A = M.
Mads aun, la correspondencia

M—MnNA

es una biyeccion entre Spec(MV (A)) \ {A} y Spec(A).

Demostracion. Es una consecuencia del Lema 2.2.4, ya que MV(A) = S; x Ag y los
filtros maximales de S; x Ag son {1} x A y los filtros de la forma S; x U, donde U es un
filtro maximal de A. O

Un filtro implicativo propio P de un hoop de Wajsberg o de una MV-algebra A es
primo si para todo a,b € A se tiene que a — b € P o bien b — a € P. Claramente P
es primo en A siy sélo si A/P es una cadena. Observemos que esto es equivalente, a su
vez, a la condicién siguiente: sia Vb € P, entoncesa € Po b e P.

Lema 2.2.7 Sea P un filtro implicativo primo de un hoop de Wajsberg A. Entonces A /P
es acotado si y sélo si P no es primo en MV (A).

Demostracion. Como P es un filtro implicativo primo de A, sabemos que A/P es una
cadena. Luego hay dos posibilidades para A/ P: es acotado o es cancelativo (ver [AglPan02,
Proposicién 2.1]).

Si A/P es acotado, utilizando los Lemas 2.2.3 y 2.2.4 vemos que MV(A)/P =
MV (A/P) = S; x (A/P)y, que no es una cadena. Asi que P no es primo en MV (A).

Por otra parte, si A/P no es acotado, entonces A /P es cancelativo. En este caso vimos
que los elementos de —,,,A /P estan todos por debajo de los de A/P en MV (A/P). Luego
MV (A/P) = MV(A)/P es una cadena, lo que implica que P es un filtro implicativo
primo de MV (A). O

Denotemos con Prim(A) al conjunto de filtros implicativos primos de un hoop de
Wajsberg o una MV-élgebra A.

Teorema 2.2.8 Sea A un hoop de Wajsberg y P un filtro implicativo primo de A. En-
tonces existe un filtro implicativo primo P’ de MV (A) tal que P'N A = P. Mas ain, la
correspondencia

P'—oP)=PnNA
es una biyeccion entre Prim(MV (A)) \ {A} y Prim(A).
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Demostracion. En primer lugar, observemos que ¢ estd bien definida, es decir, si P’ es

un filtro implicativo primo de MV (A), entonces P’ N A es un filtro implicativo primo de
A.

Veamos ahora que ¢ es sobreyectiva. Sea P un filtro primo de A. Si P es primo
en MV(A), entonces basta con considerar P/ = P. Si P no es primo en MV(A), en-
tonces, por el Lema 2.2.7, A/P es acotado y existe un isomorfismo f : MV(A)/P —
S1 x (A/P)y. Es facil ver que {(0,1),(1,1)} es un filtro implicativo primo de L; X
(A/P)y. Luego f~1({(0,1),(1,1)}) es un filtro implicativo primo de MV (A)/P. Si con-
sideramos el homomorfismo canénico 7p : MV(A) — MV(A)/P, es facil ver enton-
ces que P’ = 75 (f71({(0,1),(1,1)})) es un filtro implicativo primo de MV (A). M4s
aun, P' = P U —,,,C, donde C es el primer elemento de A/P. Hemos hallado entonces
P’ € Prim(MV(A)) tal que PPN A= P.

Resta ver que ¢ es inyectiva. Supongamos que ¢(P') = P para P’ € Prim(MV(A).
Hay dos posibilidades segin P sea primo en MV (A) o no.

Supongamos que P es primo en MV (A). Como en toda MV-élgebra los filtros implica-
tivos primos estan contenidos en un tnico filtro implicativo maximal, resulta que el inico
filtro implicativo maximal que contiene a P es A. Luego cualquier otro filtro implicativo
primo de MV (A) que contenga a P estard contenido en A. Esto muestra que el dnico
filtro implicativo primo P’ de MV (A) tal que P'N A = P es P mismo.

Supongamos ahora que P no es primo en MV (A). Por el Lema 2.2.7, sabemos que
A /P es acotado. Denotemos con C' el primer elemento de A /P.

Consideremos un filtro implicativo P’ € Prim(MV(A)) tal que P’N A = P. Veremos
que en este caso la unica posibilidad para P’ es que P = P U —,,,C.

Veamos primero que P U —,,,C C P’. Notemos que si ¢ € C,
CV o€ = (€ = 7€) = € = (€ @ €)= € = € — € = € — .

Ahora bien,

e = clp=[cp = [cp = [1]r

pues [c]p = C es el primer elemento de A/P. Luego ¢V —,,¢c = ¢ = ¢ € P,y como
P C P’y P’ es primo, concluimos que ¢ € P’ 0 =,,,,c € P'. Sic € P’, como ¢ € A, tenemos
que ¢ € Py esto implicaria que A /P es un dlgebra trivial, es decir, P = A, contradiccién.
Luego —,,,c € P'. Hemos probado entonces que —,,,C C P’. Luego P U —,,,C C P’
Reciprocamente, probemos que P’ C P U —,,,C. Si consideramos a € A y suponemos
que a € P, es inmediato que a € P. Tomemos entonces a € A y supongamos que —i,,a €
P’. Entonces aV —,,,a € P, pero, como vimos més arriba para ¢, aV —,,a = a — a®> € A.
Luego a — a* € PPN A = P, con lo cual [a = a®|p = [1]p v [alp = [a]%, es decir,
la]p es idempotente en A/P. Pero A/P es un hoop de Wajsberg acotado, por lo que
sus unicos elementos idempotentes son [1]p v C. Si [a]p = [1]p, entonces a € P, con lo
cual a, —,a € P, de donde 0 € P’, contradiccién. Luego [a]p = C, de donde a € C'y
e € T C. ]
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2.3. Dualidad topoldgica para los hoops de Wajsberg
localmente finitos

En [CigDubMun04] los autores dan una equivalencia dual entre la categorfa de MV-
algebras localmente finitas y cierta categoria de multiconjuntos. Veremos que las MV-
clausuras nos permiten dar una dualidad topoldgica para los hoops de Wajsberg localmen-
te finitos haciendo sélo unos pequenos cambios a la dualidad existente para MV-algebras.

Comencemos repasando la dualidad dada en [CigDubMun04].

Un nimero supernatural es una funcién v : P — {0,1,2,..., 00}, donde P es el
conjunto de niimeros primos positivos. Dados dos niimeros supernaturales v, i, escribimos
v < usiv(p) < u(p) para cadap € P. Es claro que < es un orden parcial sobre el conjunto
G de los niimeros supernaturales.

Con cada nimero natural n asociamos el nimero supernatural v, tal que v,(p) es
el exponente del primo p en la descomposicién de n como producto de potencias de
primos distintos. Luego, si identificamos n con v,, es claro que G es una generalizacién
del conjunto de niimeros naturales y que el orden parcial definido sobre G es una extension
de la relacién de divisibilidad.

También definimos una topologia sobre GG cuya base consiste del conjunto G mismo
junto con los conjuntos

U,={reG:v>u,}

para cada nimero natural n.

Podemos definir ahora la categoria € de los multiconjuntos. Un objeto en € o mul-
ticonjunto es un par (X,o), donde X es un espacio de Stone y ¢ : X — G es una
aplicacion continua de X en el espacio de los niimeros supernaturales. Un morfismo ¢ :
(X,0) = (Y, p) estd dado por una aplicacién continua ¢ : X — Y tal que p(p(z)) < o(x)
para todo = € X.

En [CigDubMun04], los autores construyen una equivalencia dual entre la categoria
¢ y la categoria MY,y de MV-algebras localmente finitas. Gracias a la construcciéon de
la MV-clausura de un hoop de Wajsberg, podemos modificar la dualidad anterior para
obtener una dualidad para la categoria de hoops de Wajsberg localmente finitos.

Definimos la categoria €* cuyos objetos son ternas (X, o, zg), donde (X,o) es un
multiconjunto y xy es un elemento de X tal que o(xy) = v4. Un morfismo ¢ : (X, 0, z9) —
(Y, p,y0) es un morfismo ¢ : (X, 0) — (Y, p) en la categoria € tal que ¢(xy) = yo.

Definimos también una categorfa auxiliar 9%;; cuyos objetos son pares (A, F), donde
A es una MV-dlgebra localmente finita y F' es un filtro de A tal que A/F = S;. En
esta categoria, un morfismo h : (A, F) — (B,G) es un homomorfismo de MV-algebras
h:A — B tal que h(F) C G.

Siguiendo el trabajo [CigDubMun04], puede probarse facilmente que la misma equiva-
lencia dual entre las categorfas € y 90y define una equivalencia dual entre € y 95,
Luego, sélo resta probar que E)JT‘B}} es equivalente a 20§, la categoria de hoops de
Wajsberg localmente finitos.

Sea F : MY, — Wy el funtor tal que F((A, F')) es el hoop F y, dado un morfismo
h: (A, F)— (B,G), el morfismo F(h) : F — G es simplemente la restriccién de h. Notar
que la finitud local de F se desprende inmediatamente de la finitud local de A.
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Reciprocamente, sea G : 2§,y — MY, el funtor dado por G(L) = (MV (L), L) para
cualquier hooop de Wajsberg localmente finito L, y tal que G(f) = MV (f) para cualquier
homomorfismo de hoops f (ver Teorema 2.1.10). Como MV (L)/L = S, la finitud local
de MV(L) es una simple consecuencia de la finitud local de L.

Resulta ahora una demostracién de rutina probar que los funtores F y G definen una
equivalencia natural entre las categorfas 20§y y 9MY;;. Se tiene entonces el siguiente
resultado.

Teorema 2.3.1 Las categorias 2085 y € son dualmente equivalentes.

2.4. Otra dualidad topoldgica para los hoops de Wa js-
berg k-valuados

Es fécil derivar una dualidad topolégica para las MV-dlgebras k-valuadas como res-
triccion de la dualidad dada en la seccién previa para las MV-algebras. De hecho, como
observan los autores en [CigDubMun04], es inmediato que la categoria MY, de MV-
algebras es dualmente equivalente a la subcategoria plena de € cuyos objetos son los
multiconjuntos (X, o) tales que o(z) < vy para todo x € X. Mostraremos que esta dua-
lidad es esencialmente la misma que la que se puede obtener de la representacién de las
MV,-élgebras dada en [CigMon06]. Comenzamos repasando esta representacién y exten-
diéndola a una dualidad categdrica.

Dado un entero k& > 1, con Div(k) denotaremos al conjunto de divisores positivos
de k. También definimos Div*(k) = {n € Div(k) : n < k}. El conjunto Div(k) tiene
una estructura natural de reticulado distributivo bajo el orden dado por la relacién de
divisibilidad. Asimismo el conjunto Div*(k) tiene estructura de semirreticulado inferior
bajo el orden heredado de Div(k).

Dado k£ > 1, un espacio de Stone k-valuado es un par (X, p), tal que X es un
espacio de Stone y p es un A-homomorfismo del reticulado de divisores positivos de k en
el reticulado de subconjuntos cerrados de X, tal que p(k) = X.

Si consideramos al conjunto Sy con la topologia discreta y (X, p) es un espacio de
Stone k-valuado, entonces Ci(X,p) denota la MV,-édlgebra formada por las funciones
continuas f : X — S tales que f(p(d)) C Sy para d € Div*(k), con las operaciones
algebraicas definidas puntualmente. Observemos ademés que si notamos Clop(X) a la
familia de abiertos y cerrados del espacio X y con B(Cg(X, p)) al conjunto de elementos
booleanos de Ci (X, p), la aplicacién N +— vy, que aplica cada N € Clop(X) en la funcién
caracteristica 7y, es un isomorfismo de algebras de Boole.

Dados dos espacios de Stone k-valuados (X1, p1) y (Xa, pa2), una funcién h : (X1, p1) —
(X9, p2) es una funcién de Stone k-valuada si h es continua y satisface la condicién
h(p1(d)) C po(d) para d € Div(k).

Sea Xj la categoria cuyos objetos son los espacios de Stone k-valuados y cuyos mor-
fismos son las funciones de Stone k-valuadas, y sea 90, la categoria cuyos objetos son
las MV-dlgebras k-valuadas y cuyos morfismos son los homomorfismos de MV-édlgebras.
Extenderemos ahora la representacion topoldgica para MVy-algebras dada en [CigMon06]
a una dualidad topolédgica entre las categorias X y 99U
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Dada una MV,-élgebra A, sea X(A) el conjunto de homomorfismos y : A — S;.
Si consideramos el conjunto Sy dotado con la topologfa discreta y St con la topologia
producto correspondiente, entonces X (A) C S hereda la topologia de S;!. Los conjuntos
Wai={x € X(A): x(a) = £}, a € A, 0 <i <k, forman una subbase para la topologfa
de X(A). Se sabe que X (A) es homeomorfo al espacio de Stone de B(A). Si definimos
p(d) = {x € X(A) : x(4) C S4}, d € Div(k), es claro que X (A) = (X(A),p) es
un espacio de Stone k-valuado. Més auin, para todo homomorfismo h : A; — Ay, sea
Xe(h) 1 (X(As2), pa,) — (X(A1), pa,) dado por Xi(h)(x) = x o h para todo x € X(As).
Puede probarse que X}, es un funtor contravariante de Y, en Xj.

Reciprocamente, para cada espacio de Stone k-valuado (X, p), definimos Ci((X, p)) =
Cr(X,p) v para cada funcién de Stone k-valuada h : (Xy,p1) — (Xo,pa), definimos
Cr(h) : Cr(Xa, p2) = Cr(Xy, p1) mediante Ci(h)(f) = f o h para todo f € Ci(Xa, p2).
Entonces se ve facilmente que C; es un funtor contravariante de X; en 990,

La demostracién del siguiente lema se encuentra en [CigMon06, Teorema 1.5].

Lema 2.4.1 Dada una MVy-dlgebra A, existe un isomorfismo ay : A — Cp(Xx(A)) dado
por au(a)(x) = x(a) para todo x € X(A) ya € A.

Probaremos un resultado similar para espacios de Stone k-valuados. Observar que nos
referimos a los isomorfismos en la categoria X; como homeomorfismos k-valuados.

Recordemos que es posible definir términos de una variable o¥(x) parai=1,...,k en
el lenguaje de las MV-algebras de forma tal que

c(3) 1 sii+j>k
%\%/) 1 0 enotro caso,

para todo { € Sy. Estos términos se denominan términos de Moisil (ver [CigMon06]) y
satisfacen varias propiedades que resumimos en el siguiente lema.

Lema 2.4.2 Para cualquier MV y-dlgebra A y cualesquiera a,b € A:

(a) a € B(A) siy sdlo si a=o¥(a) para algin 1 < i < k si y sélo si a = o¥(a) para todo
1<i<k,

(b) ¥ es un homomorfismo de reticulados de A en B(A), para cada 1 < i <k,
of(0¥(a)) = oF(a) para todo 1 < i,j <k,

)
(c)
(d) of(a) < o3(a) < ... < op(a),
()

Podemos enunciar y demostrar ahora el resultado andlogo al Lema 2.4.1 que prometi-
mos més arriba.

Lema 2.4.3 Dado un espacio de Stone k-valuado (X, p), existe un homeomorfismo k-
valuado 6x : (X, p) = Xe(Cr(X, p)) dado por 6x(x)(f) = f(x) para todo f € Cr(X,p) y
reX.
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Demostracion. Se verifica trivialmente que dx es una aplicacién bien definida de X en
X(Cu(X, p).

Sean z1,x9 € X, 11 # x5. Como X es un espacio topoldgico totalmente disconexo,
existe un abierto y cerrado N en X tal que 1 € N pero x5 ¢ N. Consideremos la funcion
caracteristica vy € Cy(X,p). Entonces dx(x1)(vn) = ynv(z1) = 1 pero dx(z2)(yn) =
yn(z2) = 0. Esto muestra que dx es inyectiva.

Consideremos h € X(Ck(X,p)), es decir, h : Cr(X,p) — Sk es un homomorfismo.
Mostraremos que existe z € X tal que dx(x) = h. Esto equivale a probar que existe
x € X tal que h(f) = f(z) para todo f € Cy(X, p). Supongamos primero que para todo
x € X existe un abierto y cerrado N, en X tal que z € N, y h(yy,) = 0. Por compacidad,
existen x1,...,x, € X tales que X = N,;, U...UN, . Por lo tanto 1 = h(yx) =
h(yw,, © - @ YN,,) = hMn,,) © .. @ h(yn,,) = 0, contradiccion. Esto muestra que
existe un z* € X tal que para todo abierto y cerrado N con z* € N, h(yy) = 1 (recordar
que h(vyy) debe ser un elemento booleano de S, pues vy es un elemento booleano de
Cr(X, p)). Notemos también que si N es abierto y cerrado y * ¢ N, entonces X \ NV es
también un abierto y cerrado y que z* € X \ N, asi que h(yx\n) = 1y h(yn) = 0. Esto
prueba que h(yy) = vn(z*) para todo abierto y cerrado N de X. Como B(C (X, p)) =
{vv : N € Clop(X)}, podemos reescribir la tltima afirmacién de la siguiente manera:
h(f) = f(z*) para todo f € B(Cg(X,p)). Ahora consideremos un elemento arbitrario
f € Cr(X,p). Para 1 <i <k tenemos que

oi (h(f)) = h(o7(f)) = o7 (/) (") = o7 (f ().

Luego, h(f) = f(z*), como querfamos probar.

Probemos ahora que dx es continua. Como X} (Cx(X, p)) tiene una topologia con subba-
se dada por los conjuntos Wy, = {h € X(C(X,p)) : h(f) = £}, f € Cu(X,p), 0 < i <k,
sélo tenemos que probar que 6y'(Wy;) es abierto en X. Pero 6 (Wy;) = f~1(£) que es,
en efecto, abierto en X.

Hemos probado hasta aqui que dx es una biyeccion continua. Como los espacios con-
siderados son compactos y Hausdorff, se sigue inmediatamente que dx es un homeomor-
fismo.

Sea p' el A-homomorfismo de Div(k) en el reticulado de subconjuntos cerrados de
Xi(C(X, p)). p esté dado por p'(d) = {x € X(C(X, p)) : X(Ck(X,p)) € Sa}, d € Div(k).

Primero veamos que dx(p(d)) C p'(d) para todo d € Div*(k). De hecho, si x € p(d),
5X((£§')(f) = [f(z) € 54 para todo [ € Cp(X, p). Luego ox(x)(Ck(X, p)) € Say dx(z) €
p(d).

También debemos probar que dx'(p'(d)) € p(d) para todo d € Div*(k). Para mostrar
esto, sea x ¢ p(d). Sea m el maximo comun divisor del conjunto {n € Div(k) : = € p(n)}.
Entonces p(m) = ﬂ{p(n) cx € p(n),n € Div(k)}, asi que z € p(m). Observar que para

todo n € Div(k) tenemos que
x € p(n) siy sélo si m divide a n.

Sea U = [[{X \ p(n) : m no divide a n,n € Div(k)}. Entonces U es abierto y = € U.
Como X tiene una base de abiertos y cerrados, existe un abierto y cerrado N tal que
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2.4. Otra dualidad topologica para los hoops de Wagsberg k-valuados

x € Ny N CU. Consideremos f: X — S dado por

{i siz €N,
m

1) = 0 sizé¢gN.

Como N es abierto y cerrado, f es continua. Veamos que f(p(n)) C S, para todo n €
Div*(k). En efecto, si m divide a n, entonces Sy, C S,,, de donde f(p(n)) € {0, L} C S,.
Si m no divide a n, entonces U C X \ p(n), con lo cual N C X \ p(n), y asi p(n) C X \ N.
En este caso f(p(n)) = {0} C S,. Esto muestra que f € Cy(X,p). Ahora bien, como
x & p(d), m no divide a d y dx(z)(f) = f(x) = % & Sy. Luego dx(x) & p/(d), asi que
x & o5 (p/(d)). O

Los Lemas 2.4.1 y 2.4.3 constituyen la parte principal del resultado siguiente. Los
demas detalles son verificaciones de rutina.

Teorema 2.4.4 Los funtores contravariantes Cy, y Xy definen una equivalencia dual entre
las categorias Xy y IMY,.

Con base en este resultado y usando la MV-clausura de un hoop de Wajsberg, podemos
derivar una dualidad topolégica para la categoria 20§, de hoops de Wajsberg k-valuados.
Para ello definimos la categoria X} cuyos objetos son las ternas (X, p, u), donde (X, p) es
un espacio de Stone k-valuado y u es un elemento fijo de X tal que u € p(1). Un morfismo
en Xj entre los objetos (X, p1,u1) v (Xa, pa, ug) es simplemente una funciéon de Stone
k-valuada f : (X1, p1) — (X, po) tal que f(u1) = up. Extendiendo la dualidad dada en
el Teorema 2.4.4, podemos deducir, de manera natural, una equivalencia dual entre la
categoria X} y la categoria 9MY}, es decir, la categoria cuyos objetos son pares (A, F'),
donde A es una MV-algebra k-valuada y F' es un filtro maximal de A tal que A/F =~ Sy,
y cuyos morfismos h : (Aj, F) — (Ag, F3) son homomorfismos h : A; — A, tales que
h(Fy) C F5. Nuevamente, como en la seccién anterior, es facil ver que la categoria IVY;
es equivalente a la categoria 205, de hoops de Wajsberg k-valuados y homomorfismos.
Componiendo ambas equivalencias, obtenemos una equivalencia dual entre las categorias

» v 209, Enunciamos este resultado como un teorema independiente.

Teorema 2.4.5 Las categorias 209, y X5, son dualmente equivalentes.

Denotemos ahora con € la subcategoria plena de € cuyos objetos son multiconjuntos
(X,0) tales que o(x) < v para todo = € X. Como ambas categorias €, y Xj son
dualmente equivalentes a 91Uy, se sigue inmediatamente que €; y Xj; son equivalentes.
Andlogamente, las categorias €} y X; también deben ser equivalentes, siendo que ambas
son dualmente equivalentes a 205);.

Describiremos explicitamente la equivalencia entre € y X, dejando la correspondiente
equivalencia entre €; and Xj como un corolario inmediato.

Definiremos un par de funtores A : &, — X, vy B : X; — &€, que determinan la
equivalencia mencionada. La demostracion de este hecho es directa.

Para cada objeto (X, o) en €, sea A(X,0) = (X, p), donde p es la funcién de Div(k)
en el reticulado de subconjuntos cerrados de X dada por

p(n)={x € X :0(x) <v,}.
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Capitulo 2. MV-clausuras de hoops de Wajsberg

Si f:(X,p) = (X', p/) es un morfismo en €, es facil probar que f mismo también es un
morfismo en Xj. Luego definimos A(f) = f.

Reciprocamente, dado un objeto (X, p) en X, definimos B(X,p) = (X, o), donde,
para todo © € X, o(z) es el nimero supernatural que corresponde al maximo comin
divisor del conjunto

{n € Div(k) : z € p(n)}.

Para cada morfismo f : (X,p) — (X', p') en Xy, definimos B(f) = f, ya que puede
probarse facilmente que f mismo es un morfismo en €.
Esto completa la definicién de la equivalencia entre €, y Xj.

2.5. Hoops de Wajsberg k-valuados libres

Como otra aplicacion de la MV-clausura de un hoop de Wajsberg A, caracterizaremos
el algebra libre en la variedad WHQO),, sobre un conjunto X. Para X finito, obtendremos
la expresién de Freewnog, (X) como producto de cadenas finitas.

Recordemos que un algebra de Boole B se dice libre sobre un conjunto parcialmente
ordenado Y C B si para cada algebra de Boole C y para cada funcion creciente f : Y — C|
f se puede extender de manera unica a un homomorfismo de B en C.

El siguiente teorema estd demostrado en [BusCig06].

Teorema 2.5.1 B(Freeyy, (X)) es el dlgebra de Boole libre sobre el conjunto parcial-
mente ordenado Y = {o¥(z):x € X,i=1... k}.

Observemos que el conjunto ordenado Y del teorema anterior es la suma cardinal de
cadenas de longitud £, una por cada generador libre z € X.

El siguiente lema caracteriza los ultrafiltros del algebra de Boole B(Freeyy, (X)) en
términos del conjunto ordenado Y. Es una consecuencia sencilla del teorema anterior.

Lema 2.5.2 Consideremos el conjunto parcialmente ordenado Y = {of(z) 1z € X,i =
1...,k}. La correspondencia que asocia a cada subconjunto creciente S CY el ultrafiltro
booleano Ug generado por el conjunto SU{—y :y € Y\S}, define una biyeccion entre los
subconjuntos crecientes de Y y los ultrafiltros de B(Freeyy, (X)).

Dado el conjunto parcialmente ordenado Y = {o¥(z) : 2 € X,i = 1,...,k}, definimos
las cadenas KJ(z) = {of(x) : j < i < k}, para 1 < j < k, € X. Claramente,
Ki(x)NKf(y) =0 siz#y, 1 <i,j <k También tenemos que

Y = | Kf(2).

zeX

Sea Rj. la familia de subconjuntos crecientes de Y. Sea
Chy ={K[(z):j=1,....k} U{0}.
Para cada d € Div*(k) definimos el conjunto

Hg—{CeChx:#TCeSd}
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2.5. Hoops de Wajsberg k-valuados libres

donde #C denota el cardinal del conjunto C.

Para cada d € Div*(k), definimos Ry C Ry, tal que S € Ry siy solosi S = J,.x Ca
para C, € Hj.

Podemos enunciar ahora el resultado principal de [BusCig08].

Teorema 2.5.3 Freeyw, (X) es isomorfa al dlgebra de funciones continuas f del espacio
de Stone del dlgebra de Boole libre sobre el conjunto parcialmente ordenado Y = {o¥(z) :
x € X,1<i<k} en S tal que para cada d € Div*(k) y cada S € Ry, f(Us) € Sy.

Definimos, para cada z € X y cada subconjunto creciente S de Y,

. |0 siof(z) €S
Jo,5 = méx{i € {1,...,k}: oF(z) € S} en otro caso.

Es facil ver que para cada z € X, la funcion  : Spec(B(Freeyy, (X))) — Sk, que
corresponde a x por el Teorema 2.5.3, esta definida como sigue:

k— j:p,S

En la Seccién 2.1 vimos que MV (Freewno(X)) = Freeyy(X). De la misma forma se
prueba el siguiente resultado.

z(Us) =

Teorema 2.5.4 Para todo k € N, MV (Freewno, (X)) = Freewy,(X). Mds ain,
Freewno, (X) = F(X) donde F(X) es el filtro generado por X dentro de Freeyw, (X).

Combinando los Teoremas 2.5.3 y 2.5.4 obtenemos el siguiente resultado.

Teorema 2.5.5 Freewng, (X) es isomorfo al dlgebra de funciones continuas [ del espacio
de Stone del dlgebra de Boole libre sobre el conjunto parcialmente ordenado Y = {o¥(z) :
x € X,1<i<k} enCy tales que f(Uy) =1 y para cada d € Div*(k) y cada S € Ry,
f(US) € Sy.

Demostracién. Pongamos X = {Z:2x€ X} ysea F()?) el filtro correspondiente a F'(X)
en la representacién funcional de Freeyy, (X) dada en el Teorema 2.5.3. Notar que para

~

todo z € X, Z(Uy) = 1. Luego f(Uy) = 1 para todo f € F(X). Reciprocamente, si
f ¢ F(X), entonces f € =F(X), asi que =f(Uy) = 1y f(Uy) = 0. Esto muestra que
F(X) esté caracterizado precisamente por el hecho de que f(Uy) = 1. O

Para X finito obtenemos una caracterizaciéon atin mas concreta para Freewpq, (X).
Primero enunciemos el resultado correspondiente para Freeyy, (X) dado en [BusCig08,
Teorema 4.1].

Teorema 2.5.6 Si X es finito,

Freeyy, (X) = [ Sj7,

deDiv(k)

donde para cada d € Div(k), g = # <Rd \ Unepiv-a) Rm>.
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Capitulo 2. MV-clausuras de hoops de Wajsberg

La caracterizacion de los hoops de Wajsberg k-valuados libres finitamente generados
es ahora inmediata.

Teorema 2.5.7 Si X es finito,

HGGWH@k (X) = Ctl)tl—l X H ng.
de Div(k)
d#1
Observacion 2.5.8 Para el caso k = 2, si suponemos que #X = r > 1, tenemos entonces
que Y es la unién de r cadenas de longitud 2. Entonces # Ry = 3" y #R; = 2". Se sigue
entonces que Freeyy,(X) = 877 x 8% que es la férmula dada por A. Monteiro a
comienzos de los afios 60. Como corolario obtenemos que Freewpg, (X) = SZ' -1 x 85
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Capitulo 3

Descomponibilidad de algebras libres

Un enfoque natural para conocer la estructura de un algebra consiste en descompo-
nerla, siempre que sea posible, en un producto booleano (directo) de dlgebras indescom-
ponibles, reduciendo asi el problema al estudio de aquellos factores indescomponibles.
En el caso de los reticulados residuados la descomponibilidad depende de la existen-
cia de elementos complementados (booleanos) en su reducto reticular (ver, por ejemplo,
[CigTor02al, [CigTor06], [Cig08]). En [Cig08, Teorema 3.1] se da una representacién de los
reticulados residuados como producto booleano débil de algebras directamente indescom-
ponibles. En particular, las dlgebras libres, en cualquier variedad de reticulados residuados,
son producto booleano débil de algebras indescomponibles. El principal objetivo de este
capitulo es el estudio del “esqueleto booleano”de las dlgebras libres en subvariedades de
reticulados residuados.

Comenzaremos revisando en la Seccion 3.1 las propiedades de los elementos comple-
mentados y su relacién con el radical y la semisimplicidad de los reticulados residuados.
Introducimos también alli la nocién de elemento casi complementado pues resulta de uti-
lidad para el estudio de la indescomponibilidad en los subreductos implicativos acotados.
En la Seccién 3.2 presentamos algunas subvariedades de RIL cuyas algebras libres son
indescomponibles como consecuencia de una propiedad que poseen los calculos de se-
cuentes con ellas asociados. En las dos secciones siguientes damos dos teoremas generales
que permiten extender la indescomponibilidad de las algebras libres tanto a otras subva-
riedades de RIL como a subcuasivariedades de BCK-algebras acotadas. En la Seccion 3.5
estudiamos el caso particular de los reticulados residuados pseucomplementados. Especifi-
camente, probamos que las subvariedades de esta variedad que poseen sus algebras libres
descomponibles son exactamente las subvariedades de Stone, es decir, las que satisfacen
la identidad de Stone -z V ——x = 1. En una seccion final se aplica este resultado al caso
particular de las algebras de Heyting. Todos estos resultados se encuentran publicados en
[CasDiaTorl1a] y [CasDiaTor11b].

3.1. Elementos complementados y semisimplicidad

En esta seccién repasaremos la relacién entre la descomponibilidad directa de un re-
ticulado residuado y la existencia de elementos complementados o booleanos. También
introduciremos la nocion mas débil de elemento casi complementado, que resultara util
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Capitulo 3. Descomponibilidad de algebras libres

en el estudio de los subreductos implicativos de los reticulados residuados.

Dado un reticulado residuado A, decimos que un elemento a € A es complemen-
tado o booleano si existe un elemento b € A tal que aVb =1y aAb = 0. A tal
elemento b lo llamamos complemento de a. Observemos que 0 y 1 son siempre elemen-

tos complementados. Denotamos con B(A) al conjunto de elementos complementados de
A.

El siguiente lema retine algunas propiedades basicas de los elementos complementados.

Lema 3.1.1 Sea A un reticulado residuado.

(a) Siae€ A esun elemento complementado. Entonces:

(1)

(11)

(1) ——a = a;
)
)

el complemento de a es unico y coincide con —a;
a’® = a;

(Iv) axb=aAb para todo b € A;
(V) a—=b==aVbpara todo b € A;
(vi) =(aAb) = —aV —b para todo b € A.

(b) a € A es complementado si y sdlo si aV —a = 1.

(¢) B(A) es un subuniverso de A.

Demostracion.
(a) Sea a € A un elemento complementado.

(1) Sea b un complemento de a, es decir, aVb =1y a Ab = 0. Veamos que b = —a.
En efecto,

—a = —a* 1
= —ax* (a VD)
= (max*xa)V (—ax*xb)
=0V (max*b)
=-ax*xb
<b.

Ademas, como axb < a Ab = 0, resulta que b < a — 0 = —a. Por lo tanto,
b= —a.
Notar que, en particular, esto muestra que el complemento de a es unico.

(11) Resulta simplemente de
a=axl=ax(aV-a)=aV0=ad

(1) Como aV—-a=1yaA-a=0,es claro que a es un complemento de —a. Luego,
por el inciso (I), a = =a.
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(rv) La desigualdad a * b < a A b vale en general. Veamos que, como a es comple-
mentado, la desigualdad reciproca también vale. En efecto,

aNb=(aAb)*(aV -a)

= [(a A b)*xa|V [(aAb)x*—ad]
< (bxa)V (ax*-a)
a*b.

(v) En primer lugar, tenemos que

(maVb) = (a—=b)=[-a— (a—=Db)|A[b— (a—b)
=[(ma*xa) = b A1
=0—=0
= 1.

Esto muestra que —a Vb < a — b. Para la desigualdad reciproca, notemos
primero que (@ — b) x a < b pues a — b < a — b. Entonces tenemos que

a—b=(a—b)x*(aV -a)
[(a—)b)*a]v[(a—>b)*—|a]
<bV

(vi) Utilizando incisos anteriores, vemos que

—(a Ab) = —(axb)
=(axb) =0
=a— (b—0)
=a— b
= —a V —b.

(b) Supongamos que a € A satisface a V —a = 1. Luego

aN-a<-aNa
= (—a — 0) A (a — 0)
=(-aVa)—0
=1—0
= 0.

Luego a es complementado. La reciproca es consecuencia del inciso (I).

(c¢) Es suficiente probar que si a,b € B(A), entonces a Ab,a Vb € B(A), pues, por los
incisos anteriores, sabemos que axb=aAby a— b= —aVb.
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Capitulo 3. Descomponibilidad de algebras libres

En efecto,

(anb)V—=(aAb)=(aNb)V-aV-b
=a— (b— (aAD))
=a— ((b—a)A(b—Db))
=a— (b—a)
= 1.

Para ver que a V b también es complementado, es suficiente observar que

aVb=-maV-—b=—(-aA-b).

g

La prueba de que B(A) es el universo de una subdlgebra de A aparece ya en
[KowOnoO1]. A dicha subélgebra la denotaremos con B(A) y es claro que es la mayor
algebra de Boole contenida en A.

En los reticulados residuados los elementos complementados se corresponden con las
congruencias factor. Una congruencia 6 de un algebra A se dice factor siempre que
exista una congruencia ¢’ de A tal que §N@ = A (la congruencia identidad) y §o 6’ = A2
Entonces {6, '} se denomina par de congruencias factor y resulta que A = A /x A /6.
En general, un algebra A se dice directamente indescomponible si tiene més de un
elemento y siempre que es isomorfa a un producto directo de dos algebras A; y A se tiene
que A; 6 A, es el dlgebra trivial. Equivalentemente, un algebra no trivial es directamente
indescomponible si y sélo si las unicas congruencias factor que posee son las triviales.
Ahora bien, 6 es una congruencia factor de un reticulado residuado A si y sélo si existe
a € B(A) tal que § = fpy(. Por tanto, tenemos el siguiente resultado (ver [KowOnoO1,
Proposicién 1.5)).

Lema 3.1.2 Un reticulado residuado A es directamente indescomponible si y solo si
B(A) es el dlgebra de Boole de dos elementos.

El siguiente lema recoge propiedades que relacionan los elementos complementados
con el radical de un reticulado residuado.

Lema 3.1.3 Si A es un reticulado residuado, entonces:

(a) B(A)N Rad(A) = {1},

(b) sia € B(A), entonces [a]paaa) € B(A/Rad(A)),

(c) la aplicacion a — [a]reaca) €s una inmersion de B(A) en B(A/Rad(A)).
Demostracion.

(a) Sibe€ B(A), entonces para todo k,n > 1, k(b™) = b. Recordando la caracterizacién de
los elementos del radical dada en el Lema 1.2.7, es claro entonces que si b € Rad(A)
entonces que b = 1.
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3.1. Elementos complementados y semisimplicidad

(b) Supongamos que a € B(A). Como a V —a = 1, resulta que [a]reaa) V —[a] raaa) =
[a V —a]pad(a) = [1]Rad(a), con lo cual a € B(A/Rad(A)).

(c) Claramente la aplicacion a > [a]geaa) es un homomorfismo de B(A) en
B(A/Rad(A)). Sélo resta verificar la inyectividad de dicha aplicacién. Para ello con-
sideremos a,b € B(A) tales que [a]gad(a) = [b] Rad(a)- Luego a — by b — a pertenecen
ambos a Rad(A) N B(A) = {1}, asi que a = b.

OJ

Como consecuencia de estas propiedades, obtenemos el siguiente resultado, que sera im-
portante para determinar la indescomponibilidad de algunos reticulados residuados libres.

Corolario 3.1.4 Sea A un reticulado residuado. Si A/Rad(A) es directamente indes-
componible, entonces A es directamente indescomponible.

Un elemento a de un reticulado residuado A se dice casi complementado si satisface
que
a—a=-a 'y —Ta—a=a. (3.1)

Utilizando las propiedades vistas de los elementos complementados es inmediato veri-
ficar que todo elemento complementado es casi complementado. Sin embargo, la no-
cion de elemento casi complementado es mas general, como lo atestigua el hecho de
que existen reticulados residuados que poseen elementos casi complementados que no
son complementados. Por ejemplo, consideremos el dlgebra de Heyting de 5 elementos
H; = ({0,a,b,¢,1},A,V,—,0, 1), cuyo orden reticular esta dado por el diagrama de Has-
se de abajo y cuyo residuo se da en la tabla adjunta.

[b] ]

—10lalb|lc|l 1
Of1|1]1]1]1

a |bl1]|b]|1]1 ¢

b |lalall|1]1 h=a b= —a
c |0Olalb|1]|1

1 |0|lal|blc]|1 0

Observemos que a y b son casi complementados, pero no son complementados. De hecho,
Hj; es directamente indescomponible. En forma similar podriamos obtener un reticula-
do residuado distributivo y/o involutivo con elementos casi complementados que no son
complementados.

A continuacién presentamos algunas propiedades de los elementos casi complementa-
dos que seran de utilidad més adelante.

Lema 3.1.5 Sea A un reticulado residuado y sea a € A un elemento casi complementado.
Entonces:

(a) =—a = a, y para todon > 1, —=a™ = —a y na = a,
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(b) aV —a € Rad(A).
Demostracion.

(a) Como, por definicién, =—a = —a — 0, y como — es mondtono en su segundo argu-
mento, ~a — 0 < —a — a = a. Entonces =—a < a, y luego, por el Lema 1.2.3 (b),
obtenemos a = ——a.

Veamos que —a"™ = —a para todo n > 1. En efecto, para n = 1 es inmediato y si
suponemos que —a”™ = —a, entonces tenemos que

—a" =—=(a%a") = (axa") - 0=a— (a" = 0) =a — —a" =a — —a = —a.
Finalmente, para probar que na = a para todo n > 1, basta notar que —a también es
un elemento casi complementado y luego tenemos que

na = —(-a)" = -—a = a.

(b) Aplicando el Lema 1.2.4 (f), el Lema 1.2.3 (e), el Lema 1.2.2 (e) y el item anterior,

deducimos que para todo n > 1:

=(aV-a)" ==(a"V(7a)") =-a" A =(-a)" =-a Ana=-aAa.
Notemos también que a A —a < a V —a < =—(a V —a). Luego para todo n > 1,
2(a V —a)" = —[~(aV —a)")?
=[~(aV-a)"]* =0

—(aV -a)" = (=(aV -a)" — 0)
==(aV -a)" = —=(aV-a)"
(aN—a) = =(a A —a)
= (a N —-a) = —=(aV -a)
=1

Entonces, por el Lema 1.2.7 a V —a € Rad(A).

Del Corolario 1.2.9 y el lema anterior obtenemos el siguiente resultado.

Corolario 3.1.6 Si A es un reticulado residuado semisimple, entonces los elementos casi
complementados son complementados.

Otra clase de reticulados residuados en los cuales los elementos casi complementados
coinciden con los complementados son las MTL-algebras.

Lema 3.1.7 Si A € MITL, entonces todo elemento casi complementado es complementa-

do.
Demostracion. Se sigue inmediatamente ya que MTL satisface la identidad

(x = —2) > )N (- —z) > z) =0V
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3.2. Reticulados residuados libres

Recordemos que la variedad de los reticulados residuados es la seméantica algebraica
equivalente de la légica FLeyw. En particular, una ecuacion a = 1 es valida en RIL si y sélo
si el secuente = « es demostrable en el cédlculo FLe,,. Utilizaremos entonces propiedades
de la logica FL¢y y algunas de sus extensiones axiomaticas para mostrar la indescompo-
nibilidad directa de los reticulados residuados libres y las algebras libres en algunas otras
subvariedades de RL.

Se sigue de la algebrizacién de FLg, que una férmula ¢ es demostrable en una ex-
tension axiomatica G de FLgy si y so6lo si la ecuacion ¢ = 1 es valida en su seménti-
ca algebraica equivalente Vg, la subvariedad de RL dada por las ecuaciones {¢) = 1 :
¥ es un axioma de G}. Mds ain, el algebra libre Freey (X) es el dlgebra de Lindenbaum-
Tarski de G.

Decimos que una extension axiomatica G de FL.y, tiene la propiedad de disyun-
cion, si para férmulas « y 8 cualesquiera, oV 3 es demostrable en G si y sélo si al menos
una de las dos férmulas, o 6 3, es demostrable en G (ver [GalJipKowOno07, Seccién 5.1.1]
y [Sou07]). Esta propiedad tiene una versién algebraica equivalente: el iltimo elemento 1
es supremo-irreducible en Freey, (X), es decir, si 1 = a V 3, entonces a =1 0 = 1.

Teorema 3.2.1 Sea G una extension axiomdtica de FLew que tiene la propiedad de
disyuncidn. Entonces, para cualquier conjunto de variables X, Freey, (X) es directamente
indescomponible.

Demostracion. Sea « un elemento complementado en Freey (X). Luego aV —a = 1. Sin
pérdida de generalidad, podemos asumir que o € Freey,(Y), con Y C X e Y numerable.
Como 1 es supremo-ireducible en Freey(Y), entonces o = 1 o bien —a = 1, asi que
a € {0,1}. Esto muestra que B(Freey,(X))) = {0,1} y, por el Lema 3.1.2, Freey, (X)
es directamente indescomponible. O

En virtud del teorema anterior, para ver que los reticulados residuados libres son
directamente indescomponibles, basta con verificar que la 1égica FLey posee la propiedad
de disyuncién. Ahora bien, en el caso de esta légica, la propiedad de disyuncién es una
consecuencia sencilla del hecho de que la regla de corte en la formulacion del célculo de
secuentes para FLe, se puede quitar (ver [GalJipKowOno07, Teorema 4.1]). En efecto, si
suponemos que « 'V 3 es demostrable para ciertas formulas « y 3, tenemos que el secuente
= «a V [ es demostrable en el cdlculo FL¢,. Ahora bien, sin la regla de corte, toda
demostracion del secuente = « V  debe concluir con una aplicacién de la regla (= V),
es decir, la demostraciéon de dicho secuente termina de alguna de las siguientes maneras:

= o = f
= aVp =aVf

Esto muestra que necesariamente alguno de los secuentes = « 0 = (3 debe ser demostrable.

Anélogamente, existen versiones de los calculos de secuentes Int (célculo proposicional
intuicionista) e InFLey, (calculo Full Lambek involutivo) sin la regla de corte, lo que per-
mite probar que dichos célculos poseen la propiedad de disyuncién (ver [GalJipKowOno07,
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Seccién 5.1.1]). Las seménticas algebraicas equivalentes a dichos célculos son, respectiva-
mente, la variedad H de las algebras de Heyting y la variedad IRIL de los reticulados
residuados involutivos.

La discusion anterior nos conduce al siguiente resultado.

Teorema 3.2.2 Las variedades RILL, IRIL y H tienen todas sus dlgebras libres directamente
indescomponibles.

Recordemos que en las variedades RL e IRL las algebras libres son semisimples (ver
[KowOno00], [GalJipKowOno07] y [Gri81]). Sin embargo, las dlgebras libres en H no son
semisimples pues las algebras de Heyting semisimples son precisamente las algebras de
Boole.

Existen otras variedades de reticulados residuados cuyas algebras libres son directa-
mente indescomponibles. Un ejemplo es la variedad de las MV-édlgebras. Es bien sabido
que toda MV-élgebra libre es semismiple y directamente indescomponible (ver, por ejem-
plo, [CigTor03]). Sin embargo, 1 no es supremo-irreducible en dichas algebras o, lo que
es lo mismo, la extension axiomatica correspondiente de FLgy, no tiene la propiedad de
disyuncion.

Observemos también que las algebras libres en las variedades RL, IRL y MV son
semisimples, pero las variedades mismas no son semisimples pues contienen algebras que
no son semisimples.

3.3. Congruencias completamente invariantes y des-
componibilidad

Dada un algebra A, decimos que una relacion de congruencia 6 sobre A es comple-
tamente invariante si, para todo endomorfismo h : A — A, se verifica:

(a,b) € 0 implica (h(a), h(b)) € 6.

Si F' es un filtro implicativo de A, decimos que F' es completamente invariante si su
congruencia asociada 0 lo es.

Lema 3.3.1 Sea A un reticulado residuado, entonces:

(a) un filtro implicativo F' es completamente invariante si y sélo si para todo endomor-
fismo h : A — A se cumple que h(F) C F,

(b) Rad(A) es completamente invariante.

Demostracion.

(a) Seah: A — A unendomorfismo. Si fr es completamente invariante y a € F', entonces
(a,1) € O implica que (h(a),1) € Op, luego h(a) € F. Esto muestra que h(F) C F.
Reciprocamente, si h(F) C F'y (a,b) € 0p, entonces a — b,b — a € F. Luego
h(a) — h(b) = h(a — b), h(b) — h(a) = h(b — a) € F, de donde (h(a), h(b)) € OF.
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(b) Es consecuencia del item (a) y el Lema 1.2.8 (a).

OJ

Usaremos la siguiente propiedad de las congruencias completamente invariantes. Para
un estudio més detallado del tema referimos al lector a [Gra79, Capitulo 4] y [BurSan81,
Capitulo II, §14].

Lema 3.3.2 Sea'V una variedad y sea 0 una congruencia completamente invariante sobre
Freey(X). Entonces Freey(X)/0 es un dlgebra libre en V (Freey(X)/0), con {[z]g : x €
X} como su conjunto de generadores libres. Mds ain, si 0 # V, |{[z]s : x € X}| = |X]|,
es decir, los respectivos conjuntos de generadores libres tienen la misma cardinalidad.

Por el Lema 3.3.1, sabemos que para cualquier variedad V de reticulados residua-
dos Rad(Freey(X)) es completamente invariante. En consecuencia, por el Lema 3.3.2,
Freey(X)/Rad(Freey(X)) es libre en la variedad que genera. Ahora bien, si consideramos
un conjunto infinito numerable X de generadores libres, sabemos que V = V (Freey (X)),
y luego, parece natural asociar a esta variedad la variedad

VS = V(Freey(X)/Rad(Freey (X)),

en la cual Freey(X)/Rad(Freey(X)) resulta ser un élgebra libre sobre un conjunto infinito
numerable de generadores libres.

Veremos ahora que la variedad asociada V° no es otra cosa que la variedad generada
por los miembros simples de V. Para ello necesitamos primero el siguiente lema, donde
Vsim denota la clase formada por las algebras simples de V.

Teorema 3.3.3 Sea V una subvariedad de RIL. Entonces para cualquier conjunto X,
Freey(X)/Rad(Freey(X)) es el dlgebra libre de la variedad V (V) sobre un conjunto
de generadores libres de cardinal | X]|.

Demostracion. Para abreviar, notemos R = Rad(Freey(X)). Observemos en primer lugar
que Freey(X)/R € V(Vg,,) por ser un algebra semisimple en V.

Para ver que esta algebra es libre para V(Vg;,) basta probar que es libre para V.
Para ello, consideremos un élgebra S € V;,,. Dada una aplicacién h : {[z]g : v € X} — 5,
definimos Ry : X — S mediante ho(x) := h([z]g). Sea hg el homomorfismo de Freey(X)
en S que extiende a hg. Por el Lema 1.2.8 (a), ho(R) C Rad(S) = {1}. Luego existe
un homomorfismo h : Freey(X)/R — S tal que hy = h o ¢, donde ¢ : Freey(X) —
Freey(X)/R es el homomorfismo canénico. Luego h([z]g) = (hoq)(z) = ho(z) = h([z]r),
con lo cual h es la extensién deseada de h.

Por lo tanto, Freey(X)/R es libre en V (V) sobre {[z]g : z € X}. O

Corolario 3.3.4 Sea V una subvariedad de RL. Entonces V¥ = V (V).
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I

Demostracion. Dado X infinito numerable, por el teorema anterior, Freey (v, )(X)

Freey(X)/Rad(Freey(X)). Luego

V(Vgm) = V(Freey(y,,)(X)) = V(Freey(X)/Rad(Freey(X))) = V°.

sim)

Notemos que el teorema anterior afirma que las algebras libres en V¥ son precisamente
los cocientes via el radical de las correspondientes dlgebras libres de V. Uniendo esto con
el Corolario 3.1.4, obtenemos el siguiente resultado relativo a indescomponibilidad de
algebras libres.

Corolario 3.3.5 Sea V una subvariedad de RIL. Entonces, si las dlgebras libres en V°
son directamente indescomponibles, entonces las dlgebras libres en V también lo son.

Ejemplo 3.3.6 Por ejemplo, consideremos la clase GRIL de los reticulados residuados de
Clivenko. Se sigue de los resultados dados en [CigTor04] que GRL® = IRL. En la seccién
anterior vimos que las algebras libres en IRIL son indescomponibles, por lo que las dlgebras
libres en GRIL también lo son. Sucede lo mismo para la clase BIL de las BL-algebras, pues
BLS = MV (ver [CigTor03]).

Observemos que no obtenemos ningtn resultado interesante para RL pues RL® = RL
(ver [KowOno00]).

3.4. BCK-algebras acotadas libres

Combinamos ahora los resultados obtenidos sobre indescomponibilidad de algebras li-
bres en variedades de reticulados residuados con la nocién de elemento casi complementado
para derivar resultados de indescomponibilidad de algebras libres en las cuasivariedades
de sus correspondientes subreductos implicativos acotados.

Dada una cuasivariedad QQ en el lenguaje algebraico £ y dado un sublenguaje £y C L,
es facil describir en términos generales las dlgebras libres del Ly-subreducto de Q en
términos de las algebras libres de Q. En efecto, sea X un conjunto de generadores libres y
Freeg(X) un élgebra libre en Q. Entonces afirmamos que SgFreee¥)Lo(X) es el dlgebra
libre en Q% generada por X. En efecto, basta con probar que SgFreee(X)1£o (X) es libre
para Q [ Ly. Para ello, consideremos un algebra A € Q y sea h : X — A una aplicacion
cualquiera. Sabemos que existe un £-homomorfismo A : Freeg(X) — A que extiende a
h. Luego, la misma aplicacién es un Ly-homomorfismo de Freeg(X) [ Lo en A [ Loy, ¥y
dicho homomorfismo se puede restringir a un Lo-homomorfismo de SgFreee™I£o(X) en
A | Ly, lo que concluye la demostracion.

El lenguaje de los reticulados residuados es £ = {A,V,*,—,0,1}. Consideraremos
aqui el sublenguaje £y = {—,0,1} y la cuasivariedad asociadada RL{™%Y . Esta cla-
se es la clase de las BCK-dlgebras acotadas, que denotamos bBCK (ver, por ejemplo,
[Idz84a, 1dz84b, CigTor04], y las referencias dadas alli). Veremos que las algebras libres
en bBCK son indescomponibles. Asimismo probaremos resultados que permiten deducir
la indescomponibilidad de las algebras libres en subcuasivariedades de bBCK a partir de
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la indescomponibilidad de las algebras libres en las correspondientes subcuasivariedades
de RL.

Las BCK-dalgebras acotadas pueden definirse como algebras en el lenguaje {—,0,1}
de tipo (2,0,0) que satisfacen las siguientes ecuaciones y cuasiecuacion:

1l—-z=rz,
r—1=1,
0—=x=1,

(x—=y)=(y—=2) = (r—2) =1,
(x—=y=0N&y—zxz=1)=z=y.

Mas atn, en [Wro83a| se muestra que bBCK no es una variedad (ver también [Wro83b]).

Dada un algebra A en el lenguaje {—,0, 1}, Conypcx(A) representard la familia de
bBCK-congruencias sobre A, es decir, las congruencias 6 de A tales que A/0 € bBCK.
Entonces, para cualquier A € RL, es facil verificar que

Con(A) = {0 € Con((A,—,0,1)) : (A,—,0,1)/0 € bBCK}
= OOTLbECK«A, —, 0, 1))

Sea B una BCK-algebra acotada. Un filtro implicativo F' de B es un subconjunto de
B que satisface las condiciones:

m leF,

= sia,a —be F, entonces b € F.

M4s atn, la correspondencia F' +— 0p = {(a,b) € B* : a = bb - a € F} da un
isomorfismo de orden entre el conjunto de todos los filtros implicativos de B y Congpex (B),
ambos ordenados por inclusién. Un elemento a € B se dice factor si 0pgs(,) es una
congruencia factor de B. De hecho, todas las congruencias factor son de esta forma, es
decir, toda congruencia factor estd dada por un elemento factor de B (ver [GisTor08, Lema
3.1] para mas detalles). M4s atn, los elementos factores en B forman un dlgebra de Boole
Br(B) que es un subuniverso de B. En [GisTor08, Lema 2.2], se prueba también que todo
elemento factor a en una BCK-dlgebra acotada satisface las condiciones a — —a = —a
asi como —a — a = a. Estos hechos junto con el siguiente lema seran de suma utilidad en
lo que sigue.

Lema 3.4.1 ([GisTor08, Lema 3.3]) Una BCK-dlgebra acotada B es directamente indes-
componible si y sdlo si los inicos elementos factores son {0,1}.

Teorema 3.4.2 Sea Q una subcuasivariedad de RL tal que Freeg(X) es directamente
indescomponible y semisimple. Entonces Freeg-.011(X) es directamente indescomponible.

Demostracion. Supongamos que Freeg- .13 (X) es directamente descomponible. Enton-
ces existe un elemento factor a € F'reeg(—.0.1 (X) tal que a # 0, 1. Este elemento satisface
a — —a = -ay -a — a = a Como Freeg(o1(X) es una {—,0,1}-subdlgebra de
Freeg(X), a es casi complementado en Freeg(X). Por el Corolario 3.1.6, a es comple-
mentado, lo que contradice la indescomponibilidad de Freeg(X). Luego Freeg-.0.1;(X)
es directamente indescomponible. O
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Ejemplo 3.4.3 Como Freegy (X) es semisimple y directamente indescomponible, se si-
gue que Freeypck (X) es directamente indescomponible. Andlogamente, como [RL{70 =
IBCK, la clase de las BCK-dlgebras involutivas, obtenemos que Freempck(X) es directa-
mente indescomponible.

El Lema 3.1.7 nos proporciona otra fuente de subcuasivariedades de bDBCK cuyas
algebras libres son directamente indescomponibles. La demostracién del siguiente teorema
es completamente andloga a la demostracién del teorema anterior.

Teorema 3.4.4 Sea Q una subcuasivariedad de MTL tal que Freeg(X) es directamente
mdescomponible. Entonces FreeQH,o,l}(X) es directamente indescomponible.

Ejemplo 3.4.5 Como las dlgebras libres de la variedad BIL son indescomponibles, se sigue
del teorema anterior que esto también sucede en el correspondiente subreducto BL{01),
De los resultados de [AglFerMon07] es facil probar que BL{%1) es 1a variedad de las
BCK-algebras acotadas basicas, es decir, BCK-algebras acotadas que satisfacen las
siguientes ecuaciones:

(—=y) = (z—=2)=Yy—2)—> @y —2),
(x—=y)—=2)=>((y—=>2x)—>2)—2) =1

En efecto, es inmediato que cualquier {—,0, 1}-subreducto de una BL-dlgebra es una
BCK-algebra acotada bésica, pues las ecuaciones anteriores son validas en toda BL-dlge-
bra. Reciprocamente, dada una BCK-algebra acotada bédsica B = (B, —,0,1), el re-
ducto (B, —, 1) es una BCK-algebra bésica (es decir, una BCK-élgebra que satisface
las ecuaciones anteriores). Por los resultados de [AglFerMon07], existe una BL-algebra
C = (C,A,V,x,—,0,1) tal que (B,—,1) es una subdlgebra de C | {—,1}. El ele-
mento 0 € B no necesita coincidir con 0’. Sin embargo, podemos considerar el algebra
Co = ([0),A,V,*9,—,0,1) donde [0) ={ce C:0< ¢}y

rxoy = (r*xy) V0, paratodox,y € [0).

Es facil verificar que Cy también es una BL-dlgebra y que B es una subdlgebra de Cy |
{—,0,1}.

3.5. Reticulados residuados pseudocomplementados

Como introdujimos en la Secciéon 1.3, un reticulado residuado pseudocomplementado
es un reticulado residuado que satisface la ecuacién

x N\ —x = 0.

PRI denota la variedad que forman dichos reticulados residuados. Recordemos asimismo
(ver Seccién 1.2) que un elemento a en un reticulado residuado A se dice regular si
verifica que —=—a = a, o equivalentemente, que existe b € A tal que a = —b. Mas aun
Reg(A) = (Reg(A), A, V.., *,.,—,0,1) es un reticulado residuado involutivo, siendo

T,y = (T *xy), zV,y ==z Vy).
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El siguiente teorema muestra que los reticulados residuados pseudocomplementados
se pueden caracterizar utilizando sus elementos regulares.

Teorema 3.5.1 Un reticulado residuado A es pseudocomplementado si y solo si Reg(A)
es un dlgebra de Boole.

Demostracion. Supongamos que A € PRL. Entonces para todo a € Reg(A),
a \/T' —1qQ = _|_‘(CL \/ —|a) = —|<—\a /\ _‘_‘CL) = —|0 = 1

Esto muestra que todos los elementos de Reg(A) son complementados, es decir,
B(Reg(A)) = Reg(A). Luego Reg(A) es un élgebra de Boole.

Reciprocamente, supongamos que Reg(A) es un édlgebra de Boole, entonces para cual-
quier a € A, como —a, -—a € Reg(A), tenemos que

aN-a<—a-a=0,
y A es pseudocomplementado. O

En general, en un reticulado residuado pseudocomplementado, el dlgebra de Boole de
sus elementos regulares no es una subalgebra. El siguiente resultado mejora un resultado

de [Cig08].
Teorema 3.5.2 Para cada A € PRIL, son equivalentes:
(a) Reg(A) es una subdlgebra de A,

(b) A es un reticulado residuado de Stone, es decir, satisface la identidad:

-z V- =1 (3.2)

Demostracion. Supongamos (a). Como Reg(A) es cerrado bajo V, tenemos que para
cualquier a € A, -a V =—a € Reg(A). Luego, por el Teorema 3.5.1,

1 = \/’r‘ Q= —|—|(—|a \/ —|—|a) = Q \/ —qQ.

Por lo tanto, A satisface la ecuacion de Stone.
La implicacién reciproca estd demostrada en [Cig08]. O

Observemos también que todo reticulado residuado de Stone es pseudocomplementado
pues

En simbolos SRIL C PRIL.

Como ejemplos de reticulados residuados de Stone podemos citar a los reticulados
residuados pseudocomplementados que son productos subdirectos de cadenas, es decir,
las MTL-algebras pseudocomplementadas. Este ejemplo incluye las algebras de Godel y
las algebras producto (ver [H&j98]) También han sido muy estudiadas las édlgebras de
Heyting que satisfacen la ecuacién de Stone. Dichas dlgebras se conocen como &algebras
de Heyting stoneanas (ver, por ejemplo, [Cig08]).

Observemos que para todo reticulado residuado A se tiene que B(A) es una subélgebra
de Reg(A), pero, en general, no coinciden. Del Teorema 3.5.2 deducimos el siguiente
resultado.
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Lema 3.5.3 Si A € PRL, entonces B(A) = Reg(A) si y sdlo si A € SRL.

Veamos ahora algunas propiedades més acerca de los reticulados residuados pseudo-
complementados.

Lema 3.5.4 Sea A € PRL, se verifican las siguientes propiedades:
(a) A satisface la ecuacion de Glivenko:

(0w — x) =1, (3.3)

(b) la aplicacion == : x — ——x es un homomorfismo de A sobre Reg(A),
(c) si A € SRL, entonces = es una retraccion.

Demostracion.

(a) Sea a € A, entonces tenemos que a < =—a — a de donde =—a < == (=—a — a). Més
aun, resulta que ~a < =——a = =—-a — 0 < =—a — a < =—=(——a — a). Por lo tanto,
—a V ==a < == (=-a — a), de donde

1 = Qq \/T Q= _‘_‘(_‘CL \/ —|—|CL> S —|—|(—|—|(—|—|a, — a)) = —|—|<—|—|a, — a),

(b) Se sigue de (a) (ver [CigTor04]).

C € sigue de ecno de que la restriccion de —— a eq = es la 1dentida ver
Se sigue del hecho d 1 iccién d Reg(A) = B(A) es la identidad
[Cig08)).

g

Teorema 3.5.5 Para cualquier subvariedad no trivial V de PRL, Reg(Freey (X)) es el
dlgebra de Boole libre sobre el conjunto de generadores libres ——X = {——x : z € X}.
Mas ain, |-—=X| = |X]|, es decir, los conjuntos de generadores ==X y X tienen la misma
cardinalidad.

Demostracion. En primer lugar, observemos que como Freey(X) € PRL, Reg(Freey(X))
es una imagen homomorfa (via el homomorfismo ——) de Freey(X). Luego ==X es un
conjunto de generadores de Reg(Freey(X)). También sabemos que es una &lgebra de
Boole, por lo que soélo resta probar la propiedad de extensién universal. Para ello, sea
BeByh:—--X — B una aplicacién cualquiera. Consideremos hy : X — B dada por
ho(x) = h(——x) para todo € X. Como V es una variedad no trivial, B C V, con lo cual
debe existir un homomorfismo hy : Freey(X) — B tal que ho(x) = ho(z) para todo z € X.
Luego, obtenemos un homomorfismo % : Reg(Freey(X)) — B que es simplemente la res-
triccion de hg a Reg(Freey(X)). Dicho homomorfismo es el buscado pues claramente ex-
tiende a la aplicacién h, pues h(——x) = ho(——x) = ~—ho(z) = ho(z) = ho(x) = h(-—z).

Resta ver que X y ——X poseen el mismo cardinal. Para ello es suficiente verificar
que -y # Txe para Ty # Ta, T1,To € X. En efecto, si -y = = en Freey(X),
reemplazando x; por 0 y x5 por 1, obtendriamos la ecuacion 0 = 1, que sélo es valida en
un algebra trivial. O
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Corolario 3.5.6 Para cualquier subvariedad V de SRL, Reg(Freey(X)) = Freeg(X) y
Reg(Freey (X)) es un retracto de Freey(X),

En lo que sigue supondremos que V es una subvariedad de PRL. Sea X,, = {z1,...,x,}
e I, = {1,...,n}. El algebra Reg(Freey(X,)) es un élgebra de Boole libre sobre el
conjunto de generadores libres {——xy, ..., 7, }. Consideramos entonces, para cada I C
I,,, el elemento de Reg(Freey(X,)) dado por

ar(x1,...,2,) :/\—|—|xi/\ /\ —;.

iel i€l \I

Claramente la correspondencia I — a;(x1,...,2,) es una biyeccién entre P(I,), el con-
junto de partes de I,,, y el conjunto de atomos del dlgebra de Boole libre Reg(Freey (X,,)).
Luego, para cualquier b € Reg(Freey(X,,)), existe N C P(I,) tal que

b= _|_.( \/ al(xl,...,xn)),
IeN
donde N ={I € P(1,,) : ay < b}.

Lema 3.5.7 Para cada J C I, consideremos la n-upla X; cuya i-ésima componente es
xsitedJylsiig J. Para todo I C I, obtenemos

1 sil=1I,yJ=0,
) e siI=1,yJ#0,
W)= e GI= I\ Ty T 20,

0 en todo otro caso.
Demostracion. Escribamos el término a;(xy, ..., z,) de la siguiente manera:
ap(xy,...,x,) = /\ ——x; A /\ ——x; A /\ =z A /\ —T;.
i€Ing i€l\J ie\I igIug

Entonces

ar(xy) = /\ -z A /\ =1 A /\ AN /\ -1

elnJ ieI\J i€ J\I igIUJ
= A on A men Ao
ieIng i€J\I igIuJg

Analicemos los diferentes casos posibles.
Si IUJ # 1, aj(x;) = 0. Luego podemos suponer que I UJ = I, y que

ar(xy) = /\ A /\ .

ieInJ 1eJ\I

SiINnJ#0y J\I#0, entonces a;(x;) = ——x A -z =0.
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SiINnJ=0,entonces I =1,\Jy
a[(XJ) = /\ﬁ.%’.
ieJ
Se sigue que a;(x;) =1si J=0 (e [ =1,) y aj(x;) = ~x si J # 0.
Finalmente, si J \ I = (), entonces J C I. Luego [ =1, y

(Z](XJ) = /\ —X.

Se sigue que ay(xy)=1siJ=0(eI=1,) yar(x;)=—xsiJ#£0 (el =1,).
Resumiendo lo que hemos probado:

war(xy)=1sil=1,y J=0,
w a(xy)=—xsil=1,y J#0,
w ar(xy)=—xsil=IL,\JyJ#0,

= en todo otro caso a;(x,) = 0.

Ahora podemos enunciar el resultado principal de la seccion.

Teorema 3.5.8 Sea V una subvariedad no trivial de PRLL. Entonces Freey(X) es direc-
tamente descomponible para algin X no vacio si y sélo si V C SRIL.

Demostracion. En primer lugar, notemos que si V C SRIL, entonces -z V —=—x = 1 es
vélido en Freey({z}). Luego —z es un elemento complementado de dicha dlgebra distinto
de 0 y de 1. Luego Freey({z}) es descomponible.

Reciprocamente, supongamos que Freey(X) es directamente descomponible. Enton-
ces existe a € Freey(X) tal que oV -a = 1y a # 0,1. Podemos suponer que a =
a(xy,...,x,), con lo cual Freey(X,) también es descomponible. Asumimos entonces que
a € Freey(X,,). Como a € Reg(Freey(X,)), existe N C P(I,), N # 0, P(I,,), tal que

a(Ty,...,Ty) = 7 (\/ aI(ml,...,xn)> :

IeN

Queremos probar que vale la ecuacién -z V ==z = 1 en Freey(X,), porque esto nos
asegura que V C SRILL. Distinguimos dos casos, segin [I,, pertenezca o no a la familia N.

Primer caso: Supongamos que I, ¢ N. Fijemos K € N y sea J = [, \ K. Como
K #1,, J # 0y el lema anterior implica que

ar(x)) = -z, sil=K,
A2 0, sileN,I+K.

Se sigue entonces que a(x;) = —=—(—x) = —z. Por lo tanto, como aV—a = 1, reemplazando
las variables de a adecuadamente, obtenemos que —x V ==z = 1, como deseabamos.
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Segundo caso: Supongamos ahora que I, € N. Elijamos J C I, tal que J # I,,\ I para
todo I € N. Esto es posible pues N = P(I,). Observemos que, en particular, J # (). Por
el lema anterior obtenemos que

(x)) = ——x, sil=1,,
X)) =1 o, siT€N,T#I,.

Por lo tanto, a(x;) = ——(—-—z) = ==z y la ecuacién a V -~ = 1 se convierte en la
ecuacion de Stone ——x V -z = 1 tras un reemplazo adecuado de variables.
Esto concluye la demostracién. [

Resumimos ahora los resultados obtenidos en un corolario.

Corolario 3.5.9 Para toda subvariedad no trivial V de reticulados residuados pseudo-
complementados, las siguientes propiedades son equivalentes:

1) V es una variedad de reticulados residuados de Stone,

(1)
(2) Freey(X) es directamente descomponible para algin conjunto no vacio X,

(3) Reg(Freey(X)) = B(Freey(X)) para algin conjunto no vacio X,

(4) B(Freey(X)) es isomorfo al dlgebra de Boole libre sobre X para algin conjunto no

vacio X.

Demostracion. La equivalencia entre (1) y (2) es el teorema anterior. La equivalencia entre
(2) v (3) resulta del Lema 3.5.3. La implicacién (1) = (4) es el contenido del Corolario
3.5.6 y la implicacién (4) = (2) es inmediata. O

Observacion 3.5.10 En el corolario anterior, observemos que la descomponibilidad de
un algebra libre en V o, equivalentemente, la existencia de elementos complementados no
triviales en un algebra libre de V| implica automaticamente la descomponibilidad de toda
algebra libre en V sobre un conjunto de generadores libres no vacio.

Un caso particular importante del teorema anterior se obtiene para las dlgebras de
Heyting, que se pueden pensar como una subvariedad de PRL. En este caso se puede
ampliar el resultado, pues la variedad SH = H N SRL de algebras de Heyting stoneanas
es una subvariedad cosplitting en H.

Recordemos en primer lugar la nocién de variedades splitting y cosplitting. Sea LY (H)
el reticulado de subvariedades de H. Dadas Vi, V, € LY(H), decimos que el par (Vy,Vs)
parte a LY(H) si V; € V; y para cualquier V € LY (H), se tiene que Vi C Vo bien V C V,.
Es facil ver que V; es completamente supremo-irreducible y que Vs es completamente
infimo-irreducible. Luego es inmediato que V; es la variedad generada por algin algebra
subdirectamente irreducible A. Tal algebra A se denomina algebra splitting de H,
y Vi = V(A) se denomina variedad splitting. La variedad V, se llama variedad
cosplitting.
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En [BloPig82, Corolario 3.2] los autores prueban que si V es de tipo finito y tie-
ne congruencias principales ecuacionalmente definibles (EDPC), entonces todo miembro
subdirectamente irreducible finito de V es splitting y, por tanto, las alegebras splitting de
dicha variedad son exactamente las algebras subdirectamente irreducibles finitas.

Consideremos el dlgebra de Heyting de 5 elementos Hs = ({0,a,b,¢, 1}, A, V,—,0,1),
cuyo orden reticular estd dado por el diagrama de Hasse que se muestra mas abajo y cuyo
residuo se observa en la Tabla (Hb5).

—0]alb|c]|1

1
Of1(1{1]1]1
allb|1]b|1]1 ¢
b lala|l|1l|1 b=a b= —a
c||0Ojalb|1]|1
1 |0ja|b|lc|1 0
Tabla (H5) (Hs, <)

Podemos ver facilmente que Hy es subdirectamente irreducible y que Hs ¢ SH (basta
notar que —a V ——a = ¢ # 1).

Lema 3.5.11 Sea A € H. Entonces A ¢ SH si y sdlo si Hs es isomorfa a una subdlgebra
de A.

Demostracion. Supongamos que A ¢ SH. Entonces existe a € A tal que ~aV——a # 1. Sea
B = {0, -a, ——a,—~aV—-—a,1}. Entonces B es un subuniverso de A. En efecto, claramente
B es un subreticulado de A. Veamos que B es cerrado por —,

» Como —a A (—a — ——a) = 0, tenemos que 7—a < —a — ——a < =-a. Asi —a —

- = A,

» Como ——a A (-—a — —a) = 0, tenemos que —a < =—a — —a < —a. Asi =—a —
—1a = Q.

» (+—aV -a) = 0=0.
s (maV-a) > —a=a— (—aV-oa) =a— 0= a.
] (—|—|a\/—|a)%ﬁﬁa:—\a—)ﬁ(ﬁﬁa\/ﬁa):—|a/—>0:—|—|a,

Entonces B es un subuniverso de A y B es isomorfo a Hs.
La implicacion reciproca es inmediata. Il

Corolario 3.5.12 EIl par (V(Hs),SH) parte LYV(H). Por lo tanto, SH es una variedad
cosplitting.
Combinando el Lema 3.5.11 y el Corolario 3.5.9 obtenemos el siguiente resultado.

Corolario 3.5.13 Para toda variedad no trivial V. € LY(H), las siguientes condiciones
son equivalentes:
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(1) Freey(X) es directamente indescomponible cualquiera sea X,
(2) V ¢ SH,
(3) Hs es isomorfa a una subdlgebra de Freey(X) para cualquier X no vacio.

De la misma forma que probamos este resultado para los reticulados residuados pseu-
docomplementados, se puede probar para los reticulados distributivos pseudocomplemen-
tados. Recordemos que dichos reticulados forman una variedad PL que es el {A,V,—,0,1}-
subreducto de H (ver, por ejemplo, [BalDwi74]). El reticulado de subvariedades LY (PL)
es una cadena de tipo w + 1, y para cada subvariedad no trivial existe n > 0 tal que
dicha subvariedad estd generada por el algebra B,, = 2" & 1, el algebra de Boole con n
atomos con un elemento anadido por encima. Entonces By es el dlgebra de Boole de dos
elementos y By la cadena de tres elementos (el dlgebra de Stone, en la terminologia de
[BalDwi74]), y Bs es el {A,V,—,0, 1}-reducto de Hs. Entonces las variedades de LY (PL)
son

TC V(By) CV(B)) CV(By) C...CPL,

donde T es la variedad trivial. Observar que SPL = V(B;) es la variedad de reticulados
distributivos stoneanos.

Al igual que en el caso de las algebras de Heyting y los reticulados residuados pseu-
docomplementados, tenemos el siguiente teorema.

Teorema 3.5.14 Para una variedad V € LY(PL), las siguientes condiciones son equiva-
lentes:

(a) Freey(X) es directamente indescomponible cualquiera sea X,
(b) V ¢ SPL,

(¢) Hy es isomorfo a una subdlgebra de Freey(X), para cualquier X no vacio.
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Capitulo 4

Variedades regulares

En este capitulo estudiamos en detalle los elementos regulares de un reticulado re-
siduado. Introducimos la nocién de variedad regular y exploramos su relaciéon con la
traduccién negativa de Kolmogorov. Ademads, investigamos las nociones correspondientes
en las extensiones axiomaticas del calculo FL,,.

Dado un reticulado residuado A, sabemos que se puede definir una estructura de
reticulado residuado (involutivo) Reg(A) sobre el conjunto de sus elementos regulares
(involutivos) Reg(A). En general, no hay una relacién directa entre A y Reg(A); por
ejemplo, Reg(A) no es necesariamente una subdlgebra o una imagen homomorfa de A
(ver [CigTor04] y [GalJipKowOno07, Capitulo 8|). Este ultimo caso ha sido estudiado
en [CigTor04], donde se muestra que la condiciéon “Reg(A) es una imagen homomorfa
de A”es ecuacionalmente definible, y define la variedad de algebras de Glivenko. Dichas
variedades, via algebrizacion, se corresponden con extensiones axiomaticas de FLgy que
admiten una generalizacion del teorema de Glivenko, el cual fue originalmente dado por
V. Glivenko en [Gli29] para dar una interpretacién de la légica proposicional clésica en la
légica proposicional intuicionista.

Investigaremos en mas detalle las relaciones entre estas dos estructuras y estudiaremos
ademés la relaciéon entre una variedad dada V de reticulados residuados y la clase V" =
{Reg(A) : A € V}. En general, esta tltima no es una variedad ni estd contenida en
la primera, como ilustraremos con algunos ejemplos. En las Secciones 1 y 2, daremos
condiciones necesarias y suficientes para que V" sea una variedad y para que esté contenida
en V. También mostraremos que la mayoria de las variedades méas conocidas de reticulados
residuados satisfacen estas condiciones. Una herramienta que sera util para estudiar la
clase V" sera la traduccién negativa de Kolmogorov, originalmente introducida para dar
otra interpretacion del célculo proposicional clasico en la légica intuicionista (ver [Kol61]).
Esta traduccion es una transformacion sobre los términos en el lenguaje de los reticulados
residuados que nos permite relacionar las ecuaciones validas en un algebra A con las
vélidas en Reg(A). En la Seccién 4.3 estudiaremos el caso particular de los reticulados
residuados distributivos, pues constituye un ejemplo interesante de variedad para la cual
V" € V. En la Seccién 4.4 damos algunos resultados sobre el reticulado de variedades
regulares y en la seccién final de este capitulo estudiamos la contrapartida logica de la
traduccion de Kolmogorov y las variedades regulares, que resulta de la correspondencia
entre subvariedades de reticulados residuados y extensiones axiomaticas del calculo FLey, .
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4.1. Algebra de elementos regulares

Recordemos que dado un reticulado residuado A, se define el dlgebra de sus elementos
regulares Reg(A) = (Reg(A), A, Vo, *,, —,0,1) donde para cada ® € {A,V,*x,—} la
operacion correspondiente estd dada por

T Oy i="m(rOy).
Més aun para todo a,b € Reg(A), sabemos que
a—,b=a—b y aAN.b=aAb.

Sin embargo, V, y %, son diferentes, en general, de V y %, respectivamente, con lo cual
Reg(A) puede no ser una subdlgebra de A. Sin embargo, Reg(A) siempre es un reticu-
lados residuado y, en algunos casos, Reg(A) puede obtenerse como imagen homomorfa
de A, pues, a partir de los resultados de [CigTor04] (ver también [GalJipKowOno07]), se
deduce que:

Lema 4.1.1 Para todo reticulado residuado A, son equivalentes:
(1) La aplicacion x — ——x define un homomorfismo de A sobre Reg(A),

(2) A € GRL, es decir, la ecuacion ——(——x — x) = 1 vale en A.

Recordemos también que Reg(A) contiene al conjunto de elementos booleanos (o
complementados) de A:

B(A)={a€ A:aV —a},

que es el universo de una subélgebra B(A) tanto de A como de Reg(A).
Como muestra el lema siguiente, todo homomorfismo entre dos reticulados residuados
A y B induce un homomorfismo entre Reg(A) y Reg(B).

Lema 4.1.2 Sean A y B dos reticulados residuados y sea h un homomorfismo de A en
B. Entonces r(h), la restriccion de h a Reg(A), es un homomorfismo de Reg(A) en
Reg(B). Mds ain, si h es sobreyectivo, entonces r(h) también lo es.

Demostracion. Es claro que h(Reg(A)) C Reg(B) con lo cual la restriccién r(h) de una
aplicacién de Reg(A) en Reg(B). Dados a,b € Reg(A) y ® € {A,V,*,—}, se tiene que

h(a ©r b) = h(==(a © b)) = (==(h(a) © h(b)) = h(a) O, h(b).
Luego r(h) es un homomorfismo de Reg(A) en Reg(B). Ademds, si h es sobreyectivo,

dado b = h(a) € Reg(A), se tiene que b = —=—b = ——=h(a) = h(—=—a), donde —=—a €
Reg(A). Resulta entonces que r(h) es sobreyectivo. d

76



4.1. Algebm de elementos requlares

Observacién 4.1.3 El lema anterior permite definir un funtor F de la cateogria de
reticulados residuados en la subcategoria plena de reticulados residuados involutivos. Mas
precisamente, si A es un reticulado residuado, definimos 7(A) = Reg(A),ysih: A — B
es un homomorfismo, establecemos F(h) = r(h).

Obtenemos un resultado interesante si restringimos F a la subcateogria de reticulados
residuados de Glivenko. El Lema 4.1.1 permite mostrar que la restriccién del funtor F a
GRL es un adjunto a izquierda del funtor inclusién de IRLL en GRIL. Luego, la categoria
de reticulados residuados involutivos es una subcategoria reflectiva de la categoria de
reticulados residuados de Glivenko.

También hay una relacion estrecha entre los filtros implicativos de un reticulado resi-
duado A y los filtros implicativos de Reg(A).

Lema 4.1.4 Sea A un reticulado residuado. Entonces para cualquier filtro implicativo F'
de A, F N Reg(A) es un filtro implicativo de Reg(A). Reciprocamente, para cada filtro
implicativo G de Reg(A), existe un filtro implicativo F' de A tal que G = F N Reg(A).

Demostracion. Es facil chequear que F' € Fil(A) implica F' N Reg(A) € Fil(Reg(A)).
Para probar la reciproca, basta tomar F' = Fg®(Q), y verificar que g = Fg?(G)NReg(A).
0J

Recordemos que un reticulado residuado A es directamente indescomponible si y sélo
si B(A) ={0,1} (ver Seccién 3.1).

Lema 4.1.5 Sea A un reticulado residuado no trivial, entonces:

(a) si Reg(A) es directamente indescomponible, entonces A también es directamente
indescomponible,

(b) si A es subdirectamente irreducible y D(A) = {a € A : =—a = 1} = {1}, entonces
Reg(A) es subdirectamente irreducible,

(c) Reg(A) es simple si y sdlo si D(A) es el mayor filtro implicativo propio de A.

Demostracion. (a) vale debido a que B(A) C B(Reg(A)).

Para probar (b), supongamos que A es subdirectamente irreducible y sea M el menor
filtro de A distinto de {1}. Si a € M \ {1}, como D(A) = {1}, tenemos que =—a €
(M N Reg(A))\ {1}, de donde M N Reg(A) # {1}. Sea G # {1} un filtro implicativo de
Reg(A), entonces existe un filtro implicativo F' de A tal que, G = F N Reg(A). Como
F # {1}, tenemos que M C F, asi que M NReg(A) C FNReg(A) =G. Asi M N Reg(A)
es el monolito de Reg(A). Esto concluye el item (b).

Para probar el tercer item, observemos que para un algebra no trivial A, como 0 ¢
D(A), D(A) es un filtro implicativo propio de A. Supongamos ahora que Reg(A) es
simple y sea G un filtro implicativo de A. Si G € D(A), entonces existe a € G tal que
——a # 1, de donde a™ < == (——a)™ = 0 para algin n > 0; luego 0 € G y G = A. Resulta
entonces que todo filtro implicativo G # A esta contenido en D(A). Reciprocamente,
supongamos que D(A) es el mayor filtro implicativo propio de A. Sea a € Reg(A) \ {1}.

7



Capitulo 4. Variedades regulares

Como a ¢ D(A), tenemos que 0 € Fg(a) = A. Luego existe n > 0 tal que a" = 0, de
donde =—a™ = 0. De aqui resulta que Reg(A) es simple. O

Dada una clase K de reticulados residuados, consideremos la clase
K" = {Reg(A) : A € K}.
Lema 4.1.6 Sea K una clase de reticulados residuados, entonces vale lo siguiente:
(a) K" CK siy sdlo st K" =KNIRL,
(b) st O € {H,S, P, V}, entonces O(K)" C O(K"),
(c) V(K)" C V(K) siy solo st KT C V(K).

Demostracion. Probaremos sélo (b), ya que (a) es trivial y (¢) se sigue inmediatamente
de (b). Como A < B implica que Reg(A) < Reg(B), tenemos el caso O = S. Como
Reg([[A;) = [[Reg(A;), el caso O = P también es inmediato. El caso O = H es una
consecuencia del Lema 4.1.2. Finalmente, el caso O = V queda probado pues V = HSP.
U

Nos interesa especialmente estudiar las clases V" donde V es una subvariedad de RL.
Por ejemplo, en virtud del Lema 3.5.1, resulta que PRIL" = B, es decir, al calcular PRIL"
obtenemos una subvariedad de RIL. El siguiente lema retine algunas propiedades sencillas
acerca de V'.

Lema 4.1.7 Las siguientes propiedades valen para cualquier variedad V C RIL:
(a) V" CV siy sélosi (Vy)" CV,

(b) V" es cerrada bajo la formacion de imdgenes homomorfas y productos directos, es
decir, HP(V") C V",

(¢) S(V7) =V (V7).

Demostracion. (a) se sigue del Lema 4.1.6 tomando K = V.

Probemos el item (b). Dados A € V y G € Fil(Reg(A)) debemos probar que
Reg(A)/G € V. Para ello consideremos el filtro F' = Fg*(G) y recordemos que ve-
rifica que F' N Reg(A) = G. A partir del homomorfismo natural h : A — A/F, obte-
nemos, por restriccién, un homomorfismo sobreyectivo r(h) : Reg(A) — Reg(A/F) tal
que r(h)"!([1]r) = F N Reg(A) = G. Luego dicho homomorfismo sobreyectivo induce un
isomorfismo de Reg(A)/G en Reg(A/F). Esto muestra que Reg(A/G) € V",

El hecho de que V" sea cerrada por productos directos se sigue facilmente pues para
cualquier familia {A;};c; en RL, Reg( I[TA;) =]] Reg(A)).

iel il

Finalmente, para demostrar (c), observemos que, en virtud de la propiedad de exten-

sién de congruencias, vale que SH (V") = HS(V") y luego
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V(V") = HSP(V') C HS(V") = SH(V") C S(V").
O

Como muestra el lema anterior, V" es cerrada bajo H y bajo P, pero, en general, no
es cerrada bajo S. Damos un ejemplo de este caso en el siguiente teorema.

Teorema 4.1.8 Hay al menos una variedad de reticulados residuados V tal que V" no es
una variedad.

Demostracion. Consideremos A = ({0,1,2,3,4,5,6,7,8},A,V,*,—,0,1) el reticulado
residuado cuya estructura reticular estd dada por el diagrama de Hasse siguiente:

1

y cuyas operaciones * y — estan dadas en las siguientes tablas:

(=Jof1]2[3[4]5]6[7[8] [—[O0]1[2[3]4]5[6[7]8]
0[0]0]0]0]0]0]0]0]0 0 [L|i]i]1]1|T][1][1]1
1/0/1]2(3(4/5]6]7]3 1 [0[1]2|3]4]5]6]|7]|s
20 0/2/0(5(5/0]5(5]5 > | 2/1[1]6/6/6|/1]1]6
300(3/5]/0(0(0|5]5]0 3 4(1]6[1]1|6[1[1]1
1[0[4(5]/0(5(0|5]5]5 1 3/1]6]6|1/6]/1]6]6
500(5/0([0[0/0][0[0]0 50611 1|11 ][1]1]1
6]0(6|5]/5|5/0|5]5]|5 6 |5/1]6]6|6|6]1]6]6
71 0[7[5]5]5]0]5]5]5 7 15/1]6]6/6]6|1]1]6
$/0(8/5]/0(5/0/5]5]0 S S|1]6]6]16]/1]1]1

Notemos primero que, de la tabla para *, resulta inmediatamente que para todo a € A,
a # 1 implica a® = 0, con lo cual A | z V-3 = 1. De esta manera, V(A) E zV-z® = 1,
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y, por los resultados de T. Kowalski (ver [Kow04]), resulta entonces una variedad con
discriminador finitamente generada.

Afirmamos que V(A)" no es cerrado bajo Sy, por tanto, que no es una variedad.

De la tabla para — deducimos que Reg(A) = A\ {7}. Mds aun, es facil chequear que
B = A\ {7,8} es el universo de una subdlgebra de Reg(A), la cual denotamos con B.
Afirmamos que B ¢ V(A)". En efecto, supongamos que B = Reg(C) para algin C €
V(A). Podemos suponer que C estd generado por B, pues, en caso contrario, podriamos
considerar la subalgebra de C generada por B. Luego, como V(A) es localmente finita y C
es finitamente generada, C es finita. Ademads, como B es directamente indescomponible,
por el Lema 4.1.5, C también lo es. Por lo tanto C € V(A)y = V(A)sm = IS(A), de
donde B = Reg(C) € IS(A)", lo cual se ve facilmente que no es cierto. d

Notemos que si V" no es una variedad, entonces IV & V" y entonces, del teorema
anterior y el item (a) del Lema 4.1.6, deducimos el siguiente resultado.

Corolario 4.1.9 Existe al menos una variedad de reticulados residuados V tal que V" &
V.

Nuestro proximo objetivo es caracterizar, por medio de las algebras libres, las varie-
dades V para las cuales V" es una variedad.

Dado un conjunto X, Sgy,(——X) denotara la subélgebra de Reg(Freey (X)) generada
por el conjunto -—X = {-—z : 2 € X}. En particular, si X = {z, : n € w} es numerable,
Freey(w) representa el algebra libre en V sobre un conjunto numerable de generadores
libres, y en este caso escribimos también Sgy(——w) en lugar de Sgy(——X).

Lema 4.1.10 Sea V una variedad de reticulados residuados. Entonces para cualquier
conjunto X, Sgy(——X) es el dlgebra libre en S(V") sobre un conjunto de cardinalidad
X

Demostracion. Es claro que Sgy(——X) € S(V"). Observemos ademds que la aplicacién
x +— ==z es una biyeccién de X en ==X, con lo cual | X| = |-—X].

Sea A € S(V") y sea h : ==X — A una aplicacién arbitraria. Consideremos B € V
tal que A es una subdlgebra de Reg(B) y sea h : Freey(X) — B el homomorfismo tal
que h(x) = h(—=—z). Entonces, 7(h) : Reg(Freey(X)) — Reg(B) es un homomorfismo
tal que r(h)(Sgy(——X)) C SgReE®)(h(==X)) C A. Luego la restriccion r(h) | sgr(-x)
es un homomorfismo de Sgy,(——X) en A que extiende a h. U

Teorema 4.1.11 V" es una variedad si y solo si Sgy(——X) € V" para todo conjunto X .

Demostracion. La implicacion directa es trivial. Para ver la reciproca, supongamos que
Sgy(——X) € V" para todo conjunto X . Entonces, por el Lema 4.1.10, Freey - (X) € V"
para todo conjunto X. Como cualquier algebra en V(V") es una imagen homomorfa de
Freey v+ (X) para algin X adecuado, utilizando el Lema 4.1.7, resulta que V(V") C
H(V") C V. Luego V" = V(V") es una variedad. O

Observemos que de los Teoremas 4.1.8 y 4.1.11 deducimos el siguiente resultado.

Corolario 4.1.12 Hay al menos una wvariedad de reticulados residuados V tal que
Sgy(——X) # Reg(Freey(X)) para algin conjunto X. FEs decir, en general,
Reg(Freey (X)) no estd generada por =—X.
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4.2. Traduccion de Kolmogorov y variedades regula-
res

En lo que sigue de este capitulo, un término serd un término en el lenguaje {A,V, %,
—,0,1}, T(X) denotara el conjunto formado por los términos cuyas variables pertenecen
a X y dado o C {A,V,*,—}, T,(X) denotard el conjunto de términos en el lenguaje
({0,1} U o) con variables en X. Observemos que T,(X) C T'(X).

Dado t € T(X), definimos su traduccién (negativa) de Kolmogorov t en forma
recursiva, de la siguiente manera:

s t=-t,sit e XU{0,1},
" siO€e{AV, %=} yt=rOs, entonces t = (7 ®3).

La traduccion de Kolmogorov de un término satisface una propiedad clave que enun-
ciamos en el siguiente lema.

Lema 4.2.1 Sea t(z1,...,x,) un término, A un reticulado residuado y ay,...,a, € A.
Se tiene que: N
tRe8A) (g L ) = 2 (a, .. ap). (4.1)

Demostracion. Por induccién sobre la complejidad de t.
» La afirmacién es trivial para t = z;, 1 <i <n, y parat € {0,1}.

» Sit=r®scon® € {A,V,*,—}, entonces

tRes) (g, . ——ay)
= rRe8B) (g, L ay,) O, ST (mmqy, L aay,)
= o (rRee@) (ongy L amay) © ST (g L S-ay))
= ——(T*ay,...,a,) ©5%(a1, ..., a,))
=t2ay, ..., an).

O

La siguiente consecuencia directa del lema anterior sera crucial para entender las clases
V.

Corolario 4.2.2 Para cualquier reticulado residuado A y cualesquiera términos t, s, te-

nemos que: N
Reg(A)Et=s siysilosi AREt=s.

El siguiente lema caracteriza las dlgebras para las cuales Reg(A) < A (ver [CigTor04,
Corolario 4.5] y [Tor08]). La demostracién es directa.

Lema 4.2.3 Dado un reticulado residuado A, son equivalentes:

(1) Reg(A) es una subdlgebra de A,
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(2) A Et(xy,...,x,) =t(-—xy, ..., xy,) para cualquier término t(xy, ..., x,),

Corolario 4.2.4 Sea X un conjunto. Entonces, para cualquier variedad de reticulados
residuados V, son equivalentes:

(1) Reg(Freey(X)) es una subdlgebra de Freey(X),

(2) VEt(x,...,x,) =t(-—21,...,7xy,) para cualquier término t(xy, ..., T,),
(3) Vi (- Vomy) = 22V omy y Vs (oo« mmy) = -k ooy
Observar que, por (4.1), el conjunto
Sgi(==X) = {tFeev@ gy, 2, t € T(X),2; € X,i <n €N}

es el universo de Sg},(=—X). La interpretacién de la correspondencia t — ¢ sobre Freey(X)
no resulta, en general, una aplicacién. En efecto, si V es tal que V" € V| entonces exis-
ten s,t € T(X) tales que V = s =ty V" &£ s = t, de donde, por el Corolario 4.2.2,
V £ 5§ =t. En otras palabras, tenemos que s¥reev(w) — ¢Freev(w) popg gFreev(w) oL pFreey(w)
interpretando siempre las variables en generadores libres.

Teorema 4.2.5 Para cualquier variedad de reticulados residuados V, son equivalentes:
(1) V" CV,

~Freey(X) . tFreeV(X) — fFreeV(X)

(2) para cualquier conjunto X, la correspondencia es un

homomorfismo de Freey(X) sobre Sgy(——X).
(3) TFreevw) s una aplicacion (bien definida) de Freey(w) en Reg(Freey(w)).

Demostracion. Supongamos (1). Por los Lemas 4.1.6 y 4.1.7, V" C V es equivalente a
IV = V" = S(V"). Luego, por el Lema 4.1.10, Freery(X) = Sgy(——X) € IV. Entonces,
la aplicacién « — ——z se extiende a un homomorfismo i de Freey(X) sobre Sgy(——X).
Para cualquier ¢(zy,...,x,) € T(X), por el Lema 4.2.1, tenemos que

WM @y, 1,)) = tREEe ) (g omgy) = TP (g ay,),

asi que (2) es vélido.

La implicacién (2) = (3) es trivial porque Sgi(——w) C Reg(Freey(w)).

Finalmente, asumamos que la condicién (3) es verdadera y supongamos que X = {z,, :
n €N}, s(zy,...,2,),tx1,...,2,) € T(X) y V|t =s. Entonces tfev@)(z) ... x,) =
sFreev@) (g zy), luego t e @) (g x,) = §Frev(@) (g, ... x,), de donde

tReg(FreeV(X))( ) _ SReg(FreeV(X))(

STy, ..., Ty, T, ., T,

y, en particular,
thg(ﬁﬁX)( ) = SSgQ(ﬁﬁX)(—!—ﬂfl, RN ﬁﬂﬂfn),

L, .., Ty,

y, por el Lema 4.1.10, S(V") =t = s. Esto concluye la demostracién. O
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Corolario 4.2.6 Si V es una subvariedad de RIL, entonces V' C V si y sélo st
Freegyr)(w) es una imagen homomorfa de Freey(w).

Demostracion. El resultado es una consecuencia del Teorema 4.2.5 y del hecho de que
Freegyr)(w) = Sgy(—w) y V(Freey(w)) = V. O

Decimos que una variedad de reticulados residuados V es regular (o de Kolmogorov)
si satisface la condicién V" C V. Por el Lema 4.1.6, si V es una variedad regular, entonces
V" =1V, con lo cual V" es una variedad.

Es claro que RL es una variedad regular, pero también hay muchos ejemplos de sub-
variedades regulares de RIL. Como ejemplos triviales, cualquier subvariedad V de RIL tal
que V O IRL es regular.

Por otra parte, la propiedad (a) del Lema 4.1.7 nos da una forma de probar que algunas
subvariedades bien conocidas de RL son regulares. Més precisamente, para demostrar que
V es regular basta con verificar que (V)" C V, lo cual puede ser sencillo si se cuenta con
una buena descripcién de los miembros subdirectamente irreducibles de V. Algunos casos
que se pueden resolver de esta manera son los siguientes:

= Dado n € N, denotamos con EM,, a la subvariedad de RIL determinada por la
ecuacion zV-x™ = 1. T. Kowalski prob¢ en [Kow04] que toda subvariedad de RL es
semisimple si y sélo si es una variedad con discriminador y si y sélo si esta contenida
en EM,, para algin n € N. En particular, las variedades EM,, son semisimples, es
decir, sus miembros subdirectamente irreducibles son simples. Usando este hecho y
el Lema 4.1.5, es facil ver que ((EM,,)s)" C (EM,,)s. Luego EM,, es regular para
todo n € N. Observemos que la variedad considerada en el Teorema 4.1.8 es una
subvariedad no regular de EM.

= MTL, la variedad generada por los reticulados residuados totalmente ordenados, es
una variedad regular. En efecto, como todas las algebras en MTL; son totalmente
ordenadas, también son totalmente ordenadas las dlgebras de la clase (MTLg;)" con
lo cual (MTL,;)" € MTL.

= Sea WNM la subvariedad de MITLL dada por la ecuacién

~(@xy) V(e Ay) = (rxy)) =1

Las algebras de WNM se denominan dlgebras minimo-nilpotentes débiles. Esta varie-
dad también es regular. En efecto, dada A € WNMy;, sabemos que A es totalmente
ordenada. En particular, como 1 es V-irreducible en A, para cada a,b € Reg(A) tal
que —(a *,. b) < 1, tenemos que =(axb) # 1, asi que a A\, b=aAb<axb<ax,b.
Luego Reg(A) € WNM.

Daremos ahora otra fuente de variedades regulares. Consideremos o, = {V, *}, 0;,, =
{N, =}, v T.(X) el conjunto de términos (¢4, ..., t,) para t(zq,...,z,) € T, (X), n >0
ytl,...,tneT (X)

Lema 4.2.7 Valen las siguientes propiedades:
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(a) siteT,, (x1,...,2,), entonces RL |=t(xq,...,x,) = =t(xy, ..., T,),

(b) siteT,, (z1,...,2,), entonces RL = t(xq,...,x,) = (-2, ..., 7y),

(¢) sit e Tp(xy,...,x,), entonces RL = t(x1,...,x,) = 2—t(-—xy, ..., xy,).

Demostracion. Los primeros dos items pueden probarse facilmente por induccién sobre
la complejidad del término ¢ teniendo en cuenta que

RL | ~(or V=) = (e V).
L |- ~(-- # o) = =z +),

RL | ~~(—mz A =) = 2 A =g,
RL E == (=2 — =) = =~z — —y).

El tercer item resulta de combinar los dos anteriores. O

La importancia de los términos en 7,.(X) radica en la siguiente propiedad.

Lema 4.2.8 Para cualquier reticulado residuado A y cualesquiera términost,s € T,(X),
tenemos que
A =t =s implica Reg(A) =t =s.

Demostracion. Como A |=t(xy,...,2,) = s(x1,...,z,), se ve inmediatamente que
A ——t(—xy, ., xy,) = os(oorg, ., oy,

Luego, por el lema anterior, A |=t = 3. Por el Corolario 4.2.2, obtenemos que Reg(A) =
t=s. U

Corolario 4.2.9 St V es una variedad de reticulados residuados que admite una base
ecuacional relativa a RL cuyos términos pertenecen a T,(X), entonces V es reqular. O

Como consecuencia del Corolario 4.2.9, obtenemos otra demostracion de que la varie-
dad MTL es regular. En efecto, es sabido que MTIL puede caracterizarse dentro de RIL
mediante la ecuacién (z — y) V (y — z) = 1; luego, se puede aplicar el corolario anterior.
Otros ejemplos son:

» la variedad E, de los reticulados residuados que satisfacen la ecuacién z" = z"+!.
Esta variedad es importante pues T. Kowalski prob6 en [Kow04] que una variedad
de reticulados residuados tiene la propiedad de congruencias principales (ecuacio-
nalmente) definibles si y sélo si estd contenida en E,, para algin n € N.

= la variedad BL de las BL-agebras, que se definen como las MTL-algebras que satis-
facen la ecuacién de divisibilidad z Ay = x % (x — y). Para un estudio detallado de
estas dlgebras y su relacién con las légicas de t-normas continuas, véase [H&j98].
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Una gran clase de variedades regulares es la clase de las variedades de Glivenko, es
decir, las variedades contenidas en GRL. Como para toda algebra A € GRL, Reg(A) €
H(A), para cualquier subvariedad V de GRL se tiene que V" C V, con lo cual V es
regular. Enunciamos esto en la siguiente proposicion.

Proposicién 4.2.10 Toda variedad de Glivenko es regular.

En el siguiente teorema damos algunas caracterizaciones de las variedades de Glivenko
en términos de los elementos regulares y de la traduccion de Kolmogorov.

Teorema 4.2.11 57V es una subvariedad de RIL, las siguientes condiciones son equiva-
lentes:

1) Sgy(——X) = Reg(Freey(X)), para cualquier conjunto X,

(1)

(2) Sgy(——{z}) = Reg(Freey({z})),
(3) V es una variedad de Glivenko,
(4)

4) para cualquier término t(xy, ..., x,), VEt(x1, ..., 20) = ~—t(x1, ..., Tn).

Demostracion. La implicacién (1) = (2) es trivial.
Supongamos que (2) es valida, entonces, como =—(——x — x) es un elemento regular
de Freey(X), existe un término unario t(x) tal que

—|(—|—|Qj' — :L‘) = tReg(F‘t‘eev({l‘}))(_‘_‘x>7
con lo cual N
tFreev{ah) (1) = (= — ).
Pero, por la definiciéon de la traduccién de Kolmogorov, vale siempre que

{F‘reew({r})(x) - ;Heev({x})(ﬁﬁx)j

de donde resulta inmediatamente que

Luego, la ecuacién de Glivenko se verifica en V.

Ahora supongamos que vale (3) y sea t(xy, ..., z,) un término. Como V es una variedad
de Glivenko, es una variedad regular, asi que =— y . definen ambos un homomorfismo de
Freey(zy,...,z,) sobre Reg(Freey(z1,...,x,)) tal que z; — ——x; = z;, para 1 < i < n.
Como {x1,...,2,} es el conjunto de generadores libres de Freey({zy,...,2,}), tenemos
que

(_\_‘t):Fl‘eeV({xl,...,xn}) (x]-, . ’xn) — 4 (tf‘l'eev({xl,.‘.,aﬁn}) (.,I;l7 . 73:7],))

— tReg(Freev({:pl,...,xn}))<_|_|x1’ e _'_‘xn>

— ?Fl‘eev({xlf“’xn}) (Z‘l, .. 7‘rn)7
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con lo cual V = ==t = £.

Por ultimo, supongamos que vale (4) y consideremos t(xy,...,x,) € Reg(Freey(X)).
Entonces:
tFreevX) (g xy) = =t (g )
= ;FreeV(X)(xl, ey Ty)

= tReg(FreeV(X))(ﬂﬂxl, e, Ty,

Esto muestra que Reg(Freey(X)) C Sgi,(-—X), con lo cual vale la igualdad. O

4.3. Reticulados residuados distributivos

En esta seccion mostraremos que la variedad DRIL de los reticulados residuados dis-
tributivos no es regular, es decir, DRL" ¢ DRL. Sin embargo, DRIL" es una variedad y,
de hecho, veremos que DRIL" coincide con IRIL, la variedad de los reticulados residuados
involutivos.

DRL es la subvariedad de RIL dada por la ecuacion

e A(yVz)=(xAy)V(zA:z).

Notemos que el término x A (y V z) no pertenece a T,.({z,y, z}). De hecho, como veremos
que DRIL no es regular, dicha variedad no admite ninguna axiomatizacion relativa a RIL
con ecuaciones que utilicen sélo términos en 7,.(X).

Para probar que DRIL" es toda la variedad IRL, veremos que para cualquier A € IRIL
podemos construir B € DRL tal que Reg(B) = A.

Comencemos con un reticulado residuado arbitrario A. Para cualquier X C A, defini-
mos:

(X]={a€ A:a <z paraalgin z € X}.

También escribimos (z] en lugar de ({z}]. Dado X C A, decimos que X es decreciente
siy € X siempre que y < xy xz € X, es decir, si X = (X]. Si Dec*(A) denota la
familia de subconjuntos decrecientes no vacios de A, entonces (Dec*(A),N,U, {0}, A) es
un reticulado distributivo acotado completo.

En Dec*(A) definimos la operacién:

X*xY={zxy:xe X,yeY}.

Es sencillo verificar que esta operacién es asociativa, conmutativa, y que A es elemento
neutro. Por lo tanto, (Dec*(A),*, A) es un monoide conmutativo. Més atin, para cuales-
quiera X,Y; € Dec*(A) tenemos que:

X« Jyi =[x «v)).

iel iel
Luego, para cualquier X,Y € Dec*(A), la familia
{Z € Dec*(A) : X xZ CY}
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es cerrada bajo uniones arbitrarias, con lo cual posee maximo, al que denotamos con
X — Y. Ademas, se puede verificar facilmente que dicho maximo estd dado explicitamente
por

X—=>Y={z2€A:xxz€Y paratodoz € X}.

Entonces, vale la siguiente propiedad de residuacion:
X*xZCY<«—=Z7CX =Y.

Por lo tanto, Dec*(A) = (Dec*(A),N, U, *,—, {0}, A) es un reticulado residuado distri-
butivo.

Observemos que la aplicacién as : A — Dec*(A) dada por aa(x) = (z] es inyectiva
y, ademas, preserva todas las operaciones con excepciéon de V. En efecto:

= (2] N (y] = (= Ayl
= (a]* (y] = (z*y],

» (2] = (Y]l = (v = 9],
(0] = {0},

= (1] = A

También vemos que

X=X —>{0}={z€ A:2%2=0 para todo z € X}
={z€A:z<-zxparatodox € X}
=1b({—x:z e X}),

donde [b(Y") denota el conjunto de cotas inferiores de Y. Afirmamos que
=X = b(rub(X)), (4.2)

donde rub(Y’) es el conjunto de todas la cotas superiores de Y que pertenecen a Reg(A).
Para probar esta igualdad basta con mostrar que {-y : y € =X} = rub(X). Por una
parte, si y € =X, entonces =y € Reg(A), y como y € =X = [b({—z : x € X}, tenemos
que y < —x para cualquier z € X, con lo cual -y > ——x > x para cualquier z € X.
Asi =y € rub(X). Reciprocamente, supongamos que y = ——y > x para todo z € X,
entonces -y < —x para todo x € X, lo que significa que -y € =X. De esta manera,
y = —(—y) con —~y € =X, como debiamos demostrar.

Observemos que si ag,...,a,-1 € A, n >0,y a € Reg(A) entonces a > a; para todo
i<nsiysélosia>\._ a;siysolosia>-=\,._ a;luego, para cualquier n > 0y

<n <n
cualesquiera ag, ..., a,_1 € A tenemos que
rub(U(aiD =rub({ag,...,an_1}) = rub({ﬂ—' \/ az}),
<n <n
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entonces, por (4.2), tenemos que

- U(ai] = (—|—| \/ ai] .

<n i<n
En particular, si A € IRL, entonces, para cualesquiera ag,...,a,_1 € A, n > 0, tenemos
que
~ | (@] = (\/ ai] . (4.3)
i<n <n

Ya estamos en condiciones de probar el principal resultado de esta seccion.

Teorema 4.3.1 DRL" = IRL.

Demostracion. Sea A € IRL. Consideremos el reticulado residuado distributivo Dec*(A)
definido arriba. Sea B = aa(A) la imagen de la aplicacién aa : x — (], es decir,
B = {(z] : © € A}. Sea C = SgP*"4)(B), la subdlgebra de Dec*(A) generada por B.
Afirmamos que C esta dada por

C= {U(xl] cx; € Ayn > 0}.

<n

Para mostrar esto, basta verificar que C' es un subuniverso de Dec*(A). En efecto, {0}
y A pertenecen a C'y, por definicién, C' es cerrado bajo U. Méas aun, para cualquier

ag, -y An_1,b0, ..., bp_1 € A, n,m > 0 tenemos que:
s (Ue)n(Uel) = U (@nel)= U @b
(o) (UB) - U (1-6) - U s
. (U(ai]) — (U (bj]) = m((ai] — U (bj]) = ﬂ U (a; = by].

En esta tltima igualdad hemos utilizado el siguiente hecho: (a;] = U (b;] = U (a; — b;].
j<m j<m
En efecto, tenemos que

(a;] — U(bj]:{zeA:ai*zE U(bj]}: U{zeAzai*ze(bj]}

j<m j<m j<m
:U{ZeA;ai*ngj}:U{ZEAZZS(Zi—)bj}
j<m j<m
= U(az—>b]]
j<m

Esto completa la prueba de nuestra afirmacion sobre C'.
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Veamos ahora que B = Reg(C). Por (4.3), si a € A, entonces ——(a] = (a], luego
B C Reg(C). Ademas, si ag, ..., a,-1, n > 0, son tales que J,_, (a;] € Reg(C), por (4.3),

tenemos que
<n <n <n

Por lo tanto, la aplicacién as : A — Reg(C) es una biyeccién. De hecho, aa es un
isomorfismo entre A y Reg(C), ya que para todo a,b € A tenemos que

= aa(0) = (0] = {0} y aa(1) = (1] = 4,

aa(aNb) = (aNbl = (a] N(b],
= aa(aVb) = (aVb]=-=((a] Ub]) = (a] Uy (8],

w ap(axb) = (axb] =—-=(ax*xb =-=((a] x (b)) = (a] % (b],

aala = b) = (a — bl = (a] — (b].

Finalmente, como DRL" es cerrado bajo imdgenes homomorfas, concluimos que A €
DRIL". O

Corolario 4.3.2 Para cada A € RL, eziste B € DRL tal que Reg(A) = Reg(B).

Observacién 4.3.3 Utilizando la notacién de la demostracién del Teorema 4.3.1, A €
IRL, C = SgDeC*(A)(B), observemos que:

s C | —(——x % ~y) = = x 2y, es decir, Reg(C) es cerrado por .

= C satisface la ecuacion de Glivenko si y solo si A € MTL.

En efecto, se puede chequear facilmente que para cualesquiera ag,...,a,_1 € A,
n > 0, vale la siguiente relacion

ﬂﬂ<ﬂﬂ U] - U(%]) = (\/ N (ai — aj)}

<n <n j<ni<n

s C es pseudocomplementado si y sélo si A lo es (y, por lo tanto, un algebra de Boole).

Esto se sigue del hecho de que para todo ag,...,a,-1 € A, n >0,
_'(U(CLZ] A U(CLJ) = </\ _|<(1,Z' A /\ —|aj>] .
<n <n <n i<n
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4.4. Reticulados de variedades regulares

Como RI es una variedad con congruencias distributivas, sus variedades no triviales,
ordenadas por inclusién, constituyen un reticulado distributivo completo LY(RL) cuyo
primer elemento es la variedad B de las algebras de Boole y cuyo ultimo elemento es la
propia clase RIL. Mas aun, la coleccién de todas las subvariedades no triviales de IRIL
también forma una reticulado distributivo completo LY(IRL).

Usando (1) del Lema 4.1.7 es facil verificar que para cualquier familia de subvariedades
regulares no triviales (V;);c; de RL, tenemos que

(ﬂ%) Vi (\/Vi) c\/ V.
el el el el

Luego, las subvariedades regulares no triviales de RIL, ordenadas por inclusién, forman
un subreticulado completo de LY(RL), que denotamos L*(RL).
Si V es una subvariedad de IRIL, definimos

V ={A € RL : Reg(A) € V}.
Tenemos entonces el siguiente resultado.

Lema 4.4.1 51V es una variedad de reticulados residuados involutivos, entonces:

(a) A € V siysilosi Al 35 =71 para cualquier ecuacion s = t vdlida en V. En
consecuencia, V es una variedad.

(b) (V)" =V.

Demostracion. La parte (a) se sigue del Corolario 4.2.2. Para la parte (b), observemos
que si A € V, entonces Reg(A) = A, de donde A € Vy A € (V)". La inclusién reciproca,
es trivial. i

A modo de ejemplo de esta definiciones consideremos B. Recordemos que la variedad
de las dlgebras de Boole B es la variedad de reticulados residuados dada por la ecuacion
x V -z = 1. Asi, para cada A € B, tenemos que Reg(A) = xV -z = 1 y luego
A = = (——2V-z) =1. Como RL | xA—x < =(——xV-z), resulta que A = xA—-z =0,
es decir, A es un reticulado residuado pseudocomplementado. Esto muestra que B C PRL.
La inclusién reciproca es una consecuencia del Teorema 3.5.1. Luego B = PRL.

Teorema 4.4.2 Si'V es una subvariedad de IRL y W es una subvariedad de RIL, entonces
son equivalentes:

(1) W es reqular e IW =V,

(2) VCWCV.

90



4.5. Las propiedades de Kolmogorov y Glivenko y sus interpretaciones logicas

Demostracion. Si W es regular e IW =V, entonces W" =V y, por definicién, W C V.
Reciprocamente, si V. C W C V| entonces V" C W" C (V)". Como V" = (V)" =V,
tenemos que W" =V C W. De aqui resulta que W es regular y que IW =W" =V. [

Observemos que dada una variedad no trivial V € IRL,
[V,V] = {W e LY(RL) : VC W C V} = {W € L*(RL) : W =V},

es decir, [V, ivf] es la familia de todas las variedades regulares W tales que W" = V.

Consideremos ﬁ(]I]R]L) —{V:V e LY(IRL)}. De la discusién anterior se sigue que la
correspondencia V s V define un isomorfismo de orden de LY (IRL) sobre iv"(]IRL), ambos
ordenados por inclusién. Por lo tanto, fF(HRL) es un reticulado distributivo completo.
Notemos también que, por el item (a) del Lema 4.4.1, tenemos que una variedad de
reticulados residuados W pertenece a f;(]I]R]L) si y s6lo si W puede axiomatizarse por
medio de ecuaciones de la forma t = 5. Més aiin, f‘/’(]IRL)/eE/coﬁnal en LY(RL), ya que
para cualquier variedad de reticulados residuados V, V. C V(V") € IAF’(]IR]L).

Sea V una subvariedad de IRIL, y sea W una variedad de reticulados residuados. Si
W es una variedad de Glivenko tal que IW = V, entonces, como W es regular, tenemos
que VCW CV, yasi, WC GRLLNYV. Reciprocamente, si VC W C GRILL NV, entonces
IW =YV y W es una variedad de Glivenko. Hemos probado el siguiente lema.

Lema 4.4.3 SiV es una subvariedad de IRIL y W es una subvariedad de RIL, entonces
son equivalentes:

(1) W es una variedad de Glivenko e IW =V,
(2) VC W C GRLNV.
Luego, para cualquier subvariedad V de IRL,
[V,GRLNV] ={W e L"(RL): VCWC GRLNV}

es la familia de todas las variedades de Glivenko W tales que TW = V.

4.5. Las propiedades de Kolmogorov y Glivenko y sus
interpretaciones légicas

En esta seccion exploraremos las implicancias logicas de los resultados algebraicos
presentados hasta aqui. En primer lugar, veremos que la conexién entre una variedad V
y su clase asociada V" puede expresarse en términos de las correspondientes relaciones
de consecuencia ecuacionales; llamaremos a esto propiedad de traduccion de Kolmogorov.
También estudiaremos la nocién correspondiente para extensiones axiomaticas del calculo
FL.,.

Usaremos las siguientes abreviaturas:
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- 81 ¥ es un conjunto de términos en el lenguaje {A,V,*,—,0, 1}, entonces S = {t:
te X},

- si F es un conjunto de ecuaciones en el lenguaje {A,V,*,—,0,1}, entonces E =
{t=5:(t=3s) € E}.

Dadas dos variedades de reticulados residuados V y W, decimos que vale la propiedad
de traduccion de Kolmogorov para V con respecto a W si para cualquier conjunto
de ecuaciones F'U {s =t} tenemos que:

Elbwt=ssiystlosi Elyi=5, (4.4)

donde =y y Ew son las relaciones de consecuencia ecuacionales asociadas a V .y W,
respectivamente.

Teorema 4.5.1 Sean V y W dos variedades de reticulados residuados. Entonces vale la
propiedad de traduccion de Kolmogorov para V con respecto a W si y sdlo si W = S(V").

Demostracion. Observemos que si vale la propiedad de traduccién de Kolmogorov para
V con respecto a W, entonces, para cualesquiera términos ¢ y s,

Whkt=s<=kEwt=s<=Eyt=5<=VEt=3

Luego W es la variedad determinada por el conjunto de ecuaciones {t = s : V =t = 3},
con lo cual, por el Corolario 4.2.2 y el Lema 4.1.7, W = S(V").

Para ver que la propiedad de traduccion de Kolmogorov vale para V con respecto a
S(VT) basta con verificar la propiedad (4.4) para un conjunto finito de ecuaciones E, es
decir, E = {t; = s1,...,1; = s}, yaque, como V y S(V") son variedades, las relaciones de
consecuencia ecuacionales =y y |=g(vr) son finitarias (ver, por ejemplo, [Cze03, Capitulo
Q] v las referencias dadas alli).

Supongamos que E |=gyr) t = sy que todas las variables que aparecen en EU{t = s}
pertenecen al conjunto {z1,...,x,}. Sean A € Vy h: X — A una aplicacién tal que

5 (@), h(x)) = 82 (R(x1), . . . h(x)), paral <i<Fk.

Luego, por el Lema 4.2.1, tenemos que para 1 <1 < k vale

tReg(A) (—\—\h,(.fEl), e 7_\_|h<.1‘n)) = tReg(A) (_\_\h(.flfl), RIS —\_|h,<.’L‘n)),

% %
con lo cual, utilizando la hipotesis y el Lema 4.2.1 nuevamente, obtenemos que

tAW(zy),. .. h(x,)) = tREA) (a=h(ay), ..., ~—h(z,))
= sReg(A)(—mh(xl), ooy, mh(zy))

=52(h(z1), ..., h(z,)).
La arbitrariedad en la eleccién de A y de h muestran que E =y t=5.
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Reciprocamente, supongamos que {t; = 5; : 1 <i < k} =yt =35. Sean A € S(V") y
h : X — A cualquier aplicacion tal que

tA(h(x1),. .., h(2,)) = s (h(21),. .., h(z,)), para 1 <i < k.
Consideremos B € V tal que A < Reg(B). Podemos considerar a h como una aplicacién
de X en Reg(B) C B. Luego, para 1 < i < k, tenemos que

~B

to(h(x1), ... h(zn)) = tR8®) (a=p(2y), ..., = =h(z))
= (ReB) (n(z1), ..., h(zy))

=t} (h(x1), .., h(z))
= 57 (h(x1), .., h(wn))
= sP8B) (n(zy), ... h(zy))

= SReg(B)(_\—\h(ml)a ety —\—\h(fljn))

2

_ gl.B(h(xl), ce ,h($n>>7

de donde, por hipotesis,

y resulta finalmente que

A (h(@1), ., h(xa)) = tRE®) (2=h(zy), ..., ——h(z,))
= tP(h(21), ..., h(za))
=52 (h(1), ..., h(@n))
= sitesl B)(ﬁﬂh(xlh - mh(@n))
(

Por lo tanto, E =gy t = s. O

Por el Corolario 4.1.9, no vale en general que S(V") C V, y en esos casos sucede que
S(VT) # IV. Luego hay un error en [GalJipKowOno07, line 11, page 373], lo que invalida
los Teoremas 8.43 y 8.44 de esa seccion.

Cuando vale la propiedad de traduccion de Kolmogorov para V con respecto a IV,
decimos simplemente que vale la propiedad de traduccion de Kolmogorov en V.
Por el Teorema 4.5.1 y el Lema 4.1.7, esto es equivalente a la condicion V" C V| es decir,
V es una variedad regular. Por tanto, el siguiente teorema-resumen se deduce del Teorema
4.2.5, el Corolario 4.2.6 y el Teorema 4.5.1.

Teorema 4.5.2 Para toda variedad de reticulados residuados V, son equivalentes:
(1) la propiedad de traduccion de Kolmogorov vale en V,

(2) V es regular,
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(3) Sgy(——X) es una imagen homomorfa de Freey(X),
(4) para cualquier término t, V =t =1 implica V =t = 1.

Recordemos que V tiene la propiedad de Glivenko si, para cualquier conjunto de
ecuaciones F' U {s = t}, tenemos que

E v s =tsiysdlosi E |y ~—s = -t
0, equivalentemente,
E v s =t siysélo si -—FE |y 7—s = ot

donde -—E = {-—t = —=s : (t = s) € E}. Entonces, de los resultados dados en
[CigTor04] (ver también [GalJipKowOnoO7]) se desprende el siguiente teorema.

Teorema 4.5.3 Una variedad V de reticulados residuados tiene la propiedad de Glivenko
st y solo si es una variedad de Glivenko.

Por lo tanto, como las variedades de Glivenko son regulares, deducimos que la pro-
piedad de Glivenko implica la propiedad de Kolmogorov, hecho que enunciamos en el
siguiente corolario.

Corolario 4.5.4 StV tiene la propiedad de Glivenko, entonces vale la propiedad de tra-
duccion de Kolmogorov en V.

Asi como en [CigTor04] los autores desarrollan una versién légica de la propiedad de
Glivenko, la propiedad de traduccion de Kolmogorov también tiene su correspondiente
contrapartida logica. La razon de esto es el hecho de que los reticulados residuados son
la contraparte algebraica del célculo FLeyw. De hecho, la variedad RL es la semantica
algebraica equivalente de FLey, en el sentido de Blok y Pigozzi (ver [BloPig89]). Més
precisamente, para todo conjunto de férmulas (términos) ¥ U {¢, ¥}, vale lo siguiente:

all) X tpr,, psiysdlosi{y=1:v€ X} EpL p =1,
al2) ¢ = =pL (0 = ¥) * (P = @) = 1.

En forma equivalente, para todo conjunto de ecuaciones E y para términos cualesquiera

©,P:
al3) E ErLp=1vsiysélosi {(y = &) *(—=7):v=&§ € E} bpr,, (¢ = V)« = o),
ald) ¢ Jtpr., (¢ = 1) * (1 — ).

De los resultados de [BloPig89] se sigue entonces que cualquier extension axiomatica L de
FL., también es algebrizable y que su seméantica algebraica equivalente es la subvariedad

de RL:

Vi ={A €RL: A | ¢ =1, para toda férmula ¢ tal que Fy, ¢},
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es decir, all), al2), al3) y al4) siguen siendo vélidas si se reemplazan FLe,, y RL por L y
V1, respectivamente. Esta correspondencia es una biyeccién. En efecto, toda subvariedad
V de RL es la seméantica algebraica equivalente a la extension axiomatica Ly determinada
por

Fr, ¢ sty solosiV = =1

Mas ain, Ly, =Ly Vpy = V.

En virtud de estas correspondencias, podemos traducir los resultados vistos en las
secciones anteriores a las extensiones axiomaticas de FLg,. Para cualquier extension
axiomatica L de FL¢y, denotamos por InvL a la extension axiomatica de L que resulta
al agregar los axiomas de la forma

Y =@

para cada formula . Asi Vi1, = IVy.

Siguiendo en parte la nomenclatura utilizada en [GalJipKowOno07], dadas dos exten-
siones de FLqyw, L y K, decimos que vale la propiedad de traduccion de Kolmogorov
para L con respecto a K si para todo conjunto de férmulas (términos) ¥ U {¢},

ZI—Kgosiysélosiil—LgZ.

Para probar la equivalencia entre las versiones algebraica y logica de la propiedad de
traduccion de Kolmogorov necesitaremos del siguiente lema técnico.

Lema 4.5.5 Sea E ={«a; :i € [} U{p; i€ I} U{p, ¢} un conjunto de formulas tales
que FrL,, 77X — X para todo x € E. Entonces, son equivalentes:

(1) {O./Z*BZ 11 € ]} l_FLew g@*@b,
(2) {—=(a; % B;) : 1 € I} Fpr., (@ *x1).

Demostracion. A partir de las hipétesis resulta que gy, =y = x para todo y € E.
Utilizando la algebrizacién de FLey,, basta probar la equivalencia entre:

(1) {asxBi=1:1€1} FrLp*tp =1,
(2) [l %) = 110 € I} bay (g 0) = 1.

Sea X el conjunto de variables que aparecen en las férmulas de E. Consideremos un
algebra A € RL y una interpretacién h : X — A. Para todo x € F, denotamos con h(x)
a la interpretacién de y en A, es decir, si x = x(x1,...,2,), h(x) = x*(h(z1),. .., h(z,)).
Notemos que, por hipétesis, h(x) = h(——x) = =—h(x) para todo x € E.

Probemos primero la implicacién (1) = (2). Supongamos que h(—=—=(a; % 5;)) = 1
para todo i € I. Luego, como ——(h(a;) * h(B;)) = 1, deducimos que h(a;) = =—h(a;) >
—=(h(ay) * h(B;)) = 1; de donde h(a;) = 1. Andlogamente, h(f;) = 1 para todo ¢ € I.
Luego h(a; * ;) = h(a;) = h(B;) = 1 para todo ¢ € I. Por hipdtesis h(p * 1)) = 1, lo cual
implica inmediatamente que h(=—(p * 1)) = ==h(p x ) = 1.

Debemos probar ahora la implicacién reciproca. Supongamos que h(q; x 3;) = 1 para
todo ¢ € I. Entonces h(——(a; * 5;)) = ——h(a; * 5;) = 1 para todo i € I. Luego, por
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hipétesis, h(——(p*1)) = == (h(p)*h(1))) = 1. Por lo tanto, h(yp) = ~—h(p) > ==(h(p)*
h(1))) =1y lo mismo sucede con h(v)). Asi h(p 1) = h(p) * h(¢) = 1. O

Con este lema, las propiedades de algebrizacién all)-al4) y el Teorema 4.5.1, deduci-
mos finalmente el siguiente resultado.

Teorema 4.5.6 Sean L y K extensiones axiomdticas de FLeyw. Son equivalentes:
(1) wvale la propiedad de traduccion de Kolmogorov para L con respecto a K,
(2) wale la propiedad de traduccion de Kolmogorov para Vy, con respecto a Vi,

(3) K= LS(V£)7 €s decir, VK = S(V£)

Demostracion. Supongamos que (1) es vélido y consideremos E U {«a = #} un conjunto
de ecuaciones. Usando las algebrizaciones de L y K junto con el lema previo, obtenemos:

EEya=4
= {(r=x)xx—=>7:7=x€Erk (a—=p)*(B—a)
= (=X =) r=x€E} L ~((@— B)* (58— a))
—{F->0*KX—=A):v=x€E} L (@—B)*(B—a)

<:>£~7):VL&:6.

Esto muestra que (1) implica (2). De la misma forma podemos probar que (2) implica (1),
aunque, en este caso, el lema previo no es necesario. Finalmente, la equivalencia entre (2)
y (3) se sigue directamente del Teorema 4.5.1 y las propiedades de algebrizacion. U

Observacion 4.5.7 La extension Lgyy) puede caracterizarse en forma directa en térmi-
nos de L. De hecho, Lgyr) es la extension axiomatica de FLey que resulta de agregar los
axiomas {¢ : Fr ¢}.

Si L es una extension axiomatica de FLey, decimos que vale la propiedad de tra-
duccién de Kolmogorov para L si para todo conjunto de férmulas ¥ U {¢},

Y FinvL @ sty solo si D FL .
Por lo tanto, de all)-al4) y el Teorema 4.5.2, obtenemos el siguiente resultado.

Teorema 4.5.8 Sea L una extension axiomdtica de Fley. Son equivalentes:
(1) wale la propiedad de traduccion de Kolmogorov para L,
(2) wvale la propiedad de traduccién de Kolmogorov en Vy,,

(3) para cualquier formula ¢, by, @ implica Finv, -
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Algebras de implicacion de
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Capitulo 5

Preliminares

En la segunda parte de este trabajo estudiamos los subreductos implicativos de las
MV-algebras, que denominamos dlgebras de implicacion de Lukasiewicz. Una subclase
importante de dichas algebras la constituyen los subreductos implicativos de las dlgebras
de Boole, conocidos como dlgebras de implicacion o dlgebras de Tarski. Abordaremos
algunos problemas especificos para esta clase de dlgebras y también las utilizaremos como
punto de partida para estudiar propiedades de las algebras de implicacion de Lukasiewicz.

En la Secciéon 5.1 daremos la definicion y las propiedades basicas de las algebras
de implicacion de Lukasiewicz. También repasaremos el concepto de filtro implicativo y
diversas propiedades de éstos. Introduciremos ademas las algebras de implicacién como
una subvariedad particular y veremos algunas propiedades especiales que poseen éstas. En
la Seccion 5.2 incluimos, a modo de referencia, la definicion de los productos subdirectos
globales y algunas de sus propiedades, puesto que seran una herramienta de utilidad en
los capitulos posteriores.

5.1. Algebras de implicacién de Lukasiewicz

Las algebras de implicaciéon de Lukasiewicz son la contrapartida algebraica del frag-
mento implicativo de la légica super-Lukasiewicz (ver [Kom78a, Kom78b]). De hecho,
veremos que son la clase de los {—, 1}-subreductos de las MV-élgebras. También son
llamadas C-algebras en [Kom78a, Kom78b| y algebras de residuacién de Lukasiewicz en
[BerBlo04].

Concretamente, llamamos algebra de implicacién de Lukasiewicz a un dlgebra
A = (A, —,1) de tipo (2,0) que satisface las siguientes ecuaciones para todo z,y, z € A:

(L1) 1 —» 2 ==z,

(L2) (z—=y) = ((y—=2) = (x—=2) =1,
(L3) (x—=y) =y=(y =z ==z

(L4) (z —»y) = (y—2) =y — x.

Denotamos con L a la clase de todas las algebras de implicacion de Lukasiewicz, que
claramente constituye una variedad.
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Lema 5.1.1 Dada A € 1L, las siguientes propiedades valen cualesquiera sean x,y,z € A.
() =z =1,

(b) x —1=1,

(c) six »y=1ey—x=1, entonces x =y,

Demostracion. Para probar (a), utilizamos (L2) y (L1) para obtener

I1=1=-1)—=((1—-2)—1—2)
=1—(z—2x)

=1 — .
Usando también el axioma (L3) resulta el item (b):

l1=1—-2)—((z—=1) = (1—=1))
=z— ((r—1)—=1))
=z—=((1—=2) —2)

(

Definimos sobre A la relacién < dada por
r<ysiysélosix —y=1.

Dicha relaciéon es un orden parcial que denominamos orden natural de A. En efecto, la
transitividad de < resulta inmediatamente de los axiomas (L1) y (L2), y la reflexividad y
la antisimetria son las propiedades (a) y (c¢) del lema anterior. Observemos también que
la propiedad (b) del lema anterior afirma que 1 es ultimo elemento en A.

Reunimos en el siguiente lema diversas propiedades validas en toda algebra de impli-
cacion de Lukasiewicz.

Lema 5.1.2 Dada A € 1L, las siguientes propiedades valen cualesquiera sean x,y,z € A.

(a) six <y, entoncesy — z < x — z,
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Demostracion. Los items (a) y (b) resultan inmediatamente del axioma (L2).
Usando el axioma (L2) y las propiedades del lema anterior resulta el item (c):

l=@y—=>1)—=>((1—=2)—>Yy—2)
=1—=(x—(y—2x)
=z — (y = ).

El item (d) también resulta inmediatamente del axioma (L2) y las propiedades del
lema anterior:

l=1-2)=(z—y) = 1—y)
=z = ((x=y) —y).

Finalmente, para probar el item (e), observemos que, por el axioma (L2), tenemos que
y—=>(x—=2)<(z—=2)—2) —(y—2),
y utilizando el inciso (a) del presente lema resulta
(@=2)=2)=2—=2) 2@ W—=2) < (Y= (@—22) =@ (Y —2)

Pero, por el inciso (d), sabemos que < (x — z) — 2, con lo cual, aplicando el inciso (a)
nuevamente, resulta que

(x—=2)=2)=2y—=2)<zx—=(y— 2),

es decir, (((z — 2) = 2) = (y — 2)) = (z — (y — 2)) = 1. Esto muestra entonces
que (y > (x = 2)) = (x > (y > 2)) = l,estoes, y = (x = 2) <z — (y — 2). La
desigualdad opuesta resulta de manera analoga. 0

Ejemplo 5.1.3 Los ejemplos mas bésicos de dlgebras de implicacién de Lukasiewicz son
los {—, 1}-reductos de las MV-algebras totalmente ordenadas finitas. Dado n > 1, deno-
tamos con L,, al {—, 1}-reducto de la MV-cadena S,,. El universo de L,, es el conjunto de
nimeros racionales L, = {0, %, 2 ... 2= 1} yparaa,b € L,, a = b=min(l,1—a+b).
Notemos que L, estd generada por {0, ”T’l} y que L,, es isomorfa a una subalgebra de L,,
si y solo sin < m.

Otro ejemplo importante es el {—, 1}-reducto del dlgebra de Chang S{ (ver Seccién
1.3 y [Chab8, p. 474]). A dicho reducto lo denotamos Ly y su universo estd dado por

LY ={(0,y) :y e NU{0}} U{(1,~y) : y € NU{0}},
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y la implicacion en L§ estd definida del siguiente modo:

(1,0) siz=0,z=1,
(z,y) = (z,u) = ¢ (I, min(0,u—y)) siz=z2=06x=2=1,
(0,u —y) six=1,2=0.

LY estd generada por {(0,0), (1,—1)}, por lo que también es finitamente generada.

Observemos que el conjunto L, = {(1, —y) : y € NU{0}} es un subuniverso de LY. La
subalgebra correspondiente L, es un ejemplo de un algebra de implicacién de Lukasiewicz
que no es finitamente generada ni acotada. Es posible probar que toda subalgebra infinita
de L, es isomorfa a la propia L. Por otra parte, para cada a € L, el conjunto [a) = {x €
L, : © > a} es un subuniverso cuya subélgebra asociada es isomorfa a una cadena finita
L,,. En particular, esto muestra que, para cada n > 1, L,, es isomorfa a una subalgebra de
L,,. Se puede ver que esto no es una propiedad particular de L,,, sino que toda algebra de
implicaciéon de Lukasiewicz totalmente ordenada infinita contiene una copia de L, para
todo n > 1 (ver [Kom78b]).

Dada A € L y dado cualquier par de elementos z,y € A, existe siempre el supremo
xVyen Ay estd dado por el término (z — y) — y. Mas aun, siz,y,z € Ay z <z, 2 <y,
entonces existe el infimo entre x e y y estd dado por z Ay = ((x = 2) V (y — 2)) = =.
Observemos que, en general, no existe el infimo de todo par de elementos. Para ello, basta
considerar, por €j., la subalgebra de L; x L; que resulta de quitarle el primer elemento.
Observemos que, por esta razon, el infimo no puede estar dado por un término, sino que se
puede calcular utilizando un polinomio que depende de una cota inferior de los elementos.

Las operaciones de reticulado satisfacen las siguientes propiedades:

= (z—=y)V(y—r)=1,
s (zVYy) 2= (2= 2)A(y — 2),
2= (zVy)=(z—=2) V(2 —=vy),

donde el infimo que aparece en la segunda ecuacién siempre existe.
Por otra parte, si para a,b € A existe el infimo a A b, entonces, para todo ¢ € A,

" (aNb) >c=(a—c)V(b—c),
» c—>(aNb)=(c—=a)A(c—Db).

Una propiedad fundamental de estas dlgebras consiste en que para cada ¢ € A, pode-
mos definir sobre el conjunto [¢) = {z € A : z > ¢} una estructura de MV-algebra. En
efecto, definimos A, = ([¢), Ac, Ve, *¢, —¢, ¢, 1) donde:

2 Ay =((z—=c)V(y—c) —c
m zV .y =xVy,

sk y = (x— (y =) —c,
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RS Y =T Y.

Se puede probar en forma directa que A, es una MV-algebra. Esta propiedad permite
probar que toda algebra de implicacién de Lukasiewicz es un {—, 1}-subreducto de una
MV-élgebra (ver [Fer92, Teorema 3.10]). Otra consecuencia inmediata de esta propiedad
es que sobre una cadena de n + 1 elementos existe una unica estructura de algebra de
implicacion de Lukasiewicz, la correspondiente al algebra L,,. En efecto, si A es un algebra
de implicacién de Lukasiewicz totalmente ordenada con n + 1 elementos y 0 es su primer
elemento, entonces Ay es una MV-algebra totalmente ordenada de n + 1 elementos, con
lo cual Ag = S,,, de donde A = S,, [ {—,1} = L,.

Las algebras de implicacion de Lukasiewicz son 1-regulares, es decir, las congruencias
sobre estas algebras estan determinadas por la clase del 1. Si § es una congruencia sobre
A € L, la clase [1]p resulta un filtro implicativo. Esta nocion es exactamente la misma
que la dada anteriormente para reticulados residuados, es decir, un conjunto F' C A es
un filtro implicativo de A si contiene a 1 y siempre que a,a — b € F, se tiene que b € F.
Observemos que todo filtro implicativo es creciente con respecto al orden natural, es decir,
sia € Fya<b, entonces b € F', pues a — b =1 € F. Notamos Fil(A) al conjunto de
filtros implicativos de A.

Podemos asociar entonces un filtro implicativo con cualquier congruencia sobre A.
Reciprocamente, dado cualquier filtro implicativo F' de A, la relaciéon

Op = {(a,b) € A :a — bb—ac F}

es una congruencia sobre A tal que F' = [1]y,. De hecho, la correspondencia 6 — [1], da
un isomorfismo de orden entre la familia de todas las relaciones de congruencia sobre A y
la familia de todos los filtros implicativos de A, ambas familias ordenadas por inclusion.
Por esta razon, escribimos frecuentemente A/F en lugar de A/fp. También escribimos
a =p ben lugar de (a,b) € OF, y [a]r en lugar de [al,.

Dados dos elementos a,b en un filtro implicativo F', se tiene que si existe el infimo
a A\ b, entonces dicho infimo también pertenece a F'. Para probar este hecho basta observar
que a — (b — (a Ab)) = 1. Otra propiedad notable de los filtros implicativos es que, por
contener a 1y ser cerrados bajo —, son el universo de una subdlgebra de A que denotamos
F. Es importante remarcar que esto no sucede en estructuras acotadas en las que el primer
elemento es una constante en el lenguaje.

Ejemplo 5.1.4 Claramente {1} y A son filtros implicativos para toda dlgebra de impli-
cacion de Lukasiewicz A.

Se puede verificar facilmente que L, y L, para n > 1, no poseen filtros implicativos
distintos de los triviales, por lo que estas algebras son simples.

Por su parte, el tnico filtro implicativo no trivial de Ly es L, y se ve inmediatamente
que LY /L, = Ly. Luego Ly es un ejemplo de dlgebra subdirectamente irreducible, pero
no simple.

Dada un algebra de implicaciéon de Lukasiewicz A y un subconjunto X C A, la in-
terseccién de todos los filtros implicativos que contienen a X es nuevamente un filtro
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implicativo. Llamamos a este menor filtro implicativo que contiene a X filtro implica-
tivo generado por X y lo denotamos con Fg?(X). Dicho filtro implicativo se puede
caracterizar de la siguiente manera:

Fe*(X)={a€A:x; = (vy— ... = (v, —a)..)=1, paran€N,x,...,2, € X}.

Si X = {x}, escribimos Fg®(x) en lugar de Fig”({z}). Cuando no hay lugar a confusién,
omitimos el superindice A.
Para simplificar un poco la notacién, definimos por recurrencia el termino z — y para

cadan € NU{0}:
0
=T y=y,
w2y =2 (25 y), paran € NU{0}.
Con esta notacién, observemos que para x € A,
Fg(z)={a € A:x 5 a=1, para algin n € N}.

También se puede probar facilmente por induccion sobre n que vale la siguiente ecuacion

(xVy) > z= /\ (xg(y—%z))

k+r=n
k,r>0

El conjunto ordenado de filtros implicativos Fil(A) es un reticulado distributivo, donde
las operaciones de infimo y supremo estan dadas por

BANFR=FNF,, FVF=F¢*FUF).

Como consecuencia de esto las dlgebras de implicacién de Lukasiewicz poseen la propiedad
de distributividad de congruencias.

Proposicién 5.1.5 Dada un dlgebra de implicacion de Lukasiewicz A y dos elementos
x1,x9 € A, Fg(x1) N Fg(z2) = Fg(xy V xa).

Demostracion. Como x; < x1Vas parai = 1,2, es claro que Fg(xz1Vay) C Fg(x)NFg(xs).

Reciprocamente, consideremos = € Fg(z1) N Fg(xy). Luego existen n,m € N tales que
n, m n+m .

x1 — x =1y xe — x = 1. Veamos entonces que (z1 Vx3) — x = 1, lo que probaria que

x € Fg(x1 V x3) y concluiria la demostracién. En efecto, sabemos que

(@ Van) " Fa= N (@15 (@5 a).
k+r=n+m
k,r>0
Como k +r =n 4+ m, se tiene que k > n 6 r > m, de donde obtenemos que x; LA (29 =
) = 1 para todo k,r > 0 tales que k 4+ r = n +m. Luego (z1 V o) "5" 2 = 1. O

Observemos que la proposiciéon anterior nos asegura que 1 es supremo-irreducible en
las algebras finitamente subdirectamente irreducibles. Ademas, como vale la ecuacion
(x = y) V (y — ) = 1, resulta entonces que los miembros finitamente subdirectamente
irreducibles de IL son precisamente los miembros totalmente ordenados. En particular, las
algebras subdirectamente irreducibles son totalmente ordenadas.
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Proposicién 5.1.6 Sea A un dlgebra de implicacion de Lukasiewicz y F' un filtro impli-
cativo de A. Las siguientes condiciones son equivalentes:

(1) A/F es totalmente ordenado,
(2) para todo v,y € A, x >y€Foy—x€F,

(3) para todo x,y € A, sizVy € F, entoncesx € F oy € F.

Demostracion. La unica implicacién no trivial es (3) = (1). Supongamos que (3) es valido
y consideremos [z|r, [y]r € A/F. Como (x - y)V(y »>x)=1€ F,obienx -y € Fo
bien y — € F, ast que [¢]p < [yl 0 [y]r < [t]r. =

Un filtro implicativo que satisface las condiciones de la proposicion previa se llama
un filtro implicativo primo. La siguiente es una de las propiedades fundamentales de los
filtros implicativos primos.

Teorema 5.1.7 Sea A un dlgebra de implicacion de Lukasiewicz. Sea F un filtro impli-
cativo y M un subconjunto de A cerrado bajo \V tal que M N F = (). Entonces existe un
filtro implicativo primo P tal que F C Py PN M = 0.

Demostracion. Sea F la familia de todos los filtros G de A tales que F C Gy GNM = ().
Claramente F es no vacia pues F' € F. Es facil verificar que estamos en condiciones
de aplicar el Lema de Zorn y concluir que existe un filtro maximal P en la familia F.
Afirmamos que P es un filtro primo.

En efecto, supongamos que x1 V xy € P, x1,75 ¢ P para algin par de elementos
x1, 29 € A. Como P es maximal en F, existe m; € M, tal que m; € Fg(PU{xz;}),i=1,2.
Como M es cerrado bajo supremos, consideremos m = my V mo € M. Tenemos entonces
que m € Fg(PU{x}) N Fg(PU{xy}).

Sin embargo, observemos que

Fg(PU{zi}) N Fg(PU{xs}) = (PV Fg(z1)) N (P V Fg(x))
= PV (Fg(x1) N Fg(,))
=PV Fg(z1V x3)
= P.

Luego m € P, lo que constituye una contradiccion. O

El reticulado de todas las subvariedades de L fue descripto en [Kom78b] y resulta una
cadena de tipo w + 1:

TCVL)SC...C V(L) C... CV(L,) = V(LY) =L,

=

donde T representa la variedad trivial. Notamos L,, = V' (L,) para n > 1.
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Algebras de implicacion o algebras de Tarski

Llamamos algebras de implicacion, o también algebras de Tarski, a los miembros
de la subvariedad de LL generada por L;. Notamos I = V(L;). Dichas élgebras fueron estu-
diadas inicialmente por Abbot (ver [Abb68, Abb67] y también [Ras74]), quien mostré su
equivalencia con las algebras semi-booleanas, es decir, los semirreticulados superiores cu-
yos filtros de orden principales son reticulados booleanos. De hecho, se puede ver que las
algebras de implicacién son exactamente los {—, 1}-subreductos de las dlgebras de Boole.

Ecuacionalmente se puede definir a las dlgebras de implicacion como la subvariedad
de L determinada por la ecuacion

(x = y) > x=u.

Las siguientes son algunas propiedades vélidas en las algebras de implicaciéon que no
son validas en general en L:

m xVy=1siysélosiz =y=uy,
= (r—oy)=z—vy.

I es una variedad localmente finita, 3-permutable y 3-distributiva, pero no es permuta-
ble (ver [Mit71/72]). Todos sus miembros son semisimples, de hecho, son precisamente las
algebras de Hilbert semisimples (ver [Abb67] y [Die65]), y L es, a menos de isomorfismos,
la tnica algebra de implicacién subdirectamente irreducible.

5.2. Productos subdirectos globales

Una herramienta que utilizaremos en los capitulos posteriores para estudiar la estruc-
tura de las algebras de implicaciéon de Lukasiewicz la constituyen los productos subdirec-
tos globales. Estos son una clase especial de representaciones subdirectas y su utilidad
radica en que preservan cierto tipo de sentencias de primer orden en las que estaremos
especialmente interesados en el Capitulo 9. El trabajo principal sobre estos productos es
[KraCla79]. También han sido muy estudiados estudiado por otros autores (ver [Vol79],
[Vag92], [GraVag96]).

Sea A < [[,c; A un producto subdirecto. Un sistema de emparche en A es un par
(®,{ap : F € ®}), donde

s ® es una familia de subconjuntos de I,
» {ap: F e ®} CA,
O =1,

» 'NG C E(ar,aq) para todo F,G € ®, donde E(ap,ac) ={i € I : ap(i) = ac(i)}
es el ecualizador del par (ap,aq).
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Decimos que el sistema de emparche es finito si ® es finito.

Una solucién del sistema de emparche (®,{ar : I € ®}) es un elemento a € A tal
que F' C E(a,ar) para todo F' € ®. Es claro que cuando existe solucion, ésta es unica.

Dado 7 C P(I) decimos que A emparcha (finitamente) sobre 7 si todo sistema
de emparche (finito) (®,{ap : F' € ®}) con & C 7 tiene solucién.

Dado un producto subdirecto A < [..; A;, decimos que es un producto subdirecto
global si existe una topologia 7 sobre I tal que:

» F(a,b) € 7 para todo a,b € A,
= A emparcha sobre 7.

Esta definicion es equivalente a la dada originalmente en términos de secciones globales
de haces (ver [KraCla79]).

Varios autores han obtenido resultados de representacion de algebras en productos
subdirectos globales. El resultado que citamos a continuacién se puede hallar en [Vag92] y
da una representacién subdirecta global para algebras aritméticas en términos de algebras
finitamente subdirectamente irreducibles.

Teorema 5.2.1 Sea A un dlgebra aritmética, es decir, un dlgebra con permutabilidad 1y
distributividad de congruencias, y supongamos que la clase V(A) s U {dlgebras triviales}
es una clase universal, es decir, se puede axiomatizar utilizando sentencias de primer
orden universales. Sea X la familia de congruencias que consiste en la congruencia A x A
y todas las congruencias infimo-irreducibles de Con(A). Entonces la inmersion

A= [ A0
0ex

es un producto subdirecto global bajo la topologia de ecualizadores, es decir, la topologia
generada por los conjuntos e(a,b) = {0 € ¥ : (a,b) € 8} para a,b € A.

Demostracion. Esto se sigue del hecho de que todo sistema de congruencias es resoluble

en un dlgebra aritmética (condicién conocida también como teorema chino del resto) y el
Teorema 2.1 de [GraVag96]. O

Los productos subdirectos globales tienen una importante propiedad de preservacion
(ver [Vol79]). La siguiente es la propiedad bésica que utilizaremos.

Proposicién 5.2.2 Sea A < [[,.; A; un producto subdirecto global. Dados términos
DPiy- s Pkyqls-- -, Qe €n las variables x1,...,Ty, 21,...,2m, consideremos la sentencia de
primer orden

k
¥ = (vxh”'an)(a!zlw"azm) <& bi = QZ> .

Luego si A; |= ¢ para todo i € I, entonces A |= .
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Capitulo 6

Representaciones

Para estudiar cualquier tipo de estructura siempre es conveniente contar con alguna
representacion clara de las mismas, por ejemplo en términos de estructuras mas conocidas.
Sabemos que toda algebra de implicacion de Lukasiewicz es una subalgebra implicativa de
una MV-dalgebra, pero es natural pensar si se puede obtener algtin tipo de representacion
mas precisa de las primeras en términos de las segundas. Veremos en la Seccion 6.1
que esto es posible en el caso finito. Méas precisamente probaremos que toda algebra
de implicaciéon de Lukasiewicz finita se puede pensar como un subconjunto creciente en
alguna MV-dlgebra finita, que necesariamente es un producto finito de cadenas finitas.
Caracterizaremos asimismo las congruencias en términos de subconjuntos de coatomos y
veremos que toda imagen homomorfa de un algebra de implicacion de Lukasiewicz finita
es isomorfa a una subdlgebra. Estos resultados seran de gran utilidad en los capitulos
posteriores.

Otra forma de representar estructuras es a través de dualidades topoldgicas. Los casos
mas conocidos son el de las algebras de Boole y el de los reticulados distributivos. Las
primeras son dualmente equivalentes a los espacios de Stone y las segundas a los espacios
de Priestley (ver [DavPri02] y las referencias dadas alli). Para la subvariedad I de algebras
de implicacién, ya se habia mostrado en [AbaDiaTor04] que existe una dualidad topoldgi-
ca. Sin embargo, para definir dicha representacion era necesario sumergir el dlgebra en
cuestion dentro de un dlgebra de Boole. En la Seccién 6.2 daremos una nueva representa-
cion topoldgica para las algebras de implicacion con la ventaja de que es intrinseca, en el
sentido de que se define s6lo a partir de subconjuntos (filtros implicativos maximales) de
la propia élgebra. Veremos la relacién con la dualidad dada en [AbaDiaTor04] y caracteri-
zaremos las congruencias y los productos directos en términos de los espacios topoldgicos
asociados. Todos estos resultados estan publicados en [AbaCasDial0].

6.1. Algebras de implicacién de Lukasiewicz finitas

Damos aqui un teorema de representacion para las algebras de implicacion de Luka-
siewicz finitas que resulta muy util para estudiar dichas algebras. En lo que sigue nos
referimos al conjunto de los elementos complementados de un reticulado como el esqueleto
booleano de dicho reticulado.
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Teorema 6.1.1 Dada un dlgebra de implicacion de Lukasiewicz A, existe una MV-dlge-
bra finita B (que es un producto directo de Ly’s) tal que A es un subconjunto creciente
de B y tal que todo elemento de B es infimo de elementos de A. Mas ain, A contiene los
codtomos del esqueleto booleano de B.

Demostracion. Como A es finita, es producto subdirecto de cadenas finitas, es decir,
podemos considerar A como un producto subdirecto de Lg,,...,Ly,. Como cada L, es
simple, Ly, = A/M; para algun filtro implicativo maximal M; de A. Por la condicién de
producto subdirecto, se debe tener que (), M; = {1}. Mas ain, podemos suponer que para
cada 7, [, 2 Mi # {1}, pues, en caso contrario, podriamos borrar el j-éismo factor del
producto subdirecto.

En lo que sigue identificaremos A con su imagen en el producto [ [}, Ly,. Considerando
este producto como la MV-élgebra [[;_, Sy, (recordar que Ly, = S, | {—,1}), podemos
definir el conjunto B que consta de los elementos del producto [];, Ly, que son infimos
de elementos de A. Denotemos con m; : A — Ly, la proyecciéon de A sobre Ly,. Como T;
es sobreyectiva, existe a; € A tal que 7;(a;) = 0. Luego A, a; =0, con lo cual 0 € B. Mas
atin, si A\, a;, \; a; € B,

/\ai—>/\a; :/\ (\/(ai—>a;)> € B.

Esto muestra que B es cerrado bajo — y, por lo tanto, también bajo las operaciones dadas
por ~z:=z — 0y z®y= -z — y. Luego B es un MV-subuniverso de [ [ Ly,.

Afirmamos que B = ][] Lg,. Notemos primero que B contiene los elementos ¢; =
(1,...,1,0,1,...,1), con un 0 en la i-ésima posicién y 1’s en el resto de las componentes.
En efecto, para cada i, (;,; M; # {1}, asf que existe algin d; € (;,, M;, d; # 1. Pero
d; ¢ M;, con lo cual d; = (1,...,1,z,1,...,1), donde = # 1 ocupa la posmi(’)n 1-6sima.
Recordemos que en Sy, se tiene que 2% = 0 si z # 1. Luego, df = ¢;. Esto muestra que
¢; pertenece a B, pues d; lo esta.

Consideremos ahora un elemento arbitrario b € [] Lg, b = (b1,...,b,). Como ; :
A — Ly, es sobreyectiva, existe a; € A tal que m;(a;) = b;. Asi que (1,...,1,b;,1,...,1) =
a; V ¢; € B, donde b; esta en la entrada i-ésima. Luego b = A,(a; V cz) € B. Esto muestra
que B =] Ly,

Probemos ahora que A es creciente en B. Para ello, seana € Ay b € B con a < b.
Tenemos que b = A, a;, a; € A. Como a < a; para todo %, el infimo de {a;}; pertenece a

A.

Ya hemos notado que existen a; € A tales que m;(a;) = 0. Como A es creciente y
c; > a;, ¢; € A. Asi A contiene los coatomos del esqueleto booleano de B. O

Observacién 6.1.2 Notemos que la MV-extensién en la que se sumerge A es Unica en
el sentido siguiente: si By y By son dos tales extensiones, entonces existe un isomorfismo
v : By — By tal que ¢ es la identidad sobre A. En efecto, como A es creciente y contiene
los coatomos del esqueleto booleano de By y Bs, los elementos infimo-irreducibles de A,
B: y B coinciden. Luego, la afirmacién se sigue inmediatamente.
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Continuaremos utilizando la notacién del ultimo teorema a lo largo de esta seccion,
es decir, A denota un algebra de implicacion de Lukasiewicz finita inmersa como un
subconjunto creciente en una MV-algebra que es producto finito de cadenas L;’s. Més
aun, A contiene a C' = {¢y,...,¢,}, el conjunto de codtomos del esqueleto booleano de la
MV-4algebra.

Veremos ahora que las congruencias sobre A se corresponden con los subconjuntos de
C. Pero primero veamos una propiedad bésica de las congruencias.

Proposicién 6.1.3 Sea F' un filtro implicativo de un dlgebra de implicacion de Luka-
siewicz A. Sia =p b, c =p d y los infimos a A\ ¢, b A d existen, entonces a Nc=p bAd.

Demostracion. Notemos que

(anc)—=(bAd)=((aNc)—=b) A((aNc)—d)
=((a—=b)V(c—=b)A((a—d)V(c—d).

Como a — b,c — d € F' y F es creciente y cerrado bajo A (cuando A estd definido),
resulta que (a A c¢) — (bAd) € F. Anédlogamente, (b A d) — (a A ¢) también pertenece a
F. OJ

Proposicién 6.1.4 La aplicacion F' — C N F da un isomorfimo de reticulados entre el
reticulado de filtros implicativos de A y el reticulado de partes de C. La correspondiente
aplicacion inversa estd dada por U — AN[AU), para U C C, donde [zr) ={a € A:a >

Demostracion. Sea h la aplicacién dada por h(F) = C'N F para cualquier filtro impli-
cativo F. Afirmamos que ' = AN [A\h(F)). (Notemos que en el caso en que h(F) = (),
consideramos A () = 1.)

En efecto, sea f € F. Si f = 1 no hay nada que probar. Supongamos que f # 1.
Entonces f = A,c;ficon fi # 1y fi = (1,...,1,2;,1,...,1) > ¢;. Aqui ; es de la
forma ¥ con 0 < r < k. Sir =0, fi = ¢ € F. Si 1 <r <k, tenemos que f; —
(1,...,1, =411 = (1,..., 1,52 1000 1) € F oas que (1,...,1,54,1,...,1) €
F. Aplicando este procedimiento tantas veces como sea necesario resulta que ¢; € F.
Finalmente, A h(F) < Ay < Niep fi = f- Esto muestra que f € AN [AA(F)).

Reciprocamente, sea a € AN [\ h(F)). Tenemos que a > A .-~p ¢. También tenemos
que a = /\,c; a; donde cada a; es mayor o igual que algin ¢ € C. Si a; > ¢ para algin
¢ € CNF, entonces a; € F. Ahora supongamos que a; # ¢ para ningin ¢ € C N F.
Entonces existe algin ¢g € C'\ F con ¢g < a;. Como ¢g € C'\ F, =¢yg < ¢ para todo
ce CNF. Luego

iy < /\ c < aj;.
ceCNF

Como ¢y < a; v —¢g < a;, se sigue que a; = 1 € F. Esto muestra que a; € F para todo
i € I. Ahora bien, como a € Ay F es cerrado por A (cuando existe), concluimos que
a€cF.
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Debemos probar ahora que dado U C C, se tiene que C N AN[AU) = U. Como
C C A, veamos simplemente que C N [AU) =U.
Sea c € CN[AU). Entonces ¢ > A,y u. Sic & U, ~u < c para todo u € U. Luego

uelU uelU
Por lo tanto
c> /\ uV /\ u =1,
uelU uelU

contradiccion. Luego ¢ € U. La reciproca es inmediata.

Esto prueba que h es una biyeccion. Veamos ahora que h preserva el orden parcial.
Si F1 C Fy, es claro que h(F;) C h(F,). Reciprocamente, si Uy C Uy, U; C C') entonces
AUs < AU;. Luego [ANUy) CIAUs) y AN[AUL) CAN[AUs). O

Denotemos con D al conjunto de elementos infimo-irreducibles de A, es decir, D =
[C)\ {1}. Para a € A, definimos D, = {x € D : x > a}. Dado un filtro implicativo F,
definimos también D = DN F.

Observemos que, como conjunto parcialmente ordenado, D consiste de cadenas mutua-
mente incomparables y que los elementos minimales de D son los coatomos del esqueleto
booleano de A, es decir, C'. Mas aun, dado un filtro implicativo F' sobre A, ' N D
consta de algunas de las cadenas de infimo-irreducibles. En particular F' N D contiene
precisamente aquellas cadenas cuyos elementos minimales estan en F' N C. Notemos que
FND=FNC=0siysblosi F={1}.

En la siguiente proposicién damos una caracterizacién de la relacién de congruen-
cia asociada a un filtro implicativo en términos de los elementos infimo-irreducibles que
contiene dicho filtro.

Proposicién 6.1.5 Sea F' un filtro implicativo de A y sean a,b € A elementos cuales-
quiera. Entonces a =g b si y solo si Dy \ Dp = Dy \ Dp.

Demostracion. Primero supongamos que a =g b, es decir, a — b,b0 — a € F. Dado
x € D, \ Dp, tenemos que a < z, asi que b — a < b — x, de done b — x € F. Como z es
infimo-irreducible, b — x = 1 o bien b — x es infimo-irreducible.

Supongamos que b — x es infimo-irreducible. Como b — x € F', obtenemos que x € F
(ya que = yace en la misma cadena de infimo-irreducibles que b — z), contradiccién.
Luego b - x=1,dedonde b<zyz € Dy \ Dp.

Esto muestra que D,\ Dr C D;\ Dp. La inclusién reciproca es completamente analoga.

Ahora supongamos que se verifica la condicion D, \ Dr = D, \ Dp. Sabemos que
a = A\D,, b = A Dy Borrando de estos infimos aquellos elementos infimo-irreducibles
que estan en F', obtenemos que a =r A(D, \ Dr) y b =r N(Dy \ Dr). Se sigue entonces
inmediatamente que a = b. U

Como resultado de la Proposicién 6.1.4, obtenemos el siguiente importante resultado
para las algebras de implicacién de Lukasiewicz finitas.
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Proposicién 6.1.6 Toda imagen homomorfa de A es isomorfa a una subalgebra de A.
En simbolos, H(A) C IS(A). Mds aiun, toda imagen homomorfa de A es un retracto de
A.

Demostracion. Sea F un filtro implicativo de A y sea U el subconjunto de C' que determina
a I, es decir, U = FNC. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que U = {¢y, ..., ¢}
con t < n. Consideremos el subuniverso de A dadopor S ={zx € A: m(x) =1,1 <i <t}
y definamos h : A — S mediante h(ay,...,a,) = (1,...,1,a11,...,a,), donde hay un 1
en las primeras t entradas. Recordando que F' = AN [AU), es facil ver que A/F = S.
Maés atn, como h(xz) = x para todo = € S, h es una retraccion. O

Esta propiedad nos permitira calcular las algebras criticas en el Capitulo 8 y nos
simplificara el estudio de las clases algebraicamente expandibles en el Capitulo 9.

6.2. Representacion topolégica de algebras de impli-
cacion

En esta seccion nos concentraremos en representaciones topoldgicas para las algebras
de implicacién o algebras de Tarski, es decir, las dlgebras que son {—, 1}-subreductos de
algebras de Boole. En [AbaDiaTor04] los autores dan una representacion de un algebra de
implicaciéon A como unién de una unica familia de filtros de un algebra de Boole adecuada
Bo(A) y utilizan el espacio de Stone de Bo(A ) para obtener una representacién topolégica
de A.

Veremos aqui que definiendo una topologia tipo Zariski sobre el conjunto Spec(A) de
filtros implicativos maximales de A obtenemos otra representacién topoldgica de A tal
que el espacio de Stone de Bo(A) es homeomorfo a la comptactificacién por un punto del
espacio topolégico Spec(A). Esta nueva construccién es intrinseca en el sentido de que no
depende de sumergir el algebra de implicaciéon A en un dlgebra de Boole Bo(A).

6.2.1. Preliminares

Si A es un algebra de implicacion, existe un algebra de Boole B tal que A es una
subdlgebra implicativa de B, es decir, una subélgebra del {—,1}-reducto de B (ver
[Abb68, Teorema 17]). Sea B(A) = SgB(A) la subalgebra de Boole de B generada por
Ay sea F(A) = FgB®(A) el filtro generado por A en B(A). A es creciente en B(A)
[AbaDiaTor04] (daremos una demostracién mas breve en el Lema 6.2.3), y por lo tanto,
A es una unién de filtros de B(A).

Un subconjunto C' de un algebra de Boole B satisface la propiedad de infimos
finitos, que abreviaremos PIF, siempre que 0 no pueda obtenerse como infimo finito de
elementos de C', es decir, el filtro de reticulados generado por C' en B es propio. La PIF
es el concepto andlogo a la propiedad de interseccion finita de las algebras de Boole de
conjuntos.

Consideremos la siguiente algebra de Boole, llamada la clausura Booleana de A:

B(A si F'(A #B A>
BO(A> = { B(Ag ><>B2 si FEAg = BEA;7
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donde B, es el dlgebra de Boole de dos elementos.
En [AbaDiaTor04] los autores prueba el siguiente teorema relativo a la clausura boo-
leana de un algebra de implicacion.

Teorema 6.2.1 Sea A un dlgebra de implicacion. Entonces:
(1) A es un subconjunto creciente de Bo(A) y A satisface la PIF.

(2) Sih: A — B | {—,1} es un homomorfismo del dlgebra de implicacion A en el
{—, 1}-reducto del dlgebra de Boole B, tal que h(A) tiene la PIF en B, entonces
existe un homomorfismo (booleano) h : Bo(A) — B tal que h [a= h, es decir, el

diagrama
A C Bo(A)

h ™\

~

I h
B
conmuta.

Mds ain, el filtro propio F(A) generado por A en Bo(A) es un ultrafiltro.

Dos algebras de implicacion distintas pueden tener la misma clausura booleana. Sin
embargo, pueden ser distinguidas por los filtros que contienen. En efecto, si M(A) es la
familia de elementos maximales del conjunto ordenado de filtros de Bo(A) contenidos en
el algebra de implicaciéon A, entonces:

(@) A=Upema) I

(b) M(A) es una anticadena con respecto a la inclusion,

(c) si M es un filtro de Bo(A) contenido en A, entonces M C F para algin F' € M(A).

Maés ain, estas propiedades caracterizan a M(A), en el sentido de que si A es un algebra
de implicacién y G es una anticadena de filtros de Bo(A) contenidos en A que satisfacen
(a), (b) and (c), entonces G = M(A).

Observar que no excluimos el caso M(A) = {A}.

Denotamos con St(B) al espacio de Stone de un élgebra de Boole B (ver [BurSan81]).

Llamamos espacio de implicacién o i-espacio a la 4-upla (X, 7,u,C) tal que

(1) (X, 7) es un espacio booleano,
(11) w es un elemento fijo de X,

(111) C es una anticadena, con respecto a la inclusién, de conjuntos cerrados de X tal que
NC ={u},

(tv) si C es un subconjunto cerrado de X tal que para todo abierto y cerrado N de X,
C C N implica D C N para algin D € C, entonces existe D' € C tal que D' C C.

Si (X1, 71,u1,C1) y (Xa, T2, us,Cs) son espacios de implicacién, decimos que una apli-
cacién f : X; — X, es i-continua si f es continua, f(u;) = uy y para todo C' € Cy, existe
D ey tal que D C f~1(C).

En [AbaDiaTor04] se prueba que existe una equivalencia dual entre la categoria for-
mada por las algebras de implicacién con los homomorfismos y la categoria formada por
los espacios de implicacion con las funciones i-continuas.
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6.2.2. Compactification of Spec(A)

En esta seccién definiremos una topologia sobre el conjunto Spec(A) de filtros impli-
cativos maximales de un algebra de implicacién A de forma tal que la compactificacion
por un punto del espacio Spec(A) sea homeomorfa al espacio de Stone de la clausura
booleana Bo(A).

Observemos que en la variedad I de las dlgebras de implicacion, a diferencia de la
variedad IL de algebras de implicacién de Lukasiewicz, los filtros implicativos maximales
coinciden con los filtros implicativos primos. Ademds, a partir de la descripciéon general
de filtros implicativos generados por un conjunto X dada en el Capitulo 5 y teniendo en
cuenta que en I vale la ecuaciéon z — (r — y) = x — y, resulta que si F' es un filtro
implicativo de un dlgebra de implicacion A y a € A, entonces

Fg(FU{a})={beA:a—be F}.

Lema 6.2.2 Sea M un filtro implicativo propio de un dlgebra de implicacion A. Entonces
M es maximal si y sélo si para todo a € M, a — b € M para todo b € A.

Demostracion. Sea M un filtro implicativo maximal de A y supongamos a ¢ M y b € A.
Entonces

A=FgMU{a})={r € A:a > x € M para algiin n < w}.

Esto implica que a = b € M para algtiin n € N. Ahora bien, como la identidad x 2 Yy =
xr — y es valida en toda algebra de implicacién, obtenemos que a — b € M.
Reciprocamente, supongamos que M es un filtro implicativo propio de A tal que
a — b e M siempre que a € M. Sea F un filtro implicativo de A tal que M C F. Sean
a€ F\Mybe A Por hipétesis, a — b € M, asi que a — b € F. Como a € F, resulta
que b € F'. Esto muestra que F' = A, con lo cual M es un filtro implicativo maximal. []

El siguiente lema estd probado en [AbaDiaTor04, Lema 1.1], pero damos aqui una
demostracion mas sencilla.

Lema 6.2.3 Sea B un dlgebra de Boole, A una subdlgebra implicativa de B y B(A) la
subdlgebra de Boole de B generada por A. Entonces A es creciente en B(A).

Demostracion. Sea a € A, b € B(A) tal que a < b. Veamos que b € A. Como b € B(A),
existen ay;, cx; € A tales que

b:Avamwv%Q,

donder > 1yparatodok =1,...,r, I y Jy son subconjuntos finitos de N con I, UJ} # ().
Sea ar, = (Vep, mani) V (Ve cri)y B = 1,...,7. Como a < b, a < a; para todo
k=1,...,r, asi que, para probar que b € A, es suficiente probar que a, € A para todo k.
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Si k es tal que J;, # 0, tenemos que \/._, cx; € A. Asi que

1€Jk

ap = (\/ ﬁaki)\/(\/ C]m') = \/(am—> \/ C]m‘) € A.

i€l 1€y i€l i€ Jy

Si k es tal que Jj, = (), entonces a < \/ielk —agq, v por lo tanto,

ap = \/ﬂaki: \/ﬂaki\/a: \/(aki—>a)6A.

i€l i€l i€l

g

Observemos que, como consecuencia del lema previo, la coleccién de filtros de B(A)
contenidos en A es simplemente la familia de filtros de reticulado de A.

Si A es un subconjunto creciente de un dlgebra de Boole B, es claro que A y el filtro
F(A) generado por A en B son subélgebras implicativas de B.

Lema 6.2.4 Sea A un subconjunto creciente de un dlgebra de Boole B. Si M es un filtro
implicativo mazimal de A, entonces el filtro (implicativo) F (M) generado por M en F(A)
es un filtro implicativo mazimal de F(A) y F(M)N A= M.

Demostracion. Como M es un subconjunto creciente de F'(A), es facil ver que F(M)NA =
M. Esto, a su vez, implica que F'(M) es un filtro implicativo propio de F'(A).

Para probar que F'(M) es maximal, tomemos x € F(A)\F(M) y veamos que x — y €
F(M) para todo y € F(A).

Como = € F(A), v = N\]_,z;, x; € A, y como z ¢ F(M), existe ig € {1,...,n} tal
que z;, € M. Seay € F(A), y = AJ_,y;, y; € A. Entonces

e (A (Av)

I
< ~
I<:

i

B
~_

<
~— —
T3

&
~

Como z;, ¢ M y M es maximal en A, z;,, — y; € M para todo j = 1,...,m. Como M
es creciente, (\,;, =%:) V (2, = y;) € M para todo j. Luego AJ",[(V,, ~7i) V (zig —
y;)] € F(M), esto es, v — y € F'(M), para todo y € F(A). O

El siguiente lema es importante porque nos permite asociar a cada filtro implicativo
maximal de A un ultrafiltro de su clausura booleana.
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Lema 6.2.5 Si M € Spec(A), entonces U = F(M)U (=F(A)\ -~F(M)) € St(Bo(A)) \
{F(A)}-

Demostracion. Verifiquemos que U es un ultrafiltro de Bo(A).

» v Ay € U para todo z,y € U.

En efecto, si z,y € F(M), x Ay € F(M). Supongamos que z,y € =F(A)\ ~F(M).
Como —F(A) es un ideal de Bo(A), x Ay € =F(A). Supongamos ahora que x Ay €
—F(M), entonces x Ay = -z para algin z € F(M). Entonces ~xV -y = z € F(M).
Como F(M) es un filtro primo en F'(A), entonces ~x € F(M) o -~y € F(M), es
decir, z € =F (M) oy € =F (M), contradiccién, ya que z,y & =F(M). Luego, Ay €
—F(A) \ =F(M). Supongamos finalmente que z € F(M) e y € =F(A) \ ~F(M).
Siz ANy € F(A), y € F(A), contradiccién. Asi que z Ay € =F(A). Como antes,
tenemos que x Ay € = F(M). Luego, x Ay € ~F(A)\ ~F(M).

» Para todo z € Bo(A), x € U o —x € U, pero no ambos.

En efecto, supongamos que x € U. Como F(A) es un ultrafiltro de Bo(A), se sigue
que x € F(A) o ~x € F(A). Siz € F(A), -z € =F(A). Ademas, como = ¢ U,
x & F(M) con lo cual =z ¢ =F(M). Por lo tanto, ~x € =F(A)\ -F(M) C U.
Si -z € F(A), como x & —-F(A)\ ~F(M), v € =F(M). En consecuencia -z €
F(M) C U. Finalmente, es facil ver que UN—-U = (), as{ que x € U o —z € U, pero
no ambos.

» U es creciente en Bo(A).

En efecto, supongamos que z < y, donde z € U e y € Bo(A). Supongamos que
y & U, entonces =y € U. Ahora bien, si z € F(M), obtenemos que y € U ya que
F(M) es creciente en Bo(A), contradiccion. Si x € =F(A) \ =F (M), consideramos
dos posibilidades para —y. Si -y € F(M), como —y < —x, se sigue que -z € F(M),
contradiccién. Si -y € ~F(A) \ ~F(M), entonces y € F(A) \ F(M). Por el lema
anterior, F'(M) es maximal en F'(A), asi que obtenemos que y — —x € F(M). Pero
y — —x =~y V x = -z pues ~y < —x. Luego, —x € F(M), contradiccion.

Estas condiciones junto con el hecho de que U # F(A) implican que U € St(Bo(A)) \

{F(A)}. O

Los lemas anteriores nos llevan a considerar la estrecha relacion existente entre

St(Bo(A)) y Spec(A).
Teorema 6.2.6 FEziste una biyeccion ¢ : Spec(A) — St(Bo(A)) \ {F(A)}.

Demostracion. Definimos ¢ : Spec(A) — St(Bo(A))\{F(A)} mediante p(M) = F(M)U
(=F(A)\~F(M)) para M € Spec(A). Por el Lema 6.2.5, ¢ es una aplicacién bien definida.

Definamos la aplicacién inversa de ¢. Para hacer esto, observemos que si U es un
ultrafiltro de Bo(A), U # F(A), entonces U N A es un filtro implicativo maximal de A.
En efecto, es claro que UN A # A, y parax € A,y € A\ U, se tiene que y — = € U
puesto que U es maximal, con lo cual y — x € ANU para todo x € A. Esto nos permite
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definir la aplicacién ¢ : St(Bo(A)) \ {F(A)} — Spec(A) tal que (U) = U N A para
todo U € St(Bo(A)).

Probemos ahora que 1 es inyectiva. Sean Uy, U; € St(Bo(A)) \ {F(A)}, Uy # Us, v
consideremos x € Bo(A) tal que x € U; pero x ¢ U,. Existen dos posibilidades, a saber,
r € F(A) o bien —z € F(A). Si z € F(A), entonces v = \;_, z;, x; € A. Como z € Uy,
x; € Uy para todo i = 1,...,n, y como x & Us, existe iy € {1,...,n} tal que z;, & Us.
Luego z;, € UyNAy x;; € UyN A. En el caso de que -z € F(A), podemos argumentar
de la misma forma teniendo en cuenta que —x ¢ U; y —x € U,. En consecuencia, 1 es
inyectiva.

Finalmente, dado M € Spec(A), sea U = (M) € St(Bo(A)) \ {F(A)}. Por el
Lema 6.2.4, tenemos que ¥(U) = M. Esto muestra que 1 es sobreyectiva y completa la
demostracion. O

Definiremos ahora una topologia tipo Zariski 7 sobre Spec(A). Para cada a € A, sea
N, ={M € Spec(A) : a € M} y sea B = {Spec(A)\ N, : b € A}. Definimos 7 como la
topologia generada por B. Observar que B es, de hecho, una base para 7 pues B es cerrada
bajo intersecciones finitas. En efecto, dados by,...,b, € Ay tomando b = by V ...V b,
vemos que, como los filtros implicativos maximales son primos,

Ny = U Ny,
=1

de donde

n
Spec(A) \ Ny = [)(Spec(A) \ Ny,).
i=1

Recordemos que la compactificacién por un punto de un espacio topolégico X es el
espacio X* = X U {oo} con la topologia cuyos miembros son los subconjuntos abiertos
de X y todos los subconjuntos U de X* tales que X* \ U es un subconjunto cerrado y
compacto de X. En otras palabras, un conjunto U es abierto en X* si y sélo si U N X es
abierto en X y siempre que oo € U, X \ U es compacto.

Para un estudio mas detallado, desde un punto de vista topoldgico, de la comptactifi-
cacién recomendamos, por ejemplo, [Kel55]. Entre algunas propiedades bésicas de las que
goza esta construccion, podemos citar que la compactificacién por un punto X* de un
espacio topologico X siempre es un espacio compacto y que X es un subespacio. Ademas,
el espacio X* es Hausdorff si y sélo si X es localmente compacto y Hausdorff.

Teorema 6.2.7 ¢ es un homeomorfismo entre los espacios (Spec(A), ) y St(Bo(A)) \
{F(A)} con la topologia relativa.

Demostracién. Ya sabemos que ¢ es una biyeccién. Resta probar que ¢ y ¢! = 1) son
aplicaciones continuas.

Sea X = St(Bo(A))\{F(A)} con la topologia relativa y consideremos un subconjunto
abierto G de X. Luego G = G’ N X para algun subconjunto abierto G’ de St(Bo(A)).
Como St(Bo(A)) es Hausdorff, { F(A)} es cerrado en St(Bo(A)), asi que G = G'\{F(A)}
es abierto en St(Bo(A)). Por lo tanto, existe un subconjunto abierto Y C Bo(A) tal que

G=JG

bey
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donde Gy, = {U € St(Bo(A)) : b € U}. Como

e NG =] (G

beYy

basta probar que ¢~ !(G,) es abierto en Spec(A) para todo b € Y.

Como F(A) ¢ G, entonces, para todo b € Y, F(A) ¢ Gy. Como F(A) es un ultrafiltro
de Bo(A), se sigue que b ¢ F(A), asi que b € F(A) y tenemos que =b = A a;
para ciertos ai,...,a, € A. Entonces b = \/I_, —q;. Se sigue inmediatamente que G, =
U?:l G_‘ai'

Afirmamos que ¢~} (G-,,) = Spec(A) \ N,., lo que completarfa la demostracién de la
continuidad de ¢. En efecto, si M € ¢~ (G-,,) = ¥(G—,), existe algin U € G-, tal que
M =UnNA. Como —a; € U, a; ¢ U, asi que a; ¢ M. Luego M € Spec(A) \ N,,. La
reciproca es similar.

Queda por demostrar que @ también es continua. Es suficiente probar que
1 (Spec(A) \ N,) es abierto en X para cada a € A. En efecto,

Y (Spec(A)\ N,) ={U € X :a g UN A}
={UeX:ag¢gU}
={UeX:-aecU}
=G..NX,

que es abierto en X. O

Observacion 6.2.8 Sea Y un espacio Hausdorff compacto y consideremos Y\ {a} con la
topologia relativa para un elemento a € Y fijo. Entonces Y es la compactificacién por un
punto de Y\ {a}. En efecto, es facil ver que los abiertos de Y y los de (Y'\ {a})* coinciden.
En particular, St(Bo(A)) es la compactificacién por un punto de St(Bo(A)) \ {F(A)}.

Corolario 6.2.9 St(Bo(A)) es homeomorfo a la compactificacion por un punto de
(Spec(A), 7).

Corolario 6.2.10 (Spec(A),7) es Hausdorff y localmente compacto.

Corolario 6.2.11 (Spec(A), ) tiene una base formada por subconjuntos abiertos, cerra-
dos y compactos.

Demostracion. Fn la demostracion del Teorema 6.2.7 vimos que para todo a € A,
Spec(A) \ N, = ¥(G-,). Ahora bien, como G-, es compacto, Spec(A) \ N, también
debe ser compacto en Spec(A). Finalmente, como Spec(A) es Hausdorff, se sigue que
Spec(A) \ N, es cerrado. Luego, B = {Spec(A)\ N, : a € A} es una base de abiertos,
cerrados y compactos para Spec(A). OJ
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Observacién 6.2.12 Podriamos haber probado directamente que Spec(A)\ N, es cerra-
do para todo a € A. En efecto, usando el Lema 6.2.2, se verifica inmediatamente que

Spec(A)\ N, = m Nasp-

beA

Como los conjuntos N, b € A, también son abiertos, esto prueba que la topologia sobre
Spec(A) es andloga a la topologia de Priestley sobre los filtros primos de un reticulado
distributivo acotado (ver [DavPri02]).

La compacidad de Spec(A) \ N, para cada a € A también se sigue directamen-
te de la definicién de la topologia sobre Spec(A). Supongamos que Spec(A) \ N, C
Uicr(Spec(A) \ N,). Entonces (),c; No; € N, Ahora bien, notemos que la intersec-
cién de los filtros implicativos maximales en N, es F({a}). Similarmente, la intersec-
cion de los filtros implicativos maximales de (,.; N, es F'({a; : ¢ € I}). Se sigue
pues que F({a}) € F({a; : i € I}), asi que debe existir algin subconjunto finito
J C I tal que a € F({a; : i € J}). Tenemos entonces que (,.; No, € N, de donde
Spec(A) \ Ny € ;e s (Spec(A) \ N,,). Esto muestra que Spec(A) \ N, es compacto.

Definicién 6.2.13 Decimos que un espacio topologico X es un espacio localmente de
Stone st X* es un espacio de Stone, es decir, la compactificacion por un punto de X
tiene una base de abiertos y cerrados.

Por lo tanto, (Spec(A),T) es un espacio localmente de Stone.
Observemos que si X es un espacio localmente de Stone, entonces X es Hausdorff y
localmente compacto.

Proposicién 6.2.14 Un espacio topolégico X es localmente de Stone si y solo si es Haus-
dorff y tiene una base de abiertos, cerrados y compactos.

Demostracion. Sea X un espacio localmente de Stone. Entonces X es Hausdorff. Ahora
bien, como X* es un espacio de Stone, X* tiene una base de abiertos y cerrados, que son
compactos por la compacidad del espacio. Sea B* una tal base y consideremos B = {N €
B*: N C X}. Es claro que los elementos de B son subconjuntos abiertos, cerrados y
compactos de X. Resta probar que B es una base para X. En efecto, sea G un abierto de
X, entonces GG es abierto en X*, asi que GG es una unién de elementos de B*. Sin embargo,
como oo ¢ (G, todo elemento de esta union esta, de hecho, en B.

Reciprocamente, sea X un espacio topoldgico Hausdorff con una base B de abiertos,
cerrados y compactos. Es claro entonces que X es localmente compacto. Para mostrar
que X es un espacio localmente de Stone, sélo tenemos que probar que X* tiene una base
de conjuntos abiertos y cerrados. Notamos a dicha base con B* y la definimos asi

B*:BU{X*\UNi:neN,NiGB}.
i=1

Los elementos de B son trivialmente abiertos y cerrados en X*. Un conjunto H = X*\
Ui, Ni, N; € B, es abierto pues oo € H y X*\ H = |J_, N; es compacto (y cerrado
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porque X es Hausdorff). Mas atin, H es cerrado pues | J_, N; es abierto en X*. Finalmente,
debemos probar que B* es una base para X*. Para ello, consideremos un abierto cualquiera
G de X*. Si 0o € G, G es abierto en X, asi que G es una uniéon de elementos de B vy,
por ende, de B*. Por otra parte, si co € G, entonces X* \ G es compacto en X. Entonces,
existen Ny, ..., N, € B tales que X*\ G C |J._, N;. Luego, X* \ J._, N; € G. Ademss,
como X* es Hausdorff G \ {oco} es abierto en X* y luego también es abierto en X.
Asi G\ {oo} = ;¢ N/, Nj € B. Esto muestra que

G=JNu (X*\CJM-).

il

Esto completa la demostracién. O

Definicién 6.2.15 Decimos que una terna (X, 7,C) es un espacio de implicacién de
Zariski o Z-espacio si

(1) (X, 7) es un espacio localmente de Stone,

(2) C es una familia de subconjuntos cerrados de X tales que C es una anticadena y

Nec =90,

(3) si C es un subconjunto cerrado de X tal que para todo abierto y cerrado N de X cuyo
complemento sea compacto, C' C N implica D C N para algin D € C, entonces existe
D' € C tal que D' C C.

Sea (X, 7,C) un Z-espacio y sea (X*, 7%, 00,C*) tal que (X*,7*) es la compactificacién
por un punto de (X,7) (recordemos que (X*,7*) es entonces un espacio de Stone) y
C* ={CU{o0} : C € C}. Observemos que si C' es un subconjunto cerrado de X entonces
X \ C es un subconjunto abierto de X. Luego X \ C es un abierto en X* y, por tanto,
X*\ (X\C)=CU{oo} es un cerrado de X*.

Lema 6.2.16 Si (X, 7,C) es un Z-espacio, entonces (X*,7*,00,C*) es un i-espacio.

Demostracion. Ya sabemos que (X*, 7*) es un espacio de Stone y es claro que C* es una
anticadena de cerrados en X* tal que [|C* = {oo}. Ahora bien, sea C' un subconjunto
cerrado de X™ tal que para todo abierto y cerrado N de X*, C' C N implica D C N para
algin D € C*.

Veamos primero que oo € C. En efecto, si oo &€ C, C es compacto en X. Como X tiene
una base de abiertos, cerrados y compactos, C' C [, N; donde cada N; es un abierto,
cerrado y compacto X. Entonces | J N; es abierto y cerrado en X*, C' C | J N;, pero |J N;
no contiene ningin D € C*, pues co ¢ |J N;. Esto contradice la hipétesis sobre C. Luego
oo debe pertenecer a C'.

Ahora bien, como C' es cerrado en X*, CNX = C'\ {0} es cerrado en X. Supongamos
que N’ es un abierto y cerrado de X tal que X \ N’ es compactoy C'\ {co} C N'. Entonces
N = N'U{oo} es un abierto y cerrado de X* tal que C' C N. Por hipétesis, existe algin
D € C* tal que D C N, asi que D \ {0} € Cy D\ {oco} C N'. Usando ahora la
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condiciéon (3) de la definicién de Z-espacio, obtenemos que debe existir algin D" € C tal
que D' C C'\ {oo}. Luego D' U {0} € C*y D' U {0} C C.
Esto completa la demostracion de que (X*, 7%, 00,C*) es un espacio de implicacién. O

Sean (X1,71,C1) v (X2, 72,Co) dos Z-espacios. Decimos que una aplicacion parcial
f X1 — X5 es Z-continua si verifica las siguientes condiciones:

(a) f es continua, es decir, para todo abierto G de X,, f~!(G) es abierto en Xj;
(b) para todo compacto K de X,, f~!(K) es compacto en X7,
(

¢) para todo C' € Cy, existe D € C; tal que D C f~1(C).

Dada una aplicacién parcial Z-continua f : X; — Xs, sea Dom(f) = {x € X; :
f(z) existe}. Asociamos a f una aplicacién f*: X7 — X5 dada por

«r | flx) size Dom(f),
(@) _{ o0 six & Dom(f),

Lema 6.2.17 Dada una aplicacion parcial Z-continua f : X1 — Xa, f* es una aplicacion
i-continua de X7 en X;.

Demostracion. Sea G un subconjunto abierto de XJ. Si coy € G, entonces G es un
subconjunto abierto de X, y (f*)71(G) = f~1(G), que es abierto en X; y también en X;.
Si 0oy € G, entonces X5 \ G es compacto en Xs y luego f~1(X; \ G) es compacto en Xj.
Pero f[7HX3\G) = (/)Y X3\ G) = X;\ (f*)"1G). Esto muestra que (f*)"}(G) es
abierto en X7. Por lo tanto, f* es continua.

Se verifica trivialmente que f*(00;1) = cog y que para cada Dy € C}, existe Dy € Cj
tal que Dy C (f*)~1(Dy). Luego f* es una aplicacién i-continua. O

Sea 3 la categoria formada por los Z-espacios y las aplicaciones parciales Z-continuas,
y notemos con X la categoria formada por los espacios de implicacion y las aplicaciones
i-continuas. Sea * : 3 — X tal que x((X,7,C)) = (X*,7%,00,C*) y si f : (X1,71,C1) —
(Xa,T9,Cs) es una aplicacién parcial Z-continua, entonces *(f) = f*. Los lemas previos
implican directamente el siguiente teorema.

Teorema 6.2.18 % : 3 — X es un funtor covariante.

Ahora definiremos una inversa para x. Dado un espacio de implicacién (X, 7, u,C), sea
o((X,7,u,C)) = (X°,7°,C°) donde X° = X \ {u}, 7° es la topologia relativa sobre X° y
C° ={C\ {u}: C € C}. El siguiente lema es entonces inmediato.

Lema 6.2.19 Para todo espacio de implicacion (X, 7,u,C), (X°,7°,C°) es un Z-espacio.

Resta definir la correspondencia entre morfismos. Sean (X, 71, u1,C1) y (Xa, 72, ug, Co)
dos espacios de implicacién. Dada una aplicacion i-continua f : X; — X,, definimos
fo: Xy — X9 tal que f° = f |g, donde S = {z € X; : f(z) # us} = X1\ [ ua).
Observemos que f° es una aplicacién parcial, ya que f°(z) no esté definido para aquellos
x € X7 tales que f(z) = us.
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Lema 6.2.20 Si f : X7 — X5 es una aplicacion i-continua entre espacios de implicacion,
entonces f°: X7 — X5 es una aplicacion parcial Z-continua entre Z-espacios.

Demostracion. Sea G un subconjunto abierto de X3. Entonces G es abierto en X5, con lo
cual f71(G) es abierto en X, y, por ende, f~1(G) = f71(G) N X7 = (f°)"}(G) es abierto
en X7. Esto muestra que f° es continua.

Ahora consideremos un conjunto compacto K en X3. Entonces X, \ K es abierto
en Xo, asf que f71(Xy \ K) = X; \ f7}(K) es abierto en X; y contiene a ;. Luego
fYK) = (f°)"Y(K) es compacto en X7.

Esto completa la demostracién de que f° es una aplicacién parcial Z-continua ya que
la condicién (c) es trivial. O]

Resumimos los dos lemas anteriores en el siguiente teorema.
Teorema 6.2.21 o : X — 3 es un funtor covariante.

Nuestro objetivo ahora es mostrar que los funtores x y o definen una equivalencia entre
las categorias X y 3.

Dado un Z-espacio (X, 7,C), tenemos que ox((X, 7,C)) = (X*°, 7*°,C*°). Es inmediato
que X*° = X y que C* = C. Usando la definiciéon de compactificacién por un punto y el
hecho de que (X, 7) es un espacio de Hausdorff, es facil mostrar que 7*° = 7. Luego, al
aplicar los funtores o y x obtenemos el Z-espacio original.

Reciprocamente, supongamos que (X, 7,00,C) es un espacio de implicacién, donde
asumimos que el elemento distinguido es oo en lugar de u para que el argumento siguiente
resulte més sencillo. Entonces, * o ((X,7,00,C)) = (X°*, 7% 00,C*). Es facil ver que
X" = X y C°* = C. Mas aun, por la Observacion 6.2.8, también tenemos que 7°* = 7.
Por lo tanto, al aplicar xo obtenemos el espacio de implicacién de partida.

Como ox = id3 y %o = idy, tenemos el siguiente teorema de equivalencia.

Teorema 6.2.22 Los funtores x y o definen una equivalencia entre las categorias 3 y X.

Sea J la categoria formada por las algebras de implicacion y los homomorfismos en-
tre ellas. Sea Z el funtor que establece una dualidad entre las categorias X e J (ver
[AbaDiaTor04]). Como consecuencia del teorema anterior tenemos que

E=T%x:3—7

es un funtor contravariante entre las categorias 3 e J. Observar que para cualquier Z-
espacio (X, 7,C), tenemos que

Ix((X,7,C)) =Z((X*,7%,00,C")) = ({N € Clop(X™) : C C N, para algin C € C*}, =),
donde Ny — Ny = NfU N, y se ve facilmente (como veremos en la seccién siguiente) que
({N € Clop(X™): C C N, para algin C € C*}, —) &
= ({N € Clop(X) : X \ N es compacto, y C C N para algin C € C},—).

El siguiente corolario es inmediato.

123



Capitulo 6. Representaciones

Corolario 6.2.23 FEl funtor £ define una dualidad entre las categorias 3 e J.

Como aplicacién, damos una representacién topoldgica de las dlgebras de Boole genera-
lizadas. Recordemos que un algebra de Boole generalizada es un algebra de implicaciéon A
tal que el infimo esta definido para todo par de elementos de A, y es un infimo-reticulado
con la implicacién como residuo. En este caso tenemos que F(A) = A, por lo que el
correspondiente espacio de implicacién es X (A) = (St(Bo(A)), 7, {F(A)}). Luego, el Z-
espacio asociado es (Spec(A), 7', {0}), donde (Spec(A),7’) es un espacio localmente de
Stone. Reciprocamente, si (X, 7, {(}}) es un Z-espacio, entonces el dlgebra de implicacién
correspondiente es un algebra de Boole generalizada. Esto muestra que las algebras de
Boole generalizadas se corresponden con los Z-espacios en los cuales C = {(}}.

Sea g3 la subcategoria plena de 3 cuyos objetos son los Z-espacios para los cuales
C = {0}. Por otra parte, sea g8 la subcategoria plena de J que consiste de las dlgebras
de Boole generalizadas. Luego, la restriccién g€ del funtor £ a g3 da una dualidad entre
las categorias g3 y ¢*B.

Observemos que en la categoria g3 podemos eliminar el simbolo {} y considerar sus
objetos simplemente como espacios localmente de Stone. Més atin, en la definicion de los
morfismos de g3 podemos omitir la condicién (¢) ya que se cumple trivialmente por ser
C = {0}.

En la seccién siguiente describiremos explicitamente la dualidad entre 3 e J para evitar
el paso a través de X.

6.2.3. Dualidad entre J y 3

En lo que sigue, describiremos en detalle la dualidad entre las categorias J y 3 desarro-
llada en la seccion anterior. Més precisamente, haremos explicita la correspondencia entre
las algebras de implicacién y los Z-espcios asi como también la correspondencia entre los
homomorfismos implicativos y las aplicaciones parciales Z-continuas. Ademas, caracteri-
zaremos los monomorfismos y los epimorfismos en ambas categorias asi como también la
contraparte dual en 3 de los homomorfismos sobreyectivos. También veremos que las con-
gruencias de un algebra de implicacién estan determinadas por los subconjuntos cerrados
de su Z-espacio asociado y mostraremos como construir el Z-espacio asociado al producto
directo de dos dlgebras de implicacién.

Descripcién de la dualidad

Daremos ahora una descripcién directa de la dualidad entre J y 3.
Tenemos el funtor £ : 3 — J tal que

EWX,7,C)) =Z((X*,7",00,C")) = (A, =),

donde A = {N € Clop(X*) : C C N para algin C € C*} y Ny — Ny = N{ U N, para
todo Ny, Ny € A. Aqui Clop(X*) es la familia de subconjuntos abiertos y cerrados del
espacio X*.

Como oo € C para todo C' € C*, se sigue que co € N para todo N € A. Ademas,
es facil ver que N € Clop(X*) con co € N siy sblo si N' = N\ {oo} es un abierto y
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cerrado de X y X \ N’ es compacto. Si identificamos los abiertos y cerrados de X* con
los abiertos y cerrados de X cuyo complemento es compacto, podemos considerar

A={N € Clop(X): X \ N es compacto y C C N para algin C € C}.

De esta forma obtenemos un &lgebra de implicacién asociada al Z-espacio (X, 7,C) sin
hacer referencia alguna al espacio de implicacion (X*, 7%, 0o, C*).

Consideremos ahora una aplicacién parcial Z-continua f : (X1, 7,C1) — (Xa, 79,Co).
Aplicando el funtor * obtenemos f* : (X, 77, 001,CF) — (X3, 75, 009,C5) dado por

« | flx) size Dom(f)
/ (x)—{ 00y six & Dom(f)

donde Dom(f) = {z € X, : f(z) existe}. Sean A; y A, las correspondientes dlgebras de
implicaciéon. Entonces Z(f*) : Ay — A, estd dada por Z(f*)(N) = (f*)"*(N) para todo
N € A,. Si consideramos N’ = N \ {00y} e identificamos N’ con N, obtenemos que

E(N)N') = fTHN) U (X \ Dom(f)).

Esta es una descripcién directa del homomorfismo £(f) a partir de la aplicaciéon parcial
Z-continua f.

Reciprocamente, consideremos ahora un algebra de implicacién A y sea X(A) =
(X, T,00,C) su espacio de implicacién asociado. Entonces o X(A) = (X° 7°,C°), donde
X° = St(Bo(A))\ {F(A)}. Si identificamos M con ¢(M), tenemos que X° = Spec(A) y
CeC°siysolosi C={M € Spec(A) : F C M}, donde F € M(A). Esto nos permite
obtener directamente el Z-espacio asociado a A sin pasar por el espacio de implicacion
correspondiente.

Ahora bien, si & : A — Ay es un homomorfismo entre dos algebras de implicacién, en-
tonces X (h) : X(Ay) — X (A) estd dado por X (h)(U) = h~}(U) donde U € St(Bo(As,))
y h Bo(A;) — Bo(A;) es el homomorfismo booleano dado en el Teorema 6.2.1. Se sigue
que la aplicacién parcial o(X (h)) : o( X (A3)) = o(X(A4)) estd dada por

o(X(h))(M) = R (F(M) U~F(A;) \ =F(M)) N A,

sih™ (F(M)U=F(Ag)\ ~F(M)) # F(A;) paraun M € Spec(As), y o(X (h))(M) queda
indefinida en otro caso.
Es facil ver que esto se reduce a

hfl(M) si hfl(M) #+ Ay,
no definido en otro caso.

o(X () (M) = {

Morfismos especiales

Como J es una categoria ecuacional, los monomorfismos en J son simplemente los
homomorfismos inyectivos. Sin embargo, los epimorfismos no coinciden con los homomor-
fismos sobreyectivos. Por ejemplo, consideremos el dlgebra de implicacién booleana de
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cuatro elementos cuyo universo es B = {0, a,a’, 1} y su subuniverso A = {a, d’, 1}. Enton-
ces se puede probar facilmente que la aplicacion inclusién ¢ : A — B es un epimorfismo
que no es sobreyectivo.

Nos abocamos ahora a la tarea de caracterizar los monomorfismos y epimorfismos
en la categoria 3. También hallaremos las contrapartidas duales de los homomorfismos
sobreyectivos de J.

Proposicién 6.2.24 Una aplicacion parcial 3-continua f : (X1, 71,C1) — (X2, 72,Ca) es
un monomorfismo si y solo si f es una aplicacion inyectiva.

Demostracion. Siendo f monomorfismo, supongamos que existe x & Dom(f). Conside-
remos el Z-espacio Z = {a,b} con C; = {0} y dos aplicaciones parciales g,h : Z — X
dadas por g(a) = x y h(b) = z. Es inmediato verificar que g y h son aplicaciones par-
ciales Z-continuas y que fog = foh. Como f es monomorfismo, obtenemos g = h,
contradiccién. Esto muestra que Dom(f) = Xj.

Ahora supongamos que z,y € X; y que f(z) = f(y). Consideremos el Z-espacio
Z ={a} con Cz = {(0}. Sean g, h : Z — X; dos aplicaciones parciales dadas por g(a) = x
y h(a) = y. Entonces fog = foh, de donde g = h y, por tanto, z = y. Esto muestra que
f es inyectiva.

La implicacion reciproca es trivial. O

Corolario 6.2.25 Sea h: A1 — Ay un homomorfismo entre dos dlgebras de implicacion.
Entonces h es un epimorfismo en la categoria J si y solo si se cumplen las siguientes
condiciones:

(el) h=Y(M) € Spec(Ay) para todo M € Spec(Ay);

(€2) si My, My € Spec(As) y My # My, entonces h™' (M) # h™(My).
Las siguientes proposiciones son inmediatas.

Proposicién 6.2.26 Una aplicacion parcial 3-continua [ : (X1, 7,C1) — (X3, 72,Ca) es
un epimorfismo si y sélo si f~1(Ny) # f~1(Ny) siempre que N1, No € E(X;), Ny # Ns.

Proposicién 6.2.27 Sea f : (X1, 71,C1) — (X3, 72,Ca) una aplicacion parcial 3-continua.
Entonces E(f) es un homomorfismo sobreyectivo si y solo si dado cualquier Ny € £(X7),
existe Ny € E(X3) tal que Ny = f~1(Ny) U (X1 \ Dom(f)).

Congruencias y productos

Teorema 6.2.28 Sea A un dlgebra de implicacion y (X,7,C) su correspondiente Z-
espacio. FEntonces, existe una correspondencia uno a uno entre los filtros implicativos
de A y los subconjuntos cerrados de X .
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Demostracion. Sea F un filtro implicativo de A y consideremos Crp = {M € Spec(A) :
F C M}. Como Cr = (,cp Na, es claro que Cr es cerrado en X. Notemos también que
(Cr = F. Mostraremos que la aplicacion F' — Cp es una correspondencia uno a uno
entre los filtros implicativos de A y los subconjuntos cerrados de X. En efecto, supongamos
que Fy y Fy son dos filtros implicativos de A tales que Cr, = Cp,. Entonces F} = (Cp, =
N Cr, = F>. Ademés, si C es cualquier subconjunto cerrado de X, entonces existe una
familia {a;}ic; de elementos de A tal que C' = [,.; N,,. Se sigue inmediatamente entonces
que C ={M € Spec(A) : Fg({a;}ier) C M}. O

Corolario 6.2.29 El reticulado de congruencias de un dlgebra de implicacion finita es
booleano.

Demostracion. Sea A un algebra de implicacién finita y (X, 7,C) su correspondiente
Z-espacio. Como X es finito y Hausdorff, 7 debe ser la topologia discreta. Luego todo
subconjunto de X es cerrado y el reticulado de congruencias de A es isomorfo al reticulado
booleano de partes de X. O

Teorema 6.2.30 Sean A, Ay dos dlgebras de implicacion y (X1,71,C1), (Xa,T2,Co) sus
correspondientes Z-espacios. Supongamos que X1 N Xy = (). Entonces el correspondiente
Z-espacio para Ay X Ay es el espacio (X, 7,C) donde X = X1 UXo, 7={U; UU,: U; €
Ti,i = 1,2} yC = {01 UOQ . CZ EC,-,Z' = 1,2}

Demostracion. En primer lugar observemos que (X, 7,C) es un Z-espacio. En efecto, es
facil ver que (X, 7) es un espacio topoldgico Hausdorff. Ademas, si llamamos B; a la base
de abiertos, cerrados y compactos de X;, i = 1,2, se puede probar que B = {N; U Nj :
N; € B;,i = 1,2} es una base de abiertos, cerrados y compactos para X. También es claro
que C es una familia de cerrados en X y se tiene que

Nc=) Cuv)=) <UU N v): (v=0.

UeCy VeCs UeC, Vels UeC,

Finalmente, sea C' un cerrado de X tal que para todo abierto y cerrado N cuyo comple-
mento es compacto, C' C N implica D C N para algin D € C. Sabemos que C' = C; U Cy
con cada C} cerrado en X;, 1 = 1,2. Supongamos que C; C N; para algun abierto y cerra-
do N; de X; cuyo complemento es compacto. Entonces N; U X5 es trivialmente abierto y
cerrado en X y X \ (V1 U Xy) = X3\ NV; es compacto en X. Como C' C N; U X, debe
existir D € C tal que D C Ny U X,. Pero D = Dy U Dy, con D; C X;, 7 = 1,2, asi que
Dy, C N;. Como X; es un Z-espacio, resulta que debe existir D] € C; tal que D] C (.
Analogamente, debe existir D} € Cy tal que Dy C Cy, asique D' = DiUD, e Cy D' C C.
Esto completa la demostracion de que (X, 7,C) es un Z-espacio.

Resta probar todavia que (X, 7, C) es, de hecho, el Z-espacio correspondiente a A; x As.
Afirmamos primero que los filtros implicativos maximales de A; x A, son aquellos de
la forma M; x Ay con M; € Spec(Ay) y Ay x My con My € Spec(As). Abreviamos

M, = My x Ay y My = Ay x M,. Por el Lema 6.2.2, es claro que M; es un filtro
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implicativo maximal de A; x A, para cada M; € Spec(A;), i = 1,2. Reciprocamente, sea
M € Spec(A; x As). Es facil mostrar que M = F| x F, para ciertos filtros implicativos F;
de A;, 1 = 1,2. Supongamos que F} # Ay yseax € Ay \ F, asi (z,1) € M. Por el Lema
6.2.2, paracadaz’ € Aj ey € Ay, (z,1) — (2/,y) = (x = 2',y) € M,asi quex — 2/ € F}
e y € Fy. Esto muestra que F; € Spec(A;) v que F» = As. De la misma manera, si
suponemos que Fy # Ay obtenemos que F} = A} y Fy € Spec(As). Esto completa la
prueba de nuestra afirmacion.

Es claro entonces ahora que los elementos de X = X; U X5 pueden identificarse con
los de Spec(A; x Ay) via la aplicacion M; — M;, M; € Spec(A;), i = 1,2. Ademéds, para
cada (aq,as9) € A X Ay tenemos que

Spec(Ar X Az) \ Nigyan) = {M : M € Spec(A;) \ Noy } U{M : M € Spec(Ay) \ N, }.

Esto muestra que la base B definida arriba es la base correcta para el Z-espacio de A; x As.
Finalmente, es facil notar que los filtros de reticulado de A; x A, son precisamente los
filtros de la forma F} x F3 donde F; es un filtro de reticulado de A;, i = 1,2. Luego
el conjunto de filtros implicativos maximales de A; x A, que contiene a F; x F5 es el
conjunto {M : M € Spec(A,),Fy € M}U{M : M € Spec(A,), F, C M}. Esto implica
que la eleccion de C también es la correcta. U
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Permutabilidad de congruencias

Las algebras de implicacion de Lukasiewicz no poseen la propiedad de permutabilidad
de congruencias. Por lo tanto, resulta natural preguntarse cuéles de ellas si poseen dicha
propiedad. En este capitulo veremos que la clave para la permutabilidad de congruencias
radica en la existencia de infimos entre los elementos del algebra. Comenzaremos, en la
Seccion 7.1, analizando el problema més general de la permutabilidad de dos congruen-
cias particulares 6, y 6> en un algebra de implicacién. Daremos condiciones necesarias y
suficientes para que se verifique 0; o 0, = 5 0 0; y veremos, entre otras consecuencias, que
un algebra de implicacién posee permutabilidad de congruencias si y solamente si existe
el infimo de todo par de elementos en ella. En la Seccién 7.2 abordaremos el problema de
la permutabilidad de congruencias para el caso mas general de las dlgebras de implicacion
de Lukasiewicz. En este caso nos valdremos de un teorema de representacion en términos
de productos globales para obtener la misma caracterizacion que en el caso de las dlgebras
de implicacion. Los resultados de este capitulo se encuentran publicados en [CasDia09] y
en [CamCasDiall].

7.1. Algebras de implicacién

7.1.1. El caso general

Dos congruencias 61, 65 sobre un algebra A se dice que permutan si 61 06, = 65 00;. El
siguiente resultado permite reducir el problema de la permutabilidad de dos congruencias
al caso en que su interseccion es la congruencia identidad. Recordemos que si 6y, 6, son
dos congruencias sobre un algebra A tales que 0; C 65, entonces la relacién

02/01 = {([a]a,, [ble,) : (a,b) € O}
es una congruencia sobre el algebra cociente A /6.

Lema 7.1.1 Sean 61,05 dos congruencias sobre un dlgebra A y sea 6 = 6, N 0Oy. Entonces

01002 = 02081 St Yy solo si 91/9092/0 = 92/0091/0

Demostracion. (=) Sea ([alg, [blg) € 01/0005/0. Luego existe [c|g € A/ tal que ([alg, [c]s) €
61/0 y ([clo, [b]a) € B2/6. Como ([a]e, [c]g) € 01/0, existe (a’, ) € 6y tal que ([a)y, [clo) =
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([a']g, []a). Luego (a,a’), (¢, ) € 6 C 0, y podemos deducir que (a,c) € ;. Andlogamen-
te se demuestra que (¢,b) € 0. Luego (a,b) € 0, o 6,. Utilizando la hipdtesis tenemos
entonces que (a,b) € 605 o 61, es decir, existe d € A tal que (a,d) € 6y y (d,b) € 0.
De aqui resulta inmediatamente que ([alg, [d]s) € 62/0 v ([d]o,[b]s) € 61/6, con lo cual
([a]e, [ble) € B02/6 o 01/60. Hemos probado entonces que 6,/60 o 65/0 C 05/6 o 0,/6. La
inclusién reciproca es analoga.

(<) Dado (a,b) € 6, o 0,, existe ¢ € A tal que (a,c) € 0; y (¢,b) € 0. Luego
([alg, [clo) € 61/0 y ([clo, [blo) € 62/0, es decir, ([a]q, [blg) € 61/6 o 65/0. Por hipétesis
tenemos entonces que ([alg, [blg) € #2/006,/6, con lo cual existe d € A tal que ([a]y, [d]y) €
02/61 v ([d]g,[blg) € 61/6. De la misma forma que en la implicacién reciproca, se ve
facilmente que (a,d) € 0y y (d,b) € 6y, con lo cual (a,b) € 6y o 6;. Hemos probado
entonces que ¢, o 65 C 0, 0 61 y la otra inclusién es completamente analoga. ]

El siguiente lema da una caracterizacién muy 1til de las clases de equivalencia asocia-

0
das a una congruencia en un algebra de implicacién. De aqui en adelante notamos a = b
en lugar de (a,b) € 0.

Lema 7.1.2 Consideremos un dlgebra A € 1 y una congruencia € Con(A). Entonces
para todo x € A la clase de equivalencia de x mddulo 6 estd dada por

[z]g = {an A (ag = 2) 1 g, a0 € [1]p y a1 A (e — ) existe}.
En otras palabras, y € [y si y sdlo si existen oy, o € [1]g tales que y = oy A (ag — ).

Demostracién. Sea y € [z]g. Entonces a1 = x — y € [1]g v as = y — x € [1]p. Notemos
que
ay—mr=y—z)—r=(—y —Sy=a —v.

Luego y < ay — x. Como y < ay, ag A (ag — ) existe y vale que
ag A (ay = 2)= (e =)= (1 = y) 2y=1—-y=uy.

Reciprocamente, dados aq,as € [1]p tales que a; A (g — ) existe, resulta que

al/\(oz2—>x)%1/\(1—>x):m,dedondeo¢1/\(o¢2—>x)E[x]g. O

Podemos probar ahora el teorema principal de esta seccién, en el que se caracteriza la
permutabilidad de dos congruencias cuya interseccion es la congruencia identidad.

Teorema 7.1.3 Sean A €1 y 0,05 € Con(A) tales que 0, N0y = A = {(a,a) : a € A}.
Las congruencias 01 y 05 permutan si y solo si se satisfacen las siguientes dos condiciones:

(1) existe el infimo o A\ 8 cualesquiera sean o € [1]g, y 5 € [1]g,,

(2) dado x € A, siempre que ezistan los infimos ay N\ (e — x) y 1 A (B2 — ) para
ay,ay € [g,, B1, Pe € [1)g,, también existe el infimo (a1 A 1) A ((aa A Ba) — x).
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Demostracion. (=) Supongamos que 61 o 0 = 65 o 0.

>

0
Para probar (1) consideremos a € [1]s, v 8 € [1]s,. Entonces a = 1 = 3, es decir,

61065 , 62061 . 02 61
a =" p,asique a = [. Por lo tanto, existe ¢ € A tal que a = ¢ = (5. Tenemos pues que

¢ — a € [1]p,. Ademds, como ¢ — a > «a € [1]p,, ¢ = a € [1]p,. Luego ¢ = a € [1]g, N[1]g,.
Pero [1]g, N [1]s, = {1} pues 6, N Oy = A. Concluimos entonces que ¢ — « = 1, es decir,
¢ < a. De la misma manera podemos probar que ¢ < /3, con lo cual existe el infimo a A 5.

Supongamos ahora que se verifican las condiciones del item (2) y sean a = oy A(oe — )
y b= p1 A (B2 = x). Luego

a:al/\(ag—>x)9_=1x95251/\(52—>x):b.

D>

2 01

Como #; y 0, permutan, existe y € A tal que a = y = b. Por (1), tanto ag A ; como
a9 A (o existen. Asi

[%
y—>(O[1/\Bl)EQy—)O!1.

Como a < a1, y — a <y — «q, asi que la ecuacion de arriba, junto con el hecho de que
y — a € [1]y,, implica que y — (a1 A B1) € [1]g,.
Anélogamente

0
y—>(a1/\ﬁl)51y—>51,

y como b < [y, entonces y — b <y — 1 ey — b € [l]p, de donde obtenemos que
y — (a1 A B1) € [1]p,. Hemos probado entonces que y — (o A 51) € [1]o, N [1]s, = {1}.
Por lo tanto y < ay A f;.

También tenemos que

y—>((042/\52)—>1:)052y—>(a2—>x)zy%ae[1]92,

Y= (e ABs) > 2) 2y — (Be— ) >y —be [l

En consecuencia, y — ((ag A B2) — x) € [1]g, N [1]g, = {1}, es decir, y < (g A fa) — .
Luego y es cota inferior de ay A 51 y (g A B2) — z, lo que demuestra que existe el
infimo entre dichos elementos. Esto completa la demostracién de (2).

(<) Supongamos que se cumplen las condiciones (1) y (2). Sea a % 2 £ b Como

a € [x]p, y b € [x]g,, por el Lema 7.1.2 existen oy, ay € [1]g, ¥ 51, B2 € [1], tales que
a=ao1 A (g = ), b= 01N (B — x).
Por (1) y (2), existe (a; A 81) A ((az2 A B2) = z). Luego
a=a; A (ay = x)
= (a1 A B1) A ((a2 A f) — )
= b A (B2 = )
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b=

. 62001
es decir, a = b. Il

Utilizando el Lema 7.1.1 podemos dar ahora una caracterizacion de la permutabilidad
de dos congruencias en el caso general.

Corolario 7.1.4 Sean A €1, 01,0, € Con(A). Entonces 0, y 6y permutan si y sélo si las
congruencias 01/(01 N 0O2) y O2/(01 N 6y) satisfacen las condiciones (1) y (2) del Teorema
7.1.3 en el algebra A /(6 N 6y).

7.1.2. El caso finito

En esta seccion simplificamos el resultado del Teorema 7.1.3 en el caso de un élgebra
de implicacion finita. Comenzamos mostrando algunas propiedades tutiles de las clases de
equivalencia determinadas por una congruencia.

Lema 7.1.5 Sean A € 1y 0 € Con(A). Las clases de equivalencia médulo 0 son cerradas
POT SUPTEMOS.

. 0 0 0
Demostracion. Si a = b, entonces aVa=aVb,yluegoa=aVb. U

Corolario 7.1.6 Sea A € 1 un dlgebra finita y sea @ € Con(A). Las clases de equivalencia
modulo 0 poseen ultimo elemento.

Demostracion. Sea x € A. Como A es finito, [z]y es finito. Entonces existe y = \/[z]g ¥y
por el lema anterior y € [z]yg. Asi y es el dltimo elemento de [z]y. O

Lema 7.1.7 Sea A €1 un dlgebra finita y sea 8 € Con(A). Sea x € A tal que v = \/[z]y,
entonces:

(a) xVa=1 para todo a € [1]p;

(

b)
(c) siy € [x]p, entonces existe un unico a € (1] tal que y = x A «;
d)

(

Demostracion.

[z]p = {x AN a € [l]y tal que eziste x A a};
six <y, entonces y = \/[y]o.

0
(a) Sea a € [1]p, entonces &« — z =1 — x = z, de donde o« — z € [z]y. Como x = \/[z],
tenemos que @ — x < x, asi que o — x = z. Esto, a su vez, implica que z V a = 1.

(b) Sea y € [z]g. Entonces a =z — y € [1]5.

Como y <z ey < a, el infimo entre z y a existe. Tenemos que z A o = (@ — (v —
y)my=(a—a)my=1-y=y.

A , 0
Reciprocamente, si existe x A « para algin « € [1]g, tenemos que x Aa =z A1 =z,
con lo cual x A « € [z]s.
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(c) Sélo debemos probar la unicidad de «. Para hacer esto, notemos que si y = = A a, es
necesario que a = x — y. De hecho,

r—oy=r—=>hNa)=—->2) N(z—=a)=1Na=a.

Observemos que hemos usado el hecho de que + — a = « dado en (a) por la condicién
equivalente z V a = 1.

(d) Supongamos que x < y y consideremos u = \/[ylg. Entonces u — y € [1]p y (u —

y) = T 21 sa= x, es decir, (u = y) — x € [z]p. Como = = \/[z]y, tenemos
(u—=y) = o < xy, de hecho,(u — y) - = = x, de donde (v — y) V x = 1. Luego
u—y=z—=(u—>y) =u—(xr—>y)=u—1=1,con lo cual u < y. Ademas,
como u = \[ylg, y < u. Esto muestra que y = u = \/[ylo.

O

Lema 7.1.8 Sea A € 1 un dlgebra finita y sean 01,65 € Con(A) tales que 01005 = 0006, .
St x € A es tal que x = \/[z]o, = V[2]o,, entonces x = \/[x](9,00,)-

)

Demostracion. Sea y € [2](g,08,) = [Z](g,001). Entonces existe z € A tal que y = 2

Sea s = \/[z]o, = V[ylg,- Luego z < sey <s.

e

0> 02
Como s = z, tenemos que sV =zVx =x pues v = \/[z]p, v 2 € [2]g,-
Asi, como x = \/[z]p, ¥ s V = € [z]g,, tenemos que sV z < x, es decir, s < x. Luego
y<s<uzx.
Esto muestra que x = \/[2](g,00,)- O

Ahora estamos en condiciones de probar el teorema principal de esta seccién.

Teorema 7.1.9 Sea A € 1 un dlgebra finita y sean 01,0 € Con(A) tales que 6, N0y = A.
Entonces 01 0 0y = 65 00, si y solo si dado cualquier © € A tal que x = \/[z]g, = \/[x]o,
se tiene que para todo a € [x]g, y todo b € [x]p, existe el infimo a Ab.

Demostracién. Supongamos primero que 61 060y = 6 06;. Sea x € A tal que z = \/[z]y, =
\/[I]Gw a € [I]91 y be [‘r]92'
01092 92001

61 6 :
Como a = z = b, tenemos que a = b, por lo tanto a = b. Luego existe ¢ € A tal
b 0
que a = ¢ = b.
01, 02 . 61002 .
Observemos que ¢ = b = z, es decir, ¢ = z. Por el lema anterior, z = \/[2](9,00,),
asi que ¢ < z. Luego  — a < ¢ — a. Pero como x — a € [1]g,, concluimos que ¢ — a €

0
[1]g,. Como a = ¢, tenemos que ¢ — a € [1]y,. Por lo tanto, ¢ — a € [1]g, N [1]g, = {1}
pues 1 N6y = A. Entonces c »a=1y c<a.
Anélogamente ¢ < b. Por lo tanto, existe el infimo entre a y b.

>

, 1 02 . ..
Reciprocamente, supongamos que a = ¢ = b y consideremos los siguientes elementos

de A:
= \/[a]el = \/[C]GN b= \/[b]92 = \/[6]927 U= \/[0]627 v= \/[b]91
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92 02 . 02
Como ¢ = t, tenemos que sV ¢ = s V t, es decir, s = s V £.
92 92 . 92
Como a = u, tenemos que a Vs =u V s, es decir, s = u V s.

Luegou\/sezzs\/t.
Ahora bien, como u = \/[u]s, v t = \/[t]g,, por el Lema 7.1.7 (d),

u\/SZ\/[u\/s]92:\/[s\/t]@:s\/t.

Analogamente podemos probar que t Vv = sV t.
91 91 . 91
Como a = s, resulta que uVa =uV s, es decir, u =uV s = sVt Luego u € [sVt]y,.

0 0 9
Como b = ¢, tenemos que bV v =tV v, es decir, v =t Vv = sV t. Asi v € [s V t]g,.
Por el Lema 7.1.7 (d) sabemos que s V't = \/[s V t]lg, = V[s V t]y,. Por lo tanto,

utilizando la hipétesis, concluimos que u A v existe.
02

0
Como sV t = v, obtenemos que u A (s V t) = u A v, es decir, u = u A .

=i

0 0
Como sV t = u, obtenemos que (sVt)Av=uAw,es decir, v = uAv.

Finalmente
92 92 91 91
Ga=u=uANv=v=0b,

>

020
y asi a = b. Esto basta para concluir que las congruencias 6, y 65 permutan. U

Corolario 7.1.10 Sea A un dlgebra de implicacion y sean 01,05 € Con(A) tales que
A/(0, N 0Oy) es finita. Entonces 01 00y = 0 00 si y sélo si las congruencias 01/(6, N O2)
y 02/(61 N Os) satisfacen las condiciones del teorema anterior en el dlgebra A/(6, N Os).

7.1.3. Algunas aplicaciones

En esta seccion daremos algunas aplicaciones de los resultados dados en las seccio-
nes anteriores. Por ejemplo veremos que se puede probar facilmente que un algebra de
implicacion tiene la propiedad de permutabilidad de congruencias si y sélo si todo par
de elementos posee infimo. Este resultado ya habia sido probado por Cornish en [Cor80,
Teorema 3.14]. También simplificaremos la demostracion de la caracterizacién de las con-
gruencias factor dada en [DiaTor03]. Finalmente, teniendo en cuenta los resultados sobre
algebras de implicacién libres presentados en [DiaTor03], hallaremos las congruencias so-
bre las algebras de implicacién libres con un ntimero finito de generadores que conmutan
con toda otra congruencia de la misma algebra.

Algebras de implicacién con permutabilidad de congruencias

Recordemos que un &algebra A se dice que tiene la propiedad de permutabilidad de
congruencias si todo par de congruencias sobre A permutan (para una exposicién mas
detallada del tema consultar [BurSan81]). El siguiente teorema se encuentra en [Cor80,
Teorema 3.14] y da una caracterizacion sencilla de las dlgebras de implicacién con permu-
tabilidad de congruencias. Lo que haremos a continuacion es mostrar que dicho resultado
es una consecuencia directa del Teorema 7.1.3.
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Teorema 7.1.11 Un dlgebra A € 1 tiene la propiedad de permutabilidad de congruencias
si y solo si para todo par de elementos a,b € A eziste el infimo a A b.

Demostracion. Supongamos que A tiene permutabilidad de congruencias. Notemos que
sia,b € AyaVb=1, entonces Fg(a) N Fg(b) = {1}. Luego, por el Teorema 7.1.3, el
infimo entre a y b debe existir. Ahora bien, dados a,b € A cualesquiera, tenemos que
aV (a — b) = 1. Luego existe c € A tal que c < ayc < a— b dedonde c <ay
a<c—b Asic < ¢ — b, es decir, c - (¢ = b) =c— b=1, con lo cual ¢ < b. Esto
muestra que ¢ es una cota inferior de a y b, por lo que el infimo entre dichos elementos
debe existir.

Reciprocamente, si existe el infimo de todo par de elementos de A, esta propiedad
también se verifica en A/(6y N 6,), donde 601,02 € Con(A). Luego las condiciones del
Teorema 7.1.3 se cumplen trivialmente y por el Corolario 7.1.4 concluimos que 6, y 6,
permutan. O

Observar que, como consecuencia del teorema anterior, A tiene la propiedad de per-
mutabilidad de congruencias si y sélo si es un algebra de Boole generalizada bajo las
operaciones de reticulado.

Congruencias factor

Una congruencia # sobre un algebra A se dice una congruencia factor si existe una
congruencia 6* tal que 6NO* = A, 6V =V y 0o =0"of. Para més detalles sobre
la importancia de las congruencias factor y sus propiedades ver [BurSan81].

Las congruencias factor en un &lgebra de implicacién fueron caracterizadas en
[DiaTor03]. Podemos ver ahora que dicho resultado resulta también como consecuen-
cia del Teorema 7.1.3. Recordemos que, como I es una variedad con distributividad de
congruencias, para cualquier dlgebra A € I el reticulado de congruencias Con(A) es pseu-
docomplementado. Denotamos con 6+ el pseudocomplemento de una congruencia @ sobre
A. No es dificil probar que [1]p0 ={z € A:2Vy =1 para todo y € [1]p}.

Teorema 7.1.12 Sean A €1 y 0§ € Con(A). Entonces 0 es una congruencia factor si y
solo si se verifican las siguientes condiciones:

(a) Para todo ¢ € [1]g y todo b € [1]g1, ¢ A b existe.
(b) Para todo a € A, existen unicos ¢, € [1]p y by € [1]p+ tales que a = ¢, A by

Demostracion. Supongamos que 6 es una congruencia factor. La condicién (a) se sigue
inmediatamente del Teorema 7.1.3. Por otra parte, como V#+ =V, Fg([1]oU[1]41) = A.
Asimismo, como [1]y y [1]4+ son ambos crecientes y cerrados por infimos (cuando existen),
Fg([1loU[1]gr) = {c Ab: c € [1]p,b € [1]gr tal que ¢ A b existe}. Esto implica la parte
existencial de la condicién (b). La unicidad es inmediata.

Reciprocamente, supongamos que # es una congruencia que satisface las condiciones
(a) y (b). Basta probar que 6 o+ = V. En efecto, sean a,d € A, entonces por (a) existen
CarCqg € [L]g y ba,ba € [1]pr tales que a = ¢, ANby y d = cq A bg. Por (b), cq A by existe,

4

0 0
asi que a = cy, ANby = cqgANby = cg Nbg = d. ]
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Permutabilidad de congruencias en algebras de implicacion libres

Estudiaremos ahora la permutabilidad de congruencias en &lgebras de implicacion
libres con un nimero finito de generadores. Hallaremos cuéles son las congruencias sobre
dichas algebras que permutan con todas las demés.

El dlgebra de implicacién libre Freej(X) es la subdlgebra del {—, 1}-reducto del alge-
bra de Boole libre Freeg(X) generada por X. De hecho, Freej(X) = {p € Freeg(X) :
p > z, para algin z € X} (ver [DiaTor03] y las referencias dadas alli). Se sigue de esta
descripcion que, al igual que en las dlgebras de Boole libres, si X es infinito, entonces la
tunica cota superior de X, relativa al orden natural de Freej(X), es 1; y si X es finito,
entonces el conjunto de las cotas superiores de X es {1,\/ X}, donde \/ X es un codtomo.

En [DiaTor03] los autores hallan todas las congruencias factor de Freer(X). Para
referencia enunciamos aqui el teorema principal de ese articulo.

Teorema 7.1.13 Si X es infinito, entonces Freej(X) es directamente indescomponible.
Si X es finito con al menos dos elementos, entonces Freer(X) tiene un dnico par de
congruencias factor no trivial {0,0+} dado por [1]g = {1,\/ X} y [1]pr = {a € Freey(X) :
aVVX =1}

En la demostracion del siguiente teorema usaremos el hecho de que el reticulado de
congruencias Con(A) para un algebra de implicacién finita A es un reticulado booleano
(ver el Corolario 6.2.29 del capitulo anterior). Luego, para cada congruencia 6, su pseu-
docomplemento 6+ es, en realidad, su complemento.

Teorema 7.1.14 Sea X un conjunto finito con al menos dos elementos y sea Freey(X) el
dlgebra de implicacion libre generada por X. La congruencia 6 dada por [1]g = {1,\/ X'}
y su pseudocomplemento 0+ son las tnicas congruencias no triviales de Freep(X) que
permutan con todas las congruencias.

Demostracion. Primero mostramos que 6 permuta con todas las congruencias. Para ver
esto, sea 0’ cualquier congruencia sobre Freey(X). Sean F' = [1] ={1,\V X}y F' = [1]¢,
los filtros implicativos correspondientes. Si F' C F’, es inmediato que 6 y #’ permutan.
Luego podemos suponer que F' Z F’. En este caso, F'NF' = {1}.

Por el Teorema 7.1.9, para probar que 6 y 6’ permutan, es suficiente probar que si
z=\[zlo = V[z]o y a € [z]s, b € [z]o, entonces existe a A b.

Sia=2z aANb=2zNb=0, asi que podemos asumir que a # z. Luego, por el Lema
7.1.7 (b), sabemos que [alg = {z,2A\/ X}, con lo cual a = z A \/ X.

Como existe algun = € X tal que z < b, \/ X A b existe y tenemos que

V/xAb)=sa=(\/X=>a)Vd-—a).

Como \/ X 2 LLVX —a 2 Hay dos posibilidades, a saber, \/ X — a = a o bien
V X — a = z. En el primer caso, \/ X =\/ XVa = 1, contradiccién. Luego \/ X — a = z.
Esto muestra que

(/X Ab)=a=2V(b—a).
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Ahorabien,z\/(b—>a)%z\/(b—>z):z\/lzlyz\/(b—>a)952\/(2—>a):1.
Como F'NF' =1, concluimos que z V (b — a) = 1, es decir, (\/ X Ab) — a = 1. Por lo
tanto, \/ X A b < a. Esto muestra que a A b existe y completa la demostracion de que 6 y
0" permutan.

Probemos ahora que 6+ también permuta con todas las congruencias. Sea 6 una
congruencia arbitraria sobre Freej(X). Si ¢/ C 6+, es inmediato que ¢ y 6+ permutan.
Por lo tanto, asumimos que & Z 6+. Sélo debemos verificar que 0+ 0§’ = V.

En efecto, observemos que F* = [1]41 es un filtro implicativo maximal ya que F' es un
filtro implicativo minimal y Con(Free;(X)) es un reticulado booleano. Es facil ver que
las dos clases de congruencia médulo 8+ son F+y (\/ X] = {a € Freer(X) :a <\ X}.
Ahora bien, si llamamos F’ = [1]y, como F’ € F4, existe z € F'\ F+. Como z ¢ F*,
z <\ X y entonces \/ X € F".

Sean a,b € Freey(X). Mostraremos que a 0;9/ b. Hay tres casos diferentes, a saber:

L 0100’

» Sia,be Ftosia,be (\/X], entoncesa =byluegoa = b.

S

» Supongamos que a € F*+yb € (\/ X]. Sea c = \/[bs. Por el Lema 7.1.7 (a), tenemos
que cVa = 1 para todo a € F'. En particular, en el caso de que v = \/ X, obtenemos
que ¢ € F*. Luego

» Seaac (\/X]ybe Ft. Como b > z para algin x € X, bA'\/ X existe. Luego

aezb/\\/Xezlb/\lzb.

Esto muestra que 6+ y ¢’ permutan.

Reciprocamente, consideremos una congruencia no trivial ' sobre Freer(X) tal que ¢’
permuta con toda otra congruencia. Sabemos que 8'N(6')+ = Ay que OV (#')+ = V. Més
atin, como # permuta con toda congruencia, en particular 6’ o (6')* = (8')* o §'. Luego
{0/, (0)+} es un par de congruencias factor. Por el Teorema 7.1.13, # = 6 o bien ¢’ = 6+.

O

7.2. Algebras de implicacién de Lukasiewicz

Al igual que para las algebras de implicacion, veremos que las algebras de implicacion
de Lukasiewicz tienen permutabilidad de congruencias si y sélo si existe el infimo de todo
par de elementos. Sin embargo, la demostracién no resulta tan elemental debido a que la
mayoria de las propiedades deducidas en el caso de dlgebras de implicacién hacen uso del
axioma (r — y) — x = z, el cual no es valido en el contexto mas general de las dlgebras
de implicacién de Lukasiewicz.
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Comencemos observando que la existencia de infimos para todo par de elementos se
puede describir utilizando la siguiente sentencia de primer orden:

(Vay,22)(32)(z w1 =1& 2z 5 20 = 1& (2) — 2) V (22 = 2) = 1).

En efecto, si z < x1 y 2z < 29, 2 es una cota inferior de {x1, x5}, por lo que sabemos que
existe x1 A xo y vale:
Ty ANxy = (11 = 2) V(22 = 2)) = 2.

Ahora bien, si suponemos ademés que (x; — z) V (x2 — z) = 1, resulta entonces que
r1 A 29 = z. Reciprocamente, si existe el infimo entre x; y s, basta tomar z = x1 A x5
para verificar la sentencia anterior.

Maés ain, cuando el infimo entre dos elementos existe, éste es tnico. con lo cual la
sentencia anterior es equivalente a la siguiente:

(Vry,20)(F2)(z w21 =1& 2z 5 20 =1& (21 = 2) V (22 — 2) = 1).

Este es un tipo muy especial de sentencias, que tienen la propiedad de ser preservadas
bajo productos subdirectos globales (ver Capitulo 5, Seccién 2). Por ello, serd conveniente
tener una representacion de las algebras de implicacién de Lukasiewicz como productos
subdirectos globales. Para obtener dicha representacion utilizaremos el Teorema 5.2.1. En
nuestro caso, dada un algebra de implicacion de Lukasiewicz A con permutabilidad de
congruencias, la clase V(A)y, U {algebras triviales} es exactamente V(A),,, es decir, la
clase formada por los miembros totalmente ordenados de V(A). En particular, dicha clase
se puede axiomatizar utilizando las ecuaciones que definen la variedad V(A) junto con la
siguiente sentencia universal:

Vz,y)(x wy=16y —»x=1).

Luego V(A)yy U {algebras triviales} es una clase universal. El siguiente teorema de re-
presentacion resulta entonces una consecuencia inmediata del Teorema 5.2.1.

Teorema 7.2.1 St A € L y A posee permutabilidad de congruencias, entonces A es
producto subdirecto global de dlgebras de itmplicacion de Lukasiewicz totalmente ordenadas.
Mas precisamente, si MI(A) es el conjunto de congruencias infimo-irreducibles sobre A,
entonces la inmersion natural

A< 11 A/6

0 MI(A)U{Ax A}
resulta un producto subdirecto global con la topologia de ecualizadores.

Observacién 7.2.2 El espacio MI(A)U{A x A} es compacto con la topologia de ecua-
lizadores. Para ver esto es suficiente probar que MI(A) es compacto, pues la congruencia
total A x A pertenece a todos los ecualizadores. Ahora bien, por el Teorema de Subbase de
Alexander, basta considerar cubrimientos de MI(A) formados por subbdsicos, es decir,
por ecualizadores. Como, ademds, la condicién 6 € e(a,b) es equivalente a (a,b) € 6, la
compacidad de MI(A) se traduce en la siguiente propiedad: si S C A x A es tal que para
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toda 0 € MI(A) existe (a,b) € S con (a,b) € 6, entonces existe un subconjunto finito
So C S tal que para toda 8 € MI(A) existe (a,b) € Sy con (a,b) € 6. Probaremos que
este es el caso.

En primer lugar, notemos que existe el infimo entre a y b siempre que a Vb = 1. En
efecto, sean I} = Fg(a) y F» = Fg(b), y consideremos 61, 6, las respectivas congruencias
asociadas. Claramente (a,1) € 0, y (1,b) € 0s, esto es, (a,b) € 01 0 0. Como 0 y O
permutan, existe ¢ € A tal que (a,c¢) € O3y (¢,b) € 0. Asic —a € Fyyc— be Fy. Mas
aun, resulta que ¢ — a,c — b € Fy N Fy. Pero Fi N Fy = Fg(aVvb) = {1}. Luego, c<ay
¢ < b, de donde resulta que existe el infimo entre a y b.

Si recordamos ahora que para todo a,b € A tenemos que (¢ — b) V (b — a) = 1,
resulta entonces que existe el infimo (a — b) A (b — a). Podemos considerar entonces el
conjunto

X = {\/(az — bl) A (bl — CLZ') : (a,-,bi) € S} .
i=1
Supongamos que 1 € X. Como X es cerrado bajo supremos, por el Teorema 5.1.7 existe
un filtro primo P en A tal que P N X = (). Por otra parte, como P es un filtro primo,
A /P es una cadena, asi que 0p € MI(A). Luego, existe (a,b) € S tal que (a,b) € 0p. Se
sigue entonces que (a — b) A (b — a) € PN X, contradiccion.

Esto muestra que 1 € X. Luego 1 = /! (a; — b;)A(b; — a;) para algunos (a;, b;) € S.
Ahora bien, dada cualquier congruencia § € MI(A), el filtro asociado Py es un filtro
primo, y como 1 € P, debe existir j € {1,...,n} tal que (a; = b;) A (b; = a;) € Py o,
equivalentemente, (a;, b;) € 6. Esto completa la demostraciéon de que M 1(A) es compacto.

Como consecuencia de la representacion del teorema anterior obtenemos la caracteri-
zacion deseada para las algebras con permutabilidad de congruencias.

Teorema 7.2.3 Sea A un dlgebra de implicacion de Lukasiewicz. Entonces A tiene per-
mutabilidad de congruencias si y solo si para todo par de elementos x,y € A existe el
infimo x N\ y.

Demostracion. Sea A € IL con permutabilidad de congruencias. Consideremos la sentencia
o= Vr,2)32)(z 221 =1& 2> 20=1& (21 = 2) V(22 > 2) = 1).

Por la discusion anterior sobre esta sentencia, es claro que toda algebra de implicacién de
Lukasiewicz totalmente ordenada satisface ¢. Luego, basta utilizar el teorema anterior y
la Proposicién 5.2.2 para concluir que en A existe el infimo para cada par de elementos.

Ahora supongamos que A es un algebra de implicaciéon de Lukasiewicz tal que todo
par de sus elementos posea infimo. Esto nos permite considerar la aplicacién f : A3 — A
dada por

f(,y,2) = ((z = y) = 2) A ((z = y) = ).

Si bien f no es una aplicaciéon determinada por un término en el lenguaje de las algebras
de implicacién de Lukasiewicz, por la Proposicién 6.1.3, tenemos que si F' es un filtro
implicativo de A tal que z; =p y;, 1 < i < 3, entonces f(x1,x2,23) =r f(y1, Y2, y3)-
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Ahora bien, la aplicaciéon f actiia como lo hace un término de Mal’cev. En efecto, se
verifica facilmente que f(x,z,2) = z y que f(z,z,2) = x. Por lo tanto, si z =g, 2z =p, v,
tenemos que

T = f(x,z,z) =F f(xuyv'Z) =F f<y7yvz> =z

Esto prueba que A tiene permutabilidad de congruencias. Il

Algebras minimalmente no permutables

Decimos que un algebra A es minimalmente no permutable si no tiene permuta-
bilidad de congruencias, pero cada uno de sus cocientes no triviales tiene permutabilidad
de congruencias.

Lema 7.2.4 Dada un dlgebra finita A, A no tiene permutabilidad de congruencias si y
solo si al menos uno de sus cocientes es minimalmente no permutable.

Demostracion. Supongamos que A no posee permutabilidad de congruencias. Si todos su
cocientes no triviales tienen permutabilidad de congruencias, entonces A es minimalmente
no permutable y no hay nada mas que probar. Por otra parte, si A posee al menos un
cociente no trivial que no tenga permutabilidad de congruencias, podemos considerar un
cociente de A de cardinal minimo que no tenga permutabilidad de congruencias. Dicho
cociente debe ser minimalmente no permutable pues sus cocientes propios son cocientes
de A de cardinal menor.

Reciprocamente, si A tiene permutabilidad de congruencias, todos sus cocientes tam-
bién. Luego A no puede tener un cociente que sea minimalmente no permutable. O

En el siguiente lema damos una caracterizacion de las algebras de implicacion de
Lukasiewicz finitas minimalmente no permutables.

Proposicién 7.2.5 Un dlgebra de implicacion de Lukasiewicz finita es minimalmente no
permutable si y solo si es isomorfa a un creciente propio de un producto directo B de
cadenas finitas y contiene los dtomos del esqueleto booleano de B.

Demostracion. Sea A un &algebra de implicaciéon de Lukasiewicz finita minimalmente
no permutable. Podemos considerar A como un creciente en un producto directo B de
cadenas finitas tal que A contiene los codtomos del esqueleto booleano de B (ver Teorema
6.1.1). Como A no tiene permutabilidad de congruencias, A es una subdalgebra propia de
B, pues, de lo contrario, todo par de elementos tendria infimo en A.

Podemos escribir B = [[\_, B;, donde cada B; es el reducto implicativo de una MV-
cadena finita. Para cada j € {1,...,n}, sea F; = {v € A: 2(i) = 1 para i # j}. Es facil
chequear que Fj es un filtro implicativo no trivial de A. Luego A /Fj tiene permutabilidad
de congruencias y, por el Teorema 7.2.3, todo par de elementos en A/F} tiene infimo.
Como A/F; = {x € A, z(j) = 1}, se sigue que (0,...,0,1,0,...,0) € A, donde 1 ocupa
la posicién j-ésima.

Esto muestra que A contiene todos los atomos del esqueleto booleano de B.
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Reciprocamente, supongamos que A contiene todos los atomos del esqueleto booleano
de B. Es claro entonces que todo cociente no trivial tiene primer elemento y, por tanto,
tiene permutabilidad de congruencias. Como A es propia, no posee el primer el elemento de
B, luego no puede tener permutabilidad de congruencias, con lo cual A es minimalmente
no permutable. O
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Capitulo 8

Cuasivariedades y algebras
débilmente proyectivas

En este capitulo abordamos dos problemas distintos para la variedad de las algebras
de implicacion de Lukasiewicz, pero que, para su resolucién, hacen uso de un mismo
resultado: la descripcién de las dlgebras libres finitamente generadas dada en [Dia08].
Sera de utilidad también considerar las algebras de implicacién de Lukasiewicz como
subreductos de MV-dlgebras y asi poder aprovechar el conocimiento que se tiene sobre la
estructura de las MV-algebras, especialmente la descripcion de las MV-algebras libres en
términos de funciones de McNaughton.

En la Seccién 8.1 estudiaremos las cuasivariedades de algebras de implicacién de
Lukasiewicz. De hecho, mostraremos que no hay mas cuasivariedades que las varieda-
des. En un primer momento probaremos esto sélo en el caso localmente finito, es decir,
mostraremos que no hay cuasivariedades propias dentro de las subvariedades L,, = V(L,,),
n € N. Luego extenderemos este resultado a la variedad total L.

En la segunda seccion de este capitulo vamos a estudiar las algebras de implicacién
de Lukasiewicz débilmente proyectivas. Veremos que todos los miembros finitos de I son
débilmente proyectivos pero que algebras sencillas como, por ejemplo, una cadena infinita,
no lo son.

8.1. Cuasivariedades

Comenzamos abordando el estudio de las cuasivariedades en cada subvariedad local-
mente finita LL,, = V(L,,), para lo cual es 1til conocer las algebras criticas de L. Recorde-
mos que un algebra finita A es critica si no pertenece a la cuasivariedad generada por
sus subalgebras propias. La importancia de estas algebras se ve reflejada en el siguiente
teorema. Reproducimos una demostracién de J. Gispert y A. Torrens en [GisTor| pues
dicho articulo no esta publicado.

Teorema 8.1.1 Toda cuasivariedad localmente finita estd generada por sus dlgebras criti-
cas.

Demostracion. Sea K una cuasivariedad localmente finita y sea A € K. Consideremos
la familia F' de subalgebras finitamente generadas de A. Es bien conocido que A puede
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sumergirse en un ultraproducto de miembros de F (ver, por ejemplo, [BurSan81, Capitulo
V, Teorema 2.14]). Por lo tanto, A € ISPy (F). Como K es localmente finita, tenemos que
A € ISP;({B < A:Bes finita}) C Q(Kyyy,), donde Ky;, denota la clase de las algebras
finitas de K. Esto muestra que K = Q(Ky;,).

Sea A € Ky;,. Afirmamos que Q(A) = Q({B < A : B es critica}). Procedemos por
induccién sobre el cardinal de A. Si |A| = 1, entonces A es critica y el resultado es
inmediato. Supongamos entonces que |A| = n > 1. Si A es critica, no hay nada més
que probar. Por otra parte, si A no es critica, entonces Q(A) = Q({B < A: B # A}).
Para cada B < A, B # A, se tiene que |B| < n, por lo que, por hipétesis inductiva,
Q(B) = Q({C < B : C es critica}). Juntando estos resultado obtenemos que Q(A) =
Q({C < A : C es critica}), como queriamos probar.

Finalmente tenemos que

K = Q(Kyin) = Q({B : B es critica, B< A A € Ky, }) = Q(Keir) CK,
donde K,.;; es la clase formada por las dlgebras criticas de K. O
Determinaremos ahora las algebras criticas de la variedad L.

Teorema 8.1.2 Sea A un dlgebra de implicacion de Lukasiewicz. Entonces A es critica
st y solo si A = Ly, para algin k € N.

Demostracion. Sea A un algebra de implicacion de Lukasiewicz finita. Como A es fi-
nita, A € ISP(L;,,...,L; ) para ciertos 4y,...,4, € N, donde cada L;, es una imagen
homomorfa de A y, por el Corolario 6.1.6, isomorfa a una subdlgebra de A.

Si A no es isomorfa a ningin L, £ € N, entonces A pertenece a la cuasivariedad
generada por sus subalgebras propias, es decir, A no es critica.

Reciprocamente, si A =2 L, sus subalgebras propias son isomorfas a las algebras L;,
1<i<k—1.Como A & V(Li_1), se deduce que A es critica. O

Corolario 8.1.3 V(L) = Q(Ly) para todo k € N.

Demostracion. Por el Teorema 8.1.1, V(Lg) estd generada como cuasivariedad por sus
algebras criticas. Pero las tnicas dlgebras criticas en V' (Ly) son isomorfas a las algebras
Li,..., Lk, y ademés son todas subdlgebras de L. Por lo tanto, V(L) = Q(Ly). O

Corolario 8.1.4 Toda subcuasivariedad de V(Ly), k € N, es una variedad.

Demostracion. Sea Q una subcuasivariedad de V' (Ly). Por el Teorema 8.1.1, Q estd ge-
nerada como cuasivariedad por sus miembros criticos, que son Ly, Lo, ... L, para algin
r < k. Por lo tanto, Q = Q(L,) = V(L,) y es una variedad. O

Queremos extender el Corolario 8.1.4 a la variedad total L de algebras de implicacién
de Lukasiewicz. En [GisMun05] los autores muestran que la variedad de las MV-algebras
posee la propiedad de inmersion finita (que llamaremos FEP, por sus siglas en inglés).
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Esto significa que dada cualquier MV-algebra A y cualquier subdlgebra parcial finita P
de A, existe una MV-algebra finita B tal que P se puede sumergir en B. Entre otras con-
secuencias, esta propiedad implica que la variedad MV de las MV-algebras esta generada
como cuasivariedad por sus miembros finitos. Ahora bien, como las algebras de implica-
cién de Lukasiewicz son los {—, 1}-subreductos de las MV-dlgebras, es una consecuencia
sencilla que la variedad L también posee la FEP. Enunciamos esto como un teorema y
damos a continuacién dos consecuencias inmediatas de este hecho.

Teorema 8.1.5 La variedad L posee la FEP.
Corolario 8.1.6 L estd generada como cuasivariedad por sus miembros finitos.

Corolario 8.1.7 L = Q({L; : k € N}).

En [Dia08] aparece una caracterizacion de las dlgebras de implicacién de Lukasiewicz
libres con un ntmero finito de generadores libres. En particular, se calcula en dicho tra-
bajo el algebra libre con dos generadores libres. Reproducimos brevemente aqui dicha
construccion pues nos sera de suma utilidad.

Sea Freeyy (1) la MV-dlgebra libre con un generador libre, es decir, la MV-élgebra de
funciones de McNaughton sobre el intervalo real [0, 1]. Sea

M2 = FreeMV(l) X FreeMV(l).

Decimos que un par (f1, fo) € My es compatible si f1(0) = f5(0). Consideremos entonces
el conjunto M$ de pares compatibles. Es claro que M§ es un subuniverso de M. Sean
x1 = (2,0) y 22 = (0,2), donde = es el generador libre de Freeyy(1). Para i = 1,2,
consideremos los conjuntos crecientes [x;) = {(f1, f2) € MS : x; < (f1, f2)}. Entonces

Freer,(2) = ([x1) U [z2), —, 1).
Proposicién 8.1.8 Freer (2) posee una subdlgebra isomorfa a Ly para todo k € N.

Demostracion. Ly es una subdlgebra de cualquier dlgebra de implicacién de Lukasiewicz
no trivial. Para k > 2 consideremos la siguiente funcién de McNaughton:

-z para 0 <z < 1,
frlw) =3 (k—=1)z paraj <z <l
1 para = <z <1
Es facil ver que
I —rx para 0 <z < 1,
fi(x)=< r(k—1z—r+1 para;<z< 3,
1 para ;15 <@ <1,

para 1 <r < k. Ver la Figura 8.1.
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1
1 1

Figura 8.1: Funciones de McNaughton f;

Afirmamos que {1, fi, f2,. .., fF} es una subdlgebra implicativa de Freeyy(1) isomorfa
a Ly. En efecto, de la Figura 8.1 es claro que

1 sir>s

T S _
fo = fi= .

k k { ,fT s1r < S.

También podemos representar f, mediante un MV-término. En efecto, observando la
Figura 8.1, se ve que dicho término es t;, = -z V (k — 1)z.

Ahora considérense los siguientes elementos de Freep (2): (1,1), (1, fx), (1, f2), .-,
(1, fF). Es inmediato que todos pertenecen a Freer (2) ya que son todos pares compatibles
mayores a (z,0). Luego Freer,(2) tiene una subalgebra isomorfa a L. O

Teorema 8.1.9 Toda subcuasivariedad de I es una variedad.

Demostracion. Sea QQ una subcuasivariedad de L y sea V = V(Q). V es una subvariedad
de L, por lo que o bien V = V(L) para algin k£ € N o bien V = L.

En el primer caso, Q C V(L) y el Corolario 8.1.4 implica que Q es una variedad. En
el segundo caso, tenemos que L = V(Q). Pero como Freey,(2) = Freeg(2), se tiene que
Freep (2) € Q. Por la proposicién anterior, concluimos entonces que Ly € Q para todo
k € N. Finalmente, el Corolario 8.1.7 implica que Q = L. U

8.2. Algebras débilmente proyectivas

Recordemos que un dlgebra A en una variedad V se dice débilmente proyectiva si
dadas algebras B, C € V, un homomorfismo sobreyectivo h : B — C y un homomorfismo
g : A — C, existe un homomorfismo A : A — B tal que g = f o h. En otras palabras, un
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algebra A es débilmente proyectiva si el siguiente diagrama se puede completar con un
homomorfismo A : A — B de forma que resulte conmutativo:

A
]
g
v

siendo f un homomorfismo sobreyectivo.

Como ejemplo de algebras débilmente proyectivas podemos citar a las algebras libres
en la variedad V. Es sencillo verificar que todas ellas son efectivamente débilmente pro-
yectivas. Mas atn, las dlgebras libres nos permiten obtener una caracterizacién de las
algebras débilmente proyectivas. El siguiente resultado es estandar y muy sencillo de pro-
bar. Recordemos que un retracto de un algebra A es un algebra B para la cual existen
homomorfismos 7 : A — B y ¢ : B — A tales que 7w o es la identidad en B.

Proposicién 8.2.1 Un dlgebra A en una variedad V es débilmente proyectiva si y solo
st es un retracto de un dlgebra libre en V.

Otra propiedad ttil de las algebras débilmente proyectivas cuya demostracion es di-
recta es la siguiente.

Proposicién 8.2.2 Si A es un dlgebra débilmente proyectiva en V, todo retracto de A
también es débilmente proyectivo en V.

Vamos a probar que Freer, (m) es un retracto de Freer,(m). De esta manera, teniendo
en cuenta la Proposicion 6.1.6, resulta inmediato que toda algebra finita en IL es débilmente
proyectiva. Para ello nos valdremos de la caracterizacién dada en [Dia08] de las dlgebras
libres en IL con un numero finito de generadores libres.

Denotamos con M ([0, 1]™) al conjunto de las funciones de McNaughton sobre el cubo
m-~dimensional [0, 1]™. En general, dado S C [0, 1]™, denotamos con M (S) al conjunto
formado por todas las funciones f : S — [0,1] que son restricciones de funciones en
M([0,1]™). Observemos que sobre M(S) hay una estructura natural de MV-dlgebra; a
dicha MV-dlgebra la notamos M(S). Denotaremos con M™([0,1]™) a las funciones de
McNaughton f : [0,1]™ — [0, 1] tales que existe un indice ¢ € {1,2,...,m} de modo
que se verifica f(z1,...,x,) > x; para todo (x1,...,z,) € [0,1]™, en otras palabras,
f es mayor o igual a alguna de las proyecciones. Definimos en forma anédloga M™(.S)
para cualquier subconjunto S C [0,1]™. Como M™(S) es un subconjunto creciente en
M(S), M*(S) es un subuniverso implicativo. Luego definimos el dlgebra de implicacién
de Lukasiewicz M1 (S) = (M*(S),—,1). Con estas notaciones, la caracterizacién de las
algebras libres en L dada en [Dia08] es la siguiente.

Teorema 8.2.3 Liamando O, = {(z1,...,2y) € [0,1]™ : x; = 0 para algin indice i},

Freep (m) = M (0,,).
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La caracterizacién de las algebras libres en la subvariedad L, resulta entonces una

consecuencia sencilla. Dado a = (ay,...,a,) € Q™, llamamos denominador de a y lo
notamos den(a) al inico d € N tal que a; = %, k; € Z, tal que MCD(ky, ... kp,d) =1

(aqui MCD significa mdzimo comin divisor).
Corolario 8.2.4 Llamando R,0,, = {z € O,, NQ™ : den(z) < n},
Freer, (m) 2 M (R,0,,).

Vamos a probar que M*(R,,0,,) es un retracto de M*(0O,,), con lo cual M*(R,0,,)
resultara un algebra débilmente proyectiva en la variedad L. Para ello necesitaremos
varios resultados previos sobre la estructura de la MV-élgebra [0, 1] y sobre las funciones
de McNaughton.

Lema 8.2.5 En la MV-dlgebra [0,1], se tiene que b* > a si y sélo si a = 0 o bien
b> 22t 41,
=%

Demostracién. Si suponemos que b* > a, entonces max{0,kb — k + 1} > a. Luego,
suponiendo a # 0, tenemos que kb — k + 1 > a, es decir, b > aT_l + 1.

Reciprocamente, si @ = 0 no hay nada que probar y si b > “—;1+1, entonces kb—k+1 >
a,conlocual b* =kb—k+1>a. [l

Lema 8.2.6 En la MV-dlgebra [0,1], si a € [==1,1), entonces

n
a—ad"=d"', paral <k <n.

2

En particular, el conjunto {1,a,a*, ... a"} es una subdlgebra implicativa de [0, 1] isomorfa

aL,.
Demostracion. Sea a € [”T_l, 1) y 1 <k <n. Luego

n—1 k—1
a > > ,

n -k

de donde
ka—k+1>0,
con lo cual
a* = méx{0,ka — k +1} = ka — k + 1.

Por lo tanto,

a—a"=-a@ad
=min{l, (1 —a)+ (ka —k+ 1)}
=min{l,(k — Da—(k—1) + 1}
= min{1,d" '}

_ akfl.
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Para ver que {1, a,a?

suficiente verificar que

,...,a"} es una subdlgebra implicativa de [0, 1] isomorfa a L,, es

ar—>ak:ak_r, para 0 <r <k <n.

Esto resulta inmediatamente al aplicar reiteradamente la ecuacién a — a* = a*~ 1. [

Corolario 8.2.7 Dada f :[0,1]™ — [0,1] una funcion de McNaughton no constante tal
que f(x) > ”T’l para todo x € [0,1]™, se tiene que {1, f, f*,..., f"} es una subdlgebra
implicativa de M([0,1]™) isomorfa a L.

Lema 8.2.8 Seaa € [0,1]NQ, a =%, d=den(a) yr € Z, 0 <r < d. Dado £ > 0, existe
una funcion de McNaughton f :[0,1] — [0, 1] tal que:

= fla) =

= f(z) > % para todo x € [0,1],

Y

Ul

v f(x) =1 siempre que |xr —a| > €.

Demostracion. Busquemos una funcién lineal f(x) = max + n con m,n € Z tal que
f(a) = %. Debemos hallar m,n € Z tales que

mk+nd =r.

Como MCD(k,d) = 1, dicha ecuacién diofantica tiene solucién. Si mg, ng es una solucién
cualquiera, entonces la solucién general esta dada por

m=mg+dt,n =ng— kt,t € Z.
Luego la funcién lineal f resulta de la forma
f(z) = (mo + dt)z + (ng — kt).
Consideremos ¢ > —*2 de modo que f sea creciente. En este caso,

1—|—kt—n0

>1 >
f(x)_ =T m0+dt

1+ kt—n k
Como lim SRR B a, podemos elegir ¢ suficientemente grande para que
t—+oo Mg+ dt d

1+kt—n0

< E.
mo—f-dt c

Luego la funcién de McNaughton f* = (f vV 0) A 1 verifica las siguientes condiciones:
= fHa) =

» f¥(z) > % para todo = > a,

Y

Ul
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» f(x) =1 siempre que x > a + ¢.
Ahora consideremos una funcion lineal
g(x) = (mo + dt)x + (ng — kt)
con t < —=2 de modo que g sea decreciente. En este caso,

1"—]{775—710

>l<=x<
9(@) 2 r= mo + dt

omo l1m ————— = — = a, podemos elegir ara que
t—=—o0 Mg+ dt d P BIf b parad

1+k:t—n0
a_—
m0+dt

Luego la funcién de McNaughton ¢* = (g V 0) A 1 verifica las siguientes condiciones:
= g*(a) =

» g*(z) > L para z < q,

)

=

. gﬁ(x) = 1 siempre que = < a — €.

Finalmente, la funcién de McNaughton f* V ¢* verifica las condiciones del enunciado.

O

Lema 8.2.9 Sean a,by,by € N tales que MCD(by,by) = 1.

(a) Ezisten tnicos q,r1,19 € Z, 0 < 1; < by, tales que

(b) Sia < biby, entonces g =0 0 q=—1, con lo cual

a 7“1@7’2 bi a 7“1*7’2
— = —® =, obien — = — % —.
biby by by biby b1 by
(c) Sil—ﬁ—%<$<l,ent0ncesq:0y
@ g
bibs Dby

Demostracion. La parte (a) es un resultado elemental. Para la parte (b), observemos que
si a < biby resulta

T T
S+t

0<
Tty T,
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de donde . , , ,
1 2 1 2
—— - <g<1l-=—=
b by ! b by’
con lo cual —2 < ¢ < 1, es decir, g =00 q= —1.
Finalmente, para la parte (¢), basta notar que si ¢ = —1, entonces
bl - 1 b2 — 1 1 1
2 < =1—-——-—.
0t b o by T T, by b

OJ

Corolario 8.2.10 Sean a,by,...,b, € N, a <b=0by...b,,, MCD(b;,b;) =1 para i # j.

(a) Existen unicos q,r1,...,7m € Z tales que
a 1 T'm
b b T b
donde 0 < r; <b;.
(b) Existe un término t(xy,...,%y) = T10T90...0 T, (asociando siempre a izquierda),

donde cada o es & o *, tal que

a_ . (r T
b b1 by )

(¢) Dadoi € {1,...,m}, existe un término t(x1,...,Ti1,Tit1,-,Tm) = T10...0L;_10
Tip10...0xy, (asociando siempre a izquierda), donde cada o es @ o *, tal que

blbm_lzﬁ@t 712'_—17711'+1""’T_m .
bl bm b'L bl bifl biJrl bm

Demostracion. Las partes (a) y (b) resultan de aplicar repetidas veces el lema anterior.
La unicidad en (a) se puede probar facilmente.
Para demostrar la parte (c), aplicamos el item (c) del lema anterior a la fraccién

by...0m—1  by...0yp —1

donde b =1b;...b;_1b;y1...b,. Obtenemos la siguiente descomposicién:

bi...b,, —1 s s
bi...bm b bi...bi_1big1 ... by’

Ahora aplicamos los items (a) y (b) del presente corolario para obtener un término ¢ tal

que
bl"'bm_lzﬁ@t 273”17“.’5_,,1 .
by...by, b; b1 "bi—1 biga b
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Finalmente, observando la manera en que se hace la descomposicién (en cada paso la
suma o el producto de Lukasiewicz no tiene como resultado 0 ni 1) es claro que

Si 51 Si—1 Si41 Sm Sm
t — e, — | = —_— —
b © (bl by bt ’bm) PR

siendo p la cantidad de veces que aparece la operacién * en el término ¢. Por la unicidad
en el inciso (a) de este corolario, resulta necesariamente que s; = r; para 1 <i <m. O

En el lema siguiente MCM(dy, ...,d,,) representa el minimo comin multiplo de los
enteros dq,...,d,,.

Lema 8.2.11 Seandy,...,d, € Nyd= MCM(dy,...,dy). Ezisten by, ..., b, €N tales

que
ad=by ... b,
» MCD(bi,b;) =1 para i # j,
v b | d; paral <i<m.

Demostracion. Escribiendo cada d; como producto de potencias de primos, es claro que
existen b;,t; € Z tales que d; = b;t;, 1 <i < m de modo que d = by...b,, y (bi,b;) =1
para ¢ # j. Cada b; es 1 o bien el producto de potencias de niimeros primos, cada una de
las cuales es la mayor potencia del primo correspondiente que divide a d. Il

Dado x = (z1,...,2y) € [0,1]™, notamos ||z||s = max{|z1], ..., |Tm|}

Lema 8.2.12 Sea a € [0,1]" N Q™, d = den(a). Dado ¢ > 0, existe una funcién de
MecNaughton f :[0,1]™ — [0, 1] tal que:

fla) =44,
f(z) > £ para todo x € [0,1]™

f(x)* > z; para todo x € [0, 1]™ si (d%dl)k >a;, 0<k<d,

f(x) =1 siempre que ||x — al|o > €.

Demostracion. Sea a = (ay,as, ..., 0y), a; = %, 0<k; <d, paral <i<m.

Observemos que si d; = den(a;), tenemos que d = den(a) = MCM(dy,...,dy,). Por
el Lema 8.2.11, existen by,...,b, € N tales que d = by...b,,, MCD(b;,b;) = 1 para
i#jybi|d; paral <i < m. A su vez, por el Corolario 8.2.10, existen rq,...,r,, € Z,
0 <r; <b;,ytérminos ty,...,t, en el lenguaje {P, *x} tales que

d—lz d—1 :—éBt Ti—1’Ti+1’”_’7"_m _
d by...by b b1 "1 bigy b,

Notemos que, como b; | d;,

r; . S;

b d;
para cierto s; € Z, 0 < s; < d;, 1 < i < m. Usando el Lema 8.2.8, para 1 <1 < m existe
una funcién de McNaughton f; : [0, 1] — [0, 1] tal que:
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= fi(z) > % = 3t para todo z € [0, 1],
» fi(x) = 1 siempre que |z — a;| > e.

Utilizando el mismo lema nuevamente, podemos construir, para 1 < ¢ < m, funciones de
McNaughton g; : [0, 1] — [0, 1] tales que:

= gi(a;) =0,
» g;(x) = 1 siempre que |z — a;| > .

A partir de estas funciones de McNaughton de una variable definimos la siguiente funcién
de McNaughton sobre [0, 1]™:

<z

f(l'l,l'g, R ,ZL‘m) =

(filws) ® ti(fr(z1), .-+, fima(wica), fira (i), - - -, fm(fﬁm)))vv 9i(i).

i=1

Verifiquemos que f tiene las propiedades deseadas.

= fla) =

En efecto,
fla) = f(a1,as,...,anm)
=\ (@) @ ti(filar), -, fia(ai1), fira(@irn)s s fmn(am))) V \/ gi(a)

i=1 i=1
¢ T 1 Ti—1 Tit1 'm "

= — Pt {—,...,—, oo — | V\/O
z':\/1 (bi v <bl bi1 biy1 bm>> 2

o d—1

- d

= f(z) > &2 para todo z € [0,1]™.
En efecto, dado x = (x1,...,z,) € [0,1]™, tenemos que
f@) =\ (filw) @ (i), fia(@io), o (@asn) - Fnlwm)) vV \/ gi(22)

i=1 i=1

> fl(xl) D tl(f2<x2>’ s 7fﬂ"b(xm»

>Tl@t T2 'm
_bl 1 b27"'7bm

d—1

d

pues @ y * son operaciones mondétonas.
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» f(x)F > x; para todo z € [0, 1]™ si (%)k > a;.

Supongamos que (u) > a; para algun indice i, 0 < k < d. Luego, por el Lema

8.2.5, 1 > ‘”_1 + 1, de donde resulta k£ < d(1 — a,) =d—k;.

Observemos que:

V (file) @ ti( i), fima(@ima), fira(@isn)s - fnl@m) V \/gi(xi)

=1

> filzi) @ ti(fr(z1), - o fimi(@icn), fia(Tiga), - ooy fon(@m)

s oo (e 2222
> fi(z:) & (% - Z_:)

= (fz(%) + (% - %))ﬁ

> 2’__; +1.

para todo z; € [0, 1], ya que vale la igualdad para x; = a; y la funcién f; tiene la
forma f;(z;) = (az; + b)* V (cx; + d)¥ con a,b,c,d € Z,a > 1y c < —1.

Por el Lema 8.2.5 resulta entonces que f(x)?% > z; para todo = € [0,1]™. Luego,
como k < d — k;, resulta que f(z)* > f(x)% > ;.
» f(z) =1 siempre que ||z — al| > €.

En efecto, si || — al| > €, entonces existe j tal que |z; — a;| > €, con lo cual

[
<=

f(z) (filzi) ® ti(fr(z1), .- fimr(@ica), fiv1(@iga), - oo, fnlTm))) V \/gi(xi)

J(x])

.
I

v
P—‘Q

Ya estamos en condiciones de probar el principal resultado de esta seccion.

Teorema 8.2.13 M1 (R,0,,) es un retracto de M*(O,,).
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Demostracion. Claramente se tiene un homomorfismo sobreyectivo 7 : M*(0,,) —
M*(R,0,,) dado por la restricciéon a R,0,, de las funciones de M7*(O,,). Buscamos
ahora un homomorfismo ¢ : M*(R,O,,) = M*(O,) tal que 7o ¢ = idy+(g,0,,)-

Como R,,0,, es finito, existe ¢ > 0 suficientemente pequeno de modo que para cada par
ai, as € R,0,, los conjuntos {z € [0,1]™ : ||z —a1]jec <€} y {z € [0,1]" : ||z — a2]|o < €}
sean disjuntos. Utilizando este valor de €, apliquemos el lema anterior para cada a € R,,O,,
y construyamos una funcion de McNaughton f, con las propiedades enunciadas en dicho
lema. Claramente si d = den(a), entonces f,(a)* = d%dk para 0 < k < d. Més atn,
observemos que como f,(z) > d%dl, por el Lema 8.2.7, {1, f,, f2,..., f%} es una subdlgebra
implicativa de M(]0, 1]™) isomorfa a L.

Dada g € M*(R,,O,,), supongamos que g(a) = % 0 <k, < den(a), para cada
a € R,0,,. Luego definimos

= A fale

aeRn m

Veamos que t(g) € M*(0,,). En efecto, como g € M (R,0,,) existe £ € {1,...,m} tal
que g(x) > wz, para todo = € R,0,,. Luego, dado a € R,0,,, sea d = den(a) y g(a) =
Tk > ay. En vista de las propiedades que posee f,, como f,(a)* = d%dk = (d%dl)k > ay,
resulta que fa(a:’)k > x para todo = € O,,. Como esto sucede para cada a € R,0,,, es
claro que ¢(g)(z) > x, para todo & € O,,, con lo cual t(g) € M*(O.,).

Hemos definido entonces una aplicacién ¢ : M+ (R,0,,) — M*(0,,). Veamos que ¢
es un homomorfismo de algebras de implicacion de Lukasiewicz. En efecto, dadas dos
funciones g1,92 € M*(R,0,,), supongamos que g;(a) = % y g2(a) = %
para todo a € R, 0,,. Entonces tenemos que:

t(g1)(x) = ¢(g2)( /\ fa(z kl’a — /\ fb(lll)k2'b

a€RnOm beER,Om

= ANV (L@ = fi@))

beRn Om aERnOm

- /\ \/ (fa(x)kl,a_)Jcb(x)kz,b)\/(fb(x)kl,b_)va(x)kz,b)

bERnOm a€RnOm

a#b
0 N (B@)Fev (@) = fi(x)))
bER,Om
- /\ (fo(@)Frr = fi(z)™?)
bERnOm
/\ f max{kZ,b*kl,b,O}
bERnOm

(E) (g1 — g2) (7).

donde:

» (1) resulta pues, si a # b, f,(x) = 1 para todo x tal que fy(z) # 1;
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= (2) resulta pues {1, fy, fZ,. .., ffen(b)} es una subélgebra de M ([0, 1]™) isomorfa a
Laen(v);

den(b)—k den(b)—k den(b)—max{ko p—k1 p,
= (3) resulta pues (g1 — g2)(b) = d(er)l(b)l’b d(er)l(b)z’b = =) dej(zf)’b Lol

Hemos construido entonces un homomorfismo ¢ : M*(R,0,,) — M*(O,,) que clara-

mente satisface la condicion 7 o ¢ = idps+(g,0,,)- Por lo tanto, M*(R,,O,,) es un retracto
de M*(O,,). O

Corolario 8.2.14 Freey, (m) es un retracto de Freep(m).
Corolario 8.2.15 Toda dlgebra finita en 1L es débilmente proyectiva.

Como ejemplo de un algebra que no es débilmente proyectiva, probaremos que L, no
lo es. Como dijimos ya en la seccién anterior, la variedad MV de las MV-algebras posee
la FEP, con lo cual esta generada como cuasivariedad por sus miembros finitos. A su
vez, los miembros finitos de MV son productos directos de cadenas finitas, las cuales son
todas subdlgebras de [0, 1]. Por lo tanto, MV estd generada como cuasivariedad por el
algebra [0, 1]. Esto significa que para verificar que una cuasi-identidad es vélida en toda
MV-élgebra, basta con verificarla en el dlgebra [0, 1].

Lema 8.2.16 En la MV-dlgebra [0,1] y, por lo tanto, en toda MV-dlgebra, vale la si-

guiente cuasi-identidad:

" s y=1r=y=a""

para todo n € N.

Demostracion. Sean a,b € [0, 1] tales que a” — b = a. Notemos que si a = 1, entonces
b =1y se verifica trivialmente que b = a". Luego supongamos a # 1.
Tenemos que

a=a"—b=-a"®b=n(-a)®b=min{l,n(l —a)+ b}.
Pero como a # 1, debemos tener que
a=n(l—a)+b<1.

Luego
b=(n+1)a—n.
Finalmente notemos que
a" = =((n+1)-a)

=-min{l, (n+1)(1 —a)}

=max{0,1 — (n+1)(1 —a)}

= méax{0, (n + 1)a — n}

= méx{0,b}

= b)

como queriamos probar. Il
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Corolario 8.2.17 Dada una MV-dlgebra A, toda subdlgebra implicativa de A isomorfa
a L, es de la forma {1,a,a? a*,...} para cierto a € A, a # 0, 1.

Demostracion. Supongamos que S = {ag = 1,a,as,...} es una subdlgebra implicativa
de A isomorfa a L, es decir, tal que a,, = apim = a,, para todo n,m € NU {0}.

Veamos que a,, = af para todo n > 1. En efecto, para n = 1 es claro. Supongamos
entonces que aj, = a¥ y probemos que ay,; = alfH. Para ello notemos que

k
a7 — Qg1 = A — A1 = A7.

Luego, por el lema anterior, resulta que ag, 1 = a’f“.

Esto muestra que S = {1,a;,a?,a3,...}. O

Teorema 8.2.18 Las dlgebras de implicacion de Lukasiewicz libres no poseen subdlgebras
isomorfas a L.

Demostracion. Sea Freep (X) el élgebra de implicacién de Lukasiewicz libre sobre el
conjunto de generadores libres X. Como las dlgebras de implicacién de Lukasiewicz son los
{—, 1}-subreductos de las MV-algebras, podemos pensar a Freer (X) como la subélgebra
implicativa de Freey(X) generada por X.

Supongamos ahora que Freer (X) posee una subélgebra S isomorfa a L. Por la pro-
posicién anterior, existe t € Freeyy(X) tal que S = {1,¢,t*¢3,...}.

Ahora bien, como en t aparece sélo un nimero finito de variables, debe existir Xy C X,
X finito, tal que t € Sg(Xp) y, mds ain, S C Sg(X).

Notemos ademas que

Sg(Xo) N [X) = Sg(Xo) N [Xo)-

En efecto, si existe t'(z1,...,x,) € Sg(Xo) tal que ¢/(z1,...,2,) > y paray € X, y #
T1,...,Ty,, entonces t'(zy,...,z,) = 1.

Luego S C Sg¢(Xp) N [Xo).

Como Sg(Xy) = Freeywy(Xj), tenemos entonces que Freeyy(Xo) posee una subdlge-
bra S isomorfa a L, tal que S C [Xj).

Ahora bien, como S = {1,t,t* ...} C [Xj), para cada n > 1, existe z,, € X tal que
t" > x,. Pero como X es finito, debemos tener que existe xg € X, tal que z,, = ¢ para
infinitos n. Luego S C [x).

Utilicemos ahora la descripcién de Freeyy (Xo) en términos de funciones de McNaugh-
ton sobre [0, 1]*, k = | X¢|. Podemos suponer entonces que existe una funcién de McNaugh-
ton f:[0,1]* — [0,1], f no idénticamente 1, tal que f(x1,...,2x)" > o1 para todo n > 1

y todo x1, ...,z € [0, 1]. Consideremos el conjunto

A= {(a17"'7ak> € [071]k : f(a’17"'7ak) 7é 1}
Dado (ay,...,a;) € A, existe n suficientemente grande tal que f(ay,...,ax)” = 0. Pero
como f(ay,...,ar)" > ay, resulta que a; = 0. Esto muestra que

AQ {(Cbl,...,ak) S [0,1]k:a1:O}.
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Luego f(ay,...,ax) = 1 para todo (ay,...,ax) con a; # 1. Por continuidad f debe ser
idénticamente igual a 1, contradiccion. O

Como toda algebra débilmente proyectiva es un retracto de algin algebra libre, con-
cluimos entonces lo siguiente.

Corolario 8.2.19 L, no es débilmente proyectiva.
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Clases algebraicamente expandibles

En [CamVag09], D. Vaggione y M. Campercholi introdujeron la nocién de clase alge-
braicamente expandible. Una tal clase de algebra estd determinada por sentencias de la
forma

k
(vxla s 7$n)(3!zla s 7Zm) (gélpl(f7z) = ql(faz)

donde p;, ¢; son términos en las variables x1, ..., x,, z1, . .., Zm. A este tipo de sentencias las
denominamos sentencias DEF (Definicién Ecuacional de Funcién). Cuando un édlgebra A
satisface una sentencia DEF quedan definidas m operaciones n-arias fi,..., f;, : A" = A
tales que valen las ecuaciones

pi(T, [1(T), ..., fn(@)) = (T, L(T), ..., f(T)), 1<i<k.

En dicho trabajo, los autores plantean el problema de hallar todas las clases algebraica-
mente expandibles dentro de una variedad dada y resuelven este problema para muchas
variedades clasicas. Posteriormente, en [Cam10], M. Campercholi describié completamen-
te las clases algebraicamente expandibles de la variedad I de las algebras de implicacion.
Mas precisamente, el autor mostré que dichas clases forman una cadena de tipo w + 1
y da las sentencias que definen cada clase. En este capitulo abordaremos el problema de
determinar las clases algebraicamente expandibles para la variedad IL de dlgebras de im-
plicacién de Lukasiewicz. Veremos algunos resultados generales sobre esta variedad pero,
debido al alto grado de complejidad del problema, nos abocaremos principalmente al caso
de la variedad L, generada por la cadena de tres elementos Ly. Veremos que en este caso
es posible dar una descripcién de las clases algebraicamente expandibles en términos de
cierta familia especial de algebras.

Otro problema intimamente relacionado con el anterior es el de la determinacién de
las funciones algebraicas sobre un algebra dada. Una tal funcién no es otra cosa que una
operacién sobre un dlgebra inducida por una sentencia DEF. En [CamVagl1], los autores
presentan este problema y lo resuelven para diversas variedades conocidas. Una propiedad
particular que permite la descripcion de estas funciones es que forman un clon. Dicho clon
contiene al clon de funciones definibles por términos y en muchos casos coincide con él,
es decir, en muchos casos las tnicas funciones algebraicas son las definibles por términos.
En este capitulo también abordaremos este problema para las algebras de implicacion de
Lukasiewicz. Veremos que en este caso hay nuevas e interesantes funciones algebraicas,
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que no son definibles mediante términos. Daremos una descripcién completa de dichas
funciones para todas las algebras de la variedad L. Ademads estos resultados nos seran
de utilidad para resolver el problema de la determinacion de las clases algebraicamente
expandibles.

En la Seccion 9.1 expondremos las nociones y propiedades bésicas sobre las clases
algebraicamente expandibles y las funciones algebraicas. En la Seccion 9.2 abordaremos
el problema de la determinacién de las clases algebraicamente expandibles que culmina-
remos en la Seccién 9.4, previa caracterizacién de las funciones algebraicas, contenido que
constituye el objetivo de la Seccién 9.3.

9.1. Funciones algebraicas y clases algebraicamente
expandibles

Dado un lenguaje de édlgebras £, una sentencia de primer orden ¢ en L se dice una
definicién ecuacional de funcién (DEF) si es de la forma

o= (Var, .., 2) 3z, 2m) (,klsi(z,z) - ti(f,z)) ,

1=

donde s; y t; son términos en el lenguaje £, n > 0, m > 1, k > 1. Utilizamos las

abreviaturas T = (z1,...,%,), 2 = (21, ..., 2m) para mayor simplicidad de las expresiones.
Podemos separar el contenido existencial de ¢ de la parte de unicidad, definiendo:

Be) = () (3) ( & w3 = 1.7 )

U(p) = (V7)(V2) (YY) ((& si(Z,2) = t(7,2) & &1 si(Z,7) = ti(T, y)) =Z= y) :

Con estas definiciones, ¢ es equivalente a E(p) & U(p). Observemos que E(p) es una
sentencia positiva y que U(p) es equivalente a una conjuncién de cuasi-identidades.

Sea A un élgebra tal que A | ¢. Es claro, entonces que podemos definir univocamente
una funcién [p]* : A” — A™ de modo que

k _ -
[e]*(a1,...,an) = (by,...,by) siy solo si &1 st (@, b) = t*(a,b).

1=

Para 1 < j < m, denotamos [p]#* = m;0[p]*, donde 7; : A™ — Aes la j-ésima proyeccion.

Concluimos entonces que la validez de ¢ en A permite definir sobre A m operaciones n-
arias, como solucion de un sistema de ecuaciones en el lenguaje de A.

Decimos entonces que una funciéon f : A™ — A es algebraica, cuando existe una
sentencia DEF ¢ valida en A tal que f = [ga]f‘ para algin 7. En el caso de que ¢ posea una
tinica variable z, decimos que f es monoalgebraica y escribimos f = [¢]* (sin subindice).
Las funciones monoalgebraicas jugaran un papel importante en la caracterizacion de las
funciones algebraicas en las algebras de implicacién de Lukasiewicz. Un estudio sistematico
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9.1. Funciones algebraicas y clases algebraicamente expandibles

de las funciones algebraicas se puede encontrar en los trabajos de D. Vaggione y M.
Campercholi (ver, por ejemplo, [CamVagl1]).

El siguiente lema retine las propiedades bésicas de las sentencias DEF que utilizaremos
en este trabajo.

Lema 9.1.1 Sea ¢ una DEF con n cuantificadores universales y m cuantificadores exis-
tenciales.

(a) Si {A;:i € I} es una familia de dlgebras tal que A; = ¢ para todo i € I, entonces
[Lic; Ai = @. Mas adin,

e 2 oy, pa) () = (@) (p1(3), - - pali))

para cadai €1, j=1,....m, p1,...,pn € [[,c; Ai.
(b) Supongamos que A |= ¢ y que B < A. Entonces
» BEU(yp).
» B siysélo si Bl E(p) siy solo si[p]*(B") C B™.
(¢) Supongamos que A |= ¢ y que 0 € Con(A). Entonces:
s AJO = E(y).

» 5i AJO = U(p), entonces [p]2, ..., [o]2 preservan 6.
(d) Supongamos que A |= ¢ y que B € IS(A) N H(A). Entonces B |= .
(e) SiB,C < A y se tiene que A,B,C |= ¢, entonces BN C |= ¢.

(f) Dado un automorfismo v de A, sea PF(vy) = {a € A: v(a) = a}, el subuniverso de
A formado por los puntos fijos de v, y sea PF () la subdlgebra correspondiente. Si

A = ¢, entonces PF(vy) = .

Ademas de las propiedades elementales enunciadas en el lema anterior, las sentencias
DEF gozan de una propiedad de preservacion muy importante respecto de los productos
subdirectos globales. Dicha propiedad ya la presentamos en el Capitulo 5, Proposicion
5.2.2. La recordamos nuevamente aqui porque sera de suma utilidad en este capitulo.

Proposicién 9.1.2 Supongamos que A < [],.; A; es un producto subdirecto global y sea
© una sentencia DEF. Si A; |= ¢ para todo i € I, entonces A |= .

Respecto de las sentencias DEF podemos plantear dos problemas distintos pero inti-
mamente relacionados. El primero consiste en describir todas las funciones algebraicas
sobre un algebra dada. La siguiente propiedad de las funciones algebraicas facilita esta
descripcion.

Lema 9.1.3 Si f : A" - Ay gi,...,g9, : A™ — A son funciones algebraicas sobre un
dlgebra A, entonces la composicion f o (g1,...,g,) : A™ — A también es una funcion
algebraica sobre A.
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Capitulo 9. Clases algebraicamente expandibles

El lema anterior, junto con el hecho de que las proyecciones 7; : A™ — A son funciones
algebraicas, se resume diciendo que la familia de funciones algebraicas sobre A es un clon.
Maés aun, todas las funciones sobre A determinadas por los términos del lenguaje de A
son claramente algebraicas, por lo que el clon de funciones algebraicas contiene al clon
de funciones representables por términos. Denotamos con Clo(A) al clon de funciones
representables por términos en A y con Cloy,(A) al clon de funciones algebraicas sobre
A. Tenemos entonces que Clo(A) C Clog,(A). Para muchas algebras vale la igualdad (ver
[CamVagl1]); sin embargo, veremos que para las algebras de implicacién de Lukasiewicz
ése no es el caso.

Las funciones monoalgebraicas, por su parte, no forman un clon, pero constituyen una
clase muy importante de funciones algebraicas. El conjunto de funciones algebraicas sobre
un algebra A lo notamos M;,(A). Se tiene la cadena de inclusiones Clo(A) C My,(A) C
Clogy(A).

La principal ventaja de que el conjunto de funciones algebraicas forme un clon radica
en que para su descripcién basta dar un conjunto de generadores, es decir, es suficiente
hallar una familia de funciones algebraicas de modo que toda otra funcién algebraica se
pueda obtener por composicién a partir de las funciones de esta familia distinguida.

El otro problema relacionado con las sentencias DEF al que aludimos anteriormen-
te surge a partir de la siguiente definicién: decimos que una clase de dlgebras K es una
clase algebraicamente expandible si hay un conjunto de sentencias DEF I' tal que
K = Mod(T'), es decir, K consta de todas las dlgebras del tipo de similaridad conside-
rado que satisfacen las sentencias de I'. Dada una variedad V, el problema consiste en
describir todas las subclases de V definibles por medio de sentencias DEF. Observemos
que las ecuaciones son equivalentes a sentencias DEF, por lo que las subvariedades de V
son clases algebraicamente expandibles. Es claro que la interseccion arbitraria de clases
algebraicamente expandibles vuelve a ser del mismo tipo. Esto permite mostrar que las
clases algebraicamente expandibles contenidas en una variedad V forman un reticulado,
al que denotamos AE(V).

Un estudio profundo de las clases algebraicamente expandibles se encuentra en los
trabajos de D. Vaggione y M. Campercholi (ver, por ejemplo, [CamVag09]). El siguien-
te resultado general probado por dichos autores en el trabajo citado nos sera de utili-
dad para la descripcién de las clases algebraicamente expandibles en las variedades L,,.
Aqui Mod(p) denota la clase de estructuras del tipo de similaridad considerado que sa-
tisfacen la sentencia ¢.

Proposicién 9.1.4 Sea Q una cuasivariedad y sean @1, wo dos DEFs en el lenguaje de
Q. Supongamos que Mod(U(p1)) NQ y Mod(U(p2)) NQ son cuasivariedades finitamente
generadas, y supongamos ademds que para cada dlgebra finita A € Q se tiene que

A'ZQO1¢>A):(’02

Entonces
Mod(p1) NQ = Mod(p2) N Q.
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9.2. Representacion global de dlgebras de implicacion de Lukasiewicz finitas

9.2. Representaciéon global de algebras de implica-
ciéon de Lukasiewicz finitas

El objetivo de esta seccion es obtener una representacion de las dlgebras de implica-
cién de Lukasiewicz finitas como productos subdirectos globales de una familia especial
de dlgebras. En [Vag92], D. Vaggione prob¢ varios resultados que relacionan las repre-
sentaciones de algebras en productos subdirectos globales con los teoremas chinos del
resto. Probaremos un teorema chino del resto que dard como consecuencia inmediata la
representacion global deseada.

En primer lugar definimos la familia de algebras que vamos a utilizar para representar
a todas las algebras finitas de L.

Definimos ¥, = L; y, para n > 2, definimos F,, como el édlgebra de implicacion
de Lukasiewicz con universo F,, = {0,1}" — {(0,...,0)}, es decir, F,, es el dlgebra de
implicacion de Lukasiewicz que se obtiene quitando el primer elemento al algebra L7.

Consideremos la familia G de algebras de IL tal que:

= L, € G para todon > 1,

= A € G si A esun dlgebra finita de I que tiene n codtomos y posee una subalgebra
isomorfa a F,, sin infimo en A, es decir, tal que no existe en A el infimo del conjunto
subyacente de la subalgebra.

Dada un &lgebra de implicacién de Lukasiewicz A, sea
Ya={0eCon(A): A0 c1(G)}.

Un sistema (01, ...,0,;a1,...,a,) donde 0y, ...,6, € Con(A), ai,...,a, € A es un siste-
ma de congruencias en A si (a;,a;) € 6;V0;, parad,j =1,...,n. Un elemento b € A
es una solucién al sistema (01,...,0,;a1,...,a,) si (b,a;) € 0;, parai=1,... n.

El siguiente es un “teorema chino del resto” respecto de las congruencias >a.

Teorema 9.2.1 Sea A un dlgebra de implicacion de Lukasiewicz finita. Todo sistema de
congruencias (0y,...,0,;a1,...,a,) en A tal que para cada 6 € Xa, 0; C 0 para algin
indice i, tiene solucion en A.

Demostracion. Sea Fj el filtro implicativo asociado a la congruencia 6;, i = 1,...,n.

En primer lugar, vamos a traducir la condicién de que (04,...,0,;a1,...,a,) es un
sistema de congruencias en términos de elementos infimo-irreducibles. Para ello, recor-
demos la notacién utilizada en la Seccién 6.1. Pensamos a A sumergida en un producto
directo de cadenas finitas y recordemos que, si notamos con C' al conjunto de coidtomos
del esqueleto booleano de dicho producto de cadenas, podemos suponer que A contiene
a C. Por otra parte, llamamos D al conjunto de elementos infimo-irreducibles de A. Es
claro que C C D y que D esta formado por cadenas incomparables entre si, siendo los
elementos de C' los minimos de dichas cadenas. Recordemos también que, para a € A,
D,={de D:a<d}yquesiF esunfiltrode A, Dp = FND.

Utilizando las Proposiciones 6.1.4 y 6.1.5, la condiciéon

(a;,a;) € 0;V0;, paral <i,j<n
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se convierte en
Do, \ (Dp, U Dp,;) = Dq, \ (Dp, U Dp;), para 1 <i,j < n.

Sea

B = O Da, \ Dg..
=1

Afirmamos que b = A B existe en A y que es la solucién deseada al sistema de
congruencias.

Supongamos que B no tenga infimo y sea M C B minimal con respecto a la propiedad
de no tener infimo en A, es decir, M no tiene infimo en A, pero todo subconjunto propio
de M si lo tiene. La minimalidad de M hace que contenga a lo sumo un elemento de cada
cadena de infimo-irreducibles. Sea M = {dy,...,d} y sea M’ el conjunto de los infimos
de todos los subconjuntos propios de M. Estamos considerando aqui que A0 =1 € M’
Afirmamos que M’ es un subuniverso de A y que M’ = F,.. En efecto, teniendo en cuenta
que

1 siz=y,
dﬁdﬂ:{ d; sii# ]

/u\dis — /v\djt = /v\ \u/<dls — djt) e M.
s=1 t=1 t=1s=1
eMu{1}

VEIos que

Es inmediato entonces que M’ = Fy..
Sea
U={ce C:paratodode M, c<£d}

y sea I el filtro implicativo correspondiente a U. Luego, el dlgebra A /F tiene k codtomos
y contiene una subdalgebra isomorfa a M’ o, equivalentemente, a F. Luego F' € Y5 y, por
hipotesis, existe algiun indice ¢ tal que F, C F.

Ahora bien, como Dp N M =0, Dg, N M = (), asi que M C B\ Dp,. Entonces

M C B\ D,
= <UDGZ\DFZ> \ Dr,
=1

(Dai \ (DFZ U DF[))

Il
- I

ﬁ
Il
—

I
=

(Daz \ (DF1 U DFe))

N
oK

Qg+

Esto muestra que M C [ay), lo que contradice el hecho de que M no posee infimo en A.
Hemos probado entonces que B debe tener infimo en A. Ahora veremos que b = A\ B
es, de hecho, la solucién del sistema de congruencias planteado. En efecto, como B es

164



9.2. Representacion global de dlgebras de implicacion de Lukasiewicz finitas

creciente en D, B = D,. Luego, verificar que b es solucién del sistema de congruencias es
equivalente a verificar que

B\ Dp, = D,, \ Dp,, parai=1,...,n.

En efecto, para 1 < 7 < n tenemos que
B\ D, = (U D, \ DFZ.> \ Dp,

:U(Dal\(DFzUDF]))

OJ

El siguiente corolario se sigue inmediatamente de los resultados generales sobre pro-
ductos subdirectos globales obtenidos por D. Vaggione en [Vag92] (especificamente, el
Teorema 3.5). De todas maneras, para una mayor independencia de este trabajo, inclui-
mos una demostracién directa del caso particular que nos interesa. Recordar la definicion
de producto subdirecto global dada en la Seccién 5.2.

Corolario 9.2.2 Toda dlgebra de implicacion de Lukasiewicz finita es producto subdirecto
global de dlgebras de G.

Demostracion. Consideremos el homomorfismo natural A — [[yy, A/6. Como Y
contiene a todas las congruencias de A cuyo cociente es subdirectamente irreducible, es
claro que (XA = A y que el homomorfismo mencionado es inyectivo, con lo cual define
un producto subdirecto. Queremos ver ahora que dicho producto subdirecto es global.

Consideramos sobre Y5 la topologia 7 generada por los ecualizadores e(a,b) = {0 €
Ya : (a,b) € 0} para a,b € A.

Probaremos que el producto subdirecto A — HeezA A /0 emparcha sobre 7. Ahora
bien, como A es finita, 354 y 7 también lo son. Luego es suficiente mostrar que hay
emparche finito. Mds atn, es facil verificar que para probar que hay emparche sobre
una topologia 7, es suficiente probar que hay emparche respecto de una base de dicha
topologia. En nuestro caso, la base de la topologia 7 estd formada por intersecciones
finitas de ecualizadores.

Consideremos un sistema de emparche finito ({F1,..., F,},{a1,...,a,}), donde para
cadai=1,...,n,a; € Ay F; es un béasico de la topologia 7. Mas atin, debemos suponer
que F; N F; C e(a;, a;) para cada par 4,7, y que J;_, F; = Za.
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Supongamos F; = (2, e(a, bix), 1 < i < n, ap, by, € A Paracada i =1,...,n,
consideremos la congruencia 6; = ﬂee P 0. Como XA contiene a todas las congruencias
(completamente) infimo-irreducibles de A, es claro que 6; = Cg®({(ap, bix) : 1 < k <
m;}), y mas ain,

0V 0, = Co™ (e, bu) - 1< b < mid) v CoP({(agesbye) - 1< & < my))
= Cog™({(air, bir) : 1 < k <m;} U{(aje, bjr) : 1 <k <my})

Ahora bien, como F; N F; C e(a;,a;), concluimos que (a;,a;) € 6; V 6;. Esto significa que
(01,...,0,;0a1,...,a,) es un sistema de congruencias en A.

Observemos que dicho sistema de congruencias satisface las condiciones del teorema
anterior. En efecto, dado 6 € Y4, existe ¢ tal que 6 € F;, de donde 6; C . Por lo tanto,
en virtud del teorema anterior, existe b € A tal que (b,a;) € 0; para 1 < i < n. Resulta
entonces que F; C e(b,a;) para 1 < ¢ < n, con lo cual el sistema de emparche tiene
solucion. U

Queremos probar ahora que este resultado es éptimo. Para ello, afirmamos que las
algebras de la familia G son globalmente indescomponibles en el sentido de que no se
pueden representar como productos subdirectos globales de imdgenes homomorfas propias.
Para hacer esto, utilizaremos la propiedad de preservacién de los productos subdirectos
globales enunciada en la Proposicion 9.1.2.

Dadas variables x1,...,x,, n > 2, consideremos los términos
n
SHXy, ooy Tp) = \/xj.
J#i

Ademas, consideremos las siguientes sentencias DEF

on = (Va1 ..., 2,)(32) (z —s1@)=1& ... &z — s (T)=1& \/(s?(f) — z) = 1) .

i=1

Es facil chequear que la validez de ¢,, es equivalente a la existencia del infimo

SH(X1y ey Tp).
1

n

(2

Observemos que s es equivalente a la existencia del infimo de todo par de elementos y
que fue la sentencia DEF utilizada en la Seccién 7.2 para caracterizar la permutabilidad
de congruencias.

Si un 4lgebra A satisface ¢,, denotamos con [p,]* la aplicacién de A™ en A que
determina la sentencia ¢,,.

Proposicién 9.2.3 Si A es un dlgebra de implicacion de Lukasiewicz finita con n codto-
mos, entonces A = o, para todo m > n.
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Demostracion. El Teorema 6.1.1 nos permite considerar A como un subconjunto creciente
de L} para algtn k suficientemente grande.

Claramente Ly satisface ¢, porque es totalmente ordenada, por lo que queda definida
una aplicacién [@,,|" : LT — Ly, dada por

[om] ™ (a1, ...y am) = /\(8?1)Lk(a1, ey ).

Dados ay,...,a, € Lg, sea @ = méx{ay, ..., ay}, entonces es facil verificar que:
Ly =asia 1s d los el
w (o] (ay,. .., a,) = asia aparece mas de una vez entre los elementos ay, . . ., ay,,
L — 4 ~
v (o] (ay, ..., a,) = méx({a,...,a,} \ {@}), en otro caso.
En particular, [¢,)"* (a1, ...,a,) > a; para todo j excepto posiblemente para un valor
de j.
Observemos asimismo que, como Ly = ¢, también es vélido que L} |= ¢,,. Més ain,
se verifica facilmente que, dados 71, ..., %, € L},

[onl ™ @ T (i) = [ @1 (), T,
para 1 <1 < n. Luego, para cada i tal que 1 <17 < n,
[P ]“* (T1, .., T) (1) > T(1), 1 < j < m excepto posiblemente para un indice j = j;.
Como 1 <i<nperol<j<mym>n,debe existir un indice jy para el cual
S (@1, Fn) () > T ()

para todo ¢ tal que 1 <7 < n. Esto muestra que

[P Y (T, Tom) > T
Ahora bien, como A es creciente en L}, resulta que A satisface ¢,,. O

Corolario 9.2.4 Toda dlgebra de la familia G es globalmente indescomponible.

Demostracion. Sea A € G. Si A = L, para algin n, no hay nada que probar pues L, es
subdirectamente irreducible.

Luego, supongamos que A posee n coatomos y una subalgebra isomorfa a F,, que no
posee infimo en A. De esta condicidn, se desprende que A £ ¢, pues podemos tomar los
atomos de la subalgebra de A isomorfa a F,, para refutar la sentencia ¢,,.

Ahora bien, supongamos que A fuera producto subdirecto global de imédgenes ho-
momorfas propias. Como todo cociente propio de A posee menos codtomos que A, la
proposicién anterior nos garantiza que dichos cocientes satisfacen la sentencia ,,. Luego,
como la validez de ,, se preserva bajo productos subdirectos globales, A deberia satisfa-
cer @, lo que constituye una contradiccién. ([l
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9.3. Clases algebraicamente expandibles (Parte 1)

Las clases algebraicamente expandibles en la variedad IL; de dlgebras de implicacién
fueron descriptas completamente en [Cam10]. En ese trabajo se muestra que forman una
cadena de tipo w41 y que las sentencias DEF que determinan cada clase son precisamente
las sentencias ,, definidas en la seccién anterior.

Nuestro objetivo es ahora describir el reticulado de clases algebraicamente expandibles
de la variedad IL. Sin embargo, veremos que dicho objetivo es bastante ambicioso pues
simplemente al considerar la variedad Ly = V(Ly) (algebras de Lukasiewicz trivalentes)
aparecen un sinnumero de nuevas clases algebraicamente expandibles y la complejidad
del reticulado aumenta enormemente. Debido a esta razén, daremos algunos resultados
generales sobre el reticulado de clases algebraicamente expandibles de L., pero nos con-
centraremos la mayor parte del tiempo en la subvariedad L.

Dadas dos édlgebras A, B € L, definimos:

A < B siy sélo si para toda DEF ¢ : (B¢ = A = ¢).
La relacion < es claramente reflexiva y transitiva, es decir, un pre-orden. Luego la relacion
A~BsiystlosiA<ByB<A

es una relacién de equivalencia. Restringiendo la relacién a la familia G, tenemos que (G, <)
es un conjunto pre-ordenado al que se le puede asociar el conjunto ordenado (G/~, <).
Sea G, = G NL,. Como consecuencia del Teorema 9.2.2, sabemos que toda &lge-
bra finita de IL,, se puede representar como producto subdirecto global de miembros de
G- Denotamos con Dec(G,, <) al reticulado de decrecientes del conjunto pre-ordenado

(Gn, <). Observar que Dec(G,,, <) = Dec(G,/~, <).

Proposicién 9.3.1 La aplicacion o : AE(L,) — Dec(Gn, <), dada por a(K) = KN G,,
es inyectiva y respeta los infimos.

Demostracion. Primero observemos que K N G, es decreciente en (G,, <) para cualquier
K € AE(L,). En efecto, supongamos que A < B, con A € G, y B € KN G,. Es claro
entonces que las sentencias DEF que definen la clase K valen en B y, por lo tanto, también
en A. Luego A € KNG,.

Ahora veamos que « es inyectiva. Supongamos que «(K;) = a(Ky), es decir, K1 NG,, =
K2 NG, Supongamos que K; = (7 Mod(g}), i = 1,2, donde ¢} son sentencias DEF.

En la Seccién 8.1 vimos que L, y todas sus subcuasivariedades (subvariedades) son
finitamente generadas. Por lo tanto, estamos en condiciones de aplicar la Proposicién
9.1.4. Para ello debemos probar en primer lugar que K; NL,, ¢, = Ko MLy, fin. En efecto,
si AeKinNL,fin, A <pj1- para todo j. Pero como A es finita, es producto subdirecto
global de cierta subfamilia Go C G,. Las dlgebras de Ga son imagenes homomorfas de
A y, como A es finita, también son subélgebras de A. Luego Ga gojl- para todo j, es
decir, Ga € Ky N G,. Luego Ga C Ky NG, vy, por lo tanto, A = go? para todo 7, es decir,
A € K; NL,. La reciproca es andloga. Por la Proposicion 9.1.4, resulta entonces que
Kl = KQ.
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Finalmente, es inmediato que « respeta los infimos, pues tanto en AE(LL,) como en
Dec(G,, <) el infimo es la interseccion. 0J

Este resultado nos dice que es importante conocer el reticulado Dec(G,,, <), pues con-
tiene una copia del reticulado de clases algebraicamente expandibles de L,,.

Nos proponemos ahora describir el reticulado Dec(Gs, <). El primer paso es describir
el pre-orden < sobre el conjunto G,. En lo que resta de esta seccion veremos la estructura
bésica de (G, <) y retomaremos su descripcién en la Seccién 9.5.

Podemos clasificar los miembros de la familia G, segin el niimero de coatomos que
poseen dichas algebras o, lo que es lo mismo, el niimero de factores totalmente ordenados
necesarios para representar a dichas algebras. Esta clasificacion se puede realizar utilizando
las sentencias DEF ¢,,. En efecto, de acuerdo con la Proposicion 9.2.3 tenemos que

g2 ﬂMOd(()OQ) _’C‘_ gg ﬂMod(gpg) g_ . g gg,

donde Gy N Mod(p,) son los miembros de Go que poseen a lo sumo n — 1 codtomos.

Por otra parte, una subfamilia importante de Gy es G; = {F,, : n > 1}. Si denotamos
con ¢ a la ecuacién (r — y) — x = x tenemos que L; = L.N Mod(p;) y, en particular,
G1 =GN Mod(yy).

En [Cam10] se prueba que F,, < F, .1 para todo n. Recogemos este resultado en un
lema y damos una demostracién sencilla de este hecho a partir de la propiedad (f) del
Lema 9.1.1.

Lema 9.3.2 F, < F, .1 para todon > 1.

Demostracion. Consideremos 7y : F,, .1 — F, 1 la aplicacién que permuta las dos primeras
coordenadas, es decir, y(ay,as,as,...,a,11) = (a2,a1,as,...,a,+1). Esta aplicacion es
claramente un automorfismo de F,, ;1. Ademds, como PF(y) = {(a1,az2,a3,...,a,4+1) €
Foi1 a1 = ag}, resulta que PF(y) = F,,. Luego si F, ;1 = ¢ para una DEF ¢, resulta
inmediatamente que F,, = ¢. O

Este resultado, junto con la cadena de subfamilias descripta més arriba, permiten
concluir que las clases algebraicamente expandibles contenidas en IL; son:

]Ll ﬂMOd(QOQ) g Ll N MOd(gﬁg) g e g Ll.

El algebra maés sencilla de G, que no pertenece a G, es ciertamente Ly. Como Ly posee
un unico codtomo, sabemos que Ly = ¢o. Ademds, la funcién inducida por ¢y sobre Ly
es [pa]¥2 (7, y) = x A y. Esto significa que el infimo es una funcién algebraica sobre L.

Sea p(x,y) = (y — ) V y y consideremos la sentencia DEF

v = (V) 32)(x — z = p(z, 2) — (p(z,2) = x)).

Es fécil verificar que Ly |= ¢p vy que induce la funcién b = [pg]*2 : Ly — L, dada por

b(1) =1, b(1/2) =0, b(0) = 1/2. Esta funcién b resulta entonces algebraica sobre L.
Vamos a describir ahora todas las algebras de Gy que satisfacen ¢p. Veremos que

dichas algebras forman una cadena andloga a la cadena {F,, : n € N}. Observemos que
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L; no satisface 5. Méas atn, veremos que pp caracteriza las algebras B € L, tales que
L, £ B.
Dado n > 2, denotamos con T, a la subalgebra de L} cuyo universo esta dado por

T, =A{(a1,...,a,) € Ly : a; = 1 para algin i}.

Definimos también T; = L,. Notemos que T,, € G5 para todo n € N, pues para n > 2 se
tiene que F,, <'T,, y no posee infimo en T,,.

Proposicién 9.3.3 T, < T,,.1 para todon > 1. Ademds, T,,1 A T, para ninginn > 1.

Demostracion. Sea v : T,y; — T,y1 el automorfimo que permuta las dos primeras
coordenadas. Luego

PF(V) = {(alv' .. aa'n-l—l) S Tn+1 .ap = (12}.

Luego para n > 2 es claro que PF(y) = T,,. Por el inciso (f) del Lema 9.1.1, esto muestra
que T, < T, para n > 2. Ademads, es claro que Ty < T5 pues T} € I.5(Ty) N H(Ty).
La segunda afirmacién del enunciado resulta facilmente del hecho de que T, |= ¢, 41 pero

Tht1 & oot U
El lema anterior nos indica que la familia {T, : n > 1} forma una cadena ascendente
en Gy al igual que la familia G; = {F, : n > 1}. Queremos ver ahora que la familia

{T, : n > 1} estd determinada por la sentencia ¢p. Pero para ello necesitaremos primero
el siguiente resultado auxiliar.

Lema 9.3.4 Las subdlgebras de LY isomorfas a L} son de la forma
{(ay,...,a,) € Ly :a; € {0,1} para i € I,a; € {1/2,1} para i € J}

donde INJ=0elUJ={1,2,...,n}.

Demostracion. Supongamos que A es una subalgebra de LI isomorfa a LY. Fijemos

i € Iy consideremos la proyeccién i-ésima m; : LY — Lo. Luego, como m;(A) no puede
ser isomorfo a Ly, m;(A) debe ser {0,1}, {1/2,1} o bien {1}. Esto muestra que existen
I,J,K C{1,2,...,n}, disjuntos dos a dos, tales que JUJ UK ={1,2,...,n}y
ACH{(a,...,a,) € Ly :a; € {0,1} parai € I,a; € {1/2,1} parai € J,a; =1 parai € K}.

Ahora bien, como A posee 2" elementos, es claro que K = () y que la inclusién anterior
debe ser una igualdad. O

Proposicién 9.3.5 Dada A € Gy, A |= pp siy sélo si A =T, para alginn > 1.
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Demostracion. Seab: Ly — Lo la funcién algebraica inducida por ¢ g, es decir, b(0) = 1/2,
b(1/2) =0y b(1l) = 1. Sea b" : Ly — LY la extensién de b inducida. Es inmediato que T,
es cerrada bajo b" y que luego T, = ¢p.

Reciprocamente, supongamos que A € Go y que A = pp. L; no puede ser cociente de
A pues si éste fuera el caso tendriamos que Ly € H(A) N IS(A) de donde, por el inciso
(d) del Lema 9.1.1, resultaria que L = ¢p, contradiccion. Luego podemos pensar a A
como un creciente en L} que contiene a los coatomos del esqueleto booleano de L. Como
L; = ¢p resulta que LY = pp v luego A debe ser cerrada bajo b".

Supongamos que A contuviera un elemento de L} que no posee ninguna coordenada
igual 1, entonces, como A es creciente, (1/2,1/2,...,1/2) € A. Luego, b"(1/2,...,1/2) =
(0,...,0) € A, contradiccién. Concluimos entonces que A C T,,. Para ver que vale la
igualdad, so6lo resta probar que A contiene los atomos del esqueleto booleano de L.

Observemos que como A € G,, debe contener una subdlgebra isomorfa a F,, que
no posea infimo. Por el lema anterior existen I,J C {1,2,...,n} disjuntos tales que
TuJ={1,2,....,n}y

{(a1,...,a,) € L} :a; €{0,1} sii € [,a; € {1/2,1} sii € J} NT, C A.

De esto y el hecho de que A es creciente resulta, por ejemplo, que (1,1/2,1/2,...,1/2) €
A. Luego, como A es cerrada bajo ", (1,0,...,0) € A. Andlogamente el resto de los
atomos del esqueleto booleano de L} también tienen que pertenecer a A. Por lo tanto,
A=T,. O

La proposicién anterior caracteriza las dlgebras de Gy que satisfacen ¢p. Sin embargo,
podemos ir mas alla de ese resultado y dar una caracterizacion para el caso general de las
algebras de Ly que satisfacen ¢p. Para ello necesitamos el siguiente lema previo.

Lema 9.3.6 Para toda A € Gy \ I({T,, : n € N}) se tiene que Ly < A.

Demostracion. Sea A € Gy \ I({T,, : n € N}). Si A tiene por cociente a Lj, entonces
L, € HAA)NIS(A) y por el Lema 9.1.1 (d), L; < A. Luego podemos suponer que A es
un creciente en L que contiene los coatomos del esqueleto booleano de L} y que Ly < A.

Sean 01,09, ..., 0, los automorfismos de L que consisten en permutar las coordenadas
ysea B = ﬂ:il 0;(A). Como uno de los automorfismos es la identidad, B es un subuniverso
de A y, por el Lema 9.1.1 (e) y (f), se tiene que B < A. Méds ain para 1 < j < n! se

tiene que
n!

n!
0;j(B) = o; (ﬂ O'i(A)) =()ojoi(A) =B
i=1 i=1
pues {0;01,0;02,...,0;0m} = {01,09,...,0n}. Luego o [p: B — B es un automor-
fismo de B para 1 < j < nl. Consideremos ahora C' = ﬂ;l':l PF(o; |g). Utilizando
nuevamente el Lema 9.1.1, resulta que C' es un subuniverso de B y que C < B. Por
lo tanto, tenemos también que C < A. De la construccion de C se ve facilmente que
CC{(1/2,1/2,...,1/2),(1,1,...,1)}.

Supongamos ahora que A  T,,. Entonces existe un elemento (ay,...,a,) € A tal que
a; # 1 para 1 < i <n. Luego como A es creciente, resulta que m = (1/2,1/2,...,1/2) €
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A. Ahora bien, oj(m) = m para 1 < j < nl. Luego m € B. Méas atn, como m € PF(c;[p)
para 1 < j < n!, concluimos que m € C. Luego C = Li; y hemos probado que L; < A.

Resta probar el resultado suponiendo que A C T,,. Lo probaremos por induccién sobre
n. Para n = 1 la afirmacion es trivial pues en tal caso resulta A = L;. Supongamos
entonces que el resultado es valido para todo k < n y probémoslo para n.

Como A C T,,, A no posee alguno de los dtomos del esqueleto booleano de Lj. Sin
pérdida de generalidad podemos suponer que (1,0, ...,0) € A. Sea D la proyeccion de A
sobre todas las coordenadas con excepcion de la primera. Observemos algunas propiedades
de D.

= D es un creciente en L3,

(0,0,...,0) & D.

En efecto, si (0,0,...,0) € D, entonces existe a € {0,1/2,1} tal que (a,0,0,...,0) €
A. Pero como A C T, resulta que a = 1, de donde (1,0,...,0) € A, contradiccién.

(1/2,1/2,...,1/2) € D.

En efecto, como A € Gy, A contiene una subdlgebra isomorfa a F,, que no posee
infimo en A. En virtud del Lema 9.3.4 y del hecho de que A es creciente, resulta
que (1,1/2,1/2,...,1/2) € A. Luego (1/2,1/2,...,1/2) € D.

D b’é QDB.
Resulta inmediatamente de los dos items anteriores.

Ahora bien, D tiene una representaciéon como producto global de algebras de G5 con a lo
sumo n — 1 codtomos. Las algebras que aparecen en dicha representacion no pueden ser
todas de la familia {T,, : n > 1}, pues en ese caso ¢p seria valida en D. Luego D posee
un cociente E en la familia con a lo sumo n — 1 codtomos y que no es isomorfo a ningtin
T,, n > 1. Por hipétesis inductiva, Ly < E. Luego L; < E < D < A, como queriamos
probar. Il

Teorema 9.3.7 Para un dlgebra A € 1Ly son equivalentes:

(1) Ak ¢z,

(2) L £ A.

St ademds, A es finita, la siguiente condicion también es equivalente:

(3) A es producto subdirecto global de dlgebras de la familia {T,, : n > 1}.

Demostracion. Veamos primero la equivalencia de las tres condiciones para el caso de un
algebra finita A € L. La implicacién (1) = (2) es inmediata del hecho de que Ly F~ ¢p.
Por su parte, la implicacién (3) = (1) es consecuencia inmediata de la Proposicién 9.3.5
y del hecho de que los productos subdirectos globales preservan las sentencias DEF. Para
probar la implicacién (2) = (3), supongamos que L; A A. Como A es finita, sabemos
que es producto subdirecto global de {Aq,..., Ay} C Gy. Ahora bien, para cada i, A; €
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IS(ANH(A), conlo cual A; < Ay, por lo tanto, L; £ A; para ningun i. Luego, por el
Lema 9.3.6, {A4,...,Ax} CI({T,, : n > 1}), como querfamos demostrar.

Para completar la demostracién sélo resta ver que la implicaciéon (2) = (1) también
vale para el caso de un algebra infinita A € LL,. Supongamos que A [~ ¢p. En primer
lugar, notemos que si L; € H(A), entonces Lj < A y no hay nada que probar. Luego
podemos suponer que todos los cocientes subdirectamente irreducibles de A son isomorfos
a Ly. En particular, notemos que, como Ly es un dlgebra débilmente proyectiva (véase
Seccién 8.2), Ly € H(A) N IS(A), de donde Ly < A.

Consideremos A < LI para cierto conjunto I. Como Ly | U(pp) v U(pp) es una
cuasi-identidad, resulta que Ly = U(gpp) v, en particular, A = U(pp). Luego A = E(vp).
Por otra parte, Ll = g, con lo cual debe existir un elemento a € A tal que b (a) € A,
siendo b! : LY — LI 1a funcién algebraica inducida por ¢p sobre LL.

Construiremos un algebra finita B tal que B < A y B [~ ¢p. Para ello, observemos
que dada una sentencia DEF ¢ tal que A | ¢, se tiene que Ly = ¢ y que las funciones
inducidas por ¢ sobre Ly extendidas a Ll son cerradas en A. Luego consideremos las
algebras Lj y A* que resultan de agregar a Lo y A, respectivamente, las operaciones
determinadas por todas las sentencias DEF vélidas en A. Es claro que A* < (L)%
En particular A* € V(L}), con lo cual A* es un algebra localmente finita. Entonces
B* = Sg® (a) es un algebra finita. Mas atin, si B denota el reducto de B* al lenguaje
{—,1}, resulta que B < A pues B es cerrado bajo todas las funciones algebraicas de A.
M4s atin, como b’ (a) € B, B [~ pp. Como B es un algebra finita en L, tal que B £ ¢p,
por lo ya probado, podemos concluir que L; < B. Ahora bien, como B < A, resulta
finalmente que L; < A. O

Los resultados obtenidos hasta el momento nos permiten clasificar las dlgebras de L,
en tres clases:

. Algebras A € L, tales que L; < A pero L, £ A: éstas son precisamente las algebras
de implicacién, es decir, la subvariedad IL;.

= Algebras A € L, tales que Ly < A pero L 4 A: en virtud del teorema anterior,
éstas son precisamente las algebras que satisfacen la sentencia ¢p, es decir, la clase
algebraicamente expandible Ly N Mod(pp).

= Algebras A € L, tales que L; < A y Ly < A.

Esta clasificacion nos serda de utilidad en la seccién siguiente para determinar todas las
funciones algebraicas sobre cada algebra de L.

En lo que respecta a la familia G, la clasificacion anterior indica que existen dos
cadenas de &lgebras mutuamente incomparables: {F,, : n € N} = G NL; y {T, :n €
N} = Gy N Mod(pp). Ambas cadenas de dlgebras estdn subdivididas segin el nimero
de coatomos que poseen mediante las sentencias ¢,. Observemos asimismo que, de la
misma clasificacion, resulta que toda dlgebra A € G, que no pertenezca a una de estas
dos cadenas verifica que L; < A y que Ly < A. Nuestro conocimiento actual de G, se
puede resumir en el siguiente diagrama:
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L,=F;

9.4. Clones algebraicos

En esta seccion vamos a caracterizar las funciones algebraicas en todas las algebras de
L. Para ello utilizaremos algunas herramientas del dlgebra universal que describiremos a
continuacion.

La primera de dichas herramientas es el siguiente resultado, cuya prueba puede en-
contrarse, por ejemplo, en [BurSan81, Cap. IV, §10, Lema 10.4].

Lema 9.4.1 (Baker-Pixley) Sea A un dlgebra finita en el lenguaje £ con un térmi-
nos mayoria M (x,y, z), es decir, un término que satisface las ecuaciones M(x,x,y) =
M(z,y,x) = M(y,z,x) = z. Sea f : A" - A, n > 1, una funcion que preserva subdlge-
bras de A2, es decir, para todo subuniverso S de A? y para toda n-upla de elementos
(a1,b1),...,(an,by) € S, se tiene que (f(ay,...,an), f(b1,...,b,)) € S. Entonces existe
un término p(xy,...,xz,) en el lenguaje L que representa a f sobre A.

Para enunciar el otro resultado importante del algebra universal que utilizaremos,
necesitamos primero dar una definicion. Dada un algebra A, decimos que una funcién
f : A¥ — A es definible por una férmula abierta positiva si existe una férmula
abierta positiva O(x1, ..., xg, z) en el lenguaje de A tal que A = O(ay, ..., a,,b) siy sélo
sib= f(ay,...,a,). Observemos que, en el caso algebraico, una férmula abierta positiva
es simplemente una combinacién proposicional de ecuaciones utilizando sélo las conectivas
de conjuncién y disyuncion.

La utilizacién del siguiente resultado y su demostracién fueron sugeridas por Miguel
Campercholi.

Teorema 9.4.2 Sea A un dlgebra finita. Una aplicacion f : A¥ — A es definible por
una formula abierta positiva si y solo si para todo B < A y todo homomorfismo h :
B — A, siempre que ay,...,a, f(ai,...,ax) € B, resulta que f(h(ay),...,h(ag)) =
h(f(ai,...,ax)).

Demostracion. La implicacion directa es inmediata, por lo que probaremos sélo la im-
plicacién reciproca. Supongamos que f satisface la condicién sobre los homomorfismos

expresada en el enunciado del teorema. Dados aq,...,ar € A, definimos el conjunto
Ay (1, .., 2, y) formado por todas las ecuaciones e(z1, ..., 2, y) en el lengauje de
A para las cuales vale 2 (ay, ..., ax, f(ay,...,a)). Observemos que como A es finita,
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Freey (a)(z1,. .., 2y, y) es finita, con lo cual podemos suponer que A,, . 4, es finito, elimi-
nando ecuaciones equivalentes. Denotemos entonces con d,, 4, (21, ..., 2%, y) la conjun-
cién de todas la ecuaciones en A, 4 (21,...,%%,y) y consideremos la férmula abierta
positiva
O(x1,...,T6Y) = \/ Oayoan (Tl Ty YY),
al,...,ap€A

donde \/ representa la disyuncién l6gica. Veamos que la férmula O(xy,. .., x,y) define
la aplicacion f. En efecto, dados ai,...,a, € A vale 62,-..,%(“1’ cooag, flag, .. ag)),
con lo cual cualesquiera sean aq,...,a; € A vale O(ay,...,ax, f(ay,...,ax)). Recipro-
camente, supongamos que vale O*(a},...,a,,b) para ciertos af,...,a},b € A. Luego
existen ap,...,a, € A tales que vale 62  (a},...,a},b). Sea B = Sg*({ar, ..., az,
f(a,...,ax)}). Vamos a definir una aplicacién h : B — A de modo que h(a;) = da,
para 1 < i < k y h(f(ai,...,ar)) = b. Para ello, dado s € B, consideramos un
término t(x1,..., 2k, y) tal que s = tA(ay,...,a, f(ay,...,a;)) y definimos h(s) :=
tA(a},...,a,,b). Esta aplicacién estd bien definida en virtud de que vale
o a.(ah,. .. a},b). Més atn, por la forma de su definicién es un homomorfismo de
B en A. Luego, utilizando la hipdtesis sobre f, tenemos que b = h(f(a,...,ax)) =
f(h(ay),..., h(ag)) = f(ay,... a}). O

A partir de este resultado universal se puede obtener una caracterizacion para las
funciones monoalgebraicas sobre las dlgebras de implicacién de Lukasiewicz totalmente
ordenadas finitas. Para ello necesitamos el siguiente lema.

Lema 9.4.3 Existe una conjuncion de ecuaciones e(x,y, z,w) en el lenguaje de las dlge-
bras de implicacion de Lukasiewicz tal que en toda cadena A € 1L wvale la equivalencia
(x=y 0z=w) > e(x,y,z,w).

Demostracion. Sea e(x,y, z,w) la conjuncién de las ecuaciones (z — y) V (z — w) = 1,
(x—=y)Vw—2)=1,(y—=2)V(z—>w) =1, (y = 2)V(w— z)=1. Es claro que en
una cadena vale la equivalencia del enunciado pues 1 es supremo-irreducible. O

Utilizando este lema y el Teorema 9.4.2 resulta un criterio sencillo para determinar si
una funcién es monoalgebraica sobre las cadenas de Lukasiewicz finitas.

Teorema 9.4.4 Dada A una cadena finita en L, una funcion f : A¥ — A es monoalge-
braica sobre A si y solo si para todo B < A y todo homomorfismo h : B — A, siempre

que ay, ..., a, f(ai,...,a;x) € B, resulta que f(h(ay),...,h(ar)) = h(f(ai,...,ax)).

Demostracion. Basta observar que las funciones monoalgebraicas son las funciones defini-
bles mediante conjunciones de ecuaciones y que, en virtud del Lema 9.4.3, éstas coinciden
con las funciones definibles mediante sentencias abiertas y positivas. OJ

Observacién 9.4.5 Si A* es una expansion de una cadena finita A € L, es decir, A*
resulta de agregar operaciones al algebra A, el teorema anterior sigue siendo valido para
A* ya que el Lema 9.4.3 no pierde validez al aumentar el lenguaje algebraico.
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Otro resultado previo que necesitaremos, especifico de las algebras de implicaciéon de
Lukasiewicz, es el siguiente.

Lema 9.4.6 Todo término en el lenguaje {—, A, 1} es equivalente en (La,— A, 1) (y
también en (L1, —, A\, 1)) a un término de la forma t; Aty A ... At,, donde ty,. .., t, son
términos en el lenguaje {—, 1}.

Demostracion. Sea t(xy,...,x,) un término en el lenguaje {—, A, 1}. Haremos induccién
sobre la longitud de t.

Si t tiene longitud 1, entonces ¢ = x para una variable x o bien ¢ = 1. En cualquier
caso no hay nada que probar.

Supongamos que el resultado es cierto para términos de longitud menor a n y probémos-
lo para un término ¢ de longitud n. Hay dos casos:

=1 — to:

Como t; y t2 son de longitud menor, la hipétesis inductiva nos asegura que t; es
equivalente en (Lo, —, A, 1) a A}Z, ti, donde los ¢;, son términos en el lenguaje
{—,1}. Luego en (Ls,—, A, 1) se tiene que

m1 mo mo my mz mi
t=t;—>ty= N\tuw— Nt = /\ (/\tlk—m%) = AV (tu = tar).
k=1 r=1 = k=1 r=1k=1

u t:tl/\tgi

Este caso resulta directamente usando la hipétesis inductiva.

g

Estamos ahora en condiciones de abordar el problema de caracterizar las funciones
algebraicas sobre las algebras de IL,. Para ello vamos a caracterizar primero las funciones
algebraicas en las algebras subdirectamente irreducibles Ly y Lo.

En el caso de L, sabemos que L; | @9 y la funcién algebraica inducida por s es
[po]¥ (z,) = x A y. La siguiente proposicién muestra que esta funcién algebraica y las
operaciones basicas son suficientes para generar todas las funciones algebraicas sobre Lj.
Ademas, obtenemos una caracterizacion sencilla de dichas funciones.

Proposicién 9.4.7 Dada una funcion f : LY — Ly, son equivalentes:
(1) f € Clouy(Ly),

(2) f e Muy(Ly),

(3) feCClo({Ly,—,N,1)),

(4) f(1,1,...,1)=1.
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Demostracion. Probaremos (1) = (4) = (3) = (2) = (1).

Sea f € Clog,(Ly). Luego existe una sentencia DEF ¢ = (VZ)(3!2)(e(Z, 7)), donde
(%, 7) es una conjuncién finita de ecuaciones, tal que Ly = ¢ v f = [¢]F® para algtn
indice i. Como £(1,1,...,1) es valido, resulta inmediatamente que f(1,1,...,1) = 1.

Supongamos ahora que f(1,1,...,1) = 1. Consideremos el dlgebra A = (L, —, A, 1)
y apliquemos el Lema 9.4.1. El término

M(z,y,z)=(xVy) AN(xVz)A(yV 2)

es claramente un término mayoria sobre A.

También es sencillo ver que los subuniversos de A? son A%, {1} x A, Ax{1}, {(a,a) : a €
A}y {(1,1)}. Luego, de la condicién f(1,...,1) =1 se deduce que f preserva subalgebras
de A?. Por lo tanto f es representable sobre A como un término en el lenguaje {—, A, 1}.

Supongamos ahora que f € Clo({Ly,—, A, 1)) y veamos que f es monoalgebraica sobre
L;. Por el Lema 9.4.6, f estd determinada por un término de la forma A", ¢ donde cada
t; es un término en el lenguaje {—, 1}. Consideremos entonces la sentencia DEF

wr = (VT)(32) <Z—>t1(f) =1&z—=67)=1& ... &2 - t,(T) =1& \m/(tk(f) — z) = 1) :

Resulta entonces que Ly = ¢y y que [pf]¥ = f.
Finalmente, la implicacién (2) = (1) es trivial. O

Observacién 9.4.8 Las equivalencias (1) < (2) < (4) resultan facilmente del Teorema
9.4.4. Sin embargo, dicho teorema no permite obtener la caracterizacion (3).

En el caso del algebra Lo, conocemos dos sentencias DEF que son validas en ella, a
saber, ¢» v ¢p. La primera induce la funcién binaria [ps]™(z,y) = z Ay y la segunda in-
duce la funcién unaria [pp|"2(z) = b(x). En la siguiente proposicién mostramos que estas
dos funciones junto con las operaciones basicas bastan para generar todas las funciones
algebraicas sobre Ly. Al igual que en el caso de L; se obtiene también una caracteriza-
cién sencilla. Sin embargo, a diferencia de ese caso, veremos que no todas las funciones
algebraicas sobre Ly son monoalgebraicas.

Proposicion 9.4.9 Dada una funcion f: LY — Lo, son equivalentes:
(1) f € Clogy(Ly),

(2) f € Clo({Ly,—, N, b, 1)),

(3) f(1,1,...,1)=1.

Demostracion. La demostracién de la implicacién (1) = (3) es idéntica al caso de L;. La
implicacién (3) = (2), también resulta en forma andloga considerando el algebra (Lg, —
, A\, b, 1) para aplicar el Lema 9.4.1. Finalmente, la implicacién (2) = (1) es inmediata a
partir del hecho de que la composicion de funciones algebraicas siempre es algebraica. [
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Observacién 9.4.10 De acuerdo al teorema anterior, para generar via composiciones to-
das las funciones algebraicas sobre Ly basta utilizar, ademas de las operaciones bésicas, la
funcion binaria A y la funcién unaria b. Es importante observar, que no podemos prescindir
de ninguna de estas dos funciones. Por una parte, b ¢ Clo((La, —, A, 1)). En efecto, como
b es una funcién unaria, si hubiera un término en el lenguaje {—, A, 1} que la represente,
deberfa ser éste también unario. Pero se ve facilmente que Freey (i, 1) (1) = {1,2}.
Por otra parte, A € Clo((Ly,—,b,1)). Para probar esto, definimos para cada funcién
f: L% — Ly el ntimero N(f) dado por la cantidad de pares (a, b) € L2 tales que f(a,b) = 1.
Es inmediato entonces que:

» N(m)= N(m) =3, siendo 71,7, : L3 — Ly las proyecciones correspondientes.

» N(f —>9g)>N(g)pues Ly Fz —1=1.

» N(b(f)) = N(f), pues b(a) =1siy sélosia=1.
Luego es inmediato que N(f) > 3 para toda f € Clo((La, —, b, 1)). Sin embargo, N(A) =
1, por lo que A & Clo({Ly, —,b,1)).

Utilicemos ahora el Teorema 9.4.4 para determinar claramente cuéles son las funciones
monoalgebraicas en L.

Proposicién 9.4.11 Dada una funcion f : LY — Lo, son equivalentes:
(1) f € Malg(L2)7
(2) f satisface las siguientes condiciones:
. f(11,...,1) =1,
" SiAy,. .., G, flal,...,a,) € {0,1}, entonces f(b(ay),...,b(a,)) =b(f(a1,...,an)),
n Siay,...,an, far,...,a,) € {1,1}, entonces f(b(ar), ..., b(a,)) = b(f(ar, ..., a,)).

Demostracion. Resulta de aplicar el Teorema 9.4.4. La primer condicion sigue del hecho
de que f debe respetar los homomorfismos triviales y las dos condiciones restantes se
deducen a partir de considerar la funcién b como homomorfismo entre {0,1} y {3,1} vy
viceversa. U

Observacién 9.4.12 Utilizando el resultado anterior es inmediato verificar que sobre L,
existen solo tres funciones monoalgebraicas unarias: la identidad, la funciéon constante 1
y la funcion b. Esto indica que la funcién b no es una funciéon arbitraria sino que es la
mas sencilla de las funciones algebraicas sobre Ly que no es representable mediante un
término.

Ahora vamos a determinar un conjunto especial de funciones algebraicas sobre Lo,
aquellas determinadas por una sentencia DEF ¢ que no sélo es vélida en Ly sino también
en L;. Veremos asimismo que estas funciones algebraicas especiales son, de hecho, mo-
noalgebraicas, y ello sera fundamental para la caracterizacion posterior de las funciones
algebraicas en cualquier algebra de L.
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Proposicién 9.4.13 Para una funcion f : LY — Ly son equivalentes:

(1) f =[] para algin indice i y alguna sentencia DEF ¢ tal que Ly, Ly = o,
(2) f € Clo({Ly,—, N, 1)),

(3) f satisface las siguientes condiciones:

. f(1,1,...,1)=1.
= f({0,1}7") € {0,1}.
w f(b(ay),...,b(a,)) =0b(f(as,...,a,)) para todo ay,...,a, € {0,1}.

Demostracion. Probemos las implicaciones (1) = (3) = (2) = (1).

Sea ¢ una DEF tal que Ly, Ly = ¢, ¢ = (Vo1,...,2,)( 321, ..., 2m)e(T,Z), don-
de £(Z,%) es una conjuncién de ecuaciones. Supongamos también que f = [p]I* para
algin ¢ € {1,...,m}. Como &(1,1,...,1) es necesariamente vélida en Ly, es claro que
f(1,1,...,1) = 1. Por otra parte, como L; = ¢ y {0, 1} es un subuniverso de Ly isomorfo
a Ly, resulta inmediato que f({0,1}") C {0, 1}. De la misma forma como {1/2,1} es un
subuniverso de Ly isomorfo a Ly, f({1/2,1}") C {1/2,,1}. Sin embargo, f satisface una
condicién ain maés estricta que ésta, pues b : Ly — Lo define un isomorfismo entre los
subuniversos {0,1} y {1/2,1}, por lo que si vale €(ay, ..., a,,c1,...,¢,) para elementos
A1, ...,0p,C1,. .., Cpn € {0,1}, entonces vale también e(b(aq),...,b(a,),b(c1),...,b(cnm)),
con lo cual f(b(ay),...,b(a,)) =b(f(a,...,a,)).

Supongamos que f es una funcién que satisface las condiciones del inciso (3). Conside-
remos el dlgebra A = (Lo, —, A, 1). Aligual que en las demostraciones de las Proposiciones
9.4.7 y 9.4.9, el dlgebra A posee término mayoria, por lo que podemos aplicar el Lema
9.4.1. Los subuniversos de A? son de los siguientes tipos:

S =51 x 95 para ciertos subuniversos 57,5, de Ly: En este caso f preserva S pues
preserva los subuniversos de Ls.

» S C{(a,a):a € Ly}: En este caso es claro que f preserva S.

S =1{(0,1/2),(1,1)}: Sean (ay,a}), ..., (an,al,) € Sy supongamos que f(ai,...,ay)
= a, a € {0,1}. Notemos que a, = b(a;) para 1 < i < n. Luego f(d},...,a,
f(b(ar),...,b(a,)) =b(f(ay,...,a,)) = b(a). Luego (f(ai,...,a,), f(a),...,a,)
(a,b(a)). Ahora bien, si a =0, b(a) = 1/2 y tenemos que (a,b(a)) = (0,1/2) € S; si
a=1,bla) =1y (a,bla)) = (1,1) € S. Esto muestra que f preserva S.

 —

—_

S =1{(1/2,0),(1,1)}: Este caso es andlogo al anterior.

Como f preserva todos los subuniversos de A? concluimos que f € Clo(A) =
Clo({Lq, —, A, 1)).

Finalmente, supongamos que f € Clo({Ls,—, A, 1)) y veamos que se verifica la condi-
cién (1). Por el Lema 9.4.6 sabemos que f estd determinada por un término de la forma
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Aje, tr, donde cada t; es un término en el lenguaje {—,1}. Consideremos entonces la
sentencia DEF

vr = (Vz)(32) <z —-H(T)=1&2z2—=>t@T) =1& ... &2 —1,T) =1& \/(tk(f) —z) = 1) :
k=1
Resulta entonces que Ly, Ly = ¢y v que [pf]¥2 = f. O

Observacién 9.4.14 En virtud del la Proposicién 9.4.11, las condiciones del item (3)
implican que las funciones caracterizadas en la proposicion anterior son todas monoalge-
braicas. Este hecho también resulta evidente en la demostracion anterior puesto que la
sentencia ¢y posee una sola variable z.

Resta probar sélo una proposicion previa mas antes de presentar la caracterizacién de
las funciones algebraicas en el caso general. El siguiente resultado determina las funciones
algebraicas en el dlgebra (Ls, —, b, 1).

Proposicién 9.4.15 Dada una funcion f : LY — Lo, son equivalentes:
(1) f € Clogy({La, —,b,1)),

(2) f € Mag({L2, —,0,1)),

(3) f(1,1,...,1)=1.

Demostracion. La tinica implicacién no trivial es (3) = (2) y resulta de aplicar el Teorema
9.4.4 (ver Observacién 9.4.5). Basta notar que (Lo, —, b, 1) posee s6lo dos subuniversos, L
y {1}, y que el inico homomorfismo definido sobre una subdalgebra que no es restriccion
de la funcién identidad es el homomorfismo trivial de Ly en {1}. La condicién (3) es
precisamente equivalente a la preservacién de dicho homomorfismo. U

Estamos en condiciones ahora de caracterizar los clones algebraicos de todas las alge-
bras de L,. Dada A € L,, distinguimos los tres casos que presentamos en la seccién
anterior:

» L; < A, Ly £ A: éstas son las algebras de implicacion.
» Ly £ A, Ly < A: éstas son las algebras determinadas por la sentencia ¢g.
s L) < A, L, < A.

Dados dos conjuntos S e I y una funcién f : S®™ — S, notamos f a la funcién f7 :
(S — ST definida coordenada a coordenada mediante f1(5,...,5,)(i) =
f(51(4),...,5,(i)) para todo 5y, ...,5, € SL.

Teorema 9.4.16 Sea A € L. 57 consideramos A < L{ tenemos que

Oloalg(A) = Malg(A> = {QI‘A 1g € Cloalg(Ll),gI(A") - A}'
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Demostracion. Consideremos una funcién f € Cloy,(A). Luego existe una DEF ¢ tal
que Ay f=[p*: A" — A para cierto indice i. Ahora bien, como L; < A, tenemos
que Ly = . Sea g = [¢]F* : L? — L, y notemos que como Ly = o, LI =y [gp]iL{ =g
Por unicidad, es claro que f = g’|4 y entonces se debe tener que g'(A") C A. Observar
que g € Clogy(Ly).

Consideremos ahora una funcién g € Clogy(Ly), g : LY — Ly, tal que g(A") C A,
y veamos que g'|4 € My,(A). Como g € Clogy(Ly) = My,(Ly) (ver Proposicién 9.4.7),
existe una sentencia DEF ¢ = (Vay,...,2,)(32)e(T, 2) tal que Ly E ¥ y g = []".
Luego LI = ¢ y [@D]L{ = gl. Mas atin, como ¢g/(A") C A, resulta que A = ¢ y que
gtla € Myy(A). O

Teorema 9.4.17 Sea A € Ly tal que A |= pp. Si consideramos A < Lk tenemos que
Clogy(A) = {g'|a : g € Cloay(La), g’ (A™) C A}.

Demostracion. La inclusién Clogy(A) C {g'|a : g € Clogy(Lz), g’ (A™) C A} resulta en
forma andloga a la correspondiente inclusién en el Teorema 9.4.16.

Consideremos ahora una funcién g € Clogy(Ls), g : LY — Lo, tal que g’(A") C A,
y veamos que g'|4 € Clog,(A). Observemos que, como ¢(1,1,...,1) = 1, en virtud
de la Proposicion 9.4.15, g € Mgyy((L2, —,b,1)). Luego existe una sentencia DEF ¢ =
(Vay,...,1,)(3'2)e(7, 2) en el lenguaje {—, b, 1} tal que (Ly, —,b,1) = ¢ y [ip]{F200 =
g. Definimos ahora una nueva conjuncién de ecuaciones €'(Z, z) a partir de (7, z) reem-
plazando cada ocurrencia de la operacion b por una variable z; y agregando la ecuacion
correspondiente que define el valor de dicha operacién. De esta manera obtenemos una
conjuncién de ecuaciones £'(7,Zz) en el lenguaje {—,1}. Como A = ¢p, A es cerra-
do bajo b’, con lo cual es inmediato que A = (Vay,...,2,)(321,...,2,)¢(T,Z) v que
gI|A S ClOalg(A). O

Teorema 9.4.18 Sea A € Ly tal que Ly < A y Ly < A. Si consideramos A < Lg
tenemos que

Clogg(A) = Myy(A) = {gI|A :g € Clo({(Lg, —, A, 1>),gI(A") C A}

Demostracion. Resulta en forma similar al Teorema 9.4.16 pero utilizando la Proposicion
9.4.13 (ver también Observacion 9.4.14). O

9.5. Clases algebraicamente expandibles (Parte 2)

En esta seccién retomamos la descripcion de la familia G, para poder describir el reti-
culado de clases algebraicamente expandibles en ILy. Contamos ahora con una herramienta
importante pues disponemos de una descripcion sencilla de todas las funciones algebraicas
en cada algebra de L.

Veamos primero una caracterizacion general de la relaciéon <.
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Teorema 9.5.1 Dadas dos dlgebras A,B € Ly, A < B si y sélo si se verifica alguno de
los siguientes casos:

(1) A,B €Ly, A,B <L! ypara toda funcion f : L} — Ly tal que f1|p € Cloy,(B),
se tiene que f1|a € Clogy(A).

(1) B €L, A,B <Ll y para toda funcion f : Ly — Ly tal que f!|p € Clou,(B), se
tiene que f1|4 € Clogy(A).

Demostracion. Supongamos que A < B. Es claro que si B € Ly, A € Ly, con lo cual hay
dos casos posibles: A,B € IL; o bien B ¢ L.

(1) Supongamos que A, B € LL;. Podemos considerar entonces A, B < L! para cierto
conjunto /. Consideremos una funcién f : L} — Ly tal que f!|p € Clog,(B). Luego
existe una sentencia DEF ¢ tal que B = ¢ v [¢]B = f!|p para cierto indice i. Como
L; < B, resulta que L; = ¢ y también L! = ¢. Ademds, como A < B, tenemos
también que A = ¢. Esto significa que [¢]* = f!|5, de donde f|4 € Clog,(A).

(1) El caso en que B ¢ L; resulta en forma analoga pues Ly < B.
Veamos la implicacion reciproca.

(1) Supongamos que A,B € L, y verifican la condicién del enunciado. Sea ¢ una
sentencia DEF tal que B = ¢. Como L; < B, sabemos que [¢]® = f|p para cierta
f: Lt — Ly. Por hipétesis, f1|4 € Cloay(A) y, en particular, f7|4 es cerrada en A.
Como esto sucede para cada i, resulta inmediatamente que A |= ¢.

(1) Si B € Ly, el resultado se obtiene en forma analoga, ya que Ly < B.

g

Este resultado junto con las descripciones sencillas de los clones algebraicos vistas en
la seccion anterior implican directamente el siguiente resultado mas preciso.

Teorema 9.5.2 Dadas dos dlgebras A,B € Ly, A < B si se verifica alguno de los
siguientes casos:

(1) A,B €L, A,B<L! ypara toda funcién f: LT — Ly tal que f(1,1,...,1) =1y
f1(B™) C B, se tiene que f1(A™) C A.

() A,B E ¢, A,B < LL y para toda funcién f : Ly — Lo tal que f(1,1,...,1) =1
y f1(B™) C B, se tiene que f1(A™) C A.

() B¢ L, y B} g, A,B < LL y para toda funcion f : Ly — Lo tal que
FL1,.., 1) =1,
f({0,1}3") € {0, 1},

fb(ar),...,b(a,)) =b(f(ai,...,a,)) para todo ay, ..., a, € {0,1},
f1(B") < B,
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se tiene que f1(A™) C A.

Para poder utilizar el teorema anterior para ordenar las algebras de la familia Gy
necesitamos reducir la cantidad de funciones que debemos testear a una cantidad finita.
Ello es posible cuando se trata de &lgebras finitas. En efecto, supongamos que A 4
B para un par de algebras finitas A, B € L,. Entonces existe una sentencia DEF ¢
tal que B = ¢ pero A £ . Supongamos que ¢ = (Vrq,...,2,)(Iz1, ..., 20)e(T, 2).

Supongamos también que A estd generada por un conjunto {gi, ..., gx}. Como A }= ¢,
existen elementos ay, ..., a, € A tales que A p~ (321, ..., 2,)e(@, Z). Ahora bien, existen
términos t1,...,t, en las variables zy, ...,z tales que a; = t*(gy, ..., gx). Consideremos

la sentencia DEF ¢ = (Vay,...,z5) (32, .. z;m)e(ti(e, -y xp), oy tu(2, .o T8), 2).
Resulta entonces que A £~ ¢’ pero B = ¢'. Esto prueba que si A es k-generada, en el test
dado en el teorema anterior podemos suponer que las funciones son k-arias. El problema
de determinar si A < B se reduce entonces a testear un nimero finito de funciones, es
decir, obtenemos un algoritmo para determinar la relacién < entre algebras finitas. Mas
adelante daremos algunos ejemplos de como aplicar este procedimiento y veremos que se
simplifica atin mas.

Vamos a ilustrar este procedimiento con la subfamilia de G, determinada por la
sentencia 3. Dicha sentencia limita el nimero maximo de codtomos que pueden tener
las algebras consideradas a 2. Veamos en primer lugar qué algebras contiene la familia
GaNMod(ps). Recordemos que todas las dlgebras de implicacién de Lukasiewicz finitas las
pensamos como crecientes en un producto de cadenas finitas. Luego basta dar el diagrama
de Hasse del conjunto ordenado correspondiente para recuperar la operacién —.

Miembros de G, con un solo codtomo:

I

F1:L1 T1:L2

Miembros de G, con dos codtomos:

= Crecientes en L x Ly:

N\

s Crecientes en L x Lg:

A,
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= Crecientes en Ly x Ly:

N

=By

O

Veamos un par de ejemplos de determinacion de la relacion < sobre estas dlgebras.

Ejemplo 9.5.3 Probaremos que Fy < A;. Como A; ¢ L, y Ay [~ ¢p, estamos en el
caso (I1I) del teorema anterior. Podemos considerar Fy, A; < L32. Mds precisamente,
consideramos

Fy = {(17%)’(%71)7(171)}’ y Al = {(170)’(1 %) (_ 1) (1 1)}

Observar que F» C A; y que Fy estd generada por {(1, %), (%, 1)}. Notar también que
Lo < Ay pues Ly € IS(A1) N H(A,).

Supongamos, por contradiccién, que Fy A A;. Entonces existe una sentencia DEF
o tal que A; E ¢ v Fy £ ¢. Como Fy es 2-generada, teniendo en cuenta las obser-
vaciones posteriores al teorema anterior, podemos suponer que ¢ es de la forma ¢ =
(Var, 29) (21, - .., 2m)e(T,Z) y que Fo B Tz, ..., 20)e((1,3), (3, 1), 2).

Ahora observemos que, como A; = ¢, Ly, L2 = ¢. Luego, si f; = [gp]?, 1<i<m,
entonces f? = [gp]?%, 1 <i < m. Luego debe existir i € {1,...,m} tal que

f((1,3),(3.1) € P,

pero
FHAT) C (Ay).

Veamos que esto es imposible. De las condiciones anteriores y teniendo en cuenta que

Ap\ Fy» = {(1,0)}, resulta que

ff((L %)7 (%7 1)) = (17 0)
Esto significa que
Ahora bien, como A; [~ ¢p, L1 < Aj, con lo cual Ly = ¢. Luego la condicién fl(%, 1)=0

es imposible, puesto que {%, 1} es un subuniverso de Ly isomorfo a L;.
Esta contradiccién prueba que Fy < Aj.
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Ejemplo 9.5.4 Veamos que A; £ A,. Notemos que Ay € L1 v Ay £ B, con lo cual
estamos en el caso (I11) del teorema anterior. Para probar que A; A A,, procederemos
como en el ejemplo anterior con la diferencia de que en lugar de obtener una contradiccion
hallaremos una funcién f : L3 — Ly que cumple las condiciones del {tem (117) del teorema
anterior, pero tal que f? no es cerrada en A;.

Comenzamos considerando A, A, < L2, estableciendo

Al = {(170)7(17%)a(%71)7(1’1)}a yAQ - {(1 0) (1 _) (% %) (_ 1) (1 1)}

Como A estd generada por {(1,0), (1, 1), (3,1)}, consideramos una funcién f : L§ —
L, tal que

fz((lﬂ O)a (17 %)? (%7 1)) ¢ Al
pero tal que
F2(A3) € As.

Como Ay \ Ay = {(3, 1)}, resulta que

£2((1,0), (1, 3). (5

—
N~—
S~—

Il
—~
N[
o=
N—

de donde
f(lalag)zéa y f(()a;al)

Consideramos entonces la funcién f : L3 — Ly definida por

% si(7,y,2) = (1,},%)

_ 2 s1 (xvyv ) (07571)

flz,y,2) = 0 si(x,y,2)=1(1,1,0),
1 en todo otro caso.

Observemos que definimos f(1,1,0) = 0 de modo que f cumpla las primeras tres condicio-
nes del item (I17) del teorema anterior. Veamos ahora que f2(A%) C A,. En efecto, supon-
gamos que existen (ay, by), (ag, ba), (as, b3) € Ay tales que f2((ay,b1), (az, bs), (as,b3)) € As.
Hay dos posibilidades:

» Si f2((a1,b1), (as ,bg),(ag,bg)) = (0,z), entonces f(ay,as,a3) = 0, de donde
(a1,as2,a3) = (1,1,0). Luego (as,bs) = (0,b3) & As, contradiccion.

= Si f2((a1,b1), (a2,b), (a3, b3)) = (3,0), entonces f(ay,az,a3) = 5y f(b1,bs,bs) = 0.
Luego (b1, ba, b3) = (1,1,0) y como (as, b3) = (a3, 0) € Ay, resulta que a3 = 1. Luego
(a1,a2,a3) = (0,3, 1). Pero entonces (a1, b1) = (0,1) € A, contradiccion.

Hemos encontrado entonces una funcién f : L3 — Ly que verifica las condiciones del
item (/17) del teorema anterior, pero tal que f%(A?) € A;. Esto muestra que A; £ As.

Para hallar un término adecuado, definimos los términos p(z,y) = (y — =) Vy y
q(z,y) =z — (r — y) y observamos su comportamiento en Ly:

I 1 .
Lo _J 3 sia=0,b=g3, Lo b sia=1,
(a,0) = { 1 en otro caso, ¢(a,b) = 1 sia#0.
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Luego el término t(z,y, 2) = q(x Ay, z) verifica:

si (a,b,c) = (1,1,%
si (a,b,¢) = (1,1,0),

en otro caso,

ti 7 (a0, ¢) =

— ON=

y el término to(x,y, z) = z — p(x,y) verifica:

1 1
(L2,—,A,1) _ 5 81 (CL, ba C) = (Oa 29 1)7
by (a,b,¢) = { 1 en otro caso.

Luego el término t(x,y, z) = t1(x,y, 2) A ta(x,y, z) verifica:

% si (a,b,c) = (1,1, %),
0 si(a,b,c)=(1,1,0)
75(L2,—>,/\,1> a, b,C _ : s Uy 5 Ly )
( ) % si (a,b,c) = (0, %, 1),
1 en otro caso.

Obtenemos asi un término que representa a la funcién f. Dicho término resulta entonces
2
ta,y,2) = ((xAy) = 2) Az = ((y = 2) V).

Ahora bien, segun el Lema 9.4.6, dicho término se puede escribir como infimo de términos
implicativos. De hecho, utilizando propiedades elementales de algebras de implicacién se
puede reescribir

t,y,2) = (xAy) 2 2) Az > ((y = 2) V)
= ((xAy) = (Ay) = 2) Az = ((y = ) V)
= ((xAy) = (= 2)V(y—=2)) Az = (y > 2) V)
= (@ ((@—=2)VH—= )V = (@=2) V=)A= (Y- 2)Vy).

' '
81(1'7’y,Z) 82(3;7:1172”)

Luego podemos definir la sentencia DEF

o = (Vay, 29, 23)(312) (2 = s1(v1, 22, 3) = 1 & 2 = so(x1, 20, 23) =1 &
& (s1(x1, 29, x3) — 2) V (s2(x1, 29, 23) = 2) = 1)

y es claro entonces que Ay = ¢ pero A; = .

Procediendo como en los ejemplos anteriores resulta el siguiente orden entre las alge-
bras de Go N Mod(y3). Observar que no hay casos de algebras A, B € G, N Mod(p3) tales
que A < By B < A es decir, para este subconjunto de G5 la relacién < es un orden
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parcial.

B,

Ay

Fy

L,

Realizando los calculos correspondientes y simplificando las sentencias obtenidas, ob-
tenemos las siguientes sentencias DEF que permiten distinguir las algebras de la familia
gg N MOd((,Dg)i

v ) = (Vay, mo, 23)(32) (e2(p(x1, 22), 23, 2))

" )y = (Vlfhxza$3)(3!Z17Zz)(f?B(p(%,Iz), 21) &62(217P(I3,$2)7Z2))

" Y3 = (Vxlyxm$3)(3!Z172’2)(5B(p($3,$2) \ $1,Z1) &62(21717(%2,%)722))

v Py = (Vg v2) (321, 22) (eB(p(21, 22), 21) & £2(22, 21, 22))

v 5 = (Vg mo, 23, 24)(32) (e2(p(1, 22), p(T4, 23), 2))

v Y = (Vay, m2)(3 21, 22, 23) (e (p(21, T2), 21) & ep(p(22, 71), 22) & €221, 22, 23))

Aqui hemos notamos con es,ep a las conjunciones de ecuaciones que aparecen en las
sentencias DEF ¢y, pp, respectivamente; es decir, gy = (Va1 22)(312)es(21, 22, 2) v o5 =
(Vz)(Jz)ep(x, z). También abreviamos p(z,y) = (y — x) V y.

En la siguiente tabla indicamos con una tilde las sentencias validas en cada una de las
algebras de la familia Go N Mod(p3).
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| [ o2 |3 [ or [ ws [ v [ e | ¥ | va | s | ¥ ]
L, | v |V |V VIV IiVvIVvI Vv |V
L | v | V VI IVIVIVIVIVvIY
Fo v |V VIiVvIiVvIVvI VY|V
A, v VIivIiIVvIVv Y
A, v vV Iv|Y v |V
B, v v VI iV Y v
B, v v v |V
B3 v v |V
B4 v vV IV Y v

Con toda esta informacién podemos construir el reticulado de decrecientes de (Ga N
Mod(p3),<). Veremos que casi todos los decrecientes estédn determinados por algin con-
junto de sentencias DEF y, por tanto, determinan una clase algebraicamente expandible.
Sin embargo, como lo anticipa la Proposicién 9.3.1, algunos decrecientes no se correspon-
den con ninguna clase algebraicamente expandible. La Figura 9.1 muestra el reticulado
de decrecientes de (Ga N Mod(p3), <), indicando en cada nodo las dlgebras que generan
cada decreciente. Los decrecientes marcados con B estan determinados por la férmula
que aparece entre paréntesis y 3. Los decrecientes marcados con e son interseccién de
decrecientes marcados con By por lo tanto se corresponden con las sentencias DEF de
dichos decrecientes. Los decrecientes que no tienen marca no se corresponden con ninguna
sentencia DEF. En efecto, notemos que si By = ¢ y Ly |= ¢, se puede probar que A; = ¢
utilizando argumentos similares a los del Teorema 9.5.2. Por lo tanto, los decrecientes
que contienen a L; y By pero no contienen a A; no pueden ser de la forma K N G, para
ninguna clase algebraicamente expandible K. Resulta inmediata entonces la estructura
del reticulado de clases algebraicamente expandibles por debajo de Ly N Mod(y3). Dicho
reticulado se muestra en la Figura 9.2.
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Figura 9.1: Reticulado de decrecientes de (G N Mod(ps3), <)
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B37 B47 Bl

Figura 9.2: Reticulado de clases algebraicamente expandibles contenidas en Ly N Mod(p3)
y las dlgebras que las generan
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