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1. Introduccién

Las reglas de decision en torno a proyectos de inversion son tema de constante debate en el
campo de las finanzas de la empresa. Desde |os pioneros trabajos de Durand escritos en los pri-
meros afos de la década del “70 hasta la fecha, mucho se ha avanzado en € intento de disefiar
una regla de decision confiable y segura para decidir en torno a proyectos de inversiéon en acti-
vos reales. En estd busqueda, 1a prima de riesgo de la tasa de descuento para distintos tipos de
proyectos ha concentrado buena parte de los esfuerzos de investigacion. Pese alos s qnifi cativos
avances logrados a través del desarrollo de modelos conocidos como CAPM y APT ~ su aplica
cion préctica sigue encontrando posturas escépticas en ambitos empresariales e inclusive en am-
bitos académicos. Estas dudas se acentlan en contextos con mercados de escaso desarrollo y
para empresas de capital cerrado.

La validez de los enfogques convencionales para juzgar la deseabilidad y conveniencia de in-
versiones se ve sometida a examen a partir de dos frentes. El primero, es la vigencia de enfoques
aparentemente mas pragméticos sin mayor fundamento académico, pero facilmente comprensi-
bles para los tomadores de decisiones. Se podrian caracterizar como reglas empiricas “ad hoc?
entre las que se destacan la “tasa de corte” y € criterio de “periodo de recupero”. El ssgundo
frente, se desarrolla en el mismo ambito académico a partir de la consolidacion de un nuevo
enfoque bagjo condiciones de incertidumbre basado en la teoria de opciones, y conocido como

L CAPM (Capital Assets Pricing Model) y APT (Arbitrage Price Theory)
2« paraesto”, es decir, dispuestas para un fin particular o definido
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Teoria de las Opciones Redes. Esta teoria parece haber tomado fuerza desde mediados de la
década del “80 y de acuerdo a reconocidos autores se proyecta cono parte del instrumental basi-
co de las finanzas de los préximos afios. Por caso, Copeland, Weston y Shastri han sefialado en
la introduccién de su dltimo libro, textualmente lo siguiente: “...Las seis teorias seminales e
internamente consistentes que conforman los cimientos de las finanzas modernas son: (1) teoria
dela utilidad, (2) teoria de las preferencias contingentes®, (3) teoria de la cartera, (4) & modelo
de valoracion de activos de capital (CAPM) y la teoria de fijacién de precios por arbitraje
(APT), (5) los teoremas de Modigliani y Miller y (6) la teoria de las opciones reales....”, carac-
terizando luego esta Ultima teoria como “.... una herramienta de decision en camino de reem-
plazar € valor presente neto...” *.

El enfoque de opciones reales propone € disefio de una regla de decision para € inversor “a
lo largo del tiempo”. Al ser un conjunto de elecciones a lo largo del tiempo, su propdsito es e+
contrar la megjor estrategia de inversion, entendiendo a esta Ultima como una secuencia de deci-
siones en torno a un proyecto. El planteo es dindmico, a diferencia del enfoque convencional
basado en la regla del VAN® donde se analiza una decision en torno a proyecto del tipo “ahora
0 nunca’. La mayor perspectiva del enfoque de opciones intenta internalizar €l valor de derechos
a optar por parte de los inversores, que conllevan ciertos proyectos de inversion. Por esta razon,
habitualmente se dice que las opciones reales captan € valor de la flexibilidad de distintos pro-
yectos que puede presentarse tanto en aspectos relaciones con la faz operativa como en lo con+
cerniente a la decisiones de financiamiento.

L os dos frentes sefialados para e enfoque ortodoxo, en € ambito empresaria |a prevalencia
en e uso de vigjas reglas empiricas, y en anbito académico, la creciente aceptabilidad del enfo-
que de opciones reales, parecen guardar una estrecha relacion. En ambos casos se derivan reglas
de decision en torno a proyectos, y como se podra comprobar mas adelante, las préacticas basa
das en reglas empiricas como la tasa de corte 0 periodo de recupero pueden conducir a decisio-
nes similares a las que se tomarian mediante procedimientos mas sofisticados basados en la
aplicacion de la teoria de opciones reales. Esta relacion se base en resultados de estudios reali-
zados en los ultimos afios,

El siguiente trabajo presenta una exposicion de la relacion entre la estrategia Optima de in-
version y distintas reglas de decision. El objetivo del andlisis consiste en exponer, relacionar y
sintetizar, en e marco de un modelo sencillo basado en trabajos previos de importantes autores,
las relaciones entre los criterios convencionales de aceptacion de proyectos y las reglas de opti-
mo propias del enfoque de opciones reales.

Esta meta requiere comprender como se deriva una regla de decision optima a traves de la
aplicacion de este Ultimo enfoque. Debido a que las técnicas matematicas empleadas pueden
resultar sumamente complejas para el lector no familiarizado con las mismas, € trabajo persigue
el objetivo de presentar y explicar € instrumental matematico. La expectativa es facilitar la ac-
cesibilidad y comprension de trabajos gque normalmente asumen un conocimiento previo de es-
tos conceptos por parte de sus lectores.

El trabajo presenta dos secciones principales, La primera desarrolla en forma detallada, un
modelo smple de inversion irreversible. La exposicion intentara seguir fielmente el tratamiento
del tema desarrollado por Dixit y Pindyck (1994). La segunda parte, analiza la relacion entre
reglas Optimas y reglas subdptimas basadas en criterios empiricos. Esta segunda parte, se basa
en € estudio de Mc Donald publicado en Brennan y Trigeorgis (2000).

3 « state-preference aproach”
4 Copeland T, Weston J.F. y Shastri K. (2003)
® Valor Actual Neto
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2. Planteo del problema basico

Esta seccién presenta el planteo basico del problema de la inversiéon de la empresa a través
de la formalizacion propia del enfoque de opciones reales. Siguiendo a McDonald (2000) se
plantea un modelo bésico en torno a problema de decidir una inversion “irreversible’. El pro-
blema central para quien analiza el problema se resume en los siguientes interrogantes. Dada la
irreversibilidad del proceso, ¢en que momento resulta 6ptimo invertir?, y una vez identificada
estaregla, ¢Cud es e valor resultante de lainversion en caso de aplicarla?

Es importante destacar laimportancia del concepto de irreversibilidad o para no adoptar pos-
turas tan extremas, del “grado de reversibilidad” ° de las decisiones de inversién en activos re-
ales. Considerar esta aspecto, confiere importancia central a problema de decidir el momento de
lainversion, y por lo tanto, representa un planteo mas amplio con respecto a enfoque conven-
ciona de analizar este tipo de cuestiones en términos de la opcién “ahora o nunca’ caracteristico
del enfoque del VValor Actual Neto’.

La busqueda de un valor “optimo” impone la necesidad de identificar un objetivo. La resolu-
cion del problema se guiard por € objetivo de maximizar el valor de la oportunidad de inver-
sion. Por tratarse de un objetivo con comportamiento aleatorio en el tiempo e problema debe
formularse en términos de maximizar un valor esperado; concretamente la diferenciaen el valor
actual de dos variables aleatorias en € tiempo: € costo de inversion y sus flujos de fondos aso-
ciados®. Es oportuno destacar dos aspectos adicionales del planteo; e primero es su caracter
dindmico por cuanto lo que se intenta maximizar es una funcion que representa e comporta-
miento aleatorio del valor de unainversion. El segundo guarda una relacién intima con € prime-
roy se refiere a los instrumentos del andlisis. La herramienta matemética apropiada para su re-
solucién es la programacion dindmica. El planteo en términos de funciones continuas en €l
tiempo facilita un andisis de por s conplejo para aquellos que no estén familiarizados con este
tipo de técnicas °.

Quizés valga la pena destacar que lo importante para la vision de la teoria de las finanzas de
la empresa es la precision y rigor del instrumento matemético como medio para la blsgueda de
soluciones a problemas de naturaleza compleja pero donde e verdadero fin es intentar intuir,
comprender e interpretar razones econdémicas en torno ala decision sobre inversiones en activos
reales.

Como se sefial 6 antes, € planteo del problema en torno ala eleccion del momento de cuando
invertir lleva a poder encuadrar e mismo como un problema de programacion dindmica. Una
vision aternativa seria trazando una analogia con las opciones de inversion de compra ©bre
activos financieros o call options; por cuanto quien evalla € proyecto, sino esta obligado a
hacerlo en forma inmediata, tiene la opcion de elegir e momento de gjecucion del mismo. Este
primer enfoque permite comprender mejor € problema desde la perspectiva matemética en tanto
que el se%undo, facilita una interpretacion de su relevancia desde la perspectiva del enfoque fi-
nanciero™.

El punto de partida para la mnstruccién del modelo consiste en asumir € supuesto que la
aleatoriedad en la evolucién temporal de los flujos de fondos (Ft) es adecuadamente descrito por
algun “proceso estocéastico” de forma conocida.

® También se utilizala expresion en ingles “scrap value”

’ Este aspecto se puede profundizar en el primer capitulo de Pindyck y Dixit (1994)

8 A los efectos de simplificar la exposicidn, se asumira que lainversion asume un valor constante y conocido en el
tiempo.

® Para unaintroduccion accesible alas técnicas de programaci 6n matemética se puede ver Alpha Chiang (1983).

10 Dixit y Pindyck (op. cit.) hacen muy interesantes consideraciones sobre la relacion entre los dos enfoques.
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2.1 Procesos estocasticos

Un proceso estocastico describe el comportamiento probable de una variable que evolu-
ciona en € tiempo, y al menos parte de su evolucién se explica por un componente aleatorio.

Se describe através de una funcion de probabilidad de la variable definida con una dimen-
son temporal. A medida que transcurre e tiempo, los vaores observados de la variable “condi-
cionan” su probable comportamiento futuro.

Se dice que el proceso estocastico es estacionario cuando € mismo mantiene las propieda
des estadisticas que lo caracterizan a o largo del tiempo como por gemplo valor esperado y
variancia de la variable descripta a través del proceso estocastico. Caso contrario, se dice que €
mismo resulta no estacionario.

Se denominan Procesos Estocasticos Continuos en el Tiempo, s € indice de tiempo para
la variable aeatoria es continuo (por emplo, latemperatura). Si este no fuera €l caso, y larefe-
rencia temporal corresponde a periodos discretos o intervalos, entonces se denomina Pr ocesos
Estocasticos de Tiempo Discreto.

Una caracteristica interesante y conveniente de |0s procesos estocasticos es cuando satisfa
cen laPropiedad de Markov. En este caso, se los denomina Procesos de M arkov. Su descrip-
cién se ve notablemente ssimplificada por cuanto el valor esperado de la variable estocastica en
un nomento determinado solo depende del valor en e momento inmediato anterior.

Entre los més conocidos y de mayor aplicacion se destacan los Procesos de Wiener. También
se los denomina “Brownian motion”, representa un proceso estocastico de tiempo continuo. Se
caracteriza por tres propiedades: (1) es un proceso de Markov, es decir que la distribucion de
probabilidad de eventos futuros se explica solo por la situacion actual, (2) los cambios aleatorios
de la variable, dependen de una funcion de probabilidad pero resultan independientes en cada
intervalo de tiempo de los otros interval os, (3) 1os cambios en el proceso durante un cierto inter-
valo de tiempo siguen una distribucion normal, con una variancia que aumenta con el tiempo en
forma lineal. Estas propiedades determinan unas caracteristicas interesantes en la evolucion de
variables descritas por procesos de Wiener; por cuanto para un intervalo finito, la variacion de la
variable seguira una distribucion normal con mediay varianciaigua ala extension del intervalo.
De esto se desprende que cuanto mayor sea €l intervalo mayor seralavarianciadel cambio en la
variable. Otro aspecto a remarcar es que se trata de un proceso no estacionario, su valor espera-
do y variancia cambian conforme transcurre el tiempo™*.

L os procesos de Wiener son muy Utiles por cuanto sirven para modelar una gran variedad de
procesos estocasticos. Es posible demostrar que un proceso en tiempo discreto representado por
una distribucién binomial (random walk), en el limite, cuando la cantidad de periodos tiende a
infinito, converge a una distribucion normal; es decir a procesos Brownianos.

Una version més refinada y general de procesos de Wiener, agregando un parametro de des-
plazamiento. Se los denomina “ Brownian motion with drift”. La ecuacion fundamental que lo
resume es la que figura a continuacion, donde el cambio en la variable tiene un componente de
tendencia asociado a transcurso del tiempo y un segundo componente de variacion o desplaza-
miento en cada momento del tiempo y de comportamiento aleatorio

dx =adt+ddz

Una versiéon ain maés refinada del proceso que describe “movimientos brownianos’ son los
denominados Procesos de Ito*?. La diferencia ahora es que los anteriores parémetros son varia-
bles continuas que dependen del valor de la variable y €l tiempo. La ecuacion es

dx=a(x, t)dt +b(x,t)dz

1 Dixit y Pindyck, pag. 64
1241to0 Process”
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En esta expresion general, un caso particular de suma utilidad para finanzas es e “ movi-
miento browniano geométrico” o “ Geometric Brownian Motion. En este caso, la expresiéon ge-
neral de Ito asume la siguiente forma

dx =a xdt +d xdz

En este caso, se puede demostrar que x ahora representa log(x). Con una cierta definicion de
afa, lo interesante del caso es que € valor esperado del proceso esigua a valor actua de una
variable continua en el tiempo y por esta razon, representa un proceso estocastico de mucha
aplicacion en Finanzas.

Una variedad de procesos “Brownian Motion” interesante para aplicar en finanzas son los
denominados de “reversion a la media’. Los procesos estocasticos vistos hasta ahora tienden a
apartarse de su valor inicial; en tanto que los de reversion ala media tienden a converger en tor-
no a un valor medio. Son de interés en economia sobre todo cuando este valor medio representa
un nivel de “equilibrio” de largo plazo. El mas simple de los procesos reversion alamediaes el
de Ornstein-Uhlenbeck process, con valor esperado y varianza conocidos™.

dx =h ()?- x)dt+s dz

Al disponer de una amplia variedad de procesos estocasticos, se plantea €l dilema de cudl es
el apropiado para armar modelos problemas de finanzas. En parte es un problema gque se puede
resolver empiricamente ensayando ajustes econométricos para diferenciar, por ggemplo, s se
trata uno de tipo random walk o un proceso reversién a la media®®. En lineas generales, para el
andlisis de inversiones, la mayoria de los andlisis tedricos se inclinan por € uso de procesos del
tipo Geometric Brownian Motion.

2.2 Planteo formal del problema

Al asumir un cierto régimen aeatorio en torno a la evolucion esperada del Flujo de Fondos,
se determina un proceso aleatorio de similares caracteristicas para el valor de la inversion en
cada instante del tiempo (Vy).

Siguiendo la representacion del model o basico de Dixit y Pindyck (1994, pag.136), el objeti-
Vo es identificar unaregla que permita maximizar el valor de una opcion ainvertir en un proyec-
to que supone la adquisicién de activos a un costo conocido y constante en el tiempo®®. Dado
gue € resultado de invertir en el proyecto en un cierto momento es \; — I, lo que se busca es
maximizar €l valor esperado de su valor actual; es decir:

F(V)=maxegV,- 1)e""y Ecuacion 1

En la ecuacion (1), € simbolo e representa la esperanza matematica, T es e momento futu-
roen que seredizarialainversiény r eslatasa de descuento de los flujos del proyecto. Latasa
de descuento podria ser la resultante de la aplicacion de algunos de |os model os conocidos para
su determinacion (CAPM, APT). El valor de la inversion en un instante futuro cualquiera (Vi)
serd el resultante de descontar |os flujos de fondos aleatorios (p ;) alatasa de descuento conoci-
da. Un aspecto importante a tener en cuenta es que los flujos de fondos y consecuentemente el
valor de lainversion siguen un proceso estocastico de régimen conocido.

13 conh =0, esigual aun proceso estocastico del tipo simple Brownian motion.

14 Dixit y Pindyck (op. cit.), pag. 77-78
15 como se sefial 0 antes, lainversion también podria ser una variable estocastica.
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Los siguientes pasos intentaran seguir fielmente e curso del tema desarrollado por Dixit y
Pindyck. El proceso estocéstico asumido por estos autores para € valor del proyecto (Vi) en la
representacion del modelo basico, es uno del tipo “ Geométrico Browniano”, el cual se represen-
ta por la siguiente ecuacion

dVv =aVdt +sVdz Ecuacion 2

El vaor del proyecto varia de acuerdo a dos componentes. El primero reflgja un efecto de
crecimiento en el tiempo de magnitud a . El segundo contiene las posibles oscilaciones del valor
generado por razones aeatorias y cuyo efecto dependerade s .

Con el supuesto anterior, puede ahora reformularse e objetivo del problema para quien eva
[balainversion. Se plantea un problema de optimizacion en el tiempo bajo condiciones de incer-
tidumbre. El problema del inversor es elegir la mejor estrategia, entendiendo esta como una s
cuencia de decisiones a lo largo del tiempo. La mejor estrategia serd aquella que logre maximi-
zar el valor actual de lainversion, sabiendo que enfrenta un conjunto de estrategias posibles®’.
Por tratarse de decisiones sobre eventos futuros, € resultado es un valor esperado.

La herramienta matematica apropiada para la resolucion de este tipo de problemas es la pro-
gramacion dindmica. Tal como sefialan Dixit y Pindyck'®, la esencia del método consiste en
descomponer la secuencia de decisiones en dos componentes. El primero es e resultado de la
decision inmediata siguiente para € inversor y e segundo, define una funcién que reflga € e
lor del conjunto siguiente de decisiones que se pueden tomar segiin cual haya sido la decisién
inmediata. Asumiendo que e horizonte de planeamiento de la inversion es finito y es posible
conocer el valor esperado del resultado Optimo en el dltimo periodo para cada estrategia posible,
se podriaidentificar la decisién o accién optima en el anteliitimo periodo; por cuanto debiera ser
consistente con el proposito de alcanzar el periodo 6ptimo en € estadio final. De esta forma, se
puede ir hallando la secuencia de decisiones 6ptimas hasta arribar a momento inicial®®.

Parailustrar laidea anterior, se podria considerar un caso simple de un proyecto con dos pe-
riodos. Las estrategias posibles del inversor seria tres: invertir hoy, esperar e invertir en el s
gundo periodo, no invertir. El objetivo de maximizar € valor de la inversion se resume en la
expresion siguiente:

é &(F) U .
F,=maxa/- I, .00 Ecuacion 3
é +r g

La misma debiera resultar familiar para quien cuerte con conocimientos sobre e concepto
del valor intrinseco de opciones financieras. Notar que el segundo elemento del lado derecho de
(3) reflga e valor actual esperado de posponer la inversion un periodo y por lo tanto, resultara
del promedio de los flujos de fondos ponderados por probabilidades.

S el planteo del inversor hubiera sido del tipo “ahora o nunca’, €l objetivo hubiera sido
maximizar el valor de (3) suprimiendo e elemento intermedio del lado derecho. Esta nueva ex-

presion simbolizadaen W, , reflejael planteo o enfoque ortodoxo del Valor Actua Neto (VAN).
Notar que tanto Fo como W, son funciones de las mismas variables y pardmetros, ambas depen-
den del valor esperado de los flujos de fondos del proyecto en cada instante del tiempo (por
gjemplo los precios del producto en el momento inicial y final). Por lo tanto, para encontrar la

regla optima se deberia hallar bajo que condiciones comienza a resultar Optimo esperar. Esto
sucederia a partir del punto en gque se torna indiferente invertir ahora o diferir un periodo. En

16 para una explicacion més detallada, consultar Dixit y Pindyck (op. cit. Cap 3)

7 En e modelo bésico, la posibilidad de iniciar la inversion en cualquier momento del periodo de planeamiento del
proyecto

18 Dixit y Pindyck (op. cit., pag 93)

195 el horizonte es infinito, la caracteristica de recursividad del problema facilita significativamente la bisqueda
de solucién, alin cuando no se disponga de un valor final como punto de partida (ver Dixit y Pindyck, pag. 94)
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términos mateméticos surge cuando se igualan ambas funciones. Esta relacion define implicita-
mente bajo que condiciones (i.e. relacion entre parametros y variables independientes) comienza
a ser Optima esperar 0 no. Bajo las condiciones especificas del problema resumidos en un cierto
nivel de variables y parametros, la diferencia entre Fo y W, reflgaria el valor incremental pro-
pio de la mayor flexibilidad del proyecto s es posible diferir su iniciacion.

Si se analiza €l conjunto de parametros y variables independientes del problema es importan-
te, diferenciar las variables de estado (x) de las variables de control (u). Ambas pueden ser esca-
lares o en términos mas generales, vectores, de modo que contemple multiples dimensiones tan-
to del escenario como de las opciones estratégicas de la firma en cada momento del tiempo. La
variable de estado tiene un valor conocido en el momento actual (i.e. en e momento t, se conoce
X(t)) pero se desconoce sus valores futuros (representado en forma gerérica por X'). La Unica
informacion disponible con respecto a estas Ultimas es su distribucion de probabilidad (F), la
cual se puede definir a partir del conocimiento de las condiciones actuales reflgjadas en u(t) y
X(t) ?°. El problema del inversor, desde e punto de vista matemético, consiste en buscar valores
optimos para las variables de decision a lo largo del tiempo (u) dado un conjunto corocido de
condiciones actuales (resumidas en x(t)) y otro de condiciones esperadas (resumidas a partir de
X).

Con las aclaraciones anteriores, se retoma el planteo matemético del problema de decidir la
estrategia Optima de inversion reflgjada en (1). El siguiente paso consiste en rescribir esta ecle
cion pero descomponiendo los datos ciertos del momento actual del corjunto de informacion
incierta que corresponde al momento inmediato posterior a actual. Esta diferenciacion, como se
sefial o antes, reflgjala esencia del método de programacién dinamica, conocido como “Principio
de Optimalidad de Bellman” y se instrumenta formalmente a través de la siguiente ecuacién
conocida como “Ecuacion de Bellman” o “ecuacion fundamental del éptimo”. A efectos de faci-
litar la comprension del paso a dar, se rescribe la ecuacion (1) y a continuacion la ecuacion furk
damental para el problema de inversion irreversible:

F(V)=maxegV, - 1)e""y
F(V(x,t))= mljax{p (xu,t)Dt+(1+rDt) e g (x',t+Dt)\ x,u& Ecuacion 4

El lado derecho de la ecuacion (4) presenta los dos componentes. Para la representacion
formal en tiempo continuo, por razones de conveniencia se expresa en términos de intervalos de
tiempo de extension Dt y se supone que estos tienden a cero. El segundo componente refleja e
valor esperado Optimo del proyecto en el intervalo Dt dadas |as condiciones y decisiones actuales
resumidas en x y u. Este valor se expresa en términos actuales, aplicando la tasa de descuerto
gjustada para € intervalo Dt . Cabe aclarar que esta tasa de descuento corresponderia a cada uni-
dad de tiempo, y la tasa de descuento del periodo a descontar surgiria del producto entre r y

Dt.
Por razones que de conveniencia que se aclararan seguidamente, conviene expresar la ecue
cion (4) en los siguientes términos resultantes de multiplicar ambos lados de la igualdad por

(1+rDt)
F(V(x,t))(1+rx) = m?x{p (xu,t)D(1+r Dt)+egF(x',t+Dt)\x,ug}
rDF (V (x,t)) = muax{p (x,u,t)Dt(1+rDt)+e gF (x't+Dt)\ x,u- F (x,t)g}

20 Esta propiedad refleja el supuesto de suponer que el problema se puede encuadrar como un proceso de Markov,
en los cuales, toda la informacion relevante para determinar las distribuciones de probabilidad de las variables en el
futuro esta sintetizada o contenidaen el valor de lavariable actual
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rDtF(x,t))=m§x{p(x,u,t)Dt(1+r o) +e[DF ]} Ecuacion 5

Dividiendo por Dt y asumiendo que tiende a cero (i.e. en un enfoque de tiempo continto), el
ultimo término de la ecuacion anterior se expresa en término de diferenciales. La expresion re-
sultante (6) reflgja el valor esperado de las ganancias de capital s se aplica € conjunto de deci-
siones u que maximizan el valor esperado del proyecto. Puesto de este modo, la ecuacion expre-
sa la conocida condicién de equilibrio del inversor que iguala la tasa de rendimiento minimo
requerido con € rendimiento esperado de la inversiéon. Cabe tener presente que esta condicion
de equilibrio se deriva a partir de la ecuacion fundamental de la programacion dinamica (ecua
cion (4)).

rF(V(x,t)):max}p(x,u,t)+ée[dF]g Ecuacion 6
b

Recordando que el problema bajo andlisis consiste en la eleccion del momento optimo de
realizacion de una inversion irreversible, s e momento de realizacion de la misma se define
como T, en el tiempo previo e componente de utilidad inmediata serd nulo y €l Unico retorno
seré la ganancia esperada de capital (la apreciacion del proyecto) si se mantiene latente la opcion
ainvertir. Para e caso bgjo andlisis, en la zona donde conviene diferir la iniciacion del proyec-
to”, la expresion gereral (6) se resume a

rF(V(xt))dt= mJe\x{e[dF]} Ecuacion 7

La ecuacion (6) resume la condicidn o restriccion para que resulte Optimo postergar la inicia
cion del proyecto. Esta forma funciona general se puede desarrollar a partir de la aplicacion del
Lema de 1to?2. Dado que dF(V(x,t)) refleja el diferencial de una variable que sigue un proceso
estocastico, s se aplica el citado Lema, surge la siguiente relacion general

=lF 6 leed’F 6, ,

dF = c—=dV +— —dV

Vg  2&dvav g

Para €l caso especifico bajo andlisis, se habia supuesto un proceso Geométrico Browniano.
Aplicando laidentidad anterior ala ecuacién (2), y recordando que e (dz) esnulo, se obtiene

e[dF]=aVv (V) dt +%><F"(V )dv?

L os pasos anteriores permiten rescribir la ecuacion general de Bellman (ecuacion 6) en tér-
minos de una ecuacién diferencial de segundo grado, con una forma funcional especifica que
resulta del proceso estocéstico supuesto para reflejar el comportamiento aleatorio de los flujos
del Proyecto en € tiempo.

%s AVPET(V)+aVF (V)- rF=0 Ecuacion 8

21 Conocida como regién de continuidad (continuation region) (Dixit y Pindyck, op. cit. pag 140)

22 E| Lema de Ito representa una herramienta fundamental para la resolucién de problemas cuando alguna(s) de
la(s) variable(s) siguen procesos estocasticos. El lema de Ito presenta la diferencial total de una funcion en cuyo
argumento se encuentran variables que siguen procesos estocasticos. Por ejemplo, si €l precio del oro sigue un pro-
ceso estocastico, el Lema de Ito resulta decisivo para determinar €l proceso estocastico del valor de la opcién a
invertir en lamina que lo produce. Para ver aplicaciones del lemade Ito ver Dixit y Pindyck, pag 81 -82.
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En términos matematicos, € problema consiste en hallar una forma funcional para los flujos
esperados del proyecto que satisfaga la ecuacion anterior. Para arribar a la solucién, deben defi-
nirse condiciones de borde que la misma debe contemplar. Desde una perspectiva econdémica,
son restricciones que debe contemplar € problema de la inversion irreversible optima. Por |o
tanto, una vez definida la condicién de equilibrio en términos de una ecuacién diferencial, €
siguiente paso consiste en especificar |as restricciones o condiciones para arribar a la solucion.

2.3 Restricciones para la solucién particular

Es interesante notar que dado que €l andlisis apunta a establecer |as caracteristicas de laregla
Optima en funcion de las relacion entre variables de estado y pardmetros, la solucion delimitara
un conjunto de valores del proyecto (V*) que tornaran indiferente la opcion de invertir ahora o
esperar. ldeamente, esta funcion debiera ser la frontera entre dos regiones en las que domina
unay otra opcion. No obstante, esto no siempre es asi y para que ello suceda deben darse ciertas
condiciones. De ali se derivan restricciones que debe observar el planteo para que su solucién
presente esta conveniente propiedad. Estas restricciones son dos: (1) condiciones de monotoni-
cidad creciente de la variable de estado de manera que la ventaja de la opcién dominante se vea
reforzada a medida que crece la variable de estado, y (2) a medida que se “interna’ en la region
donde domina una opcion, que la probabilidad de que esta ventaja se vea revertida en e futuro
sea decreciente. Esta segunda propiedad se denomina “dominancia estocastica de primer orden”.
Afortunadamente, un conjunto amplio de procesos estocasticos — incluyendo el Geométrico
Browniano — y la mayoria de las aplicaciones en opciones reales, cumple con estas condiciones.
Vae la pena aclarar que esta son condiciones para delimitar un “danico borde”. A continuacion,
se resumen las condiciones para que exista un borde, sabiendo por lo anterior, que este reline las
caracteristicas “ deseables’.

Las restricciones son tres. La primera sefiala que la opcidn de invertir tiene un valor nulo
cuando €l proyecto no tiene valor, es decir:

F(0)=0 Ecuacion 9

La segunda condicién se relacion con propiedades que debe cumplir € valor de la estrategia
éptima de inversion ( F(V")). En términos mateméti cos, representa la condicién de borde o fron-
tera libre en la regidn de continuidad. Su significado es que una vez que la firma decide invertir,
el valor de la oportunidad de diferir el proyecto (F(V')) debe ser igual al Valor del Proyecto (V')
neto de los costos de inversion (). Trazando paralelismos con la teoria de valuacion de opciones
financieras, equivae a la condicion de igualdad del valor de la opcion con su vaor intrinseco a
momento de su vencimiento. De este modo, la segunda condiciér? impuesta a la solucion (V)
Se expresa en |os siguientes términos:

F (v) SV Ecuacion 10

La tercera restriccion impuesta a la solucion refuerza la anterior. La idea es que para asegura
gue la solucién delimite la frontera o borde de la region de continuidad, ademés de la igualacion
del valor 6ptimo de manera que se torne indiferente invertir o esperar, se agregar una segunda
condicion de manera que € valor incremental de ambas opciones en ese punto se igualen. En
consecuencia, este tercera condicion se refiere a propiedades que debe observar la “derivada de
las funciones con respecto a la solucién” en la zona de borde®* y concretamente sefidla que am
bas derivadas evaluadas deben ser iguales si se evaltian en V'. Formalmente se plantea del si-
guiente modo:

23 En | os textos especializados, se la denomina “value matching condition”
24 Se denomina “ smooth pasting condition”.
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d

= (V) oy (V* - |) =1 Ecuacion 11

2.4 Solucién: determinacion de laregla 6ptima

Lasiguiente etapa en el andlisis del problema de |a estrategia Optima de inversiéon consiste en
determinar la solucién a la ecuacion (8), contemplando las tres restricciones reflgjadas en las
ecuaciones (9) y (10). La expresion (8) es una ecuacion diferencia de segundo grado®. Su solu
cion no es valor numeérico, sino una funcion que en € caso bajo andlisis es F(V).

A los efectos de avanzar con €l problema, se puede asumir una forma funciona para F(V) y
determinar las condiciones bgjos, las cuaes la misma satisface a (8) contemplando las restric-
ciones. Para el caso bajo andlisis, se ensaya la siguiente solucion general®® AV" . Sustituyendo
en la ecuacion (8) se obtiene, la ecuacion cuadratica siguiente,

j (b)=%szb(b-1)+(r-d) b- r =0 Ecuacion 12

con
a=r-d
La expresion anterior se repite en los planteos formales de problemas con opciones reales.
Su solucion se define por las raices b con subindice 1 y 2 ?’. Laraiz negativa no cumple con la
condicion impuesta por (1.9) de modo que la solucién incluye solamente la raiz positiva. En
consecuencia, la solucién general sera
F(V)=Av" Ecuacion 13
con

1 é 1 .,
b,==-(r -d)/s?+ [Xr -d)/s?-=- +2r/s?>1 Ecuacion 14
2 ( ) \/8( ) 2H

a=r-d

Para arribar ala solucion particular, es decir con valores definidos de A, y V', deben aplicar-
se las condiciones del problema resumidas en las ecuaciones (9) y 911). En relacion a (9), se
observa gue la solucion ensayada cumple con la restriccion de valor nulo. Sustituyendo la solu-
cion gererd en (10) y (11), se arriba @ siguiente resultado

V' = b, I Ecuacion 15
b,- 1
con
V- St
A:( ) (bl 1) Ecuacion 16

R ORE

25 E| grado hace referenciaal orden méas alto de las derivadas que aparecen en la ecuacion diferencial.

28 para una explicacion clara del concepto de ecuaciones diferenciales y determinacion de la solucion, ver Alpha
Chiang (1987)

27 La solucion se halla por procedimientos conocidos, particularmente el conocido como “completar el cuadrados”.
Ver Chiang Alpha (1987, pégs. 44— 45)
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2.5 Caracteristicasdela solucién

A continuacién se analizaran algunas caracteristicas de la solucién a problema de decidir la
estrategia Optima en torno ainversiones irreversible, tratando de enfatizar la intuicion o mensagje
de lamisma, desde la perspectiva del andisis financiero.

Al observar la solucién en (15), se advierte que en equilibrio existe una brecha entre los ve-
lores el Valor del negocio y e costo de inversion. Cabe notar que como b, es mayor que uno

(por 14), el primero excederd a segundo. En otros términos, cuando existe la opcion de diferir la
iniciacion del proyecto, a diferencia del planteo convencional del Valor Actual Neto, parainiciar
el proyecto, el inversor requerira un plus de valor por encima del costo de lainversion.

Los factores que determinaran € costo de oportunidad por matar la opcion de diferir la ini-
ciacion del proyecto estan representados por € conjunto de variables que determinan b, . Entre

ellos, cabe destacar €l crecimiento esperado del valor del negocio (reflejado en a ), la tasa de
descuento del inversor (r )y lavolatilidad del valor del negocio (reflejada en el modelo a través
del coeficiente s caracteristico del proceso estocastico).

La solucion también tiene implicancias en términos de la teoria del coeficiente “q” de James
Tobin, € cua expresa la relacion entre el valor de mercado de los activos (V) y su costo de re-
posicion (1). El criterio de inversién en base a este coeficiente consiste en invertir toda vez que
este es mayor que la unidad. En e planteo con opciones reales, se observa que € criterio de in-
versiéon optimo (ecuacion 15) impone que la relacion entre V e |, debe ser superior a un coefi-
ciente que superaa uno. Si € negocio es volétil, puede que no se observen nuevas inversiones
aun en el caso en que € valor de mercado de los activos exceda su costo de reposicion (q >1).

Para ver los efectos de cambios en los parametros y variables exégenos, sobre € punto de
equilibrio (V*), se deben realizar 1os gjercicios convencionales de estética comparativa. En té-
minos mateméticos, consisten en examinar € signo de la derivada de la solucion de equilibrio
con respecto a cambios en un determinado pardmetro o variable. De (14), $ puede demostrar
que b, /s <0, y como de (15) se puede verificar que a medida que disminuye b,, aumenta la
brecha entre € valor del negocio y € costo de inversion. Es decir, a medida que aumenta la in-
certidumbre, aumenta el valor de la opcion de esperar y por lo tanto més se la exige al valor mi-
nimo del negocio para que el mismo sea iniciado. De modo similar, se puede examinar el efecto
sobre la“brecha’ generado por cambios en la tasa de crecimiento esperada del negocio (a ) y la
tasa de descuento (r ) através del andlisis de las derivadas respectivas en la condicion de equi-

librio (ecuacion 15). Procediendo de esto modo, se obtiene b, /fa <0,y 1b,/fr <0 y por lo
tanto, al aumentar tanto €l potencial de crecimiento del negocio como la tasa de descuento, dis-
minuye b,, y por lo tarto |a brecha entre el valor del negocio y e costo de lainversion aumenta

En otros términos, aumentaria el costo de oportunidad generado por la decision de iniciar el
proyecto, es decir € valor de laopcion de diferirlo.

3. Relacion entrelaregla éptimay otros criterios de evaluacion financiera

Una vez expuestos los principales aspectos y el procedimiento de formalizacion de las qo-
ciones reales a través de un modelo bésico, la siguiente seccion se basa en los resultados del
trabajo de McDonald (2000). La conclusion central del mismo destaca que los criterios heuristi-
cos?® tan comunes en la préactica pero muy criticados en ambientes académicos por su falta de
rigor analitico, suelen conducir a decisiones no muy diferentes de las que surgirian de aplicar
unaregla éptima derivada a partir de la aplicacion del enfoque de opciones reales.

28 Seglin la Real Academia, es un manera de buscar la solucién de un problema mediante métodos no rigurosos,
como por tanteo, reglas empiricas
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Entre los criterios heuristicos en materia de finanzas de la empresa, se destacan €l empleo de
una tasa de descuento arbitrariamente elevada habitualmente llamada “tasa ce corte’®®, y que
tiende a ser mayor a medida que se percibe un mayor riesgo total del proyecto, incluido el com-
ponente no diversificable. También en esta categoria de indicadores se incluye € criterio de pe-
riodo de repago’.

El uso arbitrario de cualquiera de estos criterios empiricos supone implicitamente haber de-
finido una cierta regla de decision para €l problema anterior de opciones reales en €l que se de-
termind una regla Optima. La pregunta que se plantea: ¢cuan diferentes son los resultados de las
decisiones tomadas en base a estas reglas arbitrarias con respecto a un esquema de decisiones
Optimo? Determinada la magnitud de la diferencia, también resulta interesante saber de que fac-
tores depende.

Siguiendo €l trabajo de McDonald, se analiza €l problema con un enfoque experimenta. Se
asume un conjunto de valores razonables para un proyecto de inversién irreversibley en € cual,
la evolucion y aeatoriedad de sus flujos de fondos se supone que esta bien representado por un
proceso estocastico Geométrico Browniano. La tabla en € anexo presenta los valores supuestos
para variables exdgenas y parametros del problema, acompafiadas de |os valores resultantes para
el vaor de la opcién de diferir e proyecto, que surge de aplicar los resultados del modelo antes
expuesto. El siguiente gréfico relaciona el valor de la opcion estimada segin el modelo con dis-
tintas reglas de decision definidas en torno al valor del negocio, también derominado “valor
disparador”3!

Valor dela opcién dediferir proyecto segun regla de decision
empleada

——Caso base (volat:0.3;desc: 12%) —— Caso (volat:40%;desc: 12%)
—e— Caso (volat:30%;desc: 20%) Caso (volat:30%, desc:5%)

Valor delaopciénde

diferir: F(V)
0,350 T
0,300 T
0250 -
0,200 -

0,150 -

N
e

0,100 -

0,050 A

o,(xx)_f‘llllllllIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIII
10 16 21 27 32 38 43 49 54 60

2 Hurdlerate
30 payback rule
31 Trigger value
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Cabe recordar que €l proposito del andlisis es determinar € costo en término del vaor de la
opcion resultante de aplicar reglas sub6ptimas, a partir del conocimiento de laregla éptima2. La
inspeccion gréfica del gjercicio planteado por McDonald permite extraer las siguientes conclu-
siones. (1) El “peor” de la criterios corresponde a caso en la regla de decision coincide con el
VAN nulo por cuanto ignora el costo de oportunidad de gercer la opcién de diferir e proyecto.
(2) Las reglas Optimas de decision en base al valor de negocio minimo, para una amplia variedad
de escenarios, parecen concentrarse en un rango estrecho de valores disparadores. (3) El costo
de decidir en base a valores disparadores inferiores al dptimo es mayor que para valores superio-
res a Optimo. En otros términos, se presenta una asimetria en 1os resultados de estrategias sub-
Optimas. (4) Para reglas de decision heuristicas sobre la base de valores arbitrariamente eleve-
dos, es decir, con “posturas excesivamente conservadoras’, €l costo en términos de pérdida de
valor de la opcién de esperar no es significativo y tiende a mantenerse alin cuando se acreciente
la brecha entre la regla empleada y la regla éptima. (5) El costo de aplicar estrategias subopti-
mas en base a reglas excesivamente conservadoras es cada vez menos significativo a medida
gue aumenta el valor de la opcion de diferir € proyecto. Esto se ve reflgjado en la forma cada
vez més aplanada a medida que aumenta € valor de la opcion para una cierta regla de decision.
Cabe recordar que a través del andlisis de estética comparativa se verifico que € valor de la op-
cion para una cierta regla de decision aumenta a medida que aumenta la volatilidad y/o a medida
gue disminuye la tasa de descuento.

L as caracteristicas anteriores se obtuvieron a partir de la simulacién de resultados en un no-
delo que asume un tipo particular de proceso estocastico. Para otros supuestos sobre el proceso
estocastico, las formas pueden ser diferentes pero se mantienen las conclusiones anteriores.

El paso siguiente consiste en examinar reglas suboptimas sobre la base de otros criterios co-
mo la “tasa de corte” y € “periodo de recupero”. Es conveniente no perder de vista que € pro-
blema podria resolverse en la medida que se pueda establecer una relacion univoca® entre los
dos conjuntos de variables.

Tasas de corte  En funcion de lo sefidlado, € siguiente andlisis apunta a establecer |a corres-
pondencia entre la tasa de corte y € valor del negocio. Siguiendo € desarrollo de McDonald,
por razones de conveniencia en el tratamiento formal, se considera € @so de un proyecto de
inversion irreversible con flujos de fondos a perpetuidad. Sabido es que en este caso, la tasa in
terno de retorno (tir) esta representada por la siguiente ecuacion

tir :$ +a Ecuacion 17

Dado que €& vaor del negocio con flujos crecientes a perpetuidad es igua a
V= FF/(r - a) , laregla de decision con tir, consiste en que lainversion se iguale con € valor

del negocio; esdecir | =FF, /(tir- a). En el caso particular de unaciertatasade corte“g”, la
regla heuristica de decision seria cuando sea a menos igualada por la tir. En consecuencia, la
regla srial = FFg/(g -a ) Esta funcion expresa la regla de decision con la tasa de corte “g”

en base a una expresion equivalente en términos de flujos de fondos. El flujo de fondos “de cor-
te” correspondiente a “g”seraFF,. En consecuencia, para expresar |a regla heuristica de deci-
sion sobre la base de la tasa de corte en términos del valor del negocio, debera observase la si-
guiente relacion:

v, =gl(g-a)g/(r-a) Ecuacion 18

32 Al asumir e caso particular de proyectos con VAN nulo, el costo de regla subdptimas se refleja exclusivamente
en el menor valor de laopcién de diferir el proyecto.
33 Aquellaen que acada elemento del primer conjunto corresponde i nequivocamente un elemento del segundo.
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Luego, s se adopta como regla de decision un valor disparador arbitrario Va , por (18) sabe-
mos que le correspondera una cierta g,. Reemplazando en (18) y despegjando esta Ultima varia-
ble se obtiene

Y/ .
ga=a +(r - a)l—A Ecuacion 19
En particular, e caso fortuito en que € criterio heuristico coincide con la regla éptima con-
formada de acuerdo al modelo con opciones reales, se dara cuando Va coincide con € valor en
(15). Formalmente, y recordando que se deriva bagjo el supuesto de flujos crecientes a perpetui-
dad, la coincidencia de criterios de decision entre la tasa de corte y la tasa de descuento Optima
sedarasi

g =g,=a +(r-a)bbl Ecuacion 20
1

Para graficar las diferencias, se recurre al gemplo presentado antes para relacionar € valor
de la opcidn resultante de aplicar € criterio de tasa de corte a distintos niveles, entre los que se
incluira la regla éptima o tasa 6ptima de corte de acuerdo a (20). En la tabla, se puede advertir
gue con laregla del Valor Actual Neto (Va=I = 1), la tasa de corte coincide con la tasa de des-
cuento. Para captar la totalidad del valor de la opcion de diferir, la tasa de corte éptima debiera
ser del 22%. L égicamente, con tasas de corte elevadas muy por encima de la tasa de descuento
del proyecto, se capta parte del valor de la opcién de diferir. Las posturas excesivamente con
servadoras de los inversores, conllevan la ventaja de captar el valor de la opcion de diferir €
proyecto cuando esta existe verdaderamente.

Regla: Valor "dispara- Tasa de corte corres-
dor" del negocio pondiente al Valor dis-
(trigger value) parador (hurdle rate)
1,000 12%
1,138 14%
1,277 15%
1,415 17%
1,553 19%
1,692 20%
1,830 22%
1,968 24%
2,107 25%
2,245 27%
2,383 29%
2,622 30%

4. Comentariosfinales

Laidentificacion y valuacién de opciones reales en proyectos de inversion pueden explicar
una parte significativa de su valor. En estos casos, |as decisiones basadas en reglas que contem:
plan flexibilidades del proyecto debieran conducir a mejores resultados en relacion aguellas que
omiten considerarlas. No obstante, € uso de reglas arbitrarias como la tasa de corte puede con
ducir a decisiones similares a las que se obtendrian con modelos més sofisticados. Las posturas
excesivamente conservadoras al penalizar proyectos de inversion irreversibles, implicitamente
reconocen valor ala opcién de diferir suiniciacion.
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