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Capitulo 1

Nuestro titulo.

1.1. CRESTOMATIA: UN CALEIDOSCOPIO DEL
CALCULUS.

Sobre la base del significado o los significados que asigna el “Diccionario de la Real Aca-
demia Espanola”, en su vigésima segunda edicion, a cada vocablo del titulo que hemos
elegido, dejamos librado a la imaginacion del lector el sentido que prefiera asignarle al
mismo. De todas maneras sugerimos visitar el sitio web online http://www.rae.es/, y solo
agregamos que nuestro interés se centra en el “Cdlculo” sobre el conjunto de los niimeros

reales.

Crestomatia. (Del gr. xonoroud'ferar).

f. Coleccién de escritos selectos para la ensefianza. (Ver R.A.E., Tomo I a/g pdg. 682.)
Caleidoscopio. (Del gr. Kalewdoskomeo). (Del gr. Kalos, bello, erdos, imagen, y
scopio, ver. ( R.A.E., Tomo I a/g pag. 399 y Tomo II h/z pag. 2033.)

1. m. Tubo ennegrecido interiormente, que encierra dos o tres espejos inclinados y en un
extremo dos laminas de vidrio, entre las cuales hay varios objetos de forma irregular,
cuyas imagenes se ven multiplicadas simétricamente al ir volteando el tubo, a la vez

que se mira por el extremo opuesto.

2. Conjunto diverso y cambiante.
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Capitulo 1. Nuestro titulo.

Calcalus. (Latin.) Célculo. (§15.6, pag. 601) ( R.A.E., Tomo I a/g pdg. 397.)

1. m. Cémputo, cuenta o investigacién que se hace de algo por medio de operaciones

matematicas.

2. Conjetura.

Confiamos en que antes de finalizar la lectura de este compendio, atin cuando no haya

sido completa o muy minuciosa, el lector sentird conformidad con el titulo elegido:

“CRESTOMATIA: UN CALEIDOSCOPIO DEL CALCULUS .

—— O FEEE
»———— O FEEE

Concoides de Nicomedes; x = a+Cost], y = a-Tan[t]+Sin[t]

10., 2.48141, cos(t) + 0., sin(t) + 0. tan(t)}
X[t yitl h
T rer 10

osE

-3 -2 -1 1 2 X 2 -1
05 Zos
— -10 -10

Desde aqui "

MEJOREMOS JUNTOS!

»» & hasta aca a
a 0 PERIE]
: 0 PERIE]

Concoidesde Nicomedes; x = a+Cod[t], y = a«Tan[t]+Sin[t]

yItl {—0.25, 0.883407, cos(t) — 0.25, sin(t) — 0.25tan(t)}
\
X[t] ‘\
r\ i 5\'
osf \
\
A
3 2 -7 N -2 -1 -10-05 W
—o0sf b .
_10l
-2 \ 12
\
\
-3l \‘ 3
\

Figura 1.1: Nuestro titulo.
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1.1.

CRESTOMATIA:

UN CALEIDOSCOPIO DEL CALCULUS.
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CRESTOMATIA: UN CALEIDOSCOPIO del CALCULUS
Prof. Blanca Isabel Niel

Depto de Matematica. U.N.S.

Cuadro 1.1: Hoja de Presentacion.
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Capitulo 2. Guia de Ejercicios Propuestos

CRONOGRAMA TENTATIVO

ASIGNATURA: ANALISIS MATEMATICO I ( DM 5551-5, 5551-6, Area I )

Alumnos de las Carreras:

Ing. Electrénica, Ing. Electricista ( DM 5551-5 )

Horarios de Clases Tedricas: Martes -8 - 10, Jueves -8 - 10, Aula: 9 (12 de Octubre).
Horarios de Clases Practicas: Martes -10 - 12, Jueves -10 - 12, Aula: 9 (12 de Octubre).

Prof.: Ing. Blanca Isabel Niel, Legajo: 5442.

Asistente: Ing. Sandra Marcela Lopez.

Ayudantes: Ornela Scorolli y Hernan Alvarez.

CURSADO Y COLOQUIOS

» Cursado
1. { Nota Primer Parcial + Nota Segundo Parcial + Nota Tercer Parcial( > 40)} > 180
( Cursa la Asignatura)

2.0 < Nota Primer Parcial + Nota Segundo Parcial + Nota Tercer Parcial < 180 —
Recuperatorio de cada Parcial con nota < 60.
Calificacion de recuperatorios > 60.

(Cursa la Asignatura)

s Coloquios
Si la Nota Primer Parcial > 60 (Puede Rendir Primer Coloquio) y Si la Nota
Segundo Parcial > 60 (Puede Rendir Segundo Coloquio) y Si Nota Tercer Parcial
> 60 (Puede Rendir Tercer Coloquio); si en cada Coloquio I, IT y III la Nota es
> 60 estd en condiciones de Rendir el IV Coloquio si la nota es > 60, tiene

la Asignatura Aprobada. En el primer Coloquio con nota < 60, debe rendirse el

Examen Final de la Asignatura.
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Periodo

Temas a Desarrollar

Tlustraciones

Valor absoluto

Martes 17/03/2.015
= Desigualdades
Jueves 19/03/2.015
= Funciones
Limite de f(x)
Jueves  26/03/2.015 » Continuidad
Martes 31/03/2.015
= Teorema de Bolzano
Martes 07/04/2.015
= Teorema de Bolzano
Weiertrass
Derivada o
Jueves  09/04/2.015 \
Martes  14/04/2.015 iva
Derivada: Aplicaciones N -
Jueves  16/04/2.015 e .
» Gréfico de funciones e
Martes 21/04/2.015

= Optimizacion

Jueves 23/04/2.015

1°* PARCIAL Aula: 9, 8-12

1 COLOQUIO

Martes

Jueves

28/04/2.015
30/04/2.015

Teorema de Lagrange

= Interpretacién

geométrica

» Consecuencia en el

Célculo Integral

= Regla de L’Hospital

Cuadro 2.1: CRONOGRAMA TENTATIVO. (Cuadro Inicial).
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Periodo

Temas a Desarrollar

Tlustraciones

dy 1
Soluciones de p = 3 Y(1-y)(3-y), ¢ =C;=C3=C4=1.

t
5y

.V[z,31=(X—1)2—1

2+ X[2’3]=1+ 1+

|
|
1
1
1
1
1
ofp=1
1
|
i
1
1
1

Y

1
-
1
I
i
1
1
I

1
1

, Lemes 1
{¥.5.76.371. 1.01. 201 T

- }
Vietorete J1e1o1ete200

I
? T 3 3
“L

Martes 05/05/2.015
07/05/2.015

12/05/2.015

Jueves

Martes

Antiderivacion
» Antiderivadas

= Métodos de integra-

cion

Jueves 14/05/2.015

240 PARCIAL Aula: 9, 8-12

9240 COLOQUIO

Derivada: Otras aplica-

ciones

Jueves 28/05/2.015 DA e
Martes 02/06/2015 - Férmula de Taylor 2
Jueves  04/06/2.015 1
= Misceldneos | N
¢ —————(—DIEEIE]
f—————

Cuadro 2.1: CRONOGRAMA TENTATIVO.
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Periodo Temas a Desarrollar Tlustraciones

Polares. Impropias
p —————(DIEFIE]

Martes 09/06/2015 - Integrales Impropias CARglomE.r:usimﬁ)
Jueves 11/06/2.015 ( 1A
Martes 16/06/2.015 = Longitud de curvas E : // =
planas o N
Sucesiones y Series L
\
= Sucesiones L
Jueves 18/06/2.015 Vo
\
Martes 23/06/2015 = Dindmicas discretas TN NEE 0 15
s\
= Series: Aplicaciones o \\

Jueves 25/06/2.015 | 3 PARCIAL Aula: 9, 8-12 | 3 COLOQUIO

o
<

—=-y
dt
Funciones Vectoriales AR R
R R S SN
\\\\\ TN
. S Y AN Y N \ \ \
» Movimientos planos | « < < <« SRR t E E
“““ R O T T \
Martes 30/05/2.015 ' R N NN
» Velocidad R RN NN NE NN
\\\\\ Y kY Y N \ \ \ \ \‘ \
\\\\\ RS AN Y N \ \ \ \ \‘ \
» Aceleracion | T AR
**** TN NN
\\\\ U NN \
N N T S N \ \ \ \‘ \
“““ UV
Jueves 02/07/2.015 | RECUPERATORIO 4 COLOQUIO
2 q . e Y Sol uci ones de :[y = KrT y(T-y)(y-K), ¢, €z Cs Ca.
N Y |
" Ve |
M '/ 7 »
o, 1, 1, x= Sinfnst+o), ¥ = Sinft+ ] \ ‘\\ \‘\ \\\ ) NN : ,,'4/ : ; ; §
{’I,:5,516668,D7ﬁ4428,[|438822} Vo § “‘\‘ ) q i A\“ } 1(‘ \ i
Sen(st+al, Snlt+) 22 °r L ot SRR ' ‘\ L ]
| ) | Y ) :
0NN L y &\ w
05 WA R\ i
1 2 5 ] 50 V VA /// """ \\\‘\\ \\ \- |
mk U M ? / g B N\ N :
o P2 /// \\\, : i
A - 1
y ‘ : ‘ e
2 ) 1 2 I

: - 7
Fechas requeridas 4o y /o 5t CO]iOQUIO EXAMENES FINALES

Cuadro 2.1: CRONOGRAMA TENTATIVO. (Cont. 2.)



Capitulo 2. Guia de Ejercicios Propuestos

%2 04 06 08 1 02 04 06 08 1

Figura 2.1: Tlustraciones en las pautas del cursado.

A continuacién se explicitan los libros y/o apuntes més relacionados o afines con el enfoque
que hemos utilizado para seleccionar los ejercicios propuestos en la Guia de Trabajos

Préacticos.

a) Problemas y Ejercicios. [Stewart, J. (2010)].
Otros, [Larson, R. P. Hosteler, y Edwards B. H. (2010)], [Leithold, L. (1988)],
[Demidovich, D. (1980)], [Ayres, F. (1950)].

b) Bibliografia Béasica: Motivacién de fundamentos tedricos.
[Rey Pastor, J. et al. (1957)].
Otros, [Spivak, M. (1999)], [Strang, G. (2010)], [Sadosky, M. y Guber, R. (1971)].

Bibliografia para consultar “FEjercicios Adicionales” por parte de los alumnos interesados.
» [Purcell, E. J., Varberg, D. et. al. ( 1993)]
» [Rabuffetti, H. (1995)]
» [Stewart, J. (2008)], [Stewart, J. (2001)], [Stewart, J. (1998)]
» [[turrioz, L. (1972)]

Bibliografia para consultar “Enfoques Teoricos Diferentes ”"por parte de los alumnos in-

teresados.

[Sadosky, M. y Guber, R. (1971)]

[Noriega, R. J. (1991)]

[Thomas, G. B. y Finney, R. L. (1.998)]

[Germani, A. y Brignole, D. (2000)] y [Germani, A. y Brignole, D. (2000)]
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Bibliografia para consultar sobre como obtener “Visualizaciones Grdficas, Imagenes y

Computos del Calculo” por parte de los alumnos interesados.

= [Aguilera, N. E. (1995)]

» [Cordero, L. A., Ferndndez, M. y Gray, A. (1995)]

Prof. Blanca Isabel Niel
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Capitulo 2. Guia de Ejercicios Propuestos

2.1. Trabajo Practico N = 0: Funciones y desigual-

dades, “valor absoluto”.

1. Grafique y halle la “imagen” de cada una de las siguientes funciones de R — R

(z) 2 — ||z —1] =1 r(z) :x —||jlz — 1] — 1] = 1
fl@x):x—]z—=5—|xr+3]—1 g(x) :x — 3lx — 1] — |2z
hz):z— |z —3]— |20 —1|+3 m(z):x — [2c —4]+|xr+5|—1
s(xr):x—|z?—4] -1 t(x):xz — |2? — x|

2. Idem para

2 + 1| siz < —1
f@)rx =9 |4—2 si —1<2 <5

|t —3] siz>5

3. (i) Grafique las funciones fi(z), fa(x), f3(x),y f(x), en ese orden:

filz) = (x—2)? far) = (x=2)* -1,
f3(@) = |(z = 2)* = 1 fl@)=|(z-22-1-3
(ii) Reefina a f(z) = |(z —2)* — 1| — 3 sin usar valor absoluto.

(iii) Resuelva analiticamente la inecuacién |(z — 2)? — 1| +3 > 0.
(iv) Verifique la concordancia entre la solucién del inciso (i) y el gréfico de f(z).
(v) Resuelva |(z —2)2—1| -3 = ||(z —2)* - 1] — 3].

4. Indique el “dominio”, grafique, calcule las intersecciones con los ejes coordenados

y determine la “imagen” de cada una de las siguientes funciones

|z — 1] 2z |z — 1]
T — X — A e
== O flay o 2

()



2.1. Trabajo Prdctico N = 0: Funciones y desigualdades, “valor absoluto”.

fx):z—Injz -1 f(z):z—|Inx| Fx):z — 27l
f)sw = _|’?;$j‘12|\ fl@) o —[3772 flx) o — |z 42|+ ‘ﬂ;’g‘

fl@) iz —la? +2r+ 1] =2z +4] — 2 = 1] f(z) 12— [logy 7]

5. Exprese las funciones dadas en todos los incisos del ejercicio anterior como funciones

definidas a trozos y sin usar valor absoluto, en los casos en que este aparezca en la

definicién dada.

20 — 6

6. Resuelva las siguientes desigualdades, si f(z) = . Ver Figura 2.2.

2z 42
i1) —10 < f(x) <5
io) f(x) > 15

is) flz) <—15

Represente graficamente los resultados obtenidos.

7. Resuelva las siguientes desigualdades, si f(x) = ;i :_ S‘ )
i) 1< f(x) <2
ia) f(z) > 15
Represente graficamente los resultados obtenidos.
oo - A3t x e D)
e
Figura 2.2: f(z) = z;?‘
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2z — 6
20+ 2

8. Resuelva las siguientes desigualdades, si f(z) =

i) =5 < f(x) <10

ia) f(xz) > 100
Represente graficamente los resultados obtenidos.
9. Resuelva las siguientes desigualdades, si f(z) = log 1

i1) =5 < f(x) <10

io) f(x) > 100
Represente graficamente los resultados obtenidos.

10. Resuelva las siguientes desigualdades, si f(z) = |log 1 x|.

i1) 5 < f(x) <10

is) f(z) > 100

Represente graficamente los resultados obtenidos.

11. Resuelva las siguientes desigualdades, si f(x) = (g)"”
i1) 5 < f(x) <10
ia) f(x) > 100
Represente graficamente los resultados obtenidos.
12. Resuelva las siguientes desigualdades si f(x) = (%)x — 10

i1) =5 < f(x) <10
is) f(x) > 50
Represente graficamente los resultados obtenidos.
13. Resuelva las siguientes desigualdades si f(x) = ‘(%)‘T — 10‘
i1) 5 < f(x) <10
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2.1. Trabajo Prdctico N = 0: Funciones y desigualdades, “valor absoluto”.

Represente graficamente los resultados obtenidos.

14. 4y) Sea f(z) = —(x—1)2+1, determine los dos restricciones (tramos) invertibles

y obtenga las respectivas inversas. Grafique.

i3) La funcién g(z) = |(z —2)? — 1] — 3 no es inversible, sin embargo admite
cuatro restricciones inversibles. Obtenga cada una de ellas y la correspondiente

inversa.
15. Considere la funcién  f(z) = |(z — 2)* — 1] — 3.

i) Descomponga f(z) en cuatro tramos invertibles y

obtenga la expresion de la inversa de cada uno de

tales tramos. Grafique.

ii) Dado K > 1, vale que:
Determine a y b y represente graficamente.

1
16. iy) Dada f(z) = - determine y grafique f~'(z).

-3
L 1 determine y grafique f~!(z).

Dad
ada f(x e

Dada f(x log% x determine y grafique f~!(z).

Dada f(x

) ) =
) ) =
i) Dada f(z) = log; « determine y grafique f~'(z).
) ) = 2° determine y grafique f~!(z).
) ) =

Dada f(x 277 determine y grafique f~!(z).

17. iy) Grafique las siguientes funciones trigonométricas: f(x) = |sinz|,
f(z) = |cosz|, f(z) = |tanz| y f(x) = |cosecx|.
V3

io) Resuelva la siguientes ecuaciones trigonométricas |sinz| = %) |tanz| = R

18. iy) Determine las siguientes funciones f(z) = sinhx, f(z) = |sinhz|, f(z) =

coshz , f(r) = tanhx y f(x) = |tanhz|.
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i5) Resuelva las siguientes ecuaciones hiperbdlicas | sinh x| = 10, |tanh 2| = 0,5.

19. i) Determine las inversas de las funciones trigonométricas f(x) = sinz,
f(z) = cosz y f(z) = tanz aclarando el intervalo de inversibilidad de las

mismas (Ver figuras 2.3 y 2.4 izquierda).

ii) Determine las inversas de las funciones hiperbdlicas f(z) = sinhz,
f(x) = coshz y f(x) = tanhx aclarando el intervalo de inversibilidad de las

mismas (Ver Figura 2.4 derecha).

F(x)- Sen (x) f(x)-ArcSen (x) f(x)=Cos (x) f(x)=ArcCos (X)
(- Ly 3
A,a>)
1.5 2
1 S 5
. s
0.5 (0,\72)\
[OF o
o0y =
215 41 -05 0.5 1 15 (073 0} 739085
“0.5 N\
7 * 015-\ O
(7% 1 1 -1 \2 3
N
(-La=y -15 -1 \\n -1)

Figura 2.3: f(x) =sinz, f~(z) = arcsinz y f(x) = cosz, f~1(x) = arccosz.

F(x)= Tan (x) , F1(x)-ArcTan (x)

f(x)= Tanh (x) , F1(x)-=ArcTanh (x)
x i) 4 (%v )
/ 2
| )
2
(yo . 5 (y=19 1 —
r//‘i - -
4 2 2 4 ) i 970 L P
e el / N -
| = = / * v=-1
I
4 = -2
"E'T“" *xq3) (x--1) xl1y
Figura 2.4: f(x) = tanz; f~'(z) = arctanx f(x) = tanhx; f~!(z) = arctanhz.
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2.1. Trabajo Prdctico N = 0: Funciones y desigualdades, “valor absoluto”.

20. Considere la funcién f(x) = |logs |z — 1||
i) Defina f(x) a trozos. Grafiquela.

ii) Descomponga f(z) en tantos tramos
inversibles como sea necesario y obten-
ga la expresion de la inversa de cada

uno de tales tramos. Grafique.

iii) Dado K > 1, vale que:

{z, f(z) > K} =

= (—o0, a1)U(as, 1)U(1, az)U(aq, +00).

Determine aq,as,as,a,4 y represente

graficamente.

21. Sea €2 la regién acotada limitada por:
y = sin(z) e y = |cos(z)|, para = entre 0

y T.

12 = 10015 g()= Sen(x)
Determine las restricciones inversibles de 08

0.6

0.4

tales funciones y obtenga las correspondien- oz

0.5 1 15 2 25 3

tes inversas, indicando dominio e imagen de

cada una de ellas.

22. Sea {2 la regién acotada limitada por:

f($) = ‘l" —4 f(X)=|2|f4: g9 =(x-12-7

g@) = (=12 =7 .

. . . . . Q
Determine las restricciones inversibles de E

tales funciones y obtenga las correspondien-
tes inversas, indicando dominio e imagen de

cada una de ellas.
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23. Sea f(x) = ‘2*|x|*1}. (Ver resolucién en §4.1, pag. 170, la Figura 4.1.)

feo=[27X1-11+2 127X1-11+2 >

127XI-1+2 <2 > Rta: @

i) Interprete graficamente el conjunto de nimeros reales que satisfacen:
’2*”‘*1’ = 0; |2*‘x|*1| < 0,5; ‘2"5”"1‘ < e Ve > 0 ’2"’5"1’ <€ Ve < 0;
271 =15 |27l > 0.5 27T <6, Ve > 1 2717 <6 Ve < L

ii) Resuelva analiticamente las igualdades y desigualdades planteadas en el inciso

foo=127X1-11+2

2 <2 M-yd2 <25 SRea: (-1, h U ©, 1)
L n n L

—a -2 2 4

24. Sea () la region acotada comprendida

= cos?(z
entre las curvas Y () , X €
y = cos(x)

[0, 7).

bt y=Cos 2(
0.5} X1(y) > X2(y) Q
n
o5 1 1.5&1
y=Cos

Determine las restricciones inversibles

-0.5|
-1

de tales funciones y obtenga las corres-
pondientes inversas, indicando dominio

e imagen de cada una de ellas.
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25. Sea () la regién dentro del romboide
de semiejes 4 y 6 que se indica en la
Figura, del que se quita la subregion
que contiene al origen y estd limitada

por la curva y* — cost(z) = 0, =z €
53
2721

i) Determine las ecuaciones de cada
una de las rectas que delimitan el

romboide.

ii) Obtenga las expresiones x = z(y)

de los arcos de la curva y? —

cos’(r) = 0 en cada uno de los

cuadrantes.

iii) Determine las inversas de cada
una de las funciones obtenidas
en los dos incisos anteriores, con
sus correspondientes dominios e

imagenes.

26. Funciones Trigonométricas

i) Sea z(a, Ry,t) = a+ Ry cos(t), a y Ry son pardmetros o constantes reales,
mientras que t se considera la variable independiente. Grafique en coordenadas
cartesianas (Descartes) z vs ¢, en el intervalo ¢t € [—2Lw, ™7], para los valores

no mo

espicificados:
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ii)

iii)

iv)

a=0,R =1,n =ny=1 m;y =2, mg = 1 R
a=1,R =1,n = ng 1, m =2 my =1 /\
a=—-1,R =1,n,=0, m =2, my = 1; s
a=1,R =1,n =0, m =2, myg =1

Dé una interpretacién geométrica (o fisica) de las constantes a y Ry en estas

ondas.

Sea x(a, Ry,t) = a+ Ry cos(t — ), a, Ry y . son pardmetros o constantes,
mientras que ¢ se considera la variable independiente. Compare cada una de
las cuatro graficas que obtuvo en el inciso anterior con aquellas que describa el
efecto que produce incorporar el parametro angular a, = 7 en la ecuacion.

Dé una interpretacién geométrica (o fisica) que describa el efecto que produce

incorporar el parametro angular «,.

Sea y(b, Ra,t) = b+ Rs sin(t), b y Ry son parametros o constantes, mientras
que t se considera la variable independiente. Grafique en coordenadas carte-
sianas (Descartes) y vs ¢, en el intervalo ¢ € [t "], para los valores

espicificados:

b = O, R2 1, Ny = Ng = 1, my; = 2, Moy = 1, e s
b = 1, RQ ]., ny = Ng = ]., my 2, mo = ].7
b = —]_7 R2 1, n1 0, m; = 2, mo = 1,

Dé una interpretacién geométrica (o fisica) del efecto o accién de cada una de

las constantes a y R en estas ondas.

Sea y(b, Ra,t) = b+ Ry sin(t — f.), donde b, Ry y 5, son parametros o cons-

tantes, mientras que t se considera la variable independiente. Compare cada
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2.1. Trabajo Prdctico N = 0: Funciones y desigualdades, “valor absoluto”.

una de las cuatro graficas que obtuvo en el inciso anterior con aquellas con la
asignacion a, = 7.
Dé una interpretaciéon geométrica (o fisica) que describa el efecto que produce

incorporar el parametro angular g, en la ecuacion.

27. Funciones trigonométricas y Elipses

z(a, Ry,t) = a+ Ry cos(t — ), a € R, Ry > 0, a, € [0, 27]
y(b, R27t) = b+R2 sin(t — ﬁ*), b e ]R, R2 > 0, 6* S [0, 27’{']

Los parametros a, b, Ry, Ry, o, y B« son constantes reales que se encuentran dentro

de los rangos indicados en cada caso, y t es la variable independiente.

ETAMORROSIS ELIPSES - CIRCUNFERENCIAS

Metamorfosis: Circunferencia <= Elipses.

z(a,R1,t)—a 2 y(b,Ra,t)—b 2 o
. . R + R - 17
i) Verifique que ! 2

para todo t en R es una elipse.

ii) Verifique que si By = Ry > 0, el lugar geométrico de los puntos (z(t), y(t))
es una circunferencia de centro (a,b) y radio Ry = R, o un trozo (o parte) de
la misma, de acuerdo con el rango de variacién que se adopte para la variable

independiente ¢. (Ver Animacién con el Mathematica).
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x(t)= a+R Cos(t), y(t)= b + R Sin(t), (x—a)"2 + (y=b)"2 =R
x[t] ylt]

a=1, b=1,R=1

iii) Verifique que si Ry # Rs > 0, el lugar geométrico de los puntos (z(t), y(t))
es una elipse de centro (a,b) de semiejes Ry y Ry, o un trozo (o parte) de la
misma, de acuerdo con el rango de variacién que se adopte para la variable

independiente ¢. (Ver Animacién con el Mathematica).

xX(t)=a + R Cos(t), y(t)= b + RzSin(t), [(x—a)/R] "2 + (y—=D)/R21"2 =1

a=1,b=1.R;=1,Rp=2

G

z(a, Ry,t) = —2+ cos(t — 7/3),
y(b, Ry, t) = 1+ 2 sin(t — 7/2)

Determine la ecuacion cartesiana de la curva plana cerrada para una apropiada

variacion de la variable independiente t. Identifique el centro y los semiejes si
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2.1. Trabajo Prdctico N = 0: Funciones y desigualdades, “valor absoluto”.

se trata de una elipse.

Ht)=a+ B Costt—ac), vt)= b + R Sn(t—0, (/B2 + (v —b)1" &2 =1

a=—12, b=1, Rj=l, Ry =2, o=Bi/3, =Pz
k]

lt]
=t] it
-3 -2 -1 1 2 2
-0s5 2t
-10
-15 1r 1
20
_as5 L . " y L
3 _2 _ 2 . L . .
-30 -30-25%-20-15-30-05
1

x(a,c1,t) = a+ ¢ cosh(t),
28. Sea (@ e1,1) ! Q
y(b,ca,t) = b+ ¢y sinh(t).

Con a, ¢, by cy pardmetros o constantes reales y ¢ la variable independiente.

2 2
i) Verifique si <M) - <M) = 1, para todo t en R.

c1 Cc2

z(1,1,t) = 1+ cosh(t) teR

ii) Sea
y(1,1,¢t) = 1+ sinh(?) t € R

i1); Determine la ecuacién cartesiana de la curva plana asociada a esta para-

metrizacion.
X®= a+ ¢j Cosh(t), y(H)= b + ¢ Sinh(t), [(x-a)/c11"2 — (y—b)Me2172 = 1
x[t] yIt] a=1,b=1,c;=1, =1

35 3l 3l

3.0

25 2

2°6-

1

15

1.0

05 —15-/40-05 0510 15 05 10 15 ZOZXKXS
1 -1

—-15-10-05 05 10 15

o1
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it)y {(x —1)> — (y — 1)> = 1 es la ecuacién cartesiana de la curva plana
representada por i7) ?

N z(0.,—1.,t) = —cosh(t) teR » .
i1)3 Encuentre una expresién analitica

y(0.,1.,t) = sinh(¢) t e R
para la curva plana definida por esta parametrizacion.
x()= a + ¢; Cosh(®), y(t)= b + ¢z Sinh(t), [(x—a)/c1 ]2 — (y—D)Ne2 "2 =1

x[t] yIt] a=0, b=0,c1=—1, c2=1

-15 -10 -05 05 10
—-05 ¢ 1-

— 10—+

0510 —2520-1570-05 |
—-15

=20

—-25

iii) Determine una parametrizaciéon de la rama superior de la hipérbola 3* —z? = 1.

29. Identifique el resultado de cada una de las siguientes operaciones y = |f(x)|, y =
f@)] =1Ly = |lf@)] =1,y = |lf@)] =1 =1,y = [llf(x)| = 1] =1, y =
[f(z)] =1 =1 =1, e y = ||||f(x)] — 1| — 1] — 1] realizadas sobre la grafical, i.e.
conjunto de puntos del plano (z, f(x)), de las siguientes curvas planas y = f(x)
f(@) = o], f(x) = e, f(z) = sinz, f(zx) = cosz, f(x) = log(x+2), f(x) = 27
ver Cuadro 2.2, y otras en Cuadro 2.3 y Cuadro 2.4.

Y
x
Y

1Ver secuencias perfectibles para las imdgenes en un pop-up-window de la §13 en la pag. 487.
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2.1. Trabajo Prdctico N = 0: Funciones y desigualdades,

“valor absoluto”

y=f(x)
y=Ifl-1

y=lIf1-11-1

y=llIfel-11-11-1

Abs ..=x

3

B

\ \f(\)l
15

10 ¢

2 -1 o

y=lfol1-11

o

y=lIf1-11-1]

B

v=llfe=11-11-1]

y=f(x)

: >
" d

y=Ifel-1

ﬁ

y=lIfI1-11-1

S

y=lIf1-11-11-

B

V |f(x)\

..=cos(x)v |

b

o
|

<

w

y=IIfI-1|

>
>

°

y=llIf1-11-1|

S
g

y=IIf)=1=11-1]

Cuadro 2.2: Operando sobre |z|, e”

y=f(x) — y=Ifx)l
Abs..=eX |\ It
6/ N |
3t
3
2F
— v —_—
0 2 -1 0 1 2
y=Ifl-1 y=lIfI-1|
| \6/
x
0
v=lIfol-11-1 y=lIfI-11-1]
E— x o
y=lIfI-11-11-1 y=IIfI-1=-11-1]
- x
0

y=f(x)
Ab.

y=Ifeol-1

i

y=lfo1-11-1

y=lIfI-11-11-1

Y

y=If el

s . ..—log(Xk\?)\ 20

b
|

0 1
y=lIfo1-11

N

0
y=llIf1-11-1|

b~

0
y=IIfI-1-11-1]

N

0

2

x

x

y=f(x)

y=IIfoI=11=11-1

y=lIfl-11-1

N

v=lf-11-11-1

i ?b: L=sin(x)

\

.

, sinz, cosz, log(z +2) y 27%.

-2

V |f [&V]]

K

-1 0 1 2

y=IIf1-1|

e

y

=lIfol-11-11

y=IIfeI=11=11-1]

y=

-
/

y=llIf1-11-1|

0
HEeI=11=11-1]

30. Funciones trigonométricas y reconocimiento de curvas planas: Lissajous, Elipses,

Circunferencias, etc.

z(a, Ry, c1,04)(t) = a+ Ry cos(crt — o),
y(b, Ra, co, Bi)(t) = b+ Ry sin(cat —

5*), b, CQGR, R2>0,5*€

[07

a, ¢ €R, Ry > 0, a, €0, 27]

27]

Los parametros a, b, Ry, Rs, ¢1, co ¥ o, ¥ B, son constantes reales que se encuentran

dentro de los rangos indicados en cada caso, y t es la variable independiente.
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Capitulo 2. Guia de Ejercicios Propuestos

i) Determine mediante seleccién de los pardmetros circunferencias. No menos de
cuatro.

Ayuda: Dispone de las Animaciones en Mathematica.

ii) Determine mediante seleccién de los parametros elipses. No menos de cuatro.

Ayuda: Dispone de las Animaciones en Mathematica.

iii) Determine mediante seleccién de los pardmetros curvas tipo Lissajous. No me-
nos de cuatro.

Ayuda: Dispone de las Animaciones en Mathematica.

31. Funciones Escalones: Funciéon Signo, Funcién Escalon Unitario, Funcion de Heavi-

side.
PLOT WRONG DOINGS
y = Heaviside(x) y = UnitStep(x) y = Sign(x)
Automatic AxesLabel - Automatic 10 10
1
08
05
06
03 04 S I T
02 05
-3 -2 -1 1 2 3 -3 -2 -1 1 2 3 * —_—
1, stz >0
i) y = Sign(x) = 0, siz=0

-1, st x <0
Determine la expresién analitica de

y = f(z) = Sign(x)Sign(z + 1)Sign(l — x).

. 1, stz >0
i) y = UnitStep(z) =
0, stx<O0

Grafique, para z en en el intervalo [0, 10], las funciones y = UnitStep(Sin(m x)),

y = UnitStep(Cos(mz)), y = UnitStep(Sin(mz)) + UnitStep(Cos(mx)) e
y = UnitStep(Sin(rx)) — UnitStep(Cos(m x)).

- L, siz>0 . y .
iii) y = Heaviside(z) = Determine la expresion analitica de
0, st x<0

y = f(x) = Heaviside(x) Heaviside(1 — x).

o4



2.1. Trabajo Prdctico N = 0: Funciones y desigualdades, “valor absoluto”.

32. Utilice Sign(x), UnitStep(x), Heaviside(x)- para expresar la siguiente funcion:
(

4-2x, e (1,2
2x, six =1

y = fa) = 2(14x), stz =0
3+ x, € (-2, -1)
-24-4x, € (0,1)
24x, € (—1,0)

25



Capitulo 2. Guia de Ejercicios Propuestos

y=f(x)

AN

y=Ifl-1

N

y=lIfo-11-1

y=lIfI=11=11-1

y=f(x)

\

y=lfl1-1

y=IIf1-1]-1

y=lIfI-11-11-1

N
4
<

N

i
N

y=Ifl
10

Abs ..=2"M v

2 -1 0 1 2

y=[Ifl-1]

<

v=IIfI=11=1]

S
N
5

v=llfe=11-11-1]

bs .=tanh(ky |

x

y=lfl-1|

VAN

y=llIfI=11-11

'S

y=IlIfI-11-11-1]

RVERFEAN

y=f(x)

AN
~

y=lfl1-1

y=lIfl-11-1

y=lIfeI-11-11-1

N

RN
~

y=If]

Abs =e’)‘2 @

B

y=lfl1-11

x
0

y=lIf1=11-1]

r
0

v=lfe=11-11-1]

AEAS

y=Ifl-1

y=lIfl-11-1

y=lIfI-11-11-1

v=If]
33

-1 0 1 2

y=lfeol1-11

0
y=lIf)1=11-1]

0

y=IIfEI-11-11-1]

y=f(x)
~_ | _bs. =log(xi]
e
y=Ifl-1 v=lIfl-11
x
N
0
y=IIfeol-11-1 y=lIfI=11=11
x
x
0
y=lIfeo=11-1]-1 y=IIIF=11=1]-1]
it x
¥

y=f(x)

\_/Ah
N N
0

y=Ifel-1

NNV

s

3
.;cosh(&&v
2
I.
T

y=Ifxl

/

-2 -1 0 1 2

\

y=IIfo1-11

y=If(ol-1

v=lfl-11-1

y=lIfI-11=11-1

—— e x

y=IIfI-1|

y=IIfI-11-1]

y=IIf=1=11-1]

=

y=lIf1=-11-1 y=IIEI=11-1]
x
0
y=lIfI=-11-11-1 y=lIfI=11=11-1|
x
\/ T/ ﬁﬁ .
0
y=f(x) y=If]
x-1
Abs . =—@ 2
X+1 10
6 8
e §
2 -1 0 1 2
x)|-1 y=Ifl-1
A
—— X 0¢ x
y=lIfol-11-1 y=llIf1=11-1|
\ 6 \ 6
——— x 0>—4 x
y=llifI=11-11-1 y=IIfI=11=11-1]
6
6 Aﬁ
— .

y=f(x)

! /
> >

y=Ifl-1

/

v=lIfeol-11-1

_J

y=IIf=11=11-1

.

i

Abs ...

—~

x

x

x

Cuadro 2.3: Operando sobre log |z|, sinh z, cosh z, log(z + 2) 271#! entre otras.

26

0

y=If|

= ,xﬂv 8

6
4t
2f

v=IIfI-11

/.

0

v=lIfeol-11-11

¥

0

kL

v=llfl=11=11-1]

\/\ .
0




2.1.

Trabajo Practico N = 0: Funciones y desigualdades, “valor absoluto”.

y=fx)

BS

A
I

L

Abs ,,.=tan(xE‘ i

Jo
— x
2 -1 0

y=IIf1-1|

0

v=lIfol-11-1]

0

y=IIfI=11=11-1]

0

2

Y
LA
L

y=fx)

y=Ifl-1

IS

0
y=lIf =111

o

y=lIf1=11=11-1

LA

Ey
8

y=Ifl

6

K

-2 -1 0 1 2

v=IIfI-1|

bl

0
v=lIfol-11-1]

LA

0

4

-

y=IIfeI=11=11-1]

(N

0

y=f(9 y=Ifel
6N Ab:...:csc(x
—_—— x g
™\ 1
= -2 -1 0 1 2
y=lfeol-1 y=lfeol-11
L x _JL_ x
0 0
y=lIf-11-1 y=lIfI=11-1]
0
v=lifI-11-11-1 y=llfe-1-11-1|

Cuadro 2.4: Operando sobre tang(x), sec(x), sinz y cosec(x).
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Capitulo 2. Guia de Ejercicios Propuestos

Who is Who ?

6| .
5
4 S
3|
2
1 / - 2 2
1 2 3 4 5 3 10
67)
2
2
@ 10
2
4
&

) :
1 B 3 8
5 :
Al 51
2%
0 e - 2 2 4
2.5
5 4l
: 5|
5
: 7.5|
o a5 10 &
15
£
100
5
-10
5
100
st
-5 4 2 2
10 10 £
s .
- 10
4
4 : s
3 20 6
2 B 4
2 1 - 1 2 3 4
1 . 2
2l
2 1 : - 7

o8




2.2. Trabajo Prdctico N = I: Limite de una funcion de una variable real.

2.2. Trabajo Practico N = I: Limite de una funcién

de una variable real.

2

T si x <0
1. Bosqueje la grafica de f(z) = x si 0 <z <1
1+ 22 si x> 1

Halle, si existen, f(1), f(0), hlr(l) f(x), HEH flz)y lim f(x).

z—1—

1.2T f(X)=§
2. Determine, si existen, los siguientes
0.8
limites: Zj ~ . i .
0.2] .|
z x e . |
lim —; lim Signo(z); T s o |
z—0
‘ X) = ———

C X
f(xy——x

0.5

lim sm(x); lim sin (E> ; o

x—0 €x z—0 x |

Figura 2.5: Gréficas de f(x) = E; f(z) = sin <Z>; flz) = il
x x T

Se recomienda la lectura de §5.2, pp. 198-205,y ver Figura 5.2, Figura 5.3 y 2.14.

3. a) Establezca, en el lenguaje de “€”,y “ 4”7, qué significa lim f(z) = L.

T—T0

b) Establezca, en el lenguaje de “ €’y “§”, qué significa lim f(z) = L.

+

c) Establezca, en el lenguaje de “ €’y “§”, qué significa lim f(x) = L.
T—=T(

4. Proponemos consultar la seccién §5, la Definicién 5.0.1, de la pag. 187. Ademas, la

lectura de los ejemplos resueltos en §5.1, pag. 191, puede ayudarle a meditar las

respuestas de cada uno de los siguientes incisos.

a) Interprete graficamente lim f(x) = L.
T—T0

b) Interprete graficamente lim f(x) = L.

+
w%xo
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Capitulo 2. Guia de Ejercicios Propuestos

1
c¢) Pruebe por definicién que: lim — =
Tr—

3 T
d) Pruebe por definicién que: lim ? = 9.
r— 3
e) Pruebe por definicién que: lim 2* = 9.
r— 37

5. Calcule los siguientes limites:

_ V% 1 50+ 1 tanz — si
m YISV lim 22 lim SRT ST
z— 25 r—95 =8 T —8 r— oo 3x — 2 z—0 sin® x

: —a L , - R
lim e lim sin = lim z sin (=) lim ————
T— —00 T— 00 T— 00 €T z— 0 w3/1—|-1‘—1
-3 2 2 1
lim z—3) lim ( A ) lim In(x —2) lim =z sin x
z— 3+ r—3 =1 z—1 x—1 z— 2+ z— +00
) 72+ 9 . —x?—x—3 . sin3z . —(2®+38)
lim —— lim —— lim lim ——~=
=4 =3 z—3 x—3 z—=1 r —1 z—2 x—2
-2 2 —2 —2)3
lim M lim M lim M lim u
=2 1 — 2 =2 I+ 2 r—2 (x‘ — 2)2 r—2 ‘x — 2|

6. Trace la grafica de una funcién g(z) que satisfaga todas las condiciones dadas:

a) lim g(x) = 4; lim g(z) = 2; g(3) = 1; lim g(z) = 5; g(—2) = 3;

z— 3+ T3~ r— —2

lim g(x) = —2.

T— +00
b) Dom g(z) =R —{0}; lim g(z) = —1; lim g(z) =1; lim g(z) =0;
z— 0+ z— 0~ T— —2
g(2) =1; lim g(x) = 1.
x— 27+

7. Calcule los siguientes limites. Cuando un limite no sea finito especifique, en cada

caso, si es 400, —00 O 0.

3 3 1 : 6:1:+1 7

a) lim Aozt l b) lim sin(z) ¢) lim L
3(2x —3 922 + 6
d) lim tanhz o) lim S8 gy g, YOEHE

z— 400 z——00 /12 — 4 z——o00 Hr —1

242
g) lim arctan <x i x) h) lim argtanhz 1) lim argsinhx

T— 00 ]}2 — 3 r— +00 T— —00

sin(u)

8. A partir de limo = 1, calcule los siguientes limites:
u—r

u
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2.2. Trabajo Prdctico N = I: Limite de una funcion de una variable real.

in(4 1-—
2) lim sin(4x) b) lim CoS T ) lim CcoS T
z— 0 tan(5z) 2 0 x2 =5 T—3
. (z—1)sin(z) ) ., sin(3x) sin(bx)
d):}% 5, e)g}gno tan(4x) cosec(6x) f)llgno (@ — )2

9. Calcule los limites laterales. Si el limite no es finito, establezca si es +00, —00 6 oc.

1 1 —2? 42
a) lim — b) lim — ¢) lim — & 2T
z— 0t ez — 1 z— 0" ez — 4 a—2- 12 —4x +4
1 1 23
d) lim e” sin(=) e) lim €® sin(—) f) lim ’
z— 0F x 2= 0~ x o— =~ tan(z)
10. Calcule: Y
V2 in(z) — 1
a) lim — b) 1im 2L o) lim SR =1
23 2 — 12 e— -2 — 2 a2 sinx
3 9 — 22 V1 -1
d) lim 2% ) Tim 12— £) lfm YT
z—=0 =3 T — 3 e—=0 /1 +x—1
.9 . 2 —2
3 —4 -9 1-9
g) lim S (@) #3sin@) =4y ) lim — %
z— % sin”(x) — 3sin(z) + 2 v=—5 r+3 e=31—3r~!
N 1 2 ., T—+x+2 P g
) e e Y e R
11. a) Establezca en el lenguaje de “ €”, y “§” qué significa lim f(z) = f(zo).
T—T0
Interprete graficamente lim f(x) = f(xo).
T—T0

b) Pruebe que las funciones polinomiales son continuas en R.

12. Estudie la continuidad. Clasifique cada una de las discontinuidades que encuentre.

Redefina la funcién en cada caso de discontinuidad evitable.
—x+2 st x<0

a)f(x) = ¢ 22 si0<az<1; b)fle)=
NG siz>1

13. Determine, cuando sea posible, los valores de a y b para que, en cada uno de los

o~ 11(2? — )
(22 — 3z +2)(x +3)

casos siguientes, la funcién g(x) resulte continua en R.

ax? +b siz<0 —Vl;H sizx<0
g(x) =< z—a si0<ax<1; ilg@) =4 sinfaz+b) si0 << 7
2+ sixz>1 e six >3

14. Sea f(z) = sin (E)

X
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Capitulo 2. Guia de Ejercicios Propuestos

a) Determine Dom. f(z) e Im. f(z).
b) ; Es f(z) impar ?

¢) Encuentre los puntos en que el grafico de f(x) intersecta: al eje z, a la recta

y = lyalarecta y = —1.

Figura 2.6: f(z) = sin— 2 € [2.5, 2.5].
xX

7r
e) Justifique la no existencia de lim sin (—). 2

z— 0 €T

f) Analice los siguientes limites:

. s ,
lim z sin(=); lim z?
x— 0 €x x— 0

Considere m entero y mayor o igual que 3.

TN e T
sm(x), :}1_{11030 sm(x).

Figura 2.7: Graficas de f(x) = xsin (g) y de f(z) = z*sin <§)

8l Una vez més se recomienda leer la §5.2, pag. 200
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2.2. Trabajo Prdctico N = I: Limite de una funcion de una variable real.

. s . . LT
Observacion 2.2.1 ; Por qué nos interesamos en f(xr) = x sin — 2
x

Sabemos que la longitud de una circunferencia de radio
R mide 27 R. El poligono regular P,, de n lados ins-
cripto en la circunferencia (n > 3) estd formado por n
triangulos isésceles de angulo central a@ = % y lado
opuesto [,. Es claro qule elzperimetro de P, es n veces
l,. Como R* = 2 + (5) resulta [, = 2\/R?> — h2 . ,)
P, = Qn\/Rth?I . Por otra parte es razonable suponer

A

que P, — 27 R para n — oo, en consecuencia ﬁ% — T
si n — oo.

Luego

%:n—vfz;_}ﬁ‘:n“l— (%)2:7“/1—0082 (g) :nsin<%>.

. , . . T
Figura 2.8: { Por qué nos interesamos en f(x) = z sin — 7
T

15. Demuestre que si el lim f(z) = L > 0, existe un intervalo reducido de xg, tal
T—T0

que f(x) > 0 Vo € (zo—0d0,z0+0) AN # zo. Andloga situacion para

L < 0. Esta proposicién se conoce como “Teorema de Permanencia del Signo”,

consultar su demostracion, en el Teorema 5.0.5, de la pag. 190.

o

16. a) De las definiciones, en el lenguaje de “€” y “ 4”7, de

lim f(z) = L; lim flz) = L; lim f(x) = L.

T— To z— T— T

a) ¢ Cuanto debe aproximarse x a 2 para que la distancia de (8z —5) a 11 sea

menor que 0.01 7

b) De las definiciones, en el lenguaje de “ K7 y “¢§”7, de
lim f(z) = +oo; lim+ f(x) = —o0; lim f(z) = oc.
0

Tr— T -
T—r L T— Zo

b1) Indique en menos de cudnto se debe acercar = a 3 para que:

x

63



Capitulo 2. Guia de Ejercicios Propuestos

r—3
+1
Interprete graficamente, marcando un K y senalando el correspondiente inter-

valo (=1 =46, —=1+9)

by) Grafique f(x) =

‘.Veriﬁque que lim f(z) = +o0.
rz——1

bs) Sea f(z) = |logs |z — 7| — 1|, pruebe por definicién que h’n% f(z) = +00.
z—

c¢) De las definiciones, en el lenguaje de e y M de

A S0 = L R Sl = L i S) = L
T —

¢1) Grafi =

¢1) Grafique f(x) P

Interprete graficamente, marcando un intervalo (1 — e, 1 + €) y senalando los

y verifique que lim f(z) = 1.
Tr—00

correspondientes intervalos (—oo, —M) y (M, +00).

¢) (i) Grafique las funciones fi(x), fa(z) v f(z) siguientes:

@) = () e = ~() (@) = () +5.
(ii) Calcule zgrfmf(x), considerando f(z) = —(11—0)9” +5.

Determine la Im f(z) .
(iii) Tome € = 1072 y trabajando con la definicién de limite ( lirf f(z) = L)
T—>+00

encuentre los valores de = que la funcién aplica en el intervalo
(5—107%,541072).
(iv) Indique si eristen x tales que f(z) € (5,5+1072).
(v) Indique cuan grande debe ser z para que f(r) € (5—107%5).
(vi) Escriba las respuestas de los incisos (iii), (iv) y (v).

d) Escriba las definiciones, en el lenguaje de Ky M, de

A 1) = oo Ju S = —eo Jip J) = e
lim f(z) = +o0 lim f(z) = —o0 lim f(z) = o0
r— —00 r— —00 T—r —0OQ
lim f(z) = +o0 lim f(z) = —o0 lim f(z) = oo
Tr— OO T— 00 r— 00
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2.2. Trabajo Prdctico N = I: Limite de una funcion de una variable real.

dy) Grafique f(z) = |logg|z —1||, = -—ccceo-- A S W
verifique que lim f(z) = +o0
T—00

e interprete graficamente.

[
e ———— -

2 -1 2 3
Figura 2.9: f(z) = |logg |z — 1||.
17. Considere la funcién f(z) = |(x —2)* — 1| — 3.
i) Para cada K > 1, existen dos nimeros a(K)
y b(K) tales vale que: 3§f(X)= | (x-2)%-11-3

{z, f(z) > K} = (—00,a) U (b, +00).

Determine a y b y represente graficamente 2 -

sobre el esquema de la Figura 2.10.

ii) Utilizando los resultados del inciso an-
terior  justifique  analiticamente  que:

x—lg:noo f(x) = too.

Figura 2.10: Gréfica de f(z) = |(z —2)* — 1] — 3.
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Capitulo 2. Guia de Ejercicios Propuestos

2.3. Trabajo Practico N = II: Continuacién de Limi-
te. Continuidad en un punto z;. Continuidad en

un intervalo cerrado |a, b|.

1. a) Establezca en el lenguaje de “€”, y “40” qué significa lim f(x) = f(zo).

Tr—TQ
b Pruebe por definicién que: lim x = .
T—rT0
c¢) Pruebe por definicién que: lim 2? = 7.
Tr—r TQ

2. a) Estudie la continuidad en xy = 0 de las siguientes funciones:
sen x

e ) = oo
fl@)=er; f(z)=cotgx: f(z)=z sen (g)7 f(z) = (1 + i)

b) Establezca cudles de las funciones discontinuas en zp = 0 del inciso a) pueden

ser extendidas con continuidad.

¢) En los puntos de discontinuidad evitable redefina la funcién para que resulte

continua.

d) ; Cuél es la condicién que asegura que en z, la discontinuidad es inevitable 7

3. Defina continuidad de y = f(z) a derecha y a izquierda de xy en lenguaje ¢, 0.

4. Grafique en el intervalo [-4.75, 5.25] la siguientes funciones [z], x — [z], |z] v [z].
Ayuda: La version del software Mathematica 6.0 las define de la siguiente manera:
f(z) = [x] gives the integer part of x; f(z) = z — [z] gives the fractional part of
x; f(z) = |x] gives the greatest integer less than or equal to x; f(x) = [z] gives

the smallest integer greater than or equal to x.
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2.3. Trabajo Practico N = II: Continuacion de Limite. Continuidad en un punto xg.
Continuidad en un intervalo cerrado |a, b].

f(X)=x—[x]

10
0.5
1F —_—

5. Estudie la continuidad a derecha y a izquierda en cada punto zy € Z de f(z) = [z].

6. Estudie la continuidad a derecha y a izquierda en cada punto zo € Z de f(z) =

x — [z].
7. Estudie la continuidad a derecha y a izquierda en cada punto z¢ € Z de f(z) = |z].

8. Estudie la continuidad a derecha y a izquierda en cada punto zo € Z de f(x) = [x].
Floor and Ceiling

f(x)=[x] f(x)=[X]
SOUSRSUUTNIIN SIS 1—
-3 -2 -1 [ 1 2 3 ;
— e
g -3 -2 -1 1 2 3
— 2 — 1
—_— -3 — —2F
Yuxtaposicion
f)=[x]; f(x)= x| f)=[x]; f(x)=[X]
2 — 2j
l{ — 1_

|
w
|
N
|
| =
N
[uny
N
w
|
w
|
N
|
| | =
N =
[y
N
w
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9. Definicién 2.3.1 Se dice que un punto P (z, f(x)) se aleja infinitamente sobre
una curva, cuando su abscisa (x) — 00, ¢ su ordenada f(x) — 0o, 6 ambas coorde-

nadas (x — oo, f(xr) — 00), crecen infinitamente.

Definicién 2.3.2 Se dice que la recta [ es asintota de una curva C' si tiende a
cero la distancia de | a un punto P que se aleja infinitamente sobre la curva C.
Distinguiremos tres casos, sequn que crezcan infinitamente sobre la curva x, 0 v,

o0 ambas.

Denotemos d(P,[) a la distancia del punto P (x, f(z))
de la curva y = f(x), a la recta no vertical [. Tal dis-
tancia es la longitud del segmento PP’, donde P’ es la
interseccién de [ con la perpendicular a ella que pasa
(¢, f(x)) por P
Si sobre la recta [, de ecuacién y = max + n, conside-
ramos el punto P”(z, mzx + n) resulta que el tridngulo
PP'“ P es rectangulo y vale que [PP’| = [PP"|| cos al,

P/
4 es decir |PP'| = |f(z) — (mx + n)|| cos a.

Es facil ver ahora que para que d(P,l) — 0 es sufi-

ciente que |PP”| = |f(x) — (mz + n)| — 0, pues como

0 < d(P,l) = |[PP"||cosal < |[PP”|, por el Teorema de

Encaje resulta que PP” — 0 implica d(P,1) — 0.
Figura 2.11: Asintota: Interpretacion de d(P,1) ~ | PP |.

2x2 — 3 xt—1 x3

Determine las asintotas de f(z)

10. Determine los valores de A que hacen continuas a las funciones:

24+1 <0 22— 16
flz) = ; T#4 sen x
A+z x>0 flo)=g x—4 ; x>0
r+A <4
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2.3. Trabajo Practico N = II: Continuacion de Limite. Continuidad en un punto xg.
Continuidad en un intervalo cerrado |a, b].

11. Grafique f(z) = |logs |z — 1]|, verifique que lim f(x) = o0 e interprete grafi-
T—>00
camente.

Pruebe que lim f(x) = +oc.

T—00

¥ - log B11 x - 11

i
I
1
1
1
[}
1
i

12. Una pieza en forma de tridngulo equildtero delgado con lados de 1 unidad de lon-

gitud, esta colocada verticalmente en el plano zy con un vértice V' en el origen.
Bajo la influencia de la gravedad, girara alrededor de V hasta que un lado toque al
eje x, Figura 2.12. Denotemos por x a la primera coordenada del punto medio M
del lado opuesto a V' en el momento inicial y sea f(z) la primera coordenada de
este punto en el momento final. Suponemos que el triangulo se equilibra cuando M

estd directamente arriba de V.

a) Determine el dominio y la imagen de y = f(x).

b) ; Dénde es y = f(x) discontinua ? Identifique los puntos fijos de y = f(x).

0.8 y 0. g
0.6 T 0.6
0.4 [ ' 0.4
0.2 : : z
i .
-1 -0.5 W 0.5 1 -1 -0.5 0.5 1

Figura 2.12: Lamina triangular.

13. Analice la continuidad de las siguientes funciones en los puntos considerados y en

el intervalo [-4.25, 5.25].
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)= Vr o] w15 f@)=11] 205 () = tanh(a)] & -0,

flz) = — x—0%; f(a:):xéj x— 0", flz)=lz -3 21
f(@) = [cosh(z)] =0+ f(z) = aﬂi] 0t ) = L?lj © = 0%

fla) =z +3] z— —%Jr; f(z) = [sinh(z)] = —0T; f(x) = ﬁm r— 0t

fx)= 0.5 1
(X) ZL?(+ J — f(X)ZI_—J f(X):Xz*—
X xJ
[ — : f(x)= x-[x] &
1 ab
L 1 a
2= A 4 //
‘ ) ' - 8421 2L
- =1 -2 -1 0 1 2 o P—
s // -2
—_ -2 64 VA
. 1
foo= ¥ x-1x] (X)_L;J f(x)= i f(x)=[Tangh(x)"
528 b= [x] :
04 I e = EEE
02 PR — T T ‘
ICa— 1 5 ;_1| = 2 4 3 -2 -1 1
)

f(X)=[Cos(X)]

) 1
1 FOO=x"+ -]
fX)=xx| —] X = 10l
X 1r -
2.0 f(X)=xx— - 8 -
L S—— X - -
15 -2 -1 1 2 2.0 J 6 -
[1F 15 - -
10 ! ————n i //// A
_of ‘ ‘ ; ‘ _ _
0.5 -4 =2 2 4 R —
,3 E
-2 -1 1 2
-4t -3-2-1 123

14. Aplicaciones de los Teoremas de funciones continuas en [a, b].

a) Interprete graficamente el Teorema de Bolzano.

b)  La ecuacién x° + 4x® — 7z + 14 = 0 tiene al menos una solucién real ?
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2.3. Trabajo Practico N = II: Continuacion de Limite. Continuidad en un punto xg.

Continuidad en un intervalo cerrado |a, b].

15.

16.

17.

18.

c) Use el Teorema de Bolzano para demostrar que z° + 3z —2 = 0 2 tiene una
solucién real entre 0 y 1. Determine dicha raiz con un error por exceso de a
lo sumo 0.1. Ver Ejercicio §5.4, en la pag. 236. Ver resolucion analitica
del polinomio cuértico proveniente de la “Ley de Snell” §14, parrafo 14.4.1,

ecuacién polinomial cudrtica (14.12), pp.511-514.

d) Sea f(z) = cos(2z)+ 3 ;jPuede afirmar que en el intervalo [0, g] existe x tal

que f(zo) = 3.5 7 En tal caso determinelo.

d) Aproximar la menor raiz positiva de tan(z) = z.

Verifique que si y = f(x) es continua en [0, 1] y satisface 0 < f(x) < 1, entonces
y = f(x) tiene un punto fijo (i.e., existe un numero cen [0, 1] tal que f(c) = ¢).
Sugerencia: Aplique el Teorema del Valor Intermedio a g(x) = x — f(x).

Ver §5.4.5, en la pag. 224.

Pruebe que la liga tiene un punto fijo, es decir que hay un punto en la liga (en
realidad exactamente un punto) que estd donde estaba originalmente. (Considérese

el problema anterior).

Utilice el Teorema del Valor Intermedio para probar que existen siempre dos puntos
en un aro de alambre circular con la misma temperatura . Sugerencia: Coloque el
centro en el origen y sea 6 el angulo que forma un diametro con el eje x. Defina

apropiadamente f(6). Ver resolucion §5.4, en la pag. 238.

Empezando a las 04,00 horas, un monje escalé lentamente la cima de una montana,
llegando a mediodia. Al dia siguiente regreso recorriendo la misma trayectoria, em-
pezando a las 05,00 horas, y llegando al pie de la montana las 11 horas. Muestre
que hay algunos puntos a lo largo de la trayectoria, en los cuales su reloj mostraba

la misma hora en ambos dias. Ver resolucion en la §5.4, pag. 229.

3Las férmulas de Cardano permiten obtener las raices exactas de cualquier polinomio ctibico.

El hallazgo de Ferrari permite obtener las raices exactas de cualquier polinomio de grado cuatro.

J. V. Uspensky. “Theory of Equations ”. McGraw-Hill, Inc. 1948. Biblioteca del Instituto de Matemaética,

A 152.
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19. Sea f(x) continua en [0,1] con f(0) = f(1) = 0. Pruebe que la grafica de
f(z) tiene una cuerda (un segmento de recta con ambos extremos en la grafica) de

longitud L, donde L es cualquier niimero entre 0 y 1.
20. a) Enuncie y ejemplifique el Teorema de Bolzano- Weierstrass.

b) Dibuje una funcién continua en [2,4) no acotada inferiormente y que tenga

maximo absoluto. jPuede alcanzar dicha funcién el minimo absoluto ?

c¢) Dibuje una funcién discontinua en [0, 4] que no alcance ni el valor méximo ni

el minimo absoluto.

l—z z € [0,1] y
21. Sea f(z) =< 1 r =1
0 z =0

La grafica alcanza el valor maximo y el minimo absoluto.

;Cuéles son dichos valores 7 ;Se contradice el Teorema

de Bolzano-Weierstrass 7

Figura 2.13: Gréfica de y = f(x).

22. La inspeccion de la Figura 2.14 conjuntamente con ciertas manipulaciones algebrai-

. p . T . Ny
cas llevan a concluir que lim sin(—) = 0. Justifique esta afirmacién.
T—r00 €T

T (x)=sen (n/x)

Figura 2.14: lim sin(z).

T—00 T
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2.4. Trabajo Prdctico N = IIIi: Concepto de Derivada de y = f(x).

2.4. Trabajo Practico N = IIIi: Concepto de Derivada
de y = f(x).

1. a) ; Qué significa que y = f(x) sea derivable en zy 7
b) Exprese en lenguaje ¢ - § dicho concepto.

c¢) Justifique la veracidad o falsedad de cada uno de las siguientes proposiciones:

(*) ¢ Para que y = f(x) sea derivable en xy es necesario que esté definida en

Zo ¢
: : Af .
(**) s Para quey = f(x) sea derivable en xq es necesario que N esté definido
T

en xog ?

Yy

A

2. Interprete gréfica y geométricamente: ff( (x)) ——————
3?0 |

Ay fl@) = f(x)

Az T —x9

|
|
|
|
|
|
|
N
0 T

Figura 2.15: Segmento secante a y = f(x) entre (zo, f(x0)) y (2, f(x)), con Az > 0.

Y
3. Interprete gréfica y geométricamente: flzo)l _ _ _
!
o feot Ax) — f(xo) o f(@) — f(xo) |
Az50 Ax =0 T — X :
|
|

Figura 2.16: y = f(z) derivable en .

4. En cada uno de los siguientes casos calcule, por definicién, la derivada de f(x) en

un punto arbitrario xy de su dominio.

@)= f@=vE @)= f@)=e )=V
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5. a) Sea y = f(x) derivable en zy.

Justifique que: af(z) = f'(z0) + V() con lim ¥(z) =0.
Az T— g

b) Determine ¥(z) para f(z) = azx® + bz + c.
c) Utilice el inciso a) para justificar que si f'(xg) # 0 el incremento de la funcién

es un infinitésimo equivalente a f’(x¢)Ax.

6. Sea y = f(x) tal que en zy, tiene derivada infinita del

tipo: Yy
lim Aflz) = 400 = lim Aflz) 6 eventualmente |
i 2 gy AT
zﬁxg Ax Ty Ax f(x )
Verifique si f(z) = Jx y f(x) = —/x tienen, en Ok - -
xo = 0, derivada infinita de uno de los tipos indicados
-

arriba. ; y f(x) = 2?3 ?
Figura 2.17: Recta tangente vertical en z = z.

7. a) Obtenga la expresion de f'(xy) para f(zr) = Signo(x) y para f(z) = |z]|.

Aclare con precision, en cada caso, que ocurre en xg = 0.

b) Describa en lenguaje e€-0 el concepto “y = f(z) es derivable a derecha del

punto xq”.

1 si >0
o) Sea f(z) = 30 % 3£0)% 3£0)7

-1 si <0
c2) Sea f(z) =z, 3 f1(0) 7; 3 fL(0)7; 3 f(0) 7

8. a) Demuestre que si y = f(x) es derivable en z (es decir, existe f'(z)| v es

zo

un valor finito) entonces y = f(x) es continua en .

b) Demuestre que la sola existencia de los limites laterales lim Ap for (o)
x

Az—0t
A
im — =
Y Az—0— Az
suficiente para garantizar la continuidad de y = f(z) en z = xo.

fo-(x0), ambos finitos pero no necesariamente coincidentes, es

¢) Demuestre que continuidad en xg no implica derivabilidad en z .
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2.4. Trabajo Prdctico N = IIIi: Concepto de Derivada de y = f(x).

9. Usando la definicién obtenga f’(z) para cada una de las siguientes funciones:

f(z) = a3; flz) =ax +b; f(z) = sen z; f(z)=In z.

¢ - siz#0
1+e=
10. a) Sea f(x) = compruebe que f1(0) =0, que f (0)=1,
0 sizx=0

y que Af(0).

b) Sea f(x) = 23, compruebe que fi(0) = 400 y que f'(0) =—o0.

11.  a) Compruebe que si una funcién es derivable en zg, con f'(xy) # 0, entonces
el incremento f(z) — f(xg) = Ay puede ser expresado como la suma de dos
infinitésimos, uno de ellos equivalente a Ay y el otro de orden superior a dicho

incremento.

b) ¢ Qué ocurre si f'(z9) =07

1
xsen (=) x#0
12.  a) Determine si existe o né f’(0) para f(x) = x

0 T =

1
2?2 sen (=) x#0

b) Idem para f(z) = x
0 =0

13. Sean
flx) =273 f(z) =2 n € N; f(z) =cos3z; f(z)=log, x.

i) Determine el cociente incremental A—y .
x

ii) Calcule por definicién, la derivada en cada punto de sus respectivos dominios.

Sugerencia: Probablemente necesitara las siguientes identidades trigonométri-

a a—
cas: cosa — cos§ = —2 sin ( ;ﬁ) sin ( 5 5); sin(a + ) = sinacos B +
1
. .o .. , cost—1 i -
cosasin 3y los siguientes limites: lim ——— = 0,y lim(1+¢)t = e.
t—0 t t—0

14. En cada uno de los casos siguientes: ;3 f'(z) V = del dominio de f(z) ?

5
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fe) =3l 1] fla) = VaTT Fla) = o+ 127
f(z) = |sin) f() = |nal fo) = L]

f) = @+ 17 =2 4] = a2 = 1] f(@) =27+ f() = Ife = 31]
f(x) = tanh f@) = - fl) = 2 4]

15. Utilizando las reglas para calcular derivadas, halle f'(z).

flw) = Va2® fla) = —20-1 f@) = V3 + na
2 _
f(z) = 3x21—i— . fz) = :E:EQ—fjl flz) = logi  + 3tanz
flz)=tgzx f(x)—3sen2x f(z) =]z — 5|
2 +1 (Vax? +bx +c)(2x —7)°
flx) = teha fo -t - I
f(z) = (Inz)? f(z) =Inx + 322 f(x) = /(2 +5)(v/7)(az? + bz + ¢).
16. % Justifique analiticamente por qué la recta tangen- y
te < FEs la mejor aproximacion lineal de y = f(x) i
en P = (xg,f(xg)) cuando f'(xy) es finita >, i.e Flao)l _ _

si f'(zo) (finita) ..y = f(xo)+f'(xo)(x—120), €s la recta
de mdzimo contacto cony = f(x) en (xo, f(x0)).
rencia: Trabaje con la familia de rectas que pasan por
(wo, f(@o)), ie. F={y =

Figura 2.18: Recta con mejor aproximacién a la curva en (zo, f(zo)).

|
Suge- :
|
|

m(z — xo) + f(xo), ¥V m R}.

17. Derivadas sucesivas

(a) Calcule las derivadas segundas de:

flo) =av1+a? f(z)=zlnz F(t) = V311
FO) = (2 +4)5  fl) =15 -2 + 4t fu) =222

(b) Siy = f(z) = h(z)-
todos los érdenes determine: f%(x), f“(x), f®(z).

g(z) y suponiendo que h(z) y g(x) poseen derivadas de

(c) Determine todas las sucesivas derivadas no identicamente nulas de f(z) =

20+ 224 432 — x4+ 2.

1
(d) Sea f(r) = —, determine f™(z) para n = 1,2, ...
x

(1) 7

;, Cuanto vale f(
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2.4. Trabajo Prdctico N = IIIi: Concepto de Derivada de y = f(x).

(e) Sea f(x) una funcién polinémica de grado n.

Pruebe quesi k >n f®(z) =0, Vo € R.

18. Derivada de una funcion de funcion.

i) Justifique como calcular D,[f(g(x))].

ii) Aplique al calculo de f’(z) para las siguientes funciones:
flz)=Inz®  f(z)=In’z, f(z) = cos® z,
f(x) =cosa® f(x)= log%3 z, f(z)= logy 3

) . 1.
f(X) — eBsmx f(X) — 93sinx f(X) _ (E)BSmx

19. Derivacion logaritmica.

Explicite cada paso a seguir en el Método de la derivacién logaritmica de una funciéon
del tipo y = f(z) = (h(z))I®.

i, Es posible aplicar dicha técnica si h(z) <0 7

Calcule: o 3
d ecos T d mogé * d (:L-T \/E)3 d (2I \/E)$ d (23& cosh = \/E)x
dx dx dx dzx dx

d (x*)* d 2@ d(z®/x)*  d (%)) d (2° cosh x/z)*")
dz dz dzx dz dx '
20. (a) Sea y = f(z) derivable en xy. Encuentre la relacion entre la recta tangente en
xo, yi(z) y la diferencial: df (zo, ) = f'(zo)(x — z0).

(b) Calcule la diferencial de y = 2

£(1,5).

en rg = 1 y usela para aproximar Ay en

(c) Estime el valor de /8,999 utilizando la diferencial.

(d) Sea y = f(x) derivable en xg. ;, Cémo deberia ser el gréifico de y = f(x)
para que la aproximacién lineal, en ese entorno, sea por defecto (exceso) 7

Ejemplifique.

(e) Aproxime linealmente /3,99, sen (§ +107%), /8,001.

7



21.

22.

Capitulo 2. Guia de Ejercicios Propuestos

% Sea y = f(z) derivable en zy y sea F la familia de
rectas secantes y,.(x) a la gréfica de dicha curva, por
los puntos Po(zo, f(20)), Pr(zp, f(zr)) vy 2r € (z0—
5, To + (S) s ie.

f(ar) — f(xo)

(zF — o)

7+ {uns ) = (2 = a0) + floo), ar # 0.

-

Demuestre que la recta limite de dicha familia, para
TE — g, es la recta tangente a la curva en dicho punto. S (o)

Sugerencia: Evalie el siguiente limite: lim y,,(z).

TRp—T0
Considere la funcién f(z) = 2?. D(x), donde:
1 siz €
D) = ?
0 siz e II
i) Analice la familia de secantes

P0(070)7P(mF7 f(l'F))

ii) Verifique que f(x) es continua sélo en x = 0y
ademas derivable alli.

Figura 2.19: Familia de rectas secantes con xp — xy > 0.

Sea y = f(x) con derivada finita xy. Para cierto incre-
mento Az, interprete Ay = Af y dy = df (zo, Ax) en y
una gréfica de (z, f(z)),Vz € E(xg, 9). mes)
Establezca la veracidad o falsedad de las siguientes afir-

maciones: f(z)

f(xo)
b1) Si f'(x) existe y es finita, df(x¢, Az) es un infi-

nitésimo equivalente a Ay = Af.

by) Si f'(zg) existe, es finita y no nula, df (zo, Az) es
un infinitésimo equivalente a Ay = Af.

Figura 2.20: La diferencial.
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2.4. Trabajo Prdctico N = IIIi: Concepto de Derivada de y = f(x).

23. (a) Sea y = f(x) derivable en zy. Determine la ex-
presién de recta normal al grafico de y = f(z) en

dicho punto. A

(b) Calcule la recta tangente y la recta normal al

grafico de: h(z) = 2 — /z, o = 9; ov(z) =

2 L
3z + —, x9=—1.
x

57
(c) Sea f(z) = % + §x2 + 14x — 7 ; En qué puntos
la recta tangente tiene pendiente 2 7

Figura 2.21: Recta tangente. Recta normal.

24.  a) Determine y justifique una férmula para calcular y

angulos entre curvas que se intersectan.

b) Halle el angulo que forman, al cortarse, las curvas

filr) =2 +4x+4 v folz) = 2% — 4o + 4.

Y
8

c) Cémo calcula el angulo entre dos curvas si una de
ellas tiene derivada infinita tinica (de igual signo a 4

derecha e izquierda) en el punto de interseccion.

d) Cémo calcula el angulo entre dos curvas si ambas

tienen derivada infinita tinica en el punto de inter-

seccién.

Figura 2.22: Angulo entre curvas.
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25. Derivada de la funcién inversa.

a) ¢ Bajo qué condiciones puede probar que f'(x) =

70 siendo z=yg(y) ey = f(z)?

b) Aplique al calculo de f’(x) para las siguientes

funciones:
f(x) = arcsen z, f(z) = arctgz,  f(x) = arccosx
c¢) Calcule
, d (ArgSinh(x
f(a) = LAGSAD)
, d (ArgCosh(x
ey — LdraCoshia)
d) Calcule f'(ArgCosh (z) )] y
f'(ArgSinh () )] ) -
e) Calcule f'(ArgTanh (2) )| y

f'(ArgTanh (2) )] g5) -

Y
8

Figura 2.23: Teorema de la derivacién de la funcion inversa.
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2.5. Trabajo Practico N = III: FEsencialmente: Cdlculo de derivadas.

2.5. Trabajo Practico N = III: Esencialmente: Calcu-

lo de derivadas.

1. Para cada una de las siguientes funciones f(x)y zo € Dom f(z):

D) fa) = =207 + Lap = 1 i) f(z) = ~3sin(z), = 3

vV—x+3 six<3
i) f(z) =[2* = 1], &g = =1, 2 =0 iv) f(z)= T, x =3

z—3 siz >3

f(@o + Az) — f(20)
Ax
de A z: 0.25; 0.05; -0.01. Interprete geométricamente.

Az) —
b) Calcule lim f(@o + Az) — f(z0)
Az—0 Ax
camente.

a) Evalie el cociente incremental para los siguientes valores

en los casos en que existe. Interprete geométri-

Cuando sea necesario calcule:
Ax— 0t AZL‘ Az— 0~ A,CL’

c¢) Determine las ecuaciones de las rectas tangente y normal en el punto (g, f(xo))

cuando las mismas existan. Grafique.

2. Dada f(x) : R — R estudie la derivabilidad de la funcién f(z) y halle la expresién
de f'(x).
Determine el dominio de f'(x). Realice las graficas de f(x)y f'(x).
—1—-2z siz < —1
a) f(r) = 22 si—1 <z <1 b)flr)=

T siz > 1

2—x siz <1

2 —2x+2 siz > 1

3. Encuentre, en caso de ser posible, los valores de m y b para que la funcién f(z) dada

sea derivable en R.

x? siz < 2 a3 six < 1

a) f(r) = b) f(z) =

mx+b siz > 2 mx+b siz > 1

4. Calcule la derivada primera de las siguientes funciones utilizando, cuando sea posi-

ble, reglas para la suma, resta, producto y cociente:
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a) f(x) = 22 cos(z) b) f(z) = 3% — VT +2° — 1

¢) fz) = t;é;) T “f) d) f(a) = (72 +2) sin(x) (27 +9)
) fa) = 2P —a) <%) 0 ste) = SDE =T 2
010 = S e MW =

5. Utilizando, cuando sea posible, las reglas de derivacion para la suma, resta, produc-

to, cociente y composicion, calcule la derivada de las siguientes funciones:

a) f(z) = {/logs (3%) b) f(z) = Ve (a® +1)°

¢) f(x) = sin(sin(sin(z))) d) f(z) = \/m+ 21 + Va3

sin?(4x). In(3 cos(z) + a%) ) f(z) = In (sin2(4x) — \/3_x>

¢) Jl@) = tg(z3 —a) 7 tg(x?) +2*
8 @) =\ sz h) f(x) = a(sin(32® + 52 — 6))

6. Aplique en caso de ser necesario el método de derivacién logaritmica para hallar la

derivada de las funciones dadas a continuacion:

a) f(z) = 2* b) f(z) = 2@ ) flz) = (565\/5)2
d) f(z) = 1422 e) f(x) = 2*™ f) f(z) = (2m)"
g) f(z) = 2 + cos’() h) f(z) = 2 i) flz) = 2™

7. Aplique el teorema de la derivada de la funcion inversa para hallar la derivada de

las funciones dadas a continuacion:
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2.5. Trabajo Practico N = III: FEsencialmente: Cdlculo de derivadas.

a) f(xz) = arcsen(z) b) f(x) = arctg(x) c) f(x) = argsh(z) d) f(x) = argtgh(z)

8. Halle la derivada de las funciones dadas a continuacién:

s  argsh(v3) ) :
m(%)) b)) = TEAVD ) = saretg(ina?)

) Jo) = argsh e

cosec(x™ + )

d) f(x) = zarccos(1 — x?) e)f(z) = (arctg(sin(x)))® f) f(z) =

ot + arcsen(nx)

g) f(x) = e®argsh(z® —sin(2x)) h)f(x) = arccotg(x?® + 3x) f(x) = marccos(x In(z))

9. Encuentre las ecuaciones de la recta tangente y de la recta normal a la curva definida

por cada una de las ecuaciones dadas en el punto indicado:

a) y* = 1+ay +20; Ry(-2,1) by' — 4ot = Gay; R(1,2)

10. Obtenga la derivada sucesiva que se indica:

a) % (2tg(3z)) b) % (z* —22° + 2 — )
c) % <2x3— 1> d) % (%) si f(x) = cos(2x) — sin(2x)
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2.6.

nes.

«

desings”, a quotation from the book:

Trabajo Practico N = IV: Derivada — Aplicacio-

. engineers seek the least expensive, the strongest or the most efficient in their

Perfect Form. Don S. Lemons. Princeton University Press.

[%I] Primera aplicacién: Monotonia, extremos absolutos y relativos, concavidad

y puntos de inflexion.

1. Dada la grafica de f’(x), esboce, en cada caso, una gréfica posible para y = f(z)

suponiéndola continua.

Cada una de las figuras que sigue es el gréfico de la derivada f/(z) de una funcién

continua f(z). Esboce, en cada caso, un grafico para f(z).

IS

N

I}
o

5 05 ol5

Figura 2.24: Gréficas de la derivada primera.

Determine, en cada caso, el signo de f”(z).

2. Ejercicios orientados a bosquejar la grafica de una y = f(x):

a) Determine en que puntos y = f(x) es creciente, decreciente, céncava hacia

arriba o céncava hacia abajo:

flx)=a® -3z -1 f(zx)
flz)=e f(x)
@) = 5 f(@)

1
0=y
fla) =~



2.6. Trabajo Practico N = IV: Derivada — Aplicaciones.

b) Encuentre los valores extremos de:

f(x) = —22%+32% en [-1,2] f(z) =23 en [-1,2]
flz)=7 en [0,1) fl@)=lz] en [-2,1]
fxz)=1 en (0,1) flz)=e en [-2,2]
f(z) =x—tanz en [-7, 7] fl@)=a5 en [—1,32]
. [ 2 1
3. Estudio completo de las graficas de: f(z) = e ; y de f(z) = FERE
4. Bosqueje la gréfica de :
1 2 _2r—1
Tt x>0 r-er—. xfl o sie< -4V ax >3
fle) =9 " flz) = 3
+2 —x2 -1
T z <0 T A i <r<3an 1
T r+1

Determine Dom f(x), interseccién con los ejes coordenados, simetrias, intervalos de
crecimiento y decrecimiento, concavidad, puntos de inflexién, extremos, asintotas y

finalmente, con todos los elementos obtenidos trace el grafico de f(z).
a4z — 12

—3.
x+1

Verifique si la segunda funcién dada en Ej. N=4 es oné f(x)

5. Grafique la funcién f(x) = ¢/22(6 — ) teniendo en cuenta: Dominio, paridad o im-
paridad, intersecciones con los ejes, continuidad, intervalos de crecimiento y decreci-

miento, extremos, concavidad, puntos de inflexion y asintotas. RESESEREERREEEREES

[ II] Segunda aplicacién: Problemas de tasa de variacion.

1. Una solucion estd pasando desde un filtro conico de 24 plg. de profundidad y 16 plg.
de diametro hacia un recipiente cilindrico de 12 plg. de diametro. ; A que velocidad
se estd elevando el nivel de la solucion en el cilindro si cuando la profundidad de
la solucion en el filtro es 12 plg. su nivel esta disminuyendo a una velocidad de 1

plg/min ?

2. Una escalera de 20 pies de longitud yace apoyada contra una pared. Determine la

velocidad a la cual:
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a) se estd moviendo hacia abajo el extremo superior de la escalera cuando su
extremo inferior se encuentra a 12 pies de la pared y se aleja de ella a una

velocidad de 2 pie/seg.

b) decrece la pendiente de la escalera.

3. Un recipiente tiene forma de cono circular, con el vértice en la parte inferior. La
altura es 10 m y el radio de la base 4 m. Se introduce agua en el recipiente a una
velocidad constante de 5 m3/min, jcon qué velocidad se eleva el nivel del agua
cuando la profundidad del agua es de 5 m ?

3
m

4. Gas esta escapando de un globo esférico a razén de 0,125 —. ; Con qué rapidez
seg

disminuye el area del globo cuando el radio es de 2.5 metros ?
2

5. El area de un triangulo equilatero disminuye a razéon de 4 — . Encuentre la razén
min

de cambio de la longitud de sus lados en el momento en que el area del triangulo es

4+/3 cm?.

6. Un incendio que comenzé en un terreno seco se extiende formando un circulo. El
radio del circulo crece a razén de 1,8m/mim. Calcule la rapidez con que crece el

area del circulo cuando el radio es de 45m.

7. Un farol F estd a H metros de altura, y una perso-
na de altura h, se aleja desde la base O en linea rec-
ta a una velocidad de wv g. Determine la velocidad
V' de la punta de la sombragluego de haber caminado
t seg. [Ayres, F. (1950)], pg. 59, chap. 11, §Related Ra-
tes. Theory and Problems of Differential and Integral am——

Calculus.

Figura 2.25: Velocidad del extremo de la sombra.

8. Un nino mantiene su barrilete a 150 pies de altura. Si el barrilete se mueve horizon-
talmente alejandose de él a la velocidad de 20 pies/seg., ; cudn rapido se desenrolla

el piolin en el instante en que el barrilete se halla a 250 pies del nino ?
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2.6. Trabajo Practico N = IV: Derivada — Aplicaciones.

9.

10.

Un avidn se desplaza en vuelo horizontal, a 8 kilémetros de altura. (En este Ejercicio
se supone la tierra llana.) La ruta de vuelo pasa por encima de un punto P del suelo.
La distancia entre el avién y el punto P disminuye a razén de 4 kilémetros por minuto
en el instante en el que esta distancia es de 10 kilometros. Calcule la velocidad del

avion.

Un triangulo rectangulo variable AEC’ en el plano xy tiene su angulo recto en el
vértice B, un vértice A fijo en el origen, y el tercer vértice C' sobre la pardbola
de ecuacion y = ixQ. El vértice B parte del punto (0,1) en el instante t = 0 y
se desplaza hacia arriba siguiendo el eje y a una velocidad constante de 2 cm/seg.
Determine la rapidez de crecimiento del area del tridngulo en el instante ¢ = 7/2

segs.

11. Un peso W esta ligado a una soga de longitud L, la cual
pasa a través de la polea P, situada a una altura H del
suelo. El otro extremo de la soga estd atado a un ca-
mién, dicha atadura esta a nivel h del suelo. El camién
avanza a velocidad constante v.

Si L = 50ft,H = 20ft,h = 2ft,v = 9ft/sec; ; Con
qué velocidad se eleva w cuando esta a 6 pies del suelo

? [Ayres, F. (1950)], pg. 58, chap. 11, §Related Rates.

Theory and Problems of Differential and Integral Cal-

culus.

Resolucion §6.2 en pp. 248-252.

Figura 2.26: Elevacion del peso W.

87



Capitulo 2. Guia de Ejercicios Propuestos

Geometria del Problema de FEle-
vacion del peso W
Determine las posiciones inicial P& Lyo=LH

H=Li§
X(0), final X(F) y la distancia 1S

X(©)

wy o @o_

que puede recorrer el camién en

base a los datos H, L, h,v.

Figura 2.27: Estado inicial y final de las variables.

Mecanica del Problema.

Determine la expresion de la velocidad de elevacién
del peso w en funcién de los datos H, L, h, v. Determi-
ne los intervalos de variacion de cada una de las mag-
nitudes variables. Determine qué magnitudes poseen Ly Lot
igual y cudles diferentes tasas de variaciones -analice

fisicamente sus respuestas. Determine en qué circuns- X(t)

tancias la velocidad de elevacion resultaria aproxima-  +~ ——-—-—-—-~+ - - - —-—-22& — — .
damente igual a la velocidad del camién. ; En qué ins-

tantes la velocidad de elevacion es la menor posible,

la mayor posible ?

Figura 2.28: Dindmica del Problema de Elevacién del peso .
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2.6. Trabajo Practico N = IV: Derivada — Aplicaciones.

[ III] Tercera aplicacion: Optimizacién. Problemas préacticos en busca de

soluciones eficientes.

1. Pruebe que entre todos los rectangulos de:

= perimetro dado, el cuadrado es el de mayor area.

= area dada, el cuadrado es el de perfmetro minimo.
2. Un granjero quiere cercar un terreno rectangular y adyacente a un muro de piedra.

= Si dispone de L metros de alambre, ;cudles seran las dimensiones para que el

area del terreno cercado sea maxima ?

= Si el area disponible es A, ;jcudles seran las dimensiones para que la cantidad

de alambre necesaria para cercarlo sea minima 7

. Determine las dimensiones del cilindro circular recto, de mayor volumen, que puede

inscribirse en una esfera de radio 1.

. Demuestre que de todos los cilindros circulares rectos que pueden inscribirse en un
cono circular recto, de altura h y radio de la base r, el de mayor volumen es aquél

cuya altura es un tercio de la del cono.

. Los puntos A y B estan en distintas orillas de un rio recto de 3 km de ancho y
son opuestos uno del otro. El punto C' estd en la misma orilla que B pero a k
kilometros de B, rio abajo y una compania telefénica desea tender un cable de A
a C'. El costo por kilémetro de cable en tierra es de $10.000 y el de cable acudtico
es de $ 12.500. Se piensa en tender el cable desde A hasta un punto P en la orilla
opuesta y desde alli hasta C'. FRUEENSIETIIEREREREETNER ORI

a) Siz kilémetros es la distancia de B a P, obtenga una ecuacién que de el costo

total del cable tendido C'(z). Determine el dominio de C(x).

b) Si k = 2, calcule el valor de x para el cual el costo del cable tendido sea el

menor posible.
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6. Un campo petrolero tiene N pozos que producen un total de B barriles de crudo por
dia. Por cada pozo nuevo que se adiciona, la produccién media por pozo disminuye
en b barriles diarios. ; Cudntos pozos adicionales se deben agregar para obtener la

mayor produccion de crudo por dia 7 FRUEEIBIEN N RSN INENSETEa
y .

(=]

7. Halle, si es posible, el cono -invertido- de mayor superficie lateral que puede inscribir-

se en un cono de radio 1 y altura 3, [Rabuffetti, H. (1995)]. FIEFERSIRENEEEES

8. Antonio esta en una lancha en el mar a 2 millas de la costa B, que se extiende en
linea recta. En ese momento ve humo en su casa, que esta en la playa y a 6 millas
del punto B, que es el mas cercano de la costa a la lancha. Antonio sabe que puede
navegar a 6 millas/hora y correr a 10 millas/hora. ; Qué trayectoria, sobre mar y

tierra seguird para llegar a su casa en tiempo minimo ?

N =

Brachistochrone: “brakhus ” = shorteness, “chronos ” = time *.

9. Miguel, el ecologista, tiene que cruzar diametralmente una la-

guna circular® de un kilémetro de radio. Puede hacerlo de tres

maneras: atravesandola en bote a 1 % , bordedndola a pie

km
a4 hora’

o parte a remo y parte caminando. Encuentre la L0 ctretar
trayectoria que emplea el menor y el mayor tiempo.

§ Problemas, pdg. 288, Deriwadas e integrales de Calculus,
Calculo Infinitesimal, Michael Spivak, 290 B4 Resolucién
en la pag. 259 y Cuadro 13.8 de la pag. 493.

@Averno, Lago (gk., aornos, sin pajaros, lago del sur de Italia, en Cam-
pania, cerca de Néapoles. Tiene unos 3 km de circunferencia,... Consulte

IERVWE Ver 56.4 en la pp. 259-263.

Figura 2.29: Bisqueda del maximo y minimo tiempo.

4; Does the lure of the perfect shape in any sense cause the light-ray’s motion ?.
Niel. B. 1., Hamiltonian path paradigms mirrored at the Fermat’s Principle. Proceedings of The Fourth
International Conference on Modelling and Simulation, 11 - 13 November, 2002. Victoria University of
”

Technology. Melbourne, Australia. “Modelling and Simulation: Keys to Technological Advances
132 - 137.

pg.
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2.6. Trabajo Practico N = IV: Derivada — Aplicaciones.

10. (Ley de Snell) Least time: Pierre De Fermat, Analysis
ad refractiones, 1662. He quoted: “Nature operates by

the simplest and most expeditious ways and means . S
El “principio de Fermat en éptica enuncia que la luz = wifom miun
AN

viaja de un punto C' a un punto B a lo largo de la

ruta que requiere el tiempo minimo ” (Descartes had

rival hypotheses). Suponga que la luz viaja en un me-
dio a la velocidad ¢, y en el segundo a la veloci-

dad co. Si C estd en el medio 1 y B en el medio

2 y el eje x separa los dos medios, como se muestra

0 0
en la figura 9.10.a, justifique la ley: L SO
C1 Co

Resolucion en Capitulo 14, pag. 505 y pag. 508.

Figura 2.30: Propagacién del rayo de luz.

11. Analice que tienen en comun los tres ejercicios de optimizacién previos, es decir, la

situacién de Antonio, la de Miguel y la Ley de la Refraccion del rayo luminoso.

12. Determine el punto del suelo desde el cual
se ve un segmento vertical AB bajo dngulo
maximo. Ver Figura 6.5.

§33-7, pag. 464, viii. Funciones derivables,
Andalisis Matemadatico, J. Rey Pastor, P. Pi
Calleja y C. A. Trejo, Tomo I . En la figu-

ra se indica la construccién geométrica de la

NGO Ver resolucion en la pag. 253

Figura 2.31: Mejor visualizacién de AB.
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13. Cada recta de pendiente negativa que contie-
ne el punto Py (3,1) determina un tridngulo

rectangulo con los semiejes positivos.

i) Determine cudl de tales tridngulos tie-

ne area minima.

ii) ; Existe alguno de drea maxima 7

Justifique su respuesta.

Figura 2.32: Triangulos de area variable.

[*IV] Cuarta aplicacién: Analisis cualitativo de la naturaleza de las soluciones de E.D.O

de primer orden a variables separables.

Cada una de las expresiones dadas en (i) a (iv) representa un modelo de crecimiento
y/o decrecimiento poblacional- formacién y/o desaparicién de reactivos quimicos, epide-
mias, flujos laminares de fluidos, dispositivos de control automatico, etc.’

Interprete cada modelo si y(t) representa la cantidad de individuos de la especie en cada
instante de tiempo. Interprete si dichas poblaciones se extinguen o crecen indefinidamente
o bien tienen una barrera para el crecimiento o decrecimiento. Sugerencia: Consultar §11.1,

pp- 410- 470. Ademas de §8.8, en la pag. 327. FAUSEEEEE I ERNE S RSN 6 SR AR I S

Anélice cualitativamente la naturaleza de las funciones y(t) a partir de las respectivas ex-
presiones dadas de dy/dt y mediante las expresiones obtenibles de las respectivas derivadas
segundas d?y/dt?.

L d
() =L =ry.r >0, y0) =y

o d
(i) =y r <0, y(0) = po.

L dy ] _
(i) L = r (1= 2y r >0, 4(0) = po

582.6, pg. 58-74, Population Dynamics and Some Related Problems; Elementary Differential Equa-
tions and Boundary Value Problems, gth Edition, Authors: W. E. Boyce, R. C. DiPrima, Diego Murio,
University of Cincinnati. J. Wiley 1.999
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dy Yy B
(1V)%—T(1—E)y,7’<0, y(0) = o
WY iy, <o y0) = g
dt k K ’ ’
d
(i) == r =Dy -1, r <0, y(0) = .
Ty Soluciones dey’:r(l-%)y

Figura 2.33: dy/dt = r(1 —y/K)y.
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2.7. Trabajo Practico N = V: Teorema del Valor Me-

dio del Calculo Diferencial.

1. i) Encuentre el nimero real cuya existencia garantiza el Teorema del Valor Medio

de Lagrange para f(z) = 2y/x, para z € [1,4].

ii) Sea f(x) = 2¥?® € [-8,27] ; Es aplicable el Teorema de Lagrange ? Justifique
su respuesta. (Sugerencia: Ver §7.1, pag. 268.)

2. i) Sea f(x) continua en [z,z + h| y derivable en (z,z + h). Compruebe que el
Teorema de Valor Medio de Lagrange puede expresarse de la forma:

fx+h) - fz)

; = f'(x + 6h) para algin 0 < 6 < 1.

ii) Determine 6 en funcién de = y de h cuando:

i) f(x) = 2%,
i) f(z) = i z>0.

Para z fijo halle, en cada caso, el limite de # cuando h — 0.
3. Justifique, mediante el Teorema del Valor Medio, que [senz; — sen 3] < |1 — x4

4. Demuestre quesi f(z) es una funcién derivable en [a, b], con Signof(a) # Signof(b)
y f'(x) # 0Vz € (a,b), la ecuacién f(x) = 0 tendrd una y sélo una solucién
entre a y b. Sugerencia: Use el Teorema del Valor Intermedio y el Teorema de Rolle,

ver §7.1, pag. 268.

i) Utilice la proposicién anterior para justificar que f(z) = 223 — 92% + 1 =
0, tiene exactamente una solucién en cada uno de los siguientes intervalos

<_170); (07 1); (4’ 5)

ii) Sea f(x) una funcién derivable en un intervalo [a,b]. Entre ceros distintos
sucesivos de la f’(z) puede haber a lo sumo un cero de f(x). Sugerencia:

Intente demostrarlo por reduccién al absurdo y use el Teorema de Rolle.
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5. Demuestre que si y = f(z) es continua en [a,b] y derivable con f'(x) > 0 en
(a,b), entonces f(z) es no decreciente en [a,b].
Utilice la proposicién anterior para justificar que si f(z) > 0, f’(x) > 0, entonces

f?(x) es no decreciente.

6. Verifique las siguientes desigualdades

i) e*(x —a) < e* —e* < e*(z —a), a <
ii)x_a<1n<£><x_a, 0<a<u
T a a

7. (a) Encuentre una expresién analitica que interprete la geometria de cada uno de

los siguientes graficos en la Figura 2.34.

(X + a
(X + a

T
0 (X)

Figura 2.34: Graficas del Ejercicio N = 7

Comparese el significado de las férmulas:

Ay

—Z = A

Ay fl§), x<&<ax+lx

% = fi(z) +n(z), n(z) — 0 cuando Az — 0
x

A

A_i = f'(z) + w(z), w(z)— 0, cuando Az — 0

(b) Compare las respectivas condiciones de validez de las férmulas en (a).
8. Las siguientes funciones son continuas en todo su dominio.
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(a) ¢Son derivables? Si existe algin punto donde no exista la derivada indiquelo.

(b) Determine un intervalo [a,b] del Dominio de f(z) donde la funcién verifique
las hipotesis del Teorema de Rolle 6 de Lagrange. Compruebe que la tesis de

los mismos es verdadera en cada caso:

f@) =Tl f@=vE S = T g = 2
) @+’ -1 2 <0 ) 220 _ 2
flz) = ) . flz) = VT oa<0 ] flz) = 5.

9. Sea f(x) = 5+ 3(z — 1)3 . Verifique que f(0) = f(2). ; Existe ¢ € (0,2) tal que

f'(¢) = 0 7 ;Por qué no contradice el Teorema de Rolle ?

10. Suponga que en una carrera, el caballo A y el caballo B terminan empatados.

Justifique que sus velocidades fueron idénticas en algin instante de la carrera.

11. (a) Utilice el Teorema del Valor Medio para probar que la grafica de una funcién

y = f(x) céncava hacia arriba siempre estd arriba de su recta tangente, i.e. (id

est), pruebe que: f(x) > f(c) + f'(c)(x — ¢), x #c.

(FT () - F (Xu)) (X - xy) >0

LCOTEEE

Figura 2.35: Graficas del Ejercicio N = 11 a)

(b) Desde un punto de vista geométrico, si y = f(x) es céncava hacia arriba,
ademas de estar la curva por encima de su recta tangente en cada punto, |,

qué otra condicién cumplen éstas ( i.e., las rectas tangentes a y = f(x)) ?
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2.7. Trabajo Prdactico N = V: Teorema del Valor Medio del Cdlculo Diferencial.

Sinuosidad
Cono  Tangente

L

Figura 2.36: Graficas del Ejercicio N = 12 b)

Conos  Tangentes

c) Si f"(zp) > 0y existe f/'(x) finita Vo € €e(zp,d) entonces el gréafico de f(x)
es concavo hacia arriba en (zy, f(xy)).

Verique que g(z) = f(z) = [f(zar) + @a)(z — 2a)] >0 @ £ oy,
12. Enuncie el Teorema de Cauchy. (Sugerencia: Ver en la §9 la pag. 339.)
13. Enuncie la Regla de L’Héspital. (Sugerencia: Ver en la §7.1 la pag. 270.)

14. Calcule los siguientes limites indeterminados, utilizando la Regla de L’HoSpital.

0 o x—3 i e " i vVr—1-2
1m m ———-——-—-—-
0 203 13 — 27 oo 72 55 22— 25

00 . 2+ 3z ) tan x .z lnx
— hr_‘{l 51 hrn7T — im — Tnz
— T—>00
o0 Torbeo x%_cot(§—a¢)
0. 00 lim tanx (z — E) lim Inz cot(1 — z) lim z Inz
™ 2 r—1 z—0+
T—r —
’ 1 1
00 — 00 lim —tan x lim - — lim (cot® x — cosec®x)
Wx—g =1l —1 Inzx z—0
T— —
2
2 _|_ 1 r—2 ]'
1°° lim ( .CE ) h'm(Qx -+ ex)SiIll’ ]fm(Z;L‘ — 1)C0t($_1)
x—+oo \ 20 + 3 z—0 z—1
0° lim (z — 1)@ lim sinz” lfm (1 — z)™*
z—1+ z—07t z—1-
1 In(z+1) _ —
o’ lim (—> lim cot 2" lim (3 +z)x
z—0 €x r—0t T—00
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1 x
15. Efectiie el estudio completo de la grafica de f(x) = (1 + —) Figura 2.37.
x

-7.5 -5 -25 25 5 75

1 x
Figura 2.37: Asintotas de f(z) = <1 + —) :
T

16. Efectie el estudio completo de f(z) = 2®, x > 0 Figura 7.1. f(z) = 2”2 > 0

Figura 2.38: Minimo de f(z) = 2%, = > 0.

f'(x) = x*[In(x) + 1] estamos trabajando con = > 0, la derivada primera se anula
siysélosi In(z) +1 =0« Inz= -1 &z = FE! = T~ 0,367879 , como el
signo de la derivada primera estd determinado por el signo de In(x)+ 1, i.e. Figura
7.2, dicha funcién es negativa en el intervalo (0, %) y positiva en (é, +00), por lo
tanto (% R~ 0,367879,]”(%) ~ 0,69220062755534635) es un minimo local o relativo
estricto y como f”(z) > 0 en el dominio de definicién real de la f(z) el minimo

1 . , : :
en — es absoluto, pues la funcién es céncava hacia arriba en (0, +00).

f'(x) = " {(hn(:c) + 1)2+£ > Vz > 0.
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2.7. Trabajo Prdactico N = V: Teorema del Valor Medio del Cdlculo Diferencial.

Figura 2.39: Signo de f'(z) = z*[In(z) + 1], =z > 0.
17. Proponemos la lectura en §9.3 del ejercicio resuelto:

T

1
Estudio de f(z) = (1+ ;) , Pp. 366-377.

€T x

Figura 2.40: y = ¢!z + o-: Asintota de f(z) = z(

)

r+1
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2.8. Trabajo Practico N = VI: Antiderivacion.

1. Defina “Antiderivada ”

2. Calcule las Antiderivadas de las siguientes funciones elementales:

AntiDer(u™); AntiDer(u);
AntzDer(\%) AntiDer(%);
AntiDer(a"), a > 0; AntiDer(e");
AntiDer(senu); AntiDer(cosu);
AntiDer(sec® u); AntiDer(cosec? u);
AntiDer( 11 —); AntiDer( 1iu2)
AntiDer(shu); AntiDer(chu);
AntiDer( 3 ); AntiDer(Lz);
AntiDer( U;H) Antz’Der(\/uéi)
AntiDer(1=) AntiDer(sech®u)

3. Utilizando dG(t) = fla(t)]d/(t)dt = f(x)dx - Método de Sustitucion -, calcule:

d

cos 3x dx / ’ / e”sen(e”) dx

| (x+2)
/ e dz e’ xdx / v dz

1 —22

/ / dx / x .

It - o
/ sen 2z dx / shdx dx / sec? 5x dz;
/ tgxdx / cotg x dx / cos’® x dx
/coszxdx /sen2xda: / sin“x cos’xdx

d
/ sen® x cos® x dx / x / sin'?" ¢ dx
Sen T cos T

4. Integracion por partes

/lnx dx /xe‘” dx /arctanx dx
|
/%dm /:clnxda:’ /:c2cosxdx

5. Método de las fracciones simples

2" sinx dx

e™ cosb z dx

——
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2.8. Trabajo Practico N = VI: Antiderivacion.

0,522 +1 % + 3x 92% — 162 + 4

dx dx —dm
x3—|£2x2—x—2 x4 — a2 3x2+2x

— 4 1

/ * Tt dx / dx / dx

(x —1)%(z —2) 1+ 922 2m+ 10
T+ 2 COS &

d d dz

/333—1 o /sin2x+3sin:p+2 . /e2x—|—3em+2

Determinar una antiderivada

Una curva, de ecuacién y = f(x), pasa por el punto (1,1) y la recta tangente en tal punto
es x + 12y = 13. Conociendo que f”(z) = z* — 1, determine la ecuacién y = f(z) de la

curva.

Familia de curvas ortogonales

Determine las trayectorias ortogonales a cada una de las siguientes familias de curvas:

. 2?4yt =

. xz—y2:c

» 2 =2r+c

Velocidad de escape. Ver resolucion en §8.8, Ejemplo 8.8.7 la pag. 333.

Si V es un cuerpo de masa m, situado a una distancia s del centro de la tierra, la fuerza
de atraccién gravitatoria que ejerce la tierra sobre V' se calcula (en forma simplificada)
por la férmula

R2
F = -mg—
s

donde R ~ 3960millas ~ 6336 km es el radio medio de la tierra y g es la aceleracion de
la gravedad.
Compruebe que, si V' estda en la superficie terrestre, la velocidad inicial vy que debe

proveérsele (en la direccion vertical hacia el espacio) para que no regrese a la superficie,

debe ser mayor que \/2gR, e.d. vg > /2gR.
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Aplicacién fisica
= Un plano P tiene un angulo de inclinacién « con respecto al plano horizontal y un
objeto se desliza sobre €él, sin rozamiento, cayendo por accién de la gravedad.
a) Determine el desplazamiento en funcién del tiempo transcurrido desde el ins-
tante en que comenzé la caida.
b) Si el dato disponible es que el objeto recorrié 20 metros en 5 segundos, deter-
mine la inclinacién o« del plano P.

Ver resolucién en §8.8, Ejemplo 8.8.8 la pag. 335.

= Una pelota se deja caer de un dirigible situado a 640 pies de altura. Si en el momento
en que se suelta la pelota el aparato estd ascendiendo a 48 pie/seg, determine el

tiempo que la pelota se mantiene en el aire y la velocidad con la que llega al suelo.

Crecimiento y/o decrecimiento poblacionales. Resolucién §11.1, pp. 410 -433.

Teniendo en cuenta que la velocidad de crecimiento de una poblaciéon en un instante ¢
depende del nimero de individuos de la especie en ese instante ¢, analice cada una de las

siguientes situaciones

i) La hipotesis més simple, referida a la variacién del nimero de integrantes de la
poblacién, consiste en suponer que la velocidad de cambio en el niimero de individuos

es proporcional a la cantidad actual de seres vivos, i.e.,(Figura 11.5)

d
d—‘z:ry r>0 6 r <O

i1) Encuentre, una antiderivada y la familia de antiderivadas.

i5) Conjeture el comportamiento del modelo para r > 0 y para r < 0.

ii) La ecuacién de crecimiento y/6 decrecimiento logistico es la siguiente:

dy Yy
ey _ 1__) K >0
T 7“( % Y r >0 > 0

Este es usualmente un modelo més realista.
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2.8. Trabajo Practico N = VI: Antiderivacion.

wyqua<rt),r>O Yo Bp(rt)y , r<2o0
25 5
20 -10
15 -15
1 20
5 25
05 1 15 2 -30

Figura 2.41: Crecimiento y decrecimiento exponencial.

i11) Encuentre una antiderivada, la familia de antiderivadas y represente grafica-

mente dicha familia (Figura 11.7).

ii2) ¢, Como piensa que evolucionard la poblacién de acuerdo con este modelo ?

-

A=Y

s}
n
~

Figura 2.42: Crecimiento logistico y vs t.

iii) Interprete el siguiente modelo, con los criterios usados para interpretar al anterior,

R

Obtenga la familia de antiderivadas y bosqueje cualitativamente a la misma.

iv) Modelo de crecimiento [ogistico con umbral

dy Yy Yy
2J _ 2 K T K.
71 7"(7’ T)(T K)y, r >0 >0 0< <

Obtenga la familia de antiderivadas y bosqueje cualitativamente las mismas. Com-
pare estas ultimas gréficas con las obtenidas en el inciso iii) y conjeture cémo seré la

evolucion de la poblacion de acuerdo a este modelo.
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Puntos de Bifurcacién. Ver Resolucién §8.8, Ejemplo 8.8.1 en las pp. 327-333.

En ciertos problemas de la fisica algunas cantidades observables, tales como una velo-
cidad, la forma de cierta onda, o el avance de una reaccion quimica, dependen de un
parametro que describe el estado fisico del problema. A medida que este parametro se
incrementa, suele alcanzar un valor critico en el que la velocidad, o la forma de la onda
o la concentracién de cierto reactivo cambie su caracter. Sea la ecuacién diferencial de
Landau %, de primer orden a variables separables, a saber:

d
d_j = (R—R)x—ax’ (2.1)

Aqui a y R, son constantes positivas, y R es un parametro que puede tomar varios valores.
Por ejemplo, R puede medir la cantidad de cierto reactivo quimico y = puede medir el

avance de la reacciéon quimica.

a) Determine, si es posibles, la o las soluciones x(t).

b) Si R < R., demuestre que existe s6lamente una solucién de equilibrio z = 0 y que

ésta es asintdticamente estable.

¢) Si R > R., demuestre que existen tres soluciones de equilibriox = 0y z = £,/ %
y que la primera solucién es inestable mientras que las otras dos son asintéticamente

estables.

d) Grafique en el plano (z, t) la solucién o las soluciones z(t) y las soluciones de

equilibrio para tres casos particulares tales que: R < R., R > R.yv R = R,.

Ayuda: El punto R = R, se llama punto de bifurcacion. Para R < R, la solucién tiende
asintéticamente hacia la solucién de equilibrio x = 0. Sin embargo, esta solucién pierde

su estabilidad a medida que R atraviesa el valor R., y para R > R, la solucion es asintoti-

R—R.

camente estable a ¢ = y x = —q/ 8L
a a

. Debido a la forma que las soluciones

toman en el entorno de R, este tipo de problema es conocido como bifurcacion pitchfork

.
°L. D. Landau (1908-1968) was a Russian physicist who received the Nobel Prize in 1962 for his

contributions to the understanding of condensed states, particularly liquid helium.
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2.9. Trabajo Practico N = VII: Aplicaciones de la Integral Definida.

2.9. Trabajo Practico N = VII: Aplicaciones de la
Integral Definida.

1. Determine las expresiones de las sumas inferiores s(f, P,) y superiores S(f, P,) de
y = f(z) = x en [0,b] para particiones P, = {tg,--- ,t,} en n subintervalos iguales
y justifique el hecho que, para n suficientemente grande, s(f, P,) v S(f, P,) estan
proximos a %2 (Figura 8.9). Sugerencia: Ver §8, Definicién 8.2.7, en la pag. 286.

Suma  Inferior Suma Superior 1 Sumas de F(x)=x, P,1]
1

0.8

0.6

0.4

0.2

0.2 04 0.6 0.8 1 0.2 04 0.6 0.8 1 0.2 04 0.6 0.8 1

Figura 2.43: f(x) =z, en [0,1].

2. Admitiendo una idea intuitiva del area de una figura
plana, ver §8.3, pag. 289:
., Es posible conjeturar que las sumas inferiores y supe-
riores calculadas en el ejercicio anterior determinaran el

area del recinto limitado por la grafica de f(z) = z, el

eje x y las rectas verticales t =0, z =567

Figura 2.44: f(x) =, en [0,0].

3. Determine las expresiones de las sumas inferiores s(f, P,) y superiores S(f, P,) de
y = f(z) = 2% en [0, b] para particiones P, = {t,--- ,t,} en n subintervalos iguales

3
y justifique que para n muy grande s(f, P,) y S(f, P,) estdn préximos a 3 ( Figura

2.63).
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Suma Inferior

0.8

0.6

0.4

0.2

0.2 04 0.6 0.8 1

Figura 2.45: Particién regular, n = 4, del [0, 1], para f(z) = z?.

4. Admitiendo una idea intuitiva del area de una figura plana:
., Es posible conjeturar que las sumas inferiores y superiores calcula-
das en el ejercicio anterior determinaran el drea del recinto limitado
por la grafica de f(z) = z?, el eje = y las rectas verticales x = 0,

z=05b"7

Figura 2.46: f(x) = 22, en [0,].

5. Encuentre el area de la region limitada por

2

i) f(z) = %—4yel eje x entre -2 y 3.

i) f(z) =2 —-322 —x+3yelejexrentrexr = -1y z=2.

6. Dada la regién plana y = 22 e y = /. Fegien = Integrcitn - P,

Determine el drea acotada entre las curvas:

i) Efectuando la integracién respecto del eje z.

1 0.2 0.4 0.6

ii) Efectuando la integracién respecto del eje y. 02 o4 05 o3

Figura 2.47: Representaciéon de elementos diferenciales del area.
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2.9. Trabajo Practico N = VII: Aplicaciones de la Integral Definida.

7. Calcule el area de la regiéon acotada R, limitada por:

R -Ry URy

s
Yy =sinx ey =cosx, para r € [O’E]'

- Efectuando la integracion respecto del eje x.

05 05 075 1 12 15
4 3

- Efectuando la integracion respecto del eje y.

8. Encuentre el area encerrada por la astroide

22y =1,

Figura 2.48: Astroide.

1 >0
9. Determine el area limitada por la funcién f(z) = Signo(z) = 0 z=0 elejexylas
-1 z<0
rectas verticales v = —1, x = 2.
Regién de Integracion
y=l-x®+ 8
10. Calcule el drea comprendida entre las curvas f(z) = —2%+8

g(x) = x — 4 integrando:
i) respecto del eje =y

ii) respecto del eje y.

Figura 2.49: Recinto R(f, g, [a,]).

11. (a) Considérese un objeto que se mueve a lo largo de una recta con velocidad
v(t) en el instante t. ; Cudles de las siguientes integrales definidas represen-

ta el “desplazamiento” del objeto y cudl la “distancia total” que el objeto
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recorrié durante ¢ <t <bH?

b b

/ o(t)dt / (1) dt.

a a

(b) Empezando en s = 0, cuando t = 0, un objeto se mueve a lo largo de una

recta de tal manera que su velocidad en el instante t es v(t) = 2t — 4 cm/seg,.

,Cuanto tiempo le llevard llegar hasta s = 127 jRecorre una distancia total

de 12 cm ?

12. Encuentre el drea de la regién comprendida entre las curvas y = 2% e y = 20 — 2%

Idem para las curvas y? = 4z y la recta 4o — 3y = 4.

13. Sea %, la regién acotada por y = z2, el eje & entre 0 y 1 y la recta = = 1.

Calcule el volimen de los sélidos que genera R, al girar alrededor del eje = y al

girar alrededor del eje y.

14. Dada la regién plana R, acotada por y = f(z) = 2% e y = f(z) = /7 :

(i) Calcule el volumen del sélido que genera R al girar alrededor del eje z.

(ii) Calcule el volumen del solido que genera R al girar alrededor del eje y.

0.8,

0.6

0.4

0.2,

Region de Integracion

o
yex

|_eje de giro

Region de Integracion

0.2,

L
0.2 0.4 0.6 0.8

1

0.2 0.4 0.6 0.8 1

(iii) Calcule el volumen del solido que genera R al hacerla girar alrededor del eje

y =-0.25.

(iv) Calcule el volumen del sélido que genera R al hacerla girar respecto del eje

y = 1.25.
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15. Dada la regién plana R, acotada por las curvas y = f(z) = 2% e y = f(x) = /7:
(i) Calcule el volumen del sdlido que genera R al hacerla girar alrededor del eje z =-1.

(ii) Calcule el volumen del sélido que genera R al hacerla girar alrededor del eje x =1.5.

Region de Integracion Regién de Integracién
eje |de giro x=-1

-1 -0.5

0.8,

0.6

0.4

0.2

Vo
02 04 0608 1

-0.2

eje deigifo y--0.25
02 04 06 08 1

Region entre curvas

16. Las graficas de y = sin ¢ e y = cos x °'5P<\

determinan una region €2, indicada en la fi- o8
gura. *
Regién Q.
a) Calcule el drea de €.
b) Calcule el volumen que genera € al rotar alrededor del y = — 3.
17. Ry es la region plana limitada sélo por las
curvas y = 0,y = cosx e y = sinx, para o v o= 00
7T 0.6
x € |0, 5] y Ry la limitada sélo por y = ot
T
cosr,y = sinx, y = 1, para z € [0, 5] R

Si llamamos ® = R; U Ry, calcule:
(i) El drea de la region R.

e Efectuando la integracién respecto del eje x.
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e Efectuando la integracién respecto del eje y.
(ii) El volumen del solido que genera la regién R al girar alrededor del eje © = —3.
(iii) El volumen del sdlido que genera la regién R al girar alrededor del eje y = 3.

(iv) Plantee la integral definida que permite calcular el volumen del sdlido que

genera la regién R al girar alrededor del eje x = 3.
(v) Plantee la integral definida que permite calcular el volumen del sdlido que

genera la regién R al girar alrededor del eje y = —3.

18. Determine el volumen de la esfera, del toro y del cono circular recto mediante la

revolucién de un recinto plano adecuado.

Esfera , Toro, Cono

Figura 2.51: Esfera, Toro, Cono Recto.

19. Sea € la regién acotada limitada por: y = sin(z) €12 rog. cmoors goo- oo

0.8

y = |cos(x)|, para = entre 0 y 7. i

0.4
0.2

0.5 1 1.5 2 2.5 3

Figura 2.52: Recinto de integracion ().
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(i) Plantee las integrales definidas que dan el area de la regiéon €2,

e Efectuando la integracion respecto del eje x.

e Efectuando la integracién respecto del eje y.

(ii) Plantee la integral definida que da el volumen del sdlido que genera la region

Q) al girar alrededor del eje x = —1.

(iii) Plantee la integral definida que da el volumen del sélido que genera la regién

Q al girar alrededor del eje y = 2.

(iv) Plantee la integral definida que da el volumen del sélido cuya base es la regién

Q2 y las secciones perpendiculares al eje x son tridngulos equilateros.

(v) Plantee las integrales definidas que le dan la longitud de la frontera de la regién

Q.

20. ¥ Sea () laregion acotada comprendida entre las curvas

y = cos™(@) , x € [0,
y = cos(x)

(i) Plantee las integrales definidas que dan el drea de

1 y=Cos 2(
la regién €2, O_SN Xz/m{y
05 1 1.5\<k:-n

y=Cos

e Efectuando la integracion respecto del eje . 03

e Efectuando la integracién respecto del eje v .

(ii) Plantee la integral definida que da el volumen del

solido que genera la regién (2 al girar alrededor

del eje y = —3.
21. Sea  laregién acotada limitada por: (Ver pp. 577-578.) £00-1h1-45 g0 (k127
f(x) = |z[ —4 .

oa) = (@ =17 =7 i
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(i) Plantee las integrales definidas que dan el area de la region €2,

e Efectuando la integracion respecto del eje x.

e Efectuando la integracion respecto del eje y.

(ii) Plantee la integral definida que da el volumen del sélido que genera la regién

Q2 al girar alrededor del eje x = 6.

(iii) Plantee la integral definida que da el volumen del sdlido que genera la region

Q) al girar alrededor del eje y = 1.

(iv) Plantee la integral definida que da el volumen del sélido cuya base es la re-
gion €) y las secciones perpendiculares al eje y son semicirculos o pares de

semicirculos.

(v) Plantee las integrales definidas que le dan la longitud de la frontera de la region

Q.

22. %Sea 2 la regién dentro del romboide de semiejes 4 y 6
que se indica en la Figura, del que se quita la subregién que
contiene al origen y esta limitada por la curva y?—cos*(z) = 0,

c [ i 7'(']

x ——,=.
272

i) Plantee las integrales que dan el area de {2 pero inte-

grando sobre el eje y.

ii) Plantee las integrales que dan el volumen del sélido que

genera §) al rotar alrededor de:

ii1) eje x = —2.

iig) eje y = 2.

23. Sugerencia: % Ver los Ejemplos resueltos en §8.7, pag. 320.
24. Longitud de una curva plana

a) Defina el concepto de curva rectificable y curva no rectificable.
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i) Intente el razonamiento geométrico que explique que debe entenderse por

longitud de arco de una curva plana.
ii) Intente un razonamiento geométrico que confirme que la curvay = « sin(g)
es una curva no rectificable en (-9, §).
b) Calcule la longitud de un arco de las siguientes curvas planas. Seleccione distin-
tos intervalos e interprete grafica y geométricamente sus respectivas respuestas.
y=z,  2*=2py;  y=chy  y=2"7;  y=aP
c¢) Calcule la longitud total de la hipocicloide de 4 puntas (astroide). (Ver Figura
2.48, pag. 107).

Generalice su respuesta para 2%/ + y?/3 = /3.

d) Calcule la longitud del arco comprendido en un cuadrante de la curva ( 5)2/ 34

(£)2/ = 1. Sugerencia: z(t) = aCos3(t), y(t) = bCos*(t).

i) Grafique esta curva plana para distintos valores de los pardmetros a y b.
(e.g. a =1y b=2).; Qué relacién encuentra entre esta curva plana con
a=b=1ylaecuacién y grafica de z® = y? ?

ii) Calcule la longitud del arco comprendido en un cuadrante de la curva
(L)%™ + (£)*" = 1 en términos de a y b.

Sugerencia: x(t) = aCos™(t), y(t) = bCos"(t).
25. Volimenes de soélidos por Secciones.

a) Un cuerpo tiene base circular de radio 1. Las secciones transversales, perpen-

diculares a la base, son triangulos equilateros. Calcule el volumen del sélido.
b) Calcule el volumen del cuerpo S descripto:

a) S: Un cono circular recto con altura h y radio de la base 7.

b) S: Un tronco de un cono circular recto con altura h y radio de la base

inferior R y radio de la base superior r.
¢) S: Un casquete, con altura h, de una esfera de radio r.

d) S: Un tronco de una piramide con base cuadrada de lado b, tapa cuadrada

de lado a y altura h.
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c)

)

h)

Calcule el volumen de un sélido cuya base es un cuadrado de lado L y altura

h.

La base del sélido es una regién eliptica cuyo limite es la curva 922 4+ 4y? = 36.
Las secciones transversales, perpendiculares al eje z, son tridngulos isésceles

cuya hipotenusa esté en la base.

La base del sélido es la regién parabdlica {(z,y)|z? < y < 1}. Las regiones

transversales perpendiculares al eje y son triangulos equilateros.

S tiene la misma base que el ejercicio anterior, pero las secciones transversales

perpendiculares al eje y son cuadrados.

Se corta una cunia de un cilindro circular de radio 4 mediante dos planos. Un
plano es perpendicular al eje del cilindro y el otro lo intersecta formando un
dngulo o (0 < a < ) en uno de los didmetros del cilindro. Calcule el volumen

del cilindro.

La base de S es la regién triangular cuyos vértices estan en (0,0), (2,0), y

(0,1). La secciones transversales perpendiculares al eje x son semicirculos.

26. Teorema del Valor Medio del Calculo Integral. Ver §8, pag. 308.

a)

Enuncie el Teorema del Valor Medio del Célculo Integral para y = f(z) conti-

nua en [a,b]. Ver ejemplos en §15.3, pp. 575-577.

1) Interprete graficamente dicho teorema para la situacién particular en que
y= [f(x) € Clay, f(2) 20y f(x) Z0 € [a, 0],
2) Verifique e interprete graficamente dicho teorema para las siguientes situa-

f(x> =, [_17 1]; f(SC) =T, [_17 1];
f(x) = ZEQ, [_17 1]; f(l‘) = |ZL‘|, [_17 1]‘

3) Verifique e interprete gréaficamente dicho teorema en los siguientes casos:

f(z) =Inx, [1,10}; f(x)=1—cosz, [0, n]; f(z)= x2% [0, 1].

4) Interprete graficamente dicho teorema para f(z) =1Inz en [1, 10].
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b) Enuncie el Teorema del Valor Medio del Célculo Integral para y = f(z) acotada
en [a,b] y con un nimero a lo sumo finito de discontinuidades de primera
especie. Ver ejemplos en §15.3, pp. 580-583.

1) Verifique e interprete graficamente dicho teorema para las siguientes situa-

f(ZE) = Sign(x), [_17 1}; f(:L‘) = LxJ7 [_17 1]; f(%) = I_x-la [_17 1]'
f@) = =], [=3,3]; flx)=[x],[-3,3]; f(z)=Iz], [-3,3].

2) Interprete graficamente y verifique el teorema para las siguientes situacio-
f(l‘) = LxL [_3/27 9/2]7 f(l‘) = [ZE—‘, [_3/27 9/2]7
f([E) =T — [CL’], [_5/27 9/2]; f([E) = [ZL‘] -, [_5/27 9/2];
fle) =2 —[x],[=5/2,9/2]; flz) =[z] —x, [-5/2,9/2].

27. Entorno tedrico
a) Justifique de manera intuitiva como utilizaria el “concepto de la integral defi-
nida” para calcular el volumen de un sélido de revolucién.

b) Justifique de manera intuitiva como utilizaria el “concepto de la integral defi-

nida” para calcular el volumen de un sélido definido por secciones.
c¢) Defina Integral de Cauchy.
d) ; Cuéndo una funcién se dice integrable segin Riemann ?

e) Sea F(x / f(t)

= ; Es F(z) continua ? En caso de una respuesta afirmativa: ;Qué condicio-
nes debe verificar y = f(z) a tal efecto ?

Justifique cada una de sus respuestas.

= ; Es posible calcular F'(z) ? En caso de ser afirmativa calcule F'(x).

Justifique su respuesta.
f) Para y = f(z) continua en [a, b] justifique la validez de la “Regla de Barrow”.
g) Bajo qué condiciones son vélidas, Ver §8 pp. 308-309, las siguientes desigual-

dades:
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» m(b—a) < /f Ydz < M(b — a) donde m y M son el minimo y el
méximo absoluto de y = f(x) en [a, b]. Justifique dicha desigualdad.

» s(b—a) / f(x)dx < S(b—a) donde s y S son el infimo y el supremo
de y = f(x) en [a,b]. Justifique dicha desigualdad.
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2.10. Trabajo Practico N = VIII: Aplicaciones de la
Férmula de Taylor.
Osculatriz - Kissing - Contacting

Formula de Taylor Aplicaciones: Contacto entre curvas. Ver §9, pp. 339-356.
Estudio general de maximos y minimos.

Estudio general de concavidad, convexidad y puntos de inflexion.

1. a) Sea f(z) = cos2z y g(x) = /1 — 42 analice el contacto entre dichas curvas

planas en xy = 0, Figura 2.53.

Fron where are You looking at it ?
{Cos [2x], V1-4x2} {Cos [2x], V1-4x2}
+ X

T X
0.20.4

Figura 2.53: f(z) = cos2x y g(z) = V1 —42?, zy = 0.

b) Determine el orden de contacto de los graficos de las funciones f(z) = x +

20+ 1
1+ 5
T

6
y gx) = =2 +5(x—1)+—, en 29 = 1.
T

2. Sea f(x) el grafico de una determinada funcién que admite derivadas de cualquier
orden en algin entorno de xy. Teniendo a su disposicion las siguientes familias de
curvas: rectas, pardbolas verticales y circunferencias, determine para cada familia la

curva osculatriz’ ( curva de contacto méas elevado ) al grafico en (zo, f(z0)).

3. En el ejercicio anterior debié haber determinado, si f”(z¢) # 0, que la parabola

vertical de contacto mas elevado con y = f(x) en (xg, f(xo)) tiene la siguiente

“Cita textual de Sadosky - Guber, Elementos de Cdlculo Diferencial e Integral §XI1.9, pag. 438.
Osculacion proviene del latin osculari, besar, de osculum, beso, propiamente boquita, boca pequena,

como diminutivo de os, boca.
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expresion analitica

fl/(a:,())
2!

establezca la veracidad o falsedad de la siguiente proposicion: Cualquier pardbola

p(x) = f(xo) + f(wo)(x — x0) + (x — 20)?

que pase por el punto (xg, f(zo)) que no sea la osculatriz tiene a lo sumo, un

contacto de primer orden y al menos un contacto de orden cero.

4. Determine la pardbola y = ax?® 4 bx + ¢ que posea el contacto de orden més elevado
( pardbola osculatriz ) con la curva y = e€* en el punto P = (0,1). Determine la
familia de parabolas verticales con contacto a lo sumo de orden uno con la curva
y = e* en el punto P = (0,1). Determine la familia de parabolas verticales con
contacto de orden uno con la curva y = €* en el punto P = (0,1) . Determine la
familia de parabolas verticales con contacto a lo sumo de orden cero con la curva
y = e” en el punto P = (0,1). Determine la familia de parabolas verticales con

contacto de orden cero con la curva y = e en el punto P = (0, 1).

5. Estudiada ya la aproximacién lineal y algunas de sus consecuencias, consideremos

ahora la parabola osculatriz .

a) Analice el contacto entre la curva f(x) = /1 —2? y su pardbola osculatriz
en el punto correspondiente a x = 0. Idem para la curva f(z) = cosz, en el

mismo punto.

b) Justifique la siguiente afirmacion: Si existe f”'(x¢) entonces la pardbola oscu-
latriz atraviesa a la curva en el punto de contacto (xg, f(zo)), a menos que
tenga contacto superior por ser f"(xq) = 0.

e’ +e*

c) Obtenga la pardbola osculatriz a la catenaria f(x) = —y > en el punto

correspondiente a xy = 0, que la aproxima para x en un entorno de z.
d) § Qué ocurre si f’(zg) = 0 7 Analice las situaciones f(z) = sinz y de
f(z) = cosz en zg = 0.
6. Sea f(zx) = (z*+182%) cosze " verifique si su pardbola osculatriz en o = 1 es
p(xr) = 19¢ tcos1+ (z—1)%(=9327 e cos1—20e tsinl) + (z —1)(20e ' cos 1 —
19e'sin1) Figura 2.54.
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F(x) = (XM + 18 x3) Cos [X] EN(-x"2) o F(x) = (XM + 18 x"3) Cos [X] EN(-x"2)

4 . Its Kkissing parabola en x, - 1 4

3 3 2

2 2
1 1 3

1 3 0 06 08 1 12 1 4\

-1
2 Parabola Usculatriz
a SRy e SN Fosho0 - 2008 oSS Vngnm oo (ZOS 10t

Figura 2.54: The kissing pardbola at xy = 1.

7. Si f(z) admite derivada segunda en un entorno de xz,, determine el centro y el radio

de la circunferencia osculatriz a la curva en el punto (xq, f(xo)).

i) Determine la “circunferencia osculatriz” a f(x) = x? en el punto (1,1)

ii) Y En su opinidn, y en el caso general, ; Existe alguna diferencia en la utilidad
de aproximar una funcién por la pardbola osculatriz o bien por la circunferencia
osculatriz 7 Figura 2.55.

The Kissing Circle at (1,f(1))

-2

Figura 2.55: Circunferencia osculatriz a f(z) = z* at zy = 1.

8. Halle las o6rdenes de contacto mutuo en x = 0, de las curvas: y = x; y = senux;

= X COST.

2

9. Determine las ordenes de contacto de las curvas 2% + y? =y, y = 22, en sus puntos

de interseccion.

10. Determine el orden de contacto de ¢/u de los pares de funciones - { f(z) = (sinx)?, g(z) =
2

2
-1
LG }- de la Figura 2.56.

22 (cosz)3} , {f(z) = cosmz, g(x) = —1+ 5
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b w2
X

- X
l o.‘\_l/‘\’.s 2
} x
15 a1 o5 05 1 15 E]

Figura 2.56: Contacto entre curvas, en zop = 0 y en zy = 1.

11. Sea f(z), (n+ 1)-veces derivable en un entorno de (z¢ — 6, xg + 6).

a)

Escriba el polinomio de Taylor de grado n, P,(z), que aproxima a f(x) en el

entorno mencionado.

Escriba el correspondiente término complementario 7T, (z), en una forma que
le permita estimar el error que se comete al aproximar a f(x) por P,(x) en

(iL‘o — 5, xo + (S)

12. Sea f(x) =e* y P = (0,1).

(a)

Aproximela en £(0,4) mediante el polinomio de grado 1 que tenga el contacto

en P més elevado.

Idem mediante un polinomio de grado 2.

Idem mediante un polinomio de grado 3.

Generalize para n € N.

Considere la funcién f(z) = senz en un entorno de xy y escriba la expresion
de los polinomios de Taylor: Py(z), Py(z), Ps(z)y Py(z).

Analice los gréficos de la Figura 2.57 y determine: ; Cudl corresponde a los
polinomios de Taylor en el entorno de =y = 0 7 y ; Cudl corresponde a los
desarrollados en un entorno de o = 1 7 En ambas figuras, estan representados
la funcién f(x) = sinz y sus polinomios de Taylor P,(z), para n desde 1

hasta 7. j Por qué parecerian existir mas curvas en la figura de la derecha 7

Determine una cota superior del error cometido al aproximar sin(0,02) me-

diante Pj(z), mediante Ps(x), mediante Ps(x) y mediante Py(x).

T
Aproxime f(x) = senx por la férmula de Taylor en un entorno de &
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Sin [x], Polinomics de Taylor 1 < n < 7,X = 0 Sin [x], Polinomios de Taylor 1 <= n =<7, X =1

AW A
7 -ii

Figura 2.57: ; Cuél es la representacion que corresponde a g = 0 y cudla g = 17

14.

15.

16.

17.

18.

19.

f) Obtenga las tres primeras aproximaciones Pj(z), Pa(z) y Ps(x) de sen (31°).

Determine el polinomio de Taylor que permite aproximar In(1,1) con un error

menor que 107%. Calcule el valor aproximado de In(1,1) resultante.

Aproxime el niimero real sin(1) mediante un polinomio de Taylor de grado prefijado

n = 4 y estime el error.

i) Calcule un valor aproximado de €%° con error menor que 0,001 .
ii) Calcule cos(63°) usando el polinomio de Taylor con n lo suficientemente gran-
de como para que |T,,(z)| < 0,0005.
iii) Pruebe quesi z estd en [0, ], el error de utilizar si A
iii) Pruebe quesi x estaen [0, =], el error de utilizar sinz ~ r——+———+—
4 Tl 3150 71 ol
es menor que 5x 107% y por lo tanto esta férmula es suficientemente adecuada
para construir la tabla del seno con cinco decimales exactos.
Indique la aproximacién de f(x) = a” mediante la formula de Mac. Laurin, de
orden n.
. , L ) ) T —senx
Aplique la Férmula de Taylor para calcular el limite indeterminado: lim

v=0 (1 — cos 3x)
Sea f(x) tal que admite hasta la derivada de orden n en z. Use la férmula de Taylor,
en su expresién infinitesimal, para comprobar que en el punto A = (zo, f(x9)) la
curva tiene una inflexién o bien queda de un lado de la recta tangente en un entorno
de zp. Més aun, si la primera derivada que no se anula ( de orden superior a la
primera ) es impar entonces hay inflexién, en tanto que presenta concavidad hacia
las y positivas o negativas si el orden es par y el valor resulta positivo o negativo

respectivamente.

121



Capitulo 2. Guia de Ejercicios Propuestos

20.

21.

22.

Usando la férmula Taylor en su expresion infinitesimal demuestre que la condicion
necesaria y suficiente para que la funcién y = f(x), que admite derivadas sucesivas
en xy, tenga un extremo local en el punto critico estacionario xg, es que la primera
derivada que no se anula en xy sea de orden par. Si tal derivada no nula es positiva

hay un minimo en xy y un maximo si es negativa.

Utilizando los ejercicios tedricos previos, efectiie el estudio de los méximos y minimos

relativos de:

ii) Si el desarrollo de Mac-Laurin de f(z), es f(z) = ca™ + ---.
iii) Discutir los méximos, minimos y puntos de inflexién de f(z) = 2* +p x + q.

iv) Estudio del comportamiento en xy = 0 de las funciones:
f(x) = Va? + 2?2 —a; g(z) = cos2z —e 2.

* Resolucion aproximada de ecuaciones.
Dado el problema de determinar un cero de y = f(x), i.e., hallar & tal que
f(&) = 0, suponiendo vélidas las hipdtesis de la férmula de Taylor en £(z,9) y

utilizando como expresion del término complementario para el Pj(z) el siguiente

Ty(x) = o f(€) con € € £(2,0).

a) Justifique e interprete geométricamente la Regla de Newton para resolver la
ecuacién f(z) = 0.
b) ; Su respuesta estd asociada a la convergencia de sucesiones ?

c¢) Se sabe que la menor raiz positiva x, de la ecuacion trascendente tan x = x,

estd entre 257°27 < x < 257° 28", Mejore la estimacién de z, usando la

raiz
Regla de Newton. Ver §9.2, pp. 357-365.
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2.11. Trabajo Practico N = IX: Sucesiones.

1. Seaa, =a,_1+3 n>2,a1 = 1.

(a) Halle los cinco primeros términos de esta sucesion.
(b) Determine una forma explicita del término general a,,.

(c) Explicite un procedimiento iterativo que genere los valores a,, en las siguientes

figuras.
f(x) = [x + 3] f(ix) = [x - 3], X0 =4
10 , 10
/4‘/
7.5 / 7.5 ]
/
5p 5 P
2,5 2.5 4
4./
e
0 75 5,25 25 5 7.5 10 10 75 5 25 25 5 75 10
/ 2.5 -2.5
/-
/ S — =
/
75 7 s
-10 / 7/ -10

Figura 2.58: ap41 = ap + 35 ape1 = a, — 3.

10
(d) Halle Z ap, Si a, es el término general definido en 2 (a).

n=2

2. i) Pruebe que lim " =0si|r| < 1.
n——+oo

ii) Pruebe que lim 7" =oosi|r| > 1.
n—-+00

3. Estudie la convergencia de las siguientes progresiones geométricas (sucesiones):

O (1\" 1 B NN (="
an_ 2 —2"17 a’n— 2 - 277, Y

a, = 2"; a, = (=2)".

Las cuatro gréficas siguientes describen procesos iterativos que se pueden asociar a

c/u de las sucesiones anteriores. Analice la situacién.

123



Capitulo 2. Guia de Ejercicios Propuestos

Nl

r- -1/2

10 ~
~
N 0.5
7.5 ~
- ~
-~
5 - 1.5 1 4.5 '~ os 1 15
P ~
P ~
2.5 ~ -
P ~

25 2.5 5 7.5 10 125 15 -1

Figura 2.59: Sucesiones: a, = 0,5"; a, = (—0,5)".

15 / \ 15
12.5) / \
/ \
10 / \
5
7.5
/ \
5 / 15 0| - NEE 10 15
2.5 / s\
2.5 25 5 75 10 125 15 -10 \
4 \
/ 15

Figura 2.60: Sucesiones: a, = 2"; a, = (—2)".

Ap4+1

4. (a) Generalice lo hecho en el Ejercicio N= 4 para a; = b € R, =q.

Qn

(b) Determine la forma explicita del término a,, de 5(a).

(€) Calewte 3 (2" 5 D@ 5 S -3Y ("

5. El segmento AB de longitud a, estd dividido

en n partes iguales. Sobre cada una de ellas,

tomandola como base, se ha construido un tridngu- /\/\N\/\

lo isdsceles siendo los angulos de la base 45°. De-
termine una féormula para obtener la longitud de
la linea quebrada en funcién de n.

Figura 2.61: Representacion del caso n = a/5.

6. La representacién decimal de un nimero = = 0,d;dsds ... (en la cual cada término

d; es uno de los digitos 0, 1,2,...,9) significa

dy dy dy dy
0, didydyds = 35+ 05+ 705+ 1or - (%)
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(a) Si el nimero z es tal que d; = d # 0 Vi, determine la progresién geométrica

cuyos términos son los sumandos de la serie cuya suma es el ntimero x.
(b) Use (*) para obtener la serie que corresponde a la representacién decimal de

un numero de la forma: +n,didsy ... d; ...

. Dado un cuadrado de lado 1m se hacen n

cortes como se indican en la Figura 2.62 pa-

ran =1n=2yn = 3. Calcule el area

eliminada A,,, para cada n y el valor al que

tiende A,, cuando n crece indefinidamente. j

A partir de qué valor de n el area eliminada
sera mayor que 0,45 m? ?

Figura 2.62: Cuadrados Eliminados.

. Considere el arco de pardbola y = z?, = € [0,1]. Dividiendo el segmento [0,1] en

n partes iguales, construya:

Suma  Inferior

© © o o

0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 2.63: Particién en cuatro partes iguales del [0, 1], para f(z) = 2.

i) los rectangulos inscriptos cuya base sea el segmento [%, %] y la altura res-

1\ 2
pectiva <—) ,con k=0,1,--- ,n—1;
n

ii) los rectangulos circunscriptos cuya base sea el segmento [%, %] y la corres-

1\2
) ,con k=1,---,n.

pondiente altura (
n

Si simbolizamos por s, la suma de las dreas de los rectangulos inscriptos del inciso
i) y por S, la suma de las dreas de los rectangulos circunscriptos del inciso i)

determine la expresion de cada una de ellas en funcion de n.
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9. Sea xy un numero real cualquiera. Usando la calculadora evaliie sucesivamente:
(a) {xo, sen(zo), sen(sen(xy)), sen(sen(sen (zy))), sen(sen(sen(sen (zy)))), ... }-.
(b) {zo, cos(xg), cos(cos(xg)), cos(cos(cos (z9))), cos(cos(cos(cos (xp)))), ...}

Analice ambos comportamientos dinamicos mediante las representaciones de la Fi-

gura 2.64.

-Sin [-Sin [-Sin [-Sin [X]]]] ... Cos [Cos [Cos [Cos [X]]] -
1

=

0.8

0.25
N 0.6 AN

-1 0.7 |-Di5 -0.25 \0.25 0{§ | 0{75 1
0.4

N
=,
Figura 2.64: Procesos iterativos sen(sen(sen(sen(zy)))),... y cos(cos(cos(cos(xg)))), - ...
10. Sea f(x) = +/x. Analice el comportamiento de los dos procesos iterativos que

resultan al evaluar ,/xg, \/, /xo, \/\/\ /Xg,- -+ primero para ry, = 2, luego para

1
ro = 3 y finalmente para zo = 0.0001. (Ver Figura 2.65).

F(X) = VX , % = 4 f(x) = VX , %X = 0.0001

1.2 1.2

0.8 0.8

— 0.6 0.6
2 —
_— /
— 0.4
— o4 /

1 / /
7 0.2 0.2

/ / /

1 2 3 4 0.2 0.4 0.6 0.8 1 12 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2

Figura 2.65: Procesos iterativos de f(x) = \/x para # valores de .
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11. Dado un triangulo rectangulo isésceles cuyos catetos miden [ m, sea P,
l,, la longitud de la linea quebrada formada por los segmentos Py P},

PP, P,P;,--- P, 1P, como se indica en la Figura 2.66. P,

i) Calcule lim [, .
n—oo / P 3

ii) ; Para qué valores de nes [, > 1,47

Figura 2.66: Linea quebrada.
12. Modelamiento de dindmicas discretas:

a) Interés Compuesto. Ver resolucion en el Ejemplo 12.0.27, pag. 476.

”»

Cuando se coloca un capital C' “a interés 7 se debe especificar la cantidad de
dinero I que se pagard en calidad de interés, por cada 100 pesos del capital -
1 %- y por unidad de tiempo, que también se debe establecer junto con el interés.
Las unidades de tiempo mds usuales son dias, semanas, meses, etc.

Se estila definir la tasa i = 100"
Se dice que un capital C se coloca a interés compuesto del I'% en la unidad de
tiempo (dias, meses, etc) cuando el interés que produce el capital cada vez que
transcurre una unidad de tiempo, no se retira sino que se incorpora al capital
incrementdndolo.

Por ejemplo si el capital inicial C' se coloca al 1% de interés mensual, al cabo

I.
de un mes el capital serd C' + F% =C+iC=C(1+1).

(a); i) Un ahorrista coloca, el dia 1/1/2002, $ 1000 a interés compuesto del
10 % mensual. Obtenga una férmula que le permita conocer la cantidad
de dinero que posee el ahorrista al cabo de ¢ meses:

ii) Analizando la variacién del capital de manera iterativa es decir, como
varia al cabo del primer mes, al cabo del segundo, etc. (Dindmica Causa
- Efecto),

iii) Obtenga una expresién explicita en términos del nimero ¢ de meses

transcurridos desde el momento en que se coloco el capital inicial de

$1000. (Dinamica Teleologica),
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iv)

i)

iii)

iv)

Generalice la expresién obtenida en el inciso anterior para el caso de
un capital inicial Cy cualquiera, colocado a un interés compuesto del
1% por unidad de tiempo o periodo de capitalizacién A.

( Respuesta: C, = Cy (1+14)").

Ayuda: Necesitard la igualdad (144)"+(144)" = (144i)"*!, vélida Vn €
IN, y que se demuestra facilmente sacando factor comun (14 7)™ en el

primer miembro.

Si t es el nimero de anos en que se invierten C; pesos a una tasa

de interés del 1% anual, compuesto m veces por ano; interprete el
. m

significado de la expresion C,, = Cj (1 + %) :

Determine el valor presente -Cy- de 1000 $, que se recibirdn a los 3

anos a partir de ahora, si el dinero se invierte a una tasa anual del

12 % compuesto semestralmente. (Valor presente = Capital inicial).

Utilizar cualquiera de las siguientes definiciones (equivalentes) del nime-

1
1\* -
ro “e” lim (1 + —) 6 lim (14 z)z , para justificar la expresién
2Z—00 z z—0
del interés “compuesto continuo”? C = Cj e’ .

Observacion: Se dice que el capital se coloca a interés compuesto con-
tinuo cuando el interés incrementa continuamente el capital. Piense
que tal situacion se puede obtener haciendo tender a cero el periodo
de capitalizacion.

.Cual es el valor presente de 1000 $ pagaderos en 3 anos a partir
de ahora si el dinero puede invertirse a una tasa de interés del 12%

compuesto continuamente 7

b) Dindmica inicial de una epidemia. Ver resolucién en el Ejemplo 12.0.28,

desde la pag. 478 hasta la pag. 480.

N = poblacion total.

I, = numero de personas que tienen la enfermedad en el dia n.

Fy
Ch

= numero de personas que contrajeron la enfermedad el dia n.

= numero de personas que sanaron el dia n.
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13.

14.

15.

16.

Luego Iy =In+ Frp1 — Cog, si Fppy=al, (N —1,) y Chyy =01, a
y b son constantes.
i) Obtenga I,,+1 = f(1,).
ii) Simplifique la expresién de I,,; obtenida en i) considerando I,, <<< N.
i11) Indique en ii) la razén de la sucesién geométrica.
ii2) Obtenga una expresién explicita.
ii3) Determine de acuerdo con este modelo, en qué casos:
a) la epidemia se extiende.
b) la epidemia es controlable.
¢) la epidemia es es estacionaria.

iii) Suponiendo que el modelo dindmico no simplificado representa una epide-

mia controlable, calcule el niimero limite de personas infectables.

Se pueden generar aproximaciones a v/ N con la sucesién definida recurrentemente

N 1 N
POt 1 = -, Tp+1 = 5 (xk + —) Ver resolucion en el Ejemplo 12.0.29, pag. 480.
Tk
a. Calcule xo, x3, 14, x5, x¢, para N = 10.

b. Suponiendo que lim z, = L, demuestre que L = v/N.

n—oo

Calcule los limites de las sucesiones:

{2712711}’ {ij;:} {H%}, RN {(n—l)(n—7§32)(2n+3)}7

s
sen (n 5)

{in_zi}j {Vn+1-+/n}, {27 senn}, { cosnr},

Indique para que valores de n es — < ¢, para e = 0,1, e = 0,01, e = 1075,
n

Sea {a,} una sucesién de numeros reales, establezca la veracidad o falsedad de la
siguiente afirmacion:

lim a, = a < < cualquiera que sean A < oy B > « existen ng, ng € IN
n—+oo

tales que de n4 en adelante se conserva «, superior a A y de ng en adelante se

conserva o, inferior a B >>.
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17. Demuestre las siguientes propiedades de sucesiones convergentes:

a. Si{an}, <IN ©s convergente entonces su limite es tnico.
b. Toda sucesién convergente es acotada.
c. Toda sucesion comprendida entre otras dos que tienen igual limite, tiene ese

mismo limite, i.e,

Siap, <V, <Bn, Vn y lim a, = lim B, =a entonces lim ~, = a.
n—-+o0o n—-+o00o n—-+o0o

18. Definicién 2.11.1 El numero irracional e puede ser definido por sucesiones que

determinar los extremos de intervalos encajados (2.2).

El niimero e = 2,71828183 - - - esta definido por la sucesién de intervalos encajados:

{[CHREENI

Calcule utilizando la definicién previa los limites de las siguientes sucesiones:
2

1\" —1\" 1\"
lfm (1——) : lfm (" ) . lfm <1+—> :
n—00 n n—oco \ 1+ 1 n—+00 n

1 \" m+5\" om— 5\ "
lfm (1+ Codm (222 g (22 .

19. Criterio de convergencia de Cauchy: La condicién necesaria y suficiente para

que una sucesion aq, as, s, - -+ , de nimeros reales tenga limite finito, es que para
cada nimero positivo € corresponda un valor v de n, tal, que todas las diferencias
Qp — Qnyp, (n > v,p > 0), entre términos posteriores a «a, se conserven en valor

absoluto inferiores a e.

Observaciéon 2.11.2 La importancia de este criterio general radica en el hecho de
que nos permite asequrar el cardcter convergente de una sucesion, aun Sin conocer

el valor del limite.

Ejemplo 2.11.3 Usando el Criterio de convergencia de Cauchy para caracterizar

sucesiones convergentes en R, demuestre que: la sucesion de sumas parciales for-

1 11 1
mada a partir de {a, nen = {—} = {1, — e e } no es convergente.
N en 23 n
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La diferencia

1 1 1
S»— G, — e X
’ n+1+n—|—2+ +n2 ()
1 1
tiene n? — n sumandos y comon+j <n? 1<j < n?—nes - > —, luego
n+) n
n?—n
Sp2 — Sy > > (%)

entonces 5,2 — .S, no puede hacerse tan pequeno como se quiera a medida que n cre-

ce, ya que la expresion a la derecha de (**) tiende a 1 para n suficientemente grande.

20. Sucesiones Mondtonas.

i) Sucesiones mondtonas crecientes y acotadas superiormente

Si
a < ag <as<ay <ap1 <a, <apy < , (2.3)
a, <A, V n, (2.4)

y
a = sup {a,} < A. (2.5)

nelN

Entonces, lim a, = a.
n—0o0

Demostracion. Dado € > 0 arbitrario, & — ¢ no puede ser cota superior de
{a,} pues @ — € < a 'y «a es la menor de las cotas superiores, por definicién
de supremo; .. 3 ng tal que o —e < a,, < a . Vn >ng es ay, < ay,

a—€<ap, <a, <a<ate ¥Vn>ny,esdecirVn >ng esa—e < a, < a+te.

ii) Sucesiones mondtonas decrecientes acotadas inferiormente.

Ejercicio 2.11.4 FEnuncie y demuestre la propiedad correspondiente a i) para

sucesiones decrecientes.

Ejercicio 2.11.5 Use los incisos i) y/o ii) para demostrar que:
i1) Si{an} y {Bn} son dos sucesiones de nimeros no negativos tales que o, <
n—-+00

n
B, Vn y SP = Z B verifica que nl—lgloo Sg’“ = S, entonces existe lim S;* =
k=1
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HEIEOOZQk y es menor o igual que Sg.
ia) Si{an} y {Bn} son dos suceszones de nimeros no negativos tales que Cin >
Brn, ¥Yn y lim SE’C = lim Zﬁk = +o00, entonces lim Sy* = lim Zak

n—-+o0o n—-+00 n—-+o00 n—>+oo

+00.
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2.12. Trabajo Practico N = X. Series.

1. Series numéricas

Dada una sucesién {a,}, i.e. {a,} = {ao,a1,a2, -+ ,a,, - -} se llama serie a la
expresion:
e}
a0+a1+a2—|—~-+an+...:§ . (2.6)
n=0

Suma de la serie, y la notaremos con S, si existe, es el limite de la sucesion de
n

sumas parciales .S, = g a, = ap+a;+ay+---+a,:
n=0

n—oo n—oo n—oo

S=1lim S, = lm » a, = lm(ag+ar+az+--+a). (2.7)
n=0

Si este limite es finito la serie se llama convergente y tiene suma; si es infinito se

llama divergente y si S, no tiene limite la serie se llama oscilante.

Ejemplo 2.12.1 Sea la serie — 4+ —— 4 —— 4.+ !
emplo <. . ea ta Sere —— —_— —_—
Jemp 12 23 34 (n+1)(n+2)

st su suma parcial tiene limite finito. En otras palabras, determine si esta serie es

+- -, determine

convergente.

La suma parcial .S,, en este caso

So= =4y Loy ! =
1,2 23 34 (n+1)(n+2)

_11+11+11++1 1_11
N 2 2 3 3 4 n+1 n+2) n+2

Calculando el limite de esta expresion cuando n — oo, resulta

S = lim (1— L )z

La serie es convergente y su suma es 1.

2. Serie geométrica

Es aquella en la cual cada término es igual al anterior multiplicado por un factor
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constante llamado razon de la serie.

En particular si el primer término es 1 y la razon es ¢ resulta la serie:
Ltqtq+ 4"+ = q" (2.8)
n=0

Para estudiar en que casos la serie geométrica (2.8) converge y en cuales diverge,

formemos la suma de los (n 4 1) primeros términos
Snzzn:qnz1+q+q2+---+q"‘1+q". (2.9)
n=0
Por tratarse de una progresion geométrica, para q # 1,
(Sn=q+C+ ++ "+

Sn _an =1 _qn+1

Sn(l - Q) =1- qn—i-l

como q # 1
7£ 1_qn+1
S, 2.10
= (2.10)
1 qn+1
T 1o

En tanto —1 < ¢ < 1, es decir |¢| < 1, ¢"™! tiende a 0 y por consiguiente el segundo

término tiende a cero cuando n — oo por lo que:

1— n+1 1
S=1lm S, = lim — L = s gl < 1. (2.11)

n—00 n—oo 1 —gq 1—gq

Por lo tanto la serie convergente (2.8) es convergente si |q| < 1y su suma es igual
al primer término dividido por 1 menos la razén.

Si ¢ = 1, la expresién anterior de S, (2.10) no puede emplearse, pero siendo todos

n—1
los términos iguales a 1 resulta S, = Z 1l=1+14..41 =n,y 5, = +o0o,
n=0

n—1
puesto que en este caso ¢ = 1, la sucesién de sumas parciales constituye la sucesién

de término general S, = n, claramente se trata de una sucesién divergente, i.e.
lim S, = lim n = 400, por lo tanto la serie es divergente.

n—-+0o n—-+00

Siqg=—1, S,, (2.10), vale 1 o 0 segin n sea par o impar, i.e., A lim, , S,, una
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expresion posible para el término general de la sucesién de sumas parciales de (2.8)

1—(—pn-t
2

1—(—pn-t

5 es oscilante, i.e.

cuando ¢ = —les S, = por lo que lim,,_,

1 sin par ) .
= , es decir la sucesion de su-

1—(=1n!
2 . .
0 sin impar

mas parciales, es un sucesion oscilante, lo que implica la no existencia de suma para
o0

la serie E (—1)", en este caso estudiado de la serie geométrica (2.8), es divergente.
n=0

Si ¢ > 1, evidentemente es S,, > n y cuando n — oo, S, — oo, .". la serie es

divergente. Otra manera de justificar que la sucesién de sumas parciales de (2.8) en

los casos en que ¢ > 1 no tiene suma es utilizando la expresion del término n-ésimo

de la misma dado por la ecuacién (2.10) entonces al calcular el siguiente limite

~ N
n+1 1 n+1

1
lim S, = lim 4
——

indudablemente, se confirma que la serie (2.8), para los caos en que ¢ > 1 no tiene

suma, es decir no son convergentes.

Si g < —1,en (2.10), ¢"™ — +oo sin es par y ¢""' — —o0 si n es impar, por lo
tanto no tiene suma finita la serie (2.8), para los caos en que g < —1 situaciones en
los que las respectivas series geométricas resulta divergentes por carecer de limite
unico finito el término general de sus sucesiones de sumas parciales.

La generalizacion de la discusién anterior para las series geométricas (2.8):

a+aq+aq2+...+aq”+...:Zaqn' (212)
n=0

se resume a continuacién:

a

sifgl<1 es S=

> aq" . (2.13)

n=0
si|gl >1 es divergente
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Observaciéon 2.12.2  Moraleja: Swmar finito siempre es posible , mds aun en nues-
tros dias teniendo en cuenta la potencialidad de los hardware’s disponibles en con-
Juncion con las habilidades de los expertos en programacion y manejos de software’s.

(10000000000000) 0%

D

n=0
Por tratarse de una suma finita, la respuesta sera afirmativa, existe un real .S,

(10000000000000)10*

tal que Z a, = S.

n=0

—+o00o

Y

n=(10000000000000)1032
Aqui, debemos determinar primero, si la serie, una suma infinita de niimeros
b ) )

reales, es convergente, es decir si podemos afirmar que existe y es finito el

limite del término general de la sucesion de sumas parciales lim,, ,, S, , 0 en

su defecto cuando no sea posible explicitar la expresion general para la sucesion
n

de sumas parciales S, = E an, se deberd recurrir a los “Criterios para la
no
convergencia” que trataremos posteriormente, pp. 143-147, previamente de

haber testeado la “Condicién necesaria para la convergencia” en la pag. 139.

En el caso de las series geométricas, todo es muy sencillo y bello, pues es posible
conocer la expresion para el término general de la sucesion de sumas parciales y
trabajando con el limite sobre su expresion es sencillo deducir en caso de conver-
gencia el valor de la suma. Como queda evidenciado atin con mayor claridad por las

consideraciones que se formulan a continuacién.

qno +qn0+1 +qn0+2 N +qn0+n = Z qn (214)

n=ng

Sn — qno + qno+1 + qno+2 4o +qno+n—1 + qno—‘rn‘

Svn: an:qno (1+q+q2+_”+qn71+qn),

n=ng

entonces desde (2.9), se obtiene que:
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So= > d"=q" ) q" = ¢S,
n=ng n=0
> =q" > " (2.15)
n=ng n=0

Por tratarse de una progresion geométrica, para q # 1, hemos logrado sumar finito,
cualquiera sea el primer valor en el que se comience a adicionar, y en las progresiones
geométricas, las sumas finitas se evalian con (2.16). Obviamente si |¢| < 1, las
sumas infinitas seran dadas por 2.17.

_ 1 — anrl
S = Z " = q" <—) : (2.16)

1—gq

+oo
~ 1

l—gq
Ejemplo 2.12.3 Determinar cuando existan los valores de las siguientes sumas:

(10000000000000) 0%

. > 2"

no=103

“+o0o

| ] E 2” ;
no=(10000000000000)1032

+00 1

no=(10000000000000) 1032

Respuesta: Si se utiliza (2.16), resulta:

2 1-2

1032

(10000000000000) , 1— 2(10000000000000)1032+1

2n — 210
103

Si se utiliza (2.17), resulta que:

400
> 2" | NO TIENE SUMA !.

no=(10000000000000)10%2
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Si se utiliza (2.17), resulta que:

+o00

> =2 (i)

10=(10000000000000)103 2

1 1 1
Ejemplo 2.12.4 Calcular la suma 1+ 3 + 1 + 3 + 4

Por tratarse de una serie geométrica de razén (cociente) 5 €8 convergente y utili-

1 1
zando (2.11) su suma es S = = =2.
1—gq 1— 1

Ejemplo 2.12.5 Encontrar el nimero racional para el decimal periddico mixto

0,38153153 - - - .
0.153 38 1 —
]. 1 12 e = _— — RS ]_
0,381531531253 038 + 55~ = o5 + 105 015°
0153 38 1 (153 153 153
0,381531531253 - -- = 0384 ——= = 22 4 _—_
! =00 T 100 100 {1000 " To002 " 1000° +}
0153 38 1 153 1 1
1531531253 - - - = e NI S A B BT
0381531531253 038+ 300" = 100 100 " 1000 { 1000 " 10002 " +}
0153 38 153 1
0.381531531253 - -- = 038 + ———° = 22
’ #7700 ~ 100 T 100000 1
1000
0.153 38 153 1
0,381531531253 - -- = 038 4 —— =~ = 22
’ 00+ 100 100+100000 999
1000
153 1 1 11
0,381531531253 - = 0,38 + 0.153 38 159 _ 38115

100 100 ' 100 "999 — 99900

Ejercicio 2.12.6 Verificar que la serie

S=1+2r+2r*+4--

1+7r
1—7r

es convergente si —1 <r <1 y que es S =
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Ejercicio 2.12.7 Dada la serie

et —
-
I1+r (147r)?

determinar para qué valores converge y en ese caso calcular la suma.

. Series telescopicas.
Son otras de las series, en las que es posible, determinar la expresion explicita del

término general de la sucesion de sumas parciales.

o0

1
Ejercicio 2.12.8 Dada Z ,
“—~ (n+2)(n+3)

parcial n-ésima. En caso de ser convergente, determine su suma.

determine la expresion de su suma

Sugerencia: Realice la descomposicién en fracciones simples del término a, =
1

(n+2)(n+3)

. Condicién necesaria de convergencia.

o
Si E a, =S — lim a, =0.
n—oo
n=0
o n
En otras palabras, sea E a, convergente, i.e. lim S,=25,85,= E a, = ap+ai +
n o
n=0 n=0
---+ ay,, entonces lim a, = 0.
n—oo

Dem. De acuerdo con la definiciéon una serie es convergente si existe finito el si-

guiente limite

lim S, =S (2.18)
n—oo
equivalentemente
lim Snfl =2S.
n—oo

Luego el limite de S,, — S,,_1 para n — oo, debe ser nulo, pero ademas S,, — S,,_1 =

n n—1
E an, — E a, = a,, es decir
n=0 n=0

lim a, = 0. (2.19)

n—oo
Por consiguiente: si el término general de una serie no tiende a cero, la serie no es

convergente.
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Observacién 2 12. 9 El término general puede tender a cero y la serie no ser con-

vergente, e.q. Z

%\

1 n

1 1
Sy =14 —+—=+4--4+— > — = y/n. Luego S, — 00, a pesar de que
NG Jr ” ym = v e g !
a, = —= tiende a cero.

Jn

Por consiguiente la condicion lim a,, = 0 no es suficiente para asegurar la conver-
n—oo

gencia de la serie.

Ejercicio 2.12.10 Demostrar que la serie Z \/_ n cuyo término general

\/nT

tiende a cero cuando n — 00, es divergente

Ejercicio 2.12.11 Utilice la C.N. para demostrar que esta serie no tiene suma: La
seriel +24+34--- = Z n es divergente pues S, — 0o cuando n — ocO.

n=0

Ejercicio 2.12.12 Utilice la C.N. para demostrar que esta serie no tiene suma: La
[e.e]

seriel—141—1414-- =) (=)~
n=0

La suma S, es alternadamente igual a 1 6 0 segin se tome un nimero impar o par

de términos. Por consiguiente S,, no tiende a ningun valor definido cuando n — oo.

5. Progresién aritmética y sumas posibles. En (2.20) definimos en forma recur-
siva, recurrente o implicita una progresion aritmética, especificados el valor inicial

o arrancador ag y la constante c.
(py1 = a, + ¢, dados ag, y c. (2.20)

Ahora determinamos a partir de los datos ag y c¢ la expresién explicita de estas
progresiones, a; = a9 + ¢, as = a1 +¢c = a9 +c+c = ag+ 2c¢, a3 = ay + ¢

= a9 + 2¢c + ¢ = ag + 3¢, luego continuando de esta manera se deduce que:

a, = agp + nec. (2.21)
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Claramente, a menos que ¢ = 0 la sucesion aritmética a,,, es divergente:

lim a, = lim (ay + nc) = oo, si ¢ # 0.
n—-+00 n—o0
—+00 —+00
.. Qué ocurre con la serie E a, = E ag + nc?
n=0 n=0
+00
Claramente por la condicion necesaria para la convergencia E ap + nc no tiene
n=0

suma, no es una serie convergente.

De cualquier manera, veamos que es posible determinar la expresion explicita o
término general de la sucesién de sumas parciales de una progresiéon geométrica,
observemos que: Sy = ag, S1 = ag + ay + ¢ = 2a9 + ¢, Sy = ag + ag + ¢
ap + 2¢ = 3ag + 3¢, prosiguiendo se obtiene que Sy = 3ag + 3¢, S3 = 4ag + 6¢,

lo que conduce a:

Sn = (a0+nc):(n+1)ao+wc.

n=0

., Qué ocurre con las sumas finitas de los términos de una progresion geométrica
n n

E ap = E ag + nc?

n=0 n=0

La expresion anterior nos permite determinar la suma finita de los términos en
una progresion aritmética y ademads evidencia que no se pueden construir series

convergentes, puesto que:

Jim S, = Jim 30 a4 e = Jim | Do + STl = e
. 1
Za0+nc: (n+1)a0+%c. (2.22)
n=0

Ejemplo 2.12.13 Sea a9 = 1y ¢ = 1.

» Determine ; de qué sucesion se trata ¢
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s Determine la sucesion de sumas parciales y justifique que tampoco es conver-

gente.

n

» Determine el valor de la suma finita Z (any + nc).
n=0
n=nso
» Determine el valor de la suma finita Z (@ny, + nc) si ng < na.

n=ni

Respuesta: La sucesion es la de los ntimeros naturales, i.e. a, = 1 + n, con n €
“+o0o

{0,1,2,---}. La serie E (1 +n) no tiene suma liril = +4o00, luego por la C. N.
n—-—+0oo
n=0
+00

para la convergencia, la serie de los naturales Z (14n) =14+2+3+4+---,n0

n=0
n=ns

tiene suma, es una serie divergente. Para calcular el real E (an, + nc), se aplica

n=ni
la ecuacién (2.22) para n = ng y se resta del valor que se obtiene al aplicar la

misma férmula para n = ny — 1.

Ejercicio 2.12.14 Identifique cudl es el conjunto de numeros naturales que deter-

mina la sucesion aritmética con los datos ag = 1 y ¢ = 2.

Ejercicio 2.12.15 Identifique cudl es el conjunto de numeros naturales que deter-

mana la sucesion aritmética con los datos ay = 0y ¢ = 2.

6. Condicion necesaria y suficiente de convergencia: Cauchy establecié que: “la
condicién necesaria y suficiente para la convergencia de una serie es que la suma de

p términos a partir de un cierto rango
(p+1 + Apyo + Apg3 + -+ Antp

pueda hacerse tan pequenia como se quiera con tal de tomar n suficientemente gran-

de, cualquiera sea p fijo”.

Ejemplo 2.12.16 La sucesién de sumas parciales formada a partir de {a,}, N =
{ 1 } { 11 1 }

— =<1, =,=,---,—, -+ » no es convergente.

n neﬂV 2 3 n
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1 1 1 .
Sp2 — Sy = ——+ +---+— tiene n? —n sumandos y como n+j < n?, 1 <
n+1 n+2 n?
, 9 1 1 n?—n
Jj < n®—nes - > —, luego Sp2 — 5, > 5 entonces S,2 — S, no puede
n—+) n n
hacerse tan pequeno como se quiera a medida que n crece, ya que la expresion a la

o

derecha de tiende a 1 para n suficientemente grande. Es decir, Z — es divergente.
n

n=1
7. Series de Términos Positivos.
Si en la definicién general de serie y de suma de una serie se consideran solamente
términos positivos, se tienen las series de términos positivos. En cuyo caso resultaran
series convergentes o divergentes, pero nunca oscilantes, puesto que la sucesién 5,

de las sumas parciales cuando n — oo tendera a un valor finito o a infinito.

- n
Ejemplo 2.12.17 E (— es una serie de términos positivos convergente.
n
n=1

+1)!

1+2+3+ n n 1 1 N 1 1 P 1 1
Sn:— —_ —_ oo —_— _— — [ — o« o -
20 314! (n+1)! 12! 2! 3! n! (n+1)!
1 1
(1! (n—l—l)!) Y i

8. Criterios de Comparacion de Series de Términos Positivos.

i) Convergencia.
St los términos de una serie de términos positivos son respectivamente menores
o iquales que los de una serie de términos positivos que se sabe que es conver-
gente, la primera serie es también convergente.
Sea ug+uy +---+u,+---, una serie de términos positivos cuya convergencia
se quiere estudiar y

ag+ay+ - an+ -,

una serie de términos positivos de la cual se sabe que es convergente; sea ademés
U, < a,, a partir de un cierto valor de n.

Si las sumas parciales son

n
S, = E Uy,
n=0



Capitulo 2. Guia de Ejercicios Propuestos

resulta por ser u, < a,, S, < A,, si designamos con A la suma de la serie que
sirve de comparacién, lim S, < lim A, = A.

n—oo n—oo
En virtud de que toda sucesion creciente y acotada tiene un limite, resulta que
la sucesion S, (que es creciente porque estd constituida por sumandos positivos

y acotada porque es inferior a A) tiene un limite S < A, o en otros términos

la serie es convergente.
) =1 .
Ejemplo 2.12.18 Z — es convergente st es p > 1.
n=1 nr

En efecto, sus términos son respectivamente menores (o iguales) que los de la

serie cuya suma parcial es (n = 2" — 1)

S T I N P i
R T T A T T R
R AR
Opn = — 4+ —+ —
» (2m)
] 1 1 1
=ttty Tge o T T ey
] 1 1 1
O = e T e T ey T T gme

si se designa con ¢ el valor Iy

on=14q+ +¢+ - +q™

La ultima expresion es una progresion geométrica y la serie correspondiente es

convergente si |¢| < 1. Como ¢ = resultara su valor menor que 1 sélo si

201"
p> 1.

ii) Divergencia.
St los términos de una serie de términos positivos son respectivamente ma-
yores o iquales que los de una serie de términos positivos que se sabe que es

divergente, la primera serie es también divergente.

1
Ejemplo 2.12.19 La serie armonica 5 — es divergente.
n
n=1
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Slolill
i n 2727272 '

o0
. . 1 . .
Las series del tipo E — llamadas series p, son convergentes si es p > 1
n

n=1

y divergentes si es p < 1.
9. Otras formas de los Criterios de Comparacion.

1
I) Sea Z — una serie convergente. Si
Cn

lim (cpa,) = L,
n—oo

siendo L un numero finito, es E a, convergente.

1
IT) Sea Z - una serie divergente. Si

Ifm (dpa,) = L >0

n—oo

la serie E a, es divergente.

1
n?+1

Ejemplo 2.12.20 La serie Z es convergente.

2

Como se ve eligiendo ¢, = n?, con lo que resulta lim =
n—oo N2 + 1

1
Ejemplo 2.12.21 La serie g 1 j_; es divergente.
1
Pues si d,, = n se tiene n n — 1>0.
14 n?

Convergencia y divergencia: En el estudio de las series hay dos cuestiones dis-

tintas:

a) una es saber con certeza si la serie es convergente o né y

b) otra es calcular la suma de la serie (si es convergente).
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10.

Desde el punto de vista tedrico la primera cuestion es la mas importante, porque
hasta tanto no se haya demostrado la convergencia de una serie no se
puede operar con los términos de la serie sin correr el riesgo de llegar a resultados
absurdos.

Una vez que se ha demostrado la convergencia de una serie se podra tener un valor
tan proximo como se quiera de la suma de la serie con tal de tomar un ntimero

suficientemente grande de términos.

Criterios clasicos de convergencia.

Criterio de Cauchy: Si desde un valor n en adelante se conserva {/u,, inferior a
un numero positivo k < 1, la serie de términos positivos es convergente. Si para
infinitos valores de n es /u, > 1, la serie es divergente.

Demostracion. Si /u, < k, es decir, u,, < k", basta aplicar el criterio de compara-
cion, pues la serie geométrica de razon k, Z k™ es convergente si k < 1.

En el segundo caso existen infinitos términos u, > 1, por lo tanto la serie es diver-
gente, pues su término general no tiende a cero.

Unp,
de un

Criterio de D’Alembert: Si desde un valor n en adelante, la razén
Up—1

término al anterior se conserva menor que un nimero k£ < 1, la serie de términos

Unp

positivos es convergente. Si desde un valor n en adelante es > 1, la serie es

Un—1
divergente.

Up, n

< k equivale a <

Demostracion. En efecto, la condicién
kn—l
Un—1 Un—1

y basta

aplicar el criterio de comparacion entre la serie E u, v la serie geométrica E k"
de razén menor que 1. En el segundo caso, los términos no decrecen, y no tendiendo
a cero, la serie diverge.

En los casos mas sencillos que con més frecuencia se presentan, tienen limite

u
W/, v ——. Cuando uno de estos limites A puede hallarse, caben tres casos:
n—1

a) Si A <1, la serie es convergente.
b) Si A > 1, la serie es divergente.

c) Si Si A =1, en general nada puede decirse.
Cuando los criterios anteriores no son aplicables, por ser igual a 1 el limite de /n,
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11.

En este criterio, ver la Figura (2.67), el resto

U,

o el de se acude por ejemplo al Criterio de Raabe.

Un—1

Unp,
Criterio de Raabe: Si desde un valor n en adelante la expresién n (1 — ) se
Un—1

conserva superior a un nimero fijo, 14+¢ > 1, la serie E U, de términos positivos es
convergente. Si dicha expresion se conserva inferior o igual a 1, la serie es divergente.

tn ) = )\, A > 1, la serie es

En los casos en que existe el limite lim n |1 —
n— oo un—l

convergente; si A < 1, la serie es divergente. Si el limite es 1 nada puede asegurarse.
Series alternadas: Una serie se llama alternada si sus términos son alternativamen-
te positivos y negativos. Se la puede escribir asi: u; —us+uz—us+- - -+Uop_1—Ugp+- - -
indicando ahora con u,, no el término n-ésimo, sino el valor absoluto del mismo. Cri-
terio de convergencia para series alternadas (Leibniz, 1704). Si una serie alternada
cumple la condicion wu; > ug > ug > -+ > u, > -+, es decir, si los médulos de los
términos son decrecientes, la condicion 1im wu, = 0 es necesaria y suficiente para la

n—o0

convergencia.

0 S
. Sy = up — uPy S5 5351 =uy
S — S, es en valor absoluto menor que el primer | "
término despreciado (2.23) y del mismo signo 2 ”
3
que él. Ug m
5

1S = S| < Unsa (2.23)

Figura 2.67: Transportando los u,, sobre un eje real.
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Capitulo 3

Funciones Trigonométricas y Curvas

Planas

Identidad trigonométrica esencial y circunferencia trigonométrica:

Ty

sinfa + cos’a = 1 (3.1)

sin2a + C052a =1

Figura 3.1: Identidad esencial y circunferencia trigonométrica.

sin(a+ ) = sina cosff + sinf cosa (3.2)
Sif =a —
sin 2o = 2 sina cosa (3.3)
Aplicando la identidad trigonométrica (3.2), z(t) = sin(t+75) = sin(t) cos(§) +
sin(§) cos(t) = cos(t), yaque cos(5) = 0y sin(5) =1 —
, T
z(t) = sin(t+ 5) = cos (t) (3.4)
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Observacion 3.0.22 FEsta ultima identidad muestra que la funcion periodica z(t) =
cos (t) es simplemente una traslacion hacia la izquierda en 5 de la funcion periddica

z(t) = sin(¢). (Ref. a las Figuras 3.3 y 3.2).

cos(a+ ) = cosa cosf — sinf sina (3.5)

cos 2o = cos’a — sin®a (3.6)

3.1. Funciones Trigonométricas y Curvas Planas: Ejer-
cicios resueltos. Nivel I: 1 PARCIAL - & (© 1*
COLOQUIO.

Realizamos en primer lugar las graficas individuales para z;(t) = sin(t), z(t) = cos(t)

v z3(t) = sin(2t) en el intervalo t € [0, 27].

’ & s 0 DNEEE ; =
r—— N HIEEE
T .=D=|I| T D=|I|
Aty = Sinfrf) Aty = St &, N1, % = Shfae]

T
{0, 6.25001, -0 0331692} {5'6'25°°1=°'999*5} 10,2,6.25001, ~0.0663019

¥ep rey rap

10 10 10
T
H H
1 ] 3 + 3 2 05 1 K ¢ 1 2 + i
-3 'y -5
18

Figura 3.2: Graficas de z,(t) = sin(t), 22(t) = cos(t) y z3(t) = sin(2t); ¢t € [0, 27].

Ejemplo 3.1.1 Graficar la siguiente curva del plano:

x(t) = sin(2t)

y(t) = sin(t)

t €0, 2x]. (3.7)

Para graficar la curva (3.7) en el plano zy tengamos en cuenta las identidades trigo-

nométricas (3.1) y (3.3).
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Utilizando la identidad trigonométrica (3.3), resulta que el problema planteado es equi-

valente a graficar la curva plana:

z(t) = sin(2t x(t) = 2 sin(t) cos(t
0 (27) t €0, 21] — 0 (£) cos(t) t €0, 27].
y(t) = sin(t) y(t) = sin(t)
= {} DaIE]=]
s 4] DEE]=]
n ] DaIE]=]
! i DlEFIE]
o G o, t, x= Sinfnstt o], ¥ = Sinft+]
Senfnt+ a): Sin(t+6) {0, 0, 2, 1.58334, —0.0250914, 0.999921}
o
0z H"*‘
0 ,'l
/
04 //
02 ///
st ° /02 04 06 08 10

Figura 3.3: z(t) = sin(2t), y(t) = sin(t), t € [0, 5] : * = 4¢y*(1 — 7).

Si eliminamos, en principio parcialmente el pardmetro ¢, podemos escribir z(t) =
2 y(t) cos(t) . Utilizando la identidad trigonométrica fundamental (3.1), cos(t) pue-
de despejarse como:

cosa = £V 1 — sin*a (3.8)
Por lo tanto, lograriamos la eliminacién del parametro ¢ por completo utilizando la ex-
presién multiforme en (3.8), entonces = 2y cos(t) = 2y (£ 1 — sin®t)

= 2y (/1 — y?). Por lo tanto, hemos establecido que (3.7) es:

x(t) = 2 sin(t) cos(t)

y(t) = sin(t)

tel0,2r] ~x =2y 1 —y?) (3.9)
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Cabe aclarar que =~ simboliza una manera de aseverar cierta aproximacion o semejanza.
Ya que la curva plana * = 2y (+4/ 1 — y?) no tiene definido ningin sentido de
recorrido. Sin embargo, como veremos a continuacién (3.7) si tiene un sentido de recorrido

asociado asi como también punto inicial o de partida y punto final o de llegada.

a) Si t € [0, § ], considerando la Figura 3.2 pag. 152, resulta el recorrido de z =
2y (v/1 —y?) cony € [0,1] .. = € [0, 1].

Analice cuidadosamente las siguientes representaciones gréficas.

s f——DIEEE
La flecha indica el sen- # —————01
" 1S
. . T { MEREE]
e tido de recorrido de la s
Senuxt+a); Sin(t+f) {0, 0, 2, 1.58334, —0.0250914, 0999921} % Atz Snfra4dly = Sift+f]
ses ’ Senfreit+2); SRS 0,2, 1.58334, ~00250914 , 0 99997
i curva conforme ¢ cre- ror .
o ce desde 0 hasta 7 . " A
0l 0z f’

Figura 3.4: Parte I de la curva con forma de ocho.

b)Site[32),2 =2y(—/1—-y*) = —2y (/1 — y?) serecorre en el
compacto de R? determinado por y € [0, 1] con & € [—1, 1], con el sentido

antihorario ya predeterminado. Estudie las siguientes graficas.

A pEEE La flecha indica el sen-
=]

tido de recorrido de la

& f,n, 4 x=Snfarttal, y = Sinft+6]

&, fBint x= Smlna. = St
Sen(net+a); Sint+f) {0, 0, 2, 316665, 0.050147, ~0.0250814) LAt x= Sinfrat ], [t+5]

curva conforme ¢ au- Senfuot 1, St

Te )

10 e
menta de g hasta 37” K% g b
::j =10 =05 0 0l lﬂx

Figura 3.5: Parte II de la curva con forma de ocho.

0,2,2 91668, -0 434514,0.22302

c)Siteld3f, 2r],z = 2y (/1 — y?) cony € [-1, 0]
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La flecha indica el

@=m-
sentido de recorrido
e , — BRI
R (][I,yn,jj[ﬁﬁ?ﬁ&nn91297z,7n998955) de 18“ curva Confor_ &tz = Sl 4],y = St
Sen(net+a); in(t+6) ¥ ,2,475001, 00751711, —0 5093
sl e - Semfat+); S+ ¥
| /N { me ¢ ha aumenta- 5
. x s o 13
'”St G P S , o P
o5 \ ~ [ [ EYETI R
L dode 2 a 7. sl NG L '
L

Figura 3.6: Parte III de la curva con forma de ocho.

d) Resumiendo los resultados de los incisos a), b) y ¢) se obtiene el siguiente gréfico:
La flecha indica

el sentido de re-

corrido de la cur-
531693 &, fn,t, 0= Snfraa],y = Sifr+8

va COnfOI‘me t enftaty, S 1, 2, 6.00001, —0.536 556, ~0.2794(

r
Fey i,

1n
crece desde 0 a | SN L

122 L N

Ejemplo 3.1.2 Graficar la curva plana dada por:

x(t) = sin(2t + %
©) 26+ 3) t € [0,27].
y(t) = sint
Utilizando las identidades (3.4) en la pag. 151 y (3.6) en la pag. 152 establecemos que

hemos de representar en el plano zy a:

x(t) = cos(2t) x(t) = cos’t — sin’t
t e [0,21] — t €0, 27].

y(t) = sint y(t) = sin(t)

Utilizando la identidad trigonométrica fundamental (3.1), cos®t puede despejarse como
cos’t = 1 — sin?t = 1 — y?, con lo que eliminamos el pardmetro ¢ por completo
entonces v = (1 — y?) — y®> = (1 — 29%),y € [—1, 1].

La porcién de pardbola estd siendo recorrida desde el (1,0) al (—1,1), luego regresa al

(1,0) alcanza el (—1,—1) y regresa para finalizar en el punto inicial (1,0).
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¢ ———(——DIEEIE]
b =

@, fi,t, %= Shely = Spft+f] @, A1, = SpRELy = Sm{t+f]

"
Smpatral; Sl [’EYDY;Y;,5[..,]1.,;.“,,',[.57]5,} [ 52,50, 0 0084457, -n 03575}
2

w
" A.A
’ ;
& T
s
s

St a); Sb+A

Figura3.8:z = 1 — 2¢y*, y € [-1, 1], x € [-1, 1].

Ejemplo 3.1.3 Graficar la curva plana dada por:

z(t) = sin(2t + oy T
®) ( ) te[0,2r], 0 <a=a, < —.
y(t) = sint 2
Sugerencia: Una vez analizados los casos limites a, = 0 y ay, = 5 confirme si la curva

algebraica en la que viajan estos recorridos tiene la siguiente expressién (z — sin ., )? +

dy*(zsina, — 1) + 4y* = 0.

3
3
n
-

_D—
—(—HERE

@, gt x = Snfraea],y = Shierd]

e
[_,n,z,jﬁﬁﬁﬁa,nnﬂmz, 7njrm]

Senfrt+); Sft+A E]
Tey

s

FY]
-

. 7T
Figura 3.9: La curva con forma de ocho deformado «, )
=
@ An,t,x= Snfitre],y = Shli+f]
I {z—,n,x,sﬂﬂﬂﬂs,n:z]zgz,—njmw}
. 7T . ,
Figura 3.10: Ocho deformado a, = > convertido en parte de una parabola
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Ejemplo 3.1.4 Estudie grdfica y/o analiticamente el siguiente recorrido:

z(t) = sin(2t) fe 0, 2n] x(t) = 2 cost sint

t €0, 27].
) y(t) = 2 (sin(t) + cos(t))

y(t) = sin(t +

13

Sugerencia: El recorrido se realiza sobre parte de la curva plana 2y?> — 1 — 2 = 0.

@ A, %= Snfra]y = Snt ]

x
[n. 7,3, 451605, 0257300, -0.345053)
h
I3

St S+l

Figura 3.11: x(t) = sin(2¢) e y(t) = sin(t+ %), t € [0, 27 ].

Ejemplo 3.1.5 Graficar la curva plana dada por:

x(t) = sin(3t)

t e [0,27].
y(t) = sint
Utilizando la identidad trigonométrica (3.2), sin(3t) = sin(t +2t) = sint cos2t +
sin 2t cost, aplicando (3.6), (3.3) y la identidad trigonométrica fundamental (3.1), se ob-
tiene que sin(3t) = 3 sint — 4 sin®t. Como y(t) = sint, la eliminacién del pardmetro
t conduce a z = 3y(1—3y%) = —4y(y* —32), por lo tanto
V3 V3
v =Ayly-5)y++) ye L1, ze[-L1]

En detalle, teniendo en cuenta las graficas de la Figura 3.2 de la pag 152 podemos
precisar el recorrido y las simetrias de esta curva plana.
Naturalmente x(y) , es parte de una funcién polinémica ciibica con tres raices reales

en (0,0), (0, %) y (0, =),

A partir de que z(—y) = 4y(y* —2) = —x(y), s6lo serd necesario culminar el

andlisis cuidadoso de los datos parciales explicitados en la Table 3.1, pag. 158.
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Ademas, el valor maximo de la componente x de la curva estd dado cuando xp«(t) =

3
1, que es alcanzado e.g. si t = %, es decir, © = sin(%) = sin( g) Por lo tanto, si
1
t = % la otra componente del punto de la curva a graficar vale y(%) = sin( %) = 5

1
Entonces, no es demasiado dificil confirmar que los puntos (1, 5) y (=1, 1) pertenecen

al grafico de la curva.

Variacién sincrénica t =y — z, t € [0, ]
t y —4y (v=%) | @+%) | Signoz | P,y
(0,51 [0 1] [-2vB.0) | [=40] | [¥V8] | 20 | (L3
550 12 ] (4 28] (01— 8] [ (VB 1+ ]| <o | (L

Cuadro 3.1: Construccién del recorrido de la cibica si t € [0, 7]

Hemos construido, teniendo en cuenta los datos anteriores, y de la observacion de las
graficas de la funciones sin(mt) con frecuencia normal m = 1 y aquella de frecuencia
amplificada m = 3, la parte de la cibica z(y) que vive en el compacto xy o producto
cartesiano [—1, 1] x [0, 1]. Mientras ¢ crece de [0, 5], esta porcién de la ciibica se va
dibujado en el sentido antihorario desde el [0, 0] hacia — [1, 3] luego pasando por la
raiz [0, ‘/75] y siguiendo — hasta el [—1, 1]. Mientras ¢ crece de [3, 7] este mismo
recorrido es desandado o recorrido en sentido horario. Es decir, partiendo desde el ultimo
punto [—1,1] — [0, ‘?] — [1, 3] v se llega al [0, 0] punto donde inici6 el recorrido
del trozo de esta cibica z(y). En el compacto de xy, [—1, 1] x [—1, 0] vive la otra parte

de la cibica generada para t € [m, 27| recorrida en sentido antihorario desde el [0, 0]

pasando por [—1, —3] cuando ¢ avanza de [r, ZF].

¢ f—————DIEEIE
’ DEEE

3 = Ses)
s e

At x=Si
- 10,0,3,050001,0.997497, 0479434 )
;
::IL
D v v

s

@
/

/
/
/
/
/
/
/

Cuadro 3.2: La cibica z(y) € [—1,1] x [0, 1]

Tm 4m

Cuando t crece de [, 3

] la ctibica se recorre desde el [—1, —3] hacia el |0, —‘/73] :

llegando al [1, —1] cuando t € [%”, 37”] Finalmente, revierte la orientacién recorriendo

158



3.1. Funciones Trigonométricas y Curvas Planas: Ejercicios resueltos. Nivel I: 1%

PARCIAL - & @© 1 COLOQUIO.

la misma porcién de la cibica, i.e. en sentido horario consecutivamente pasando entre los
puntos mds notorios desde el [1, —1] — [0, —‘/75] — [-1, —3] = [0, 0] si el avance de

¢ corresponde al intervalo [, 2 ).

Ny
S ®
————{}—T[E]
r ———{—R}EEIE]
& A nt, K= Snst ],y = Shft+0] & At = Smfnat ],y = Shft+8]
& fnt,x = SlmtE)y = Shit
B Sinfrue+a],y = Sn+) Gt S ) 1, 3,4.16668, —0.066292, —0.6547 . 0,3, 475001,0993638, -0.99929
Senfut-+2); S+l 0,3, 360668, ~099999, ~0.50138 g ¥ Senpuit+); S+ ¥
Ta ety ST iy a1
o, 10 o,
1 » o o m /' “F _
" 1 3 : e 1 BNCAR 10,47 nJ il
X 2350 03 Y FTIT] s t \/ M 37
N 10 L. -1 o,
x BV ]

Cuadro 3.3: La cubica z(y) € [—1,1] x [-1,1].

Ejemplo 3.1.6 Evenness vs Oddity: Cuasi-8 vs Multi-S n € {0,1,2,...,}, i.e. n € N.

z(t) = sin(2nt x(t) = sin|(2n + 1)t
(¥ (2nt) t e [0, 2n]; 0 ( )1 t € [0,27] (3.10)
y(t) = sint y(t) = sint
En cualquiera de los casos y = sint — cos’t = 1 — sin?t = 1 — 32 —
cost = +/1—y> — sin(2t) = 2y cos(t) = 2y (:I: 1—y2> —
cos(2t) = (cos’t —sin’t) = = 1 — sin’t —sin®’t = — cos(2t) =

1 — 242 Por lo tanto las siguientes sustituciones serdn recurrentemente utilizadas para
resolver este tipo de ejercicios dependientes de la paridad o imparidad de n. Razén por

la cual, las explicitaremos como ecuaciones a las que les asociaremos un ntimero.

Siendo
y = sint (3.11)
cos’t = 1 — o2 (3.12)
cos t = /1 —1y? (3.13)
sin(2t) = 2y cos(t) (3.14)
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sin(2t) = 2y (i 1—y2> (3.15)

cos(2t) = 1 — 29?2 (3.16)

sin[(2n + 1)1] = sin(2nt) cos t + cos(2nt) sin ¢ (3.17)
cos[(2n + 1)¢] = cos(2nt) cos t — sin(2nt) sin ¢ (3.18)

En particular, se tiene que:

sin[(2n + 1)t + g] = cos[(2n + 1)¢] (3.19)

z(t) =sin(0.t) =0 z(t) =sin(0.t + =

(¥ (04) , t € 0,27 () ( 2) , t € [0, 2n].

y(t) = sint y(t) = sint

Nr=0; -1 <y < -1 v r=1 -1<y < -1

{ MERIE] 8 0 PERE
{ DIERIE] ﬁ{]=%
{ MEEIS]  ——— FEEE
— - EEE - EEES

@ f n, t x = Sinfnrt+al, y = Sin[t+f]
@ S n, t, % = Sinnst+ o], ¥ = Sinft+5] "
{5, 0.0 558334, 1, ~0644057}
{0, 0, 0, 558334, 0, —0.644097} 2
¥

Sen (net+a); Sinft+5) 10

Sm(nst+a); Sinlt+)

10 0s

) S '
os 02z D4 06 08 1D

03 !
9

Cuadro 3.4: z(t) = sin(0t) o z(t) = cos(0t), si y(t) = sint, t € [0, 27].
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Ejemplo 3.1.7
x(t) = sin(4t)

t e [0,27].
y(t) = sint

Este ejemplo, lo desarrollaremos brevemente mediante pasos concatenamos de facil en-
tendimiento, ya que el lector se ha visto beneficiado por los detalles en los ejemplos
anteriormente explicados. De (3.3) en la pag. 151 y (3.6) en la pag. 152, resulta ser
x(t) = sin(4t) = sin2(2t) = 2 sin(2t) cos(2t) = 22 sin(t) cos(t) cos(2t) =
2 2 sin(t) cos(t) (cos’t — sin?t). Finalmente, utilizando la identidad trigonométrica

fundamental (3.1) de la pag. 151 y del hecho que y(t) = sint, se tiene que cos t =

+ /1 — 32, por lo tanto z(t) = sin(4t) = +4y/1—y2(1 — 2¢?).

Ejemplo 3.1.8
x(t) = sin(5t)

t e [0,27].
y(t) = sint

De manera directa y breve: z(t) = sin(5t) = sin(t+4¢) = sint cos(4t) + cost sin(4t)
= sint (cos?(2t) — sin?(2t)) + 2 cost sin(2t) cos(2t) = sint (1 — sin?(2t) — sin?(2t)) +
2 cost sin(2t) cos(2t) = sint (1 — 2 sin?(2t)) + 2 cost (2sin ¢ cos t) (cos? t —sin? t)
= sint[(1 — 2sin®(2t))] + 4 cos®t (cos? t—sin?t) = y[(1 — 2sin?(2t))] + 4(1 —

v?) (1 — o —¢?) = y[(1 = 22%sin®(t) cos®(t)] + 4(1 —¢*) (1 — ¢ —¢°)
= y[(1 =8y (1 —¢*) + 4(1 —¢*) (1 =9 —9*)] = y[(1 = 8y*(1 —
)+ 41 —9*) (1 =2y)] = y{1+ (1 =9 -8y + 4(1 —2y°)]}

= y{1+ (1 = ¢*)[ 169" + 4]} = y[1 4+ 4(1 = ¢*)(1 —4y*)] x(y) =
y[ 1+ 4(1 —y?)(1 —4y*)] y € [-1,1] y = sint t€ [0, 27].

wly) =yl 1+ £ -y —7)] yel[-11 y=sintie 027

Observacién 3.1.9 En z(t) = sin(7t) = y(7 — 24y* +80y* — 64y°®) son puntos visibles
de la curva (0, 0), (—=1,1), (1,-1) y la simetria x(—y) = —x(—y). Mientras que en
x(t) = cos(Tt) = son puntos visibles de la curva (0, 1), (0, —1), (£1, 0) y la simetria

z(~y) = z(y) .
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x(t) = sin(t) e [0 2m
y(t) = sint

@ S n, t, % = Sinnst+ o], ¥ = Sinft+5]
{0, 0, 1, 558334, —0.644097, —0.644097}
Sen(net+ o) S+
=
10
nsl
1 z 3 4 5
05
10

x(t) = sin( 2t)

, t e [0, 2n].
y(t) =sint

0 ™
(—DIEE
@ Ao, t == Sinfnst+ o), v = Sinft+/]
{0, 0, 2, 5.83334, —0.78313, —0.4345823}
r
Sefast+a); Sat+f) ST
=y

x(t) = sin(t + 7)
y(t) = sint

z(t) =sin(2t + %)

, t e [0, 2x].

St +yt=1, -1 <y < -1

@ { LEREE]
# {] DIEFIE]
—
f— D FF]
@ A n,t, == Sinfnst+a], ¥ = Sin[t+45]
m
{2-, 0,1, 553334, 0764344, —0 644097
Senpet+a); Sint+) v
Ko
10
N {\ /
'
1 2 3 4 5
-0s
-10

, t e [0, 2n].

y(t) =sint
S r=cos(2t)=1—9% -1 <y < -1

M
)

v MNEEE
«J HEEIE]
n MEEE]

[=}
e

@ fn,t %= Snnst+a], ¥ = Sint+5]

M

m
{-, 0,2, 558334, 0170279, -0 644097}
2
Senfnwt+ ), Sin(t+0) -

Cuadro 3.5: z(t) = sin(nt) o x(t) = cos(nt), si y(t) = sint, n € {1,2}, t € [0, 2.

162




3.1. Funciones Trigonométricas y Curvas Planas: Ejercicios resueltos. Nivel I: 1%

PARCIAL - & @© 1 COLOQUIO.

z(t) = sin(3t)

y(t) = sint

Nz =y(3-4y?)

DIEEIE]
bEFEIE]
DIEEIE]

, t e [0, 2n].

—1<y< -1

a S n, t == Sin[net+ ], ¥ = Sinft+5]

Sennst+a), Sinlt+5)

{0, 0, 3, 583334, —0975619, —0.434823]

x(t) = cos(3t)

, t e [0, 2n].
y(t) =sint
(i\/l -y ) (1—4y?)
& { EEE
5 {} LEEI=]
n 0 D lalE=]
v =U=E--
o 0, t 5= Snfnet+a], 7 = Sn[t+3)
{g 0, 3, 5,583, —0.304437, ~D.64407}
Sen(nst+a); Sin(t+5) ¥
D/
05
l 1 2 3 4 5
o5 .
e

, t € [0, 2n]
y(t) = sint
\xfy(:t\/l— )4 8y2) —1<y< -1
« {J DEEIE]
4 DlEEIE]
" i D]
' (FDIEEIE

x(t) = cos(4t)

v =1-8y? + 8y,

, t e [0, 2n].
y(t) =sint
1<y < -1
i MEEE]
M
[ =

a /3, 0 t, %= Sin[nst+ o], v = Sin[t+/5]

Senfn#t+ ),

Sin(t+5)

EE_

S AARYAWA
op AR

{0, 0, 4, 6.00001, —0.905561, —0.279406}

a .0 t, 2= Sin[net+ ], v = Sin[t+ 5]

m
{—, 0, 4, 6.00001, 0424215, —0.279406}
Sen(nst+a); 2

Sinft+5)

A
yEvaUEy:

Cuadro 3.6: z(t)

sin(nt) o x
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x(t) = sin(5t) i [0, 2] x(t
y(t) = sint

Nz =y (5—20y? + 16y*)

«{J DIEF]=]

@ f, o t, 2= Hnfnett o], v = Smlt+ ] @ f, 0 t, 2= Sin[nst+ o], v = Sin[t+ 5]

- - Es
{0, 0, 5, 6.00001, —0.9583024, —0.2794 06} {E 0,5, 6.00001, 0.154301, —0.279406}

Sen(n+t+al; Sinlt+5) Sen(n+t+al; Sinft+3)

SATAN N
S ivavREYaYA

xc:»y

S AW WANA
:?3% VRVRVAVES

x(t) = sin( 6t) x(t) = cos(6t)

, t e [0, 2n]. , t e [0, 2n].
y(t) = sint y(t) =sint
NT =y (im) (6 — 3212 + 324%) /=1 —18y> + 48y* — 320
« { PEFE - 0 [ 2 =]
iy PEEIE] * 0 HEEE]
: FREEE “ e
. b IEE =] " -DEEIE

a 3, o1, == Sinnett o), v = Sn(t+4]

a .0, t, 2= Sinnet+ o], v = Sin[t+4]
{0, 0, 6, 6.00001, —0.991787, —0.2794 06}

Sen(n#t+a); Sin(t+5) 14
=

i
{—, 0, 6, 6.00001, —0.127904, —0.279406}
Senfut-+a); Saft+0) E

A AN
YAvTataars

ST AAA
:?;%\/\7\/

05
1o

Cuadro 3.7: z(t) = sin(nt) o x(t) = cos(nt), si y(t) = sint, n € {5,6}, t € [0, 27].
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x(t) = sin( 7t)
y(t) = sint

, t e [0, 2n].

N = y(7 — 24y? + 80y* — 6449)

D—lﬂ--
&, B, 1,t,x = St k], ¥ = Shlt+0]
0,0,7,5.50001, 0718023, —0 705533}
e frevt+E); S+
¥ =nJ‘

) f\/\/\f
ﬂUUUU

z(t) = sin(8t) i [0 21
y(t) = sint

Nz = y(7 — 24y? + 80y* — 64y5)

PIEEE]
(}PIERIE

E PMERIE]

&, A1t % = St +E], ¥ = Saft+0

(0,0,8,483334, 0225546, ~0992604 )

San eit-+); Sin -+ ¥
——t o
A =1==
—— 03 —
——_ st x

ﬂUUUUv e

Cuadro 3.8: z(t) = sin(nt) oz

xu,v

]

&, fm,t,x = St +E],y = Sl

4
{ —, 0,7, 575001, -0 530588, -0 5082?}
. 2
Sen frut+2); Sht+A ¥

/wm ==

-0
-1

x(t) = cos(8t)

\/ B Y i

, t e [0, 2n].

y(t) =sint
- (ﬁ:\/l - y2> (1— 2442 + 80y* — 6449)

J PIAEEE]

PIEEIE]

FHEEIE

x=uJ‘

]

I PIEEE]

&, fn,t, e = St ], = Snft+8]

x

[ 0,8, 423334,0 567249, -0992694}

St SRR+ : .
g—-L"-"— -
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{ ) = sin(mt) [0, 2 ]; { @(t) = cos(mt) [0,27]. me N

y(t) = sint y(t) = sint

z = sin(mt) z = cos(mt) Gréfica
xz = sin(0t) =0 x = cos(0t) r=1 pag. 77
z = sin(t) =y x = cos(t) 2 4+y? =1 pag. 77
z = sin(2t) z =2y (£/1 —y2) x = cos(2t) z=1-2y> pég. 77
x = sin(3t) x =y(3—4y?) x = cos(3t) z = (£/1—y2)(1 —4y?) pag. 77
x = sin(41t) @ =4y (£/1—y2)(1—2¢2) x = cos(4t) xz=1-—8y>+8y* pag. 77
x =sin(5t) x =y (5 — 20y> + 16y*) z = cos(5t) = (£/1—92)(1 - 1292 + 16y%) pég. 77
xz = sin(6t) @ =1y (£/1—y2)(6 — 3292 + 32y%) x = cos(6t) x=1—18y? + 48y* — 32y pag. 77
z = sin(7t) z =y (7 — 24y> + 80y* — 64y°) z=cos(7t) | == (++/1—y2)(1—24y%+80y* —64y5) pag. 77
x = sin(81) T = y(im)(S — 4892 +160y* — 1284%) | = = cos(8t) z =1—32y% 4 128y* — 22496 4 12848 pag. 77

Cuadro 3.9: z(t) = sin(mt) o z(t) = cos(mt), si y(t) =sint,
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Capitulo 4. Medida: Valor Absoluto

4.1. Ejercicios resueltos: PRIMER COLOQUIO OP-
TATIVO

Nivel I: 1 PARCIAL - & (© 1°* COLOQUIO.

1. & (© Interprete graficamente la solucion de las siguientes la inecuaciones:
i) 2<|27ll—1/42<2 i) 2<[27ll—1]+2<3
Respuesta i):

0 i) (—1,0) U(0,1)

feo=127X1-11+2

foo=[2"X1-11+2 127™1-114+2 > 2 o Riai

127X-1]+2 < 2 » Rta: ®
0.5,
osf 2<z M1 <25 5 Rt (-1, h U 0, 1)
X n n

—a -2 2 4

L L L
-4 -2 2 4

N Ot

Figura 4.1: Solucién grafica de 2 < [271*l — 1|4+ 2 <2 y2 < 27l — 1|+ 2 <

2. & (© Cada vez que tenga que determinar la existencia de limites en los que aparez-
can las funciones |z |, [z], [*] y  — [z] multiplicadas por x™! o 72, se recomienda
hacer las graficas en entornos de las abscisas bajo interés bosquejando la multipli-

cacién de las funciones involucradas, ref. Figura 4.2.

1 [x]
fO=[x]; fx)=— f(x)=—
X2 XZ
4+ 1.0
of 0.5F
o N
3 -2 1 1 2 3 4

Figura 4.2: Sugerencia: e.g. Graficar [z] y multiplicarla por =

170



4.1. Ejercicios resueltos: PRIMER COLOQUIO OPTATIVO

Recomendamos también efectuar los bosquejos de las graficas de las funciones recipro-

cas de |x], [z], [z] en un intervalo del origen, (Ver Figura 4.6).

& © Determine, cuando existan, los siguientes limites!:

T —x T r—1
(a)  lim 2 (b) lim Lz] (c) lm ———
20 T a1 et x| — 1
Respuesta (a):
x| —x
h’r% =] = —1. Damos a continuacion una de las posibles justificaciones a este
z— T
T 0 — T
resultado: lim[z] = [0] = 0, limu = h’ml =0y lim— = —lim— =
x—0 z—0 I x—0 x—0 I z—0
~~
—0
— lim ﬁ = — lim 1 = —1 como existen finitos en la abscisa x = 0 la diferencia
z—0 /@ z—0
x x
de los limites lim u y lim — utilizando del Teorema 5.0.2, suponiendo la existencia
z—=0 I z—=0 1
T —x
de limites finitos, de §5 inciso d) pag. 187, se ha concluido que HH(l) 2] = —1.
r—r €T
r—|x
Analogamente se puede concluir que HII(l) A = 1 (Ref. Figura 4.3, tdltima
z— T
derecha).
Pran oo L, . .f‘a"}'m" roo= 211

—06 -05

—3~2—I[1234 737271{1234

- -3 ¢ ¢ a0

Figura 4.3: Graficas de [z], v — [z], [x] — z, ==

Leo=[x] L=x—[x] Lo=1x] L0=Ix1

4 - 1.0 - . » 4

05 [ — * —
— 2 —

. . . : : i3 &5 45 12 3 4 -3 2 1 2 3 4

3 2 P

3 el 1 12 3 4 _of — 2 3 ) 12 3 4
— -2 — 5
- -3 . - 1.0 - —4 -

_— . —~ e - roa o ' - -

Figura 4.4: Graficas de [z], x — [z], |z] v [z].

Respuesta (b):

Z. I‘ . .7 . . . .
hn% u = A. Damos a continuacién una de las posibles justificaciones a este re-
r— xr

! Ayuda: Una mirada concienzuda de la Figura 4.3 tal vez pueda ayudarle.
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sultado: A partir de que lim |xz] = 0, mientras que lim x = 1, por lo tanto

m z—1- z—1- m

lim = 0. Ademds lim |z| = lycomo lim x = 1, entonces lim =1
=1 X z—1t z—1t z—1t T
T
|z] lim Q =0
Brevemente lim —= = A puesto que =1~ L . Ref. ala Figura 4.5, pri-
z—1 1 , xJ
lim — =1
=1t T
mera representacion a izquierda.
f(x):E f(x):@
X X
25 ’ 0 \
/NN
. » /15 0.6
o« & 40 o o o = 0.4
05 . 7 0.2
B R A 32T 123 4
Figura 4.5: Multiplicacién por ! de |z], [x], [=].
Respuesta (c):
, rz—1
lim
a1t [z] —1
lim ¢t =0
Observemos que lim — = 0 pues t=0"
t0+ 1] lfm [t] = 1
t—0t
Haciendo la sustitucién t = x — 1y como [t+1] —1 = [t], el lim se ha

a1t [x] —1

t
transformado en h’m+ m que ya hemos determinado con valor nulo (Ref. Figura
t—0

4.7, bosquejo grafico del cuadro medio).

f(x) - f(x) - f(x) -
X)=— X)=— X)=—
[x] X1 [X]
10 . 10 10
0.5 " 0.5  — 0.5 o—
g — —
13—,2—1{1234 ;3—2—1E1234 ;3—2—1E1234
om=e() 5 - 05 m— (0.5
1.0 — 0 ] 0

Figura 4.6: Reciprocas de |z, [z], [z] en un intervalo del origen.
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X
fx)=—

X1
2.0
15
~\\1_0
05

s

1 2 3 4

3-2-1

Figura 4.7: Reciprocas de |x], [z], [z] multiplicadas por z.

3. & (© Determine el dominio de definicién de f(z) = —”x_[x], clasifique, si existen,
x

las discontinuidades y redefina f(z) si es posible extender su dominio de continui-

dad.

f(x)=x

f)=[x]

f(x)=x-[x]
05 /

Figura 4.8:

Respuesta:

Dom(f(z))

—05F

~10F

La diferencia de ordenadas entre x y [z] para contruir x — [x].

Dom(—"xx_[x])

estd determinado por el conjunto de los reales

positivos y los enteros negativos, {—N U R*}.

En cuanto a la continuidad de f(x) comencemos:

a) por declarar que en el conjunto —N, cada abscisa es un punto aislado de la

flx) =

r — [z]

, por lo que no hay continuidad de f(z) en ningin real

negativo R™, solamente esta definida en los enteros negativos valiendo en cada

uno de ellos cero, sea z € N un natural, entonces —z es un entero negativo y

fl=2) =

V—z—[-2] _ V—z+z _ V0

= 0 (Ref. Figura 4.9).
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b)

En contraste hay continuidad de f(z) en cada abscisa real positiva no entera,

e — (7] r—[r
r € RT —N, ya que lim = , sl r no es entero, observe
T—T €T r

la segunda grafica de izquierda a derecha en la Figura 4.4. Este computo es

el resultado de la composicion de la funcién continua \/6 para un argumento
() > 0 y la continuidad de la funcién = — [z], i.e. la continuidad de la funcién

parte decimal en una abscisa real positiva no entera.

Sea z € N las siguientes consideraciones permiten concluir la discontinuidad

de f(z) = SUT_M en los naturales.
w lim [z] = 2
z—2zt
» lim [z] = 2-1
T—z"

s limzx = 2

T—z
Entonces lim z — [z] = 0 mientras que lim z— [z] = z—(2—1) = 1, por
xz—zt Tz~
lo tanto A lim x — [z] y tampoco existe el A lim /2 — [z] en una abscisa
Tr—z T—z
entera positiva y su divisién por la funciéon continua x, lim z = 2z permite

T—z

aseverar la no existencia del limite pues la funcién del numerador no tiene

limite:
r— |z
lim [ ], z € N
r—z x
T — |
i Yo
z—0t x
Desde que lim y/z — [z] = 0 y lim 2 = 0 son ambos infinitésimos en
z—0t z—0t

cero y el de la funcién que va en el denominador es de orden potencial uno
y el del denominador tiene orden menor que uno, de manera precisa tiene
exponente fraccionario %, resulta evidente el resultado enmarcado (Ver Figura

4.9 derecha).
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of
fx)=V x =[x]
08/
06}
04/ Vx-—I[x]
0= ———
i X
0.2 05}
b b b b S S 1 2 3 2
Figura 4.9: Graficas de f(z) = /z —[z] y f(x) = Vel
x

4. & (© Resuelva analiticamente la inecuacion |log,|(z + 1)|| > K, si K >> 0.

Respuesta:
Obsérvese que el dominio de f(z) = |log,|(x+1)||, son todos los reales a excepcién
de la abscisa z = —1.

fix) = |log,Ix+1]|

Yiez,—1y= =logy[-(x+1)]

,0)=—log,(x+1)

J0,+00)= loga(x+1)

y=K=125

o +1] =

|logz|a+1|| = {

Figura 4.10: [log,|(z + 1)|| > K, si K >> 0

r+1 six>—1
. De aqui en mas se descarta x = —1.
—(z+1) siz<-—1
loga(z + 1) siz>—-1 ysi log2(xz+1)>0
[loga(z + 1)| sie>-1 —loga(xz + 1) siz>—-1 ysi loga(z+1)<0
llog2[—(z+1)]] siz<-—1 B loga[—(z + 1)] siz < —1 ysi  log2[—(x+1)] >0

—logo[—(z+1)] siz< -1 ysi
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Capitulo 4. Medida: Valor Absoluto

( x>0
loga(x + 1) si > —lysi log(z4+1) >0
—1§E<0
—loga(x + 1) si x> —1ly si lrogg(x +1)<0
|loga|x + 1| = 2<—2
logs]|—(z +1)]  siz < —lysi logs|—(z +1)] >0
—2<z<~1
\ —logs|—(z +1)] siz < —lysi logs[—(z+1)] <0

/

loga(x + 1) si x>0

—logs(x + 1) si —1<x<0
[loga|z + 1]| =
loge|—(z+1)] siz < =2

—loga|—(x4+1)] si—2<z<—1

/

loga(x +1) > K siz>0
—logs(x +1) > K si—1l<x<0
0 <<< K < |logs|z +1|| =
logpa]—(x+ 1] > K siz < -2

—loge[—(z+1)] > K si—2<z< -1

x>2K 1 siz>0

r<2K_1 & -1<z<0

0 <<< K < |logs|z +1|| = (4.1)
r< =28 _1 siz< -2

x> —-1-27K §i—2<zxr< -1

\

En la Figura 4.11 se pueden detectar claramente cada uno de los cuatro subintervalos
soluciones, con la interseccion de la recta horizontal y = K y cada una de las
definiciones por tramos de la funcién f(z) = |log,|(x + 1)||. Brevemente en la rama
(—00, —2] los valores soluciones pertenecen al intervalo z < —2% — 1 en (-2, —1)
los valores solucién pertenecen al intervalo —2 < x > —1 — 27K < —1, lo que
implica la solucién en el conjunto de los reales [—1 — 275 —1), mientras que en
la rama definida sobre el (=1,0), =1 < z < 275 — 1, ie. (=1,27% — 1] y para el
trozo definido en [0, +00) le corresponde z > 25 — 1, esto es al intervalo cerrado no

acotado [25 — 1, +00).
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4.1. Ejercicios resueltos: PRIMER COLOQUIO OPTATIVO

() = [log, Ix+1]]

YVi=2,-1)= —log[—(x+1)]

1 by=—log,(x+1)

D0, +00)= 108, (x+1)

y:K:l

Figura 4.11: Soluciones de [logy|(z + 1)|| > 1: (—oo, =3]; [-3, —1); (=1, —1]; [1,+00)

27

Si quisiéramos mantenernos estrictos a la consigna que impone un trabajo anlitico,

tendriamos que proseguir de la siguiente manera:

a)

2K 1 ; dénde estd ubicado ? A partir de que 0 < K < 400 se tiene que
20 < 2K < 2% es decir 1 < 2K < +o00 y por lo tanto al restar uno resulta
0 < 25 —1 < +oo que 25 —1 es un nimero positivo. Esto conlleva que en (4.1)

la primer interseccién de condiciones resulta ser el intervalo [25 — 1, +00).

2-K — 1, dénde estd ubicado ? Desde 0 < K < +oo resulta —oo < —K < 0
27 < 27K < 20 o5 decir 0 < 278 < 1 restando uno en cada término de la
desigualdad se concluye que —1 < 275 —1 < 0. En palabras sencillas 2% — 1
es un nimero negativo que pertenece al intervalo abierto (—1,0). Finalmente la
segunda fila en (4.1) establece como intervalo comun para la validez de ambas

condiciones al semiabierto (—1,27% —1].

—2K — 1 ; dénde estd ubicado ? Desde 0 < K < +00 se tiene 20 < 2K < 2+
y =27 < 2K <« 20 65 decir —oo < —2F < —1y —00 < —2K -1 < 2.

Se ha establecido que —2% — 1 es un ntimero negativo estrictamente menor
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que dos. Lo que establece como conjunto solucién de la tercera fila en (4.1) al

intervalo (—oo, —2% — 1]

27K — 1 ; dénde estd ubicado ? Una vez mis 0 < K < +oo resulta —oco <
K <02 <28 <20 0s5a0 < 2% <1 luego -1 < 2K <0y
finalmente —1 — 1 < —27% — 1 < —1 determina que —27% — 1 es un real
negativo que vive en el (2, —1). Ambas condiciones en la cuarta fila de (4.1) se

satisfacen en el intervalo semiabierto [—-27% — 1, —1).

1 yene=—log,(x+1)

Yi-1,0=—log, (x+1)

Figura 4.13: log,[—(x + 1)] > 1: Solucién (—1,27% —1].
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1
Vicoo,-2)= l«igz[—(xﬂ)]

1

1

1
=30

Figura 4.14: logy[—(z + 1)] > 1 : Solucién (—oo, =25 —1].

Viz,—1H= —log, [—(x+1)1

Figura 4.15: —logy[—(z + 1)] > 1: Solucién [-275 — 1, —1).

Entonces hemos justificado y confirmado que las condiciones en (4.1) resultaron ser:

25 — 1, +00)
(—1, 27K — 1]
0 <<< K < |loga|x + 1|| = « (4.2)
(—o0, —2K —1]
-K
| 1-2% )
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(%) = llog; Ix+1]|

Vi—2,-1= —log[—(x+ D]

F0r=—log,(x+1)

Fi—oo,—2)= 1E, [ R
1
(=00,,=3 | 1 11, +o0 )
r4 2 4

Figura 4.16: Soluciones de |log,|(z + 1)|| > 1: (=00, =3]; [—3

5. & (© Estudie analiticamente el siguiente recorrido:

z(t) = £t
0 2 t € [—o0, +00]

Sugerencia: El recorrido se realiza sobre parte de la curva plana 22 — 3% — 1 = 0.

Respuesta:

—t 2

) - (55 =

el +e
2

cosh?t — sinh®t = (

X(t) = Cosh(t)

= —[(e* +2e'e” +e7) — (e* —2ele” +e7H)] = 1.

N

cosh®t —sinh?*t =1 — 22 —y? =1si > 1

: : N el et
Figura 4.17: Funciones hiperbdlicas: m(t) = 5

6. & (© Estudie analiticamente el siguiente recorrido:

x(t) = sin(2t) x(t) = 2 cost sint
te [0,21] <= t €10, 2x].

y(t) = sin(t+T) y(t) = 22 (sin(t) + cos(t))
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4.1. Ejercicios resueltos: PRIMER COLOQUIO OPTATIVO

Sugerencia: El recorrido se realiza sobre parte de la curva plana 2y?> — 1 — 2 = 0.

(Ref. Figura 15.2).

a {] MNEEIE
s — PERIE]
n (] MEEIE

&, 8,m,t, % = Stk ]y = Sm{t+,]

x
{u, ;2491668 -0 397302, -0.54395:}

Sem a4+, Sinft+0 .

10

10 et
.
“V\ /\ P

t !
-3 ' w -Ta, -3 TEETR
10 "'"“Yj L
ap b
Figura 4.18: z(t) = sin(2t) e y(t) = sin(t+ %), t € [0, 27 ].
Respuesta:

La ayuda evidencia como eliminar el pardmetro ¢ para determinar la parabola sobre
2)

la cual se realiza el movimiento. El recorrido comienza y termina en el punto (0, %32).
Sin embargo este punto es atravesado durante el movimiento una vez mas ademés de
ser punto inicial y final del viaje. Cada uno de los cuadros presentados en la Tabla
4.1 muestra como se recorre la porcién de la parabola 2y? — 1 — x = 0 contenida en

el compacto (—1,1) x (—1,1) a medida que el pardmetro ¢t va incrementandose en

intervalos consecutivos y concatenados de amplitud 7.
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te T, I (L1 —(0,%2)  te[z,3m]:

"

Trig Sentnota: Sint 0. 7. 2 150001, 0.1411, 0.755348) Sentneta; Sintt+ ,
/ / s 0. 7.2 13000, 01511, 0755345) Sentant o it [ P ———

Y2y te(m 5r):(0,=Y2) - (1,-1) te[5E,3r

40 2 (17_1)%(0»%\/5)

M. -0.116235, -0.664742)

—

A

T) — (_1’0) te [37#7 %} : (0»

HEEIE
—DEEE
@At x= Sinetral.y = Sift Bl

{0. %2, 5.16668, ~0.788629, 0325093}
Sentuat v Sint+f) v

NN e

Th—

Cuadro 4.1: El recorrido que se realiza sobre parte de 2y?> — 1 — 2 = 0.
Observaciéon 4.1.1 Estimados Lectores: Tengan muy presente que las representaciones

graficas son perfectibles. SIEMPRE CONFIRME UD !

si no existe alguna pérdida de
detalles u© omisiones relevantes.
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4.2. Inversion por ramas de y = coshx.

4.2. Inversion por ramas de y = coshz.

Inversién por trozos de “y = cosh(x)”

e’ +e*
y = cosh(x) = +T = €+ e = 2y multiplicando esta identidad por e* se
obtiene €** +1 = 2ye® o de manera equivalente €** — 2ye® +1 = 0 sustituyendo e*
por w resulta w? — 2yw +1 = 0 cuyas raices son:

wip =y £ Vy?—1
ow =¢e* =y + y-1
1, y* >

y = cosh(z) >

1, y»=1>0, Vy?-1>0 =

.. aplicando a esta desigualdad In(.) resulta que = In (y + VY- 1) >Inl =

0, i.e.
z:ln(yﬁ—\/y?i—l) > 0.

Es decir, cada punto de la grafica de y = coshx para x > 0 es representable por

(z,cosh(z)) = (In(y + /y? — 1), 9).
o wy = e =y — \/F

Para y > 1 son vélidas las siguientes desigualdades (y —1)? < ¢? — 1 < 32.
Apartirde 32 — 1 > (y—1)?%, y2 -1 > /(y—1)2 = y—1 puesto que
y > 1, en consecuencia si /y2 — 1 > y—1 entonces —+/y2 —1 < 1—y

adicionando y a ambos miembros y — /y? — 1 < y+ 1—y ..

y—Vy:—1< 1.

Por otro lado siendoquesi y > 1 es y> —1 < y? entonces \/y2 — 1 < /92 = y
multiplicando por —1 se obtiene —+/y?> — 1 > —y, por ultimo adicionando y

resuta
y—Vy:—12>0.
Entonces
0<y—+Vy2—-1<1
de donde

Es decir, cada punto de la grafica de y = coshx para x < 0 es representable por

(z,cosh(z)) = (In(y — /y? — 1), 9).

Cuadro 4.2: Inversiéon por ramas y = cosh x.
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4.3. Inversion en intervalo principal.

En las siguientes figuras se muestra graficamente y en detalle la inversion de las funcio-
nes trigonométricas, seleccionado un intervalo principal adecuado. Es decir, se representan
graficamente como funciones de x, la funcion trigonométrica y su inversa. Proponemos al
estudiante un analisis minucioso e interpretacion geométrica de cada imagen.

f(x) = Cos(x) , f~1(x) = ArcCos(x)

(=17

0 = Senx) , 71(x) = ArcSen(x)

o5

Cuadro 4.3: Inversién en intervalos principales y = sinx, y = coszx.
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Limite y Continuidad
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Capitulo 5

Teoremas de limites.

Definicién 5.0.1 lim f(z) = ¢ & Ve > 036 > 0/Vae :z € Dy N0 <

Tr—a

lz—a|l < § = |f(z)—{] < e

Teorema 5.0.2 Sea n wun entero positivo, k una constante, y f(x) y g(z) funciones

con limite en xy, i.e. lim f(x) = ¢,y lim g(x) = ¢3. Entonces,
Tr—xQ T—rT0
a) lim k =k
T—T0
b) lim x = xg
T—T0

¢) lim k f(z) = k lim f(x) = k4

T—T0 T—T0

d lim f(z) £ lim g(x) = ¢4

T—T0 T—T0

e) lim f(x). lim g(z) = 6.4

T—T0 T—T0

lim  f(x) ‘

Si i 0—» =2 —— = —
) ngrxlo g(x) # 0 = lim g(x) s
T—T0

g) lim [f(2)]" = [lm f(x)]" = 6"

T—T0 T—rT0
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Capitulo 5. Teoremas de limites.

Demostracion. Justificacion e)
[f(2)g(x) = bils| = |f(2)g(x) — lig(z) + Lrg(z) — (k]
= lg(@)(f(z) = &) + la(g(x) = L))
l9(2)(f(x) = €)] + 6 (g(x) = £2)]
l9(@)[[(f(2) = 6)] + |[(g(z) = £)]

[f(@)g(x) = lila] < [g(@)]|(f(z) — &) + [G]l(g(x) — L) (5.1)

IA

IN

Ve € 0 < |LU—Z'0| < (51 = ’g(l’)| < €+|£2| (*)

Como lim f(z) = ¢, y lim g(x) = {5, existen &2 y d3 tales que
T—T0 T—T0

€
Ve € 0 < |lz—x| < 69 = )=l < —m—— . (*x
’ O’ 2 ‘f( ) 1| 2(€+|£2|) ( )

Ve € 0 < |z—x < 05 = |gx) —Lla] < ﬁ (% * *)
1
si elige § = min{dy, 09,03} , entonces se verifica
()] < €+ |6s]
€
Ve € 0 < |z—x <0 = |flz) = 4] < e + |6a]) (5.2)
€
x) =l < ——
{ |g( ) 2| 2‘61‘

las desigualdades anteriores (5.2) hacen que el 2= miembro de la desigualdad (5.1) se

mantenga menor que e

[f(2)g(x) — baly| < [g(@)[[(f(2) = G)| + [G][(g(2) —£2)] < € (5.3)

Ve e 0<|z—z <J .m
Justificacién f)

Verifique dicho postulado a partir de

1 1
1°) Justificar que lim |

) i gto)|

T—T0

2°) Utilizar el postulado e).
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1 1
En primer lugar justificaremos que lim |

22 o) = | | i

Jiy oo
11 Je—g@)] _ |g(z) — b
|9(37) gz' lg()Ls] lg()]]£2] (54)

Si ly # 0 entonces ¢, > 0 6 ¢y < 0. Consideremos que ¢, > 0 , entonces
Ve >0 2 {ly—e > 0 setiene considerando ademas que por hipdtesis existe el
lim g(z) = ¢, # 0 que

T—T0
Vaeztalque 0 < |z —x0| < 01 = |g(x) —Lls] < €
andlogamente
Vatalque 0 < |z —29| < 01 = —e+ly < g(x) < e+ 4y
bajo nuestra suposicién
Veztalque 0 < [z —zo] < 1 = 0 < —e+0ly < g(z) < e+ Ly
1 1 1

> > > 0
ly—€ g(x) €+ Ly

1
como ¢y > 0, la multiplicacién de la desigualdad previa por A no cambia el orden en
2

la desigualdad

1 1 1
> > > 0

(b —€)(l2) ~ g(z)ly (€ +£3)(l3)

en consecuencia

equivalentemente

S S S 1
g(@)e| @)l lg@)ite T (L= e)(6)

9o) ~ 6] _ lola)— b

Vo talque 0 < |z —x0| < & = (5.5)
|g(2)]£2] (£ — €)(£2)
una vez mas considerando la hip6tesis de existencia el lim g(xz) = 5 # 0 se elige un
Tr—xQ

)
Vaxtalque 0 < |z —xo| < d0 = |g(z) — b < € (ly —€)(ls)
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finalmente para 0 = min {01, 02} obtenemos la validez de las siguientes desigualdades

RN RV
Vo talque0 < [z —z9| < § = g(z) b (b2 = €)(L2) (5.6)

|g9(x) = bof < € (2= €)({2)
finalmente se ha obtenido que

1 1
Vo talque0 < [z —29| < § = |—=

g(x) — E‘ < € (57)

En segundo lugar haciendo uso del postulado ¢) ( lim  f(z). lim g(x) = ¢, .4y )yde

T—T0 T—T0
1 1 1
la justificacién previa que nos ha llevado a probar que lim [—] = ———— = —
T—T0 g(x) ) 2
lim g(x)
T—T0
resulta la validez de las siguientes expresiones
1 1 1 l
i L8 fl@) — = lm f(z). im — = 0,.— = .
z—zo g(x) T g(x) T—x0 z—zo g(x) Uy ly

Proposicién 5.0.3 Si existe limite finito es infinitésimo.

Verifique que si lim f(z) = ¢ <= lim f(z)—¢ = 0.

Tr—x0 Tr—T0

Demostracion. Se infiere del simple hecho que | f(z) —¢| = | f(z) —¢ —0]. =

Proposicién 5.0.4 lim f(z) = 0 <= lim |[f(x)] = 0.

T—rT0 T—T0

Demostracion. Directa desde la Definicién 5.0.1, i.e. existencia del limite finito.

Teorema 5.0.5 Teorema de permanencia de signo.

El lim f(z) = € # 0, existe un entorno reducido de xy ( E.(xo,0) ) tal que
T—TQ
Vo € FE.(x9,0) lafuncion f(x) tiene el mismo signo que .
14
Demostracion.  Supongamos ¢ > 0 , luego, seleccionemos € = 5 entonces
14 14 14 3¢ 14
6—5 < flx) < €+§ equivalentemente 5 < flz) < 5 flx) > 5 > 0,
pero como lim f(x) = ¢ > 0 3 un § > 0 correspondiente al ¢ seleccionado tal
Tr—x0

que Vo € E.(x9,0) f(z) > 0.m

190
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Teorema 5.0.6 Teorema del Encaje.

Sean f(z), g(x) y h(z) funciones que satisfacen f(x) < g(z) < h(z) Vo €
E.(x9,6). Si lim f(z) = ¢ = lim h(zx) , = lim g(z) = (.

Demostracion. Sea ¢ > 0. Escbjase d; tal que
0 < |z—z0| <01 = l—€ < flz) < l+e¢

y 09 tal que

0 < |z—z9] < 02 = l(—€ < h(z) < (+e¢

escbjase 03 tal que

IN
=
—
N

0 < |lx—x| < 635 = flzx) < g(o)
Sea 0 = min {01, 09,035} . Entonces,
0 < |z—x0] <0 = L—€ < flzr) < glx) < h(z) < l+e¢

lim g(z) = ¢

Tr—xTQ

x? sin x
<

Ejemplo 5.0.7 Si se sabe que 1 — — <1 YV x prozima a 0 pero diferente

6 — =z

a 0. ; Qué se puede concluir ?
x? sinx -
Respuesta: Sea f(x) = 1—5, g(x) = y h(z) = 1, resulta entonces utilizando
x

el Teorema del encaje que

R |

x—0 x

5.1. Existencia del limite finito: Ejemplos resueltos
utilizando la definicion.

Los siguientes ejemplos prueban por definicién la existencia del limite.

Ejemplo 5.1.1 lim 2* = z].

Tr—xQ
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Respuesta:  Apliquemos la definicién. Consideremos el entorno (genérico) de z2 y de
radio €, que notaremos E(z2€) = (x2—¢, z2+¢).Debemos encontar un d(e¢) > 0
talquesi 0 < |z—x¢| < § (si # € E,.(x0,0) ) entonces f(z) = 2> € E(z3¢) =
(22 —¢, a2+ ¢). Para ello es conveniente preguntarnos qué significa esta pertenencia es

decir, tratar de ver con claridad en qué situacién debe estar x para qué
fz) =2 € (a5—¢€ a5+¢) (5.8)

Pero (5.8) & |22 —23| < € & |z —zollz+ 20| < €

& | —xol|lr+ 0| < € (5.9)

En la tltima desigualdad (5.9) se verfa con claridad que valor debe tener ¢ para que
0 < |z —mx| < & implique 2?2 € (z2—¢, 3+ ¢€) sien lugar del factor | x + z |
hubiera un ntumero.

Pero estudiar el xlglml f(z) significa estudiar el comportamiento de la funcién cuando
x estd “proximo”’a 0 xo y en realidad no interesan los valores de f(z) para =z
“fuera”de algun entorno FE(xg,d;) . Tomemos 6; = 1 y estudiemos la funcién sélo para
xr € E(xg,0; = 1).

Sabemos que si z verifica la desigualdad (5.9) entonces f(x) verifica la desigualdad
(5.8). Perosi * € E(xg, 1) setiene que zp—1 < = < zp+ 1 sisumamos z; a
cada término de la desigualdad previa resulta xo+x9—1 < z+ 29 <29+ 29+ 1
& 2x9—1 < x4+170 <270+1
| 2+ 20| < max {|2z¢ — 1], |220 + 1|} .

Luego si llamamos M = max {|2zo — 1|, |220 + 1|} resulta que |z + z9] < M . (Ver
Figura 5.1).

L 10 L L L L 101
513'0—1 To Q?O—i-l .CCO—l To ill'o—l-l
x9g > 0 x9 < 0

Figura 5.1: Ubicacién de xj.

Nuestro objetivo es hallar § tal quesi 0 < |z —xo| < & entonces |22 —z3| < € o

sea |r—xg| |r+x0| < € con laeleccion de 6; hemos encontrado una cota superior M
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para |z + x| que permite a su vez acotar |r® — z2| en términos de ella y de |x — x|
como sigue

|2° — 23| < |z — x| M (5.10)

. i, Como debe ser dy para que |r—xo| < §p = |22 -2 < |z —xo| M < € ?
en consecuencia
. { Como debe ser dy para que |z —xzo| < 02 = |r—xo| M < € 7

€
claramente 0y =

M

€ €
Tomando d = — esclaroque 0 < |z —xo| < d = |r—1z0 < v ©
lz—2o| M < ¢ = |22} < e.m
Observacion 5.1.2 Esta conclusion es valida st 6 = 6o < 01, si no lo fuese basta
tomar & = Min {d1,02}. En este ejercicio se complicd la obtencion del § pues este en

general depende no solamente de la eleccion del € sino también de x.

Ejemplo 5.1.3 lim z = /7 para xo > 0.

Tr—xTQ
Respuesta 1.: Tomemos el entorno ( /To — €, \/Tg + € ). Veamos para qué valores de

x , sus transformados por la funcién f(z) = /x caen entre las franjas verticales

y = JTo—€y y = \/To+e€,esdecir /Tg—€ < /x < /Tg+ €, o0 andlogamente
lVa — /xo| < € :

VT /T

T — /T = —Vrg) (—F—————

VE =Vl = IWE - v (e

r — X
)| =

I Va+ v

< €

= |z — x|

T — Xg 1
Vi = | e+ v
Seleccionamos un entorno de zy de radio d; luego en principio estaremos trabajando
para los x pertenecientes al entorno reducido 0 < |z —x¢| < &; , por lo tanto
To—0 < x < o+ 07 .
Como f(x) = +/x es creciente resulta la siguiente desigualdad a partir de la anterior

Vag— 01 < Vr < Vxg+ 041, si sumamos /Ty a la anterior desigualdad se obtiene

0 < Vaxg—01+ \/Q?_() < \/E"‘ \/x_o < \xg+ 01+ \/$_0

luego
1 1 1

< <
Viotoi+ VIo VT + V30 Vie—oi+ T
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por lo tanto
|z — x0] |z — x| |z — 2]

< <
VIg+ 0+ Vo VT + To Voo — 6+ Vo

Observemos que

VI +\/T > /7o

luego
1 1

NEEN TN

por lo tanto

|z — o |z — @0 |z — o |z — o

< <
Vo + 6+ Zo VT + /Ty ViTg — 01+ \/To V%o

. |95—l’0|
en consecuencia si encontramos un § tal que 0 < |[zr—zo| < §p = < €
Vo
tendremos :
|z — o |z — @0
0 < |lz—x9| < 6o = r — /Tl =
| ol 2 IV ol NN N
, |z — 20|
finalmente si observamos que para que 0 < |xr — x| < &2 valga < €
V2o
basta tomar 0y = € /Ty pues
T —x
O<|ZL’-I0|<52 <~ |IE—J]0|<€\/5L’0 <~ |—\/l‘_00| <
luego V€ (xg—€ To, ®o+ € /Tg) se cumple que f(x) = x €

(VTo —€, \/Tg+¢€) esdecir 6 = 0y depende de la amplitud del entorno del limite y
del punto zy donde se calcula el limite. m

Respuesta 2.: Dado ¢ > 0 arbitrario, brevemente podemos seguir los siguientes pasos

NERNEN

= |z — x|

B ‘ T — Xg 1
VT + \/To VT + /o]

2. Seleccionamos 0 = 0; = xg > 0
por lo tanto estamos trabajando con el conjunto de x pertenecientes al entorno
reducido FE,(xg,d;) por lo tanto

To— 0 < T < T+ 01 /\1L'7££L’0
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5.1. FExistencia del limite finito: Ejemplos resueltos utilizando la definicion.

0 < Vaxg—01+ \/13_0 < \/E"‘ \/I_o < \xg+ 01+ \/13_()

1 1 1
< <
\/1’0—|—51—|— v/ Lo \/E + /o \/.’L‘O—(Sl—l— v Lo
|z — x| |z — x| |z — x|

< <
\/930+51+\/$_0 \/E‘F\/l'_o \/280—514-\/17)

|z — 2]

VT — x| < 5.11
| Vol N (5.11)
esta ultima desigualdad resulta de reemplazar 6; = xy , pero es valida cualquiera

sea el 0; > 0 seleccionado.

3. Buscamos ahora un s tal que V = € E.(z9,02) se verifique la siguiente

desigualdad:
|z — x|

J/To

i, Cémo debemos tomar J; para que la ecuacién (5.12) sea satisfecha ?

< e (5.12)

|z —x0| < o€

la anterior desigualdad exhibe claramente que la eleccién debe ser
0y = /xo €
4. Necesitamos que se verifiquen ambas desigualdades (5.11) y (5.12) para lograr dicho
objetivo 0 resultard ser el 6 = min {d;,02}.

[
No es necesario leer! Desde un punto de vista netamente practico ¢ puede resultar ser

01 6 0y

i) Si 0 = 0y esporque 0y < 0 & 5 = €0 < 6 & e<i:\/5_1,

como hemos seleccionado 6 = xg si € < Jrg — 0 = 0.

ii) Si & = &, esporque §; < Jo en consecuencia O; < Jy & Jy = €+/0; >
01

0 & € > \/_(5_ = \/5_1 , como hemos seleccionado 07 = zg si € > Jrg —
1

5 == (51.

Sugerencia: Aprovechano la simplicidad de la funcién analizada y = \/x interprete

graficamente las consideraciones previas.
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1
Ejemplo 5.1.4 lim — = —.
r—x0 X xo

Respuesta: Realizamos la verificacion para xog > 0.

1 1
Tomemos el entorno ( — —e€, — + € ) . Veamos para qué valores de = es f(x) =
Lo Zo
1 1 1
— € (——¢—+¢),esdecir
X o Zo
1 1| |wo—z|  |v—
r I |z 20| |z 20|
Efectuaremos los pasos brevemente
1. Seleccionemos 6 = ¢; tal que xg—d; > 0, por lo tanto estaremos trabajando

para los x pertenecientes al entorno reducido 0 < |z —xzo| < 41, i.e.,

$0—51<I<I0+(51 VAN I'7£1'0

|z — x|

2. Para dichos valores de z la desigualdad puede acotarse de la siguiente

|z o
forma

2o (wo—01 )< xwog < (To+01 )x0 N T # 29

! > ! Az #
s s
zo (29— 61 ) T Zo zo (2o + 1) 0
1 - 1
T Tg Ig(l‘g—(sl)
|z — 20 |z — x|
5.13
|£L’l’0| 1'0(1'0—51) ( )

3. Buscamos ahora un ¢, tal que V x € E.(r9,02) se verifique la siguiente

desigualdad :
|z — x|

—xo o o) < € (5.14)

; Cémo debemos tomar do para que la ecuacién (5.14) sea satisfecha ?
|v — x| < €xo (xo— 1)
la anterior desigualdad es verdadera pues xy (zg —6;) > 0, ..
dy = €z (29— 1)
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4. Necesitamos que se verifiquen ambas desigualdades (5.13) y (5.14) para lograr dicho

objetivo § resultard ser el 6 = min {d1,02}. m

Ejercicio 5.1.5 Verifique que lim /x = ¥ xg # 0.
Tr—xTQ

197



Capitulo 5. Teoremas de limites.

5.2. No existencia de limite finito.

Recordemos una vez mas la definicion de limite finito:
illl(llf(l')ZE & Ve >0360 >0/Vo :2z € Dp N0 < [z—a] < 0 =
[f(z) =1 < e
Veamos como puede negarse la expresion anterior.
Para que la funcién f(x) no tenga limite en el punto a , la definicién de limite no debe
verificarse para ningiin ntimero real /¢, es decir,
Vi € R:wn [ Ve >036 >0/Va : (z € Dfp N0 < |[z—a|l < § =
[f(z) =€ < )]
Ahora bien, para negar la proposicién anterior, hay que negar los cuantificadores y ademés
negar la implicaciéon mediante la conjuncién entre el antecedente y la negacién del conse-
quente.
O sea, f(z) no tiene limite en el punto a siy sélo si
V{:3e>0/V6 >03x/(x € Dy NO < [z—a|] <& A |f(z)—4] > ¢
Graficamente, la expresion anterior significa que, para cualquier nimero real ¢ que se
proponga como posible limite finito de f(x) para x — a, siempre es posible encontrar
un entorno de /¢ tal que, en cualquier entorno reducido del punto a, hay por lo menos un

x del dominio, para el cual f(z) queda fuera del entorno de /.

y O sea, existen dos rectas horizontales

1|)‘ N 'Qf, h y R’ en las condiciones indicadas en

fteq--- _:_ I A h la figura, tales que para cualquier par

i i de verticales v y ¢/, hay un punto del

G- _: ______ | : grafico, con abscisa distinta de a, que

l—e€~4—--~ —: mr s :—A == .—: -—==n esta ubicado entre las rectas verticales
flo)1--- _?}:‘,—: B : pero no entre las rectas horizontales.

a—ao r a a+d X

Figura 5.2: Interpretacion grafica de la no existencia del limite.
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5.2. No existencia de limite finito.

Ejemplo 5.2.1 Consideremos la funcion f(z) : x — —

2]

Puede demostrarse que no existe limite de esta funcion cuando x tiende al punto cero.

Para ello probaremos en primer lugar que el niimero 1 no es el limite buscado. En segundo

lugar probaremos que ninguin nimero real ¢ # 1 es dicho limite. Si se verifican las dos

proposiciones anteriores, entonces los valores de f no tienen limite para x* — 0.

En primer lugar, para probar que 1 no es el limite

mencionado, consideremos un entorno de 1 de ra-

1
dio e = —.
2

y
------- +L55--—---h
1 q

En cualquier entorno reducido de centro 0 incluido

en el eje de abscisas, hay puntos € Dy ala

izquierda de 0 para los cuales f(z) = —1

Es decir, para los cuales f(x) estd fuera del en-

torno seleccionado de radio 0.5 de ¢ = 1, 1i. e.

E@%)

En segundo lugar, para probar que ningin ntmero

real ¢ # 1 es el limite de los valores de f para

1—/
xr — 0, elegimos ¢ = | 5 |,puessi ¢ # 1

resulta dicha cantidad ser un ¢ > 0.

Ahora bien, en cualquier entorno reducido del ori-
gen, hay puntos =z a la derecha de 0 para los
cuales f(z) = 1.

Por lo tanto, para esos x:

fa) -0 =g > 0

Es decir, queda probado que la funcién f no ad-
mite a ningiin niimero real como limite en el punto

de abscisa zog = 0.

Figura 5.3: f(x) = Jzl
x
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Capitulo 5. Teoremas de limites.

De manera similar puede verificarse que no existe un ntimero real que sea el limite indicado

en cada c/u de las siguientes expresiones:

’ . ™
a) lim sin —
x—0 €

b) lim [z] si zy € Z

T—T0
, 1
) slclig T —2
1 z €
d) lim f(x) sif(x) : @
T—T0 0 € R— Q
Ejemplo 5.2.2 Consideremos por ejemplo la funcion f(z) = sin T
T
2 2
Figura 5.4: f(x) = sin~ z € [—2,5,2,5].
x
Comprobar graficamente que la funcién f(x) = sin T 1o tiene limite cuando z tiende
x
a Cero.
El Dy, = R — {0}. Se verifica que f(—xz) = sin(l) — —sin~ = —f(x), es una
—x x

funcién impar.
Una primera inspeccién de la grafica ( Figura 5.4) en un entorno reducido del cero, nos

, . . , . T .,
llevaria a pensar en la no existencia del hr% sin —, ya que la funcién es una onda que
T— €T
1

toma todos los valores desde -1 a 1, por pequeno que sea dicho entorno. Para = = —,
n
s

con n € Z se tiene que sin — =sinnm = 0.
x

1
T
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5.2. No existencia de limite finito.

T (x)=sen (n/x)

0.5

-0.5

s 11
Fi 5.5: = sin — - —.
igura f(2) Smx T € [4, 2]

Entre dos consecutivos de estos puntos la funcion sube hasta + 1 y vuelve a descender
hasta cero, o baja hasta -1 y vuelve a ascender hasta cero.

Entre cada uno de estos puntos y el origen, la grafica tiene infinitas oscilaciones.

1
0.4 05 0.6 0.7 0.8 0971
-0.5
-1

1
Figura 5.6: f(z) = sin~ 1z € [5,1].
x

f(Xx)=sen (n/X)

f(x)=sen (n/X)

0.5

0. 0.3 /0.35 0.4 045 0.5
-0.5
-1

T 11
Fi 5.7 = sin — € |-, =]
igura f(z) = sin ol [4, 2]

Figuras semejantes a las Figuras 5.6 y 5.7 se obtienen si se toman los intervalos de la

1 1
(n+2)7" nr
pasando por los valores 0 - -1 —-0—-1—-006 0—-1—-0— -1 —0.

forma | ] n € N, en ellas se completa una unica onda, de imagen,

7r
La imparidad de f(z) = sin (—) se refleja cuando se seleccionan intervalos de la forma
T
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Capitulo 5. Teoremas de limites.

1 1
[— — =]
nw’ (n+2)w
utilizando el software Mathematica.

n <

1 1
(n+2)7 nm

Figura 5.8: f(x) r €|

]

Sin(g)

—N, como lo evidencian las graficas del la Figura 5.8 obtenidas

—1 —1
(n)r’ (n+2)m

| ne £N

No hay ningtin nimero /¢, tal que los valores de la funcién se aproximen a él cuando =

se aproxima a cero. Si existiese un limite ¢, dado cualquier entorno ( ¢ — ¢, ¢+ € ), con

¢ arbitrariamente pequeno, existiria un entorno reducido de 0, E,.(0, ¢) tal que a todos

los z alli la funcién los aplica en ( £ — ¢, £+ €).

i) Veamos que un nimero ¢ > 1 no puede ser el

Tomando ¢ ¢ —1, como V2 € R vale

que —1 < sin(ﬁ) < 1, en la franja horizontal
T

abierta comprendida entre las rectas y = f(+¢g e

lim f(z) :

z—0

!

T
~
V
[y

y = l—eg, (i.e. +0—1 y £—(¢—1)), resulta que
Ve e R, f(x) flx) ¢ (1—

T
= sin— < 1 ..
T

e 14e) = (1, 20—1) - £ noes lim sin(~).
x—0 X

En la Figura 5.9 la zona sombreada indica la regién
del plano en el que se halla la gréifica de f(z) y
evidencia claramente que cualquiera sea z en los

reales f(x)

sin(g) satisface |f(z) —¢| > €.

Figura 5.9: ¢ > 1.
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5.2. No existencia de limite finito.

ii) Veamos que si ¢ < —1, tampoco puede ser el HH(I) f(z):
z—

Basta tomar ¢¢ = —¢—1,como Vo € R

T
vale que —1 < sin(—) < 1 .. en la franja
x
horizontal abierta comprendida entre ¢ + ¢y ¥y

(—¢€, (i.e. L+ (——1) y {—(—L—1)), resulta
m

que Vo € R, f(r) = sin— > -1
T
fl) & ({—e, b+e) = (=1, 20+1) . (L
no es el lim sin(z). En la Figura 5.10 la zona
z—0 €T

sombreada indica la region del plano en el que se

halla la gréifica de f(x) y evidencia claramente
s

que cualquiera sea z en los reales f(x) = sin(—)
x

satisface |f(z) —¢| > €.

Figura 5.10: ¢ < —1.
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Capitulo 5. Teoremas de limites.

iii) Veamos que ¢ = 1 no puede ser lim sin(z)
z—0 x
1 1
Tomando ¢ = 3 el entorno E(1’§) =
13

(1—€, 14+¢ ) = (5,5) Podemos ver
que V 0 > 0, en el entorno reducido
ET(O,(S) = ( —5, (5 )r = ( —5, O) U f(x)=sen (n/X)
(0, 6) 3 x :sin(l)zo, 11

mas aun, es claro que existen infinidad de 0.
. 0.78.9.35.0.48.5
-1

ro que cumplen la anterior ecuacién trigo-

. 1
nométrica, basta tomar x, = —, pues 1
n (3> U
T 1
sin(— )|y =sinnm =0 ,n € Z 0.5 A
ol 0.5 0'401
n .
, . -1
¢ = 1 noes lim sin(—) pues hemos
x—0 x

1
probado que dado el entorno FE/(1, 5), cual-
quier entorno reducido FE,.(0,0) contiene

1
puntos que la funcién no aplica en FE(1, 5)

Figura 5.11: ¢ = 1.

iv)

Si bien la Figura 5.11 han sido obtenidas para intervalos no muy cercanos al cero,

cualquier representacién grafica de f(z) = sin(z) en intervalos de la forma
x
1 1 1 1
——— —] n € N 6 [— ———] n € —Ncon n
(n+2)r’ nm nm’ (n+2)r

suficientemente grandes completardn una onda (imparidad de por medio) con las

caracteristas de las representadas en la Figura 5.11. ; Qué es lo que cambiara en reali-

1 1 ]
1027 100"
7 Sugerencia. Observe una vez mas la Fi-

dad en las representaciones graficas para intervalos como los siguientes : |
[ 1 1 L 1 1 ]
106 +27 106" © 108" 106427
gura 5.4 y comparela con las Figuras (5.6, 5.7, 5.8) ello le permitird encontrar la

respuesta.
P , . T
El nimero ¢ = —1 tampoco es el lim sin(—)
x—0 €T 1
Por andloga razon a ¢ = 1, /{ = —1 no es el limite. Bastara con tomar ¢y = 3
1 1
es decir el entorno F(—1, 5) y en tal caso puntos de la forma zp = —, n € Z,
n
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5.2. No existencia de limite finito.

1+ 4k
o aquellos de la forma z7 = +2 , k

€ Z, en los primeros la funcién es
1

nula y en los segundos toma el valor 1, ambos valores no pertenecen al E(—1,=)y

2

ademas tales puntos pueden encontrarse en cualquier entorno reducido del cero.

v) Veamos ahora que si ¢ € (0,1), { noesel lim sin(ﬁ).
x

min {1 — ¢, ¢}
2
y entonces para todo entorno reducido del ce-

En este caso seleccionemos ¢; =

ro F(0,9), existen puntos de la forma =z, =

1 :
—, conn € Zenloscuales sinnmt = 0 ¢

n

(5—60, €+£0 )

Encuentre puntos distintos a los propuestos que
estan presentes en todo entorno del cero y que no

pertenecen a £ —ey < f(x) < £+ €.

Figura 5.12: ¢ €

z—0

(0, 1).

vi) Para ¢ € (—1,0), se prueba que no es el limite en cuestién trabajando de manera

analoga a lo hecho en el inciso anterior.

Ya que contamos con el recurso de las graficas de

T
f(z) = sin— obtenidas mediante el
T

software Mathematica es conveniente aqui inspeccionar respecto a la existencia 6 no del

siguiente limite

lfim sin(z).
T—00 €T

Ver Figura 2.14, pag. 72 .
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5.3. Asintotas.

Definicién 5.3.1 Se dice que un punto P (z, f(x)) se aleja infinitamente sobre una
curva, cuando su abscisa (x) — oo, 6 su ordenada f(x) — oo, ¢ ambas coordenadas

(x = o0, f(z) = o), crecen infinitamente.

Definicién 5.3.2 Se llama asintota una recta | tal que tiende a cero la distancia a ella
de un punto P que se aleja infinitamente sobre la curva. Distinguiremos tres casos,

segun que crezcan infinitamente sobre la curva x, ¢ y, ¢ ambas.

1°) El punto P (z, f(x)) se aleja infinitamente sobre la curva con © — oo, 6 = —
+00, 6 x — —oo, pero de tal manera que su ordenada verifique lim f(z) = b.
Tr—r 0O

En tal caso la recta y = b es una asintota paralela al eje x .

2°) Si el punto P (x, f(x)) se aleja infinitamente sobre la curva de tal manera que
x — x9 pero y(x) = f(xr) — oo, 6 bien y(x) = f(xr) — —oo, J bien
y(x) = f(z) — oo, entonces la recta x = 1z es una asintota vertical,

paralela al eje .

~>+00

Y-+

Y- n =Xo

X-Xo

Y--c0

Figura 5.13: Asintotas verticales, horizontales y oblicuas.

3°) Si cuando un punto P (x, f(z)) se aleja infinitamente sobre una curva y sus coor-
denadas x e y crecen infinitamente, entonces para que la recta y = mx +n

sea una asintota, basta con que tienda a cero la diferencia f(x) — (mz + n). Tal
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5.3. Asintotas.

diferencia da la distancia, a menos de un factor coseno, del punto P de la curva a

la recta l, para cada x (Ver Fig. 5.14).
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Denotemos d(P,l) a la distancia del punto P (x, f(z))
de la curva y = f(x), a la recta no vertical [. Tal dis-
tancia es la longitud del segmento PP, donde P’ es la
interseccién de [ con la perpendicular a ella que pasa
(¢, f(x)) por P
Si sobre la recta [, de ecuacion y = mx + n, conside-
ramos el punto P”(z, mz + n) resulta que el tridngulo

PP P" ¢s rectangulo v vale que [PP'| = [PP"|| cosal,

es decir |PP'| = |f(z) — (mx + n)|| cos a.

Es facil ver ahora que para que d(P,l) — 0 es sufi-
ciente que |PP”| = |f(x) — (mx + n)| — 0, pues como
0 < d(P,1) = |PP"||cosa| < |PP”|, por el Teorema de
Encaje resulta que PP” — 0 implica d(P,1) — 0.

Figura 5.14: Interpretacién de d(P,l) ~ | PP"|.

Entonces, cuando |PP"| = | f(z) — (mx +n)| sea infinitésimo para * — 00,6 * — +00
6 ©r — —oo, larecta l es una asintota de la curva y = f(z). En tal caso la ecuacién de

la curva se puede escribir como:
y = f(z) = mx+n+e(x) (5.15)

donde €(x) = f(z) — (mz +n).

Si la ecuacién (5.15) se divide miembro a miembro por z resulta:

N e C)) (5.16)
x i Xz

por lo tanto, si la curva (z, f(z)) tiene una asintota, usando (5.16) la direccién de dicha

asintota se obtiene a partir del siguiente limite:

lim (@) =m (5.17)

o i
T— +oo
—o0

Cuando exista el limite (5.17), diremos que la direccién de pendiente o coeficiente angular

m es una direccion asintotica de la curva (que pueden ser varias para una misma curva).
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5.3. Asintotas.

Obtenida la pendiente de una asintota, se busca a continuacion la ordenada al origen

calculando:

Im (y—mx) (5.18)

oo
T—r “+oo

— 00

Pueden presentarse tres casos, de acuerdo a que tal limite sea finito, 6 que no sea finito

0 bien que no exista.

c1) Si el limite (5.18) existe y es finito, nos da la ordenada al origen n, en (5.15), de
la asintota. En este caso, la rama de la curva que tiene dicha asintota se llama

hiperbdolica.

c2) Si el limite (5.18) es +00 6 —oo, la rama de la curva se llama parabdlica. Tal

f(z) Vi

como ocurre con y = +/x,donde m = lim —~ = lim -— = 0 y
T—r—+00 €T T—r—+00 €T
n = lim [f(z)—0.2] = lim [+ +/x—0.2] = 4o00. La otra rama de la pardbola,
T—+00 T—>+00
y = — 4/z, es también parabdlica con igual direcciéon asintética m = 0.

c3) Puede ocurrir, finalmente, que para una direccién asintética no exista el limite (5.18).

(e. g. f(x) =x +sinx).

3

x
Ejemplo 5.3.3 Estudiar las asintotas de f(z) = —; T
m J—

3

La funcién f(z) = PR tiene dos asintotas verticales x = 1 y x = —1. Tiene ademds
l‘ J—

una tercer asintota no vertical, con direccién asintética 1 y ordenada al origen 0 puesto

Ii iy lm f(a) - = lm - o o@D
ave Jim oy =LY S e = Jim oy e = i T =0

decir, posee la asintota oblicua y = x. Obsérvese que la curva corta a dicha asintota en

(0,0).
Ejemplo 5.3.4 Encuentre las asintotas de la curva algebraica 2 —2y* +4xy —x+1 = 0.

Para determinar las asintotas de la curva 22 — 2y? + 4xy — x + 1 = 0, despejamos y en
funcién de x, para ello reordenamos la expresién implicita dada 2y? —4xy —2?> +x—1 =0

y obtenemos dos ramas que conforman sus expresiones explicitas,

Cdrd /222 —4Q2) (-2 + 2 —1) 2o+ \/4a? —2(—a?+ 2 — 1)
hr2(@) = 2(2) - 2
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2
yi12(x) =x £ \/7— V3x2—xz+1, .
2
yi1(z) =x + —\é_\/&?c? —rz+1

2
Yo(z) = — \/7—\/31'2 —z+ 1

Las direcciones asintdticas resultaran de:

xiﬁ\/i’)x?—aﬂ—l 2 1 3
lim 2 :1{m1i£ 3L L 1442 =m.
2 2 22 2

T—00 €T T—00

Ahora verificaremos si existe asintota oblicua:

lim f(z) —mz = lim y — <1j:\/§):1:
T—00 2

T—00

2 3
h’mf(:c)—mx:ll'ma;:i:i\/?)xz—x—i—l—(lj:\/j)x:

T—00 T—00 2 2
o 1 3\ (VER-i+ie /i)
o (yVet et Ve -
emee < %x2—§+%+\/§x)

y dividiendo numerador y denominador por x se tiene:

1 1 1
L4 L —= 6 .
2 | 2z 2 = —i. Anélogamente para determinar

= lim = =13
T—00 3 1 1 3 3 3
V2o tae Tt \/; 3t \/g
la ordenada al origen de la otra rama de la hipérbola, multiplicamos numerador y deno-

minador por el conjugado para salir de la indeterminacion de tipo co — oco.

5o 1 3 (Vi-iriey/ie)

lim | — §x2—§+§+ 3% =
T—00 3 T 1 3
(\/5“/‘2—§+§+\£$)

dividiendo numerador y de-




5.3. Asintotas.

Los céalculos anteriores han determinado la existencia de
dos asintotas oblicuas para la curva 2 — 2y? + 4oy —

r+1=0, ellas son:

) =\1+ 7 12

V2

-4 g2($)2<1—|—£>1’+§

Figura 5.15: Asintotas de 22 — 2y? +4ay —x + 1 = 0.

Ejemplo 5.3.5 Sea dada la curva 23y — z* —y + 1 = 0, encuentre sus asintotas.

Dada la curva definida implicitamente como 3y —z* —y+1 = 0, afortunadamente es posi-
et =1 (z—-1)(°+a2*+x4+1)

ble encontrar su representacion explicita como y = f(x) =

»-1 (z-D(@2+z+1) °
4_1 -1 3 2 1
Resulta evidente que lim a = lim (v )@ +a"+zt ) = —. Porlotantoxz =1
o0 3 —1  a—m0 (x—1)(224+ 2+ 1) 3

no es asintota vertical.

Buscaremos si existe asintota oblicua, para ello debemos evaluar el

4
-1
i L8 gy 2Ly
I z—00 x(x?’ — 1)
L s . , ,oat—1
La curva posee direccién asintdtica, veamos si existe el lim f(r) —z. lim — —r=
T—00 x—00 L0 —
PR . ox—1 , (x —1) . 1

lim = lim = lim im = 0.

Entonces y = = es asintota oblicua.

Los limites efectuados anteriormente demos-

/ / traron que la tunica asintota de f(z) =
2 A1 /// 1 2 ZE4 -1

- es la recta y = .

, -1 3 —1

Figura 5.16: Asintotas de 23y — 2* —y + 1 = 0.

1
Ejemplo 5.3.6 Sea f(z) = i 1 determine sus asintotas.
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Capitulo 5. Teoremas de limites.

Esta funcién no esta definida en = 1, pero si * — 1, el denominador x — 1 es un
infinitésimo, y la funcién tiene limite oo, con signo + 6 - segin sea x > 1, é bien
xr < 1; porque siendo positivo el numerador, la fraccién tiene el mismo signo que el

denominador; la curva se aleja, pues, infinitamente hacia arriba para valores proximos

al =z = 1, pero situados a la derecha; y hacia abajo para los valores a la izquierda del
a1 ,

r = 1. Es hn% ] = ¥ entonces la recta © = 1 es una asintota a la curva.
z—1 1 —

Si hacemos crecer infinitamente a x hacia la derecha o hacia la izquierda, es decir tomando
valores positivos o negativos, la ordenada y tiende hacia 1, pues difiere de 1 en la fraccion
2: (x —1), que es infinitésima; luego lim y = 1. Larecta y = 1 es otra asintota. (Ver

T—00

Figura 5.18, izquierda).

Ejemplo 5.3.7 4> = x ; Posee alguna direccién asintética ?

La parabola tiene un solo punto impropio, éste es el eje z, puesto que lim =0
T—00 €T

en ¢l la tangente es la recta impropia.

Ejemplo 5.3.8 ; y = sinx tiene como direccion asintdtica al eje x ¢

sinx

Efectivamente, la sinusoide pues al eje x lim = 0 como direccién asintética, pero

T—00 €T

como el lim (y —0.2) = lim sin z que A la sinusoide no tiene tangente en su punto
Tr—00 T—r 00
impropio.
Ejemplo 5.3.9 Sea y = x sinx ; Esta sinusoide posee alguna direccion asintotica ¢
La curva y = z sinz se aleja infinitamente, pero no tiene direccion asintética.
X Sin [X] X Sin [X]
8
6
50
4
2

_7_5\-7-2.5 » 2.5\7 7.5 5
- -100

Figura 5.17: Grafica de f(x) = zsinx.
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Ejemplo 5.3.10 A veces se buscan directamente las asintotas, sin pasar por las direccio-
nes asintoticas, como lo haremos en dos casos siguientes.

P(x)
Q(x)

en 1 al grado del polinomio divisor Q(z), efectuada la divisién y sacada la parte

1. Silaecuaciénes y = , siendo el grado del polinomio dividendo P(x), superior

entera mx + a, la fraccion complementaria tiende a cero, por tener el numerador

de menor grado que el denominador; luego, se tiene la asintota y = mx + a.
. 222 — 3 )
Sea por ejemplo: y = 1 la parte entera es 2x — 2; luego,la ecuacion de una
asintota es y = 2x — 2. Otra asintota es, claramente, ©* = —1.
» 2+ 2
2. Sea la funcién f(r) = ———.
x—2
Con razonamiento andlogo resulta: lim y = co  lim y = oo .
z—2 T—00
La curva curva tiene por lo tanto, una asintota en x = 2; para estudiar la otra

rama infinita, separamos del cociente su parte entera, y tendremos:

8
y =ac+4+—-
r—2
Si construimos la recta y = x 4+ 4, la diferencia de ordenadas con la curva es la
fraccion infinitésima 5 Para T — o0; luego, también la recta y = x +4 es

asintota, quedando la curva por encima de ella, en el primer cuadrante; por debajo
en el tercero (Ver Figura 5.18, derecha).

Para que este error sea menor que 0.01, deberd tomarse |z| superior a 802.

X+1 XN2+2X
0= S T(x) X2
10
0
5
20
-10 -5 5 10 39— 5 \ 5 10 15 2
5 -2
40

Figura 5.18: Asintotas de f(z) = 2ty f(x) = 2242z

Ejemplo 5.3.11 Sea la funcion y = =z sin = ¢ Posee f(x) una asintota horizontal ?
x
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Capitulo 5. Teoremas de limites.

La curva y = z sin — tiene la direccion asintética del eje z, pues = — 0
x x
; i ‘ .. .
Como el lim x sin—, es la respuesta al célculo explicitado en la ecuacién (5.18), ya
T—00 x
.
sin —
. . 7. : ™ g X
que previamente obtuvimos m = 0, resulta lim x sin— = 7 lim —= = 7 luego
T—00 x T—r00 -
I . . x
y = m asintota horizontal (Ver Figura 5.19).
Sin [Pi /X] X Sin [Pi/X]
3
2.5
0 2
1.5
25 5 75 1
5
‘ﬂ
75 5 25 || v 25 5
. , . T . T
Figura 5.19: Graficas de f(z) = sin—y f(z) = = sin—.
x x

Ejemplo 5.3.12

Sea la conica 3x* +y? —dxy — 8z + 2y — 2 = 0, halle sus asintotas.

Despejando, resulta: y = 2z — 1 £ V2?2 + 4x + 3; luego, las dos asintotas son: y =
20 —1+(z+2) =341, y =2xr—1—(x+2) = z—3.

Ejemplo 5.3.13 Halle, si existen las asintotas de y* = 2 + a.

Es infinitésima la diferencia v/x? + a—x al crecer x infinitamente; porque multiplicando
(2 +a)—z a
Vatt+a+x Vit a+a

un infinitésimo, como reciproco de una variable que crece infinitamente. Luego la recta

y dividiendo por la suma, se puede escribir asf: que es

y = x es asintota. Analogamente: es infinitésima, al crecer x infinitamente, la diferencia
(ax +0)2+ ¢ — (ax + b), y entonces la curva y = (az + b)? 4 ¢ tiene asintota
y = axr +b.

Ejercicio 5.3.14 * ; Es siempre la asintota posicion limite de la tangente cuyo punto

de contacto se aleja al infinito sobre la curva ?
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5.3. Asintotas.

1

Ayuda: Considerar las funciones: vy = 27! sinz? ; y = e*

sine” y téngase presente

que lim y = 0, pero que A lim %/

5.3.1. Manera practica de encontrar las asintotas

Definicién 5.3.15 Dada la funcion f(x), la recta A(x) = ax + b se dice una asintota

para f(x) sise verifica que:

lim (f(x) = Az))=0 6 lim (f(z)—X=x))=0 (5.19)

r—r+00 T—r—00
Esto significa que para todo € > 0 existe M(e) > 0 tal que: f(x)—A(z) < € V x talque|z| >

M siendo x > A > 0 en el primer caso mientras que x < —M < 0 en el segundo.

Nota: Si a = 0 es M(x) = b y se estd en presencia de una asintota horizontal.

Proposicién 5.3.16 Dada la funcion y = f(z) y la recta AN(x) = ax+b, donde a # 0

6 b# 0, sila recta es asintota de f(x) se verifica que:

10 f@
R Y (5.20)

Demostracion.

i) Nota Si a = 0 como b # 0, resulta que la recta y = b es asintota horizontal y la

conclusién es inmediata.

ii) Si a # 0 la funcién A(z) = azx + b no es acotada, luego dado K > 0 existe
M, = M,(K) tal que |[A(z)] > K para todo = tal que |z| > M; y entonces:
f(z) f(x) = Mx) 1 1

YN = [f(z) = A(z)| < 2= [f(z) = A(z)] para todo

Az) A(z) A@)] K

x tal que: |x| > M;.

Como por hipétesis A(z) es asintota de f(z), sabemos que Ve > 0 existe M =
M(e) > 0 tal que |f(z) — A(z)| < € K para todo z tal que |z| > M, toman-

do M = max {Ml,M} resulta que para todo x tal que x > M se verifica:

1 1
% -1] < e |f(z) — A(z)] < %€ K = € y entonces son vélidos los limites
en (5.20 ).m
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Observacion 5.3.17 La reciproca de la proposicion no es vdlida en general.

Ejemplo 5.3.18 f(zx) = Va2 -1, Az) = z — 1.

f@) o VST DT

lfm m N ACh )
z—+o0 \(z) a—too 1 — 1 x—1 a5 Wz —1
embargo la recta y = x — 1 no es asintota de la funcion, pues:

lim (f(z) — A(z)) le_lzgloo(\/ﬁ—l— (x—1)) = aﬁEI—fI—loo V—1Vr+1—-Vr—-1) =

T—r+00

— 17 \/x+1+\/l'—1 o 2N/ — 1 B
= lim \/x—l(\/x+1—\/x—1)( ) = xlggo NCES PRy -

= 1, sin

=500 Vr+1l+vr—1
1
2.5
lim (V2?2 —1—(x—1)) = 4o0. Teniendo en cuenta que Dom f(z) = {z : 22 -1 >
T—r—00

A(X)=X, A(X)=-X, F(X)= /x"2-1
3

2.5

Figura 5.20: Asintotas de f(z) = va? — 1.

0} = {z:22>1} yque Va2 —1 < Va2 = |z| paratodo z € Domf(x) resulta la

grafica que se observa en la Figura 5.20.

Ejemplo 5.3.19 La cénica 32 +y* — 4oy — 8x +2y —2 = 0 tiene las dos asintotas:
y=2r—14(x+2) =3z+1, y =2x—1—(x+2) = z-—3.

Despejando y obtenemos y = 2x — 1422 +4x + 3 y? +y(2 —4x) + 32° —8x — 2 = 0,
aplicando Baskara resultan las funciones y;9(z) = 20 — 1 £ Va2 +4x+3, si ¢ > 0,

1 / 4 3 1 4 3
yl(:c):2__+ 1+—+—,mientrasquesix<0,yl(x):2——— 14 -4+ —.
x x x a2 x x r a2

x x
Entonces para z — +oo  lim n(@) = 3, por otro lado lim ()
Tr—400 €T T——00 €T

= z. Ahora determi-

naremos si existe ordenada al origen para la direccién asintética 3 en x — 400, para lo
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5.3. Asintotas.

que evaluaremos el siguiente limite HI_P yi(z) —3x= lim —(x+1)+Va?+4z+3 =
T—r+00

T—r+00

(Va2 +4r+3— (z+1)) (Va2 + 4z + 3+ (z + 1))

o0 — 00 = lim —
-+ 2?4+ 4r +3+ (v +1)
. 244 +3—(r+1)? ) 27 + 2
= lim = lim =
votoo /a2 + 4+ 3+ (x+1) 2ot Va2 +4dr+3+ (v + 1)
2+2/x 2

lim = — = 1. Por lo tanto en * — “+oo la curva
v+oo /1 +4/r+ 322+ (1+1/z) 2

y1(x) = 2x — 1+ /2% 4 4z + 3 tiene por asintota a la recta y = 3z + 1. Veamos que ocurre

con dicha curva para r — —o0o, la direccién asintotica es 1, veamos si existe asintota,

Im y(z) —z= lim z—1+Va?+4dr+3=00—00=
T—r—00

T——00
_ lm ((x—1)+\/x2+4:v—|—3)((x—l)—\/x2+495+3)_
2——00 (x—1)—vVa?+4x+3
_ lim —(6z 4 2) B
=00 (x — 1) —va? +4x +3
, —(6+42/x) 6
= lim =——=-3.

v=>=o0 (1 —1/x) + /1 +4/x + 3 /22 2
Hemos confirmado que la curva y;(z) = 22 — 1 + V22 + 4z + 3 tiene por asintota a la

recta y = x — 3 para un punto que se aleja infinitamente sobre con x — —ooc.

Célculos completamente andlogos nos permitiran confirmar que la otra rama de la hipérbo-
la posee las mismas asintotas pero para el punto de la curva que se aleja infinitamente
segun x — +o00 le corresponde la asintota obtenida para x — 400 en el calculo anterior.

Justifique las razones, (ver Figura 5.21).

Figura 5.21: Asintotas de la cénica: 322 + y* — 4oy — 8z + 2y — 2 = 0.
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Capitulo 5. Teoremas de limites.

5.4. Continuidad: Ejercicios Resueltos

5.4.1. Definicién de continuidad en un punto

Definicion 5.4.1.1. La funcién y = f(x) se dice continua en z, si se verifican las

siguientes propiedades:
i) xy € Dom f(x), osea f(z) estd definidaen x = zg.

ii) 3 lim f(z) = ¢, finito

iti) ¢ = f(ro)

En otras palabras f(x) escontinuaen xy Dom f(z) siexiste lim f(x) ysies lim f(z) =
T—To T—T0

S (o).

Justificacion:

Entonces, aplicando la definiciéon de limite para x — xg, resulta que para todo entorno
de f(zo) :
E(f(l’o),ﬁ) = (f(l’()) - G,f(.l'o) +e€ €> 07)

se puede determinar un entorno de xg:
E(x0,0) = (x0 — 6,20 + )

donde § = d(e) > 0 tal que para todo © € E(z9,9) es y = f(z) € E(f(xo),¢€). O

sea la imagen de FE(xzg,0) por f(x) es td contenida en el entorno E(f(xg),€), esto es:

f(E(x0,0)) S E(f(x0),¢€).

Observacion: Notese que a diferencia que en el concepto de [imite de una funciéon en un
punto, el concepto de continuidad de una funcion en un punto de su dominio considera
entornos completos de dicho punto.

Definicién 5.4.1.2: La funcién y = f(x) es continua en =z, si para todo € > 0,

existe 0 = 0(e) tal que: |f(x) — f(zxo)| <€ Va : |zv—x <}
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5.4.2. Definicién practica de continuidad en un punto

Se debe verificar para probar la continuidad de f(z) en z las siguientes condiciones:

(

f(z0) debe 3 finito

lim f(x) debe 3 finito

$*>$3’

i debe 3 finit

xgilg f(z) debe nito (5.21)

lim f(x) = lim f(2)

x%xg =T

ln f(z) = lm f(z) = ln f(z) = f(xo)

L x—mg T—Ty T—T0
T - st x#0
Ejemplo 5.4.1 Dada la funcion f(z) = I+ex . Compruebe que es con-

0 st x=0

tinua en rog = 0.

Resolucién: Se debe verificar para probar la continuidad de f(x) en x( las condiciones
establecidas en el arreglo de la ecuacién (5.21). En particular, haremos algunas conside-

raciones previas para el posterior tratamiento de la continuidad en cero de esta funcion.

1 1
a) lim — =400, lim — = —o0
u—0t L =0~ L
b) lim er = +o0, lim er =0
u—0t u—0—

Ahora pasamos a considerar cada una de las condiciones en (5.21) para este caso:
(

f(0) =0
250 z—0t ] _g:ez ~ 0 oo . f(x) es continua en o = 0.
lim f(z) = lim - R =0
0~ z—=0" 1+ ew ~1
it = 1 =0
| Jim, @) = i (@)

5.4.3. Propiedades de funciones continuas en un punto

Considerando la Proposicion 5.0.3 de la pag. 190, resulta: Toda funcién continua en
un punto se puede expresar, en un entorno de este punto, como la suma del valor que

toma la funcién en dicho punto y un infinitésimo.

lin f(z) = f(xo) <= f(z) = [lao) = 6(Ax); Jim ¢(Ax) = 0 (5.22)

Tr—xT0
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Capitulo 5. Teoremas de limites.

Ay = f(xo+ Az) — f(x0)

Otra manera de definir continuidad en un punto Una funcién es continua en un punto x
siysblosi f(z) = f(xg)+60(Ax) siendo #(Az) un infinitésimo para Az — 0. Entonces
Ay = f(x) — f(xg) = 0(Ax) depende de Az y de .

5.4.4. Propiedades de funciones continuas en un intervalo cerra-

do y acotado

1. Proposicién 5.4.4.1 Sea y = f(z) un funcién continua en el intervalo cerrado y

acotado [a,b].

i) Si f(z) es estrictamente creciente en [a,b], su inversa y = g(z) es continua

y estrictamente creciente en [c,d] = [f(a), f(D)].

ii) Si f(z) es estrictamente decreciente en [a, b, su inversa y = g(z) es continua

y estrictamente decreciente en [c,d] = [f(b), f(a)].

Corolario 5.4.4.1. V b > 0, b # 1, las funciones f(z) = b* , g(x) = log, x,

son continuas en sus respectivos dominios.

i) Si b € [0,1] ambas son decrecientes.

ii) Si b > 1 ambas son crecientes.

Justificacion: La demostracion resulta del Corolario 5.4.4.1, si se tiene en cuenta
que

1
Y og, T na nx

La continuidad de ¢g(x) = In = para € (0,+00) permite asegurar la continui-

dad en ese intervalo de y = log, x y desde ella la continuidad de y = v* Vz € R.

i) Como y = log, = es estrictamente decreciente si b € (0,1) (Ina < 0)

también y = b* es estrictamente decreciente Vz € R.

ii) Para a > 1 resulta y = 0" estrictamente creciente Vz € R, pues su inversa

y = log, x es estrictamente creciente (0,400).
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2. Teorema 5.4.2 Teorema de Bolzano- Weierstrass: Sea f(x) una funcion con-
tinua en el segmento [a,b]. Eziste un punto ¢, a < ¢ <b, tal que f(x) < f(c) para
todo x € [a,b]. Analogamente existe un punto d, a < d <b, tal que f(d) < f(z)

para todo x € [a,b].

Demostracion. Dado que f(z) es continua en el intervalo cerrado y acotado [a,b],
el conjunto de valores que alcanza o toma en dicho intervalo es también un conjunto
acotado. Supongamos, que esto no fuera verdadero, al dividir el intervalo [a, ]

en dos intervalos iguales, f(x) no estaria acotada por lo menos en uno de ellos,

por ejemplo supongamos en el [a, “T*b] Si dividimos este intervalo nuevamente,
y suponiendo ahora que los valores no acotados estan en el intervalo [3"T+b, “T“’]

Reiterando indefinidamente este proceso, se construye una sucesién de intervalos
encajados que define un nimero real £. Toda vecindad de & contiene un intervalo
[a,, by] del encaje, donde f(x) no estd acotada, y entonces f(z) no es continua en
x = &, contrario a la hipdtesis. f(z) tiene un extremo superior M, que veremos se
. - o 1
alcanza en un punto. Pues, caso contrario, la funcién ¢g(zr) = +——, no acotada
’ ! O=TE
en [a,b] por tomar f(z) — M valores arbitrariamente pequenos, seria continua en

[a, b], 1o que no es posible.

3. Definicién: Una funcién f(x) es acotada en [a,b] si existe un nimero M > 0 tal

que —M < f(z) < M para todo = € [a,b]. (o |f(x)] < M).

4. Proposicién: Sea f(x) estrictamente creciente en el intervalo X, entonces existe
la funcién inversa f~!(y) y es estrictamente creciente.
Demostracion. Si f(z) es estrictamente creciente en X entonces es biunivoca. Luego
existe la funcién f~! definida sobre el conjunto Y, imagen de la f(z). Veamos que
f~Yy) es estrictamente creciente en Y . Consideremos los puntos yi, y» €Y tales
que y1 < yp. Sifuera f7(y1) = [ (ya), serfa y1 = f(f' (1)) = F(f () =
Yo lo que contradice y; < y». Enelcaso f~'(y;) > f~(y2) como f(z) es creciente
serfa 1 = f(f"Yw1)) > f(f ' (y2)) = vo, lo que también contradice y; < ys.

Entonces f~'(y1) < f~'(y2) y f~! es estrictamente creciente.

5. Proposicién: Sea f(z) una funcién estrictamente creciente y continua en un in-
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tervalo X . Entonces la inversa f~!(y) es continua sobre el intervalo Y.

6. Definicién 5.4.3.1: Una funcién y = f(x) se dice uniformemente continua en
A C Dom f(z) sise verificaque: Ve > 0 39 = d(e) > 0 tal que |f(x)— f(Z)] <
eVao € A tal que |[x —Z| < § cualquiera que sea & € A; o sea para todo par
x, 7 € Atal que |z —Z| < 9.

Una funcién se dice uniformemente continua en un intervalo, es decir la continuidad

uniforme es una propiedad de una funciéon en un intervalo.

Ejercicio 5.4.3 Justificar que y = mx +b e y = sinx son uniformemente con-
tinuas en R; y que f(x) = 22 continua en R, no es uniformemente continua en

su dominio de definicion.

7. Proposicién 5.4.3.1. (Teorema de Heine - Cantor) Si la funcién y = f(z) es
continua en [a, b] (intervalo cerrado y acotado), entonces es uniformemente continua
en [a,b].
Recordemos que una funciéon f(x) es continua en un intervalo X si es continua en
todo punto zy de X.
En base a lo ya visto podemos expresar también esta idea diciendo que f(z) es
continua en X sipara todo punto zo de X y paratodo entorno (f(zg)—¢, f(xo)+e€)
existe un entorno (xg—d,xo+0) tal que paratodo = de X con = € (xg—0d,x9+0)
se cumple que f(z) € (f(xo) — €, f(xo) +€).
En general el valor de §, amplitud del entorno de xy, depende tanto de € como de
x.
Por ejemplo, en el caso de la funciéon f(z) = 2z en (0,1), el valor ¢ estd dado
por la relacion § = % Aqui delta depende solamente de ¢ solamente.
Para la funcién f(z) = 2? en (0,1) podemos encontrar § de la siguiente manera:
paraque f(r) = 22 € (z2—¢€,xi+¢),deberser |22 —z| = |z — x|z + 20| < €
Falta terminar la continuidad en cualquier xy perteneciente al (0, 1).

Supongamos ahora que estamos interesados en hacer una mejor elecciéon de § para

eliminar esta dependencia entre 6 y z.
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En el ejemplo dado podemos reemplazar |1 + x¢| por |1 + 1| = 2, entonces |z —

Tollx + x| < |xr — 2] 2 < €,y esto se cumple si |z — x| < % = 0. Este valor

de ¢ es menor o igual que la expresién anterior ( ya que |1+ zo| < [1+ 1] = 2
1 € €
luego > = > —), y depende solamente de €. Entonces sirve
& |1+ 20| — 2 11+ x| _2)}7 P

igualmente para todos los puntos zo € (0,1) ya que para todo = € (xg—9,29+0)

se cumple que |22 — 23| < |z — zo||1 + 20| < %2 =cosea 22 € (12—¢ 13 +e).

Ejemplo 5.4.4 Demostrar que si existe un niumero positivo M tal que para todo
x, g € (a,b) es

|f(z) = f(zo)| < M |z — 0]

entonces [ es uniformemente continua en (a,b).

Demostracion. Consideremos el entorno (f(zo) —¢€, f(xo)+€). Veamos para qué va-

lores de z € (a,b) se cumple que f(z) € (f(xo) — ¢, f(xo) + €), 0 sea que
|f(z) = fzo)] < M|z — | < e

€ : .
Basta tomar los |z — 29| < — = 0. Como ¢ depende unicamente de € es unifor-

M

memente continua en (a,b).

Ejercicio 5.4.5 Ejercicios propuestos sobre Continuidad Uniforme.

a) Probar que la funcion identidad f(x) = x es uniformemente continua en toda

la recta.

b) Probar que f(x) = x® no es uniformemente continua en (1,+00).

c) ;Es uniformemente continua f(x) = sinz en [0,27] ? s y la funcion f(z) =
Vo oen (0,4) ¢

d) St f(x) y g(x) son uniformemente continuas en un intervalo probar que

f(z) + g(x) es uniformemente continua en dicho intervalo.

e) Hallar un valor de & que demuestre que la funcién f(x) = 2% es uniforme-

mente continua en (0,2).
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5.4.5. Teorema del Punto Fijo.

Ejemplo 5.4.6 Verifique que si y = f(x) es continua en [0,1] y satisface 0 < f(x) <
1, entonces y = f(x) tiene un punto fijo (i.e., existe un nimero c en [0,1] tal que

fle) = c.

Sugerencia: Aplique el teorema del valor intermedio a g(x) = x — f(x).

Recordemos que el “Teorema del Valor Intermedio” establece que: Si y = f(x) es con-
tinua en [a,b] e y, es un nimero comprendido entre f(a) y f(b), entonces existe un
nimero z, comprendido entre a y b tal que f(z,) = y..

Respuesta: f(z) € [0,1] — 0<Im(f(x)) < 1,sea g(x) = x— f(x) por ser diferencia
de dos funciones continuas es una funcién continua en [0, 1], obviamente si f(0) = 0
6 f(1) = 1 ya estd probada la existencia del punto fijo; en general, si f(0) # 0y
f(1) #1, se tiene que g(0) = 0— f(0) < 0y g(1) = 1— f(1) > 0, luego por el Teore-
ma del Valor Intermedio existe al menos un ¢ perteneciente al (0,1) en el que g(c) = 0,

. fle) =c

Teorema 5.4.7 Una version del Teorema del Punto Fijo: Sea g(x) € Cqpy —
[a,b], i.e. a < g(x) < b, Yz en el intervalo cerrado [a,b]. Entonces g(x) tiene al
menos un punto fijo ¢ € |a,b]. Si, ademas, g(x) es diferenciable y el valor absoluto de
su derivada primera satisface |¢'(z)] < M < 1 Vx € la,b], siendo una M constante
entonces, el punto fijo es unico y el algoritmo xny1 = g(x,) con x, € [a,b] y x1 €

la, b], produce una sucesion convergente a ¢ cuando n — oo.

Ver la justificacion de esta version del Teorema del Punto Fijo en §15.4 en la pag. 587.

Ejemplo 5.4.8 Dada y = f(x) continua y f(x) < 5.
a) ¢Qué puede decir respecto a la veracidad o falsedad de las siguientes afirmaciones:
a;) lim f(z) < 5 cualquiera sea xg

T—rT0

az) lim f(z) < 4,95 para cierto x

T—T0

as) xli)rgo f(z) > 3 para cierto xo ¢
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b) Idem pero no se asequra la continuidad de y = f(x).

Resolucion.

Siy = f(z) continuay f(z) < 5V z.

Verdadera

lim f(z) < 5 cualquiera sea x.

a—ao

Supongamos que es falsa, es decir supongamos que mlirilo f(x) > 5 para algin zy pero
entonces como la funcién es continua el valor del limite cuando nos aproximamos a dicha
abscisa debe coincidir con el valor de la funcién en él, pero la funcién por hipétesis toma
valores menores a 5 para todo valor de abscisa, es decir hemos llegado a contradecir la
hipdtesis, por lo tanto zlirglo f(z) < 5 cualquiera sea z es verdadera.

Fualsa

lim f(z) < 4,95 para cierto x.

:é?i(;mamos flz) = 495 Vo € R, Q}erwlo 4,95 = 4,95 para cualquier g, es decir el
valor del limite no es menor que 4.95 V.

Falsa

zlggl (x) > 3 para cierto x

Si t(z)mamos flz) =2 Vo € R, Ilirgo 2 = 2 para cualquier xy, es decir el valor del

limite no es mayor que 3 Vzg.

Dada ahora y = f(z) discontinuay f(z) < 5.

Falsa
xlir;lo f(z) < b cualquiera sea
x six <5
Tomamos f(x) = 10—z sixz>5
0 six =9

lin% f(z) = 5 cumple con las hipétesis, pues efectivamente f(x) < 5 y es discontinua,
T—r
pero el limite no es menor que 5 en particular para zy = 5.

Falsa

lim f(x) < 4,95 para cierto x

T—T0
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496 si x #1
Tomemos f(z) =

0 si r =1

lim f(z) = 4,96 £ 4,95
z—1
Falsa
lim f(z) > 3 para cierto zg
T—T0

si x # 1
Tomemos f(z) =

si r =1

lim f(z) =2 # 3.

Ejemplo 5.4.9 Justifique que si conocemos los valores de una funcion continua en los
numeros racionales, entonces conocemos sus valores en todas partes. Como equivalencia,
pruebe que si f y g son funciones continuas y f(x) = g(x) para todo = en @ (los

racionales), entonces f(x) = g(x) para todo z en R.

Respuesta: Si se conoce f(x) sélo sobre los racionales y x( es irracional, tomando una
sucesién de racionales =, — xg, como f(z) es continua en xy debe ser xlirglo (xn) =
f(zg) .. se conoce su valor sobre cada irracional.

Si f(z), g(z) continuas y f(z) = g(x) Vo € @ entonces f(zr) = g(z) Vo € R
<~ (f—g)(x) = 0 Vax: en particular (f — g)(x) = 0 sobre Q .. si 9 € Q

tomando {z,} € @ 3 x, — x¢ es decir lim (f —g)(xz,) =0 .. (f —g)(xo) = 0.

T—00

1

Ejemplo 5.4.10 Sea f(z) = 0 si x es irracional y sea f(x) = — si x es el nimero
q

racional £ en su minima expresion (q > 0.) Pruebe que f(x) es continua en cada

irracional en (0,1) pero discontinua en cada nimero racional en (0,1).

0 si x irracional
fle) =49 1 . p

- sizx = =

q q

i) Probaremos que si x es irracional y # — 1z entonces lim f(x) = f(xg) = 0

T—T0
cn e D1 ) 1 1 ]
ii) Si ; = — racional entonces f(z;) = — # 0. Tomando € = 2q o0 cualquier
q1 1 q1
1
entorno €,.(x1,d) existe un irracional x5 luego f(zs) = 0 .. lim f(x1) # —.
T—T1 pl
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Figura 5.22: Gréfico de f(x).

Demostracion de i). Trataremos de probar que si zo es irracional entonces “cer-
ca’de €l no puede haber racionales con divisor “chico ”: Sea M > 0 (arbitr.
grande), en cualquier intervalo (a,b) sélo hay un nimero finito de racionales b tal
que pyq < M, (més atn si 0 ¢ (a,b) entonces sélo hay un nimero finito qtales

que p 6 ¢ son menores o iguales que M ). Si 0 ¢ (a,b) veamos que no puede ha-

. . T ,
ber: ry,--- ,ry e infinitos s; tales que = € (a,b), en este caso hay nimeros tan
i .
préximos a cero como querramos; ni infinitos r; con sq, 9, - -+, sy tales que S—J €
i

(a,b), pues en este caso existirfan nimeros mayores a b. Es decir, si hay infinitos
numeradores y pocos divisores el cociente crece indefinidamente. En cambio si hay
pocos numeradores e infinitos divisores entonces los cocientes toman valores cerca de
cero. Entonces si 2y # 0 es irracional se puede encontrar un entorno £(xg) tal que

v 2 € E(xg) es py q > M. Esto significa que si x = LN T entonces ¢ tiende
q q

1
a infinito luego lim f(z) = 1im f(z—?) = lim - = 0 = f(z) porque si
T— 0 p . q T—T0
r= — 0

x racional al acercarse a xg se hace (x = =) ¢ — o0 .. f(

RS

1
I—?) =—- =0 ysix
q q
es irracional entonces f(x) = 0.
Hemos demostrado que si wzy es irracional y = — xy entonces lim f(z) =
Tr—x0
f(xzg) = 0. Es decir, hemos probado la continuidad de la funcién en cualquier
irracional perteneciente al (0, 1).
Demostracion ii): Comprobemos que en los racionales dicha funcién es discontinua.

1
Sixy = P1 acional entonces por definicién de f(z) es f(x1) = — # 0. Toman-
il 41
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1
do & = oo en cualquier entorno reducido &,(z1,0) existe un irracional x5 luego
qQ

flas) = 0 o Y f(o) # qi

Tr—T1

Ejemplo 5.4.11 Sea f(x) continua en [0,1] con f(0) = f(1) = 0. Pruebe que la
grdfica de f(x) tiene una cuerda (un segmento de recta con ambos extremos en la grdfica)

de longitud L, donde L es cualquier nimero entre 0 y 1.

Respuesta: f(x) continua en [0,1] vy f(0) = f(1) = 0. Si By = (0, f(0)) = (0,0)
y P, = (z, f(z)) la funcién longitud de la cuerda F(x) = d(FPy, P) = /22 + (f(x))?
es continua en [0,1] y vale: F(0) = 0, F(1) = 1, por lo tanto toma todos los valores

intermedios entre 0 y 1.

Figura 5.23: Longitud de la cuerda.

Ejemplo 5.4.12 % Sea f(z+y) = f(x)+ f(y) para toda = y y en R. Pruebe que

existe un nimero m tal que f(t) = mt para todo nimero racional t.

Sugerencia: Primero decida cuanto debe valer m. Después proceda paso a paso empe-
zando con f(0) = 0, f(p) = mp para p € N, f(%) = v asf sucesivamente.
Suponiendo que f es continua en z = 0.

Respuesta:
D flet+y) = fl@)+ fly) Yo,y R
i) lim /() = f(a)

Como f(0) = f(0+0) = f(0)+ f(0) = f(0) = f(0)—f(0) =0
Veamos ahora que f(—a) = — f(a) VaR
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0= f(0) = fla+(=a)) = fla)+ f(=a) .. f(=a) = = [(a)
Utilizando el inciso 7) sabemos que lim f(z —a) = 0. Pero utilizando la linealidad de
r—a

la hipotesis se tiene

lim f(x—a) = lim f(w) = f(0) = 0 = lin [f(z) + f(~a)] = lim [f(z) = f(a)] = 0

r—a r—a r—a

. n(x) = f(x) — f(a) es infinitésimo en a o sea f(x) = f(a) + n(x) & lim f(z) =
r—a

f(a).

Debemos probar que 3 m € R tal que f(z) = mz Vo € R.

Si tal m existe debe ser f(1) = m,1, es decir: m = f(1).

Veamos que satisface lo requerido.

s Si z = nunnaturales f(z) = f(n) = fA+1+-+1) = f()+---+ f(1) =
nf(l) =nf(l) =nm

1 T 1 1 1 1
-Six:Eesf(l):f ﬁ+”'+ﬁ an(ﬁ):m,'. f(ﬁ)zmﬁ
—_—
-Six:z f(Z):f l_|_..._|_l :rf(l):rml:mf
n n n n n n n

. . .y T .
Si x € Z, como f(x) es continua, tomando una sucesién {—} de racionales tal
n

, Tn - . .
que lim — = x, resulta utilizando el inciso anterior que
n—oo S,

7 r e T /. T
lim f(—=)= lm m-—=m. lim —= = mux.

Tn S n S n S

T S sz " A

Sn Sn Sn

Ejemplo 5.4.13 Empezando a las 4 horas, un monje escalo lentamente la cima de una
montana, llegando a mediodia. Al dia siguiente regreso recorriendo la misma trayectoria,
empezando a las 5 horas, y llegando al pie de la montana las 11 horas. Muestre que hay
algunos puntos a lo largo de la trayectoria, en los cuales su reloj mostraba la misma hora

en ambos dias.

Respuesta:

Llamemos [(x) funcién de iday V(z) funcién de vuelta, la primera posee como dominio
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[4,12] y la segunda [5,11], si formamos la funcién I(z) — V(z) definida en [5,11], se
observa lo siguiente (I —V)(5) = I(5)—V(5) = C—B < 0 mientras que (I—V)(11) =
I(11)-V(11) = A—0 > 0 como dicha funcién es continua por ser diferencia de funciones
continuas por el teorema de Bolzano o el Teorema de Valor Intermedio existe al menos
un xo perteneciente a [5,11] tal que Z(xg) = V(xy) en el instante zy de ambos dias el

monje estaba en el punto D de la trayectoria.

V(x)

1(x)

75 %5 T 12

Figura 5.24: Trajectoria del monje.

La posibilidad de que haya varios puntos requiere un recorrido, tanto de ida como de

vuelta, con avances y retrocesos!

Ejemplo 5.4.14 Pruebe que cualquier region acotada puede ser encerrada en un cuadra-

do. Fquivalentemente, sea D una region arbitraria, acotada en el primer cuadrante. Dado
0

un dngulo 0, 0 < 0 < 5 D puede ser encerrada en un rectangulo cuya base forma un

angulo 0 con el eje x. Pruebe que para algin dngulo, este rectdngulo es un cuadrado.

El rectdngulo inicial [by, ho] y el final [bx,hz] son iguales. Sien 6§ = 0 el rectdngulo es
un cuadrado, listo. Si no lo es, supongamos que el lado horizontal es mayor. Al rotar Z,
la base by que es mayor se convierte, con continuidad, en la altura hy que es menor. Por

lo tanto en alguna posicién 6, intermedia by, = hy,.

Teorema 5.4.15 Teorema de Bolzano.
Si f(x) es continua en [a,b] y signo(f(a)) # signo(f(b)) entonces existe ¢ € (a,b)
tal que f(c) = 0.

Demostracion. Recuerde que:

i) Si ¢ es el supremo de un conjunto de nimeros reales A, entonces Ve > 0 el

nimero ¢ — € no es cota superior del conjunto A.
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ii) Teorema de permanencia de signo de las funciones continuas.

Sea A = {z talquezx € [a,b]y f(x) < 0} C [a,b].

A # () pues a € A y esun conjunto acotado, por lo tanto existe algin punto ¢ € [a, D]
que es el supremo de A (Principio del Supremo o Axioma del Supremo).

Por otra parte, como f(b) > 0 y la funcién es continua a izquierda en b, existe 6 > 0
tal que f(z) > 0 Vo € (b—4,0].

Si para algin zy € (c,b) es f(zg) = 0, el teorema estd demostrado. Si f(z) # 0
Vz € (c¢,b), debe ser f(x) > 0 pues x > sup A. Veamos que f(c) = 0. Suponiendo
f(c) # 0 debeser f(¢) > 06 f(c) < 0.Si f(¢) > 0, como f(z) es continua en c,
existe entorno (c—dy,c+4;) talque f(x) > 0 Vo € (¢—d1,c+3d1). Contradiccién c¢—dy
no es cota superior de A y entonces existe un punto a; € A tal que ¢ —9; < a; < ¢

y f(a1) < 0. Andlogo suponiendo f(c) < 0.

Ejemplo 5.4.16 Analice la continuidad de las siguientes funciones en los puntos consi-

derados:
z|l/z] = —0F; lz—1] z—1%; 2?|1/z] = — 0%
1
r—|z] x—1% |[=] z—07; r(=1)/= g — 0t
T
lz+i] o= =17 |z)(-DWH a0t (2] —2 o —17T.

% Respuesta de algunos incisos seleccionados.

lim [—-] = 400
=0t "X
I —1)el = 0.
lim [z](=1)
lim 2(—1)1/* = 0.
x—07t

Los dos ultimos se resuelven utilizando la propiedad de un infinitésimo por una funcion

acotada.
t t 1
lim z|1/z] = lim il = lim __ b = lim —— = 1.
z—0+ z—+oo t z—+00 [t] +1t— [t] a—too | | %
t t 1
lim 2?|1/z] = lim 1t = lim [t] = lim ———— = 0.
o0+ eoee 12w H{[t]HE =[]} emoe {14 S}

231



Capitulo 5. Teoremas de limites.

Ejemplo 5.4.17 Verifique que si y = f(x) es continua en [0, 1] y satisface 0 < f(x) <
1, entonces y = f(x) tiene un punto fijo (i.e., existe un nimero ¢ en [0,1] tal que

f(c) = c. Sugerencia: Aplique el teorema del valor intermedio a g(x) = = — f(z).

Respuesta: f(x) € [0,1] — 0<Im(f(z)) < 1,sea g(z) = x— f(z) por ser diferencia
de dos funciones continuas es una funcién continua en [0, 1], obviamente si f(0) = 0
6 f(1) = 1 ya estd probada la existencia del punto fijo; en general, si f(0) # 0 y
f(1) # 1, se tiene que ¢g(0) = 0— f(0) < 0y g(1) = 1— f(1) > 0, luego por
el Teorema del Valor Intermedio existe al menos un ¢ perteneciente al [0, 1] en el que

glc) =0, . flc) =c

Ejemplo 5.4.18 Una fuente puntual de luz F parte del origen y recorre el semieje po-

sitivo x. En x = 5 estd el segmento vertical (opaco) AB = (5,0)(5,1).
Determine la funcion y = f(x) que para cada x da la longitud del tramo iluminado,
sobre el segmento [0,7] del eje y, que produce F ubicada en el punto x.
Determine el dominio e imagen de f(z). Determine los puntos de continuidad, de discon-

tinutdad y clasifique cada discontinuidad si es el caso.

Aclaracion: Si F estien x = 0 6 x = 5
se considera que el eje y no recibe luz, por

lo tanto f(0) = f(5) = 0.

Figura 5.25: Fuente puntual luminosa.

Para construir la funcion pedida, utilizaremos semejanza de triangulos rectangulos en dos
oportunidades, primeramente para detectar el punto B a partir del cual la fuente pun-
tual luminosa nuevamente ilumina la pared vertical ubicada en el origen de coordenadas
y de altura 7 y en segundo lugar para determinar para cualquier posicién arbitraria de

la fuente puntual luminosa mas alld de B la altura minima y a la cual la fuente ilumina
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la pared, i.e., respectivamente:

7—1 1 -1 1
= : id = de la
5 B—-5 5 x—5H
primer semejanza resulta el valor de B =

35
6

y de la segunda la relacién entre y y x Tritglos  rectiulos

y = L{), finalmente la longitud de pa-
red iluminada resulta ser cuando la fuen-

te luminosa estd ubicada mas alld de B

6x — 35
C=T-yl) = T2 Ll () pe

Y

dida es la siguiente:

Longitud del tramo iluminado

(0 si z =0
7 si z € (0,5 ]
flx) = -
0 si 2 €[5, %] 5% ©0
62 —35 .
| =5 sz € (%, +00)

Dy = R* = RTU{0}, Imy ) = [0,6)U{T7}.

Proposicién 5.4.19 Demuestre que si y = f(x) es continua en xo y f(xog) > 0, hay

un intervalo (xg — 6,20+ 6) tal que f(x) > 0 en ese intervalo.

Demostracion. Sabemos que lim f(z) = f(xo), esto es equivalente a:
T—T0
lim f(z) = f(xy) < dado e > 0, arbitrario, 36 > 0 tal que Vo € |z —x¢| < 0 —
T—TQ
[f (@) = f(zo)| <€

Teniendo en cuenta que:

f(@) = f(xo) st f(z) = f(z0) 20
—(f(z) = f(xo)) si f(x) = flxo) <O

|[f(z) = f(zo)| =

Entonces la desigualdad

f(x) = f(wo) < e si f(x) — f(wo) >0
—(f(x) = f(xo)) <€ si  f(x) — f(x0) <O

[f(z) = flzo)] <€ &

233



Capitulo 5. Teoremas de limites.

o) — flag) < o § OST@ @ <e e <
—e < (f(z) — f(z0)) <0

Entonces,

f(xo) —e < flz) < e+ f(xo).

Por hipétesis f(z9) > 0, luego € + f(xg) > 0, si condicionamos a que f(xg) — €, sea
f(zo)—€ > 0, obligamos a que f(x) esté estrictamente acotada entre dos valores positivos,
el mayor €+ f(zg) y el menor f(xg) — €, y por lo tanto, para los € en el rango (0, f(zo)],
siempre existira un conjunto de vecinos del xg, incluido él, que transformados por la f

resulten positivos, pues f(z) es continua en xy por hipétesis.

Otra manera de realizar esta demostracion, es seguir los pasos analogos a aquellos
dados para demostrar el Teorema de Permanencia de signo para la existencia de limite

finito no nulo, i.e. 5.0.5, en la pag. 190.

L || —1<2<0 )
Ejercicio 5.4.20 f(x) = f(0) >0 yademds f(x) > 0 en un
r+1 0<zr«l1

entorno de cero. Es decir, esta funcion no es continua en xo = 0 y sin embargo mantiene

el signo de f(0) en un entorno. s Se opone este caso al Teorema de Permanencia de Signo

?

Ejercicio 5.4.21 Sean f(x) y g(x) dadas como:

. 1 stx>0 -1 stx>0
1) f(z) = g(x) =
r stx<O0 0 stz<0
. -z stz <0 1 stz <0
2%) f(z) = g(z) =
1 stx>0 z six >0

i) Probar que en ambos casos f(x) y g(x) no son continuas en xy = 0.

i) Calcular f(z)+g(x); y f(x).9(z).
iii) Las funciones obtenidas en el inciso i) 4 son continuas en xy = 0 2.
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T(x) + g(x)
g(x) ﬂi
(X)

g f(x) . g(x)

Figura 5.26: Primer caso.

Figura 5.27: Segundo caso.

i) A partir de los resultados del inciso 1) Indique cudl de las siguientes afirmaciones

es verdadera:

e La suma (el producto) de dos funciones discontinuas en un punto es discontinua

en el punto.
e La suma (el producto) de dos funciones discontinuas en un punto no siempre
es una funcion discontinua en €l.

Ejercicio 5.4.22  a) Enuncie el Teorema de Bolzano.

b) Demuestre que la ecuacion x° + 42® — Tz + 14 = 0 tiene al menos una solucion

real. Sugerencia: Aplique el Teorema de Bolzano.

¢) Use el Teorema de Bolzano para demostrar que x*+3x—2 = 0 ! tiene una solucion
real entre 0y 1. Determine dicha raiz real con un error de a lo sumo 0.1 y haciendo

una eleccion por exceso.

Las férmulas de Cardano G. (1501-1576) permiten obtener las raices exactas de cualquier polinomio
cuibico con coeficientes reales.
El hallazgo de Ferrari L. (1522-1565) permite obtener las raices exactas de cualquier polinomio de grado
cuatro con coeficientes reales.
J. V. Uspensky. “Theory of Equations 7. McGraw-Hill, Inc. 1948. Biblioteca del Instituto de Matemaética,
A 152.
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Capitulo 5. Teoremas de limites.

d) Sea f(x) = cos(2z) + 3 ;Puede afirmar que en el intervalo [0, g] eriste xo tal

que f(xo) = 3,5 ¢ En caso afirmativo determinelo.

e) Halle la menor raiz positiva de tan(zx) = x.

Ejemplo 5.4.23 Supongase dada la longitud de la hi-
potenusa H de un triangulo rectangulo y también cono-
cidas las longitudes de los lados -a, b- de un rectangulo
nscripto como se muestra en la Figura 5.28. Yy
Dados a, b y H 5 Como podriamos determinar las res- -
tantes dimensiones del tridngulo, i.e., X, Y ¢

Para el caso particular a = 1,55, b = 2,125 y H = 10.

Y H
aplique el Teorema de Bolzano para explicitar en qué in-
tervalo se encontraria la solucion al problema planteado. b
€ a
Ayuda: En este caso el polinomio en X que se obtiene, ' v '

posee las cuatro raices reales, tres de ellas son positivas.
FEvalie el polinomio en x = 1, x = 1,5, x = 2 y en
x = 10.

Figura 5.28: Dibujo correspondiente al caso a = %, b=2 H=5.

Respuesta:

H2 — Y2 4 xZ
y = max + n los puntos (X,0) y (0,Y) pertenecen a dicha recta ..

Y=m0+n =y=mz+Y Y
éy:—yaﬁ—i-Y.

0=mX+Y =m=—
mX + mX

Como (a, b) es punto de dicha recta

Y bX

—a
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Reemplazando este ultimo resultado en la primer identidad, i.e.,

bX
X —a

2
H? - X? = < ) = X* —2aX? + X*(a® + b — H*) 4+ 2aH*X — a’H? = 0.

El anterior es no es un polinomio palindréomico. Pero si hacemos la sustitucion

Y —b b b
7 = = 7= X =—= )
a X —a = Z+a

Reemplazada esta tltima en el polinomio cuartico conduce a:
a’b*Z* 4+ 2ab* 77 + (a* + b — H)*Z* + 2ab>Z + b* = 0.
Dividiendo término a término por a?b?, resulta:
Z4+2923+ <1+b—2—ij> ZQ+292+ <9>2 = 0.
a a a a a

Si a = b es decir el rectangulo de la Figura 5.28 se ha convertido en un cuadrado, entonces

el polinomio cuartico es palindrémico:
H2
Z*+27° + (2——2) Z*+2Z+1=0.
a
En este caso particular sus cuatro raices exactas pueden determinarse sin mas que usar
Baskara.

Dividiéndolo por Z2 resulta:

H? 11
2 —
Z +22+(2—§>+25+ﬁ_0.

(r+3) a(a+ ) () oo
(#+3) vo(e ) () -0

1
Cuadréatico en (Z + E)’ luego reemplazando la suma de Z y su reciproca por W,

a?

2
W2+ 2W — (i) = 0.

9+ \/I+ A%/
Wio = ; I w7773

1
Z+§:W = Z2’4+WZ+1=0.
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Ejemplo 5.4.24 Utilice el Teorema del Valor Intermedio para probar que existen siempre
dos puntos en un aro de alambre circular con la misma temperatura . Sugerencia: Coloque
el centro en el origen y sea 6 el angulo que forma un didmetro con el eje x. Defina

apropiadamente f(6).

Respuesta: Sea f(f) la temperatura de un extremo del didmetro menos la temperatura en

el otro extremo, i.e. f(0) = ty,, —tq,, ,porlotanto f(6 =0) = iy, , —lo,, , mientras que

12q. de

f(0=m) = tr_, —tr,, . Como para el didmetro, = 0y 0 = 7, es claro que to,_, = tr,.
Y aue fo,,, =t esdecit f(6=0) = to., ~to,. = tag ~trny = —(tey —tas) =
—f(0 = m). Por el Teorema del Valor Intermedio para una funcién continua, existe al
menos un 6, perteneciente al intervalo abierto (0, 7) tal que f(6*) = 0, lo que significa

que f(0*) = tor,, — toy, = 0, en otras palabras dos puntos del aro circular poseen la

misma temperatura, ya que tg;kzq = los_ -

Ejemplo 5.4.25 Una pieza en forma de triangulo equilatero delgado con lados de 1 uni-
dad de longitud, estda colocada verticalmente en el plano xy con un vértice V' en el origen.
Bajo la influencia de la gravedad, girard alrededor de V' hasta que un lado toque al eje x,
Figura 2.12, pag. 69, del Trabajo Prdctico II, pag. 66. Denotemos por x a la primera coor-
denada del punto medio M del lado opuesto a V' en el momento inicial y sea f(x) la pri-
mera coordenada de este punto en el momento final. Suponemos que el tridngulo se equili-
bra cuando M estd directamente arriba de V', [Purcell, E. J., Varberg, D. et. al. ( 1993)],
Ejercicio N= 49, §2.7, pdg. 89.

a) Determine el dominio y la imagen de y = f(x).
b) Determine los puntos de discontinuidad de y = f(x).

c¢) Identifique los puntos fijos de y = f(x).

Respuesta: El punto M de la lamina triangular en equilibrio inestable, es el punto medio
opuesto al vértice V de coordenadas (0, 0). Por lo tanto, en la posicién inicial de equilibrio
M posee como primer coordenada el valos cero, y mientras no sea soplada por alguna

brisa, la lamina permanecera invertida en dicha posicién de inestabilidad. Precisamente
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por tratarse de una lamina triangular y equilatera, la ordena de M en esta posiciéon es

el valor determinado por la altura de un tridangulo rectdangulo de catetos % e hipotenusa

1

unitaria, i.e. h? + 5

= 1, por lo tanto M en su posicién inicial posee coordenadas (0, ‘/73)

0.5
0.2

kA
0.6 T 0.6
0.4 ! ' 0.4

| |
0.2 | ! Z

* |

-1 -0, 5 \ 0.5 1 -1 0.5 0.5 1
Prinmera coordenada del punto Men el instante final
®
06 04 02 ® 02 04 06

®

Figura 5.29: Lamina triangular: Primera coordenda del punto M.

El ejercicio propone, hacer un seguimiento de la primera coordenada del punto M en el
instante final después que es sometida la lamina a una brisa del lado derecho o izquierdo

respecto de la posicion de equilibrio. La primera coordenada de M en el instante final,

cuando la lamina queda apoyada por una brisa de izquierda a derecha es %. Mientras, que si

la brisa que provoca el desequilibrio es de derecha a izquierda, la primera coordenada de M

en el instante final es — %. El valor %, proviene de utilizar la evidencia geométrica cos(§) =
F

x ., ., . . . « ., .

=L En conclusion, la funcién que realiza el seguimiento de la posicién final de la primera

coordenada del punto medio opuesto al vértice de la lamina, es una funcion discontinua en

cero que posee tres puntos fijos, a saber (0, 0) el de equilibrio inestable, (2, 3)y (-2, —3).
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Capitulo 5. Teoremas de limites.

Estos dos tltimos, son los dos equilibrios estables de la ldamina triangular equilatera del

problema.
Entonces, el Domf(z) = [-3, 3] la Imagf(z) = {-32, 0, 2}. Es discontinua en = = 0
y los puntos fijos son tres —%, 0 %, ver Figura 5.29.

Observaciéon 5.4.26 Tenga en cuenta que la grdfica en la Figura 5.29 se ha obtenido
utilizando “Plot” vy la funcion %'— el mathematica, pinta la vertical (0, t) para t €

[_

, —%], que no deberia estar coloreada, pues no se trataria entonces de una funcion.

>

Ejemplo 5.4.27 ; Es correcto exigir el calculo del limite lim Vo ? ; Es correcto exigir

el calculo del limite hm Vx ? 5 Es correcto exigir el calculo del limite lim /z ?

z—0t

El dominio de la funcién f(z) = /x, es el conjunto de los ntimeros reales positivos y el
cero. Por lo tanto, las vecindades por derechas de la abscisa xy = 0, por pertenecer al

dominio de la funcién, permiten establecer que es correcto solamente exigir el calculo del

lim /.

z—0t

Ejemplo 5.4.28 ; Es correcto exigir el calculo del limite hH(l) [9(:_] ?
z—0 |1

1. Dominio de f(z) = % son los nimeros reales del conjunto {R — (-1, 1)}, i.e.
f(x) esté definida en (—oo, —1] U !, 400).

2. Por lo tanto zy = 0, es una abscisa que no pertenece al dominio de la funcién,
y lo que es real impedimento, e imposibilita que cobre sentido el calculo del limite
916111(1) %, es que existen vecindades reducidas de zo = 0, es decir 0 < |z — x| < 4,
con 0 < § < 1 que no pertenecen al dominio de la funcién considerada. En lenguaje

coloquial es imposible aproximarse por derecha y por izquierda a xqg = 0 para la

funcion considerada.

i NO ES CORRECTO ! hrr(l)m

Ejercicio 5.4.29 Sean f(x) = Lx—J y f(z) = [ T ¢ Es correcto exigir el cdlculo del
limate hm — 7 ; Fs correcto exigir el cdlculo del limite lim 2Ly
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Capitulo 6. Derivada: Ejemplos

6.1. Grafico de f(z) = /2?(6 — x).

Ejemplo 6.1.1 Grafique la funcidn real f(x) = /x%(6 — x) teniendo en cuenta: El domi-

nio de la funcion, paridad o imparidad, intersecciones con los ejes coordenados, continui-
dad, intervalos de crecimiento y decrecimiento, extremos, concavidad, puntos de inflexion

y asintotas.

» Domf(z): h(z) = 2%(6 — z) es un polinomio real por lo que Dom(h(z)) = R.
g(x) = J/z estd definida Vo € R. Entonces el dominio de f(z) = g(h(z)) es R.

= Paridad o imparidad: para comprobar si la funcion es par, impar o ninguna de ambas
cosas se calcula f(—z) = ¢/(—2)%[6 — (—z)] = ¢/22(6 + x). Como f(—x) # f(z) =
226 —x)y f(—z) # —f(x) = —/22(6 — x) se concluye que f(x) no es par ni

impar.

= [ntersecciones con los ejes coordenados: Interseccion con el eje z,

Sr=0; r=06.
Y : r=0
Interseccién con el eje v, < x=0; f(0)=0.
y= /26— 1)
» Continuidad: h(x) = 2%(6 — z) es un polinomio por lo que se puede asegurar su

continuidad Vz y g(x) = /x es continua Vx, por lo tanto f(z) = g(h(z)) es una

funcién continua YV x, por ser composicién de funciones continuas.

» [ntervalos de crecimiento y decrecimiento:

122 — 322 4—x
/ _ —
f (x) o x4/3(6 _ $)2/3 - m1/3(6 _ x)2/3 x 7& 0

entonces f'(x) no estd definidaen x =0 y en z = 6.

" —8
P = sy

tampoco esta definida f”(z) en =0 y en x = 6.

Estudio del signo de f'(x).
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4—2>0
(—00,0) 23 <0 = f'(z) <0 = f(z) es decreciente en (—o0,0)
(6-2)**>0 |
:
4—2>0
(0,4) 23>0 = f'(z) >0 = f(x) es creciente en (0,4)
(6 —2)%3 >0
\
4—-2<0
(4,6) 23>0 > = f'(z) >0 = f(x) es decreciente en (4, 6)
(6 —2)%% >0 )
)
4—2<0
(6,+00) V3 >0 = f'(x) <0 = f(x) es decreciente en (6, +00)
(6 —x)%% >0 )
4—x
z ! _ 7z —
4—x
, / . , - , . . .
zlir(l]li fl(z) = zli}f(l]li 56— )28 (6= 275 0o estos dos limites indican que el punto

critico P. = (0, f(0)) = (0,0) es un punto cuspidal de retroceso del tipo que tiene
f(z) = 22/3 en (0,0), alli no hay recta tangente tinica (vertical) y como en un &,(0, )
el signo de f'(x) cambia de negativo a positivo al pasar por z. = 0, resulta ser un

minimo relativo o local de la f(z).

» Extremos: Los abcisas de los puntos criticos de f(x) son {0,4,6}. En z = 4 hay

punto estacionario y en x = 0 cuspidal. En x = 6 es

1i = —
D Jle) = oo
lim f(z) = —o0
T—6~

y como existe &.(6,0) en donde el signo de f'(z) no cambia, el punto (6,0) no es
extremo y en él existe tangente Unica vertical de ecuacién x = 6.

Como f'(x) = 0 se verifica s6lo cuando z = 4 y f”(4) < 0, la funcién tiene un
maximo relativo o local estricto en x = 4. En sintesis, la funciéon tiene un punto
cuspidal de retroceso minimo en (0,0) , un maximo local estricto en (4,+/32) y no

tiene extremo en (6,0).
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» Concavidad y puntos de inflexion: No existe valor de & que anule a f”(z) y no
estd definida en x = 0 ni en x = 6.
Como en x = 0 hay un minimo relativo cuspidal, no hay inflexion. Para ver que

ocurre en z = 6, donde la curva tiene tangente tinica vertical, estudiaremos el signo

de f"(z).

43 >0 ) )

(—00,0) = f"(x) <0 = f(x) es concava hacia abajo en (—oo,0)
(6 —2)°% >0
43 >0 . )

(0,6) = f"(x) <0 = f(z) es céncava hacia abajo en (0, 6)

(6 — )3 >0
4% >0 ) ' ‘

(6, +00) = f"(x) >0 = f(zx) es céncava hacia arriba en (6, +00)
(6 — )% <0

Por lo tanto (6,0) es un punto de inflexién.

n Asintotas:

o Verticales: lim v/2%2(6 —x) #< +oo Ve € R = A asintotas verticales.

Tr—T0

e Horizontales: lim v x2(6 — ) = = A asintotas horizontales.
+00 400
x—
—00

e Oblicuas: Si y = mx + n es una asintota oblicua de y = f(x), entonces

400
o

f(z) — (mz +n) = o(x), con o(z) infinitésimo para r — ¢ _« , por lo tanto

f@) =mz+n+o(x)y Im —~*% = m. Como lim ‘+—--—1> =
{ too X T—Fo00 T
z—{ o

— 00

—1, resulta y = —x + n. Para obtener n calculamos  lim (f(z) —z) =
+oo
T— o

— 0o
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lim  (/22(6 — x) + Va3), que es del tipo —oo + oo. Para salvar esta in-

—+oo
Tr—r o

—o0

determinacién, tenemos en cuenta que a® 4+ b* = (a + b)(a? — ab + b?), es decir

3. 13
a” + b 3 .
a+b=———— luego llamando a = /x22(6 — ) y b = v/23 se tiene
a? —ab+ b2 & ( )y
2 3
: (6 —x)+a
lfm (3/22(6 — z) + V23) = lim =
;r—>oo( ( ) ) T—00 (1;2(6 _ $>)2/3 _ 3 .’13‘2(6 _ 13)563 + 22
= I 6z° = I 6 =2
T g (6 )8 —aR (6~ ) S ket T e S (g g
por lo tanto la ecuacién de la asintota oblicua es y = —x + 2. Finalmente como

11'111 f(z) = Foo concluimos que Imf(x) = R.
T—>T 00

Observacién 6.1.2 En general, si se estudia el signo de f'(x) y el de f"(x) se obtienen
directamente los puntos criticos, ademas en cuales hay extremos y en cuales no y también
se obtienen los puntos de inflexion. Pues donde f'(x) cambia de signo hay extremo local

y donde f"(x) cambia de signo hay un punto de inflexion.

| o 4—z _ -
Signo(f'(x)) = Signo (1;1/3(6 — :L‘)2/3) B Szgm)( !/ ) 26

Signo(f"(x)) = Signo (W) = Signo ((m i 5 5/3)

Procedimiento que evitaria cierta redundancia del trabajo previo.

x#0

Figura 6.1: Grafica de f(x) = {/2%(6 — x).

247



Capitulo 6. Derivada: Ejemplos

6.2. Velocidades Relacionadas

Ejemplo 6.2.1 Un peso puntual W estd ligado a una
soga de longitud L, que pasa a través de la polea P,

situada a una altura H del suelo. El otro extremo de la

soga estd atado a un camion y dicha atadura estd a nivel

h del suelo. Bl camion avanza a velocidad constante v.

Figura 6.2: Elevacién del peso W.

Si L =50ft,H=20ft,h =2ft,v=9ft/sec; ; Con qué velocidad se eleva w cuando

estd a 6 pies del suelo ?

Geometria del Problema.

Determine las posiciones inicial

: . P Lyow=LH L
X(0), final X(F) y la distancia g—1, ~_
N
que puede recorrer el camién en 0 }i((ﬁl 0= R | R € 5 ]

base a los datos H, L, h,v.

Figura 6.3: Estado inicial y final de las variables.
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Mecanica del Problema.
Determine la expresion de la velocidad de elevaciéon
del peso w en funcion de los datos H, L, h, v. Determi-

ne los intervalos de variacion de cada una de las mag-

nitudes variables. Determine qué magnitudes poseen Ly Lo
2(t

igual y cuédles diferentes tasas de variaciéon -analice W

fisicamente sus respuestas. Conjeture en qué circuns- X(1)

tancias la velocidad de elevacién resultaria aproxima- -+ ——— - —
damente igual a la velocidad del camién. ; En qué ins-

tantes la velocidad de elevacion es: la menor posible,

la mayor posible ?

Figura 6.4: Dindmica del Problema.

Posicién Inicial y Final del Camién.

Ly(t) := distancia del peso W a la polea.
(H — h)* 4+ 2(0)* = Ly(0)?
L(0)=H
H+ Ly(0) =L

(H—h)?+2(0)?%=(L—H)?

2(0) = /(L — H)? — (H — h)2.
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.. los intervalos de variacién de las variables son:

0< Li(t) < H

L-H<ILy(t)<L

VL= H) — (H — ) < alt) < /I — (H — b

P
Mecanica del Problema 'ﬂf&”

_— = —_ — — &5kl — -

Lo y(t)
v/ La(t)? —L(:Z)— h)? x(t) ()
\/L2(t)2L—2<(§ —h2v _ y(t)



6.2. Velocidades Relacionadas

- (i) =

La tultima ecuacion es la velocidad de elevacion del peso. Si H = h no tiene sentido la

polea, y el problema se reduce a que el camién arrastre horizontalmente el peso W. En
tal caso la variable L;i(t) es nula e y(t) = h

Por otra parte, para que resulte y(t) ~ v se debe tomar Lo(t) muy grande, i.e., una soga

de longitud muy grande comparada con H. En tal caso

L—H<L
11
L L-H
oo H—h _H-—h
L L—H
(H—h)* _ (H=hp
L? (L — H)?
(H — h)? (H — h)?
(L-H:? ~ I?
AV AV
_H-m L (H-h)
(L — H)? L?

Entonces, teniendo en cuenta la férmula que da y(t) y que L2(0) = L — H y Lso(t) = L,
resulta que la velocidad de elevacién en el instante inicial es menor que en el instante

final, pues:

Pero ademas, dado que L es “muy grande "comparada con H, resulta L — H =~ L y

. —n\?> [(H-1n\" , , ~ ,
ademas T_7 ~ A y ambos serdn tanto mas pequenos cuanto mas grande

H—h\? H—h\’
sea L con respecto a H. Pero entonces, tanto 1 — (ﬁ) como 1 — (T) son

positivos y muy cercanos a 1, luego también seran proximas a 1 sus raices cuadradas. En

o H—h\" H—h\? , H—h\?
sintesis, \/1—(m> le\/l_(T) ~1..y(0)—\/1—(—L_h) v oR
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Capitulo 6. Derivada: Ejemplos

H—h\?
VR \/ 1— (T) v = y(F). Es decir, las velocidades inicial y final son muy similares

y ambas muy similares a la velocidad v del camion.

Por otra parte, como

Lo(t)

y(t) = 2\/1 - (1H - h)22 (i;;) (2]2(;)3) >0 Vit

resulta que y(t) es una funcién estrictamente creciente i.e. la velocidad ird aumentando

con la altura.
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6.3. Optimizacion

Ejemplo 6.3.1 Determine el punto del sue-
lo desde el cual se ve el segmento vertical
AB bajo dngulo mdximo. Ver Figura 6.5.
833-7, pag. 464, viii. Funciones derivables,
Andalisis Matemadatico, J. Rey Pastor, P. Pi
Calleja y C. A. Trejo, Tomo I .

En la figura se indica la construccion

geométrica de la solucion.

Figura 6.5: Mejor visualizacién de AB .

Respuesta: En el caso de nuestro problema, en el cual z toma valores positivos y ¢(z)

7r
varfa en el intervalo (0, 5), maximizar ¢(z) es equivalente a maximizar tan ¢(x), ya que la

, , T tan B(z) — tan a(x)
tangente es estrictamente creciente en (——, —), como tan p(z) = =
272 1 + tan B(x) tan ()
b a
R ) PP o p-a)
- TR tendremos que max [p(x)] = méx [tan p(z)] = max P p—
1+ —
2
b—
Por otra parte, como (b — a) > 0, serd méxw = min (z + abz™'). Enton-
x + bax~!
ces nuestro objetivo es ahora minimizar g(x) = x + abz~!. Para ello debemos calcu-
d b 2 —ab
lar —(z + abz™') = 1 — 2 e igualarla a cero: 1 — ot e Y o0 e
dx x? x? x?

r = £Vab. La abscisa critica que resuelve nuestro problema es x. = vab. En efecto,

d b 2ab
g"(z) = — (1— i = > 0, luego g(vab) es un minimo de = + abz ™.
dx Ll N el W
_ . . . (b—a)
Analicemos que ocurre con la abscisa real negativa r. = —+/ab. En este caso, maxﬁ
x + bax
2 2ab
= max x + abr~! y entonces —— T+ abr™! = — < 0, la abscisa z. = —vab
dx —Vab T —Vab

corresponde a un maximo. Como era de esperar, las dos soluciones dan puntos simétricos

respecto del punto O.
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Ejemplo 6.3.2 Hallar el cono de mayor superficie lateral que

pueda inscribirse en un cono de radio 1 y altura 3 de acuerdo

H=3
con la siguiente Figura 6.6. Referirse a la pdg. 266, Ejemplo N
5, del libro Introduccion al Andlisis Matemdtico (Cdlculo 1). h(x) £(x)
Hebe T. Rabuffetti, Edit. El Ateneo. :
T =

Figura 6.6: Conos invertidos

Respuesta: Utilizando la formula que da la superficie lateral de un cono, al area corres-

pondiente al cono inscripto, sin considerar el drea de la base circular, es

a(z) = mx g(x)

donde la generatriz g(x) es

g9(x) = va? + [h(z)]?.

luego g(z) = /224 9(1 — 2)? = V1022 — 18z + 9.

A
Para calcular h(r) podemos comparar los tridngulos seme-
) ' AB AB’
jantes ABC y AB'C’', donde — = —.
BC B'C’ 3
Reemplazando valores en la igualdad anterior, resulta: Bl x \C
3—h 3
3= hiz) _ T e 3-hx) =30 & h(x) = 3(1-a). h{x) E
x 1
B’ C’

Figura 6.7: Tridngulos semejantes

Finalmente Vo > 0 es a(z) = m 2z V1022 — 18z + 9. El 4rea, entonces, depende exclusi-
vamente de x. De acuerdo con los datos del problema y el significado geométrico asignado
a la variable z, el dominio de la funcién a(z) que da el drea determinada es el intervalo
abierto (0,1).

Por lo tanto los puntos 0 y 1 son puntos criticos de la funcién, ya que son extremos del

dominio de la funcién a extremar.
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6.3. Optimizacion

Para buscar los demds puntos criticos calculamos la derivada de la funcién a(z).

Obtenemos
d(z) = 7 (202% — 27z + 9)'
V1022 — 182 + 9
La derivada d/(z) se anula en los puntos z; = 17 Ty = g, ambos interiores al intervalo
(0,1).

3
Puede verificarse, mediante uno cualquiera de los criterios estudiados, que el valor a(z)

es un minimo local y el valor a(g) es una maximo local.

Sin embargo, como la funcién drea considerada es continua en el intervalo abierto (0, 1),
no alcanza necesariamente extremos absolutos en dicho conjunto. En este caso no tiene
ni maximo ni minimo absolutos, pues ambos corresponden a los extremos del intervalo
abierto, como puede verificarse al tomar los valores a(0) y a(1). Tengase en cuenta que
si la funcién a(x), que es continua en el cerrado [0,1], tomase un extremo absoluto en

un punto del abierto (0,1), tal extremo absoluto seria también extremo relativo. Por lo

2.575
2.55
2.525

2.475
2.45
2.425

0.2 0.70.60.8 1 1.2

5
4
3
2t
1
/1E 02040608 1 1.2

Figura 6.8: Problema de optimizacion sin solucién

tanto, el problema de obtener extremos absolutos de a(z) en (0,1) no tiene solucién.
Considerando los casos limites x = 0 y x = 1, los extremos absolutos resultan a(0) = 0
y a(1) = 7. Interprete geométricamente cudles son los “conos limites” correspondientes a

r=0yzx=1

Observacion 6.3.3 Notese que, al encarar un problema de este tipo, es necesario un
andlisis exhaustivo de las condiciones planteadas y de la funcion obtenida para resolverlo.
Si se resuelve mecdnicamente el problema, considerando solamente los puntos del dominio

donde se anula la derivada primera, pueden obtenerse conclusiones erréneas.

255



Capitulo 6. Derivada: Ejemplos

Ejemplo 6.3.4 Los puntos A y B estin en distintas

orillas de un rio recto de 3 km de ancho y son opuestos

uno del otro. El punto C estd en la misma orilla que = K K x
B pero a k kilometros de B, rio abajo. Una compania B T g
telefonica desea tender un cable desde A a C'. El costo

W W?2 4 o2

por kilémetro de cable para tierra es de $10.000 y el de
cable acudtico es de $ 12.500. Se piensa en tender el A
cable desde A hasta un punto P en la orilla opuesta y

desde alli hasta C.

Figura 6.9: Variantes de un problema de optimizacion.

Respuesta: Haremos un planteo general del problema: Supongamos que C7 es el costo del
cable terrestre y C'4 el costo del cable sumergible, por km. En tal caso el costo total del

cable tendido estara determinado por:
Cz) =Cy VW2 + 22+ Cr (K — x)

para x variando en el intervalo [0, K.

Como
x

/ _
C (l’) - \/WOA - CT7

los puntos criticos estacionarios se obtienen resolviendo la ecuacién C'(z) = 0:

x [ 1
WQ—H _QCA:CT=>.1'::E (]2—_11/[/,
Ca

donde hemos notado por ¢ al cociente de costos g = o
T

Como el dominio de definicién de C'(x) es [0, K], se debe descartar la raiz negativa, luego
1
2

q> —
W2
(W2 + :E2)3/2

el inico punto critico estacionario es x. = W. Por otra parte, como

C'(x) = >0 V z,

y ¥V z € [0, K], resulta que C(z) tiene un minimo local en N Bk siempre que ¢ sea
q —_—
mayor que 1, es decir, que el cable terrestre sea estrictamente mas barato que el sumergible.

Si el costo del cable sumergible resultara menor o igual que el del terrestre por km, la
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6.3. Optimizacion

ecuacién C'(z) = 0 tiene raices complejas y no tiene raices reales. Esto significa que, en
tal situacién, la funcién a extremar no tiene puntos criticos estacionarios ni singulares.
Luego los extremos absolutos deben estar en los puntos frontera del dominio. Analice la
situacién y diga cudl es la solucién de menor costo en este tltimo caso.

Un problema especifico establecerfa Cy = 12,5008/km, Cy = 10,0008/km, W = 3 y
K = 2. En este caso ¢ = 08, z. = 4 > K = 2, por lo tanto el Problema propuesto
se resuelve utilizando la continuidad de C'(z) en [0,k = 2], en cuyo caso el Teorema de
Bolzano Weierstrass establece que la funcion alcanza el minimo y el maximo absoluto,
en [0,2] como C(x) en dicho intervalo es estrictamente decreciente el minimo absoluto de
C(x) seréd alcanzado en x = 2. Es decir, se utilizard un tendido completamente acudtico.
C'(0) = 57500 y C'(2) = 45069. Si los valores de los cables se mantienen fijos en 12.500 $
y 10.000 $ respectivamente ; Cuédl es la minima distancia K entre B y C' a partir de la

cual la solucién incluye un tramo terrestre ?

Ejemplo 6.3.5 Un campo petrolero tiene N pozos que producen un total de B barriles
de crudo por dia. Por cada pozo nuevo que se adiciona, la produccion media por pozo
disminuye en b barriles diarios. 5 Cudntos pozos adicionales se deben agregar para obtener

la mayor produccion de crudo por dia ?

Respuesta.
Produccién de barriles P en funcién (la funcién es discreta pero la “continuizamos ”) del

nimero de pozos x:

P(x) =2[B — (x — N)b] = —bz* + (B + Nb)z, x € [0,+00).

Cabe hacer notar que la funcién P(x) que modela el problema es en realidad una res-
triccién de la funcién P(z), més precisamente es la restriccion de P(x) al conjunto

B
D:[0,+oo)m[N,N+3]mN.

Esto es asi porque:

» La variable es “ntmero de barriles ”, es decir, un niimero natural,

B
» La funcién P(z), cantidad total de crudo, se anula en x = 0; z = N + 7 Y toma

valores negativos fuera del intervalo [0, N + 3],
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= Como se pide el nimero de barriles que se debe adicionar a los N existentes, sélo

interesa la produccién de crudo P(z) para z > N.

Para determinar el nimero de barriles que corresponde a la méxima produccién de crudo
B
procederemos a extremar la funcién P(x) sobre el dominio [0, N + 3] y luego, en base a

tal resultado, deducir la solucién buscada para P(x).

P'(z) = —2bz + (B + Nb)

B+ Nb
P'(x)=0« —2bxa+ B+ Nb=0 < xc:%
P"(z)=—-20< 0V .
. (. . . - . B+ Nb
P(z) tiene un maximo relativo estricto en .. Como la funcién es continua en [0, — ]

tiene maximo absoluto y minimo absoluto. Si un extremo absoluto estd en el interior
sera extremo relativo. Puesto que en nuestro caso hay un sélo punto critico estacionario

en el interior y la funcién toma el minimo absoluto cero en los dos extremos, el maximo

) B+ Nb . ., : .
absoluto solo puede estar en el z. = o Con esta informacién es posible deducir

B
cudl es el nimero entero del intervalo [N, N + 3] en el que P(z) toma su maximo valor:

— B
i) Si el punto z. esté en el dominio de P(x), es decir si x. es un entero en [N, N + g]

entonces es la solucion buscada.

B
ii) Siz. € [N,N + 3] pero no es entero, entonces la soluciéon buscada es el entero en

tal intervalo mas proximo a x..

B Nb+ B
iii) Six. € [N, N+ 3], es decir si z, = 2——2 < N, entonces, también en este caso

la solucién es el entero en [N, N + 3] mas proximo a ..
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6.4. Ejercicio resuelto: Optimizacién. Nivel IT: 2%

PARCIAL - & © 2% COLOQUIO.

Miguel, ecologista, tiene que cruzar diame-

tralmente -antipodas- una laguna circular de ,

un 1 kilémetro de radio. Puede hacerlo ya ' CeaNyinando

sea atravesandola a remo a 2 hkor?a o bor- | w, ]

4 JKm o parte a remo y N ,

deandola a pie a hora . )

parte caminando (Ver Figura 6.10). S

Figura 6.10: Miguel: Braquistécrona vs Méximo deleite del panorama

., Cémo tendra que hacer el recorrido para:
i) disfrutar al maximo del panorama -tiempo méximo ?

ii) cruzar lo mas réapido posible -braquistécrona: trayectoria de tiempo minimo ?

TNI,(IJI,’ ? Deleite Panoramico

F_
ag, =0
el R Ly oot + Lo
LoTes] —a
1=k
201w
oy
o 301247 =W
Lo SRR WY
B a=0
0947095 Y a2 W)= +0 198773 -
08I0y R V)= 4 0542012
0274314 WplERWH= 0 457017
e ] - - 0150527 .
T R v B braquistécrona S .
=THoOtTEarth R . . R 3 -
: : ; THyO="3 V/1tcos (0)=1.

T=2frreos G+ T4 . . Tmin

T Twi,12782 ‘ e e

B [

Figura 6.11: Solucién del Ej. 17, pag. 288, M. Spivak

gremando gcaminando
lr = +

Uremando Veaminando

oo = T2+ 12— 277 cos(a)
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gcaminando = ar

1
b = V2r /14 cos(a) n ar 0<a<

X (6%
Uremando Veaminando

™

Calculemos la derivada primera de la funcién del tiempo viajado!, i.e.

dtr r r sin(a)

do Veaminando \/5 VUremando 1+ COS(O&)

Calculemos la derivada segunda de la funcién del tiempo viajado, i.e.

d2 tr . r (1 -+ COS(CK))2
d2 « 2 \/ivremando (1 + COS(&>>% .

Ahora determinemos los puntos criticos en . € [0, 7]. Comencemos por reconocer los dos

puntos criticos frontera del problema o = 0y o = 7. Luego, determinemos si existen

ce (0,m).Y

" : . . . T
puntos criticos estacionarios, af, es decir, aquellos en los que — = 0, af
da

finalmente, identifiquemos la existencia o né de puntos criticos singulares, o, es decir
aquellos en los que no existe finita la derivada primera de la funcién del tiempo.

Si llamamos ¢ al cociente de las velocidades de las dos capacidades deportivas de Miguel

Uremando

¢ = ———— e igualamos a cero la derivada primera de la funcién t7(«), resulta
Veaminando
dtT — 0 o sin(a) _ \/ivremando _ \/50.
do 1+ COS(O{) Ucaminando

Si elevamos al cuadrado, y reorganizamos la identidad anterior, ain ante el eventual
costo de agregar soluciones adicionales a las del problema y omitiendo de manera ligera

el hecho de que el denominador /1 + cos(«) no puede ser cero, resulta:
2¢% (1 + cos(a)) = sin*(a)

la sustitucién de la identidad trigonométrica sin®(a) = 1 — cos?(a), nos permite trans-

formar la busqueda de las abscisas criticas estacionarias del problema por medio de:

cos’(a) + 2c* cosa + 2¢2 —1 =0 (6.1)

IEjercicio generalizado a partir de la versién que aparece en “Calculus, cdlculo infinitesimal”, Michael
Spivak, Editorial Reverté, S. A., 5* reimpresién 1999. §11 Significado de la derivada. PROBLEMAS, pag.
288, ej. 17.
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que afortunadamente con la sustitucién u = cosa, puede resolver con la utilizacién de
la férmula de Bhaskara para determinar los ceros de la siguiente cuadratica u? + 2cu +
2¢® —1 =0, asaber: uy _~ = —c® £ /(2 —1)2

A partir de ahora suponemos desconocer las capacidades deportivas del ecologista y por
razones didacticas que implican la generalizacién del problema hablaremos de la velocidad
W cuando Miguel se esté trasladando por el agua del lago y con velocidad V' cuando Miguel

se traslade por la periferia terrestre del lago circular, i.e Vremando = W' Y Veaminando — V

w

. el pardmetro ¢ = 77, es el cociente de velocidades, en otras palabras una constante

positiva del problema generalizado. Las expresiones que resuelven el problema son:

tr(a) = V2R HV;OS(O‘) + O‘VR; 0<a<m (6.2)
. _dtr(®) R R sin(«) o<
trla) = da V.  \2W 1 + cos(a) V=as ©.3)
oo dtr(e) R (14cos(a))? oo
o) = S = A ey S s (6.4)

La funcién (6.2) es continua en el compacto 0 < o < 7, i.e. la funcién (6.2) € Clay),
en consecuencia el Teorema de Bolzano-Weierstrass establece que el Méaximo Absoluto y
el Minimo absoluto son realizables y alcanzados por abscisas en dicho compacto. Por otra
parte, la funcién (6.3), no esta definida en 7 y la funcién derivada segunda (6.4) es negativa
en el intervalo [0, 7). Entonces la funcién (6.2) es ademds de continua céncava hacia abajo

en (0, m). Siendo ! = 0y af' = r las abscisas criticas frontera del problema, con valores

temporales t7(0) = 2 y tr(r) = ZE. Mientras que las abscisas criticas estacionarias

resultarfan del andlisis de las rafces de (6.1), i.e. cos(af)y = uy _ = —c* + |2 —1].

Observemos que ¢ = 1 — uy = u_ = —1 y la funcién (6.2) se transforma en tr(a) =

%(\/5 1+ cos(a) + a); 0 < a < 7, en cuyo caso (af)x = of = =, abscisa

descartada, pues alli no existe finita la derivada primera, (Referirse a (6.3)). Por lo tanto,

la exploracién de alguna abscisa critica estacionaria en 0 < o < 7 conlleva al estudio

decos(af)y =uy = -+ |*=-1] si &>1 y <1
cos(@f)y =uy = -+ |—1], si <1 y &>1 (6.5)
cos(@). =u_ = —c —|2—1], si <1 y &>1 (6.6)
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F

Obsérvese que en (6.5), ¢ > 1 conduce a (f)r = af = =, as{ como también en (6.6),

c? < 1, por lo tanto sélo debemos explorar la existencia de abscisas criticas estacionarias

en:
cos(@f)y =uy = -+ |2—-1], si <1 (6.7)
cos(af). =u_ = —c — |2 —1], si Z>1 (6.8)

Es decir en:
cos(@)y = uy = 22 +1, si A<1 (6.9)
cos(@f). =u_ = 22 +1, si >1 (6.10)

Las situaciones en las que las habilidades deportivas de Miguel caen en el intervalo

0<c= % < 1 adicionan a los dos puntos criticos fronteras, la siguiente abscisa critica
estacionaria. Puesto que 0 < ¢ = (¥)? <1 =0 < 22 <2 = -2 < =2¢2 < 0

= -1<1-2¢ < 1,ie. -1 <cos(al)y =u, =1 —2c% < 1. Hemos confirmado

la existencia de la abscisa critica estacionaria (a¢)y = arccos(l — 2¢?) si 0 < ¢ =

% < 1. En dichas situaciones, W < V, las abscisas criticas del problema son tres:

{af = 0,0 = 7,0 = 1 — 2¢%}. En contraste con los casos en los que ¢ > 1,

en los que (6.10) no aporta abscisa adicional a las fronteras. Evidenciamos este hecho

por la siguiente secuencia de cémputos ¢ = (¥)? > 1 = 2¢ > 2 = -2 < —2
= 1 -2 < =1 = cos(af). = u. =1 —2¢* < —1 y como 7 es singular
y frontera, no hemos encontrado para las situaciones analizadas - i.e. ¢ = % > 1-

abscisas criticas estacionarias. En estas circunstancias el Minimo y el Maximo tiempo del

2R
w

y tr(r) = £ como

recorrido estan determinados en las abscisas fronteras t7(0) = %

w <+ Y 2R < mR, resulta t7(0) < tr(m) lo que concluye que la braquistécrona es
la trayectoria que realiza Miguel cruzando a remo diametralmente el lago, = 0, y el

maximo panorama lo disfruta si camina sobre la semicircunferencia, o = 7. En contraste,

sil) < ¢ = % < 1 se deben computar los valores temporales en las abscisas fronteras y
V1 — ¢ arccos(l — 2¢?
en la abscisa estacionaria tr(arccos(l — 2¢?)) = 2R —w + R <V ) y

de la comparacién numérica posterior se determina qué abscisa realiza el minimo y cual

realiza el maximo de la funcién (6.2).
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= ‘7&»‘ 1+ Cosa] + 5 @
e

1=k

1w

W1V

R W ¥ L71535]
wp[ERWV]=[0 191836)
(@R, Wl - 000197271

x

Figura 6.12: t7(a), ir(a), tr(a),sic=1,¢>1,¢<1 % <2ye<1 ¥ >
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Ejercicio 6.4.1 Interprete, en cada uno de los grificos de la Figura 6.12 cudles son las

trayectorias de tiempo de recorrido minimo -braquistocrona y cudles son las trayectorias

de tiempo de viaje mdzximo.

263



Capitulo 6. Derivada: Ejemplos

264



Parte VII

Teorema del Valor Medio del Calculo

Diferencial

265






Capitulo 7

Teorema de Rolle. Teorema de

Lagrange. Regla de L’Hospital

267



Capitulo 7. Teorema de Rolle. Teorema de Lagrange. Regla de L’Héspital

7.1. Teoremas del Valor Medio del Calculo Diferen-
cial: Justificaciones y aplicaciones.

Teorema 7.1.1 Teorema de Rolle.
Sea f(x) continua en el intervalo cerrado y acotado [a, b], con derivada unica (finita o
infinita) en el intervalo abierto acotado (a, b), y es f(a) = f(b), existe al menos una

abscisa en (a, b) en el que la derivada primera se anula, i.e. exviste x; € (a, b) tal que
f'(xe) = 0.

Demostracion. Por el Teorema de Bolzano-Weierstrass, sabemos que una funcién continua
en un conjunto compacto de los reales, alcanza su valor maximo absoluto M y su valor
minimo absoluto m en abscisas del mencionado conjunto. Por lo tanto, en [a, b] existen
xcy e tales que f(ze) = My f(ze) = m, yaque m = f(zg) < f(z) < f(ze) = M
Vo € [a, b]. Si ¢y x¢ fueran los valores extremos del intervalo [a, b, entonces e.g.
m = f(a) < f(z) < f(b) = M, como por hipétesis f(a) = f(b) = m = M se tiene
que m = f(a) < f(x) < f(b) = m, m < f(z) < m,esdecir f(x) = m, la funcién es
constante en todo el intervalo [a, b]. Luego, su derivada primera es nula, i.e. f'(z) = 0
en todo € [a, b], luego el teorema estd justificado. Pero, si por el contario, uno de los
valores de las abscisas x¢ y ¢, perteneciera al interior. Supongamos que z. es interior,
ie. ¢ € (a,b), luego es un extremo local o relativo de la funcién f(z), puede ser que
f(ze) = M o que f(z¢) = m, un maximo local o un minimo local, que a la vez sea el
maximo o el minimo absoluto de la funcion en el intervalo cerrado y acotado. Obviamente,

esto exige para una funcién con derivada tnica en el (a, b) que f'(z;) = 0.

Observacion 7.1.2 Geométricamente, el Teorema de Rolle, establece la existencia de
una abscisa, en la que el arco de curva plana reqular (suave) posee recta tangente paralela

al eje x.

Sugerimos al lector, hacer una bella representacion grafica para distintos ejemplos senci-

llos, interpretando lo establecido por el Teorema 7.1.1.

Teorema 7.1.3 Teorema de Lagrange.

Sea f(x) continua en el intervalo cerrado y acotado [a, b], con derivada unica (finita o
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infinita) en el intervalo abierto acotado (a, b), entonces existe una abscisa interior x.,
i.e. x. € (a,b), tal que:

f(b) — f(a)

b—a = f'(z), € (a,b) (7.1)

Demostracion. Se construye la siguiente funcion

Obsérvese que:

= () es continua en [a, b], y derivable en (a, b), por ser diferencia de dos funciones
con las mencionadas propiedades. Entonces,

f(b) — f(a)

) = flo) - T

= p(a) = f(a) y p(b) = f(a).

Luego ¢(x) es una funcién que verifica las condiciones del Teorema 7.1.1, el Teorema de

Rolle, por lo tanto existe z. € (a, b) ¢'(z;) = 0.

f(b) = f(a)

f(0) — f(a)
b—a '

¢'(zs) = 0= fz) — b—a

= f(z,) =

Nota 7.1.4 La inclinacion o pendiente de la recta que pasa por los puntos (a, f(a)) y
(a, f(a)), recta secante, de la grifica de una funcion y = f(x) que satisface las condi-
ciones del teorema, es la misma, que la pendiente, de por lo menos, una recta tangente

en un punto (v, f(z.)), para z. € (a, b).

Ejemplifique e interprete graficamente el Teorema del Valor medio del Calculo Dife-

rencial, i.e. el Teorema de Lagrange.

Ejercicio 7.1.5 Interpretar geométricamente el Teorema 7.1.3. Interpretar geométrica-
mente la construccion () desde una funcion f(z) que verifique las condiciones del

Teorema de Lagrange.
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Remitimos al estudiante, a la §9 en la pag. 340, en la que demostramos, el resultado
que hemos llamado, “Teorema del Valor Medio Diferencial Generalizado”, con el que se
prueba el “Teorema de Cauchy” en la pag. 339 y nos allana la justificacién de la Regla
de L’Hospital, que posibilita el calculo de ciertos limites indeterminados. En su defecto,

en [Rey Pastor, J. et al. (1957)], consultar la §36. Limites indeterminados, pp. 483-491.

Teorema 7.1.6 “Regla de L’Hospital”.
Sean f(x) y g(x) continuas. Ezisten finitas f'(x) y ¢'(x) y si

1. f([l?[)) = g(l’o) = 0,
2. g(x) 20 Vo € Er(xo,0), i.e. ¥V x € 0< |z — x| <9,

3. fl(z) y ¢'(x) ni se anulan, ni se hacen simultineamente infinitas ¥ x € 0 <

|z — zo| < 6,

/
4. existe finito o infinito el lim / (x)
=0 g’(x)

Entonces

fm 1) g £

s g(z) — wom g (2)

Demostracion. Inmediata desde el Teorema 9.1.1 en la pag. 339.

Ejemplo 7.1.7 Efectie el estudio completo de f(x) = x*, x > 0 Figura 7.1.

0.
(1/E=0.367879,*F(1/E) =0.69220)

0.5 1 1.5 2

Figura 7.1: Minimo de f(z) = 2%, = > 0.

flz) =2z >0
f'(x) = 2*[In(x) + 1] estamos trabajando con x > 0, la derivada primera se anula

1
siysélosi In(z) +1 = 0 & Inz = -1 & x = E! = T ~ 0,367879, como
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el signo de la derivada primera estd determinado por el signo de In(z) + 1, i.e. Figura

1 1
7.2, dicha funcién es negativa en el intervalo (0,—) y positiva en (—,+00), por lo tanto
e e
1 1
(- =~ 0,367879, f(—) ~ 0,69220062755534635) es un minimo local o relativo estricto y
e e

1
como f”(xz) > 0 en el dominio de definicién real de la f(z) el minimo en — es absoluto,
e

pues la funcién es céncava hacia arriba en (0, +00).

f'(x) = a® [(ln(x) + 1)2+§ > Vz > 0.

ll /
1ED 9_0:
ArE-

05 1 1.5 2

-1
-2

-3

Figura 7.2: Signo de f'(z) = z*[In(z) + 1], = > 0.

Ejemplo 7.1.8 Utilice el Teorema del Valor Medio para probar que si f"(x) >0, V&

en un entorno €(xy,0) , entonces la funcion y = f(x) es concava hacia arriba en xy;.

Fyf--------

Figura 7.3: Gréficas del Ejercicio N = 11 a).

Como f"(x) > 0 en €(xzyp,0), para dos puntos zp, y Ty, en ese entorno tales que
Ty < Ty < Ty, existen &y &g, con wy, < & < xy < & < wyp, v valen las dos

desigualdades siguientes:

Fa) =P ) e oy L) = )

TMy — TM TM — T,

= f"(&) >0

sigue entonces que:
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f,<x.M2)

(o) = f'am) >0, y f'(ea) = f'(wa >0, ;

x}(ﬁ él x|M 52 551(42

f/(x.M1> f/(xM)

ie.,

f'(x) < fl(zpy) en (xar —0,py) vy f(oy) < fl(x) en (xpr,x0r +0).

Si definimos la funcion g(z) = f(x) — [f(xm) + f/(xum)(z — xp1)], es claro que si toma
valores positivos en un entorno reducido de xy, indica que en tal entorno, el gréfico de f(x)
estd arriba de su recta tangente en el punto (x,y, f(z)). Pero como ¢'(z) = f/'(x)—f'(x ),

las dos desigualdades anteriores establecen que: Por lo tanto g(z) posee un minimo local

g (z) <0en (zp — 0,2p), / _
/ e e 39y iy o
g (r) >0en (vp, 20 +0)y g'(vnm) = 0. ( | ) Signo(g'(x))
T pm -0 x .TM+5

Figura 7.4: y = g(x) posee un minimo en z ;.

en y, mas ain Vxeg(wy,0) resulta g(z) > g(xy) = 0.

Observacion 7.1.9 Notese que la misma demostracion es aplicable a cualquier punto de

e(zpr,0), por lo tanto la curva es concava hacia arriba en todo punto del entorno dado.

Ejemplo 7.1.10 Resolucion del ejercicio anterior con ”Hipotesis menos restrictivas”.

Sea y = f(x) tal que f”(xp) > 0. Utilice el Teore-
ma del Valor Medio para probar que la curva es conca- o Fee o

va hacia arriba en x,;. Es decir, pruebe que existe un

entorno (zy; — 0,y + 9) tal que Vo € eg(xp,d) el

LGOS

punto (x, f(x)) esta arriba de la recta tangente en xy;:
y = flam) + flam)(@ — zar).

Figura 7.5: y = f(x) céncava hacia arriba en x ;.
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Respuesta:
Como f"(xp) = lim f'w) = ) > 0, existe un entorno reducido eg(zo,d) en el cual
T—T M r — Tp
(
f'(@) > f'(zum) |
F@ - ) e b o
r — TN

L r—0 T Tm

Utilizando el Teorema del Valor Medio, tenemos:

flane) = ) _ prey) s pran) (1)

T —
Ve — T NN}

f(xM) — f(xM1)

= [(&) < flwa) ()

1\
De ()

Flan) = F(€) (e, — ar) + Faa) > s ans, = 2n0) + Flan).
De (**)

f@a) = f(oay) = [ (xar — 2an) < f(@m) @y — 2ar,)
fan) = flear) > fl(xm) (s, — o)

f(@an) > foa)(@an —2ar) + flon),

i.e., en el entorno eg(xyr,d) la curva estd estrictamente més arriba que la recta tangente

en el punto (z, f(zar)).

Ejemplo 7.1.11 Sea f(x) =
1
a:2(2—|—sin—> x#0
x .
0 r=0

Figura 7.6: An eery case! (eery: mysterious)
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Calculemos f'(0) por definicién

1
:c2<2—|—sin—>—0 ) )
f(0) = lim a = lim z (2 + sin —) = lim {2:1: + x sin (—)1 :
r—0 x—0 x—0 xX r—0 x
Pero
lim x sin — = 0,
x—0 x
pues al ser
1
—lz| < |z sin—‘ < ||
x

aplicando el Teorema del Encaje resulta

0= lim —|z| < lim
z—0

x—0 z—0

1
x sin—‘ <lim |z| =0

y por lo tanto f'(0) = 0.
Entonces existe la recta tangente en (0,0) y coincide con el eje x.

Maés atn, la derivada existe en cualquier punto distinto del cero y vale f'(z) = 4x +

1 T,
2x sin — — cos —, l.e.
x T

1 1
dr 4+ 2x sin— —cos— x #0

@) = v
0 xz=0.

Por otra parte si intentamos calcular f”(0) por definicién encontramos que no existe

1 1
4o + 2x sin— —cos — — 0 1 1
lim L L = lim [4 + 2sin (—) — M} ,
z—0 x—0 z—0 x T
i.e. no existe f”(0).
Entonces
: 11 1
44 2 sin — — — cos — — — sin —; x#0
f(z) = T T r 22 T
A x=0.

En sintesis, hemos mostrado que la derivada primera cambia infinitas veces de signo
en cualquier entorno de cero, donde hay un minimo local estricto (estacionario) y en
consecuencia, de acuerdo a la definiciéon adoptada, la curva es concava hacia arriba pues

se mantiene arriba de la recta tangente en zy = 0.
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Ejemplo 7.1.12 Derivacion de funciones compuestas

Sean g(z) derivable en zo y f(x) derivable en yy = g(xo).

Azx) —
Recordemos que: ¢(x) derivable en zy < 3 Ah’m0 plro + Ax ) = ¢lwo) = ¢'(zg) & 3
xT—r xr

infinitésimo e(Ax) tal que:

o(ro + Ax) — p(20)
Az

= ¢'(z0) + €(Ax)

& oo+ Ax) — (1) = @' (10) Az +  €(Ax) Ax
—_—— —_——

dgo(xo,Am) de orden superior a Ax

Como f(y) derivable en yy = g(x¢) 3 infinitésimo o(Ay) tal que:

flyo + Ay) — f(yo) = f'(vo) Ay + o(Ay) Ay (7.2)

como g(z) es derivable en zy 3 infinitésimo e(Ax) tal que:
g(zo + Az) — g(xo) = ¢'(x0) Az + 0(Ax) Ax (7.3)

luego:
(fog)(xo+ Az) — (fog)(wo)  flg(wo+ Az)) — f(g(w0))

Az Ax

y=g(x) = g(zo
teniendo en cuenta que g(x) = g(xg) + Az =

Yo = g(x0) Yo + Ay v que yo = g(xzo) resulta:

To x9+ Ax
Ay = g(x) — g(wo) = (%) g(zo + Az) = Ay +yo

Figura 7.7: Derivacion de funciones compuestas.

f'(yo) Ay + o(Ay) Ay

_A(feg) _ flyo+Ay) — flw)

Ar Ax = (por (7:2)) = Az B
= 1) RL o) 5L = o) LD ZIC) o) S0 BT ()
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(zo + Aw) — g(w0) g(zo + Az) — g(x0)

= ['(g(x0) A T By — Ar_
%g"?xo) —0 por (72)7 ver (**) %9\/?"’50)

para Ax — 0,i.e.,
i 4 9(@)
im

z—10 Ax

= ['(9(x0)) g (o). (7.4)

(**) Se sabe que o(Ay) — 0si Ay — 0, por (7.2), pero Az — 0 = Ay = g(zo + Ax) —
g(zg) — 0. Es decir
Ar — 0 = Ay - 0 = o(Ay) — 0.
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Capitulo 8

Integracion: Notas tedricas

8.1. El concepto de la integral definida

Motivacion: Dos problemas clasicos de la antigiiedad fueron el de determinar la tan-
gente a una curva y el de determinar el area de una figura con contorno curvo. Ambos
constituyeron los principales estimulos para desarrollar el calculo diferencial e integral.
Trataremos ahora el segundo de los problemas, vinculado indisolublemente a la integral.
Daremos en breve una definicion analitica de la integral, la que podriamos hacer sin utili-
zar el concepto de area, sin embargo, nos apoyaremos fuertemente en él, como protagonista
historico que fue y ademéds porque resulta un recurso didactico relevante para captar y
visualizar a la integral.

Aceptaremos la nocién de drea como intuitivamente evidente, que lo fue para casi todos
nosotros hasta que alguien nos alerté que su existencia es un enunciado matematico que
necesita ser demostrado.

Como primera motivaciéon y a manera de ejemplo premonitorio, presentamos la demostra-
cién -actualizada- que dio Arquimides (Siracusa, 287-212 A.C.) para la férmula del drea
de una regién limitada en parte por un arco de pardbola (Ver figura 8.1).

Consideremos la regién 2 limitada: por el arco de parabola y = 22 definido sobre el seg-
mento [0, b], por el propio segmento [0, b] y por la recta x = b. Llamemos A((2) el drea de
la region €2 que nos ocupa.

b3
Arquimides demostré que A(Q2) = 3
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Usaremos la férmula

Figura 8.1: f(z) = 22, en [0,]

77,3

2
12+22+32+---+n2:§+%+

o) 3

valida para todo n natural y facilmente demostrable usando induccién.
Si se particiona el intervalo [a,b] en n partes iguales podemos obtener n rectdngulos de
igual base contenidos en €2, que se muestran en blanco en la figura 8.2, y ademas otros n

que la contienen.

Notemos que el primer rectangulo contenido es nulo, que el segundo tiene por base al

26 3b (n—1)b
n

Figura 8.2: Divisién de [0,b] en n partes y rectdngulos contenidos y continentes
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b 2b
segmento [—, —] y que el drea -A(RC')- de todos los rectdngulos contenidos en €2 es:
n’ n

- (0 A (E) () e 5

b3 nd n? nl b 1 1 1
S L Y (AP £ Ay AR CHRVER.CH S )
[+ 24t (o= 1) {3+2+6]n3 {3+2n+6n2]

Notemos también que todos los rectdangulos diferencia, que se muestran punteados en la

b
figura, tienen bases de igual longitud — y que la suma de sus alturas es b2, por lo tanto
n
3
el drea del conjunto de los mismos es b>.— = —. Finalmente, como el 4rea del conjunto
non
3
de los continentes es la suma del drea A(RC') de los contenidos mas el area — de los
n

diferencia, se tiene:
3

A(RC) < AQ) < A(RC) + .

n

es decir

1 1 1 1 1 1 v
S+ | P <A< [ —+ — | PP+ —
{3+2n+6n2] - ()_{3+2n+6n2] +n

y por lo tanto
1 1 1 v
<AQ) = =+ —+—| V¥ < —.
0=A) [3+2n+6n2} n

Teniendo en cuenta que esta desigualdad es valida para todo n, usando el Teorema de

encaje resulta:

AQ) -3 =0 & |AQ)=7|

8.2. Definicién de la integral

A continuaciéon nos abocamos a construir la definicién de integral, que como vere-
mos resulta relativamente larga y compleja. Un desafio. Pero concluida la definicion que-
dara claro que la integral formaliza la nocién de area, a la que en principio consideramos
como intuitivamente evidente. De ahora en adelante no deberd sorprendernos descubrir
que la definicién de un concepto al que consideramos intuitivamente “evidente” suele
presentar serias dificultades. Si atn no esta convencido de esto intente dar una definicién
precisa de recta, concepto que seguramente maneja desde la infancia con gran seguridad

y confianza.
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Definicién 8.2.1 Sea a < b. Recibe el nombre de particion del intervalo [a,b] toda

coleccion finita de puntos de [a,b] que incluye a los extremos a y b.
Los puntos de una particion pueden ser numerados tg,tq, - - ,t, de manera que
a=tog<t; < - <t <t,=0b

Dar la particion P = {tg,t1,--- ,t,} equivale a dar la familia de n subintervalos {[to, t1],
[t1,ta], -+, [ta_1,tn]}, que verifican las dos propiedades siguientes,

n

1) It t:] = [, ]

1=0

2) (tii,ta) N (o1, ty) = 0 sii# j.

Es interesante y util destacar que dadas dos particiones cualesquiera de [a, b], digamos

P = {to,t1, - ,to} v P = {ty,t), -+ ,t,,}, la unién P; U P, es también una parti-
1 .35

cién de [a,b]. Por ejemplo si P, = {0,1,2,5} y P» = {0, -1 3,5}, es PLUP, =

27 75757
1 3 5)
- 1,=-.2, = .
{Oa27 727 a27375}

Definicién 8.2.2 Sean f(x) una funcion acotada en [a,b] y P = {to,t1, - ,t,} una

particion de [a,b]. Si llamamos
mi = inf{f(x): ti-1 <z <t}

M; = sup{f(z): t;-1 <z < t;},

se definen las sumas inferior y superior de f, correspondientes a la particion P,

respectivamente como:
n

s(f.P) = my(t; —tiy)

=1

S(f,P) = Z M; (t; —tiq).

En la Figura 8.3 se muestran las sumas inferior y superior de la funcién continua f(z) = 22,

correspondientes a una particién del intervalo [0, 1] en cuatro subintervalos iguales.
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Suma Inferior Sumas de f(X)=x2; [9,1]

1

0.8

0.6

0.4

0.2

0.2 0.4 06 0.8 1

Figura 8.3: Sumas inferior y superior de una particién del [0, 1] en cuatro partes iguales para f(z) = 2.

Observacién 8.2.3 Si P = {to,--- ,t,} es una particion cualquiera de |a, b], la condicion

de que sea f(x) acotada en [a,b] es esencial para que estén definidos m; y M;, en cada

subintervalo de la misma.

Ademas, dado que para cada i es
m; < M;
resulta
m;(t; —tic1) < Mi(ti —tizq), 1<i<n
y por lo tanto
s(f, P) < S(f, P).
Observacion 8.2.4 Si t,. es un punto interior de [ty_1,tx] entonces my = inf {f(x):

x € [ti—1, ti]} <mj=inf{f(z): 2z € [ty_1,t.]}

Esto es asi dado que el conjunto de nimeros {f(z) : x € [tx_1,1]} contiene a todos los
nimeros del conjunto {f(z) : € [ty_1, ]} y eventualmente a otros mas pequenos y més
grandes. Por igual razén resulta my < mj = inf{f(x) : x € [t., ]}

Con el mismo tipo de argumento resulta que los correspondientes supremos verifican

Lema 8.2.5 57 Q) es una particion que contiene a P, entonces
s(f, P) <s(f,Q) <S(f,Q) <S(f,P). (8.1)
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Demostracion. Probaremos en primer lugar que el resultado es vélido cuando la particién
(@ contiene exactamente un punto mas que P (ver Figura 8.4). Es decir cuando @ resulta
de P al particionar un subintervalo [tx_1,%] en dos, [tx—1,t5] v [t5, tx)-

En tal caso sera

P:{thtla'“ >tk717tk7'“ atn}

Q = {tﬂy"' 7tk—17t*7tk7"' 7tn}a

a=tg<th < <t <ty <tp<---<t,=0.

1
0 1
My m m
J J J
k-1 Tk Tk-1 t. tk

Figura 8.4: Subintervalo sin particionar y subintervalo particionado.

Tomando en cuenta la Observacion 8.2.4 resulta
my(ty — 1) = mp(te — tp_1) + me(te — t) <mp(te — te1) + mi(te — ts) (8.2)

con lo cual, al escribir

k—1 n
s(f, P) = Zmi(ti —tio1) +my(ty — te 1) + Z mi(t; — ti-1)
i=1 i=k+1
y
k—1 N n
S(£,Q) = > mit; — ti1) + mi (b — tiq) + mi(te —t) + Y malti —tiy)
=1 i=k+1
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de (8.2) resulta claro que s(f, P) < s(f, Q).

De manera totalmente andloga, teniendo en cuenta que
My (e —te1) + My (ty — tr—1) < My(ty — 1),

al escribir S(f, P) y S(f,Q) de la manera en que se lo hizo con s(f, P) y s(f,Q), se ve
que S(f,Q) < S(f,p), y por lo tanto resulta la desigualdad (8.1) buscada.

En el caso general, en que la particién () contiene r puntos mas que la particion P, se
llega al mismo resultado en r pasos. Se considera en primer lugar (); con un punto més
que P, luego (> con un punto méas que (), y asi hasta llegar a (), = (). Aplicando r veces
lo demostrado en la primera parte se obtiene la siguiente cadena de desigualdades, que

completa la demostracién de (8.1)
s(f,P) <s(f, Q1) <+ <s(f,@r1) < s(f,Q) <S(f,Q) <S(f,@r1) <

- S S(f,Q1) < S(F,P).

Teorema 8.2.6 Sea f(x) acotada en |a,b]. Si P, y P> son dos particiones cualesquiera

de [a,b] entonces s(P) < S(P2).

Demostracion. Es consecuencia directa del Lema 8.2.5 si tenemos en cuenta que la parti-

cién P; U P, contiene tanto a P; como a P». En tal caso

s(P) <s(PLUP) <S(PLUP) <S(P)

Del Teorema 8.2.6 resulta, en particular, que cualquier suma superior S(f, P) es una
cota superior para el conjunto de todas las sumas inferiores s(f, P). En consecuencia
existe el supremo de las sumas inferiores, que llamaremos integral inferior de f(z) por

b
diferencial de x, entre a y b, y que denotaremos por / f(z)dz, ie.

/bf(x)dm =sup {s(f, P) : P es una particién de [a,b]}. (8.3)
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Vale ademas que

b
/f(a:)da: < S(f,P) V P particién de [a,b].

Pero entonces la integral inferior es una cota inferior del conjunto de las sumas superiores,
hecho que asegura la existencia del infimo de tal conjunto, al que llamaremos integral
superior de f(x) por diferencial de x, entre a y b, y que denotaremos por /af(:v)d:v.

Concluimos entonces que si una funcién esté acotada en un intervalo [a, b], insten tanto

la integral inferior, como la integral superior y vale

£ fla)de < Tf(:v)dx. (8.4)

Maés atin, si P es una particion cualquiera de [a, b] se verifica que

S(f.P) < /b fo)dr < /b “fle)de < S(f, P). (8.5)

Definicién 8.2.7 Si f(x) es una funcion acotada en [a,b] y verifica que

/Laf(x)d:c = Tf(w)da: (8.6)

se dice que f(x) es integrable en [a,b], a este valor comin se lo denomina “integral de

f(z) por diferencial de x entre a y b "y se lo denota por/ f(z)dz -
b

/b " fa)de = /L f(x)ds = ff(x)dx. (8.7)

Cabe destacar que si f(z) es integrable en [a, b], de la desigualdad (8.5) resulta que la
integral es el inico nimero con la propiedad de estar entre la suma inferior y la suma
superior de cualquier particiéon P de [a,b].

Por otra parte, si f(z) no es integrable, es decir si

/Laf(x)dx < Tf(x)d:c (8.8)

todo nimero z comprendido estrictamente entre la integral inferior y la superior verifica

la desigualdad

s(f,P) <z < S(f,P) para cualquiera que sea la particién P de [a, b].
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Adelantamos como dato relevante que toda funcién continua en un intervalo [a, b es in-
tegrable alli. La demostracion es relativamente simple pero requiere el manejo de algunos
conceptos que aun no tenemos.

Los siguientes ejemplos clasicos, muestran que son posibles las dos situaciones recién
descriptas, i.e. que existen funciones para las cuales se verifica la igualdad (8.6), las inte-

grables, y otras para las cuales se verifica la desigualdad (8.8), las no integrables.

Ejemplo 8.2.8 Funcion integrable: Sea f(x) = ¢ Yx de [a,b] (ver Figura 8.5). Si P =

f(X) =C

t0=a t]_ t2 - - - tn_]_ tn=b

Figura 8.5: f(z) = ¢; caso simple de Sup{s(f, P)} = inf{S(f, P)}
{to, -+ ,tn} es una particion cualquiera de |a,b], entonces

de donde siguen

s(f.P) = clt; —tio) = c(b—a),

i=1

n

S(f.P) = clti—ti1) =c(b—a)

=1

por lo tanto, al ser coincidentes todas las sumas inferiores y las superiores, resulta

b
sup{s(f, P)} = inf{S(f,P)} =c(b—a) = / Cdzx.
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Note que , casualmente 7, si C' > 0, el valor de la integral coincide con el area de la re-

gién -rectangulo- que determinan el grafico de la funcién, el eje x y las rectas x = ay x = b.

Ejemplo 8.2.9 Funcion no integrable: Sea f(x) la funcion de Dirichlet, definida en [a, b]
por ( Figura 8.6):

0, x, irracional
fla) =

1, =z, racional.

Si P ={tg, - ,l,} es una particion cualquiera de |a,b], resultan m; =0 y M; = 1, puesto

que cada subintervalo [t;_1,t;] contiene tanto nimeros racionales como irracionales, luego

s(f,P) = Z 0.(t; — t;_1) = 0,

S

entonces

0= sup{s(f, P)} <inf{S(f,p)} =b—a.

o o o o ... 0 o
th=a t1 T2 th.1 th=b

Figura 8.6: Representacion esquemaética de la funcién de Dirichlet
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8.3. El Area y la Integral

A partir del hecho que el drea de un rectdngulo R de base B y altura H es A(R) = BH
! podremos al fin presentar la famosa relacién drea-integral.
Con tal objetivo consideremos una funcién f(x) continua y no negativa ni idénticamente
nula sobre el intervalo [a,b]. Si f(z) no toma valores negativos entonces su grafico, que
estd por encima del eje x aunque pueda tocarlo, junto con dicho eje y las rectas x = a 'y
x = b determinan una regién €2 en el plano.
Hemos visto ya que cualquiera sea la particion P de [a,b], los rectdngulos cuyas dreas
determinan la suma inferior s(f, P) conforman una regién rp contenida de {2, mientras
que los correspondientes a la suma superior S(f, P) conforman otra regién Rp que la

contiene (Ver Figura 8.7).

a b a b

Figura 8.7: Regiones contenida rp y continente Rp, correspondientes a la particion P

El sentido comtn nos dice que si pretendemos definir el area de €2, esta debera ser un
nimero comprendido entre las dreas A(rp) y A(Rp), o sea entre s(f, P) y S(f,P). En
este caso el dnico nimero entre s(f, P)y S(f,P) V P es / f(x)dz y por lo tanto es

natural definir el area de la region €2 como la integral:

= /ab f(z)dx

IR. Courant, “; Qué es la matemética ? ”

289



Capitulo 8. Integracion: Notas tedricas

Observacion 8.3.1 La integral define el drea sdlo en el caso en que f(x) es no negativa

en [a,b].
Hasta ahora hemos visto sélo dos ejemplos referidos a la integral:

b
i) Si f(x) = ¢ entonces es integrable sobre [a,b] y / cdx = c(b—a)

. 0, x, irracional .
ii) Si f(x) = entonces f no es integrable sobre [a, b].
1, =z, racional,

Nos interesa conocer cudles funciones son integrables y cudles nd, sobre un intervalo [a, b].

A tal fin es 1til una definicién alternativa de la integral, que la provee el siguiente teorema.

Teorema 8.3.2 Sea f(x) acotada en [a,b], entonces f(x) es integrable en |a,b] si y sélo

si para cada € > 0 existe una particion P. de |a,b] tal que
S(f,P.)—s(f,P.) <e.

Demostracion. <=) Sea f(z) tal que para cada € > 0 existe una particién P. de [a, b] tal
que

0<S(f,P)—s(f,P) <ce,

como sabemos que ((8.5) pag. 286 )

b b
S(f.P) < / f(x)dz < / f(x)de < S(f. P.)

sigue que

OS/f(x)dx—/f(x)dxﬁS(f,Pe)—s(f,P€)<e

£ F(x)de = Zf(x)dx

es decir, f(x) es integrable en [a, b].

y por lo tanto

=) Sea f(z) integrable en [a, b], entonces

sup{s(f, P)} = inf{S(f, P)}.
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Esto significa que dado € > 0 existen particiones P!, P/ tales que

b
og/ F(@)dz — s(f, P) <

N

€

b
0 <SP~ [ flaldo < S

y por lo tanto
S(f, Pl) = s(f, P) <e.

Considerando una particiéon P. que contenga a P!y P” por ejemplo P. = P/ U P/ del

lema 8.2.5 sigue que

S(f,P.) < S(f, P,

s(f, Pe) = s(f, )
y como

s(f, PO < s(f, P) < S(f, Fe) < 5(f, FY)

resulta finalmente

S(f,P.) = s(f,P.) <S(f,P) = s(f,P) <e.

Observacion 8.3.3 El Teorema 8.3.2 provee otra definicion de funcion integrable, equi-
valente a la definicion 8.2.7, pero con la diferencia que no menciona supremo ni infimo,

lo cual es muy conveniente en ciertos casos.

Ejemplo 8.3.4 Sea f(z) definida en [0,2] por

c, x#1
f(z) = 7 , con ¢ > 0.

0, z=1
f(z) es integrable en [0,2].
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Resolucion: Debemos probar que dado € > 0 existe una particion P, del intervalo tal

que S(f, P) — s(f, Pe) <e
Para cualquier particion P = {tg,--- ,t,}, tal que el punto z = 1 esté en el interior de

uno de los subintervalos de la misma, digamos z;_; < 1 < z;, se tiene (ver Figura 8.8)

m; = M; = c si i # 7,
m; =0y M;=c sii=j.

: J
y entonces, dado que resulta

Zmz i —tic1 +m](t] tj—l) + Z ml(tl - ti—l) =2c— (t] - tj—l)
—_———— .

0 i=j+1
‘Y
C )0
| |
| |
| |
| |
| |
! ° ! X
0 t‘]fl 1 tJ 2
Figura 8.8: f(x) acotada, discontinua e integrable
j—1
S(f.P) = M(t; —tiy) + Myt ZM —t; 1) = 2c
i=1 \—’_/ i=j+1

ti—tj—1

por lo tanto
S(f,P) = s(f, P)=t; —tj-1.
Entonces para obtener una particion P, tal que
S(fape)_s(fvpe) <e€
basta elegir una con la condicién
tj—l <1 <tj y tj_tj—l < €.
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Por otra parte, es simple de verificar y se deja a cargo del lector que, cualquiera sea la

particién P de [0, 2] vale que

s(f, P) < 2c < S(f, P).

Y como f es integrable, existe un tinico nimero entre todas las sumas inferiores y supe-

riores, a saber, la integral de f. Por lo tanto

/02 (@) dz = 2c.

En este momento el lector estd en condiciones de resolver los ejercicios 1 y 2 que se

proponen a continuacién. (No pierda la oportunidad ni el placer de resolverlos).

&)

0,

Ejemplo 8.3.5 Sean ¢ # 0 y f(x) definida en [a,b] por : f(z) =

xo es un punto en (a,b).

b
Demuestre que f(x) es integrable en [a,b] y que / f(z)dz = ¢(b— a).

0,
Ejemplo 8.3.6 Sean ¢ # 0 y f(z) definida en [a,b] por: f(x) =
¢,

xo es algin punto de (a,b).

b
Demuestre que f(x) es integrable en [a,b] y que / f(z)dz = 0.

x # xg

T = X

T # 1o

r = Xy

, donde

, donde

Ejemplo 8.3.7 Sea f(x) = z, definida, para mayor sencillez, en el intervalo [0, b], donde

b> 0.
b 2
Entonces f(x) es integrable en [0,b] y vale / rdr = 7
0

En tal caso para cualquier particién P = {to,--- ,t,} vale que
m; =11y My=1;

por lo tanto

s(f,P)= Z tic(ti —tizq)

n

S(f,P)= Z ti(ti — tic1)

=1
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Suma Inferior Suma  Superior 1 Sumes de f(Xx)=x, [10,1}

0.8

[ N

0.2 0.4 06 0.8 1 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0.2 04 06 0.8 1

Figura 8.9: Esquema de sumas inferior y superior de f(z) =z, en [0, 1]

Las dos férmulas anteriores se simplifican considerablemente para particiones P formadas
por subintervalos de igual longitud (ver Figura 8.9).

En este caso, la longitud de cada subintervalo t; — t; 1 es b/n, de modo que

to =0
b
t1=1—
n
b
t2 :2—
n

b
ti =17.—
n

Entonces

s(f, P) = Z tica (i —ti1) = Z {(i _nl)b-%} = (i]) %

=1

Recordando la formula

k(k+1
1+2—|—~~+k=%,

se puede escribir
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Analogamente

n n

S(f, P) = Z ti(ti —ti1) = Z%é = (n+1).b§.

=1 =1

Las expresiones anteriores de s(f, P,) y de S(f, P,,) muestran que basta tomar n suficien-
2

temente grande para que, tanto S(f, P,) como s(f, P,), estén tan préximos al valor Bl
como se desee.

Ademas, como
SULP) = s(f P = 2.2
n) —S\Usdn)= —-7,
’ n 2
resulta comprensible que existan particiones P, para las cuales S(f, P,) — s(f, P,) sea tan

pequeno como se quiera. Por lo tanto, segiin el teorema 8.3.2, la funcion f es integrable.

n—15b% n+106%
) y que S(f, P,) = 3

Observacién 8.3.8 Teniendo en cuenta que s(f, P,) =
es claro que

s(f,P,) < —=<S(f,P,) V n.

bQ
2
Esta desigualdad demuestra que b*/n estd comprendido entre ciertas sumas inferiores y sus

correspondientes superiores. Como ademds hemos demostrado que la diferencia S(f, P,)—
2

s(f, Py) puede hacerse tan pequena como se quiera, se concluye que 5 es el unico numero

b b2
/o f(z)dx = X
2

b
Observacion 8.3.9 Ndtese que el valor/ f(z)dx = Bl corresponde al drea de la region
0

con tal propiedad; entonces

comprendida entre el grdfico de f(x), el eje x y la recta x = b. ( tridngulo, Figura 8.10).

Le proponemos al lector que, con la guia del desarrollo anterior, compruebe que
b 2 2
b a
f(z) = x es integrable en [a, b] y que vale / rdr = PR

b
Ejemplo 8.3.10 La funcién f(z) = z* (Figura 8.11) es integrable en [0, b] y/ v? dr =
v ’
g.
Dado que f(x) es creciente en [0,b], para cualquier particion P = {[t;_1,t;]} del intervalo

vale que

m; = f(ti1) = (tic)? y M; = f(t;) = t;.
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Figura 8.10: f(x) =z, en [0,b]

Eligiendo también en este caso las particiones P, = {tg, -+ ,t,} obtenidas al dividir el

_ , 1.b .
intervalo [0,b] en n partes iguales, resulta t; = — y en consecuencia
n

S(f, Pn) = Z(ti—l)z (ti - ti—l) = b" b Z(Z _ 1)2 — b_ (n — 1)”(2n _ 1)

— n®n — n3 6
Yy
. b o b (n+1)n(2n+1)
S(f,P)=) t7(ti—ti1)=—.— Y i*=— :
(fa ) ; i ( 1) n2'n ;7’ n3 6
Luego

n  3n?

(2 = st P =1 (14 ).

Esta expresion muestra que la diferencia puede hacerse tan pequena como se desee con

solo tomar n suficientemente grande.

Ademds
Bnn—-1)02n-1) b 3 1 v
(1.7 = =T (0 h ) <2 =5
Y 3 3 3
b’nin+1)2n+1) b 3 1 b
P =— SR (S WA
S Pa) 6 n3 6 + n + n2 - 3
Es decir

(P <5 <8 ¥ on

2Recuerde que para todo nimero natural k vale la férmula

k(k +1)(2k + 1)

PP+22+. k= :
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Luego, un razonamiento andlogo al usado en el ejemplo anterior demuestra que

b 3
b

/ 22 dr = —.
0 3

Figura 8.11: f(z) = 2%, en [0,]

Compare este resultado con el de Arquimides en pag. 279.
Los dos ejemplos anteriores pueden hacer pensar que el cédlculo de las integrales de la
mayoria de las funciones es generalmente dificil o imposible. De hecho, las integrales de la
mayor parte de las funciones son imposibles de determinar con exactitud (aunque pueden
determinarse con tanta precisién como se quiera mediante el calculo de sumas inferiores
y superiores). Se verd sin embargo que la integral de muchas funciones puede calcularse
muy facilmente, mediante distintas técnicas o métodos de integracion.
El objetivo de los ejemplos anteriores fue en primer lugar mostrar funciones integrables,
luego mostrar cémo se pueden calcular usando la definicién y finalmente mostrar que tal
forma de calcular es complicada, extensa y que su grado de dificultad aumenta enorme-
mente cuando las funciones a integrar dejan de ser las muy simples.
Afortunadamente se han desarrollado métodos que permiten calcular rapida, facil y efi-
cazmente la mayoria de las integrales que aparecen en muchas aplicaciones.
El proceso de perfeccionamiento del calculo que surge a partir de una definicion, es el
usual en Matemadtica: Se buscan propiedades y se demuestran teoremas mediante los cua-
les se transforman en factibles calculos extremadamente complejos, y aun imposibles, en

el contexto del enfoque original.
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8.4. Sumas de Riemann

Con el objeto de simplificar la presentacién del tema incurriremos, toda vez que no
haya lugar a confusién, en un abuso de notacién: Hasta ahora el simbolo Ax; se us6 para
designar a la longitud z; — x;_; del i-ésimo subintervalo [x;_1, z;] de una particién P de
un intervalo [a, b], en adelante también lo usaremos para designar al propio subintervalo
(i1, 7).

Sean f(z) una funcién acotada en un intervalo [a,b] y P una particién cualquiera del

mismo. Llamaremos suma de Riemann, de f(x) correspondiente a la particién P, a la

sumatoria:
SR(f,P) = Z f(&) Az; (8.9)
Az, € P
& € Axg
donde &; es un punto cualquiera del subintervalo Ax; := [x;_1, z;] de P.

Notese que esta suma tiene tantos sumandos como subintervalos tenga la particién P, por
lo tanto en todos los casos es una suma finita.

Teniendo en cuenta que, si f(z) estd acotada en [a, b] es

resulta

Azx; € P
& EP

Esta desigualdad nos indica que con las sumas de Riemann es posible obtener la integral,
tanto como con las sumas inferiores y superiores. Pero como veremos enseguida, usare-
mos las sumas de Riemann para obtener las integrales como limite de sucesiones. Més

precisamente, que la integral se puede expresar

b
[ raan=tm 3 s A (8.10)

Ax; € P,
& € Axy

donde {P,} es una sucesion de particiones de [a, b] que verifican ciertas condiciones.
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Previo a la demostracién de los enunciados precedentes daremos algunas definiciones y

precisiones sobre el problema de la integrabilidad de funciones.

Definicién 8.4.1 Si P = {zg,x1, -+ ,x,} es una particion de [a,b] se llama “norma”de
P, y se denota || P||, al nimero

||P|| = 112%52{% - mi—1}‘-

En otras palabras, la norma de una particion P es la longitud del subintervalo de mayor

longitud de la misma.

Ejemplo 8.4.2 Si consideramos la particion P = {0, 1,2,4} del intervalo [0,4], es || P|| =
2.

Definicién 8.4.3 Se dice que una sucesion de particiones {P,} de [a,b] tiene las propie-

dades 11, y Iy su:
«I, PCPC--CPC-
« [, lim ||R,]| =0.
n—oo

Ya hemos visto ejemplos de funciones integrables y no integrables, y de céalculo de las
integrales de ciertas funciones simples, pero tenemos postergado un problema importante,
el problema de la integrabilidad.

Si bien hemos adelantado a titulo informativo que las funciones continuas son integrables,
es conveniente a esta altura poner un poco mas de precision en el tema y dar condiciones

para que una funcion resulte integrable en un intervalo.
Teorema 8.4.4 Toda funcion continua en [a,b] es integrable.

La demostracion, asi como los instrumentos previos para concretarla se incluyen en el
apéndice al final del capitulo, pero su lectura puede omitirse sin perjuicio de la compren-
sién de los temas que continuaremos desarrollando.

En realidad el teorema puede demostrarse con condiciones mucho menos restrictivas que
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la continuidad pero, naturalmente, con una demostracién significativamente mas trabajo-
sa y que requiere mayores conocimientos que los necesarios para la versiéon dada arriba.
Vale la pena mencionar aqui que una versién intermedia, y suficiente para todas nuestras

expectivas de cdlculo actuales, es la siguiente:

Teorema 8.4.5 Toda funcion acotada en [a,b] y continua, salvo eventualmente en un

nimero finito de puntos, es integrable en [a,b].

Contando con estos resultados podemos proseguir, en mejores condiciones, con el estudio

de la integral.

Teorema 8.4.6 Si f(x) continua en [a,b] y {P,} es una sucesion de particiones que tiene

las propiedades 11y y Iy, entonces

b
lim SR(f,P,) = lm Y f(&) Az :/ f(x)de. (8.11)
ALL‘Z' c P, “
& € Ax;

La demostracién de este teorema es muy similar a la del Teorema 8.4.4 ademas puede ser
demostrado con condiciones menos restrictivas que la continuidad. También aqui se puede
mencionar la siguiente version intermedia, que se obtiene de manera bastante sencilla a

partir del Teorema 8.4.6.

Teorema 8.4.7 Sea f(x) acotada en [a,b] y continua, salvo eventualmente en un nimero
finito de puntos. Si {P,} es una sucesion de particiones de [a,b] que tiene las propiedades

[Ty y Iy, entonces

b
lim SR(f.P)=lim Y f(&)Ar, = / f(@)ds. (8.12)
Ax; € Py
& € Ax;

Uno de los aportes de los Teoremas 8.4.6 y 8.4.7 es que nos permiten obtener la integral
como limite de una sucesion, con fuerte sentido intuitivo y con la notoriamente agradable
particularidad de que la integral se obtiene como limite reemplazando: Z por /  f(&)
por f(z)y Az; por dz.
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Resulta claro que esta nueva expresion de la integral presenta similares dificultades para
el calculo que las afrontadas en los ejemplos dados anteriormente, luego no debemos con-
siderarla como un procedimiento adecuado para el calculo. La usaremos para obtener un
método con el cual, al fin, se podra calcular con facilidad y sencillez el valor de muchas
integrales.

El primer paso en tal sentido es demostrar varias importantes propiedades de la integral,
que listamos mas abajo.

Antes de seguir adelante es bueno hacer en este punto una pequena reflexiéon sobre las
condiciones I1; y I3, que se piden a una sucesién de particiones {P,} para que la corres-
pondiente sucesion de sumas de Riemann defina la integral.

La condicién II; garantiza que las sucesiones {s(f, P,)} v {S(f, P.)} resulten respec-
tivamente mondtona creciente, monotona decreciente y que ademés se dispongan de la

siguiente manera
S(f,Pl)SS(f,PQ)SSS(f,Pn)SSS(f,Pn>§SS(f,PQ)SS(f,Pl)

con lo cual resulta que ambas son convergentes y el limite de las sumas inferiores es menor
o igual que el de las superiores.

En el siguiente ejemplo de una sucesién {P,} que verifica I1; pero no Ily y la posterior
ilustracion del comportamiento de las sumas inferiores nos mostrara, de manera intuitiva

pero elocuente, la necesidad de la condicion 1ls:

P1:{0,1,2,3}

Es decir, para obtener P, se dividen en dos partes el primer intervalo y el tercero, sin
alterar el [1,2]. Para obtener P3 se dividen en dos cada uno de los subintervalos de P,

salvo el [1,2] que se mantiene inalterable, y asi sucesivamente.
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Es claro que P, C P, C--- C P, C--- y que en todas las P, estd el subintervalo [1,2] ..
|P.|| =1 Vn, es decir {P,} no verifica II,.

/

S(f>P3) S(f,P4)

Figura 8.12: Representaciones de s(f, P3) y s(f, Ps)

En la figura se representan las sumas inferiores s(x, P3) y s(z, P;) que son suficientes
para mostrar, a nivel intuitivo pero de manera convincente, que el limite de la sucesion
9 ., .
{s(z, P,)} no puede valer 5> que es el drea del tridngulo 7' que determina f(z) = x sobre
el segmento [0, 3]. En este caso, y también guidndonos por la figura, se ve que el limite de
. 1 35 ,
la sucesién no puede superar el valor 3 853" que es el area de la figura que resulta
de quitar de T el triangulo de base 1 que se muestra en blanco en cada uno de los gréficos
3
. , 9
de arriba. Por lo tanto lim s(z, P,) # / rdr = —.
n—00 0 2
La propiedad Il; tiene por objeto evitar que en una sucesion de particiones se mantengan
subintervalos “sin ser divididos ”.
Con los teoremas, aclaraciones y precisiones anteriores podemos encarar las demostracio-
nes de las anunciadas propiedades de la integral, las que a su vez nos permitiran obtener
resultados con los cuales el cdlculo se hard mucho mas accesible.
En lo que sigue nos referiremos a las funciones acotadas en [a,b] y con a lo sumo un
nimero finito de puntos de discontinuidad, como funciones integrables. Ademés, toda vez

que hagamos referencia a una sucesién de particiones { P, } de un intervalo [a, b] sobreen-

tenderemos que verifica las condiciones I1; y Il5.
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8.4.1. Algunas propiedades de la integral

I,) Si f(z), g(z) son funciones integrables en [a,b] y A, p ndmeros reales, entonces

Af(x) + pg(z) es integrable en [a, b] y vale
[ @+ ng@da =x [ szt [ gl

I,) Si f(x) es integrable en [a,b] y ¢ es un punto intermedio entre a y b, entonces f(x)

es integrable en [a, c| y [c, b] y ademés

/abf(:c)doc _ /acf(x)d:ch /cbf(:r;)dx.

I3) Si f(x) es integrable y no negativa en [a, b], entonces
b
/ f(z)dz > 0.

I;) Si f(x)y g(x) son integrables y ademds f(x) < g(z) en |a, b], entonces

/ab f(z)dx < /abg(a:)dx.

I5) Si f(x) es integrable en [a,b] entonces | f(x)| también lo es y

/a  Ha)ds

Is) (Teorema del Valor Medio del Calculo Integral ) Si f(x) es integrable en |[a,b],

< [y

m = mf{f(z), x € [a,b]} y M = sup{f(x),z € [a,b]}, entonces existe un valor

intermedio p entre m y M tal que

[ e =~ a)

Si ademads f(x) es continua en [a, b, entonces existe zo € [a, b] tal que
b
[t = 5o o)
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Demostracion. de Iy).

Sea {P,} una sucesién de particiones de [a, b] tal que

/ f(z)dz = lim Z f(&)Ax; y / g(x)dx = lim Z g(&) Az,

n—o0 n—00
Ax; € P, Ax; € Py
& € Awy & € Axy

entonces, a partir de la existencia de tales limites y usando propiedades de los limites de

sucesiones, resulta

b b
A / fla)de + p / glode =Alim Y fE)Avitplim Y g(&) Ay =

n—oo
A:Ei € P, AJ,’Z' c P,
& € Axmy & € Ax
= lim A E f(&) Az + lim p E 9(&) Aw; =
Azx; € P, Ax; € Py
& € Axy & € Az

=1lm (A > f)Azn+p D gl&An| =1m > [M(&) + pg(&)] Az

n—o0 n—oo
Axi S Pn AIZ S Pn Axl S Pn

& € Ax; & € Az, & € Az

la existencia de este tltimo limite significa la integrabilidad de (A f + pg](z) y que su

b
valor es precisamente el de la integral / Af + pngl(x)de.

Demostracion. de I).

Si f(x) es integrable en [a,b] significa que estd acotada y tiene a lo sumo, un nimero
finito de discontinuidades alli. Por lo tanto lo mismo vale en cualquier subintervalo. En
particular si ¢ es un punto intermedio entre a y b, f(z) estd acotada y tiene, a lo sumo,
un numero finito de discontinuidades en [a, ] y en [c, d]. Es decir, es integrable en ambos

subintervalos.

Si{P)} y {P/} son sucesiones de particiones de [a, c] y [, b] respectivamente, es claro que
si P, = P,UP/! Vn, resulta {P,} una sucesién de particiones de [a, b]. M&s ain, si { P}

y {P"} verifican II; y I, entonces {P,} también.
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Como

Az; € P, Az; € Py
& € Az & € Az,

‘/iﬂxﬂx::Mn > f@ﬂAmiy‘/‘ﬂxMx::Mn > f(&) A

vale que

n—oo
AJZ,’ (S P,,/l AJ}Z S P,,,L/
& € Ax; & € Axg

c b
/ f(z)dx + / f(x)dz = lim Z f(&) Ax; + nh_{{.lo Z f(&) Az =

=lim | > f&@Azn+ D> f(&)An| = lim > f(&)Aw; =

n—oo n—o0
Ax; € P,;L Az, € PT,L, Az; € P, = P,,’l U PT,L,
| & €Amy & € Ay i € Ay

:l”@m.

Si ponemos por definicion

/ba f(z)dx = —/abf(x)dx.

la igualdad anterior se puede expresar como

/acf(x)da:Jr /be(:v)dx + /ba f(z)dz = 0.

Observacién 8.4.8 Usando la propiedad 1y) se puede obtener la siguiente version mds
general:
I'y) Sea f(x) integrable en (A, B). Si[a,b] C (A, B) y ¢ es un punto cualquiera en (A, B),

no necesariamente en [a,b|, entonces

l%mmzl%mm+[%mw.
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Demostracion.
Sic € [a,b] estamos en el caso Iy). Si ¢ & [a,b] podemos considerar, por ejemplo, que

A < c¢ < a<b< B. En tal situacién y teniendo en cuenta que a € |[c,b] la propiedad

b a b
/ Fla)dr = / f(a)ds + / f(w)da
y por lo tanto que

/abf(x)dxz_/Caf(x)dﬂfﬂL/cbf(iE)dx:/acf(x)dx—i—/cbf(a:)daz

I,) nos dice que

Observaciéon 8.4.9 Justifica haber establecido por definicion la igualdad

/baf(w)dwz—/abf(:r)dm,

el hecho que tal relacion depende en realidad de la convencion por la cual se asigna, en

un segmento [a,b], un signo al sentido de “a hacia b”y el opuesto al de ‘b hacia a”.

La argumentacion que sigue pretende dejar mejor en claro la cuestion:
b
Para calcular / f(z)dzr damos una sucesién de particiones { P, } y para cada una, digamos

Po={a=t)<ti<---<ti1 <t;<---<t, =b}es

SR(f,P)= > fE)Az= D f(&)ti—ti).

Az; € P, [ti—1,ti] € Pn
& € Ax; & € [ti—1,t4

En este caso, al integrar de “a hacia b, hemos tomado Ax; = t; — t;_1. Es decir, la

diferencia entre el extremo t; “mds alejado”de a y el extremo t;_; “més cercano”de a.

Con el mismo criterio, cuando integremos de b hacia a, el Ax; como diferencia entre el
7 ) 3

extremo t;_; “mas alejado”de b y el extremo t; “més cercano”’de b, resulta ser
Ar;=1t,_1—t; = —(tz — tifl) <0
entonces

n—oo
[ti—1,t;] € Pn

& € [tiz1,ti]

/ba f(l’)dl’ = lim Z f(fi)(ti_l . ti) _
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b
“lw Y @)t = [ fa)ds

n—o0
[ti—1,ti] € Pn

& € [ti—1,ti]
Demostracion. de I3).
Si f(z) > 0V x € [a,b] y {P,} es una sucesién de particiones verificando II; y II,, por

ser Az; =x; —x;_1 > 0VAx; € P, y para todo n, resulta

Az; € P, >0 >0

—_——
& € Az >0

por lo tanto

b
/ f(x)dx = lim SR(f,P,) > 0.

n—oo

n
Demostracion. de 1y).
f(z) < g(x) en [a,b] < g(z) — f(x) > 0 en [a, b], entonces por la propiedad I3) vale
b
[ o)~ @ = 0
y por la propiedad I;) resulta
b b
/ g(a:)d:c—/ f(z)dz >0
es decir
b a
/ f(z)dx < / g(x)dx.
n

Demostracion. de Is).

Una funcién f(z) estd acotada en [a,b] si y sélo si la funcién |f(z)| lo estd. Ademads, la
funcion | f(x)| es continua en todo punto en que f(z) lo sea.

De estas dos afirmaciones resulta que si una funcién f(z) es integrable en [a, b] -acotada
y con a lo sumo un nimero finito de discontinuidades- entonces la funcién |f(x)| también

lo es.
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Por otra parte, si recordamos que cuando a > 0y —a < x < a entonces |z| < a, teniendo

en cuenta que —|f(z)| < f(z) < |f(x)| V x resulta

[l [ swars [l

[ e < [ 1s)as

Observacion 8.4.10 Hemos visto que f(x) integrable implica |f(z)| integrable. Cabe

y por lo tanto

aclarar que la implicacion inversa no es verdadera. Por ejemplo la funcion definida en
0,1] por
1 st x racional
flx) =
—1 st x wrracional
1 sy
no es integrable en [0,1] : / flz)de = -1 # / f(z)dz = 1. (Ver Ejemplo 8.2.9 pag.
Jo_ 0
288)
En cambio la funcion constante |f(z)| =1V x € [0,1] silo es. (Ver Ejemplo 8.2.8 pag.
287)

Demostracion. de Ig).

Dado que m < f(x) < M V x € |a,b], por la propiedad I,) resulta

/mdm</f dx</de

b
m(b— a) §/ f(x)dx < M(b—a)

/f
b—a

entonces

de donde sigue

/bf(z)d:c
-

de f(z) en [a,b] y verifica que

Es decir, el ntimero pu = es un valor intermedio entre el infimo y el supremo

b
/ f(z)dr = pu(b —a). (8.13)
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Si f(x) ademés de ser integrable es continua en [a, b], entonces el infimo es el minimo y el
supremo es el maximo. En tal caso p es un valor intermedio entre el minimo y el maximo,
luego el Teorema de los valores intermedios de las funciones continuas asegura que existe

un z, € [a,b] tal que f(z,) = p, y por lo tanto (8.13) resulta

/ f(@)dz = f(z,)(b—a), con 7, € [a,b]. (8.14)

Las propiedades recién demostradas seran tutiles herramientas, en realidad indispensa-
bles herramientas, para abordar los conceptos y teoremas fundamentales que veremos a

continuacion.

8.4.2. La Funcion Integral

Observacién 8.4.11 El hecho de ser lim % = lim t* nos muestra con simple elocuencia,
r—a t—a

que el resultado del paso al limite para una funcion no depende de la denominacion que

adoptemos para la variable independiente, en cualquier caso es lim f(z) = ym f(t). Lo
Tr—a —a

/a " Hayd = / " Foy

Esta observacion es 1til en cuanto nos facilita una notaciéon no confusa para la que deno-

mismo ocurre con la integral:

minaremos funcion integral.

Consideremos una funcién f(z) integrable en cualquier subintervalo [z, z5] de un inter-
valo abierto (A, B), que puede ser todo R. Si tomamos un punto (cualquiera) a € (A, B)
y a cada z € (A, B) le asignamos el valor F(z) = /w f(t)dt, sin duda hemos definido
una funcién F : (A, B) — R, que llamaremos funcion ;ntegml.

Por ejemplo si consideramos un A < 0, B > 0y f(z) = z, tomando a = 0 resulta

T 2
Flz) = / tdt = % (Ver Ejemplo 8.3.10 pag. 295)
0

Definicién 8.4.12 Dada una funcion f(x) se dice que la funcion F(x) es una primitiva

o antiderivada de f(x) en A C D(f) si F'(x) = f(z) Vo € A.
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A

Figura 8.13: Grafico de una funcion y su correspondiente funcién integral

Ejemplo 8.4.13 F(z) = sinx es una primitiva de f(x) = cos(z) en R.

1
Ejemplo 8.4.14 Sia # —1, F(x) = 1 2T es una primitiva de f(z) = 2%, en R si
o

a>0yenR—{0} sia<D0.

Ejemplo 8.4.15 F(z) = |x| es una primitiva de f(z) = en R —{0}.

x
J]
Es claro que si F'(z) es una primitiva de f(z) entonces G(x) = F(z) + C también lo es,
cualquiera sea la constante C'. Por lo tanto, si una funciéon admite una primitiva, admite
infinitas.

La cuestién que surge naturalmente es de saber cuales son todas las primitivas de una
funcién dada. Si F'(x) es una primitiva de f(z) ; es la familia {F(x) + C, ¢ € R} la
familia de todas las primitivas de f(x) ?

La respuesta es afirmativa y la demostracién resulta una consecuencia directa del Teorema

del Valor Medio de Lagrange.

Proposicién 8.4.16 Si F(z) y G(x) son dos primitivas de f(x) en un intervalo abierto

(a,b), entonces eziste una constante C' tal que F(x) = G(x) + C.
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Demostracion.

Si F(x) y G(x) son primitivas de f(z) en (a,b) resulta que la funcién H(z) = F(x) —G(x)
verifica que H'(z) = F'(z) = G'(z) =0V z € (a,b).

Pero toda funcién con derivada nula en un intervalo es constante en tal intervalo (corolario
del Teorema del Valor Medio de Lagrange). Por lo tanto 3 C tal que H(z) = F(x) —
G(x)=CVz € (a,b), es decir F(z) =G(x) +CVx € (a,b).

Estamos ahora en condiciones de demostrar el Teorema Fundamental del Calculo Integral,
que establece que la funcién integral es una primitiva del integrando.

Este extraordinario resultado, que es la llave que posibilita el calculo efectivo de muchas
integrales, al reducir dicho célculo a la busqueda de primitivas, muestra al mismo tiempo
otro hecho notable, y en su momento sorprendente: que el problema de la tangente y el
problema del area son, en cierto sentido, opuestos el uno del otro pero indisolublemente

ligados.

8.5. Teorema Fundamental del Calculo Integral (Pa-

ra funciones continuas)

Teorema 8.5.1 Si f(z) es continua en el intervalo abierto (A, B) y a es un punto cual-

quiera del mismo, entonces la funcion integral

Fla)= [ s
es una primitiva de f(x) en (A, B). Es decir F(x) es derivable y F'(z) = f(z)Vz €
(A, B).
Demostracion.
Recordando el Teorema del Valor Medio del Célculo Integral, I) pag. 303, la demostracién

resulta directamente del calculo de la derivada de la funcion integral.

Sea x( un punto cualquiera de (A, B) entonces
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/a T - / Yy ar
Az -

/zo+Az f6) dt

lim =%
Ax—0 A:)ﬁ'

F(zg 4+ Ax) — F(x0)
/ 14 — ¢
F'(zo) = lim Ar = Jim,

/ Y by i+ / T - / "t ar
o e n . _

Az—0

(8.15)

Como f(x) es continua en (A, B) lo es en particular en el intervalo [xg,zo + Az] (0

en el [zg + Az, o] si Az < 0) por lo tanto, por el Teorema del Valor Medio del Calculo
To+Ax

Integral para funciones continuas, existe xa, “entre’zqy zo+Ax tal que / ft)dt =

f(xag) Az,

El hecho que xa, esté “entre” xyy xo+ Az nos hace concluir que Ax — 0 = za, — Xo.

o

Por lo tanto, al ser f(x) continua, de (8.15) resulta

8.5.1. Regla de Barrow (Para funciones continuas)

Si f(z) es continua en [a, b] y G(z) es una primitiva cualquiera de f(z) en [a, b] entonces

/ f(z)dz = G(b) — G(a).

Demostracion.

Por el Teorema Fundamental sabemos que la funcién integral F(z) = / f(t)dt es otra

primitiva de f(x), luego existe una constante C' tal que

/x f@)ydt =G(z)+C
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pero entonces

0= /af(t)dt — Gla)+C

implica C' = —G(a), luego
| it =61a) - Gl
y tomando x = b resulta

b
/ f(z)dz = G(b) — G(a).

Cabe destacar que este resultado reduce al calculo de una integral al problema, en muchos
casos enormemente mas simple, de encontrar una primitiva del integrando.
Si por ejemplo, recordamos que el area de la region €2, limitada en el plano por: la parabola

y=2a%clejexylasrectaszx =ay x =b, es

3

el hecho que G(x) = 3 esuna primitiva del integrando f(z) = z?

, nos indica que

b b3 3
A(Q) = / r*dr = G(b) — G(a) = 3~ % (Ver ejemplo 8.3.10, pag. 295) .

Si bien las versiones dadas del Teorema Fundamental y la Regla de Barrow pueden adap-
tarse para calcular la mayor parte de las integrales que aparecen en las aplicaciones que
trataremos, es conveniente enunciar y demostrar versiones mas potentes de ambas, que se

obtienen al quitar la exigencia de la continuidad en todo el intervalo de integracion.

8.5.2. Teorema Fundamental del Calculo Integral (Segunda ver-
si6én)
Teorema 8.5.2 Si f(x) es integrable en [a, b], entonces la funcidn integral F(x) = / f(t)dt

es continua en [a,b]. Ademds es derivable en todo punto xy en que el integrando sea con-

tinuo y vale F'(xg) = f(xo).
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Demostracion.
Veamos en primer lugar la continuidad de F(z).
Como f(x) estd acotada en [a, b] existe M > 0 tal que |f(z)| < M VY € [a,b] y en tal

caso, para un x cualquiera en el intervalo, se verifica la siguiente cadena de desigualdades

/am+Ax fo)dt — /ax f(t)dt‘ _ /;+Am f(t)dt’ _

z+Az z+Az
/ ]f(t)\dt‘g/ Mdt':M|Ax|.

0<|F(x+ Azx)— F(x)| =

/ ' f(t)dt‘ <
z+Ax

En conclusion, se tiene que
0<|F(x+ Azx) — F(x)] < M.|Az|

y por lo tanto

lim F(z+ Az)=F(x) Va € [a,b].
Az—0

Para demostrar la segunda parte de la tesis < si f(z) es continua en xy entonces
F'(zg) = f(xg) > basta demostrar que: si f(x) tiene un ndmero finito de puntos de
discontinuidad en (a,b) y es continua en zy € (a,b) entonces también es continua en un
entorno (xg — §,z9 + 9) C (a,b). Tal es asi porque la demostracién, para f(z) continua
en [a,b], se bas6 en que la funcién era continua en el intervalo cerrado [zg,zo + Ax] y
es claro que esta condicién se verifica en este caso mas general una vez que Ax es lo

suficientemente pequernio como para que sea [zg, xg + Ax] C (zg — 8, 29 + 0).

Lema 8.5.3 Si f(x) es integrable en [a,b] (acotada y con a lo sumo un nimero finito
de puntos de discontinuidad) y es continua en xo € (a,b), entonces es continua en un

entorno (o — 9,z + 0).

Demostracion.

Como f(z) tiene un nimero finito de puntos de discontinuidad, digamos x1, za, -+ , T, ¥ To

no es uno de ellos, entonces existe el ntimero positivo § = min {|z; — x|, [v0 — al, [z — b}, <<,
y para tal valor el entorno (zg — 0,9+ 0) C (a,b) y ademéds no contiene a ninguno de los

puntos de discontinuidad.
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Es interesante observar que cuando f(z) es continua en (A, B) la funcién integral F'(x) es
continua alli, por ser derivable. Por lo tanto toda primitiva de f(z) resulta continua dado
que todas difieren en una constante de F'(x).

En el caso en que f(z) sélo sea integrable en (A, B) hemos visto que F(z) es continua,
pero no es derivable en cada punto de discontinuidad de f(z). Eso trae como consecuencia
que la funciéon admita primitivas discontinuas.

Por ejemplo, sabemos que F(z) = |z| es una primitiva (continua) de f(z) = Signo(z) =

L en R — {0} pero también lo es toda funcién (discontinua) de la forma G(z) =

]

-z siz <0
, C#0.
r+C sixz>0

En este caso la Regla de Barrow continta valiendo pero con la version que indicamos mas

abajo.

Notacion. Si f(z) es integrable en [a, b] denotaremos con C f[ab] al conjunto de los puntos

del intervalo en los que la funcién es continua.

Teorema 8.5.4 Regla de Barrow. Si f(x) es integrable en [a,b] y G(x) es una primitiva

en C flab] pero continua en [a,b], entonces

/ f(z)dz = G(b) - G(a)

Observaciéon 8.5.5 El siguiente ejemplo de una funcion muy simple discontinua en x =
0, pretende mostrar casi visualmente la razon por la cual la funcion integral no es derivable

en un punto de discontinuidad (no evitable) del integrando.

: 1 V<0 . L L
Si f(z) = y consideramos el punto inicial @ = —1, la funcién integral

5 V>0
F(z) = /i f(t)dt nos da:

» para cada z € (—1,0], el drea del rectdngulo cuya base es el segmento [—1,z] y de

altura 1, es decir F'(z) =z + 1
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» para cada z > 0, el drea del rectangulo de base [—1, 0] y altura uno, més el area del
rectdngulo de base [0, z] y altura 5. Es decir
r+1 s1—-1<zx<0

Fa)= [ syt =

v +1 siz>0

Notemos en primer lugar que F(z) es continua en todo punto de su dominio.
En la figura se indican sombreadas las magnitudes del incremento F'(0 + Az) — F(0),

para un valor de Ax positivo y para el opuesto negativo. Se puede ver en la figura que la

Figura 8.14: Funcién discontinua y primitiva continua pero no derivable en un punto

magnitud del incremento correspondiente a Ax > 0 quintuplica a la del correspondiente
a Ax < 0.

En otras palabras, si a partir de x = 0 consideramos un incremento cualquiera hacia la
derecha, la funcién crece cinco veces mas que si consideramos el mismo incremento pero
hacia la izquierda. Eso significa que la funcién F'(x) no puede ser derivable en x = 0. En
realidad tiene las dos derivadas laterales en ese punto pero son distintas. En este caso

concreto F'(07) =5y F'(07) = 1.
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8.6. Apéndice

Definicién 8.6.1 Continuidad Uniforme: Una funcion f(x) se dice uniformemente con-
tinua en un conjunto A C D(f) si dado € > 0 3 d(e) > 0 tal que 2/, 2" € Ay

2" — 2" <d = |f(a')— f(a")] <e.

Usaremos el siguiente Teorema de Heine - Cantor: Si f(x) es continua en un intervalo

acotado y cerrado [a, b], entonces es uniformemente continua en dicho intervalo.

Teorema 8.6.2 Toda funcion continua en un intervalo |a,b] es integrable alli.

Demostracion.
Debemos probar que dado un e > 0 existe una particién P tal que S(f, P) — s(f, P) < e.
Tomemos una sucesién de particiones {P,} que verifique las propiedades II; y Il.

En tal caso las correspondientes sucesiones {S(f, P,)} v {s(f, P,)} verifican

La continuidad de f(x) en [a,b] implica la uniforme continuidad alli, por lo tanto para el

numero positivo 2 € , existe 0 > 0 tal que cualesquiera sean 2’, 2" € [a,b], |2/ —2"| < ¢
€
= ) - F)] <
Por otra parte, al ser lim ||P,|| = 0 (Ily), para el nimero § > 0 existe un ng tal que
n—oo

Pl <6 Vn > ny.

Sigue entonces que para todo subintervalo Ax; = [x;_1,z;] € Py, es |v; — ;1] < 0. En
particular, si &/, £/ son dos puntos cualesquiera de Az;, se verifica [ —&!| < |z;—x;_1] < 0
y por lo tanto |f(&)) — f(&)] < ﬁ. Para cada Az; € P,, llamemos £ y £ a los puntos

en que f(x) toma el minimo y el maximo respectivamente (f(z) es continua en Ax;).

Entonces
S(f7 Pﬂo) _5(f7 Pno) - Z f(fé/) Az; — Z f(gé)AIZ -
Afﬁze Pno Axle PTLO
52/ € AJ/’Z f{ S Al’z
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/ / €
= Z [f(&) = F(E)] Ar; < Z b—a Ax; =e.
A c p Ax; € Pry a
T no
z{v fé/ € sz

Por lo tanto P = P,, es la particién buscada.

Observacion 8.6.3 Consideremos que f(x) estd acotada en [a,b], pero que no es conti-

nua.

En tal caso, si P es una particién cualquiera de [a, b], no podemos garantizar la existencia
del maximo M; ni del minimo m; de la funcién en cada Az; = [z;_1,2;] € P. Sin embargo
si podemos asegurar la existencia de un supremo M; y de un infimo m;, con los cuales se
pueden definir las correspondientes sumas superior e inferior, que junto con la de Riemann

verifican

Ax; € P Az; € P Azx; € P

& € Aw;
Ademas reobtener las propiedades que demostraramos para tales sumas en el caso de f(x)
continua, se limita practicamente a una repeticion.

También se define funcién integrable de manera totalmente analoga:

Definicién 8.6.4 Una funcion f(x) acotada en [a,b] se dice integrable si dado € > 0

existe una particion P. tal que S(f, P.) — s(f, P.) < e.

Teorema 8.6.5 Toda funcion f(x) acotada en [a,b] y con, a lo sumo, un nimero finito

de puntos de discontinuidad es integrable.

Demostracion.

Dado € > 0 debemos encontrar una particién P de [a, b] tal que S(f, P) — s(f, P) < .
Llamemos respectivamente S e I al supremo e infimo de f(x) en [a,b] y consideremos que
tiene k puntos de discontinuidad dy, - - - , d.

Cualquier particiéon P con la propiedad que cada punto de discontinuidad d; esta en el
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interior (r;,_1,2;,) de un Az;;, € P, se puede expresar como la unién de dos familias
de subintervalos P; y P,. P; formada por los k subintervalos Axij y P, por todos los
Azx; en los que f(x) es continua. En tal caso f(x) es uniformemente continua sobre los

subintervalos de P, y se puede escribir

S(f, P) = Z M; Az; = Z f&) Az + Z M;, Az,

Az; € P Ax; € Po Al‘ij c P
& e Ay

donde M; es el supremo de f(x) en Ax; y f(£) es el méximo de f(z) en Az; € Py

s(f,P) = Z m; Az = Z f(&) Az + Z mi; Az,

Ax; € P Ax; € P A:Eij e P
f,’b € Azx;

donde m; es el infimo de f(z) en Az; y f(&]) es el minimo de f(x) en Ax; € Ps.
Tomemos ahora una particiéon P, del tipo de las que estamos considerando, pero con la

norma tan pequena como sea necesario para que valga

) B cada Aay € Py es S(€0) - F€) < 5=

.. €

11) Z Ti; — Tij—1 < m
Amij e P
(1<j<k)

En tal caso

SULP)—s(f.Py= > [fE)- &) A+ Y (M, —my) A,

A:Bi c Py Azij c P
&, & € Ay (1<j<k)
€ €
< -t (S-D=-
W—a VgD e

Nota 8.6.6 Si fuese S — I = 0 resultaria M;; —m;; =0 para 1 < j < k y entonces seria
nula la sequnda sumatoria en la expresion anterior. En tal caso no seria necesario pedir

la condicion (i1).
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8.7. Ejercicios resueltos: Aplicacién de la Integral De-

finida. Nivel I1II: 3** PARCIAL.

Aplicacion de la Integral Definida: Arecas y Volumenes de revolucién.

8.7.1. Areas

Determine un valor numérico asociado al area acotada encerrada por las funciones:

@) = Vi y flz) = ot

1
Figura 8.15: A = / (Vx —2*) dx.
0

Determine un valor numérico asociado al area encerrada por la funcién:

f(z) = |(x — 1) = 1| y el eje de las abscisas.
i) Integre respecto del eje de las abscisas.
ii) Integre respecto del eje de las ordenadas.

Respuesta i):

/0 [(x—1)2—1]dx+/02[1—(x—1)2]dx+/:[(x—1)2—1]dx

-1
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1
Figura 8.16: A = / (y —y*) dy
0

Respuesta ii):

/31+[1—\/ﬁ]dy+/1{1+\/1T—[1—\/ﬂ]}dy+/33—[1+ 1+ y]dy

8.7.2. Volumenes de Sdélidos de Revolucion
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y[z,3]=(X—1)2—1

Figura 8.17: Area encerrada por f(x) = [(x—=1)>—1| z € [-1,3] y el eje de las abscisas.

- m = = - - - Hje de Giro
¥=2 H

1
Figura 8.18: V = 7r/ [(2—2")? — (2 - Vx)?]dz, eje de giro y = 2.
0
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.....................

Eje de Giro

1
Figura 8.19: V = 7T/ [(Vz +1,5)* — (2" + 1,5)% | dz, eje de giro y = —3.
0

1
X?—Z
1’

=(x—
Eje:de Giro Yizar=(

2F x2,3=1+V 1

3
Figura 8.20: V' = 7r/ [5% — (1 +/y + 1+ 2)?] dy, eje de giro v = —2.
0
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0

—(v_1V2_
ym]—(x 1) 1 Eje deG!ro

2k X[2,3]=1+ 1+

3
Figura 8.21: V = 7r/ {[4— (1 ++y+1)]*—= (1)’ dy, eje de giro = = 4.

0

1
xi—Z

Eje'de Giro

y[0’2]=1—(X—1)2

1
Figura 8.22: V = 77/ [(1+ /1 —y+2)?—(1—+/1—y+2)?dy, eje de giro v = —2.

0
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o

Eje de G!ro

y[0’2]=1—(X—1)2

1
3
Eje:de Giro

-2

3
Figura 8.24: V = 7T/ (1 — /14y +2)*— (1) dy, eje de giro z = —2.
0

325



Capitulo 8. Integracion: Notas tedricas

0

3
Figura 8.25: V = 7T/ {52 —[4 — (1 —+/1+y)]*} dy, eje de giro v = 4.
0
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8.8. Ejercicios resueltos: Ejemplos de fisica. Ecuacién
de Landau. Nivel IV: & © 4 COLOQUIO.

Ejemplo 8.8.1 Bifurcacién, e.g. M: E.D.O. de Landau?

d
d—f = (R-W)x— Az (8.16)

En ciertos problemas de la fisica algunas cantidades observables, tales como una ve-
locidad, la forma de cierta onda, o el avance de una reaccién quimica, dependen de un
parametro que describe el estado fisico del problema. A medida que este parametro se
incrementa, suele alcanzar un valor critico en el que la velocidad, o la forma de la onda
o la concentracion de cierto reactivo cambie su caracter. Esta descripcion es claramente
evidenciada al resolver la ecuacién diferencial de Landau, de primer orden a variables se-
parables, (8.16). En virtud de la forma de sus soluciones es reconocida mediante el simbolo
del tridente rh.

Aqui hemos considerado a A y W constantes positivas, y R es un pardmetro que puede
tomar varios valores. Claramente si R es menor, igual o mayor que W las expresiones
de las soluciones x(t) de esta E.D.O. cambian de forma y para valores de ¢ grandes se
acercan a los estados de equilibrio del sistema. Ademads las soluciones o estados de equi-
librio de este proceso, segin el signo o nulidad de la diferencia R — W cambian de uno
Xelt) = Oatres xolt) = 037 () = /3 v () = /3

Comenzamos por la resoluciéon de la E.D.O. de Landau para los tres parametros R, Wy A

positivos. En cuyo caso consideraremos las tres posibilidades: R< W, R>W y R=W.

R < W Ahora denotamos por AT = W — R luego la E.D.O. en (8.16) si R < W se convierte

en i = —x AT — Ax3. La separacién de variables en esta situacién conduce a:

/x(mdf A2 _/dt'
/ﬁ _ —A/dt

3L. D. Landau (1908-1968) fue un fisico Ruso que recibié el Premio Nobel en 1962 por sus contribu-

ciones al esclarecimiento de los estados condensados de la materia, particularmente en el helio liquido.
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1 B Cz+ D
z(a2 + 45) T 2?4 A
— :B—i-% — B = £ Reemplazandoz = 1y z = —1
> Tx =0 HTr x=0

en la expresion de las fracciones simples resultan dos ecuaciones que determinan el

valor de los coeficientes C'y D, a saber:

1 _ A L C+D

(1+45) A+ 144~
1 _ A, C+D
—1(1+ 45 At 14 Af

La suma de las dos igualdades anteriores, establecen que el coeficiente D es nulo, i.e.
D = 0, por lo tanto es facil comprobar en cualquiera de las identidades anteriores
luego de reemplazar este valor que C' = —%. Por lo tanto, las antiderivadas
buscadas luego del proceso de separacién de variables, valido para © # 0, en este

dx
caso ﬁ son las que corresponden a:
x

AL+ 2?2)
d 1 d
—x——/Q—xN:—A+/dt
Brevemente
A+
In|z| —In $2+7 = ATt + C
ln(—|x| —) = ATt + C— = = ¢ ATEHC
AT A+
1’24-7 ZE2+T

Elevando al cuadrado, esta iltima expresion, se tiene que:

+
_ _ + A _ +
2,20 _ 2 ,—28% ¢ _ 20Tt _

o A

Finalmente, despejando 22 de la ecuacién anterior y con la posterior extraccién de

la raiz cuadrada, resulta:

N [AT e AT
Xﬁ(t) = Zt 7 \/6720_ 672A+t7 e 7£ 0 (817)

Observacién 8.8.2 th’in Xt () = 0. Evidenciando que la solucion de equilibrio
— 400
x(t) = 0, identificada al comienzo del presente tratamiento es la asintota de es-

tabilidad de las soluciones diferenciables aqui determinadas por las expresiones en

(8.17).
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o
C

DIAEIE]
DIREIE]
» — DlAEIE]
‘ d PlazI=]

=
CJ

134137 ¢ 0451 13413770457

\ - e 091 ’ \ &= e 091

{Not Pitchfork » R < W, = v, =0, 2.26, 2.71, 02501, -2,

Figura 8.26: Caso W > R. Soluciones (8.17): Estabilidad asintética x.(t) = 0.

R > W, th En este caso la E.D.O. (8.16), # = (R— W)z — Ax® posee tres soluciones de equi-
librio. Al reescribirla como @ = z [(R — W) — Ax?|, resulta evidente que © = 0 se

realiza si x(t) = 0, y para (R—W) — Az? = 0 lo que conduce a dos soluciones de

equilibrio Y= = 44/ %.

Por razones de claridad notamos At = R — W, entonces la ecuacién diferencial

ordinaria de Landau (8.16) # = x (A"t — Az?), con AT > 0, de manera equiva-

lente # = —Ax (2? —%) = —Az(z — /& )(x + /50 se resuelve mediante

antiderivacion utilizando el método de las fracciones simples. Teniendo presente

d
que la no acotacién del integrando / < divide el plano

r(r — ATf)(:zr—l— %)

x(t) vs t en tres bandas delimitadas por las tres soluciones de equilibrio, a saber:

A+ A+ A+ A+
—oo<:13<—\/7,—T<x<\/7y\/7<x<—l—oo.

Entonces la E.D.O. en (8.16) si R > W, corresponde a efectuar la antiderivacién de

d
/ ’ = - / dt.
r(x — \/%)(as + \/%)
Utilizando el Método de las Fracciones Simples, resulta que:

1 A -1 0,5 0,5
— | = +

pe Az A0 ATLT (a3 (oA
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A -1 0,5 0,5
— — 4+ ’ + ’ dr = —A [ dt
v/ = /
To(x—\/5) (= +4/4%)
_daj+/ 0,5 dx +/ 0,5 dx N /dt
x + +
(z —/50) (= +4/%)

cuya familia de antiderivadas en la separacion de variables resulta ser:

AT
TV

que utilizando propiedades de los logaritmos es reescrita como:

AT
x_ —

A

1
=1
+2n

—1
= —t+C

1
—ln|x]—|—§ln AT

n+—y—— = -ATt+ C

y como el logaritmo es inversible se tiene:

o

2 __
‘x A

_ e*AJr t+C
2]

elevando al cuadrado ambos miembros se obtiene:

2o A
A _

. _ 06—2A+t

T
Equivalente a:

1-— AT = (e 28"t

Ax?|
: AT 1 _ A ~ —2AT ¢ _ /At 1
Sll—sz >0—>$—2—F(1—C€ )—> r = &+ TW

Las soluciones, han resultado tener las dos expresiones siguientes:

MOREESY 2 L <z < \/A+ U \/A+ <z <+
= A J(i-Ceobgy —°0°F A A ST
(

8.18)

Si1—25 <0 - L = A(14Ce20) o

_ At 1
TS A Teemy

Las soluciones, han resultado tener las dos expresiones siguientes:

XT(t) = i“%\/(l—i—c}’e—zA”)’ —\/% <z < \/% y x# 0.
(

8.19)
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2 0

@ 0

A

-

< U
(T |
| {Pltch.tork SR> W ¥ (1 Yo A_ 0.513354 0.513354 0.513354 0.513354 |
| == A J1-s01e1850 J1-301e1850 J 143011850 143010185 |
| B |
| r |
| |
| |
i |
| il |
| |
| i |
| / .

72_\—1_\ 1 2 3 4 H

| s |
i |
i |
| |
| |
| |
| |
| |

Figura 8.27: Caso R < W . Soluciones (8.19): Estabilidad asintdtica x*() = +

[ A+ +
—AT<z< AT y x#0..

A+
Observacién 8.8.3 En las soluciones (8.18) y (8.19) hm XT(t) = + -
Evidenciando que las soluciones de equilibrio x* = + W identificadas al co-

mienzo del presente tratamiento son las asintotas de estabilidad de las soluciones
diferenciables aqui determinadas por las expresiones en (8.18) y (8.19). Mientras
que la solucion de equilibrio x(t) = 0, resulta ser inestable para las soluciones

diferenciables en (8.18) y en (8.19), en el caso aqui analizado, i.e. R > W.

En este caso la E.D.O. (8.16) se reduce a resolver & = —Az*. Aquf existe una tinica

solucién de equilibrio, i.e. x(t) = 0. Corresponde ahora efectuar la antiderivacién

d
—if:—A/dt, x40

= —At+C

de las variables separables:

Resultando que:
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BEEE]
BMERE]
BMERIE]
MEEE]

143178 2051 143178 205 a-200)

R
w
A
c

{‘P. 5.76,3.71. 1.01, 2,01,

\/Hlmﬁu \/H,Ollfuufzm,
X

'
2 3 4 s

-05

-10

Figura 8.28: Caso R < W . Soluciones (8.18) y (8.19): Estabilidad asintética xT(t) =
At
+4/AF

Luego las expresiones que se obtienen son:

1 N
XT(t) = +——————=, i 24t+C >0 (8.20)
V2At+C
Observaciéon 8.8.4 th’frn xT(t) = 0. Evidenciando que la solucién de equilibrio
— 400

X(t) = 0 es la asintota estable de las soluciones diferenciables determinadas en las

expresiones en (8.20).

Observacion 8.8.5 Hemos Determinado, las soluciones x(t) de la E.D.O. de Landau,
(8.16) pag. 327. Si R < W, demostramos que existe sélamente una solucion de equilibrio
Xe(t) = 0 y que ésta es asintdticamente estable. Si R > W, wverificamos la existencia
de tres soluciones de equilibrio x.(t) = 0 y x*(t) = i\/@ y que la primera solucidn
de equilibrio es inestable mientras que las otras dos son asintoticamente estables. Hemos
graficado en el plano (x, t) las soluciones x(t) y las soluciones de equilibrio para tres casos
particulares tales que: R < W, Figura 8.26, pag 329, R > W, Figuras 8.27 y 8.28, pags.
331 y 332, y R =W, Figura 8.29, pag 333.

Nota 8.8.6 FEl punto R = W se llama punto de bifurcacion. Para R < W la solucion
tiende asintoticamente hacia la solucion de equilibrio x = 0. Sin embargo, esta solucion

pierde su estabilidad a medida que R atraviesa el valor W, y para R > W la solucion

es asintoticamente estable a v = ,/% Yy xr = —,/%. Debido a la forma que las
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COLOQUIO.
A s ] DIEEIE]
c ] DNEE =
1 1
{R:W, 201, -1, ———— ——}
V4ozr—1 Van2:—1
X
1.|:|§
n.jé
. L 1 —l L : 4
-1 - 1 2 3 4 5
-0s5f
-1.|:|§

Figura 8.29: Caso R = W. Soluciones (8.20): Estabilidad asintética x.(t) = 0.

soluciones toman en el entorno de W, este tipo de problema es conocido como bifurcacion

pitchfork M.

8.8.1. Antiderivadas ejemplos muy sencillos de la fisica

Ejemplo 8.8.7 Velocidad de escape La fuerza de atraccion gravitatoria puede repre-

sentarse, mediante ciertas simplificaciones como:

R2
F=-mg—.
s

Determinar que la vy que debe suministrdarsele a un objeto para que no regrese a la

superficie terrestre debe ser vy > \/2gR , donde R = 3960 millas es el radio terrestre.

Respuesta:
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La fuerza de atraccion gravitatoria puede representarse, mediante ciertas simplifica-
ciones como:

R2
F=-mg—.
s

Determinar que la vy que debe suministrarsele a un objeto para que no regrese a la su-
perficie terrestre debe ser vy > /2gR, donde R = 3960 millas es el radio terrestre.
Rta:

dv dv ds R?
ma=m-— =m-—— = —Mmg—
dt ds dt e
la dltima igualdad puede expresarse como:
dv R?
vV— = —g —
ds 95
luego separando variables se tiene:
2
vdv = —g—ds
s
y antiderivando
R2
/ vdv = — / —2d5
s
2 2
v R
— = 9 + C
2 S
, para determinar C', utilizamos el hecho que v = vy cuando el objeto estd por ser

lanzado verticalmente de la superficie terrestre, i.e., s = R, por lo tanto

2 ,02

%OzgR—i—C' = C’:Eo—gR

asi se obtiene la expresion de la mitad de la velocidad al cuadrado del objeto en funcion
de la longitud recorrida por el mismo

v? gR2 Ug
- I 20 _ 4R
2 s T Y

finalmente la velocidad al cuadrado tiene la siguiente expresion:

, 29R?
v° =
s

+ v —29gR.

Si deseamos que el objeto no regrese a la superficie terrestre, estamos dandole la posibi-

lidad a la variable s longitud de la trayectoria que recorre el objeto sea todo lo grande
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que se pueda, es decir, s — +00 en cuyo caso v?> = v —2g R pero v es una cantidad
positiva, lo que impone que v2 —2 g R también lo sea, en consecuencia para que el objeto

no regrese a la tierra es necesario que vi > 2gR — vy > /2gR.

Ejemplo 8.8.8 Un plano P tiene un dngulo de inclinacion « con respecto al plano hori-

zontal y un objeto se desliza sobre él, sin rozamiento, cayendo por accion de la gravedad.

a) Determine el desplazamiento en funcion del tiempo transcurrido desde el instante

en que comenzo la caida.

b) Si el dato disponible es que el objeto recorrid 20 metros en 5 sequndos, determine

la inclinacion o del plano P.

Respuesta:

La caida libre de un cuerpo puntual por un plano inclinado, se diferencia de la caida
libre -vertical- en que debemos tener presente que para aplicar la sequnda ley de Newton
la gravedad que acttia sobre el objeto no es —g sino —¢gsin « siendo « la inclinacion del
plano con respecto de la horizontal. Por lo tanto la sequnda ley de Newton establece que la
acerelacion del movel a esta dada por la expresion a = —g sin «r, antiderivando se obtiene
la expresion para la velocidad del mévil en funcién del tiempo, i.e., v(t) = —g sin ot + vy;
finalmente la expresion para el espacio recorrido es e(t) = —g sin « ; + vt + €p.

Si el objeto se dejo caer por el plano inclinado y no fue arrojado su velocidad inicial, vy, es
nula y por lo tanto e(t) = —g sina% si es que el sistema de coordenadas ha sido ubicado
en el punto de maxima altura del plano.

Para determinar la inclinacién del plano utilizamos los datos del inciso b) y lo reempla-

zamos es esta tltima ecuacién, reemplazando e(t) = 8 metros, g = 9,8 m/seg? t = 5 segs,
2e(t)

sina = .
gt?
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Capitulo 9

Aplicaciones de la derivada y de la

integral

9.1. Polinomios y Férmula de Taylor

A continuacion se enuncia y se demuestra el Teorema de Cauchy sobre el que se sus-

tenta una version que hemos llamado Teorema del Valor Medio de Lagrange generalizado.

Teorema 9.1.1 Teorema de Cauchy.
Si f(z) y g(x) verifican:
i) Son continuas en [a,b] y g(a) # g(b)
ii) Son derivables en (a,b) y las derivadas f'(x), ¢'(x) no se anulan simultdneamente
en (a,b).
Entonces 3 un punto intermedio & € (a,b) tal que:

)~ fla) _ 10

o)~ gl@)  ¢(E) .
Demostracion. Es claro que la igualdad (9.1) implica la igualdad siguiente:
[f(b) = f(a)]g'(€) = [9(b) — g(a)] f'(E) (92)

En cambio, para probar que si un real & € (a,b) verifica (9.2) entonces también verifica

(9.1), se requiere que ¢'(§) # 0. Pero en nuestro caso si existe un valor £ que satisface
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Capitulo 9. Aplicaciones de la derivada y de la integral

(9.2), suponer ¢'(§) = 0 implica que f'(§) = 0, dado que [g(b) — g(a)] # 0, contradiciendo
la hipotesis.

Por lo tanto, con las hipotesis dadas

fO) = fla) _ f'(E)
g(b) —gla)  g(&)

< &) L) = fla)] = f(€) [9(b) —gla)] = 0.

Esta dltima igualdad sugiere considerar la funciéon H(z) = g(x)[f(b) — f(a)]— f(x)[g(b) —
g(a)], que verifica H(a) = H(b) y también, en base a las hipdtesis i) e ii), las demds

condiciones requeridas por el Teorema de Rolle en [a,b]. Luego 3 £ € (a,b) tal que

H'(§) = 0, es decir: ¢'(€) [f(b) = fa)] = F/(€) [9(b) — g(a)].

n
Teorema 9.1.2 Teorema Generalizado del Valor Medio de Lagrange.
Si f(x) es n+ 1 wveces derivable en un entorno (a — d,a + 0) y verifica que f(a) =
f'(a) = -+ f"(a) = 0 entonces, para todo x € (a — d,a + J) vale
) .
= —a)" 9.3

@) = =5 =) (93
donde & es un punto “entre”’a y x, 1.e. 30, —1 < 0 < 1 tal que & = a+6 Ax.
Demostracién. Si consideramos la funcién g(x) = (z — a)"™!, es g(x) # 0 Vz # a
y ademds ¢/(z) = (n+ D@ —a)', ¢(z) = (n+ V(e —a)™ -, g"(z) = (n+
Dn---2(x —a) y g"*'(z) = (n+1)! Luego g(a) = ¢'(a) = -+ = ¢"(a) = 0y

9" Ha) = (n+1)!
Sea x un punto cualquiera del entorno (a — d,a + ), que podemos considerar sin pérdida
de generalidad entre a y a 4 . El Teorema de Cauchy asegura la existencia de xq,

a < x; <z, tal que
fl) _ fle) = fla) _ f'(21)
g(z)  g(x)—gla)  g'(z1)

Como con las condiciones disponibles se puede reiterar la aplicacién del Teorema de

Cauchy, obtenemos sucesivamente los puntos xs,z3, -+ ,x, v £ tales que:
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9.1. Polinomios y Formula de Taylor

a<EéE<x, < - <pp<mT <X § Tp-- T2y
a—26( T T Ja+9
y ademas
fla) _ fle) _ fa2) _ _ fM@a) _ MO O
g(@)  g(x1)  g'(x2) g (z2)  ¢g"t(&)  (n+ 1)

Se ha probado entonces que 3 £ entre a y z tal que

flx) _ ()
g(z)  (n+1)!

9.1.1. Contacto entre dos curvas

Definicién 9.1.3 Se dice que la funcion f(x) es infinitésimo de ordenp enxz = «, p > 0
real cualquiera, si existen una funcion ¥(z) y dos constantes positivas k y K tales que en

algin entorno eg(a,d) es
fl@)=(x—a)fd(z) v 0<k<|d(z)<K (9.4)

Definicién 9.1.4 Un nimero « se llama cero de orden p, p > 0 real cualquiera, de la
funcion continua f(x), o raiz de orden p de la ecuacion f(x) =0, si f(x) es infinitésimo

de orden p en «.

Definicién 9.1.5 Un cero de orden p de f(x) se dice un cero de equivalencia potencial

si existe lim J(z) = L # 0.
r—x

Observaciéon 9.1.6 Notemos que si a es un cero de equivalencia potencial de f(x) en-
tonces
f(z) (= a)Pi(x)

Ilm ———~— =1lim—+—2~ =1
xlggz(x—oz)pL a (x —a)P L ’

i.e. si a es un cero de equivalencia potencial de f(x) entonces f(x) es un infinitésimo

equivalente a (x — )P L, f(x) ~ (z — a)? L.
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Capitulo 9. Aplicaciones de la derivada y de la integral

Proposicién 9.1.7 Si en un punto « la funcion f(zx) verifica que f(a) = f'(a) = -+ =
fP(a) =0y fP(a) # 0, entonces a es cero de equivalencia potencial (de orden p

— Q)P
entero) de f(x), y en consecuencia f(x) es infinitésimo equivalente a u fP(a).
P!

Demostracion. Se sabe que p es entero. Veamos en primer lugar que « es cero de orden
p. Considerando las funciones f(z) y (z—a)P, mediante la aplicacion sucesiva de la regla

de L’Hospital p — 1 veces, obtenemos

= lim L = lim f(@) — .=
roa (r— )P z—ap(x — 04)(1’*1) e—ap(p—1)(x — a)(p72)

frie) 1 ) = ) f7(e)

— — —
5a plx—a) p s T — p!
ie.,
(p)
T A COR gl O} (9.5)
e—a (r — )P p!

Esta identidad implica la existencia de un infinitésimo ~(x), en x = «, tal que

f@) [P

-y o +7(z)
entonces .
f(z) = / p!(a) (x —a)? +y(x)(x — )P ie.

Si llamamos

f(p) a
V() = p'( ) + v(x) (9.6)
es
f(z) = (z — )’ ¥(x) (9.7)
() (p)
y, por la continuidad de la funcién valor absoluto / '(a) + ()| — f—@ > (0 por
b: b:
1 f(p)(a) _ )
lo tanto tomando € = i existe un entorno reducido (o —d,v + 9)g tal que
p!
1 f(p)(a) f(p)(a) 3 f(p)(a)
2 ’ p! < p! ()] < 20 p |
k K
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9.1. Polinomios y Formula de Taylor

es decir

‘f(p)(a) ., Va € eg(a,d). (9:8)

2p!

3f(p)(a)
< [9(2)] < ‘z—p,

Esta acotacién para el factor J(x) indica que « es un cero de orden p (entero) de f(z).

f(p)<a)

p!
demostracion de que a es ademads cero de equivalencia potencial y en consecuencia que
(z — )P f(a)

p! '

Por otra parte, de (9.6) resulta lim J(z) = # 0, con lo cual se completa la
Tr—Q

f(zx) es infinitésimo equivalente a

Proposicién 9.1.8 Si a anula a f(z), f'(x), ---, fP(z) entonces f(z) es infinitésimo

de orden superior a p en x = «, en otros términos, f(x) = o[(x — a)?].

Demostracion. Resulta directamente de (9.5).

9.1.2. Orden de contacto entre curvas

a) Cuando dos curvas y = f(z) e y = @(z) coinciden en el punto de abscisa «, i.e.

f(a) = p(a), la diferencia
V(@) = fx) = p(z) (9.9)

es un infinitésimo en = = a.
Es claro que conociendo las caracteristicas de dicho infinitésimo se conocera la na-
turaleza del contacto que tienen ambas curvas en el punto de encuentro. Al respecto
el concepto de derivada ofrece un auxilio esclarecedor, que resaltaremos con las si-
guientes consideraciones de caracter intuitivo, aplicadas a funciones que admiten
derivadas sucesivas.
i) Si la informacién disponible es que f(a) = p(a), 4
la situacion de las curvas en un entorno de a pue-
de ser como la que muestra la figura 9.1, f'(a) #

¢'(a). En tal caso muy poco es lo que se puede

decir de una de las funciones en base a lo que se | .

conozca de la otra.

Figura 9.1: f(a) = ¢(a), y f'() # ¢/(a)
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Capitulo 9. Aplicaciones de la derivada y de la integral

i)

Ejemplo 9.1.9 Si elegimos las funciones f(z) = 2* y o(x) = Yz es claro que

1
coinciden en o« = 1, f(1) = ¢(1) = 1, en tanto que f'(1) =4 y ¢'(1) = T
como puede apreciarse las funciones, si bien se encuentran en o = 1 -se cortan-

es claro que son muy diferentes en las proximidades de ese punto.

Pero si ademds de ser f(a) = ¢(a) se sabe que f'(a) = ¢'(«), ambas cur-
vas comparten la misma recta tangente en el punto de encuentro. Este hecho
modifica sustancialmente la situacion anterior por cuanto al “pegarse” ambos
graficos a la misma recta en un entorno de «, en realidad se estan “pegando”

entre si. Cosa que no ocurre en el caso previo. Este hecho se explica si los

Pero, ain cuando comparten la recta tangente en «,

las curvas podrian comportarse, como se muestra es-

quematicamente en la figura 9.2, es decir las curvas se
aproximan bien entre si pero sélo en un entorno muy
pequeno alrededor de . Notemos que la situacion que
muestra esta figura, f”(«) # ¢"(«) , nos indica que, sal-

vo en puntos muy proximos al de contacto, las rectas

tangentes de ambas curvas difieren notoriamente al ale-

jarse de tal punto.

iii)

Figura 9.2: f(o) = p(a), f'(a) = ¢'(a) y f(@)" # ¢'(@)

graficos de las funciones f’(x) y ¢'(z) estuviesen, uno respecto del otro, como

lo estén los de f(x) y ¢(x) en la Figura 9.1.

Ejemplo 9.1.10 f(x) = 2% y ¢(x) = —1622, se encuentran en o = 0 donde
f£(0) = (0) = f'(0) = ¢'(0) = 0 en tanto que f"(0) =0 y ¢”(0) = —32.

Reiterando el argumento resulta razonable conjeturar que si ademas de valer
fla) = p(a) v f'(a) = ¢'(a), también vale que f”(a) = ¢”"(a), entonces las
derivadas primeras se mantendrian mas préximas entre si y en consecuencia las
rectas tangentes variarian menos abruptamente, con lo cual seria de esperar que
la separacion entre las curvas, a partir del punto de encuentro, resulte menos

brusca.
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9.1. Polinomios y Formula de Taylor

Estudiaremos entonces el comportamiento de la diferencia y(x) cuando en el punto
« existan y sean finitas las derivadas sucesivas de f(z) y (), coincidentes hasta
el orden n y distintas para el orden n + 1.

Por ejemplo, si las curvas f(z) y ¢(x) no son tangentes en «, es decir si f'(«a) #
¢'(a), resulta que y(z) = f(z) — ¢(x) verifica y(a) = 0y 7/(«) # 0. Entonces,
por la proposicién 9.1.7, y(z) es infinitésimo de primer orden en «a. Si en cambio
f'(a) = ¢'(a) (es decir las curvas son tangentes en el punto de encuentro) pero
() # ¢"(a), resulta y(a) = 7' (a) = 0y v"(«) # 0. Entonces () es infinitésimo
de segundo orden en a. Se dice en este caso que las curvas tienen un contacto simple

o de primer orden en «a. Estos ejemplos sirven para introducir la siguiente definicién.

Definicién 9.1.11 Diremos que dos curvas y = f(x) e y = (x) tienen en a un
contacto de orden p, cuando el infinitésimo y(x) es de orden p+ 1 en a.. Siy(x) es

de orden entero o equivalencia potencial, lo mismo se dice del contacto respectivo.

En el caso de que f(x) y ¢(z) coinciden en «, junto con sus p primeras derivadas,
pero fP)(a) # ¢P(a) son finitas y distintas, se dice que las dos curvas tienen en a
un punto de contacto, de orden entero p— 1y de equivalencia potencial (proposicién
9.1.7).

Se vera que cuando el contacto es de orden par, las dos curvas se cruzan en el punto
de encuentro, mientras que no lo hacen si el orden es impar.

Notese que si se conoce la igualdad en « de las derivadas hasta el orden n, se sabe
que el contacto es de orden al menos n — 1. Esto es asi por cuanto, en ese caso, v(x)

es infinitésima en a de orden superior a n — 1.

Dada una curva C, otra curva de una familia dada se llama osculatriz de C' en un
punto P cuando es, de entre todas las de dicha familia que tocan a C' en P, la que

tiene un contacto de orden més elevado en P.

345



Capitulo 9. Aplicaciones de la derivada y de la integral

9.1.3. Aproximacion local de una funcion mediante funciones

polinomiales

Si recordamos la argumentacion heuristica §9.1.2 podemos conjeturar que dos curvas
f(z) y P(x) seran tanto més similares en las proximidades de un punto de contacto,
cuanto mas derivadas en comun tengan en tal punto.

Como las funciones polinémicas estan entre las més simples y conocidas el comentario
anterior nos hace preguntarnos sobre el siguiente problema:

Dada una funcién y = f(z) que admite derivadas sucesivas hasta el orden n en un punto
a ;, Es posible construir una funcién polinémica P, (z) con la propiedad que f(z)y P,(z)
coincidan en «, junto con sus respectivas n primeras derivadas ?

Si la respuesta es afirmativa, por lo dicho més arriba, el polinomio P,(z) es un excelente
candidato para aproximar a f(x) en los alrededores del punto «. De todos modos, para
que la aproximacion resulte de utilidad, sera necesario obtener una estimacién del error

de la aproximacion en cada caso. Este problema es encarado a posteriori.

9.1.4. Expresion de una funcion polinémica por potencias de

(x —a)

Con respecto a la existencia de P,(z) con la propiedad requerida en la introduccién,
la respuesta es efectivamente afirmativa y para justificarla usaremos (sin demostracion)

la siguiente propiedad de las funciones polinomicas:

Proposicién 9.1.12 Para cada punto o € IR, la funcion polinémica de gradon P, (x) =

bo + byx + - - - + b,x", puede representarse de manera unica como

Px)=cy+c(z—a)+- -+ culx —a). (9.10)
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9.1. Polinomios y Formula de Taylor

9.1.5. Expresion de una funcién polinémica en términos de sus

derivadas en un punto «

Una vez representada la funcién polinémica en la forma (9.10), si observamos que

P'(z) =c1 4+ 2c(z —a) + 3c3(z —a)* + -+ (n— Depg(z — )" 2 + nep(z — o)™t

P@(x) =2c3+32c3(x —a)+ -+ +cp1(n—1)(n—2)(xz — a)"*+ con(n — 1) (z — a)"2

PO () =32c5+ -+ coi(n—1(n—2)(n—3)(z—a)" *+cn(n—1)(n—2)(z—a)">

PO U(z)=(n—Dlcp1+nley(z—a)

P (z) =nlc,

P (z) =0, Va

se obtiene:
P(a) = ¢y, P'(a) = ¢1, P?(a) = 2ley, PP (a) = 3leg, -+ -,
P V(@) = (n— Dle,_y y P™(a) = nle,,
1.e.
P2 pn)
CO:P(OJ), 01:P/<a)7 C2: 2|(Oé)’.,,7cn: n'(a)

Este hecho demuestra que si un polinomio de grado n se expresa en términos de las
potencias de (z — «) entonces sus n + 1 coeficientes, y por lo tanto el polinomio mismo,
estan determinados por los valores que toman el polinomio y sus n primeras derivadas en
el punto a. Més precisamente

P(z)(a)

™ (a
P(x) = P(a) + P (o) (@ —a) + — = (z =)’ + - + r !( )

P (a) n— n
=) (z — @) 1+T(:p7a) R (9.11)

que suele llamarse férmula de Taylor para polinomios.
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Capitulo 9. Aplicaciones de la derivada y de la integral

9.1.6. Polinomios de Taylor

En base a los resultados anteriores, sabemos que si se conocen los valores de f(x) y

de sus primeras n derivadas en un punto «, el polinomio

1) (n)
fl!(a) ol (x_o‘)2+"'+fn§a)

es el tnico de grado n con la propiedad que coincide con f(x) en x = 'y, como mostrare-

Po(z) = fa) + (z—a)"  (9.12)

(x —a)+

mos mas adelante, coinciden ademaés las respectivas n-primeras derivadas en dicho punto.
El polinomio (9.12) es el Polinomio de Taylor que aproxima a la funcién f(z) en un

entorno del punto a.

9.1.7. Foérmula de Taylor

Sea f(x) una funcién derivable hasta el orden n en un punto «. Por una parte esto
significa que tanto f(x) como sus n — 1 primeras derivadas estan definidas en un entorno
€(a,d) y por otra parte que el polinomio P,(x) definido en (9.12) tiene con f(x) un
contacto de orden no inferior a n — 1 en el punto a.

Si llamamos R, (z) al término complementario que hay que agregar a P, () para obtener

f(z), resulta la férmula general de Taylor:

(9.13)
/ " n
= J@)+ T oy T o T ey )
En general los polinomios P,(z) aproximan a f(z) en la vecindad de * = «, tanto

mejor cuanto mayor sea n. El término complementario R,(z), que pronto estudiaremos,

da el error de aproximacién.

9.1.8. Diversas formas del término complementario de la Férmu-

la de Taylor

Por ser la formula de Taylor una importantisima herramienta del Calculo es 1til presen-

tarla en diferentes versiones, de manera que cada version tenga diferentes requerimientos
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9.1. Polinomios y Formula de Taylor

para ser utilizada.

i) Forma infinitesimal

ii)

Hipdétesis: Existe f"(«) finita.

El término complementario es:

Rol@) = (@) = fl0) = LD (@ —q) - - L1

T - (x — ) (9.14)
que se anula en «, lo mismo que sus derivadas hasta la de orden n inclusive. En

estas condiciones se probara que R, (x) es infinitésimo de orden superior a (z — «)",
R,(z) = o[(x — a)"]. (9.15)

Ver demostracion en §9.1.9.
En muchas cuestiones (concavidad, inflexiones, contactos) es suficiente este nivel de
precision del término complementario, es decir, basta saber que al detener el desa-

rrollo en la potencia (z — «)", el término complementario es infinitésimo respecto

de ella.

Forma de Lagrange. Requiere la condiciéon mas restrictiva de que en un entorno de
r =« sea f"(r) continua y que exista f"*!(x) como derivada tnica.
Entonces, si x = a + h

f Y (a4 6h)

Bulath) = —- 5,

Rt (0< 6 < 1). (9.16)

Observacién 9.1.13 La condicion de que f™(z) sea continua con derivada tinica
en un entorno de o significa admitir que f™+Y(x) puede tomar valores infinitos en
puntos del entorno, siempre que resulten las dos derivadas laterales infinitas pero
del mismo signo en tales puntos.

La exigencia de la continuidad de ) (x) se debe a que una funcion con derivada

infinita unica en un punto no necesariamente es continua en tal punto. Por ejemplo:

1 st x>0
flz) = 0 si x =0 tiene derivada unica infinita en x = 0 y no es continua
-1 s x2<0
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Capitulo 9. Aplicaciones de la derivada y de la integral

Observacién 9.1.14 Mostraremos dos maneras diferentes de obtener la forma de
Lagrange del término complementario, en una de ellas usaremos el Teorema Gene-

ralizado de Lagrange.

Ver demostraciones en §9.1.10 y §9.1.11.

iii) Forma integral del término complementario.
Si f(x) es una funcién continua, conjuntamente con sus derivadas hasta el orden

n + 1 entonces, llamando h = x — «, es

1 h
Rn(oz%—h)za/o fO D (4 ho—t) t" dt.

Ver demostracién en §9.1.12.

9.1.9. Expresion infinitesimal del término complementario de

la Formula de Taylor

Sea f(x) tal que existe f™(«) finita.
La existencia de f"(a) finita asegura que existen todas las derivadas f(z), 0 < i < n,
con valores finitos en un entorno €(«,d). ¢ Por qué ?
Para obtener la expresiéon infinitesimal del término complementario procedemos de la

siguiente manera:

1. Construimos el Polinomio de Taylor de grado n,

Pu(x) = f(a) + f/f!o‘) (v —a)+ f(z;,(o‘) (x =)+ + f(";fo‘ (z —a)". (9.17)

2. Formamos el siguiente infinitésimo en a
Ru(x) = f(a) - Pa(o) 9.19
ato) = 1) @)+ L )+ L0 oyt L2 ]

3. Calculamos las derivadas de R, (x) hasta el orden n — 1

. ©) o
i) Ru@ = f’(z)—mz)—f'<x>—[f’<a>+f<2><a> @)t g e+
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9.1. Polinomios y Formula de Taylor

3)(a
i) B2 = 1@ @) - PO@) = (@) - | 1) + L2 a4

NP ARIC)

o o)

i) RY'V(2) = F D (@) — PV (@) = £ D (@) - [0 (@) + £ (a) (z - a)]
Nétese que R (a) = - = RV (a) = 0.

4. Como por hipétesis se conoce la existencia de f(™(z) sélo en el punto «, derivando
RUV(2) en z = o resulta

!/

RP() = {7V (@) = [f" (@) + () (z—o)}|

le.
(n—1) . (n—1) (n—1)
R (a) = i T "W =B (@) g, B @)
T—a r — T—a (x — a)
Vale entonces que R,(a) = R.(a) = RP(a) = --- = RV V() = R (a) =

0. Hemos comprobado en realidad que en las condiciones dadas el polinomio de
Taylor P,(x) y sus n primeras derivadas coinciden respectivamente con f(z) y sus
n primeras derivadas, en r = a.

De acuerdo a consideraciones heuristicas anteriores este hecho es auspicioso en la
espectativa de que el polinomio ofrezca una buena aproximacién de la funcién en el
entorno dado. Pero la tinica manera de valorar la calidad de la aproximacién es a

través del término complementario o resto.

5. Calculamos
lim —Rn(I)
h—0 (3: — a)”

aplicando la Regla de L’Hospital n — 1 veces, de tal modo:

/ (2) (n—1)
limﬂzh’mR”—m:lim Ry (2) :_._:h,mR—(:z:)
a=0 (r —a)"  a=s0n(z—a)* ! as0n(n—1)(zr—a)"2 a=0n! (z — «)

(n—1) (n—1) (n—1)
1 n 1 n - n
L B @ L B @ =B (O pg 2,

T nlaso (z—a)  nlaso (r — )
Esto prueba que R,(z) es infinitésimo de orden superior al infinitésimo principal

(x — )", en «, R,(z) = o[(x — a)"].
6. Teniendo en cuenta la definicién (9.18) podemos escribir

f(z) = P.(x) = o[(z — a)"]. (9.19)
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7. Finalmente, con la séla condicién de ser f"(«) finita, concluimos que:

f(z) = Py(x) 4+ o[(x — a)"] (9.20)

Esta versién de la formula de Taylor nos indica que al detener el desarrollo en la potencia
(x — )", el término complementario es infinitésimo respecto de dicha potencia o, en otros

términos, es infinitésimo de orden superior.

9.1.10. Forma de Lagrange del término complementario de la

Foérmula de Taylor

Sea f(x) (n+1)-veces derivable en un entorno (a— 9, a+9). Aun cuando ya hemos
probado que en esta situacién la diferencia (término complementario) entre la funcién y
su desarrollo de Taylor P, (z) tiene derivada nula hasta el orden n en x = «, y por lo tanto
ambas funciones tienen las respectivas derivadas sucesivas iguales hasta las de orden n
inclusive, calcularemos nuevamente el valor de las derivadas sucesivas de P,(z).

f'(@)

(@) (z = a)”
1! '

n!

Tomando el polinomio de Taylor P,(z) = f(a) + (r—a) +-+

Vale que:

1. P,(x) = fla)+ T (x—a) +---+ oy ; por lo tanto P,(a) =
fla)
2. Bife) = L0 4 £20) 5 (o oy L05,gpe.. SInl o)
por lo tanto P/ (a) = f'(«)
3%W@__ﬂ29Er+fif)&2@—ay+ﬂjfM3+
vy LA DEZ O pna) — gy
Ao i,
(-1 (o
5 ) = £ - pn -2
f(n)(a) (n—1) (n—1)
+2+ oy nn—1)(n—2)---2.(xr—a) por lo tanto P, () = f ()
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f()

6. PiV(x) = *—,
n!

n! por lo tanto P\™(a) = f™(a)
7. P (2) = 0
si consideramos el término complementario o resto

R,(z) = f(z) — P.(z), z € (a—0d,a+90), (9.21)

y que
R (z) = f () — P () = fH ) (z) Vo (0 — 6,0+ 5) (9.22)

el Teorema generalizado de Lagrange aplicado a R, (z) conduce a la siguiente expresién

del mismo, conocida como forma de Lagrange del resto

R(n+1)(€) (x_a)nﬂ _ f(n+1)(€)

fn(z) = (n+1)! (n+1)!

)y ¢ =a+f(x—a) con 0< 6 <1
(9.23)

(r—a

Por lo tanto, si convenimos en denotar £ (z) = f(x), podemos escribir la férmula general
de Taylor como

(33 _ Oz)k + f(n+1)(€)

£(0) = Pulo) + Role) = 32 T2 )

(x — a)™*! (9.24)

con £ = a+0Axr (0<0<1) (£ “entre” a y z),

0 en notacién diferencial, recordando que d* f(z, Az) = f®) (z) AzkF = f®) (z)da*,

" d¥flo, Az)  dMTUF(E Ax
fla) =2 (k:! ) (nim !

(9.25)

k=0
9.1.11. Otra manera de obtener la forma de Lagrange del término
complementario de la Férmula de Taylor
Sea f(z) con la condicién de que en un entorno de r = a es f™(z) continua y existe

f+1(x) como derivada tinica. Tomemos un = a + h en dicho entorno y aceptando, sin

pérdida de generalidad, que h > 0. Entonces (9.13) se transforma en:

fla+h) = fa) + flila)h + f”2(!a)h2 - f(n;fo‘) + Ru(a+ h). (9.26)
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Para a y h fijos R,, es una constante. Vamos a demostrar que puede escribirse como:
fO+ Y (a + 0 h)
(n+1)!
Consideremos = = x1 = « + h y la siguiente funcién 3(t)!, continua en [o, z;] y derivable

en (o, 1)

R, = Rt 0<6<1). (9.27)

)= &)+ LDy )4

t Rn(a+h)
1!

(x1 (x1 — )3+ + (21— 0"+ Em T o - )™ (0.28)

fA@) S 0) ()
21 —07 31 n!

derivando obtenemos

(2) ! ®3) 2
ﬁl(t) — f/(t) 4 f 1'<t) (371 o t) o fl('t) 4 f 2'(t) (371 o t)Z o f 2‘(t)2($1 o t)—i—
(4) 3) (n+1) (n)

+f 3'<t) (xl o t)3 N f 3'(t)3($1 _ t)2 e f w (t) (xl o t)n _ f n'<t) ( L — t)n—l_
_W(n + 1)z — 1),
y simplificando resulta finalmente
(1) R,(a+h
B(t) = fn—!(t)(xl ity - %(n +1)(a — )"

Se puede comprobar ahora que ((t) cumple con las condiciones del Teorema de Rolle, ya
que ademés de ser continua en |, x| y derivable en («, x;) verifica 5(z1) = f(a+ h) =

B(a). Por lo tanto existe t. € (a,x1) tal que ('(t,) = 0.

Esto es
frri(t, . Ru(a+h .
%(xl )" — %(n 1) (2 — )" =0 (9.29)
de donde
)
h) = Rt
R, (a+ h) 1)
te —
Peroa<t, <y =a+h & 0<t,—a<h & 0< < 1, luego tomando
0 = t*;a’ resulta t,=a+0h y
fO) (o + 6 h) 1
R, h) = h™t 0<d <1 9.30
(o) = TS 0 < (9.30)

Hemos deducido en este caso la misma expresion del resto, en la forma de Lagrange, ya
obtenida en §9.1.10, pero sin recurrir al Teorema generalizado de Lagrange. No es en vano
recordar aqui las condiciones exigidas para su obtencion: En un entorno de o debe ser

f™(x) continua y debe existir f*(z) en dicho entorno, como derivada tinica.

1639-3, pag. 527, J. Rey Pastor, P. Pi Calleja, C. A. Trejo, Anélisis Matemdtico I, vol. I, Editotial

Kapelusz.
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9.1.12. Forma integral del término complementario de la férmu-

la de Taylor

En las formas estudiadas hasta el momento del término complementario de la Férmula
de Taylor aparece siempre una variable indeterminada. En cambio la forma integral de
dicho término, que desarrollaremos a continuacion, da una expresion exacta para el valor
del mismo.

De todos modos, atin en este caso, su evaluacién efectiva suele resultar circular, en el
sentido que a veces requerird el uso de la misma funcién a desarrollar u otra similar.

Por otra parte necesitamos hacer referencia en este punto a la llamada Férmula de Mac
Laurin, que es en realidad la Formula de Taylor, pero en el caso particular en que el
desarrollo se hace a partir de a = 0, es decir, en potencias de x en lugar de potencias de
(x — a):

f'(0) £(0)

T

f(@) = f(0) +

" + R, (z).

Sea f(z) una funcién derivable hasta el orden n + 1, con f"*V(z) continua. En tal caso

se puede evaluar el incremento Af = f(x) — f(«) de la siguiente manera:

_ /0 /() du

que con el cambio de variable u = x — t resulta

integrando por partes la integral de la derecha obtenemos:
flz) = f(0) = f'(x —t)t], + / fOx—t)tdt =zf'(0 / f(x —t)tdt.
Reiterando el procedimiento de integrar por partes la integral de la derecha resulta
/ a? (2) L[ 3) 2
Flx) = F0) = f/(0) + 5 FOO) + 5 [ FOw— 1)
' 0

y finalmente, después de n repeticiones, obtenemos

— —xf a:_2 (2) x_g 3 (0 il n+1 n
F(@) = 5(0) =27/ 0) + 37D+ 5 fOO) 44 D0+ L [ ey ar
(9.31)
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o equivalentemente
F@) = F(0) + 2£0) + 5 70 + 200 4o+ L f00) 4 B (o).

Pero éste es el desarrollo de f(z) por la formula de Mac Laurin, y el término complemen-

tario tiene la forma
1 X
Ro(z) = — / £ (@ — f) g (9.32)
n! Jo
que es una expresioén exacta.

Aplicando (9.31) a la funcién F(h) = f(a + h), resulta

h? h? h"
F(h) — F(0) = hF'(0) + EF@)(O) +37 FO0) +---+ mF<">(0) + R, (h),
1 h
Ru(h) = — / FUD(h — )¢ dt
n! Jo
y por lo tanto
' h? (2) h? (3) h* (n)
flath) = f(a) = hf'(@) + 5 [P(@) + 5 JP (@) 4+ -+ (@) + Ro(h),
(9.33)
1 h
Ry(h) = — / FO (a+h—t)tdt
n' Jo
o bien, con el cambio de variables a + h —t = 7:
1 a+h
R,(h) = = / FO () (a4 b —7)"dr. (9.34)

Ejemplo 9.1.15 Si se aplica la forma integral del resto a las funciones sinx, cosz y

In(z + 1) con a =0, se obtendrd:

3 P 2+l x Sin(2n+2) (t)
nr—=ror— — 4+ " — . ..p (=1 _ 2l gy
sing =z — + = +(=1) 2n 1 1) —i—/o nt 1) (x —t) ,
. mQ " T ot .
e :1+x+§+---+ﬁ+/o a(:c—t) dt,
2 7l r2n x COS(2"+1)(25)
COS T 5 + 1 +(-1) (2n)! +/0 —(Qn)! (x —1) ,
In(z +1) v Ly (e T 1)”/$—($_7)nd
2 3 n o (1+47)ntt
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9.2. Resolucién aproximada de ecuaciones: Método

de Newton

Hemos visto ya que dada una ecuacién f(z) = 0, si se conoce un intervalo [a, b] dentro
del cual existe una raiz, se sabe ademds que la funcién f(z) es continua alli y que toma
valores con signos opuestos en los extremos del mismo, entonces el Teorema de Bolzano
nos provee un método iterativo para aproximar la raiz con el grado de precisién que sea
necesario. En términos més precisos, el método de Bolzano provee una sucesion cuyo limi-
te es la raiz buscada, o bien un encaje de intervalos que determina la raiz.

Si bien el método es seguro y preciso interesa la “velocidad de convergencia” es decir, la
cantidad de pasos requeridos para lograr una precisién preestablecida.

En tal sentido el método de Newton ofrece una aproximacién mas eficiente, aunque con
mayores requerimientos que la simple continuidad sobre el intervalo inicial. A grandes
rasgos, consiste en reemplazar la curva por la tangente en uno de los extremos del arco,
determinar el punto x; en que la tangente corta al eje x, reemplazar el extremo consi-
derado del arco por el que corresponde a la abscisa z; y reiterar el procedimiento. Las
cuestiones a dilucidar seran en cudl extremo y en qué condiciones de regularidad se logra
una aproximacion eficiente.

El primer punto a destacar es que el Método de Newton se aplica a funciones que admiten
al menos derivada segunda y utiliza la formula de Taylor. Esta tltima, al aproximar a la
funcién f(z) por polinomios permite reemplazar la ecuacién original por otra algebraica
entera de mas facil resolucion, cuyas raices dan valores aproximados de la original y con
un error que se puede acotar.

Haremos a continuacién una presentacién a nivel intuitivo del problema que, confiamos,
sirva para presentar con mas claridad la fundamentacién del método y las condiciones con
las cuales resultara mas eficiente o menos eficiente.

Consideremos que la ecuacién f(z) = 0 tiene una raiz z, en el intervalo [a, b], que existe
f”(x) no nula en ese intervalo y que f(x) toma signos distintos en los extremos.

En tales condiciones la funcién es concava hacia arriba o bien céncava hacia abajo en todo
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el intervalo y existe una y sélo una rafz z, alli. La Figura 9.3? ilustra los cuatro casos

posibles en esta situacién.

f//_ .
i )

+ r ‘}r) iUn X | I LL‘1 Slln qQ
|
|

Figura 9.3: ; Cudl es el punto inicial a 0 b ?

A continuacién realizamos una descripcién sumaria del Método de Newton.
Como f”(x) no cambia de signo, en uno de los extremos del intervalo su signo coincide
con el de f(z). Si elegimos ese extremo como la primer aproximacion z, a la solucién x, se
puede ver en la Figura 9.3, cosa que luego demostraremos formalmente, que la tangente
en xy corta siempre al eje x en un punto xy, que esta entre xy y x,. Es decir x; esta mas
préximo que zg a la raiz buscada (La tangente en el otro extremo no siempre satisface esa
propiedad?®). Pero ademds f(z;) tiene el mismo signo que f(z) y entonces se puede repetir
el procedimiento, construyendo la tangente en x; para obtener la tercera aproximacion

Zo, v asi seguiendo.

9.2.1. Método de Newton

Desarrollemos f(x) por Taylor en el intervalo [xg,z,], a partir de z(. Si llamamos
do = x, — g, este valor es el error de la aproximacion inicial zy y la ecuacién puede

plantearse en términos del error como

0= f(xr) = f(xo) + (2, — x0) f'(0) + %(Jfr —20)* f'(&), @0 <& <y (9.35)

donde ahora la incégnita a determinar es dg. Pero este valor no puede obtenerse de esa

ecuacién porque no se conoce f”(&p).

2Reproduccién Figura 121. §40-4, pag. 536, J. Rey Pastor, P. Pi Calleja, C. A. Trejo, Analisis Ma-

tematico I, Vol. I, Edit. Kapelusz.
3En el grafico de la izquierda en la Figura 9.3 se puede ver que la tangente en el extremo b corta al

eje x en un punto mas alejado de z, que xg.
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Si en (9.35) prescindimos del término de segundo grado, la ecuacién cambia a una li-
neal, que naturalmente no tendrd la misma solucién oy = (z, — o) que (9.35) sino otra,

aproximada, de la forma (x; — x¢):

f(x0)
f'(xo)

0= f(zo) + (1 — o) f'(x0) & x1—x9=— (9.36)
(o)
(o)

es decir la primera aproximacién que da el método de Newton (Ver figura 9.4).

de donde resulta que x1 = g — es la interseccion de la tangente en x( con el eje z,

Por otra parte de (9.35) y (9.36) obtenemos respectivamente

—

Ty X1 n«%
]
]

Figura 9.4: Aproximaciones inicial y primera y estimaciones de los respectivos errores

. f (o) 1 f" (&) _ f (o)
T Mo = =S 5 (@ — :Eo)Qf,(%) yom—a = (9.37)
por lo tanto el valor absoluto del error de la aproximacion x; es
_ 2 rn _ "
|01] = 2y —a1| = [(2r—m0) — (21— 0)| = - 2%) f‘/((xfz; = . 2 . chf((aio); - (9:38)

Probaremos ahora que la aproximacién z; es efectivamente mejor que la inicial x, para la
cual es suficiente probar que x; estd entre zg y x,, es decir x; € (xg,2,) 0 1 € (x,,x0).
Dado que el punto xg es el extremo en el que f”(x) y f(z) tienen el mismo signo, digamos
positivo, el signo de f’(x) puede coincidir o no alli.

Entonces
f(l’o) - (ﬂﬁr - $0)2 f”(&))
vommes 2 f'(xo)
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resultan: ambos negativos si f'(zg) > 0 y ambos positivos si f'(z9) < 0. Por lo tanto
x, < < 8i f(xg) >0y x0 <z <) 8if'(x9) < 0. Como se ve, en cualquiera de las
dos situaciones x; mejora la aproximacién inicial*. A andlogo resultado se llega, mutatis
mutandis, si f”(zg) < 0.

Retomemos el desarrollo del método de Newton ya esbozado para demostrar, que con las
hipétesis dadas, se obtiene una sucesién de aproximaciones que converge a la solucion z,.
Tomando la recta tangente en x; obtenemos la nueva aproximacién zs entre z; y x,,
que tiene un error dy = z, — x9. De tal modo zy < 27 < 23 < z, si f'(x) < 0o
T, < Ty <1 < 29 81 f(x0) > 0.

Reiterando el procedimiento obtenemos

n

CON Tpyq €Ntre X, ¥ T y CON UN erTor Opyq = Tp — Tpy1-| (9.39)

Por lo tanto g < o1 < -+ < @py1 < 2 81 f(x0) <0 0 zp < xpyy < -0 < X9 <
x1 < xosi f'(zg) > 0. Esto demuestra que la sucesién de aproximaciones 1, g, T3, - €s
mondétona, acotada y por lo tanto convergente. Es decir, existe £ = lim z,, que esta en

n—oo
(20, z,] O [T, 0), y ademds lim (2,41 — x,) = 0.
Tr—r00
Sigue entonces, usando (9.43) y la continuidad de f(z) y f'(z), que
0= lim (z,41 —x,) = lim | — flan) ) _ = f(’}g{’loxn) f(7)
oot LT f/(xn) f/(lim a,,) f(%)
n—oo

por lo tanto f(z) = 0y dado que z, es el unico cero en [a,b] tenemos que & = z,.

Observacion 9.2.1 Con las hipdtesis adoptadas f'(x) no puede anularse en (xg,z,) o

(2, x0), segin el caso.

Si f'(z9) < 0y suponemos que existe a € (zo,x,) tal que f’(a) = 0, entonces la funcién
tiene un minimo estricto en o y ademds como f(z) no se anula en (zg,z,) y f(zo) > 0
debe ser 0 < f(a) < f(x) Yo € (z9,x,),x # « luego xlg;l flz) = f(z,) > f(a) > 0.
Contradiciendo que f(z,) = 0. T

La Figura 9.5 ilustra sucesivas aproximaciones a la solucién z, para los casos en que f”(x),

f(zo) v f'(z) son positivas -grafico de la izquierda- y cuando f”(zy), f(xo) positivas pero

4840-4, pag. 536, J. Rey Pastor, Vol. I, error en la observacién efectuada en letra pequeiia.
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f'(x) negativa, en el grafico de la derecha.

4}‘%3 To 1T

Figura 9.5: f"(z) > 0, f(xo) > 0, sucesiones de iterados monétonas y acotadas

9.2.2. Acerca de la eficiencia del método de Newton

A continuacién planteamos, en forma de ejercicios pero incluyendo las soluciones a
modo de ejemplo, varias propiedades que nos daran la informacion necesaria para conocer
la eficacia del método de Newton, es decir, la rapidez con que la sucesion de aproxima-
ciones x,, tiende a la solucién z,.

Recuerde que hemos llamado 0, = x,, — x; a la diferencia entre la aproximacion x; y la

solucién x,, es decir, al error de tal aproximacion.

Ejemplo 9.2.2 Consideremos el caso en que f"(x) >0, f(zo) >0y f'(x) > 0 y llame-
mos 0y a la diferencia entre xj y la solucion x,., es decir d, = x — x, es el error de la
aprorimacion Ty.

Demuestre que:

Cf@) f)
V)0 =) T )
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c¢) Existe ny € (&, wx) tal que

D— 0.
f/(gkz)f/(xk)

d)
Sppr < L) 52 (9.40)

Respuestas:

a) Por el teorema del Valor Medio de Lagrange existe £, € (z,,xy) tal que

fae) — far)

o —, f'(&),

es decir
M:]ﬂ(gk)’ $r<£k<$k
T — Ty

por lo tanto

f(xy)

O = f/(gk)v Ty < & < T
b)
Okt1 = Thp1 — L = (X — p) + (Tpyr — T%) = O — J{/((Z))

y reemplazando

C Sl) fle) o flx) ) — f . -
5k+1 - f’(fk) f’(xk) - f’(fk)f’(ﬁk) (f( k) f(§k>>a r <£k < Tk.

c) Por el teorema del Valor Medio de Lagrange existe n, € (&, xx) tal que

f'(xk) — (&)

Ty — &k

= f"(nk)-

Por lo tanto

Op41 = %Jﬂ/(%)(% — &) o <& <M < Ty
es decir
Op41 = %f”(ﬁk)(% — &) e <& <M < T
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d)

Y como para todo k es 0 < xj, — & < xp — x, = 0, dado que f” >0, f(z;) >0y

f'(z;) > 0, resulta

0 "
5k+1 < T;k)f (nk)(Sk Ty < 5143 < N < Ty
o bien
5k+1 < ;/gz:; 5k;2 Ty < {k < M < Tg. (941)

Esta desigualdad es muy importante porque a partir de ella se puede conjeturar
la principal ventaja del método de Newton: los sucesivos errores d1, do, - - - , tienden
cuadrdticamente a cero, en el sentido que |0z 1] < C' 67, para una constante C fija.
Esto significa una velocidad de convergencia extremadamente rapida de los x; hacia
los x,.. Para que este hecho se verifique efectivamente se requiere, que en un entorno
lateral de la solucién z,., f”(x) no sea demasiado grande ni que f'(z) sea demasiado

pequena. Concretamente:

Demuestre que si existen constantes positivas m y M tales que m < |f'(x)|, |f'(x)| <
M en un entorno (z, — d,x, + 0), con & < 1, que contiene a la solucién inicial xg
entonces el método de Newton es eficds, en el sentido que {z}} converge cuadrati-
camente a la solucién z,.

Rta: Damos primero la respuesta para la situacién particular que venimos conside-
rando: f(z) > 0, f'(x) > 0y f(xg) > 0, luego procedemos con el caso general.
Sim < |f'(x)| y |f"(z)] < M, de (9.41) resulta

”(7716) s M _,
0" < — 04°.
Fla) k k

5k+1 <

Demostracion en el caso general.

Es f”(z) positiva o negativa en todo el intervalo considerado, y Signo(f(xy)) =
Signo(f”(x)). Es decir, esta situaciéon comprende a cualquiera de los cuatros casos
posibles (Figura 9.3).

Si denotamos el error dy = xp — x,, podemos utilizar, como ya lo hicimos anterior-
mente, el teorema de Lagrange para obtener:

f(xk) — f(x'r)

= (&) & entre xy y .,
T — Ty
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como f(x,) =0, se obtiene
5, — 1)
f(&)

f(zr) -5 en

file) 0 Plaw)

Okt1 = Thp1 — Tp = Ty — Ty + Tpy1 — Ty = Th — Tp —

f () f(xy)

— , por lo tanto

(&) f(x)

P AC)
) f ()

y aplicando nuevamente el teorema del Valor Medio de Lagrange, se tiene

f'(@w) — (&)

xp — &

(f'(r) = [ ()

= f"(m) con n; entre xpy &

pero como & esta entre xy v x,, tenemos que 7, esta entre xp y x,, entonces

fxg) — f1(&) = [/ (k) (g — &) con iy, entre xy, y x,.

Reemplazando en la expresién de 041, resulta

f(xx)

Opt1 = mf”(ﬁk)(xk — &)

Sigue entonces que

f(xx) |0

|0k 41| = mf () (o — &k)| = TZEn] L7 ()l |ew — &l
y como |z — &| < |z — x| = |0k|, resulta
/" (nw)| M

También es claro a partir de esta desigualdad que tanto mas rapida sera la conver-

M
gencia cuanto mas pequenos sean — y dg = |z, — xg|.
m

f) Determine la expresién de z,; para f(z) = 2% — A, A > 0.
Rta: Dicha expresién se obtiene a partir de f(z) = 2> — A, f'(z) =2z y f"(z) =2,

f(x,) =z, — A, f'(x,) = 2z, luego reemplazando en la ecuacién (9.43) que da
x,2— A

22,

ZTpe1 €n términos de x,, se tiene x,1 = x,, —
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Si tomamos A = 2, sabemos ya que las soluciones exactas son z,, = V2 y z,, =
—/2. Si se escoge xy = 1,4 obtenemos z; = 1,4142857, zo = 1,41421355, que tiene
ya 7 decimales exactos y x3 = 1,414213562.

Como f(z) = 2% — 2, resulta f'(z) = 2z y f’(z) = 2 Va .. si consideramos el
intervalo [1,4,1,6] resulta m = 2,8 y M = 2, luego % < 0,715 . |0py1| < 0,715 52
y por ejemplo, como |§| = |[1,4 — /2| < 0,0143 resulta |0;| < 0,715(0,0143)> <
0,000147.

Veamos este otro ejemplo: f(z) =2* -1, x,, =1, z,, = —1.

Comenzando desde zy = 2, obtenemos:

x; |04

g =2 |zg — x| =1

r1 =1,25 |z1 — 2| = 0,25 2 3 x 1071
xy = 1,025 |wy — 2, | = 0,025 =~ 3 x 1072

3 = 1,0003048 |25 — 2, | = 0,0003048 ~ 3 x 10~
4 = 1,0000000464 | |24 — 2,,| = 0,0000000464 ~ 5 x 10~%

Nota 9.2.3 Recuerde que {x;} C IR es una sucesidn convergente a un punto x, € IR

< lim |z, —z,| =0.
n—oo

Definicién 9.2.4 Velocidad de convergencia q-orden p.
Se dice que {xy} converge a x, con q-orden de convergencia p si existe una constante
¢ >0y un indice K tal que para todo k > K se cumple |1 — .| < clxg —x,|P. Sip =2

se tiene convergencia q-cuadrdtica y si p = 3 se tiene convergencia q-cubica °.

Ejemplo 9.2.5 Como ejemplo de una aplicacion del método a un caso mas complejo,

citamos el cdlculo de la menor raiz positiva de la ecuacion trascendente
tanx = . (9.42)

resuelto en §40-4, pdg. 537, J. R. Pastor, P.Pi Calleja y C. A. Trejo, Andlisis Matemdtico,
vol I, Editorial Kapelusz, 1952.

SEl prefijo ¢ (por quotient) se utiliza para diferenciar este tipo de convergencia de las de tipo r (por

root).
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9.3. Ejercicio resuelto: Estudio de f(z) = (1+ —)
x
Nivel IV & @© 4" COLOQUIO.

x

1
Ejemplo 9.3.1 Grdfica de f(z) = (1—{—5) .

Respuesta:

1. Dominio de f(z) = (1+§)$.
Comencemos por recordar que en el Calculo Diferencial e Integral de una variable
real f(x) = (1+ é)z requiere que 1 + é > 0« xT—I—l > 0, y ha este nivel
de conocimientos alcanzados resultara sencillo al lector confirmar que el conjunto

de definicién o Dom f(z) es (—oo,—1) U (0,+00). Es decir, no habrd grafica en

. r+1 .
x € [-1,0], y siendo > 0 cualquiera sea z € (—oo,—1) U (0, +00) resulta
evidente del cardcter exponencial de f(x) que es una funcién de signo positivo, en
otros términos su gréafica esta por encima del eje de las abscisas.

1
La aplicacién de la Regla de L’Hospital conduce a determinar que lim (1+—) =
x

T—>+00
e, asi como también que lim (1+ =) = e y porlo tanto lim (14+~) = e ©
T——00 €T T—00 €T

, I

Im (1+-) =ce (9.43)
+o0 z

r—r —o0

+oo

Por razones de brevedad, efectuaremos el cémputo tinicamente del primero de estos
limites dada la similitud de los cdlculos que involucran la resolucién de la indeter-

minacién en cada los dos limites restantes.
T

Supongamos que existe finito el h’r+n (1+—) 1y los denotamos por L, entonces
T—+00 x

cada uno de los siguientes pasos confirmardn que su valor es el Euler’s number (e

~2.71828).

6John Napier of Merchiston (1550—4 April 1617). Napier is best known as the discoverer of logarithms.
The neper is a unit in a logarithmic scale. While the bel uses the decadic (base-10) logarithm to compute
ratios, the neper uses the natural logarithm, based on Euler’s number (e ~2.71828), from www Acoustic-

Sounds: Bel, B <+ Decibel DB <+ Neper Np.
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9.3. Ejercicio resuelto: Estudio de f(x) = (14 =) . Nivel IV & ©4* COLOQUIO.
x

1 x
1) lm (1+-) =L

xr——+00 X

29°) Aplicamos la funcién logaritmo neperiano o natural, In, a ambos miembros
1 x
ln{ lim (1+-) ] =InL
T——+00 €T

3") Permutamos In y el 1im | pues la funcién logaritmo es continua en todo su
r—+00

dominio

1 T
lim {ln {(1 +-) ] } =InL
Tx—r—+00 €T

4*) Por propiedad del logaritmo
1

lim zln(l14+—-) =1InL
x

T—>+00

1
5%) Limite indeterminacién del tipo +00.0 = h’rf xln(l+-)
T—+00 €T

6'°) Debemos reordenarlo para poder aplicar la Regla de L’Hospital

1
Iim zln(l4+—-) =InL = lim fa: hemos llevado la indetermina-
T—+00 €T Tr—400 (_)

X

o .0
cién original a una del tipo 0

7m°) Aqui aplicamos la Regla de L’Hospital
—1

1 211 1
In(1+-) =\ 1
InL = lim fx = lim — = lim — = 1
T—r+00 (_) T—+00 —_ T—+00 1 4+ =
x x? x
8°) InL =1 —ett =¢el 5L =c¢
1 x
gm°) I 1+-) =
) Hm (7)) =e
10™°) Justificar que es valida la aplicacién de la Regla de L’Héspital y verificar que
1.7 1.”
Iim (1+4-) =eylim (1+-) =e7
T—r—00 T T—00 T
, N
2. Asintotas de f(z) = (1+-) :y=e, x=—1.
x
Calculemos si existen, direcciones asintéticas de f(z) = (14 —) , para ello debe-
x
1.7 1.” 1.7
(1+-) (14 -) (1+-)
mos efectuar lim ——%X— | 1lim L _ v lim L
r—r+00 X T—r—00 €T T—r00 A

"El ntmero e, al igual que el niimero 7 y el nimero dureo ¢, es un irracional. El matemético y fisico
n

Leonhard Euler popularizé el uso de la letra e para el valor de lim (1 4+ —) = 2,7182818... =e.
n— 00 n
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Capitulo 9. Aplicaciones de la derivada y de la integral

1 €T
(1+-)
Para el calculo de lim L

Tr——+00 €T

mamos que si x — +00 entonces t — 0, por lo tanto calcularemos el yn(l) t(1 +t)% =
_>

1
, realizamos el cambio de variable t = —, y confir-
x

0, puesto que %ir% t=0y Iltl’HOl (1+ t)% = e. Entonces, acabamos de determinar que
— —
la direccién asintética es cero, y por lo tanto la asintota oblicua si existe es una

horizontal, precisamente ya que hemos confirmado que HI:EI f(z) = e, la recta
T—r 00
x

1
horizontal y = e es una de las asintotas de f(z) = (1+ —) , (Ver Figura 9.6).
T

xT

Ademés el lim (14 —) = +oo,y entonces resultard la recta vertical x = —1
T——1- T
T

una asintota vertical de la funcién (1 + —) , (Ver Figura 9.6).
x

1 X
Por otra parte, el estudiante puede confirmar sin dificultades que ll’m+ (1+-) =
z—0 x
1 una vez salvada la forma indeterminada de tipo oc® mediante la aplicacién de la

Regla de L’Hospital. Este célculo explicita que x = 0 no es una asintota vertical.

3. Estudio del crecimiento de f(z) = (1+—) .
x

Cabe confirmar la veracidad o falsedad (Ref. a la Figura 9.6) de si para z > 0 la
f(z) es estrictamente creciente y céncava hacia abajo, mientras que para r < —1,

f(z) es estrictamente creciente y céncava hacia arriba.

Para ello, seguiremos trabajando utilizando el Método de la Derivacién Logaritmica
y la aplicacién cuidadosa de la Regla de L’Hospital para el calculo de los limites
indeterminados que aparezcan. Eventualmente, utilizaremos el Teorema del Valor
Medio del Célculo Diferencial (Teorema de Lagrange) para considerar caminos al-

ternativos en las justificaciones. A continuacién se enumeran los pasos a seguir para
/()

X

el calculo de

re = sy fmas b - 1] (0.40
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9.3. Ejercicio resuelto: Estudio de f(x) = (14 =) . Nivel IV & ©4* COLOQUIO.
x

Sea f(x) = (14 —) con la técnica de la derivacién logaritmica, calculamos f'(x):
x

In(f(xz)) = In {(1 + i)x}
e In(f(r)) = # In(1+ )

d(In(f(z)) 4@+ é))

dx dx
fz) 1 1
- f(z) —ln(l—i—;)— 1+
L 1.7 1,1
.f(x)_(1+;) ln(l—i—;) T2

xX
Como (14 —) es positiva, el signo de la derivada primera se determina estudiando
x

el signo del segundo factor del producto en la expresion de (9.44), es decir estudiando
1

(x+1)

Procedemos desdoblando el andlisis de su signo en los respectivos subconjuntos del

dominio de f(z):

el signo de la funcién n(z) = In(1 + 5) - en (—oo, —1) U (0, 4+00).

1 1

Signo |In(14+ =) — ———=| siz >0
Signo(n(z)) = xl (@ —g b
Si Inl1+-) - —— iz < —1
igno |In(1+ x) G D) six
1 x
Para confirmar el crecimiento estricto de la funcién f(z) = (1+ —) six > 0 basta
x
1 1
determinar que en dicho intervalo abierto no acotado |In(1+ —) — 1 > 0. De
A
manera, similar se determinara que en el intervalo z < —1 dicha expresion también
1 1 1.”

es positiva [In(l+ =) — > 0, es decir f(z) = (14 —) es estrictamente
T T

(x+1)
creciente en su dominio de definicién.

Para ello en primer lugar calculamos la derivada primera de n(z):

. _dn(z) B -1 1
o) = = =W = eI T G

y realizamos los siguientes computos:

1 1
CL) Sean(m) = ln(l—i-;)—m, x> 0.
1 1
A continuacién justificaremos que Signo((x)) > 0, es decir In(1+—)— @+l >
z (x

0 si x > 0. Los siguientes items lo confirman:
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1 1
» lim In(1+4+-)— = +400. Es decir, el eje de las ordenadas, v = 0
20+ ' (z+1)
es asintota vertical de n(z).
1 1
» lim In(1+—)— ———= = 0. No tardarfamos en determinar que el eje
z—+o00 x (x+1)
de las abscisas, y = 0 es asintota horizontal de n(zx).
d —1
» n(x) = % = n'(z) = P Por lo tanto Signo(n(z)) < 0 si

x > 0.

Luego, la funcién n(z) si x > 0 es estrictamente decreciente y por los valores
de los limites en la frontera del intervalo considerado, resulta positiva, i.e.

Signo(n(x)) > 0 si « > 0. Permitiéndonos asegurar que f'(z) > 0 si x > 0.

T

En consecuencia, f(z) = (1+ —) es estrictamente creciente si z > 0.
x

b) n(z) = (1 + 1) <1

n(z) = In -) - r<—1.

' (x+1)’
1
Ahora justificaremos que Signo(n(z)) > 0, es decir In(1 + E) ) > 0 si
r<—1.

lim In(1+ <)
= lim In =) -
z——1- ' (z+1)

A continuacién justificamos en detalle este resultado.

= +00.

1
e lim In(l+-) = -0
x

T——1"
Ii !
e lim = —00
e=-1- (x+1)
/ 1 1 . .
e Entonces lim In(1+—)— = —o0 — (—00) es una indetermi-
T——1- ' (x+1)
1 1 z+1)In(1+23)—1
nacion. Para ello reescribimos In(1+—)— = ( ) In{1+ ;)
' (x+1) r+1
1 1 r+1)In(1+1) -1
e lim In(l+-—)— = lim ( ) In(1+3)
z——1- ' (r+1) es-1- x+1

1
e lim (z+1)In(l+—) = 0(—o0). Para resolver esta indeterminacién,
T——1- X

lo reescribimos como:

1 In(1+ 1 —
lim (z+1)In(l+—-) = lim n( i 2) S Eyauplicando
r——1" xr r——1" — 0 0.
(x+1)

la Regla de L’Hospital
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9.3. Ejercicio resuelto: Estudio de f(x) = (14 =) . Nivel IV & ©4* COLOQUIO.
x

o In(1+13) ) ,  xz(z+1) ., x+1
Im —~= lim ———= lim ———= = lim
o——1- 1 z—s—1- —1 es—1- a2 -1 |z
(z+1) 241
A partir de que:
, x+1 i 1
lim —— = 0 ha resultado que lim (z+1) In(1+—) = 0.
es—1- |z z——1- x
—J>\0
7 1\
(x+1)In(14+-)-1 _
Finalmente, lim L = lim ——— cuyo limi-
o1~ r+1 es—1- (z+ 1)
te es:
, —1
e lim — = 4
-1 (x+1)
1 1
Limite xilrg_ In(1 + E) — S = 400 que establece que n(x) posee
otra asintota vertical, la recta z = —1.
1 1
= lim In(l1+4+-)— =0
e n(l+ :E) (x+1)
d 2 1
= n(x) = Z(;) = n'(z) = :16(5———:1)2 Por lo tanto Signo(n(x)) > 0 si

r < —1.

Luego, la funcién n(x) si * < —1 es estrictamente creciente y por los valores
de los limites en la frontera del intervalo considerado, resulta positiva, i.e.
Signo(n(z)) > 0si x < —1. Permitiéndonos asegurar que f'(x) > 0 si x < —1.

€T
En consecuencia, f(x) = (1+ —) es estrictamente creciente si z < —1.
x

Observacion 9.3.2 En breve f'(z) > 0 si x € (—o0,—1) U (0,400) por lo tanto

f(x) = (1+ =) es estrictamente creciente en su dominio de definicion.
T

T

1
4. Estudio de la concavidad de f(x) = (1+ ;) :

Dejamos al lector interesado efectuar el calculo para computar la derivada segunda,

(), (9.45).

i — e N A e b L Y 11
Flo=0+3) {{1 R vl I (== rx|<x+1>)} 94

Mediante el estudio del signo de f”(x), (9.45), sabremos cuando f(z) es céncava

hacia arriba —, f”(z) > 0 y cudndo f(x) es céncava hacia abajo —~, f”(z) > 0.
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Capitulo 9. Aplicaciones de la derivada y de la integral

1

e >0
. ) z(x+1)2 v
3 — e
(x+1) |z|(z + 1) 9+ 1 .
—_— x —
z(z +1)2
Es sencillo verificar que f”(x) es positiva si x < —1, desde que (9.45) este confor-
1 x
mada por dos sumandos positivos en (—oo, —1). Por lo tanto f(z) = (14 —) es
T

céncava hacia arriba en (—oo, —1). Sin embargo, para (0, +00) el segundo sumando
de (9.45) es negativo. Para determinar el signo de la funcién f”(x) en (0, +00), uti-
lizamos el Teorema del Valor Medio del Célculo Diferencial (Teorema de Lagrange)
y la informacién de la funcién f'(x) y de f(z) que ya hemos obtenido. En dicho
intervalo f(x) es positiva y estrictamente creciente, f'(x) > 0, desde el (0, 1) no
perteneciente a la curva hacia el hipotético punto asintético (+00,e€) en la asinto-
ta horizontal, por lo tanto dadas las abscisas 0 < a < b debe ser f'(a) > f'(b),
w = f"(£) con a < & < b entonces f”(£) < 0. Esto

ocurre cualesquiera sea el intervalo cerrado acotado [a, b] siempre y cuando estén

segin Lagrange

contenidos en (0,400). De esta manera, hemos evidenciado que f”(z) es negativa
en el mencionado subconjunto del dominio de la f(x). Es decir, f(z) es céncava
T

hacia abajo en el mismo. Por todo lo expuesto la gréificade f(z) = (1+—) esla
x

representada en la Figura 9.6.

11‘

Observacion 9.3.3 En breve f"(z) > 0 si © € (—oo,—1) entonces f(z) = (14 —)
T

es concava hacia arriba — en € (—oo,—1) y f"(x) < 0 si (0,400) por lo tanto f(z) =

(14

T

—) es concava hacia abajo ~ en (0,400).
x

Observacion 9.3.4 Cabe mencionar que en el estudio de las asintotas de f(x) = (1+ —)
x

hemos trabajado con los siguientes limites indeterminados del tipo exponencial:

i)

ii)

xT

lim (1+ =) es una forma indeterminada del tipo oc®.

z—0t T

xT

lim (1+—) es una forma indeterminada del tipo 17°°.
Tr—+00 €T
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9.3. Ejercicio resuelto: Estudio de f(x) = (14 =) . Nivel IV & ©4* COLOQUIO.
x

1
f) = (1+-)%
X

xT

1
Figura 9.6: x = —1 e y = e. Asintotas de f(z) = (1+ —)
T

T

1
iii) lim (1+ —) es una forma indeterminada del tipo 17°°.

T——00 x
T

iv) lim (1+—) es una forma indeterminada del tipo 1*°.
T—00 T

x

X

Ejemplo 9.3.5 Estudio completo de f(x) = m
€T T

Observaciéon 9.3.6 Observe que se trata de la funcion reciproca a la estudiada en §9.5.1.

Por lo que es sencillo llegar a determinar que su grafica es la que se muestra en la Figura

9.7.

f(x) = )
X +
(—c0,e™h)
L -_— - -— | -— -_— -_— -_— - -_— J4 -_— -— -_— - -_— - -— | -— -_— - ]
02 y=et
0) (Y]
-3 -2 -1 1 2 3
"L‘ x

Figura 9.7: y = e : Asintota de f(z) = (

)

z+1
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Observe que la validez de la siguiente proposicién, puede ayudarlo a resolver de manera

mas sucinta ® este Ejercicio 9.3.5.

Proposicién 9.3.7 Supongamos y = f(x) derivable con excepcion de puntos singulares

aislados.

i) Siy = f(x) posee una asintota horizontal que no sea el eje de las abscisas entonces
su funcién reciproca f~(x) también posee una asintota horizontal que no es el eje
de las abscisas. Establezca la justificacion. Las asintotas verticales y = f(x) no lo

son de funcidn reciproca f~(x).

i) Los puntos criticos estacionarios de f~1(x) son los mismos que los de f(x).

Demostracion. df_ (@) = —f_Q(x)%E:) = @) = _;g));

dx
ii) Los intervalos de crecimiento de f(x) son de decrecimiento de f~'(x), mientras que

los intervalos decrecimiento de f(x) son de crecimiento de f~'(x).

Demostracion. Establezca la justificacion de este inciso.

Establezca la veracidad o falsedad de la siguiente sentencia: f~!(x) es céncava hacia
arriba en aquellos intervalos en los que f(z) es positiva y céncava hacia abajo. Mientras
que f~(z) es concava hacia abajo en aquellos intervalos en los que f(z) es negativa y

concava hacia arriba.

&2 1 102
Ayuda: —“22 x(:):) = f%(2) 2—(ff((i))) — f"(x)

. . ler:r
Ejemplo 9.3.8 Estudio completo de f(x) = aro

Nota 9.3.9 Observe que se trata de la funcion reciproca a la estudiada en §9.3.1 multi-
plicada por x. Por lo que es sencillo llegar a determinar al menos cualitativamente que

su grdfica es la que se muestra en la Figura 2.40.

SDICCIONARIO DE LA LENGUA ESPANOLA - Vigésima segunda edicién, on line. (sucinto, ta.

Del lat. succinctus, part. pas. de succingere, ceir).
1. adj. Breve, compendioso.

2. adj. p. us. -poco usado o usada, poco usados o usadas- Recogido o cenido por abajo.
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x

Sin embargo a continuacion justificaremos mediante el cdlculo diferencial cada paso para

determinar que efectivamente la Figura 2.40 representa su grdfico.

lerx

9.3.1. Sugerencias para el estudio de f(x) = Tror
T x

x1+m

(L+a)

)x>0 o
+x +x

} . Necesitamos determinar los valores de x para los

1. Dom (f(z)) = Dom [

>0 — (—o0,—1) U (0, +00).

cuales z (
1

T

2. Signo {x (1_3:;_—)] 8l ¢ € (—oo,—1) U (0, +00) es positivo en (0, +00) y negativo
€T X

en (—oo,—1).

T 1

3. Calculemos xkrfoo (1 j_ x)m Observemos que 5z 11 por lo que debemos
calcular el lim ( - ) = A z = — = ¢ !, resulta desde (9.43).
r—+oo \ x7 14+ 1 ; 1 €
lim (1+-)
r——+00 T
T T
I = e ! 9.46
() - (9.46)
T—=4¢ —oo
+oo
4. lim ( )z es una forma indeterminada del tipo 0°.
a—0t 14z
€T x
1 =1L
R
b) Inlim (——) =1InL
z—0t +x
¢) lim In( )x =InL
z—0+ 1+x
d) Ahora es una forma indeterminada 0 (—oco) = lim z In( ) =InL
z—0t 1+
In(7-—)
e) lim Itz _ g
z—01 1
x
£l ! i —% = 1 =2 g —mp - =1
m —0) = 1m —= 1m —— = = In . —=
o0t *(xgrll*)xf om0t 1+2 a0t 14z
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d.

.
g) M (5

xX
) resulta ser cero, puesto que:

lim z (
r—0t 1+zx

a) lim z =0
z—0t

b) lim (——) =1
a0t 1+

x )x
14z
existe, son cada uno de ellos un valor finito, obviamente en la misma abscisa x — 0T,

Ya que el producto de los limites de las funciones m(z) = z y n(z) = (

ver Teorema 5.0.2, inciso e) en la pag. 187, esto permite establecer que:
T x

) =0

lim z(
z—0t 1+z
1 €T
Observacion 9.3.10 En el estudio de f(z) = (1+ —) dejamos para el alumno
x
1.” 1
interesado el cdlculo del lim (14 —) = 7= Utilizando el inciso
z—0t x lim )
z—0+t 1+ 2
adecuado del Teorema sobre el cociente los limites finitos de funciones en una mis-

ma abscisa siempre que aquella en el denominador no tenga limite nulo, i.e. Teo-

rema 5.0.2, inciso f) de la pdg. 187, confirmamos mediante el cdlculo del limite

x 1 r
efectuado en el inciso anterior que 1 = lim ( ’ ) = lim [(ZE+ )_1] =
=0t 142 z—0t T
r+1.7" 1.7* 1.7
1i = Ii 1+ - =1 ti te i 1+-) =1
fim () = Jim (D) = L fetivamente Jim (14 2)
. Veamos que x = —1 no es asintota vertical. A partir de lim (14+—) = 400,
T——1" X
1.7 1.77
lim (14 =) =0, entonces lim z(1+—-) = 0.
T——1" X T——1" X

Determinamos ahora la existencia de una direccion asintética.

Calculemos lim @) = lim ( ’ )x que ya hemos determinado (9.46), i.e.
T—+00 T z—+o0o 1 +x
1
lim _f(x) = -
Tr——+00 €T e

. Veamos entonces, si efectivamente existe una asintota oblicua. Para ello tenemos

1
que determinar si existe finito el lim f(z) — —z.
T——+00 [
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9.3. Ejercicio resuelto: Estudio de f(x) = (14 =) . Nivel IV & ©4* COLOQUIO.
x

1 ji x)m - 1] , desde (9.46) es claro

T—>+00 s/
TV

z 1
lim =z ( ’ ) —~—x=¢! lim _x [e(
x—+00 1+zx e r—+oo =~

—0
que estamos frente a una indeterminacién de la forma +o00 0. Entonces, reescribimos

su expresion para llevarlo a la forma 8 y asi poder aplicar la Regla de L’Hospital
€T x

d
e x )m 1 (1 + x>
el lim x |ef ’ ) —1| = e ! lim 1+ = lim d—:v7
T—+00 1+zx T—+00 l T—+00 __1
o, x?
d 1+ :z:)
a partir del Método de la Derivacion Logaritmica —d. obtenemos que
x
N T 1
d( ) In( )+
1+ r z 1 y r+1"  x+1
— T 1 desde 1 =
dzx (1+x) {n<x+1)+x+l]y e e -1
% .
d(——)
r+1
() e+ D)= (e + 1) AT
O i —x = Lo 946), tm —dz L
0  aotoo 2r3 2 T 250 —1 2
22
1 1
entonces existe una asintota oblicua: y = —ax — —. Faltaria confirmar si los
e e
mismos resultados se obtienen para r — —oo.
lerx
Ejercicio 9.3.11 Estudio del crecimiento de f(x) = aror Figura 2.40, pag. 99.
€T x

Seay = f(z) e § = = {1 () confirme que § = f~1(z) [1 — o f~(2) f(x)]

Ejercicio 9.3.12 Estudio de la concavidad de f(x) =

xl—l—:p

— . Figura 2.40.
(o) ®

9 Seay = f(z) confirme el siguiente resultado para § = z f~(z):

2

j=—2f@) f'(x) + 22 5 (2) (f'(2)" = 2 (f (@) f(2)

9THE FREE DICTIONARY (on line)

1.

2.

frown —~: v. frowned, frowning, frowns (v.intr.) 1. To wrinkle the brow, as in thought or displeasure.

smile —: smile (n.) 1. A facial expression characterized by an upward curving of the corners of
the mouth and indicating pleasure, amusement, or derision. happiness n. 1. the quality or state of

being happy. 2. good fortune; pleasure; contentment; joy.
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Capitulo 10

Sistema de Coordenadas Polares

10.1. Introduccion

Sabemos ya que si consideramos en el plano un sistema de ejes cartesianos X e Y,
cada punto P del mismo determina un par ordenado de nimeros reales (z,y), que son las
coordenadas cartesianas del punto P.

En este sistema de coordenadas las funciones de expresién mas simple son las rectas.
Cualquier recta (no vertical) tiene una expresién de la forma y = f(x) = ax + b.

En cambio no existe una funcién y = f(x) que represente a una circunferencia en el plano
cartesiano. So6lo es posible obtener funciones que representen a una semicircunferencia y su
expresion es del tipoy = f(z) = \/a? — (x — a)? obieny = g(x) = —/a? — (v — a)?, que
en ambos caso resulta mucho més compleja que la ecuacién de la recta antes considerada.
Si en lugar de tomar como referencial un par de rectas ortogonales consideramos un punto
O como origen o polo y una semirecta r con origen en el polo como eje polar, es posible
obtener otra correspondencia entre los puntos del plano y pares de niimeros reales, que
asigna a cada punto P un par de ntimeros reales (r,6) que lo caracteriza, sus coordenadas
polares.

En realidad, serfa mas adecuado indicar las coordenadas polares por el par (6, 7) en lugar
de (r,0), pero hemos adoptado esta tltima forma debido a lo generalizado de su uso.
Notemos que la variacién de 0 es entre 0 y 2w, 6 € [0,27) y la de r entre 0 y +oo,

r € [0,4+00).
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Capitulo 10. Sistema de Coordenadas Polares

Cada punto P distinto del polo O dertermina con éste la semirecta

de origen O que contiene a P. A su vez esta semirecta determina un P
angulo #, medido en sentido antihorario, con el eje polar. El angulo
0 junto con la distancia r del punto P al polo, es decir la longitud o

del segmento OP, constituyen las coordenadas polares del punto
P.
Figura 10.1: Coordenadas polares (r,6) del punto P.

Es claro ademds, que en este sistema de coordenadas, la ecuacién 6§ = 6, (constante)
representa a la semirecta de origen O que forma el angulo 6y con el eje polar. En cambio
la ecuacién r = ry (constante) representa a la circunferencia (completa) centrada en el

polo y de radio ry.

10.2. Coordenadas polares de un punto en el plano

Para graficar curvas en coordenadas polares serd conveniente permitir valores negativos
de r, y a tal fin es necesaria una convencion especial o definicién que le asigne sentido a
un par ordenado de la forma (—7,6).
Tenga en cuenta que si r designa nimeros no negativos entonces —r designa un ntmero

no positivo.

Definicién 10.2.1

(—T, 9) déf (r, 0+ 7]') (101) 6 +m (7“, 90)

Esta definicion es razonable porque los pun- -

Eje 1
_ Jje polar
-

r

tos de la forma (r,0+7) estan en la semirecta  (—r,0p) _ <
A" (r, 0y + )

e

opuesta a la que contiene a los de la forma -
(r,0), ver Figura.

Figura 10.2: Interpretacion de valores negativos para r.

La Observacion 10.2.2 facilita el manejo de las coordenadas polares usando calculadoras.
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10.2. Coordenadas polares de un punto en el plano

s 57
P(-3,0) P(3,7) P8y e
5m
™ é 4
Eje polar m Eje polar Z : ;\ Eje polar
Eje polar
™ 3 37 T
P(-3, = P(3, " P(-3, 2% p3, =
(3.2 CR) (-3.50) 320
™ 3 37 7T
2 2 4 4

Eje polar Eje polar Eje polar : ; Eje polar

Figura 10.3: Ejemplos de puntos con la primer coordenada negativa.

Observacién 10.2.2 Cuando se conocen las coordenadas cartesianas (x,y) de un punto
P en el plano interesa saber como determinar sus coordenadas polares, en un referencial
que tiene el polo en el origen del sistema cartesiano y el eje polar coincidente con el semieje
positivo de las x. Teniendo en cuenta que la tangente tiene periodo m consideraremos

T < arct (y> I
—_—— arctan | — —.
2 x 2

i) Sea P(z,y), * # 0, un punto del primer cuadrante que no pertenece al eje Y,
entonces r > 0 e y > 0.
En este caso la distancia r de P al origen es r = /22 + y2 > 0 y el angulo 0p que

v
forma la semirecta O P con el semieje positivo de las z es 0 < p = arctan <Q> < —,

T 2
por lo tanto las coordenadas polares de P son (r,60p) o también, de acuerdo a la

convencién adoptada, (—r,0p + ).
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10. Sistema de Coordenadas Polares

™ 5m
(\/57 Z) = (—\/57 7)

Ejemplo 10.2.3 Sea P el punto de coorde-

nadas cartesianas (1,1).

Entonces r = V12412 = 2 y

) arctan (Q) = % El valor 1 de la tangen-
Z = arctan (I) € } T .
5 te corresponde tanto al angulo e en el pri-

T
4
en el tercer cuadrante. Dado que ©z > 0 e

) T
mer cuadrante, como al angulo 1 + 7=

y > 0, el punto P estd en el primer cuadran-

te y en consecuencia sus coordenadas polares

ii)

5
son (\/5,%) o bien (—v/2, Iﬂ), aun cuando

siempre es preferible la primera forma.

Figura 10.4: Punto P(xz,y) en el primer cuadrante.

Observacién 10.2.4 Si el punto P esta en el eje Y, sus coordenadas cartesianas
son de la forma (0,y). En tal caso es r = /0> +y? = |y| y la correspondiente

coordenada angular 0p vale,

s
— sty>0
5 Y

0p

T
—— sty <0
2 ST Y

Noétese que Op no estd definida si y = 0, pero en este caso, al ser x =0e y =0 el

punto P es justamente el polo O.

Sea P(z,y) un punto del segundo cuadrante que no pertenece al eje Y, entonces

x <0 ey > 0. Luego no hay inconveniente en calcular r = /22 + y? > 0.

En cambio para obtener 6p se debe tomar en cuenta que por ser J < 0, la calculadora
Y . 7T

entrega un valor angular arctan (—) comprendido entre —5 ¥ Ccero, que no es Op.
x

Saber que x < 0 e y > 0 nos indica que la coordenada angular de P es 0p =

arctan (g> + .
T
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10.2. Coordenadas polares de un punto en el plano

Ejemplo 10.2.5 Sea P el punto de coor-

denadas cartesianas (—1,1).

1 3
0p = msctan () 4= Entonces r = (12412 = Vv

LD Eje polar 1 T
2 l‘\/g (L) Eje x>0 arctan (—1) = — perocomo x < Oe

| arctan [ — ) = —— -

BN -1 4 0 es 8 s . 3T

€S - — ™= —".
o N
| 3w

Luego las coordenadas de P son (v/2,

4)'

Figura 10.5: Punto P(z,y) en el segundo cuadrante.

iii) Sea P(z,y) un punto del tercer cuadrante que no pertenece al eje Y, entonces x < 0
e y < 0. Luego, como en todos los casos anteriores es r = /x? + y? > 0. Por su
parte #p = arctan <Q> + m por cuanto, al ser J > 0, el dngulo arctan (Q) que da

x x x

la calculadora es del primer cuadrante mientras que el dato x < 0, y < 0 indica que

Op es del tercer cuadrante.

Ejemplo 10.2.6 Sea P el punto de coor-

) , denadas cartesianas (—1,—1).
Eje polar

Ejexz >0

—1
Entonces r = v/2 y @p = arctan (_1> +

.

Figura 10.6: Punto P(z,y) en el tercer cuadrante.
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Capitulo 10. Sistema de Coordenadas Polares

iv) En base a lo descripto anteriormente en i), Ejemplo 10.2.7

i1) y iii) determine las coordenadas pola- ~ |
A

res de un punto P(x,y) del cuarto cua-
Eje polar

drante, que no pertenezca al eje Y. Eje s > 0

Sugerencia: Observe el ejemplo dado en la

Figura 10.7.

Figura 10.7: Punto P(x,y) en el cuarto cuadrante.

Observacion 10.2.8 No olvide que en coordenadas polares la variable angular 6 debe

expresarse en radianes.
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10.2. Coordenadas polares de un punto en el plano

10.2.1. Circunferencias

Ejemplo 10.2.9 Considérese la ecuacion r = 3,5sin 6.

. . . . m
L Asignando a @ valores a partir de cero, con incrementos sucesivos de s y calculando los

g “‘g ro r(e)=3.5 sen (o)
z 175 4 a2
i/
z 3.03;059 ) (4'2m,?>< 71/ 2) (43)
= 303100 4 /A \
. 175 (4,57/6)/
0 1T 2 3 4 5 6° S IR
g (4.m)
2 (4,77/6) \ 7
3 (4,47/3)
(4,31/2)

Figura 10.8: Representaciones cartesiana y polar de la funcién () = 3,5sin6, con 6 € [0, x].

correspondientes valores de r, puede construirse la tabla “0, r(#)” que se muestra en el lado
izquierdo de la Figura 10.8. Los pares de valores enlistados en esta tabla pueden graficarse
de dos formas. Si consideramos a cada par (r, ) como las coordenadas cartesianas de un
punto en el plano r,#, los puntos de nuestra tabla se representan sobre el grafico de la
sinusoide de ecuacién (cartesiana) y = 3,5sin(x) (r(f) = 3,5 sin(f)), que se muestra en
la parte central de la Figura 10.8.

Si en cambio a cada par (r, ) lo consideramos como las coordenadas polares de un punto
en el plano polar, los puntos de nuestra tabla se representan sobre la circunferencia que

se ilustra a la derecha de la Figura 10.8.

Observacion 10.2.10 Ndtese que en la ultima tabla de la Figura 10.9 hay 13 pares,

pero solo se marcan seis puntos en la figura correspondiente. Esto se debe a que los pares
7

(r,0) repiten a los precedentes a partir de = w. Por ejemplo (—1,75, —W) y (1,75, z)

6 6
representan el mismo punto.

Ejemplo 10.2.11 Teniendo en cuenta la observacion 10.2.10 analice cada uno de los

marcos congelados de la animacion de r(0) = 3,5sin6 (ver Figura 10.9).

L“Animaciones constructivas : Una propuesta visual para graficar curvas planas en coordenadas pola-

”

res. (Circunferencias, espirales, cardiodes, caracoles, rosas)
Autores: Niel, B. I. y Chiapina M.
Presentado en la XX Reunién de Educacién Matemdtica. U.N.C. (Cérdoba, Sept. 1.997). Unién Ma-

temética Argentina, Noticiero Numero Extraordinario Ano 1.997, pag. 176, R.E.M. (Nivel Universitario)
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Capitulo 10. Sistema de Coordenadas Polares

0 1  re r(e)=3.5 sen (8)
0 0
H 175 3
s 4,172
$ somoe (4203812 g s
! (4,57/6Y" (4,7/6)
o \
1z o34 s s, [ (4,0)
1 270 [
2 (4,77/6) (4,117/6)
-3 Y|
(4,47/3) 4,302 4,55/3)
0 W re) r(e)=3.5 sen (o)
0 0
= 175 3
.3.

3.03109
35

303109 1

(4,27/3) (4,71/2)

(4,7/3)

sx 175
1 2 3 4 5 6 "
il (4,m)
2| (4,77/6) < J(4,117/6)
3 (4,47/3) "
4,372
0 1) )
o o re)
£ 175 4
£ 303109
z 35 2
= 303109
1
= 175
x 0
= -175 12 3
& 303100 -
3 -35
2|
= -303109
Lz 175 3
2r 0

Figura 10.9: Tres cuadros de la animacion r(#) = 3,5sin 6.

10.2.2. Rosas

Las ecuaciones de la forma

r = asinnd (10.2)

r = acosnf (10.3)

representan curvas con formas esquemaéticas de flor, llamadas rosas. La rosa tiene n pétalos
o lazos uniformemente espaciados si n es impar (ver Figura 10.10) y 2n pétalos que se
agrupan en n pares formados por dos pétalos simétricos uno del otro respecto del polo, si
n es par (ver Figura 10.11). La orientacién de la rosa en relacion con el eje polar depende
del signo de la constante a y del hecho que se trate de la ecuacién (10.2) o la (10.3). Si
n =1 en (10.2) o en (10.3) entonces se obtiene la ecuacién de una circunferencia, la cual

podria considerarse como una rosa de un sélo pétalo.
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10.2. Coordenadas polares de un punto en el plano

Figura 10.11: r(0) = 3. cos 26.

Ejemplo 10.2.12 Trazado de la curva r = 3sin 260 (ver Figura 10.12).

Figura 10.12: r(0) = 3.sin 26.
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Capitulo 10. Sistema de Coordenadas Polares

En muchos casos es posible agilizar el trazado de los graficos en polares si observamos
la variacién de los valores r(6) en funcién de la variacién de 0 y eventuales simetrias. Por
ejemplo,en el caso de la funcién r(#) = 3sin(260), cuando 6 varie desde 0 hasta T resulta
que 26 se incrementa desde 0 hasta g y consecuentemente 7(#) = 3sin(26) se incrementa

desde 0 hasta 3, (Ver Figura 10.13).

0 03
F 212
3,

(3,0

Figura 10.13: r(#) = 3.sin20 con 0 < 6§ < %
Continuando con el andlisis y usando el mismo criterio notamos que cuando 6 se incre-
menta de % hasta g resulta que () = 3sin 26 decrece desde 3 hasta 0, con lo cual se

cierra el lazo o pétalo, (ver Figura 10.14).

r(e)-3 sen (2 9)

0 1)
4 0 r@
2121 3

&
£

2121 2

Figura 10.14: 7(8) = 3.sin.20 con 0 < 0 < g

390



10.2. Coordenadas polares de un punto en el plano

Conviene notar que debido a que tanto el creci-
_ o 5 f(x) =sinx = € [0,7]

miento como el decrecimiento de la funcién seno !

son completamente simétricos, en el sentido que si

observamos el grafico de la funcién y = sin(x), el

arco creciente es completamente simétrico al arco

decreciente.

Figura 10.15: Simetria del crecimiento y decrecimiento de f(z) = sin(z).

7
Resulta entonces que, cuando @ varie desde 0 hasta N r(f) = 3sin(20) crecera de 0 a
3 de manera completamente simétrica a su decrecimiento de 3 a 0 cuando 6 varie desde
™ T . , o .

— hasta 5 Esto hace que el primer pétalo resulte simétrico con respecto a la semirecta

4
™
0 = 1 Observar esta caracteristica facilita el trazado de la parte restante del grafico.

. . . T 37 .
Si continuamos con el incremento de 6, pasando de 5 a R los correspondientes valores de

r(0) = 3sin(260) decrecen desde 0 hasta —3, dado que 26 pasa de 7 a 3% En este punto de
nuestra construccion del grafico debemos tomar en cuenta que, atin cuando los valores de
f comprendidos entre g y ??TW estan en el segundo cuadrante, los correspondientes valores
de () = 3sin(260) son negativos y en consecuencia los puntos (6,7(6)) se ubican en el

cuarto cuadrante (ver Figura 10.16).

r(0)-3 sen (2 0,

o)
2121 3
3. 3
2121 2 2
?)
o /
2121 4 /
-3
(3,m)

b Y s
I
@
S
@
8
2/ g'g)

3
Figura 10.16: r(f) = 3.sin260 con 0 < 0 < Zﬂ

3
Un nuevo incremento de 6, pasando desde 1 hasta 7 produce el crecimiento de 7(6)
desde —3 hasta 0, con lo cual se cierra el segundo pétalo en el cuarto cuadrante (ver

Figura 10.17).
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Capitulo 10. Sistema de Coordenadas Polares

Figura 10.17: r(f) = 3.sin20 con 0 < 6 < 7.

Llegados a este grado de avance en el analisis y construccion del grafico de la funcion
dada, consideramos que el lector esta en condiciones de concluir que cuando # varie entre
3T

Y 5 r(0) crece de 0 hasta 3 y luego decrece hasta 0, completando el tercer pétalo en

3
el tercer cuadrante (ver Figura 10.19) y que, finalmente, la variacién de 6 entre > y T

completa el cuarto pétalo en el segundo cuadrante (ver Figura 10.18).

r(5)-3 sn (2 &

o
0 rie)
5 2121 g
= 3 P
g 2121 RS
3 0
-2121
1
3 (
2121 (3,
o 3 |

2121

5

Figura 10.18: 7(8) = 3.5in26 con 0 < 6 < f.
. . 137
Figura 10.19: r(#) = 3.sin20 con 0 < § < <

Ejercicio 10.2.13 Efectie un estudio andlogo para trazar la grdfica de r(0) = 3 cos 26,

ver Figura 10.10, pag. 389.
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10.2. Coordenadas polares de un punto en el plano

10.2.3. Cardioides y Limagos (Caracoles)
Las ecuaciones de la forma

r=a-+bsinf 6 =a—bsinf (10.4)

r=a+bcosd & r=a—>bcosl (10.5)

en coordenadas polares producen curvas llamadas limacos 2.

Mutaciones de caracoles sin rizo a cardioide, a caracol con un rizo y a circun-

ferencia

En las siguientes representaciones graficas mostraremos la forma en que varfa el aspecto
del grafico de una funcién de la forma () = a + cos(f) (ver Figura 10.36), al variar el
pardmetro a. Este es un caso particular del més general r(6) = a+bcos(f), pero su estudio

es mds simple y resulta esclarecedor del caso general®. Veremos que:

= Sia > 1 el grafico es un caracol sin rizo que no contiene al polo (la curva no se corta

a si misma) (ver Figura 10.20).

F(t)-15.Cos [t

2

1| $ )
t

Figura 10.20: r(0) = 1,5 + cos 0.

» Sia =1 el gréifico es una cardioide (forma esquemadtica de corazén, con un punto

anguloso en el polo) (ver Figura 10.21).

» Sia <1 el grafico es un caracol con rizo (la curva se corta a si misma en el polo)

(ver Figura 10.22).

2del vocablo latino “limax ”que denota una criatura con forma de caracol.
3Notebook “polares2.nb: Animacién con el software Mathematica 3.0, que visualiza dicha mutacién

con mayor numero de imagenes. ”
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Capitulo 10. Sistema de Coordenadas Polares

r(t)-1.0os [t]

Figura 10.21: r(0) = 1 + cos 6.

r(t)--0.5+Cos [t

e

Figura 10.22: r(0) = 0,5 + cos 6.

» Sia =0 el grafico es una circunferencia (ver Figura 10.23).

r(t)-Cos [t

Figura 10.23: r(6) = 0. + cos 6.

Es interesante en este caso analizar que ocurre cuando a tiende a cero y también observar
que cuando a = 0 basta que la variable # tome los valores entre 0 y 7 para completar el
grafico, mientras que en todos los demas casos es necesario que 6 asuma todos los valores

de [0, 27) para completar el grafico (ver Figuras 10.24 y 10.25).
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10.2. Coordenadas polares de un punto en el plano

F(e)-0.06+ Cos[s]

0916

(1.5,27/31L-5,71/2
055

(1.5,7/3)

005
045
-0816
095
0816

7
Figura 10.24: Gréfica de r(0) = 0,05+ cos 6, 6 € |0, %], caracol con un rizo, incompleto

y con un valor de a pequeno.

Figura 10.25: Caracol con un rizo que muta hacia la circunferencia r(6) = cos#, pero

recorrida dos veces, cuando a — 0.

Y Sabemos que el grafico en polares de la curva es de la for-
| (kcosd,0) ma que se muestra en la figura. En tal situacién, sera una
(Y k
o /; ; r circunferencia si y sélo si el centro es el punto (5, 0)y
X
5 z Jk la distancia al mismo de un punto cualquiera del grafico
k
(kcosf,0), vale 5
Figura 10.26: Representacién en polares de r(#) = kcos#, con k > 0.
Comprobaremos ahora que efectivamente el gréfico de r(f) = kcosf, k > 0 es una

circunferencia en el plano. Esto es efectivamente asi, pues si expresamos los puntos en

_ ' x = kcosfcos = kcos?
polares por sus coordenadas cartesianas se tiene que son

y = kcosfsinf

o =

las coordenadas cartesianas del punto (kcos#,6) y las del centro (g, 0), luego

(S=EEENTES

Yo =
d*((kcos0,0),(£,0)) = (kcos? 0 — £)? + (kcos@sind — 0)*> = £ con lo cual se completa

la verificacién de que el grafico es una circunferencia.

Ejemplo 10.2.14 Analice la situacion si r(0) = kcos® pero k < 0.
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Capitulo 10. Sistema de Coordenadas Polares

Luego de haber visto y analizado cada uno de los graficos dados, hasta comprender el
rol del pardmetro a, seguramente el lector estara en 6ptimas condiciones para resolver el

ejercicio siguiente.

Ejemplo 10.2.15 Sin recurrir a una tabulacion de valores esboce, trace aprorimadamen-
te, los grdficos de las siguientes funciones r(0) = —1,5 + cosf, r(0) = —1 4 cos@ y de
r=—0,5+cosf.

Ejemplo 10.2.16 Grdficaremos en particular la curva r = 3 4+ 2 cos 6.

Para ello comencemos dibujando la gréfica de r(6) = 3 + 2cosf en coordenadas rec-

tangulares sobre el intervalo [0,27] para emplearla como referencia (ver Figura 10.27).

x
0866 = 1732 = 1268

Figura 10.27: r(0) = 3 4 2cosf, en coordenadas cartesianas.
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10.2. Coordenadas polares de un punto en el plano

Obsérvese que, en este caso, se tiene r(f) = 3 + 2cosf > 0 para todos los valores de
0. Ademas, el méximo valor de r es 5 (que corresponde a cosf = 1, vélido para § = 0
y 0 = 27) y el valor minimo de r es 1 (que corresponde a cosf = —1, § = 7.) Los
intervalos de crecimiento y decrecimiento de r, que se pueden observar directamente en
la Figura 10.27 se resumen en la siguiente tabla 10.1, en la cual se aprecia ademas la
simetria entre los arcos creciente y decreciente. Este hecho sugiere que la semirecta 6 = 7

es eje de simetria del grafico en polares. En las Figuras 10.28 y 10.29, se muestra cémo se

0 cos 0 r(f) =3+ 2cosb

[0, g] decrece desde 1 hasta 0 decrece desde 5 hasta 3

[g,w] decrece desde 0 hasta — 1 |decrece desde 3 hasta 1
3

[, ?ﬂ] crece desde — 1 hasta 0 crece desde 1 hasta 3

3

[g,QW] crece desde 0 hasta 1 crece desde 3 hasta 5

Cuadro 10.1: Intervalos de crecimiento y decrecimiento de r(f) = 3 + 2 cos 6.

construye la grafica de r(f) = 3+ 2cosf en base a toda la informacién ya recopilada.

Observacién 10.2.17 Teniendo en cuenta la simetria del grdafico cartesiano de r(6) =
3+ 2cosf (Ver Figura 10.27, derecha y Figura 10.29, izquierda), el arco decreciente es
simétrico al creciente respecto de la recta x = w, resulta que los valores de 3 4+ 2 cosf
decreceran desde 5 a 1, cuando 0 varie desde 0 hasta w, de manera simétrica a como
crecerdn desde 1 hasta 5 cuando 0 varie entre w y 27.

Si ahora pensamos la situacion en el plano polar concluimos que la figura que resulte
cuando 6 varie entre 0 y ™ se reproduce simétricamente cuando 6 varie entre ™ y 2mw. En
otras palabras, en el plano polar el grifico es simétrico con respecto a la recta que contiene

a la semirecta 0 = m. Ver Figura 10.29, derecha.

La utilidad practica de esta observacién es que para obtener el grafico completo basta

obtener la mitad, correspondiente a la variacion de 6 sélo entre 0 y .
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re)=3 + 2 Cos (6]
Q)

0
0 5. r(@ (5,21/3) (5.7/2)
z 4732 9 )
z 4. 4
: 3 (4,51/6)
4
3 (5.m)
2|
1 (5,71/6)
s (5,471/3) - - (5,51/3)
1 2 3 4 5 6 (5,37/2)
r(e)=3 + 2 Cos [6]
3 o)
o 5. ) (5,27/3) (5,7:/?)
L 4732 § )
E 4
z 3.
= 2. 4
= 1268
x 1
2]
/ (5,117/6)
! e
~(5,57/3)
1 2 3 4 5
0 (T} re)=3 + 2 Cos [8]
0 .
(e (5,1/2)
z 4.732 rsr) (5,27/3) 2 5,3
[ 4. e N
H 3. 5 .
S 2 (4,57/6)/ - (5,7/6)
3 S
s 1268
" 13 5.0 [ 1(5,0)
1268 o \
F 2 (5,77/6) < V(5.11:/6)
¥ 3. ! N/ — . \
6 (5,47/3) | _— (5,57/3)
1.2 3 4 5 6 (5,31/2)

3
Figura 10.28: Graficas de r(f) =3 +2cosf con 6 € |0, g], [0, 7] y [0, g]

Ejemplo 10.2.18 Trazado de la curva r =2 — 2cos @ en coordenadas polares.

Una ecuacién de la forma (10.5) con a = b representa una cardioide. Puesto que el coseno
es una funcién par, la ecuacién no se altera cuando 6 se sustituye por —6@; por tanto,
la cardioide es simétrica respecto al eje polar. Siendo este el caso, es posible obtener la
curva completa trazando primero la parte de la cardioide que esta “arriba ”del eje polar
y después rotarla alrededor de dicho eje polar, para completar el grafico.

Conforme 6 varia de 0 a 7w, cosf decrece uniformemente de 1 a —1, v a — acosf se
incrementa consecuentemente de 0 a a (Tabla 10.2). Es decir, cuando 6 varia de 0 a , el
valor de r = a(1 — cosf) se incrementara desde el valor inicial 7 = 0 hasta el valor final

r = 2a (ver Figura 10.30, caso a = 2).

Al girar la curva de la Figura 10.30 sobre el eje # = 7 se obtiene la cardioide completa

r(0) = 2(1 — cosd), Figura 10.31.
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10.2. Coordenadas polares de un punto en el plano

Figura 10.29: Gréfica de r(6) = 3+ 2cosf con § € [0, 27].

P 0 i T |@w] 27 [ bw T dr [ 37 | b | 11w 9
6 — 3121316 — "1 — 31921316 — T

3a | a 3a 3a 3a | 3a a 3a

A aal ed it Yol At Mded hd A e
r(0)]0|a 5 1319 |3 a+ 5 ala-+ 5 5 |9 |5 |@ 5 0

Cuadro 10.2: Informacién para construir la grafica de la cardioide () = a(1 — cos#).

Ejemplo 10.2.19 Construccion paso a paso de la grdfica del caracol con rizo: r =1 —

2sin 0.
0 sin 0 r(d) =1—2sind cuadrante
0, %] crece desde 0 hasta 0,5 decrece desde 1 hasta 0 I
[%,g] crece desde 0,5 hasta 1 decrece desde 0 hasta —1 111
)
[g,%] decrece desde 1 hasta 0,5 | crece desde — 1 hasta 0 A%
)
[%,ﬂ'] decrece desde 0,5 hasta 0. |crece desde 0 hasta 1 IT
3
[, g] decrece desde 0 hasta — 1 |crece desde 1 hasta 3 111
3
[;,27r] crece desde — 1 hasta 0 decrece desde 3 hasta 1 v

Cuadro 10.3: Informacién recopilada para graficar r(6) =1 — 2sin6.

Comencemos por dibujar la gréfica de r(6) = 1 —2sin 6 en coordenadas rectangulares (ver
Figura 10.32).

Ahora estamos en condiciones de graficar la curva paso a paso, por intervalos (ver Figuras
10.33, 10.34, y 10.35), teniendo en cuenta la informacién recopilada en la tabla 10.3, las

simetrias que presenta la curva de la Figura 10.32 y los datos de la Figura 10.32.
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re r(e)=2-2cos (o)

4
0 o
0 o 3
02679
L (4,57/6)
z 2. 9
2
e 3.
T (4,m)
S 3732
x 4 4

/ (4,11/6)

4
o “(4,57/3)

05 1 15 2 25 3 (4,37/2)

Figura 10.30: () =2 — 2cosf, con =z € [0,7].

r(6)=2-200s (0)

15 ol N2 ol ofi % ofg ufy o e ot ©
w o
g 8
IS
N o
= - o
o b 12

N (@,
2 1
1 (4,71/6
= 02679
2 0

o sine o -2Sine) 0 o) 3
0 0 0 0 1
: 05 = R 0 5
0866 £ -1732 £ o732
1 -2 -1 2|
0866 2 1732 07321
15
05 % -1 e 0
[ 0 1 i
-05 FR 2.
0866 1732 & 2732 05
-1 2. x 3
0866 1732 % 2732 1 2 3 7 5 6
4 -05 1 s 2. 05
2 0 2 o 2 1
-

Figura 10.32: Representacion cartesiana r(6) = 1 — 2sinf con § € [0, 27].

r(e)=1 - 2 Sin[o

S

1 (4,

s 4,77/6) \

Figura 10.33: Grafica de r(6) =1 — 2sinf con 6 € [0, —].

S
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ro)-1 - 2 sinjo]

0 0 e,
0 1
z o
: o7s2 2
H o (4,57/6)
15
1
05|
1 2 3 4 B
05
4

Figura 10.34: Gréfica de r(6) =1 — 2sinf con 6 € |0, g]

ro)-1 - 2 Sin o

[
Lo
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~07321 29}
B
o721
0
E f
05| /
P 5 0(4,77/6) //,A.m,e,
03] e
4473~ | 4,573
Bl (@.3772)
re)-1 - 2 sin(e
o 1)
0 1L ore (4,27/3) (4.7/2)
B 0 3 g
£ 07321 28]
B EN )
= 07321
¢ 1.5]
o 0
x 1 1
0.5)
2 3 @ 5 6
05|
El
o)1 - 2 sin(o
0 o
0 1Lore
i o 3
L comm L,
H -1
= oma
H o 18
.7 R
G 2 os)
p 2732
3 3 2/ 5 4
0.5
E
0
1 re | (4.2)
o 3 : (4,7/3)
07321 4
-1
—o7a 2
= o 15
,, L,
A 2
= 2732 9
¥ 3 1 2 3 @
5 272 oy
e 2
2 1

R

)
r(#) =1—2sinf con 6 € [0,%], [0, 7], [0, 7] y [0, 27].

Figura 10.35: Gréficas de
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Capitulo 10. Sistema de Coordenadas Polares

r(t)-1:Cos [t]

r(t)--0.5.Cos [t

s I
-,
N
w
IS
=)
-

,_.
-
©
S
o
S
o

Figura 10.36: Mutaciones: Primera superior r(f) = 1,5 4+ cosf, caracol sin rizo. Segunda
r(8) = 1.+cos @ cardioide. Tercera () = 0,5+ cos 6, caracol con un rizo. Cuarta r(6) = 0.4cos 6

circunferencia.
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10.2. Coordenadas polares de un punto en el plano

10.2.4. Observaciones que facilitan la construccién de graficos

en polares

Hemos visto que conocer el grafico de una funcién r = r(f), en el plano cartesiano,
nos da informacién sobre caracteristicas del grafico de la misma pero en el plano polar.
Recordemos que en coordenadas cartesianas el gréafico de p(6) = r(0 — 60y) es el gréfico de
r(0) desplazado paralelamente al eje de las abscisas en |6y|, hacia la derecha si 6y > 0y
hacia la izquierda si 6y < 0. Esto se debe a que la funcién p toma en cada 6 el valor que
r tomé en el punto ' = 6 — 6, el cual estd corrido |0y| hacia la izquierda de 6 si 6y > 0

(ver Figura 10.37).

Gréfico de r(6) Gréfico de p(0)

r(0 —bo) = p(0)

Figura 10.37: Corrimiento horizontal de un gréfico en el plano cartesiano

También puede pensarse que al cambiar de 6 a 0 — 6y hemos hecho un cambio de coorde-
nadas, pasando de los ejes 6,1 a los ejes &', p donde 0 =0 — 6y y p = r y entonces el eje
0 tiene su origen en el punto 6y del eje 6.

r, P

0 to 0’
Figura 10.38: Cambio de coordenadas ¢ =60 — 6y, p=r.

La pardbola indicada en la Figura 10.38 tiene ecuacién p = (6')* en los ejes ¢, p pero
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Capitulo 10. Sistema de Coordenadas Polares

r = (6 —6y)* en los ejes 0, 1.

En sintesis, en coordenadas cartesianas, reemplazar € por 6 — 6y (6 > 0) significa despla-
zar el eje de las abscisas 6 hacia la derecha y por lo tanto el gréfico de la funcién r(6 — 6y)
es el de r(f) desplazado 6 hacia la derecha.

El mismo andlisis, pero en el plano polar, nos conduce a que la funcién p (p(0) = r(6—0,))
toma en cada valor angular 6 -es decir, sobre la semirecta que forma el angulo 6 con el eje
polar- el valor que r tomd en el valor angular 8 — 6, es decir en la semirecta que forma
el angulo € — 6, con el eje polar y que es la anterior rotada 6, en sentido horario.

Por lo tanto el punto (p(6),0) se obtiene rotando el punto (r(6 — 60y),0 — 6y) el dngulo 6,

en sentido antihorario (ver figura 10.39).

Gréfico de p(6) = r(0 — b))

Qréfico de r(0)

Q)

Figura 10.39: Rotacién de grafico en el plano polar

Entonces, en el plano polar, el efecto de reemplazar 6 por 6 — 6y (6p > 0) es el de rotar

un angulo 6y en sentido antihorario.

Ejemplo 10.2.20 Grdficas de caracoles con un rizo y con diferentes angulos de fase,

r(0) = a—bcos(d — bp).

Consideremos el caso particular r(6) =1 — 2 cos(6 — 6).

Conocemos ya el grafico de r(0) = 1 — 2cos, que aparece en primer lugar en la Figura

10.40 y que corresponde al angulo de fase 6, = 0. A partir de alli, tomando en cuenta

las consideraciones previas a este ejemplo, es claro que los gréaficos que siguen al primero
oT

i
corresponden respectivamente a los angulos de fase 6, = 5 Op=myby=—.

3
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10.2. Coordenadas polares de un punto en el plano

ree)

= 3 iy 2 4 s B
e 2732
21 2. -

2 )
Figura 10.40: Graficos de r(8) =1 — 2 cos(f — 6,) cuando 6y = 0, —W, Ty .

3 3
Ejemplo 10.2.21 Analice el grdfico de r(0) =1 — bcos(0 — 0y) para distintos valores de

b y conjeture sobre el caso general r(0) = a — bcos@.

Teniendo en cuenta la identidad sin @ = cos(f — g) analice el grdfico de r(0) = a—bsin#.
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Capitulo 10. Sistema de Coordenadas Polares

10.3. Familias de curvas paramétricas: Concoides de
Nicomedes

Ejemplo 10.3.1 Investigue la familia de curvas con ecuaciones paramétricas

x(t) = acost

y(t) = atgt + sint

Sugerencia: Este ejercicio esta propuesto como Ejemplo 8 pagina 625 de [Stewart, J. (2008)].
Consideramos, que con los conocimientos adquiridos, el estudiante, no tendra demasiados
inconvenientes para dilucidar las bellas curvas planas con sus caracteristicas distintivas
al hacer variar a en el conjunto de los siguientes racionales {—2, —1, —%, 0, %, 1,2}. En
la pag. 27 los invitamos a descubrirlas, dicha ilustraciéon corresponde al caso a = 0, la
circunferencia y a la concoide a = —i. Hemos propuesto, una interfase para la obtencion
de estas graficas, portables a un Laboratorio de Matematica, que permiten su visualiza-
cion, ver Cuadro 13.10, 495. Nuestra diferencia radica, en que aparecen marcos iterativos
constructivos, que constan de tres representaciones cartesianas simultaneas, en un mismo
cuadro, a saber: z(t) vs 7", y(t) vs " te (x(t) vs y(t), con la posibilidad de variar a. Le

proponemos al estudiante, indagar acerca de Nicomedes, en honor a quién, si a # 0, estas

curvas planas son reconocidas como “concoides de Nicomedes”. Ver pp. 565-573.

Concoidesde Nicomedes; x = a+Cod[t], y = a«Tan[t]+Sin[t]
y[t] {0.5, 2.85841, cos(t) + 0.5, sin(t) + 0.5tan(t)}
|

: 1

Xl 2 2 ) \

Figura 10.41: Concoide de Nicomedes a = %

406



Parte XI

Ecuaciones Diferenciales Ordinarias
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Capitulo 11

Antiderivacion y E.D.O. simples

Se utilizara el acrénimo E.D.O. para simbolizar las ecuciones diferenciales ordinarias
que se resolveran con procesos de antideracién sencillos y conceptos asequibles en el con-

texto del cdlculo diferencial e integral de una variable real.
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Capitulo 11. Antiderivacién y E.D.O. simples

11.1. Crecimiento y/o decrecimiento en poblaciona-
les

Teniendo en cuenta que la velocidad de crecimiento de una poblacién depende del
nimero de individuos de la especie N(t) en el instante ¢, a continuacién se propone ana-
lizar diferentes modelos para una variacién poblacional, e interpretar los mismos haciendo
uso de los conceptos adquiridos. En primer lugar se utilizara la informacién suministrada
a partir del uso de la derivacion, e.g. la propuesta del TP N = 4 en la pag. 92, y poste-
riormente se precisaran los estudios mediante técnicas de antiderivacién y/o integracion.
En este compendio elemental dedicado a un potencial y promisorio ingeniero, enfatizare-
mos aspectos introductorios de procesos regidos por ecuaciones diferenciales, generalmente
integrables, mediante separacién de variables. El alumno ha esta altura del semestre ya se
halla consustanciado con vectores en el plano, desde su aprendizaje en el curso simultaneo
de Algebm y Geometria razoén por la cual ante de embarcarnos en mayores detalles, de-
dicaremos un parrafo a la interpretacion geométrica de las ecuaciones diferenciales y de
sus soluciones. Obviamente, una vez més en casos muy simples, en general conocidos co-
mo sistemas auténomos (11.2), en los f(¢, y) de (11.1) solamente depende de la variable

independiente.

Sea la ecuacién diferencial de primer orden (11.1)

dy
— = J(t 11.1
o = [ty (11.1)
dy
- = 11.2
1 _ j) (1.2)
Las soluciones de (11.1) y (11.2) serdn en principio funciones diferenciables y = ¢(t) e
y = ¢(t) que satisfagan respectivamente, djit) = f(t, o(t)) e %Sf) = f(¢(t)), cuyas

representaciones graficas yaceran en el plano (¢, y) o en subregiones del mismo. Desde

un punto de vista geométrico, la ecuacién diferencial (11.1) establece que, en cada punto
d

(ts, yx) la pendiente d—?; de la solucién buscada, en dicho punto especifico es f(t4, ys).

Situacién representable mediante un segmento lineal dirigido ubicado en el mencionado
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11.1. Crecimiento y/o decrecimiento en poblacionales

punto e inclinado segin lo indica el valor numérico f(t,, y,). El conjunto de la totalidad de
tales segmentos dirigidos, vectores del plano, es denominado en el mundo de las ecuaciones
diferenciales como “Campo de direcciones”asociable a (11.1). Mientras, que cualquiera de
nosotros, nos aburririamos en dibujar los mencionados segmentos, afortunadamente esta
es una tarea que las computadoras hacen de manera eficiente y con suma rapidez. Debemos
tener presente, que el campo de direcciones dibujado en una determinada subregién da
una informacién cualitativa respecto de las soluciones que resuelven la E.D.O.! Este es
el momento de destacar que los diferentes cémputos realizados por las computadoras en
el estudio de las ecuaciones diferenciales es extremadamente valioso y en muchos casos
insustituible. Los alumnos de cualquier ingenieria lo confirmarédn, cuando en semestres
venideros asistan a cursos de Métodos Numeéricos y Algoritmos Numéricos desarrollados
para resolver Ecuaciones Diferencias y Sistemas de Ecuaciones Diferenciales. Por ejemplo,
el software Mathematica utiliza el comando DSolve[eqn,y,x] para resolver una equacién
diferencial de la funcién y, utilizando a = como la variable independiente, Ver Cuadro
13.11, de la pag. 497. En particular, DSolve[y’[x] == y[x], y[x], x| e DSolve[y’[x] == -y[x],
v[x], x|, hace que el sotware devuelva como respueta {{y[z]— > ¢*C[1]}} v {{y[z]— >
e *C[1]}}, le proponemos al estudiante, interpretar estas respuestas y asociarlas a los
campod de direcciones bosquejados en la Figura 11.1. Simplemente, nuestro objetivo,
en el presente compendio es estimular al estudiante ingresante al fabuloso mundo de
los procesos y sistema, los que normalmente incluyen alguna ecuacion o algin sistema
diferencial, por ello no seguiremos explaydandonos en técnicas y herramientas numéricas,
algoritmicas y/o tedricas disponibles para el tratamiento del inconmensurable mundo de

las E.D.O.

Observacién 11.1.1 Cabe aqui mencionar que el tratamiento de los modelos poblacio-
nales haciendo uso del Cdlculo Diferencial e Integral implica la no discretizacion de la
cantidad o del numero de individuos presentes en cada instante en un determinado habi-

tat.

! Acrénimo de Ecuaciones Diferenciales Ordinarias: E.D.O., que es equivalente al O.D.E.: Ordinaty

Differential Equation para los textos en inglés.
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d v

dt dt
N 20 20 A A R N R
NN R
. o o o o7 PN “x\\\\\\\\\\\\
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NN R
. e o ow o P N R R N TR
. o oo P A “\‘\\\\\\\\‘\\\
NN R
S NN R
A I A A “x\\\\\\\\\\\\
T N A N R TR N R
R NN
N R R
Figura 11.1: Campo de direcciones: The simplest model % =ye d—? = —y.

La Observacion 11.1.1, en otras palabras esta aseverando que las respuestas, soluciones
e interpretaciones variacionales de las poblaciones seran provistas a partir de graficas
de curvas planas continuas en el semiplano (N (t), t), cuando en realidad estos procesos

requieren de las técnicas de las Dindmicas Discretas de Sistemas.

Ejemplo 11.1.2 La hipotesis mds simple concerniente a la variacion del nimero de inte-
grantes de la poblacion es suponer que la velocidad de cambio en el numero de individuos
es proporcional a la cantidad actual de seres vivientes, (Ejercicio propuesto en el TP N
=4, incisos i) y ii) de la pag. 92), i.e.,

d
d—?;:ry, r>0 ¢ r <O (11.3)

(Ejercicio propuesto TP N =4, incisos iii) y iv) de la pag. 93.) Encuentre, una antiderivada
y la familia de antiderivadas. Interprete el modelo para v > 0 y para r < 0. (Figura

11.5).

Normalmente un modelo mas realista de la variacién poblacional es el conocido como
modelo logistico, cuya expresion estd dada en la E.D.O. de primer orden a variables

separables (11.4).
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11.1. Crecimiento y/o decrecimiento en poblacionales

Ejemplo 11.1.3 La ecuacidn de crecimiento y/6 decrecimiento logistico es la siguiente:

dy y
ey _ 1——) K > 0. 11.4
7 7“( 7 v, r >0 > 0 ( )

Encuentre una antiderivada y la familia de antiderivadas. Represente graficamente dicha

familia. Ver Figura 11.6 y Figura 11.7. Interprete este modelo poblacional.

Ejemplo 11.1.4 Interprete la variacion funcional del siguiente modelo en términos po-

blacionales o biologicos

Halle su familia de antiderivadas utilizando la informacion del Ejercicio 11.1.5. Bosqueje

cualitativamente sus soluciones.

Ejemplo 11.1.5 Modelo de crecimiento logistico con umbral

dy Y Yy
@y _ _ 1__) (1__> , K T < K. 11.
T r( T <)Y r>0 >0 0<Tc< (11.5)

Halle la familia de antiderivadas y bosqueje cualitativamente las mismas. Compare es-
tas ultimas soluciones o grdficas con las obtenidas en el Ejercicio 11.1.3, e intente una

interpretacion biologica del modelo.

Nota 11.1.6 E.D.O. en Sistemas autonomos. Una clase importante de ecuaciones dife-
renciales de primer orden son aquellas en las cuales la variable independiente no aparece
explicitamente. Tales ecuaciones diferenciales se reconocen como autonomas y tienen la

siguiente forma:

— = 9) (11.6)

Las dindmicas de poblaciones propuestas en (11.3), (11.4) y (11.5) cumplen con la defini-
cién de E.D.O. de (11.6), son por lo tanto sistemas auténomos del contexto del crecimiento
o decrecimiento del nimero de individuos de una determinada especie. La ventaja de estos
modelos es que pueden ser estudiados con las técnicas del cédlculo diferencial e integral

que hemos incluido en el presente compendio.
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i) Velocidad de cambio proporcional al nimero de individuos existentes en cada ins-
tante, i.e. (11.3).
Sea N(t) la poblacién de una determinada especie en el instante t. La hipotesis
mas simple para la variacién de la poblacién es que la velocidad de cambio del
ntimero de individuos en la poblacién N (t) sea considerada proporcional al nimero

de individuos que existen en la poblacion en el instante ¢, esto es,

N(t+ At) — N(#)
At

x N(t)

A At o < N
dN(t)
T =T N(t)

Generalmente la constante de proporcionalidad 7 se reconoce como la velocidad de
crecimiento o decrecimiento del sistema, dependiendo si esta es positiva o negativa.
Si r < 0, entonces el problema desde el punto de vista matematico coincide con el
analisis de la desintegracion radioactica de un elemento quimico radioactivo, e.g. el
radio-carbono o C-14. Hemos llegado entonces al modelo (11.3). Suponemos primero
r > 0, lo que implica que la poblacién o el nimero de individuos crece a medida
que transcurre el tiempo. Caso contrario, si r < 0, la poblacion se encontraria en

franca desaparicion de sus integrantes, es decir en extincion.

En el caso del estudio de poblaciones, cabe mencionar que las soluciones, estaran

contenidas en el cuadrante (N(t) >0, t =1ty > 0).

1. Estudio Cualitativo de la E.D.O. (11.3) con la Aplicacién de las Técnicas del
Célculo Diferencial.
La ecuacion diferencial (11.3) establece que N (t) es estrictamente creciente si
r > 0y que resultard ser estrictamente decreciente si r < 0. Y que N.(t) = 0

es la 1unica solucién de equilibrio, en cualquier caso. Procedemos, a calcular
d* N(t)

W, 1.e.
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d*N(t)  dN(t)
T ST = N(t).

Esta ecuacion diferencial de segundo orden nos esta comunicando que la con-

cavidad de las curvas buscadas N (t) es hacia arriba, para el caso del andlisis
de una poblacién N (t) > 0, independientemente del signo de la constante de

la velocidad del cambio r de la poblacién.

Figura 11.2: N(t) > 0: Crecimiento r > 0, decrecimiento r < 0. Céncava.

2. Estudio de la E.D.O. (11.3) con la Aplicacién de las Técnicas del Calculo

Integral.
Separando variables en (11.3), se tiene entonces para N(t) # 0 que:
d N(t)
=rdt. 11.7
N (11.7)

El paso algebraico anterior en los modelos poblacionales del los incisos i) a
iv) del Ejercicio propuesto en el TP =4 92, i.e. E.D.O. (11.3), (11.4) y (11.5),
comparten las siguientes reflexiones:

a) N(t) = 0, para todo t, es solucién de equilibrio, i.e. N(t+At) = N(t). El
eje temporal es solucién de la ecuacion dichas ecuaciones diferenciales de
primer orden a variables separables. En otras palabras en estos modelos en
los que N y t con sus respectivos diferenciales se pueden separar y la va-
riacién es proporcional, entre otras dependencias, al nimero de individuos
presentes N (t) = 0 serd siempre una solucién de equilibrio.

b) Entonces la interpretacion de los resultados se limita a la regiéon N(¢) > 0,
t =ty > 0, to instante de iniciacion del seguimiento de los individuos. Ge-
neralmente con Ny = N(ty), se representa al nimero inicial de integrantes

de la poblacién.
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Antiderivando en cada variable (11.7), respecto de la variable dependiente

[ = In|N(t)] + C y de la independiente [ dt = t + C, resulta:
Wm|N(@)| = rt + C (11.8)

Entonces |[N(t)| = e"t+©),

En el caso del estudio de crecimiento o decrecimiento de individuos N(t) es
una cantidad entera positiva, si en cambio la variacién de la y(¢) en la E.D.O.
(11.3) se correspondiera con algin otro fenémeno dicha cantidad pudiera tomar
valores negativos, sentido mas amplio en que las soluciones resultan ser: y(t) =
eFt+O i y(t) > 0, mientras que es valida y(t) = —e®t+0 s y(t) <
0. Y la solucién de equilibrio w.(t) = 0, dividird la bisqueda de soluciones

continuas en los semiplanos y(t) > 0 e y(t) < 0.

Yo BO(rt) ,r>0 Yo BR(rt) , r<0

aBEBRE

8R8GE g

0.5 1 1.5 2

Figura 11.3: YWD —v0 o y(4) Soluciones y(t) = e y(t) = —e+O) > 0.

Se propone al estudiante que compare las soluciones cualitativas graficadas
en la Figura 11.5 con aquellas representadas en la Figura 11.4. Descubra la
diferencia esencial en ambas presentaciones. Ayuda: Observe el “caption”de
cada figura.

Soluciones: y(t)'=r y(t); r>0. Soluciones: y(t)"=r y(t); r<0.

|
>

1
3

Figura 11.4: W oc y(t), Soluciones y(t) = e+ y(t) = - e 4.(t) = 0.

Cabe mencionar que la solucién de equilibrio del caso (11.7) puede ser de

estabilidad asintética o né, th’m N(t) = + o0, es decir el sistema se aleja
—+00
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constantemente del estado de equilibrio, N(t) = 0, para r > 0 o de estabilidad
asintotica si . lim N(t) = 0, es decir se aproxima a la solucién de equilibrio
—+00

N(t) = 0 de la E.D.O. (11.3) en el andlisis de la reproduccién o procreacion

de una especie.

Resolver la ecuacién diferencial (11.3) sujeta a la condicién inicial

conduce a la determinacién de un valor especifico de la constante C' en (11.8),
ya que In|N(tg)| = rty + C, si el tratamiento lo reducimos al crecimiento
o decrecimiento de poblaciones Ny simboliza el nimero inicial de individuos
en la poblacion, In Ny — r to = C. Finalmente, para el valor inicial dado en

(11.9)

N(t) = Nyer -t (11.10)

Luego el modelo matemdtico consistente en el problema de valor inicial (11.3)
y (11.9) con r > 0 predice que la poblacién crecerd exponencialmente con el

tiempo, como lo muestra la Figura 11.5, pag. 417.

Soluciones E.D.O. y(t)"=r y(t); r>0, r<0, ¢=0, ¢>0, c<0.

Figura 11.5: W x N(t) — crecimiento o decrecimiento exponencial.

Bajo condiciones ideales la ecuacién (11.7) ha sido observada como razonable para la
interpretacion de diversas poblaciones, al menos para un periodo de tiempo limitado
e inicial. Se ha evidenciado, en general que en los habitat biolégicos, las condiciones
para el crecimiento exponencial no pueden continuar indefinidamente en el tiempo;

eventualmente debido a limitaciones de espacio, por los suministros de nutrientes
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ii)

necesarios, u otros recursos que naturalmente terminan reduciendo la velocidad de
crecimiento y en consecuencia contribuiran a una finalizaciéon de todo crecimiento

no limitado.

Es por ello que surgieron los modelos en los que la velocidad de cambio es propor-
cional al producto entre el nimero de individuos existentes N(t) en cada instante
multiplicado por L — N(t). Esta tltima cantidad explicita la diferencia entre el
nimero maximo de individuos admisible L para la poblacion especifica analizada y
el nimero de individuos existentes en un determinado instante. Esta interpretacion
da lugar a una E.D.O. de primer orden de variable separables de las reconocidas

como del tipo “ecuacion diferencial logistica” .

dg?) = kEN(t)(L—N(t)), k>0, L>0. (11.11)
djdvit) = kN@(L - N(#), k>0, L >0 N(to) = No. (11.12)

Previamente a arribar a las conclusiones que podemos obtener desde el Célculo Di-
ferencial e Integral, proponemos otra interpretacién ligeramente diferente de aquella
que dio como resultado el modelo (11.11). Partiendo del modelo poblacional (11.3)
y considerando 7 > 0 y el estudio de una poblacién por lo tanto la variable depen-
diente N (t) serd positiva o nula, y una vez admitido que el crecimiento exponencial
no representa la realidad para las especies cuando ha transcurrido suficiente tiempo
para su evolucion, pero que si es un buen modelo para los estadios iniciales, entonces
estamos buscando un modelo que cumpla con:

N(t)
dt

IT) Transcurrido un tiempo suficientemente considerable el crecimiento debe dis-

I) Inicialmente o N(t), es decir coincidir con el modelo (11.3) con 7 > 0.

minuir y acercarse al nimero maximo admisible de integrantes.

III) En caso de una iniciacién con un nimero de individuos que superan el niimero

admisible la poblacién debe disminuir.
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d N(t d N(t
Obsérvese que () = (r—aN(t)) N(t),con a >0 ) = r(l—gN(t))N(t) =
N () dt N () dt r
r(l———)N(@) =r(1- T) N(t)si £ = L, que también puede reescribirse co-
d Nt
mo dz<f ) = % (L—N)N = k(L— N)N, llegando al modelo (11.11). Lo esencial

es que el factor lineal (r — aN(t)) permite cumplir con las tres condiciones estable-
cidas para impedir el crecimiento exponencial no acotado. Ademas r —aN (t), con r
y a constantes positivas es la funcién mas sencilla que cumple las condiciones I), IT)
y IIT) por lo que en general se propone al lector determinar otras expresiones fun-
cionales para definir un modelo més general al logistico, i.e. una E.D.O. de primer

orden con la forma:

d N(t)
dt

= f(N(t))N(t), con f(N(t)) verificando I), IT) y III). (11.13)

En las que resultard muy util el cdlculo y la informacién sobre N (t) asequibles desde
la siguiente E.D.O. de segundo orden (11.14).

& N(t)

d N (t)
dt2 ’

11.14
T (11.14)

= ['(N@®) N(t) + F(N())

1. Informacién que se obtiene a partir del Célculo Diferencial.

a) Soluciones de equilibrio: N(t) = 0, N(t) = L. Por lo tanto, se divide el
cuadrante (N(t) > 0, ¢ > 0) en las subregiones abiertas 0 < N(t) < Ly

N(t) > L, para la busqueda de curvas planas continuas que resuelvan la

E.D.O.

b) Analisis del crecimiento y decrecimiento. Suponemos N(t) > 0y k > 0,
luego desde (11.11) se deduce que el signo del término (L — N(t)) es el que
determina cuando N (t) crece y cuando decrece. Es decir, si 0 < N(t) < L,
N(t) crece, mientras que si N(t) > L, resulta N(t) decreciente.

c¢) Analisis de la concavidad de las soluciones a partir del signo del término

de la derecha en la E.D.O. de segundo orden (11.15).

> N(t)  dN(t) d(L— N(t))
T =k T (L—N(t))+kN(t)—dt
*N(t) ) d N(t)
— - = EN@)(L - N@®)* - kN —

419



Capitulo 11. Antiderivacién y E.D.O. simples

d* N(t)
dt?
El estudio de signo de los factores lineales (L — N(t)), (L —2N(t)) y de

= E2N)(L — Nt)(L — 2N(1)) (11.15)

su multiplicacién, determinan que las soluciones N (t) son concavas hacia
arriba si 0 < N(t) < £, céncavas hacia abajo cuando £ < N(t) < Ly si
N(t) > L.

d) Conclusiones a partir de la informacién obtenida del Célculo Diferencial.
En muchas situaciones es suficiente tener la informacion cualitativa acerca
de la solucién y = N)(t) de la ecuacién (11.13), informacién completa-
mente alcanzable desde la grafica de f(N(t)) vs. N(t), e.g. Figura 11.6, y
sin resolver precisamente la ecuacién diferencial, técnica de la que dispon-
dremos utilizando, en casos sencillos utilizando el método de separacion de
variables y la antiderivacién. Es oportuno destacar que estamos introduc-
ciondo al estudiante en el maravilloso y amplio universo teérico y practico
de la ecuaciones y sistemas de ecuaciones diferenciales ordinariasFinal-
mente, utilizando un teorema fundamental sobre existencia y unicidad de
soluciones de ecuaciones diferenciales, que garantiza que dos soluciones
no pasen por el mismo punto.?. Campo inevitable ha ser estudiado por
cualquier ingresante interesado en desarrollar y aportar avances al mundo

tecnolégico.
2. Informacién que se obtiene a partir del Calculo Integral.

a) Antiderivando en cada variable (11.11), se tiene que la antiderivacion res-
pecto de la variable dependiente, mediante el Método de las Fracciones

Simples.

9]
2Teorema de Existencia y Unicidad: Sean las funciones f(y) y —f continuas en algin rectangulo

Ay
a<t<fB,vy<y<d que contienen el punto (g, o). Entonces, en algin intervalo to —h <t <tg+h

contenido en « <t < 3, existe una unica solucién y = N(t) del problema de valor inicial

y/ = f(t7y)’ y(tO) = Yo-
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I 2 N\
Figura 11.6: f(y) vs y, ‘fl—i’z =ry(l—L).

1 A n B
N(L-N) N L—N’
Multiplicando por N, simplificando y reemplazando por N = 0, se obtiene

el valor de la constante A,

1 BN 1

-~ I owm

ahora se multiplica por L — N, se simplifica y calculando en N = L se
obtiene B,
(L— N) A(L— N)

1
_ B, N—=L— B—-~
NI —N) N 7 - I

Por lo tanto, se ha obtenido que:

1 1 /1 N 1
N(L-N) L\N L-N
Identidad que permite, efectuar la antiderivacion de la variable dependien-

te, de la siguiente manera:

[vi=m =1 U5+ [i55)

AN 1 1N -
Y LN =W[L=N|) = =1 c.
/N@—N) g BINI =L =N} = 7 I +
Lo que conduce a f N(i]\_[N) _ ln\JZ(tﬂ o ln\L—LN(t)| + é’ mientras que la

antiderivacién respecto de la variable independiente [ dt = ¢ + C, por lo
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tanto resulta la siguiente ecuacion:

[N
] =Lkt + C 11.16
TN (kt + C) ( )
| |N| | _ JLkt+C)
L—N
N ~ ~
’L| |N| = ekt +0) (11.17)
AN §i 0<N<L
L—N
Nl
IL—-N|
7 si N>L

Por lo tanto, las soluciones en sus expresiones implicitas son las siguientes:

A=kt i 0<N<L
[N :e(Et+é)_
L — N| o
%:e(“*@ si N>1L

Afortunadamente, es posible hallar las formas explicitas de las soluciones:

L

N(t) = ——
<) 1+e—(kt+0)

si 0O<N<L

(11.18)

L
Nit) = ————— s N>1L
1—e(kt+0)

Es preciso tener presente que k es una constante inherente a la especie
bajo seguimiento. Por lo tanto, las soluciones en (11.18) son familias de

funciones de t, en las que la seleccién de la constante C' determinara la

evolucion de un caso particular.

b) Una solucién para un problema de valor inicial.

Estamos, en condiciones de resolver el Problema de Valor Inicial (11.12)

analogo al Ejercicio Propuesto en el inciso [(iii)] del TP N =1V de la pég.
. d
92, i.e. d—i =r(l- %) y, v >0, y(0) = yo.
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(

\

Para ello, reemplazamos N(ty) = Ny en las soluciones obtenidas en
(11.18)
_ _ L -C _ kt (L_ NO) :
N(to)—ND—m(—)e —€0T0 S1 O<N[)<L
N — L 6kt No— L)
N(t[))*NO*mHQ —eoTO si No> L

Finalmente, reemplazando los respectivos valores para e~¢ obtenidos pre-

viamente en las soluciones (11.18), se tiene:

.
L
N(t) = - si 0<Ny<L
1+ (L]—V_O)e—k (t - to)
0
(11.19)
L :
N(t) = - (N?V_L)e*i“ = si Ng> 1L
\ 0

Hemos determinado, la funcién N(t) que resuelve el problema de valor ini-
cial (11.12). Es importante destacar que en (11.19) sélo se determinan las
respectivas soluciones segiin el niimero inicial de individuos de la poblacién
se ubique en la banda abierta 0 < Ny < L o en su defecto en la region
abierta del plano Ny > L, y siempre se ha considerado la variable inde-
pendiente temporal positiva o nula. Eventualmente, si el valor inicial dado
fuese Ny = 0 el sistema no sale del equilibrio y la solucién es N,(t) = 0.
Anélogamente, si Ny = L el sistema no sale del equilibrio y la solucién es

la recta horizontal N, (t) = L.

Conclusiones a partir de la informacién obtenida del Calculo Integral.
Las soluciones de (11.11) y del problema de valor inicial (11.12) han que-
dado perfectamente determinadas por (11.18) y (11.19) mediante el uso de
la integracién indefinida.

Resta confirmar el caracter de estabilidad o inestabilidad asintética de las
dos soluciones de equilibrio, N.(t) =0y N.(t) = L. Para ello, se calculan
los siguientes limites en las expresiones superior e inferior de (11.19):

L
lim A =L st 0<Ny<L
t— 400 1+—( N O)e*k (t —to)
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, L
t—l>H-Poo 1 (N?V*L)e—i% (t—to) L
0

, si Ng > L.

La lectura, de los resultados obtenidos para estos limites indican clara-
mente que N (t) = L es la asintota estable para este caso, mientras que
N.(t) = 0 es inestable. Es decir, para el caso (11.11), pertenezca N; a
0 < Ny < Loa Nyg> L, el nimero de integrantes de la poblacion tien-
de, transcurrido un tiempo suficientemente grande, a acercarse al valor del
equilibrio N(t) = L. Por el contrario, si 0 < Ny < L las soluciones se
alejan cualquiera sea el tiempo de N, (¢) = 0, por lo que no resulta ser un
equilibrio estable. Ver ilustracion de las soluciones en la Figura 11.7 de la
pag. 424 que son analogas con el caso que aqui hemos analizado, Figura
11.6, pag. 421.

Es conveniente una vez mas, aclarle al lector neéfito, que en las E.D.O.
resueltas en este compendio hemos de una manera sutil evitado la incorpo-
racién, entre otros, de Teoremas de Existencia y Unicidad para problemas
de valor inicial de ecuaciones diferenciales ordinarias, ya que estos postula-
dos requieren del conocimiento del Calculo Diferencial en Varias Variables

Reales.

Y

d
Figura 11.7: y vs t del modelo logistico ey _ ry(l— e

0, K >0.
7 ), >0, >

424



11.1. Crecimiento y/o decrecimiento en poblacionales

iii) Un umbral critico

% _ (1_ %) y (11.20)

iv) Crecimiento logistico con umbral critico. Refer. al Ejemplo 11.1.7 en la pag. 425

Ejemplo 11.1.7 Resolver la siguiente E.D.O. del crecimiento tipo logistico con umbral

critico, [Murio, D. et al. (1999)], pags. 67 y 68.

dy Yy Y
ay _ 1——)(1——), , T < K. 11.21
di r( T AN (11.21)

La resolucién de este modelo se dard utilizando en primer lugar mediante la antideriva-
cion utilizando el método de la fracciones simples, con el que se llegard a la familias de
soluciones expresadas y representadas como t = g(y) + ¢, ver (11.24), (11.25), (11.26) y
(11.27). Frente a la imposibilidad, en general, de obtener las soluciones como y = g(t)+c
brindamos en detalle el analisis diferencial, con el que es posible arribar a las graficas apro-
ximadas de las soluciones. Bosquejos que deben coincidir en las caracteristicas esenciales

con aquellas ilustraciones obtenidas utilizando las expresiones funcionales (11.24) -(11.27).

= (-5 (-5

Separando variables, utilizando el método de las fracciones simples, el plano (y(t), t)
queda dividido, en virtud de las tres soluciones de equilibrio y!(t) = 0, y2(t) = T e
y2(t) = K en las subregiones abiertas no acotadas (y(t) < 0,¢), (0 < y(t) < T,t) e
(y(t) > K, t).

/_T(l_gcgy(l_i N TK/T y) (K —y)y
= T /dt
/(T—y)cé?;f—y)y:_TTK/dt

dy r
/(T—y) y—K)y TK/dt (11.22)
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Si 0 # T # K, el integrando se puede escribir como:
1 A B C

=~ + +
T-yy-Ky y T-y y—-K

En efecto, la identidad anterior es

o 1 _ AT —y)ly— K) + Byly — K) + Cy(T — y)

(T —y)(y— K)y (T —y)(y— K)y

como son iguales los divisores deben ser iguales los numeradores

& 1=AT-y)ly-K)+Byly—K)+Cy(T-y), Yy € R

Pero si le damos a y los valores 0, T' y K sucesivamente obtenemos:

—1
n 1 = Ax (T -K B A= —
X(TYx(=K) 4+ Bx0+ (Cx0 < T
—1
. 1:A><O+B><(T)><(T—K)+C’><O<:>B:T(K_T)
—1
. 1:A><O+B><0+C><(K)><(T—K)<:>C:K<K_T)
luego
1 1 1 1

(T-yy-Ky KTy T(K-T)(T-y) KK-T)(y-K)

la antiderivacion resulta, siempre considerando que 0 < T < K,ie. K =T > 0

/ dy :_L @_ 1 / dy B 1 / dy
yT-9y-K) KI)y TEK-1))]T-y EKE-T))y-K

In|T —y| - Inly — K|

/ il = ——— Inly| + S T
y(T —y)(y — K) KT T(K-T) K(K —T)

Reemplazando en la identidad triangular (11.22), el proceso de antiderivacién a varia-

bles separables conduce a,

1 r
——— Infy| + TK

In|T —y| —
T n|T —y|

Injy — K| = (t+¢)

1
T(K —T) K(K =T)

multiplicando por KT ambos miembros, se obtiene:
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K T
—1 = m|T-y - ——— Injy— K| =rt+¢
nly| + K-T) n|T —y| K =T nly— K| =rt+c

sacando comun denominador (K — T'), resulta
—(K-T)lnlyl + KIn|T—y| —Thly—K| = (K-T)rt+¢

T —y|¥

1
gy = K7 [y D)

= (K-T)rt+c¢

finalmente, se estd en condiciones de despejar la variable independiente, ya que salvo casos
en que las constantes del modelo l6gistico con umbral critico sean muy particulares, en

general obtener y(t) como funcién de ¢ no es posible.

/ ! 1 T —y” + (11.23)
= n C. .
r(K—=T) ly — K| |y| =)

El cdlculo de los siguientes limites permite establecer que yl(t) = 0y y2(t) = K
son ambas soluciones de equilibrio asintoticamente estables del modelo. Por el contrario,

y2(t) = T es un equilibrio inestable. 3

Im ¢t = +oc0
y—0~

Iim ¢t = +00

y—0+
lim ¢t = —o0
y—T+
lim t = —©
y—T—

Im ¢ = 400
y— K+t

Im ¢ = 400
y— K~

A continuacién, explicitamos las expresiones de las soluciones (11.23) en cada una de

las subregiones de y,ie. y < 0, 0< y < T, T <y < K,e y > K, ver Figura 11.8.

3EI Profesor Diego Murio, afirmé [Murio, D. et al. (1999)], que el modelo aparentemente describié cier-
ta poblacién de palomas mensajeras -the passenger pigeon- y recomienda ver el trabajo de Oliver L. Austin

Jr., Birds of the World, New York, Golden Press, 1983, pp. 143-145.
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1. y <0
_ ! , (T —y)* .
CTE-T) {1 [<K—y>T<—y><K—T>” e (11:24)
2. 0<y<T
_ ! o Ty .
= r(K—-1T) {1 (K — y)T y(E=D) | } + . (11.25)
3. T<y< K
. 1 N (y—T)K 7] .
= r(K—-1T) {1 (K — )T y(K=1) | } + ¢s. (11.26)
4. y > K
B 1 N [ (y—T)K )
h= r(K—T) {1 | (y — K)T y(E-1) | } + G (11.27)

[
I
[
[
[
[
I
b=
[
l
I
I
I
!

d 1
Figura 11.8: Soluciones de d—?; = gy(l —y)(y—3),en (t,y).
Nota 11.1.8 En los modelos 1), ii), iii) y iv), de las respectivas paginas 414, 418, 425
y 425, hemos estado jugando con la antiderivacion utilizando el método de las fracciones
simples, generalmente con denominadores que poseen raices reales de multiplicidad simple,
e.g. Ejemplo 11.1.7. El Ejemplo 11.1.7, ha puesto en evidencia que no siempre es posible

despejar y(t) mediante una expresion funcional explicita de . Es precisamente, en estos
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casos en los que el uso de las herramientas del calculo diferencial es necesario, e.g. ver
informacién del caso f(y) = 3y(1 —y)(y — 3) en la Figura 11.9. Es decir, desde el
estudio diferencial de la expresion de la funcion f(y) del modelo 11.1.7 se llega a tener

una apariencia cualitativa de las soluciones del sistema, ver Figura 11.10.

Mbdel o Logistico con Unbral, f (y)=0.333y(1-y) (3-y)

T+K) -V T2+K2-TK

3

y1=

Figura 11.9: f(y) = y(1 —y)(y —3) versus y.

Atentos a la observacién anterior, determinamos la expresion de Z—tg, para ello deriva-

mos en (11.21) o en su expresién equivalente

dy r
a ﬁ(T—y)(y—K)y (11.28)
d*y r dy dy dy
27 - |2 (y—-K T —y)—= T — - K)—
i TR | a VT Ty + (M=l — K7,
d
sacando el factor comun d_;fy’
d*y r dy

5 = g o FW =Ky + (T=y)y + (T —y)(y - K)]

reemplazando (11.28),

Cfﬁg = (TTK)Q (T=y)y—Ky [y - Ky + (T —y)y + (T —y)y - K)]
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para determinar los posibles puntos de inflexién de las soluciones, determinamos las raices
d*y .. - C
de — = 0, lo que implica resolver la siguiente ecuacion
Y

dt?

—~(W-Ky+ T -y)y+ T-y)y—-K)=0

d
ya que los ceros de d_ff/ estan bien establecidos, procedemos a

d?y rody |, 2 TK
N Wt ST LK liutall
2 St ar |V T 3y T HE) 4 0

2

. . , Yy . .
es decir, a determinar las raices restantes de 2 lo que implica calcular los ceros de la

siguiente cuadratica:

2 TK

el lector confirmara que las raices, son:

 TH+K T+K\* TK 0oy THE
= 3 3 3 9 Yy 3
_T+K  J(T+EK * TK L THE
273 3 30 V=T33
No hay duda de que son dos raices reales puesto que (7" — %)2 + 352 >0,

[\
w
=

M

(T+K)FVI* + K2 -TK _ (T+K)¢\/(T—§) + 25
3 -

Y12 =

w

(T+K)FVT?+ K2 -TK
3

Y12 = (11.29)

2

Un estudio del signo de d—t‘g permitird confirmar que y; e ys son puntos de inflexién

de las curvas soluciones del modelo.

Verificaremos primero que y; < 7.

(T+K) - VI?+K2-TK _

T
3

K - VT?2+K2_-TK < 2T
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VT2 + K2 -TK < 2T — K

VT2+ K2—-TK >—-2T + K

puesto que T2+ K2 —TK > 0

T°+K*-TK > (—2T + K)

que lleva a

T < K

que es verdadera por definicién del modelo (11.21).
Analogamente, el lector puede verificar que T' < s < K.

d?y

T factorizada lineal-

Esta informacion, nos permite escribir la siguiente expresion de

mente.

d2y:3rdy[ <(T+K)—\/T2+K2—TK> [y((T—I—K)—\/T?—i-l@—TK) (11.30)
dt? TK dt 3 3
En este proceso auténomo con f(y) = 4y = 7%(T —y)(y — K)y, continuamos con la

investigacion cualitativa para obtener con cierta aproximacion las soluciones del modelo
(11.21) desde la informacién del célculo diferencial, para ello efectuamos el estudo de
signos de f(y) y de %;y). Afortunadamente, sus respectivas expresiones son productos
de factores lineales, entonces serd un trabajo sencilla determinar los cambios de signos en
las mismas. Los cambios de signo en (11.28), i.e. de 7% (T — y)(y — K)y se producen, si

existen, a derecha e izquierda de los equilibrios del caso, a saber:

» f(y) = yrespecto de y, es positiva en los intervalos abiertos (—oo, 0) y en (7, K).
Mientras que f(y) es negativa en (0, T) y en (K, +00).

y

de?’

que permuta los signos obtenidos de f(y) y particionados por los ceros de la cuadratica

Los cambios de signo en (11.30), exigen la incorporaciéon del signo negativo de —3,
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2 _ % y(T+K) + % = 0. Sin problema alguno el estudiante comprobaré que el estudio

de signo de (11.30), corresponde al siguiente esquema:

dy . . . .
T es negativa en los intervalos abiertos en y:
(=00, 0), (CHONTHRETR 'y o ((LEVTHRETR gy

2
. ) .. . . .
Siendo —— positiva en el complemento real de los intervalos previamente mencio-

dt?
nados:

(0, CHOVTHRTTR ) o (LK TRTR) o on (K o).

Entonces los ceros (11.29) son puntos de inflexién de las soluciones del modelo. El primero
y1, es el minimo de f(y), y el segundo ys, es el maximo de f(y), ver Figura 11.9. Una

vez mas, advertimos que los cambios de signo de f(y) y a9y estan realizados sobre la el

dt?
eje de la variable dependiente y.
Sol uci ones de dy - T K Ciy, Cp, C3, C
E—EY(*Y)(Y*% 1, C2, C3z, Ca.
t
(T+K)+\jT2+K2—TK

3

dy r
Fi 11.10: Soluci t de —= = —y(T — — K).
igura 0: Soluciones t vs y, de 7 T y( y)(y )

La recopilacién de los aportes del estudio diferencial, conducen a familias de soluciones,

con apariencia semejante a las ilustradas en la Figura 11.10.
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El lector concluiré que en realidad sus bosquejos de las soluciones del modelo, prove-
nientes del estudio diferencial, son coincidentes en las formas y caracteristicas esenciales,
con aquellos visualizados después de dar vuelta la hoja de la Figura 11.10 y mirar sus

graficas al trasluz.

Observacion 11.1.9 FEl lector ya ha deducido que en estos modelos las constantes prove-
nientes de los respectivos procesos de antiderivacion, son las que en general deben deter-
minarse para cada caso especifico. Ademads, cuando existen curvas planas diferenciables
y representables mediante una funcion estrictamente creciente o decreciente en las dis-
tintas subregiones abiertas del espacio (y(t), t) o (t, y(t)) separables, si existieran varias

soluciones de equilibrio de la E.D.O. y/o de su Modelo Reciproco.

11.1.1. Familias de funciones y cuasi-asociables E.D.O.

En concordancia con la Observacién 11.1.9 a continuacion, volvemos sobre familias

de funciones por Uds. muy conocidas 4, y después de reconocer sus graficas develaremos
todos sus misterios, ver las Figuras 11.11 y 11.12. Sus respectivas asociaciones a ecuaciones
diferenciales autonomas muy simples, evidenciara casos de caracteristicas sustancialmente
distintas, con aquellas que poseen las soluciones de los modelos de tipo logistico (11.4),
(11.21) y (11.48). Tres de las familias de funciones, ver Figura 11.11, son continuas en
y = 0, por el contrario t = _71 + cyt = Inly| + ¢, no estdn definidas en y = 0, ver
Figura 11.11.
Calculamos sus respectivas derivadas primeras y observamos que en los cinco casos no
existe finita j—; en ningun caso en y = 0, ver Figuras 11.13, 11.15, 11.14, 11.16 y 11.17.
Obviamente, los dos ultimos casos, imposible la existencia de la derivada, si no esta ni
siquiera definida la funciéon en y = 0.

En la familia de la Figura 11.13, { = /y + ¢, existe derivada infinita sin cambio de signo.

En términos geométricos existe recta tangente vertical inica en y = 0.

4T.P. N = I1IIi: Concepto de Derivada de y = f(x), pag. 73, Ejercicio N = 6 de la pag. 74, ver Figura
2.17. Inciso b) de la pdg. 75. T.P. N = IV: [%I] Primera aplicacién: Monotonia, extremos absolutos y

relativos, concavidad y puntos de inflexion, pag. 84 observar y escudrinar la Figura 2.24 de la pag. 84.
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=y +c =y +c

t:7§ +cC t=Inly| + ¢
t

Figwa 11.11: t = {fy + ¢, t = /> + e, t =yl + ¢, t = —, + ¢, t =y +c

Caracteristica especifica de esta familia y su crecimiento constante que permite despejar
(t — ¢)® = y diferenciable en los reales. Como el proceso de antiderivacién requiere la
evaluacion de una integral impropia de primer especie con integrando infinito positivo,
que es convergente cuando ¥y se aproxima a cero tanto por derecha como por izquierda,

no tardaremos en verificar, las graficas no son las tinicas soluciones diferenciales para la

ED.O. 4 = 4t _

1
dy _3W

Ver analisis pp. 441-443, i.e. Ejemplo 11.1.12 y Ejemplo
11.1.13.

En la familia de la Figura 11.14 no existe recta tangente vertical tnica en y = 0.
Aqui también el proceso de antiderivacién requiere la evaluacién de una integral im-
propia de primer especie con integrando infinito positivo, que es convergente cuando ¥y se

aproxima a cero tanto por derecha como por izquierda, no tardaremos en verificar, que

las gréficas de la familia ¢ = {/y? + ¢ no son las funciones diferenciales que resuelven
V2 +e 2 . ) )
la ED.O. 4t — ‘Q/vto _ ver Ejemplo 11.1.10, en la pag. 437. Ademds, la

dy dy 3y’

diferencia con el caso anterior, es que existen infinitas soluciones cuando la determinacion

de ¢ se hace para cualquier punto (to, y(to)) = 0.
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d_da=lyl+o Iyl

d dy y

Cyts
_d=-yteg a_da=inyi+o_ 1
=tee

. d(¥y+ d(3/y2+c d d(Z +o)
Figura 11.12; 4t — dW0+9 de _ dWv'Ho)  de _ dlyl+o de _ 25 19 de
dy dy dy dy dy dy dy dy dy
d(Inly|+c)
dy :

Por el contrario, cada vez que ¢ sea calculada utilizando (g, y(to) # 0 la solucién dife-

renciable buscada sera unica. Ver Ejemplo 11.1.11, pag. 440.

. . . . d
Las funciones t = |y|4+c no son las soluciones diferenciales para la E.D.O. j—; = —(lgg; 9 —

B—‘. Es inmediata, que las soluciones estaran dadas para y > 0 por t = y + ¢;. Mientras
que en la subregion abierta y < 0 las soluciones son t = —y + c.
La familia de funciones en la Figura 11.16 son las soluciones de la E.D.O. 3—; = yiz En

este proceso de antiderivacién la integral impropia es divergente y el equilibrio y(¢) = 0
es una asintota, que es de inestabilidad para el sistema.

La familia de funciones en la Figura 11.17 son las soluciones de la E.D.O. j—; = i En
este proceso de antiderivacién la integral impropia es divergente y el equilibrio y(t) = 0

es una asintota, que es de estabilidad para el sistema.
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Direcciones de (yJy + ¢€) t

33y2'

|
5

1
3¢y

Figura 11.14: La familia ¢ = {/y? + ¢, no son las soluciones de 5_; =

Estos dos ultimos modelo diferenciales en y = 0, mantienen las propiedades de los mo-
delos de tipo logistico resueltos por el método de las fracciones simples, para raices reales
distintas (11.51), ¢ < }L y con la posible existencia de alguna raiz real con multiplicidad
doble, e.g. ¢ = %, en el modelo (11.48). Los equilibrios en estos casos son salvadas lige-
ras diferencias semejantes a los que acontecen en las soluciones de los modelos (11.4) y

(11.21).
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- d_dayi+o _ In
Direcciones de (|y| + €) FYr v

ST t
10,

SANNNNNNG LSS0 05

0 NONNNNNN L -05

Figura 11.15: Las funciones t = |y| + ¢, no resuelven j—; — b

<

Figura 11.16: Familia de funciones t = ’71 + ¢ son las soluciones g—; = y%

11.1.2. Resolucién de diferentes problemas de valores iniciales

Ejemplo 11.1.10 ;s Son dnicas las soluciones del siguiente problema de wvalor inicial

(11.31) ?

d
d—?; =43 1>0, y(0) = 0. (11.31)

1. Informacién desde el Célculo Diferencial

a) ye(t) = 0, solucién de equilibrio.

b) y >0, 2y > 0, las soluciones en dicha region son estrictamente crecientes.

dt
dy : : iy . :
c) y <0, It < 0, las soluciones en dicha region son estrictamente decrecientes.
Py 1 5 ,dy 1 1
ay Loapsa®y  Loas-1 13 Lo —1/3
d) T3 = 3V 7; = 3Y yt =gy , entonces
dy _ 1
dt? 3¢y

1) y > 0, las soluciones en dicha regién son céncava hacia arriba.

2) y > 0, las soluciones en dicha regién son céncava hacia abajo.
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i i c) dt=Inlyl+0)
t=lnyl + ¢ Direcciones de (Inly|+ ¢) a_ ;\yy\ -

......

......

o
a

Figura 11.17: La familia ¢ = In|y| + ¢ son las soluciones j—; =

< =

2. Informacién desde el Calculo Integral

a) Separando variables en (11.31) y trabajando segun corresponda para el semi-

plano abierto superior o el semipano abierto inferior, se tiene:

d 3 1/3+1
1) y >0, 33 _ 2 5 + ¢, / dt =t + co, por lo tanto,
)
3y 1/3H
B +c1 = t 4+ ¢ y se concluye que %yz/ 3 = t + ¢, que se reescribe

como la siguiente familia de antiderivadas de la region considerada:

L) R

>0, > 0.
3 3 Y

2) y < 0, repitiendo los pasos anteriores hasta que se llega a %yQ/ S =t +e

13
de manera equivalente a 3> = [3(t2+6)] , para la region inferior del plano,
3
. . 2 (t+c) 2 (t+c)
i.e. y < 0, debemos tener en cuenta que |y| = [T} ,con == >0
3
ey = — |:2(t3+c)i| ‘

b) Considerando las siguientes integrales impropias, para llegar al valor de y =0

por exceso o por defecto:

v o d t
l)yZO,/l—Z//g:/dt,conto<t.
O

to
[V dy
T A
2(t — to)
i 2/3  2/3 —
Ip W7 =) = =
a3 _ 2t —to)

4 3

438



11.1. Crecimiento y/o decrecimiento en poblacionales

, < dy .3 3
lim — = lim 5(62/3 — (—\y|)2/3) = —5(—]y|)2/3 = tg—t

2/3 __ 2
(Il = <t = o)

es decir

Con la informacion que hemos obtenido desde el calculo diferencial e integral, se esta en

condiciones de concluir que el p.v.i (11.31) no tiene solucion tinica. Las soluciones son las

siguientes:
1. ¢o(t) = 0. La solucién de equilibrio de % = y'/3.
2. poi(t) = /[2)]°si t >0
3. palt) = —\/[2(1)]°,si >0
A 0, si 0<t <t
| oa = VEE - W] s>
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0, si 0< 1t <t
2.

Xa2(t) [2(t — to)}g, siot >t

Ejemplo 11.1.11 ; FEuxiste unicidad de la solucion para el problema de valor inicial
(11.32)?

dy 1/3

Z; =V yllo) #0, 120, o >0. (11.32)

En el Ejemplo 11.1.10 hemos confirmado que no hay unicidad de soluciones para el
valor inicial y(to =0) = 0.°

1.

y' = <w + y(to)2/3)3

N

Efectuando la interseccién con el eje temporal, se obtiene:

_ 2(t—to) 2/3
y = \/( + y(to) ) 3
ot = —§y(t0)2/3+t0.

y=20

Entonces la soluciéon diferenciable del p.v.i (11.32) si y(ty) > 0 resulta ser

3
y = \/(2“ D 4 y(to)?) 2t = 3yt +to, to >0

y = 0,

t<tm:— y( )2/3+t0, to >0
(11.33)

®Recomendamos la lectura de las paginas 10 a 17, Chapter II, Some Simple Differential Equations
del libro “Ordinary diferential Equations”

USA 1973.

. Autor: I. G. Petrovski. Dover Publications, Inc., New York
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2.
d
d—‘z — g3 yty) <0, t>0, ty >0
En el semiplano inferior yace y(ty) < 0, por lo tanto la condicién incial en esta
region la notaremos como y(ty) = —|y(ty)| < 0, efectuando la antiderivacién en
Yy < 07 € y(tO) = _‘y(tﬂ)’ < 07
y<0 d t
~ly(to)| Y to
2 (t —to)
v = (lylto) ) = =
2 (t — o)
v = () = ==

y luego de efectuar computos andlogos a los del inciso anterior se concluye que la

solucion es la siguiente:

3
y = —J (52 + @) 6>t = 3y o, 1o >0

y =0, t < tn = —3lyto)* +to, to >0
(11.34)

Se ha llegado a la conclusion de que el p.v.i. (11.32) tiene solucién diferenciable tnica, a
saber si el valor inicial es positivo (11.33) mientras que la solucién es (11.34) si y(ty) es

negativo.

Ejemplo 11.1.12 ; Son tunicas las soluciones del siguiente problema de wvalor inicial
(11.35)?
dy

i v te R, y(0) = 0. (11.35)

Trataremos los p.v.i. (11.35) y (11.36) en el presente apartado. Trabajamos utilizando
las integrales impropias para dividir el estudio en las dos regiones separadas por la soluciéon
de equilibrio y.(t) = 0y posteriormente evidenciaremos que cualquiera sea el valor inicial
y(to) positivo, negativo o nulo, existen infinitas soluciones diferenciables para los p.v.i.
Simplicaremos, los calculos para llegar en una forma més inmediata a las expresiones que

justificaran lo que acabamos de afirmar.
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t—t
y1/3 _ ( 0) + y(t0)1/3

o= [0 ]

Efectuando la interseccién con el eje temporal, se obtiene:

3
y = [@ + 3 y(to)]

y =20

tm = -3 \3/ y(to) + to.

En el p.v.i. (11.35), i.e. y(to) = y(0) = 0, las infinitas soluciones son de la siguiente

forma:

r 3
y = —(t_gt*)] 5 t < t*

Ejemplo 11.1.13 ; FEuxiste unicidad de las soluciones para el problema de valor inicial
(11.36) ¢

d
d—i’ = 2B y(t)) £0, teR (11.36)

En el p.vi. (11.36), si y(tp) > 0 e y(t.) < 0, entonces las infinitas soluciones son de

la forma:
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o = | v IS @ = s )
y =0, t < tnh = —+/y(to) +to

<
I
—
—~
~+
|
o
—

3
+ ?J(to)l/g} , t >ty = =3/y(te) to
() =4 y =0, th, =t — Vylts) <t <tn, = —/ylto) +to
3
y = [(t‘;*) + y(t*)l/?’} ,t<th, =t — Jy(ts)

PRIC I S E> th, =t — (L)
. = 3
= [ oy )] b <t = 1 - )

Nota 11.1.14 El lector no tardard de darse cuenta que estamos esencialmente ante la
busqueda de las soluciones de E.D.QO. solo que naturalmente, en los dos ultimos ejemplos,
i.e. Ejemplo 11.1.12 y Ejemplo 11.1.13, resultan expresables, en base a combinaciones de
las formas t = ¢ ¥y + Ca. Mientras que en el Ejemplo 11.1.10 y en el Ejemplo 11.1.11

las soluciones son expresables desde relaciones del tipo t = ¢ /y? + Co.

En ambos casos la dificultad radica en que el eje t, i.e. y = 0, divide el plano en dos
regiones, en las que se puede utilizar la antiderivacién en zonas donde el integrando es
Yy dy

continuo. O en su defecto, se exigira la evaluacion de las integrales impropias v
yo=0 \/g
vy

e ——, para lim , las cuales en ambos casos son convergentes. La diferencia
Yo=0 W yo—0*

existente y visible por los resultados obtenidos, proviene del hecho que el integrando
respecto a la variable dependiente, en un caso es oo con permanencia del signo, mientras
que en el otro, cambia de signo +oo, ello es lo que ha generado respuestas distintivas
para los respectivos problemas de condiciones iniciales, ver Figura 11.18. En términos
geométricos, se estd frente a la existencia de recta tangente vertical tnica, y = 0, si la
relaciones entre las variables son del tipo ¢ = ¢ {/y + €, en contraposiciéon con la no
existencia de recta tangente para las formas t = ¢ \3/3? + Co.

Mientras que en la siguiente E.D.O. (11.37) las respectivas integrales impropias para

limj[7 resultan divergentes e y = 0, sera la asintota de equilibrio para el modelo.
y0—>0

443



Capitulo 11. Antiderivacién y E.D.O. simples

I
-05 0.

—10}F

Figura 11.18: t = 3y + ¢, t = /y? + ¢, t = _i + e

Ejemplo 11.1.15 ; FEuwziste unicidad de las soluciones para el problema de valor inicial

(11.37) ¢
d
d—i{ =% ylt)) =0, teR, (11.37)
Y d 3
l{m —f:/ dt, y >0,
e—0t € Yy to

La integral impropia de la izquierda es divergente, de la misma manera que lo es la

siguiente integral impropia

€ d to
lim [ 2L — / dt, y <0
e—0— Yy y t

Razén por la cuél la tnica solucién para el p.v.i. (11.1.15), es la solucién y.(t) = 0.

Ejemplo 11.1.16 ; FEuxiste unicidad de las soluciones para el problema de valor inicial

(11.39) ¢

d
d—? =y, ylty) £0, t R (11.38)

Supongamos que y(tp) > 0 entonces trabajando en la regién y > 0, resulta la si-

guiente integral propia o definida

y >0 d t
[0 o
y(to)>0 Y to
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t=Inlyl + ¢

t=ly| + Cc

Figura 11.19: ¢t = |y| + ¢, t = In|y| + c.

e t—t

- = - o,
Yy y(to)

! ! t+t

oL o
y o y(to)

Por lo tanto, despejando ¥y en funcién de ¢, se obtiene la unica soluciéon del p.v.i.

(11.1.16), es decir:

1

=ttt T (wlto)™"

y:

d
Por otra parte, la solucién de equilibrio y.(¢) = 0 de d_i = y, es asintota vertical de

la solucién del p.v.i. (11.39) cuando t — [to + (y(to)) ']~

Ejemplo 11.1.17 ; Eziste unicidad de las soluciones del problema de valor inicial (11.39) 2
d
SV YV ylte) £0, teR, ty >0 (11.39)

La primera observacion del caso (11.1.17), es que no esta definida % en y = 0. En segunda

instancia la aparicion del |y|, exige la reescritura de (11.39) como:

dy .
d — =1 siy>0
d_y:i: gt , ylte) #0, teR, t, € R (11.40)
t |yl E:—l siy<O0
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Simplemente, y sin dificultad, acordaremos que las soluciones del p.v.i. (11.39) son tnicas
una vez fijado el valor inicial en uno de los dos semiplanos. Por otra parte, la no existencia

de recta tangente en y = 0, delimitara un intervalo temporal para las soluciones, a saber:

y y=t+ylto) =ty  siy>0, ylto) >0, parat>to—y(t)
Solucién —

y=—t+y(ty) +to siy<0, y(ts) < 0, parat > tg+ y(to)
(11.41)

La tercera observacion, es que el modelo (11.39) no tiene solucién de equilibrio.

Observaciéon 11.1.18 Se recomienda estudiar en general, simultineamente la E.D.O.
reciproca, puesto que mormalmente su correspondiente andlisis puede aportar una mayor
precision para la interpretacion definitiva de las soluciones obtenidas desde las técnicas

del cdlculo diferencial e integral.

Ejemplo 11.1.19 El modelo reciproco de (11.42) es la E.D.O. (11.43).

dy _y
— == 11.42
dt t ( )
d t
vz (11.43)
dt Y

Mientras que en (11.42), debe ser ¢ # 0, en (11.43), resulta que y # 0. En otras palabras,

la busqueda de las soluciones diferenciables se realizard en principio, en cada uno de los
cuatro cuadrantes, i.e. en estos cuatro conjuntos abiertos no acotados del plano, y vs t.
Proponemos al lector efectuar la separacién de variables y resolver este ejercicio, pues ya

tiene suficientes herramientas para solucionar el caso.

11.1.3. Carp Population

Aqui consideramos oportuno retomar y resumir el ejemplo “Carp Population”® del li-

bro [Tabachnikov, S. (1999)] de American Mathematical Society” analizado y atravesando

6Propuesta para el alumno interesado: “Carp ”; A qué pez corresponde en nuestro pais y cémo lo

llamamos ?

"Evolution Processes and Ordinary Differential Equations. V. I. Arnol’d, pp. 78-85. Libro Kvant
Selecta: Algebra and Analysis, II. Serge Tabachnikov, Editor. Mathematical World. Volume 15. American
Mathematical Society, 1999.
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las secciones §3. “Carp® in a Pond (Normal Population Growth)”, §4. “Carp in the Case
of Food Shortage (Logistic Curve)”, §5. “Carp Fishing”, §6. “The Introduction of Feed-
back”y §6. “Carp and Pike®”. La presente intencién es ilustrar en este ejercicio mediante

etapas consecutivas varias de las situaciones ya estudiadas en los ejemplos anteriores.

1. “ Carp in a Pond (Normal Population Growth )”.

d N(t)
dt

= kN(t), k >0. (11.44)

Ecuacion diferencial conocida como de crecimiento exponencial o como el modelo
de crecimiento normal de Malthus, Figura 11.4. Caso precisamente analizado en el

contenido del inciso i) de la pagina 414.

Nota 11.1.20 En palabras, una poblacion con velocidad de cambio positiva propor-
ctonal al tamano de la misma, 1.e. al numero de individuos que la integran, y en un
habitat con fuentes alimenticias inagotables, y sin depredadores, crecerd exponen-

cialmente.

2. “Carp in the Case of Food Shortage (Logistic Curve)”.

d N(t)
dt

= (1= N(t)) N(t) (11.45)

En general, las experiencias biolégicas indican, que los recursos no son inconmensu-
rables. Razén por la cual, aparecen limites naturales al crecimiento. Por ejemplo si
el lago o laguna (pond) es pequena, o si existe un crecimiento marcado del tamano
de la poblacion, surgird la competencia entre los individuos por la comida lo que
conducira al decrecimiento de la tasa de nacimiento de la especie. Lo que implica
cambiar en el modelo del crecimiento ilimitado (11.44), en su forma mas simple, la
constante k por una dependencia lineal decreciente con el nimero de individuos,

i.e. ka—0bN(t), con a, b constantes positivas. De esta manera, se llega a la ecua-

AN()
= (a—bN() N(1).

8An edible freshwater. The American Heritage Dictionary. Dell Publishing Co., Inc. New York, 1985.
9Pike (pl. or pikes): A narrow-bodied freshwater game and food fish with a long snout. The American

ciéon de cambio de la poblaciéon bajo competencia

Heritage Dictionary. Dell Publishing Co., Inc. New York, 1985.
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Una vez ajustados las unidades para las variables ¢ y N(t), podemos trabajar estas

situaciones particulares, estudiando el modelo (11.45). Ver el caso analizado en el

contenido del inciso ii) que comienza en la pagina 418 y la Figura 11.7 que ilustra

las soluciones de la ecuacién diferencial del modelo logistico.

A modo de resena, y para aclarar en el contexto especifico del presente estudio po-

blacional, a continuacién recopilaremos la informacién mateméatica mas relevante

del caso (11.45).

)
b)

Soluciones de equilibrio Nf(t) =0y N§(t) = 1.

1

N(t):m, N>1 yt>—k1
1

N{) = ——— N<0  yit<—k

1 — e (t+hks)’
Es evidente que considerar N < 0 no tiene ningin sentido, ya que en el presen-
te contexto biolégico implicaria la no existencia de individuos, o mejor dicho
la existencia del nimero N < 0, o tamano de la muestra biolégica negativo.
Por ejemplo, en caso de que el modelo se aplicara a reactantes y/o produc-
tos intervinientes en determinada reaccién quimica podra tener significado la

consideracién de la regién (N(t) <0, t).

La evaluacion de los siguientes limites permite establecer que N§(t) = 1 es
un equilibrio asintéticamente estable para la poblacién. Puesto que en caso de
que el nimero de individuos supere el limite impuesto para la sustentabilidad
pasado un tiempo razonable inexorablemente se autoeliminaran hasta llegar a
la mencionada cota. De la misma manera que en caso de ser el tamano de la
poblacién inferior a uno, el nimero de individuos aumentard pasado un tiempo
suficientemente grande hasta aproximarse al mencionado valor.

Por otra parte, existe la barrera temporal ¢ = —k; en las soluciones del modelo
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11.1. Crecimiento y/o decrecimiento en poblacionales

en la regién abierta (N(t) > 1, t), cuya interpretacién diferencial e integral
establece que si el nimero de individuos existente supera ampliamente al limite
racional de la supervivencia, en este caso hemos elegido el mismo como uno,
inevitablemente y abruptamente debera extingirse los integrantes hasta llegar
a acercarse asintéticamente al equilibrio natural delimitado por los recursos
necesarios para la subsistencia de la especie. Esta interpretacién, en lenguaje
matematico es evidenciable por el resultado del calculo del limite que aparece
en el segundo inciso y el primero limite en el primer inciso, unido a que la
derivada primera es negativa, mientras que la derivada segunda es positiva en
la region.

Los dos primeros limites evaluados en el primer inciso a continuacién, confirman
el cardcter de quilibrio estable para la soluciéon N§(t) = 1.

Por el contrario Ny(t) = 0 es un equilibrio inestable de la poblacién, como
lo explicita el valor obtenido por el segundo limite que hemos calculado en el

primer inciso.

Ii L 1, I L
" o 1 —e(ttk) 7 t oo 1+ e (t+k)
, 1
- t_l)n_r}# e Ciihy — T
, 1
s Jim —m——— = —

Lok 1 — e—(t+ka)

d) Diferentes Problemas de Valor Inicial.

( Ny No-—1
N(t) = No (Vo — De-(—" No= N(ty) > 1 y t >ty + In(=%—)
No
N(t)_NO—f—(]_—NO)e_(t_tO)’ 0<N0—N(t0)<1 y teR
NO No—1
N(t) = No (o~ e No = N(ty) <0 y t <ty + In(%—)
N(t) = N&(t) = 1, No=N(t) =1 y teR
| N(t) = Ni(t) =0, No=N(t,) =0 y teR
(11.47)

Es decir, mediante el modelo (11.45) hemos interpretado la situaciéon mas realista en
la que los individuos de la poblacién estan sometidos a competencia en funciones de

los recursos que garantizan su sustentabilidad. Esta poblacién una vez que aparece,
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Capitulo 11. Antiderivacién y E.D.O. simples

0 < N — 0, comenzara a reproducirse hasta alcanzar una cantidad de individuos

cercana a la unidad. Cada laguna o lago, tenderd a estabilizarse en su tamano

maximo especifico en concordancia con los recursos del ecosistema.

Sodonesd dy . o 1,1 [1 EE
ucionesde — = (1-y)y — ¢,0< €< =, y1®= —— [ —~—C, o= —+,[ - —cC.
@ TN NG

N

Figura 11.20: Carp Fishing Soluciones: Estabilidad, si ¢ < 1, en x?.(t) = x.(t) ~ 1.

3. “Carp Fishing”
d N(t)
dt

= (1= N(t)) N(t) — ¢, ¢>0. (11.48)

El trabajo de V. I. Arnol’d, propone que esta poblacién de peces se vea sometida
a una extraccién diaria para alimentar a los lugarenos. En otros términos, el autor
se pregunta indagar sobre las soluciones en el caso que el tamano maximo del equi-
librio ecoldgico, se vea alterado por una velocidad constante de extracciéon de los

individuos debido a la presencia de los pescadores.

Ademas, en principio supone, que la cuota o velocidad de pesca permitida, es ¢ > 0.

Lo que se explica mediante el modelo (11.48).

En primer término reescribimos (11.48) después del completamiento de cuadrado

como (11.49)

= |V -5+ - . >0 (1.49)
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a) Informacién desde el Célculo Diferencial.

N(t L . . , .
= Resolver dl(f ) = 0, implica determinar si existen o né soluciones de
equilibrio.
(I—2)z—c=0,m5=250"% = 14 /1 —c entonces:
1 1
$12—§i 1€ 1—c<0sic>1 ﬂa:l,iﬂ:@ € R,
i—c > O,siO<c<%l, e.g.c:f’—ﬁ,xlzi,@:%

= Calculamos

t2
d* N(t) d N(t)
it = S = 2N() = (1 N(0) N(9) — (1 - 2N (1)
4 N(t) 1 1, 1
g 2(N(t) — 5) (N(t) - 5) + (c — 1) (11.50)

Para desmenuzar toda la informacion que se dispone a partir de cada
uno de los cédlculos previos, dividiremos el analisis de los resultados de las
técnicas diferenciales en tres casos, segtin sean los valores que se le asignan

a la velocidad absoluta constante ¢ de extraccion de los peces.

1) c=1.
dN(t 1 d* N(t 1
La expresion de di ) = —(N(t)—é)dee dt§ ) = 2(N(t)— 2)3
establecen que existe una unica solucién de equilibrio N,(t) = %, que

tanto en la regién abierta no acotada 0 < N(t) < % como en la regiéon
N(t) > % las soluciones buscadas seran estrictamente decrecientes para
todo valor de t. Mientras, que el signo de la expresion de la derivada
segunda establece que la concavidad es hacia abajo en la primer franja
antes mencionada y las soluciones son céncava hacia arriba en N(t) >
1
5
2) ¢> 1.
En estas situaciones, la E.D.O. (11.49) no tiene ninguna solucién de

equilibrio, ademas las soluciones serdn estrictamente decrecientes. Mien-

tras que (11.50) explicita un cambio de signo en N(t) = %, es decir, en
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0< N(t) < % las soluciones son céncavas hacia abajo y en N(t) > %

son concavas hacia arriba, siendo N(t) = % ordenada de inflexion.

3) 0<c< 1.

La E.D.O. (11.48) puede reescribirse como:

Estas situaciones explicitan las soluciones de equilibrio Nf(t) = 1 —
T—cy N§(t) =5+ 4/3 —c. El estudio del signo de la expresién
dN(t)

dt
(NS (t), +00). Mientras que en banda (N{(t), N§(t)) son estrictamente

determine decrecimiento de las soluciones en (—oo, Nf(t))y en

crecientes.

Asi como la (11.50) queda reescrita por el producto de tres factores

lineales, a saber:

ok = av-3) [N(t)—(%—\/i—@] [N<t>—<§+ 3—(;)], 0<c<
(11.52)

El estudio de signo en (11.52) determina que las soluciones son céncava
hacia abajo en (—oco, N{(t)) y (3, N§(t)), mientras que son céncava

hacia arriba en (Nf(t), ) y también en (N§(t), +o0).

b) Informacion desde el Calculo Integral.
Hacer el analisis de los tres casos, segin ¢ = }1, c> i y0<e< }1, requiere la

aplicacion de las técnicas y métodos de integracién aprendidos en el curso.
dN(t)
dt
brio N,(t) = % En las regiones abiertas que separa esta funcion, resulta:
dN(t
= En N,(t) > 1, separando variables y antiderivando / #12 =
(N(t) = 3)

1
; -1 _ _ ; [ S
/dta se tiene N1 t + K, se tiene que N =1 t— K,

2
para t — K > 0, es decir t > K. El caracter reciproco existente en

1
1) c=1,1ie = —(N(t) — 5)2 Tiene como unica solucién de equili-

esta relacién entre la variable dependiente N(t) y la independiente ¢,
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permite despejar las soluciones del caso:

1
+—— t>K. (11.53)

1
N(t) = -
t) =35+ —%

En otras palabras, en la regién abierta definida por ¢ > Ky N,(t) > %

las soluciones (11.53) son una rama de una hipérbola limitada por la

asintota horizontal N(t) = 1y la asintota vertical ¢t = K.

1 1
Nt)=—+——, t>K=0.
2 t-K

N

Figura 11.21: Reciprocidad funcional en las soluciones, ¢ = 71; >K >0y N(t) = %
dN(t
= En N.(t) < 3, andlogamente / 1 /
(N(t) = 3)?
N(t) = 1+ ! t< K (11.54)
2 - K’ ' ‘

Por lo tanto, en la regién abierta definida por ¢ < Ky N(t) < 3

las soluciones (11.53) son una rama de una hipérbola limitada por la

asintota horizontal N(t) = 1y la asintota vertical ¢ = K.

101 _
N@)==—+——, t<K.
2 t-K

Figura 11.22: Reciprocidad funcional en las soluciones, ¢ = %, en t< Ky N(t) = %
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2) ¢> iv la E.D.O. (11.49), el método de integraciéon mediante luego de la
separacion de variables al evidenciar la no existencia de raices reales del

denominador [(N(t) — %)2 + (¢ — 71)},

dN (@) Y (11.55)
/<N<t>—l>2+<c—1> / !

2 4
——
>0
Dividiendo el denominador de la identidad integral anterior por ¢ — }l, se
obtiene:
d N(t 1
/ ®) :—(C—Z)/dt
N(t)—3
+1
(V)
1

Utilizando el método de sustitucién de variables v = —0—2 , diferen-

(= 3)
ciando esta identidad se tiene dv = —XE_ que al ser reemplazada en la
= Ve

identidad integral previa conduce a:

\/0_7_/””1: (c—i)/dt.
/u2+1_ \/C__/dt

Finalmente, antiderivado en ambos miembros y simplificando, se obtiene:

N(t) -1 / 1
arctg | ——=| = —/(c — >)t — K>. (11.56)
Y= !

La funcién arctg(u) es por nosotros conocida, desde la ejercitacién pro-
puesta en el TP N=0 de repaso y el TP N=1 introductorio, es una funcién
estrictamente creciente que cambia su concavidad en el origen, cuyo do-

minio son los reales y su imagen el intervalos abierto (—3 Dado que

2 2)

la relacién funcional de (11.56) poseen argumentos lineales en la variable
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dependiente N(t) y en la que estamos considerando como independiente
t, y teniendo en cuenta los resultados del inciso 2) del caso, en la pégi-
na 451, obtenidos haciendo uso de las técnicas de calculo diferencial, se

evidencia la continuidad de cada familia de las curvas que solucionan el

N(t
problema (11.49) para ¢ > %. Es decir, % es siempre negativa, y
d* N(t) . . : .
FIE cambia de signo en los instantes en que cada curva solucién de la

familia atraviesa con continuidad la horizontal N(t) = 3.

10 1
Extincion y barreras temporaes de |as soluciones e.g. c= 7 > 2
N

101

ﬁ\\ \ Y % 20

Figura 11.23: Soluciones si ¢ > }L.

e
/
/!

Entonces, para determinar las soluciones del caso (11.49) despejaremos

N(t) a continuacién. Y analizamos el estudio de las graficas de las solucio-

nes (11.57) considerando a —y/(c — 1)t — K, perteneciendo a (=3, 0] y

luego perteniendo al intervalo semiabierto [0, 7).

N(t):%+ (c—%)tg [— (c—i)t—lﬁ]. (11.57)
s fe=-Ht-K, =0+t =2 - Nit) =L

N[ —=

Las soluciones en (11.57) claramente explicitan la existencia de barreras
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temporales, o asintotas verticales hacia las que el niimero de integrantes de

la poblacién crezca indefinidamente, i.e. N(t) — 400, ver Figura 11.24.

10
Extincion y barreras temporales de las soluciones, e.g. c= 7

Figura 11.24: Extincién poblacional y barreras temporales en ¢ = >

=I5

1
1

En particular, es importante destacar que en este caso existe en la familia

. T_Ks .
de soluciones (11.57) una barrera temporal, ¢ — —2 , €N cuya proxi-
( ) m Y

midad la poblacion tiene a la extincion, ver ilustracion en la Figura 11.25,

eg. ¢ =ty =32 N(to) = 2, ks = —1+arctg(—3).

Existencia de extincion poblacional

Figura 11.25: Extincién en una poblacion particular del caso ¢ =

~l3

3) 0 < ¢ < %, separando variables en (11.51) e integrando utilizando el

método de las fracciones simples para el caso de un denominador con dos

raices reales diferentes, i.e.

dN(t) o
/[N(t)_(%— i—c)} [N(w_(%—i-\/;)] = /dt- (11.58)

La ecuacién anterior (11.58) es vélida para el modelo (11.51) si se satisfacen
N £ N = [T ey NO £ N0 =1+ T
Utilizando el Método de las Fracciones, se tiene:

1 A

B
Vo - (- i-0] VO-G+yi-a] [NO-G-yi-9] [NO-Gryi-a]

456



11.1. Crecimiento y/o decrecimiento en poblacionales

Ya hemos explicado, una manera sencilla para determinar el valor de las
constantes A y B por lo tanto, directamente explicitamos sus valores.
Utilizaremos Nj(t) — N§(t) = 2,/1 — ¢ para expresar las mencionadas

_ —1 _
constantes. A = Ne-NT = B.

1 1 -1 1
= + .
[No-G-i-o] [Vo-G+yi-a] NO-NO { IN@® =Ni] N = N }
Teniendo presente, las expresiones anteriores a continuacién antiderivamos

(11.58), trabajando en las tres regiones en las que es natural dividir el

estudio de la variable dependiente N(%).
= N(t) < 3—4/7 — c. En esta region la antiderivacion de (11.58) resulta:

In

1 /1
5+ s—c—N Ne¢ N
2 4
= In {—2 :| = (Ne—Ne)(—t+K1)

Por lo tanto,

Ny =N _ N—Nj _ vs—Np) (=)
Ne—N = N—N¢

despejando N (t) se obtiene la solucién de (11.58) en N(t) < 3 —
@/}L—cy0<c<i.

Ne& — NeeNs—Nf)(—t+K1)
N(t) = 22— 1° N(t) < N¢ (11.59)

1 — o5 NO) (i1 K1)

El denominador de (11.59) se anula cuando t = Kj, lo que establece

una asintota vertical en las soluciones de la regién considerada.

Ademas cabe precisar, para qué valores de la variable independiente
son validas las soluciones (11.59). En términos matematicos, esto se

resuelve de la siguiente manera:

N§ — Nlee(NS*Nf)(*tJrKl)

N(t) = 1 — e(Ns—NO)(—t+K1)

< N7

457



Capitulo 11. Antiderivacién y E.D.O. simples

equivalente a resolver la siguiente desigualdad,

N§ — Nfe(NS—Nf)(—tJrKl)
1 — eWNs=NP)(—t+K1)

— Ny <0

y sacando comin denominador,

N§ — Nlee(NS—Nf)(—HKl) — N¢(1— eN5 =N (=t+K1))

1 — o5 ND)(—t+ K1) <0

resulta
N§ — Nt
1 — eNs—Np)(—t+K1)

<0,

como N5 — Ny > 0, deberd ser negativo el denominador, i.e.

1 — eWNe=NDEHEY

lo que implica

| < eMNsND(-t+EY).

y amplicando In, funcién estrictamente creciente, a ambos miembros

de la igualdad se obtiene:

0 < (N§ — NO)(—t+ K))

equivalente a

0 < —t+K;

finalmente

t < Ky

es la condicién temporal para la validez de (11.59).
Hemos determinado que las soluciones de (11.58) en N(t) < Ny, re-

quieren

N§ — NgeWNz—Ni)(=t+K)

; 1
[ oiNocEEy 0 VO <Nt <Ky 0<e<g.

1
(11.60)

N(t) =
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Cabe tener en cuenta, que si lo que tratamos de modelar es la can-
tidad de individuos de la especie, es necesario también restringir las

soluciones anteriores mediante la siguiente inecuacion:

N§ — Nf@(NS*Nf)(*HKl)

N(t) = =T m—vorn

> 0.

Cuya solucién implica considerar las dos situaciones siguientes:

{ N§ — NeeWS=ND(=t+K1) 5 0 0 1 — e(N5=ND(—t+K1) 5 0, 5 (K, +00)

N§ — NeeWs—ND(t+KD) < 0 n 1 - eW5—NDHEKD <0, — (=00, K} — yeige In(22))
2 1 1

Las restriccién temporal en (11.60) y las anteriores, determinan de
manera precisa el intervalo de validez de la variable independiente del

caso.

N§ — Nfe(NS—Nf)(—t-i—Kﬂ

N§ 1
e e ey—1 2
— rnpcay < VD < Ki— (NF - NP T, 0<e< o

4
(11.61)

0< N(t) =

Observaciéon 11.1.21 Bajo la validez de las soluciones en (11.61)
existe la posibilidad de extincion de la especie.

Por lo declarado, es necesario que nos realicemos la siguiente pregunta,
existe un tiempo en que N (¢) en (11.61) se acerque a cero o tome el va-
lor nulo. Para ello debe verificarse que N§ — N¢eM:—ND(=HEK1) — ( en

(11.61), identidad que se satisface si t = t; = K, —(N§ — N¢)™' In(22).

NY

Observaciéon 11.1.22 En virtud de que el intervalo temporal en (11.61)
es (—oo, K — (N§ — N¢)™! ln(ﬁ—?:)), cabria preguntarse si esta acotado
el nimero de individuos de la region asintoticamente por Ni.

La respuesta la encontraremos al calcular el siguiente limite:

’z

lim N(t) = lim N§ —Nfe(Nge—Nf)(—t-Hﬁ) NQee(Ng—Nf)(t_Kl) _N?

— = lim — = Ny.
t——o0 t——o0 1— e(NQ —NP)(—t+K1) t——o00 e(Nz —NP)(t—K1) _ 1

= L —/7—¢ < N(t) < 3+ /3 —c En esta regién al antiderivar
respecto de la variable dependiente, se tiene

NS — N NS — N
2 :ln 2

(Nf = N)

1
MNe—N

= (Ng = N[)(=t + Ky).
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Finalmente, al despejar N(t) se consiguen las soluciones del caso en la
regién.

NS + Nlee(Nf—Nf)(—HKz)
T T 14 eWsN)(—tHKz)

N(t) Ny < N(t) < Ns. (11.62)

Observacion 11.1.23 Las soluciones (11.63) tienen como dominio de
variacion temporal, a todo R, i.e. (—oo, +00). Ademds, sus imdgenes

son el intervalo abierto (NY, NS).

N§ + NeeWVs =N (—t+K2)
1 + eV =N (~t+Kz2)

J/

< N¢

-

>1

Luego puede ser reescrita como:
N + NeeWs =Nt o Ne(] 4 o(NE-ND (=t K2))
que conduce la siguiente inecuacién
N7 < N3

que es verdadera.

Analogamente,

NS + Nlee(NS*Nf)(*HKz)
1 + (N3 —NP)(—t+K>)

> N7

por las mismas razones puede ser reescrita como:

NS +N166(N§—Nf)(—t+K2) > N(1 +€(N§—Nf)(—t+K2))
que lleva a:
N5 < Nj.

Ambas condiciones son verdaderas en todo el espacio temporal. A las
soluciones (11.62), solamente serfa necesario, aunque si bien evidentes,

sus dominios temporales reales.
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Nig) — N§ + Nlee(Nze—Nf)(—tJer)
(t) = 1 + (N5 =Np)(—t+K2)

= N(t)>5+4/7—c¢

En virtud de los signos del cociente en los factores lineales que aparecen

1
, Ny < N(t) < N5, t € (—o0, +0), 0<C<4_1'

(11.63)

en el argumento del In| |, el lector confirmara que se llega a la misma

expresién para la solucién de (11.58) en N(t) > 1 —/1 —cy0<c<

N§ — NgeNs—Ni)(—t+Ks)
1 — e(Ns=NP)(—t+K3) 7

N(t) = N(t) > NS (11.64)

El denominador de (11.64) se anula cuando t = K3, lo que establece
una asintota vertical en las soluciones de la regién considerada. Falta
considerar sobre que intervalos temporales las funciones (11.64) son las
soluciones al problema. En lenguaje matematico, esto significa resolver
la siguiente inecuacién:

N§ — Nlee(Nf—Nf)(—tJrKs)
1 — e(N5—N{)(—t+K3)

N(t) = > Ny

que de manera equivalente, implica despejar la variable independiente
desde la siguiente desigualdad, con los sucesivos pasos que explicitamos
a continuacion.

N§ — NgeNs—N)(—t+Ks)
1 — e(Ng=NP)(—t+K3)

— Ny >0

NS — Nee(Ns=NO(HKs) - Ne(] — oN5=NE)(-+Ks))

1 — o(Ns—NO)(—t+K3) >0

_ NEeWENDHKS) . Ne(N5 =N (-t )

| o(N5—N)(—tKs) >0

N§—N§)(—t+Ks3) (Nle — Nf)

o "k =~ 0
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SNs-N)(—t+Ka) (VT — Ng)

o v iiks <V

La respuesta resultara finalmente de encontrar en qué intervalo tem-
poral el denominador de la anterior desigualdad posee signo positivo,

ya que Ny — NS es de signo negativo, i.e.

1 — eWS=ND(—t+EKs) 5

N§—Ng)(—t+K3)

—el > —1

(N3 =N7)(=t+K3)

e <1

In eWVs=NO(—t+Ks) 11 — 0

(Ng — N{)(—t+ K3) <0

—t+ K3 <0

—t < —K3

t > K3

Ng — NeeWs=Np)(~t+Ks)
1 — o5 ND(—1+K5)

1
N(t) = , N(t)> N3, t > Ks, 0<C<Z' (11.65)

Observacion 11.1.24 En virtud de que el intervalo temporal en (11.65)
es (K3,400), cabria preguntarse el nimero de individuos de la region
se acerca asintoticamente por N§. Ya sabemos de su crecimiento ex-

ponencial cuando t — K.
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La respuesta la encontraremos al calcular los siguiente limites:

NeE — Ne (N§—N§)(—t+K3)
lim N(t) = lfm —2_11°

t—+o00 t—+o00 1 — e(Ns—=N)(—t+K3)

= N

) ) N§ — Nlee(Nf—Nf)(—tJrKs)
Jim, N = lim = ey e

¢) Problemas de Valor Inicial en el Modelo “Carp Fishing”'°.

A continuaciéon resolvemos diferentes Problemas de Valor Inicial, para ello di-
vidimos los ejemplos segin los tres casos del “Carp Fishing”, i.e. modelo dife-
: . _ 1 1 1
rencial (11.49), es decir ¢ = 7, ¢ > 7y 0 < ¢ < 1.
= }l. Nos proponemos resolver el siguiente Problema de Valor Inicial:
d N(t) 1

= ~(N(t) = 5)*, N(to) = No. (11.66)

1) N(tg) = N(2) = 2. Las familia de soluciones son la determinadas
por (11.53), en la pagina 453, por lo tanto, para determinar la solucién
que resuelve el problema de valor inicial (11.66) con el valor inicial
N(2) = 2, solo es necesario reemplazar en (11.53), N(t) = N(2) = 2

y a la variable independiente ¢ por el valor 2. Con lo que se obtiene la

solucién especifica de este p.v.i. para la condicién inicial, N(2) = %.
1
N(t) = = —
®) 2 + t+2

2) N(to) = N(2) = 1. La solucién del p.v.i. con esta condicién inicial es

la solucién de equilibrio Ny(t) = 3.

3) N(to) = N(2) = 1. Las familia de soluciones (11.54) son las que
permitiran determinar la solucion para este p.v.i. Para ello es necesario
realizar los computos analogos a los descriptos en el primer inciso para

asi llegar a la respuesta del caso, i.e.

1 1
N({t) = = + —.
0=35+7%

De aqui en més utilizaremos el acrénimo p.v.i. para simbolizar cada Problema de Valor Inicial.
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= ¢ > ;. Las familia de soluciones son la determinadas por (11.57), en la
pagina 455.

Sea el siguiente p.v.i. del modelo (11.49) para ¢ = %,

dN(t) 1
- |

Reemplazando las condiciones iniciales en (11.57), el lector determinara el
valor de la constante, i.e. Ky = —7% y luego podra seleccionar la unica
solucién en (11.57) que pasa por el punto (ty = 7, N(to) = %g) la que

resulta ser:

v - - S [2o-2).

s 0 <c< %. Nos proponemos resolver tres Problemas de Valores Iniciales

en el modelo (11.51), segun las tres regiones que se originan como conse-
cuencia de las dos raices reales distintas que son soluciones de equilibrio en
(11.48) si la velocidad absoluta de extraccién del pez ¢ varfa en el rango

0 <cec< }l.
1) La condicién inicial localizada en la regiéon 0 < N(t) < 2 —4/1 —c=
N¥. La familia de soluciones estd determinada en (11.61). Sus expresio-

nes deben ser utilizadas para resolver el siguiente p.v.i. con velocidad

3

15> lo que determina las solu-

absoluta de extraccion del pescado ¢ =

ciones de equilibrio Ny = ;11 y N§ = %.

dN(t) 1 3 B 3
= —(N() - D(N@ - 3), Ny = N2Im2) =

Entonces, como ya lo hemos explicado, reemplazando las condiciones
iniciales ahora en (11.61) se obtiene el valor para la constante K, pre-
cisamente K; = 21n9. De esta manera, se ha determinado la solucién

del p.v.i. planteado, i.e.
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2) La condicién inicial localizada en la regién Nf = 1 — /1 — ¢ < N(t) <
$+4/1—c¢ = N§. La familia de soluciones son las explicitadas en

(11.63). Resolver el p.v.i. dado a continuacidn, i.e.

dN(t) 1 3 _ _ 0
= (V@) = DW= ). No= N2l2) = .

Reemplazando las condiciones iniciales en (11.63), se obtiene para la
constante Ko, el valor Ky = 2 In4, y asi se determina la tinica solucion
para el p.v.i. planteado, i.e.
3+4es
N(t) = ————.
44+ 16¢e 2
3) La condicién inicial localizada en la regién N(t) > 1 + /1 —c = NS.

La familia de soluciones (11.65). Resolvemos el siguiente p.v.i.

dN(t) 1 3 B T
= (N[ = DINB) =), No = N2In2) = o+ V2.

Reemplazando las condiciones iniciales en (11.65), se obtiene para la
constante K3, el valor K3 = 21In+v/2, v asf queda determinada la
solucién tnica que pasa por el punto (21n2, % +1/2), i.e.

B 3—\/56’%
M) = 4(1—+2e3)

Breve resefia comparativa entre el modelo logistico (11.45), en el que la poblacién
evoluciona segun las leyes intrinsecas de la especie y el modelo con cuota pesquera

constante, modelo (11.48). Claramente, cuando existe alicuota pesquera esté en el

rango 0 < ¢ < %1, hemos verificado que existen dos soluciones de equilibrio, la
superior es un equilibrio estable, mientras que la inferior no lo és. Precisamente,
N5 = % + i — c el equilibrio estable para la especie es un tamano de poblacién

menor al equilibrio estable del modelo logistico (11.45), cuando no existe extraccién

por la pesca lugarena. Por el contrario, si la cuota de pesca es ¢ > %, no existen
equilibrios y cualquiera sea la condicion inicial la especie finalmente desaparecera, o

se extinguird. Mientras, que cuando ¢ = 717 aparece un unico equilibrio no estable,
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que para el modelo (11.48) es Nf_, = % En el que la supervivencia o extincion de
la poblacién dependera de la condicion inicial. Si Ny es mayor que Nj_, la evolu-
cién del grupo con el paso de suficiente tiempo serd hacia el tamano Ny_,. Por el
contrario, si Ny es menor que Ni_, para la evolucién del grupo existira un tiempo
para la desparicién, es decir la extincién de la especie. Por lo tanto, no es acon-
sejable, seleccionar la velocidad de extracciéon en ¢ = ;11, puesto que una pequena
inestabilidad en el nimero de individuos pueden culminar en la desaparicion de la
especie. Por lo evidenciado, en las respuestas del caso, las alicuotas de extraccion
de pecesen 0 < ¢ < }l son las tedricamente admisibles, ya hemos declarado que la

cuota maxima de pesca ¢ = }1 podria resultar en una pérdida de estabilidad y por

lo tanto tampoco es desde un punto practico permisible.

4. “The Introduction of Feedback ”
En lugar de una velocidad absoluta constante de extraccién del pescado el siguien-

<, resultando entonces el modelo

te modelo propone una velocidad relativa p =
(11.67). Aqui p representa el nimero de pescado extraido por unidad de tiempo,

dividido por el nimero de individuos existentes en cada instante.

dN(t)
dt

— (1- N@)N(t) — pN(b). (11.67)

Reescribiendo (11.67) de la siguiente manera, se tiene:

dN(t)
dt

= =N@)[N@#) - (1 =p)]

Si tratamos, de imitar las condiciones de supervivencia de la poblacion en las con-
diciones de sus leyes naturales o intrinsecas, matematicamente esto equivale crear
situaciones semejantes a las del modelo logistico, i.e. (11.45). Esto requiere que
N5 = 1 — p sea el equilibrio estable, mientras que Ny = 0, siga comportandose
como el equilibrio inestable. Razén, por la cual se deduce que es necesario, en el
tratamiento de poblaciones que la velocidad de extraccién relativa p varie en el in-

tervalo abierto 0 < p < 1.
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Una vez mas, separando variables e integrando

dN(t) L
/N(t) NGO —(1—p)] /C”’

N({t) - (1 -p)
N(t)

expresion que en las dos regiones abiertas de interés para la evolucién de la poblacién

resulta:

In

'=<1—p><—t+k>

respecto a su tamano N(t), es decir (0,1 — p)y ((1 — p), +00), cualquiera sea t

positivo, conduce, respectivamente a:

L—p
0 <N <1-p  NO =1 apm
I—p

L—p < N(t) < +oo, N() = T— w9

El lector, como era de esperar, facilmente verificard que N5y = 1 — p es un equlibrio

estable del sistema, mediante la confirmacién del célculo de los siguientes limites:

. Y l—p _
0<N® <l=p i N =1 e = 1P

, ; l—p _
1—p < N(t) < 400, N(tl)linJroo N(t) = ilfgo 1 — e(p)ka—t) 1=p

Logrando, en principio similitud con el comportamiento del modelo logistico, res-
pecto de la estabilidad de los dos equilibrios, el equilibrio superior N§ = 1 — p en
(11.67) es asintéticamente estable, e inestable en el equilibrio inferior Nf = 0.
Siguiendo con el objetivo de este apartado, el cual es lograr que en condiciones de
pesca, la especie evolucione segin un comportamiento semejante al de una evolucién
natural, deberfamos encontrar respuesta a la siguiente pregunta:

;, Cudl es la velocidad relativa p de extraccién del pescado que asegura un tamano
de la poblacién de equilibrio lo méximo posible ?

En este modelo, (11.67), hemos verificado que luego de un periodo de transicién cual-
quiera sea la condicion inicial Ny la poblacién se acercara asintéticamente al valor
de equilibrio N§ = 1 — p, que corresponde a una velocidad absoluta de extracciéon
de los peces igual a ¢ = p(1 — p). Esta cantidad, se puede interpretar como la or-

denada del punto de interseccion de la grafica de la funcién v(t) = (1— N(t)) N(t)

467



Capitulo 11. Antiderivacién y E.D.O. simples

con las graficas de las funciones v(t) = p N(t). El maximo valor de la cuota abso-
luta de pesca, es aquél correspondiente a la interseccién de las rectas con el vértice
de la pardbola, i.e. el punto (v(t) = 1, N(t) = 1). Esto implica la seleccién de una

velocidad de extraccion relativa igual a p = % Se ha seleccionado la alicuota rela-
tiva de modo tal que el tamano de la poblacién en el estado de equilibrio estable es
la mitad de la que existiria cuando el modelo fuera el regido por las leyes naturales,

o el que aqui hemos llamado modelo logistico de la especie (11.45).

5. “ Carp and Pike”
Supdngase que un depredador, con un nimero de integrantes P(t), existe en el habi-
tat. Aqui el autor V. I. Arnol’d lo designé como “the pike”. Sin su depredador natural

el pez, puede reproducirse exponencialmente a la velocidad del modelo (11.44), i.e.
dN(t)
dt

comida para la especie. Pero si suponemos ahora que el depredador se alimentara de

= kN(t) con k > 0, cuando el lago se supone inmenso y existe suficiente

nuestra especie N (t) durante los encuentros que son proporcionales al nimero de
integrantes de las respectivas especies, entonces la velocidad de cambio de nuestra
N(t

(t) = kN(t) — aN(t) P(t), con a > 0. Desde el presen-

dt
te contexto bioldgico, el depredador se extinguird sin nuestra especie no estuviera

especie sera entonces

presente en la laguna, en lenguaje matematico estamos afirmando un decrecimiento
dP _ _
exponencial % = —k P(t) con k > 0. Ante la presencia de su manjar favorito,

se reproducird a una velocidad proporcional al nimero pececitos N (t) engullidos y

dP(t -
de tamano P(t), en términos matematicos di) = —kP(t) + bN(t) P(t), con
b > 0. Esta interpretacion es el caso mas simple del modelo “presa vs depredador
"que conduce al siguiente modelo de sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias

de primer orden (11.68) ',

1E] lector interesado puede investigar sobre la historia de la matemética para asegurarse de por qué se
lo reconoce como modelo de Lotka-Volterra. Sugerencia: Software Mathematica. Ref erirse al tutorial:

“Numerical methods for solving the Lotka-Volterra equations”
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d]c\z[it) = kN(t) — a N(t) P(t)
(11.68)

Cabe declarar, que trataremos de resolver este sistema de ecuaciones diferenciales
utilizando las herramientas aprendidas en este compendio, ya que el estudio de Sis-
tema de Ecuaciones Diferenciales es materia de tratamiento en cursos posteriores y
superiores cuyos conocimientos son indispensables para la formacion un estudian-
te de ingenieria. Para un lector nedfito del tema, recomendamos una lectura “as
a crow flies”sobre los conceptos y aplicaciones de libros como [Zill, D. G.(1986)] y

[Murio, D. et al. (1999)].

Sugerimos, dividir el problema anterior en dos ecuaciones diferenciales ordinarias de
primer orden, una vez eliminada la diferenciacién respecto de la variable indepen-

diente ¢, comenzamos reescribiendo (11.68) en la siguiente forma:

AN(t)
= N (k= aP()
dP(t) _
— = P(t)(—k + bN()

Dividiendo ambas expresiones, resultan para N(t) # 0y P(t) # 0, las dos ecua-
ciones diferenciales siguientes (11.69) y (11.70). Ellas resultan integrables una vez

de realizadas la pertinente separacion de variables.

dN(t) k- aP(t)
dP(t)  —k + bN(t)’

(—k + bN(t)) # 0 (11.69)

dP(t)  —k + bN()
ING ~ h—app) o K aePO) A0 (11.70)

Trabajando con (11.70) se obtiene
(k—aP(t)dP(t) = (=k + bN(#))dN(t) (k— aP(t) # 0
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y antiderivando a ambos miembros, resulta:

P(t)?
2

N(t)®

EP(t) — a +c = —kN(t) + b + ¢

ordenando los términos cuadraticos, lineales y las constantes se obtiene la siguiente
ecuacién cuadrética en las dos variables dependientes del tiempo, N(t) y P(t),
que representan respectivamente el tamano o nimero de peces y el tamano de su

depredador.

bN(t)> + aP(t)> — 2k N(t) — 2k P(t) +2¢ = 0.

El completamiento de cuadrado en ambas variables dependientes conduce a la si-
guiente identidad (11.71) que en general, dependiendo de los valores de las cons-
tantes, k, k, a, b, inherentes al sistema biolégico, asi como de la constante de
integracion ¢, normalmente asociada a un punto dado o identificado (Ny, Fy) del
ecosistema, representa salvo casos degenerados, la ecuacién cartesiana de una curva

en el plano N(t) vs P(t), o P(t) vs N(t).

k k2K
)2 + a(P(t) — 5)2 = 5+ - 2 (11.71)

S|

b(N(t) —

Las curvas dadas en (11.71) son las soluciones del modelo (11.68) en el cuadrante
N(t) > 0y P(t) > 0. Ademas, este sistema diferencial de primer orden (11.71)
posee un punto critico, a parte del trivial, precisamente (N, = %, P, = S), que co-
rresponde al tamano de equilibrio de ambas poblaciones. Esta situacion surge cuando
el potencial de crecimiento del pez es balanceado por la actividad de su depredador,
mientras que el crecimiento en la poblacién de este ltimo esta compensado por su

mortalidad.
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Ejemplo 12.0.25 Aquiles y la tortuga. Aquiles, corre con una velocidad de 1()ﬂ y la
seg

cm
tortuga con una velocidad de 10— . Supongamos que Aquiles parte de A para alcanzar a
seg

la tortuga que sale, en el mismo instante de T, siendo la distancia AT = 990m.

Cuando Aquiles llegue a T, la tortuga llegara a
T’; cuando Aquiles llegue a T”, la tortuga lle-

gard a T" y asi sucesivamente. |

1 |
A —-» T T T

., Alcanzara Aquiles a la tortuga ? En caso
afirmativo ; Cuando la alcanzard ?

Figura 12.1: Tlustracion de Aquiles y la Tortuga.

Si A corre hacia T', tardara 99 segundos en llegar a T'. En esos 99 segundos la tortuga se

habré trasladado a 7" con TT" = 99seg x 0, 1= 9,9m. Aquiles que ha llegado a T
seg

9m

para alcanzar T empleard = 0,99 seg. En este tiempo la tortuga estara en 7"

10m/seg
con T"T" = 0,99seg x 0, 1 0,099m y Aquiles empleara, para recorrer esa distancia,
seq
0,099m

0,1m/seg
El tiempo total que emplea Aquiles para alcanzar a la tortuga es

= 0,0099seg.

99+ 0,99 +0,0099 + - - -,

99+99—|— 9 + 09 +
100 ~ 1002 1003

1 1 1
9931
{ 100 " 1002 " 1008 T }

1
99 — | = 100seg.
1 —
100
En general sera
l
t= ——m.
vp(n —1)

El problema, tal como lo hemos planteado requiere sumar infinitos términos, la suma de
un numero infinito de términos puede resultar finita. La contestacién es afirmativa, de

acuerdo a la teoria de series convergentes.
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Ejemplo 12.0.26 Aquiles y la Tortuga, Caso general

Una de las paradojas de Zenén (Elea, siglo V a.c.) plantea que: de disputarse una carrera
entre Aquiles y una tortuga, si parten al mismo tiempo, pero la tortuga A metros més
adelante, Aquiles no la alcanza nunca, pues cuando éste llegue al punto de partida de
aquella la misma estara ya en un punto y;, que a su vez, para cuando sea alcanzado
por el héroe la tortuga habra llegado a otro punto ys, y asi sucesivamente. Por lo tanto,
concluye Zenén, la tortuga esta siempre por delante.

Determine en qué momento Aquiles alcanza la tortuga y en qué punto del camino.
Respuesta:

Consideremos que Aquiles parte del punto zy y la tortuga del gy, a A metros mas

adelante. Si llamamos vs y v; a las velocidades (constantes) de Aquiles y la tortuga

Figura 12.2: Paradoja de Aquiles y la Tortuga.

A
respectivamente, el primero tardaria t; = — en llegar al punto .
VA
En ese tiempo la tortuga llega al punto ¥y, recorriendo y; —yo = vt = v, —, que a
VA
UtA
. Y1 — Yo VA Ut .
su vez aquiles tarda t, = = = A—2 en recorrer. En t, el animal recorre
VA VA Vy
2 2
v v — v
Yo — Y1 = Uity = vtA—s = A—; y Aquiles tarda t3 = 270 _ A—g en cubrirlo.

o ) /UA ,UA UA UA
Repitiendo el procedimiento resulta:

n—1
vl A (v
Uy vaA

.. la alcanza en el punto

> (% " A 1
A+ZA<E) = o = Ava
n=1

1__ Vg — Ut
VA

A o\ A
t= — — = .
Z (UA> VA — U

vA n=1

y tarda
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Ejemplo 12.0.27 Un ahorrista coloca, el dia 1/1/2002, $ 1000 a interés compuesto del

10% mensual. Si la tasa de interés se mantiene constante obtenga una formula que le

permita conocer la cantidad de dinero que posee el ahorrista al cabo de t meses:

1)

iii)

vi)

vii)

Analizando la variacion del capital de manera iterativa es decir, como varia al cabo

del primer mes, al cabo del sequndo, etc. (Dindamica Causa - Efecto).

Obtenga una expresion explicita en términos del nimero t de meses transcurridos
desde el momento en que se colocd el capital inicial de $1000. (Dindmica Teleoldgi-

ca).

Generalice la expresion obtenida en el inciso anterior para el caso de un capital
inicial C cualquiera, colocado a un interés compuesto del 1% por unidad de tiempo

o periodo de capitalizacion A. ( C,, = Cj (1 + i) ).
m

St t es el numero de anos al cual se invierten Cy pesos a una tasa de interés

del 1007 % compuesto m wveces por ano; interprete el significado de la expresion

. mt
C. = (1+i) .
m

Determine el valor presente de 1000 $ que se recibird a los 3 anos a partir de ahora
si el dinero se invierte a una tasa anual del 12 % compuesto semestralmente.

Utilizar cualquiera de las siguientes definiciones equivalentes del nimero “e
1

1\° -
"lm (14— 6 equivalentemente lim (1 + z)z para justificar la expresion del
2Z—00 z z—0

interés “compuesto continuo 7 C = Cj e’ .

Observacion: Se dice que el capital se coloca a interés compuesto continuo cuando

el interés incrementa continuamente el capital. Periodo de capitalizacion cero.

¢ Cudl es el valor presente de 1000 $ pagaderos en 3 anos a partir de ahora si el

dinero puede invertirse a una tasa de interés del 12 % compuesto continuamente ¢

Para resolver este ejercicio del Interés compuesto. Suponga colocar un capital C a

interés compuesto significa, que al cabo de cada unidad de tiempo preestablecida, dias,

semanas, meses, horas, anos, etc, el capital se incrementa con el interés obtenido y a partir
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de ese momento los intereses deben calcularse sobre el nuevo capital y asi sucesivamente.

Por ejemplo, si se coloca un capital C' a un interés (compuesto) del 3% (I1%) semanal, el

razonamiento para obtener la evolucion del dinero es asi:

Cada 100 pesos producen un interés de $ 3 al cabo de una semana por lo tanto cada
3 I

peso produce un interés de 100 = 0,03% (i = 100 taza unitaria) al cabo de una

semana.

el capital de C pesos produce entonces un interés de C' x 0,03 $, que se agrega al

capital (inicial) C.
Por lo tanto, transcurrida una semana el capital es C+Cx 0,03 = C+Ci = C (1+1)

cuando transcurre la segunda semana, el nuevo capital C' (1 +¢) produce un interés
de [C(1 4 9)] x i, que se capitaliza, es decir, se suma al capital que lo produjo,

resultando que al cabo de la 22 semana el capital es
C(1+14)+C(1+4)i=C[(1+1i)+ (1+4)i] = C(1+1i)

Este es el nuevo capital que producird interés durante la 3% semana, resultando

C(1 +14)%, que al capitalizarse resulta
C(1+4)*+C(1+1i)% =C(1+14)>.
Asi siguiendo, al cabo de n periodos (semanas en este caso) el capital serd
C(1+14)".

Un inversor puede argumentar que su dinero deberia capitalizarse continuamente, en
lugar de esperar a que transcurra todo un periodo, para incrementarse. Supongamos
que se quiere capitalizar m veces por semana, en lugar de una vez por semana. Si el

interés pactado es de I % semanal la tasa unitaria es i = 100 semanal y entonces la

. , ,
tasa correspondiente a cada nuevo periodo de — semana serd —, porque la semana
m m
se dividié en m partes.

i
Entonces el capital al cabo de un periodo sera C' (1 + —) , al cabo de m periodos
m
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mt

(una semana): C' (1 + i) y al cabo de ¢ semanas C (1 + i) . 51 hacemos
m m

1
tender m — oo el periodo de capitalizacion (—) tiende a cero y si queremos saber
m

cuanto resulta el capital al cabo de ¢t semanas, hallamos

. mt . t
l{m C(1+i) — C lim KHLN — et

Ejemplo 12.0.28 Dindmica inicial de una epidemia.

N = poblacién total.

I, = numero de personas que tienen la enfermedad en el dia n.
F,, = numero de personas que contrajeron la enfermedad el dia n.
C,, = numero de personas que sanaron el dia n.

Luego
In+1 = ]n + Fn+1 - On+1 (121>

Si se supone que F,.1 = al, (N — I,), dependencia logistica, y C,1 = b1,

dependencia lineal, en las cuales a y b son constantes.

i) Obtenga 11 = f(I,).

Respuesta: Reemplazando los supuestos del modelo en (12.1) se tiene:

Lyt = Lo+ aly (N = L) = bI, = L[1 = b+ a(N —1,)

ii) Simplifique la expresién de I,,; obtenida en i) considerando I,, <<< N.
Si se impone, el caracter de inicial a la epidemia entonces el factor lineal (N —1,,) =

N lo que conduce a:
Loy = L,(1-b+a(N—-1,)] =~ I,[1-b+aN] =I,(1-b+aN).

Livi = I, (1= b+a).
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La experiencia, nos permite concluir, que bajo los supuestos efectuados, el modelo
de la enfermedad se ha reducido a una dinamica discreta geométrica, cuya forma

recurrente o implicita, es:

S =1-bta (12.2)

Claramente, se necesita de un dato inicial del niimero de personas infectadas, I?,
para determinar cada término de la sucesion, es decir en cada unidad temporal,

seguir la evolucion del nimero de infectados, necesitamos ese dato.

i11) Indique en ii) la razon de la sucesiéon geométrica.
La (12.2) evidencia que la razén o constante cociente es ¢ = 1 — b+ a.

ii3) Obtenga una expresion explicita.
Suponiendo que disponemos del valor de I?, entonces utilizando (12.2), se
obtienen, Iy = I?, I, = I (1 —b+a), i.e. I = I? (1 — b+ a), nuevamente
desde (12.2), se tiene que I3 = I, (1 — b+ a), i.e. reemplazando la expresién
de I, Iy = I?(1 —b+a)(l —b+a), luego I3y = I?(1 — b+ a)? una vez
mis Iy = I3(1 —b+a), esdecir I = I?(1 —b+a)*(1 —b+ a), entonces

Iy = I? (1-b+a)?, siguiendo de esta manera, se llega a la expresién explicita:

I, =1"(1—-b+a)" " (12.3)
ii3) Determine de acuerdo con este modelo, en qué casos:

a) la epidemia se extiende.
b) la epidemia es controlable.
c¢) la epidemia es es estacionaria.
De acuerdo con la dindmica (12.3), las respuestas a los respectivos incisos son:

a) la epidemia se extiende cuando |1 — b+ a| > 1. Ya que

lim I, = +4oc.
T—+400

b) la epidemia es controlable cuando |1 — b+ a| < 1. Puesto que
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c¢) la epidemia es estacionariasi 1 —b+a =1, ie. a = b.
I, =10, Vn

iii) Suponiendo que el modelo dindmico no simplificado representa una epidemia con-
trolable, calcule el niimero limite de personas infectables.

Respuesta, es decir si es vélido el modelo, sin simplificacién se tiene:

Liwi = I, + al,(N=1,)— bl, (12.4)

y bajo el supuesto que la epidemia resulte controlable, en lenguaje matematico

estamos estableciendo que existen finitos los siguientes limites y que son iguales, I,

lim I,,.; = lim I, = [,.
r—r—+00 Tr—+-+00

Por lo tanto calculando el h/ril a la identidad (12.4), resulta:
T—r+00

m I = lim [I, + al, (N —1,) — bl,]

T—+00 T—r—+00

y reemplazando en la expresion anterior, en virtud de que cada limite existe finito

y vale I, se llega a:

I =1 +al,(N—L)— b,

Identidad que conduce a la obtencion de la cantidad estacionaria de enfermos en la

epidemia (12.4), I, = N — 2.

Ejemplo 12.0.29 Se pueden generar aprorimaciones a v/ N con la sucesion definida en

forma recurrente o implicita por medio del siquiente algoritmo: !

1 N N
Thy1 = 5 (xk + LL’_k) , X1 = 5 (125)

'El lector todo a lo largo del presente compendio deberd conciliarse con los autores, en cuanto a que
no siempre utilizard la misma notacién. e.g Dindmicas Discretas, la variable suelen simbolizarse con n,

pero otras veces por k.
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a. Calcule xo, x3, 14, 5, Tg, para N = 10.
b. Suponiendo que lim xz, = L, demuestre que L = \/N.
n—oo

Resolucion. En virtud de lo analizado en §9.2, pag. 357, el lector confirmard que la secuen-
cia recursiva en (12.5) es simplemente la que se origina al aplicar el “Método de Newton”
considerando la funcién f(x) = 22 — N en la ecuacién (9.39) de la pag. 360.

Ha esta altura, tenemos en claro, la diferencia en definir una sucesién por medio de una fun-
cion explicita discreta o por medio de una expresion implicita, que necesita de un iniciador
o arrancador, para determinar los elementos que pernecen a su conjunto infinito de niime-

N N
ros reales. Aqui, se ha porpuesto el iniciador z; = 5 Por lo tanto, x5 = 3 (azl + —),
I

N + 1 N .
al reemplazar z; resulta xo = 1 al reemplazar x, en x3 = 3 T9 + — |, se obtiene

o)
N? + 24N + 16
Ta =
° 8(N +4)
proseguir los computos hasta obtener x4 y luego reemplazar N = 10.

, etc. Dejamos al estudiante, que es mucho mas joven que los autores

Preferimos avocarnos una vez mas al inciso siguiente, el que técnica y conceptualmente es
mucho més interesante. Este inciso, b., no esta asegurando que la sucesion generada por
(12.5) es convergente, razén por la cuél sabemos que cualesquiera de los siguientes limites
existen, propiedad de toda sucesién de niimeros reales convergente.

lim z,.y = lim 2z, = lim =z, = L.
n—-+o00 n—-+4o0o n—-+00

Se debe probar que el valor de convergencia es L = +/N. Para ello, en (12.5), calculamos

lim | i.e. evaluemos:
n—-+0oo

i 1 N
lim z,,; = lim 5 Ty + —

n—-+oo n—-+o0o Tn

’ ’ :L‘TL ’
lim z,,; = lim — + lim
n—-+00 n—+oo 2 n—+oo 2 Ty

N

L=>L2:N,:>\/L2:\/N,:>|L|::I:\/N.

(\]
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Cuadro 13.1: A pictur%6is worth 1000 words.



Pop-Up- Window para visualizar distintas operaciones aplicadas, utilizando reiteradamen-
te la funcién valor absoluto, a una grafica inicial de una curva plana expresable mediante
una funcién y = f(x). Es una ventana que se abre mostrando el efecto que sobre la
grafica de y = f(x) concretan las sucesivas aplicaciones del valor absoluto. Ver en el
Trabajo Practico N= 0 los snapshots -fotos instantaneas- en los Cuadros 2.2, 2.3y 2.4, de
la paginas 53, 56 y 57. El estudiante, selecciona la funciéon de partida, haciendo clic sobre
un botén que desplega un ment con varias opciones para la y = f(z) y como resultado

obtiene un arreglo con las consecuencias las siguientes acciones y = | f(z)|, y = |f(x)] —1,

y=Ilf@) =1y =llf (@) =1 =1, y = [ll[f(@)| =1 =1[=1e y = |[[[f(z)] = 1] = 1] = 1].

In[1]:= Dynamic[GraphicsArray[{

{Plot[f, {Xx, -2, 2}, AxesOrigin-> {0, 0},
AxeslLabel -» Automatic, Mesh - None,
Ticks » {{-6, 0, 6}, {-6, 0, 6}}, PlotLabel » "y=F(x)"],

Plot[Abs[f], {X, -2, 2}, AxesOrigin -> {0, 0},
PlotStyle » {RGBColor[1., 0., 0.], Thick},
PlotLabel » "y=|F(x) "]},

{Plot[Abs[f] -1, {X, -2, 2}, Ticks- {{-6, 0, 6}, {-6, O, 6}}, AxesOrigin -> {0, 0},
AxesLabel -» Automatic, PlotLabel » "y=|f(x)|-1"],

Plot[Abs[Abs[f] - 1], {x, -2, 2}, AxesOrigin -> {0, 0},
PlotStyle » {RGBColor[1., 0., O.], Thick}, Ticks- {{-6, 0, 6}, {-6, 0, 6}},
AxesLabel -» Automatic, PlotLabel » "y=||f(x)|-1|"1},

{Plot[Abs[Abs[f] -1] -1, {X, -2, 2},
AxesOrigin -> {0, 0}, Ticks- {{-6, 0, 6}, {-6, 0, 6}},
AxesLabel - Automatic, PlotLabel » "y=||f(x)|-1]-1"],
Plot[Abs[Abs[Abs[f] -1] -1], {x, -2, 2}, AxesOrigin -> {0, 0},
PlotStyle » {RGBColor[1., 0., 0.1, Thick}, Ticks» {{-6, 0, 6}, {-6, 0, 6}},
AxesLabel -» Automatic, PlotLabel » "y=|||f(x)|-1|-1|"1}

, {Plot[Abs[Abs[Abs[f] -1]-1] -1,

y=f(x) y=If (0l
{x, -2, 2}, Ticks » {{-6, 0, 6}, {-6, 0, 6}}, AxesOrigin -> {0, 0}, Abs .= x A4 20
AxesLabel » Automatic, PlotLabel » "y=|||f(x)|-1|-1]-1"], 10
Plot[Abs[Abs[Abs[Abs[Abs[f] -1] -1]] - 1], - " g
{x, -2, 2}, PlotStyle -» {RGBColor[1., O., 0.1, Thick}, o '
A o - y=If(x)I-1 y=IIfeol-1]
xesOrigin -> {0, 0}, Ticks- {{-6, 0, 6}, {-6, 0, 6}},
AxesLabel - Automatic, PlotLabel -» "y=||||f(x)|-1]-1]-1]|"]} i
} x
, PlotLabel -» Row[{Style["Abs ..., ltalicy, =", PopupMenu[Dynamic[f] .
1 1 y=lIf(l-1-1 y=llIfI-11-1f
R x T - ey x
{x, Exp[x], Sin[x], Cos[x], Log[x+2], 2%, > —2Abs[x] , Sinh[x], Cosh[x], \\\ // \ /
x-1 \/ \ /”
Tanh[x], Log[Abs[x]], ——, Exp[-X?], 1-x2, 1-X°, v v
X+1 y=IIFeol-11-11-1 y=lIIfol-11-1-1]
Tan[x], Sec[x], Abs[Log[Abs[x , Csc[x A X
] 1] [Log[Abs [x]1] x1}]}] A
[N/ \
/ /
] / \|/ \\ VIV

Cuadro 13.2: Pop-up-Window: Aplicacion reiterada de la funcién valor absoluto.
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Animaciones constructivas, [Ciappina, M. y Niel, B. I. (1997)], realizadas con el softwa-
re mathematica 3.0, cuya motivacion es representar, mediantes graficas consecutivas en
celdas interactivas y animadas el proceso generativo o constructivo de distintas curvas pla-

nas, cuyas expresiones paramétricas estan relacionadas intimamente con las coordenadas

polares.

Needs["Graphics~Graphics™]
Needs["Graphics™ComplexMap™']

grilla=PolarMap[ldentity, {0, 4, 1}, {0, 2x, n/6},
PlotStyle -> {GraylLevel [.5]}, Ticks -> False,
Axes -> None, AspectRatio -> Automatic];

textogrilla = Show[Graphics[{Text["(4,0)", {4, 0}, {-1, .5},
TextStyle -> {FontSize -> 12}],
Text[" (4,7/6)", {4Cos[n/6], 4Sin[x/6]}, {-1, .5},

TextStyle -> {FontSize -> 12}], Ha, 2p 3L H4.p 2L
Text["(4,n/3)", {4Cos[n/3], 4Sin[n/31}, {-1, -1}, ' ) Ha,p 3L
TextStyle -> {FontSize -> 12}], / |
Text["(4,7/2)", {4Cos[x/2], 4Sin[x/2]}, {0, -1}, Y
TextStyle -> {FontSize -> 12}], .
Text["(4,2n/3)", {4Cos[2x /3], 4Sin[2x/3]}, {.5, -2}, o, 5p EL“V // e / Ntia, p 6L
TextStyle -> {FontSize -> 12}], ' X N
Text["(4,57/6)", {4Cos[5x/6], 4Sin[5x/6]}, {1, 1}, N ,/ h
TextStyle -> {FontSize -> 12}], Text[" (4,n)", {4Cos[x], 4Sin[x]}, {1, 1}, T
TextStyle -> {FontSize -> 12}], [ L\ ) \ g
Text["(4,7x/6)", {4Cos[7x/6], 4Sin[7x/6]1}, {1, 1}, | | [ [N\ ) | | |
TextStyle -> {FontSize -> 12}], H4, pL| | [ 1 ) ] I |4, OL
Text[" (4,47/3)", {4Cos[4n/3], 4Sin[4x/3]}, {1, 1}, \ \ VARV / |
TextStyle -> {FontSize -> 12}], 1
Text[" (4,37/2)", {4Cos[3n/2], 4Sin[3x/2]}, {0, 1}, VRN \
TextStyle -> {FontSize -> 12}], \ 4 g
Text["(4,57/3)", {4Cos[5n/3], 4Sin[5x/3]}, {-1, 1}, Ha, 7p 6L h N T e /Ha, 11p 6L
TextStyle -> {FontSize -> 12}], \ \ /
Text["(4,11x/6)", {4Cos[11x/6], 4Sin[1lx/6]}, {-1, 1}, N ) L P
TextStyle -> {FontSize -> 12}1}11; N, U
Ha, 4p 3L ~"H4, 5p 3L
grillafinal = Show[grilla, textogrilla, PlotRange -> All] WA 3p 2L
tabla =Table[O, {i, 1, 14}, {j, 1, 2}];
For[a=0, a<=2n, a=a+n/6;
tabla[[1, 1]] ="e"; tabla[[1, 2]] ="r(6)";
rie_] :=1-2 Ssin[e-aj;
For[u=0, u<=12, ++u,
T=(7/6)u;
tabla[[u+2, 1]] = t;
tabla[[u+2, 2]] = ToString[N[r([z], 2]1];
1;
tab =
Show[Graphics[Text[FontForm[TableForm[tabla,
TableAlignments -> Right], {"Bold", 10}1,
{0, 0}, {4, 0}1], DisplayFunction -> Identity];
preimg = Plot[1-2Sin[e-a], {6, 0, 21}, re)
AspectRatio -> Automatic, AxesLabel -> {"6", "r(e)"}, 0 316
DisplayFunction -> Identity]; E i
img = PolarPlot[1-2Sin[e-a], {6, 0, 27}, B o
PlotStyle -> Thickness[1/50], ; ~ol73
PlotLabel -> StyleForm[Print["r (6)=1-2 sen(e-", N[a, 2], "™)"], 2
FontSize » 14], 1S —ol73
DisplayFunction -> ldentity]; n 10
final = Show[grillafinal, img, DisplayFunction -> ldentity]; % 1
inter = Show[GraphicsArray[{tab, preimg}, GraphicsSpacing -> {-.85, 0}], 5 2
DisplayFunction -> Identity]; :T 7
Show[GraphicsArray[{inter, final}, GraphicsSpacing -> {-.15, 0}], E 37 1 2 4 5 6
DisplayFunction -> $DisplayFunction] ; ?{ 2
1 -1

Cuadro 13.3: e.g. Grilla polar (Arriba). Tabla y Representacién Cartesiana (Abajo).
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Ejemplos de frames (celdas) %, de una interaccién iterativa y posible de ser animada. En
este caso las celdas animadas tratan el efecto del angulo « en la curva de representacién
polar r(f) = 1 —2sin(—«). La animacién muestra como gira la curva plana de expresion
polar 7(f) = 1 — 2sin(f — 5) = 1 + 2cos(f), i.e. primer cuadro, alrededor del origen
a r(#) = 1 — 2sin(f). Ver el tratamiento dedicado al tema en la seccién §Observaciones

que facilitan la construccion de grdficos en polares, del Capitulo 10, desde la pag. 403.

2Un “frame (celda)”’es un cuadro tipico, un marco entre una sucesién de marcos desplegado por la

activacién de las sentencias algoritmicas, mediante la supresion de las teclas 1+ Intro del teclado.
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Cuadro 13.4: e.g. Un caracol girando alrededor del origen.
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En otra de las interaccién iterativas y factibles de animacién. Cambio de circunferencia
a cuasi-circunferencia, caracol y a cardioide de r(¢) = 1 — [Bcos(f) En este caso las
celdas animadas tratan el efecto sobre la variacién del parametro real [ en las curvas de
representacion polar r(0) = 1 — [ cos(#). En la subseccién §10.2.3 Cardiodes y Limagos,
pagina 393 del Capitulo 10, hemos utilizado, este grupo de sentencias algoritmicas para
ilustrar los conceptos alli desarrollados con mayor dedicacién en espacio y connotacion
tedrica.

Esta animacién, Cuadro 13.5, en particular, ilustra la metamorfosis (mutacién) que pro-
voca el cambio de la constante o pardmetro [ en las curvas planas r(f) = 1 — [ cos(f),
en las que la variable theta en todos los casos permite un giro angular, i.e. 6 perteniente

al intervalo [0, 7]. El algoritmo mostrado, escoge el parametro ( entre reales del [0, 4].

(3 TR

QI

a e ¢ ! 03, E)

] [

2 0.

O

2 0.85

z 1 (2, 5L {3 7A 6D

4 .

£ 1.1

T e

;121 3 13

IR Em o ta.m (4,09
"_ﬂ ; M 2 2 4 H [

EE 11

1=

= 1.

s 035 (2,7 6D (2,117 E)
2z 0.4

-F} o7 14, Ty [ TR-E RN

(& PEE -]

tabla = Table[0, {i, 1, 14}, {i, 1, 2}1;
For(=0, <=3, B=B+.3;
tabla[[1, 1]] = "o"; tabla[[1, 2]] = "r(e)";
rie_] :=1-p Cos[e];
For[u=0, u<=12, ++u,
t=(n/6)u;
tabla[[u+2, 1]] = t;
tabla[[u+2, 2]] = ToString[N[r(z], 211;
15
tab =
Show[Graphiics [Text [FontForm[TableForm[tabla,
TableAlignments > Right], (“Bold", 10}],
{0, 03, (4, 0311, DisplayFunction -> Identity];
preimg = Plot[1-8Cos[e], {e, 0, 27},
AspectRatio -> Automatic, AxesLabel -> (“0", "r (9)"},
DisplayFunction -> Identity] ;
ing = PolarPlot[1- B Cos[e], {6, 0, 2},
PlotStyle -> Thickness[1/50],

2. e
(acampey VR

PlotLabel -> StyleForm [Print["r (6)=1-", N[A, 2], “cos (8)"], (4,7 (£
FontSize » 14],
DisplayFunction -> Identity] ;
final = Show[grillafinal, img, DisplayFunction -> Identity];
(8,76 (3,117 6)

inter =

Show[GraphicsArray [{tab, preing}, GraphicsSpacing -> {-.85, 0}1.
DisplayFunction -> Identity] ; Py
show[GraphicsArray [(inter, final}, GraphicsSpacing -> {-.15, 0}],
isp ion -> $Di ion];

ey

'
o 23 =

2 EX] .

ERN ¥ 1]

; 1 H
L 28 )
2 38

2 43 N

2 a3

Lt 25 a

R 1 2 E L] 3 B

iz 1

T . o

’T’ -0Es
2= 1.3 -2 (2,273 ) (S TRy
22 EX] (4,7 ey

Cuadro 13.5: e.g. Mutacion: Circunferencia, Cuasi-Circunferencia, Cardioide y Caracol.
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13.1. Sentencias perfectibles: §3, pp. 151-161.

13.1. Sentencias perfectibles: §3, pp. 151-161.

xcartno[n_, a_, t_]:=Sin[nxt +a];
ycartnosinn[t _, B_]:=Sin[t +B];
lissajousNGsin[n_, a_, t_, B_]l:={Sin[nxt +a], Sin[t +B1};
Ani mat e[
Graphi csArray [
{
Show[ {
Plot [{xcartno[n, a t], ycartnosinn[t, Bl},
{t, 0, t}, AspectRatio- Automatic, AxesOrigin-> {0, 0},

AxesLabel » {t, x ey}, PlotStyle » {RGBCol or [1., 0., 0.], Thick},
Pl ot Label -»" Sen(nxt+a); Sin(t+B)"]

G aphi cs [{Poi nt Si ze [Large], Red, Point [{t-0.01, xcartno[n, a t-0.011}1},
Aspect Rati o » Automatic, AxesOrigin-> {0, 0}1,
G aphi cs [{Poi nt Si ze[Large], Blue, Point [{ t-0.01, ycartnosinn[z-0.01, B]}1},
AspectRatio » Automatic, AxesOrigin-> {0, 0}]
1

Show[ {

ParanetricPl ot [lissaj ousNOGsin[n, « t, B], {t, O,
AxesOrigin=- {0, 0},

Pl ot Styl e » {RGBCol or [0., 0., 1.1, Thick},
Pl ot Label -» Table[{a, B, N, t
, Graphics|[

{Poi nt Si ze[Large], Red, Point [{xcartno[n, a t-0.01],
Aspect Rati o » Automatic, AxesOrigin-> {0, 0}]

t}, AspectRatio ->Automatic,

AxesLabel - {X, Y},
, Sinfnxt+al, Sin[t+B]} 1]

ycartnosinn[z -0.01, B]}1},

Graphi cs [{Poi nt Si ze [Large], Bl ack, Point [{xcartno[n, a, O0.],
AspectRatio -» Automatic, AxesOrigin-> {0, 0}]

, Graphics[{PointSi ze [Medi um], Pink,
Poi nt [Tabl e[{xcartno[n, a, t], ycartnosinn[t, g]}, {t, 0.0001, z, 1/12}]1},
AspectRatio -» Automatic, AxesOrigin-> {0, 0}]

, Graphics[{
Arrowheads [{.25}], Arrow[{{xcartno[n, a, t-0.1],

{xcartno[n, a, t], ycartnosinn[z, 1}}1,

Aspect Rati o » Automatic, AxesOrigin-> {0, 0} }]

ycartnosinn[0., B1}1},

ycartnosinn[t-0.1, B1},

1]
}
, PlotLabel »"a, B, n, t, x = Sin[nst+a], y = Sin[t+B]"
1

{a, O, Pi, Pi /32}, {8, O, Pi, Pi /16}, {n, 0, 6, 1}, {r, 0.00001, 6.3, 1/12}
1

B ntx= Srinetsal,y = Sniteg)

(57.0.0. 425001 cof ), -0

Sen(nutray Snits ) .5, L x = Snlneteal,y = St ]

3 x
(22,75 a7s00n oesss.ooarezs)

G, fn X = Snetsal,y - Soitel .8, tx = Snlnteal,y = Snlts ]
17, 0,3, 425001, ~0182629, ~0.89494)

10.0,1,425001, ~0.694984, -0.804994)
Seuntea); Sinte )

Senntea; St )

Cuadro 13.6: Sentencias perfectibles: Funciones Trigonométricas.
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Capitulo 13. Graficas

13.2. Sentencias y Sucesiones infinitas de reales.

Las sucesiones geométricas y aritméticas, §2.11, Figura 2.58, pag. 123, son asociadas a
Dindmicas Discretas, [Aguilera, N. E. (1995)]. La accién de presionar la misma tecla de
una computadora, una vez igresado un numero real, ver Figuras 2.59, 2.64 y 2.65. El

algoritmo ilustra la convergencia o divergencia de las sucesiones, e.g. 5*° PARCIAL -
& © 5 COLOQUIO, pag. 592.

d ear [g];
trayectorial[g_, x0_, iteraciones_, xmn
Bl ock[ {orbita, |ineas},
orbita = NestList[g, x0, iteraciones];
lineas = Line[ Rest [Partition][
Flatten[ Transpose[{orbita, orbita}1], 2, 1111;
Pl ot [g[x], {X, xmn, xmax},
Pl ot Range » {{xmi n, xmax}, {xmn, xmax}},
Aspect Rati o -> Autonatic, AxesOrigin- {0, 0},
Pl ot Styl e » {RGBCol or [1., 0., 0.], Thick, Dashed},
Epi | og » {Bl ue, Thi ck,
Line[{{xm n, xm n}, {xmax, xmax}}], Purple,
{Absol ut ePoi nt Si ze [8], Point [{x0, g[x0]}]1}, Bl ack,
{Absol ut eThi ckness [2], |ineas}}
11

_, Xmex_]:=

srootdos[x_]:=0.5 [x + ;)
nresmedios[x_]:=-1.5%x
tresmedios[x_]:=1.5%x
m[x_]:=0.5%x

reci prExpdos [x_] : =27
ld[x_1:=x

m [X_]:=-X

reci prExp[x_]:=
prExp[x_] Bp X

eLogu[x_]:=3.2x (1-x)

elogd[x_]:=4. x (1-X)

Dynami c [

Graphi csArray [
{trayectoria[g, 0.25, 10, 0, 1.75], trayectorialg,
, PlotLabel - Row[{Style["f (x)", Italic], "=",

PopupMenu [Dynami c[g], {m tresnedios, Cos, Sqgrt, reciprExp}]1}]
]

1

1.5, 10, 0, 1.75]1} f()=Feciprbxer)

ear [g];
trayectoria[g_, xO_, iteraciones_, xnmin
Bl ock[ {orbita, lineas},
orbita = NestList[g, x0, iteraciones];
lineas = Line[ Rest [Partition[
Flatten[ Transpose[{orbita, orbita}]l, 2, 1111;
Plot [g[x], {x, xmn, xmax},
Pl ot Range -» {{xni n, xmax}, {xmn, xmax}},
AspectRatio -> Automatic, AxesQrigin- {0, 0},
Pl ot Styl e » {RGBCol or [1., 0.
Epi | og » (Bl ue, Thick,

. Xmex_]:=

, 0.1, Thick, Dashed},

; Dinamica de qué suc. geométrica? Ayuda f (x)=—2.5 X
Line[{{xm n, xm n}, {xmax, xmax}}], Purple, \ [ N 100, N 100,
{Absol ut ePoi nt Si ze [8], Point [{x0, g[x0]1}]1}, Black, 3 - vl \‘
{Absol ut eThi ckness [2], |ineas}} \\w \“50 \“50
11 \ \
O ear [g]; Y \
gIXx_]:= -2.5%X -0 - A BE 00 -50 d 50 00 100 50 {\ 50 100
Graphi csArray [ o[ \ Y © Y
{trayectoria[g, 0.025, 10, -50, 50], trayectoria[g, -0.25, 10, -50, 507, ‘\ ‘\‘ A
trayectoria[g, 2 K 10, -100, 100], |rayec|or\‘a[g, -2., 10, -100, 10071} a0 “‘ 10 ‘\ 1ol \
PlotLabel » " Dinamca de qué suc. geométrica ? Ayuda: f (x)=-2.5 x"] .

Cuadro 13.7: Presionando la misma tecla.
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13.3. Optimizacion en compactos

13.3. Optimizaciéon en compactos

Sentencias que ilustran las funciones continuas que participan en la solucion del ejer-
cicio de optimizacién de Miguel, el ecologista, que busca la braquistécrona. Referirse a la

pag. 90, Figura 2.29 y consultar la resolucion general del problema que se inicia en la pag.
259.

V2 R
tla_, R, W, V_]:= TR«/l»,o()s[a:] vl

D[t [a, R, W V], al;
RSin[a]

V2 WA1 + Cos [a]

R
tdpla_, R,, W, V_]:=—-

\%
D[tdp[a, R, W V], a];

Sinplify[%]
V2 Reos[£]*

tdsfa_, R, W]z - —mo——
W(1 + Cos [a]) "2

Animate[
Plot[(t [a, R, W V], tdp[a, R W V1, tds[a, R, W}, {a, -T, T},

AxesOrigin - {0, 0},
Pl ot Styl e » {RGBCol or [0., 0., 1.1, Thick, RG&Color[0., 1., 0.1, Thick,
RGBCol or [1., 0., 0.1, Thick}, AxesLabel - {X, Y}, PlotLabel »

Aspect Rati o -> Automati c,

o, t'=a", "=R'R "=W W, "=\"V,

<l=n

V2
um | Tabl e t [a]=—— +Cos[a] +
Col Tabl " WR‘\/l Co
R
*Rx* V1+Cos[t] + —1:],
\%

V2
"t [a, R,WV]:"[ W

4
R RSi V2 RCos[Z
"tdp[a, R, WV]=" __*]' “tds [a R W=" - [2] }]]]'
V' V2 WA+ Cosr] W(L + Cos [z]) /2

{t, -4n, 4m 0.1}, (R 0.1, 4, 1}, (W 0.01, 4, 1. }, {V, 0.01, 4, 1. )]

- ————(—DIEEIE
R D m
" J D]
v 0 DIEFIE]
IMJ:%RWJr B
9.53363 =a
31=R
2.01=w
301=V

tla,RW,V]=[9.98649]

tdpla,RW,V=[2.56991]

tdsfar,RW]= - 0.0419494
Y

101

Cuadro 13.8: Optimizacion en compactos: Miguel el ecologista.
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13.4. O.D.E: Sentencias vs. unicidad de soluciones.

Ver Ejemplo 11.1.13, pp. 442- 443. Nivel & © 5* COLOQUIO.

rcubicafu_]:=1f[u<0, - (-u)~(1/3), ur(1/3)1
(t - b+3«rcubicara])®

s , b_1:=

ylz_, a_ _1 27 80

yl[z_, a_, b_]:=I1f[t < b-3=«rcubicafal, 0, y[z, a, bl] .

y2[t_, a_, b_1:=I1f[t > b-3xrcubicalal, 0, y[t, a, b]] & =
) (t - b+3«rcubicafa])’

sol [t_, a_, b_, e_]1:=If [7: > b-3=xrcubicalal, {r, >7 } N o

(t - b+3«%rcubicafa] +e€)°
T + * 27 + }' {r’ O)]]

{ =36, ~4.75=%), ~3.25%] }

If[r < b-3=xrcubicala] -€ , {1:,

Ani I'TBte[ 51015
GaphicsGid[{{
Show|[
Plot [{y[t, a b]}, {r, -10, 10}, AspectRatio ->Automatic, AxesOrigin- {0, 0},
Pl ot Styl e » {RGBCol or [0., 0., 1.], Thick},
PlotStyle » {RGBCol or [0., 1., 0.1, Thick}, AxesLabel -» {z, Y}
1, Gaphics[{PointSize[Large], Black, Point [{b, a}]},
Aspect Rati o -» Automatic, AxesOrigin-> {0, 0}]
1,

Show[
Plot [{ yl[z, a bl}, {tr, -10, 10}, AspectRatio -> Automatic, AxesOrigin- {0, 0},

PlotStyle » {RGBCol or [0., 1., 0.1, Thick}, AxesLabel -» {z, Y}
1, Gaphics[{PointSize[Large], Red, Point [{b, a}]},

Aspect Rati o » Automatic, AxesOrigin-> {0, 0}]
1

Yoo oL

Show[
Plot [{ y2[t, a, b]}, {zr, -10, 10}, AspectRatio ->Automatic, AxesOrigin- {0, 0},

PlotStyle » {RGBCol or [1., 0., 1.1, Thick}, AxesLabel » {z, Y}
1, Gaphics[{PointSize[Large], Blue, Point[{b, a}]},
Aspect Rati o -» Automatic, AxesOrigin-> {0, 0}]
1,
Show[
ParanetricPl ot [
sol [t, a, b, €], {rz -10, 10}, PlotStyle » {RGBColor [1., 0., 0.], Thick}]
Graphi cs[{Poi nt Si ze[Large], Blue, Point [{b, a}]},
Aspect Rati o » Automatic, AxesOrigin-> {0, 0}]

10 5 5 10 15

1}}, PlotLabel » Table[{"j—tx=x§'", "=xXo" a, "=tgo" b}”

, {a, 0, 5 0.25}, {b, -5, 5 0.25}, {e O, 10, 0.25}]

8

Cuadro 13.9: E.D.O. 4z — 22/3

U
~
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13.5. Secuencias para las concoides de Nicomedes.

13.5. Secuencias para las concoides de Nicomedes.

xcart [n_, m][t_]:=n+mxCos[t];
yecart [n_, m][t_l:=n«xTan[t]+m*Sin[t];
concoides[n_, m]J[t_]:={n+mxCos[t], nxTan[t] +mxSin[t]}
h=-3;
Ani mat e[
Show([
Graphi csArray [
{
Pl ot [xcart [-0.2, 1][t], {t, -Pi, h}, AspectRatio ->Automatic,
AxesOrigin - {0, 0}, PlotLabel »"x(t)"],
Plot [ycart [-0.2, 1][t], {t, -Pi, h}, AspectRatio ->Automatic,
AxesOrigin- {0, 0}, PlotLabel -"y(t)"],
Paranetri cPl ot [concoi des[-0.2, 1][t], {t, -Pi, h}, AspectRatio ->Automatic,
AxesOrigin- {0, 0}, PlotLabel -»"Concoide(-0.2,1)"]

Graphi csSpacing -> {-.25, 0}], PlotLabel »"Concoide de Nicomedes-"

]

th, -3, 6, 0.01}

Concoidesde Nicomedes; x = a+Cost], y = a«Tan[t]+Sin[t]

it {=1., 2.35641, cos(t) - 1., sin(t) - 1. tan(t)}

Concoidesde Nicomedes; x = a+Codt], y = aTan[t]+Sin[t]

yItl {2., 2.35641, cos(t) + 2., sin(t) + 2. tan(t)}
15 15
110 10
5 5

o
] A
—HE—

ns -15

Cuadro 13.10: Concoides de Nicomedes, a = —1y a = 2.
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136. Bifurcacién M en la E.D.O. de Landau.

X' [t]= (R-W *x[t]-Axx[t]®

DSol ve[%, x[t], t]
eRW (-0 \/[R_W
eRW -0 \[RCW

x2[R, W, A, C, t_1:=-

x1[R, W, A, C, t_]:=

Ani nat e[
Plot [{ XI[R, W A C t], 0, x2[R, W A C t]1},

{t, 0., 10}, AspectRatio ->Automatic, AxesOrigin- {0, 0}, PlotStyle -

{RGBCol or [0., 0., 1.1, Thick, R@&Color[0., 1., 0.1, Thick}, AxesLabel - {t, X},

Pl ot Label » Table[{"Pitchfork", R, W, A C x1[R, W A 0, t], x2[R, W A, C, t1}11,
{R 0.01, 8., 0.125}, {W 0.01, 8, 0.1}, {A 0.01, 4, 0.5}, {C, 0.01, 4, 1}]

X' [t] = (R-Wx[t]-Ax[t]®
fe(R7V\.; (t-C[1]) R/wa e(R’W (t-Cr1y) R-W
Hx[t]af ,{x[t]a }}
1+ A2 (RW (t-C1]) 1+ Ae? RW (t-Cl1])

R O DlaIE]
w —{ DIAFIE=]
e O DIEFIE]
c O DlaIE]

2. @4' t 2. (,4. (t-3.01)

{n‘tchfork, 5,01, 1.01, 1.01, 3.01,

\/ 1+1.018! \/ 1+1.01 830D

Figura 13.1: Bifurcacion m en las soluciones de la E.D.O. de Landau.
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13.7. DSolve y E.D.O.

13.7. DSolve y E.D.O.

El siguiente cuadro muestra una instantanea de la animacién que permite seleccionar
la constante r, de crecimiento o decrecimiento del modelo poblacional mas simple, i.e.
y = ry, simultaneamente con la posibilidad de escoger un valor para la constante del
proceso de antiderivacion, utilizando la respuesta del comando “DSolve ”del mathemati-
ca, para aquellas situaciones en que C[1] = e“. Cabe declarar que finalizada la lectura
de la seccién “Crecimiento y/o decrecimiento en poblacionales”, pp. 410-470, debemos

tener en claro el rol de las constantes que aparecen en los procesos de determinacion de

las soluciones de las E.D.O.

y'[t] == r*y[t]
DSolvely [t] =r=xy[t], y[t], t]
{{vit1 » e tcr11}}

yit ,r_,C]:=cete
Animate[Plot[{y[t, r, C], y[t, -r, C] }, {t, O, 1},
AxesLabel -» {t, {y[t, r, C], Y[t, -r, C] }},
PlotStyle » {{Black, Thick}, {Black, Thick}, {Blue, Thick}},
AxesOrigin - {0, 0}, PlotLabel » "Soluciones y =rxy, r>0; r<0 "1,
{r, 0.0001, 43}, {C, -1, 1}]

f 3 DIAFIE=]
c 3 DIEFIE]

Soluciones y'=rxy, r>0; r<0
{0.963194 £*5%7%6 1 0.963194 ¢~ 55756 1}

4,

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Cuadro 13.11: Seleccion de cy de ren y = ry.
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13.8. Coémputos y Conjeturas en el Calculus.

Los Computos del Calctilus que hemos visto, son esencialmente las evaluaciones de:
d d"
limites lim f(x), derivadas df(z) " f(z)

, derivadas sucesivas , integrales indefinidas y

b
definidas / f(z)dz, / f(z) dx. Ademas, resolucién de ecuaciones, en forma exacta o

“+00 2 1
numérica, estudio de las integrales propias e impropias, e.g. / e *Tdx, —dx,y
0 -1 VT
el andlisis de ecuaciones diferenciales muy simples. Por otra parte se asocié lo estudiado

sobre convergencia de sucesiones a dinamicas discretas sencillas. Finalmente se encaro la

problematica de “sumar ” los infinitos términos de una sucesién de nimeros reales, defi-
“+o0o

niendo el sentido de la expresion Z by,

n=c

Nfe, 10] - 2u718281828

N[, 5] - BEI4I6

N[VZ, 8] - mama2138

L\n‘it[Log[l-»;],x*—l] - ==

Limt[ch[1~l]v 1 ‘Hm] .a Integrate[Sin[x], x] = ECosIX]
X x+1

um[[u;]x,x.m]:l Integrate[ x", x] -’.

Solve[x"2+ax+1==0, x] = {{x-»;(-a-w/-ha?)}. {x-o; -a+\]-4+az]}}

Solve[{Xx+y =1 X+y=2}, {X, Y}] = {&¥

Solve[{x+y =1 x-y=0}, {x, y}] = {{x-.%, y-.%}}

Integrate[a x* + bx +c, x] —)-

Integrate[x, x] - Logixm

i Faltal aconst ant e en cada una
de |l as sal i das del mat henatica!
Log[10] — Log[10]

N[Log[10]] = 2.302585092994046

Log[e] = 1

NSol ve [x"5-2x +3 =0, x] =

Fi ndRoot [Cos [X] - X, {x, 0.5}] -> [NESONISI0SSISSRUSIS0M
Fi ndRoot [x* -x, {x, 0.5}] - [N

1\*
f[x_]:=[1+;]

f1x]

) 1
Integrate[ e™, x] —)E\/n Erf [x]

NI nt egr ate[e'xz, x, -1, l)] — 1. 4936482656248558
DSol vely' [x] +y[x] =x, y[x], x] - [SISEXEERICHNN

f'[x] = DIf [x], X] = D[(lfi]x. x] = [1+1]x -;fLog[hl] x3 x5 x7
x T )« = Series[Sin[x], (X, 0, 8}] > X - — + — - +0[x]°
6 120 5040
1+ 1) 1 1) x3 x5 x7
£ = DI XL (% 2] "':—3‘[1*;] ['(1+1)X'L°”[1';]] Nor mal [%] = T
Plx X1 = PITBA. £x 3312 Sumfi, {i, 1, 4}] - 10

(1+})x (1+6x—x2+3x (-1+x2) Log[1+ 1] -3x2 (1+>()2Log[1+§]2+)(z (1+x)3Log[1+%]3)

1i
5um[[5] . {i, 0 Infinity)] >2

x2 (1+x)°%

Sum[(2)i, {i, 0, Infinity}] = [Sumdoes not converge"

Cuadro 13.12: Cémputos y Conjeturas en el Calciilus.

Recomendamos regresar a la pag. 28 y desde ésta sobrevolar para retomar la pag. 501 del

Capitulo 14, en el que las Conjeturas son confirmadas por métodos del Calcilus.
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Capitulo 14

Hamilton en la Geometria ()ptica VS

Hamilton en el Icosian Game

En este Capitulo conectamos dos areas de investigacién desarrolladas a partir de las
contribuciones del matematico, fisico y astréonomo irlandés Sir William Rowan Hamilton
(1805-1865). Hemos explicitado un nexo entre uno de sus postulados sobre Geometria

Optica y los itinerarios definidos a partir del Icosian game.

Hamilton postulé que los rayos luminosos no necesariamente minimizan el tiempo de
recorrido de sus trayectorias, contradiciendo el Principio de Fermat, Fermat sostuvo, a
partir de las experiencias de la refracciones de la luz de su época (1662), que la luz viajaba
segun las trayectorias que minimizaban el tiempo, es decir las braquistécronas, del griego

brachistos “el mas breve” y chronos “tiempo”.

Hamilton aseverd, [Hamilton, W. R. (1833)] : ... “In optics, for example, though the
sum of the incident and reflected portions of the path of light, in a single ordinary re-
flection at a plane, is always the shortest of any, yet in reflexion at a curved mirror this
economy is often violated. If an eye be placed in the interior but not at the centre of a
reflecting hollow sphere, it may see itself reflected in two opposite points, of which one
indeed is the nearest to it, but the other on the contrary is the furthest; so that of the

two different paths of light, corresponding to these two opposite points, the one indeed is

001



Capitulo 14. Hamilton en la Geometria ()ptica vs Hamilton en el Icosian
Game

the shortest, but the other is the longest of any. In mathematical language, the integral
called action, instead of being always a minimum, is often a maximum; and often it is

13

neither the one nor the other: though it has always a certain stationary property,”...“yet
we ought not (I think) to retain the epithet least: but rather to adopt the alteration pro-

posed above, and to speak, in mechanics and in optics, of the Law of Stationary Action”.

Otro legado de Hamilton es el Icosian game, juego que inventd en 1857 y que fue
distribuido comercialmente como un tablero con orificios ubicados en los vértices de una
figura dodecaédrica. El jugador debia insertar clavijas en dichos agujeros de tal manera
que en el recorrido consecutivo de las respectivas inserciones se visitara una sola vez cada
hueco y se finalizara en el punto de partida una vez que todas las clavijas -en ntimero
coincidente con el de orificios- fueran ubicadas y por lo tanto todos los orificios estuviesen
ocupados. Por esta razon, todo ciclo con la condicién de formar un itinerario o tour que
pase una séla vez por cada punto perteneciente a un conjunto finito de puntos fue pos-
teriormente llamado, en su honor “Hamiltoniano”. Este juego matematico origing, entre
otros, un campo muy diverso de estudio y aplicaciones conocido como los Problemas del
Viajante de Comercio, cuyos acronismos TSP y TSPP son normalmente aceptados sin
traduccién desde las expresiones en inglés, Traveling Salesman Problems (TSPs) y Tra-

veling Salesman Path Problems, (TSPPs).

Particularmente, en este Capitulo hemos analizado fenémenos teleoldgicos de los ra-
yos geométricos y luminosos en diferentes geometrias, aceptando los postulados de la
Geometria Optica [Born, M., and Wolf, F. (1990)], para el concepto idealizado de rayo
luminoso. Hemos probado que en determinadas geometrias planas espejadas los rayos
luminosos, cuando obedecen la Ley de Reflexion, ocasionalmente pueden minimizar, ma-
ximizar y en ciertas circunstancias ni minimizan ni maximizan el tiempo insumido durante
el recorrido o viaje. Hemos confirmado que los fendmenos naturales pueden ser eficientes,

extravagantes e inclusive en ciertas oportunidades tibios - “mald”.

En los desarrollos mostraremos modelos variacionales sencillos en los que existen rayos
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luminosos cuyas trayectorias son maximos, o minimos de la funcién del tiempo utilizado
para recorrer el camino seguido por el rayo, pero también, que existen casos o situaciones
de rayos luminosos cuyas trayectorias no corresponden al maximo ni al minimo del tiempo
insumido en sus respectivos viajes, sino a puntos estacionarios de sus funciones de pro-
pagacion. Especificamente, lo hemos verificado en tres casos diferentes de la geometria de
un virtual o ideal Espejo Cuasi-Esférico [Niel, B. 1. (2002)]. El ultimo modelo variacional
aqui establecido se estudia en detalle en el Capitulo “Geometria de los Hamiltonianos”de
[Niel, B. I. (2014)], donde confirmamos que las trayectorias Hamiltonianas Euclidianas
(Ciclicas conformadas por las curvas fronteras de los poligonos estrellados validan la Ley
de Reflexion y son rayos luminosos en una geometria espejada cuasi-circular sobre las
raices n-ésimas de la unidad. En particular, las trayectorias Hamiltonianas reflexivas de
maxima densidad contruidas sobre los vértices de un poligono regular de niimero impar de
lados, a partir de estos desarrollos se presentan como tnicas candidatas a resolver el Max.
TSP [Niel, B. I. (2004), Niel, B. 1. (2002)] (Capitulo “Geometria de los Hamiltonianos”,
§2.2.2 en la pdg. 84, [Niel, B. I. (2014)]). *

Una vez explicitado el contexto histérico y el propdsito de los desarrollos en este
Capitulo, pasamos a describir los contenidos de cada una de las secciones que lo integran.
En la Seccién §14.2 se explica la metodologia utilizada, sustentada en los principios del
andlisis matematico real y los modelos variacionales asumiendo las aproximaciones de
la Geometria Optica. La Seccién §14.3 trata el Problema de Heron, mientras que en la
Seccién §14.4 se desarrolla un enfoque algebraico original de la Ley de Snell. Para ello
resolvemos los polinomios de grado cuarto que permitiran detectar el punto en la interfase
en el que el rayo luminoso realiza la braquistocrona cualquiera sea el conjunto de datos
del problema; es decir, cualesquiera sean los puntos de partida y de llegada del rayo y
las velocidades de propagacion de los mismos. Obviamente se considera que los puntos de

partida y llegada estan ubicados en medios que tienen distintos indices de refraccion.

!Palabras Claves: Geometria Optica, Braquistécrona, Caminos Hamiltonianos, Principio de Fermat,

Principio de Hamilton, Poligonos estrellados, Polinomios de cuarto grado.
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Mientras que el enfoque geométrico de que la “Ley de Refraccion” satisface el Princi-
pio de Fermat [Sundar, B., Hamilton, A. C., and Courtial, J.(2009)] ha sido ampliamente
divulgado y utiliza el Principio de Huygens para la justificacién, e.g. Huygens’ Solution
en [Tikhomirov, V. M. (1990)], pag. 22, Ley de Snel [Santal6, L. A. (1993)], pag. 61. En
las secciones §14.5.1, §14.5.2 y §14.5.3 se analizan tres situaciones geométricas diferentes
en el Espejo Cuasi-Esférico [Niel, B. 1. (2002)]. Estos casos estudiados han originado las
posteriores formulaciones de variadas versiones del Problema del Viajante de Comercio en
las redes completamente conectadas con nodos en los vértices de los poligonos regulares.
Simbolizadas por N (K, (3/1), (dij)u.) ¥ estudiadas en los Capitulos 2, 3 y en la Seccién
3.4 de [Niel, B. 1. (2014)].

Trabajos que requieren del despliegue de metodologias especificas en virtud de que las
trayectorias extremales en estos TSPs no son coincidentes, en general, con trayectorias

luminosas o reflexivas.

14.1. Hamilton de la Geometria ()ptica a Hamilton

en un Juego Hamiltoniano

Bajo las simplificaciones asumidas por las aproximaciones de la Geometria ()ptica
consideraremos que: “Un rayo luminoso conecta dos puntos atravesando una trayectoria
cuya funcion de propagacion o tiempo de recorrido es estacionaria con respecto a las
variaciones del camino”. Confirmamos en las diferentes geometrias estudiadas, utilizando
el calculo diferencial, que los rayos luminosos pueden minimizar, maximizar o simplemente
hacer estacionaria la funcién de su tiempo total de propagacién con tiempos de viaje
intermedios entre el minimo y el maximo posibles de ser alcanzados por rayos geométricos
no reflexivos. Esfuerzo tedrico adicional nos ha permitido determinar analiticamente las

trayectorias de los rayos luminosos en cada una de las circunstancias que hemos analizado.
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14.2. Metodologia Empleada

Se comienza considerando el Problema de Heron, la Ley de Snell y la reflexién en los
casos del Espejo Cuasi-Circular por el siguiente procedimiento [Lemons, D. S. (1997)]: En
primer lugar, describimos e ilustramos mediante representaciones mono o multi-paramétri-
cas la familia de los caminos o trayectorias de los rayos geométricos. Cada rayo geométri-
co de la familia debe conectar los puntos inicial y final especificados y cada trayectoria
geométrica posible sera identificada, segtin lo imponga la geometria del modelo, por uno
o varios de los valores del conjunto de parametros geométricos. En segundo término, se
determina la expresion analitica de la funcion de propagacion de los rayos geométricos.
Por tltimo, se establece la condicién necesaria de primer orden para éptimos de cada
problema especifico. Esto caracteriza o selecciona la trayectoria luminosa. En cada uno de
los casos aqui tratados la diferencial total de segundo orden nos indicard si las soluciones
-rayos luminosos- minimizan, maximizan o ni minimizan ni maximizan el tiempo total del
recorrido. Dado que se trata de resolver un problema de extremos locales de la funcién de
propagacion de los rayos geométricos[Miller, R. E. (2000)].

Cabe aclarar que el Problema de Heron y la Ley de Snell verifican el Principio de Fermat

(i.e. ~ Braquistécrona ~ Maxima eficiencia ~ Proceso expedito ).

14.3. Problema de Heron

Heron de Alejandria, invocando un principio
de minimo, resolvié el problema de la fisica C=Pyi{z1,y1)
optica de un rayo, que comienza en P; =
(x1,71) encima de un espejo plano, viaja en

linea recta hasta el espejo plano, rebota y se

refleja dirigiéndose en linea recta hasta llegar

a Py = (z2,92).
Figura 14.1: Problema de Heron.

Explicitamos aqui la matematica del método delineado en la Seccion §14.2.
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Construimos la funcion la funciéon de propagacién de los rayos geométricos suponiendo

que y; > 0eys > 0 (14.1),

T(x) = \/(x—x1)2+y% + \/(l‘g —x)2+y3, r < x < 9. (14.1)

Igualando a cero la derivada primera 7"(z) obtenemos (14.2)

wow) o (wmn) (14.2)
Vie—a)+yi V(2 —2) +
La ecuacion (14.2) en términos geométricos se escribe como:

Los cémputos condujeron a la ecuacion (14.3) conocida en éptica geométrica como la “Ley
de Reflexion”: el dngulo de incidencia que el rayo forma con la normal del espejo es igual

al dngulo que el rayo reflejado conforma con dicha normal.

La derivada segunda de T'(x) es positiva en todo punto, puesto que:

2 2

T"(z) = A — LS, (14.4)
(@ —z)?+yi]e (@ —21)” +y3)2

Proposiciéon 14.3.1 El Problema de Heron se resuelve por un unico rayo luminoso que

viaja en tiempo minimo, i.e. la trayectoria determinada es una braquistocrona.

Demostracion. T'(x) es Clg,ay, T'(x1) < 0, T'(x2) > 0, el Teorema de Bolzano es-
tablece la existencia de z, en (zy,x2) tal que T'(z,) = 0. Ademas, T"(z) > 0 Vu,
implica que T’(z) es estrictamente creciente, por lo tanto x, es la inica abscisa esta-
cionaria, de T'(z) en (xy,22), y por ser T"(z,) > 0, z. es el minimo estacionario o
relativo pero ademas es el minimo absoluto en [z, z5]. Obviamente es el minimo absoluto

y positivo del problema. m

La abscisa x, construye la braquistécrona, que consiste en los siguientes dos tramos
lineales: “Parte desde el punto Py = (z1,y1) en linea recta llega a la superficie del espejo

plano en Pn = (z.,0) y desde éste punto de rebote nuevamente en linea recta llega a

Py = (2,12).
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Observacion 14.3.2 La familia de rayos geométricos del Problema de Heron (Ver Figu-
ra 14.1 en la pag. 505) estdn condicionados a rebotar sobre la superficie especular plana
una sola vez. Pues, en caso contrario la solucion seria la conexion pitagorica -geodésica-

del punto Py = (x1,y1) al Py = (x9,y2) .

14.3.1. Obtencién de la braquistéocrona por computos algebrai-

COS

A continuacién, se obtiene por medio de manipulaciones algebraicas, el punto en el
que el rayo luminoso incide en la interfase espejada plana donde se verifica la Ley de
Reflezion. Elevamos al cuadrado ambos lados de la ecuacién (14.2), lo que resulta en la

ecuacién cuadrética (14.5)

(7 — y3) — 2x(zay; — 21y3) + yias — x7ys = 0. (14.5)

Tol1 + T1Yo2

A partir de que y; > 0 e yo > 0, obtenemos las raices xn =
Y1+ Y2

TaY1 — T1Y2

€T =
7 Y1 — Y2

La sustituciéon de x4 en el numerador de (14.2) resulta en que Sign(ry — x1) #
Sign(zy — xg), entonces xg, es una soluciéon que debe descartarse del problema original
(14.2), se origin como consecuencia del proceso de elevacién al cuadrado, por lo tanto no
es la solucién que estamos buscando en (14.2) que sabemos que existe y es tnica, por lo

tanto, el valor del pardmetro del Problema de Heron es el determinado por (14.6).

Toy1 + T1Yo

——— (14.6)

rn =
La braquistécrona estd precisamente identificada: Parte de P, = (x1,y;) en linea

T2Y1+x1Y2

v ,0) v desde este punto de rebote en la superficie del espejo plano

recta hasta (

nuevamente en linea recta llega a P, = (x2,y2). ®
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14.3.2. Obtencién de la braquistécrona por razones geométricas

Un razonamiento distintivo del caso [Tikhomirov, V. M. (1990)], pags. 4-5, conduce a la
determinacion del valor del pardametro en el que la Ley de Reflexion se realiza mediante

consideraciones geométricas.

Por razones de simplicidad, seleccionamos rayos
geométricos, que comienzan en (0,a), viajan en linea
recta hasta la superficie azogada llegando a (z,0), rebo-
tan en ella dirigiéndose al punto (1,b). Esta trayectoria

es un rayo luminoso cuando colisiona con la superficie

espejadaen rn = . Puesto, que en el espejo plano,

a
a+b
la busqueda de la braquistocrona es equivalente al ha-

llazgo de la geodésica -pues el rayo viaja en un medio

uniforme- entonces la trayectoria mas corta se determina
dibujando la linea recta entre (0,—a) y (1,b).

Figura 14.2: Enfoque Geométrico.

Claramente el Problema de Heron es exactamente equivalente a resolver el siguiente
problema de minimizacién: Dada una recta y dos puntos en el plano que yacen en el mismo
semiplano determinese el punto en la recta que minimiza la longitud entre el conjunto de

trayectorias que comienzan en uno de dichos puntos llega a la recta y luego se dirige

al otro punto. Minimizar la funcién (14.1) es exactamente minimizar \/(z — x1)2 + 43 +

V(za — )2+ (—y2)?, 21 < z < 3y, (Ver Figura 14.2). La respuesta es pitagdrica, entre

el punto P, = (21,51) v P» = (z2,—¥2), i.e. “As the crow flies”, la geodésica.

14.4. Ley de Snell

En breve, siguiendo la metodologia descripta en la Seccién §14.2, la funcién de propagacion
del rayo luminoso resulta ser (14.7). Se supone que la luz viaja en una linea recta en el

material de la primer interfase a velocidad vy, desde el punto (xy, y1) hacia un punto en
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14.4. Ley de Snell

la interfase entre ambos medios (z, 0). A partir del cual ingresa en el segundo material y
con una velocidad vy se dirige hasta el punto (xs, yo), (Ver la Figura 14.3 y su explicacién

en la pag. 509).

T(l’) — \/(ZL‘ _ 1‘1)2 + y% + \/(xQ - x)Q + y% (147>

U1 V2

Mientras que su derivada primera es:

) — (r — 1) _ (3 — )
Tl) v/ (7 — 21)2 + y? ’UQ\/(./EQ_I')Q_'_y%‘

Esta tltima ecuacion (14.8) igualada a cero conduce a la expresién de la Ley de Snell en

(14.8)

términos geométricos y fisicos (14.9). Normalmente conocida como la Ley de la Refrac-

cion, [Tikhomirov, V. M. (1990)], pag. 123.

sin 0, sin 6y
= . 14.9
o - (14.9)

Otro de los hechos importantes de los rayos luminosos
conocido en vida de Pierre de Fermat es que los rayos
luminosos, cuando atraviesan un medio de menor densi- v

dad (e.g. aire) hacia uno de mayor densidad (e.g. agua),

(i.e. refraccién) cambian su direccién con respecto a la C’(xl,y1)\91

medio 1 z

normal de la interfase. La Ley de Snell es derivable a e odio 2
partir del Principio de Fermat con la técnica delineada
en la Seccién §14.2. Por lo tanto, se buscan los rayos
geométricos que yacen en el plano z — y, tales que co-
necten el punto C' = (x1,y1) con el B = (z3,v2), Bl(xa,ys)
viviendo en medios diferentes, de modo que se minimice

el tiempo de viaje.

Figura 14.3: Ley de Snell.

Proposicién 14.4.1 La Ley de Snell, i.e. el problema de dptica geométrica (14.9), es

resuelto por la braquistocrona.
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Demostracion. La funcién T'(x), ecuacién (14.7), es continua, T'(x) — o0, estricta-

mente creciente para © — oo y su segunda derivada es (14.10).

2 2
Y1 Y3

T (z) = + 14.10

(@) vr (v —21)2 +yi)*2 0 vy (w2 — )%+ y7)?/? ( )

T"(z) es positiva para todo z, entonces T'(z) es una funcién convexa. Por lo tanto T'(z)

tiene un minimo relativo que es el minimo absoluto. La abscisa donde el minimo es reali-

zado construye la trayectoria luminosa, i.e. la braquistécrona. =

Observacion 14.4.2 T'(x;) < 0 y T'(z3) > 0 y de (14.10) es evidente que T"(x) > 0
entonces T'(x) es una funcion estrictamente creciente y por el Teorema de Bolzano en
(21, z2] existe una tnica raiz tal que T'(x.) = 0. El Problema de Snell posee una tinica
abscisa estacionaria. Ella es la encargada de realizar el Principio de Fermat ya que T" ()

es Vx positiva.

Elevando al cuadrado ambos lados de (14.9) obtenemos los siguientes polinomios de

grado cuarto 2

(v —v?) 2t + 2(zy + 22) (V2 — v3) 23+
(3 — o) (@ + 23 + 4y o) + viys — viyy] 2% + (14.11)
2[(vf — v3) (2123 + wo2]) + vimayy — viTay3] T +
(03 —vf)(af23) + y3via] — yiviad = 0.
Es bien conocido que las ecuaciones polinomiales de grado n < 4 se resuelven utilizando

adiciones finitas, multiplicaciones, divisiones y extracciones de raices.

14.4.1. Tratamiento de una interfase de ancho unitario

Ahora trataremos la situacién particular en la cual A = (0,a) y B = (1,b), con
a>0,b>0y vy # v1. En tal caso la ecuacién algebraica (14.11) de cuarto grado se

convierte en:

4 3
=220 + 2 2 2 2
vy — Vi Uy — U1

2712 1_22 1 2 9 2.2
v2(b? + 1) — v2(a® + )} x2+2( via )33_( via 2) — 0 (14.12)

Ug_vl

2Si v; = vy se obtiene la ecuacién cuadratica (14.5). Esto significa que el Problema de Heron es un

caso particular de la Ley de Snell.
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Que reescribimos como:

p(z,c,c1) = 2 =223 + ca? + 2c12 — ¢ = 0 (14.13)
donde
2 2
via
= —— 14.14
“ v3 —v? ( )
27,2
v5b
= 14.15
“ v3 — v? ( )
y
c=cy—cy+ 1. (14.16)

A partir de (14.14) y (14.15) es claro que
sign(cy) = sign(ca). (14.17)
Proposicién 14.4.3 Eziste al menos una raiz de p(x,c,c1) en el intervalo abierto (0,1).

Demostracion. De (14.17) y como p(0) = —c1, v p(l) = ¢, poseen distinto signo, el

Teorema de Bolzano establece la existencia de x, € (0,1) tal que p(z4,c,¢c1) = 0. m

Proposicién 14.4.4 Sea T'(z) la funcién de propagacion del rayo luminoso correspon-
diente al caso particular en que los rayos parten del punto A = (0,a) en el primer medio

y llegan al punto B = (1,b) en el seqgundo, con a >0y b < 0. Es decir,

R B

(%1 (%)
T 1—2
T'(x) = —
( ) Ul\/a2+l'2 Ug\/(1—1]>2+b2
Y 2 2
b
T'(x) = .

vy (a2 + x2)3/2 + ve ((1 — 2)2 4 b2)3/2°

Entonces T'(x) tiene una inica raiz en el intervalo abierto (0,1).

Demostracion. T"(x) es positiva, por lo tanto T"(x) es una funcién estrictamente cre-
ciente, ademds 7"(0) < 0 y 7"(1) > 0, entonces T"(z) tiene una tnica raiz precisamente

en el intervalo abierto (0,1). m
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Llamemos z, a la dnica raiz de T'(z) en (0,1), i.e., T"(z.) = 0, pero

T 1—2z
T (z,) =0 < - = - , 14.18
( ) V1V CL2+ZC2 Vo (]_ —[E*)2 +b2 ( )

es decir, x, es una raiz de

2 1— . 2
L - (1—a.) , (14.19)
(01)?(a® +a3)  (v2)?[(1 = z.)? + ]
y en consecuencia, es una raiz de p(z) en el intervalo (0,1):
p(z.) =0, z, € (0,1).
Por otra parte, p(z,) = 0 # T'(z.) = 0, sin embargo
- |Z4| [1— 2.
Z,) =0 & = 14.20
p(E.) VTR mJIniP (1420)
Por lo tanto:
= Si, 7, <0
(7)) =0 & — Ty 1—2,
x* = =
b N R G g oy >
n Si0 <z <1
() = 0 © Ty 1—2,
x* = =
P vy (/a? + T2 v /(1 —Z,)% + b?
= Siz, > 1
P& N e R - oy >
En sintesis:
Si0<Z, <1, p(#.) =0 & T'(z,) =0
SiZ, € (—o00,0)U(1,+00),
~ j* (1 - fi‘*) ~
T) =0 & = — , por lo tanto T"(Z, 0.
p( ) (%1 \/m V2 (]_ - Zi*)2 + bQ P ( ) ?é
(14.21)

Teorema 14.4.5 Si xz, € (0,1) y p(xz.) = 0, entonces T'(z,) = 0.
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Demostracion. Consecuencia inmediata de la Proposicién 14.4.4 y de las consideraciones

en (14.21). m

Nota 14.4.6 En otras palabras, la ecuacion polinomial p(x,c,ci) = 0 tiene una tinica

raiz en el intervalo (0,1) la cual es la solucion de la Ley de Snell.

14.4.2. Determinando la braquistocrona en una interfase de an-

cho unitario
Obtenemos las raices de (14.13) por el método de Ferrari y la férmula de Cardan
[Uspensky, J. V. (1948)], esto nos permite determinar el punto que minimiza la funcién

de propagacién luminosa (14.7). A continuacién, teniendo en cuenta el Teorema 14.4.5 se

determina la braquistocrona del Problema de Snell en una interfase unitaria.

Las cuatro raices, para las condiciones de la Ley de Snell de la Seccién 14.4.1, son:

2
(1+ 1*C+yr(C,c1,cz))272 yT(C,Cl,C2)+ ( C1 +yr(C701702))
14+ +/1—c+yr(cecr,c2) V1—c+yr(cer,c2)
z1(c,c1,c2) = 5 + 5
[ 2 c1,¢2)) |
I+ +V1-c+yr(ecr,e2)? =2 |yr(ccr,c2) + (@er tyrle 1, 2))
14+ +/1—c+yr(cc1,c2) L v1*C+yr(0701702)_
xa(c,c1,c2) = 5 - 5
- 5 -
(\/lfc+y7‘(8761702)71)272 yT‘(C761702)7 ( Cl+y7‘(0701762))
1—+/1—c+yr(ceci,c) L V1—c+yr(ccr,ec2) |
z3(c,c1,c2) = 5 + 5
) . -
(VI cFmene - 12 -2 | (crer,c0) — it ¥r(o 1 ca)
1—+/1—c+yr(cecr,c2) L V1—c+yr(cer,e) |

z4(c,c1,c2) = 5 5
(14.22)

Donde y, (¢, ¢1,¢2) esuna de las raices de la ecuacién cibica (14.23). [Uspensky, J. V. (1948)]
Cap. V, §2 y 8§6; [Rey Pastor, J. et al. (1957)] Cap. IV, §3 y §4.

y* — cy® — deyep = 0. (14.23)
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Con la sustitucion y = z + £ se elimina el factor cuadratico, y resulta (14.24).

2 3
3 C c

©ogE dey ey — 22—7 = 0. (14.24)

Retomando la cuestién de obtener las raices de la ecuacién (14.13); con las constantes
c1, ¢ y c verificando las condiciones (14.14), (14.15), (14.16) y (14.17); seleccionamos
una de las raices de la ecuacién cibica (14.23) que, de acuerdo al signo del discriminante
A = 16cico (¢ + 27cicp) de (14.24), adopta la forma que corresponda, de las que se

indican a continuacion:

s A > 0,ie 81 ¢c > =3¢ —

c3 2 c3 2 c
yr(c,c1,02) = i/27 + 2c1c0 + % \Jerea(ed® + 27cre2) + ¢ > + 2c1co — ﬁ cica(cd + 27cic2) + 3 (14.25)

s A =0, ie 8 ¢c = —-33cicy, —
(e, cr,c0) = 2 /acs + g (14.26)

n A< 03 iesic < —3¥cc —

yr(c, 9) = % <2 cos (g) - 1) (14.27)

y siendo ¢ determinado por

2 vV 27\/—01C2( c? + 270102) C3 + 540102

tan ¢ = 0 por cos ¢ =
¢ 3 + bdejcy P ¢ |3

(14.28)

Caso en el que si — (¢® + bdcicp) > 0, el dngulo ¢ pertenece al segundo cuadran-
te, y mientras que si — (¢3 + 5dcicy) < 0, ¢ pertenecerd al primer cuadrante.

En la primera situacion —oo < ¢ < —3+/2cice y en la segunda circunstancia

—3v2cic9 < ¢ < =3¢ ci0a.

3El caso /A < 0 se conoce como “casus irreducibilis” porque en tal situacién se deben obtener una de
las tres raices reales de la ecuacién cibica (14.24), es imposible hacerlo mediante operaciones racionales y
radicaciones en un nimero finito de veces, pues involucra las determinacion de raices ctibicas de niimeros

complejos. Es necesario calcularlas trigonométricamente, es decir, recurrir a funciones trascendentes.
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Observacion 14.4.7 y,(c,cq,¢0) # ¢ — 1 puesto que en caso contrario se contradice la

condicion (14.17).

Observacion 14.4.8 En el caso AN = 0, i.e. si ¢ = —33/ci¢a, las otras dos raices de
la ecuacion cubica (14.24) coinciden en la raiz doble z.(c,cq,¢c0) = — /cica, esta por lo

tanto podria seleccionarse como solucion de la ecuacion cubica para ser utilizada en el

método propuesto por Ferrari a (14.29).

C
r(eere) = —Yae + 3. (14.29)

14.4.3. Contribuciones auxiliares

Aqui, proponemos una técnica que permite determinar a (14.22) como la unica res-

puesta del Problema de Snell.

Sies ¢ = =3¥c1¢3 y yp(c,cq,¢0) = Feica > 0, estos datos determinan las siguien-

tes cotas

L+ VI—cty 1+ /1+4ycc o1
2

2 14.30
Vi—c+y -1 14+ 43cico — 1 S0 ( )
2 a 2 ’

que permiten reescribir (14.22) de la siguiente manera:

21 2y, ( 1 ) 4cq
—_— = 1+4,4/1— 1+ —
1+V1—c+yr \/ (1++vVIT—=c+uyr)? V1i—c+yr QI+vVIT—=cFyr)2VI—c+yr

2x9 2y ( 1 ) 4c1
S R - 14 -
1+vVI—c+uyr \/ 1+vVI—c+yr)? Vi—c+uyr Q+vVI—cH+yr)2VI—c+uyr
(14.31)

2x3 2yr ( 1 ) 4cq
. S 1)+
Vi—ct+yr—1 \/ WVI—c+yr—1)2 \VI—c+uyr Vi—ct+yr (WT—c+yr—1)2

2x4 2y, ( 1 ) 4cy
L S —1) + .
Vi—ct+yr—1 \/ WVI=c+yr—1)2 \VIT=c+uyr Vi—cty-(WVT—ct+yr—1)2

Aqui existe la relacion
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-3 \3/ C1Cy =Co—C1+ 1 s (1432)

que al sustituir ¢ = ¢* se expresa como
P+ 3¥cit +1—¢ = 0. (14.33)

» ¢ > 0, ¢ > 0. La Regla de Descartes aplicada a (14.13), junto con el Teorema
14.4.5, establece que hay dos posibilidades para la raices de la ecuacién (14.13):
Existen tres raices positivas y una negativa, o bien una raiz negativa, una positiva y
dos complejas conjugadas. Demostramos que 3y x4 son nimeros reales. Si 3y x4
pertenecen a Ry x1, xo pertenecen a C, entonces de (14.31) x4 es una raiz negativa
y x3 debe ser positiva segin la Regla de Descartes. Finalmente, el Teorema 14.4.5
debe cumplirse, lo que selecciona 3 como la solucién de la Proposicion 14.4.1. Si
las cuatro raices son reales, de (14.31) x4 es una raiz negativa garantizada por la
Regla de Descartes, y las tres restantes deben ser positivas, x; es mayor o igual que

uno, luego la seleccion final debe estar entre zo y 3.

» ¢; <0, ¢g < 0. También aqui la Regla de Descartes aplicada a (14.13), junto con
el Teorema 14.4.5, establece que hay dos posibilidades para las cuatro raices: Cuatro
raices reales, con dos negativas y dos positivas, o bien que existan dos raices reales
positivas y dos complejas conjugadas. En la primer situacion x; > 1, x4 < 0,
por lo cual las raices postuladas serian x, o x3. Confirmamos que la nominacién
corresponde a 9. Para x5y x4 en C, la Regla de Descartes establece que z; > 1
y X9 positiva, en consecuencia esta es la que soluciona el problema. Es indudable
que suponer a x1y w2 en C con x3y x4 en R es una situacién que contradice lo

establecido por la Regla de Descartes.

Ejemplo 14.4.9 Dados ¢; = 5’2\/5, Ccy = m, entonces resultan ¢ = —% e Y. =
%. Situacion de discriminante nulo AN = 0, en la que las cuatro raices de (14.13) son
reales. De manera concreta x3 = x4 = 1_2\/3, raiz doble real negativa. Mientras que x,

Yy To son reales positivas, una de ellas mayor que la unidad, T, = 1+2\/§ + ;f/%‘/g y la
1+v/3 _ V15-V3
2 2¢/3

otra x9 = ~ 0,314521 la que realiza la braquistocrona del caso.
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El “casus irreducibilis ¢ < =3 ¢/c1c; ”, ¢ = V/2(=3¥c1cz). La resolvente puede

escogerse como ¥,.(c, ¢y, ) = —+/2c¢1c2. Bajo la restriccion

-3 \3/5\3/C102 = Cc —C] + 1. (1434)

m ;. >0,0>0 = ¢ >1lLa3yay & C.Sixyyaxy € C, lasolucion es 3.

Si z1 vy o € R, entonces la solucién debe encontrarse entre zo y 3.

0 <0, <0 xyy2 & C.S1 27y 90 €R, entonces z; > 1 y esto obliga
a que xo sea positiva. Si x4y < 0, x; > 1 permanece la incertidumbre respecto a
los signos de x5 y x3. Se demuestra que en este caso xo < 0, y que x3 resulta ser

la solucion del problema.

»

Proposiciéon 14.4.10 En el “casus irreducibilis 7, AN < 0, es decir si ¢ pertenece al

intervalo (—oo, —3 /ci¢y), resulta ser y.(c,¢) > 0.
A : o) 1
Demostracion. Directa desde las ecuaciones (14.27) y (14.28) ya que cos 5]~ 5

De y,(c,¢) > 0, y ¢ tal que ¢ < —3¥cicy el valor /y, +1—c¢ vive en R, en

consecuencia resulta

1+ V1—c+uy, -
2
Vi—c+y —1

2
entonces las ecuaciones (14.22) pueden ser reescritas como (14.31), bajo (14.17) la predic-

(14.35)
> 0

cién es andloga a la del caso previo para ¢ = —3 /2 ¥/cics.

Proposicién 14.4.11 En el “casus irreducibilis 7, ¢ en (—o00,—3 ¢/c1¢a) :

Si c; > 0, cg > 0. La Regla de Descartes, junto con el Teorema 14.4.5, aplicados a
la ecuacion (14.13) conduce a dos situaciones: existen tres raices positivas y una negativa

o bien, una raiz positiva, una negativa y dos complejas conjugadas. De (14.31) es claro que

517



Capitulo 14. Hamilton en la Geometria ()ptica vs Hamilton en el Icosian
Game

x3 y x4 no pertenecen a C, entonces x3 y x4y pertenecen a R, e indudablemente x4 < 0
y x3 debe ser positiva. Si suponemos que x1 y xo pertenecen a C, la solucion de la Pro-
posicion 14.4.4 resulta ser x3. Alternativamente, si se supone que x1 Yy To pertenece a

R, de (14.31), es claro que x4 < 0, x1 > 1, porlo que la solucién debe ser xo o bien x3.

St c; < 0, o < 0. También en este caso la Regla de Descartes y el Teorema
14.4.5 senalan dos alternativas para la ecuacion (14.13): existen dos raices positivas y dos
complejas conjugadas, o bien cuatro raices reales, dos positivas y dos negativas. Una vez
mas, si se tiene en cuenta que y, y ¢ son negativos, de (14.31) obtenemos que x1 y o
no estan en C, entonces son reales, y ademds xy > 1, entonces necesariamente xs es
positiva y por lo tanto la solucion buscada. En la sequnda alternativa, x4 < 0, x; > 1
pero hay incertidumbre acerca de los signos de x5 y x3. Probamos que x9 < 0, entonces

x3 resulta ser la solucion del problema.

]
14.4.4. Caracterizacién de p(x,c,cq)
La caracterizacion de los polinomios de cuarto grado en (14.36)
p(z,c1,c9,¢) = 2 =22 + ca® + 2c12 — ¢ (14.36)
/1! 1
P (x) = 24 (z — 5) : (14.37)
1 . ,
p"(x) = 0 establece que en = = 3 p'(x,c¢) cambia de céncava a convexa.
1
p'(x,c) = 12(x — 5)2 +(2¢—3) (14.38)
. . 3
i1) Si ¢ > 3 = p(x,c1,ce,c) es convexa.
. . 3 . .
ig) Sic < 3 = p(x,c1,ce,c¢) cambia su concavidad en:
1 6 1 6
ap = 5(1—%\/6—40); ay = 5(1%—%_\/6—40) , por lo tanto
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p'(z,c) = 12[1‘—%(1——\/6—46)] [m—%(l—l—%évfi—élc)].

Luego, p(z,c1,ce,c¢) es concava en (aq,ay) y convexa en (—oo,a1) U (g, +00), con las

siguientes peculiaridades:

. : a <0 .
i) Siec< 0 = = p(z,c1,c9,¢) es concava en (0,1).
ag > 1
. . a1 = 0 i
ig2) Sic =10 = = p(z,c1,c,c) es comncava en (0,1).
Qo — 1
a; > 0
i3) SI 0 < ¢ < 2 = a; < as = plx,c1,ce,c) cambia de convexa en
ag < 1

(0,1) es céncava en (aq,az) y de nuevo a convexa en (ag,1).

La ecuacién cuadrética p”(x,c¢) = 0 distingue en a;(c) y as(c), el maximo relativo y el
minimo relativo de p'(x, ¢, c1), respectivamente.

Ahora, analizamos toda la informacién en p'(z, ¢, ¢;):

p(x,cc1) = 42° — 62 +2cx +2¢ (14.39)

p/(07 ¢, Cl) =2 &1

2¢\*/?

p/(Oél(C), G, Cl) = (cl + C2) + <]- - 3)

P(eca)=a+ e (14.40)
2 3/2

P (ag(c),c,cr) = (c1 + o) — (1 - §>

p/(17 ¢, cl) =2 C2
Finalmente, consideramos ciertos detalles especificos de p(z, ¢, cq, ¢a):
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p(z,c,c1) = 2t =223 + ca? 4+ 212 — ¢
p(0,c,c1) = —c1
P = 3le— )
p(l,¢,¢1) = o
(

\/
w TN
o
|
I
;.l;

+
S
N

36
(14.41)
Proposicién 14.4.12 La trayectorias luminosas -braquistocronas- de la Ley de Snell se
1 via?
obtienen en la abscisa x, = 3 para todas las constantes admisibles ¢ = ﬁ
vy — U
20 2 1
(% . Lo
= — 5 bajo la restriccion 1= cy — Cy.

Uy — Uy

[

Proposicién 14.4.13 El Teorema 14.4.5, los items 1) e is3) indicados en la pdg. 519,
y la Regla de Descartes determinan que p(x,0) < ¢ < +o00, ¢; > 0) tiene una unica raiz
positiva, una inica raiz negativa y un par imaginarias conjugadas. Mientras que p(x,0) <

¢ < 400, c; < 0) tiene dos raices positivas y un par de imaginarias conjugadas.

]
14.4.5. Resolucion del caso palindromo
Proposicion 14.4.14 Si ¢; = —1 la ecuacion (14.13) se reduce a la siguiente ecuacion
de cuarto grado, i.e. el palindromo (14.42).
gt — 223 fer? =224+ 1=0, c<2. (14.42)
Cuyas cuatro raices son, [Christianson, B. (1991)]:
1+va—c W+ vE—op -4
r13 — +
’ 2 2
(14.43)
1-vV3—c \/(1_ V3—c)?—4
Toa = +



14.4. Ley de Snell

La braquistocrona del Problema de Snell es realizada por xs.

Demostracion.

Las siguientes reescrituras de las cuatro raices:

_1+v3-c 4
:c1,3—2{1j:\/1—(1+m}

1-V3—¢ 4
x274:2{1i\/1—(1_m},

1+v3—c 1—+v3—c

- > 1’ -
2 2

seleccion de x3, como aquella raiz que construye la trayectoria luminosa. m

las identidades < 0 y la Regla de Descartes permite la

14.4.6. Solucion en una interfase de ancho arbitrario

La Ley de Refraccion en una interfase de ancho arbitrario “a ” no conlleva cambios
substanciales en su formulacion, como se explicita a continuacién, siguiendo el procedi-

miento establecido en la Seccién (14.1) :

VI 2 A(a—1x)?+1?
T(z,a) = GUHC LW U) (14.44)
1 2

T'(z, ) (14.45)

B x a—x

N .
ULVt T a vg /(v — )% + b2

El punto estacionario debe obtenerse de la resolucién de la siguiente ecuacién polinomial

de cuarto grado :

2792 2~9 ~9 ~9
V50 — VEa a a
vt — 2a0® + (ozz—l—%) 2+ 20—z —a’—5—5 =0 (14.46)
vy — Uy Uy — 1 Uy — 1

Si z denota la solucién de (14.12), i.e., la refraccién en una interfase de ancho uni-
tario, proponiendo aZ como la solucién del Problema general de Snell (14.44), ya que
la geometria del problema sugiere que una contraccion o expansién de la interfase se

correspondera con valores proporcionales en a y b.
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Entonces, al reemplazar oz en (14.46) obtenemos:

262 _2~2 ~2 2 2~92
0! — 20'7 + "7 + o (%) CHNED R . (14.47)
Uy — Uy Uy — U3 Uy — U3
Lo que requiere la seleccion de
a=:aa
_ (14.48)
b=:ab
con la finalidad de hacer nula (14.47) mientras Z satisface (14.12)
212 _ 1242 2 2
a’ <f4—2i’3+i2 (1+%) 2 2) =
Uy — U3 Uy — Uy Uy — U3
(14.49)

(7 =28+ 7o -+ 1) +21T— ¢1) = a0 = 0.
Se ha probado, por lo tanto, la siguiente afirmacion :

Teorema 14.4.15 Dadas constantes positivas «, a y a y constantes negativas b y b,
la braquistécrona entre los puntos Py (0,a) y Ps(«, b) con velocidades v, en el medio
que contiene a Py y vy en el medio que contiene a P se determina a partir de la
braquistécrona encontrada en el mismo contexto pero con Py (0,a), Py (a,b). De manera
precisa, si el tiempo minimo en la interfase unitaria (14.12) es realizado en T, entonces
en aZ el minimo absoluto es alcanzado en cualquier interfase de ancho arbitrario con

P (0, aa) y Py(a, ab) como puntos extremos.

14.4.7. Refracciones sucesivas: Braquistocrona.

Descartes, Fermat y Snell, entre otros, sustentados en experimentos 6pticos de la épo-
ca asumian que cuando la luz atraviesa capas yuxtapuestas de medios no homogéneos,
cuanto mas denso se vuelve el medio menor es la velocidad con la que la luz viaja. En
los casos en que el rayo luminoso atraviesa diferentes medios contiguos e.g., aire, agua y

aceite; Fermat postuld que la luz atravesaba, desde un punto en un primer medio hasta
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un punto en otro medio no homogéneo con el de partida, siguiendo el camino que insume

tiempo minimo, [Wolf, K. B., and Krotzsch, G. (1995)]. Es decir, la trayectoria de este

tipo de fendmenos 6pticos es la braquistocrona. Dado el caracter teleoldgico del problema,

el rayo luminoso parte de C' y llega a B, luego de atravesar un nimero finito de N me-

dios de distintos indices de refraccién, (Ver Figura 14.4), los calculos de la metodologia

§14.2 confirman la existencia de un punto critico estacionario que realiza el minimo de la

funcién de propagacion de la luz, por ejemplo en [Niel, B. I. (2002)], pdg. 134-135.

y

A C :(07 211\;1 Yi)
C=l0, y1+y2+y3) \
I ; niy, v
91‘ x Y13 1, V1 \

\

\

‘ Y2, TN2; V2 . . .
| ’ ’ sinf;  sinfy  sinfy

) - -
| . Na; U3 (%1 Vo V3 \
| 03 . X
B=(4,0) 3

B;(d, 0)

Figura 14.4: Sucesivas refracciones.
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5 3 N-1 5 D) 2 2
/ + c+(x; —x d—xN_ +
T(xy, - ,an-1) = VATH +Z VI ) + Vi vo1)” ¥ YN (14.50)
(%] i—1 (% UN
8T(«T1; C ,«'UN—I) = 0; 1<i<N-1 (14.51)
0@-
_ 8T($1,~-' ,xN_l) _ T B ($2—$1)
o 01, v+ YR v Y3+ (29 — 21)2
p o~ Ty an) (i —@i1) _ (@41 — i) ;. 2<i<N-2

Ow; viyyZ + (@i —wim1)? g1 \/yfﬂ + (Tig1 — x4)?

Ol (xy, -+ ,xn_1) (xn_1 — TN_2) (d—2xn_1)

Orn_1 UN_1 \/(wzv—l — TN 9)?+ y]QV—l UN \/y?v + (d —axn-1)?

T =

TN—-1

La funcién de propagacién (14.50) es indefinidamente diferenciable ya que en ninguna de
sus derivadas parciales sucesivas se anulan los denominadores dado que cada y; > 0, el

espesor de cada medio es de longitud no nula.

La nulidad del gradiente de la funcién de propagacién (14.50) requiere resolver las
siguientes identidades:

1 - = (@i —@i1) — = (d—2n-1) i 2<i<N-1 (14.52)

v14/y? + a2 vi /Y2 + (i — wi—1)? N Y%+ (d—oN_1)?

Sean ¢, las abscisas criticas estacionarias que resuelven el sistema de ecuaciones (14.51)

equivalente a resolver las identidades en (14.52), dado que no existen abscisas criti-

cas singulares en (0, d) x --- x (0, d) debido a que los espesores de los distintos me-

N\ S
-~

N-1
dios son supuestos no nulos, i.e. |y;| > 0. El signo positivo de cada una de las ex-

presiones en los denominadores de (14.52) junto al hecho de que x¢, debe ser positi-
va, debido a que el rayo geométrico debe salir de C' para llegar hasta B atravesando
las N — 1 interfases distintas, imponen que las abscisas criticas estacionarias verifiquen

O0<uzf, <af,<d, 1<i<N-—-1
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Utilizaremos una notacién conveniente para reducir las expresiones de los determi-
nantes de las matrices hessianas tridiagonales, [Golub, G. H., Van Loan, C. F. (1996)] y
simétricas de la funcién de propagacién (14.50), que contienen las derivadas parciales de
segundo grado, con diagonal principal positiva y las diagonales superior e inferior a la

principal conformada por términos negativos.

Sean A; los términos positivos definidos a continuacion

2
AZ: yZ 72'6{17...,]\[},1‘0:0’ CCN:d

v [y7 + (2 — fﬂz‘—l)Q]g

Las evaluaciones de los determinantes del hessiano de T'(xy,--- ,zn_1), (14.50), de

distintos érdenes resultan tener las expresiones (14.53).

M M
| Hor—nyxi—n(@, - an-a)| = Y ( 11 Ai> , 3<M<N-—1. (14.53)

Y1 Y

2, 23 2 2
vy (Y7 + 27) vy (Y5 + (22 — 21)?)

(MY
N

A partir de (14.54), y como cada uno de los determinantes menores principales del

hesssiano (14.53) son positivos en R x --- x R. Por lo tanto, la funcién de propaga-
————

N-1
cion T(z1,-++ ,xn_1), (14.50) es una funcién convexa pues posee su diferencial de se-
gundo orden estrictamente positivo, i.e. d*(T(xy,---,zy_1)) > 0 en cualquier region,

en particular en el conjunto abierto (0, d) x --- x (0, d), y las identidades en (14.52) de-

(.

N1
terminan un minimo global, §3.5.2, pag. 137 [Miller, R. E. (2000)]. En otras palabras,

la braquistécrona de las refracciones sucesivas es unica y los puntos en donde el ra-
yo luminoso atraviesa cada interfase de espesor |y;| queda determinado por la abscisa
x¢,. En este fendmeno de la refracciéon de la luz en un medio no homogéneo, la natu-
raleza es expedita, y su trayectoria resulta ser la braquistocrona. Otro proceso natu-
ral expedito es el plegamiento de los ARN y ADN [Ferndndez, A., and Niel, B.(1997),
Fernandez, A., Niel, B., and Burastero, T.(1998)].
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14.5. Naturaleza no necesariamente expedita

En [Hamilton, W. R. (1833)], Hamilton declaraba: “... It was known to Euclid and to
Ptolemy, that the communication between visible objects and a beholding eye is usually
effected in straight lines; and that when the line of communication is bent, by reflexion,
at any point of a plane or of a spheric mirror, the angle of bending at this point, between
the two straight parts of the bent line, is bisected by the normal to the mirror. It was
known also that this law extends to successive reflections...”

Asumida la creacién idealizada del espejo cuasi-esférico en [Niel, B. I. (2002)] y bajo los
supuestos de [Hamilton, W. R. (1833)] y con el propdsito de confirmar el comportamiento
extravagante de la naturaleza, estudiamos la ley de la reflexién sobre tres superficies espe-

jadas esféricas y/o cuasi-esféricas diferenciadas, [Lemons, D. S. (1997), Niel, B. I. (2004)].
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14.5.1. Primer ejemplo en el espejo circular

Aqui, trataremos, los rayos luminosos sobre el conjun-
to de los rayos geométricos que comienzan en C' en el
espejo circular de radio R, rebotan una vez sobre la
superficie espejada, en cualquier punto de la concavi-
dad circular espejada, e.g. en D -con excepcion de los
extremos C' y B- y finalizan en el punto B. En par-

ticular, el punto inicial C' se ha localizado en (—R, 0)

-sin pérdida de generalidad- y el punto final B es de
ubicacion arbitraria en la superficie circular a excepcion

de ser coincidente con C.

Figura 14.5: Primer ejemplo en el espejo cuasi-esférico, m < a,, < 27.

En este modelo variacional se ha tomado al angulo «a, que se mide en sentido anti-
horario, a partir de la antipoda de C, como parametro de la funciéon de propagacién de
los rayos geométricos (Ver Figura 14.5). El tiempo consumido, o la longitud de recorrido,
T'(«), de estos rayos geométricos esté contituido por dos segmentos lineales t1(«) y ta(a),
es decir:

t1(a)* = [R+ R cos(a))* + R? sin*(a) = 2 R*(1 + cos(a))
ta(a)? = [R(cos(a) — cos(a,))]* + [R(sin(a) — sin(aw))]* = 2R*(1 — cos(a, — a)),

con el angulo a, medido en sentido antihorario de igual manera a como se mide el
parametro de variaciones y en particular, para que B viva en el semicirculo inferior,
supondremos su rango de variacién en el intervalo 7 < «a, < 27, (Ver Figura 14.5). En

consecuencia, la funcién de propagacién de los rayos T'(«), tiene la siguiente expresion:

T(a) = ti(a) + ta(a) = V2R[\/1+cos(a) + /1 — cos(a — )] (14.55)

y su funcién derivada primera 7"(«) estd dada por:

V2 R sin()  sin(a — )
2 1+cos(a) +/1—cos(a— a)

, 0 E 1y a# a,  (14.56)
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La derivada de segundo orden de la funcién de propagacion de los rayos geométricos

(14.55) tiene la siguiente expresion:

vy _@ 1 + cos() 1 — cos(a — o)
Ta) = 4 R {\/1+cos(a) - [\/1—COS(Q—C¥*)] } (1457)

Claramente 7" () < 0 excepto en las abscisas singulares, por lo tanto la funcién (14.55),

T(a) es concava en los intervalos (0, m), (m, o) v (au, 27).

Descartando, en principio, los multiplos periddicos, los puntos criticos del problema

son:

1. Puntos criticos frontera del problema { o' =0, af =2}

. . . Ay — T Oy + ™
2. Puntos criticos estacionarios del problema { af = , oy =

3. Puntos criticos singulares { of =7, o = a,}

En consecuencia, el conjunto de abscisas criticas del problema son:

Qe — T oy +
ar =0, g = 5 , Qg = T, Qg3 = 5 , Qg = Qy, Qp = 2T ».

A continuacién delineamos las trayectorias de los rayos geométricos o luminosos des-

plegadas por cada uno de las abscisas criticas del parametro variacional «, a saber:

1. a; = 0. Despliega la trayectoria de dos tramos lineales, que comienza en C' =

(=R, 0) llegaa C" = (R, 0) y de aqui se dirige a B = (R cos ., Rsina,) .

-7
2. oy = 7 - Es uno de los dos rayos luminosos que rebota en el circulo cumpliendo
la Ley de Reflexion respecto de la normal a la circunferencia espejada en el punto

de choque.

3. ap = 7. Este rayo geométrico, constituido por un solo segmento lineal, rebota en

C = (=R, 0) ysedirige a B = (R cosay, Rsina,).
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oy + T ) . .,
4. g = 5 - Es el otro rayo luminoso que verifica la Ley de Reflexion en las
Qy — T
antipodas del rebote de a; = 7

5. a4 = a,. Esta trayectoria, parte directamente desde C' = (—R, 0) hacia B =
(R cos s, R sinay), no choca en ningin otro lugar del circulo, por lo tanto también

esta constituida por un solo segmento lineal.

6. ap = 27m. Despliega el mismo recorrido que a; = 0.

El estudio del signo de T'(«) en cada vecindad de las abscisas criticas permite carac-

terizar si son Optimos locales o relativos.
a< 2T 5 T'(a) >0

a
En efecto, T"(*5*) = 0 y , por lo tanto en

a> 22T = T'(a) <0
tiene un maximo relativo estricto. En 7 el signo de 7"(«) cambia de negativo a positivo lo

o < &= — T'a) > 0

que resulta en un minimo relativo estricto de T'(«r) . Ademas,

a > 2 T'a) < 0

. oy +
€11 coI1lsecuencla e€en

, T(a) tiene un méximo relativo estricto. Finalmente de
a < a, a a > a, el signo de T'(a) cambia de negativo a positivo, entonces 7T'(«)

tiene un minimo estricto en .

Observacién 14.5.1 Si 7w < a, < 27 entonces T(a) posee dos mdzimos estacionarios

Qx —T

estrictos locales de valores respectivos T4

) y T(24T) . Ademds posee, en principio,
dos minimos estrictos locales coincidentes en su valor en ambas abscisas criticas singulares
T(cw.) = T(m). Pordltimo, en las abscisas criticas fronteras el valor alcanzado es también

coincidente T(0) = T'(27).

Nota 14.5.2 La expresion (14.57), sim < a, < 2, es indiscutible en cuanto a confirmar
que en las abscisas criticas estacionarias existen maximos locales o relativos, ambos rayos
luminosos del problema, es decir que verifican la Ley de Reflexion. En las abscisas criticas
singulares una de las dos expresiones de las dos componentes de la longitud total se anulan,

mientras que las abscisas frontera del problema, claramente no definen un rayo luminoso.
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Por tratarse, (14.55) de una funcién continua y aceptando la variacion del parametro o
en el compacto [0, 27|, la validez de las hipdtesis del Teorema de Bolzano- Weierstrass
nos asequra la existencia del minimo y del mdximo absoluto. El estudio de la concavidad
deducido de (14.57), si m < a, < 2w, permite confirmar que el minimo absoluto de T'(c)
es alcanzado en ambas abscisas singulares, T(a) = T(7m), y el mdzimo absoluto en el

rayo luminoso determinado por *5™ con valor T(*5™)

El tinico pardmetro - a- de la funcién de propagacién T'(«), (14.55), si m < i, < 2,

exhibe dos rayos luminosos consistentes con la Ley de Reflerion, en estas trayectorias

Qs — T

2

T(«), alcanza el méximo relativo que es el absoluto T'( ), es decir la naturaleza lu-
minosa es extravagante. Mientras que el otro rayo luminoso es un méximo local de T'(«)
(14.55) que no realiza el minimo absoluto de la funcién de propagacién. En otras palabras,
la naturaleza se muestra en este problema extravagante y tibia dentro de los caminos po-

sibles. Por otra parte, si m < a, < 2, en los puntos de abscisas singulares las trayectorias

no conforman rayos admisibles, bajo el supuesto del concepto ideal de rayo luminoso.

En consecuencia, se obtiene la siguiente Proposicion 14.5.3.

Proposicién 14.5.3 El primer caso de la geometria dptica en este espejo cuasi-esférico

tiene dos trayectorias luminosas, (C' — D = (cos(25T), sin(257)) — B)a:wr%, y el

Qs —T

rayo de recorrido mds largo (C — D = (cos(®5T™), sin(“57)) — B)a:%. ]

2
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14.5.2. Segundo ejemplo en el espejo cuasi-esférico

Estudiamos los rayos geométricos que comienzan en
el centro C(0,0) de un espejo cuasi-esférico de radio
R, que se reflejan una vez, y finalizan en el punto
B(R/n,0) n > 1, del eje y a la derecha del centro. Se
define la funcion de propagacion en términos del angulo

central a y de la distancia C'B entre el centro del espejo

C'y el punto final B.

Figura 14.6: Segundo caso en el espejo cuasi-esférico.

La funcién de propagacion de los rayos geométricos del caso es (14.58),

T(a) = R + \/ R2 + CB’ + 2RCB cos(a) (14.58)

y al igualar a cero la primera derivada de T'(«)

() —RCBsina

= =0 (14.59)
\/R2 +CB’ +2RCB cosa

se determinan los dngulos estacionarios 0 y 7. Como 7"(a) = 0 si y solo si & = 0

y a = m, ya que hemos descartado los multiplos periédicos. En este caso la derivada

primera (14.59) no posee puntos cuspidales, puesto que 0 < CB < R. El test de la

derivada segunda caracteriza los parametros estacionarios:

_ RCBcos(a)(R* + OB’ +20BRcosa) + R?CB sina

T”(O() — —— — P
(R?4+ CB +2CBRcosa)?

T'a=0)——— BB _
(R*+CB" + 20BR)

T"(a=m)=-T"(aa=0) > 0.

Finalmente, de las técnicas usuales del calculo sigue la validez de la siguiente Proposicion

14.5.4.

Proposicién 14.5.4 FEl sequndo ejemplo en el espejo cuasi-esférico, (Ver Figura 14.6),

tiene dos rayos luminosos admisibles consistentes con la Ley de Reflexion, (C — D —
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C — B)a=o €l mdzimo de T(xr) = R+ R+ CB = 2R+ CB, y la braquistécrona
(C = B — D — B)a—y, el minimo de T(z) = CB+(R—CB)+(R—CB) = 2R—CB.

Observaciéon 14.5.5 Los infinitos rayos luminosos que parten del centro del espejo cuasi-
esférico se reflejan una vez -rebotando en cualquier punto del circulo- y que retornan al
centro tienen la misma longitud o el mismo tiempo de recorrido, caso en el que C' y B
son coincidentes y la funcion de propagacion (14.58 ) se reduce a T'(a) = 2R. Todos los

caminos geométricamente admisibles son rayos.

En otros términos, todos los caminos geométricamente admisibles de este caso particular

del problema aqui analizado, C' = B, son rayos luminosos ni expeditos ni extravagantes.

Observacion 14.5.6 Si B coincide con D' la funcion de propagacion (14.58 ) se reduce
a T(a) = R+ V2RI +cosa. El rayo luminoso extravagante recorre (C — D —
C — D)o, insumiendo T(a = 0) = 3 R y el rayo luminoso expedito, la braquistdcrona

(C — D)a:m que gasta T'(aw = w) = R, con rebote en el punto final D.
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14.5.3. Tercer ejemplo en el espejo cuasi-esférico

Aqui estudiamos en primer lugar los tres ejemplos mas sencillos de la geometria de
los rayos reflexivos o luminosos sobre el dispositivo virtual el espejo cuasi-esférico, Ver
Figura 14.7, cuando los rayos comienzan y finalizan sus trayectorias en las antipodas de
la circunferencia. Analizamos, de manera consecutiva tres ejemplos. En el Ejemplo 14.5.7
se permite un solo rebote en la superficie espejada, en el Ejemplo 14.5.8 dos choques y
en el Ejemplo 14.5.10 tres contactos en la superficie azogada, en todos los casos no se

contabilizan los contactos de partida y de llegada.

La ultima afirmacion en la cita de Hamilton transcripta

en la pag. 526 una vez més es evidenciable en los resulta- _—
dos que la metodologia propuesta arroja sobre los rayos /
geométricos en el espejo cuasi-esférico que comienzan en C

C' = (=R, 0) y colisionan n — 1 veces en cualquier lugar

del mismo -exceptuados los puntos extremos C, B- y

que finalizan en B = (R, 0), (e.g. Figuras 14.15 , 14.16).

Figura 14.7: Rayos geométricos con parametros «; i € {1,2,--- ,n —1}.

Ejemplo 14.5.7 Longitud del recorrido:

L) = \/§R{ V1 +cos(ag) + /1 — cos(ay) } (14.60)

dL(ay) _ sing R 1+ cos(a) — /1 — cos(ay)
doy V2 V1 —cos(ay) /1 + cos(ay)

Abscisas criticas singulares:
d L(ozl)

dOél

i
1 —cos(ay) =0
1+ cos(ar) =0
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Abscisas criticas estacionarias:
dL(al)

dO[l

V14 cos(ar) — /1 —cos(a;) =0

=0

Concavidad:

d* L(oy) \/§R{ 1 — cos(a) N 1+ cos(ay) } ~ 0
V1 —cos(ay) /14 cos(ay)

da? 4
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Analisis en el compacto Ky = [—m, 7).

Max. Absoluto L(Z) = L(—%) = 2V2R, realiza-
do por dos rayos reflexivos (Ver Figura 14.9).

s___ 5, s__
ai=—m a’=0 ai=m o

&t xro—— Min. Absoluto L(w) = L(—7) = L(0) = 2R,

e __ e__
ai=—%5 ai=7%

realizado por rayos geométricos con rebotes en C
oen B.

Figura 14.8: Antipodas: Ejemplo 14.5.7, a; € [—7,7].

d2 L(al)

da?
dos abscisas criticas estacionarias. Ambas abscisas frontera del compacto K = [—m, 7]

A partir de la expresién de es evidente el caracter de maximos locales de las

son puntos singulares del problema, ademas o) = 0, También, es otra abscisa singular

d L(CM 1)
aq

en un entorno las mismas. Sumando el Teorema del Bolzano-Weiertrass como instrumento

interior, las tres caracterizables como minimos locales, por el cambio de signo de

de andlisis de L(ay), (14.60), en K; es simple determinar que en los puntos criticos
estacionarios se alcanza el Max. Abs. y en los puntos criticos singulares el Min. Abs.

En las abscisas criticas singulares en el compacto

Ki,ie. o) = 7o) =0y o) = —m, la longitud

del recorrido L(ay), (14.60), alcanza su valor Min.

Absoluto, L(a;) = 2R, la distancia desde C' =

(—R,0) a B = (R, 0). En cada una de las dos

abscisas criticas estacionarias en K, i.e. ag=7 y

ae=—7, L(ay), (14.60), alcanza el Méx. Absoluto,

con trayectorias reflexivas en el punto de contacto.

Figura 14.9: Rayos del Ejemplo 14.5.7.

Ejemplo 14.5.8

L(ag, ag) = \/§R{ V14 cos(ay) + /1 —cos(ag — ay) + /1 — cos(as) } (14.61)

B @ — sin(a) sin(an — as)
Loy(on.00) = R{m : w—cos(az—aﬁ}
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Ltanag) — V2 [ sinlei—a) o sin(ay)
2 V1 — cos(az — ay) 1 — cos(az)
L(Oély 052>oz1 = L(Oél, ()(2)a2 =0

sin(ay ) sin(ag — ) B sin(a)

= = 14.62
V1 + cos(a) V1 —cos(aa — ay) 1 — cos(az) ( )

Sin(Oél) _ Sin(a2) & g = T — o (14.63)
1+ cos(ay) 1 — cos(aw)
sin(ay ) sin(o — as)

= & wm—o £TT=« 14.64
1+ cos(ay) /1 — cos(az — ay) ? ' ' ( )

Entonces, resolver (14.62) implica solucionar simultdneamente (14.63) y (14.64):

g = 71— oy
(14.65)
Qo — (X1 I (03]

Se indican a continuacion los valores de las variables a; y «s para los cuales la funcion

(14.61) no es diferenciable:

ap = £, s = ap, a; =0 - (14.66)

V2 {1—}—003(041) I 1_COS<O‘2_O‘1)}

Loyo, (01, 00) = ——
(a1, ) 4 V/1+ cos(ay) /1 —cos(as — aq)

2 1-— —
Lo oo, ) = £ R cos(ag — o)
4 /1 —cos(az — ay)

_ _@ 1 —cos(ay — ) 1 — cos(ap)
La2a2 (061, 042) = A R { \/1 = cos(o_/g — al) + \/1 — cos(a2) }

Analisis en el compacto Ky = [—7, 7] X [—7, 7.
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ah=m Las congruencias (14.65) resultan ser:

Eik ............ /I

L a1<a s ay =T — « ax =T — «

b & ++Hq ' (+-)9 '

! 02/7—-‘011* ! o as — a1 =T 4+ o ay — a1 = —T + o1
— B -
Qp=—m // ay=m

dﬁ A 33 Qg = —TT — Q1 ay = —T — 1

:/// a1>0 : (_7+) (_’_)

B S TR =] as — a1 =7+ a1 ay — a1 = -7+ o1

Qo=f—Tr

Figura 14.10: Antipodas: Ejemplo 14.5.8, a; € [—7, 7] y g € [—7, 7).

En el siguiente arreglo, precisamos las duplas de los dngulos criticos estacionarios que en
cada una de las cuatro congruencias definen en ICy = [—m, 7] X [, 7] un rayo reflexivo

y en la Figura 14.11 pueden apreciarse el bosquejo de las respectivas trayectorias?.

(+,+) %~ (0, 1) = 6R (4, = )% ~ (&, I) = 3R

(—,+) * (_2%, —2) N~ 3R (— =) % ~ (0, —m) = 6R.

Las abscisas criticas singulares en Ky son as = a1, g = 7 y as = 0 (Ver Figu-
ra 14.10 las lineas discontinuadas). Si as = ay técnicamente el problema se reduce al

ejemplo anterior. Entonces en dicho subconjunto lineal en los puntos (0, 0), (—m, —7),

(7, m) hay minimos locales singulares (Ver Figura 14.10 los 7 H = 2R), mientras que
en los puntos (=%, —%) v (5, 5) hay maximos locales singulares (Ver Figura 14.10 los 8

H = 2\/§R). En las singularidades sobre las recta verticales a; = 47 técnicamente el

caso implica los computos y andlisis del ejemplo anterior. Con los maximos locales singu-

lares en (7, —75) y (£, ) y minimos locales singulares en (£, —), (£, 7) y (£, 0).

El determinante de la matriz Hessiana Haya, i.e. |Haxz|, en la regién de diferenciabili-
dad de L(aq,as), (14.61), y en particular, en el compacto Ko es positivo. Entonces en las
abscisas criticas angulares estacionarias (14.65) poseen méaximos locales ya que ademés

422 Correspondencia: Entre los dngulos variacionales, indicados a su izquierda, con el valor de la

longitud euclidea de la trayectoria desplegada por tales dngulos, indicada a su derecha.

537



Capitulo 14. Hamilton en la Geometria ()ptica vs Hamilton en el Icosian
Game

Loy o, (a1, a2) < 0. Como resulta de los siguientes computos.

Hoxo = R?Q {\/1+cos(a1)\/1 —cos(az) + /1 +cos(ar)y/1 —cos(ag — a1) + /1 — cos(az)/1 — cos(az fal)}

Entonces, satisfechas las condiciones (14.65), La,a, (0, @Sy) = —@R 1 4 cos(ag,)

y |’H2X2(oz§1,04§2)] = %R 1+COS(O‘§1)

La aplicacion del Teorema de Bolzano-Weierstrass en Iy determina, dada la sencillez
de las evaluaciones, que L(aq,as), (14.61) alcanza su valor Max. Absoluto 6 R, realizado
en las abscisas criticas estacionarias (0, 7) y (0, —m). Al mismo tiempo, es claramente
visible que el Min. Absoluto de L(a,as) en Ky es 2R y se alcanza sobre las abscisas

criticas singulares: (—m, ), (7, —7), (£7, 0), (a2, ag) si ag = 0, (a1, ay) si o = £7.

Lalal (041702) < 0,

Hox2(ar,a2) >0 —r a¢

son maximos locales de
Y Miéx. Abs.

L(ai,a2).

Figura 14.11: Rayos del Ejemplo 14.5.8
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Andlisis en R? = (—o0, +00) X (—00, +00)

Observacion 14.5.9 FEscogiendo i = 0y p = 0 en (14.67) la trayectoria reflexiva
del tipo «~ Y wuna de las que alcanza el Mdz. Abs. de L(ay,as) estd encerrada en
el conjunto abierto acotado deliminado por las siguientes fronteras lineales singulares:
ap =7, 7 <oy <21, a1 = —7m,0 <a <7ma=0,0 <o <7 =a1+2m,

M <a; <0, a=0,—7<a0 <0ya = 2n0<a < Ver Figura 14.12.

Las congruencias en (14.65 ) resultan en

s el caleidoscopio de trayectorias reflexivas
(14.67).

(+7_) N x
2 4 _
(a8, af,) = [?ﬂ-+2k7r, ?ﬂ a2k + 1], k. k € Z

(—,+) ~ (4.67)

2 - 4 _
(agy, agy) = [—§ + 2T, ry +r(1 =20, A\, € Z
(+7+) ~ k=N (777)
T Y= ) — o )
: ,’, : ,// a1>a2: ,’/ : (ac17 O51:2) = [21"‘71-7 71"(1 - 2“)]7 Hyp € Z
Vo Q ........... ;/,r ............ Vo f*\' ........... y
: ,//: QQ=F—T ///: //:
! /% /% ! // ! . .
l S S SR Claramente las singularidades (14.66) de la
L - S A (. [ A
) ot : 2\ e [ it ! .,
L Lt s i funcién L(aq, ag) del problema (14.61), se-
,L/, ........ Q ............ L//if ............ !’/ ......... f*\ ............ ! .
. =37 paran las tres formas de las trayectorias re-

flexivas del caso, (Ver. Figura 14.11).

Figura 14.12: Caleidoscopio del Ejemplo 14.5.8, a1 € (—00,+00) y ap € (—00,400).
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Ejemplo 14.5.10

L(ar,az,a3) = \/§R{ V14 cos(ar) + /1 —cos(az —a1) + /1 —cos(az —ag) + /1 — cos(ag)} (14.68)

B ﬁ —sin(ay) sin(a; — as)
Lai(en,03,05) = = R {¢1+cos<a1> ’ w—cos(aral)}

Lay (o1, a2, a3) = ﬁ R —sin(ar — @) + sin(ae — as)
2 V/1—cos(ay — ay) V1 — cos(az — ag)

B ﬁ —sin(ay — ag) sin(as))
Log(a, g, 03) = 5 [ { V1= cos(az — as) = COS(O@)}

Lo, (01,00, 03) = Lo, (01, 0, 3) = Ly (0, 0, 003) = 0

sin(ay ) B sin(ag — ) B sin(ag — a3) B sin(a)
1 + cos(ay) V1 —cos(az — ay) V1 — cos(az — as) 1 — cos(as)
(14.69)
Planos en los que la funcién (14.68) no es diferenciable:
=+, =, a3 =ay a3 =0 . (14.70)
sinfon)  ___sin(as) & ay=tr—o (14.71)
1+ cos(ay) 1 — cos(a)
sinfon) - sin(az — as) & a-—mET=w (14.72)
1+ cos(ay) V1 — cos(az — az)
sin(a,) — sinon — o) & w—o ET= oy (14.73)
/1 + cos(ay) /1 — cos(az — ay)
a3 = £1— oy
a3 — oy = E1+ o (14.74)

gy —op = Er 4o
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Loqoq (alv Qg 043) -

_@ R { 1+ cos(a1) N 1 — cos(ag — ) }
4 V1+cos(ar) /1 —cos(aa — ay)

V2 1 —cos(ay —ay)
—R
4 /1 —cos(az — ay)

La1a2 (Oél, g, 043) -

Lalag(a17a27a3) =0

Lo ) V2 1 — cos(ag — ) N 1 — cos(ag — a3)
asap \ 1, (2, = T
b 4 V1—cos(az —ay) /1 —cos(az — )
V2 R 1 — cos(ag — az)
4 /1 —cos(az — az)

Lagag (Oﬂ? g, Ckg) =

V2
Lagag (a17 042, a3) = _T R

1 — cos(ag — ) 1 — cos(ag)
V1 — cos(az — as) " 1 — cos(a) }

[Haxz2| = %2 {\/1 + cos(a1)y/1 — cos(az — a1) + /14 cos(a1)y/1 — cos(az — az) + /1 — cos(az — a1)y/1 — cos(az — az) }

— 2 2
|H3><3| = Laja; Lagas Lagas — Lajey La2a3 — Lazag Lalag

Analisis en el compacto K3 = [—7, 7] X [—7, 71| X [—m, 7).

Notamos con Dj la region acotada en donde resulta diferenciable la funcién (14.68),

ie. Dg = ng—{Oél = :|:7T, Q9 = (1, O3 = (O, (X3 = O}

En cada terna de parametros criticos variacionales estacionarios localizada en D3 C

ICs , utilizando (14.74) resulta:
Logor (081, 08y, a85) = —2R/T+cos(as)), [Hoxa(al,, al,), als| = 3R \/T+ cos(as,)

Y [Hsxs(ag,, agy), ats| = _\/TﬁR 1+ cos(ag;)
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Entonces, en cada terna angular critica estacionaria hay un maximo estricto local de

L(ay, ag,a3), (14.68), (Teorema §70-5, pag. 213, [Rey Pastor, J. et al. (1957)]).
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Qa3 =1
ayp <az <asg

o arE i3
al > g8 <ag a1 =4
D
(73 72;); —T
b 9
r -2 5xd A= o a1 <Qzzas
(T at3) /2 (A 25, =)
* o 2n 2\ T R
1)
g
177r011>a2>a3a -

Figura 14.13: Antipodas: Ejemplo 14.5.10,

Las congruencias en (14.74) implican la

A+++ — <

B—-H— _

Las congruencias (14.74) en el compacto ks =
[—, 7] x[—m, 7] x[-m, 7] definen las siguientes tra-
yectorias reflexivas determinadas por las ter-

nas de dngulos variacionales (2%, 2¥, Z) radi-

cada en 0<a; <as<az<m, (_T?’”, —7277’ =) que

T =27 3m
4 T4 4

lizado en ai1>as<as y (5, 25, =3T) en la

vive en —r>a;>as>a3>0, (

C—H—— —

subregion a; >as<as, cada una proviene de

las asignaciones de signos +, —,

+,+,—y —, —,+ en (14.74).

Qg3 = T —
a3 — o9 = T+ oy

gy —oa1 = T+ oy

g3 = —TT — Q1
a3 — Q9 = T+

Oy —Qp = T+ oy

a3 = 7T — o
a3 — Qg = T+

0y —op = —T+ oy

a3 = —T — oy
a3 — Qg = 4T+

gy —op = —T+oq

a3 = T —Qp
a3 — 0y = —T+

ay —Qa1 = —T+
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resolucion de los siguientes ocho sistemas:

(14.75)

(14.76)

(14.77)

(14.78)

(14.79)
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a3 = —T —Qq
F— = g —ag = —T+oq (14.80)
\ g —ap = —T+ oy
.
a3 = —TT — Q1
G =9 as—ay = -7+ (14.81)

0y —p = T+ oy

a3 = T —Qq
Ht = a3 —ag = —T+ oy (14.82)

oy —a1 = T+

\

Attt D=t~ vy G=1 corresponde una trayectoria reflexiva de la misma forma y
orientacién, aunque sélo G~ es la que pertenece a I3 = [—m, 7] x [—7, 7] X [—7, 7].

Puesto que si a az en (14.75) se le resta 27 se convierte en (14.81) o reciprocamente si
a a3 en (14.81) se le suma 27 se convierte en AT+, Del mismo modo, si se adiciona 27
simultdneamente a a3 y a ay en (14.78) se obtiene la congruencia reconocida en AT+ .
También si a oy en (14.78 ) se le suma 27 se transforma en el sistema de congruencias

(14.81). Entonces el grupo de congruencias en (14.83) definen la misma figura reflexiva.

Gt =ATT = Dt (14.83)

Algo semejante ocurre con las congruencias F~~~, H™~ T y C**~ que son también
trayectorias reflexivas y solamente C*t*~ estd localizada en K3. De manera andloga a lo
explicado en el agrupamiento anterior, por ejemplo si a a3 en (14.77) se le resta 27, el
sistema de congruencias en (14.77) se convierte en el sistema de congruencias angulares
que hemos asociado con la notaciéon F~~~  i.e. (14.80). Sien H"~" a g seleresta 27y

simultdneamente se le resta 27 a ay, el sistema (14.82) se transforma en las congruencias

(14.80).

Ctt~=F—— =HtT (14.84)
Geométricamente, lo que se estd haciendo es desplazar una o dos coordenadas en 27

o —2m segun corresponda, con lo cual se muestra que coinciden en una misma figura dos
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trayectorias reflexivas distintivas del problema. Esto por lo tanto, justifica la aparicién
de un caleidoscopio, esta vez tridimensional en oy € (—00,+00), as € (—00,+00) y
az € (—o00,400). Regién en la que los planos de las singularidades (14.70) separardn los
caminos reflexivos.

Por lo tanto las congruencias en (14.78) y en (14.75) equivalen a estudiar el sistema
(14.81) en K3. Asi como (14.82) y (14.80) son coincidentes en K3 con la solucién de
(14.77).

Ademas, geométricamente, es facil de interpretar que existen trayectorias reflexivas que
resultan ser de a pares una la imagen especular de la otra, con respecto del diametro que

conecta C con B.

Simplemente, si por ejemplo a partir de (14.75) se considera (14.85).
a3 =1m— (27— )
AT =0 ag—ay =1+ 21— ) (14.85)
ar—ap =7+ 21— ay)

Resulta que la relacién entre las coordenadas de (14.75) y (14.85) satisfacen (14.86).

a3 = —ag
as— oy = — (03 — Q) (14.86)
as—a; = — (g — ay)

a3 = —Q3

ay = —ay (14.87)

o = —og

Reemplazando las ecuaciones (14.87) en (14.75) se tiene:

—az =7 — (—ay) a3 = —T—

AT =X _agta=nr—a S az—ap = -1+ & F 0 (14.88)
—0+a1 =T — Q3 Oy —0p = —T+ Qg

Claramente A*F es exactamente F~~~, (14.80). Cémputos semejantes, verifican la

validez de (14.89).
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Btt=Fgt— (Ctt-=G—t G t=(Ctt (14.89)

Por lo tanto, en términos de la forma de los rayos reflexivos, reduciendo la multiplici-
dad en coordenadas existen cuatro figuras reflexivas distintivas para el Ejemplo 14.5.10,

las que resultan de las congruencias (14.76), (14.79), (14.77) y (14.81), (Ver Figura 14.14).

En general, si en todas las congruencias (14.74) buscamos la existencia de trayectorias
simétricas respecto al didmetro que une C' con B, resulta sencillo confirmar que cada
trayectoria reflexiva posee su imagen especular respecto de la linea C'B. Reemplazando
2T —a; = —ay en (14.74), buscamos las coordenadas angulares para esta inversién de

imagen.

as = £+ oy
Az —ay = +1 — oy (14.90)
g — 0 = 7 — o
A partir de (14.74) sabemos que
—a3 = Frt+ o
—(ag — ) = Fr— (14.91)
—(Oéz - 041) = F1m -

Comparando (14.90) y (14.91) resulta (14.92) y finalmente (14.93).

a3 = —a3 = Fr+ oy
O_é3 — Q9 = —(043 —042) = F7T— 0 (1492)
ag—a; = —(w—aq) = Fr— oy

a3 = FmT — Q1
Qg — Qg = F1+ o (14.93)
Qy —p = FT+m
Brevemente si a a3 en ATt se le resta 27 pasamos a la congruencia G~ y si a ay
de esta congruencia se le resta 27 pasamos a la congruencia D™~ con la forma reflexi-

va representada en la tercer ilustracion de la Figura 14.14. Sus respectivas congruencias
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simétricas respecto de la horizontal, i.e. AY*™t = F—— G——Ft =C*t~y D+t =g+ +
tienen la forma de la segunda representacion grafica de la Figura 14.14. Mientras que
E*T~~ y su simétrica construyen las respectivas formas de la tltima y primera represen-

tacion en la Figura 14.14.

Por el Teorema de Bolzano-Weierstrass la funcion L(aq, ag, as3), (14.68), debe al-
canzar en K3 el Méx. Abs. L(ag,a9,a3) v el Min. Abs.  L(ag,a,a3), e.g. K3 =
[—m, 7| x [-7, 7] X [—m, 7]. La funcién L(ay, ag, a3), (14.68), es una funcién periddica
continua y diferenciable salvo en los planos (14.70) y sus intersecciones. En cada plano de
(14.70) contenido en K3 siempre se anulard al menos una de las distancias componentes
de (14.68), por lo tanto el maximo absoluto serd alcanzado en la frontera de K3 o en la
zona diferenciable del mismo la que hemos acordado previamente en simbolizar por D3 en
la pdg. 541. Si notamos con J(K3) la frontera del compacto seleccionado para el presente

estudio, las respectivas restricciones de L(ay, g, arg), (14.68), resultan ser:

L(£m, a9, 0a3) = V2R { V14 cosay + /1 —cos(as — as) + /1 — cos(as) (}14.94)
Loy, +7,a3) = \/§R{2\/1+cosoz1 + V1+cosas + /1 —cosag(}4.95)
L(ay, g, £7) = \/ER{\/l +cosa; + /1 —cos(az —aq) + VI +cosay + \/5(}4.96)

En las fronteras ay = =+, el analisis y caracterizacion de éptimos se reduce al Ejemplo
14.5.8 ya que vale (14.94). Si se consideran as = =, el estudio debe efectuarse sobre
(14.95). Y finalmente sobre los planos del compacto en que a3 = =7, debe estudiarse
(14.95). A partir del Ejemplo 14.5.8 resulta que el Max. Abs. sobre las fronteras a; = 47
serd alcanzado para las abscisas criticas (aq, a3) = (0, £7) y por lo tanto en cualquiera
de dichos planos fronterizos el valor méximo es L(£m, 0, +7) = 6 R. Los puntos criticos

estacionarios en la restriccién (14.95) deben satisfacer la siguientes identidades:

sin o _ 0
VI +cosa;
na (\/1+603a3—\/1—cosa3) _9
’ VI—cosas VI+cosas )
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Las duplas del tipo oy = ki 7 con a3 = ko m quedan descartadas por tratarse de abscisas

singulares que anulan ramas y por lo tanto no alcanzaran el maximo absoluto buscado. Las
duplas del tipo oy = 0 y a3 = £ alcanzan el valor L(0, &7, £7) = (4 + 2v/2) R. En
la frontera determinada por az = =+, la restriccion (14.96) tiene abscisas estacionarias

en las congruencias en (14.97).

Ay = —
? ! (14.97)

o — g = =T — oy

Estas congruencias se satisfacen, salvo multiplicidad, por las abscisas criticas estacionarias
(2, =) y (—%, %) que determinan el valor L(%, —%, ) = (2 +3V/3) R. Las restantes
lineas fronteras de esta restriccién son singularidades que anulan una de las ramas positivas
que conforman la restriccion analizada. Finalmente, sobre los planos y rectas singulares
contenidas en K3 por la misma razoén no es posible la obtencién del maximo absoluto.
Entonces el méaximo absoluto se alcanza en la zona diferenciable interior del compacto
y es el mayor de los méximos relativos estacionarios, es decir la funcién L(aq, as, as),
(14.68), alcanza su méximo absoluto en K3 = [—m, 7] X [—7, 7] X [—7, 71| sobre la tra-

ectoria reflexiva determinada por G~ y su simétrica CT+~ ie. L(—Z, 6 2¢ 37
Y

4) 40 7 4
= L(Z, —& 30 = 4RV/2+ V2 (Ver Figura 14.14).

Andlisis en R? = (—o0, +00) X (—00, +00) X (—00, +00)

Se concluye entonces, por todo lo anteriormente explicado que en este caso es suficiente en
principio, para investigar las formas de las trayectorias reflexivas, analizar la mitad de las
posibilidades de signos, y ain dentro de este subconjunto distinguir la existencia de des-
plazamientos angulares multiplos de 2k7. En este ejemplo el caleidoscopio esta construido
por las imagenes reflexivas en (14.98) separadas por los planos singulares del problema

(14.70).
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G__+ ~ <_7_7+) A *

2 3
(af,, afy, aly) = [—% + 2k, f + 2k, —Z” 4 ey, Ky ke ks € Z

C++_ ~ (+7+7_) Y *

€

o 3m
(08, 0, %) = [= + 2w, —— + 2k, Zﬂ 4 2%am], ks o ks € Z (14.98)

4 4
Bt ~ (= +,4) ~ %
S - o - S
(), g, afy) = [~ + 2kym, ==+ 2kom, —7 4 2], By ko by € Z
ET77 ~ (+,—, =) ~ %
e e e 3m 2m T
(agy, by, afy) = [Z + 230, =+ 2529, i 23e3m|, 501, 7y, 3 € XL
Lajaq (a1,02,03) <0,
= ~Ct+-

- My xa(@ly,080),085)| >0,
C B C B [Haxs(agy,080),083) <O
) — @% son maximos

locales de L(ai,a2,a3).

Figura 14.14: Rayos del Ejemplo 14.5.10
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Luego de los casos particulares estudiados en los Ejemplos 14.5.7, 14.5.8 y 14.5.10 se
presentan las conclusiones generales de la seccién §14.5.3, [Niel, B. 1. (2005b)]. Particular-
mente, estos resultados se centralizan en las formas de las distintas trayectorias reflexivas

del caso.

Si T'(a;) representa la longitud total recorrida por los rayos geométricos que comienzan
en C' = (—R, 0) en el espejo cuasi-esférico (Ver Figura 14.7) y colisionan su superficie
n — 1 veces -en cualquier lugar con excepcién de los puntos extremos C, B-y que finalizan
en el punto B = (R, 0), entonces T'(c;) es determinada por la expresién (14.99) en la
que los parametros variacionales son los n — 1 angulos «a; medidos en sentido antihorario

a partir del segmento que une el (0, 0) con el punto B = (R, 0).

n—1
T(ai)1gi§n—1 = V2R {\/1 + cosag + Z \/1 —cos(a_1 — ) + \/1 — cos(an_l)} )
= (14.99)
T(ti),<i<p_, €8 una funcién continua.
T(a;), <i<n_1 tiene n puntos criticos estacionarios. Los parametros estacionarios criti-

cos, a.,(k), son:

Qo =i(2k—1) " 41 k=120 i=12-.,n—1 (14.100)
n

Los puntos estacionarios (14.100), o, 1, <, , resultan de la resolucién de las siguien-

tes identidades trigonométricas, para n > 2,

sin aq sin(a1 — a2) L sin(a;—1 — ;) L sin(an—1) (14.101)

7\/1+COSOz1 B \/1 — cos(a1 — a2) /1 —cos(aj—1 — ;) vat —cos(an,l)'

Cada punto critico estacionario despliega una trajectoria de n tramos lineales, i.e.,

(—R,0) = (R cos ey, R sinag;y,) = (R oS egy,, R sinaggy) — -+

— (R cos aejy, R sinag,) — -+ = (R cos aep1y, R sino,—1,) = (R,0). (14.102)
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Ademas, estas n trayectorias, tienen longitud total de recorrido (o su equivalente al

T(@i)1<i<n—1 )
v

tiempo total de transito calculable por la siguiente expresion:

T(oe, (k) 1<icn 1 = V2Rn+/1 — cos(Aa, (k). (14.103)

con

Aag,(k) = ae(k) — ae, (k) = %(2]@ —1) (14.104)

Ademds, a partir de (14.103) y (14.104), las trayectorias en (14.102) resultan ser n
trayectorias estacionarias reflexivas, constituidas por n trayectos lineales en n — 1 puntos
de choque sobre la superficie circular espejada. Reflexivas, pues en sus n — 1 colisiones
con la superficie espejada circular, cada uno de estos rayos luminosos verifica la Ley de

Reflexion, respecto de la normal radial.

Entre estos n rayos reflexivos (14.102), existen trayectorias con la misma longitud total

si se mantiene la relacién entre los pares ky k=n+1—k,si 1 < k < 5]

De manera precisa,

n ~
i) Si n es par existen exactamente 5 bares de (k, k) correspondientes a trayectorias

luminosas que verifican que T'(a.(k)) = T(a.(n +1 —k)) para k =1,2,--- | g

Ademas, los tiempos de transito de los rayos estan ordenados de la siguiente manera:

T(ae(1)) = T(ae(n)) < T(ee(2)) = T(ac(n — 1)) < T(e(3)) = T(ac(n - 2)) <
(14.105)

1)) = T(ac(g +2) < T(ac(g)) - T(ac(g +1) < 2nR.

Entonces, si n es par, los tiempos de (14.105) se calculan a partir de las siguientes

desigualdades angulares:
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0 < Aae(l) < Aae(2) < --- < Aac(g) <7
(14.106)

T < Aac(g +1) < - < Aa(n) < 27,

ii) Si nm es impar existen exactamente pares de (k, k) tales que T(aq(k)) =
n—1

T(a.(n+1—k)) parak=1,2,---, )

Estos rayos luminosos tienen tiempos de transito ordenados de la siguiente manera:

T(ae(1) = T(ae(n))) < T(e(2)) = T(ac(n —1)) < ---

) = Tlad "0 < Tao

< T(aw )) = 2nR. (14.107)

Entonces, si n es impar, los tiempos en (14.107) se calculan a partir de las siguientes

desigualdades angulares:

n—1 n+1

0 < Aae(l) <+ < Aae( ) < Aa( 5 )=
3
1< Aae(E2) <L < Aa(n) < 2. (14.108)
: . n+1 n : : ) .
En caso de ser n impar si k = 5 = [Ej +1 la trayectoria reflexiva estd construi-

1
nt )) =2nR

da por n — 1 colisiones entre C' y B con longitud de recorrido T"(a.(

maxima.

Simultdneamente, las trayectorias reflexivas definidas por cada uno de los pares (k, k=
n
n+1—k), parak =12, L§j, corresponden a poligonales abiertas pero recorridas

en sentido contrarios y sobre puntos en la circunferencia espejada con la mismas abs-

cisas cos(ag,(k)) = cos(ag,(k)) y con ordenadas de signo contrario —sin(a,(k)) =
sin(ae, (k) sik =1,2, - ,ng (e.g. Figuras 14.15 , 14.16).

Por todo lo expuesto, estamos en condiciones de afirmar el siguiente resultado.
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Proposicién 14.5.11 T(;),c;c,,_y, (14.99), Figura 14.7, obtiene su minimo absoluto en
la abscisa critica singular o = 7, ¥1 <i <n — 1 -(exceptuando miiltiplos periédicos)-

y con el valor T(m,--- ,m) = 2R.

Si el numero n — 1 de colisiones en el espejo circular es par, T<ai)1§i§n—1 obtiene su

mazximo absoluto en la abscisa critica estacionaria a;(/% = 241 (14.100) y con longitud

n+1

: ))19.9171 = 2n R -extravagancia luminosa-, (e.g. Figura

de recorrido reflexiva T'(af, (

14.15, k = 3).

Si el mimero n—1 de colisiones en el espejo circular es impar, T(a;), <, ., obtiene su
mn

L . " . o, e (n
mdzimo absoluto en las abscisas criticas estacionarias OACZ_(Q)K@.SW1 y ot (5 + 1)199171

en (14.100) -(exceptuando sus multiplos periddicos). Entonces, los recorridos mds largos

insumen la longitud T(ag(5)),cic, ;= T(ag, (5 +1) 00y = V2Rny/1 — cos(Aa, (%))

= \/§Rn,/1+cos(%) = V2Rny/1—cos(Aa,, (2 +1)), (e.g. Figura 14.16, k = 3y
k = 4). En esta situacion la extravagancia luminosa se realiza segun las dos trayec-
torias (14.102) definidas por ambos conjuntos criticos estacionarios, g (5),cico | Y
e, (5 + 1)19@71, con un numero impar n — 1 de rebotes sobre el espejo circular que son
puntos simétricos, respectivamente, respecto del diametro que une (—R, 0) con (R, 0), la
primera poligonal es recorrida en sentido horario ® desde C y la que se corresponde con
e, (5 + 1)1§i§n_1 recorrida en sentido antihorario, (e.g. Figura 14.16, k =3y k =4).

Las restantes abscisas criticas estacionarias son rayos luminosos, de este tercer ejemplo
en el espejo cuasi-esférico T(ai),<;c,,_y, (14.99), Figura 14.7, que ni maximizan ni mini-
mizan la longitud total (14.99) en sus recorridos, segin lo establecido por las expresiones
(14.107) y (14.108) al ser sustituidas en (14.103), (e.g. Figura 14.15, k=1, k=2 k=14

y k=5; eg Figural4.16, k=1, k=2k=5yk=06). m

5Normalmente, utilizamos las abreviaturas del inglés cw. de clockwise y ccw. de counterclockwise para

senalar el sentido de recorrido de ciclos y caminos en las representaciones gréaficas. e.g. Figura 14.16.
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UV AL

ccw. no extremal cw. rayo més largo cw. no extremal

Figura 14.15: Representacion de los rayos reflexivos para n — 1 = 4 colisiones.

u@%’éﬁq@m

ccw. no extremal ccw. rayo mas largo cw. rayo maés largo cw. no extremal

Figura 14.16: Representacion de los rayos reflexivos para n — 1 = 5 colisiones.

14.6. Confluencia de dos areas de investigacion de

Hamilton

En este Capitulo se han expuesto ejemplos precisos de la geometria optica en el que
el rayo luminoso -una construcciéon ideal- no necesariamente minimiza el tiempo de pro-
pagacion. Simultaneamente, se determinan las trayectorias luminosas para cada sistema
optico expresandolas en funcion de los parametros fisicos y geométricos naturales del caso
(i.e. la velocidad de la luz en un medio especifico, la posicién de la fuente luminosa, la
localizacién de los puntos extremos del trayecto y la geometria de la superficie o interfase
espejada considerada). A partir de ahora, nos dedicaremos a destacar ciertos detalles y
enfoques de esta presentacion.

Es importante mencionar una vez maés, que la tarea de encontrar los puntos esta-
cionarios de la funcién de propagacion en el Problema de Heron y en los distintivos casos
analizados en el espejo cuasi-esférico, es equivalente a realizar la exploracién de los puntos
criticos estacionarios sobre la funcion distancia total recorrida por los rayos -moédulo la
velocidad de la luz en el medio uniforme. En términos simples, en estos casos, la busqueda
de las braquistécronas es coincidente con la determinacion de las geodésicas. Por otra

parte, las braquistécronas han sido singularizadas en la Ley de Refraccion conocida como

Ley de Snell.
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Se ha verificado la unicidad de la braquistocrona del hallazgo de W. Snell en refrac-
ciones entre dos medios uniformes distintos, con principios del analisis matematico. En este
problema de la naturaleza Optica nuestra propuesta se diferencia de la de otros muchos au-
tores, entre ellos [Tikhomirov, V. M. (1990), Santald, L. A. (1993)], quienes normalmente
transcriben los fundamentos geométricos de la demostracion sustentada bajo el Principio
de C. Huygens. De manera precisa, explicitamos la braquistocrona para un sistema 6ptico
geométrico de interfase de ancho arbitrario. A tal efecto, se encuentra la raiz real que anula
la ecuacién polinémica de cuarto grado, que se plantea al estudiar la Ley de la Refraccion
y que determina la trayectoria luminosa. Ademads, la afirmacién en el Teorema 14.4.15,
establece que para caracterizar la braquistécrona de un sistema con interfase de ancho
arbitrario es suficiente conocer la respuesta del problema en una interfase unitaria. En
la subseccion §14.4.3 denominada Contribuciones Auxiliares, se ha obtenido la expresion
analitica de las raices que realizan el Problema de Snell en funcién de las constantes de
las posiciones iniciales y finales de los rayos, i.e. a y b, y de los parametros fisicos v1 y vo,
i.e. la velocidad de los rayos luminosos en cada uno de los dos medios que componen del
sistema Optico. Los casos de colision en el punto medio de la interfase y el sistema optico
que deviene en un polinomio de grado cuarto palindromo - pag. 520 y §14.4.5- se trataron
especialmente por ser dos casos particulares de sencilla resolucion.

La metodologia propuesta en la §14.2 nos ha permitido lograr el objetivo propuesto
en la geometria plana y circular. Los métodos de Ferrari y Cardan nos permitieron evi-
denciar y proponer la competitividad entre (14.22), (14.25), (14.26) y (14.27) para poder
exhibir el curso del rayo luminoso en el Problema de Snell. En [Faucete, W. M. (1996)],
por otra parte se encara la resolucion de los polinomios de grado cuarto con coeficientes
racionales, aunque en las situaciones particulares que se estudian, la tarea de seleccio-
nar la raiz que realiza el tiempo de transito minimo para parametros 6pticos -vy, vo- y
fisico-geométricos -a, b- arbitrarios del sistema, requirié esfuerzo algebraico no menor.
Cuando se estudia el polinomio palindromo de cuarto grado (14.13) no se usa la férmu-
la de Cardan [Christianson, B. (1991)] para determinar una raiz de la resolvente cubica,
i.e. y3 — cy? — 4cico = 0, porque los célculos algebraicos resultan en extremo compli-

cados. Por tal razon, en esta circunstancia, es necesaria la seleccién de una raiz cubica
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e , debiéndose adicionar a su propia reciproca. Cabe aclarar que el
anterior procedimiento no facilitaria el hallazgo de la expresion de la raiz que resuelve el
Problema de Snell en una interfase espejada de ancho unitario para valores arbitrarios de
los parametros geométricos y épticos a, b, v1, y vs.

Los seguidores de Descartes fueron los primeros en declarar que el proclamado
Principio de Tiempos Minimos de Fermat, no era siempre sustentable en las experiencias
naturales, ellos sostuvieron que: “the law of reflection, is sometimes consistent with the
greatest rather than the least propagation time”. Este postulado de la geometria éptica
es el que verifican los ejemplos primero y segundo que hemos estudiado. Este es el contexto
adecuado en las superficies espejadas cuasi-esféricas. Ain més evidente es nuestra tercer
aplicacion en la que se coincide con la ideas de Hamilton, i.e. “the stationary property of
the transit time of light rays ”[Niel, B. I. (2001)]. En las afirmaciones de la Proposicion
14.5.3, existen muchos detalles a observar bajo la validez de los postulados de la geometria

optica, las Figuras 14.15 y 14.16 bosquejan de manera simbdlica lo que se ha destacado a

lo largo del andlisis del tercer ejemplo.

Entonces, en un espejo céncavo ideal, [Niel, B. I. (2002)], que damos en llamar cuasi-
esférico o cuasi-circular al suponer la colocacién de n espejos planos cuyas normales coin-
ciden con las n—ésimas raices de la unidad, los rayos que satisfacen la Ley de Reflexién en
sus n colisiones sobre esta construccion ideal, que empiezan y finalizan en el mismo punto
en la circunferencia, tienen la forma de las poligonales regulares frontera de poligonos y de
poligonos estrellados (Ver Figura 14.17). En consecuencia, la naturaleza, suele minimizar,
0 a veces maximizar recursos y en muchas situaciones ni es eficiente, ni extravagante, es
de conducta intermedia. Entre las poligonales reflexivas [Niel, B. I. (2003)], se hallan las
que minimizan el Recorrido del Viajante, asi como aquellas del recorrido mas ineficiente
de un viajante que visitara un numero impar de puntos, i.e. la trayectoria coincidente
con la poligonal estrellada de maxima densidad [Kirillov, A. (1999)]. Por otra parte, las
poligonales estrelladas de densidad intermedia ni minimizan ni maximizan el tiempo total

de propagacién de los rayos luminosos. La interpretacién de estos resultados asi como el
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estudio de ciertos problemas de los Hamiltonianos Euclideos éptimos, son explicados con

precision en el Capitulo 2, Capitulo 3 y su Seccién 3.4 en [Niel, B. I. (2014)].

Es importante destacar que en este enfoque Hamiltoniano de la Geometria Optica en
un espejo cuasi-esférico, la generalizacion de la tercera aplicacién del método de variacion
de los parametros de los rayos geométricos, ha confluido en las trayectorias hamiltonianas

abiertas y cerradas recorridas por el viajante sobre los vértices de poligonos regulares. 6

Figura 14.17: Ntumero primo de Fermat n = 17: Recorridos del viajante ~ Rayos en el

espejo cuasi-esférico e!™ V/1.

6Normalmente conocidas como problemas del Travelling Salesman Problem, TSP, en sus versiones
Min. (Min. TSP) y Méx. (Méx. TSP) ya sean en circuitos (cycles) o en caminos no ciclicos, es decir Min.

TSPP y Méx. TSPP. Acrénimos que agregan una “P ”proveniente de Path.
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Capitulo 15

Parciales y/o Coloquios

Ponemos a disposicion del alumno interesado modelos semejantes a los parciales y
coloquios que hemos utilizado para la evaluacion durante las catedras del primer cuatri-
mestre del ano 2012, 2013 y 2014. Ademas, en algunos de los ejercicios, presentamos las
claves que llevarian al estudiante a lograr las respuestas, de manera directa y eficiente.
En otros, presentaremos sugerencias. Asi como también, una vez més, habra seleccion
de ejercicios o incisos de los mismos que apareceran resueltos de manera completa. En
general, estas nuevas consideraciones y /o desarrollos, apareceran al final de cada uno de

los niveles del PARCIAL y/o COLOQUIO escogido.

261
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15.1. & © 1 COLOQUIO OPTATIVO

Ing. Electrénica, Ing. Electricista y Prof. en Matematica

& © 1 COLOQUIO OPTATIVO ANALISIS MATEMATICO I 25/04/2013

APELLIDOS Y NOMBRES : D.N.I. N =
CARRERA : LU N =
1. &@© Interprete gréficamente la solucién de la inecuacién 2 < [271l — 1| +2 < 2.

Ver en §4.1 la Figura 4.1, pag. 170.

2. & (© Determine, cuando existan, los siguientes limites, Solucién en §3 pp. 171-172:

@ w1 m w2l

z—0 T z—1 I z—1t [23—| -1

VT —|x
3. & (© Determine el dominio de definicién de f(z) = —H, clasifique, si existen,
x
las discontinuidades y redefina f(z) si es posible extender su dominio de continui-

dad. Resolucién: Ver §3, pp. 173-174, Figura 4.9 pag. 175.

4. & (© Resuelva analiticamente la inecuacion |logy|(z + 1)|| > K, si K >> 0.

Resolucion pp. 175 - 178, Figura 4.11, Figura 4.12, Figura 4.13 y Figura 4.14.

5. & (© Estudie analiticamente el siguiente recorrido, Ver Ejemplo 3.1.4, pag. 157:

x(t) = sin(2t) x(t) = 2 cost sint

t €0, 27].
y(t) = sin(t + ) y(t) = \/75 (sin(t) + cos(t))

Sugerencia: El recorrido se realiza sobre parte de la curva plana 2y?> — 1 — 2 = 0.
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DM EI=]E=]

g ] D EE]=]
" i MEREIE]
N ——— —DEEE
&, 51,1, % = Shfret+d ]y = Sm(t+5]
{u, ?5,2,4.91563, -0 3973032, -u.54395:}
San st ) Sinft-+ ! ,
Hinid 10
1n

NN -~

t ;
o ! w Ty, -03 TR
10 """“Yj L
an ko
Figura 15.1: x(t) = sin(2t) e y(t) = sin(t+ %), ¢ € [0, 27 ].

6. & (© Estudie analiticamente el siguiente recorrido:

t € [—o0, +00 ]

Sugerencia: El recorrido se realiza sobre parte de la curva plana 22 — 3% — 1 = 0.

Resolucion en §4.1, pag. 180, ver Figura 4.17 de la pag. 180.

Indique la cantidad de hojas entregadas

Firme la tltima hoja
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15.2. & © 2% COLOQUIO OPTATIVO

Ing. Electrénica, Ing. Electricista y Prof. en Matematica

& © 2% COLOQUIO OPTATIVO ANALISIS MATEMATICO 1 21/05/2013

APELLIDOS Y NOMBRES : D.N.I. N =:

CARRERA : LU N =:

1. & (© Determine los puntos criticos estacionarios, singulares y fronteras de f(z) =
V1 + cosx en el intervalo [—7, 3n]. Caracterice todos los puntos criticos y determine

el méximo y el minimo absoluto de f(x).

2. & (© Justifique el Teorema de Rolle y Enuncie el Teorema del Valor Medio de

Lagrange.

3. &© Seay = f(x) continua en [a, b] y derivable en (a, b). Interprete geométrica-

f(b)_f(a)> (.Z‘—CL)

mente que cambios produce la sustraccion del factor lineal ( )
—a

a f(x).
4. & © Estudio completo de f(z) = 22 ( j_ 1)96.
T
Opcion: La Figura 15.2 representa los puntos de la curva plana f(z) = ( j_ 1) :
T

Puede utilizar razonamientos geométricos, proposiciones y teoremas conocidos para

T x
esbozar la grafica de f(r) = 2?2 (?) a partir de datos de esta representacién
x

grafica.

o _ z(t) = —1/4 + cos(t)
5. & (© Sea la conicoide de Nicomedes:
y(t) = —1/4 tan(t) + sin(t)
a) Determine la expresién cartesiana de esta conicoide de Nicomedes.
b) Determine la ecuacién de la asintota vertical.

c¢) Determine las ecuaciones de las rectas tangentes en (0, 0).
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00 = (—" -
—1 X+ : -1
™ e = = - - —— - i - - )
0.2 y=e
\1,0) D
-3 -2 -1 1 2 3
€T xT

z+1

]

COWICOIDES; x=a+Cos[t],¥ = a#Tm[t H-Sift]

¥lt] (025, 220341 cos(d - 025, i ff) —0.25tan 1)}

i \ 1
Ht] 1F 1

Figura 15.3: Gréfica de f(z) = £4/1 — (v + 1/4)? (1 - _1'_/;1/4)

Resolucién del Ejercicio N= 5 de este & (©) COLOQUIO OPTATIVO.
Aqui desarrollaremos una vision mas general, no estudiaremos solamente la curva con
a = —}l de la Figura 15.3, sino que analizaremos como las formas de las curvas dadas
por la parametrizacién (15.1) cambian al variar el pardmetro a. Claro esta que lo realiza-
remos dentro del contexto tedrico conceptual adquirido. Estas curvas planas, i.e. (15.1),
[Stewart, J. (2008)], pp. 625-626, son reconocidas como Concoides de Nicomedes . Suge-
rencia: Ver ilustraciones en §13.5 Cuadro 13.10 pag. 495 y recordemos aquella intencion
inicial §1.1 de la pag. 28.

x(t) = a + cos(t)

y(t) = a tan(t) + sin(?)

(15.1)
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Puede ser reescrita como:

x(t) = a + cos(t)

y(t) = sin(t) (LOS(“) (15.2)

cos(t)
Desde y(t) = sin(t) (%(E;(t)

esta tltima ecuacién, aunque podamos ingresar ciertas soluciones no deseas, (z(t) — a)?* =

) y de z(t) — a = cos(t), entonces elevando al cuadrado

cos?(t), y utilizando la identidad trigonométrica fundamental, ver en §3, Figura 3.1, pag

151, tenemos que sin*(t) = 1 — (z(t) — a)?, se llega a:

1—(z — a)?2?
= | (i; - &)Z] (15.3)
v (z —a)? =[1—(z —a)?2®, = #a (15.4)
ot 4+ P — 2y*ra — 2a2® + P 4+ 2% (a® —1) =0 (15.5)
x|
ol = V=@ - o (15.6)
Esta identidad puede expresar de la siguiente manera:
e e §
y=+/[1—(z a>]|x—a| si y>0
|x| ) . (15-7)
y:—\/[l—(a:—a)2]|x ’ si y<0
Finalmente la reescribimos como:
y=+—(—(a—1)(z — (a+1)) 2] si y>0
@ —‘;ﬂ (15.8)

En virtud de (15.7), estudiaremos las formas de las curvas en el semiplano no acotado
y cerrado y > 0 y luego reflejaremos la imagen respecto al eje de las abscisas, i.e. con

respecto del eje x. Conclusién vilida, que ha quedado explicita desde (15.3) y de (15.4),
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ya que cuando en estas representaciones cartesianas de las curvas estudiadas, es reempla-
zada y por —y, las ecuaciones permanecen inalteradas, por lo que el grafico posee simetria
respecto del eje de las abscisas. Estamos, estableciendo, que las curvas de Nicomedes tiene
simetria respecto del eje .

Por el contrario, las curvas estudiadas no presentan simetria respecto del eje de las ordena-

das, ya que el cambio en (15.3) y en (15.4) de la variable = por —uz, altera las identidades.

En lenguaje matematico, aclaramos que efectuaremos varios de los computos esenciales

del célculo diferencial sobre:

||

v — a|’

y=V[1-(z—a)?

si y>0 (15.9)

x(t) = cos(t)
1. Al reemplazar a = 0, en (15.1), — — 22+ =1

y(t) = sin(t)
Dejamos al lector precisar una variacion para t que recorra parte de la circunferencia

unitaria o que la recorra completa. Sugerencia: Ver §1.1, pag. 28.

2. Observemos x(t) = a + cos(t) nos impone, en una primera y ligera mirada, analizar

dos regiones para la variaciéon del pardmetro, a saber |a|] <1y |a| > 1.

3. En (15.2), es necesario extraer las abscicas donde se anula la funcién coseno. ; Es
necesario preguntarse entonces cuando cos(t) = 0 7 La respuesta es visible en
(15.6), = a es abscisa candidata a determinar una asintota vertical, de todos los

casos, excepto cuando a = 0.

4. En (15.6), lim |y| = +o0, en (15.9) lim y = 400y lim y = +oo. Luego,
r—a

z—at T—a~
efectivamente = = a es asintota vertical de las Nicomedes (15.1), si a # 0.

5. Claramente en (15.3) y (15.9), resulta que la extensién o rango de variabilidad de x
para cada a especificado, es acotado, precisamente 0 < |z(t) —a| < 1. Por lo tanto,
graficamente, en nuestra hojita de trabajo, marcaremos los siguientes intervalos
de z, una vez escogido un valor para el pardmetro a, [a — 1,a) y (a, a + 1].

Levantaremos luego, una banda vertical, limitada por * = a—1y = = a + 1,
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descartando que la curva atraviese ningin punto de z = a a la cual, se aproxima
la curva, en los hipotéticos mundos de los imaginados puntos (r — a~, +00) y

(x — at, +00), ver §5.3 pdg. 206, Figura 5.14.

6. Estamos ahora, en condiciones de establecer que el rango o extensién de la variable

yes R, ie. (—oo, +00).

7. Observemos que (15.3) e inclusive (15.7), nos llevarian a pensar que el punto (0, 0)
siempre pertenece a las Nicomedes (15.1). Absurdo, el origen de coordenadas es
un punto de la curva sélo cuando tratemos las curvas con el parametro en la regién
la] <1y a # 0. Se justifica a partir del rango de variabilidad de x, que efectuamos

previamente.

8. La derivacién en forma implicita de (15.3), pensando en que existe x(y), y efectuado

la derivacién respecto de y conduce a:

9. Las expresiones en (15.8) nos ayudan a reducir ciertos computos, en virtud de la
simetria especular que poseen los graficos de las curvas respecto de las asintotas
verticales segiin se consideren el caso a > 0y el caso b = —a < 0. Por lo tanto, el
presente razonamiento, en realidad deberia reducir los estudios especificos a los caos
en que el parametro a sea positivo y simetria respecto del eje asintotico se obtienen
las figuras de las curvas cuando el pardametro sea negativo. Supongamos a > 0y
b = —a, ademds consideremos que b —1 < x < b, entonces por (15.8) y siempre

considerando el estudio en la regién y > 0.

y =/~ — (b-1) - b+1)) |x|f|b|, b—1<z<b

Luego, utilizando la definicién del valor absoluto en los factores lineales considerando

el intervalo de variacién de x que esa siendo coonsiderado, se tiene:

y= V@ - -1 - (b+1))%, b-1<a<b
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10.

v =V = -G = o) gy bl <<

Como, en realidad hemos seleccionado b como el opuesto de un parametro a > 0,

lo reemplazmos en la expresion anterior, y se tiene:

y= V- - (—a-1)(@ - (_Hl))m’ —a-1<z< —a

Ahora teniendo en cuenta que —a — 1 < z < —a, implica a < —z < a+ 1,

obtenemos:

(—z = (=)’

finalmente reordenado los signos, se concluye que:

o< —r<a+1l

y= V(o - (Ca- 1) (-2 - (~a+ 1)

y= V== @) g a< e <a+l

Analogamente se puede justificar que si b < x < b+ 1, los valores de y son los
que se obtienen en a — 1 < x < a, considerando al pardmetro b como el opuesto

en signo del a, i.e. b = —a.

En (15.5) debemos investigar respecto del rol del parametro a. Obsérvese, que si
a = %1, el término cuadratico en z? desaparece. ; Qué caracterfstica le impone
esta desaparicién a las curvas de Nicomedes 7 Por otra parte, si |a| <1osi |a| > 1
i, Cudl es la diferenciacién que matematicamente debemos explicitar en los graficos
que pretendemos obtener ? Todo parece conducirnos al hecho de que cuando el origen
pertenece a las curvas, es decir para |a| < 1 en él las curvas poseen propiedades
diferenciadas ? Intentemos ir por una respuesta, llegado el momento, e.g. cuando

estudiemos el caso a = 1 y los casos en los cuales 0 < a < 1.

Ejercicio 15.2.1 Proponemos esbozar los grificos de las curvas de la Nicomides
de las ilustraciones en las pdgs. 28 y 495 utilizando esta caracteristica entonces

,a=1ya= —2.

AT

diagramar sus gemelas, i.e. respectivamente a =

269



Capitulo 15. Parciales y/o Coloquios

11. Estudio de los pardmetros en la regién |a| > 1.

i Solo estudiaremos los pardmetros en la regién a > 1!

El (0, 0) no pertenece a la regién donde se despliega la curva (15.1). Evidenciado

también en (15.5), si |a| > 1.

;. Existen abscisas en las que y = 0 en (15.9) ? La respuesta es afirmativa, son
aquellas en las cuales 1 —(x — a)? = 0. Es decir |z —a| = 1,1e 2}, = a—1
y % = a+ 1. Ver Nicomides con a = 2, snapshot inferior del Cuadro
13.10, en la pdg. 495. Desde (15.8), es evidente que ((a —1),0)y ((a+ 1), 0)

son los dos 1nicos puntos de la curva que intersecan al eje de las abscisas.

Reemplazando las coordenadas del punto ((a + 1), 0) en la expresién (15.10)

resuta que ? = 0. Es decir, existe recta tangente tnica en el punto ((a +
1), 0). !

Reemplazando las coordenadas del punto ((a — 1), 0) en la expresion (15.10)
resuta que d_i = 0. Es decir, existe recta tangente tnica en el punto ((a —
1), 0).

Si reescribimos (15.10), se tiene:

dy

yo = [1 + L] (15.11)

(z —a)?

d
Resulta sencillo verificar que si y > 0 el signo de y d <0, z € (a,a+1].
x

Puesto que x es positiva, y también lo es 1 + en dicho intervalo,

(z —a)?

por lo tanto el signo negativo de la expresién (15.11) prevalecié. En cambio si

a ) dy
—  es negativa y entonces y — > 0.
(x —a)? dx

La conclusion que se obtiene es que a derecha de la asintota vertical las curvas

r € [a—1,a), 1+

de Nicomedes con a > 1, considerando y > 0 decrecen desde el +o00 a cero a
medida que las abscisas crecen naturalemnte en el intervalo acotado ni abierto
ni cerrado (a, a + 1]. Por el contrario, en el intervalo acotado ni abierto ni
cerrado [a — 1, a), considerando y > 0, la coordenada y crece desde el punto
((a — 1), 0) hasta un crecimiento no acotado en el +oo en la que las curvas

se aproximan una vez mas a la asintota vertical x = a. Un bosquejo que
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provoque una reflexién respecto del eje de las abscisas, al ya delineado para
y > 0, conducird a ilustraciones del tipo Cuadro 13.5, pag. 495, snapshot
inferior. Sugerencia: Aconsejamos, no perderse de prestar atencién en cada
caso de la riqueza en el acompanamiento de la evolucion de cada coordenada

segun las expresiones paramétricas en (15.1).

12. Estudio de los pardametros en la regién |a] <1y a #0.
i Solo estudiaremos los parametros en la regién 0 < a < 1!

El (0, 0) pertenece a la curva (15.1).

= g = *+1.
Las abscisas adicionales al origen de coordenadas por el que pasan las curvas
. _ _ . 1 _ 2 _
verifican para el caso @ = 1y a = —1, son repectivamente z5 = 0, 27 = 2
y zL = =2, 2% = 0. Ver Nicomides con a = —1, snapshot superior del

Cuadro 13.10, en la pag. 495.

En (15.5), claramente a = =£1, implica:

ot + P2 — 2ayPr — 202 + d’y? =0 (15.12)

Si reemplazamos en (15.12) a = 1, obtenemos:
2+ Pt — 2y — 227 + 2 = 0. (15.13)
Aqui, seleccionamos estudiar el caso a = 1, i.e. cuando (15.1) se convierte en:

z(t) = 1 + cos(t)
y(t) = tan(t) + sin(t)

(15.14)

y (15.9) en:

y = [1—(z — 1)2]|L|1, siy>0 (15.15)

[z =1

y (15.8) en:
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y =+ —z(x — 2) |x|1 si y>0
= ‘|x|| (15.16)
= —y/—z(x — 2 si y<O0
y ( ) P—T y
La caracteristica esencial que diferencia esta curva, y también el caso a = —1,

con los casos |a| > 1 es que el punto de interseccién ((a — 1), 0), i.e. (0, 0) es

d d
un punto en el que al evaluar (15.10) que indeterminada d—x y d—y,
Y x
dx 1 dz
0=-0— 1|14+ ———| =0—.
W | o) 0

En la representacion algebraica (15.13), no aparecen los términos lineales a; z+
b1y, y los términos cuadraticos son (0x* — Oxy+ y?), por lo tanto, el origen
se caracteriza como un punto singular doble, [Ayres, F. (1950)], §“Curve Tra-
cing” pag. 123-124. Ademas, se lo reconoce como un punto cuspidal, ya que la
curva no atraviesa al origen al proseguir su evolucién.

En cambio, en los casos |a| < 1, en la representacion algebraica (15.12) los

2—1)2? — Oz y + a*y?), por lo tanto, el origen

términos cuadréticos son ((a
se caracteriza como un punto singular doble, [Ayres, F. (1950)], §“Curve Tra-
cing” pag. 123-124. Mas precisamente, se lo reconoce como un punto nodo, y
con rectas tangentes y = &£/ a% — 1. Esta singularidad en el origen, pertenece

a cualquiera de las Nicomides analizadas, ver ilustracion superior del Cuadro

1.1 en la pag. 28 y en la Figura 10.41 de la §10.3, pag. 406.

 a| < 1.
Las abscisas adicionales al origen de coordenadas por el que pasan las curvas

verifican la ecuacién y =0 en (15.9), es decir intersectan al eje de las abscisas

son las que satisfacen 1 — (z — a)? = 0,ie 2, = a—1y 24 = a+1. Ver

Nicomides con a = —}l, snapshot del Cuadro 1.1, en la pag. 28.

Ejercicio 15.2.2 Proponemos hacer una representacion cartesiana de la cur-

va x(t) = _a  + cos(t) para recién luego empezar a bosquejar el grdfico de
la]<1
Nicomedes con el parametro |a| < 1.
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En definitiva en (15.5) si el pardmetro |a| < 1 el origen es un punto singular
de la curva, en la que ella pasa dos veces por él, atravesando los semiplanos de

izquierda a derecha y reciprocamente, el origen en un punto nodal.

Recuerde: | Solo estudiaremos los parametros en la region 0 < a < 1!
Dejamos al lector confirmar que si 0 < a < 1, computar (15.10) en (a + 1, 0)
y en (a — 1, 0) implica reconocer que existencia de rectas tangentes tinicas en

ambos punto de la curva. Efectivamente,

0= —(a—1)3—z 1+ (a—lc)b—a)3_ - —(a—1)j—;[1—a]
0= —(a—l—l)j—z 1+m = —(a+1)§—§[1+a].

mientras que en el origen la expresién (15.10) que indeterminada. El cambio

de signo en la variacién de la coordenada x(t) = _a 6 + cos(t), la natural

lal<1
evolucion o involucion desde el origen cuya consecuencia provoca la aparicion

de un bucle completo en la subregién de z, de signo antagdnico en lo que a esta
coordenada concierne, con el resto del grafico de la curva. El bucle pertenece
al intervalo definido entre las abscisas @ — 1 y cero si 0 < a < 1, mientras que

si —1 < a < 0, entre las abscisas a + 1 y cero.

Ejercicio 15.2.3 Proponemos estudiar los cambio de signo de la derivada pri-
mera haciendo uso de las expresiones (15.10) o de su reciproca. Aun mds, les

dejamos como propuesta que determinen derivando implicitamente una vez mds
» , d*x  d?y
alguna relacion que involucre a la — o ——.
dy dx

Nota 15.2.4 Puntualizamos que: Si la construccion de las curvas (15.1), se visualizan

mediante un dispositivo de graficacion en el laboratorio de computadores o en un video,

muchos de los detalles de estas curvas planas serdn aprendido por mosotros en forma

muy animada, pero siempre deberemos justificar, al menos parte de lo que vimos, con las

herramientas del cdlculo que conocemos.
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15.3. 3 PARCIAL - &(© 3 COLOQUIO

3 PARCIAL - & © 3" COLOQUIO ANALISIS MATEMATICO 126/06/2012

APELLIDOS Y NOMBRES : D.N.I. N =:

CARRERA : LU N =

1. i) Utilice el Método de Integracion adecuado para resolver las integrales:

_dx VT o V5 dy
[y s Joamas [ 2oge

(ii) Calcule cada una de las siguientes integrales definidas:

0 0 0
/ e+ 1| —2dx; / Mdz; / lz+1]dx
—2 o x+1 —2

2. i NO RESUELVA LAS INTEGRALES DEFINIDAS ! Rta: pp. 577-578.

a) Determine el drea de €, b) Determine el volumen al
f(x) =|z[ —4 ) girar ) alrededor del eje x.
glz) =(x—1)2 -7 FO9=1X1-4; g9 =(x-1)>-7

¢) Determine el volumen del sélido si las secciones perpendiculares al eje x son se-

micirculos.

3. Determine, si existen, los siguientes limites:

(a) lim (1—“’”) (b) lm(1+a?)me (o) lim (14+2%)F  (d) lim (Va)¥

x—0 €T Sil’l €T r—00 r—00
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4. Verifique e Interprete graficamente el Teorema del Valor Medio del Calculo Integral

para las siguientes casos:

f(SC) =, [_17 1]; f(&?) =—1, [_17 1]; f(&:) = —|£U|, [_17 1]; f(SC) = Inz, [17 6].

5. Sea da(t) = x(t). Es decir & = .
dt
(i) Resuelva da(t) = x(t).
dt
ill) (t*,SC*) = (t*,O)
. d x(t) . .
(ii) Resuelva Tl x(t) sit, € Ry iia) (t.,2,) = (t,, 2, >0) .

iig) (te,4) = (ts, 7 <0)

Antes de que pasen a observar y resolver los ejercicios propuestos en el 3 COLOQUIO
OPTATIVO de la evaluacién correspondiente al primer cuatrimestre del ano 2012, les
presentamos la interpretacion gréafica relacionada con dos casos particulares de aplicacion

del Teorema del Valor Medio Integral para funciones continuas.

Ejemplo 15.3.1 La funcion que elegimos en primer término corresponde al ultimo inciso

del Ejercicio N = j de este parcial, i.e. f(x)=Inzx, con x en el intervalo [1, €].

Compensacion Valor medio Integral = ﬁ Happiness = Rectangulo

#=ﬁvaor Medio, f (x)=[x], [1, ¢]: Happiness

Cuadro 15.1: Valor Medio Integral y = 5 de f(z) =1Inz, x en el intervalo [1, e].

Ejercicio 15.3.2 Verifique analiticamente, que el valor medio integral de f(x) =Inz, x

. . 1
en el intervalo [1,e|, es p = e_%, y que corresponde a la abscisa r = ee1.
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Solucion:
/ Inde = In(z¢) (e—1), con z¢ € 1, €.
1

Recordemos la formula de integracion por partes para obtener la familia de antiderivadas

del Inz, i.e.

/lnd:c—mlnx—/d:c—x(lnx—1)+(C.

€

/61ndx::c(h1:c—1) =e¢(lne—1)—1(Inl —1) =e(l -1)—-1(0—-1) = 1.

1
/ Inde =1 =1In(xe)(e—1), con z¢ € [1,¢]
1
Por lo tanto el valor medio es:

1
p = In(ze) = — X = e,

Ejemplo 15.3.3 La funcion que elegimos en sequndo término corresponde al peniltimo

inciso del Ejercicio N = 4 de este parcial, i.e. f(x) = —|x|, con x en el intervalo [—1, 1].

Blueness = Rectangulo
p=1 Valor Medio, f(=Ix|, [1, 1]: Blueness Valor medio Integral = -3 o

Compensacion

Cuadro 15.2: Valor Medio Integral y = —1 de f(z) = —|z|, z en el intervalo [—1, 1].

Ejercicio 15.3.4 Verifique analiticamente, que el valor medio integral de f(x) = —|z| si
x pertenece al intervalo [—1, 1], es p = —%, y que corresponde a las abscisas r = :I:%.
¢ El Teorema del Valor Medio del Cdlculo Integral para funciones continuas en |a, b] es

de existencia ¢ o de ; Emxistencia y Unicidad ¢ | ~— '
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Solucién:
1
[ lalde = “lad = (1) = <l
—1
0
1 0 1 2 2
/ —|x| dz —/ a:da:'—i—/ (—x)dx = Sl B ——
_1 1 0 2 . 2 .
! 1 1
—leldr = =1 = gl 4= (1), = o = —5 > e = Ty

Solucion del Ejercicio N =2: Se requieren plantear las integrales definidas que permitan
determinar el area €2, volimen de un sélido de revoluciéon y un volimen con secciones

semicirculares.

1. Primero determinamos los puntos de interseccién entre ambas curvas, pues seran

necesarios para determinar los extremos de las respectivas integrales definidas.

E

r—4=(x—-1)2%-7 x>0, 22-32-2=0— 2, =T

2
2] —4=(x—1)>-7:

—r—4=(x-1)2-7, 2<0; 2>-2-2=0— 20, = —1

(x,x—4)o (y+4,y) x>0
(x,—x—4)o (-y—4,y) =<0
3. Para la funciéon y = (v —1)2 =7, y+7 = (z - 1?2, Vy+7 = /(v - 1)
e. Vy+7 = |z — 1|, luego cada punto de esta curva plana puede expresarse:
(z,(x =12 =To(l+Vy+T7y) siz>1y>-7
(z,(x =12 =-To(l—Vy+Ty siz<l,y>-T7

4. Area()

2. Cada punto de la funcién y = |z| —4:

3+V17

:/_01{—95—4—[@—1)2—7]}(11:—1-/ ’ {x— [(z —1)? }dx

5. Volumen del solido de revolucidn:
3+V17

V:/17T{[(x—1)2—7]2—(—x—4)2}dm—i—/o : T {[(x —1)* =7 - 4)*} da
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6. Volimen del sélido por secciones:

3+V17

V:/_01W{(—x—4)—[2(x—1)2—7]}2dx+/0 2 W{(x—4)—[(256—1)2—7]}2dx

& © 3 COLOQUIO ANALISIS MATEMATICO I

26,/06,/2012

e? du

1. Calcule: —_— e *ttdt, s > 0.
*© / ver +1

2. & (© Enuncie el Teorema del Valor Medio del Célculo Integral.

Verifique e Interprete graficamente el Teorema del Valor Medio del Célculo Integral

para:

/1 e dre /1 o Li_J da: /1 e

3. & (© Determine las integrales definidas que le permite calcular la longitud y el re-

corrido de las siguientes curvas planas!:

) x(t) = sin(2t + ) e 2 i) z(t) =

Senfnst+ al; Sinft+6)

&

£t 2oz
e T
i%

Cuadro 15.3: Ejercicio N= 3 del 3" (¢). Longitud y recorrido en curvas parametrizadas.

1;NO RESUELVA LAS INTEGRALES DEFINIDAS !
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d
4. &© d—f = z (z — 1). Antiderive dividiendo el espacio real z en (—o00,0), (0, 1) y

(1, 400).
r—————hEEE
b=
/1 : i L EzI=]
%*/7?——‘- 7///' ,
| / {dt (z—1), =L _c} —

d
Cuadro 15.4: Ejercicio N= 4 del 3* (© OPTATIVO, d_:z =x(r—1).

5. & © , Bajo qué condiciones son validas las siguientes desigualdades ?
b
» m(b—a) < / f(z)dz < M (b— a) donde m y M son el minimo y el méximo

absoluto de ya— f(x) en [a, b]. Justifique dicha desigualdad.

s(b—a) / f(z)dz < S(b—a) donde s y S son el infimo y el supremo de
y = f(x) en [a,b]. Justifique dicha desigualdad.

Utilice una de las desigualdades anteriores que le permita justificar la versién mas
amplia del Teorema del Valor Medio Integral.

Sugerencia: Para justificar la primer desigualdad, se utiliza el Teorema de Bolzano
Weierstrass, Teorema 5.4.2, pag. 221. Si f(x) esb continua en [a, b], entonces sabe-
mos que m < f(x) < M luego integrando / (--+)dz, en cada término de esta

inequacién, se obtiene la desigualdad del primer inciso. Ver §8, pag. 308.

Continuamos ahora con la representacién e interpretacién grafica de casos particulares

del Teorema del Valor medio del Célculo Integral para funciones discontinuas con un
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nimero finito de discontinuidades de tipo salto. La idea es que el lector al observar la

interpretacion en estos ejemplos consiga luego resolver los incisos del Ejercicio N = 2 de

cste & @© 3 COLOQUIO OPTATIVO.

Ejemplo 15.3.5 Interpretacion grdfica del Teorema del Valor Medio delCdlculo Integral

para f(z) = [z], = en el intervalo [—3, I].

Blueness = Rectangulo
== Valor Medio, f()=[x], [, ]: Blueness Blueness e
Pl

Valor medio Integral H:*ﬁ 3l
4

3

Cuadro 15.5: Valor Medio Integral y = —:% de f(z) = [z], « en el intervalo [-3, I].

Ejemplo 15.3.6 Verificacion del Teorema del Valor Medio del Cadlculo Integral para

f(z) = [z], = en el intervalo [—%, I].

Solucion: | Blueness
7
2

4 -3 —2 —1 1
:/ —4dx + / —3dx  + / —2dx + / —1dz +/ Odxr +
_ —4 -3 -2 —1
: - = =
3dx = / —4dz+ / —3dz + / —3dx +/ 3dx =
- -1
_Z 9 4
2 2

La identidad del Teorema del Valor Medio del Calculo Integral para f(x) = [z], funcién

discontinua, para z en el intervalo [—%, %] establece que:
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Ejemplo 15.3.7 Interpretacion grafica del Teorema del Valor Medio delCdlculo Integral

para f(z) = [z], = en el intervalo [—I, I].

p= 0 Valor Medio, f(x)=[x], [-, 2] Balance = Segmento
Valor medio Integral u=0
4 4
al
3t a3l 8
2 2 2+

Cuadro 15.6: Valor Medio Integral g = 0 de f(z) = [z], # en el intervalo [—I, I].

Ejemplo 15.3.8 Verificacion del Teorema del Valor Medio delCdlculo Integral para f(z) =

[z], @ en el intervalo [—3, Z].

Solucién: Equilibrium or Balance

— i 1
/[x]dx:/ —3dx+-—l—/ —1da:+/0da:+.+
1 -z —2 -1
-+-_0'

Cada una de las integrales definidas delimitadas por una caja de color oscuro, da como

(SR

resultado, luego de aplicar la Regla de Barrow un valor positivo, y tiene su contrapartida
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- su resultado un real negativo - en una integral definida delimitada por un rectangulo

coloreado en tonos maés suaves.

/_7[:c]d:c:O.

La identidad del Teorema del Valor Medio del Célculo Integral para f(z) = [z], funcién

discontinua, para x en el intervalo [—%, %] establece que:

[SIEN

[elde = n G- (30 0=u(g- (-5

2

El valor medio del caso, resulta entonces:

0

— = 0.
7 7
3T 3

ILL:

Ejemplo 15.3.9 Interpretacion grafica del Teorema del Valor Medio delCdlculo Integral

para f(x) = [z], = en el intervalo [—%, 3]

_7 Happiness = Rectangulo
=LVelor Medio, f(=[x], [~ 1, 21: Happiness vs Blueness Happiness Valor medio Integral pi=15

Cuadro 15.7: Valor Medio Integral y = = de f(x) = [z], « en el intervalo [—F, J].

Ejemplo 15.3.10 Verificacion del Teorema del Valor Medio delCalculo Integral para

f(z) =[z], = en el intervalo [—1, 3].
Solucién: 'Happiness

g -3 -2 -1 1 2 3
/ [:c]dx:/ —3d93+/ —de—l—/ —1d93—|—/ 0dx+/ dx+/ 2dx +
-7 -7 -3 -2 -1 1 2
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9

4 9 4 z 4
/ 3dx + / 4 dx. Puesto que / 3dr = / 3dr + / 3dx, se obtiene que la eva-
3 4 3 3 z

2
luacion de cada uno de los trozos puede reordenarse como:

2 _3 z —2 3 -1 2 1 4 2
/ [gc]dz:/ —3dx+/ 3dm+/ —2da:+/ 2dm+/ —1dz+/ d:v—i—/ Od:r—i-/ 3d:v+/ 4dx.
-z o 3 -3 2 -2 1 —1 z 4
2 2 2
N —
=0

—0 =0 =0

9
4 3

©

9
2

4 2
/ [:U]dx:/ 3d:v+/24dx:3x
-3 3 4
: 7
/[:L‘]dac:—.
-7 2

La identidad del Teorema del Valor Medio del Célculo Integral para f(z) = [z], funcién

s a7

4
tAr 2 2 2

(SR

discontinua, para x en el intervalo [—%, %] establece que:
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15.4. 4% PARCIAL - & © 4" COLOQUIO OPTA-
TIVO

TEMA 1
4 PARCIAL - & (© 4" COLOQUIO ANALISIS MATEMATICOTI 05/07/2012

APELLIDOS Y NOMBRES : D.N.I. N =:

CARRERA : LU N =:

1. Foérmula de Taylor

i) Sea f(x) = cos x y xg = 0. Determine la expresién general para los polinomios

de Taylor de orden n.

ii) Determine la expresién general del término complementario de la Férmula de
Taylor segtin Lagrange, si o = 0.

iii) Si —1 < z < 1 determine una cota para la expresion del término comple-

mentario de la Férmula de Taylor segin Lagrange que Ud. hallé en el inciso
ii).
iv) Utilice un polinomio de Taylor de orden adecuado para estimar la raiz positiva

de la ecuacién cosz = x. Interprete graficamente su respuesta analitica.

2. Determine la convergencia o divergencia de las siguientes sucesiones de reales:

n. _ 1 n. _ n . 1 ; 1.
ap = N"; a, = -+ 2" an, = (—1)"V/3"; a, = sin(;;) — sin(;35);

an = ()™ an = In(;1); Ay, = 2 an = (1+1)"

3. Determine la convergencia o divergencia de las siguientes series de niimeros reales:

0 1 o0 > > 1 -1 - 1

Ser SereIemn Lo Sep Doty
> JE - 1 = = 1
;C; n;>2 /n n—l ;n(n—l); nz::cn; nz::cn—l
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4. Calcule, si es posible, las siguientes sumas de ntmeros reales, si ¢ > 0, K > 0,

c < K:

- 1 n N 1 n N n - 1 n—1
;(1—0) ; ;(1—0) ; ;(10) ; ;(—1—0) ;
K K 1 0o | K

;C; ;n(n—l); ;n(n—l); ;n

5. Sea x,41 X x,, donde  simboliza “proporcional ”

(i) Justifique por qué entonces x,,1 = k x,, .
(ii) Determine la expresién explicita de z, .

(iii) Determine para qué valores de k la sucesién es convergente, para cudles es

oscilante y cuando resulta ser divergente.

(iv) Determine la presencia o ausencia de puntos fijos y/o ciclos.

& © 4° COLOQUIO: ANALISIS MATEMATICO 1. 26/06/2012

1. & (© Polinomios de Taylor y Férmula de Taylor

i) Si P,(x) es el Polinomio de Taylor de orden n de y = f(x), establezca la

veracidad o falsedad de la siguiente proposicién:

a;llgclo %ﬁl(x) =0 = f(z)— P.(z) = f(”“)(c)%; c entre x
Y Xp.

ii) Justifique analiticamente la veracidad o falsedad de la siguiente proposicién:

Suponga que f'(z.) = f"(z.) = f"(xe) = -+ = fM(x.) =0y [ z.) #0

donde n es impar y f"*1(x) es continua en un entorno de de ..
i) Si f"(x.) <0, f(x.) es un valor méximo local.

it) Si f"(x.) >0, f(x.) es un valor minimo local.
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Aplique el resultado anterior a f(z) = 2'" —k y a f(x) = 23 + k.

2. & (© Estudiar la convergencia o divergencia de las siguientes Integrales Impropias:

+oo d +o0 +oo p—1
/ —u’ L > 0 / e *ttdt, s > 0; / ad dw,
o WL —w) 0 o 1tw

0<p<l

3. & (© Ecuacién Logistica es la sucesién recurrente: f(z,) = z,11 = cx, (1 — ).

i) Determine sus puntos fijos si ¢ # 0. Determine el méximo de x,,1 para ¢ > 0.

ii) Analice e interprete graficamente en un diagrama zz vs ¢, el comportamiento
de los puntos fijos en funcién de la constante ¢ de proporcionalidad.

iii) Determine la expresién de la identidad f?(x,) = f(f(z,)) = z,. Compruebe

1

que es una funcién polinémica de cuarto grado con z,, = 0y z, = 1 — ¢~

como raices simples. Encuentre una expresion para las dos raices restantes.

iv) Si ¢ = 3.2, caracterice los puntos x = 0, x = 0,513045, x = 0,6875 y = =
0,799455.

T =32x,(1-x)

10

oa 03+
o0& 08 ><

04+

o4t

02 0z r

on

an L L L L
oo 0z 04 0& 0z 10

oo nz 04 g 0g 10

Cuadro 15.8: Dindmica logistica x,11 =3,2x, (1 — x,), sin convergencia, para los inicia-

dores xg = 0,1, v = 0,3 y o = 0,5.
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1. Enla Snapshot “Sentenciasy Sucesiones infinitas de reales” de la pag. 492, si bien no
se ilustra el caso del Ejercicio N= 3 & (©), de este COLOQUIO, i.e. Ecuacién Logisti-
ca es la sucesién recurrente: f(z,) = z,11 = cz, (1 —x,) del presente coloquio,
han sido utilizadas para efectura la ilustraccion el Cuadro 15.8. Recomendamos al
lector interesado leer en [Aguilera, N. E. (1995)], pp. 72-77. Ver [Stewart, J. (2008)],

pp- 685-687, §11.1. Sucesiones. Sucesiones logisticas: Proyecto de Laboratorio.

2. Antes de proseguir, nos dicaremos a justificar la version del Teorema del Punto Fijo
que aparecié en la §5.4.5, pag. 224.
Justificacion: Refiriéndonos al enunciado en la pag. 224, establecemos que si g(a) =
a o g(b) = b, ya tendriamos el punto fijo, por lo tanto, consideremos los casos en
los que ninguna de estas condiciones sean ciertas. Definimos la funcién continua
h(x) = g(z) — x, observemos que h(a) = g(a) — ay h(b) = g(b) — b, como los
casos que estamos considerando implican que g(a) # ay g(b) # b, y como por
hipétesis la imagen de g(z) es el intervalo cerrado [a, ], resulta que h(a) > 0,y
h(b) < 0. Por el Teorema del Valor Intermedio, o Teorema de Bolzano, Teorema
5.4.15, y su justificacién en la pags. 230-231, tenemos garantizada la existencia (no
necesariamente la unicidad) de una abscisa z, tal que en ella h(z,) = 0; es decir
g(x,) = x,. Por lo tanto hemos demostrado la primera afirmacién del teorema.
Sabemos que |¢'(z)] < M < 1 para toda x en [a, b] y sea x, el punto fijo de
g(x), entonces utilizando el Teorema del Valor Medio de Lagrange, (ver §7 pag. 267
y pag. 340), se puede escribir

9(@) — g(x,) = g(ac) (@ —=,). 7 entre zy ;.

Al utilizar la hipdtesis sobre la cota de la derivada primera, luego de aplicar la

funcion absoluto a la expresién anterior, resulta:

l9(x) = g(z2)| = |9'(xe) (x — 2)| = |g' ()| |(z — z,)| < M|(x — )]
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Por hipétesis x; pertenece al intervalo [a, b], a partir esta abscisa proponemos la

generacion de la sucesion z,.1 = g(z,), es decir

l9(z1) — g(x,)] < M [(z1 — z,)],

entonces desde que xo = g(x1), obviamente por ser g(z) : [a, b] — [a, b] es 9

perteneciente al invervalo [a, b] y

|22 = g(x,)] < M [(z1 — )],

puesto que ¢(z,) = x,, se tiene finalmente

|72 = .| < M (21 = )],

Nuevamente, por el Teorema del Valor Medio del célculo diferencial, resulta que

g(z2) — g(z,) = ¢ (z¢) (w9 — ), T; entre Tay .

Utilizando la acotacién de ¢'(z) de la hipétesis del teorema, se obtiene

75 — 2| = |g(x2) — glar)| < M |(x2 —2,)].

Afortunadamente, conocemos una acotaciéon para |(za — z,)|, que nos permite ob-

tener, la siguiente desigualdad para la inecuacién anterior.
|23 — x| < M|(z2 — )| < M? (71 — z,)].

Reiteramos una vez mas la légica y el razonamiento de un nuevo paso iterativo.

xy = g(x3), x4 € la, b], por el Teorema de Lagrange, g(x3) — g(x,) = ¢'(z,) (x5 —
x.), T, entre x3 y ., y por la validez la acotacién para la derivada primera de
la g(x) en el intervalo considerado, resulta, |g(z3) — g(z,)| < M |z3 — x,|, siendo
g(x,) = z, y obtenemos |rqy — x| < M |xz — x| y utilizando la cota del paso
previo se llega a

lzy — x| < MP |2y — 2.
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Continuando, de esta forma, llegaremos a que:

|z — x| < M™ 2y — 2,

Por hipétesis 0 < M < 1, entonces, tomando el limite siguiente de la sucesion

generada, en la inecuacion previa, i.e.

lim |z, — =] < lim M" ')z, — 2, = 0.

n—+00 n—-+00
Im |z, — 2] =0, —- | lim (z, — ), - lm =z, =z,
n—+00 n—+o0 n—+o00

Es decir, la sucesién generada, por los sucesivos pasos iterativos, en caso de permitir
infinitos pasos, converje a x,. Si decidimos, detenernos antes, en general para un
nimero finito de pasos el proceso iterativo dara un valor aproximado del z,. La
precision, y/o estimacion del error, serd objeto de estudio en asignaturas del Anali-
sis Numérico, cuyos topicos, son imprescindibles para un futuro ingeniero, fisico,
quimico, etc.

Antes, de pasar a resolver Ejercicios particulares de Parciales y/o Coloquios, de-
tengamos un poquito mas, respecto de las condiciones dadas por esta versién que

hemos justificado del Teorema del Punto Fijo.

» No siempre es posible expresar x = g(z).

= La sucesién obtenida depende demasiado, en cuanto a la rapidez de su con-
vergencia, del valor |¢'(x,)| < 1. Es decir, en casos précticos, puede que el

algoritmo propuesto, no resulte eficiente.

= ; El algoritmo del punto fijo puede producir una sucesién divergente ?
Sugerencia: La respuesta se encontrara después de analizar los siguientes resul-

tados que estan extraidos de [Spivak, M. (1999)], pp. 634-635.
a) Supéngase que f(x) es una funcién sobre R tal que
|If(z) — fy)| < clr—y|, Vx ey, donde 0 <c < 1.
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Una funcién con las caracteristicas anteriores recibe el nombre de “con-

traccion”. Y posee las siguientes propiedades:
e Es una funcién continua.
e f(z) posee a lo sumo un punto fijo.
e La sucesion
z, f(z), f(f (@), F(F(f(2)),- -, (15.17)
para cualquier z del intervalo [a, b] permite demostrar que efectiva-
mente f(z) posee un punto fijo.
b) e Si f(z)esderivabley |f'(z)| <1, f(x) posee a lo sumo un punto fijo.
e Si |f(x)| < ¢ < 1 paratodos los x, entonces f(x) posee un punto fijo.

e La hipétesis |f/(x)| < 1 no es suficiente para que f(x) tenga un punto

fijo.

3. Veamos, luego del analisis previo, si es possible dar respuesta al Ejercicio N= 3, del
presente COLOQUIO.
Ecuacién Logistica (15.18), ver [Aguilera, N. E. (1995)], pag. 62.

flxn) = xpy1 = cxp (1 — ) (15.18)

A continuaciéon daremos las respuestas a cada unode los inciso del ejercicio seleccio-

nado.

i)

ii)

Si ¢ # 0, encontrar los puntos fijos de (15.18) es resolver la ecuacién cx (1 —
r) = x, una respuesta es zhL = 0, y la otra es 7% = %, este tltimo
existe si, la constante del modelo verifica la condiciéon ¢ > 1. Observemos que
2 = 1-— % y por lo tanto ain para ¢ >> 1, i.e. ¢ — +oo el punto fijo %
siempre se mantedra menor que uno.

Ademas, la grafica de f(z) = cz (1 —z), ¢ > 0 es la de una pardbola que

alcanza su méximo en r = % con el valor ;‘i.

Claramente, ya la hemos dado, por otra parte a esta altura, de los conocimientos

. . . 1
adquiridos por el estudiante la representacién de % = 1— = vs ¢, no presenta
c
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dificultad. En general, la ecuacién (15.18) se utiliza para describir la evolucién
en el tiempo de una determinada poblacién. (Ver enfoque continuo y diferencial

dados en los ejemplos resueltos en la §11.1, e.g. pp. 447 - 450.)

iii) La funcién polindmica de grado cuarto es c¢(cx —c+1) (=1 —c+ z(c* +¢) —
c+ A F /][22 - 2c— 3)]
2¢?

1
iv) Si ¢ = 3.2, z3 ~0.513 x4 ~ 0.799, xt;1 = 0y 23 = 1 — — ~0.6875. En este
c

caso, las secuencias del algoritmo propuesto, para los iniciadores en la Figura

c*z%) = 0.Y las dos soluciones nuevas son 34 =

15.8, no se aproximan a ninguno de los dos puntos fijos del modelo ;1 = 0y

1
3,2
» Si ¢ = 4,0 ¢ = 4,1, partiendo de un mismo arrancador, e.g. xo = 0,1 las

33’2:1

trayectoria que definen los puntos de la sucesién de reales generados por la
ecuacion logistica puede originar graficos muy dificiles de interpretar y justi-
ficar con las herramientas que disponemos al momento. Cita de la propuesta
“Proyecto de Laboratorio”en [Stewart, J. (2008)], pag. 687, si ¢ se escogre en-
tre 3.6 y 4, para o = 0,001 el tipo de comportamiento de los términos de
la sucesién se llama cadtico y lo muestran poblaciones de insectos en ciertas

condiciones.

Ejercicio 15.4.1 A continuacion proponemos utilizar el llamado algoritmo del
punto fijo (15.17) para tratar de lograr una aproximacion razonable para solucion

las siguientes identidades de la forma f(x) = z:

1

» cosy = x, iniciador Tg = 7.

—x

» e % = x, iniciador Ty = %
= cos2x = 3x, iniciador Ty = %
» 2—Inz = z, en el intervalo [1, 2]. Luego de hacer una interpretacion grifica

de la ecuacion a resolver, elija un iniciador del proceso iterativo dentro del

intervalo estipulado.

= [nterprete, a la luz de este algoritmo, los procesos iterativos que tlustran los

ejercicios del T.P. N = IX: Sucesiones. §2.11 en las pdg. 123 y 126.
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15.5. 5° PARCIAL - &© 5 COLOQUIO OPTA-
TIVO

5t PARCIAL: ANALISIS MATEMATICO 1. 13/07/2012.
APELLIDOS Y NOMBRES : D.N.I. N =:
CARRERA : LU N =:

1. Teoremas del Calculo Diferencial

= Justifique el Teorema de Rolle
= Enuncie el Teorema de Lagrange y el Teorema de Cauchy.
» Enuncie la Consecuencia Fundamental del Teorema de Lagrange.

» Justifique quesin > 1, (1+2)" > 1+ nzpara—1<zx <0y 0<zx.

2. { NO RESUELVA LAS INTEGRALES DEFINIDAS !

i Solamente plantee las integrales definidas !

El drea ) a determinar es la acotada por y = arccos(z) si

x € [—1, 1], y por fuera del sol y la casita, delimitados ellos, .
por la circunferencia (z + 1)* + (y — 1)? = 1, v las rectas \ y=AmCZ o
xz—%,siOSyﬁ%,x:%,siOSyS%,y—x—l: Q i
0,siz € [—3,0/, y+z—1=0,siz € [0, 3].
= Determine el area sombreada (2, de la figura.
» Determine el volumen al girar €2 alrededor del eje x = 10. o5
= Determine el volumen del sélido si las secciones perpen- S os 1

diculares al eje y son triangulos equilateros.

Cuadro 15.9: El complemento de mi casita y el sol bajo el cielo de y = arccos(x), = €

~1, 1],
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3. Velocidades Relacionadas
Area superficial total S de un cono circular recto en funcién del radio r y de la
altura h.

Ayuda: S = Spguse + Sraterat ¥ QU Srgterat = 7wrg, con la generatriz g =

VEET .

i) Obtenga el area superficial total S de un cono circular recto en funcién del

radio r y de la altura h.

ii) Si h es constante obtenga la relacién entre @ y ﬁ
dt ° dt
iii) Sir es constante obtenga la relacién entre ﬁ y %
dt ° dt
iv) La relacién entre ds "dh y dr si varfan h y r.
dt’ dt ° dt
v) Si S es constante obtenga la relacién entre % y %

1 1

1. Estudio y gréfico de f(r) = 10+ 7o )

(a) Realice el estudio completo de y = f(z). Dominio e Imdgen, asintotas, si-
metrias, intervalos de crecimiento y decrecimiento, puntos criticos, extremos y

concavidad. Grafique la curva con los datos obtenidos.Respuesta en pag. 595.

(b) ¢ Cuél es la relacién entre los puntos criticos de y = f(z) e y = f(z)* ?

& © 5° COLOQUIO: ANALISIS MATEMATICO 1. 13/07/2012

1. & (@© Extremos locales y globales. Si o € [0, 4] determine el Minimo y el Méximo
Absoluto de cada una de las funciones anteriores y las abscisas en las que los mismos

son realizados.
a) h(a) = 1—2cos(a) + a; Il(a) = |1 —2cos(a)| +
b)  h(a) = a[l —2cos(a)]; I(a) = a|l—2cos(a)]
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¢) h(a) = \/1+cos(a);

l(a) = /1 +cos(a) + «

Nota 15.5.1 Al lector, se le recomienda observar detalles e ilustracion de la

Snapshot “Optimizacion en compactos” en la pdg. 493.

2. & (© Analice los procesos iterativos x,,1 = f(z,) de la Figura 15.4 y Figura 15.5.

Figura 15.4:

og

08

Proceso iterativo {,/Zg, v/v/To,

* 06

o4
0z

e o2}

0s

) o4

\/+/To, - - - } iniciado en distinto .

fiz) = coz(d
14
12
10 fma
h‘.~~
0
| g “
b
. .
. 04
-
* 0z
-
»

0g

08

0.4 LY

02 *.

oo
o0 02 04 06 08 10 12 14

oo
oo 02 04 05 02 10 12 14

oo
op 02 04 05 02 10 12 14

ili}
op 02 04 05 08 10 12 14

Figura 15.5: Proceso iterativo {zy, cos(xy), cos(cos(xg)), cos(cos(cos (zy))), ... }, iniciados

en diferentes g, x, — 0,739085.
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3. & (© Férmulas recurrentes.

i) Halle el algoritmo o expresién de las iteraciones de Newton que le permitiria

encontrar una aproximacién de la rafz real de la ecuacién 22 — 2 = 0.

ii) Suponga que el algoritmo iterativo z,1 obtenido en el inciso anterior verifica

que lim x,,; existe y es finito. ; Cudl es este valor 7 ; Qué relacion tiene
n—-+0o

este nimero real con la ecuacién 22 — 2 = 0 7

2

Algunas pautas para que un newcomer® encuentre el camino mas allanado para resolver

algunos de los ejercicios propuestos.

1. Ejercicio N= 4 del PARCIAL, [Spivak, M. (1999)], §Seccién “Significado de la de-

rivada 7, 4. ¢)* en la pag. 285. Aqui va nuestra resolucion.

» Dom( f(x)) todos los reales.

Observemos que no se anulan los denominadores, ni tampoco el denominador,

, (le| + 1)+ 1+ |z — 1)) 24+ |z + |z — 1]
pues reescrita como f(x) = = :
(Il + DA+ & = 1)) (lel + DA+ [z = 1))
En caso contrario |x|+|z—1| = —2, absurdo, puesto que dos cantidades positi-

vas o nulas nunca pueden sumar un entero negativo. Andlogamente, el denomi-
nador no se anula, ya que (|z|+1)(1+|z—1|) = 0 < |z|+|z—1|+]|z||z—1] =
—1, tres cantidades positivas o nulas sumadas no pueden ser idénticas a un en-

tero negativo.
» Im( f(x)), en principio, esta claro que f(z) > 0.
» f(x) es una funcién continua en todos los reales.

= La experiencia que hemos logrado, a esta altura del cursado, en el manejo de
expresiones con valores absolutos, nos indica que debemos expresar a f(z) por

tramos y para las siguientes tres regiones de x, (—oo, 0), [0, 1) y [1, +0o0).

2newcomer. n. One who has only recently arrived. The American Heritage. Dell Publishing Co., Inc.

New York. 274 Edition, 1985.
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(

)

( 1

1Ix+1_(x_1) r € (—o0, 0)
f@ =\ 52t i—@-py “€0V
1
\ 1+x+1—|—(x—1) 7 € [1, +00)

Simplificando y sacando comiin denominador, resulta f(z) expresable por®:

Cuadro 15.10: Estudio completo de f(x) =

1
f(x)= +
1+x] 1+|x-1]

f(x)

—2(x-15)
Tx=D(x-2)

1

_2()( +0.5)

- X(1+ X)

f(X)= ——
X+ @2-x)

051

z € [1, 400)

L L L L
0.5 1 15 2

1 n 1
L+]z| 14 |z—1|

= Ahora obtenemos la derivada primera en cada intervalo abierto, de las respec-

tivas regiones

2(r )
(x —1)(x—2)

z(1+x)

x € (—00, 0)

=f'(z)

z € (1, 400)

(2@ -3+

G—1pw—22 ° €0
-y

Grope—ap *€0D

2@+ 5)° + 4] z € (1, +00)

L 22(x + 1)?

3 Aqui revelamos el final de la novela. Esto no deberfa ser asi, pero como estamos usando esta lista de

ejercicios para repasar conceptos, manipulaciones de cémputos, etc., nos hemos permitido anticiparles el

desenlace, i.e Fifura 15.10.
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f'()

f'(x) =1

15F
2[(x - 1.5)72 +0.25]

T x-pr2-2n2 4]

f'(X):

1 1
B0 dlgm+ ml

dx

6+ (x—0.5)

= xX+1)"2(2

L N /
G- 1pw—22 ©€(0
6(z — 3)
Gvope—ap €01
2@+ 5)° + 4] z € (1, 400)

22(x +1)2

Cuadro 15.11: La derivada primera de f(x)

1

1

- + _
1+ x| 14 |z—1]

= Respecto de la concavidad de f(z), si en cada uno de los intevalos abiertos

(=00, 0), (0,1) y (1, 4+00) trazamos las rectas tangentes a las respectivas

graficas de f'(z) en la Figura 15.11, confirmeremos que el signo de la derivada

segunda en cada uno de dichos intervalos abiertos es positivo. Por lo tanto, sin

necesidad de efectuar los respectivos calculos, es evidenciable que la concavidad

de la funcién es hacia arriba. Proponemos al lector, efectuar el calculo de f”(x)

en cada uno de los mencionados abiertos.

= Dejamos al lector, la confirmacién analitica de los siguientes computos:

s S0 10)
z—0~ z—0
s i [0~ S0
x—07F z—0
ol LD =10
s o J@) = O)

z—1t rz—1

Deseamos que el estudiante, confirme si la ilustraccién que hemos obtenido
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utilizando el software mathematica es cabal, en cuanto a lo que efectivamente

estd padeciendo nuestra funcién en las abscisas * = 0y z = 1. Esperamos

vuestra respuestal
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15.6. Contribuciones del compendio.

15.6. Contribuciones del compendio.

Llegados a este punto con nuestra lectura seguramente estaremos todos de acuerdo en
que en el titulo, CRESTOMATIA: UN CALEIDOSCOPIO DEL CALCULUS (ver §1.1
en la pagina 27), la palabra Calctlus, complementada con Cémputo y Conjetura, nos
indica de manera precisa que involucra las operaciones de evaluar limites, derivadas, inte-
grales indefinidas, integrales definidas y resolver ecuaciones en forma analitica o numérica.
Pero involucra también determinar la convergencia o divergencia de una sucesion infinita
de numeros reales, comprender que significa, cuando es posible, sumar infinitos nime-
ros reales. Tenemos ahora claro que en el parrafo anterior nos referimos a “Cémputos”
cuya concrecion exitosa requiere inevitablemente de “Conjeturas”, sustentadas en razona-
mientos légicos y generalmente simples, muchas veces sugeridos por imégenes y /o procesos
naturales muy conocidos de la fisica, biologia, quimica, etc., etc. Pero también hablamos
de “Computos” cuando tratamos con sentencias como las que figuran en el Cuadro 13.12
del §13.8 en la pag. 498.

Confiamos en que resulte ya evidente nuestra intencién de generar e incentivar una men-
talidad creativa e ingeniosa por parte del lector, que le fomente la intuicion y la capacidad
de exploracion y consolidacion de, por ejemplo, las técnicas de diferenciacién e integra-
cion en el calculo de una variable y sus aplicaciones en el maravilloso mundo tecnologico
actual. Todo esto a través de los conceptos tedricos desarrollados, los ejemplos resueltos,
los ejercicios propuestos y la profusa presentacién de graficos e imagenes.

Consideramos que es este un buen momento para incorporar algunas sentencias rectoras

enunciadas por notables pensadores:
= “Lo esencial es invisible a los ojos”. Antoine de Saint-Exupéry.
= “Buscar la perfeccion en mi obra es una utopia”. Tomés Moro.
4

= “Genius is one percent inspiration, ninety nine percent perspiration”.

» “Wherever there is number, there is beauty”. -Proclus (412-485 A.D.), ams.org,
poster 2010.

4Thomas A. Edison, US inventor (1847-1931), Harper’s Monthly, 1932.
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En este momento ya deberiamos percibir la sensacion que hemos avanzado, que nos sen-
timos méds seguros y que no va mas aquello de “la Matematica no es para mi”. Mas aun,
luego de leer “Contribuciones del Compendio” y observar las ilustraciones de la pag. 606,
decirnos: Ya estamos listos para el Calculus de Varias Variables jPongamos corazén y

vamos por €l!

Animate[show[

. T

Plot[1-sinte1, {o. N[ 5]' 8},

Aspect Ratio » Automatic, AxesOrigin- {0, 0}, PlotStyle - RGColor [0, O., 0.]],
. 7

PIot[(l—Sln[e])*Oos[e], {e, N[ E]' /3},

Aspect Rati o -» Automatic, AxesOrigin- {0, 0}, PlotStyle -» RG@Col or [0, 1., O.]],
. . 7t

Plot [(1-Sintel) «Sinfel, f{e, N E], 8},

Aspect Rati o » Autonatic, AxesOrigin- {0, 0}, PlotStyle - RGBColor[0., O., 1.]],

ParanetricPIot[{(1-Sin[e])*Cos[e], (1-Sin[e]) «Sin[ely, {e, N[ 72—r] /3},

Aspect Rati o » Automatic, AxesOrigin- {0, 0}, PlotStyle - RGColor[l., O., 0.]]
Pl ot Label »" CORAZON r = 1-Sen(e) ", PlotRange -» {{-1.5, 6.3}, {-2.25, 2.}}

]

| g] N[2*7r+g], 0.25}]

s —DIEFIE]

CORAZON r = 1-Sen(6)

Cuadro 15.12: Corazén <.
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Crva de Viviand g =2

IMoebius Strip & Ceneratric Cuarve

an

2
l
0
-1

-

-2 -1 10 1 1

Cuadro 16.1: GRAFICOS —6A06NALISIS MATEMATICO II
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