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Resumen

Probamos estimaciones cuantitativas para diferentes operadores clasicos dentro del
marco de la teoria de pesos. Concretamente, nos centramos en la biisqueda de estimaciones
6ptimas respecto a la dependencia de los pesos de tipo A,.

Para el operador integral fraccionario probamos, en el caso extremo de los pardametros
(p,q), una acotaciéon LP(wP) — L9(w?) con dependencia éptima de la constante del peso
Ay 4. También probamos la acotacién del operador maximal fraccionaria reflejando la
dependencia mixta de las constantes del peso.

Probamos estimaciones éptimas en lo que se conoce como desigualdades mixtas débiles
ya sea para la el operador maximal de Hardy-Littlewood o para operadores de Calderén-
Zygmund. Este tipo de desigualdades se encuentra en el marco del Teorema de Sawyer
dentro de la teorfa de pesos que estima la norma LY (uv) de v~ 1T (fv).

Estudiamos el decaimiento de funciones conjunto de nivel que involucran diversos tipos
de operadores y sus operadores tipo maximal de control. Probamos que el decaimiento de
estas funciones es de tipo exponencial para algunos pares de operadores y estudiamos el
comportamiento de estas funciones cuando se involucra un peso en la clase A..
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Abstract

We prove quantitative estimates for different classical operators within the framework
of weight theory. Specifically we focus on the search for sharp estimates with respect to
the dependency on the A, weights.

For fractional integral operators and in the extreme case of the parameters (p, q), we
find an LP(wP) — L9(w?) bound with sharp dependency on the A;, constant. We also
exhibit mixed dependency weight constants bounds for fractional maximal operators.

We determine sharp estimates for the so-called mixed weak type inequalities, both
for the Hardy-Littlewood maximal operator and for Calderén-Zygmund operators. This
type of inequalities are in the spirit of Sawyer’s Theorem estimating the L'*°(uv) norm
of v™IT(fv).

We study the decay of level-set functions involving different operators and their control
maximal type operators. We show that the decay is of exponential type for some pairs
of operators and study the behavior of these level-set functions when the weight involved
belongs to the A, class.
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Introduccion

Los operadores mds bésicos del andlisis armonico estan acotados en LP(R"™) donde
la medida subyacente es la medida de Lebesgue. De forma natural surge estudiar esos
operadores bésicos en espacios LP(u) donde p es una medida. En la mayoria de los casos
esta medida es absolutamente continua, y por lo tanto, estamos considerando realmente
los espacios LP(w), donde w es un peso, por lo que se trataria en realidad de estudiar
propiedades de clases de pesos. En muchas situaciones el estudio de estos problemas o sus
variaciones se traducen en cuestiones que no son simplemente meras generalizaciones de la
teoria porque tienen muchas aplicaciones de gran alcance. Por ejemplo, la teoria de pesos
juega un papel importante en el estudio de los valores frontera del operador de Laplace
en dominios Lipchitz, o en el estudio de la regularidad de las ecuaciones elipticas con
elipticidad degenerada. Por otro lado también aparecen de forma natural en el estudio
de las series de Fourier generalizadas o en el estudio de las extensiones vectoriales de
operadores.

Uno de estos operadores basicos es el operador maximal de Hardy-Littlewood definido
por la expresion

M) =sw o [ 17w dy
@ax 1@ Jg

Como es bien sabido este operador juega un papel central en Andlisis Armdnico porque,
por ejemplo, de su comportamiento cuantitativo (por ejemplo que el operador sea de
tipo débil (1,1)) se pueden deducir propiedades cualitativas de la funcién tales como el
teorema de diferenciacién de Lebesgue. Uno de estos comportamientos cuantitativos es la
acotacién en LP(R™) para todo p > 1 siendo uno de los resultados mas clasicos del drea.
Desde nuestro punto de vista, el avance mas importante en la teoria y que causé un gran
impacto fue descubierto por B. Muckenhoupt a principio de la década de los setenta. Se
trata del estudio de la acotacién de M en LP(w) y la condicién clave es la famosa condicién
A, de Muckenhoupt:

s, =50 (i [ ) (i [t d) < o0

y a este nimero se conoce como la constante A, del peso. El teorema establece lo siguiente
M : [P(w) — LP(w) si y s6lo si we A,

Una vez que se obtuvo este resultado se abria la posibilidad de considerar el estudio de
otros operadores mas singulares como la transformada de Hilbert que realmente era el
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objeto de deseo porque estd ligado intimamente a la convergencia en LP de las series de
Fourier generalizadas. En efecto, asi fue, un segundo impacto vino de la mano de Hunt,
Muckenhoupt y Wheeden en [HMW] donde desarrollaron la teorfa de pesos adecuada para
la transformada de Hilbert. Este operador viene definido de la siguiente forma

Hf(x) =wv.p. M dy.

R L — Y

Estos autores probaron que la condicién A, caracteriza las acotaciones en LP(w) de este
operador exactamente igual al caso del operador maximal, esto es

H: [P(w) — LP(w) si y s6lo si we A,

Poco después, o puede que simultaneamente, la teoria se entendié mucho mejor a raiz de
un trabajo también muy famoso de Coifman y Fefferman [CoF] donde extendieron la teoria
A, para los operadores de Calderén-Zygmund (mirar Capitulo 1, Seccién 1.2). Este era el
punto de vista clasico. Desde hace pocos anos hay un resurgimiento de la teoria donde se
hace énfasis en otros problemas que vamos a explicar brevemente a continuacion. Para ello
observamos que en estos resultados clasicos, arriba mencionado, la norma del operador
no esta relacionada con la constante A,. Diremos que esta es una propiedad cualitativa.
Mucho tiempo después, casi veinte anos mas tarde, fue que R. Fefferman le pregunté a
S. Buckley, estudiante de doctorado en la Universidad de Chicago, por la relacion que
habfa entre la norma del operador maximal, esto es || M||zr(w), y la constante Ay, [w]a
Buckley [Bu] probé que para todo 1 < p < oo,

p*

1 2oy 27wy < g [0] 4,7
y que el exponente 1/(p —1) es el mejor posible. Diremos que este es un resultado cuanti-
tativo. En el mismo trabajo, Buckley también prueba otro resultado cuantitativo aunque
mas facil. Muestra la siguiente acotacion de tipo débil del operador maximal:
1/p
[ M| Loy Looe ) < € [W]4]
aunque en realidad este caso no era mas que una aplicacion sencilla de los lemas de cubri-
mientos clasicos. Mas atn, en este caso se puede probar facilmente que son comparables
ambas cantidades, cosa que no era posible en el caso previo y de hecho el resultado es
falso ([HP]).
Aunque un resultado de este tipo fue considerado por J. Wittwer, también en su tesis
y también dirigida por R. Fefferman, para el operador martingala y la funciéon cuadrado
([W1] y [W2] respectivamente), a nosotros nos interesa més los problemas relacionados con
las integrales singulares pues conforman uno de los ejes centrales del Anéalisis Armonico.
Realmente, el siguiente paso historico de relevancia vino de la mano de la transformada
de Beurling (también conocida por Ahlfors-Beurling) en el trabajo de Astala, Iwaniec y
Sacksman [AIS]. Este operador viene definido por la expresién

fw)

2dw

BF(2) = vp. /

c (w—2)
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y es uno de los operadores integrales singulares mas importantes por su relacion intima
con la variable compleja y particularmente con la teoria de aplicaciones cuasi-conformes.
Desde los trabajos de los anos 70 mencionado antes se sabe que este operador esta acotado
en LP(w), 1 < p < oo, pero el punto clave de [AIS] es obtener un resultado cuantitativo
en funcién de la constante [w],, para p > 2. Esta cuantificacién tiene consecuencias
importantes en la teoria de las aplicaciones cuasi-conformes. Siendo mas precisos, los
autores estan interesados en encontrar el menor ¢ < 2 para el cual todas las soluciones de
la ecuacién de Beltrami

Of = p.of

que pertenecen al espacio de Sobolev I/Vlif se automejoran para pertenecer a I/Vlif, es decir,
son cuasi-regulares. Aqui p es una funcién acotada con ||l = k& < 1. Un importante
resultado de Astala [As] dice que ¢ > 1+ k es suficiente. Por otro lado, Iwaniec y Martin
[IM] encontraron ejemplos que muestran que en general, el resultado no es valido para
g < 1+ k. En [AIS] los autores indicaron que en el caso dudoso ¢ = 1 + k la cuasi-
regularidad serfa una consecuencia de la cota lineal de || B||zr(w) para p > 2 en términos
de la constante del peso w. De hecho conjeturaron que se deberia verificar lo siguiente

| Bl (w)—Lr(w) < clw]a, p>2.

es decir, que haya una dependencia lineal respecto de la constante. Esto fue probado
por S. Pettermichl y A. Volberg en [PV]. A partir de este momento se entendié que era
muy importante entender la relaciéon que existe entre la norma del operador bajo estudio
y las constantes de tipo A, involucradas en la acotacién del operador y en especial los
operadores de Calderén-Zygmund.

Gracias a una version cuantitativa del teorema de extrapolacién de Rubio de Francia
que se obtuvo en el trabajo [DGPP] se puede obtener la dependencia 6ptima de la cons-
tante del peso en todo el rango, si se tiene la dependencia lineal para el caso p = 2. Toma
mas importancia entonces lo que se conocia como “conjetura As” que dice que si w € A,
y si T es un operador de Calderén-Zygmund, entonces

I|T|IL2(w) <cr [w]sz

y como consecuencia de este teorema de extrapolacion se deduce el teorema cuantitativo
mas famoso:
1T || 2o (w) < Cp,T[w]zle{l/(p_l)’l} 1<p< oo

De hecho durante mucho tiempo estuvo abierto el caso de la transformada de Hilbert has-
ta que S. Pettermichl lo probé en [Pet07] constituyendo un pilar basico en el desarrollo
moderno de la teorfa, ademas del caso de la transformada de Riesz [Pet08]. Posteriormen-
te este resultado se mejoré en [LPR] usando otras técnicas y para el caso de nicleos de
convolucién suaves que posteriormente fue muy mejorado usando métodos bien distintos
en [C-UMP11] siendo més flexible porque se puede aplicar a muchos operadores como se
puede ver en [C-UMP12|. Aun asi y todo todavia faltaba el caso de operadores de Cal-
derén-Zygmund asumiendo solamente la condicién de Lipschitz en el nicleo. Finalmente
fue Hytonen quien probé la conjetura [Hy| usando un método distinto y muy interesante
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(existe una nueva prueba de la conjetura més simple e interesante obtenida por Lerner en
[Lel3a].) Poco tiempo después se mejoré este resultado en [HP] donde se obtuvo

o)

N NIES

IT /|2y < Cn [w]4, (Wi, + [w™]

teniendo en cuenta que [w]a_ < co[w]a,,. Este es el primer ¢jemplo modelo del tipo de
desigualdades cuantitativas mixtas en el sentido de que se reemplaza una fraccion de la
constante A, por una nueva constante, A, que es mas pequena.

Otro tipo de resultados cuantitativos se puede obtener asumiendo condiciones mas
fuertes en el peso como A;. En tal sentido, el trabajo [LOP09a] se prueba que

|T|| oy < crpp [w]a,.

Enfatizamos de nuevo que el crecimiento es lineal para todo p resultado mejor que el
caso previamente considerado porque se asume una condicién mas fuerte en el peso. Esta
dependencia lineal del peso es 6ptima y ademas prueban un resultado para la norma de
tipo débil (1,1) dénde la dependencia de la constante es de la forma [w]4, log(e + [w]a,)
que no se ha podido mejorar ain si pensamos en la constante A; “pura”, lo que si se ha
logrado en el trabajo [HP] es una mejora en el sentido de combinar la constante A; con
la Ay puesto que [w]a < [w]a, de la siguiente forma:

T\l o (w) < crpp’ [w]i/f’[w]h/i (1)
y
T fll ooy < er [w]a, log(e + [w]a )1 f ]|t w)- (2)

En este trabajo nosotros nos planteamos estudiar estimaciones de este tipo para varios
operadores y las denotaremos como resultados cuantitativo de tipo A, — A.. En tal
sentido, en el Capitulo 2 estudiamos el operador integral fraccionario I, (Ver seccién 1.5
del Capitulo de Preliminares) donde obtenemos resultados cuantitativos del estilo a las
presentadas en los trabajos [LOP08], [LOP09a] y [HP], las cuales forman parte de nuestro
trabajo [Recl13].

En el trabajo [LMPT] los autores prueban algunos resultados 6ptimos para el ope-
rador integral fraccionario y para la maximal fraccionaria sobre los cuales damos més
informacion en el Capitulo de preliminares.

Nosotros diremos que un peso w estd en la clase Ay, si

= ; w!)dr < oo
s, =50 o /Q M(xqu')ds <

Q wi
También recordemos que w € A; 4 si existe una constante ¢ > 0 tal que
Muw?<cw? a.e.

y llamaremos constante A;, del peso w y lo notaremos con [w]y, ,, a la menor de las
constantes ¢ posibles.
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Una relacién importante que se verifica entre estas clases de pesos es que [w]a, . <

[w]4,, con lo cual se puede obtener

00,9

18

[ Laf Nra@n< clwla, | f e,

como corolario de haber podido probar que

1/p 1
| Tof Ilzaqn< clwld?” (w2 || f oo -

Estas desigualdades que hemos probado son ambas 6ptimas en el sentido de la dependencia
de la constante del peso involucrado y para el caso a = 0, donde el comportamiento de la
integral fraccionaria es en algin sentido como el de las integrales singulares, estariamos
“recuperando”las desigualdades (2) y (1).

La muy conocida conjetura de Muckenhoupt y Wheeden

HTNMMMSC/|ﬂMw@M%

n

la cual se sabe hoy que es falsa, tiene su analogo para el caso de la integral fraccionaria
||Iaf||le°°(w) <c f(l’)Maw(l’)dLL’,
Rn

y en este caso su falsedad fue probada en [CPSS]. En ese mismo trabajo los autores
conjeturaron que vale

[ Lo f Il £ro0 () SC/R fx)MyMw(z)dx.

Observemos que si esta desigualdad fuera cierta, para el caso w € A; tendriamos el
siguiente resultado:

Maflliroq < e fulay | f@)Maw(z)ds

que probamos en el Capitulo 2. En el mismo capitulo probamos un teorema cuantitativo
con dos pesos para el operador maximal fraccionario usando constantes mixtas. De forma
mas precisa el Teorema 2.1.4 establece

HMa(fU)HLq(w) < Chpg ([w» U]A‘g,q [U]Aoo)l/p ||f||LP(J)‘

Por 1ltimo, en ese capitulo damos una nueva prueba simple de la desigualdad de Holder
al revés cuando un peso esta en la clase A, pero usando la constante exponencial.
Como mencionamos antes, Muckenhoupt probé que el operador maximal de Hardy-
Littlewood estd acotado en norma LP(w), para w un peso si y sélo si el peso verifica
la condicién que hoy se conoce en la literatura como condicién A, de Muckenhoupt.
Posteriormente en [Jo] Jones probé que un peso w estd en la clase A, si y sélo si admite
una factorizacion de la forma wow-}_p , con wy y wy en la clase A;. En busca de probar que
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la condicién de factorizacién implica la acotacién en norma LP(w) (ver més informacién
en la introduccién del Capitulo 3), Sawyer prueba en [Sa85] que

e

< | f(x)u(x)v(xr)dr, 3
s [ f@n@ne) 3)

para toda f no negativa y donde u y v son pesos en la clase A;. En ese trabajo Sawyer
conjetura que esta desigualdad también es valida en méas dimensiones e incluso si reempla-
zamos el operador maximal por la transformada de Hilbert. Anos después en [C-UMPO05]
Cruz-Uribe, Martell y Pérez prueban las conjeturas dadas por Sawyer y més, puesto que
demuestran que podemos reemplazar en (3) el operador maximal por un operador de Cal-
derén-Zygmund cuando u estd en A; y v estd en Ay o en A, (v). Otro problema que queda
abierto en el trabajo [C-UMPO05], el cual es el motivador principal de nuestro capitulo 3,
es la siguiente conjetura que se conoce dentro de la teoria de desigualdades mixtas con
pesos como “Conjetura de Sawyer”y dice que si u es un peso en la clase A; y v es un
peso en la clase A, entonces vale la desigualdad (3). Motivados por esta conjetura y la
dificultad de la prueba original de Sawyer para el caso en el que los dos pesos estan en
A; es donde se centro nuestro trabajo en el Capitulo 3. Por un lado trabajamos para
entender el problema de donde surgieron resultados alternativos al mismo tiempo que
hicimos foco en la dependencia de las constantes de los pesos en las desigualdades del
estilo (3) tanto para el operador maximal de Hardy-littlewood como para los operadores
de Calderén-Zygmund obteniendo resultados muy interesantes como por ejemplo

e

v

bt < Oy [v]a, méx{p, log(e + [v]a,)} - | f(@)[v(z) dx

cuando v es un peso en la clase A, para p > 1. Ademés pudimos probar la dependencia
lineal 6ptima en la siguiente desigualdad

e

<C s, [ fla)ota)ds,

L1-e2(v) R

También obtuvimos resultados que reflejan la dependencia de las constantes mixtas de los

pesos, clases muy actuales que combinan la parte A, con la parte A, (ver seccién 1.3.3).
Por otro lado, uno de los problemas clasicos, es el de poder controlar los operadores de

Calderén-Zygmund usando operadores de tipo maximal, ejemplo de esto es la desigualdad

de Coifman-Fefferman, que controla los operadores de Calderén-Zygmund con la maximal

de Hardy-littlewood. (ver [CoF]). Una herramienta muy 1til para ello es la de poder

entender el comportamiento asintd tico de la siguiente funcion conjunto de nivel

1
p(t) = =7
Q|
dénde Ti es tipicamente un operador con alguna singularidad y 75 es el operador de
tipo maximal que lo controla. Una de las razones por las que interesa entender el com-
portamiento de esta funciéon se debe a que estda conectado con desigualdades de tipo
“good-\"como la siguiente que probé Buckley en [Bu]:

[{z € Q:|Tf(2) > 2\, Mf(z) < YA} < ce™P|Q) (4)

{z € @Q: [Tif(=)] > t{Taf(x)}]  t>0
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donde T es un operador de Calderén-Zygmund.

Este tipo de desigualdades permite obtener resultados de control como el de Coifman-
Fefferman y también vale mencionar que el decaimiento exponencial (4.3) ha sido un
elemento muy importante a la hora de probar estimaciones éptimas para A; en los trabajos
[LOP08] y [LOP09b]. En [O-CPR13] se extiende la desigualdad a otros casos pares de
operadores (T3, T»). Respecto a este problema nosotros probamos en el capitulo 4 un
decaimiento de tipo exponencial para el operador integral fraccionario controlandolo con
la maximal fraccionaria y también para el conmutador fraccionario y su operador control
natural que es la maximal fraccionaria para espacios de Orlicz.

Otro problema que abordamos en el ultimo capitulo fue tratar de generalizar los re-
sultados obtenidos en [O-CPR13| cambiando la funcién conjunto de nivel por una funcién
conjunto de nivel pesada del tipo

1
Pult) = mlﬂ({x € Q:|Tif(x)] > t/Taf(2)]}) t>0

donde w es un peso en la clase A, de Muckenhoupt.

En este caso recuperamos el decaimiento de tipo exponencial y reflejamos como era la
dependencia de la constante del peso w.

En este trabajos suponemos que el lector estd familiarizado con los conceptos basicos
de la teoria de pesos dentro del andlisis real que pueden encontrarse en [GCRAF], [G1],
[G2] entre otros. De todas maneras, en el primer capitulo recordaremos las nociones y
resultados necesarios para la comprension de esta tesis.
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Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo recordaremos las definiciones y resultados basicos necesarios para
poder entender la teoria que desarrollaremos en los siguientes capitulos. Daremos las
demostraciones de los resultados que no son tan conocidos y sélo mencionaremos los teo-
remas clasicos del area que sean necesarios en esta tesis.

1.1. Maximal de Hardy-Littlewood

Dada una funcién f localmente integrable en R", se define el operador maximal de
Hardy-Littlewood como
Vi) =sw o | 1)y
Q|

Q>z

donde el supremo se toma sobre todos los cubos () que contienen al punto x. Cuando
hablamos de cubos, siempre haremos referencia a cubos cuyos lados son paralelos a los
ejes coordenados. También podemos considerar tomar el supremo sobre bolas o sobre bolas
centradas en el punto z. En todo los casos son equivalentes salvo constantes dimensionales.

La funcion maximal surge de forma natural dentro del analisis tanto para probar
teoremas de existencia de limites en casi todo punto como para controlar operadores
singulares, algunos puntualmente y otros en norma.

Un ejemplo modelo de existencia de limite en casi todo punto es el teorema de dife-
renciacion de Lebesgue:

16) = 1 ] 0

Una de las desigualdades mas clasicas que verifica el operador maximal de Hardy-Littlewood
y que permite probar otros importantes resultados es la siguiente desigualdad de tipo débil.

Teorema 1.1.1 (Hardy-Littlewood-Wiener) Eziste una constante dimensional C' tal
que para todo A positivo vale la siguiente desigualdad

n

{x € R : Mf(z) > A}| < %/ (@) de
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Capitulo 1. Preliminares

Como consecuencia de este teorema y del teorema de interpolacién de Marcinkiewicz se
tiene el siguiente corolario.

Corolario 1.1.2 Sea 1 < p < oo entonces existe una constante C tal que

/ (Mf(x)yrde < C | |f(x)Pde

Rn

Nosotros diremos que w es un peso si es, en casi todo punto x € R", una funcién no
negativa localmente integrable en R"”. Ademads, si E es un conjunto medible,

teniendo en cuenta estas definiciones, podemos mencionar el siguiente teorema que mues-
tra la validez de dos desigualdades muy importantes que verifica la maximal y se pueden
encontrar en [FS].

Teorema 1.1.3 (a) para todo A > 0, existe una constante dimensional C tal que

w{z e R" : M f(z) > A\}) < %/ | f(z)|Mw(z)dz (1.1)

n

(b) Sea 1 < p < oo, entonces existe una constante dimensional C tal que

1/p 1/p
([ sseruei) <ve ([ 1n@pare@a) " 0z
RTL n
donde p' es el exponente dual de p, p' = z%'

Como detallaremos la una de las secciones siguientes, un peso w se dice que esta en la
clase A;p si verifica que

Muw(z) < Cw(z),

en casi todo punto x € R". Ademads llamaremos constante del peso w y lo notaremos con
[w] 4, a la mejor constante C' posible.

Uno de los resultados que utilizaremos més adelante referido al operador maximal de
Hardy-Littlewood es el siguiente dado por Coifman y Rochberg en [CR].

Proposicién 1.1.4 Sea 0 < § < 1 entonces (M f)° € Ay, con

Cn

1—46°

[(Mf)] < (1.3)
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1.2. Operadores de Calderon-Zygmund

1.2. Operadores de Calderéon-Zygmund

En esta seccion recordaremos algunos resultados clasicos de los operadores de Cal-
derén-Zygmund. Estos operadores vienen definidos a través de un nicleo K (z,y) que es
una funcién localmente integrable definida fuera de la diagonal x = y en R™ x R", que
satisface la condicién de tamano

c
|K(z,y)| < T (1.4)
y para algin € > 0, la condicién de regularidad
jz — 2[f
K (2,y) — K(z,9)| + |K(y,2) — K(y, 2)| < CW, (1.5)

siempre que 2|z — z| < |z — y|.
Un operador lineal T : Cg°(R") — L} (R™) es un operador de Calderén-Zygmund si
se extiende a un operador acotado en L*(R™) y si existe un niicleo K que satisface las

condiciones de tamano (1.4) y regularidad (1.5) y tal que
Tf)= | K(z,y)f(y)dy,
R”

para toda f € C°(R™) y x ¢ Sop(f). La teorfa clasica dice que estos operadores son de
tipo débil (1,1):
T:L'R™) — LY(R™)
y son de tipo (p,p):
T:LP(R™) — LP(R") 1 <p<oo.

1.3. Pesos

1.3.1. Clase A, de Muckenhoupt

Sea w un peso, diremos que w satisface la condiciéon A, de Muckenhoupt para 1 < p <

00 Sl ' X b1
._ - = 1-p/
wla, = S%p(rm/Q“’) (|Q\/Qw ) <

donde p’ es el exponente dual de p definido por la ecuacién i + z% =1.

También recordemos w es un peso en la clase A; si existe una constante ¢ > 0 tal que
Mw(z) < cw(x) en c.t.p.; a la menor constante ¢ posible la notaremos como [w] 4, y serd la
constante A; del peso w. En la siguiente proposicion recordaremos algunas propiedades
de los pesos que cuyas demostraciones se pueden encontrar en [G2].

Proposicién 1.3.1 Sea w un peso en A, para algin 1 < p < oo. Entonces valen las
siguientes afirmaciones.

(1) [6M(w)]a, = [w]a,, donde 6*(w)(x) = w(Az1, ..., A\zy).
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Capitulo 1. Preliminares

(2) [T%(w)]a, = [w]a,, donde 7*(w)(x) = w(x — 2), con z € R™.

(3) [Aw]a, = [w]a, para todo A > 0.

1
(4) Cuando 1 < p < 00, la funcidn w™»=1 es un peso en la clase Ay cuya constante es

‘H

1

[w™r=t]a, = Wi

S
|

S

P

En particular, w € Ay si y sélo st w™' € Ay y ambas constantes son iguales.
(5) [w]a, > 1 para todo w € A,. Ademds [w]a, =1 si y sdlo siw es constante.

(6) Las clases A, son crecientes respecto a p. Esto se deduce de que st 1 < p < ¢ < 0o
entonces

(7) g4 [w]a, = [w]a, siw € Ay

(8) La siguiente es una caracterizacion equivalente de la constante del peso A, dada.

P
1
oy {{@RIO®)
" QCcRh ferp(Quwdn) @ fQ |f (&) |Pw(t)dt

|fI>0en c.t.p z€Q

(9) La medida w(z)dz es duplicante: precisamente, para todo X > 1 y para todo Q wvale
que
Q) < X[ula,w(@).

donde \Q) denota el cubo con el mismo centro que Q) y de lado A por la medida del
lado del cubo Q).

1.3.2. Clase A, de Muckenhoupt

Como las clases A, son crecientes respecto a p, es natural tratar de ver qué sucede
cuando p — oo. Surge asi la definicién de la clase A,

A= A,

p>1

Recordemos la siguiente consecuencia de la desigualdad de Jensen:

(/X |h(t)|qdu(t))1/q > exp (/X log |h(t)|du(t)> ’

que vale para toda funcién medible i en un espacio de probabilidad (X, ) y para todo
0 < g < 0o. Ademas se puede probar que cuando hacemos tender ¢ a cero, el limite de la
expresion de la izquierda es igual a la expresion del lado derecho de la desigualdad antes
mencionada.
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1.3. Pesos

Ahora, si pensamos h = w™! para algin w € A, y sea ¢ = }7%17 resulta que tenemos la
siguiente desigualdad

% (IT;I /Qw(t)plldt)pl < %exp (rclg‘/Qlogw(t)_ldt) ,

donde el limite cuando p — oo de la expresién izquierda coincide con la expresion del lado
derecho.

Esta observacién que hemos dado es la que da lugar a considerar la siguiente definicién
introducida por Hruscev [Hr] (ver también [GCRAF]).

Definicién 1.3.2 Un peso w se dice que estd en la clase Ay, si

1 1
= — — [ 1 -1
lrolloe := sup <|Q! /Q“’> P <\@1/Q e ) <o

Algunas propiedades bésicas y caracterizaciones que verifica esta constante estan dadas
en las siguientes dos proposiciones (ver [G2, Capitulo 9]).

Proposicién 1.3.3 Sea w € A,. Entonces,

1 [|6* W)l 4 = llwlla, donde 0*(w)(z) = w(Azy, ..., Azy).

2. [[7*(w)|la = |lw]a.,, donde 7%(w)(z) = w(z — 2), con z € R".
3. || Aw||a, = ||w||a,, para todo X > 0.

4 Nwlae = 1.

5. La siguiente es una caracterizacion de la constante Ay, de w:

) (L )
lwlan = sup  sup {fQ|f<t>|w<t>dtep i/, el }

|f|>0 en c.t.p de Q

6. La medida w(z)dx es duplicante; precisamente, para todo X > 1 y para todo cubo Q)
tenemos que
w

wAQ) < 2V

how(@).

Antes de continuar, tengamos en cuenta la siguiente notacién que utilizaremos con

frecuencia. ]
wo = — [ w(z)dx.

Proposicién 1.3.4 Sea w un peso, diremos que w estd en la clase Ay, si y solo si se
verifica alguna de las siguientes condiciones:

(a) Ezisten 0 < 7,6 < 1 tal que para todo cubo Q) se tiene que

{z € Q: w(z) <qwel| <4lQ).
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(b) Existen 0 < o, 8 < 1 tal que para todo cubo Q) y para todo subconjunto medible A de

Q, vale que
Al < ol@] = w(A) < fw(Q).

(c) Vale la desigualdad de Hélder al reves; es decir, existen 0 < Ch,e < oo tal que para

todo cubo Q) )
L 1+ed )1+€ & d
(|Q| /Qw(t) t < 0] Qw(t) t.

(d) Existen constantes 0 < Cy, €y < 00 tal que para todo cubo Q y para todo subconjunto

medible A de (), se tiene que
w(A) (IA!)“
— <Oy =] .
w(@) ~ T \IB

(e) Ezisten constantes 0 < o/, 3" < 1 tal que para todo cubo @ y para todo subconjunto
medible A de (),
w(d) <dw(@) = [A] < Q]

(f) Existe un p € [1,00) tal que w es un peso A,.

Si bien la constante introducida por Hruscev [Hr] fue la constante A, estandar, desde
hace poco tiempo se comienza a trabajar con una “nueva’constante A, que es mé&s
precisa que la dada por Hruscev. Esta nueva constante que aparece primero con una
notacién distinta en el trabajo de Fujii [F], después en en algunos trabajos de Wilson
(W87, W89, W08] y es recién formalizada como constante A, por Lerner [Lell, Section
5.5], se define de la siguiente manera.

1
1 = stp s /Q M(xqu). (16)

Aunque la constante de Hruscev ||w||» ha sido més utilizada en la literatura que [w]a, y
también suele ser mas flexible. Se puede ver que vale la siguiente proposiciéon que es més
fina la de Fujii-Wilson que.

Proposicién 1.3.5 Ezxiste una constante dimensional ¢, tal que
cn[w]a, < Wl < [w]Ap p=>1

La segunda desigualdad es elemental y la primera fue probada en [HP, Prop. 2.2]. En ese
trabajo se prueba también que esta desigualdad puede ser estricta. Para ser mas preciso,
si consideramos la familia de pesos {w;}i~o definidos por

we =t.XEg + XR\E

resulta que
[wila. < 4log(t) vy [lwella, ~t/log(t) ¢>1

donde E C R es un conjunto medible, con la condicién de tener tanto £ como R\ £ medida
Lebesgue positiva (ver [HP, section 8]). Una propiedad que va a jugar un papel importante
es la desigualdad de Holder al revés cuantitativa donde la constante involucrada es la de
Fuji-Wilson (ver en el capitulo 2, Lema 2.5.1).
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1.3. Pesos

1.3.3. Pesos Mixtos A, — A,

Si llamamos
v = o) Gy [o) " 1o

[w]a, = sup A,(w; Q).
QCRn

es claro que

De la misma manera Hyténen y Lacey en [HL], Lerner en [Lel3c] y Lerner y Moen en
[LM] definen las siguientes cantidades

1 1
AP (w; Q) = | — — [ 1 1) =1m A )

AV (w; Q) - /M XQW)

R / )<mfw> = i 4,(0. Q)

Teniendo en cuenta estas cantidades, recuperamos las constantes del peso de la siguiente
manera.

(w]a, = Sup Ay (w3 Q),

|wlla., = Sup AP (w, Q)

[w]a, = sup AY (w; Q).
Q
Vale aclarar también, que si bien ya vimos que [w]a, < Cp|lwl]|a.,, no esté claro cual es
la relacién entre AP (w, Q) y AY (w; Q) para un cubo fijo Q.
Teniendo en cuenta la notacién que hemos adoptado, podemos dar las siguientes defi-
niciones.

oo !

Definicién 1.3.6 Dado 1 < p < oo y sean «, B > 0. Definimos la constante mixta:

(W] (4,)(a,)8 = sgp Ap(w; Q) Ay (w; Q)ﬁ, 1 <r<oo,
la constante mixta exponencial:
[W](a,)0 a7y = Sgp Ap(w; Q)* AL (w; Q)
y la constante mizta de Fujii- Wilson:

[l agys = sup Ay(w; Q) AL (w; Q).
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Si a > 0, la clase de pesos que satisface
[w](a,)aggrye < 00, 0 [w]ia,)may)s < 0,

es simplemente A,, ya que

méx([w]} , [w)}) < [w](a)eaw)e < w37

y similarmente vale la desigualdad para la constante mixta exponencial. Para la clase
exponencial tenemos una monotonia en las constantes,

[wlapecagns < [Wlapemne < Wlapepays 1< s <r<oo.
La siguiente observacién fue probada en [LM].

Observaciéon 1.3.7 Sea 0 < a < B <1yw e A, entonces

[W](ay)e(azryi-a < [W]ia,)a(asryi-s.

1.3.4. Pesos RH

En este caso vamos a generalizar la definicion de Maximal de Hardy-Littlewood y
pesos A, que dimos antes para una medida ;& que no tiene que ser necesariamente la de
Lebesgue.

Dada una medida duplicante p, definimos el operador maximal M,, como

1
M,f(x) = sup /Q @)l duty).

Para 1 < p < 0o, nosotros diremos que un peso w esta en la clase A,(u) si para todo cubo

Q,
(g [ w0 00} (55wt ) <o

Diremos que w € Ay (p) si
M, w(z) < Cw(x).

Llamaremos entonces [w]4,(,) a la mejor contante C' posible y notaremos con Ay (p) a la
unién de todas las clases A,(p). Es decir,

Aco(1) = Upz1Ap(p).

Se puede observar también que como p es una medida duplicante, entonces M, es un
operador acotado en LP(wdu), con 1 < p < oo, siy sélo si w € A,(u).

Cuando g es la medida de Lebesgue, se omite el subindice i y se escribe simplemente
M y A, como hemos mencionado antes. Recordemos también que si w € A, entonces
verifica una la desigualdad de Holder al revés

(& / w(@&m)”s < gy /e

para algin s > 1 que depende de [w]y,.
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1.3. Pesos

Definicién 1.3.8 Decimos que un peso w esta en RH, si w verifica

(& / w@)ﬁm)”s < gy /e

y notaremos como [w|rm, a la mejor constante C' posible. Ademds, llamaremos RHy, a la
clase de pesos tal que

%/Qw(x)dx > su]g? esw(x).

Observemos que si s > 1, RH,, C RH,. Para mas informacién sobre esta clase de
pesos se puede ver el trabajo [C-UN] de Cruz-Uribe y Neugebauer.
Los siguientes lemas fueron probados por Cruz-Uribe, Martell y Pérez en [C-UMP11].

Lema 1.3.9 Siu € Ay yv € Ax(u), entonces wv € As. En particular, si v € Ap(u),
con'1 < p < oo, entonces uv € A,.

Observacion 1.3.10 Siu € Ay, entonces v € Ax(u) si y sélo si uv € Ay (ver [G2])

Lema 1.3.11 Siu € Ay yv € A,, con1 < p < oo, entonces existe 0 < g < 1 que
depende solo de la constante [u]a, tal que uv® € A, para todo 0 < € < €.

La prueba del siguiente lema puede verse en [C-UN].

Lema 1.3.12 Las siguientes afirmaciones son validas.

1. w e Ay si y solo st w = wiwsy, donde wy € Ay y wy € RH.
2. Siw € Ay, entonces w™! € RH..

3. Siu yv estin en RHy,, entonces uv € RH.

Lema 1.3.13 Siu € A; yuv € A, entonces v € Ay.

Demostracion. Este lema se obtiene usando el Lema 1.3.12. Como uv € Ay, uv = wiws,
donde w; € A, y wy € RHy. Como u € A; entonces u~! € RH., y entonces wou™! €
RH,,. Luego, de esto y como w; € A; podemos tener que v = w; (wou™') € Ay. Il
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1.4. Teorema de factorizacion cuantitativo

Muckenhoupt mostré en [Mu] que si wy, wy € A;, entonces
1—
w = wiwy *

es un peso en la clase A,. Ademds tenemos que

[w]a, < [wi]a, [we]li)" (1.7)

También conjeturé que todo peso en A, se puede escribir de esa manera y fue Jones quien
probé dicha conjetura en [Jo]. Una prueba més elegante y con un enfoque totalmente
diferente fue dada por Rubio de Francia y se puede encontrar en [G2] [GCRAF]. A con-
tinuacién presentaremos una versién de esta prueba que se encuentra en [Pe| y que hace
enfoque en las mejores constantes usando algunas ideas [He].

Lema 1.4.1 Seal <p < oo yw € A,, entonces existen pesos u,v € Ay, tal que

para los cuales
[ula, < enlw]s, & [v]a, < enfw]y) (1.8)

con lo cual [w]a, < [ua, V] < ¢, [w]%,

Demostracion.
Vamos a utilizar en este caso el algoritmo de Rubio de francia. Definamos
' 17
SI(FY = wt MO,
y

1
S = — M{fPw'),

Observemos que S; : LP? (R") — LPP'(R™) con constante

1 4
||Si||LPP’(Rn) < Cn[w]A/pp 1= 1, 2
gracias al Teorema de Buckley dado en [Bu] y sobre el cual daremos més detalles en la
seccién 1.8.

Ahora, el operador S = S) + S, est4 acotado en LP¥ (R") con

1
1S ovt oy < €nlw] {7

Usando el algoritmo de Rubio de francia, definimos el operador R de la siguiente manera
_ i 1 Sk(h)
= 2 ([T o
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Observe que R es acotado en L (R").Luego, si h € L (R") es fijo, R(h) € A(S).
Maés precisamente,
S(R(1)) < 218wy < enlu]lf)-

En particular R(h) € A;(S;) i =1,2, con
Si(R(h)) < calw]{?R(h) i=1,2

con lo cual
M(R(hY w™/7) < cow]y/” R(R) w7

M(R(h)Pw'P) < cp[w]a, R(h)Pw/P.

P
Finalmente, tomando

u= R(h)Pw'? & v=R(h)Pw P
tenemos que u,v € A; w = uv'™P con

1

—1

bS]

[u]ay < enlwla, & [o]a, < cnfw]

b

P

1.5. Integral fraccionaria y maximal fraccionaria

Dado 0 < a < n, el operador integral fraccionario o potencial de Riesz [, se define

Liw = [ W),

n |r — gyl

y el operador maximal fraccionario:

B |Q|a/n
Mof(@) = sup (50 /Q )y,

Estos operadores juegan un rol muy importante dentro del anélisis, particularmente
en el estudio de algunas propiedades de diferenciabilidad o suavidad de una funcién. Para
ver propiedades bésicas de estos operadores se pueden consultar los libros de Stein [St70]
o Grafakos [G1].

Ahora bien, cuando pensamos en desigualdades con pesos para estos operadores o
operadores potenciales mas generales hay muchos trabajos que estudian estos problemas.
Ejemplo de ello son el trabajo de Muckenhoupt y Wheeden [MW74], Sawyer [Sa84] y
[Sa88], Gabidzashvili y kokilashvili [GK], Sawyer y Wheeden [SW], y Pérez [Pe94a] y
[Pe95a]. Estas estimaciones aparecen naturalmente en la teoria de ecuaciones diferenciales
parciales y en la mecénica cuantica.

33



Capitulo 1. Preliminares

1.5.1. Pesos 4,,

Muckenhoupt y Wheeden caracterizaron en [MW74] las desigualdades de tipo fuerte
con pesos para los operadores fraccionarios en termino de la condicién A, , para los pesos.

De forma mds precisa, para 1 < p < 2 y ¢ definido por la ecuacién % =1 _ 2 ¢llos
probaron que para toda f > 0,

([ Tyt ao) Ve ([ saroter e w”

donde T,, = 1, o T,, = M,, si y sélo si w € A, ,. Esto significa que,

a

o =ep iy [ ) i [ ) <

R
Notemos que w € A, , siy sélo si w? € A1+§ con

[w]AP,q = [wq]Al+§ . (19)

También diremos, para 1 < ¢ < oo, que el peso w esta en la clase A; , si satisface
1 ,
<—/ wqu) < ¢ inf w?, (1.10)
Ql Jg Q
donde [w] 4, , es la menor constante ¢ para la cual la desigualdad (1.10) es vélida.
Usando (1.10), se puede ver que w € A, siy sélo si w? € A;. Ademés,

[wla,, = [wa, (1.11)

1.5.2. Estimaciones cuantitativas

Motivado por la respuesta a la conjetura Ay se estudiaron en [LMPT] las siguientes
desigualdades cuantitativas para los operadores fraccionarios.

Teorema 1.5.1 Sea 1 < p < = y q definido por la ecuacion % = % -2 Siw € Apy.
Entonces,
| Taf Nzaqun< clula, 2™ ™ o (1.12)
1-a/n
| Faf Nlzasqun < clwl, ™ 1L f zrony (1.13)
! '/a(1—a/n)
H M. f ”Lq(wq)g C[w]ipi o || / ||Lp (wP) - (1.14)

Siendo ademds estos exponentes optimos.

La clave para probar estas desigualdades de tipo fuerte 6ptimas para la integral frac-
cionaria, estd en el hecho de que es suficiente con probar desigualdades de tipo débil
optimas. Esta posibilidad esta dada gracias a la caracterizaciéon de las desigualdades en
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norma con dos pesos dada por Sawyer para I,. De hecho, él prob6 en [Sa88] que dado dos
pesosuy v, ysil<p<qg<oo,

I, : LP(v) = L%(u)
siy sélo si w y la funcién o = v'* satisfacen las condiciones de testeo local:

[u,0ls,, = Sup o(Q) P |Ixala(Xq0) || Law) < o0

o0, u]s,, , == Sgp U(Q)fl/q,HXQ[a(XQU)HLP’(a) < 00.
Ademas, implicito en la demostracion se deduce

”[CMHLP(U)—}L‘?(U) =~ [uu O-]Sp,q + [07 U}Sqlﬁpw (115>

Por otro lado, en su caracterizacién de las desigualdades de tipo débil con dos pesos para
la integral fraccionaria, Sawyer prueba en [Sa84] que:

H.[a||Lp(U)_>Lq,oo(u) = [0-7 U]Squp/' (116)

Combinando (1.15) y (1.16), se tiene que

||]a||Lp(v)—>Lq(U) = HIa“Lq/(ulfq/)aLp/,OO(vlfp’) + H]a||Lp(v)—>Lq*°°(u)‘

Si tomamos v = w? y v = wP, se obtiene que

Hollzowr) s raqws) = [l oo oy 207 o0 vy + [all o ey oo uon).

lo cual permite a los autores en [LMPT] probar sus resultados.
De la misma manera que lo hicimos con la clase de pesos A, podemos definir de
manera natural la clase A,

Aseq = Apa

p>1

Dado un peso w en la clase A 4, definimos la constante del peso w € A, de tipo
Fujii-Wilson,
1

[wla,, = Sgp Q) /QM(Xqu)dx < 00.

Observemos que w € A4 si y sélo si w? € Ay. También podemos concluir por la
Proposicién 1.3.5 y la igualdad (1.9) que:

Cn [w]Aoqu S [w]Ap,q S [w]Al,q'
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1.6. Reordenada y operadores maximales
La reordenada decreciente f* de una funcién medible f se define como
fr) =mf {X>0: py(N) <t}, >0,

donde
pr(A) =z e R": [f(z)] > A},  A>0,

es la funcién distribucién de f. De manera general, para un peso (o medida) w, se define

fo@) =if{A>0: wp(\) < t}, t >0,

w

donde
wr(A\) =w{z e R": |f(z)] > A}), A > 0.

Una propiedad importante es que

|f|P wdx = /O fu(t)P dt,

R

o mas general, si F es un conjunto medible:

/E 1P wdz = /Ow(E) Jr(ey .

1 lneuy = sup twfa € R : | £(2)] > 117 = sup 117 fi(t).
t>0 t>0

Similarmente,

Si f es una funcién medible y sea () un cubo, entonces definiremos la siguiente cantidad

(fxe)* (@)  0<A <1
Usando la definicién de reordenada, es facil ver que para todo d >0y 0 < A <1

) 1 1/6
ol 0D < (57 [ 1t ) (117)
Ql Jg
Definicién 1.6.1 Sea f una funcion medible

maf(z) = sup (fxg)" (NQ)  (0<A<1),

r€QED

es el operador maximal local (diddico).

Teniendo en cuenta la definiciéon del operador maximal local, podemos obtener la
siguiente propiedad

lf(2)] <myaf(z) ct.p.zeR™ (1.18)
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que se puede ver en el trabajo [Le04a, Lema 6.
Dado un cubo @), definimos el valor medio m;(Q) de la funcién f sobre el cubo @, el
cual posiblemente no sea tinico, como el nimero para el cual

{z € Q:[f(x)] >m(Q)} <1QI/2

{z € Q:[f(2)] <m(Q)} < 1QI/2.

este valor medio satisface las siguientes propiedades.

Proposicién 1.6.2 Sea f una funcion medible y dado un cubo )

(a) Ims(Q)] < (fxo)*(IQ]/2). Con lo cual, para todo § > 0 vale que

ms(@Q)] < (ﬁ /Q |f|5dx) " (1.19)

(b) Si f es una funcidn no negativa

m(Q) = (fxq) (1Q1/2)

(¢) Para toda constante c,

ms(Q) — ¢ = my_(Q). (1.20)

Ademas, se puede verificar la siguiente cadena de desigualdades.

1/5
pg(P) = (@) < ((F = mi(@e) (P2 < (7 [ 1 =ms(@Pas) . (121

El siguiente operador fue introducido por Fefferman y Stein.

Definicién 1.6.3 Sea f una funcion medible, definimos el operador maximal sharp M7
como:

M f(2) —supw‘/\f ~ faldy,

Q>z
donde o ﬁ /Q £(v)dy

Se puede ver en [GCRAF, page 155], que esta definicién que dimos es equivalente a las
siguientes

1
inf — —cld d d 1.22
sup i |@|/Q’f(y) cldy ~ sup |@|2//'f oldydr - (1.22)

Vamos a definir también el siguiente operador: M7 f = (M#(f%))1/%. Si el supremo se
restringe solo a los cubos diddicos, usaremos entonces la notacién M7*dyM f 4 respectiva-
mente.

El siguiente lema fue probado por D. Adams en [Ad].
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Lema 1.6.4 Sean 0 < o < n, 1 < p < o0 y q definido por la ecuacion é =

Entonces,
M#(Iof(x)) < enMa f(2). (1.23)
Ademds, para toda f >0 con [ I,f(x)(1+ |z]) " *dz < o,

Mo f(x) < e, M* (Lo f(2))
para todo v € R™.

Demostracion. Mostraremos una prueba muy similar, pero mas general, a la dada por
Adams de la desigualdad (1.23). Concretamente, probaremos que si 0 < s < 1 vale que

MF (I f(x)) < oMo f(2),
donde M (f) = (M#(fs))l/s

Usando una de las definiciones equivalentes dadas en (1.22), basta ver que dado 0 <
s <1y B = B(xo,Nr):

1 1/s
(7 [t = iae) < € 0o

para algtin t y donde C' es independiente de B.
Dada f, definimos f1 y f2 tal que fi = fxpy f = fi + fo

Tomemos t = (I,f2)p

1/s
(g7 [ s @F = (1afe)s Hdw) <
1/s
< (i [insora) (i [ sl - Gapsiae) =11

1/8 1/8

(fB o fi(2)]® dl’) 1 h

I= Us R RIUE - S TR — [ o f1ll oo mmy <
|B| B | B| h—s

donde h = "~ > 1y la tltima desigualdad se obtuvo usando el Lema 2.8 de la pag 485
de [GCRAF]

C h 1/s h 1/s C
< Bl (m) [ fullzreny < (h——s> W/Bf(x)dx < Cpa,sMa f (o)

1 s . 1/s 1
1= (g [ oo = daatior) < (o5 [

{ w </ |xi2(zri i [ %dw) W
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1 1 s 1/s
< |1z J, U Lo s — g o) ]
s 1/s
=iz [, (L L e [ — =i o) ]
Ahora como g > 1, por Jensen resulta:
<5, J, Jo VN s — e et

x,y € B(xo,Nr), z € B(xg, NT)¢ y |z — y| < 2Nr. Usando el Teorema del Valor Medio
primero y luego definiendo G,,, = {2z : 2" ' Nr < |z — x| < 2™ Nr} tenemos que,

/Bc|f(z) dz§2Nr/C&dz§

h — Z|n—a+1
- 1
< 2N Z/ |h — Z|n a+1d Z<2Nr Z (r(2m—1N — 1))n—a+1 /G |f(2)]d=
m=1 m

Luego, tomando N = 2 y observando que 27+t < 2ntl

e

1

T — Z|n—a o |y _ Z|n—o¢

> (m+1)(n )

1 1
Z m(n—a+1) 7-2 m+1))(nfa) /|zx0<2m+1r|f(2)|dz

P e

Zim 1'0 <CMf(I’0)
O

Si bien el siguiente resultado fue probado en [CPSS, Teorema 3.7] (el caso § = 1 fue
probado previamente en [Pe95a]), nosotros daremos una demostracién diferente.

Proposicién 1.6.5 Sea 0 < § < 1, entonces vale que

I, fPw(z)dx < cma/ (M, f)° Mw(x)dz. (1.24)
R n

Demostracion.

Recordemos que la funcién maximal sharp local m7 # f se define para una funcién me-
dible f

my f(x) = sup fnf ((f - Axe) (AQD)  (0<A<1).

También se puede ver que mj f < exM#7f.0 < X\ < 1. Otro resultado que necesitaremos
es el siguiente, probado por Lerner en [Le04b, Teorema 1.1]

| flwdz < cn/ (mif)dex.

n

Rn
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Usando estos resultados y la desigualdad (1.23), se tiene que

/ |Iaf|§w(x)dx <c mi(|]af|5)Mw(x)dx <c M#(|Iaf|5)Mw(x)dx <
Rn

R" R"

< c/n(Maf(x))‘sMw(a:)da:.

1.7. Espacios de Orlicz

En esta seccién daremos algunas nociones bésicas de la teoria de espacios de Orlicz.
Para més detalles el lector puede consultar los libros de Krasnosel’skii y Rutickii [KR],
Maligranda [Ma] o Rao y Ren [RR]. También vale aclarar que gran parte del contenido
de esta seccion se puede ver en forma mds detallada en el libro [C-UMP11].

Definicién 1.7.1 Una funcion B : [0,00) — [0,00) es una funcién de Young si es conti-
nua, conveza, estrictamente creciente y si B(0) =0 y si B(t)/t — oo cuando t — 00.

Si A y B son funciones de Young, nosotros escribiremos A(t) ~ B(t) si existen cons-
tantes c; y ¢y positivas tal que

aA(t) < B(t) < e A(t)

parat >ty > 0. También diremos que B es dominante sobre A y lo notaremos A(t) < B(t),
si existe una constante positiva c¢ tal que para todo t >ty > 0,

A(t) < B(et).

(En la préctica, uno puede asumir ¢y = 1.) Para toda funcién de Young B, t < B(t). Més
aun, si para algin ¢ > 1, A(t) < ¢B(t), entonces A(t) < B(ct) por convexidad.

Dado p, con 1 < p < 0o, diremos que una funcién de Young B es una p-funciéon Young,
si ¢(t) = B(t'/P) es una funcién de Young. Ahora, si B es una p-funcién de Young entonces
t? < B(t) y B(t)/t" es no-decreciente.

Definicién 1.7.2 Una funcion F' se dice que es cuasi-creciente si existe una constante
¢ > 1 tal que para todo t < s, F(t) < cF(s). Similarmente, F' es cuasi-decreciente si
existe ¢ > 1 tal que F(s) < cF(t) para todo t < s.

Una funcion de Young B se dice que es duplicante si existe una constante positiva C'
tal que
B(2t) < CB(t) Vt>D0.

También diremos que B es submultiplicativa si B(st) < CB(s)B(t) para todo s y t
positivos. Claramente B(t) = t", r > 1, es submultiplicativa. Ya con un poco més de
trabajo, se puede ver que B(T) = t*[log(e + )], con a > 1 es duplicante y si b > 0,
también es submultiplicativa.
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Definicién 1.7.3 Dada una funcion de Young B y un cubo @), se define la norma de
Luxemburg de una funcion f sobre el cubo ) como:

uf|\B,Q=fnf{A>o:@LB(”&“‘W@}.

Cuando B(t) =tP, 1 < p < o0,

1 1/P
T (@ /Q \f(x)lpdw> — flbe

la norma de Luxemburg coincide con la norma LP normalizada.

Proposicién 1.7.4 Dada una funcion de Young A, para todo r > 0,

1/ aq = 1150

donde B(t) = A(t"). En particular, si A es una p-funcion de Young, entonces
1£7 a0 = 117

donde B(t) = A(t"'?) es una r-funcién de Young.

Por convexidad, también vale que para todo 7 > 1 y para todo cubo @,

[fllae < 7"lI/]

A?TQ °

Si A(t)/tP es cuasi-creciente para algun p > 1, podemos afinar esta desigualdad, reempla-
zando 7" por 7/P,

Si A < B, entonces existe una constante C', que depende de A y de B, tal que para
todo cubo Q y funcién f, || fllao < C|f|l5.o- Esta desigualdad se obtiene por la definicién
y por la convexidad; aunque vale aclarar que gracias a estar trabajando con la norma de
Luxemburgo normalizada, la constante C' es independiente de () y solo depende de A y
B para valores grandes de t.

Definicién 1.7.5 Dada una funcién de Young B, la funcién de Young complementaria
B se define como

B(t) = sup{st — B(s)}, t>0.
>0
By B satisfacen la siguiente desigualdad
t < B7Yt)B7'(t) < 2t.
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1.7.1. Operador maximal de Orlicz

Dada una funcién de Young ¢, definimos el operador maximal para espacios de Orlicz
M, como

My f(z) = Sup 1 lle.q (1.25)

donde el supremo se toma sobre todos los cubos @ que contienen a z. Cuando ¢(t) =
M, es el operador de Hardy-littlewood cldsico. Cuando ¢(t) = t", con r > 1, M,f
M, f = M(|f]")"". Si ¢(t) < 1(t), entonces para todo x € R", Myf(x) < ¢ My f(z).

t,

Observaciéon 1.7.6 Tengamos en cuenta que cuando trabajemos con el operador mazimal
en espacios de Orlicz My, siempre asumiremos que la funcion f sobre la que estamos
trabajando es tal que Myf(x) < 0o para todo x € R™. Esta condicion implica también que
las normas || f||ls.q son finitas para todo cubo Q.

Un operador maximal de Orlicz satisface una desigualdad de tipo débil modular que
generaliza la desigualdad de tipo débil (1,1) del operador maximal de Hardy-Littlewood.
Este resultado fue probado originalmente en [BP] [Pe95¢].

Teorema 1.7.7 Dada una funcion de Young ¢, para toda f que satisface ||f|lp.o — 0
cuando |Q| — oo, y para todo X > 0,

{z € R": Myf(x) > A} < 3n/{ st (274”‘{(1;)') o

Para p > 1, la funcién maximal de Orlicz es de tipo débil (p,p) probando que ¢ satisface
una condicion de tamano natural.

Proposicién 1.7.8 Dada una funcion de Young ¢ y sea 1 < p < oo, la mazimal M,
satisface la desigualdad débil (p, p)

C
o R Mof(@) > M| < 55 [ 1@ da
sty solo si ¢ X tP.

Mucho maés interesante es la acotacién de estos operadores en LP(R™). Para ello nece-
sitamos la siguiente definicion.

Definicién 1.7.9 Dado 1 < p < 0o, diremos que una funcién de Young f estd en B,, st

para algin ¢ > 0,
A
/ tit)% < 0. (1.26)

Observemos que si (1.26) es finito para algin valor ¢, entonces es finito para todo ¢ > 0.
Un ejemplo de una funcién en B, es
tP

A0 oo

g > 0.

Teniendo en cuenta la definicién de B,, se puede ver que vale el siguiente teorema, el cual
fue probado en [Pe95c¢].
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Teorema 1.7.10 571 < p < o0, vale que
My : LP(R™) — LP(R") siy solo si ¢ € B,.
Como generalizacién de dicho teorema se tiene el siguiente resultado.

Teorema 1.7.11 Seal < p < oo y sean ¢, B y C' funciones de Young tal que B™*(t)C~1(t) <
co M (t), t > tg >0 y sea C € B,. Si (u,v) son un par de pesos tal que para todo cubo Q,

Sup lu' P lpallv™ 75 < oo,

entonces para toda funcion f € LP(v),

Mof@Pua)de < co [ |5(a)Pu(o)ds

RTL

1.7.2. Operador maximal fraccionario de Orlicz

Definicién 1.7.12 Dada una funcion de Young ¢ y sea o, 0 < «a < n, definimos el
operador mazimal fraccionario para espacios de orlicz como

My 4 f(x) = Sup Q™| fllo.c-

donde el supremo se toma sobre todos los cubos que contienen a x.

Cuando ¢(t) = t este operador se reduce al cldsico operador maximal fraccionario M,
introducido por Muckenhoupt y Wheeden. Cuando o = 0, estos operadores coinciden con
los operadores maximales de Orlicz que mencionamos en la seccién anterior.

De la misma manera que para el caso de los operadores maximales de Orlicz, siempre
que hablemos de una funcién f, serd una para la cual M, ,f(z) < oo para todo x € R".
En particular, |Q|*"||f|ls.o es acotado para todo cubo @ y es uniformemente acotado
cuando |Q] — oo.

El operador maximal fraccionario tiene propiedades muy similares a las de los ope-
radores maximales de Orlicz. Se puede agregar que satisface una estimacion fuera de la
diagonal, mandando L” en L? cuando p < q. La desigualdad para dos pesos clave es la si-
guiente generalizacién del Teorema 1.7.11. Esta fue probado primero en [C-UFi03], donde
fueron introducidos los operadores maximales fraccionarios de Orlicz.

Teorema 1.7.13 Dadop yq, con1l <p<qg<oo,yseal<a<mn, s ¢, ByC son
funciones de Young tal que B~*(t)C~1(t) < cp ' (t), t >ty >0, y C € B,. Si (u,v) son
un par de pesos para los cuales vale que para todo cubo @,

QU o gl |0 g < K < o0, (1.27)

entonces para toda funcion f € LP(v),

(/n Mo f () u(z) dx) v <C (/n (@) Pola) d:c) 1/p‘
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Cuando ¢(t) = t, entonces la hipétesis se simplifica a pedir B € B,. Cuando p =qy
a = 0, el teorema se reduce al Teorema 1.7.11.
La condicién (1.27) es una generalizacién de la condicién A5 . Un par de pesos (u,v) €
A, s
QMY M| o[l P o < K < 0.

Para més informacién sobre este operador el lector puede consultar el libro [C-UMP11] o
el trabajo [C-UFi03].

1.8. Mejoras del Teorema de Buckley

En [Bu] Buckley prueba una desigualdad en norma LP(w) de la maximal de Hardy-
Littlewood 6ptima respecto a la dependencia de la constante A, del peso w, la cual ha
sido de mucha utilidad para probar otros resultados éptimos a lo largo de estos anos. Este
es el primer resultado de estimacion cuantitativa.

Teorema 1.8.1 Sea w un peso en la clase A, de Muckenhoupt, con 1 < p < 0co. St es M
la mazimal de Hardy-Littlewood, entonces

_1
M fll ey < b (W] | Fllo ), (1.28)
donde el exponente de [w]a, es el mejor posible y c, sélo depende de la dimension.

La manera de ver que la dependencia del exponente de la constante es éptima era a
través de un ejemplo construido ad hoc. En [LPR] se muestra un método general y el
punto clave para dicha optimalidad es que || M| r@n) ~ O(p%l) p— 1

Posteriormente, se prueba en [HP] una mejora de este resultado utilizando la clase A
de los pesos. La mejora radica en fraccionar la constante A, utilizando la constante A
de Fujii-Wilson. Para ser més preciso, lo que se obtiene es el siguiente teorema.

Teorema 1.8.2 Sea 1 < p < oo yw € A, entonces,

M| 2oy < e’ ([w]a, [0 P14 ) P fll o

donde ¢, solo depende de la dimension y [w]a es la constante Ay, definida por Fujii y

Wilson.

Otro resultado que se puede encontrar en el trabajo [HP] es una version del Teorema
de Buckley pero para pesos mixtos.

Teorema 1.8.3 Sea 1 < p < oo y siw es un peso en la clase A,. Entonces,

M < epp! [w .
Ml < e ] o e 1l
Tanto el Teorema 1.8.2 como el Teorema 1.8.3 mejoran el Teorema de Buckley 1.8.
Ahora, si queremos una version del Teorema de Buckley pero para pesos mixtos con la
constante de Fujii-Wilson reemplazando la constante exponencial, el mejor resultado que
se conoce hasta el momento es el siguiente, obtenido en [LM] por Lerner y Moen.
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Teorema 1.8.4 Sea 1 < p < 0o y sea w € A,, entonces

< / 1—p/ Lo 1 p )
IMlzs) < ! (g Pl i

donde ¢(t) = 1+ log(t).

Si bien no se ha podido probar aun, el resultado que se cree que deberia ser cierto es el
siguiente que quita la parte logaritmica del resultado anterior y que fue conjeturado por
Lerner y Moen en el mismo trabajo antes mencionado.

Conjetura 1.8.5 Sea 1 < p < oo y sea w € Ay, entonces

< / l—p' .
[ M| o) < cap’ [w ](Ap,)i(Aoo)%”fHL”W)

1.9. Mejoras del teorema A,

Hytonen en [Hy]| resolvié la conjetura Ay logrando probar que todo operador de Cal-
derén-Zygmund T satisface

méx(l,p%l)

17| o (w) < €nplwl 4 (1.29)

P

Posteriormente, la desigualdad (1.29) fue mejorada en el sentido de poder utilizar las
llamadas “constantes mixtas”. En tal direccion se conocen los siguientes resultados.

Teorema 1.9.1 (([HP, HL, HLP])) Sil1l <p < oo y sea T un operador de Calderdn-
Zygmund y w un peso en la clase A,. Entonces

S =

17Nty < Cop [0]y (0] + [0]). (1.30)

Teorema 1.9.2 ([Lel3b, Lel3c]) Sil < p,r < oo y sea T un operador de Calderon-
Zygmund y w un peso en la clase A,. Entonces

HTHLP(w) S Cn,p [’LU] 1 1—_1_ 1 . (131)

Teniendo en cuenta que
max(1,—1-)
[w]Ap r = [w]Ap + [U]Apm
es facil ver que las desigualdades (1.30) y (1.31) mejoran la desigualdad (1.29).
Por otro lado, para el caso r = oo, se tiene el siguiente resultado.

Teorema 1.9.3 ([LM]) Si 1 < p,r < 0o y sea T un operador de Calderdn-Zygmund y
w un peso en la clase A,. Entonces

1T | zo )y < Crp [w] (1.32)

1 1
(Ap) PT (AP T
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Capitulo 2

La integral fraccionaria y su maximal

El propodsito de este capitulo es estudiar estimaciones cuantitativas con pesos relacio-
nadas con el operador integral fraccionario, las cuales fueron publicadas en [Recl3], y el
operador maximal fraccionario.

2.1. Introducciéon

Recordemos que el operador integral fraccionario I,, se define como
fly
R R =
r [T — Y|

y el operador maximal fraccionario,

‘Q|a/n
fe! = d )
Mot (w) = s o [ 17wy

donde 0 < a < n.
En el trabajo [LOP09a] se prueba que si T' es un operador de Calderén-Zygmund y
1 <p< oo,
I T [|zr(w) < or pp'[w]a,- (2.1)

Esta estimacion mejora los resultados obtenidos previamente por los mismos autores
en [LOPO8], la cual es una verdadera mejora puesto que permite obtener el siguiente
resultado:

| Tl 100wy < car [w]a, log(e + [w]a,)[[ £l 21 (w)- (2.2)

Recientemente estas desigualdades fueron mejorados en [HP] donde en la desigualdad (2.1)
se reemplaza una fraccién de la constante A; por la constante A, de Fujii-Wilson (1.6) y
en la desigualdad (2.2) se cambia la constante A; por la constante A, que se encuentra
dentro del funcién logaritmo. Concretamente, se probaron las siguientes estimaciones en
[HP]:

1 1/p’
T\ 2oy < erpp [w] P ] {*
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1T fllzree ) < er log(e + [wla )L f Il arw)- (2.3)

Observemos que esta tltima estimacién no aparece como tal en [HP]. Lo que ellos publican
en realidad es que:

1T Fllproe ) < er [w]a, log(e + [wla )l Il w) (2.4)

lo cual resulta de (2.3) solo aplicando el hecho de ser w un peso A;. Sin embargo con una
pequena modificacién en la prueba presentada en [HP] facilmente se obtiene (2.3).

En este capitulo probaremos desigualdades similares para el operador integral fraccio-
nario. Antes de enunciar los resultados recordemos que un peso w se dice que esta en la
clase w € Ay 4 si:

1
i, =5 iy | MOgu)de < oc

También recordemos que w € A, si existe una constante ¢ > 0 tal que
Muw? <cw? ae.

y llamaremos constante A;, del peso w y lo notaremos con [w]y, ,, a la menor de las
constantes ¢ posibles.

Teorema 2.1.1 Sean 1 < p < Z y q definido por la ecuacion é = ]l? — 2 Siw € Ay,
entonces
1p 11
| af Noaun < clwldZ [ldY, 11 lonn - (2:5)

Ademds, los exponentes de esta desigualdad son dptimos.

Este resultado se puede ver como la version fraccionaria del teorema 1.14 de [HP]. Sin
embargo vale aclarar que usamos una notacion diferente de la constante A, a la utilizada
en el trabajo de Hytonen y Pérez. Recientemente se ha publicado otra prueba de (2.5)
pero basada en otras técnicas totalmente diferentes a las nuestras, dicha prueba fue dada
por Cruz Uribe y Moen en [C-UM].

Como consecuencia del Teorema 2.1.1 nosotros podemos obtener el siguiente resultado.

Corolario 2.1.2 Bajo las mismas condiciones que en el teorema anterior, tenemos que:
1—o
| Laf Nlzan< clwla, 2 | f llzewr) (2.6)
donde los exponentes de esta desigualdad son optimos.

Este corolario es una estimacién anéloga a la desigualdad (2.1) cuando 7" es el operador
integral fraccionario. Sin embargo cuando queremos encontrar desigualdades similares a
(2.2) o0 a (2.3) pero reemplazando T por la integral fraccionaria, nos encontramos con
algunas dificultades. Mas precisamente uno puede ver en [CPSS] que no es posible un
resultado analogo. Mas precisamente, ellos prueban que la siguiente desigualdad

Mo llproee) < ¢ /R @) Myaw(w)da (2.7)
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2.1. Introduccion

no es valida en general. Ahora, cuando T es el operador de Calderén-Zygmund y M es
el operador maximal de Hardy Littlewood, la desigualdad andloga a (2.7) era la muy
conocida conjetura de Muckenhoupt-Wheeden,

suptw({z € R" : |Tf(z)| > t}) < c/Rn | fIMw(z)dx. (2.8)

t>0

Respecto a dicha conjetura, ya en el trabajo [Pe94b] el autor habia probado que para todo
e > 0, existe una constante ¢ > 0 que depende de € y de T tal que

T f | £roo () < cg,T/ |f(@)| Mpgog nye(w)(z) dz, w > 0. (2.9)

n

En este trabajo se conjetura que no era vélida la desigualdad (2.9) cuando ¢ = 0, lo cual
significarfa que (2.8) serfa falsa. Muchas anos después se obtiene una respuesta negativa
a (2.8), la cual fue dada por Reguera in [Regll] cuando 7" es un multiplicador de Haar
especial y por Reguera y Thiele en [RT| cuando T es la transformada de Hilbert. Ahora,
sabiendo que la desigualdad (2.8) es falsa, la desigualdad (2.9) toma mayor relevancia,
siendo hasta el momento la desigualdad mas precisa que se conoce en tal sentido, de hecho
se sabe que c.p ~ 2.

En [CPSS] los autores conjeturaron que la siguiente desigualdad es vélida:

Lo f||Lreoqw) < € fz) My Mw(z)dz. (2.10)
]Rn
Si (2.10) fuese valida, en particular, cuando w € A; tendriamos el siguiente resultado:
Lo f|lLvee) < clwla, [ flz)Mow(z)ds. (2.11)
R

Tratando de dar respuesta a esta conjetura, nos planteamos ponerle alguna condicién al
peso. Concretamente vimos que la desigualdad (2.11) es vélida cuando w € A;.

Teorema 2.1.3 Sea w € Ay, entonces
[ Lo f||Lreeqw) < € [w]a, fz)Myw(z)de. (2.12)
Rn

En la Seccién 2.3 daremos la prueba de este resultado.

Siguiendo en esta linea de investigacién estudiamos el problema de dos pesos (w, o)
asumiendo que los pesos no estan relacionados. Para ello seguiremos las ideas del trabajo
[PR] donde se estudia el operador maximal de Hardy-Littlewood. Uno de los puntos de
interés de este trabajo es que cuando los pesos son iguales el resultado coincide con el de
[HP] pero se evita el uso de la desigualdad de Holder al revés.

Dado un cubo @ y un par de pesos (w, o) definimos el siguiente funcional

p—1 =
A (w,0,Q) = (]{2 a) w(Q)P/Q’Q‘7—1

y la siguiente condiciéon de tipo A,
(w, 0] A, = sgp A7 (w,0,Q) < 00

El teorema que probaremos es el siguiente.
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Capitulo 2. La integral fraccionaria y su maximal

Teorema 2.1.4 Seca 0 < a<nyl<p<qg< oo, entonces para todo par de pesos (w, o)

1Mo (fo)|za(w) < Crpg ([0, 0)ag [0]4.) " 11 Fll oo

2.2. Acotaciones optimas A;, — A, para la integral
fraccionaria

Vamos a necesitar un lema relacionado con la muy conocida propiedad “reverse Holder
al revés”, dicha desigualdad se debe a Muckenhoupt (ver [Mu]) aunque también fue pro-
bado por F. Gehring independiente y en un contexto muy diferente pero casi simultanea-
mente en [Gh]. Posteriormente Coifman y Fefferman (ver [CoF], [GCRdF]) obtuvieron
diferentes caracterizaciones de dicho resultado que completaron la teoria de forma muy sa-
tisfactoria pero de forma cualitativa. Un ejemplo es el siguiente: supongamos que w € Ay,
la desigualdad clasica de Holder al revés dice que existen constantes r > 1y ¢ > 1 tal que

(o) =g e

Las pruebas habituales no dan buena informacién sobre el control de ambas constantes
¢y r. Sin embargo, se puede probar un resultado cuantitativo bien preciso usando ideas
clasicas y que se puede encontrar en [LOPO08] jugando un papel central en ese articulo.

Lema 2.2.1 Si w € Ay, y sea 1, =1+ W , entonces
1

(o) < s

M, w(zx) < 2[w]a, w(x)

y por lo tanto

Demostracion. Sea wg = @ /. QWY Mg el operador maximal diadico restringido al cubo
(). Sabemos que para A > wq (ver [St69]),

/ w(z)dr < 2"\{z € Q : Mgw(x) > A}
{zEQ:Méw(z)>>\}

Multiplicando ambas partes de la desigualdad por A\°~! e integrado sobre ), tenemos

/ P / w(z)dzd\ < 2" / A / dzd\
{A>wg} {:EGQ:M%w(:r)>)\} {A>wg} {xGQ:Mgw(x)>)\}

lo cual es equivalente, por Teorema de Fubini, a decir

/w(:v)/ N7 d\dx < 2"// Nd\dz,
Q {A<M5w(x)} Q {)\<M5w(m)}
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2.2. Acotaciones optimas Ay, — A4 para la integral fraccionaria

de donde obtenemos,

n

d 5 d +1
| (gt < o) [ wiade + 2 [ (i) as

Q

tomando § = W, resulta
1

o] o e < iy | (Mgt < 2we)

lo cual prueba el lema puesto que w € A;. [
Usando este lema y (1.11) nosotros obtenemos el siguiente corolario:

Corolario 2.2.2 Sea w € Ay 4, y st definimos r, = 1 + SR

L . Entonces,
Wiy 4

M, w(x) < 2wla, ,wi(z).

En el trabajo [HP, Teorema 2.3] (ver [HPR| para otra prueba) los autores dan una
nueva prueba de la desigualdad de Holder al revés para pesos en A, éptima respecto a
la dependencia de la constante del peso que nosotros usaremos y la cual involucra a la
constante A, de Fujii-Wilson. En la Seccién 2.5 daremos més informacién.

Una versién muy interesante de este resultado se pueden encontrar en [LO] y establece

. . _
que si w € A, entonces si o =w' 7 y r, =1+ W , entonces
L? (o)

() < o

Este resultado es interesante porque la constante depende esencialmente del inverso de
la siguiente norma del operador maximal, ||M|[;» ) que a su vez estd controlado por la
constante [w]y4, .

Hacia el final del capitulo daremos una prueba diferente y muy sencilla de la desigual-
dad de Holder al revés que hemos probado para un peso en la clase A, pero con la
constante de Hruscev.

El siguiente lema (que se puede encontrar en [LOP09a]) se basa en una aplicacién
del algoritmo de Rubio de Francia que nos permite obtener pesos muy especiales con
propiedades ttiles.

Lema 2.2.3 Sea 1 < s < 00 y si v es un peso.FEntonces existe un operador sublineal no
negativo R que satisface las siguientes propiedades:

(i) h < R(h);
(i) |1 R(R)]
(i4i) R(h)v'/* € Ay con [R(R)v'/*]4, < ¥,

Loy < 2|

Ls(v)s

donde s’ es tal que 1/s+1/s' =1,
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Capitulo 2. La integral fraccionaria y su maximal

Demostracion. Si consideramos el operador

1}1/8
S(f) = —M(U{/S )

como ||M||zs se comporta como s, resulta que

1S s

Ahora bien, si definimos el operador de Rubio de Francia R como

_k
=2 (]IS ! L
se puede ver que R satisface las propiedades que buscabamos. l

Teorema 2.2.4 Sean 0 <p < o0, 1 <g<o0,0<d<1ywe A, Supongamos que f
es una funcion tal que
Hz:|f(z)| >t} <oo, t>0.

Entonces
d
£l zoqw) < ep (W] IME F ]l o) (2.13)

La prueba de este teorema se puede encontrar en [Pe].

Corolario 2.2.5 Sean 0 < p < 00, 1 < ¢ < 00 and w € A,.Supongamos ademds que f
es una funcion tal que para todo X > 0, {x : |I,f(z)| > A} < co. Entonces,

Mo f (@)l o) < ep [w]a, | Mo f|ow)- (2.14)
Demostracion. Usando las desigualdades (2.13) y (1.23), se tiene que:

e 2oy < ep [w]a, IMF (L) ooy < ep[w]a, | Maf || oogw)-

Lema 2.2.6 Seat >1yp > 1, entonces

< ChaD .
Demostracion.
L Mol = s [ fn(Ma) e,
HM””U Lr(R™) ) T

Si en el Lema 2.2.3, tomamos s = p' y v = (M,w)~P, resulta que existe un operador R
para el cual valen:
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2.2. Acotaciones optimas Ay, — A4 para la integral fraccionaria

(i) h < R(h),
(i) (1R e (atpw) ) < 200 o7 (a0
(iii) R(h)(Muw)P/?" € A, con [R(h)(Muaw)=P*] 4, < cp.
Ahora, usando el Lema 2.2.5 con ¢ = 3 y las desigualdades (1.3) y (1.7), se obtiene:
[R(R) (Mow) ™)1, = [(R() (M) ') (Myw)2)1 ., <

< [R(h)(Myw)' 7] 4, [(Myw) 23, < Cp(2t),
entonces

| I fIh(Myw) Pdx < |1 fIR(h)(Myw) Pdx <
R™ Rr

< c[R(h) (M) ], / Mo IR (M) Pde <

< ep(2)" | Mo f 1| o (asewy—») IR Lo a2y <

M, f
Mtw

<cp

Lo@n)

Lo cual completa la demostracion.

0J

Utilizando el método de la prueba de caracterizacién para un par de pesos de las
desigualdades en norma para el operador maximal, dado por Sawyer en [Sa82], K. Moen
probé en [M, Lemma 4.6] el siguiente lemma.

Lema 2.2.7 Supongamos que 1 < p < % y si q esta definido por la ecuacion é =
Si (u,v) son un par de pesos que satisfacen:

D=
39

, 1/
(Jy Mlxgo) o/ udz) "

[u,v]7, = Sgp Q) < 00
donde o = v'=7, entonces M, : LP(v) — L%(u) con
I Mo |~ [u, v]z,.
Lema 2.2.8 Sear > 1,
H < ],14/]0/ i )
M,qwl||, W] Lo ey
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Capitulo 2. La integral fraccionaria y su maximal

., )
Demostracion. Para probar este lema, usaremos el Lema 2.2.7 con u = (M,,w)™? and
)
v=w"7, entonces

/ / 1/p

(M) ™ (Ja MOxqu) 12(01 ) ds)
rqW y W T, ‘= Sup
q p 0

(w7

primero notemos que, como r > 1,

1 1 1/r
E/ xo(z)w!(z)dx < (E/ wq’) , tenemos entonces que:
B B

M (xu™)"/" < Myqg(w)?

Ademas, ya que w € A4, sabemos que fQ M(xquw?) < [w]a, ,w!(Q). Con lo cual,

( /Q M(Xqu)le/q(quw)p/dx) " < ( / M(Xqu)da:) " < [w]

/

O
Demostracion del Teorema 2.1.1. Combinando los Lemas 2.2.6 y 2.2.8 tenemos que:
!

H I.f M, f
M, qw L7 (R") w

M, ,w L (&m) '
Como 1, es auto-adjunto, la desigualdad previa es equivalente a la siguiente,

Lv'(Rn)

cp/[w] ¥

AOOJ]

| Lo f || oy < ep'[w]y”

Acoq

IS Ml zr ((agrguye) -
Tomando r = r,, en el Corolario 2.2.2, se obtiene:

(M,qw)? = (M,w?)?/? < (2[w]Alquq)p/q <9 [w]i/f w?,
entonces

10 [ 1%
| L Npnguny € epf [lidZ [l , IS Haogun)
Esto prueba la desigualdad (2.5). Para concluir con la demostracién del teorema, nos

resta probar que la dependencia de la constante del peso es 6ptima.
Sean =1y % =1

5 —a. Siw(r) = |xl%, entonces wi(x) = |z|°~! € Aj, con
[W]ayg = [war ~ 5 ¥ [Wax, ~ 3

5
Considerando la funcién f(z) = |z|*®~Yy o 1)(x), podemos calcular su norma:

1 1
(5-1) 1
Wi / aplo-1) B :/ RETRESY
0 0 )
Sea x € (0,xz5), con x5 < 1

a(6-1) a(d—1) 1 a(6—1)
Xo,)\Y)Y

Iaf(:c>:/ cowv™ dyz/ Ldyz/ Ll
o |lz—yl (0,1)— x

L gy =
o) 1T =yl (2ly[)t—
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2.3. Acotacion de tipo débil para el operador fraccionario

L 1 (1= |z]*)
21a/x |y| ’ 1dy: 21—« ’

ad

1

Sixs = (%)5, observe que I, f(z) > 3= 5. Luego se tiene que:

1 i w o H B 1 14+1/q
I af llzown> 55a— 27l ) = o | >
0

1 14+1/q—1/p 1 1/p' 1 1/q
> = p(wP)— Cq = = P (P
>a(3) W lsw=a(5) (5) 15 o

lo cual muestra que (2.5) es 6ptimo.

Demostracion del Corolario 2.1.2.

Como [w]a.,, < [w]a, q la desigualdad (2.6) vale pues 1% =1- % and é =

SR
|
3Ie

2.3. Acotacién de tipo débil para el operador fraccio-

nario

Como mencionamos antes, nuestro proposito original era probar la Conjetura 2.10
establecida en [CPSS]. Una respuesta positiva a esta conjetura cuando w € A; se da en

el Teorema 2.1.3.

Para la prueba del Teorema necesitaremos dos lemas. El primero de ellos es interesante
por si mismo y puede verse como una versién del algoritmo de Rubio de Francia pero en
el contexto de los espacios de Lorentz.

Lema 2.3.1 Dada h € LP!'(w) con 1 < p < oo y w € A;. Ewxiste un operador sublineal

no negativo R, tal que:

(1) h < R(h),

(i) [|R(h)|| Lo wy < 2|B] o ),

(iii) R(h)w € Ay con [R(h)w]a, < clw]a,.

Demostracion. Sea

S(1) () = M)

w(z)

con w € Ay, entonces ||Sfl|zec(w) < [w]a, || fll 2o (w)- Ademas, S es un operador acotado en
LPo(w) para todo 1 < py < 00,

Sf(x)PPw(x)de =

]Rn

_Po
M(fw)powl’podx < [wlpo]f{;ol/ (fw)powl’poda:.

Rn
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Capitulo 2. La integral fraccionaria y su maximal

. 1—po po—l . .
Combinando esto con que [w' 7], < [w]’’™" es valida, podemos concluir que

1S f |l zro () < [w]a, [ £]] 7o (w)

Aplicando la proposiciéon A.1 (Apéndice A) de [C-UMPO05] con T' = S, Cy = Cy =
c(po)[w]a,, tenemos para todo py < p < 00

1S Fllzrrwy < e()[wla, [ fll ot -

Sea h > 0, h € LP!'(w), definimos el operador de Rubio de francia R como:

RN =3 S

k=0
donde Ko = c(p)[w]a, = ||S||Lr1(w)-
Es claro que h < R(h). Ademas,
R(h < 1] M o) < 2||h
| R 101y < Z—k— 1Al 201 )

Finalmente, usando que M (R(h)w) < [w]a, R(h)w, tenemos que:

S(R(h) = S (Z ‘ZZ}@?) <3 MO < ormin).
k=0 0 k=0 0

Observe que la primer desigualdad es valida ya que S es un operador sublineal.
O

El segundo lema es una simple consecuencia de un lema clésico de cubrimiento (ver

[F'S]).

Lema 2.3.2 Para todo peso w,
w({zeR": M,f(zx) > A}) < |f( )| Mow(x)dz. (2.15)

Demostracion del Corolario 2.1.3.

a1y = W) Pl = s [ () Pg(eyute)de

“gIILp/,l(w):l

Sea g € LP"'(w) con 191 1.1 () = 1, usando los Lemas 2.3.1 y 2.2.5, tenemos
[ tapy g < [ (1) RGg)@)u(e)ds <

< clR(gull? [ (Mup)PR(G) ) u(e)do.
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2.4. Operador maximal fraccionaria: teorema cuantitativo de dos pesos.

Luego, por la propiedad (iii) del Lema 2.3.1 y la desigualdad de Holder,

(R(g)w]y” / (Mo )P R(g)(@yw()de < elw] LN (Mad) Pl e i | RO 12

Por lo tanto,
o fllroe ) < clw]a, [[Maf|| Lroo w)-

Entonces, usando el Lema 2.3.2, resulta que:

n

o f | Ltoe () < C[w]Al/ |f(z)| Myw(z)d.

2.4. Operador maximal fraccionaria: teorema cuanti-
tativo de dos pesos.

En esta seccién daremos una acotaciéon en norma (p, q) para la maximal fraccionaria
controlando la constante de los pesos involucrados. Para ello vamos a necesitar un resul-
tado que se encuentra en [M, Corlorario 4.2] el cual prueba el siguiente lema que es una
adaptacion de la caracterizacién para dos pesos obtenida por Sawyer.

Lema 2.4.1 Sea0 < a<nyl<p<q<oo. Se considera el par de pesos (w,v) y sea
o= vlfp/, entonces
IME (N oy < CllFllzrw)

sty solo st

(Jo Me(xgo) ()

o)(x)w(x)dx
[w,0]s,, = sup ~——" -
o QeD o(Q)\r

< Q.

Ademds,
M| ~ [w,als,,

Dado un cubo @), definimos

p—1 o
Aﬁ,q(w,a, Q) = (]{2 0‘) w(Q)P/q|Q|7—1'

Teniendo en cuenta esta notacion, daremos la siguiente definicion.

Definicién 2.4.2 Dado el par de pesos (w,v) y teniendo en cuenta que o = v* =7 diremos
que el par de pesos (w,v) estdn el la clase A5 si

a
D,q

(w, 0] a0 = sgp A (w,0,Q) < oo.
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Capitulo 2. La integral fraccionaria y su maximal

Reemplazando f por fo en el Lema 2.4.1 y teniendo en cuenta que o = v'~* podemos
ver que vale la siguiente acotacion del operador maximal fraccionario

IME(fo)Law) < [w,0]s,, 1 f]Le()- (2.16)

Ahora si estamos en condiciones de probar el Teorema cuantitativo de dos pesos.
Demostracion del Teorema 2.1.4. Gracias al [GCRAF, Lema 4.8.] que sigue las ideas de
[F'S], basta ver que la acotacién en norma vale para el operador maximal fraccionaria
diddico. Para simplificar la notacién llamaremos M, a MZ.
Usando la desigualdad (2.16), basta con probar que
([w, ols, )" < [w, 0]ag [0]a

Fijamos un cubo @ y sea a > 1 que fijaremos posteriormente, denotamos con kg el
entero para el cual

afo < ’Q‘a/n][ o < att
Q
Entonces, si llamamos A = {z € Q : M, (0 xg) < a*}, resulta que

[e.e]

/ My (o xg)'wdx = / M (o xg)w dr + Z / M (o xg)w dx
Q A k=ko {zeQ:aF<Mq (0o xg)<ak+1}

< (|c2|a/"]{2 a)qw@) Far S d (e € Q: Ma(o xq) > a)

k=ko

IN

<]é a)qw(Q)|Q|°if +af i dw({z € Q : Ma(oxq) > a*})

k=ko

[e.e]
< [w, 0] o(Q)"" +a* Y a"u({z € Q: Ma(o xq) > a*})
k=ko
Ahora podemos hacer, para cada nivel k, una descomposicién de Calderén-Zygmund res-
pecto al cubo () obteniendo entonces una familia {Q;‘?}j de cubos diadicos para los cuales

k < ‘Qk,j|a/n

a
Qril Jou,

fly)dy < 272a”. (2.17)

Si llamamos
Ap = UjQp; = {x € R": M2 f(x) > a*},
se puede ver que
Ak+1 C A;.

Para continuar, vamos a necesitar un resultado muy util que fue una herramienta
importante en trabajos como [Pe94a] y actualmente se ha usado mucho para probar
algunos resultados recientes del analisis armoénico. Ejemplo de ellos es la utilizacion del
mismo en [Lel3a].

El resultado dice que existe una familia de conjuntos medibles {Ej ;}r; con las si-
guientes propiedades:
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2.4. Operador maximal fraccionaria: teorema cuantitativo de dos pesos.

(1)
Ei; C Qk,;

(2)
| Qg

(3) Las componentes de la familia {Ej ;};x son disjuntos dos a dos.

~ |Ey

Una terminologia que se usa ahora nos diria que la familia de cubos de Calderén-
Zygmund {Qy;} tienen la propiedad de dispersién o de “sparsness”.

Para su prueba, se elige By ; = Q. ;\Qk,j N Di+1, de tal forma los Ej, ; son una familia
disjunta dos a dos que satisface:

2n—o¢
@k N Disa| < [O7%1F (2.18)
y si consideramos a > 2" se tiene
1
|Qrjl < 1z~ | El - (2.19)

a

Usando simples propiedades de los cubos diddicos y la maximalista de ellos se puede
obtener:

|Qk,; N Dy _ Z |Qk; N Qrtr.il _ Z |Qr1.i]
Q4 Q] Q.

( 1:Qk+1,iCQk,j

1 1 o/n
< |Q ’ akF+1 Z ’QkJrl,i‘ / / f(y) dy
kg Qk+1,iCQk,j Qk1,0
1 n—«

Qugl™™ [ fly)dy <
= Qs akﬂ ’ Q.

Esto prueba (2.18) y si elegimos a > 2"~* se tiene (2.19). Teniendo todo esto presente,
podemos continuar con nuestra acotacion.

D auw({z € Q: Maloxg) > ') < 3, Fienw(@IQS™ (JCQ§ 0>q
<D itk 2jenlws a]%f (o(QF))e/
> [’LU U]%ap Z’w <|Ek|ka U)Q/p

q/p
< cw, o2 3, (fEk xQo)
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Capitulo 2. La integral fraccionaria y su maximal

Con esto podemos concluir que

1/q
([ Maloxaruds) < Colualif ol
j ,

con lo cual probariamos nuestro resultado. O

2.5. Una prueba simple de la desigualdad de Holder
al revés

Como mencionamos antes, en [HP, Teorema 2.3] (también se puede ver [HPR] para
una prueba diferente) se probé una versién éptima de RHI para w € A, con la constante
de Fujii-Wilson [w]4,, .

Si definimos

1
Tw =14+ ———
Tnlw] 4

donde 7,, es una constante dimensional que puede ser 7, = 21" Observemos también
/ ~Y
que 7, ~ [w]a

oo *

Lema 2.5.1 ([HP, Teorema 2.3))

(rfyreoe) " <

b) Mds aiin, el resultado es dptimo salvo por un factor dimensional: si un peso w satisface

la RHI
1 Ur K
— [ w'dx < —/w,
<|Q|/@ ) Ql Jo

En esta seccion daremos una prueba mas simple de la desigualdad de Holder al revés
pero usando la constante ||w/|| 4. Si bien esta prueba es muy sencilla, la dada por Hyténen
y Pérez es més precisa ya que [w]|a, < ||w||a.,-

Esta prueba esta basada en una idea de A. de la Torre [dT] para probar la desigualdad
de Holder al revés, pero para pesos en la clase A, .

a) Siw € Ay, entonces

entonces [w]a,, < ¢, . K.r'.

Lema 2.5.2 Dado w € A, existe r, = 1 + —2— para el cual se verifica:

enflwlloo

(k) i
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2.5. Una prueba simple de la desigualdad de Holder al revés

Demostracion. Recordemos una consecuencia simple de la desigualdad de Jensen:

exp</1og\h ]d,u) (/ yhyw) ,

la cual vale para toda funcién medible h en un espacio de probabilidad (X, 1) y para todo
0<q< o0

Ahora, nosotros podemos aplicar esta desigualdad para la funcién h = w, en el espacio
X=Qydu= |Q‘, de donde surge

o) (ahe)” e

Usando la definicién de ||w|« = A combinada con (2.20), se tiene

|@|/w<AeXp(|c12|/1°gw> <A<|c12|/ )/

y por lo tanto

(Mw)® < A°Muw?®. (2.21)
Cubriendo {x € @ : Mw > t} con cubos diddicos maximales, tenemos
w{r e Q: Mw >t}) <OC2M{r e @Q: Mw >t} < Ctl{r € Q: A°Muw’® > t°}|. (2.22)
Usando un lema clasico de cubrimiento es facil ver que:

|{x€Q:MU>t}]§%v({x€@:v>t/2})

Combinando la desigualdad previa con (2.22), surge que:

dS
QAS})'

w{r € Q: Mw >t}) < C,t' *A%w*({x € Q : w'(z) > (2.23)

Entonces
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Capitulo 2. La integral fraccionaria y su maximal

i 146 i 5
|Q|/Qw (w)dz < |Q|/Q(Mw) (x)w(x)dx

= % /Ooo t5—1w({l' €Q:Mw> t})dt

< wQ M

B |@|/ w({z € Q: Mw > t})dt

b g et Qb

5 ) 5oy ;
< (wo)™ 4, A°— Ql . t {re@ w> 21/sA})dt

— (w )5—1—1 +CnA5+12——1+1 |Q| /wQ 6—s S({x c Q w > u})
21l/s o
CnA5+152§—1+§

Q6 —s+1)

(wQ)éJrl +

/Qw‘s”l(x)ws(x)dx.

1
Si elegimos 6 = 0,12;5,4 y s = 1/2, obtenemos % < 1/2, lo cual prueba

nuestro teorema. O
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Capitulo 3

Conjetura de Sawyer: estimaciones
cuantitativas

En este capitulo vamos a probar estimaciones cuantitativas relacionadas con la “Con-
jetura de Sawyer” (ver 3.2.1). Estos resultados se pueden encontrar [Rec14].

3.1. Introduccion

Recordamos que en 1972 Muckenhoupt publicé un trabajo [Mu] en el cual caracte-
riz6 los pesos w en R para los cuales la siguiente desigualdad se satisface

/RMf(x)pw(x)dx < C’/]R |f(z)]Pw(x)dx f>0, (3.1)

donde M es la maximal de Hardy-Littlewood de f. Dichos pesos son los que verifican la

condicion A,:
-1
(o) o =
r \|J; 1] J;

y un resultado similar en el caso p = 1.
M : LYw) — LY°(w) siysélosi w e A

En 1977, Muckenhoupt y Wheeden en [MWT77] probaron las siguientes desigualdades
para la maximal de Hardy-Littlewood y para la transformada de Hilbert en la recta real.

Teorema 3.1.1 Siw € Ay, entonces existe una constante ¢ tal que,

210 Yl gy < € [ Il (32)

0 0l ey < [ 1@ (33)
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Capitulo 3. Conjetura de Sawyer: estimaciones cuantitativas

Como ya mencionamos en el primer Capitulo un peso w satisface la condicién A, si 'y
s6lo si admite una factorizacion de la siguiente forma

w = wow, ? donde wp, wy € Ay (3.4)

Un acercamiento natural para poder obtener (3.1) directamente de la factorizacién
(3.4) es tratar de probarlo via el teorema de interpolacién con cambio de medida de
Stein-Weiss [SW]. Para ello, si suponemos valida la desigualdad (3.4) y si definimos

wq

se observa que (3.1) se puede reescribir de la siguiente manera

/ 1S fPuowy < C / FlPwgwy > 0. (3.5)

Ahora bien, como Mw; < Cw; se tiene que S es acotado en L™ (wow;), con lo cual si
probamos que S es de tipo débil (1, 1) respecto a la medida wy(x)w; (x)dx, por el teorema
de interpolaciéon de Marcinkiewicz, tendriamos probado (3.5). Motivado por esta forma
de probar el teorema de Muckenhoupt, Sawyer prueba en [Sa85] el siguiente teorema.

Teorema 3.1.2 Sean u y v dos pesos en la clase A1 de Muckenhoupt. Entonces

HM(Q)

< / g@lu(@)de  g>0,
uv) R

Ll,oo(

donde ¢ depende solamente de [u] 4, y [v]a,. Esto muestra que el operador Sf = v M(vf)
es de tipo débil (1,1) con respecto a la medida v(x)u(x)dx.

En el mismo trabajo, Sawyer conjetura que este teorema también es valido en mas di-
mensiones y cuando reemplazamos M por H, donde H es la transformada de Hilbert.

En [C-UMPO05] se generaliza el Teorema 3.1.2 extendiéndolo a R™ y prueban las con-
jeturas enunciadas por Sawyer sobre la transformada de Hilbert como corolario de un
teorema mucho mas general para operadores de Calderéon-Zygmund. Precisamente, lo que
ellos probaron fue el siguiente teorema.

Teorema 3.1.3 Siu € Ay y v estd en Ay 0 en Ax(u), entonces eziste una constante c
tal que,

<o [ @l (3
L1:%°(uv) "
! T
DI <o [ @t (.7)
L0 (uv) "

donde M es la mazximal de Hardy-Littlewood y T es un operador de Calderon-Zygmund.
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3.1. Introduccion

Observemos que si aplicamos (3.7) para la transformada de Hilbert en R, resolvemos la
conjetura que habia dado Sawyer en [Sa85].

Se puede ver también que el Teorema 3.1.3 extiende el Teorema 3.1.1 de Muckenhoupt y
Wheeden, fijando w € A; y tomando u = wy v = w~!. Entonces resulta que uv = 1 € A,
con lo cual v € A (u) (ver Lema 1.3.9 y Observacién 1.3.10).

Para probar el Teorema 3.1.3, los autores dividieron la demostracion en dos pasos.
Primero probaron la desigualdad (3.6) reemplazando el operador maximal por el operador
maximal diddico. Es decir, ellos prueban el siguiente teorema.

Teorema 3.1.4 Siu € Ay y v estd en Ay 0o en Ay (u), entonces existe una constante ¢
tal que,

HMd(fU)

v

< / (@) u(@)o(z)de, (3.8)
L1:%° (uv) "
Para probar la desigualdad (3.8) cuando u € A; y v € Ay (u), ellos usan una simple
descomposicion de Calderén-Zygmund inspirada en la prueba que dan Muckenhoupt y
Wheeden del Teorema 3.1.1. Para el caso u € Ay y v € Ay, la prueba es una adaptacién
de la dada por Sawyer en la recta, la cual se realiza usando un muy delicado argumento
de descomposicién.

El segundo paso para probar el Teorema 3.1.3 fue obtener un teorema de tipo extra-

polacién usando técnicas de [C-UMPO04]. El teorema es el siguiente,

Teorema 3.1.5 Dada una familia F, supongamos que para algin p, 0 < p < 0o, y para
todo w € A,
f(z)Pw(x)de < C/ g(x)Pw(x)dz,
RTL

n

para todo par (f,g) € F tal que el lado derecho de la desigualdad es finito y donde C
depende solo de la constante Ay de w. Entonces para todo peso u € Ay yv € Ay,

1fv e < Cllgv ™ procwey  (f29) € F.

Donde F denota una familia de pares ordenados de funciones medibles no negativas (f, g).
La prueba del Teorema 3.1.3 es ahora inmediata, considerando el par (M (fv), Mq(fv)) y
usando que para w € A, y para todo p > 0

M(fo) (@) w(z)de < C [ My(fo)(z) w(z)de,

R” Rn

tenemos entonces que Yu € A; y v € A, vale que
||M(fv)v_1 ||L1,oo(uv) S CHMd(fU)’U_l ||L1v°°(u'u)- (39)

Luego, el Teorema 3.1.3 se tiene por el teorema 3.1.4. Si v € A; entonces v € Ay, con
lo cual la desigualdad (3.9) vale y tenemos entonces probada la desigualdad (3.6) del
Teorema 3.1.3. Similarmente, si v € A, (u) por el Lema 1.3.9 y Lema 1.34, v € A, y
entonces vale la desigualdad (3.9).

Para probar la desigualdad (3.7) los autores proceden de la misma manera. En este
caso consideran la familia F que consiste en los pares (|7'(fv)|, M (fv)) y por el teorema
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Capitulo 3. Conjetura de Sawyer: estimaciones cuantitativas

de Coifman- Fefferman ( ver [CoF]) sabemos que para todo peso w € A, y para todo
p>0

| rgo@pu@is < [ Mg

RN
luego, por el Teorema 3.1.5 y la desigualdad (3.6) se puede probar la validez de la de-
sigualdad (3.8).

En [C-UMPO5] los autores también prueban como corolario una extensién a valores
vectoriales del Teorema 3.1.3.

Corolario 3.1.6 Seau € Ay y sea v en Ay 0 en Ay (u), entonces para todo 1 < q < o0,

(Zj M(fj?))q> <. /Rn (Z ’f(x)’q> w(@)o(z)dz

Q|

v
L1:%°(uv)

Q=
Q=

v

(Zj |T(fjv)|q> . /Rn <Z |f(x)\q) w(z)o(z)dz,

L1:%° (uv)

donde M es la mazimal de Hardy-Littlewood y T' es un operador de Calderon-Zygmund.

3.2. Dependencia de las constantes de los pesos en el
teorema de Sawyer

En [C-UMPO05] los autores conjeturan que el teorema 3.1.4 se sigue verificando cuando
debilitamos la hipétesis sobre el peso v. Par ser més preciso, los autores conjeturan y que
hoy se conoce como “Conjetura de Sawyer”, aunque Sawyer nunca la llegd a formular, es
la siguiente.

Conjetura 3.2.1 Siu € Ay yv € Ay, entonces existe una constante ¢ tal que,

s

<c f(x)|u(x)v(x)d. 3.10
LY RUCIIETE (3.10)

Note que si v € Ay (u) entonces v € Ay, (ver lemas 1.3.9 y 1.3.4). Esta conjetura lleva
varios anos y ha sido estudiada por diferentes autores y atin hoy no se conoce si es vélida
o no. El propésito de este capitulo es por un lado tratar de entender las dificultades de
dicha conjetura y dar caminos alternativos para lograr su prueba y por otro lado estudiar
cémo afectan las constantes de los pesos u y v en dichas desigualdades, es decir buscar
versiones cuantitativas de este tipo de desigualdades.

Uno de nuestros propésitos sera ver el comportamiento de las constantes de los pesos
y poder conjeturar cual seria la dependencia 6ptima en cada caso.
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3.2. Dependencia de las constantes de los pesos en el teorema de Sawyer

3.2.1. La mejor dependencia de las constantes para la maximal
diadica
La primera pregunta que nos planteamos en relacién al teorema de Sawyer es

,cudl sera la dependencia 6ptima de las constantes de los pesos u y v cuando
ambos estan en A;7.

Siguiendo la prueba dada en [C-UMPO05], que es una adaptacién de la demostracién
original dada por Sawyer en [Sa85] para la recta, mostraremos cémo queda la dependencia
de las constantes de los pesos. Especificamente, obtenemos el siguiente resultado.

Teorema 3.2.2 Siu € A; yv € Ay, entonces existe una constante dimensional ¢ tal que,

‘ My(fv)

< el b, [ @) de

L1:%° (uv)

Demostracion. Fijamos t > 0y sea g = fv/t; entonces necesitamos probar que:

w({z € R": My(g)(z) >v(x)}) < C lg(x)|u(x) dz (3.11)
R’VL
Sin pérdida de generalidad, podemos asumir que g es acotada y tiene soporte compacto.
Fijo a > 2". Para cada k € Z, sea {/ Jk} la coleccién de cubos diadicos maximales, cuya
union es el conjunto:

={z e R": Myv(x) > ak} N{zx e R" : Myg(z) > ak}

Esta descomposicién existe ya que g es acotada y de soporte compacto.
El segundo conjunto esta contenido en la unién de los cubos diadicos maximales.
Defino:

D= {(k,j): I} N {z:v(x) < a""'}] > 0}

Como v € Ay tenemos que: Mov(z) < [v]4,v(z) a.e. de aqui, para (k,j) € T’

inf es Myv(z) < [v]4,a"! (3.12)

(Intuitivamente, si (k, ) € ', entonces [ Jk se comporta como un cubo en la descomposicién
de Calderén-Zygmund de v para t = a*). Entonces, salvo un conjunto de medida cero,
tenemos la siguiente conclusion: Para cada k,

{z eR":a" <v(z) <d™} N {z e R": Myg(z) > v(z)} C U It

(k.g)er

Combinando ésto con (3.12) obtenemos que:

w({x € R™ : Myg(x) > v(x) 'y IE o (1 yu(1h)

(k,g)er
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Fijo N <0y defino I'y = {(k,j) € I' : K > N}. Veamos que:

S e < ¢ [ gt

n

donde la constante C' no depende de N. Luego, tomando N — —oo obtenemos (3.11). Para
probar esto, nosotros vamos a reemplazar el conjunto de cubos {/ j’“} por un subconjunto
con mejores propiedades. Primero, como v € A; puedo tomar € = (14 2 [v],,)"" > 0
tal que dado algin cubo I vy £ C I
E E\*
olB) (M) (3.13)

v(l) 1|

Fijo ¢ tal que 0 < < €

Defino: Ay = {I} : (k,j) € I'n}. Los cubos en Ay son todos diddicos. Para k > t, ya que
Q) C Q y ya que los cubos I} son maximales en €y, si I N IF # () entonces I C I!. En
particular, cada cubo IJI-C € Ay esta contenido en Uj]jN C {x : Myg(z) > a™¥}. Como el
ultimo conjunto es acotado, Ay contiene una subsucesién de cubos disjuntos maximales.
Formamos una sucesién de conjuntos {G,} por induccién. Sea Gy el conjunto de todos
los pares (k,j) € I'y tal que I;C es maximal en Ay. Para n > 0, dado el conjunto G,
defino el conjunto G,,1 como el conjunto de pares (k,j) € I'y tal que existe (¢,s) € G,
con IF C Iy

1 s L
ey u(x)dr > al* t)ém i u(z)dz (3.14)
J j s :
1 1
[ u(z)dr < a(l’t)‘;—t u(z)dx (3.15)
Iq I IH It

Cualquiera que sea (I,i) € Iy y I} C I} C I,

Sea P = U,>0G,. Dado (s,t) € P, decimos que el cubo I es un cubo principal ya que
todo cubo en Ay estd contenido en un cubo maximal, todo cubo en Ay esta contenido
en uno o mas cubos principales.

Ahora, la demostracién se dividird en varios pasos, como ya ha sido probado en el el
trabajo de Cruz-Uribe, Martell y Pérez. Solo nos centraremos en dejar claro como se
comporta la constante C' en cada paso.

Paso 1

Afirmamos que:

-1 -1
STDT eI < Ce > I T u(Iu(I)) (3.16)
(k.j)eln (k.j)epr

Para probar esto, fijo (t,s) € Py sea Q = Q(t, s) es el conjunto de indices (k, j) € 'y tal
que: [ Jk C I! y I! es el menor cubo principal contenido en [ Jk En particular, cada I Jk no
es un cubo principal, a menos que sea igual a It.

Asi, por (3.15) y ya que IF C {x : Myv(x) > a¥}, tenemos:

ST () < 2 () Y e (It 0 (s Mav(a) > a*)
(k,5)€Q k>t
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Por (3.13) y (3.12) y ya que v € A;:
o(ILN{z s Mgv(z) > a*}) < 2[v]5 a%a""Pu (1Y)

Combinando estas inecuaciones, se prueba:

—1 _
ST eIy < G (L)

(k.9)€Q

donde C, = —5_51)2[ 1%
Si ahora sumamos sobre todos los (s,t) € P, tenemos (3.16) ya que U 5epQ(t,s) =I'n
Paso 2 Para cada k, sea {JF} la coleccién de cubos diddicos maximales cuya unién es
{x : Myg(x) > a*}. entonces
1
k
a” < — x)dx
71/ 2
Para cada j, I} C {x : Mag(z) > a*}, existe un tnico 7 = i(j, k) tal que I} C JF. De
aqui en mas, i siempre estard en funcién de (k, j). Por (3.16) y (3.12) obtenemos:

S I < Calila, [ hagla)da

donde h(z) = ¥ cp [ s (@)ul})

Para completar la demostracién mostraremos que para cada z, h(z) < Cu(zx).

Fijo x € R™; Sin pérdida de generalidad, puedo asumir que u(z) es finito. Para cada k,
existe a lo sumo un cubo J§ tal que = € JF.Si este existe, lo notaremos como J*.
Definimos: P, = {(k,j) € P: I} € J*} y G = {k : P, # 0}. Formamos por induccién,
una sucesion de {k,,}. Si k € G, entonces k > N, sea ky el menor entero en G. Dado
K,,,m > 0, elegimos k.1 > k,, en G tal que:

1

‘Jan»l | ka+1

u(y)dy >

7ol u(y)dy (3.17)

1
= duy < —2
7 L S T )L

Dado que u(z) es finito, la sucesién {K,,} solo contiene un numero finito de térmi-
nos.Luego, por (3.18):

SR I SR D

1€GEm<I<kmi1 (I, ])GPL

w(y)dy,  km <l <kpi,l€eqG (3.18)

\_/

Si probamos que

2

leG km<l<km+1 (l ])EPZ

(3.19)

como la sucesién {k,,} es finita, podemos llamar m al mayor indice. Entonces por (3.17)
y (3.19):

() < 2CH(2  (5)")[ul, ule)
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Luego, para completar la demostraciéon debemos probar (3.19). Lo cual haremos en dos
pasos:
Paso 3 Se prueba que si (1,7) € B, ky <1 < k11, entonces:

1 qlt=km)d 1

— d —_— d 3.20
1" 7 g S (320

Paso 4 Ahora probaremos (3.19). Por (3.20) y otra vez como u € Ay, si y € I}, entonces

al=km)dqy(Jh 1

A= 1

< u(y)

de aqui,
Ujagernls C {z € J' i u(z) > A}

Para [ fijo, los cubos I]l- son disjuntos. Luego, como u € A; existe v = (1 + 2" [u]4,) ™!

tal que:
> u(lh) < 2" ()Y atkn D
S

tenemos entonces que:

(It
>y s
—u(J')
leG,kmSl<k7n+1 (l»J)GPL

Sv
donde Cy = 2" [u]¥ —£—

Luego, la constante C' del teorema es de la forma:
€—0 ov 1

34v et2r 12e+2p, 12041 @ my . [14 2
sy a P wl  u] g m@ - (5) ) & o], [uls,

i

La dependencia de las constantes que se desprende de la prueba dada en [C-UMPO05]
no parece ser la adecuada. Con el propésito de entender esta cuestién hemos investigado
el caso u = 1 y como resultado logramos una demostracion distinta a la de Sawyer que
ademas permite obtener la linealidad de la constante del peso v siendo 6ptimo el resultado.
Nuestro teorema es el siguiente.

Teorema 3.2.3 Seav € A;. Entonces existe una constante dimensional C', independiente
de [v]a, tal que:

v

HM(fv)

<C s, [ flapota)d,
L0 (v) R
Ademds, la dependencia lineal de la constante del peso v es dptima.

Demostracion.
En primer lugar, veamos que

v{x € R: M(fv)(x) >t.M(v)(z)} < %/Rf(:c)v(:c) dzx,
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con ¢ independiente de ¢ y [v] 4,
Como la medida involucrada es doblante, basta ver que:

ol € R: M(fo)(x) > t.M(v)(2)} < & /f

donde MF€ es la Maximal centrada.

Sea Q = Q(x,r)
Q) 1 “(v)(x x
a1 L fere =gt [ @@ < MW@ Q@
donde
M,(f)(x) =S /f

Como vale cualquiera sea el ), tenemos que
Me(fo)(x) < M(v)(x).My(f)(x)

entonces,
v{x € R: M(fv)(z) > t.M(v)(z)} <v{x e R: M,(f)(x) >t} < %/Rf(x)v(:c)d:c
Ahora, como hemos probado que
vz € R: M(fv)(z) > t.Mu(z)} < %/Rf(x)v(x) dz,

donde ¢ es independiente de ¢ y [v]4, vy sabiendo que M (v) < [v]4,v obtenemos:

M(v)(z)

{r eR: M(fv)(z)>tv(zx)} C{z eR: M(fv)(x) >t Wl

}

de donde se desprende,

v{zx : M(fv)(z) > tw(x

Ahora veamos que la dependencia de la constante del peso v es éptima, para ello basta
tomar f(z) = $x(0,1)(x) y v(z) = |z[°~* con 0 < § < 1. Observemos que

Po otro lado se puede calcular que

1Ly Size(0,1)
M(fv) >4 w= Size(l,0)
L Siz e (~o00,0)
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con lo cual, (0,672/%) c {x : M(fv) > v}, donde resulta que

§-2/8
ofe s M(fv) > v} > 0(0,67%) = / Wl = =l
0

11 5
pero [; f(z)v(z)de = [j s2°doe = 5 O
Ahora, volviendo al teorema de Sawyer cuando u € A; y v € Ay, para mirar jcudl seria

la dependencia esperada?. Motivados por el Teorema anterior, nosotros tenemos nuestra
conjetura al respecto.

Conjetura 3.2.4 Sea u € Ay yv € Ay entonces existe una constante c tal que

HMd(fU)

(

IN

lafla, [ 1f@lu()ol) d.

L1020 (uw)
donde C no depende de los pesos u y v.

Para ver que la dependencia no puede ser mejor que [u]4, [v]4, probamos el siguiente
resultado que fortalece més nuestra conjetura.

Teorema 3.2.5 Sea u € A;,v € Ay. Si:

wole - M(fo) > v} < olfulay, [o]a) / f(@)u(z)o(z) dz.

entonces:
@([u]Al? [U]Al) Z [u]Al'[U]Al

Demostracion. Sea f(z) = $x(o,1)(z) y los pesos u(z) = ax(o1)(z) + X1)(z), con
0<a<lywv(z)=]z|°" con0< < 1. Observemos que

Tenemos también que

1-Ls Size(0,1)

M(fv)><{ = Six e (1,00)

1
212

Luego, (0,67%%) C {x : M(fv) > v}. De donde resulta que:

Six € (—o00,0)

Se]

§—2/6

wof{z : M(fv) >v} > uv(1,6%°) = / 2ty = %(52 —1) = %
1
Ademas,
1
_ @ 1. _ &
/Rf(x)u(x)v(x)dx =5 /0 2’ Hdx 5
Entonces @([U]Au [U]fh) Z [U]Al [U]Al U

Observacion 3.2.6 Para o = 6 tenemos que ([u]a,, [v]4,) no puede ser el max([u] ,, [v]4,)
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3.2.2. Caso especial de la conjetura de Sawyer para M,

En esta seccién estudiamos un caso especial de la Conjetura 3.2.1 planteada por Sawyer
en [Sa85]. Para ello consideremos el caso u = 1 que ya es muy interesante en si mismo.

Problema 3.2.7 Sea ¢ : [1,00] — [1, 00| una funcion creciente. Si v € Ay, entonces se
verifica la siguiente desigualdad:

e

< colltla) [ Ifa)lu(o)do

Ll,oo(v)
donde ¢ es una constante que depende de la dimension.

Observemos primero que como u = 1 entonces v € A, (1) con lo cual, por el Teorema
3.1.3, el problema tiene solucién. Ahora bien, nuestro objetivo es estudiar cual es la mejor
dependencia de la constante del peso v, o dicho de otra manera, cudl es la funcién ¢ més
pequena. Recordamos que A, = Up>14, y que si w € Ay

/MXQ’LU

Ademas, [w]a,, < [w]a, para todo p > 1, con lo cual también es vélido plantearse ;cémo
depende de la constante [v]4, si nuestra hipétesis fuera que v € A, para algin p > 17.
Tengamos presente que el Teorema 3.2.3 nos da la dependencia 6ptima en la recta para
el caso v € A;. Todo esto nos permite plantear la siguiente conjetura.

[w]a,, = =sup

Conjetura 3.2.8 Sea v € A,, p > 1, entonces existe una constante dimensional c tal
que,

IN

' My(fv)

clola, [ \F(a)loo) do.

L1 (v)

No podemos probar esta conjetura pero obtenemos el siguiente resultado usando una
descomposicion de Calderén-Zygmund adecuada y que involucra a la constante A, del
peso.

Teorema 3.2.9 Seav € A,, p > 1, existe una constante dimensional c tal que,

e

_— < c[v]a, méx{p, log(e + [v]a,)} - |f(z)|v(z) dx.

Demostracion. Podemos asumir, sin pérdida de generalidad, que f es una funcién acotada
no negativa con soporte compacto.
Como v € A, entonces Vr > p, vale que v € A,, con [v]4, < [v]a,.
Fijot > 0 y sea r > p, al cual después le daremos un valor especifico, como v € A,,
en particular v(z)dx es una medida duplicante y puedo hacer una descomposicién de
Calder6n-Zygmund de f a nivel ¢ respecto a la medida v(z)dz.

Encontramos asi una coleccién de cubos diddicos maximales {@);}, tales que para todo

jS
v(2Q);)
v(Q;)v(2Q;)
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Capitulo 3. Conjetura de Sawyer: estimaciones cuantitativas

donde la dltima desigualdad se obtiene por la proposicién 9.1.5 de [G2] y por la maxima-
lidad de los @;.

Si llamamos € := U,Q);, entonces f(z) <t en casi todo punto x € R™ \ Q. Si descom-
ponemos f como g + b, donde

U(%Qj) fQ]- f@)v(z)dr Siz e Q;

f(z) SizeR"\Q

1
(@) Jo

Usando estas definiciones, tenemos que g(x) < 2""[v]4,t en casi todo punto x € R" y que

/ b;(2)o(x)dz = 0

J

bj(w) = (f(w) f( Ju(x)d )XQJ'('T)-

Sea () un cubo diaddico, entonces Vx € @,

|Q|/f dx—|Q|/ diL‘+|Q‘/ 2)dz < M(gv) + M(bv),
M(h)(x) = sup

donde
dy| .
zeQ |Q|/ ( ) Y

Luego, si tomamos sobre el lado izquierdo el supremo sobre todos los cubos diddicos,
obtenemos que:

M(fv) < M(gv) + M(bv)
Ahora,
o({r € R : % > 1)) < o({z R : % S t/2))4

M (bv) () M (bv)(z)
Q:———=>1t/2 R*"\Q: ——~=
folfe € @ = > 4/2) 4 ol{r R\ Q:
Si usamos primero la desigualdad de Chebyshev y después el Lema 1.8.2, podemos ver
que:

>t/2}):]1+12+]3

2r/ / / T/ ! ! !
I < o M(gv) v "dx < %TT [U]TA:I[U]AM/ g  vdx
R" n
Luego, como g(x) < 2" [v]a,ty [v]a, < [v]a,, tenemos que:

/ /

CZ r! r/— C:L r! ! —
h< ool o [ gete)dn < Dol ol [ gle)ota)ds
Por 1ultimo, como tenemos la libertad de elegir » > p, tomemos

r =1+ méx{p, log(e + [v]4,)},
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3.2. Dependencia de las constantes de los pesos en el teorema de Sawyer

luego
1

méx{p, log(e + [v]4,)}

Por lo cual, ™ se comporta como max{p, log(e + [v]4,)} v [U]E{;’2 esta acotado. Ademads

r=1+

¢’ < ¢, con lo cual:
I, < % [v] 4., max{p, log(e+[v]a,)} f(x)v(z)dz + Z ; fleyv(z)de | v(Q;)
-t °° ’ g R\ 7 v(Q;) Qj ’

C,
< "
-t

[v] 4, méx{p, log(e + [v]a,)} . f(x)v(z)de.

La acotacion de I sale directamente de las propiedades de los @);:

I < v(© ZUQ]<Z/f e <5 [ fla)otads

Finalmente veamos que I3 = 0. Para ver esto, fijo z € R™\ 2, como el soporte de b esta en

(), para calcular M (bv) solo necesitamos considerar cubos cuya interseccién con 2 sea no
nula. Fijo tal @), y para cada j, Q; C Q o Q N Q; = 0. Luego, como er bj(z)v(z)dr =0,
J

i@ J, s = o Z/m =g QZCQ/ =Y

O

Teniendo en cuenta simplemente que [v]4
corolario.

< [v]a,, p > 1 se concluye el siguiente

oo

Corolario 3.2.10 Seav € A,, p > 1, existe una constante dimensional c tal que,

e

et < Oy [v]a, max{p, log(e + [v]a,)} o | f(z)|v(z) da.

Ahora, trataremos de mejorar la dependencia de la constante del peso, utilizando
constantes mas finas que fueron introducidas en [HP] y formalizadas en el trabajo de
Lerner y Moen [LM]. Para ello necesitamos probar el siguiente lema.

Lema 3.2.11 Sea v un peso en la clase A,, entonces vale la siguiente desigualdad,
[U](Ap)l/”(Aié””)l/”' <[l < [U]](JAp)l/P(A'éé”p)l/”'
Demostracion. La primera desigualdad sale directamente si tenemos presente que

[V] azzr < [v]4,,-

5
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Para obtener la segunda desigualdad, utilizaremos una consecuencia de la desigualdad de

Jensen que nos dice que:
& [ logw(z)dx 1
elarle < — | w(z)dx
Ql Jo

p—1
luego [ L fQ d([/‘)e\Q| fQ logw™ 1($)dx] Z 1 y resulta que:

(9]
(g1 J, @iy [y <

dl’ / 1 —p’ dx p— 1(6@ Jo logwil(x)d:c)pfa
|Q\ / |Q\

de donde se obtiene que

[U]p S [U]pr)l/p(Aggp)l/p,

g

El siguiente lema es una mejora del resultado de Buckley dado en [Bu] y fue probado
en [HP] (de hecho se puede encontrar una versiéon de dos pesos).

Lema 3.2.12 Sea 1 <p < oo yv € A, entonces,
M| Lr(w) < cnp’ [Ul_p](Ap/)l/p’(Ag;fp)l/p
donde ¢, solo depende de la dimension.
Este lema jugard un papel relevante en la prueba del siguiente teorema.

Teorema 3.2.13 Sea v € Ay, p > 1, existe una constante dimensional c tal que,

e

o) < cp [U](Ap)l/p(Aggp)l/p’ log(e + [U}(Ap)l/p(Aggp)l/p’)/ |f(z)|v(z) du.
L1:%° (v n

Si bien la prueba de este teorema es muy similar a la del teorema 3.2.9. Es intere-
sante detenernos en ella para ver cémo aplicamos los lemas antes mencionados y como
perdemos, por ejemplo, la posibilidad de acotar con el méaximo entre p y la constante del
peso y debemos quedarnos con el producto. Con lo cual, el teorema 3.2.9 no se obtiene
directamente de este.
Demostracion. Podemos asumir, sin pérdida de generalidad, que f es una funcién acotada
no negativa con soporte compacto.
Como v € A, entonces Vr > p, vale que v € A,, con [v]4, < [v]a,.
Fijamos t > 0 y sea r > p, al cual después le daremos un valor especifico, como v € A,,
en particular v(z)dz es una medida duplicante y puedo hacer una descomposicién de
Calderén-Zygmund de f a nivel ¢ respecto a la medida v(z)dz.
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Encontramos asi una coleccién de cubos diddicos maximales {@);}, tales que para todo

Qj:
1 'U(2QJ>
v(Q;) v(Q;)v(2Q;) Jaq

donde la ultima desigualdad se obtiene por la proposicién 9.1.5 de [G2] y por la maxima-

lidad de los @;.
Si llamamos Q := U;Q);, entonces f(z) <t en casi todo punto z € R" \ Q. Si descom-
ponemos f como g + b, donde

t< RCIOUE S <2t

fQ z)dx Siz € Q;

J

f(2) SizeR"\Q

bi(a) = (f(rv) -0 Qf(a:)v(a:)da:) o, (@)

Usando estas definiciones, tenemos que g(x) < 2™ [v]4,t en casi todo puntox € R" y que

fQ dx = 0.
Sea Q un cubo diadico, entonces Vx € (@,
.
— [ f(z)v(x)dx = / r)dr + — / z)dx < M(gv) + M(bv),
QI Jo QI QI
donde

W) = sup| o [ o)
z€Q ‘Q’
Luego, si tomamos sobre el lado izquierdo el supremo sobre todos los cubos diadicos,
obtenemos que:

M(fv) < M(gv) + M(bv)
Ahora,

v({z e R": % >t}) <v({xreR": % > t/2})+

M (bv)(x) M (bv)(x)
——— > /2 R*"\ Q: ———=
o > 2 +olfe e R QT
Si usamos primero la desigualdad de Chebyshev y después el lema 3.2.12 podemos ver

que:

+o({z e : >t/2Y) =1+ I+ I3

27’/ 1 2" r’ i i
I, < o - M(gv) o' " dx < el [v}(Ar)l/r(Aggp)l/,./ /ng vdx

/

Luego, como g(x) < 2™ [v]4,t tenemos que:

I <

r’ r'—1
B W e [ sl@ol@)da

7



Capitulo 3. Conjetura de Sawyer: estimaciones cuantitativas

Antes de definir r, como ya sabemos que es mayor a p, podemos acotar [v]4, con [v]y,
y [v] (An)L/r(ACEPyL/+ CON [v]( a/p(azryyy - Por 1dltimo, como tenemos la libertad de elegir
r > p, tomemos

r =14 méax{p, log(e + [v]a,)},

luego
, 1

r=Lt méx{p,log(e + [v]a,)}

/
Por lo cual, ™ se comporta como

méx{p, log(e + [v]4,)},

[v]’(”/A Jp(azeeysp COMO (V)4 yim(azeryis ¥ [U]Z;I estd acotado. Ademds 27 (1+7) < 22(14n)
con lo cual: o
]1 S Tn [U](Ap)l/p(Aggp)l/P’ méx{p, 10g(€ + [U]Ap>}><

X ( - f(x)v(x)dx + ZJ: (U(Q]) f(x)v(x)dx) U(Qj))

Usando el Lema 3.2.11 tenemos que:
méx{p, log(e+[v]4,)} < méx{p, plog(e+[U](Ap)l/p(Aggp)l/p’)} = plOg(e+[U](Ap)l/p(AggP)l/p’)-

Luego,

Cy
I < — [U](Ap)l/p(AgzP)l/p’ log(e + [v ]( Ap)1/P(ASZP) 1) . f(@)v(z)de

~+

La acotacién de I, sale directamente de las propiedades de los Q);:

I2<v<>ZQJ<Z/f P)de < & [ @)

Finalmente veamos que I3 = 0. Para ver esto, fijo z € R™ \ {2, como el soporte de b esta

en (2, para calcular M (bv) solo necesitamos considerar cubos cuya interseccién con €2 sea
no nula. Fijo tal @, y para cada j, @Q; C Q o @ N Q; = (. Luego, como

/ bj(z)v(x)dr =0,

J

ﬁéb(m)v(m)dx:ﬁ;émQj bj(x)v(zr)dr = — |Q| Z / =0

Q;CcQ
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3.2.3. Caso espacial de la conjetura de Sawyer para un C-Z

Por tltimo nos planteamos la siguientes preguntas: ;Qué sucede si reemplazamos la
maximal de Hardy-Littlewood por un operador de Calderén-Zygmund? ;la dependencia
tlog(t) de la constante del peso en A, se mantendrd para p > 17 Un resultado relacionado
con el problema que nos planteamos es el siguiente dado en [HP].

Teorema 3.2.14 Sea v € Ay yT un operador de Calderdon-Zygmund, entonces

HT(fv)

(

< Cololay log(e + [o]a) / l9(2)| de

n

L1,%0(v)
Este teorema mejora el dado en [LOP09b] donde ellos probaban que

e

< Cololay log(e + [ola,) / 19(2)| dz.

n

v

Ll,oo(v)

Dando respuesta a nuestros interrogantes pudimos extender este resultado para pesos
en la clase A, con p > 1 y mantener el tipo de dependencia de la constante del peso. Es
decir, probamos que vale

e

(%

o < O, [v]a, max{p, log(e + [v]a,)} - |f(@)|v(z) dx.

Para ello necesitaremos los siguientes resultados. El primero, que ya mencionamos en los
preliminares, fue probado por Hytonen en [Hy] y el segundo se encuentra en el libro de
Garcia Cuerva y Rubio de francia [GCRAF, pag.413].

Teorema 3.2.15 Sea 1 < p < oo, w un peso en A, y T un operador de Calderén-
Zygmund, entonces

. 1
max(l,pj)

1T fllow) < conpp' [w]y,

Lema 3.2.16 FEziste una constante dimensional cq tal que para todo cubo Q) y para toda
funcion f soportada en el cubo ) tal que fQ f(z)dz =0 y para w un peso, vale:

/ T () fwy)dy < c, / )| Muw(y)dy
R™\2Q Q

Ahora si estamos en condiciones de probar el siguiente teorema cuya prueba sigue las
mismas técnicas que aplicamos para el caso de la maximal de Hardy-Littlewood.

Teorema 3.2.17 Sea v € A,, p > 1, existe una constante dimensional c tal que,

[

HT(fv)

— < c[v]a, méx{p, log(e + [v]a,)} o |f(@)|v(z) de.
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Demostracion. Podemos asumir, sin pérdida de generalidad, que f es una funcién acotada
no negativa con soporte compacto.
Como v € A, entonces Vr > p, vale que v € A,, con [v]4, < [v]4,.
Fijamos t > 0 y sea r > p, al cual después le daremos un valor especifico, como v € A,,
en particular v(z)dz es una medida duplicante y puedo hacer una descomposicién de
Calderon-Zygmund de f a nivel ¢ respecto a la medida v(z)dz.

Encontramos asf una coleccién de cubos diddicos maximales {Q);}, tales que para todo

jS

T

| o(20)
@) Jo, TS 0000 e,

donde la dltima desigualdad se obtiene por la proposicién 9.1.5 de [G2] y por la maxima-

lidad de los @;. 3
Si llamamos € := U;Q; y Q := U,;20Q);, entonces f(z) <t en casi todo punto x € R™\ 2.
Si descomponemos f como g + b, donde

v(+Qj) fQj f(x)v(z)dr Siz e Q)

t <

(x)v(x)de < 2™ [v]a,t

g(x) =
f(x) Sixz e R"\
y sea b(x) = >, b;(z), con
1
bj(x) = <f(96) “0Q) o, (ﬂﬂ)v(w)dw) Xq, ().

Usando estas definiciones, tenemos que g(x) < 2""[v]4,t en casi todo punto x € R" y que

/ b;(z)v(z)dz = 0.

J

Luego,
v({x e R": —|T(1{(12)(x)| >t} <v({zreR": —|T(522)(x)| >t/2})+
+o({z e Q: EACOICH >t/2) +v({z e R"\ Q [T (b)) >t/2}) =1+ I+ I3

v(x) v(x)
Para poder acotar a I, primero usaremos la desigualdad de Chebyshev y después el Lema
3.2.15, teniendo en cuenta que como v € A, entonces v e A, con

r'—1

T a =1l

[v
Como el exponente de la constante [v]4, en el Lema 3.2.15 varia segiin sea p > 2 0 p < 2,
vamos a dividir la prueba en dos casos:

caso p > 2: En este caso tenemos 7 > 2, con lo cual 1’ < 2 y méx(1, 75) = -

r'—1

/ /

2”“ / / T ! /
L<oo [ [T(go)(@)| v(@) " de < S50 [U]ZT/ g(x)"v(z)dz,
R™ "



3.2. Dependencia de las constantes de los pesos en el teorema de Sawyer

luego, como g(x) < 2™ w|a,t y [v]a, < [v]a,tenemos que:

¢’

< S [ gapes <

como tenemos la libertad de elegir r > p > 2, tomemos

2r’(1+n)
t

,',,/

r =1+ méx{p, log(e + [v]a,)},

luego

2>7r =14 — :
méx{p,log(e + [v]a,)}

Por lo cual, 7 se comporta como méx{p, log(e + [v]4,)} ¥ [Uﬁ";*l como [v]4,.

i < 2 ol mix{p, log(e+ul,)} ( BRICECEEDY (ﬁ 5 f(:v>v(x)dx> v<@j>>

Ch )
< O s, mix{p, loae + 14} [ f@)o(a)dr
]Rn
caso p < 2: En este caso podemos tomar r = 1+ 2log(e + [v]4,) > 2 > p, con lo cual
, 1

2log(e + [v]a,)

y méax(1, 1) = -4

I

c /
< G [ gt

de donde resulta que:
< Slogle+[o]a,) [ flapo(a)de
R

La acotacién de I, sale directamente de las propiedades de los @); y teniendo en cuenta
que v(2Q) < 2[ul4,v(Q):

I < v(Q <Z (2Q;) < 2"[v Z /f x)da < 2"P[v] 4, Rnf(a:)v(x)da:

Finalmente veamos que sucede con [I3. Usaremos el Lema 3.2.16 con w = 1.

2/ / /
I; < — bv)(x)|de < — T(bv)( dm< bi(z)|v(z
05 [, T Z g, T by (@)l

por 1ltimo, usando la definicién de los b;, tenemos:

]3 < _”fU”Ll(]R”
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Capitulo 4

Decaimiento exponencial de los
conjuntos de nivel

4.1. Introduccion

Como ya se ha venido mencionando a lo largo de este trabajo, uno de los problemas
clasicos en la teoria de Calderén-Zygmund, es la de poder controlar los operadores sin-
gulares, usando operadores de tipo maximal. Un ejemplo de esto es la desigualdad de
Coifman-Fefferman, que controla los operadores de Calderén-Zygmund con el operador
maximal de Hardy-littlewood. (ver [CoF]).

Teorema 4.1.1 (Coifman-Fefferman) Para todo peso w € Ay, la siguiente desigual-
dad es vdlida:

T fllzrw) < cl| M f|| Lo w)

donde 0 < p < 00 y € = Cynyp una constante que depende de la dimension, el exponente p
y de la constante [w]a_, .

T™ es el operador integral singular maximal de T,

T" f(x) = sup [T f ()|
e>0
con T, la integral singular truncada.

Este teorema nos permite ver que el operador maximal M juega el rol de “operador
control”sobre los operadores de C-Z. Lo que complica este control es la constante ¢ = ¢, ,,
la cual en muchos casos trunca la aplicacién de dicho teorema, més atin hoy, que se busca
saber con precision cudl es la mejor dependencia respecto a py [w]a_, y en general, de él no
se obtienen acotaciones éptimas en tal sentido. La demostracion original del teorema de
Coifman-Fefferman se basa en una técnica “good-A"introducida por Burkholder y Gundy
en [BG] donde la clave es probar que valen estimaciones como la siguiente:

Hx € R" : T f(x) > 2\, M f(z) <A} < ey[{z e R" : T"(x) > A} (4.1)

para todo A > 0 y para v > 0 suficientemente pequena.
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La idea principal de la prueba de (4.1) es localizar usando los cubos de Whitney los
conjuntos de nivel {x € R" : T*f(x) > A}. Entonces el problema se reduce al estudio de
estimaciones locales de la forma:

Hz € Q: T f(x) > 2\, Mf(z) <A} < v[Q) (4.2)

donde () es un cubo de la descomposiciéon de Whitney y f esta soportada en Q). Luego,
por métodos clasicos, la desigualdad en norma con pesos para 1"y M se pueden obtener.

En el trabajo [O-CPR13] se hace foco en el comportamiento de 7. De hecho, la de-
sigualdad (4.2) tampoco es buena ya que la constante ¢ = ¢, ;, que se obtiene en el teorema
de Coifman-Fefferman tampoco es éptima ni respecto de la dependencia de la constante
del peso w, ni respecto de p. (Bagby y Kurtz [BK2])

En busca de dependencias éptimas de la constante A, de un peso para la norma de
un operador integral singular, Buckley mejora la desigualdad good-\ (4.2) obteniendo un
decaimiento exponencial local en ~:

{z € Q:T"f(z) > 2\ Mf(z) < YA} < ce™/7|Q) (4.3)

La prueba de Buckley usa desigualdades clésicas dadas por Hunt para la funcién
conjugada, las cuales fueron inspiradas en un resultado de Carleson [Cal.

El decaimiento exponencial (4.3) es muy interesante en si mismo pero es que ademés
es muy util en las aplicaciones. Por ejemplo ha sido un elemento muy importante a la
hora de probar estimaciones éptimas para la clase de pesos A; en los trabajos [LOPOS] y
[LOP09b] que ya se mencionaron en el Capitulo 2.

Otro resultado diferente, que mejora la desigualdad (4.3), fue dada por Karagulyan en
[K]:

{z € Q:T"f(z) > tMf(2)}| < ce™™|Q)] (4.4)

Si bien la prueba de Karagulyan es muy interesante en si misma, no esta claro que se
pueda extender a otros pares de operadores. En busca de esa extension, se da una nueva
prueba en el trabajo [O-CPR13] de Ortiz-Caraballo, Pérez y Rela, que permite extender
la desigualdad a otros casos. Para ser méas precisos, si consideramos un par de operadores
Ty y T, y un cubo fijo @, la funcién conjunto de nivel

o) = rlle € QTS @] > T @] >0

donde f puede ser una funcién escalar o una funcién n-vectorial, o bien 7} podria ser un
operador vectorial; en cualquiera de los casos el soporte de la funcion esta en el cubo Q.

Los autores probaron estimaciones optimas del decaimiento de ¢(t) para diferentes
pares 17 y T, incluyendo el caso de operadores de Calderén-Zygmund, extensiéon a va-
lores vectoriales de la funcion maximal u operadores de C-Z, conmutadores de integrales
singulares con funciones en BMO y conmutadores de orden superior. También obtuvieron
resultados para funciones cuadrado continuas, cuadrado diddicas y para operadores de
C-Z multilineales.

Vale aclarar que el decaimiento que obtuvieron depende del operador involucrado en
cada caso. Los resultados dados en [O-CPR13] son los siguientes:
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Teorema 4.1.2 (Operadores de C-Z) Sea T un operador de Calderdn-Zygmund con
su operador integral singular mazimal T*. Sea @ un cubo y sea f € LI(R™) tal que
Sop(f) C Q. Entonces ezisten constantes ¢ y co > 0 tal que

{z e Q:[T"f(x)] > tMf(2)}| < cie™|Q], ¢ >0.

Teorema 4.1.3 (Operadores multilineales de C-Z) Sea T un operador m-lineal de
C-Z. Sea Q) un cubo y f una funcion de m- vectorial, donde f; € L°(R™) tal que Sop(f;) C
Q@ para todo 1 < j < m. Entonces existen constantes ¢y y co > 0 tal que

{z € Q:|Tf(x)| > tMf} < cre™'|Q], > 0.

Teorema 4.1.4 (Extensién a valores vectoriales de T') Sea 1 < ¢ < o0 y sea T, la
extension a valores vectoriales de T, donde T es un operador de C-Z. Entonces existen
constantes ¢y y ¢y tal que para todo cubo Q y para toda funcion vectorial f = {f;}52, con

sop(f;) € Q:
{z € Q:|Tof ()| > tM(fly) (@)} < cr e”'|Q] > 0.

Teorema 4.1.5 (Extensién a valores vectoriales de M) Sean 1 < ¢ < o0, Mq la
extension a valores vectoriales de M. Existen constantes ¢y y co positivas tales que para
todo cubo Q y para toda funcion vector f = {f;}32, con sop(f;) C Q:

{z € Q: IMyf ()] > tM(Ifl)(@)} < cr e™®"|Q] ¢ >0.

Teorema 4.1.6 (Funciones cuadrado Littlewood-Paley) Sean S la funcion cuadra-
do diddica y g;, la funcion cuadrado de Littlewood-Paley continua, con p > 3. Sean Q un
cubo y f € LX(R™) tal que el sop(f) C Q. Entonces ezisten constantes positivas ¢; y o
tales que

{zeQ:Sf(x) >tMf(x)} < e e=|Q ¢>0.

{zr€Q:1g.f(@)] > tMf(@)}| < cre =0 |Q t>0.

Teorema 4.1.7 (Conmutador para Operadores de C-Z) Sean T un operador de Cal-
derén-Zygmund y b € BMO. Si f es una funcion tal que el sop(f) C Q, entonces existen
constantes positivas ¢y y co tales que

cot

(o€ QLTI > M@ <o e (mia) Q1> 0.

De manera similar,

cot )1/(k+1)

(o€ Q: [TFf(x)] > tM*f(2)}] < &1 ¢ (WTEiio Ql t>0.

Resumiendo, los resultados probados en [O-CPR13] son los siguientes.
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Capitulo 4. Decaimiento exponencial de los conjuntos de nivel

T1 T2 (,D(t)
Funcién maximal vectorial .
M() 1< M(Hq) € g
0(), q < o0
Funcién cuadrado diddica M e—et’
Funcién cuadrado continuo v t?
g 1 <p<oo
Operador de C-Z T M et
Maximal multilineal
Operador de C-Z Multilineal T’ — /\rjlm s e~
Extension vectorial .
T() 1< M(Hq) € !
(), g < oo
Conmutador [b, T)] M?=MoM e~ Vet
MY =Mo..oM B
Conmutador de orden superior T}* ) O, ° e~ ()
(k + 1 términos)

Si bien en [O-CPR13| se dan dos pruebas diferentes, nosotros nos inspiramos en la
segunda prueba, la que les permite obtener el resultado para conmutadores, para obtener
el decaimiento para otros pares de operadores que ellos no prueban y ademas probamos un
decaimiento exponencial respecto de t pero con una funcién de conjunto de nivel pesada:

pult) = w{z € Q: [Tuf(x)| > tT2f(2)]}) t>0

1
w(Q)
donde w es un peso en la clase A,, de Muckenhoupt. Concretamente, probaremos lo
siguiente:

T1 T2 Pw (t)
Funcién maximal vectorial —ct?
o M(,) i
M,),1<¢g< ]
—ct
Funcién cuadrado diadica M el
Funcién cuadrado continuo —ct?
M e[w]Aoo
g, 1 <p<oo
—ct
Operador de C-Z T M elas
Maximal multilineal —ct
Operador de C-Z Multilineal T’ M elac
Extension vectorial —ct
T M(].[q) el
T,.),1<g<o0 _
_ ct
Conmutador [b, T M?*=MoM e [l
T
MHY=Mo..oM | _(F1
Conmutador de orden superior T} .. e Mas
(k + 1términos)
—ct
Integral fraccionaria [, M, elas
_ eVt
Conmutador fraccionario [b, I,] M, 5 e M
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4.2. Decaimiento de la integral fraccionaria

Siguiendo las lineas del trabajo de Ortiz Carballo, Pérez y Rela, probaremos el decai-
miento de la funcién conjunto de nivel cuando los operadores involucrados son la integral
fraccionaria I, y su operador “control”, la maximal fraccionaria M,. Para ello debemos
probar primero algunos resultados que son los “ingredientes”necesarios para probar luego
el decaimiento buscado. Para ser més precisos, nuestro objetivo sera obtener un decai-
miento exponencial respecto de ¢ de la funcion

p(t) = |\{:U€Q (o f(2)| > t{Maf(2)|}] >0

@

El siguiente lema es el algoritmo de Rubio de Francia, en la versién dada en [LOP09a]
por Lerner, Ombrosi y Pérez que mencionamos en el Capitulo 2 (Lema 2.2.3) en forma
mas general.

Lema 4.2.1 Sea M el operador mazimal de Hardy-Littlewood y sea 1 < r < 00. Si
definimos el operador R : L"(R") — L"(R"™) como:

< 1 Mk
Z_’“ 1M gy
para cada h € L™(R™). Resulta que R verifica
1. h < R(h);
2. 1R | r @y < 20[Rl|rmy;
3. Para toda funcién no negativa h € L"(R™), tenemos que R(h) € Ay con

[R(R)]a, <2[|M|Lr@ny < cpr’.

Antes de dar el siguiente teorema, conocido como la férmula de Lerner (ver[Lel0]), re-
cordemos que si fijo un cubo @, D(Qy) denota todos los subcubos diddicos respecto del
cubo Q. Ademas, si @ € D(Qo) v Q # Qo, Q es el cubo diadico antecesor de @, es decir,
es el tnico cubo en la familia D(Qy) que contiene a Q y tal que |Q| = 2"|Q)|.

Teorema 4.2.2 Sea f una funcion medible en R™ y sea Qg un cubo. Existe una coleccion
de cubos {Qf}]k € D(Qu), posiblemente vacia, para la cual

(1) Para casi todo = € Qo,

|f(x) = m(Qo)| < 4mY 0 f (@ +4ZZW1/2R+2 2)Xqr (@); (4.5)

(1) Para cada k, los cubos Q’? son disjuntos dos a dos;

() Si Q. = U, QJ, entonces Q1 C Qp;
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Capitulo 4. Decaimiento exponencial de los conjuntos de nivel

(1v) [Qur1 U QF| < 51Q51-

Mencionamos que otra familia de cubos satisfaciendo propiedades muy similares fueron
definidas y usadas en el tercer captitulo en la seccién 2.4. De hecho la siguiente propiedad
juega un papel crucial: si definimos para cada j, k el conjunto E]k = Qf \ Q11, tenemos
que {Ej’“} es una familia de subconjuntos disjuntos dos a dos que ademas satisface,

|Q¥| < 2|E¥|, (4.6)

El siguiente resultado, que se puede ver en [O-CPR13], se prueba utilizando el teorema
anterior y nos sera de mucha utilidad para probar el decaimiento de la funcién conjunto
de nivel.

Corolario 4.2.3 Sea f una funcién medible tal que Sop(f) C @, donde @ es un cubo
fijo. Si0 < <1 y suponiendo que w es un peso en la clase A,. Entonces tenemos que,

1f = mp(Q)ll i) < e2w]a, lmd (£l we (4.7)

Demostracion. Usando el Teorema 4.2.2 y la desigualdad (1.17), se tiene que

(@) = mp(Q)] < emi (f)(x) + ngjmf(f)xQ§(w)-

k/l?j ]

Luego, tomando normas,

1 () = mp( Q) 2wy < ellmf (Hllriwe) + CZ/Qk if mf (f)(x)w(x)dz.
k,j J

@

Podemos usar la propiedad de los pesos que estan en la clase A,, cuando () es un cubo y
E es un subconjunto medible de Q:

w(@ < (1) fwla,u(e)

Luego, teniendo en cuenta que la familia {Ejk} satisface (4.6), vale que

w(Q5) < 2%[w]a,w(E});

Si aplicamos esto a cada término de la suma, obtenemos

/Q f m¥ (f)(x)w(r)de < 2w]a, 1’11kf mf(f)w(Ef)

k Qf Q;
Finalmente, como los {Ejk} son disjuntos dos a dos, resulta que
1 = mp @l < 2 ula, lmf ()i
Ul

Para poder usar el resultado anterior, vamos a necesitar probar el siguiente lema que
permite mayorar el valor medio de la integral fraccionaria sobre un cubo @), con la maximal
fraccionaria para todo punto x perteneciente a dicho cubo.
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4.2. Decaimiento de la integral fraccionaria

Lema 4.2.4 Sean I, y M, la integral fraccionaria y la maximal fraccionaria respectiva-
mente, Q) un cubo fijo y sea f una funcion medible tal que Sop(f) C Q. Entonces para
todo x € Q)

mlaf(Q) < Maf(x)

Demostracion. Teniendo en cuenta la siguiente desigualdad para 0 < ¢ < p, que se puede
encontrar en [G1] (que muchas veces es referida como de Cotlar-Kolmogorov),

1/p
(|Q| / |f|p> S CpqufHquoo(Q’%)

y usando la desigualdad (1.19), tenemos que

m < ||, n o
Ia ( ) H fHLn o’ (Q7%)

= su o€ Q: |Lf()] >t} ™
oy {t< Q] ) }

= asup{tl{er L f(@)] > 3] |

e

(fXQ) | L%*‘X’(Rn)

1
< L,
ST |

< orzlile
< M f(2),

donde las tltimas desigualdades salen de la desigualdad en norma débil (1, -"-) que
verifica el operador integral fraccionario y de la definiciéon de la maximal fraccionaria.

O

El siguiente teorema nos dara una desigualdad de tipo “Coifman-Fefferman local”entre
el operador integral fraccionario y la maximal fraccionaria. Este teorema sera ingrediente
fundamental para probar el teorema de decaimiento.

Teorema 4.2.5 Sea w un peso en la clase A, de Muckenhoupt, con 1 < g < 00. Sea Q)
un cubo fijo y f una funcion tal que Sop(f) C Q. Entonces

”]afHLl(w,Q) < Cn,a[w]Aq”MafHLl(w,Q)

donde ¢, o solo depende de o y de la dimension.
Demostracion.

Hafllorwe) < Mok = mi, (@)l 21w + 171 (@) |t w.c2)-

Usaremos el Corolario 4.2.3, tenemos

Mo f = 1m0, ()12 w0) < clwla Imf Taf)llrwq) < clw /ma (Lo f)w(z)dz,
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como mff < cyM7# f para 0 < A < 1, podemos usar la desigualdad (1.23) de donde
resulta que

Hof = mi s (@)l we) < clwla[|MafllLiwe):

Con esta acotacion y el Lema 4.2.4, tenemos probado el teorema.
0

En [Pe90], prob6 que la maximal fraccionaria era un peso en la clase A; de Mucken-
houpt. Més atn, lo que se probo en ese trabajo es el siguiente lema.

Lema 4.2.6 Sean 0 < o <n y 0 < v < - 5i p es una medida Borel positiva con
Mup(z) < oo en casi todo punto x € R", entonces la funcion (Mypu(x))Y es un peso Ay
con constante que depende de v, a y la dimension.

Teniendo en cuento todo lo antes mencionado, estamos en condiciones de probar el
decaimiento de la funcién conjunto de nivel cuando los operadores involucrados son la
integral fraccionaria y la maximal fraccionaria.

Teorema 4.2.7 Sea 0 < a < n, I, el operador integral fraccionario, entonces:

{o € Q: [Lf(@)| > tIMuf(@)I} < Q)

donde d depende de o y de la dimension.

Demostracion. Dado p > 1 se verifica que:

| 1 (| Lf(x) "
{z € Q: |1af(2)] > tMaf(2)]}] < t_p/Q ’Maf(x)
L Lf |
|| My f LP(Q)
1 Iocf(w) !

h(z)dz |

= — sup
&\ Il =1 o Muf(x)

donde el supremo se toma sobre todas las funciones i no negativa tal que ||k o) = 1.
Luego utilizando el Lema 4.2.1, resulta que:

Lof(x)
Q Maf(x)

ha)de < /Q I f(2)(Ma f ()~ R(h)(z)da

como R(h) € Ay y (Myf)™t = (M,f)'2 resulta que R(h)(M,f)'™2 € A, puesto que
M, f € Ay (por lema 4.2.6). Ademds,

[R(R)(Maf) ay < [R(A)]a, [Maf1%!
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4.8. Decaimiento del conmutador fraccionario

Luego, usando el Teorema 4.2.5 y teniendo en cuenta que [M,, f]2A_11 < Cpa

/Q L f(2) (Mo f(2)) " R(R) (2)dx < CIR(W) (Mo f) "], /Q M, () (M, £ (2)) R(B) (z)dz

— CIR() (Mo f) /Q R(h)(x)dz
< CIR(W) . [Ma fT5 QI

< Coap Q[
Ahora, como tenfamos libertad sobre p, si lo elegimos de forma tal que e™! = @ resulta
que:
1
{2z € @:[Laf(z)] > t{Maf(z)|}] < t—p(Cn,aplQll/”)p
— efdt’Q"
con d dependiendo de o y de la dimensién. O

4.3. Decaimiento del conmutador fraccionario

Siguiendo el mismo esquema que en la seccién anterior, vamos a probar los ingredientes
necesarios para poder obtener un decaimiento de tipo exponencial, en este caso, para el
conmutador fraccionario. Antes de introducir la definicion del conmutador fraccionario,
daremos algunas definiciones y propiedades basicas que necesitaremos méas adelante.

Definicién 4.3.1 Sea f una funcion localmente integrable en R™,
1
1fllBvo =sup = [ [f(z) = fqldz,
e 1QlJq

donde el supremo se toma sobre todos los cubos () en R™.

La funcién f se dice que tiene oscilacién media acotada si || f|| pmo < oo y BMO(R™) es el
conjunto de todas las funciones f localmente integrables en R" que tienen || f||py0 < oc.

Una observacién importante es que ||.||gapo no es una norma. El problema es que si
| fllBao = 0 no implica que la funcién f = 0, sin embargo si se puede ver que f tiene
que ser constante. Si se verifica que ||f + gllzmo < ||fllBmo + llgllBro v [N fllBro =
M £l Baro, para A € C.

Proposicién 4.3.2 Algunas propiedades basicas del espacio BMO(R™) son:
1. Si||fllsmo = 0, entonces f es constante en casi todo punto x € R™.

2. L=®(R") estd contenido en BMO(R") y || fllsymo < 2 f]|zee-
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3. Supongamos que eziste una constante A > 0 tal que para todo cubo Q) en R™ existe
una constante cg tal que

sup /|f — coldx < A.
Q 4

Entonces f € BMO(R™) y || fllsmo < 2A.

4. Para toda f localmente integrable, tenemos

a0 < sup@mf / (@) — cqldz < Il zaro-

5.8 f € BMOR") y h € R", entonces T"(f), definida como 7"(f) = f(x — h),
estd también en BMO(R™) y

17" (Pllsaro = I £l zaro- (4.8)

6. Sea f € BMO(R™) y X\ > 0, entonces la funcion 5*(f), definida como 6*(f)(x) =
f(Az), estd en BMO(R™) y

16° () Bazo = 1 f1 Baro- (4.9)

Definicién 4.3.3 Sea 0 < o < n, I, el operador integral fraccionario, definimos el con-
mutador fraccionario como

f(y)

L 1f@) = )L (@) = 10)(e) = | o) = b)) L

donde b € BMO.

Como b € LP(K) para todo p > 1 y K compacto, esta integral converge para toda
f € C.(R™).
El conmutador fraccionario [b,I,] fue introducido por Chanillo (ver [Cha]) quien
1 «

probé que para todo 1 < p < n/a, X l-1_g

b, I,] : LP(R") — LI(R"™)
Observe que esta desigualdad en norma la satisface también la integral fraccionaria I,,.

Sin embargo, si bien vale que

_n_
—a

wer > al<c (7 [ 1wla)

cuando tomamos f(x) = x11(®) ¥ b(x) = log(1+2)X(1,00) S¢ puede ver que el conmutador
fraccionario [b, I,] no es de tipo débil (1, -"-). Lo que si verifica es el siguiente teorema
que es una versién en el contexto fraccionario del trabajo [Pe95b].
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4.8. Decaimiento del conmutador fraccionario

Teorema 4.3.4 Dado 0 < o < n y dada una funcion b € BMO, si B(t) =tlog(e +t) y
Y(t) = [tlog(e + t*/™)]"/ ("= Entonces existe una constante C tal que

e L@l >t <o ([ B(Blawo ) ar). @0

Ademds, este resultado es dptimo: si (4.10) vale cuando reemplazamos ¥ por una funcion
creciente 1y, entonces existen constantes positiva vy y K tal que ¥(t/v) < Kio(t), t > 0.

Tengamos presente que tanto B como @ son submultiplicativas. Para mas informacion
sobre el conmutador se puede ver el trabajo de Cruz-Uribe y Fiorenza ([C-UFi03]) donde
se prueba también el siguiente teorema.

Teorema 4.3.5 Sean B(t) = tlog(e+1), 0 < a < n, b € BMO y f una funcién no
negativa, existe una constante C tal que para todo x:

M#([b, ) f(2)) < Clbllparo(Laf(x) + Mapf(x)).

Dada una funcién de Young B, por la definicién 1.7.5, sabemos que la funcién de Young
complementaria B se define como:

B(t) = sup{st — B(s)}, t>0.

s>0

Recuerde también que, como vimos en los preliminares, B y B satisfacen la siguiente
desigualdad: t < B—1(t)B~1(t) < 2t.

La siguiente es una generalizacion de la desigualdad de Holder para espacios de Orlicz
dada por O’Neil en [ONG5].

Lema 4.3.6 Dada una funcion de Young B, entonces para toda funciones f y g y para
todo cubo @,

1
1 / [fgldz < 2| flzellgllze
Q| Jo

Mas general, st A, B y C son funciones de Young tales que para todo t > 0 se verifica
que:
B7H(H)CTH(t) < ATH(1),

Entonces,
1f9llae < 2 fllBellglce-

Si nosotros elegimos ¢ = 1 en el Lema 4.3.6, inmediatamente se tiene que para toda
funcién de Young B, a, 0 < a<nyz € R™

Mof(@) < CManf(2), (4.11)

donde M, p es la maximal fraccionaria para espacios de Orlicz que ya definimos antes,
para una funcion de Young B, como

Mo 5 = sup |Q*"|| fll .o
Q>z
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Capitulo 4. Decaimiento exponencial de los conjuntos de nivel

Como es de esperar, el operador que toma el rol de “operador control”sobre el conmutador
fraccionario es la maximal fraccionaria para espacios de Orlicz antes definida. Teniendo
en cuenta que este operador jugard el rol de operador control, necesitamos entonces que
M, p sea un peso A;. Es decir, queremos ver que para casi todo punto x € R"

M(Mapf)(x) < Mapf(x)

Esta desigualdad se puede encontrar en el Libro de Cruz-Uribe, Martell y Pérez [C-UMP11].
Para ser mas precisos, ellos probaron el siguiente teorema.

B(t)

nja €S CUASi-

Teorema 4.3.7 Dado o, 0 < a < n, sea B una funcion de Young tal que

decreciente y ﬁ(fi — 0 cuando t — oo. Si Ir € [1,n/«) tal que Ei(f) es cuasi-creciente,
entonces (Mq pf)° € Ay para todo 0 < s < -, La constante A, depende solo de B, s y

n.

Observemos ahora que B(t) = tlog(e + t) verifica el teorema anterior con r = 1. Luego

(Mo, f)* € Ap para todo s € (0, ~"—). Por esta razon se verifica el siguiente corolario:

n—

Corolario 4.3.8 Sean 0 < a < n y B(t) = tlog(e + t) una funcion de Young. Entonces
M, gf es un peso en la clase Ay cuya constante no depende de f. Es decir,

[Ma,Bf]A1 g aBn-
para toda funcion f.

Ahora que hemos probado que el operador control es un peso en la clase A; de Mucken-
houpt, nos restaria probar que vale una desigualdad de tipo “Coifman-Fefferman local”.
En busca de ello, probemos primero siguiente teorema.

Teorema 4.3.9 Sean [b, 1,] y M, p el conmutador fraccionario y la mazimal fraccionaria
como los definimos anteriormente. Si ) es un cubo, entonces para todo x € ()

mp,1.1£(Q) < cnallbllBrroMa,p f(2).

Demostracion. Por la desigualdad (1.19) sabemos que

1
m[b,[ﬂf(@) S TAl [ba Ia]f(x) dl’,
Ql Jq
con lo cual bastaria con ver que
1
01 L 1170 d < palllasioMa e (o), (112
Q

Dividiremos la demostracién en tres casos.
Caso 1: Veamos que vale (4.12) cuando @) es un cubo centrado en el origen con |@Q| = 1.
En tal caso veremos que vale

TaLWMﬂ@WS%NWwﬂNM- (4.13)
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4.8. Decaimiento del conmutador fraccionario

Para ello usaremos la desigualdad (4.10) y la submultiplicatividad de B y 1.

2+
@

:1+/m&5mer4m@y@n>ﬂmt

< 1+/loo 5t (/QB (HbHBMO@> dw) dt
<1 u(B(tlo) [ or e (8(1)) aew ([ B ).

Como B (%) <2/ty (%) o~ (%)n/(nfa) para t > 1, entonces

/OO St (B (1)> dt ~ Cp
. t

Ademés, por homogeneidad, podemos suponer que ||b||pmo = 1y que || f]so = 1. Con
lo cual, ¥(B([[b]|pro)) < C'y

1
/QB(f)dx:@/QB(f)dxgl.

Luego tenemos que cuando @) estd centrado en el origen y |Q] = 1, la desigualdad (4.13)
es valida.

ﬁ /Q[b, L] f(x) do = /000 N {z € Q: |[b, L] f(z)| > t}| dt

Caso 2: Veamos que vale (4.12) para cualquier cubo @) centrado en el origen.

Si @ es un cubo centrado en el origen, llamaremos Qo = {y € R" : ly € @}, donde
I =1(Q). Se puede ver facilmente que () es un cubo centrado en el origen con |Qy| = 1.

1 1 1
10| /Q[b, I f(x)dr = 7100l /Q[b, L) f(x)dx = 0l . b, L, f(12)dz,

haciendo el cambio de variable z = [z. Pero ademas,

0.1:1102) = [ (000) - 02 L (v)

n |lz — y|n—e

filw/1)
=T — g/

donde bj(w) = lw y fi(w) = lw. Haciendo el cambio de variable y = [t, tenemos que

[0, 1] f(Iz) = 1°[bi, L] fi(2),

dy= [ (/) = () .

con lo cual resulta que

1

@/Q[b, L) f(x)dx =

lOt
|Q0‘ Qo
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Capitulo 4. Decaimiento exponencial de los conjuntos de nivel

y como Qg es un cubo centrado en el origen con |@Q| = 1, resulta que

|Q|/bl (2)dz < can| Q|| £ill 500

por ﬁltimo, CcCOomo HblHBMO = HbHBMO y

. 1
| fill B.g, = If{A >0 —/
‘ Qo

B
_q L (2)) dz
—1nf{)\>0.‘ |/QB< )\) l <1}
= llz.e:

vale (4.12) para cualquier cubo centrado en el origen.
Caso 3: Veamos que (4.12) vale para cualquier cubo (). Sea x¢ el centro del cubo @,
entonces Q' ={y € R": (y +2¢) € Q} es un cubo centrado en el origen.

1
|Q\/“ Jdr =157 ), leld (= o) dz,

haciendo el cambio de variable x = z 4 zg. Ahora,
f)

|z + 29 —y|"@

_ /n(b(t—i—xQ) bz +xQ))% d

b1z + a0) = [ (by) = bz + 1)

I

haciendo el cambio ¢ = y — zg. Pero entonces,

b, L] f(z + xq) = [17°2(b), L]~ (f)(2),
donde 7779 (h)(z) = h(z + xg). Con lo cual,

1Ql / [0, 1] f(z) dz < ¢, ~= @) l*[IT7*2(f) B

(fx+:c@) d}
— fnf{A >0 /( )d}

= [Ifllz.e;

resulta que (4.12) vale para cualquier cubo Q.

Por tltimo, como ||77%2(b)||ymo = ||bl|Byo v

|77 (f)|IB.g = Inf{\ >0 :
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4.8. Decaimiento del conmutador fraccionario

Teorema 4.3.10 Sea 0 < o < n, I, el operador integral fraccionario, w € A,, B(t) =
t.log(e +t) y b € BMO. Entonces:

I, L] fllz2w@) < Clwla, lbllparol| Mas fll Lt w.@)

Demostracion.

116, Tl fll Lt w,) < N1B, Lol f — M, ra) s (@) 21 (w,) + 170,117 (@) | 21 (0,) -

Por el corolario 4.2.3 sabemos que

1B, I f = o105 (@)l 21wy < clw]a, mE ([0, L) )|l 1w,

luego como mff < exM# f para 0 < A < 1, podemos usar el Teorema 4.3.5 de donde
resulta que

1B, el f = 106,10 (@) |21 (w.0) < Clwla IMF([b, I )l L1 (w.)
< Clwla, |16l Brolllaf + Mas fll w0
= Clwla,llbllBreo (Hafllrrwe) + 1Mo fllrwe))

Ahora podemos usar el Lema 2.2.5 y la desigualdad (4.11), de donde surge que

116, L) f = My, 115 (@) 11 w.0) < Clwla, bl saro (C'w]a |Mafll Lt w.@) + Mo fllLrwq)
< Clwli, Il sasroll Ma,s fll 2 (w.) -

Con este resultado y el que se obtuvo en el Teorema 4.3.9 tenemos probado el teorema.
O

Ahora si estamos en condiciones de probar el resultado central de esta seccion que nos
da el decaimiento de la funcién conjunto de nivel cuando los operadores involucrados son
el conmutador fraccionario y la maximal fraccionaria para espacios de Orlicz.

Teorema 4.3.11 Sean I, y M, p el operador integral fraccionario y el operador mazimal
fraccionario para espacios de Orlicz respectivamente, donde B(t) = tlog(e + t) es una
funcion de Young, b€ BMO y 0 < o < n. Resulta entonces que:

d

a,B,n

_12\/1E
{o € Q1 |Ib Ll f(2)] > Mapf(2)[}] < e Mo |Q].

Demostracion. Dado p > 1 se verifica que:

|@6Q4m]<n>ﬂmwf|ﬁ_w/] LA g,
b, LIf "
tp a,Bf LP(Q)
_ ! sup /—[b’la]f(x)h(x)d:v :
il =1 J@ Mapf(2)
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Capitulo 4. Decaimiento exponencial de los conjuntos de nivel

donde el supremo se toma sobre todas las funciones h no negativa tal que ||A|| '@ = L.
Utilizando la versién del Algoritmo de Rubio de Francia enunciada en el Teorema 4.2.1,
resulta que existe R(h) (un operador sublineal) que verifica las siguientes condiciones,
para toda h € L? (Q),

1. h < R(h)
2. [R(W)| 1w ) < 1l g
3. R(h) € Ay con [R(h)]a, < cup
De aqui y teniendo en cuenta que M, gf € A; (Corolario 4.3.8), resulta que:
[R(h)(Ma,5f) ™" 4, = [R(h)(Ma,pf)' ], < [R(W)]a, [Map I3 < cab aa,p -

Teniendo en cuenta lo antes mencionado, podemos utilizar el teorema 4.3.10 de la siguiente
manera;

[ S i < | 1) )0 ) RO
< O[R(h)(Ma,Bf>_1]?42“b”BMO/QMme(:L‘)(Ma’Bf(x))—lR(h)(x)dx

gcwgwfwmmémmww

< 2C(p Cryo8lbl Har0)2QIV2.

Por lo tanto,

L A
o € Q: I LIF ()] > Mo f(@)]}] < (pc ’ ’flUQ"BMO) Ql.

1/2
R [ v

2
eligiendo p tal que e~ = (T) , resulta que:

d

a,B,n
1/2

- Vi
o€ Qb L)f (@) > Mo s f@)}H < e o |Q).

4.4. Decaimiento de tipo exponencial con pesos

Siguiendo el trabajo de Ortiz-Carballo, Pérez y Rela [O-CPR13| y viendo la utilidad
de estudiar el comportamiento de la funcién conjunto de nivel para los distintos pares de
operadores, nos preguntamos jcémo seria el decaimiento de los mismos conjuntos de nivel
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4.4. Decaimiento de tipo exponencial con pesos

que ellos estudiaron pero poniéndole un peso w € A.?. Més concretamente, podremos
conservar el decaimiento exponencial cuando reemplazamos tomar la medida de Lebesgue
del conjunto por

w(fz € Q - [Tuf(x)] > t|T2f (2)]}),

donde w es un peso en la clase Ay, = Up>1A4, de Muckenhoupt. Mds ain ;jcémo se
verd reflejada la constante [w]4,, en ese decaimiento?.
Si bien podiamos tratar de probarlo para cada cada en particular, tratamos de obtener
un resultado general que se pueda aplicar a todos los casos.
Dado un cubo @ y sea E un subconjunto de Q). En [W08] (pég. 45) se probd que dado
A >0,
|E| I w(s) _ 242w 4 LM
Q| w(Q) A
donde la [w]4,, es la constante de Fujii-Wilson que hemos mencionado en los capitulos
anteriores. Usando este resultado podriamos obtener un decaimiento de tipo lineal, con
lo cual no tendriamos el decaimiento exponencial buscado. Tratando de mejorar este
resultado para poder aplicarlo a nuestros conjunto y usando resultados 6ptimos que se
conocen actualmente pudimos obtener el siguiente lema.

implica

Lema 4.4.1 Dado un cubo Q y sea E un subconjunto de Q. Siw un peso en Ay, entonces:

w22 () e

Demostracion. Para la demostraciéon utilizaremos la version 6ptima de la desigualdad de
Hoélder al revés dada en [HP]. La cual dice que si w € A y sea r(w) := 14+ ——, donde

[w]
¢, es una constante dimensional, entonces:

1 1/r(w) 1
(mﬂ/Qwr(w)(az)dx) < 2@ w(z)dz.

Ademas, se puede ver que r(w)’ & [w] 4, . Teniendo en cuenta lo antes mencionado, resulta:

1/r(w)
w(E) = /E w(z)dz < | BV Q] “”( ! / W) (2 )dx)

Q|
|E| ) 1/r(w)’
<2 w(@),
<|Q |
donde la primer desigualdad sale de hacer Holder con r(w) y r(w)" y teniendo en cuenta
que [, w(z)dr = fQ Xe(z)w(x)dr pues £ C Q. O

Observemos que este resultado vale para cualquier subconjunto del cubo @, con lo
cual podemos generalizar todos los resultados que teniamos para los distintos pares de
operadores (17, T53) que fueron mencionados en [O-CPR13] y los que nosotros probamos.
Concretamente, resultan validos los siguientes Corolarios:
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Capitulo 4. Decaimiento exponencial de los conjuntos de nivel

Corolario 4.4.2 (Operadores de C-Z) Sea T un operador de Calderdn-Zygmund y sea
T* el operador integral mazimal singular. Si Q es un cubo y sea f € LX(R™) tal que
sop(f) € Q. Entonces hay constantes c1, co tal que para todo w € Ay :

—cat

w{r e QT f(x)] > tMf(x)}) < ¢y e w(Q) t>0.

Corolario 4.4.3 (Operadores multilineales de C-Z) Sea T un operador de Calderdn-
Zygmund m-lineal. Sea @ un cubo y f el vector de m funciones f; € L(R™) tal que
sop(f;) € Q para todo 1 < j < m. Sea w un peso en A, existen ¢ y ca constantes tal
que:

- — —cgt

w{z € Q: |Tf(z)| >tMf(2)}) < erew(Q) t>0.

Dado un operador T' y 0 < ¢ < oo definido como una extensién vector—valorado Tq
como

[e.9]

1/q
Tof(x) = (Z |Tfj(f6)|q> = [T'f(@)lq,

j=1

donde f = {f;}52, es una funcién vectorial.

Corolario 4.4.4 (Extensién a valores vectoriales) Sea 1 < ¢ < oo y sea T, la ex-
tension a valores vectoriales de T, donde T es un operador de C-Z. Sea w € A, en-
tonces existen constantes ¢1 y co tal que para todo cubo Q) y para toda funcion vectorial

f=A1i}520 con sop(f) € Q:

—cat

w({z € Q: [Tof(z)| > tM(|fly)(2)}) < 1 eMaxw(Q) ¢ > 0.

Corolario 4.4.5 Sean1 < g < oo, Wq la extension a valores vectoriales de M yw € Ay
Ezisten constantes ¢ y co positivas tales que para todo cubo Q) y para toda funcion vector

f={1;}521 con sop(f;) C Q:

—cot

w{z € Q: [M,f(z)] > tM(|f|,)(x)}) < e eMrxw(Q) ¢ >0.

Corolario 4.4.6 (Funciones cuadrado Littlewood-Paley) Sean S la funcién cua-
drado diddica y gy, la funcién cuadrado de Littlewood-Paley continua, con p > 3. Sean
w € As, Q un cubo y f € L°(R™) tal que el sop(f) C Q. Entonces existen constantes
positivas ¢y y co tales que:

7(;21‘2

w{z e @ :Sf(x) >tMf(x)}) <c ecw(@Q) t>0.

762t2

w({z € Q: g, f(x)| > tMf(z)}) < creMaew(Q) t>0.

100



4.4. Decaimiento de tipo exponencial con pesos

Corolario 4.4.7 (Conmutador para Op. de C-Z) Sean T un operador de Calderén-
Zygmund, b € BMO yw € Ay. Si f es una funcion tal que el sop(f) C Q, entonces
existen constantes positivas ¢ y co tales que:

—4/cot

w({z € Q: |0, T)f(x)] > tM*f(2)}) < c1 eMHirol e w(Q) 1> 0.

De manera similar,

gL/ (kD)
T/(k+1)

w({z € Q: [THf(a)] > tM* f(2)}) < e e Wi w(Q) ¢ > 0.

Corolario 4.4.8 (Operador fraccionario) Sean 0 < a < oo, I, el operador integral
fraccionario y w € Ay entonces:

—cot

w{z € Q: [laf(x)] > tMof(2)]}) < cre™a=w(Q),

donde ¢y y co dependen de o y de la dimension.

Corolario 4.4.9 Sean I, y M, g el operador integral fraccionario y el operador mazimal
fraccionario para espacios de Orlicz respectivamente, donde B(t) = tlog(e + t) es una
funcion de Young, b € BMO, 0 < a <n yw € Ay. Resulta entonces que:

_ caVit
w({ € Qb L) > Mo s f@)]}) < cre P Fio w(@Q),

donde ¢ y ¢y dependen de ||b||pyo, de a y de la dimension.
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