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Abstract

De Morgan pseudocomplemented algebras were first considered by A. Romanowska
([66]) who called them pM —algebras and characterized the finite subdirectly irreducible
algebras. Later on, H. Sankappanavar ([67, 68]) continued studying pM —algebras by ex-
amining congruences and characterizing all the subdirectly irreducible algebras.

On the other hand, A. V. Figallo and P. Landini ([23, 21]), with the aim of pre-
senting different axiomatic for tetravalent modal algebras ([42, 43]), they proved that
pM —algebras verifying the additional condition zV ~ x < x V x* admit a tetravalent
modal algebra structure. Hence, they called them De Morgan pseudocomplemented modal
algebras, or mpM —algebras, for short.

Our aim in this thesis is to study in deep the variety mpM of mpM —algebras. More
precisely, we have organized this work in four chapters. In Chapter I, basic definitions
are provided and we do also a review of the most important results in universal algebra.
Furthermore, we have also included a brief discussion on Priestley’s dualities for bounded
distributive lattices and p—algebras ([60, 61, 63]). Finally, we describe W. Cornish and P.
Fowler’s duality ([18, 19]) for De Morgan algebras. These topics have been included not
only to simplify the reading but also to fix the notations and the definitions that we will
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use in this volume.

In Chapter II, we began the study of mpM —algebras. Here, we boarded the problem
of characterizing the subdirectly irreducible members of this variety. To this aim, we
determine a topological duality for these algebras which allowed us to characterize the
congruence lattice. We must point out that this duality is strongly used throughout all this
work. Furthermore, we prove that mpM —algebras constitute a locally finite, semisimple,
residually small and residually finite variety. In the last section of this chapter we obtain,
by means of algebraic techniques, other characterizations of the congruences by means of
special subsets of the algebra. Some of the above results were presented in the Annual

Meeting of the Unién Matematica Argentina in 2004 and 2006.

In Chapter III, and in order to obtain more information on the variety mpM , we car-
ried out a detailed study of the principal congruences. First, we indicate two descriptions
of them by means certain subsets of the associated space to an mpM —algebra, which
allowed us to conclude that they constitute a Boolean algebra. Next we show, among
other results, that mpM is a discriminator variety which also provided us many prop-
erties of mpM —congruences. Later on, we prove that principal and Boolean congruences
coincide and this statement allows us to determine the number of congruences in the fi-
nite mpM —algebras. By the end of this chapter, we determine the ternary discriminator
polynomial for this variety and we also establish an equational description of the princi-
pal congruences. It is worth mentioning that some of the topics presented in this chapter
were previously discussed at the XIIT Latin American Symposium on Mathematical Logic,
Oaxaca, Mexico, and in the Annual Meeting of the Union Matemdtica Argentina in 2006

and 2007 respectively.

Chapter IV consists of 2 sections. In the first one, we focus our study on the properties

of finite and finitely generated mpM —algebras. In the second one, we determine the



structure of the free mpM —algebras with a finite set of free generators. Finally, we indicate
a formula which allows us to calculate the cardinal number of the free mpM —algebras
in terms of the number of the free generators of the algebras. Some of the results of this
chapter were presented at the Annual Meeting of the Uniéon Matematica Argentina in

2008,

Some of the topics of this thesis have been accepted for publication in ([24]).
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Resumen

Las algebras de De Morgan pseudocomplementadas fueron consideradas por primera
vez por A. Romanowska ([66]) quien las denominé pM —algebras y caracterizé las élge-
bras subdirectamente irreducibles finitas. Posteriormente, H. Sankappanavar ([67, 68])
continu6 con el estudio de las pM —algebras examinando las congruencias y caracterizan-
do todas las subdirectamente irreducibles.

Por otra parte, A. V. Figallo y P. Landini ([23, 21]) con el propésito de presentar
distintas axiomédticas para las algebra tetravalente modales ([42, 43]), mostraron que las
pM —3algebras que verifican la condicién adicional xV ~ x < zVz* admiten una estructura
de algebra tetravalente modal y las denominaron &lgebras de De Morgan pseudocomple-
mentadas modales 6 mpM —élgebras, para abreviar.

En esta tesis hacemos un estudio detallado de la variedad de las mpM —&algebras. Al
volumen lo hemos organizado en cuatro capitulos. En el Capitulo I, damos las definiciones
bésicas y hacemos un repaso de los resultados mas importantes de algebra universal.
También hemos incluido una breve exposicion sobre la teoria de la dualidad de Priestley
para los reticulos distributivos acotados y para las p—algebras ([60, 61, 63]). Por tltimo,

describimos la dualidad de W. Cornish y P. Fowler ([18, 19]) para las algebras de De
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Morgan. Todos estos temas los hemos incluido tanto para facilitar la lectura como para

fijar los conceptos que utilizaremos en los capitulos posteriores.

En el Capitulo II, comenzamos el estudio de las mpM —algebras. En él abordamos
el problema de caracterizar los miembros subdirectamente irreducibles de esta variedad
para lo cual determinamos, en primer lugar, una dualidad topoldgica para estas algebras
la que nos permitié caracterizar al reticulo de las congruencias. Cabe senalar que esta
dualidad es utilizada fuertemente a lo largo de todo el trabajo. Ademads, probamos que
las mpM —&lgebras constituyen una variedad localmente finita, semisimple, residualmen-
te pequena y residualmente finita. En la 1ltima seccion de este capitulo obtenemos, con
técnicas algebraicas, otras caracterizaciones de las congruencias a partir de ciertos sub-
conjuntos especiales del dlgebra. Algunos de los resultados anteriores fueron expuestos en

la Reunion Anual de Comunicaciones Clientificas de la UMA en el 2004 y el 2006.

En el Capitulo III, y con el propésito de obtener una mayor informacion sobre la var-
iedad mpM de las mpM —algebras, hacemos un estudio detallado de las congruencias
principales. En primer lugar, indicamos dos descripciones de las mismas por medio de cier-
tos subconjuntos del espacio asociado lo que nos permitié concluir que ellas constituyen
un algebra de Boole. A continuaciéon mostramos, entre otros resultados, que mpM es dis-
criminadora lo cual nos proporcioné numerosas propiedades de las mpM —congruencias en
general. Posteriormente, probamos que las congruencias principales y booleanas coinciden
y esta afirmacion hizo posible determinar el nimero de congruencias de las mpM —algebras
finitas. Finalizamos este capitulo determinando el polinomio discriminador ternario para
esta variedad y estableciendo una descripcién ecuacional de las congruencias principales.
Cabe mencionar que algunos de los temas investigados en esta unidad fueron presentados
en el XIII Simposio Latinoamericano de Logica Matemdtica, Oaxaca, Méjico en el 2006 y

en la Reunion Anual de Comunicaciones Cientificas de la UMA en el 2007.
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El Capitulo IV consta de dos secciones. En la primera, nos abocamos al estudio de las
propiedades de las mpM —algebras finitas y finitamente generadas. En la segunda, deter-
minamos la estructura de las mpM —algebras libres con un conjunto finito de generadores
libres y finalmente, indicamos la férmula que nos permite calcular el cardinal de algebra
libre con un conjunto finito de generadores libres en funcién del nimero de generadores
de la misma. En la Reunion Anual de Comunicaciones Cientificas de la UMA del 2008

fueron expuestos parte de los resultados anteriores.

Alguno de los temas de esta tesis han sido aceptados para su publicacién en ([24]).
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Introduccion

Es bien sabido que en la literatura existen numerosas generalizaciones de las algebras
de Boole, entre ellas se encuentran las p—algebras cuyo estudio comenzo6 en 1929 con V.
Glivenko ([30]). En 1949, P. Ribenboim ([65]) fue el primero en probar que la clase de
estas algebras constituyen una variedad mostrando que pueden ser caracterizadas como
reticulos distributivos con primer elemento y una operacién unaria adicional * que verifica
las identidades z A (x Ay)* = z Ay*, x A0* = x y 0 = 0. Un caso particular de las
mismas la constituyen las algebras de De Morgan pseudocomplementadas cuyo estudio
comenzé A. Romanowska en [66] y las denominé pM —algebras. Cabe destacar que en la
definicién de las mismas no se establece ninguna relacion entre las operaciones unarias * y
~. Posteriormente, H. P. Sankappanavar [67, 68] continué con el estudio de estas algebras
obteniendo, entre otros resultados, todas las pM —algebras subdirectamente irreducibles.
Ademads, investigé las subvariedades de las pM —algebras que tienen la propiedad de las
congruencias principales definibles ecuacionalemente. En particular, describié los miem-
bros subdirectamente irreducibles y el reticulo de las subvariedades de Vj, es decir, de
las pM —&lgebras que verifican la condicién adicional x A (~ x)* = (~ (z A (~ z)")*.
Una de tales subvariedades es polindmicamente equivalente a las algebras de Lukasiewicz

3-valuadas y otra, tiene conexiones con las consideradas por R. Cignoli y M. S. de Gallego



en [16].

Por otra parte, las 16gicas multivaluadas fueron introducidas en 1920 por J. Lukasiewicz
([48]) quien defini6 un célculo proposicional 3—valuado. Con posterioridad, este autor con-
siderd célculos proposicionales con una cantidad finita y, atin infinita, de valores de verdad
(ver [49] o [69, Capitulo IV]). Cabe destacar que en la misma época, E. Post ([59]) tam-
bién estudié calculos proposicionales con un nimero finito de valores de verdad, diferentes
de los de Lukasiewicz. En 1940, G. Moisil introdujo la nocién de dlgebra de Lukasiewicz
3—valuada con el propdsito de obtener la contrapartida algebraica de la correspondien-
te logica de Lukasiewicz. La definicién original dada por Moisil para las dlgebras de
Lukasiewicz 3—valuadas fue simplificada por él en 1960, y presentada de manera diferente
por diversos autores entre los que podemos citar [54, 15, 3]. Posteriormente en 1966, L.
Monteiro ([56]) demostré que de los ocho axiomas indicados por A. Monteiro, siete son
independientes. Para exhibir la independencia de uno de ellos consideré un ejemplo que
motivé a A. Monteiro para definir una nueva variedad de dlgebras a la que denominé alge-
bras tetravalentes modales. 1. Loureiro, por sugerencia de Monteiro, inicié el estudio de
las mismas y los resultados obtenidos forman parte de su tesis doctoral ([43]) (ver tam-
bién [41, 42, 45, 46, 47]). Ellas también fueron investigadas por diferentes autores (ver
21, 23, 28, 42, 43]). Actualmente estas dlgebras contindan siendo tema de estudios de
diferentes autores. Desde el punto de vista de la 1égica, M. Coniglio y M. Figallo [26, 17]
las estudiaron bajo la perspectiva de las légicas paraconsistentes. Ademds, S. Celani en [13]
probo, entre otros resultados, que las dlgebras tetravalentes modales tienen la propiedad

de amalgamacién y superamalgamacion.

En [23], A. Figallo y P. Landini probaron que las algebras tetravalentes modales son
polinémicamente equivalentes a las algebras de De Morgan con una operacién unaria

adicional | que verifica:



(TM1) zAlz =0,
(TM2) aVi]z =aV ~ z.

Entonces, como consecuencia directa de esta afirmacién resulta que las pM —4élgebras
que verifican (TM2) son las algebras tetravalentes modales. Mas precisamente, ellas son
las algebras de Lukasiewicz trivalentes. Asi, con el proposito de encontrar la subclase
maximal de las algebras De Morgan pseudcomplementadas que admiten una estructura de
T M —algebra, Figallo and Landini ([23]) consideraron la subvariedad de las pM —algebras

que verifican:
(tm) oV ~az <z Vz,

y que ellos llamaron algebras De Morgan pseudcomplementadas modales (o mpM — alge-
bras). Posteriormente, A. Figallo ([21]) mostré que toda mpM —algebra es una T'M —élge-
bra definiendo Vo =~ (~ z A z*). Sin embargo, las variedades de las mpM —algebras y
las T'"M —4&lgebras no coinciden como lo mostraremos en la Seccién 2.3.

Por otra parte, cabe mencionar que estas algebras constituyen una subvariedad propia
de la variedad V, descripta anteriormente ([68]). Para ello es suficiente considerar el alge-
bra L, cuyo diagrama de Hasse se indica a continuacién y donde las operaciones ~ y *

estan dadas en las siguientes tablas:

x| ~x|z*
1

0 1 1
b

a b 0
a

b a 0
0

1 0 0

donde b=aV ~a £ aVa*=a.

Por las consideraciones antes expuestas, creemos que la variedad mpM de las mpM —

algebras merece ser investigada.



1. Capitulo I

Comenzaremos este capitulo haciendo un repaso de las definiciones basicas y de los
resultados més importantes de algebra universal, todos ellos necesarios en lo que sigue.
También desarrollaremos una breve exposicion sobre la teoria de la dualidad de Priestley
para diversas clases de dlgebras. Ademds, daremos por conocida la teoria de los reticulos
distributivos y para ampliar detalles sobre este tema el lector interesado puede consultar,

por ejemplo [2, 7]. Comenzaremos introduciendo algunas notaciones.

Sean X, Y conjuntos. Dada una relacion R C X x Y, para cada Z C X, R(Z)
denotard la imagen de Z por R. Si Z = {x}, escribiremos R(z) en lugar de R({z}).
Ademés, para cada V C Y, R71(V) denotard la imagen inversa de V por R, i.e., R=}(V) =
{r € X : R(x)NV # 0}. Si V = {y}, escribiremos R~'(y) en lugar de R~'({y}). Por
otra parte, denotaremos con R’ a la relacién opuesta de R, i.e., R? = {(y,z) € Y x X :
(r,y) € R}. Si R, T'C X x X, entonces la relaciéon Ro T estd definida por (z,y) € RoT

si, y sélo si, existe z € X tal que (z,2) € T'y (z,9) € R.

Si (X, <) es un conjunto parcialmente ordenado e Y C X, entonces representaremos



con (Y]([Y)) el conjunto de todos los x € X tal que z < y (y < x) para algin y € Y,
y diremos que Y es creciente (decreciente) si Y = [Y) (Y = (Y]). Escribiremos (y] ([y))
en lugar de ({y}] ([{y})). Ademds, denotaremos con mazxY (minY’) al conjunto de los

elementos maximales (minimales) de Y.

Una relacion R € X x X es creciente si para todo (z,y) € X x X y todo y,z € X,
(x,y) € R ey < z implican (z,z) € R, i.e. si R(x) es creciente para todo =z € X.
Considerando la relacién de orden opuesta, Q C X X X es decreciente si (z,y) € Q' y

z <y implican (z, z) € Q.

1.1. Elementos de algebra universal

En esta seccion expondremos algunas notaciones y resultados de dlgebra universal que
necesitamos en este trabajo. Los mismos pueden ampliarse en [12, 34] y en las referencias

que estos autores citan.

1.1.1. Algebras, subalgebras y homomorfismos
Algebras

Un tipo de similaridad F es una m— upla (ni,...,n,,) de enteros no negativos. El
orden de F es m y escribiremos O(F) = m.

Un dlgebra A de tipo F = (ni1,...,nor)) es un par (A, F)) donde A es un conjunto
no vacio y F es una O(F)—upla (f{*, f5',. .., fgg“(f)) tal que para cada i, 1 < i < O(F),
fA es una operaciéon n;—aria sobre A. En general, cuando no haya lugar a confusion,

escribiremos f; en lugar de f* y a cada algebra A = (A, F) la notaremos simplemente

con el conjunto A.



Subalgebras

Sean A y B dos algebras del mismo tipo F. Entonces B es una subdlgebra de A y lo
notaremos B <A, (o simplemente B< A) si B C Ay cada operacién de B es la restriccién
de la correspondiente operacion de A.

Dada un &lgebra A, para cada X C A definimos
[X]=(){B:X C By B es una subélgebra de A}.

Entonces [X] es una subélgebra de A, llamada la subalgebra generada por X.

Si X C A, diremos que X genera a A o que A estd generada por X si [X] = A. El

algebra A es finitamente generada si tiene un conjunto finito de generadores.

Homomorfismos

Sean A y B dos algebras del mismo tipo F. Una funcion h : A — B se dice un
homomorfismo de A en B si para cada simbolo de funciéon n-ario f de F y para toda

n—upla (ay,as, ..., a,) de elementos de A se verifica que:
h(fA(a1> ag, ..., an)) = .fB(h'(al)> ) h(an))

Si h es inyectiva, diremos que h es una inmersion y si h es sobreyectiva, se denomina
epimorfismo. En el caso que h sea biyectiva, el homomorfismo h es llamado isomorfismo,

ademas diremos que A es isomorfa a B y escribiremos A ~ B.

A continuaciéon daremos diversos ejemplos de algebras que utilizaremos méas adelante
y también repasaremos algunas propiedades y resultados que seran necesarios para el

desarrollo posterior.
1. Algebras de Boole
Un dlgebra de Boole es un algebra (L, V, A, ’,0,1) de tipo (2,2, 1,0, 0) donde el reducto

(L,V,N,0,1) es un reticulo distributivo acotado y se satisfacen las siguientes condiciones:



(B1) z A2’ =0,
(B2) zva' =1

Las algebras de Boole, introducidas por G. Boole en 1850, son los modelos algebraicos
del célculo proposicional de la légica clasica. Para una mayor informacién sobre estas

algebras se pueden consultar, por ejemplo en [37].

2. Reticulos distributivos pseudocomplementados

Existen en la literatura numerosas generalizaciones de las dlgebras de Boole en las
cuales la negacion es reemplazada por diversas operaciones unarias, que satisfacen algunas
de las propiedades de la operaciéon original. Una de ellas son los reticulos distributivos
pseudocomplementados cuyo estudio comenzé con un trabajo de V. Glivenko ([30]) en

1929.

Un algebra (L,V,A,*,0,1) de tipo (2,2,1,0,0) es un reticulo distributivo pseudocom-
plementado (o p—dlgebra) si (L, A\, V,0,1) es un reticulo distributivo acotado tal que para

cada a € L, el elemento a* es el pseudocomplemento de a;i.e. z < a* siy solosiaAx = 0.

Cabe destacar que numerosos autores tales como H. Lakser y G. Grétzer ([35]) de-
nominaron a estas algebras p—dlgebras distributivas ya que el nombre de p—élgebras en
general, es utilizado por autores tales como H. P. Sankappanavar ([67]), T. Hecht y T.
Katrindk ([38]) para las no necesariamente distributivas.

En 1949, P. Ribenboim ([65]) mostré que la clase de las p—algebras constituyen una
variedad. Mas precisamente, probd que estas algebras son reticulos distributivos acotados

con una operacion unaria adicional * que verifica las siguientes identidades:
(R1) x A (zANy) =z Ay*,
(R2) x AO* =z,

(R3) 0** = 0.
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Es bien conocido que en toda p—algebra L se verifican las siguientes propiedades para

todo a,b € L:

(P1) ana* =a™ Na* =0,

(P2) a Ab=0si,y solo si, a < b,
(P3) a < a*,

(P4) a** = a*,

(P5) a Ab=0si,y sélo si, a*™* Ab =0,
(P6) a < bimplica b* < a*,

(P7) (aVb)* =a*Ab,

(P8) (a Ab)™ = a™ Ab™,

(P9) (a™ VvV b™)™* = (aVb)*,
(P10) (aVa*)* =0.

3. Algebras de De Morgan

Un dlgebra de De Morgan (o M —dlgebra) es un algebra (L, V, A, ~, 0, 1) de tipo (2,2, 1,0, 0)

donde el reducto (L, V, A,0,1) es un reticulo distributivo acotado y se verifican las sigu-

ientes condiciones:
(M1) ~~ 2 =a,

(M2) ~(zVy)=r~aA~y.
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En lo que sigue y por simplicidad, al algebra de De Morgan (L, V, A, ~,0, 1) la notaremos
con (L, ~).

De la definicion resulta que en toda M—algebra se verifican las siguientes propiedades:
(M3) = <ysi, ysolosi, ~y <~ zx,
(M4) ~ (z Ay)=~aVr~y,
(M5) ~1=0.

(M6) Si (L, ~) esuna M-dlgebra con mas de un elemento, se puede definir sobre el conjun-
to X (L) de todos los filtros primos de L la transformacion ¢ llamada transformacion
de Birula y Rasiowa que a cada P € X (L) le asigna o(P) = L\ ~ P € X (L), donde
~ P ={~x:2 € P} ([6]). Las dos propiedades importantes de ¢ son:

(p1) pp(P) = P, para cada P € X(L),

(p2) si P, @ € X (L) son tales que P C @, entonces ¢(Q) C ¢(P).

La nocién de algebra de De Morgan fue estudiada por A. Bialynicki-Birula y H. Ra-
siowa ([6]) y por H. Rasiowa ([64]) como un instrumento algebraico para el estudio de
logicas constructivas con negacion fuerte. Estos autores dan en sus trabajos a las dlgebras

de De Morgan el nombre de dlgebras quasi—booleanas.

4. Algebras de De Morgan pseudocomplementadas
El estudio de algebras mas complejas en las cuales dos o mas generalizaciones de las
algebras de Boole ocurren simultaneamente dieron origen, entre otras, a las dlgebras de

De Morgan pseudocomplementadas.

Un dlgebra de De Morgan pseudocomplementada es un algebra (L,V,A,~,*.0,1) de
tipo (2,2,1,1,0,0) tal que (L, V,A,*,0, 1) es una p—algebra y (L, V,A,~,0,1) es un alge-
bra de De Morgan.



12

Cabe destacar que en la definicién anterior no se establece ninguna relacion entre las
operaciones ~ y *.

En [66], A. Romanowska denominé a estas algebras pM —élgebras y determind las
pM —3élgebras subdirectamente irreducibles finitas. Posteriormente, H. Sankappanavar [68]
caracterizé a todas las subdirectamente irreducibles asi como también a las pM —congruencias

principales.

5. Algebras de Lukasiewicz trivalentes

La teoria de las algebras de Lukasiewicz trivalentes fue introducida y desarrollada por
Gr. Moisil [52]. A. Monteiro (ver [54, 55]) indic6é una axiomdtica equivalente a la dada
por Moisil y la que daremos a continuacion es debida a L. Monteiro (ver [56]).

Un algebra (A, vV, A, ~,V,0,1) de tipo (2,2,1,1,0,0) se dice un , dlgebra de Lukasie-
wicz trivalente si el reducto (A, V, A, ~,0,1) es un algebra de De Morgan y se satisfacen

las identidades:
(L1) ~zVvVz=1,
(L2) ~z AV =~zAcz,

(L3) V(zxAy) =VazAVy.

6. Algebras tetravalentes modales
En 1978, A. Monteiro introdujo a las algebras tetravalentes modales como una gen-
eralizacién de las édlgebras Lukasiewicz trivalentes omitiendo la identidad (L3). Més pre-

cisamente,

Un élgebra (A, V, A, ~,V,0,1) de tipo (2,2,1,1,0,0) es un dlgebra tetravalente modal
(o T'M —dlgebra), si el reducto (A, V, A, ~,0,1) es un algebra de De Morgan y se satisfacen
las identidades (L1) y (L2) indicadas anteriormente.

La teoria de las T'M —élgebras ha sido desarrollada por I. Loureiro en [41, 42, 43, 44,
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45, 46, 47] y A. V. Figallo en [20, 21, 22]. J. Font y M. Rius indicaron, en la introduccién
del importante trabajo [28], una breve pero detallada resena sobre estas algebras.

En [43], I. Loureiro demostrd que si A es una 7'M —algebra con més de un elemento,
entonces existe un conjunto no vacio X tal que A es isomorfa a una subdlgebra de 7;*,
con Ty = (Ty,V,N\,~,V,1), donde Ty = {0,a,b, 1} tiene el diagrama de Hasse indicado

en la figura y ~,V estan definidas por medio de las siguientes tablas:

1 z |~z | Vx
0 1 0
a b al a 1
T, bl b 1
0 110 |1

1 1
1
a b I
Ty
Ts Té 0
0 0

T3 y 74 son algebras isomorfas.

1.1.2. Productos directos y subdirectos
Productos directos

Sea {A; }ies una familia de dlgebras de tipo F. Entonces el producto directo A =[] A;
icl
es un algebra de tipo F cuyo soporte es [[ A; y si f € F es un simbolo de operacién
iel
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n—ario y ai,...,a, € [] A, se define fA(ay,...,a,)(i) = fA(a1(i),...,an(i)), es decir
fA se define Coordenad;f; coordenada.
La aplicacién p; : [[ Ai — A; definida por pj(a) = a; para cada j € I es llamada la
proyeccion sobre la j iee{sima coordenada 'y determina el epimorfismo pj : l_IIAi — Aj.
ic

Una clase 'V de dlgebras del mismo tipo es una wvariedad, si es una clase cerrada por

imagenes homomorficas, subalgebras y productos directos.

Productos subdirectos

Un algebra A es producto subdirecto de una familia de algebras de tipo F {A;}icr, si

se verifican las siguientes condiciones:

(PS1) existe una inmersién h: A — [] A,
i€l

(PS2) la composicién pj o h : A — A; es sobreyectiva, donde p; : [[A — A es la
icl
proyeccién sobre la j—ésima coordenada para cada j € I.
Un algebra A es subdirectamente irreducible, si tiene mas de un elemento y, si A

es producto subdirecto de la familia de &dlgebras {A;};c; entonces existe i € I tal que

pioh : A — A; es un isomorfismo, siendo h cualquier funcién que verifica (PS1) y

(PS2).

1.1.3. Congruencias y algebras cociente

Sea A un algebra de tipo F y sea § C A x A una relacién de equivalencia. En-
tonces diremos que 6 es una congruencia sobre A, si satisface la siguiente propiedad de

compatibilidad:

(PC) para cada simbolo de funcién n—ario f € F y elementos a;,b; € A, si a;0b; para

todo 4, 1 < i < n, entonces fA(ai,...,a,)0 fA(b1,...,b,).
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El conjunto de todas las congruencias sobre un élgebra A lo denotaremos por C'on(.A)
o por Con(A) cuando sea conveniente. Si § € Con(A), para cada x € A representaremos
con [z]p y A/ la clase de congruencia de z relativa a 0 y el algebra cocinte A/, respecti-
vamente. A/0 es el dlgebra cuyo universo es A/6 y cuyas operaciones fundamentales estan

definidas por

fA/G([a1]9> [a2]9> SRR) [an]‘)) = [fA(ah az, ..., an)]9>

donde ay, as,...,a, € Ay f esun simbolo de funciéon n—ario en F. Las algebras cocientes
de A son del mismo tipo que A. Por lo tanto, la aplicacién canénica g : A — A/6 es un
epimorfismo.

Un resultado importante es el siguiente:

Teorema 1.1.1. Con(A) ordenado por la relacion de inclusion es un reticulo acotado
y completo, cuyo primer elemento es la relacion idy identidad sobre A y cuyo tultimo

elemento es A x A.

El reticulo de las congruencias de un reticulo es siempre distributivo aunque el reticulo

general no lo sea.

La siguiente caracterizacion de las algebras subdirectamente irreducibles es muy 1til

y la usaremos con frecuencia.

Teorema 1.1.2. Un dlgebra A es subdirectamente irreducible si, y sélo si, existe una

unica p € Con(A), p #ida tal que p C 0 para toda 6 € Con(A) \ {ida}.
Un teorema fundamental del dlgebra universal debido a G. Birkhoff es el siguiente:

Teorema 1.1.3. (Birkhoff) Toda dlgebra A con mds de un elemento es isomorfa a un
producto subdirecto de dlgebras subdirectamente irreducibles (las cuales son imdgenes ho-

momdrficas de A).
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Como consecuencia inmediata del teorema anterior resultan los siguientes corolarios:

Corolario 1.1.4. Toda dlgebra finita es isomorfa a un producto subdirecto de un nimero

finito de dalgebra subdirectamente irreducibles finitas.

Corolario 1.1.5. Toda variedad estd determinada por sus miembros subdirectamente ir-

reducibles.

Por otra parte, recordemos que una clase particular de algebras subdirectamente irre-
ducibles son las simples, donde un édlgebra A con mas de un elemento es simple si, y sélo
si, las unicas congruencias de A son las triviales, es decir id4 y A x A. Ademads un algebra
A con més de un elemento se dice semisimple, si es isomorfa al producto subdirecto de
una familia de algebras simples. Una variedad 'V es semisimple, si cada miembro de 'V es

semisimple.
Una caracterizacion de las variedades semisimples es la siguiente:

Teorema 1.1.6. Una variedad 'V es semisimple si, y solo si, cada miembro de 'V subdi-

rectamente irreducible es simple.

Propiedad de extension de congruencias

Un &lgebra A tiene la propiedad de extension de congruencias (PEC), si para cada
subélgebra B de A y cada 6 € Con(B) existe ® € Con(A) tal que N (B x B) =46.
Una clase K de élgebras tiene la (PEC), si toda édlgebra de XK la tiene.

A continuacién describiremos algunas congruencias especiales que juegan un papel
importante en el desarrollo del Capitulo III.
Congruencias principales

Sea A un &lgebra y ay,...,a, € A, con f(ay,...,a,) denotaremos la congruencia

generada por {(a;,a;) : 1 <i,57 < n} es decir, la menor congruencia tal que as,...,a,
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estan en la misma clase de equivalencia. Llamaremos congruencia principal a 0(ay,as) y
notaremos con Conp(A) al conjunto de las congruencias principales de A.
Propiedad de congruencias principales definibles ecuacionalmente

Una variedad 'V tiene la propiedad de congruencias principales definibles ecuacional-
mente (PCPDE), si existe un ndmero finito de pares (p1,q1),- .., (Pn,¢:) de polinomios
en cuatro variables tal que para toda algebra A € V y cualesquiera sean a,b,c,d € A,

(c,d) € 0(a,b) si, y solo si, p;(a,b,c,d) = qi(a,b,c,d) para cada i € {1,...,n}.

En el Capitulo IIT obtendremos diversas descripciones de las congruencias principales
en las algebras objeto de nuestro estudio.
Congruencias factores

Dada un algebra A, 6 € Con(A) es una congruencia factor, si existe ¢ € Con(.A) tal

que
(F1) 6N ¢ = ida,
(F2) 0V = Ax A,
(F3) Oo¢=¢od.

El par 6, ¢ se denomina par de congruencias factores en A.

Algebras directamente indescomponibles

Un élgebra A es directamente indescomponible si A no es isomorfa al producto directo
de dos algebras no triviales.
Las congruencias factores de un dlgebra A permiten caracterizar a las algebras direc-

tamente indescomponibles del siguiente modo:
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Teorema 1.1.7. Un dlgebra A es directamente indescomponible si, y sélo si, las tinicas

congruencias factores de A son idsg y A X A.
Ademds, se verifica

Teorema 1.1.8. Un dlgebra subdirectamente irreducible es directamente indescomponible.

Uno de los temas importantes de algebra universal es el estudio de ciertas propiedades

de las congruencias de un algebra. En particular, las que presentamos a continuacion.

Algebras a congruencias conmutativas

Un algebra A es a congruencias conmutativas, si se verifica que 6 o p = pof para toda
0,p € Con(A). Una clase K de dlgebras es a congruencias conmutativas, si toda élgebra

de K es a congruencias conmutativas.

Algebras a congruencias regulares

Un élgebra A es a congruencias regulares, si para toda 6,p € Con(A) se verifica la
siguiente condicién: [a]p = [a], para algin a € A implica 6 = p.
Una clase K de dlgebras es a congruencias regulares, si toda algebra de I es a con-

gruencias regulares.

Algebras a congruencias uniformes

Un &lgebra A es a congruencias uniformes o normales, si para toda 6 € Con(A) y
para todo a,b € A |[a]g| = |[b]g| donde | X| denota el nimero de elementos de X.
Una clase K de dlgebras es a congruencias normales, si toda algebra de I es a con-

gruencias normales.
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Algebras a congruencias distributivas

Un &lgebra A es a congruencias distributivas si Con(A) es un reticulo distributivo.
Una clase K de algebras es a congruencias distributivas si, y sélo si, toda dlgebra de K
es a congruencias distributivas.

Un resultado que vincula propiedades de las congruencias y que serd de interés mas

adelante debido a W.J. Blok y D. Pigozzi es el siguiente

Teorema 1.1.9. ([8]) Toda variedad con la PCPDE es a congruencias distributivas y
tiene la PEC.
Variedades directamente representables

Una variedad 'V es directamente representable si estd finitamente generada y tiene (a
menos de isomorfismo) sélo un nimero finito de miembros directamente indescomponibles
finitos.

Un importante estudio de estas variedades fue hecha por McKenzie en [51] (ver también

[12, pp. 188-189)]).

Teorema 1.1.10. StV es una variedad directamente representable, entonces
(i) todo miembro finito de V es a congruencias uniformes,

(ii) 'V es a congruencias conmutativas.

Variedades aritméticas

Una variedad 'V es aritmética si es a congruencias distributivas y conmutativas.
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1.2. Dualidades topolégicas para varias clases de algebras

En esta seccién repasaremos la dualidad de Priestley para los reticulos distributivos

acotados y sus extensiones a distintas clases de algebras.

1.2.1. Dualidad para los reticulos distributivos

En lo que sigue indicaremos con £ a la categoria de los reticulos distributivos acotados
y sus correspondientes homomorfismos.

Recordemos que un espacio topolégico totalmente disconexo en el orden es una ter-
na (X, 7,<) donde (X, <) es un conjunto parcialmente ordenado, (X, 7) es un espacio
topolégico y dados z,y € X tales que x £ y, existe U C X abierto, cerrado y creciente
talquex e Uey ¢ U.

Un espacio de Priestley (o P—espacio) es un espacio topolégico compacto y totalmente
disconexo en el orden. Una P—funcion de un P—espacio en otro es una funcion continua
y creciente.

A la categoria de los P—espacios y las P—funciones la denotaremos con P. Como es
usual, a los objetos de P lo representaremos por su conjunto subyacente X.

H. Priestley en [60, 61] definid los funtores contravariantes W : P — Ly & : L — P

como sigue:

» si X es un objeto de P, ¥(X) = D(X) donde D(X) = (D(X),U,N, 0, X) es el

reticulo de los subconjuntos abiertos, cerrados y crecientes de X,
» para cada f € P(X1, Xy), U(f)(U) = f~Y(U) para cada U € D(X>).
Ademas,

» si L es un objeto en £, ®(L) = X (L) donde X (L) = (X (L), <, 7) el conjunto de

los filtros primos de L ordenados por la relacion inclusion y con la topologia que
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tiene como sub-bésicos a los conjuntos de la forma op(a) = {P € X(L):a € P}y

X(L)\ or(a) para cada a € L,

» si h € L(Ly, Ly), entonces ®(h)(P) = h™'(P) para cada P € X(Lo).

Por otra parte, oy, : L — D(X (L)) es un isomorfismo de reticulos distributivos acotados
y la funcién ex : X — X (D(X)) definida por ex(z) = {U € D(X) : x € U} es un
isomorfismo en P, es decir, es un homeomorfismo y un isomorfismo de orden. Asi, los
funtores ¥ y & establecen una completa dualidad entre las categorias L y P.

Por otra parte H. A. Priestley caracterizé a las congruencias de los reticulos distribu-
tivos acotados por medio de ciertos subconjuntos del P—espacio asociado de la siguiente

manera:

Teorema 1.2.1. Sea L un reticulo distributivo acotado e Y un subconjunto cerrado de

X (L). Entonces
OY)={(a,b) e LXL:or(a)NY =0o,(b)NY}

es una congruencia en L y la correspondencia Y — O(Y) establece un anti-isomor-
fismo entre el reticulo de todos los subconjuntos cerrados de X (L) y el reticulo de las

congruencias de L.

Observemos que las congruencias en los reticulos distributivos acotados también pueden

ser caracterizadas del siguiente modo:

Teorema 1.2.2. Sea L un reticulo distributivo acotado y G un subconjunto abierto de

X (L). Entonces

O0(G) ={(a,b) € Lx L:04(b)Aca(a) C G}



22

donde K AH denota la diferencia simétrica de los conjuntos K y H, es una congruencia
en L y la correspondencia G — Op(G) establece un isomorfismo entre el reticulo de

todos los subconjuntos abiertos de X (L) y el reticulo de las congruencias de L.

Esta ultima descripcién sera fundamental para el estudio de las congruencias princi-

pales en las dlgebras de De Morgan modales pseudocomplementadas.

Las siguientes propiedades de los espacios de Priestley seran usados frecuentemente

en este trabajo.

Proposicion 1.2.3. Sea X un espacio de Priestley y R un subconjunto cerrado de X.

Entonces,

(Prl) max R # 0 y min R # 0,
(Pr2) para cada x € R ezisten y € min R y z € maz R tales que y <z < z,

(Pr3) [R) y (R] son subconjuntos cerrados.

Dem. Sélo mostraremos (Pr3) ya que (Prl) y (Pr2) pueden ser consultadas en [62].

(Pr3): Sea P € X\[R). Entonces Q) Z P, para todo ) € R. Luego, por la total disconexién
en el orden, para cada @ € R existe Ugp € D(X) tal que Q € Ugp vy P & Ugp. Como
R C |J Ugp y es compacto, tenemos que R C U Ug,p. Entonces, V= X\ U Ug,pr
es aleele"fo y decreciente. Por otra parte, es Clarol_qlue PeVyRNV = Aldlemas,
[R)N'V = (). En efecto, si T" € [R) NV, entonces existe S € R tal que S C T y como V
es decreciente resulta que S € V. De esta afirmacién concluimos que S € RNV lo que
es una contradiccién. Luego, para cada P € X \ [R) existe V' abierto tal que P € V' y
V C X\ [R) y por lo tanto [R) es cerrado.

La demostracion de la otra afirmacion es anédloga. ]
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1.2.2. Dualidad para las p—algebras

En adelante, indicaremos con L, a la categoria de las p—algebras y sus correspondien-
tes homomorfismos.

En [63], H. Priestley describié una dualidad topoldgica para las p—élgebras consideran-
do la categoria P, cuyos objetos son los p—espacios y cuyos morfismos son las p—funciones.

Maés precisamente,

Un p—espacio es un espacio de Priestley (X, 7, <) tal que para todo U € D(X), (U]
es un subconjunto abierto de X. Ademds, una p—funcion f de un p—espacio X; en otro
Xy es una P—funcién tal que f(mazxX; N[z)) = maxXs N |[f(x)) para cada = € Xj.

Entonces se verifica que
= Si L es un objeto en L, entonces X (L) es un objeto en Pp.

= Si X esun objeto en Py, entonces (D(X),U,N,*, 0, X) es un objeto en L, definiendo
U* = X \ (U] para cada U € D(X).

Ademas, se probé que la categoria P, es naturalmente equivalente a la dual de la
categoria L,, donde o y €y, definidas de la manera indicada anteriormente, son las

equivalencias naturales correspondientes. Por otra parte, H. Priestley prob6 que

Teorema 1.2.4. Si L es una p—dlgebra, entonces el reticulo de todos los subconjuntos
cerrados Y de X (L) tales que max X (L) N[Y) C Y es isomorfo al dual de reticulo de

todas las congruencias de L.

1.2.3. Dualidad para las algebras de De Morgan

W. Cornish y P. Fowler ([18], [19]) extendieron la dualidad de Priestley a las dlgebras

de De Morgan de la manera que indicamos a continuacion.

Un espacio de De Morgan (o m-espacio) es un par (X, g), donde X es un objeto de P
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y g: X — X es un homeomorfismo involutivo y un anti-isomorfismo de orden. Por otra
parte, una m-funcion de un m-espacio (Xi, ¢g1) en un m-espacio (Xs, g2) es una P-funcién

f X7 — Xs tal que verifica fog; = go 0 f.

Denotaremos con m a la categoria de los m—espacios y las m—funciones y con M a la

categoria de las M—algebras y sus correspondientes homomorfismos.

Si (L, ~) es un objeto de M y g1, : X(L) — X (L) esté definida por
» g, (P)=L\{~=x: x € P} paracada P € X(L),

entonces (X (L), gr) es un objeto de m. Por otra parte, si (X, g) es un m—espacio y se

define la operacién ~: D(X) — D(X) por la prescripcién
s ~U=X\g ' U) para cada U € D(X),

entonces (D(X),~) es un objeto de M. Luego, las categorias M y m son dualmente

equivalentes y los isomorfismos o, y £x son las equivalencias naturales correspondientes.

Por otra parte, Cornish y Fowler en [19] introdujeron la nocién de conjunto involutivo
de un m-espacio (X, g) como un subconjunto Y de X tal que g(Y) = Y, lo que es

equivalente a decir que y € g(Y) si, y sélo si, y € Y. Entonces, mostraron que

Teorema 1.2.5. Si L es un dlgebra de De Morgan, entonces el reticulo de todos los
subconguntos cerrados e involutivos de X (L) es isomorfo al dual del reticulo de todas las

congruencias de L.

Observacion 1.2.6. Cabe mencionar que si (X, g) es un m—espacio e Y C X es involu-

tivo entonces Y es involutivo, dondeY indica la clausura de Y. En efecto, de la hipdtesis

resulta que Y = g(Y') y como g es un homeomorfismo conluimos que Y = g(Y).
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2. Capitulo II

En este capitulo comenzamos el estudio de las algebras de De Morgan pseudocom-
plementadas que verifican una condicién adicional y a las que se denominan algebras de
De Morgan modales pseudocomplementadas. En primer lugar, establecemos una dualidad
topoldgica para estas algebras teniendo en cuenta las ya conocidas para las algebras de De
Morgan ([18, 19]) y para los reticulos distributivos pseudocomplementados ([60, 61, 63]). A
partir de esta dualidad caracterizamos el reticulo de las congruencias por medio de ciertos
subconjuntos del espacio asociado. Estos resultados fueron fundamentales para determi-
nar las dlgebras subdirectamente irreducibles. Ademads, probamos que la variedad de las
algebras de De Morgan pseudocomplementadas modales es localmente finita, semisim-
ple, residualmente pequena y residualmente finita. Finalmente, obtenemos con técnicas
algebraicas otras caracterizaciones de las congruencias a partir de ciertos subconjuntos

especiales del algebra.
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2.1. mpM —algebras

Definicién 2.1.1. Un dlgebra de De Morgan pseudocomplementada modal (o mpM—
dalgebra) es un algebra (A, V, N\, ~.* 1) de tipo (2,2,1,1,0) que verifica las siguientes condi-

ciones:

Al) zV1=1,

A2) x AN (zVy) ==z,

A3) xA(yVz)=(xAy)V(zAz),
Ad) ~~ =1,

AD) ~(zVy)=r~azA~y,

A6) A (zANy)" =z Ay*,

A7) x ANO* =z, donde 0 =~ 1,
A8) 0% = 0,

A9) zv~z <Vt

Denotaremos con mpM a la variedad de las mpM —algebras. Como es usual, indi-
caremos a un algebra de esta variedad simplemente con A.

De la definicién anterior se deduce que toda mpM — algebra A verifica que (A, V, A,*, 1)
es una p—algebra y (A, V, A, ~, 1) es un algebra de De Morgan.

Proposicion 2.1.2. En toda mpM —dlgebra se verifican las siguientes propiedades:
A10) ~z* VvV~ =1,

All) (~ )" <~ ¥,



A12) zA~ (~vx)*<zTA~T,

A13) (~x)* Nz A~ (~ax)" =0,

Al4) ~(~x)'V e~V (~o)* =1,

A15) (~ (~a2))" <z,

Al6) (~ (zAy)) = (~ )" A~ y)"

A7) (x*ANy)** =x* ANyt = (x Vy*)"
Dem.

A10) : Es consecuencia directa de A5y P1.

A11) : De A10 y P1 tenemos que (~ z)* =

(~x)* <~ ot
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(~ 2™V ~x)A(~x) =~ a2 A (~ x)*. Luego,

A12) : De A9 resulta que ~ z Vz <~ 2z V (~ x)*, de donde concluimos zA ~ (~ z)* <

TN ~ .
A13) : De A12y P1, (~x)* NaA ~ (~ z)*

A14) : Inmediata de A13.

< (~vx) NaA~x=0.

A15) : Teniendo en cuenta All, P6, P3 y P4 inferimos que (~ (~ z*))* < z*

A16) : Resulta de PT7.

A17) : Es consecuencia directa de P8, P4y P7.

<

x.
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2.2. Una dualidad topolégica para las mpM —algebras

A continuacién, describiremos una dualidad topolégica para las mpM —algebras te-
niendo en cuenta las descriptas en el Capitulo 1 para los reticulos distributivos pseudo-

complementados y para las dlgebras de De Morgan.

Definicién 2.2.1. Un espacio de De Morgan pseudocomplementado modal (0 mpp—
espacio) es un par (X, g) que es un m—espacio y un p—espacio simultdneamente y verifica

la condicion adicional siguiente:
(pml) siz,y € X yx <y, entonces x =y o g(x) =y.

Si (X1,01) v (X2, g2) son mpy—espacios, entonces f: X; — Xy es una mpy—funcion

si f es una m—funcion y una p—funcion simultdineamente.

Observacion 2.2.2. De (pml) se infiere que todo mpy—espacio es la suma cardinal de
una familia de cadenas, cada una de las cudles tiene a lo sumo dos elementos. Luego, todo

mpy—espacio totalmente ordenado tiene a lo sumo dos elementos.

Sea (X, g) un mpy — espacio. En lo que sigue, para cada = € X denotaremos com C,

la inica cadena maximal de X tal que z € C,.

Lema 2.2.3. Sea (X, g) un mpy—espacio y sea x un elemento mazximal de X. Entonces,

Dem. Como x es un elemento maximal de X, entonces se pueden presentar los siguientes
casos: C, = {x} o C, = {z,2} con z < z. En el primer caso, tenemos que g(x) es el
tinico elemento de Cy(,y. En efecto, supongamos que Cy(,) = {g(2),t}. Luego, g(z) <t o
t < g(x). Sig(x) < t,entonces g(t) < x lo que contradice el hecho que C,, = {x}. Por otra

parte, si t < g(x) resulta que x < g(t), en contradiccién con la maximalidad de z. Por lo
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tanto, Cyzy = {g(x)}. En el segundo caso, tenemos que g(z) = x, luego g(v) =2 <z 'y

por lo tanto Cy,y = {g(x),z} = C;. O

El Lema 2.2.4 es la herramienta fundamental para obtener la mencionada dualidad.

Lema 2.2.4. Sea (X, g) un mpy —espacio. Entonces las siguientes condiciones son equiv-

alentes:

(pml) 2 <y implica v =y o g(z) =y,
(pm2) (X\U)N (U] C(X\U)Ng(U) para todo U € D(X).

Dem. (pml) = (pm2): Sea p € (X \ U) N (U]. Entonces, existe ¢ € U tal que p < q y
por (pml) tenemos que p = ¢q o g(p) = ¢q. Si p = ¢, inferimos que p € U lo que es una
contradiccién. Por lo tanto, g(p) = ¢ de donde concluimos que p € (X \ U) Ng(U).

(pm2) = (pml): Sean z,y € X tales que < y. Entonces, existe U € D(X) tal que
yeUyaxgU. Luego, x € (X \ U) N (U] de donde por (pm2) resulta que x € g(U). Por
lo tanto, existe z € U y z = g(x). Si y # z, tenemos que y £ z 0 y < z.

Supongamos que y £ z. Entonces por la total disconeccién del orden en X concluimos
que existe V € D(X) talquey € Vyz ¢ V.SeaW =UNV € D(X). De las afirmaciones
anteriores concluimos que x € (X \ W) N (W] y por (pm2) tenemos que = € g(W). Luego,
z € W CV lo que es una contradiccion. Por lo tanto, y < z de donde resulta que existe
H e D(X) tal que z € H e y ¢ H. Estas afirmaciones implican que y € (X \ H) N (H],
entonces por (pm2) concluimos que y € g(H). Si y = g(y), inferimos que y € H lo cual
es una contradiccién. Luego, y # g(y).

Si suponemos que y £ ¢(y), entonces existe S € D(X) tal que y € Sy g(y) € S.
Sea R = HNS € D(X). Luego, teniendo en cuenta que y < z e y ¢ H inferimos que
z € R de donde resulta que y € (X \ R) N (R]. Entonces por (pm2) y € g(R) y por lo
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tanto g(y) € S lo que es una contradiccién. Finalmente, en el caso que g(y) £ y, existe
T e D(X) tal que g(y) € T e y € T. Ademas, como = = g(z) < y tenemos que g(y) < z
de donde resulta que z £ g(y). Entonces, existe K € D(X) tal que z € K y g(y) € K. Sea
M = KNT € D(X). De estas ultimas afirmaciones concluimos que g(y) € (X \ M)N(M].
Luego, por (pm2) tenemos que g(y) € g(M) y teniendo en cuenta que g = idx resulta

que y € M. Por lo tanto, y € T lo que es una contradiccion. |

Proposicién 2.2.5. Si X es un mpy—espacio, entonces mpM(X) = (D(X),U, N,
~*. 0, X) es una mpM—dlgebra donde para cada U € D(X), U* y ~ U estin definidos

en la Seccion 1.2.2 y 1.2.3 respectivamente.

Dem. De la hipétesis sélo resta probar que UU ~ U C U U U* para todo U € D(X).
De (pm2) tenemos que X \ (X \U)nNgU)) € X\ (X \U)nN(U]) y por lo tanto,
UU(X\g(U)) CUU(X\ (U]) de donde concluimos la demostracion. O

Proposicién 2.2.6. Si A es una mpM—adlgebra, entonces mpm(A) = (X(A),ga) es
un mpy —espacio donde para todo P € X(A), ga(P) estd definida en la Seccion 1.2.5.

Ademds, la funcion o es un mpM —isomorfismo.

Dem. De la hipétesis, la Definicion 2.2.1 y el Lema 2.2.4 sélo resta probar (pm2). De (A9)
resulta que g4(a)U ~ ga(a) = ga(aV ~ a) C oas(aVa*) = ca(a) U (ca(a)*). Luego, de
esta afirmacién y teniendo en cuenta que todo U € D(X) es de la forma U = o4(a) para

algin a € A, resulta que UU (X (A)\ ga(U)) CUU(X(A)\ (U]) para todo U € D(X). O

A continuacion vamos a caracterizar los mpy; —isomorfismos.

Proposiciéon 2.2.7. Sean (X1,91) v (X2, 92) mpy—espacios y f : X; — Xy una

mpy— funcion. Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) f(max X7 Nx)) =maz XoN[f(z)), para todo x € X7,
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(ii) f(mazx X;) C mazx X;.

Dem. (i) = (ii): Sea y € f(max X;), entonces y = f(z) con x € max X;. Luego,
[z) = {x}. Por lo tanto, maxz X1 N [x) = {z} de donde por (i) resulta que f({z}) =

max X2 N [f(z)) lo que implica que y = f(x) € mazx Xs.

(ii) = (i): Sea x € X3, entonces € max X; 6 © € min X; \ maz X;.

Siz € max X1, entonces max X1N[z) = {x} de donde inferimos que f(maz X1N|[x))
{f(z)}. Luego, de (ii) resulta que f(x) € max Xs. Por lo tanto, {f(z)} = max XoN|[f(x)),
de donde concluimos que f(maz X; N[z)) = max Xo N [f(x)).

Si z € min Xy \ max X, entonces x < ¢1(z) y g1(z) € max X;. Luego, max X; N
[z) = {g1(x)} = max X; N [g1(z)). Entonces aplicando el caso anterior a g;(z) tenemos
que f(maz X1 N [gi(x)) = max Xo N [f(g1(x))) lo que implica que f(mazx X; N [z)) =
max X2 N [f(g1(x))). Por otra parte como f es una mpy—funcién, f(x) < f(gi(x)) =
g2(f(z)). Luego, mazx XoN[f(x)) = maz XoN[f(g1(x))). Por lo tanto, f(max X;N[zx))) =

O

max X2 N [f(z)) lo que completa la demostracion.

Corolario 2.2.8. Sean (X1,91) y (Xa,g2) mpy—espacios y f una mpy—funcion de X,

en Xo. Entonces f(min X,) C min X,.

Dem. Sea y € f(min X;), entonces existe x € min X; tal que y = f(x). Luego, = €
min X; \ maz X, 6 € min X; Nmaz X;.

Si x € min X, \ max X, entonces x < g1(x). Por lo tanto, ¢;(z) € maz X;. Como f
es una mpy—funcién de la Proposicién 2.2.7 resulta que f(g1(z)) = g2(f(z)) € max X
y f(z) < g2(f(2)). Luego, f(z) € min X;.

Six € minX, Nmazr Xy, x =g1(x) 6 v £ g1(x) y g1(x) £ x. Si x = g1(z), entonces
f(z) = g2(f(x)) vy por lo tanto f(z) € min Xy N mazx Xy. Si x £ g1(x) y g1(x) £ x, por
la Proposicién 2.2.7 podemos afirmar que f(x), g2(f(x)) € mazx X, de lo que concluimos

por ser Xy un mpy;—espacio que f(x), g2(f(x)) € min Xs. O
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Corolario 2.2.9. Sean (X1,q1) y (X2, g2) mpy—espacios y f una funcion de X; en Xj.

Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) f es una mpy—funcion,
(ii) f es una funcion isétona y continua tal que

(a) fogr=g20f,

(b) f(maz X;) C mazx X,.

Dem. Es consecuencia directa de la Proposicion 2.2.7 y del hecho que f es una mp; —funciéon

si y s6lo si es una m—funcién y una p—funcién. m|

Finalmente, los resultados anteriores nos permitieron obtener la caracterizacién de los

mpy; —isomorfismos buscada.

Proposicién 2.2.10. Sean (X1, g1) y (X2, g2) mpy—espacios y f una funcion de Xy en

Xy. Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) f es un mpy—isomorfismo,

(ii) f es un isomorfismo de orden y un homeomorfismo tal que:

(a) fogr=g20f,

(b) f(maz X;) = max Xs.

Dem. Resulta inmediata del Corolario 2.2.9. O

Proposicién 2.2.11. Sea (X, g) un mpy—espacio. Entonces ex : X — X(D(X)) es

un mpy; —isomorfismo.
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Dem. Es consecuencia directa de las Proposiciones 2.2.7, 2.2.10 y los resultados estable-

cidos en [63] y [18]. O

De las Proposiciones 2.2.5, 2.2.6 y 2.2.11, con técnicas habituales concluimos el sigu-

iente teorema.

Teorema 2.2.12. La categoria de los mpy—espacios y las mpy— funciones es natural-
mente equivalente al dual de la categoria de las mpM—dlgebras y sus correspondientes

homomorfismos.

A continuacién, teniendo en cuenta la dualidad topolégica obtenida anteriormente
caracterizaremos el reticulo Con(A) de todas las mpM —congruencias de A. Con este
proposito comenzaremos mostrando una propiedad de los subconjuntos involutivos de los

mMpy—espacios.

Observacion 2.2.13. Sea (X, g) un m—espacio y sea Y un subconjunto involutivo de X.
Entonces Y es creciente si, y solo si, Y es decreciente. En efecto, sean x € X ey € Y
tales que © < y. Luego, g(y) < g(x) y teniendo en cuenta que Y es involutivo y creciente

tenemos que g(x) € Y. Por lo tanto, x € Y. La otra implicacion es similar.

Lema 2.2.14. Sea (X, g) un mpy—espacio. Si'Y es un subconjunto no vacio e involutivo

de X, entonces Y es creciente y decreciente.

Dem. Sean z € X e y € Y tales que x < y. Por (pml), tenemos que x = y o x =
g(y). Como Y es involutivo, entonces g(y) € Y. Por lo tanto, Y es decreciente y por la

Observacién 2.2.13 concluimos que Y es creciente. m|

Teorema 2.2.15. Sea A una mpM —dlgebra. Entonces, el reticulo C;(mpm(A)) de todos
los subconjuntos cerrados e involutivos de mpm(A) es isomorfo al dual del reticulo Con(A);
y el isomorfismo lo establece la funcion ©p : Cr(mpm(A)) — Con(A) que es la restriccion

de la definida en el Teorema 1.2.1.
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Dem. En primer lugar observemos que si Y es un subconjunto involutivo de X (A),
entonces por el Lema 2.2.14 inferimos que maz X (A)N[Y) = max X (A)NY C Y. Entonces,
teniendo en cuenta los resultados establecidos en la Seccién 1.2.2 y 1.2.3 concluimos la

demostracién. O

La siguiente versién del Teorema 2.2.15 nos facilitard la determinacién de las congru-
encias principales de las mpM —algebras. La misma esta basada en las dos afirmaciones

siguientes, de facil comprobacién:

(i) Y € X(A) es cerrado (abierto) involutivo si, y sélo si, X(A)\Y es abierto (cerrado)

involutivo,
(ii)) oa(a)NY =04(b)NY si, sblo si, oa(a) Aoa(b) C X(A)\Y.

Teorema 2.2.16. Sea A una mpM —dlgebra. Entonces, el reticulo Or(mpu(A)) de todos
los subconjuntos abiertos e involutivos de mpm(A) es isomorfo al reticulo Con(A); y el
isomorfismo lo establece la funcion Oor : Or(mpm(A)) — Con(A) definida por Oo;(G) =
{(a,b) € Ax A:04(b) Aoa(a) C G}.

2.3. mpM —algebras subdirectamente irreducibles

En lo que sigue aplicaremos los resultados de la seccion anterior para determinar las
algebras subdirectamente irreducibles de esta variedad. Con este proposito caracterizare-

mos los subconjuntos involutivos de los mp,s—espacios.

Proposicién 2.3.1. Sea (X, g) un mpy—espacio y sea'Y un subconjunto no vacio de X .

Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) Y es involutivo,
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(ii)) Y es la suma cardinal de una familia C = {C;}ier de cadenas mazimales en X tal

que g(C;) € C para todo i € 1.

Dem. (i) = (ii): Por la Observacién 2.2.2, para cada y € Y, existe una tnica cadena
maximal C, en X, tal que y € Cy. Como Y es involutivo, por el Lema 2.2.14 tenemos
que Cy C Y, luego Y = |J C,. Luego, de la hipdtesis resulta que Cy,y € Y y como
Cy(y) = 9(Cy), concluimos z(/;je g(Cy) C Y.

(ii) = (i): De la hipétesis tenemos que Y = J C;, entonces g(Y) = U g(C;) y por lo
tanto Y = g(Y). < ! O
Proposicién 2.3.2. Sean (X, g) un mpy—espacio e Y un subconjunto cerrado y no vacio

de X. Si mpM(X) es subdirectamente irreducible, entonces las siguientes condiciones son

equivalentes:
(i) Y es involutivo,

(ii) Y es la suma cardinal de una familia de cadenas maximales tal que max X C Y,
(i) Y = X.

Dem. (i) = (ii): Como Y es un subconjunto no vacio e involutivo de X, de la Proposicién
2.3.1, concluimos que Y es la suma cardinal de cadenas maximales de X. Supongamos
ahora que mazX ¢ Y, entonces por el Lema 2.2.3 para cada x € mazxX \ Y tenemos
que W, = C, U Cy(,) es un subconjunto no vacio, cerrado e involutivo de X y como Y es

involutivo resulta que W, NY = (). Entonces, existen al menos dos subconjuntos cerrados,

involutivos y no triviales de X. Esta iltima afirmacién y el hecho que X = | C, im-
zemazr X
plican que X =Y U |J  W,, de donde resulta que no existe un subconjunto maximo,
z€mazX\Y

propio, cerrado e involutivo de X. De esta afirmacion y el Teorema 2.2.15 concluimos que
mPM(X) no es una mpM —algebra subdirectamente irreducible, lo que es una contradic-

cién.
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(ii) = (iii): De la Observacién 2.2.2 el mpy;—espacio X es la suma cardinal de cadenas,
cada una con a lo sumo dos elementos. Como Y es suma cardinal de una familia de cadenas
maximales y maz X C Y inferimos que Y = X.

(iii) = (i): Inmediato. O

Teorema 2.3.3. Sea (X, g) un mpy—espacio. Entonces las siguientes condiciones son

equivalentes:

(i) mPM(X) es subdirectamente irreducible,

(ii) mPM(X) es simple.
Dem. (i) = (ii): Si Y es un subconjunto no vacio, cerrado e involutivo de X, entonces
por la Proposicion 2.3.2 concluimos que Y = X. Por lo tanto, los tnicos subconjuntos
cerrados e involutivos de X son los triviales, de donde por el Teorema 2.2.15 concluimos

la demostracion.

(ii) = (i): Inmediata por resultados bien conocidos de algebra universal. O

Corolario 2.3.4. Toda mpM — dlgebra A no trivial es isomorfa a un producto subdirecto

de dlgebras simples.

Dem. Es consecuencia directa del Teorema 1.1.3 de la Seccion 1.1.3 y el Teorema 2.3.3.

|

Proposicién 2.3.5. Sea A una mpM —dlgebra y mpu(A) = (X(A),g4). Si X(A) es una
anticadena, | X(A)| =2y

(i) ga # idx(a), entonces A es simple,

(ii) ga =idx(a), entonces A no es simple.
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Dem. De la hipétesis tenemos que X(A) ={P,Q} donde PZ Qy Q £ P.

(i) Como g4 # idx(a), es claro que los tnicos subconjuntos involutivos de X (A) son ()
y X(A), de lo que sigue por el Teorema 2.2.15 que A es simple.

(ii) Como g4 = idx(a), entonces tenemos que {FP} y {Q} son subconjuntos cerrados,
involutivos y no triviales de X (A), de donde por Teorema 2.2.15 resulta que A no es

simple. O

Proposicién 2.3.6. Sea A una mpM —dlgebra y mpu(A) = (X(A),g4). Si X(A) es una

anticadena y | X (A)| > 2, entonces A no es simple.

Dem. Sea X(A) una anticadena con méas de dos elementos, entonces se pueden presentar
los siguientes casos: g4 = Idx(a) 0 ga # idx(a). En el primer caso, tenemos que, para todo
P € X(A), {P} es un subconjunto cerrado, involutivo y propio de X (A). En el segundo
caso, existe P € X(A) tal que ga(P) # P y por lo tanto {P, ga(P)} es un subconjunto
cerrado, involutivo y propio de X (A). De las afirmaciones anteriores y el Teorema 2.2.15

concluimos que, en ambos casos, A no es simple. O
Proposicién 2.3.7. Sea A una mpM—dlgebra y mpu(A) = (X(A),ga). Si X(A) no es
anticadena y | X(A) |> 2, entonces A no es simple.

Dem. De las hipotesis y la Observacion 2.2.2 existe al menos una cadena con dos elementos
estrictamente contenida en X (A). Luego, existen P, Q) € X(A) tales que P # @, P C

ga(P) v Q # ga(P). Por lo tanto, {P, ga(P)} es un subconjunto propio de X(A), no

vacio, cerrado e involutivo, lo que implica por el Teorema 2.2.15 que A no es simple. O

Finalmente, caracterizamos a los miembros subdirectamente irreducibles de mpM del

siguiente modo:

Teorema 2.3.8. Sea A una mpM—dlgebra y mpu(A) = (X(A), ga). Entonces las sigu-

tentes condiciones son equivalentes:
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(i) A es simple,

(ii) | X(A)| <2y X(A) es una cadena o X(A) es una anticadena en la cual ga no es
la identidad.

Dem. (i) = (ii): Si suponemos que | X(A) |> 2, entonces por la Observacién 2.2.2 se
infiere que X (A) no es una cadena. Luego, por la Proposicién 2.3.6 y 2.3.7 resulta que A
no es simple, contradiccién. Por lo tanto, | X(A) |< 2y por la Observacion 2.2.2 se tiene
que X (A) es una cadena con a lo sumo dos elementos 6 X(A) es una anticadena con dos
elementos. En este ultimo caso, como A es simple, entonces por la Proposicién 2.3.5 g4

no es la identidad.

(ii)) = (i) Si X(A) = {P,Q} con P C Q, por (pml) resulta ga(P) = Q. Por otra
parte, si X(A) = {P}, entonces g4(P) = P. Ademsds, si X(A) = {P,Q} con P £ Q y
Q ¢« P, de la hipdtesis resulta que g4 no es la identidad. Luego, en todos los casos los

unicos subconjuntos cerrados e involutivos de mpy(A) son los triviales y por el Teorema

2.2.15 tenemos que A es simple. O

Como consecuencia directa del Teorema 2.3.8 tenemos la siguiente descripcion de las

mpM —élgebras subdirectamente irreducibles.

Corolario 2.3.9. Las unicas mpM — dlgebras subdirectamente irreducibles son, salvo iso-

morfismo, las dlgebras B, T y M indicadas a continuacion:
(a) B={0,1} con0<1,~0=0"=1,~1=1*=0,
(b) T=410,¢,1}, con0<c<1l,~c=¢,*=0,~0=0"=1,~1=1*=0,

(¢) M ={0,a,b,1} cona £b,b Lay0<ab<l ~b=a"=b,~a=0>b" =a,
~0=0"=1,~1=1"=0.
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1 1
1
0 0 0
B T M

Observacion 2.3.10. Del Corolario 2.3.9 resulta que T no es una subdlgebra de M ya
que ¢ =0 ya* =b. De esta afirmacion se concluye que la variedad de las mpM — dlgebras

es diferente de la de las dlgebras tetravalentes modales.

Recordemos que una variedad V es residualmente pequena si contiene, a menos de
isomorfismo, sélo un conjunto de algebras subdirectamente irreducibles y residualmente
finita si todos los miembros subdirectamente irreducibles de 'V son finitos. Ademads, una
variedad 'V es localmente finita si para cada algebra de la variedad se verifica que toda

subdlgebra finitamente generada es finita.

A continuacién, a partir de los resultados anteriores, mostraremos ciertas propiedades

de mpM.

Teorema 2.3.11. mpM es localmente finita, semisimple, residualmente pequena y resid-

ualmente finita.

Dem. Es consecuencia directa del Teorema 2.3.3, el Corolario 2.3.9 y resultados bien
conocidos de élgebra universal ([12, Theorem 10.16, Lemma 12.2] and [71, Section 2.4]).
O
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2.4. Otras caracterizaciones de las congruencias

2.4.1. El operador A

Si A es una mpM —4algebra, entonces a partir de las operaciones de negacién ~ y de

pseudocomplemento * se puede definir una operacion unaria A por medio de la férmula:
Ax = (~z)" Az
Lema 2.4.1. En toda mpM —dlgebra A se verifican las siguientes propiedades:
(T1) A0 =0, Al =1,
(T2) Az <=z,
(T3) = <y, implica Ax < Ay,
(T4) Az es un elemento booleano y su complemento es ~ Az,
(T5) (~ Ax)* = Az,
(T6) (~ Az)* = A~ o),
(T7) ALz = Az,
(T8) (Ax)* =~ Ax,
(T9) A ~ Az =~ Az,
(T10) A(x Ay) = Az A Ay,
(T11) = € AA si, y solo si, v = Ax,

(T12) AA es una subdlgebra de A,
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(T13) ~x A Az =0,
(T14) v ~ Az =1,
(T15) A(AzVy)=AzV Ay,
(T16) A(~ Az Vy)=~ Az V Ay.
Dem. Solo probaremos T3, T4, T5, T7, T10, T12, T15 y T16.
(T3) De la hipétesis y P6 tenemos que (~ x)* < (~ y)*, luego Az < Ay.

(T4) AxzAN ~ Ax = (~x)* NaA ~ ((~ )" ANx) = (~x2)* ANz A(~ (~x)V ~x) =
(~x)* NxA ~ (~x))V ((~ )" NzA ~ x), de donde por A13 y P1 resulta que
Az ~ Az = 0. Ademas, ~ Az V Ax =~ (AzA ~ Az) =~ 0= 1.

(T5) Por T4 tenemos que ~ AxAAz = 0. Por otra parte, sea k € A tal que kA ~ Az = 0.
Entonces Az = (Ax V k) A (AzV ~ Az) = Az V k, por lo tanto k < Az lo que

completa la demostracién.
(T7) ALz = (

(~ (~2)7)”
(~ (~2)7)”

2

() AN) AN(~z) A= (~(~a)'Ve~ex) " A(~z) ANe =
(
(

x)* A x. Luego, por A15, T6 y T5 tenemos que AAzx =

/\ ~Y

A(~z) = A(~x) = Ax.

(T10) De T5, P7, T2 y P6 tenemos que Ax A Ay = (~ Azx)* A (~ Ay)* = (~ AzV ~
Ay)t = (~ (Az AN Ay))" < (~ (zAy))" Luego, Az A LDy < (~ (xAy))" Az Ay) =

A(z Ny). La otra desigualdad es inmediata.
(T12) Es consecuencia directa de T8, T9 y T10.

(T15) De T4 tenemos que x = x V0 = zV (AyA ~ Ay) = (x V Ay) A (zV ~ Ay)
de donde por T10 resulta (1) Ax = A(x VvV Ay) A A(zV ~ Ay). Por otra parte,
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de T2 concluimos que AxzV ~ Ay < zV ~ Ay y por T12 y T11 tenemos que
AxV ~ Ay < AxV ~ Ay). Luego, (AzV ~ Ay) A Az V Ay) < AlxV ~
Ay) AN A(xV Ay), de donde por (1) inferimos que (AxV ~ Ay) AA(xV Ay) < Ax.
Por lo tanto, (AzV ~ Ay) A A(x VvV Ay)V Ay < Az V Ay de donde concluimos que
Az Vv Ay) < Az V Ay. La otra desigualdad es inmediata.

(T16) Resulta de T9 y T15. O

Cabe mencionar que en toda mpM —&lgebra a partir de las operaciones ~ y A se

puede definir una operaciéon unaria V por medio de la féormula:
V=~ A~ 1.

Teniendo en cuenta las propiedades de la negecion en las dlgebras de De Morgan resulta
que V es un operador dual de A.
Esta operacion desempenara un papel fundamental en el Capitulo III para determinar

ecuacionalmente a las congruencias principales de las mpM —&lgebras.
La nocién que introduciremos a continuacién es fundamental para obtener una nueva
descripcion de las congruencias.

Definicién 2.4.2. Sea A una mpM —dlgebra y F' un filtro de A. Diremos que F es un

A—filtro de A, si verifica la siguiente condicion:
(DF) x € F implica Az € F.

Indicaremos con F(A) al conjunto de todos los A—filtros de A.

Es claro que en toda mpM —algebra, {1} y A son A—filtros de A y la interseccion de

una familia no vacia de A—filtros es un A—filtro.
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Si H es un subconjunto de A, denotaremos con Fa(H) al A—filtro de A generado
por H. Si H = {a}, escribiremos Fa(a) en lugar de Fa({a}) y se denomina el A—filtro

principal generado por a.

Proposicion 2.4.3. Sean A una mpM —dlgebra, H C A y a € A. Entonces se verifican

las siguientes condiciones:
(i) Fa(H) = F(AH), donde F(X) es el filtro generado por X C A,
(ii) Fa(a) = F(Aa),
(iii) FA(H UA{a}) =F(HU{Aa}), si H es un A—filtro de A.
Dem.

(i) Veamos que F(AH) es un A—filtro de A. Si z € F(AH), entonces existen Ahy,
Ahg,..., Ah, € A(H) tales que Ahy A DhaA ..., AAh, < z lo que implica por
T3, T10 y T7 que Ahy AADhoA ..., ADh, < Ax de donde Ax € F(AH). Ademsés,
de T2 resulta que H C F(AH). Por otra parte, si 7" es un A—filtro de A tal que
H C T, entonces AH C T y como T es filtro resulta F(AH) C T, lo que completa

la demostracion.
(ii) Resulta inmediata del inciso (i) tomando H = {a}.

(iii) Es de rutina teniendo en cuenta que F(H U Aa) = {x € A : existe h € Hy
h A Aa <z} O

A continuacién estableceremos un isomorfismo entre el reticulo de las congruencias de

una mpM —algebra A y el reticulo de los A—filtros de A.

Lema 2.4.4. Sean A € mpM . Para cada F € F(A) sea R(F) = {(x,y) € A x A :

existe f € F, talquex A f =y A f}. Entonces se verifican las siguientes condiciones:
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(i) R(F) € Con(A),

(ii) [Lfre) = F.
Dem.

(i) Sélo probaremos la compatibilidad con ~ y *. Sea (z,y) € R(F'), entonces (1)
existe f € F tal que z A f = y A f, de donde por A5 tenemos que (~ zV ~
HONAf = (~yV ~ f)NAf. Luego, por T13 resulta ~ x AAf =~ yAAf y por la
condicién (DF) concluimos que (~ x,~ y) € R(F'). Por otra parte, de (1) tenemos
que (z A f)* = (y A f)*. Por lo tanto, f A (z A f)* = fA(yA f)*y por A6 inferimos
que f Az* = f Ay*, entonces (z*,y*) € R(F).

(ii) Inmediato. O

Lema 2.4.5. Sea A € mpM con mds de un elemento y © € Con(A). Entonces se

verifican las siquientes condiciones:
(i) Fo = |1l|e es un A—filtro de A,
(i) R(1]e) = .

Dem.

(i) Sélo probaremos que |1|g verifica (DF). En efecto, sea x € |1|g, entonces
(,1) € ©y ((~ 2)*1) € O©. Luego, ((~ x)* Az,1) € © de donde resulta que
(Az,1) € © y por lo tanto, Az € |1]e.

(ii) Seanz,y € A tales que (z,y) € R(|1|e), entonces existe f € |1|g tal que zAf = yAf.
Como (f,1) € ©, tenemos que (x A f,z) € Oy (yA f,y) € O, de donde resulta que
(z,y) € O. La otra inclusién es consecuencia del hecho que si (z,y) € O, entonces
f=A(~ LDz Vy) AN~ ADyVa)A(~ A~V ~y)V ~x) A~ A~ zV ~y)V o~

y)ellleyzAf=yAf. O



45

Teorema 2.4.6. Sea A € mpM con mds de un elemento. Entonces se verifican:

(i) Con(A) ={R(F): F € F(A)}, donde R(F) = {(z,y) € Ax A: existe f € F tal

quex AN f=yANf}

(ii) Los reticulos Con(A) y F(A) son isomorfos considerando las correspondencias

O+ Fo y F+—— R(F), que son inversas una de la otra.

Dem.
(i) Es consecuencia de los Lemas 2.4.4 y 2.4.5.

(ii) De las definiciones dadas tenemos que F' C F' implica R(F) C R(F'), y que © C ©'
implica Fg C F. Ademas, por el inciso (i) resulta que ambas correspondencias son

biyectivas y como son crecientes, entonces son isomorfismos de reticulos. O

Proposicion 2.4.7. Sea A una mpM —dlgebra. Entonces las siguientes condiciones son

equivalentes:
(i) AA={0,1},
(ii) A es simple.

Dem. (i) = (ii): Supongamos que existe un A—filtro F' no trivial de A y sea x € F,
x # 1. Como Azx € F N AA, entonces de la hipdtesis resulta que Az = 1 o Az = 0.
Si Az = 1, entonces x = 1 lo que es una contradiccién. Por lo tanto, Ax = 0 de donde
resulta F' = A, contradiccién.

(ii) = (i): Sea = € A tal que 0 < Az < 1. Entonces por la Proposicién 2.4.3 tenemos
que F'(Azx) es un A—filtro propio de A. Por lo tanto A no es simple, lo que contradice la

hipétesis. O
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2.4.2. La implicacién débil

A continuacién obtendremos una nueva descripcion de las mpM —congruencias para
lo cual definimos una nueva operacién binaria —, a la que llamaremos implicacién débil,

por medio de la siguiente férmula:
r—y=~ Az Vy.

La Proposicion 2.4.8 resume las propiedades més importantes de — que serdn usadas

en lo que sigue.

Proposicion 2.4.8. En toda mpM —dlgebra se verifican las siguientes propiedades:
(W1) 1— 2=z,

(W2) z—1=1,

(W3) z— =1,

(W4) 20— (y —2) =1,

(W) 20— (y —2) =y — (20— 2),

(W6) 20— (y — 2) = (z—y) — (= 2),
(WT) x <y implica z— x < z—y,
(W8) x <y implica v — y =1,

(W9) ((z—y)—a)—z=1,
(W10) = (z—y) =2z —y,

(W11) y < 2 —y,
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(W12) x <y implica y — z <z — 2,

(W13) (zVy) — z< (20— 2) Ay — 2),

(Wi4) 20— (yV2) = (2 —y) V (z— 2),

(W15) 20— (y — (z Ay)) =1,

(W16) z— (zAy) =z —y,

(W17) Az A (z —y) =LAz Ay,

(W18) z — Az =1.
Dem. Soélo probaremos W4, W6, W8, W9, W13, W15 y W17.
(W4) 20— (y— )=~ AxV ~ Ay Vz =1por T14.

(W6) De T16 y T4 deducimos que (z — y) — (x — 2) =~ A(~ Az Vy)V ~ Az V z =
~(~ AV AYN ~ Az Nz = (Axh ~ Ay)V ~ DAxVz=~AxV ~ AyVz=1x—

(y — 2).

(W8) Como = < y, por T3 tenemos que ~ Ay <~ Ax. Luego, ~ AyVy <~ Az Vyde

donde por T14 concluimos la demostracion.

(W9) Observemos que (z — y) — =~ (~ (~ (~ )"V ~ 2V Y))* V((~ )" ANxA ~
yYyve =~ (~(~(~2)*Ve~zVy) Ve =~ ((~x)* ANxA ~ y))* V z. Por otra
parte, por P6 tenemos que ~ ((~ z)* A zA ~ y)* <~ (~ z)* y por P3 resulta
que ~ (~ z)** < z. Entonces, ~ ((~ z)* A xzA ~ y)* < z de donde inferimos que

(x — y) — x = x con lo que se concluye la demostracion.

(W13) Por T3 tenemos que Az, Ay < A(xVy) de donde resulta que ~ A(xVy)Vz <~
AxNVzy ~ AaxVy)Vz <~ AyVz. Entonces ~ A(zVy)Vz < (~ AzVz)A(~ AyVz)

y por lo tanto (x Vy) — z < (2 — 2) A (y — 2).
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(W15) — (y — (x Ay)) =~ DaV ~ Ay V (x ANy) =~ (Ax A Ay) V (x Ay). Luego, por
T10 y T14 concluimos que z — (y — (z Ay)) =~ Az Ay)V (z Ay) = 1.

(W17) Es consecuencia directa de T4. O

Definicién 2.4.9. Sea A € mpM y D C A. Diremos que D es un sistema deductivo

débil de A (s.d.d.) si se verifican las siguientes condiciones:
(dl) 1€ D,
(d2) six, z —y € D, entonces y € D.
Indicaremos con D(A) al conjunto de todos los sistemas deductivos débiles de A.

Proposicién 2.4.10. Sea A € mpM y D € D(A). Sid € D, entonces x — d € D, para
todo x € A.

Dem. Por W4 y dl tenemos que d — (z — d) € D, de donde por d2, resulta que

rzr—de D. O

La siguiente proposicién establece la equivalencia de las nociones de A—filtros y sis-

temas deductivos débiles.

Proposicion 2.4.11. Sea A € mpM y D C A. Entonces las siguientes condiciones son

equivalentes:
(i) D es un A—filtro,
(ii) D es un s.d.d..

Dem.
(i) = (ii): Sean x, x — y € D. De la hipédtesis tenemos que Az, Az A (x — y) € D,

de donde por W17 deducimos que Az Ay € Dy como Az Ay < y, concluimos que y € D.
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(i) = (i): Sean z,y € A tales que x € D y = < y. Entonces por W8 tenemos
que x — y € D de donde resulta que y € D. Por otra parte, si x,y € D por W15
x— (y— (xAy)) =1 € D. Luego, de las hipdtesis inferimos que z Ay € D. Ademas, si
x € D por W18 concluimos que Az € D. m|

Proposicion 2.4.12. Sea A € mpM y F C A un A—filtro. Entonces dados z, y € A

las siguientes condiciones son equivalentes:
(i) existe f € F tal que x N f =y A f,
(i) x—yeF,y—zxel, ~(xANy) —m~yeF, ~(xANy) —~x€F.

Dem.

(i) = (ii): Como f € F, por W16 y la Proposicién 2.4.11 tenemos que x — (x A f) =
x — (yAf) € F. Por otra parte, como yA f <y, por W7 resulta que x — (yAf) <z —y
de donde concluimos que x — y € F. De manera anédloga se prueba que y — x € F.
Ademas, de la hipdtesis inferimos que (~ (z A y)V ~ f) A
Af = (~ gV~ HIADS. Tuego, ((~ (EADALFIV (~ FADD)A(~ f)* = ((~ yADFV(~
FADN)A(~ f)* de donde por P1 resulta que ~ (zAY)ADNFA(~ ) =~ yAAfA(~ ).
Teniendo en cuenta que Af < (~ f)* deducimos que ~ (z Ay) AAf =~ yAAf. De esta
afirmacién y W16 resulta que ~ (x Ay) — (~yAAf) =~ (x Ay) — (~ (xAYyY) ANAS) =
~ (xANy) — Af. Como Af € F resulta que ~ (x Ay) — (~ yANAf) € Fy como
~(@xANy)— (~yANAf) <~ (zAy) —~ y concluimos que ~ (z Ay) —~y € F. De

manera analoga tenemos que ~ (x A y) —n~ x € F, lo que completa la demostracién.

(i) = (i): De las hipétesis y teniendo en cuenta que F' es un A—filtro tenemos que
=A==y Ny —2)AN(~(@Ay) —~2x)A(~(xAYy) —~y)) € F. Ademss, se

verifica que x A f =y A f. |

Como consecuencia directa de las Proposiciones 2.4.11, 2.4.12 y el Teorema 2.4.6 pode-

mos afirmar que:
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Teorema 2.4.13. Sea A una mpM —dlgebra con mds de un elemento. Entonces se verif-

can:

(i) Con(A) = {R(D) : D € D(A)}, donde R(D) = {(x,y) € AXxA:z—y € D,
y—x €D, ~(xNy)—~yeD,~(xANy) —~x€ D}

(ii) Los reticulos Con(A) y D(A) son isomorfos considerando las correspondencias

©+—— Dg y F+—— R(F), que son inversas una de la otra.

Definicién 2.4.14. Sea A una mpM —dlgebra y D un s.d.d. propio de A. Diremos que

D es un s.d.d. mazimal de A si el unico s.d.d. de A que contiene propiamente a D es A.

Corolario 2.4.15. Sea A una mpM—adlgebra con mdads de un elemento. Entonces las

siguientes condiciones son equivalentes:
(i) M € D(A) es mazimal,
(ii) A/R(M) es simple.
Dem. Es consecuencia directa del Teorema 2.4.13 y de [12, Theorem 8.9]. O

En lo que sigue si D € D(A), notaremos con A/D a A/R(D) para simplificar.

Finalmente, caracterizamos a los s.d.d. maximales.

Teorema 2.4.16. Sea A una mpM —dlgebra no trivial y M € D(A). Entonces las sigu-

tentes condiciones son equivalentes:
(i) M mazimal,
(ii) sia & M, entonces existe m € M tal que ~ ANaV ~m =1,

(iii) st AaVvbe M, entoncesa € M obe M,
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(iv) sia & M, entonces ~ Na € M,
(v) siag M ybe A, entonces a — b e M.

Dem. (i) = (ii): Si ~ AaV ~ m # 1, para todo m € M, entonces Aa A m # 0, para
todo m € M. De esta afirmacion y la Proposicion 2.4.3 resulta que Fa(M U {a}) es un
s.d.d. propio de A y como a ¢ M tenemos que M C Fa(M U {a}), contradiccion.

(ii) = (iii): Supongamos que a ¢ M, entonces por (ii) existe m € M tal que AaAm =
0. Como por hipétesis Aa Vb € M, tenemos que (AaVb) Am € M, de donde concluimos
que bAm € M y por lo tanto, b € M.

(iii) = (iv): Como AaV ~ Aa =1 € M y por la hipdtesis a ¢ M, entonces por (ii)
resulta que ~ Aa € M.

(iv) = (v): Es consecuencia directa de las hipétesis y el hecho que a — b =~ Aa Vb.

(v) = (i): Sea M € D(A) y supongamos que M no es maximal. Entonces existe un
s.d.d. M’ tal que M C M' C A. Luego, existena € M'\M y b € A\ M’y por (v) tenemos
que a — b € M'. Por lo tanto, b € M’ lo que es una contradiccién. Luego, M es maximal.

O

Observacion 2.4.17. De las propiedades (W1), (W4), (W6) y (W9), teniendo en cuenta
un resultado bien conocido de A. Monteiro ([54]) concluimos que todo s.d.d. propio de
una mpM —dlgebra A es interseccion de s.d.d. mazimales, de donde resulta que {1} es la

interseccion de todos los s.d.d. maximales de A.
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3. Capitulo III

Con el fin de profundizar el estudio de la variedad de las mpM —algebras, comenzamos
este capitulo obteniendo distintas caracterizaciones de las congruencias principales via
ciertos subconjuntos del espacio asociado. Ademaés, mostramos que ellas forman un algebra
de Boole, coinciden con las congruencias compactas y tienen la propiedad de ser definibles
ecuacionalmente. De las afirmaciones anteriores concluimos que mpM es una variedad
discriminadora. Por otra parte probamos, entre otros resultados, que las congruencias
principales coinciden con las booleanas y, en el caso finito, calculamos el cardinal de
Con(A). Finalmente, con técnicas algebraicas, determinamos el polinomio discriminador
y el dual discriminador ternarios para mpM . Esto nos facilité el camino para obtener

una descripcién ecuacional de las congruencias principales y coprincipales

3.1. mpM —congruencias principales

Observemos en primer lugar que si a,b € Ay 0(a,b) es la congruencia principal

generada por (a,b) como 0(a,b) = 0(a Ab,a V b), entonces podemos suponer sin pérdida
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de generalidad que a < b.
A continuacién indicaremos propiedades de los mp,;—espacios que seran de utilidad

para la determinacién de las congruencias principales.
Lema 3.1.1. Sea (X, g) un mpy—espacio y R C X. Entonces [R) \ R es creciente.

Dem. Sea z € [R) \ R ey € X tal que z < y. Luego, existe t € R tal que t < x de donde
resulta que y € [R). Si suponemos que y € R, entonces t < x < y y por la Observacién

2.2.2 tenemos que x = y. Por lo tanto x € R, lo que es una contradiccion. |

Lema 3.1.2. Sea (X, g) un mpy—espacio. Si R C X es abierto y cerrado, entonces eziste

W e D(X) tal que [R)\ RCW y RNW = {.

Dem. Sea z € [R)\ R. Como por el Lema 3.1.1, [R)\ R es creciente tenemos que para cada
y € R, x £ y. Entonces por la total disconexion en el orden existe U,, € D(X) tal que
r €Uy ey & Uy Luego, [R)\ RC |J U,y. Ademads, de la hipdtesis y la Proposicién

z€[R)\R
1.2.3 resulta que [R)\ R es cerrado y por lo tanto compacto. De las afirmaciones anteriores

concluimos que existen x1,...,z, € [R) \ R tales que [R) \ R C U U,y = Uy,. Entonces
para cada y € R existe U, € D(X) talquey ¢ U, y R C |J (X \ Uy). Luego, como R
YyER

es compacto existen yi,...,y, € R tales que R C |J(X \U,,) = X\ U, y tomando
i=1 i=1

n

W = () Uy, concluimos la demostracién. a
i=1

3.1.1. Cerrados e involutivos asociados a congruencias principales

En esta seccién describiremos a las congruencias principales de las mpM —algebras por

medio de ciertos subconjuntos cerrados e involutivos del espacio asociado.

Observacion 3.1.3. Sean A una mpM —dlgebra e 'Y un subconjunto cerrado e involutivo
de mpm(A). Dados a,b € A tales que a < b, por el Teorema 2.2.15 tenemos que (a,b) €
O1(Y) si y sdlo si (04(b) \ oa(a))NY = 0.
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Con el proposito de determinar las congruencias principales en las mpM —algebras

introducimos la siguiente nocién considerada en [10].

Definicién 3.1.4. Sea X un mpy—espacio, R C X. Diremos que Y € C;(X) es maxi-

malmente disjunto con R si se verifican las siguientes condiciones:
i) YNR =0,
(ii) para todo T € Cy(X) tal que Y C T, TN R # 0.

Proposicién 3.1.5. Sea A una mpM —dlgebra. Si' Y € Cr(mpu(A)) y a,b € A son tales

que a < b, entonces las siquientes condiciones son equivalentes:
(i) ©:(Y) =0(a,b),
(ii) Y es mazimalmente disjunto con oa(b) \ oa(a).

Dem. (i) = (ii): De la hipdtesis y el Observacién 3.1.3 tenemos que (o 4(b)\oa(a))NY = (.
Por otra parte, si F' es un subconjunto cerrado e involutivo de X (A) tal que (o4(b) \
oa(a)) N F =0, entonces FF C Y. En efecto, por el Teorema 2.2.15 resulta que O/(F) es
una congruencia y por el Observacion 3.1.3 (a,b) € O;(F). Luego, ©;(Y) C ©,(F) y por
el Teorema 2.2.15 inferimos que F' C Y. Por lo tanto, Y es maximalmente disjunto con
aa(b) \ oa(a).

(ii) = (i): De la hipdtesis tenemos que (g4(b)\oa(a))NY =0y como Y € C;(mpm(A))
por el Observacion 3.1.3 tenemos que (a,b) € O;(Y). Por otra parte, si ¢ es una congru-
encia tal que (a,b) € 9, entonces por el Teorema 2.2.15 existe F' C X(A) cerrado e
involutivo tal que ¥ = ©;(F') y por el Observacién 3.1.3 (g4(b) \ ca(a)) N F = (. Luego,
de la hipétesis inferimos que F' C Y y por el Teorema 2.2.15 tenemos que O;(Y) C 9, de
donde resulta que ©;(Y") = 6(a,b). O
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En el Teorema 3.1.6 mostraremos de manera explicita como obtener el conjunto Y que
determina a la congruencia principal generada por (a,b) con a,b € A, a < b. Para ello,

notaremos con Cgy, a la familia de todas las cadenas maximales C' de mpu(A) tales que

(CUg(O))N(V\U) =0, siendo U =oc4(a), V=o0a(b).

Teorema 3.1.6. Sean A una mpM—dlgebra y a,b € A tales que a < b. SiY = |J C,

CeCup
entonces O7(Y) = 0(a,b).

Dem. En primer lugar observemos que si C' € Cgp, entonces g4(C') € Cgp. Luegosi P € Y,
entonces P € C para algin C' € Cg,. Por lo tanto, g4(P) € ga(C') de donde concluimos que
ga(P) € Y lo que implica que Y es involutivo. Ademas, Y N (V' \ U) = (). Por otra parte,
si H es un subconjunto cerrado e involutivo de X (A) tal que H N (V' \ U) = (), entonces
H C Y. En efecto, si P € H, tenemos que g4(P) € H. Luego, C = {P,ga(P)} es una
cadena maximal de X (A) tal que C' N (V \ U) = (. De esta tltima afirmacién deducimos
que C € C,p, de donde resulta que C' C Y. Luego, P € Y y por lo tanto H C Y. Luego,
hemos probado que Y es maximalmente disjunto con V' \ U. Ademds, teniendo en cuenta
que YN(V\U) =0y que V\U es cerrado en X (A), inferimos que Y N (V\ U) = (. Como
por la Observacién 1.2.6 tenemos que Y es involutivo, entonces Y C Y de donde resulta
que Y es cerrado. De las afirmaciones precedentes concluimos que Y es un subconjunto
cerrado e involutivo maximalmente disjunto con o4(b) \ o(a) y por la Proposicién 3.1.5,

resulta que O;(Y") = 0(a,b). O

Proposicién 3.1.7. Sean A una mpM—dlgebra. Si'Y € Cr(mpm(A)), entonces las sigu-

tentes condiciones son equivalentes:
(i) ©;1(Y) es una congruencia principal,

(ii) emiste un subconjunto abierto y cerrado R de X(A) tal que Y es mazimalmente

disjunto con R.
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Dem. (i) = (ii): Es consecuencia inmediata de la Proposicién 3.1.5 considerando R =
aa(b) \ oa(a).

(ii) = (i): De la hipétesis, la Proposicién 1.2.3 y el Lema 3.1.1 resulta que [R) \ R
es cerrado y creciente. De esta afirmacién y el Lema 3.1.2 existe W € D(X(A)) tal que
[R)INRCW yRNW =0.Sea V=RUW y veamos que V es creciente. En efecto, sea
PeVyQ@eX(A)tal que P C Q. Si P € W, entonces es inmediato que Q € W y por
lo tanto @ € V. Si P € R, podemos afirmar que @) € [R). Luego, pueden presentarse los
siguientes casos: Q € Ro Q ¢ R. Si Q € R, resulta que Q € V. Si QQ € R, tenemos que
Q@ € [R)\ Ry por lo tanto, Q € W de donde deducimos que @) € V. Luego, V es creciente.
Como V,W € D(X(A)), existen a,b € A con a < b tales que W = og4(a), V = g4(b). De
esta afirmacién y teniendo en cuenta que R =V \ W inferimos que R = 04(b) \ oa(a), de

donde por la hipétesis y la Proposicién 3.1.5 concluimos O;(Y) = 6(a, b). a

3.1.2. Abiertos e involutivos asociados a congruencias principales

Si bien ya tenemos una descripcién de las congruencias principales, en lo que sigue y
con el proposito de estudiar mas propiedades de las mismas, las vamos a determinar via
ciertos subconjuntos abiertos e involutivos del espacio asociado. En primer lugar tenemos

que:

Observacion 3.1.8. Sean A una mpM —dlgebra y G un subconjunto abierto e involutivo
de mpm(A). Dados a,b € A tales que a < b, por el Teorema 2.2.16 tenemos que (a,b) €
O(G) siy solo si oa(b) \ oala) CG.

Proposicion 3.1.9. Sea A € mpM y sean a,b € A tales que a < b. Entonces las

siguientes condiciones son equivalentes:

(i) @O[(G) = Q(a, b),
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(ii) G es el menor subconjunto de Or(mpm(A)), en el sentido de inclusion, que contiene

a oa(b)\ cala).

Dem. (i) = (ii): De la hipdtesis y la Observacién 3.1.8 tenemos que o4(b) \ o4(a) C G.
Ademas, si H € O;(mpm(A)) es tal que 04(b) \ oa(a) C H, entonces por la Observacién
3.1.8 inferimos que (a,b) € ©p;(H). Luego, por (i) ©o;(G) C Op;(H) de donde por el
Teorema 2.2.16 concluimos que G C H.

(ii) = (i): De la Observacién 3.1.8 tenemos que (a,b) € Op;(G). Ademds, si ¢ €
Con(A) es tal que (a,b) € ¢, entonces por el Teorema 2.2.16 existe H € O;(mpm(A)) tal
que Opr(H) = ¢. De estas afirmaciones y la Observacién 3.1.8 resulta que 04 (b) \oa(a) C
H. Luego, de la hipétesis y el Teorema 2.2.16 se sigue que Op;(G) C ¢, de lo que
concluimos que O (G) = 0(a,b). O

En lo que sigue describiremos explicitamente a los subconjuntos del inciso (ii) de la

Proposicién 3.1.9.

Proposicion 3.1.10. Sea A € mpM vy sean a,b € A tales que a < b. Entonces las

siguientes condiciones son equivalentes:
(i) ©o1(G) = 6(a,b),

(ii) G = (0a(b) \ 0a(a)) Uga(oa(b) \ 0a(a)).

Dem. (i) = (ii): De la hipédtesis y la Proposicién 3.1.9 tenemos que G es el menor abierto
e involutivo de O;(mpm(A)) que contiene a g4(b) \ o4(a). Ademds, como G es involutivo,
ga(oa(b) \ cda(a)) C G, de lo que se sigue que (g4(b) \ ca(a)) Uga(oca(d) \ ca(a)) C G.
Por otra parte, como (g4(b) \ 04(a))Uga(ca(b)\ oa(a)) es abierto, involutivo y contiene
a ca(b)\ ogala), concluimos que G = (g4(b) \ ga(a)) U ga(oa(b)\ cga(a)).

(ii)=(i): De la hipétesis, es claro que G verifica el inciso (ii) de la Proposicién 3.1.9

de donde concluimos (i). O
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Corolario 3.1.11. Sea A € mpM . Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) ©01(G) es una congruencia principal,
(ii) emiste un subconjunto R abierto y cerrado de mpm(A) tal que G = RU ga(R).

Dem. (i) = (ii): De la hipdtesis existen a,b € A con a < b tales que Op;(G) = 0(a,b).
Entonces por la Proposicién 3.1.10 tomando R = 0 4(b)\oa(a) concluimos la demostracién.

(ii) = (i): De la hipétesis es inmediato que X(A) \ G es un cerrado involutivo de
mpm(A) tal que (X(A)\ G) N R = (. Ademés, si F' es un cerrado involutivo de mpy(A)
tal que FN R = (), entonces G N F = () y por lo tanto, FF C X (A) \ G. Luego, X(A4)\ G
es maximalmente disjunto con R de donde, por la Proposicién 3.1.7, concluimos que
O7(X(A) \ G) es una congruencia principal y como O;(X(A) \ G) = O0;(G) resulta (i).
a

3.1.3. Caracterizacion de las congruencias principales y propiedades

Finalmente, las distintas descripciones de las congruencias principales en las mpM-

algebras, indicadas anteriormente, quedan resumidas en el Teorema 3.1.12.

Teorema 3.1.12. Sea A € mpM . Entonces el reticulo COr(mpm(A)) de todos los sub-
conjuntos cerrados, abiertos e involutivos de mpm(A) es isomorfo al reticulo Conp(A) de
todas las congruencias principales de A; y el isomorfismo, que denotaremos con ©coy, es

la restriccion de ©o; a CO(mpm(A)).

Dem. Si G € CO;(mpm(A)), entonces G = G U g4(G) de donde por el Corolario 3.1.11
inferimos que Op;(G) € Conp(A). Reciprocamente, sea p € Conp(A). Entonces por el
Teorema 2.2.16 existe G € O;(mpm(A)) tal que p = Op;(G). De estas afirmaciones y el
Corolario 3.1.11 existe un abierto y cerrado R de mpwm(A) tal que G = RU ga(R) y como
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g4 es un homeomorfismo involutivo, tenemos que G € CO;(mppm(A)) de donde concluimos

la demostracion. O

Corolario 3.1.13. St A € mpM , entonces

(i) Conp(A) es un dlgebra de Boole,

(ii) La interseccion de un nimero finito de congruencias principales es una congruencia

principal,

(iii) Conp(A) = Cone(A), donde Conc(A) es el conjunto de las congruencias compactas

de A.

Dem. (i) Sea p € Conp(A). Entonces por el Teorema 3.1.12 existe G € CO;(mpm(A))
tal que p = Ocor(G). Teniendo en cuenta que X \ G € CO;(mpwm(A)), concluimos que
¢ =0cor1(X\G) € Conp(A) es el complemento booleano de p.

(ii) Es consecuencia directa de (i).

(iii) Es bien sabido que las conguencias compactas son los miembros finitamente gener-
ados de C'on(A) y por [12, pp. 38] ellas son el supremo de un nimero finito de congruencias
principales. Entonces, por (i) concluimos que Cong(A) C Conp(A). La reciproca es in-

mediata. O
Corolario 3.1.14. En mpM la composicion de congruencias principales es conmutativa.

Dem. Sean ¢y, ps € Conp(A). Entonces por el Teorema 3.1.12 existen Y7, Ys € CO;(mpm(A))
tales que 1 = Ocor(Y1) v w2 = Ocor(Y2). Supongamos ahora que (z,y) € @2 0 1, en-
tonces existe z € A tal que (z,2) € ¢1 v (2,y) € po. Estas tltimas afirmaciones implican
que o4(x)NY] =04(2)NY1yoa(2)NYe = 0a(y)NYa. SeaU = (ga(z)NY1NY2)U(oa(x)N
(Y2\Y1))U(oa(y)N(Y1\Y2)). Entonces, por el Lema 2.2.14, concluimos que U € D(X(A)).

Por lo tanto, w = ;' (U) € A. Ademds, es simple verificar que g4(w) N Yz = oa(z) N Yz
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y que oa(w) NY; = oa(y) NY]. Luego, tenemos que (z,w) € ¢y y (w,y) € ¢ de donde
inferimos que (x,y) € ;0. Por lo tanto, ps0¢; C 1 0ps. La otra inclusién es andloga.

d

El conocimiento de las congruencias principales nos permitio afirmar que

Corolario 3.1.15. mpM tiene las congruencias principales definibles ecuacionalmente

(CPDE).
Dem. Resulta del Corolario 3.1.13 (i) y [9, Theorem 0.3]. O
Corolario 3.1.16. mpM es filtral (ver [8, Corollary 3.7]).

Dem. Es consecuencia directa del Corolario 3.1.15, teniendo en cuenta que mpM es

semisimple. O

3.2. Propiedades de las congruencias

En el parrafo anterior hemos mostrado algunas propiedades de las congruencias princi-
pales. Nuestro proximo objetivo es estudiar el comportamiento de las mpM —congruencias
en general, para lo cual se hace necesario determinar algunos resultados sobre esta var-

iedad.

Proposicion 3.2.1. En mpM toda dlgebra directamente indescomponible es simple.

Dem. Sea p € Con(A), p # Ids. Entonces existen a,b € A, a # b tal que (a,b) € p
lo que implica que 0(a,b) C p. Ademas, por el Corolario 3.1.13 (i) y el Corolario 3.1.14
tenemos que 6(a,b) es una congruencia factor, de donde por [12, p.53] concluimos que

O(a,b) = A x A. Por lo tanto, p = A X A lo que completa la demostracion. O

Proposicion 3.2.2. Sea A € mpM . Entonces las siguientes condiciones son equivalen-

tes:
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(i) A es subdirectamente irreducible,

(ii) A es directamente indescomponible.

Dem. (i) = (ii): Inmediata del Teorema 1.1.8.

(ii) = (i): Resulta inmediata del Teorema 2.3.3 y la Proposicién 3.2.1. O
Teorema 3.2.3. mpM es directamente representable.

Dem. De la Proposicién 3.2.2 y el Corolario 2.3.9 concluimos que mpM tiene solo un
nimero finito de miembros directamente indescomponibles finitos. Luego, mpM es di-

rectamente representable. |

Ahora, teniendo en cuenta resultados establecidos en el Teorema 1.1.10 y el Teorema

3.2.3 podemos afirmar que
Corolario 3.2.4. (i) mpM es a congruencias conmutativas.
(ii) Todo miembro finito de mpM es a congruencias uniformes,

A continuacién, y como consecuencia de resultados anteriores, mostraremos una im-
portante propiedad de la variedad de las mpM-algebras para lo cual recordemos que, la
funcién discriminadora ternaria ¢t sobre un conjunto X estd definida por las condiciones

siguientes:

z six =y,
t(r,y,2) =
T en otro caso.
Ademas, una variedad V es discriminadora, si tiene un polinomio p(x, y, z) que coincide
con la funcién discriminadora ternaria sobre cada miembro subdirectamente irreducible
de V; tal polinomio se denomina polinomio discriminador ternario para V.

Entonces, podemos afirmar que



62

Teorema 3.2.5. mpM es discriminadora.

Dem. Es consecuencia directa del Corolario 3.2.4 (i), del Corolario 3.1.15 y el Teorema

2.3.11 y lo establecido en [9, Corollary 3.4]. O

Este tltimo teorema y los resultados establecidos en [71] nos permiten obtener otras

propiedades de las congruencias en mpM .

Corolario 3.2.6. Sea A € mpM . Entonces se verifican:

(i) las congruencias de A son distributivas,

(ii) para todo a,b,c,d € A se verifica que (c,d) € 0(a,b) si, y solo si, p(a,b,c) =
p(a, b, d),

(iii) cada congruencia principal de A es una congruencia factor,
(iv) las congruencias de A son regulares,

(v) las congruencias de A son normales (o uniformes),

(vi) las congruencias de A son filtrales,

(vil) mpM tiene la propiedad de extension de congruencias.

3.3. mpM —congruencias booleanas

Del Corolario 3.2.6 sabemos que en las mpM —algebras toda congruencia principal es

booleana, a continuacién mostraremos que vale la reciproca.

Proposicion 3.3.1. Sean A € mpM y p C A x A. Entonces las siguientes condiciones

son equivalentes:
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(i) p es una congruencia principal,
(ii) p es una congruencia booleana.

Dem. (i) = (ii): Es consecuencia directa del Corolario 3.2.6.

(ii) = (i): Por el Teorema 2.2.16 existe Y C X(A) abierto e involutivo tal que p =
Oo;(Y). Ademas, por la hipétesis existe p € Con(A) tal que pV ¢ = X(A) x X(A) y
p AN =ida. Por otra parte, del Teorema 2.2.16, existe G C X (A) abierto e involutivo tal
que ¢ = O©ps(G). De las afirmaciones anteriores tenemos que Y UG = X(A) y Y NG = 0.
Por lo tanto, Y = X(A) \ G es cerrado, de donde por el Teorema 3.1.12 concluimos la

demostracién. O

Corolario 3.3.2. Sean A € mpM finita. Entonces Con(A) = Conp(A) = Cong(A)

donde Cong(A) es el reticulo de las congruencias booleanas.

Dem. Es consecuencia del Teorema 2.2.16, Teorema 3.1.12 y la Proposicién 3.3.1 teniendo

en cuenta que si A es un algebra finita, la topologia en mpy(A) es la discreta. a

En lo que sigue, nuestro propésito es determinar el nimero de congruencias de una
mpM —&lgebra finita, para lo cual la operacién unaria A definida en la Seccién 2.4 juega

un rol fundamental. Previamente necesitamos mostrar algunos resultados previos.

Proposicién 3.3.3. Sea (X, g) un mpy — espacio, {C;}ier el conjunto de todas las ca-

denas mazximales de X. Entonces para cada U € mpM(X) se satisfacen las siguientes

identidades:
i) AU=UNngU)= U G,
C; CUNg(U)
(i) VU=UUg((U) = U C;.
C; nOU¢(D

Cing(U)#0
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Dem.

(i) Seay € AU = (X \ (X \g(U)])NU € g(U) NU. Reciprocamente, sea y € U N g(U)
y supongamos que y € (X \ (X \ g(U)]). De esta afirmacién resulta que existe
t € X\ g(U) tal que y < t. Como y € g(U), entonces y < t. Luego, por (mpl)
concluimos que t = g(y) € g(U), contradiccion. Por lo tanto y € (X\ (X \g(U)])NU.

Ademds, AU = U Ci. En efecto, sea x € AU y sea C, la cadena maximal
C;CUNg(U)

que contiene a x. Veamos que C,, C UNg(U). Sea y € C, y supongamos que x < y.

Como AU es creciente, entonces y € U N g(U). Por otra parte, si y < x, entonces

por (mpl) g(y) = x € AU y como AU es involutivoy € UNg(U). La otra inclusién

es inmediata.

(ii) De (i) resulta que VU =~ ((X\g(U))Ng(X\g(U)) =~ (X\(UUg(V))) = UUg(U).

Ademas, VU = U C;. En efecto, sea v € VU y sea C, la cadena maximal
C; N g #0
Cing(U) #0

que contiene a x. Como VU = U U g(U) es claro que UNC, #0 o C,Ng(U) # 0.

Reciprocamente, si consideramos = € U C;, entonces x € C; para algin C}
C;NU#D
o
Cing(U) #0

tal que C;NU # 0 o C;Ng(U) # 0. Si C;NU # (), entonces existe u € U tal que
u € C;. Luego, u < x o z < wu.Siu < x, como U es creciente x € VU = UUg(U). Si
x < u, por (mpl) tenemos que u = g(z), entonces z = g(u) y por lo tanto, x € VU.

Si C;Ng(U) # 0, siguiendo un razonamiento andlogo resulta que x € VU. O

Corolario 3.3.4. Sea (X, g) un mpys —espacio y sea U € mpM(X). Entonces se verifican

las siguientes condiciones:
(i) U € V(mpM(X))) si y sdlo si U =VU,

(ii) U € A(mpM(X)) si y solo si U = AU,
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V(mpM(X)) = A(mpM(X)).

Dem. Es consecuencia directa de la Proposicion 3.3.3. O

Proposicién 3.3.5. Sea (X, g) un mpy — espacio. Entonces se verifican:

(1)
(i)
(iif)

U e A(mpM(X)) si, y sdlo si, U es abierto, cerrado e involutivo,

U € B(mpM(X)) si, y sélo si, U es abierto, cerrado y U = |J Cy,

zelU

V(mpM(X)) = A(mpM(X)) € B(mpM(X)).

Dem.

(i)

Si U € A(mpM(X)), del Corolario 3.3.4 y la Proposicién 3.3.3 se concluye la de-
mostracién. Reciprocamente, como U es involutivo, tenemos que U = g(U) y por lo

tanto, AU = U de donde por el Corolario 3.3.4 resulta que U € A(mpM(X)).

De la hipdtesis tenemos que U es abierto, cerrado y existe V' € D(X) tal que
UNV =0yUUV = X. Luego, V = X\ U. Ademés, siy € |J C,, entonces existe

zelU
zo € U tal que y € Cy,. Sixp <y, como U es creciente resulta que y € U. Si y < x

ey ¢ U tenemos que y € V y como V es creciente, entonces xg € V', de donde
resulta que xo € U NV, contradiccion. Luego, y € U y por lo tanto, |J C, CU. La

xelU
otra inclusion es inmediata.

Reciprocamente, sean x € U, y € X tales que x < y, entonces y € C,, y por lo tanto

y € |J C, =U. Luego, U es creciente. De esta afirmacién y las hipdtesis concluimos
zelU
que U € D(X). Por otra parte, sea V = X \ U de donde resulta que V es abierto

y cerrado. Ademsds, de la Observacién 2.2.2 tenemos que V = |J ), y siguiendo
yeX\U
un razonamiento analogo al anterior concluimos que V' es creciente. De lo expuesto,

resultaque V € D(X), UNV =0y UUV = X. Luego, U € B(mpM(X)).
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(iii) Sea U € A(mpM(X)). Entonces por (i) tenemos que U es involutivo. Ademas, si
y € |J C., entonces existe xo € U tal que y € Cy,. Si xg <y, como U es creciente
resufteaUque y € U. Siy <z, por (pml) tenemos que g(y) = xo € U y por lo tanto
y € g(U) =U. Luego, |J C, CU. La reciproca es inmediata, de donde concluimos

zeU

que U € B(mpM(X)). O

El siguiente ejemplo muestra una mpM —algebra A tal que V(A) C B(A).

Ejemplo 3.3.6. Sea M mpM —dlgebra indicada en la figura, entonces se verifica que

V(M) = A(M) = {0,1} € B(M) = M.

b*=~a=ua b=~b=a"*

Corolario 3.3.7. Sea A una mpM —dlgebra finita tal que su espacio asociado es la suma
cardinal de n cadenas con dos elementos, m cadenas involutivas con un elemento y 2l

cadenas no involutivas con un elemento. Entonces
(i) [AA)] = |V(A)] = 2ntmH,
(11) |B(A)| — 2n+m+2l'

Dem. Es consecuencia directa de la Proposicion 3.3.5 teniendo en cuenta que la topologia

es la discreta. O

Proposicién 3.3.8. Sea A una mpM—dlgebra y G C X(A). Entonces las siguientes

condiciones son equivalentes:

(i) G € A(mpM(X(A))),
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(ii) emiste a € AA tal que G = o4(a).

Dem. (i) = (ii): Como G € mpM(X(A)) y 04 es un mpM —isomorfismo, entonces existe
a € A tal que G = o4(a). Ademas, de la hipdtesis tenemos que o4(a) = Aoala) =
oa(Aa). Luego, a = Aa lo que completa la demostracion.

(ii) = (i): Se concluye de la hipédtesis teniendo en cuenta que o4 es un mpM —isomor-

fismo. O

Corolario 3.3.9. Sean A € mpM . Entonces, los reticulos NA y COr(mpm(A)) son

isomortfos.
Dem. Es consecuencia directa de la Proposicion 3.3.5 y Proposicion 3.3.8. O

Corolario 3.3.10. Sea A una mpM —dlgebra finita tal que su espacio asociado es la suma

cardinal de n cadenas con dos elementos, m cadenas involutivas con un elemento y 2l

cadenas no involutivas con un elemento. Entonces |Con(A)| = |Cong(A)| = |Conp(A)| =
2n+m+l )
Dem. Es inmediata del Corolario 3.3.9, el Corolario 3.3.2 y el Corolario 3.3.7. a

3.4. Polinomio discriminador y dual discriminador

En el Teorema 3.2.5 hemos probado que mpM es discriminadora. En lo que sigue
determinaremos el polinomio discriminador ternario para esta variedad y por lo tanto,
tendremos una descripcion ecuacional de las congruencias principales.

Teniendo en cuenta [47], dada A € mpM consideramos la operacién binaria & definida

por medio de la formula:

a®db=(~A(aVb)VAW@AD)AN(~V(aVb)VV(aAD)),
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donde A y V estan definidos de la manera indicada anteriormente, es decir Ax = (~
)*Nxy Vo =~z*Vz.
Observemos que (B, ®) y (T, ®) son subdlgebras de (M, ®) y la tabla de & sobre M

es la siguiente:

10 a b 1
0(1 0 0 O
a0 1 0 O
b0 0 1 0
110 0 0 1

Proposicion 3.4.1. Sea A € mpM . Entonces, se verifican

(S1) x =y si, y sélo six Dy =1,

(S2) rdy=yDux,

(S3) v 1= Az,

(54) @y Ae=(z@y) Ay,

(S5) Alzdy)=zdy,

(S6) Vzdy)=z®y,

(S7) ~(x®y) yx By son complementos booleanos.

Dem. Es de rutina. O

Teorema 3.4.2. El polinomio discriminador ternario para mpM es

p(z,y,z) = (£ DY) A2) V(~ (xS y) Aw).
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Dem. De (S1), tenemos que p(x,z,z) = z. Si & # y, entonces por (S1) inferimos que

@y # 1, de donde por (S5) y la Proposicién 2.4.7, concluimos que z @ y = 0. Entonces,

p(,y,2) = x. =
Del Teorema 3.4.2 y el inciso (ii) del Corolario 3.2.6 concluimos que

Corolario 3.4.3. Sea A € mpM y a,b € A. Entonces
O(a,b) ={(z,y) e AxA: (a®b)Ax)V(~(a®Bb)ANa)=(adb)Ay)V(~(adb)Na)}.

Recordemos que un algebra finita A se dice cuasi-primal si tiene un polinomio discrim-
inador ([12]). Estas élgebras fueron introducidas por A. Pixley en 1970, bajo el nombre de
algebras algebraicas simples y ellas constituyen una exitosa generalizacion de las dlgebras

de Boole con dos elementos.

Corolario 3.4.4. Cada mpM — dlgebra subdirectamente irreducible es cuasi-primal y fun-

cionalmente completa.

Dem. Es consecuencia directa del Teorema 3.4.2 y de [71, Corolary 1.9]. a

Nuestro proximo objetivo es obtener otra descripcion mas simple de las mpM —con-

gruencias principales, para lo cual el siguiente lema ha sido fundamental.

Lema 3.4.5. Sea A € mpM y a,b € A. Entonces las siguientes condiciones son equiva-

lentes:
(i) (a®b)Ax)V(~(a@b)Na)=(a®b) Ay)V (~ (a®b)Na),
(ii) (a®b)Ax=(aBb)Avy.

Dem. Sélo probaremos (i) =(ii). Sean x,y € A tales que verifican (i). Entonces por el

Teorema 3.4.2 y el inciso (ii) del Corolario 3.2.6, inferimos que (z,y) € 6(a,b) lo que
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implica que (~ z,~ y) € 6(a,b). Luego, ((a ®O)A ~z)V (~ (a®b) Na) = ((a B b)A ~
y)V (~ (a ®b) Aa). Entonces, ((a BO)A ~x)V ~ (a®b) = ((aBDA~y)V~(adbd)y
por lo tanto de (S7), tenemos que ~ (a @ b)V ~ z =~ (a® b)V ~ y, de donde concluimos

la demostracion. O

Finalmente, la otra caracterizacién ecuacional de las congruencias principales buscada

es la siguiente:

Teorema 3.4.6. Sea A € mpM y a,b e A. Entonces
O(a,b) ={(z,y) e AXA: zN(a®b)=yAN(a®b)}.

Dem. Es consecuencia del Corolario 3.4.3 y el Lema 3.4.5. |

E. Fried y A. Pixley en [29] introdujeron el estudio de una funcién estrechamente
relacionada con la funcion discriminadora ternaria t. Mas precisamente, consideraron la
funcién dual discriminadora ternaria d sobre un conjunto X definida por las condiciones
siguientes:

r six =y,

d(x,y,z) =

Z en otro caso,

y mostraron que d puede ser obtenida a partir de t del siguiente modo:

d(x,y,z) =t(z,t(x,y, 2), 2).

De esta afirmacion se concluye que toda algebra discriminadora es dual discriminado-
ra. Luego, del Teorema 3.4.2, el Teorema 3.4.6 y los resultados de [29] podemos afirmar

que

Teorema 3.4.7. mpM es una variedad dual discriminadora y el polinomio dual dis-

criminador ternario es
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9(z,y,2) = (~ (@Y A 2) V(xS y) Ax).

Recordemos que, dada una variedad V), para cada A € V y a,b € A se denomina

congruencia co-principal v(a,b) a la congruencia definida por

v(a,b) = {(z,y) € Ax A: q(a,b,x) = q(a,b,y)} ([29]).

Teniendo en cuenta [29, Theorem 3.8] y el hecho que 6(~ (a®b), 1), es el complemento

booleano de #(a,b) conluimos que

Proposicion 3.4.8. Sea A € mpM y a,be A. Entonces

v(a,b) ={(z,y) e AXx A:~(a@®b) ANz =~ (a®b) ANy}
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4. Capitulo IV

En este capitulo nos abocamos, en primer lugar, al estudio de las propiedades de las
mpM —élgebras finitas y finitamente generadas. Entre los resultados que obtenemos, se
destaca el Teorema 4.1.4 que nos suministra una factorizacién de dichas algebras. Por otra
parte, el conocimiento de las algebras simples en una variedad localmente finita permite,
en muchos casos, hallar el nimero de elementos del dlgebra libre con un conjunto finito de
generadores libres. Nosotros determinamos la estructura de dichas dlgebras aplicando la
técnica usada por L. Monteiro en [57, p. 20| y finalmente, en el Teorema 4.2.7 indicamos
la formula para calcular el cardinal del algebra libre con un conjunto finito de generadores

libres, en funcién del nimero de generadores de la misma.
4.1. mpM —Aalgebras finitas y finitamente generadas
El Lema 4.1.1 y 4.1.2 seran fundamentales para la demostracién del Teorema 4.1.4.

Lema 4.1.1. Sea A mpM —dlgebra finita. Entonces las siquientes condiciones son equiv-

alentes:
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(i) F es un A—filtro de A,
(ii) F' = F(Aa) para algin a € A.

Dem. (i) = (ii): Como A es finita, de la hipétesis resulta que F' = F(x) para algin
x € Ay por lo tanto, Ax € F. Luego, por T2 tenemos que Az = .

(ii) = (i): Es consecuencia directa de la Proposicién 2.4.3. O

Lema 4.1.2. Sea A una mpM —dlgebra finita y no trivial. Entonces las siguientes condi-

ciones son equivalentes:
(i) F(Aa) es un A—filtro maximal de A,
(ii) Aa es un dtomo de AA.

Dem. (i) = (ii): Sea x € AA tal que 0 < z < Aa y supongamos que = # 0. Entonces
F(Aa) C F(z) # A. Por el Lema 4.1.1, F(z) es un A— filtro de A y como F(Aa) es
maximal, entonces F'(Aa) = F(x) y por lo tanto Aa = z.

(i) = (i): Por el Lema 4.1.1 tenemos que F(Aa) es un A— filtro de A. Ademas,
F(Aa) es maximal. En efecto, sea F'(z) un A— filtro propio de A tal que F/(Aa) C F(x).
Luego 0 < Az < Aa de donde por la hipétesis resulta Az = Aa lo que completa la

demostracién. O

Observacion 4.1.3. Del Lema 4.1.2 resulta que si A es finita y no trivial, el nimero de

A—filtros maximales de A coincide con el de dtomos de NA.

Teorema 4.1.4. Si A es una mpM —dlgebra finita y no trivial, entonces A es isomorfa

a [T A/F(Aa;), donde {Na;}i<i<n €s el conjunto de todos los atomos de AA.
i=1

Dem. Del Lema 4.1.2, la Proposicién 2.4.11 y la Observacién 2.4.17 inferimos que la
aplicacién h : A — [] A/F(Aa;) definida por h(z) = (¢1(x), ..., ¢.(z)) es un monomor-
i=1

fismo, donde ¢; : A — A/F(Aaq;) para 1 < i < n es el epimorfismo candnico. Luego,
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sélo resta probar que h es sobreyectiva. En efecto, sea y = (y1,...,yn) € ]n_[ A/F(Aa;),
entonces para cada y; € A/F(Aa;) existe x; € A tal que ¢;(z;) = y; para f:é 7 < n. Sea
x = \7 (i A Aa;). Como Aa; € AA, 1 < i <nesclaro que ¢;(Aa;) € A(A/F(Aa;)), de
dondlglpor la Proposicién 2.4.7 tenemos que ¢j(Aa;) € {0,1}. Sigj(Aa;) =1, coni # j, en-
tonces Aa; € F(Aa;) y por lo tanto Aa; < Aa;, contradiccion. Luego, g;(Aa;) = 0, para

todo j # i, y ¢i(Aa;) = 1 lo que implica que g;(x) = V (g;(z:)) A ¢;(Dai)) = qj(z;) = y;

=1

para todo j, 1 < j < n. De esta afirmacién concluimos que h(x) = y. O

Proposicién 4.1.5. Sea A una mpM—dlgebra, b€ A y [0,b) ={x € A: 0 <z <b}. Si

b e NA, entonces

(i) ([0,0],A,V,—,1,0,b) es una mpM—dlgebra donde —x =~ x ANb y |x = z* Ab, para
todo x € [0, b],

(ii) L/F(b) y [0,b] son dlgebras isomorfas.

Dem.

(i) Es inmediata.

(ii) Sea hy : A/F(b) — [0,b] definida por hy(T) = x A b. Es claro que h;, esta bien
definida y es biyectiva. Por otra parte, hj, es un mpM —homomorfismo. En efecto, como
b € AA esbooleano tenemos que —hy(T) = —(xAb) =~ (xAD)Ab = (~ xAb)V(~ DAD) =~
T Ab = hy(~ T). Ademads, de (A6) resulta que |h(ZT) = (x Ab)* Ab=x*ANb=h(T*). La
demostracion de las restantes propiedades es de rutina. |
Corolario 4.1.6. Sea A una mpM —dlgebra finita y no trivial. Si {Aa;}1<i<n €s la familia
de todos los dtomos de ANA, entonces A es isomorfa a ﬁ[(), Aa;).

Dem. Es consecuencia directa del Teorema 4.1.4 y Proposicion 4.1.5. O
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Ejemplo 4.1.7. Sea A la mpM —dlgebra cuyo diagrama de Hasse es el indicado en la

figura y donde las operaciones ~ y * estdn dadas en la siguiente tabla:

x |O0lalb|lcld|e|flglh|i|j]|1
~x|1l|t|g|lhleld|flglclalbl|O
x* |1|j|i]leleld|blal0|b|la]|0
Ax |0[0|0[0|d|e|0]0|e|d|d]|]1

Como AA =1{0,d,e, 1} entonces A~ [0,d] x [0,€].

4.2. mpM —Aalgebras libres

En esta seccion nuestro propodsito es determinar la estructura de las mpM —algebras
libres finitamente generadas e indicar una férmula para calcular su cardinal en término
del nimero de generadores libres. Para ello se hacen necesarias algunas consideraciones
previas.

Denotaremos con L(c) la mpM —élgebra libre con un conjunto G de generadores libres
tal que |G| = ¢, donde ¢ es un numero cardinal. La nocién de dlgebra libre estd definida

de la manera usual, esto es:

Definicién 4.2.1. ([7]) Sea K una clase de dlgebras similares y £ € K. L es un dlgebra
que tiene a G como conjunto de generadores libres, si se verifican las siguientes condi-

(L) [G1 =L,

(L2) para cada dlgebra B € K y cada funcion f : G — B existe un homomorfismo

h: L — B que extiende a f, esto es se verifica h(g) = f(g), para todo g € G.
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El homomorfismo h de (L2) es tnico y si A’ es un dlgebra de K con un conjunto G’ de
generadores libres tal que existe una biyeccién de G en G’, entonces A y A’ son dlgebras

isomorfas.

Como las mpM —algebras constituyen una variedad, para cualquier cardinal ¢, ¢ > 0

el dlgebra libre existe y es tinica a menos de isomorfismo (ver [7]).

En lo que resta de esta seccién, y para simplificar el desarrollo de la misma, notaremos
con A; para 1 <1 < 3 a las mpM —algebras simples B, T' y M respectivamente.
En primer lugar, teniendo en cuenta el Teorema 2.3.11, el Corolario 1.1.4, Teorema

2.3.3, el Corolario 2.3.9 y el Corolario 2.4.15 concluimos que
(I) L(n) = A1|M1| > A2|M2| > A3IM3|7
donde

My = {M € ML) : L(n)/M = A;}, 1< j <3,

y M(L(n)) denota al conjunto de todos los sistemas deductivos maximales de £(n). Luego,
conocemos la estructura de los factores de £(n), por lo tanto sélo debemos calcular el

numero de veces que aparecen cada uno de ellos.
Determinacién de | M|

En lo que sigue si L, L' son mpM—algebras, indicaremos con Epi(L, L") y Aut(L)
el conjunto de los epimorfismos de L en Ly el conjunto de los automorfismos de L
respectivamente.

|Epi(L(n), A;)|

Lema 4.2.2. |M,| = | Aut(A;)]
J

1<y <3

Dem. Sea o : Epi(L(n), Aj) — M; la aplicacién definida por a(h) = Ker(h). Luego,
a es sobre. En efecto, para cada M € M; sea f = yu o qu, donde gar es la aplicacién

candnica y vy es el mpM-isomorfismo de £(n)/M en A;. Entonces, f € Epi(L(n),A;)y
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Ker(f) = M de donde resulta que a(f) = M. Ademés, si M € M; y a(h) = M, entonces
a ' (M) ={goh:g € Aut(A;)}. Por lo tanto, |M;| - |Aut(A;)| = |Epi(L(n), A;)| de

donde concluimos la demostracion. O

Observacion 4.2.3. Es claro que |Aut(A;)| = |Aut(As)| = 1 y que sdlo existen 2 auto-

morfismos de As.

Lema 4.2.4. Sij = 1,2, entonces |Epi(L(n), A;)| = |F*(G, A;)| donde F*(G,A;) ={f:
G — A;: [F(O)] = Aj}.

Dem. Sea (3 : Epi(L(n),A;) — F*(G, A;) la aplicacién definida por 3(h) = h/G. Es
simple verificar que 3 es inyectiva. Por otra parte, para cada f € F*(G, A;) existe un
unico homomorfismo hy : £(n) — A; que extiende a f. Ademas, h(L(n)) = hy([G]) =
[f(G)] = A; de donde concluimos que [ es sobre. O

Corolario 4.2.5. (i) |[M,] =27,
(i) [My| =3" -2,
Dem. Es consecuencia directa del Lema 4.2.2, Lema 4.2.4 y la Observacién 4.2.3. a
Lema 4.2.6. |[M3| =2""1(2" —1).
Dem. Del Lema 4.2.2, Lema 4.2.4 y la Observacién 4.2.3 tenemos que
[F(G, As)|

Por otra parte, como la tinica subalgebra de Az es Ay resulta que
|F*(G, A3)| =4" — 2" =2"(2" — 1).
Luego, |M3| = 2=D (2" —1). O

De (I) y los resultados anteriores podemos enunciar el siguiente teorema.
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Teorema 4.2.7. Sea L(n) la mpM—dlgebra libre con n generadores libres. Entonces el

cardinal |L(n)| puede expresarse por la formula siguiente:
1L(n)] = 2" x 33" 72" x 42D,
Ejemplo 4.2.8. Por el Teorema 4.2.7 tenemos que para n = 1
|L(1)| =22 x 3 x 4 =48

y su diagrama de Hasse es el siguiente:

Por otra parte recordemos que I. Loureiro, en su tesis doctoral determiné el algebra
tetravalente modal libre 7;(n) con n generadores libres y mostré que su cardinal estd dado

por:
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o [Ta(n)| = 22" x 332" x 42 @)

Luego, sin =1, |74(n)| = 12 y su diagrama de Hasse es el siguiente:

Este resultado nos permite comprobar nuevamente que mpM es una subvariedad

propia de la variedad de las algebras tetravalentes modales.
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Conclusiones y estudios futuros

En esta tesis se estudiaron las algebras de De Morgan pseudocomplementadas modales
o mpM —algebras las cuales constituyen una subvariedad propia de las pM —4&lgebras
([66]) y también de la variedad de las pM —dalgebras que satisfacen la condicién adicional
TN(~z)" = (~ (A (~ x)*)* estudiadas en [68]. Las mismas son pM —algebras a las que se
les puede asociar un algebra tetravalente modal ([43]) considerando el operador V definido
en el Capitulo III. Esta iltima clase de algebras ha dado origen al estudio de logicas
tetravalentes modales por diferentes autores y con técnicas diversas ([27, 28, 5, 17, 26])

Desde esta perspectiva se plantea como trabajo futuro presentar un célculo proposi-
cional estilo Hilbert que tenga como contrapartida algebraica a las mpM —élgebras. Para
la obtencién del mismo conjeturamos que la implicacion débil definida en el Capitulo
IT jugard un papel fundamental. Otra alternativa, es proveer una teoria de prueba para
la logica naturalmente asociada a estas algebras. Mas precisamente, se puede procurar
un calculo de secuentes que sea correcto y completo con respecto a las mpM —algebras.

Seria muy importante que este célculo tuviera la Propiedad de eliminacion de corte de-
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bido a sus muiltiples consecuencias positivas (como decidibilidad, consistencia, teoremas
de interpolacién, etc.).

Por otra parte, muchas otras cuestiones permanecen abiertas y merecen un estudio
futuro, como es el caso de las mpM —algebras equipadas con un cuantificador existen-
cial. Como en el caso de las algebras de Boole, con cada cuantificador existencial sobre
una mpM —algebra esta asociado un cuantificador universal, por lo tanto podemos llamar
mpM —algebras monadicas a la nueva clase de algebras obtenida. Las mismas resultarian
ser una generalizacién de las dlgebras de Boole monddicas introducidas por Halmos en [36].
Ademads, deberian presentarse de modo tal que tengan asociadas a las algebras tetrava-
lentes monddicas introducidas y estudiadas en [72] y que resulten ser una generalizacion
de las algebras de Lukasiewicz trivalentes monadicas investigadas en [58].

El estudio de las mpM —algebras se abordd utilizando fundamentalmente técnicas
topoldgicas. Luego, el estudio de las mpM —algebras monadicas podria encararse de man-
eras diversas. Por ejemplo, teniendo en cuenta los resultados anteriores y la dualidad
establecida por R. Cignoli ([14]) para los @Q—reticulos o considerando la dualidad dada
por R. Golblatt en [32] para el caso particular de reticulos distributivos acotados con un

V—hemimorfismo unario dado que los cuantificadores verifican esta ltima condicion.
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