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RESUMEN

En el trabajo An equivalence between Varieties of ciclic Post Algebras and Va-
rieties generated by a finite field [1] demostramos una equivalencia entre la variedad
V(EM:) generada por el algebra de Post k—ciclica simple de orden p, L, y la va-
riedad V(F(p*)) generada por el cuerpo con p* elementos (F(p*);+,-, F(p)). La
existencia de una interpretacién entre ambas variedades nos ha permitido estudiar
la resolucién de sistemas de ecuaciones polinomiales sobre un algebra L, , utilizan-
do técnicas usuales del Algebra Conmutativa en un problema propio de la Logica
Algebraica.

En Resolution of Algebraic Systems of Equations in the Variety of Cyclic Post
Algebras [13] mostramos un camino para resolver un sistema de ecuaciones alge-
braicas sobre una &lgebra de Post ciclica de orden p, con p primo, utilizando la
interpretacion anterior, bases de Grobner y algoritmos programados en Maple.

En esta tesis describimos un método contructivo que permite obtener a partir de
un cuerpo (F(p*); +,-, F(p)), un dlgebra de Post k—ciclica de orden p, con p primo
positivo y k > 1. Las operaciones del algebra de Post ciclica se expresan como térmi-
nos en el lenguaje del cuerpo, y reciprocamente, las operaciones del cuerpo como
términos en el lenguaje del algebra de Post k-ciclica. Los algoritmos programados
en Maple muestran cémo calcular estas operaciones de manera efectiva. De esto
se deduce una interpretacién @, entre la variedad V(L) y la variedad V(F(p*)),
y una interpretacién ®, de V(F(p*)) en V(L) tal que ®,®;(B) = B para toda
dlgebra B € V(L,,) v ®1®2(R) = R para todo R € V(F(p*)). Esta equivalencia
permite analizar la existencia y busqueda de soluciones de un sistema de ecuaciones
polinomiales en L, ;[ X1, ..., X,]. Mostramos en este trabajo dos caminos diferentes
para la resolucion de estos sistemas.

El primer camino consiste en aplicar la interpretacién ®; para obtener la ex-
presién de una ecuacién algebraica postiana en el lenguaje de F(p*)[X1,..., X,] v
asi poder expresar todas las ecuaciones del sistema en F(p*)[X1, ..., X,]. De esta
forma es posible buscar una base de Grobner del ideal generado por los polinomios
del sistema, analizar la existencia de soluciones y organizar su busqueda. Aplican-
do luego la interpretacién ®, obtenemos un sistema equivalente al original en el
lenguaje postiano de L, ;[X7, ..., X,]. Completamos esta idea presentando varios
ejemplos que explican detalladamente el método propuesto junto con los algoritmos
que muestran a un mismo polinomio en ambos anillos.

El segundo camino consiste en definir el concepto de base de Grébner de un ideal
Ien L,i[Xy,...,X,] utilizando nuevamente las interpretaciones ®; y ®,. Explica-
mos este proceso en general y en el caso particular de p = 2 y £ = 1, damos un
algoritmo de divisién y un teorema para calcular el S-polinomio de dos polinomios en
dos variables. Enunciamos las dificultades que se presentan al buscar directamente
una base de Grébner de un ideal I en L, ;[ X7, ..., X,] cuando p > 3, destacando que
a pesar de las mismas, resulta interesante poder dividir en un anillo de polinomios
sobre una estructura algebraica ordenada.
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ABSTRACT

In the work An equivalence between Varieties of ciclic Post Algebras and Va-
rieties generated by a finite field [1] we proved an equivalence between the variety
V(EM:) generated by the simple k-cyclic Post algebra of order p, L, and the va-
riety V(F(p¥)) generated by the finite field with p* elements (F(p*); +, -, F(p)). The
existence of an interpretation between both varieties has let us study the resolution
of algebraic systems of equations over an algebra L,j, using usual techniques of
Commutative Algebra in a problem of Algebraic Logic.

In Resolution of Algebraic Systems of FEquations in the Variety of Cyclic Post
Algebras [13] we show a way to solve an algebraic system of equations over a cyclic
Post algebra of order p, with p prime, using the above interpretation, Grobner bases
and algorithms programmed in Maple.

In this thesis, we describe a constructive method which lets obtain from a field
(F(p*);+,-, F(p)), a k-cyclic Post algebra of order p, with p prime and k& > 1. The
Post cyclic algebra operations are expressed as terms in the language of the field,
and conversely, the field operations as terms in the language of cyclic Post algebras.
The algorithms programmed in Maple show how to calculate these operations effec-
tively. From this, we deduce an interpretation ®; between the variety V(L,,) and
the variety V(F(p*)) and an interpretation ®, of V(F(p*)) into V(L,,) such that
®,®,(B) = B for every B € V(L) and ®,®5(R) = R for every R € V(F(p")).
This equivalence lets us analyze the existence and search for solutions of an algebraic
system of equations in L, ;[X7,...,X,]. In this work we show two differents ways
for the resolution of these systems.

The first way consists in applying the interpretation ®; in order to obtain the
expression of a postian algebraic equation in the language of F(p*)[X1, ..., X,] and
so we could show all the equations of the system in F(p*)[X1,..., X,]. In this way,
it is possible to find a Grobner base of the ideal generated by the polynomials of
the system, analyze the existence of solutions and organize its search. We complete
this idea giving some examples which explain in detail the proposed method with
the algorithms which show the same polynomial in both rings.

The second way consists in defining the concept of Grobner base of an ideal in
L,k X1, ..., X,] using again the interpretations ®; and ®5. We explain this process
in general and in the particular case of p = 2 and k£ = 1, we give a division algorithm
and a theorem to calculate the S-polynomial of two polynomials in two variables.
We enunciate the difficulties which are presented while finding directly a Grobner
base of an ideal [ in L, ;[ X7, ..., X,] when p > 3, emphasizing that, despite them, it
is interesting the fact that we could divide in a ring of polynomials over an ordered
algebraic structure.
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Introducciéon

El objetivo de esta tesis es mostrar como puede abordarse el estudio de un sistema
de ecuaciones polinomiales sobre un dlgebra de Post k-ciclica de orden p, siendo p
un entero primo positivo. La investigacion aqui desarrollada tiene su origen en los
trabajos de G. Moisil [31], [32], H. Cendra [10], M. Serfati [38] y S. Rudeanu [37],
y en la teoria de bases de Grobner, herramienta de gran utilidad para trabajar con
sistemas de ecuaciones algebraicas [3], [7], [12].

En el primer capitulo comenzamos introduciendo algunas definiciones y resulta-
dos de algebra universal necesarios para el desarrollo de esta tesis. Damos la defini-
cién de la variedad de las algebras de Post de orden r k-ciclicas y mostramos que las
algebras simples, que coinciden con las dlgebras subdirectamente irreducibles, son
las algebras de Post d-ciclicas de orden r, L, 4, siendo d un divisor de k.

En el capitulo dos exponemos resultados conocidos de cuerpos finitos y exten-
siones de Galois que pueden verse en [18], [27], [36]. Comenzamos introduciendo
extensiones arbitrarias, caracterizamos las extensiones finitas y construimos el cuer-
po de raices de un polinomio no constante f en el anillo K[X], donde K es un
cuerpo cualquiera. También mostramos que dos clausuras algebraicas de K son K-
isomorfas y caracterizamos las extensiones de Galois, que juegan un rol fundamental
en la demostracién del teorema de la base normal. Dedicamos especial atencion al
estudio de los cuerpos finitos, mostrando que tienen p™ elementos, con p primo y la
unicidad a menos de isomorfismo. Vemos que toda extension de un cuerpo finito es
una extension de Galois y que el grupo de Galois de un cuerpo con p™ elementos
es ciclico de orden n. Para finalizar damos la demostracién del teorema de la base
normal para el caso infinito y finito. La demostracion de este ultimo caso no se
encuentra en la literatura habitual.

Extendemos en el capitulo tres los resultados de H. Cendra para cuerpos con p”
elementos describiendo la equivalencia demostrada en An equivalence between Va-
rieties of ciclic Post Algebras and Varieties generate by a finite field [1]. Para esto
introducimos los polinomios de Lagrange sobre el cuerpo F(p*) y los polinomios de
Lagrange sobre el dlgebra L,; mostrando que ambos son términos discriminado-
res. Utilizando el método de interpolacién de Lagrange de Moisil [31], damos una
representacién de una funcién f : (F(p*))™ — F(p*) como un polinomio con coe-
ficientes en el cuerpo F(p*) y expresamos toda funcién de (L,x)™ en L, como un
polinomio con coeficientes en el dlgebra. La equivalencia entre las variedades V(L, )
y V(F(p*)) demostrada en este capitulo es uno de los resultados més importantes
de esta tesis que aplicaremos en los capitulos 5 y 6. Para finalizar damos ejemplos
que explican el proceso constructivo, incluyendo las operaciones cuyos programas se
detallan en el apéndice.

En el capitulo cuatro estudiamos las bases de Grobner en el anillo K[X7, ..., X,],
siendo K un cuerpo arbitrario. Definimos distintos 6rdenes monomiales, damos el
lema de Dickson y el algoritmo de divisién en el anillo mencionado. Mostramos el
teorema de la base de Hilbert y explicamos el proceso de obtencién de las bases



de Grobner, presentando una primera version del algoritmo de Buchberger, para
calcularlas de manera algoritmica. Damos la demostracion del teorema de los ceros
de Hilbert en sus versiones fuerte y débil y mostramos estos teoremas cuando K es
un cuerpo finito. Para finalizar analizamos el caso en que la variedad de un ideal
es finita.

El capitulo cinco estd dedicado a la resolucion de sistemas de ecuaciones algebrai-
cas sobre las algebras de Post k-ciclicas. Comenzamos dando una condicion necesaria
y suficiente para que una ecuacién postiana en n variables tenga solucién [38]. Apli-
camos la interpretacién ®; dada en el capitulo tres y con la ayuda de algoritmos
programados en Maple, obtenemos las ecuaciones de los polinomios postianos en el
anillo F(p*)[X1, ..., X,]. Buscamos una base de Grobner del ideal formado por los
polinomios del sistema y las soluciones del mismo. Por iltimo aplicando la interpre-
taciéon @, damos un sistema equivalente al original en L, ;[ X7, ..., X, ]. Para ilustrar
este procedimiento mostramos varios ejemplos.

Para finalizar, en el capitulo seis imitamos el método descripto en el capitulo
cuatro para construir una base de Grobner en el anillo L, x[ X1, ..., X,]. Mostramos
ejemplos para p = 2 y p = 3, damos un algoritmo de division parap =2y k =1y
un teorema para calcular S-polinomios en Ly[X,Y]. Analizamos las dificultadas que
existen para encontrar una base en el caso general y expresamos las conclusiones
obtenidas en el desarrollo de esta tesis.

En el apéndice incluimos los algoritmos programados en Maple que han sido
necesarios para la mayoria de los ejemplos dados. Mostramos cémo calcular las
operaciones de un algebra de Post k-ciclica de orden 3 para k = 1y & = 2 como
términos en el lenguaje de los cuerpos F'(3) y F(3?%), y reciprocamente, como obtener
las operaciones de estos cuerpos como términos en el lenguaje de las algebras L3 y
L3 . También presentamos algoritmos que muestran la expresion en F(3)[X,Y] y
F(3?)[X,Y] de polinomios dados en L3[X, Y]y L3s[X,Y] y reciprocamente.

En esta tesis hemos logrado vincular algunos conceptos de las estructuras al-
gebraicas tradicionales como los cuerpos finitos, con otros de las estructuras alge-
braicas ordenadas como las dlgebras de Post ciclicas. La interpretacion descripta en
el capitulo 3 nos ha permitido expresar las operaciones de un algebra de Post cicli-
ca como términos en el lenguaje del cuerpo, y reciprocamente, las operaciones del
cuerpo como términos en el lenguaje del dlgebra de Post ciclica, resolver sistemas
de ecuaciones sobre estas dlgebras, poder dividir en un anillo de polinomios sobre
una estructura algebraica ordenada y definir las bases de Grébner de un ideal en
un anillo de ecuaciones polinomiales postianas. Este puente establecido entre las es-
tructuras mencionadas deja abierto un camino para resolver otro tipo de problemas
sobre las algebras de Post ciclicas.



Capitulo 1

La variedad de las algebras de
Post de orden r, k-ciclicas

Introducimos en la primera seccién de este capitulo algunos conceptos conocidos
de dlgebra universal necesarios para el desarrollo de los capitulos siguientes.

En la segunda seccién damos la definicion de algebra de Post de orden r dada
por G. Epstein en 1960 y la dada por T. Traczyk en 1963, presentando diferentes
propiedades que permiten demostrar la equivalencia de ambas definiciones. También
mostramos que las algebras de Post de orden r forman una variedad aritmética.

En la ultima seccién de este capitulo definimos las dlgebras de Post de orden
r k-ciclicas y mostramos que son isomorfas a un producto subdirecto de algebras
simples.

1.1. Elementos de algebra universal

En esta seccion comenzamos introduciendo la definiciéon de algebra y algunos
ejemplos de dlgebras particulares. Damos la definicion de homomorfismo y los teo-
remas de isomorfismos que se aplican a todo tipo de estructuras algebraicas, como
asi también las nociones de subalgebra, congruencia, producto directo y subdirecto,
término, identidad y algebra libre. Para finalizar mostramos cémo puede clasificar-
se una variedad a partir de las propiedades de sus miembros y caracterizamos las
algebras primales.

Mas informacién sobre estos temas puede consultarse en [9], [30].

Dado un conjunto no vacio A y un entero positivo o nulo n definimos:
A’ =0, ysin>0,
A" ={(ay,...,a,) : a; € A}

Definicién 1.1.1 Una operacién n-aria sobre A es una funcion f : A" — A.
Decimos que n es la aridad de f. Una operacion 0-aria se llama constante y es un
elemento de A.



Definicién 1.1.2 Un algebra universal o simplemente un algebra de tipo de
similaridad F, es un par (A, F) donde A es un conjunto no vacio y F es una
familia {f1, ..., for} tal que f; es una operacion n;-aria sobre A, para cada i, con
1<i<O(F).

Por simplicidad notaremos a un algebra con A.

Es importante observar que O(F) no es necesariamante finito y puede ser vacio.
Ejemplos 1.1.1 Veamos algunos ejemplos de dlgebras.

1. Un grupo es un dlgebra <G; *, 71 1> de tipo (2,1,0) que verifica los siguientes
axiomas para x,y,z € G :
(G1) zx(y*2) = (v*xy)* 2,
(G2) zx1=1x%xz=u,
(G3) szt =atxx=1
Un grupo G es abeliano si satisface
(G4) xxy=yx*zx.

Es claro que esta no es la definicion usual de grupo. Habitualmente se usa una
operacion binaria y axiomas que contienen cuantificadores.

2. Un anillo es un dlgebra <R; +,- =, O> de tipo (2,2,1,0) que verifica las siguien-
tes condiciones, cualquiera sean x,y,z € R:
(R1) <R; +, —,O> es un grupo abeliano,
(R2) x-(y-2)=(z-y) 2
(B3) - (y+2)=(z-y)+(x-2), +z)- 2=y 2)+(z ).
Un anillo conmutativo con unidad es un dlgebra <R; +,-,—,0, 1> de tipo
(2,2,1,0,0) tal que <R; +, =, O> es un anillo y verifica las siguientes identi-
dades, para todo z,y € R:
(R) z-1=u.

3. Un cuerpo es un dlgebra <K; +,-,—,0, 1> de tipo (2,2,1,0,0) tal que

W@

<K; +,-,—,0, 1> es un anillo conmutativo con unidad y verifica:

cualquiera sea x € K \ {0}, existe z7! € K tal que x -2~ = 1.

4. Un K—espacio vectorial es un dlgebra <M; +, -, {fk}keK,0> de tipo

(2,1,{1}rek,0) tal que <M;—|—,—,O> es un grupo abeliano y las operaciones
unarias fr verifican:



(M1) fiu(z+y) = fulx) + fi(y), cualquiera sea k € K,
(M2) frri(z) = fe(z) + fi(x), cualquiera sea k,t € K,
(M3) fre(fi(z )) fre(z), cualquiera sea k,t € K,

(M4) f

1(z) =

5. Un reticulo distributivo es un dlgebra <L; A, \/> de tipo (2,2) tal que satis-
face las siguientes identidades para todos los elementos de L:

M4

(L1) x AN(yAz)=(zAy) Az, zV(yVz)=(@xVy Vz,

(L2) zhNy=yAux, rVy=yVuzx,

(L3) x =z A, r=zVuz,

(L4) z =z N (xVy), r=xV(xAy).

(D) xAN(yVz)=(xAy)V(zAz), zV(yAz)=(xVy A(zVz).

6. Unreticulo distributivo acotado es un dlgebra <L; A VL0, 1> de tipo (2,2,0,0)
tal que <L; A, \/> es un reticulo distributivo que satisface

zAN0=0y
zV1=1,
para todo x € L.
7. Un algebra de Boole es un dlgebra <B;/\,\/,’,O, 1> de tipo (2,2,1,0,0) tal

que <B;/\,\/,O,1> es un reticulo distributivo acotado vy ' satisface las
siguientes identidades

aVa=1;

(') =a;

(aVb) =d AV,
para todo a, b € B.

8. Un reticulo modular es un reticulo <L; A, \/> de tipo (2,2) tal que <L; A, \/>
es un reticulo que satisface la ley modular

(M) Six <y entonceszV (yAz)=yA (zV z)paratodox, y, z € L.

El concepto de homomorfismo en teoria de grupos, anillos o reticulos es un caso
particular del de homomorfismo entre algebras. La definicion es la siguiente:

Definicién 1.1.3 Sean A y B dos dlgebras del mismo tipo F. Una aplicacion
a: A — B se dice un homomorfismo de A en B si:

a(fA(al, o) = fPla(ar),. .., ala,))



para cada operacion n-aria en F y cada n-upla (aq,...,a,) de A™.

Si la aplicacion « es sobreyectiva decimos que B es una imagen homomorfica
de A y que a es un epimorfismo. Si a es inyectiva y sobreyectiva decimos que o
es un isomorfismo.

Si A = B, « recibe el nombre de endomorfismo y de automorfismo si la
aplicacion a es biyectiva.

Si Ay B son dos élgebras del mismo tipo de similaridad, decimos que A y B son
similares.

Definicién 1.1.4 Dada un dlgebra A de tipo F y S un subconjunto no vacio de
A, decimos que (S,F) es una subdlgebra de (A, F) si S es cerrado para todas las
operaciones de F, i.e. si dada f € F una operacion n-aria, para todo (xy,...,z,) €
S™ resulta f(x1,...,2,) € S.

Las subalgebras de A son similares a A. Ademds si f es una operacién 0-aria, i.e.
si f es una constante a € A entonces la restriccién de f a una subalgebra S también
toma el valor a. En consecuencia todas las constantes pertenecen a la subalgebra S.

Resulta de las definiciones anteriores que si o : A — B es un homomorfismo
entonces «(A) es una subélgebra de B.

En lo que sigue estudiaremos el reticulado de congruencias de un algebra A.

Definicién 1.1.5 Sea (A, F) un dlgebra. Una congruencia sobre A es una relacion
de equivalencia 6 sobre A, que satisface la siguiente propiedad de compatibilidad:

si f es una operacion n-aria y a;, b; son elementos de A tal que a;0b; se verifica para
1 <1< n, entonces

fHar, ... a.)0f by, ... by).

De esta manera podemos introducir una estructura algebraica en el conjunto
cociente A/6 en la forma conocida.

Definicién 1.1.6 El conjunto de todas las congruencias sobre un dlgebra A se nota
Con(A). Si 6 es una congruencia sobre A entonces el dlgebra cociente de A por
0 notada A/0 es el dlgebra que satisface:

fA/e(‘CLl’v T ’an’) = |fA(a17 st 7an)‘7

donde ay,...,a, € A, |a;| es la clase del elemento a; determinada por 0 y f es una
operacion n-aria en F.

Las algebras cocientes de A son del mismo tipo de similaridad que A.

Ejemplos 1.1.2 Veamos los siguientes ejemplos de congruencias:



1. En un grupo G existe la siguiente conexion entre las congruencias de G y los
subgrupos normales de G:

Si 0 € Con(G) entonces |1)g <G y (a,b) € 0 si y slo siaxb™t €|1]p.

Si N <G entonces 0 = {(a,b)/a*b~" € N} es una congruencia sobre G tal
que |1lg = N.

Luego existe una biyeccion entre Con(G) y los subgrupos normales de G que
preserva el orden tal que 6 — |1]5.

2. Dado un anillo R se tiene la siguiente relacion:

Si 0 € Con(R) entonces |0]p es un ideal bildtero y (a,b) € 6 si y solo si
a—be |0|9

Si I es un ideal bildtero de R entonces 0 = {(a,b)}/a—b € I} es una congruen-
cia sobre R tal que |0]p = 1.

Luego la aplicacion § — |0|s es una biyeccion que preserva el orden entre
Con(R) y el conjunto de ideales bildteros de R.

Las congruencias anteriores pueden inducir a pensar que cualquier congruencia
sobre un dlgebra puede quedar determinada por una de sus clases, pero esto no
es valido en general.

3. Consideremos una cadena L pensada como reticulo.

Si 0 es una particion de L en subconjuntos convezos, (i.e. abb ya <c < b=
afc) es una congruencia.

En este caso ninguna clase de equivalencia determina la congruencia.
El reticulado Con(A) verifica el siguiente teorema:
Teorema 1.1.1 (Con(A), Q) es un subreticulado completo de (Eq(A), Q).

Definicién 1.1.7 Se dice que un dlgebra A posee la propiedad de distributivi-
dad de congruencias si Con(A) es un reticulo distributivo, y que posee la propie-
dad de congruencias modulares si Con(A) es modular.

Si 01,05 € Con(A) y 6y 060y = 05080, decimos que 01 y 3 permutan.

Decimos que A satisface la propiedad de congruencias permutables si todo par
de congruencias sobre A permuta.

Una clase K de édlgebras satisface la propiedad de distributividad de con-
gruencias si y sélo si cada algebra de K posee dicha propiedad. Anédlogamente
decimos que una clase K posee las propiedades de congruencias modulares o
congruencias permutables.

Una clase IC de édlgebras se dice aritmética si K tiene la propiedad de distribu-
tividad de congruencias y congruencias permutables.



Teorema 1.1.2 Sea A un dlgebra y 01,0, € Con(A). Las siguientes condiciones
son equivalentes:

a) 000y =0500,

b) 91\/92 :01002,

C) 0hoby COy00,

Teorema 1.1.3 (Birkhoff) Si A satisface la propiedad de congruencias permu-
tables entonces satisface la propiedad de congruencias modulares.

Definicién 1.1.8 Dada un dlgebra A y aq,...,a, € A notamos por O(ay, ..., a,)
la congruencia generada por {(a;,a;) : 1 <i,j5 < n}, i.e. la menor congruencia
tal que aq,...,a, estdn en la misma clase.

La congruencia ©(ay, az) se llama congruencia principal. St X C A, O(X) es la
congruencia generada por X X X.

Ejemplos 1.1.3 Veamos algunos ejemplos de Con(A) para un dlgebra A dada.
1. Sea G = Zy x Zy. Las congruencias de G son:
w: para cada (a,b) € Zy X Zy entonces |(a,b)| = {(a,b)}.
Si 0y estd determinada por el subgrupo normal N = {(0,0);(1,0)} resulta

(0,0)] = N, (0, 1) = {(0,1), (1, 1)}
Si 0y estd determinada por el subgrupo normal N = {(0,0);(0,1)} resulta

(0,0 = N, (0, 1)] = {(1,0), (1, 1)}
Si 05 estd determinada por el subgrupo normal N = {(0,0);(1,1)} resulta

(0,0)[ = N, (0, 1)] = {(0,1), (1,0)}.
v: tenemos una sdla clase |(0,0)] = {(0,0);(1,0); (0,1);(1,1)}.

El reticulo de las congruencias Con(G) es:

L

. Con(G) no es distributivo
1

2. Todo grupo y todo anillo verifica la propiedad de congruencias permutables.

3. Todo reticulo verifica la propiedad de distributividad de congruencias.



4. St L es la cadena con 5 elementos, Con(L) no verifica la propiedad de con-
gruencias permutables.

Los teoremas de homomorfismo para reticulos, grupos, anillos o médulos son
casos particulares de los teoremas de homomorfismo de un algebra en general.

Definicién 1.1.9 Sea o : A — B un homomorfismo. Llamamos kernel de « y
notamos Ker(a) al conjunto

Ker(a) = {(a,b) € A% : a(a) = a(b)}

El kernel de un homomorfismo « : A — B es una congruencia sobre A.
Dada un éalgebra A y una congruencia 6 sobre A, la aplicacién candnica
vg: A — A/6 con vp(a) = |a] es un homomorfismo sobreyectivo.

Teorema 1.1.4 (Primer teorema de isomorfismo) Sea o : A — B un homo-
morfismo sobreyectivo. Entonces existe un isomorfismo 3 : A/ Ker(a) — B tal que
a = fov donde v es el homomorfismo candnico de A en A/ Ker(a).

Del teorema resulta que un algebra es una imagen homomorfica de un algebra A
si y s6lo si es isomorfa a un algebra cociente de A. Esto nos dice que el problema de
encontrar imagenes homomorficas se reduce al de buscar congruencias sobre

A.

Antes de dar el segundo teorema de isomorfismo veamos la definicién y el lema
siguientes:

Definicién 1.1.10 Sea A un dlgebra y ¢,0 € Con(A) con 0 C ¢. Definimos
¢/0 = { (lale, [blo) € (A4/0)" : (a,b) € ¢}
Lema 1.1.1 Si¢,0 € Con(A) y 0 C ¢ entonces ¢/0 es una congruencia sobre A/6.

Teorema 1.1.5 (Segundo teorema de isomorfismo). Si ¢, 0 € Con(A) y0 C ¢
entonces la aplicacion

a: (A/0)/(¢/0) — A/¢
definida por
aflalgse) = lals
es un isomorfismo de (A/0)/(¢/0) en A/¢.

Sea B C Ay 6 una congruencia sobre A. Consideremos la subalgebra de A, B?
generada por el conjunto {a € A: BN |alg # 0} y 0|z = 6 N B? la restriccién de 6 a
B. Entonces se verifican el lema y teorema siguientes:
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Lema 1.1.2 Si B es una subdlgebra de A y 6 € Con(A) entonces 0|p es una con-
gruencia sobre B.

Teorema 1.1.6 (Tercer teorema de isomorfismo). Si B es una subdlgebra de
Ay 6 e Con(A) entonces B/0|p = B?/0| 0.

Una forma de crear nuevas algebras es tomar el producto directo de ellas. La
definicién es la siguiente:

Definicién 1.1.11 Sean (A, F) y (B, F) dos dlgebras similares. Definimos el pro-
ducto directo de A y B notado por (A x B, F) como el conjunto de pares A X B
donde cada operacion n-aria f de F se define sobre el producto de la siguiente
manera:

f:(Ax B)" — A x B donde
f((a’lvbl)v (CL?? b2>7 R (anvbn)) = (f(ala . 7an)7 f(bly . 7bn>>

para a; € A,b; € Byl <i<n.

Observemos que en general A; y As no pueden sumergirse en A; x Ay excepto
en casos especiales como los grupos, donde siempre existen algebras triviales. Sin
embargo A; y A, son imdgenes homomorficas de A; x As como puede verse a partir
de la definicién y teorema siguientes.

Definicién 1.1.12 La aplicacion
i Ay X Ay — A, i € {1,2} definida por

7Ti(017a2) = a;

se llama aplicacion proyeccion sobre la i-ésima coordenada.

Teorema 1.1.7 Para cadai = 1,2, la aplicacion mw; : Ayx Ay —> A; es sobreyectiva.
Ademds en Con(A; x Ag) se tiene:

Ker(m)N Ker(m) = w,

Ker(m) o Ker(my) = Ker(my) o Ker(m) y
Ker(m) V Ker(m) = .
donde w = {(a,a) :a € Ay x Ay} y 1= {(a,b) : a,b € Ay X Ay} = (A x Ag)?

El teorema anterior motiva la siguiente definicién:
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Definicién 1.1.13 Decimos que una congruencia 6 sobre A es una congruencia
factor si existe una congruencia 6* sobre A tal que

ONO = w,
0 permuta con 0 y
OV o =

El par (0,6%) se llama par de congruencias factor sobre A.

Teorema 1.1.8 Si 6 y 6* son un par de congruencias factor sobre A, entonces la
aplicacion

a:A— AJO x AJO*
definida por

o)

afa) = (laly, |a

es un isomorfismo.

Definicién 1.1.14 Un dlgebra A se dice directamente indescomponible si A
no es isomorfa al producto directo de dos dlgebras no triviales.

Ejemplos 1.1.4 Z, con p, primo es un dlgebra directamente indescomponible.
Las cadenas con r elementos L, es directamente indescomponible.

Corolario 1.1.1 Un dlgebra A es directamente indescomponible si y solo si las uni-
cas congruencias factores son w y L.

La generalizacién del producto directo de algebras la da la siguiente definicién:

Definicién 1.1.15 Sea {A;}icr una familia de dlgebras de tipo F. El producto
directo A = [I,c;A; es el dlgebra que verifica lo siguiente:
si feF yay,...,a, € ll;c1A;, entonces

fA(al, o an)(i) = fAi(al(Z'), coyan(2)) para i € 1.

En forma andloga al producto directo de dos algebras se tienen los homomorfis-
mos epiyectivos

7j : ILietAi — A definido para cada j € J por

Sil=1{1,2,...,n} escribimos A; X ... X A,.

Para algebras finitas tenemos el siguiente teorema:
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Teorema 1.1.9 Toda dlgebra finita es isomorfa al producto directo de dlgebras di-
rectamente indescomponibles.

Definicion 1.1.16 Dadas las aplicaciones:
a) a; : A — A;, 1 € I definimos la aplicacién natural
a: A — e A; dada por (aa)(i) = ai(a), y
b) a; : Ay — By, i € I definimos la aplicacién natural
a: ier Ay — Wier By definida por (aa)(i) = a;(a(i)).
Si las aplicaciones a; son homomorfismos entonces la aplicacion a es un homomor-

fismo.

Lema 1.1.3 Dada una familia de aplicaciones o; : A — A; las siguientes condi-
ctones son equivalentes:

a) a es inyectiva

b) Nier Ker(aw) = w.

Teorema 1.1.10 Dada la familia de homomorfismos c; : A — A;,i € I el homo-
morfismo a : A — Ilier A; es una inmersion si y solo si (o, Ker(a;) = w.

En general un algebra infinita no es isomorfa al producto directo de algebras
directamente indescomponibles. Esto llevé a Birkhoff a estudiar las dlgebras subdi-
rectamente irreducibles en el campo del algebra universal.

Definicién 1.1.17 Un dlgebra A se dice producto subdirecto de una familia
{A;}icr de dlgebras similares no triviales si existe una inmersion o : A — I;er A;
de tal manera que para cada v € I,p; o v es sobre.

Definicién 1.1.18 Un dlgebra A se dice subdirectamente irreducible si:

i) A tiene mas de un elemento,

ii) si A es producto subdirecto de {A;}ie; con inmersion «, entonces p; o o es un
isomorfismo para algun i € 1.

Veamos el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.1.1 Si A es el reticulado distributivo
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A es isomorfa a una subdlgebra de A; x A,. Las aplicaciones p; o« y py 0 @ son
sobreyectivas.

Proposicién 1.1.1 Sea o : A — 1l;c1 A; una aplicacion. Entonces a es un homo-
morfismo si y sélo si p; o a es un homomorfismo para todo i. Ademds Ker(a) =

Nic; Ker(pioa).

Corolario 1.1.2 La aplicacion o : A — Il;cf A; es un homomorfismo inyectivo si
y solo si p; o a es un homomorfismo y (\,c; Ker(p;oa) = w.

Si A es producto subdirecto de {4;};c; con inmersién «, entonces
A, = A/Ker(p; o a).

El teorema que sigue nos da una caracterizacién muy ttil de las algebras subdi-
rectamente irreducibles.

Teorema 1.1.11 Un dlgebra A es subdirectamente irreducible si y solo si existe una
congruencia 0y tal que 0y # w y 0y < 0 para todo 0 € Con(A).

Si A es subdirectamente irreducible el reticulo Con(A) tiene el siguiente aspecto,

L

Ejemplos 1.1.5 Veamos algunos ejemplos de dlgebras subdirectamente irreducibles.
1) Un grupo abeliano finito G es subdirectamente irreducible si y sdlo si es
ciclico y |G| = p™ para algin primo p, n € N.

2) Todo grupo simple es subdirectamente irreducible

3) En los reticulados distributivos la cadena de dos elementos es subdirectamente
irreducible (simple) pero la de tres elementos no lo es.

Teorema 1.1.12 Toda dlgebra subdirectamente irreducible es directamente indes-
componible.

Teorema 1.1.13 (Birkhoff) Toda dlgebra A es isomorfa a un producto subdirecto
de dlgebras subdirectamente irreducibles (que son imdgenes homomdrficas de A).
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Corolario 1.1.3 Toda dlgebra finita es isomorfa a un producto subdirecto de un
numero finito de dlgebras subdirectamente irreducibles finitas.

La definiciéon que sigue extiende el concepto de grupo o anillo simple al de un
algebra arbitraria.

Definicién 1.1.19 Un dlgebra A se dice simple si Con(A) = {w,i}.

Vamos a introducir los siguientes operadores entre clases de dlgebras. Sea K una
clase de algebras similares. Indicaremos
A € S(K) siy solo si A es isomorfa a una subalgebra de algin miembro de K.

A € Syin(K) siy sélo si A es isomorfa a una subdlgebra finita de algin miembro de

K.

A € H(K) siy s6lo si A es isomorfa a una imagen homomorfica de algin algebra de

K.

A € P(K) siy solo si A es isomorfa a un producto directo de una familia no vacia
de algebras de K.

A€ I(K) siy sélo si A es isomorfa a un algebra de K.
Si KK = {A}, escribiremos S(A), Sin(A4), H(A) y P(A).

Si O; y O, son dos operadores entre clases de dlgebras, notaremos 0,05 a la
composicién entre estos dos operadores. Diremos que una clase K de algebras es
cerrada bajo un operador O si O(K) C K.

Lema 1.1.4 Las siguientes desigualdades son vdlidas:
SH <HS,PS <SP y PH < HP.
Ademds los operadores H, S e IP son idempotentes.

En Algebra Universal interesa estudiar las clases de dlgebras del mismo tipo de
similaridad que son cerradas bajo uno o mas operadores.

Definicién 1.1.20 Una clase V de dlgebras similares forman una variedad si es
cerrada bajo imdgenes homomorficas, subdlgebras y productos directos, es decir, si
V es una clase de dlgebras similares, entonces

V es una variedad si y solo st H(V) =S(V) =P(V) =V.
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Si V esta formada por una séla algebra con un sélo elemento, entonces llamaremos
a V, variedad trivial. Si V y V'’ son variedades tales que todo miembro de )V’
pertenece a V, entonces diremos que )’ es una subvariedad de V.

Como la interseccion de variedades es una variedad, podemos decir que para
toda clase K de algebras similares existe la menor variedad que contiene a K y la
notaremos con V(K). Diremos que V(K) es la variedad generada por K.

Uno de los primeros resultados importantes en el estudio general de variedades
se debe a A. Tarski quien determiné la variedad generada por una clase de dlgebras
similares.

Teorema 1.1.14 (A. Tarski) Sea K una clase de dlgebras similares. La menor
variedad que contiene a IC, es decir, V(K) es HSP(K).

A continuacién presentamos la definicion de dlgebra libre.

Definicién 1.1.21 Decimos que un dlgebra F' es libre con respecto a una clase K
de dlgebras, si existe un conjunto X C F' tal que:

1) X genera F,

2) para toda dlgebra A de K y para toda aplicacion g : X — A existe un homomor-
fismo f: F — A tal que f(x) = g(z) para todo x € X.

El conjunto X se llama conjunto de generadores libres de F'.

Ejemplo 1.1.2 Una base X de un espacio vectorial V sobre un cuerpo K es un
conjunto de generadores libres de V.

Observemos que en la definicién de algebra libre no se pide que F' € I, solamente
que F' tenga la misma similaridad que las algebras de K.

Veremos que siempre existe un algebra libre con respecto a una clase K y cuando
ésta pertenece a K.

Lema 1.1.5 La aplicacion f de la definicion es unica.
El teorema que sigue nos dice que dado un cardinal A, existe a menos de isomor-
fismo, a lo sumo un algebra libre en una clase K sobre un conjunto de generadores

libres de cardinal .

Teorema 1.1.15 Sean F y F' dos dlgebras libres en una clase K con conjuntos de
generadores X e Y respectivamente. Si |X| = |Y| entonces = F".

Veamos cémo se construye el dlgebra libre de una clase K de algebras.
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Definicién 1.1.22 Dado un conjunto X de objetos llamados variables y F un
tipo de similaridad, el conjunto T(X) de términos de tipo F sobre X es el menor
conjunto que verifica:

XUF, CT(X).

Si ty,to,...,tx € T(X) y f es una operacion r—aria entonces f(ti,tq,..., 1) €
T(X).

Es importante observar que si bien X puede ser infinito, cada término depende sélo
de un numero finito de variables.

Sit € T(X) escribimos t(zy,...,x,) para indicar que algunas de las variables
X1, To, ..., T, aparecen en t.

Ejemplos 1.1.6 Son ejemplos de términos:

1) Si X ={x,y,z} y “*” es una operacion entonces x,y,z, r*y, y*xz, (x*y)*z
son términos sobre X.

2) El anillo de polinomios R[X| consiste en los términos de tipo F = {+,-,—,r}
donde r € R es una funcion 0-aria.

Dado un término ¢ de tipo JF sobre algin conjunto X y dada un algebra A de
tipo F, definimos una aplicacién ¢4 : A" —s A como sigue:
1) Si t es una variable x; entonces

2) Sit es de la forma f(ti(z1,...,2,),. .., tx(x1,...,2,)) donde f es una operacién
k—aria entonces

tMNay, .. an) = (f(tr, .. )M ar, ... an) = f(tMar, ... an), ... ti(ay, . .., an)).
El conjunto T'(X) puede transformarse de manera natural en un algebra.

Definicién 1.1.23 Dados F y X, el conjunto T'(X) tiene una estructura algebraica
del mismo tipo de similaridad F:
Si f es una funcion k-aria y tq,ts, ..., tx son términos definimos:

fT(X)<t17t27 s 7tk) - f(tl, c. ,tk)

Ejemplo 1.1.3 Siti(x,y) =x A (yVx), to(x,y) =xVyy f=A, entonces
ffO(tte) =[x A (y V) Al Vy).

Se observa claramente que T'(X) estd generado por X.

Teorema 1.1.16 T'(X) es libre para cualquier clase de dlgebras KC de tipo F.
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Definicién 1.1.24 Sea K una clase de dlgebras de tipo F. Dado un conjunto X de
variables, definimos la congruencia

O (X) =n{¢p/¢ es una congruencia sobre T(X) : T(X)/¢ € IS(K)}.

Notamos Fi(X) = T(X)/0x(X), X = X/0x(X). Si z € X, escribimos
T=1/0k(X)yv:T(X) — Fc(X) el homomorfismo natural.

Teorema 1.1.17 (Birkhoff) Fi(X) es libre con respecto a la clase K, y tiene como

conjunto de generadores libres a X.

En general Fic(X) no es isomorfa a un miembro de K pero puede sumergirse en
un producto de miembros de .

Teorema 1.1.18 (Birkhoff) Supongamos que T'(X) existe, i.e. X # 0 o F # 0.

Entonces Fic(X) € ISP(K). Luego si K es cerrada bajo 1,S y P, en particular, si

K es una variedad, Fic(X) € K.

Si K es una variedad, siempre existe un algebra libre para cualquier cardinal
positivo y pertenece a K.

Decimos que una identidad del tipo p(x1,xs, ..., x,) = q(z1,%2,...,x,) Se sa-
tisface en un algebra dada A si para cualquier eleccién de elementos ay,as, ..., a, €
A se tiene p(ay,aq, ..., a,) = q(ay, ag,. .., ap).

Si K es una clase de dlgebras que satisface un conjunto ¥ de ecuaciones, como
las identidades se preservan bajo imagenes homomorficas, subalgebras y productos
directos, la variedad V(K) satisface X.

Uno de los resultados mas importantes de G. Birkhoff dice que una clase de
algebras definida por identidades es exactamente aquella clase de dlgebras que es
cerrada bajo los operadores H,S y P. Es por eso que muchas veces se denomina
clase ecuacional a una variedad.

Una base ecuacional para una variedad V es una coleccién ¥ de identidades tal
que V es la clase de dlgebras que satisfacen todas las identidades de Y. Observemos
que la clase de algebras formadas por los reticulos distributivos acotados, las algebras
de Boole, los grupos abelianos, los anillos conmutativos con unidad y los K —espacios
vectoriales tiene una base ecuacional.

En lo que sigue daremos una caracterizacion de las algebras primales.
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Definicién 1.1.25 Sea A un dlgebra y f : A" — A una operacion n—aria definida
sobre A. Se dice que f es representable por un término si existe un término t
en el lenguaje del dlgebra A tal que para todo aq,as,...,a, € A se tiene:

flay,asg,...,a,) =t(ay,az,...,a,).

Definicién 1.1.26 Sea A un dlgebra finita. A es un dlgebra primal si toda ope-
racion n—aria definida sobre A, para todo n > 1 puede ser representada por un
término.

Definicién 1.1.27 Sea A un conjunto. La funcion s : A* — A definida por

c sta=2"b

s(a,b,c,d):{d siaF#b

se denomina una funcién switching de A. Si un término s(x,y,u,v) representa
una funcion switching sobre un dlgebra A entonces a s se lo llama término
switching.

Definicién 1.1.28 La funcion discriminador sobre un conjunto A es una funcion
t: A® — A definida por:

c sta=1"b

t(a,b,c):{a sta#b -’

Un término t(x,y, z) que representa una funcién discriminador sobre un dlgebra A
se denomina término discriminador en A.

Proposicién 1.1.2
1. Un dlgebra A tiene un término discriminador si y solo si A tiene un término
switching.
2. Un dlgebra A con un término discriminador es simple.
Definicién 1.1.29 Si K es una clase de dlgebras con un término discriminador

t(z,y,z) comin entonces V(K) se llama variedad con discriminador.

Por ejemplo si A es un dlgebra primal entonces V(A) es una variedad con discri-
minador.

Los siguientes resultados caracterizan las adlgebras primales y resultan importan-
tes para las proximas secciones [9].

Teorema 1.1.19 Si existe un término discriminador t(x,y, z) para toda dlgebra de
KC, entonces V(K) es una variedad aritmética.

Teorema 1.1.20 Las siguientes condiciones son equivalentes:
1. A es un dlgebra primal.

2. V(A) es aritmética y A es simple, sin subdlgebras propias y con un unico
automorfismo, que es la aplicacion identidad.
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1.2. Algebras de Post de orden r

En esta seccion comenzamos dando la definicion de algebra de Post de orden
r dada por T.Traczyck y la dada por G. Epstein que es equivalente a la anterior.
También presentamos la nocién de dlgebra de Moisil r-valuada con centro introdu-
cida por Cignoli y demostramos que es equivalente a la de algebra de Post de orden
r, lo que nos permite afirmar que estas algebras forman una variedad. Al final de
esta seccién mostramos que la variedad de las algebras de Post de orden r es una
variedad aritmética.

Notamos con Dy ; a la clase de los reticulos distributivos con primer y ultimo
elemento y con B(L) al conjunto de todos los elementos booleanos de un reticulo L.
Al complemento booleano de b € B(L), lo notamos con b'.

Definicién 1.2.1 (T. Traczyk) Sear € N, r > 2. Un algebra de Post de orden r
es un dlgebra <A; AV, 0,01 {ei}§;12> de tipo (2,2,0,0,{0}/=2), tal que (A; A, V,0,1)
es un reticulo distributivo con 0 y 1, que verifica:

(T1) 0=ey<e1<ea<...<ea<e =1y
(T2) cualquiera sea x € A, puede expresarse de una Unica manera como:
xr = (bl N 61) V (bg VAN 62) V...V (br,‘_l A 67‘—1)7
dondeb; € B(L), 1<i<n—1 vy by >by>...>b.1.
El conjunto de elementos e;, 1 < i < n — 1 se denomina cadena ascendente

de constantes y la representacion del elemento = dada en (7'2) se llama repre-
sentacion mondtona de .

G. Epstein da en [15], la siguiente definicién:

Definicién 1.2.2 (G. Epstein) Un dlgebra de Post de orden r, r > 2, es un dlgebra
(A8, V,0,1,~, {CZ5 {es YD), tal que (A;A,V,0,1) es un reticulo distributivo
con 0y 1, ~y C; son operaciones unarias, y las e; operaciones 0-arias que satis-

P2) ~(zANy)=~aV~y, ~(@xVy =~zA~y,
P3) Ci(x) A Cj(x) =0 para i # j, y \i=y Ci(z) =1,

=0

six Ve, =e; entonces v = e;,
“1
para cada x € A, x = \_, Ci(x) Ne;.
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Las propiedades y teoremas que damos a continuacion son validas para un algebra
de Post L de orden r:

Proposiciéon 1.2.1 Sea L un dlgebra de Post de orden r:
1. Sixel y xANe; =0 para algun i, 1 <i <r —1 entonces x = 0.

2. Dado © € L, si existen 1,5 € {0,...,7 — 1} tales que i < j y xV e; = e,
entonces x = e;.

3. Dado b € B(L), si existeni,j € {0,...,r — 1} tales que i < j ybAe; =bAe,
entonces b = 0.

Teorema 1.2.1 Se L un dlgebra de Post de orden r y x € L. Entonces v € B(L)
sty solo si existe y € L tal que x = Cy(y) para algin i.

Demostracién: Supongamos que existe y € L tal que = = C;(y) para algun i. Por

r—1
la condicién (P3) resulta que 2’ = \/ Cj(y). Luego = € B(L).
=0,
Reciprocamente, supongamos que x € B(L). Por (P7) se tiene x < e,_5 V C,_1(2)
y por lo tanto e, o V C;_1(x) V2’ =1 = e,_;. Ademéds por la proposicién anterior
'V Cr_1(x) =1, de donde resulta = < C,_(z).
Como por (P7), C._1(x) < x, entonces x = C,_1(x). O

El teorema que sigue nos muestra que los C;(x) son tinicos, en el siguiente sentido:
para cada z € A existe una tunica sucesion de elementos Cy(z), Cy(x),...,Cr_1(x)
que satisfacen (P3) y (P7).

Teorema 1.2.2 Sea L un dlgebra de Post de orden r. La sucesion de elementos
Co(x),Ci(x),...,Cr_1(x) que satisfacen (P3) y (P7) es dnica para cada x € L.

Demostracion: Supongamos que dado z € L, existe otra sucecion

Co(x), Cy(z), ..., Cr—1(z) que verifica (P3) y (P7). Luego se tiene que
imo(Cr(@) Aer) = V32 (Cil) Ae).
Sii#J,
Cu() A Cyta) A (V] (Cule) A ) = Cila) A Gy & (V] (Co) A ).
k=0 k=0

Por (P3) resulta C’i(gc)/\(;’j(x)/\ei~ = Ci(2)ACj(z) Aej, y como Cy(x) AC;(x) € B(L),
por el teorema anterior C;(z) A C;(z) = 0.
Luego, de esta ltima condicién resulta que para cada 7,

Gy(w) = Cy(a) A/ Culw) = Cy(a) A Gy ().
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De manera andloga se demuestra que C;(x) = C;(z) A Cj(z), de donde resulta
Cj(w) = Cj(x).

O
Los teoremas que siguen seran ttiles en los algoritmos programados en Maple
que se dan en el Apéndice de esta tesis.

Teorema 1.2.3 Para cada i, 1 <1 <r —1 se tiene
Cro1(Ci(z) = Ci(w),

Ci(Ci(x)) = 0 para 0<j<r—1 y
ColCila) = k;v;cm) — ().

Demostracion: Para cada i, los r elementos del conjunto

son disjuntos dos a dos y el supremo de todos los elementos del conjunto anterior es
1, por lo que se cumple (P3).
Ademsés

Ci(z) = (( v Cr(z)) Aeg) V(OAe) V...V (0Ae )V (Ci(z) Aery),
k=1,k#i

y por la unicidad de la descomposicion de los elementos de L se verifica que

aC) = VGl = (Cle).

Ci(Ci(x)) = 0 para 0<j<r—1y
Observemos que si b € B(L), para todo i, 1 <i < r — 1 resulta que
Co(b) =V, Cr1(b) =by Ci(b) = 0.

Teorema 1.2.4 Si i # j entonces C;(e;) = 0 y Ci(e;) = 1. Ademds los elementos
e, parat=1,2,...,n— 1 son unicos y todos distintos entre si.
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Demostracién: Del teorema 1.2.1 resulta inmediatamente que si ¢ # j, Ci(e;) =0
y Ci(e;) = 1. Ademds para ¢ # j y e; = e; resulta C;(e;) = Ci(e;) = 1 lo que
contradice (P3), luego los e; son distintos dos a dos.

Supongamos que existe otra sucesién de elementos

02607 €1, «-+y Er-2, 61"—1:]-

que verifican (P3) y (P7). Entonces para cada x € L resulta:

r—1

r=\/(Ci(z) A &).

k=0

Tomando z = e;, para todo i, 1 < i < r — 2 se tiene e; = ¢;, y por lo tanto los
elementos e; son unicos. O

Teorema 1.2.5 Sib; € B(L) y x = \/I_; (b A e;) entonces

r—1 r—1

v=\/((\/ b)) Aes),

=1 j=i
r—1
Co(z) = /\ v, Cro1(z)=0b—1 y
j=1
r—1
Ci(z) =b; A ( /\ v;), para todoi, 1 <i<r—2.
=it

o s . —1
Demostracién: Siz =\//_;(b; A ¢;) entonces

r—1 7 r—1 r—1
= VoA Ve = V(Y b Ae
j=1 i=1 =1 j=i
Para todo k =1,2,...,r — 2, se verifica que:
r—2 r—1 r—1
V@in( N\ U) Vo =\ b
i=k j=it1 i=k
A los efectos de simplificar la notacién, escribiendo
r—1
a1 =b,_1 y a;="b; \( /\ b;-), para todoi=1,2,...,r — 2, se tiene que
j=it1
r—1 r—1 r—1 r—1 r—1 J r—1

=\ (Vo) re)=\((\a)rne) =\ ((\e) Aay) =\ (e nay).

i=1 j=i i=1 j=i j=1 i=1 j=1
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—1 . .
De esta manera los elementos A, b, a1, ..., a,_; son distintos dos a dos y el

supremo de todos es 1. Por el teorema 1.2.1 resulta
r—1
C’O(a:):/\b;» y  Ci(r)=a; paratodoi=1,2,...,r—2.
i=1

U

Definiendo D;(x) = /\;;Zl Cj(x) para todo i =1,2,...,r — 2, resulta que
D;(z) € B(L) y D(x) > D;(x) para todo x € L y para i, j tales que 1 <i < j <
r — 1. Luego por (P7) y el teorema anterior,

r—1

z=\/(Di(z) Ne).

i=1
Los elementos D;(z) son unicos y verifican el siguiente:
Teorema 1.2.6 Dados x,y € L, para cada i, 1 <1 <r —1 se verifica:
(@) Di(xVy) = Di(z) V Di(y).
(b) x <y siy sdlo si Di(x) < Di(y).
Demostracién:

(a) Como D;(x) > D;(x)y D;(y) > D;(y) paratodoi,jtalque 1 <i < j <r—1,
resulta
Dj(z) vV Di(y) = Dj(x) = D;(y).

Ademaés como

ey =\ (D) A e) v V(D) A = \ (D1(2) v Dit) Ao

entonces D;(z V y) = D;(x) V D;(y) por la unicidad de la representacién de
zVy.

(b) Siz <yentonces zVy=vyy Di(z)V Di(y) = Di(xVy) = D;(y), es decir,
Di(z) < Di(y).

Reciprocamente, supongamos que D;(z) < D;(y) para todo i, 1 <i <r —1,

luego
T = V(Di(QT) Ae;) < V(Di(y) Nei) =y.

g

A partir de la definicion de los D; y del teorema anterior se obtiene el siguiente:
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Teorema 1.2.7 El reticulo L es dualmente isomorfo a si mismo mismo bajo la
aplicacion B : L — L dada por:

r—1

B(z) = \/ (Dr—i(x)) Ae).

=1

Ademds si L* es el reticulo dual de L y C¥,ef son operadores unarios y elementos

17

de L* que verifican (P3) — (P7) en L*, y D} es el operador definido en 1.2.3 sobre
L* entonces se verifican:

1. 6;( = €r—i—1,
2. Ci(z) = (Croima () y
3. D (x) = D,_i(x).

Demostracién: Dados i, j tales que 1 < i < 7 <7 — 1 vimos que (D,_;(z))" >
(Dr—y(@)) ¥ como Blx) = VVI—H((Dyi(e))' A i) se tiene

Di(B(x)) = (Dr-i(x))".

Luego
B(B(x)) = \/((Dr—i(ﬁ(:v)))’ Nei) = \/(Di(flf) Nei) = .

Por el teorema 1.2.6 y la igualdad anterior resulta que, z <y siysélosi D, ;(z) <
D,_;(y) lo que es equivalente a D;(8(y)) < D;(5(x)) y en consecuencia 3(y) < f(x).
Luego el reticulo dual L* es isomorfo a L y L* es un reticulo distributivo que verifica
las condiciones (P3) a (P7).

Como (D, i(x)) = V=5 Ci(a) v

j=o
r—1 r—i—1 r—2 r—j—1 r—2
Bx) =\ Cix)ne) =\ (Cix)n \] €)=\ (Cj(x) Nerja),
=1 j=0 §=0 i=0 =0
tomando 7 = r — 7 — 1 obtenemos
r—1
B(a) = \/(Crsa(@) nes) (1)

i=1

y por el Teorema 1.2.4 resulta ef = f(e;) = €,—;_1.

Por el Teorema 1.2.2 C;(B(x)) = Cr—i—1(x).

Ademés, si b € B(L), Ci(6(b)) = Cr—i—1(b) = 0, para todo i, 1 < i <r—2y
Cr—1(B(b)) = Co(b) = V. Entonces [(b) = b'. Por el isomorfismo § tenemos que
B(Ci(x)) = C}(B(x)), de donde

Ci(x) = C7(B(B(x))) = B(Ci(B(x))) = (Ci(B(x)))" = (Croima(x))
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Dj(z) = D} (B(B(x))) = B(Di(B(x))) = (Di(B(x))) = Dy—i(x).
Por otra parte como B(z V y) = B(z) A B(y) v Bz Ay) = B(z) V By) entonces
v = B(B(x) =BV (Cria(z) Aey)) =
= AL (BCria(@) V Bler)) = NiZy (Cria () V eniin).

Luego podemos obtener una férmula dual a la dada en (P7),

v = N(Cila)) v e,

=0

donde ((Co(z)) < ((C1(2)) < ... < ((Cps(2))". O

Teorema 1.2.8 Para cadai=1,2,..., r—1 vy para cada x € L, y € L se verifica
que Di(x Ny) = D;(x) N Di(y).

Demostracién: Por a) del teorema 1.2.6, para cada i = 1,2,..., r — 1 resulta
D,—i(6(x) vV B(y))) = Dr—i(B(x)) V Dy—i(B(y))). Luego Dr—i(B(x Ay)) = Dr—i(B(2)V
D,_i(B(y))) y por el teorema 1.2.7 se tiene que D;(z Ay) = D;(z) A D;(y). O

Teorema 1.2.9 Las siguientes identidades se verifican para cada i =1,2,...7r — 1.

(@) Cilrvy) = Avc v () AV Gte)
) CileAy) = Avc v (€) AV G5

Demostracién: De los teoremas anteriores resulta

(@) Ci(zvy) = Di(zVy) A(Dipa(xVy)) = (Di(x)V Di(y)) A(Disa () A(Diga () =

= (Ci(2) A (Dir1 () )V (Ci(y) N(Diga (2))) = (Ci(z)A \/ Ciw)V (Cily) A \/ Cj(x))
Analogamente,

(b) Ci(xAy) = Di(xAy)A(Dia(xAy)) = Di(z) ADi(y) A((Dig1(2))V (Disa(y))') =

= (Cia) A D)V (Culy) A Dy Avc V(@AY Gw)
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g

R. Cignoli introduce en [11] la variedad de las dlgebras de Moisil r-valuadas con
centro. Demostraremos mas adelante que un algebra L es un algebra de Post de
orden 7 siy sélo si L es un algebra de Moisil r-valuada con centro.

Definicién 1.2.3 Un algebra de De Morgan es un dlgebra <A; AV, ~, 0, 1,> de
tipo (2,2,1,0,0,) tal que <A; AV, 0, 1> es un reticulo distributivo y se verifican los
stgquientes ariomas:

(M1) ~~ =z,

(M2) ~ (xVy)=~xA~y.

Se deducen de la definicién las siguientes propiedades:
(M3) x <ysiysblosi~y<~uzx.
(M4) ~ (xANy) =~aV ~y.
(M5) ~1=0.

Definicién 1.2.4 (R. Cignoli [11] Sea r > 2. Un algebra de Moisil r—valuada
con centro es un dlgebra <A;/\,\/,N,{(pi};:ll,O,l,{ci}f;12> de tipo
(2,2,1,{1}1-1,0,0, {0}12) que verifica:

(C1) <A; A, V,~, 0, 1> es un dlgebra de De Morgan,

(C2) pi(z Ay) = @i(x) A pily),

(C3) pizV ~ =1,

(C4) wipjz = pjz,

(C5) @i~ z) =~ @iz,

(C6) pr1z < pox < ... <o < pp T,

(C7) Si pix = @y para todo i, 1 <i<r—1, entonces x =y,
(C8)

— 0 sii+jg<r
ViGTN 1 siij>r

La condicién (C7) recibe el nombre de Principio de Determinacién de Moi-
sil. En las algebras de Moisil r—valuadas con centro se verifican las siguientes pro-
piedades.
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Proposicién 1.2.2 Dada un cilgebm de Moisil r—valuada con centro
<A;/\,\/,~,{gpz}z ~1,0,1, {e; )= > se verifican:

(C9) wi(x Ay) = pi(z) A pily),

(C10) iz ~ p;x =0,

(C11) = <y siy sdlo si p;x < @y, para todo i, 1 <i<r—1,
(C12) = < .17,

(C13) prz <=,

(C14) ;0 =0, ;1 =1, para todoi, 1 <i<r—1,

(C15) ~xVp,_jx =1,

(C16) aAN~ @ Ny <y, 1<i<r—2 y

(C17) si 1 <k <r —2 entonces

k
\/((N iy Vy) A (pir1y Vy)) = ory Vy.

=1

Las demostraciones de las proposiciones (C12) y (C16) se utilizaran en el
Teorema 1.2.10. El resto de las propiedades pueden probarse facilmente.

Demostracion: Para demostrar que = < ¢,_1x, veamos que
vi(z V1) = @i(p,_17) parai, 1 <i<r—1.Dadoi € {1,2,...,r — 1} se tiene
que,

©i(x V r_12) = ©ix V 9i(@r—17) = 0 V ©r1T = ©p1T = ©i(Pr_17)

y por la condicién (C7) resulta z < ¢,_1z.
Para probar (C'16) consideremos la igualdad z = A ~ @;x A p;11y. Si j es tal que
1 < j <7 entonces ¢,z < ;y. En efecto:
Piz = @i N @i(Pr—i ~ T) N pjpin1y < @iT N ri ~ T = P;aN ~ iz <
< i\ ~ pir =0 < @;y.
Sijestalquei+1<j <r—1entonces ;z < Y;Pi1y = i1y < Q5.
Luego ¢z < ¢,y, cualquiera sea j, 1 <j <r —1y por (C7) resulta z < y. U

El teorema que sigue nos dice que las algebras de Moisil r—valuadas con centro
forman una variedad.

Teorema 1.2.10 Un sistema <A AV~ i), 0,1,{c;}i=7)  es un dlgebra de
Moisil r—wvaluada con centro si y sélo si <A AV, ~, 0, 1> es un dalgebra de De
Morgan, los {p;}i=] son operaciones unarias y los {cz} ~2 operaciones 0—arias que

verifican las propiedades (C2) — (C6), (C8), (C12) y (C16).
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Demostracién: Sea (A;A,V,~,0,1) un dlgebra de De Morgan y {p;}/- v
{e;}:—% operaciones que verifican las condiciones del teorema. Veamos que
<A; AV, ~ {eidZl 0,1, {CZ}::_lQ> es un algebra de Moisil r—valuada con centro.

=1
Sélo debemos probar (C7).
Sean x,y € A tales que p;x = ¢;y, para todo i, 1 < ¢ < r — 1. Reemplazando en
(C16) @;x por @y, para todo i, 1 <i<r—3 y @, 1y por ¢, 1T parai =1 — 2,
obtenemos las siguientes igualdades:

(1) y=(@Vy Al~eyVy A(pir1yVy) paratodoi, 1 <i<r—3 y
(2) y=(@Vy) A~ @2y Vy) A(oraz V).
De (C12) y la identidad ¢, 22 = ¢,_oy, en (2) resulta:

(B) y=(@Vy A~ erayVy).
De (1) y esta ultima igualdad obtenemos:

r—3

y=(zVy)A (\/((N iy VY) A (Lir1y VY)) V (~ ooy V y)).

Como (C'17) verifica las condiciones enunciadas tenemos que y = z V y, i.e. x < y.
Razonando de manera analoga, obtenemos que x > y y de aqui que = = y. Il

El teorema anterior da una caracterizacién ecuacional de las algebras de
Mosil r—valuadas con centro ya que las algebras de De Morgan estan definidas por
igualdades, asi como también los axiomas (C2) — (C5) y (C8). Por otra parte los
axiomas (C5), (C'12) y (C'16) pueden escribirse de la siguiente manera:

(05) VitV i1 = @i, para todo i, 1 <7< 7r— 2.
(C12) =V p, 1T = pp_1x.

(C16) (xA ~ @iz A piy) Vy =y, paratodo i, 1 <i<r—2.

De esta forma hemos probado que las algebras de Moisil r—valuadas con centro
forman una variedad.

A continuacion veremos que las algebras de Post de orden r son algebras de
Moisil r—valuadas con centro y reciprocamente.

Dada un algebra de Post L de orden r, sabemos que cada elemento € L puede
representarse de una inica manera en la siguiente forma:

ZIZ':(bl/\61)\/(bg/\@g)\/...\/(brfl/\erfl),
donde b; € B(L), 1<i<r—17y by>by>...>b_,
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Vimos en el Teorema 1.2.7 que

8x) = \/ (e A (D))

i=1

verifica (M1) y (M2). Definiendo ~ = = 3(x) se tiene que toda dlgebra de Post de
orden r es un algebra de De Morgan.
Si definimos

pix = D,_;(x), paratodo i, 1 <i<r—1
se verifican (C2) — (C7) y se cumple que:
B [0 siitj<r
Wﬂ'_D”(eﬁ)_{ 1 siitj>r

Dada un algebra de Moisil A r—valuada con centro, tomando e¢; = ¢;, para
1<i<r—2 e =0y e_; =1, obtenemos a partir de de (C8) y (C11),
€0§€1 S Serfl'

Utilizando la condicién (C'7) podemos escribir cualquier elemento = de A de una
Unica manera, como sigue:

= (pr1x A1)V (prax Aea) V...V (o A o) V (012 A Crq).
Por tltimo definiendo b; = ¢,_;(x), obtenemos:
Tr = (bl A 61) vV (b2 VAN 62) V...V (b,«_g VAN €T_2) vV (br—l A 6,,1_1).

Los axiomas (C3) y (C'10) nos aseguran que b; = ¢;(x) € B(A), cualquiera sea
i, 1<i<r—1ypor (C6),b >by>...>b._;.

Hemos demostrado el siguiente teorema que nos asegura que las algebras de Post
de orden r forman una variedad.

Teorema 1.2.11 L es un dlgebra de Post de orden r si y sélo si L es un dlgebra de
Moisil r—valuada con centro.

Ejemplos 1.2.1 Veamos los siguientes ejemplos:
1. Toda dlgebra de Boole es un dlgebra de Post 2—valuada.

2. La cadena con r elementos L, es un dlgebra de Post r—wvaluada donde 0 y
1 son el primer y ultimo elemento de la cadena respectivamente, y e; es el
(i + 1)—ésimo elemento.

También podemos ver a L, como el conjunto de las fracciones j/(r — 1) con
j=12....,r—1 donde
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~ @/ =0)=1-j/(r=1) y ci(j/(r_m:{(l) Zi;ﬁ

3. Sean B = <B;/\,\/,’,O,1,> un algebra de Boole y L._1 la cadena con r — 1
elementos.

Consideremos el conjunto de todas las funciones crecientes de L,_; en B
BrU—{f.r—1— B/ sii<j entonces f(i) < f(j) }
y el dlgebra
B = (BrUoA v~ {01, 0,1, {e D),

con las operaciones del reticulo distributivo <B[r_1]; AWV I 1> definidas coor-
denada a coordenada. Las demds operaciones se definen de la manera siguiente:

(~ NG) = (f(r=14)),
wi(f)(4) = f(i) para todoi=1,2,...,7 —1 y todo j € L,_1,
y las constantes son las funciones
N~ O siitg<r
ei(f)_{ 1 siitj>r "
Estas operaciones definen sobre BF=Y wuna estructura de dlgebra de Post de
orden r, tal que

B= B(BrY) = {f € B : f es constante}.

Este ejemplo nos muestra que toda dlgebra de Post L de orden r, puede represen-
tarse como el conjunto de funciones crecientes de una cadena con r — 1 elementos
en el dlgebra de Boole B(L) mediante la aplicacion

Fr: L — (B tal que Fi(z)(i) = @i(x).

La aplicacion Fj, recientemente definida verifica el teorema siguiente:
Teorema 1.2.12 F}, es un isomorfismo de dlgebras de Post.

A continuacién mostraremos que las algebras de Post de orden r son productos
subdirectos de copias de L,.. Luego, veremos que el algebra L, es un algebra primal
y mostraremos un término discriminador sobre la cadena L,.

Si 0 es una congruencia sobre un algebra de Post r—valuada L entonces 6 es
una congruencia de reticulos distributivos que satisface la siguiente condicién:

si (z,y) € 0 entonces (¢;(z),0i(y)) €0 y (~xz,~y) € 0 para todo z,y € L'y
todoi tal que 1 <7 <r—1.
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Proposicién 1.2.3 Sea 0 una congruencia sobre un dlgebra de Post r—valuada L.
Si (i(x), pi(y)) € 0 para todo i, 1 <i<r—1, entonces (x,y) € 6.

Demostraciéon: Como 6 es una congruencia, resulta que e;fe;, cualquiera sea
ie{l,...,r —1}. Ademds p;(x)0¢;(y) para todo i = 1,2,...7 — 1, entonces

Or—i(x) AN ebp._i(y) A e;.

Luego
r—1

T = \/((pr,i(a:) Ae;)d \_/<90ri(y) Nei) =y,

de donde resulta x8y. O

Teorema 1.2.13 Dada un dlgebra de Post r—wvaluada L, los reticulos Con(L) y
Con(B(L)) son isomortfos.

Demostracién: Veamos que la aplicacién: f : Con(L) — Con(B(L)) definida
por f(6) = 6N (B(L))? es un isomorfismo de reticulos. Probemos primero que f es
un isomorfismo de orden, i.e. que si ;N (B(L))? C 6,N(B(L))? entonces 6; C 6y, ya
que la implicacién 6; C 6 = 6, N (B(L))? C 6N (B(L))?* se verifica trivialmente.
Supongamos que 6, N (B(L))?> C 0, N (B(L))? para 0;,0, € Con(L). Si 6,y con
x,y € L, entonces por la representacion mondtona de x € L resulta que x6sy.
Dada 6 € Con(B(L)) definimos 6, C L? como sigue:

xboy siy sélo si p;(x)0p;(y) para todo i, 1 <i <r — 1.

i(i(y))) =

Veamos que 0y € Con(L). Sean z,y € L tal que z6yy. Como (p;(p;i(x)),
), i(y)) € bo,

(pi(x), pi(y)) € 0, para todo 4, j tal que 1 <i,j < r—1 entonces (¢;(
cualquiera sea i =1,2,...,7 — 1.

Ademas (i(~ x), pi(~y)) = (~ pr_i(x),~ ©,_i(y)) € O, paratodoi, 1 <i<r—1,
de donde resulta (~ x,~ y) € . Luego 6y € Con(L) y 6y N Con(B(L)) = 6. O

Teorema 1.2.14 Sea L un dlgebra de Post r—wvaluada. Entoces L es subdirecta-
mente irreducible si y solo si L = L,. Mas aun L, es simple.

Demostracion: Por el teorema anterior L es subdirectamente irreducible si y sélo
si B(L) = La, luego del Teorema 1.2.12 resulta

LeBL)r ety
0

El teorema siguiente caracteriza las algebras de Post r—valuadas y su demos-
tracién puede encontrarse en [8].
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Teorema 1.2.15 Las siguientes condiciones son equivalentes en un dlgebra de Post
r—uvaluada L,

1. L es producto directo de copias de L,.
2. L es completa y atomica.

3. B(L) es completa y atdmica.

Corolario 1.2.1 Si L es un dlgebra de Post r—valuada tal que B(L) = L' entonces
L=Lm

Del corolario anterior resulta que si L es un algebra de Post de orden r fini-
ta y m es el numero de atomos del algebra de Boole formada por los elementos
complementados de L, entonces L tiene r" elementos.

A continuacion veremos que las algebras de Post de orden r forman una variedad
con discriminador. Para ello es suficiente probar que el algebra de Post L, es un
algebra primal.

La cadena L, no tiene subalgebras propias y el iinico automorfismo es la aplica-
cion identidad.

Dados a,b € L, se tiene que

/\ (a®Vv®)y=0 siysélosia=bh

1<k<Zr

A B
1<<r—1 Y '

Llamando

sad) =1 A A @ vy

resulta que
0 siysolosia=~5b
g(a,b):{l siisélosia;éb.
Definiendo
.y, z) = lg(z,y) Aa] Vg(g(x, ), 1) A2,
obtenemos un término discriminador ¢, ya que
t(a,a,c) =g(0,1) Ac=c.
Si a # b entonces t(a,b,c) =[1 Aa]V]g(1,1) Ac] =a.

Como existe un término discriminador para toda algebra L,, entonces por el
Teorema 1.1.19, V(L,) es una variedad aritmética. Como ademds L, es simple, sin
subdlgebras propias y con un unico automorfismo, entonces por el Teorema 1.1.20,
L, es un algebra primal.
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1.3. Algebras de Post de orden r, k-ciclicas

Vimos en la seccién anterior que la variedad de las algebras de Post de orden r
es una variedad con discriminador que esta generada por la cadena de r elementos.

Definicién 1.3.1 Un algebra de Post k—ciclica de orden r, (r > 2, k > 1,
r,k fijos) es un par (A;T), donde A es un dlgebra de Post de orden r y T es un
automorfismo del dlgebra A tal que T*(x) = x para cada x € A.

Como la clase de las algebras de Post de orden r es definible ecuacionalmente, la
clase de las algebras de Post k—ciclicas de orden r también lo es y en consecuencia
forma una variedad.

El conjunto (L,)* de las sucesiones x = (1, 2,...,7}), con z; € L,, con las
operaciones definidas componente a componente, también es un algebra de Post de
orden 7.

Definiendo T'(x1, xs, ..., x) = (2, 1, T2, . .., Tx_1) Obtenemos un automorfismo
de (L,)* tal que T*(z) = x para cada x € (L, ).

Luego {(L,)*; T es un algebra de Post k—ciclica de orden 7, que notamos L, ..

En lo que sigue describimos las congruencias de la variedad V(L, ) y el algebra
cociente de un algebra de Post k- ciclica.

Definicién 1.3.2 Dada un dlgebra de Post de orden r, k—ciclica L, llamamos
T—filtro de L a un subconjunto N C L que verifica:

(N1) N es un filtro de L,
(N2) six € N entonces p1(z) € N y
(N3) stz € N entonces T'(x) € N.

Decimos que N es un T'—filtro propio si N # L.

Definicién 1.3.3 Sean L un dlgebra de Post de orden r, k—ciclica y N un T—filtro
de L. Para todo a,b € L decimos que a y b son congruentes médulo N y se nota
a=b(N) siy solo si existe w € N tal que a ANu = b A u.

«—m

La relacion es una congruencia en L.

Si L' = L/N es el algebra cociente algebrizada en el sentido canénico, entonces
L' es un algebra de Post k—ciclica de orden r.

Notaremos con = a la clase de equivalencia de x médulo N. La aplicacion
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h: L — L/N definida por h(x) = T es un epimorfismo que llamamos epimorfismo
canonico.

Si U es un filtro maximal de B(L) entonces los conjuntos
U={x€elL : gpxeU}
para 1 <17 < r — 1 son filtros primos de L y verifican las siguientes propiedades:
» U=U;NB(L) paratodoi=1,2,...,r—1 y

s Uy CcUyC...CU,_.

Ademés si P es un filtro primo de L y P* = PN B(L) entonces P* es un filtro
maximal de B(L) y Pf C P CPr .

Proposicién 1.3.1 511 <:<r —1 entonces PC P o P;,CP.

Demostracién: Supongamos que P ¢ P’y que P, ¢ P. Entonces existen
x,y € L tales que

veP, ¢ P, yePy, cydP.

Si x ¢ P resulta p;(z) ¢ P*. Luego ~ ¢;(x) € P* ya que P* es un ultrafiltro de
B(L). Ademas como P* C P resulta que ~ @;(z) € P.

Siy € P}, entonces ¢;1(y) € P* y como P* C P se tiene que ¢;41(y) € P.

Luego como x ~ @;(x), ¢;+1(y) € P entonces

aA ~ @i(z) A pira(y) € P.

Como P esun filtroy A ~ ¢;(x) Ap;y1(y) < y entonces y € P lo que contradice
la suposicion del comienzo. [l

Teorema 1.3.1 St P es un filtro primo de L entonces existe un unico ultrafiltro P*
de B(L) y un indice i, 1 <i <r —1 tal que P = P}.

Demostracién: Sea P* = PN B(L). Como P* es un filtro primo de B(L) y
P; C P C P, entonces {i : P’ C P} es un conjunto finito no vacio. Sea
iop = maz{i : P’ C P}. Siiy=r—1entonces P = P* ,.

Siig <r—2entonces Py C Py P; | £ Py por el lema anterior P C Py, de
donde resulta P = Py, ;.
Como P* = PN B(L) para todo i, 1 <i <r — 1 entonces P* es tnico. O

Veamos a continuacion una caracterizacion de los T —filtros maximales.

Teorema 1.3.2 Si P es un filtro primo minimal de L entonces T(P),T*(P),...,
T*=1(P) son filtros primos minimales de L.
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Teorema 1.3.3 Si N es un T—filtro y P un filtro primo minimal de L tal que
N C P entonces N C T(P).

Teorema 1.3.4 Si P es un filtro primo minimal entonces
N=PNT(P)NT*P)N...NnT(P)

es un T'—filtro maximal. Reciprocamente, si N es un T'—filtro maximal entonces
existe un filtro primo minimal P tal que

N=PnT(P)NnT*(P)N...nT"(P).

Demostraciéon: Sea P es un filtro primo minimal de L. Si P es de periodo d
entonces d es el menor entero positivo tal que T9(P) = Py d es un divisor de k.
Ademas N = PNT(P)NT?(P)N...NT*(P) es un T—filtro maximal de perfodo
d.

Reciprocamente, si N = PNT(P)NT?*(P)N...NT*(P) es un T—filtro maximal
de periodo d, los (n — 1)d filtros primos

P=Pf ¢ P C .. cC P,
TPy < TP; < ... cCc TP;,
TN P Cc THYP), < ... C TYYP):,

son disjuntos dos a dos y los tnicos filtros primos que contienen a N.
Si notamos P} = ¢ y P = L entonces los conjuntos

(1 gas - - Ja) = (P, = P, _)N(T(P);,=T(P);,_)N...0(T 7 (P);, =T (P);,-1)

Jj2 j2—1 Ja—1

con 1 < j; < r, son clases médulo N y las operaciones inducidas por L/N estén
dadas por:

n(jlv.j?’ oo 7jd> A n(ibi?? s 7id) =
= n(maz(j, i), maz(ja, ia), . . ., maz(ja, ia)) — n(j1, Jo, - - - ja) =
=nir—j+1Lr—g+1...,r—7j5+1).

Para 1 <i<r—1, on(ji,Jo,---,Ja) = n(t1,ta,...,tqs) donde

{1 sii > g
ty = R
T S11 < Jp

y T(U(j17j27 ce 7jd*17jd>> = n(jd7j17j27 ce 7jd*1>'
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La aplicacién f : L/N — L, 4 definida por

. T—Ji T —1J2 r—Jd
,Ja)) = ( )

f(n(]17j27“' —7"—]_7—7”—]_"“7 1

es un isomorfismo.
Luego el algebra cociente L/N es isomorfa al dlgebra L, 4 donde d es un divisor de
k y las algebras simples son las algebras L, 4 con d es un divisor de k. O

Hemos demostrado el siguiente teorema:

Teorema 1.3.5 Toda dlgebra de Post k—ciclica de orden r es isomorfa a un pro-
ducto subdirecto de dlgebras simples.

Si d es un divisor de k, el conjunto
D={rv€ L, : Tz) =},

es una subalgebra d—periédica del algebra L, ; isomorfa al algebra L, 4 y los ele-
mentos de D tienen la forma:

C(]:(%'l,ZEQ,...,I@, T, T2, Ty ey L1, X9, ..., Tq)
~ ~ ———

1 2 q
donde ¢ = %

Ademés las tnicas subélgebras de L, x, a menos de isomofismo, son las dlgebras
L, 4 con d un divisor de k.

Teorema 1.3.6 El reticulo de las subdlgebras de L, es isomorfo al reticulo de los
divisores de k.

Demostracion: Considerando la funcién que aplica a cada divisor d de k en el
algebra L, 4, vemos que si d; y dy son divisores de k entonces d; A ds es el maximo
comun divisor entre d; y dy. Luego

Lr,dl N LT’,dQ - LT’,dl/\dQ’



Capitulo 2

Extensiones de Galois

En este capitulo comenzamos presentando algunos resultados conocidos acerca de
cuerpos finitos y extensiones de Galois [24],[21] y [36]. Estas extensiones, la unicidad
de los cuerpos finitos, a menos de isomorfismo y el teorema de la base normal que
demostramos en la ultima seccion jugaran un importante papel en la equivalencia
entre las variedades de algebras de Post ciclicas y las variedades generadas por
cuerpos finitos. Esta equivalencia, uno de los resultados mé&s importantes de esta
tesis, se demostrara en el proximo capitulo.

2.1. Extensiones de cuerpos. Clausura algebraica.

En esta seccion comenzamos introduciendo las extensiones de cuerpos y carac-
terizamos las extensiones finitas. Definimos la clausura algebraica de una extensiéon
E de un cuerpo K, construimos el cuerpo de raices de un polinomio no constante
f € K[X] y probamos que dos clausuras algebraicas de K son K-isomorfas.

Comencemos recordando algunas definiciones y teoremas basicos. Las definicio-
nes de anillo y cuerpo fueron dadas en el primer capitulo.

Definicién 2.1.1 Decimos que un anillo R es un dominio de integridad, si R
es un anillo conmutativo sin divisores de cero.

Definicién 2.1.2 Sea R un anillo. Un conjunto no vacio I C R se llama ideal de
R si verifica:

(11) 0 e I

(12) Para todo, a,b€ I, a+be I;

(I3) Para todoa €I, be R, a-r € I.

Dado r € R definimos
r+I={r+a:a€el}

r-I={r-a:a€l}.

Esto nos permite dar la siguiente definicion:

37



38

Definicién 2.1.3 Sea r € R e I un ideal de R. El anillo cociente R/I se define
como el conjunto

R/J={r+J:r € R},

con las operaciones siguientes:
(T1+J)+(7’2+J) = (7’1+7’2)+J,

(T1+J)'<T2+J):(T1'T2)+J.
El neutro de la suma es 0+ J y la unidad 1+ J.

Definicién 2.1.4 Un ideal I C R se dice un ideal primo si I es propio y verifica
a-bel=aclobel

Definicién 2.1.5 Un ideal I C R se dice un ideal maximal si dado cualquier ideal
J C I verifica que
si I C J entonces J =10 J=R.

Teorema 2.1.1 Sea I un ideal de R. Entonces el anillo cociente R/I es un cuerpo
sty solo si I es un ideal mazximal de R.

En lo que sigue estudiaremos las extensiones de un cuerpo K.

Definicién 2.1.6 Decimos que un cuerpo E es una extension de un cuerpo K si
K es un subcuerpo de E. Notamos K C E.

Si E es una extension de un cuerpo K entonces E puede considerarse como un
espacio vectorial sobre K. Luego podemos definir el grado de una extension E de
K.

Definicién 2.1.7 Decimos que una extension E de un cuerpo K es finita de grado
n si el K—espacio vectorial E tiene dimension n y notamos [E : K] = n. Si la
extension E del cuerpo K no es finita decimos que es infinita.

Son ejemplos de extensiones de cuerpos, Q C R, R C C, Q C C. La extensién
[C : R] es finita de grado 2 y el resto de las extensiones mencionadas son infinitas.

Otro ejemplo es la cadena de extensiones Q(X) C R(X) C C(X), donde Q(X),
R(X) y C(X) son los cuerpos de cocientes de los anillos de polinomios Q[X |, R[X]
y C[X] respectivamente. Estas extensiones son todas infinitas, a excepcién de la
extension R(X) C C(X) que es de grado 2.

A partir de una extension E de un cuerpo K, es posible encontrar extensiones
intermedias F' del cuerpo K tal que K C F' C E. Si tomamos un subconjunto no
vacio A y el subanillo K[A] de E generado por K y A, y construimos el cuerpo
cociente de K[A], K(A), obtenemos una extensién intermedia K C K(A) C E.
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Si A = {ay,a9,...,a,} es un conjunto finito, notamos al subanillo K[A] por
Klay,as, ..., a,] y al subcuerpo K(A) por K(aq,as,...,a,).

La demostracién del teorema que enunciamos a continuacién puede encontrarse
n [21].

Teorema 2.1.2 Si E es una extension de un cuerpo K y A # 0 es un subconjunto
de I/ entonces:

a) K[A] ={f(a1,as,...,a,) :n €N, fe K[Xy,Xs,...,X,],a1,...,a, € A}.
En particular, si A es un subanillo de E (que contiene la unidad de E), K[A]

estd formado por todas las sumas finitas Z kia;, k; € K, a; € A.
i=1

b) K(A) = {% Lu,v € K[A],v # 0}

Ejemplos 2.1.1 Son ejemplos de extensiones:

1. Qc Q(v2) cQ(v2,v3) CR, R(i)CC.
Es fdcil ver que Q(v/2,v3) = Q(v/2 4+ V/3) y que RJi] = C.

2. St E es una extension de un cuerpo K y u,v € E entonces puede probar-
se facilmente que K(u,v) = K(u)(v) = K(v)(u). En general, dados A y B
subconjuntos de E se tiene que K(AU B) = K(A)(B) = K(B)(A).

Definicién 2.1.8 Una estension K(a) de K que se obtiene adjuntando un sélo
elemento a ¢ K se dice una extension simple de K.

El teorema que sigue permite caracterizar un extension finita de un cuerpo.

Teorema 2.1.3 Sean K un cuerpo, F' una extension de K y E una extension de
F'. Entonces
[E: K|=[E: F]|[F : K]

Mas ain si {z;}ic; es una base de F' sobre K y {y;}jcs es una base de E sobre F,
entonces {x;y; }ij)erxs €s una base de E sobre K.

Demostracién: Sea z € E'y {y;}jc; una base de E sobre F. Entonces existen
elementos a; € I, no todos nulos tales que

2= oy,
jed
y para cada j € J, elementos b;; € K, no todos nulos tales que

a; = E wal

il
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Luego
= 3 e
jeJ el
y la familia {z;y,} es una familia de generadores de E sobre K.

Veamos que {z;y;} es un conjunto linealmente independiente sobre K.
Sea {c;j}(ij)erxs una familia de elementos de K que verifican,

Z Z Cij Y5 = 0.

jeJ iel

Como los elementos y; son linealmente independientes sobre ', resulta Z cijr; =0
iel

para cada j € J. De esta ultima expresién y como {x;};c; es una base de F' sobre

K, se tiene que ¢;; = 0 paratodot € I,j € J. O

Corolario 2.1.1 Una extension E de K es finita si y solo si E es una extension
finita sobre F' y F' es finita sobre K.

Dada una extension E de K, los elementos de E que son raices de polinomios
con coeficientes en K permitiran caracterizar las extensiones finitas.

Definicién 2.1.9 Sea E una extension de un cuerpo K. Un elemento a € E se
dice algebraico sobre K si v es raiz de un polinomio no nulo p(X) € K[X].
Decimos que o es trascendente sobre K, si a no es algebraico sobre K. Una
extension E de K se llama una extensién algebraica sobre K si todo elemento
de E es algebraico sobre K. En caso contrario decimos que E es una extension
trascendente sobre K.

Ejemplos 2.1.2 Son ejemplos de extensiones:

1. La unidad imaginaria © € C es un elemento algebraico sobre Q y sobre R. Los
numeros complejos que son algebraicos sobre Q se [laman nimeros algebrai-
Cos.

2. Un elemento a € K es algebraico sobre K.

3. Sie es una raiz n—ésima de la unidad entonces € es algebraico sobre cualquier
cuerpo numérico K, ya que el polinomio p(X) = X™ — 1 € K[X].

4. Los numeros irracionales e y ™ son trascendentes sobre Q. La demostracion
de la trascendencia de e se debe a Hermite y la de m a Lindemann.

5. los nimeros irracionales de la forma o, con o algebraico y B algebraico irra-
cional son trascendentes sobre Q. Luego R es una extension trascendente de

Q.
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6. C es una extension algebraica de R pues a + bi € C es raiz del polinomio
f(X)=X%—-2aX +a?+V* € R[X].

Dado un cuerpo K y un polinomio no constante f € K|[X], buscamos una ex-
tensiéon E de K, tal que el polinomio f tenga todas sus raices en E.

Sea E una extensién de K y a € E. La aplicacion
v K[X] — E,

Y(p) = pla), p(X) € K[X],

es un homomorfismo de anillos.
La imagen de ¢ es K[a] y Ker(y) = {p € K[X]/p(a) = 0}. Luego por el primer
teorema de isomorfismo resulta

K[X]|/Ker(y) = Kla].

Si Ker(y) = {0}, entonces «a es trascendente sobre K y K[X]| = K|a].

Si Ker(¢) # {0}, a es algebraico sobre K y Ker(y) = (po), con pg # 0, pues
K[X] es un dominio a ideales principales. Supongamos sin pérdida de generalidad,
que po es un polinomio ménico. Entonces K[ X|/(po) = K|a].

Como K|a] es un dominio de integridad, entonces (pg) es un ideal primo, py es
irreducible en K[X] y por lo tanto K[X]/(po) es un cuerpo, es decir, K|a] = K(«).

El teorema que sigue nos permite encontrar el grado de una extension arbitraria
de un cuerpo K y la existencia de una extensién de K donde un polinomio f € K[X]
no constante tiene una raiz.

Teorema 2.1.4 Sean E una extension del cuerpo K y o € E un elemento algebraico
sobre K, entonces:

a) Eziste un tinico polinomio mdnico e irreducible p € K[X] tal que p(a) = 0.
b) Dado f € K[X], f(a) =0 si y sdlo sip divide a f.
¢) Klo] = K(«).

d) Si gr(p) =n entonces [K(a) : K] =n y {1, o, o, ..., a" '} es una base
de K(a) sobre K.

Demostracién: Los incisos a), b) y ¢) se deducen del razonamiento anterior.

Para demostrar d) veamos que 1,,a?,...,a""! son linealmente independientes
sobre K.
Si {1,a,a?, ...,a" '} es un conjunto linealmente dependiente sobre K, existen e-

lementos a; € K mno todos nulos, con 0 < i < n — 1, , tales que « es raiz del
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polinomio f(X) = ag+ a1 X + axX* + ... +a, 1 X" 'y f # 0. Esto contradice b)
pues gr(f) < gr(p).

Probemos a continuacién que {1, o, «
Kla].

Dado f(X) € K[X], al dividir f por p, por el algoritmo de divisiéon obtenemos
polinomios ¢(X) y r(X) en K[X] tales que

2 ...,a" !} es un conjunto de generadores de

F(X) =a(X)p(X) +r(X) y gr(r)<n
Entonces f(a) = r(a) y de aqui resulta que el conjunto
{1, a, o?, ..., "'}
genera el K —espacio vectorial K[a]. U

Definicién 2.1.10 Llamamos al polinomio irreducible monico p € K[X| del teore-
ma anterior, polinomio minimal de o sobre K. Si gr(p) = n decimos que « es
algebraico sobre K de grado n.

Ejemplos 2.1.3 Sea K un cuerpo.
1. Un elemento « es algebraico sobre K de grado uno st y solo si o € K.

2. /2 es algebrico sobre Q, su polinomio minimal es X? — 2, [Q(v/2) : Q] = 2
y una base de Q(v/2) sobre Q es {1,v/2}. Luego Q(\/2) es una extension
algebraica de Q.

3. Q C Q(v2) C Q(v2). El elemento v/2 es algebraico sobre Q y sobre Q(v/2).

El polinomio minimal sobre Q es f(X) = X* — 2, pero este polinomio no es
irreducible sobre Q(v/2)[X], pues f(X) = X* — 2= (X% —/2)(X? ++/2). El
polinomio minimal sobre Q(\/ﬁ) es X2 — /2.

4. Sie; son las raices n—ésimas de la unidad de orden n, n € N, el polinomio
ciclotomico f,(X) = I3 (X — &) es un polinomio con coeficientes enteros
irreducible sobre Q. Luego f,(X) es el polinomio minimal de cualquier raiz
primitiva de la unidad € de orden n y [Q(e) : Q] = ¢(n), siendo ¢(n) el
indicador de FEuler. Al cuerpo Q(eg) se lo denomina el cuerpo ciclotémico
de orden n.

A continuacién veremos que toda extension finita de un cuerpo es algebraica.

Teorema 2.1.5 Sea E una extension finita de un cuerpo K. Entonces K C E es
una extension algebraica. Mds ain, si [E : K| = n entonces todo elemento de E es
raiz de un polinomio con coeficientes en K de grado menor o igual que n.
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Demostracién: Dado « € E, como [E : K] = n, entonces {1,a,a?,...,a"} es
un conjunto linealmente dependiente sobre K. Luego existen elementos a; € K, con
0 <i < n, no todos nulos tales que « es raiz del polinomio

f(X)=ap+a X +aX?+...+a, 1 X" ' +a, X" con gr(f)<n.
Luego « es algebraico sobre K. O

Del teorema se deduce lo siguiente:
1) K C K(a) C E y el grado de a sobre K divide a n.
2) La reciproca del teorema no se verifica ya que existen extensiones algebraicas que
no son finitas.
3) « es algebraico sobre K siy sélo si K(a) es una extension finita de K.

Una extension importante es la que da la definicién que sigue:

Definicién 2.1.11 Sea E una extension de un cuerpo K. Decimos que E es una
extension finitamente generada de K si existe un numero finito de elementos

a1, 09, ..., 0, € E tales que E = K(ay, o, ..., ).
Toda extension finita £ de K es finitamente generada. Si {ay,as,...,a,} es
una base del K —espacio vectorial E entonces E = K(aq,as, ..., a,). Sin embargo

la reciproca de esta proposicién es falsa pues K(X) es una extensién finitamente
generada de K pero no es una extension finita de K.

Teorema 2.1.6 Sea K C E. El cuerpo E es una extension finita de K si y sélo si
E es finitamente generado sobre K por elementos algebraicos.

Demostracion: Si E es una extension finita de K entonces E es una extension
algebraica de K finitamente generada. Luego existen «; € K algebraicos, con 1 <
i < n, tales que F = K(ay,as,...,a,).

Reciprocamente, sea £ = K (o, o, ..., qy), con o, qs, ..., a, algebraicos sobre K.
La demostracién la haremos haciendo induccién sobre el niimero de elementos que
generan a F.

Si E estd generado por un tnico elemento algebraico o entonces [K («) : K| es igual
al grado del polinomio minimal de « sobre K. Luego [K(a) : K] es finito y en
consecuencia E es una extensién finita sobre K.

Sea n > 1y supongamos que [K(ay,as,...,q, 1) : K| es finito. Como «,, es alge-
braico sobre K entonces también lo es sobre K(ay, as, ..., a,1). Luego

K(ay,ag, ..., an-1)(ay) es una extension finita de K (g, ag, ..., ay_1).

Como

K C K(og,an,...,001) C K(ag,a2,...,ap1)(a,) = E

resulta
[E:K]=[E: K(aj,ag,...,0n1)][K(a1,00,...,05-1) : K]



44

y de aqui que [E : K] es finito. O

« 7

La relacién “...es una extension algebraica de ...” es transitiva como prueba el

siguiente teorema:

Teorema 2.1.7 Sea K C F C E. El cuerpo E es una extension algebraica sobre K

sty solo si B es una extension algebraica sobre F' y F' es una extension algebraica
sobre K.

Teorema 2.1.8 Sea E una extension de K.

a) Si «a,B € E son elementos algebraicos sobre K entonces a+ 8, a-8 y o™t

con o # 0, son algebraicos sobre K.

b) El conjunto L de todos los elementos de E que son algebraicos sobre K es un
subcuerpo de E.

Definicion 2.1.12 La extension L de K dada en el teorema anterior se llama clau-
sura algebraica de K en F.

De la definicién de L se deduce que L es la mayor de las extensiones algebraicas
de K contenidas en E.

A continuacién veremos como podemos construir el cuerpo de raices de un poli-
nomio no constante f € K[X]. Esto nos permitira encontrar una clausura algebraica
del cuerpo K.

Dado un cuerpo K y un polinomio no constante f(X) € K[X], puede suceder
que ninguna raiz de f(X) esté en K, o bien que tenga algunas de sus raices en él.
Buscamos alguna extension E de K en la que f tenga todas sus raices. Veremos que
existe una extension algebraica E de K, donde f puede factorizarse en producto de
polinomios de primer grado por una constante no nula, y que esta extension es unica
a menos de K —isomorfismos.

Dados dos cuerpos K y E, todo homomorfismo de anillos
p: K —F

es inyectivo o nulo. Luego si ¢ es un homomorfismo de anillos no nulo entonces
es un monomorfismo y K = ¢(K) C E. Luego ¢(K) es un subcuerpo de E y FE
es una extension de ¢(K'). Construimos una extension F' de K y un isomorfismo
@ : F — E que extiende a ¢. Luego @[, = ¢. El diagrama es el siguiente:

K C F

|l

oK) C FE.
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Sea S un conjunto disjunto de K coordinable con E — o(K)y FF = K US. El
homomorfismo ¢ puede extenderse a una biyeccion @ : F — FE.
Definiendo en F' las siguientes operaciones de suma y producto:

r+y=p '(2r)+2())

vy=% (2= By)),
resulta que (F,+, ) es un cuerpo y estas operaciones restringidas a K coinciden con
las de K. Luego K es un subcuerpo de F'y P es un isomorfismo.

Es importante observar que si p(K) # F, la construccién de F' no es unica.
Identificando a K con ¢(K), E puede verse como una extension de K.

Dadas F y F' dos extensiones de un cuerpo K, nuestro objetivo es estudiar
aquellos homomorfismos ¢ : £ — F' que dejan fijos los elementos de K, ya que
esto nos permitird afirmar que si a y 8 son dos raices de un polinomio irreducible
en K[X] entonces K () es isomorfo a K(f3).

Comencemos dando la definiciéon de K —homomorfismo.
Definicién 2.1.13 Dadas E y F' dos extensiones de un cuerpo K, un homomorfis-

mo no nulo ¢ : E — F se dice un K—homomorfismo si @[, = idg, es decir si
v(a) = a para todo a € K.

Veamos a continuaciéon que un K —homomorfismo aplica raices de un polinomio
no constante f € K[X] en raices de f, de donde resultara que todo K —endomorfismo
es un automofismo.

Teorema 2.1.9 Sean E y F' extensiones de un cuerpo K y p: E — F un
K—homomorfismo. Entonces

a) ¢ es un homomorfismo de K—espacios vectoriales.

b) Si « € E es una raiz de un polinomio f(X) € K|[X]| entonces p(a) € F
también es raiz de f(X).

Demostraciéon: El homomorfismo ¢ deja fijo los elementos de K y de aqui resulta
inmediatamente que ¢ es un homomorfismo de K —espacios vectoriales.
Sea a una rafz del polinomio f(X) = ag+a; X +ax X*+...+a, X" € K[X]. Entonces
fle(a)) = a0+ ap(e) + az(p(a))’ + ... + an(p(a))" =
= p(ag+ a1 + aza® + ... + a,a™) = o(f(a)) = 0.
Luego el K—homomorfismo ¢ aplica raices de f es raices de f. O

Teorema 2.1.10 57 K C E es una extension algebraica entonces todo K —homomorfismo
¢ : E— E es un automorfismo.
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Demostracién: Por ser ¢ un K —homomorfismo es un homomorfismo no nulo y
en consecuencia un monomorfismo. Veamos que ¢ es sobreyectiva.

Dada « € E, sabemos que existe un polinomio f(X) € K[X] tal que « es raiz de f
por ser FE una extension algebraica de K. Sea S = {aj,as,...,ax} con ag = a el
conjunto de todas las raices de f que son elementos de E. Por el teorema anterior,
@ aplica raices de f en raices de f y como ¢ es un endomorfismo inyectivo y S es
finito, ¢(S) = S. Luego existe un indice ¢ con 1 < i < k tal que p(a;) = v y por lo
tanto ¢ es sobreyectiva. U

Si la aplicacion ¢ : F — FE es un endomorfismo no nulo, los elementos que
quedan fijos por ¢, forman un subcuerpo K de E. Por el teorema anterior sabemos
que si I es una extension algebraica sobre K, ¢ es un automorfismo.

Dados dos cuerpos K y K’, un isomorfismo ¢ : K — K’ puede extenderse a un
isomorfismo ¢ : K[X] — K'[X] de la siguiente manera:

@(Z a; X") = Z p(a;) X"

Luego, un polinomio f(X) € K[X] es irreducible sobre K si y sélo si ¢(f(X)) €
K'[X] es irreducible sobre K.

En lo que sigue probaremos que el cuerpo de raices de un polinomio no constante
es unico a menos de K —isomorfismo.

Teorema 2.1.11 Sean K y K' dos cuerpos, ¢ : K — K' un isomorfismo, y

f(X) = ZaiXi e K[X] y f(X) = ng(ai)Xi € K'[X] polinomios irreducibles
=0 =0

sobre K y K' respectivamente. Si o es una raiz de [ en alguna extension de K y 3

es una raiz de f en alguna extension de K', entonces existe un unico isomorfismo

P K(a) — K'(8) tal que B(a) =8 y Pl = .

Mas atin, si o es una raiz de f en alguna extension de K y E' es una extension de

K', ¢ puede extenderse a un homomorfismo @ : K(o) — E' si y sélo si f tiene

una raiz en E'. Ademds existen tantas extensiones de p como raices distintas tiene
fenE.

Demostracién: Supongamos que gr(f) = gr(f') =n, y que {1,a,a?, ...,a" '}y
{1,8,82,..., 5" '} son bases de los K —espacios vectoriales K () y K’(/) respecti-
vamente.

Sea ¥ : K(a) — K'(f) definida por:

@(z) = @(bo) + @(b1) B+ ©(b2) 8> + ... + @(by-1) 8",

cualquiera sea x € K(a), x = by+bja+bya®+...+b, 10" b€ K, 1 <i<n-—1.
Es facil ver que @ es un isomorfismo tal que @[, = ¢ v P(a) = 5.
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Como {1,a,a?,...,a" '} es una base del K—espacio vectorial K (a) y p(a) = 3
entonces x € K (a) se escribe de una unica manera como combinacién lineal de los
elementos de la base, de donde resulta la unicidad de @.

Reciprocamente, si a es una raiz de f en alguna extension de K y E’ es una extension
de K’ tal que existe un homorfismo @ : K(«a) — E’ que extiende a ¢, entonces

f@(e) = Z pla)B(a) = Z@(a»@(o/) = @(Z a;a') = B(0) = 0.

Luego B(a) es raiz de f. O

Corolario 2.1.2 Sean F y F' dos extensiones de K ya € FE, B € F dos elementos
algebraicos sobre K. Entonces a y 8 tienen el mismo polinomio minimal sobre K si
y solo si existe un K—isomorfismo de K(«) en K(B) que aplica o en 5.

Demostracién: Considerando en el teorema anterior K = K’y ¢ = idg, sabemos
que existe un K —isomorfismo de K («) sobre K(f3) que aplica « en [3.
Reciprocamente, consideremos un K —isomorfismo ¢ : K(a) — K(5) tal que
Yla) = .81 f =3 X y f=31",bX" son los polinomios minimales
de a y (3 respectivamente, entonces

n n

F(B) = F() = ai(a)) = (D ai(@)’) = (0) = 0.
i=0 i=0
Luego f'/f. Como fy f’ son polinomios irreducibles ménicos resulta f = f’. O

Corolario 2.1.3 Si E es una extension de K, f(X) € K[X] un polinomio irre-
ducible y o, € E son dos raices de f, entonces los cuerpos K(a) y K(B) son
K —isomorfos.

Ejemplos 2.1.4 Veamos los siguientes ejemplos de extensiones isomorfas.

1. Los polinomios f(X) = X? =2 y f/(X) = X? — 4X + 2 son irreducibles en
Q[X] y las extensiones Q(v/2) y Q(2 4+ v/2) son isomorfas.

2. Sean f(X)=X? 4+ X +1 y ¢g(X) = X?+1 dos polinomios irreducibles en
Z3[X]. Sid y e son raices de f y g respectivamente, resulta que

JX) = (X =0)(X = (2+20) y g(X)=(X—-e)(X—2¢).

Luego Z3(d) es isomorfo a Z3(2 + 26).

Como f y g son los polinomios minimales de § y € respectivamente entonces
no existe un K—isomofismo de Zs3(0) sobre Zs(e) que aplique § en . Sin
embargo, los cuerpos Zs(8) vy Zs(e) son isomorfos, pues si consideramos
0 Z3(6) — Zs(e) tal que p(§) = 1+ ¢ queda definido un isomorfismo de
cuerpos.
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Observemos que el teorema 2.1.11 no es verdadero si f no es un polinomio irre-
ducible. Si consideramos el polinomio f(X) = (X2 —2)(X?2 —3), los elementos 4+/2
y /3 son raices de f. Sin embargo los cuerpos Q(v/2) y Q(+/3) no son isomorfos,
ya que en el cuerpo Q(v/3) no existe ningtin elemento que elevado a cuadrado sea
dos y en el cuerpo Q(v/2) si existe dicho elemento.

Dado un polinomio f(X) € K[X], con K cuerpo, veremos a continuacién cémo
construir una extensiéon de K que contenga una raiz de f. Reiterando este proce-
dimmiento, obtendremos una extensiéon del cuerpo que contenga todas las raices
del polinomio, y de esta forma podremos demostrar la existencia de un cuerpo
algebraicamente cerrado que contiene a K como subcuerpo.

Teorema 2.1.12 Si K es un cuerpo y f(X) € K[X] un polinomio no constante,
entonces existe una extension E de K donde f tiene una raiz.

Demostraciéon: Supongamos sin pérdida de generalidad que f es irreducible. Luego
K[X]/(f) es un cuerpo. Sea ¢ : K[X] — K[X]/(f) el homomorfismo candnico y
K’ el conjunto de las clases de equivalencia que contienen los polinomios constantes.
Entonces el homomorfismo ¢ restringido a K es un isomorfismo de K en K’. Luego el
cuerpo K[X]/(f) = E es una extensién del cuerpo K’ y como K = K’ identificando
los elementos de K con los de K’ podemos considerar que F contiene a K .
Veamos que o = ¢(X) es raiz de f.
Si

f(X)=ay+a X +aX*+... +a,X"

entonces
fla) = f(p(X)) = ¢(ao + a1 X + axX?*+ ...+ a, X") = ¢(f) = 0.

Observemos que £ = K(a) y que f es el polinomio minimal de «, a menos del
producto por una constante. ]

Corolario 2.1.4 Si K es un cuerpo y f(X) € K[X] es un polinomio no constante,
existe una extension E de K tal que:

fX)=c(X —a))(X —ag)...(X —ay),ce K—{0},o; € E
conl<i<n.

Demostracion: Hacemos la demostracién por induccién sobre el grado del polino-
mio f. Si gr(f) =1 el teorema se verifica trivialmente.
Supongamos que gr(f) > 1 y que la propiedad se verifica para todo polinomio de
grado n — 1. Por el Teorema 2.1.12 existe una extension F; de K donde f tiene una
raiz oy, ie. f(X) = (X —aq)fi1(X) con fi1(X) € E1[X].
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Como el grado de f; es n — 1, existe una extensién E de F; tal que f; tiene todas
sus raices en F, y de aqui resulta que f tiene todas sus raices en F. Luego

fX)=cX—a)(X —ag)...(X —ay), ceK, ¢c#0, ;€ E, 1<i<n.
U

Los resultados anteriores nos conducen a la siguiente definicion:

Definicién 2.1.14 Sea K un cuerpo y f(X) € K[X] un polinomio no constante.
Una extension L de K se dice un cuerpo de raices de f sobre K si verifica:

1. f puede escribirse como productos de polinomios de primer grado en L[X],

f(X)=c(X —a)(X —ag)...( X —ay), ceK, ¢c#0, ;€ E, 1 <i<n.

2. L=K(a,qg,...,a).

La segunda condicion dada en la definicion anterior es equivalente a la siguiente:
Si K C L' C Ly f sedescompone en productos de polinomios de primer grado
en L'[X] entonces L = L.

Ejemplos 2.1.5 Veamos los siguientes ejemplos:

1. Sea f(X) = (X +1)(X*-3)(X? —X—l—%) € Q[z]. Las raices de f en C son:
1+ /2
2

. El cuerpo de raices del polinomio f es

14+ 2
2

—1, £V3 y

E=Q(V3, ) =Q(V3, V2,i) y [E:Q] = 4.

2. Dado el polinomio
f(X)=X?+ X +1 € Z[X],

como [ es irreducible, usando el Teorema 2.1.12 construimos una extension
Zs(g) de Zy, donde € es una raiz de f.

Lo X] — Zo[X]/(f) tal que o(X)=ey E=Z[X]/(f) = Za(e).
La raiz € tiene a f como polinomio minimal sobre Zsg, luego [Zs(e) : Zso] = 2,

e2+e+1=0, y{l,e} es una base de Zy(c) sobre Zy y Zo(c) = {0,1,¢,1+¢}.

El Corolario 2.1.4 asegura la existencia del cuerpo de raices de un polinomio no
constante f € K[X], pero éste no es tinico como se muestra en el ejemplo que sigue.

Si f(X)=X?—-2¢e Q[X], la extensién de Q, £ = Q[X]/(X? —2) es un cuerpo
de raices de f. Otro cuerpo de raices de f es la extensién Q(v/2) de Q.

El teorema siguiente nos dice cuando el cuerpo de raices de un polinomio no
constante es Unico.
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Teorema 2.1.13 Dado ¢ : K — K’ un isomorfismo de cuerpos, f(X ZQZXZ

K[X] un polinomio no constante y ¢(f) = f(X) = ng(ai)Xi € K'[X]. Sea L un
i=0

cuerpo de raices de [ sobre K y L' un cuerpo de raices de f sobre K', entonces

el isomorfismo © puede extenderse a un isomorfismo de L sobre L'. La extension

puede hacerse de mds de una manera aplicando cada raiz de f en L en una raiz de

fenlL.
Demostracion: La demostracion la hacemos por induccion sobre el grado de f.
Si gr(f) =1, L coincide con K y por lo tanto L' = K’ y el teorema se satisface.

Sea gr(f) > 1 y supongamos que la propiedad se verifica para todos los polonomios
de grado n — 1.

Sean aq,as,...,q, v B1, B2, ..., 0, las raices de fy f en L y L' respectivamente, es
decir L = K(ay, 0, ... ,00,) y L' = K'(B1, B2, - -+, Bn)-

Sea f1 un factor 1rredu(31ble de fy o unaraiz de f; en L. Sea f; el factor irreducible
de f v B laraiz de f; en L'. Entonces ¢ puede extenderse a un isomorfisomo

@ K(ay) — K'(B1) tal que (o) = f1. Ademas,

f=(X—a)g, con g1 € K(a)[X] y gr(g1) =n—1

JZZ (X = B1)g1, con g1 € K(B1)[X], y gr(§1) =n—1

siendo g; la imagen de g; por el isomorfismo .
A su vez el isomorfismo @ : K(a;) — K'(B1) puede extenderse al isomorfismo

G K (o) [X] — K'(By)[X].

Como ay,...,a, y Ba,..., [, son las raices de g; y g1 sobre K(ay) y K'(f) resulta
K(on)(ag,...,an) = Ly K'(B1)(Ba,...,0,) = L. Por hipétesis de induccién
podemos extender el isomorfismo © a un isomorfismo

E : K(Ofl)(a% s aan) — Kl(ﬁl)(ﬂ?) s 7ﬂn)7
que aplica cada raiz a; en B con 2<i<ny2<j<n.

La situacion es la siguiente:

2
K — K’
il 1o
7
K(on) — K'(B1)
il i
?

K(on)(ag,...,0n) —>  K'(B1) (B, L),
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donde @ : L — L’ es el isomorfismo buscado. U

A continuacién probaremos que dado un cuerpo K, existe una extension alge-
braica E' de K, tal que cada polinomio no constante de E[X] tiene todas sus raices
en /. Ademas esta extensiéon es uinica a menos de K —isomorfismos.

Comenzamos dando las siguientes definiciones:

Definicién 2.1.15 Decimos que un cuerpo K es algebraicamente cerrado s:
todo polinomio no constante de K[X] tiene una raiz en K.

De la definicién resulta que si K es algebraicamente cerrado, los polinomios
irreducibles de K[X] son los de grado uno.

Definicién 2.1.16 Dado un cuerpo K, una extension E de K se dice una clausura
algebraica de K si E es una extension algebraica de K y E es algebraicamente
cerrado.

Si K C FFC F'y FE es una clausura algebraica de K entonces E es una clausura
algebraica de F'.

Sin embargo la reciproca de esta afirmacién no es vélida. Sabemos que C es
algebraicamente cerrado y algebraico sobre R. Luego C es una clausura algebraica
de R, pero no lo es de Q ya que C es una extension trascendente de Q.

Teorema 2.1.14 Si K es un cuerpo entonces existe un cuerpo algebraicamente
cerra- do que contiene a K como subcuerpo.

Demostraciéon: Comencemos construyendo una extension E; de K en donde todo
polinomio no constante de K[X] tiene una raiz en Fj.

A cada polinomio no constante f € K[X] le asociamos una indeterminada X;. Sea
S el conjunto de todas estas indeterminadas y K[S] el anillo de polinomios con
coeficientes en K en infinitas indeterminadas,

K[S] = |J KX}, Xp,o ., Xy

neN

Sea [ el ideal de K[S] generado por los polinomios f(Xy). Veamos que I es un ideal
propio de K[S]. Si 1 € I entonces existen g; € K[S], con 1 <i <n tal que:

9 [i(Xp) + g2 fo(Xp) 4 gnfnl(Xp) =1

Como en cada polinomio g; figuran en total un nimero finito de indeterminadas,
X1, Xo, ..., X;n (m >n), la ecuacién anterior puede escribirse

Zgi(Xf17Xf27 s X ) fi(Xg) =1

=1
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Por el Teorema 2.1.12 podemos encontrar una extension F' de K tal que cada poli-
nomio f; tenga una raiz «;, para 1 < ¢ < n. Considerando a; = 0 con n < i < m
y reemplazamos las indeterminadas Xy, por o, 1 < ¢ < m, en la tltima ecuacién
obtenemos 0 = 1. Luego 1 ¢ [.

Como [ es un ideal propio existe un ideal M C K[S] maximal entre los que contienen
a I. Luego K[S]/M es un cuerpo. El epimorfismo canénico ¢ : K[S] — K[S]/M
restringido a K es un monomorfismo. Identificando K con su imagen y tomando
E, = K|[S]/M como una extensién de K, cada polinomio no constante f € K[X]
tiene una raiz en F; pues,

f(Xy)) = ¥(f(Xy)) =0,

ya que f(Xf) € M. Luego ¥(Xy) € E; es raiz de f.
Reiterando este procedimiento podemos formar una cadena de cuerpos

KCcE, CEC...CE,C...

tal que todo polinomio no constante de F;[X] tiene una raiz en F;.
Veamos que E = J E; es un cuerpo algebraicamente cerrado.

i>1
Si z,y € E, existe un indice n tal que z,y € E,. Luego z +y, -y € E, y como las
operaciones no dependen del indice resulta que E es un cuerpo.
Ademas por la construccion de E[X], cualquier polinomio no constante de E[X]
tiene todos sus coeficientes en algtin F,, y una raiz en E, ;. Luego dicha raiz esta en
E y por lo tanto E es algebraicamente cerrado. U

Corolario 2.1.5 Todo cuerpo K posee una clausura algebraica.

Demostracién: Sea E una extensién de K algebraicamente cerrada y K la clausura
algebraica de K en E. Luego K C K C E. Vimos que K es algebraica sobre K y
ademas es un cuerpo algebraicamente cerrado ya que todo polinomio no constante
f € K[X] tiene una raiz o en E. Como « es algebraico sobre K, entonces K (a) es
algebraico sobre K y como K es algebraico sobre K, resulta o algebraico sobre K.
Luego o € K. U

A continuacién veremos que dos clausuras algebraicas de un cuerpo K son
K —isomorfas.

Teorema 2.1.15 Sea v : K — L la inmersion de un cuerpo K en un cuerpo L
algebraicamente cerrado y K(«) una extension algebraica de K. Entonces 1) puede
extenderse a una aplicacion 1\ : K(a) — L y el nimero de estas aplicaciones
coincide con el niumero de raices distintas que tiene el polinomio minimal de o en
un cuerpo de raices arbitrario del mismo.

Demostracion: Por el Teorema 2.1.11 sabemos que existen tantas extensiones
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¢ : K(a) — L como raices distintas tiene el polinomio f € (K)[X], siendo
f € K[X] el polinomio minimal de « sobre K.

Como L es algebraicamente cerrado, contiene todas las raices de f, y en consecuencia
contiene al cuerpo de raices de f, que es isomorfo al de f. O

Teorema 2.1.16 Sea E una extension algebraica de K y 1 una inmersion de K en
un cuerpo algebraicamente cerrado L. Entonces v puede extenderse a una inmersion
: E — L. Si E es algebraicamente cerrado y L es algebraico sobre W(K) entonces
W es un isomorfismo de E en L.

Demostracién: Consideremos los pares (F,o),con K CF CFE y o0:F — L
un homomorfismo que extiende a 9, i.e. o[, = 1.

El conjunto S de todos los pares de la forma (F, o) es no vacio pues (K,) € S.
Definimos en S la siguiente relacion:

(F1,01) < (Fy,09) siysdlosi Fy CFy, y 03], = o1

Es facil ver que “ <7 es una relacion de orden definida sobre S.

(S, <) es inductivo superiormente. En efecto, si {(F}, 0;)}ier es una cadena de S,

tomando F'= |J F; y o: F — L definida por o(z) = 0;(x), para x € F}, resulta
i€l

que F' es un su?ocuerpo de F que contiene a K. La aplicacion o esta bien definida

y es un homomorfismo que extiende a 1. Por el Lema de Zorn existe un elemento

maximal en S, (H,).

Veamos que H = E. Si H # F existe a € E tal que o« ¢ H. Como E es una

extension algebraica sobre K, a es algebrico sobre K y por lo tanto lo es sobre H.

Luego por el teorema anterior, v:H—L puede extenderse a un homomorfismo

¥ : H(a) — L. De aqui resulta que (H(a),?) € S, lo que contradice la maximali-

dad de (H,v). Luego H = E y ¢ : E — L es la extensién buscada.

Si E es algebraicamente cerrado, como E =~ )(E) entonces ¢(F) es algebraicamente

cerrado. Si L es algebraico sobre (K ) entonces L es algebraico sobre 9(E) pues

Y(K) CY(E) C L. Luego L = y(E). O

Corolario 2.1.6 Dos clausuras algebraicas de un cuerpo K son K—isomorfas.

Toda extension algebraica E de un cuerpo K estd contenida en una clausura al-
gebraica de K. Si F es una extensién algebraica de K vy E es una clausura algebraica
de E resulta que E es una extensién algebraica de K. Como E es algebraicamente
cerrrado resulta K = F.

Reciprocamente, si K es una clausura algebraica de K, todo subcuerpo intermedio
K C E C K es una extension algebraica de K y por lo tanto K = E.

Si K es la clausura algebraica de un cuerpo K, toda extensién algebraica E de
K puede sumergirse en K por un K —homomorfismo. El teorema anterior muestra
que la aplicacién inclusién i : K — K puede extenderse a un K —homomorfismo 7
de la siguiente manera:
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;
K —> K

Z\l /(77
E
Luego E = n(E)y K Cn(E) C K.

Corolario 2.1.7 Si K C E C K yn:E— K es un K—homomorfismo entonces
existe un K—automorfismon: K — K que extiende a .

2.2. Extensiones de Galois.

En esta seccién comenzamos definiendo las extensiones separables y normales.
Luego damos una caracterizacion de las mismas para el caso finito. Las extensiones
normales y separables, llamadas extensiones de Galois tendran un rol fundamental
en la demostracion del teorema de la base normal que daremos en la ultima seccién
de este capitulo.

Definicion 2.2.1 Dada una clausura algebraica K de un cuerpo K y una extension
E de K tal que K C E C K, al cardinal del conjunto de todos los K —homomorfismos

de E en K lo llamamos grado de separabilidad de E sobre K y lo notamos
E : K]s.

Por el Teorema 2.1.15 sabemos que si o es un elemento algebraico sobre K
entonces K C K(«a) C K y el nimero de K —homomorfismos de K («) en K es igual
al nimero de raices distintas del polinomio minimal f de « sobre K.

Teorema 2.2.1 Si E es una extension de K tal que K C E C K entonces:

a) Si K C ECF CK entonces:
[F: K|s=[F:E|E: K.

Sea {i}ier el conjunto de los K—homomorfismos de E en K y {7}jes
el de los E—homomorfismos de F' en K. Para cada indice i € I, [i; es un
K—automorfismo de K que extiende a ;.

Definiendo w;j : F' — K como la composicion pioT; resulta que {wij Yajyerss
es el conjunto de todos los K—homomorfismos de F en K.

b) Si E es una extension finita de K entonces [E : K|s < [E: K].

Demostracién:
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a) Para cada par (4, j) € I x J, las aplicaciones w;; son K —homomorfismos de F
en K todos distintos. En efecto, si tenemos dos pares (4, j), (t,r) € I x J tales
que w;; = wy entonces para todo b € ),

pi(b) = 1i(b) = (75 (b)) = 17 (b) = Fme (b) = T (73(b)) = T (b) = 1 (b)

Luego p; = 1y y 7 = 7,, de donde resultat =t y j =r.

Veamos que si w es un K —homomorfismo de F en K, w es alguna de las
aplicaciones w;; definidas anteriormente. Como la aplicacién w(, : £ — K es
un K —homomorfismo, existe i € I tal que wl, = ;.

Consideremos el E—homomorfismo 7z; ~'w : F — K. Entonces i; ~'w = 7;

para algtin j € J de donde resulta w = 71;7; = w;;.

Como [F' : K|s = #(I x J) entonces [F : E], = #(J) y [E : K|, = #().
Luego
i [F: Kl|s =[F: E|s|F : K.

b) Sea E una extensién finita de K. Por el Teorema 2.1.6 sabemos que E es
finitamente generada sobre K por elementos algebraicos ay,as,...,q, y en
consecuencia F puede obtenerse a partir de K por una sucesién finita de
extensiones simples como se indica a continuacion:

K CK(ay) C K(ag,a0) C...C K(ag,0,...,0) = F

Sean Fy = Ky Fiy1 = Fi(ai1) para 0 < @ < n — 1. Por el Teorema
2.1.15, el ntimero de extensiones posibles de un monomorfismo F; — K
a un homomorfismo de Fj(a;11) en K, es menor o igual que el grado del
polinomio minimal de «;;; sobre F;, que coincide con [F;.; : F;]. Luego
[Fi(aiy1) @ Fi]s < [Fi(aiq1) = F;]. Como esta desigualdad se verifica para cada
par de cuerpos consecutivos de la cadena dada, por la multiplicidad del grado
de las extensiones y por el grado de separabilidad de las mismas resulta

[E: K], <[E: K]
]

Definicién 2.2.2 Un elemento « algebraico sobre un cuerpo K se dice separa-
ble sobre K si [K(a) : K], = [K(a) : K]. Si K C E C K, la extension E se
dice separable sobre K si todos los elementos de E son separables sobre K. Una
extension que no es separable se dice inseparable.

Decimos que un polinomio irreducible f € K[X] es separable si no tiene raices
multiples. Un polinomio no constante en K[X] se dice separable si todos sus fac-
tores irreducibles lo son.
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De la definicion resulta que un elemento algebraico sobre K es separable si y solo
si su polinomio minimal lo es.

El teorema que sigue da una condicion necesaria y suficiente para asegurar
la separabilidad de una extensién finita.

Teorema 2.2.2 Dados K, E y F' cuerpos se verifica que:

a) Si K CECF y «a€F esun elemento separable sobre K entonces o es
separable sobre E.

b) Sea E una extension finita de K. Entonces E es separable sobre K si y solo

si|E:K|s=[E: K]

¢) Dada {a;}ier una familia de elementos de K. Los elementos o coni € I son
separables sobre K si y solo si K({a;}icr) es una extension separable de K.

d) Si E es una extension de K, el conjunto L de todos los elementos de E que
son separables sobre K es una extension separable de K.

Demostracién:

a) Sea o € F' un elemento separable sobre K. Entonces su polinomio minimal f
sobre K no tiene raices multiples. Ademas el polinomio minimal g de « sobre
E divide a f y por lo tanto las raices de g son simples.

b) Sea K C E una extensién finita y separable. Luego £ = K(ay,ag,. .., ),
con «; separable para 1 <1 < m. Dadas las extensiones

K C K(o) C K(ag,a0) C ... C K(ag,ae,...,04,) = E,
<

por a) «; es separable sobre K(aq,as,...,q;-1), para 2 < i
separable sobre K. Luego

[K(oq, o, .., 0;) : K(ag,qe,...,0)]s = [K(aq, a0, ..., 04) 1 K(ag,ao, ..., ;)]
con2<i<my [K(u):K|s=[K(ay): K].

Por la multiplicidad del grado de las extensiones finitas y por el grado de
separabilidad resulta

my oy es

[E: K], =[F: K].

Reciprocamente, sea K C E una extension finita y [E : K], = [E : K]. Si
a € F entonces K C K(«) C E es una cadena finita y por el teorema 2.2.1,
[E:K(a)s <[EF:K(a)]y [K(a): K]s <[K(a): K]. Luego

B K], = [E: K@L[K(0): K], < [B: K(@)][K(a) : K] = [E: K]
de donde resulta
[E: K(a)ls =[E: K(a)] vy [K(a) : K]y = [K(a) : K],

y de aqui que « es separable sobre K.
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c) Es facil ver que si K ({a;}ier) es una extension separable de K entonces cada
«; es separable sobre K.

Supongamos que para cada ¢ € I, «a; es separable sobre K y probemos que
K({ai}ier) es una extension separable de K.

Sea o € K({e;}ier). Entonces a pertenece a una subextension de K ({«; }ier)
finitamente generada, por lo que es suficiente probar que esa extensién es
separable sobre K. Sea o € K(ay,, iy, ..., 04,) C K({a;}ier) v la cadena de
extensiones

K C K(Oéil) C K(ozil,aiQ) cC...C K(Oéil,Oéi2,...,CYit>. (1)

De a) resulta que cada «;, es separable sobre K (a;,, a,,...,q;,_,). Enton-
ces en cada eslabén de la cadena (1) el grado de la extension y el grado de
separabilidad de la misma coinciden.

Por la multiplicidad de estos grados resulta:
(K (o, Qigy - eoy0y,) s Kl = [K(uy, gy - ooy, 0 K
y por b), K(a;,,,, ..., q;) separable sobre K.

d) Sea K C E'y L el conjunto de todos los elementos de E que son separables
sobre K. Por el inciso ¢), K (L) es una extensién separable de Ky

K C K(L) C E. Luego K(L) = L.
O

Veremos en el teorema que sigue que la relacién “...es una extension separable
de ...” es transitiva.

Teorema 2.2.3 Sea K C E C F'. F es separable sobre K si y solo si F' es separable
sobre ' y E es separable sobre K.

Demostracion: Si I es separable sobre K entonces E es separable sobre K y por
el inciso a) del teorema anterior F' es separable sobre F.

Reciprocamente, sea a € F', F separable sobre E y E separable sobre K. Como «
es separable sobre E, si f(X) = co+ 1 X + X?+...+ X" € F[X] es el polinomio
minimal de « sobre F, f es separable y « es separable sobre K(cg,c1,. .., 1)-
Como para cada i, ¢; € E, ¢; es separable sobre K. Luego en la cadena

K C K(cg, ¢ty y0n1) C K(co, €1y vy Co1, @)

cada extension es finita y separable sobre la anterior. Para cada par de extensio-
nes consecutivas resulta que el grado de separabilidad coincide con el grado de la
extension y de aqui que

[K(co,c1y.eyCno1,a) s Klg = [K(co,c1,. .., Cn1,) 1 K.
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Luego K(cg,c1,...,¢n1,) es separable sobre K y « también lo es. ]

Si E = K(a), todo K—homomorfismo ¢ : K(a) — K queda definido por la
imagen de «, y se verifica que (K («)) = K(¢(«)). Luego a y 1(«) son raices del
mismo polinomio irreducible ménico de K[X].

De manera andloga si £ = K(ay,...,a,), todo homomorfismo v : £ — K
estd univocamente determinado por las imédgenes de los ;. Para 1 < ¢ < mn, a; y
() son raices del mismo polinomio irreducible ménico con coeficientes en K.

Si la extension E = K (aq, ag, ..., a,) contiene todas las raices de los polinomios
minimales f; € K[X], para 1 < i < n, entonces dado un K —homomorfismo
Y E — K los elementos ¥(a1), ¥ (az),...,¢¥(a,) € E y en consecuencia ¢ es un

automorfismo de F.
Esta observacion nos induce a dar las siguiente definicion:

Definicién 2.2.3 Sea K C E C K. Decimos que E' es una extension normal de
K si todo K-automorfismo ¢ : E — K es un automorfismo de E.

El teorema que sigue caracteriza a las extensiones normales.

Teorema 2.2.4 Sea K C ECK.

a) E es una extension normal de K si y sélo si todo polinomio irreducible de
K[X] que tiene una raiz en E tiene todas sus raices en E.

b) E es una extension normal y finita de K si y solo si E es el cuerpo de raices
de un polinomio en K[X].

Demostracién:

a) Sea E una extensién normal de K, f € K[X] un polinomio irreducible ménico
vy a € F una raiz de f. Supongamos que 8 € K es otra rafz de f, entonces
existe un K —homomorfismo 1 : K(a) — K que aplica a en 3. Consideremos
la aplicacién v : K(a) — K que extiende a v. Como E es una extensién
normal, 1 es un automorfismo de E y resulta 1)(a) = ¢(a) = 3 € E. Luego f
tiene todas sus raices en E.

Veamos que todo polinomio irreducible de K[X] que tiene una raiz en E, tiene
todas sus raices en E. Sea 1) : E — K un K—homomorfismo. Probemos que
Y(E)C E.Seaa€ E y f € K[X] su polinomio minimal. Como ¢ («) es otra
raiz de f entonces la hipdtesis nos asegura que ¥ («) € E.

b) Sea E una extension finita y normal de K. Luego £ = K (o, ag, ..., a,) con
a; algebraico sobre K para todo 7, 1 < ¢ < n. Sea f; el polinomio minimal
sobre K de cada «;. Como E es normal y «; es una raiz de f;, entonces E
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contiene todas las raices de cada f;. Luego E contiene todas las raices del
n
polinomio f =[] fi y E es el cuerpo de raices de f.
i=1
Reciprocamente, sea E el cuerpo de raices de un polinomio f(X) € K[X]y
aq,Q, . .., ap las raices de f. Entonces E = K(aq, s, ..., ;). Como cada «;
es algebraico sobre K, E es una extensién finita de K.

Veamos que E es normal. Sea ¢ : K(ay,as,...,a,) — K un K—homomor-
fismo. Como 1) aplica raices de f en raices de f, ¥ queda determinado por los
elementos

Y(a), Y(aw), ..., ¥(a,) € E.

Luego 1 es un endomorfismo de £ y E es normal sobre K.

La siguiente proposicion es vélida para extensiones normales.

Teorema 2.2.5 Sean K C E C F. Si F es una extension normal de K entonces
F es una extension normal de E.

Demostraciéon: Todo E—homomorfismo de una clausura algebraica K de un cuer-
po K, es en particular un K —homomorfismo. [l

2.3. Cuerpos finitos

En esta seccion comenzamos demostrando que los cuerpos finitos tienen p" ele-
mentos, con p primo. Probamos la unicidad de los mismos a menos de isomorfismo
y mostramos que todo cuerpo finito es perfecto. También vemos que toda extensiéon
finita de un cuerpo finito F' es una extension de Galois y al final de la seccién de-
mostramos que el grupo de Galois de un cuerpo F' con p™ elementos es ciclico de
orden n.

En el estudio de los cuerpos finitos un primer teorema a destacar es el siguiente:
Teorema 2.3.1 Si A es un dominio de integridad finito entonces A es un cuerpo.
El teorema anterior nos permite demostrar el siguiente:

Teorema 2.3.2 El anillo Z,, de los enteros modulo n es un cuerpo si y sélo sin es
un numero primo.

Teorema 2.3.3 Sea F un cuerpo y U un subgrupo finito del grupo multiplicativo
F*=F —{0}. Entonces U es ciclico.

Corolario 2.3.1 El grupo multiplicativo de un cuerpo finito es ciclico.
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A continuacién damos la definiciéon de cuerpo primo y probamos que el cuerpo
primo de un cuerpo F' es isomorfo a Q o a Z,, con p primo.

Definicién 2.3.1 Llamamos cuerpo primo de un cuerpo F' a la interseccion de
todos los subcuerpos de F'.

Teorema 2.3.4 Sea F un cuerpo y F' su cuerpo primo. Entonces F' es isomorfo a
Q o F' es isomorfo a Z,, para algin primo p.

Demostracién: Sea v : Z — F la aplicacién definida por ¢(z) = z - 1, donde 1
es la unidad de F'. Es claro que ¢ es un homomorfismo de anillos. Si I = Ker(v)
entonces como Z/I es isomorfo a un subanillo de F' resulta que Z/I es un dominio
de integridad. Luego I es un ideal primo de Z y por lo tanto / = (0) 6 I = (p), con
p primo.

Si I = (0), ¥(Z) esté contenido en F y en consecuencia el cuerpo primo de F es
isomorfo a Q.

Si I = (p), con p primo, por el primer teorema de isomorfismo de anillos resulta
Im(y) = Z/(p) que es isomorfo a Z,. Luego Im(v) es el cuerpo primo de F. O

El teorema anterior nos conduce a la definicién siguiente:

Definicién 2.3.2 Decimos que un cuerpo F' es de caracteristica 0 si su cuerpo
primo es isomorfo a Q. El cuerpo F' es de caracteristica p con p primo, si su
cuerpo primo es isomorfo a Z,.

Corolario 2.3.2 Si F es un cuerpo finito de caracteristica p, con p primo, entonces
F tiene p™ elementos conn € N, n > 1.

Demostracion: Como el cuerpo F' es finito, en la aplicacién 1 del teorema anterior
resulta Ker(¢) = (p), p primo. En efecto si Ker(y)) = (0) entonces el cuerpo F
tendria un subcuerpo con infinitos elementos. Contradiccion. Luego F' tiene como
cuerpo primo a Z, y tiene caracteristica p.

El tnico isomorfismo que existe entre el cuerpo primo de F'y Z, es el que aplica
1p en 1z,. Este isomorfismo identifica el cuerpo primo de F' con Z, y puede verse a
F' como una extension finita de Z,.

Si [F : Z,] = n entonces el Z,—espacio vectorial F' tiene una base con n elementos.
Luego si x € F, x puede escribirse de la siguiente manera:

T = V] + Uy + ... + vy, donde o; €7Z,, 1 <i<n

donde {vy,vs,...,v,} es una base del Z,-espacio vectorial F. De aqui resulta que el
cardinal del cuerpo F' depende de los escalares «;, 1 <7 < n y como cada uno de
ellos puede tomar p valores distintos resulta que F' tiene p™ elementos. Il

La reciproca de la proposicién anterior es falsa pues Z,(X) es un cuerpo infinito
de caracteristica p.
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Corolario 2.3.3 Sea F' un cuerpo finito con p™ elementos. Entonces todo elemento
de F es raiz del polinomio f(X)=X?" — X =0.

Corolario 2.3.4 St F' es un cuerpo con p" elementos entonces F es el cuerpo de
raices del polinomio f(X) = X?" — X sobre su cuerpo primo.

Por lo demostrado anteriormente se tiene el siguiente

Teorema 2.3.5 Dos cuerpos finitos con el mismo niumero de elementos son iso-
morfos.

A continuacién veremos cémo construir a partir de un primo p y n € N un cuerpo
con p" elementos.

Teorema 2.3.6 Sea p un numero primo y n un entero tal que n > 1. Entonces
existe un cuerpo F' con p"™ elementos.

Demostracién: El polinomio f(X) = X?"—X € Z,[X] no tiene raices miiltiples ya
que f'(X)=—1y (f,f) =1. Luego f(X) tiene p" raices distintas en una clausura
algebraica ZT,. Veamos que estas p" raices forman un subcuerpo de ZT,.

Sean «a, 3 € ZT) raices de f(X). Entonces como ZTD tiene caracteristica p resulta
(@B —(a£pf)=a” £6” —aF =0,y (af)" =a” " =ap.

Luego (aB)P" — af = 0.

Si a # 0 entonces (a™H)P" = (a?")"! = a7 L.

Hemos probado que las raices del polinomio f(X) = X?" — X € Z,[X] forman un
cuerpo con p" elementos, que notaremos con F(p™). O

A partir de los resultados anteriores hemos demostrado el siguiente

Teorema 2.3.7 Dado un primo p y una clausura algebraica Z,, para cada n € N,
existe un unico un subcuerpo de Z, con p" elementos. Este subcuerpo es el cuerpo
de raices F(p") del polinomio f(X) = X*" — X sobre Z,.

Corolario 2.3.5 Toda extension finita de un cuerpo finito es normal.

Demostracién: Toda extensién finita de un cuerpo finito es un cuerpo finito F(p™).
Luego es el cuerpo de raices del polinomio X?" — X € Z,[X]. Por el Teorema 2.2.4
resulta que esta extension es normal. O

Corolario 2.3.6 Sea F(p") un cuerpo finito y F(p") una clausura algebraica. Para
cada nimero natural m existe en F(p™) una unica extension de F(p™) de grado m,
que es el cuerpo F(p™™).
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Demostracién: Es suficiente probar el corolario para el caso en que F'(p") sea un
subcuerpo de una clausura algebrica ZT,.

El cuerpo de raices de f(X) = XP"" — X sobre Z, es F/(p"™). Veamos que F(p") C
F(p™). Demostremos haciendo induccién sobre ¢ que, si o € F(p") entonces a €
F(p™).

Sit =1 la proposicién se verifica trivialmente.

Supongamos que la proposicién es vélida para t € N con ¢t > 1 y probemos que
a € F(p"*). Dado a € F(p"),

n(t+1) nt . n .\ ot nt
Oép — Oép D 2 (Oép )p — Oép = q,

y en particular o = a.
Como Z, C F(p™) C F(p™™) resulta que

[E'(p™™) : Zp] = [F(p"™) : F(p")I[F (") = Zy),
F(r™) : Z,) = nm y [FGP): Z,) = n.
Luego [F(p™™) : F(p")] = m. O
A continuacién veremos que toda extensién finita de un cuerpo finito es separable.

Definicién 2.3.3 Decimos que un cuerpo K es perfecto si todo polinomio no cons-
tante de K[X] es separable.

Todo cuerpo algebraicamente cerrado es perfecto. En general si car(K) = 0, un
polinomio irreducible f € K[X] tiene a su derivado f’ no nulo. Luego f no tiene
raices miultiples y en consecuencia es un polinomio separable.

Definicién 2.3.4 Sea K un cuerpo de caracteristica p # 0, la aplicacion

o : K — K definida por o(x) = zP, es un homomorfismo de anillos llamado
homomorfismo de Frobenius.

La imagen de o es un subcuerpo de K que indicaremos con KP.

Teorema 2.3.8 Las siguientes proposiciones son equivalentes:
a) K es un cuerpo perfecto.
b) La caracteristica de K es cero, o es un nimero primop y KP =K.

c¢) Toda extension algebraica de K es separable.

Demostracién: Probemos la equivalencia de a) y b). Si K es un cuerpo perfecto
entonces car(K) =0 6 car(K) = p con p primo y K? = K.

En efecto, supongamos que la caracteristica de K es distinta de cero y consideremos
a € Ky 8 € K una raiz del polinomio f(X) = X? —a € K[X], esto es, 87 = a.
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Como el polinomio minimal de 8 sobre K divide a f(X) = X? —a = (X — 3)?,
entonces es de la forma (X — )%, pero como K es perfecto resulta que ¢ = 1, pues
en caso contrario el polinomio minimal tendria raices multiples. Luego el polinomio
minimal de 3 sobre K es X — fy g € K. Luego K? = K.

Reciprocamente, si K es un cuerpo de caracteristica cero entonces es perfecto. Sea
K un cuerpo de caracteristica p, p primo tal que K? = K y supongamos que K no
es perfecto. Luego existe un polinomio g € K[X] irreducible, ménico y no separable.
Entonces ¢ =0y g es de la forma

g(X) =hXP)=ag+a XP +axX?+...+a, X", n>1, ya,#0
Como K? = K, para cada a; existe b; € K, tal que a; = b7, con 1 < i < n. Luego
g(X) = (bo + i X + 0o X* + ...+ b, X"),

y por lo tanto g no es irreducible. Contradiccién. En consecuencia K es perfecto.
Veamos ahora que K es un cuerpo perfecto si y sélo si toda extension algebraica de
K es separable.

Sea K un cuerpo perfecto, E' es una extension algebraica de K y a € E. Como «
es algebraico sobre K y su polinomio minimal es separable sobre K entonces « es
separable sobre K.

Supongamos que toda extension algebraica de K es separable. Si f es un polinomio
irreducible de K[X]| que tiene una raiz «, entonces la extension K(a) de K es
algebraica y separable. Luego el polinomio minimal de « es separable sobre K y
todo polinomio irreducible de K[X] es separable sobre K, de donde resulta que K
es perfecto. [l

Corolario 2.3.7 Sea F(p") un cuerpo con p" elementos. Entonces la aplicacion
o: F(p") — F(p") definida por o(z) = xP es un automorfismo de cuerpos.

Demostracion: La aplicacion o es un monomorfismo ya que de la igualdad z? = yP
resulta que 2?" = yP", y como los elementos de F(p") son las raices del polinomio
f(X) = XP" — X, sesigue que x = y. Ademés o estd definida sobre conjuntos finitos
y por lo tanto es sobreyectiva. U

De los resultados anteriores se deduce que toda extension finita de un cuerpo
finito es una extension de Galois.

En lo que sigue estudiaremos el grupo de automorfismos de un cuerpo finito
F(p).

Definicién 2.3.5 Sea K un subcuerpo de F'. El grupo de todos los K — automorfismos
de F' se llama grupo de Galois de F' sobre K y se nota G(F/K).

Teorema 2.3.9 El grupo de automorfismos de F(p"), Aut(F(p")), es un grupo
ciclico de orden n con generador o.
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Demostracién: Como 0" (z) = 27" = x, cualquiera sea x € F(p"), entonces
o" =id.

Sea t el orden del automorfismo o. Entonces t < n y dado x € F(p") resulta
ot(x) = 2 = 2. Como el polinomio f(X) = X?' — X tiene a lo sumo p' raices,
resulta pt > p" v de aqui que t = n.

Veamos que o es un generador del grupo Aut(F(p")). Si ¢ € Aut(F(p™) entonces ¢
deja fijo los elementos de su cuerpo primo Z,, es decir, ¢ es un Z,—automorfismo.
Ademas el nimero de Z,—automorfismo de F'(p") es n, ya que F'(p") es una extension
finita, normal y separable de Z,. Luego Aut(F(p")) = (o). d

Teorema 2.3.10 Sean n,m € N, Z, una clausura dada y F(p"), F(p™) subcuer-
pos de Z,. Entonces F(p") C F(p™) si y solo si n divide a m. Si F(p™) C F(p™),

F(p™) es una extension normal y separable de F(p™) de grado mn y el grupo de
n

F(p™)—automorfismos de F(p™) es ciclico, generado por ", siendo o el automor-
fismo de Frobenius de F(p™).

Demostracién: Si F(p") C F(p™) entonces
[F(p™) : Zp] = [F(p™) : F(")][F(p") = Zy].
Como [F(p™) : Z,) =m y [F(p") : Zy] = n resulta que n divide a m.

Reciprocamente, supongamos que n divide a m. Por el Corolario 2.3.6, F/(p™) tiene

una unica extension de grado ™ en ZT, que es el cuerpo F(p™). Luego F(p") C
n

E(p™).

Sea F(p") C F(p™). El cuerpo F(p™) es una extensiéon de Galois de Z,. Por el

Teorema 2.2.5 y como las extensiones separables verifican la propiedad transitiva,

resulta que F'(p™) es una extensién de Galois de F'(p"). O

Teorema 2.3.11 Sea F' una extension de K y H un subgrupo del grupo G(F/K).
Entonces el conjunto

Fl={zecF:o(x)=2, 0 H}
es un cuerpo.

Definicién 2.3.6 Dada una extension F' de K y H un subgrupo del grupo G(F/K),
el cuerpo
Fol={zxcF:o(x)=x0¢cH}

se llama cuerpo fijo de H.
Definicién 2.3.7 Sea F' una extension de un cuerpo K tal que el cuerpo fijo del

grupo de Galois Auty(F) es K. Entonces F' se llama cuerpo de Galois o exten-
si6én de Galois de K.
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2.4. Teorema de la base normal

En esta seccion comenzaremos estudiando la descomposicién de un endomorfismo
para luego dar una demostracién del Teorema de la base normal. Primero daremos
la demostraciéon para el caso infinito y luego la del caso finito, que no se encuentra
en la literatura usual.

Dado un cuerpo K y un espacio vectorial F' de dimensién finita n sobre K,
consideremos un homomorfismo f € Endg(F).

Si t es un elemento trascendente sobre K definimos la representacion del anillo
de polinomios K[t] en F' como sigue:

La aplicacion
v K[t] — K[f] C Endg(F)

definida por
tal que para cada v € F',

es un homomorfismo de anillos.

El espacio vectorial K[f] tiene dimension finita sobre K pues K[f] C Endy(F) =
M, (K).

Como K]t| es un dominio principal, Ker(¢) es un ideal principal de KJt] y
Ker(y) # {0} pues la dimensién de K|[f] sobre K es finita. Luego Ker(¢) = (gr)
donde gr(qs) > 0y gy es monico.

Definicién 2.4.1 El polinomio qy recién definido se llama polinomio minimal
de f sobre K.

Si existe un elemento w € F tal que F' = Ktjw = K[f]w entonces I estd ge-
nerado sobre K por los elementos

w, f(w), fAw), fPw), ... .

Al K[t]-médulo F' = (w) lo llamamos médulo principal.

Proposicién 2.4.1 Sea gy el polinomio minimal de f sobre K.
Si el polinomio q;(t) es de la forma q;(t) =t 4 ag_1t*"' + ... + ag entonces el
conjunto

{w, f(w), fP(w),..., f*7 (w)}

es una base de F sobre K.
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Demostracién: El conjunto {w, f(w), f2(w),..., f¢1(w)} es linealmente indepen-
diente. En efecto, sea

kow + k1 f(w) + ko f2(w) + ...+ kg1 f7Hw) =0 (1)

conk; € K, 0 <i<d—1y el polinomio g(t) = ko+kit+kot?>+.. .+ ks 1t € K[t].
Como F es un Klt]-mddulo principal, g(t) € Ker(vy) si y sélo si g(f)(w) = 0.
Luego por (1) resulta que g(t) € Ker(¢) = (qr) y que g(t) = s(t)gs(t). Como
gr(g) < gr(qy) entonces g(t) = 0, y por lo tanto k; = 0 cualquieraseai, 0 < i < d—1.
Veamos a continuacién que {w, f(w), f2(w),..., f7(w)} genera a F.

Como F = K|f|w, si v € F existe p(f) € K[f] tal que v = p(f)w. Dividiendo a
p por gy resulta p(t) = m(t)qs(t) + r(t), con gr(r) < gr(qs). Luego aplicando ¢
obtenemos p(f) = r(f), i.e. p(f) = ko +kif +hkof?> +...+ kflconl <d—-1y

v = kow + ki f(w) + ko f2(w) + ... + ki fY(w). O
La matriz de f en la base {w, f(w), f2(w),..., f&1(w)} tiene la siguiente forma:
[0 00 ... 0 —ap |
100 ... 0 —a
010 ... 0 =—as
0 00 ... 0 —ag_o
i 000 ... 1T —ag |

Si F' = (w) entonces F' = K]Jt]/(qs) ya que la aplicacién p : K[t] — F definida
por u(p(t)) = p(f)(w) es sobreyectiva y Ker(u) = (qr)-

El polinomio ¢y estd univocamente determinado por f y no depende de w. Este
polinomio se llama polinomio invariante de F' con respecto a f.

La demostracién del teorema que sigue puede encontrarse en [24].

Teorema 2.4.1 Sea F' un espacio vectorial no nulo de dimension finita sobre K, y
f € Endg(F). Entonces F puede descomponerse en suma directa

F=FRo..oF

donde cada F; es un K|[f]-submddulo principal, con polinomio invariante no nulo
¢ tal que q; divide a q;, si i < j. Los polinomios qi,qa, ..., q. estdn univocamente
determinados por F' y f, y el polinomio g, es el polinomio minimal de f.

Corolario 2.4.1 Sea F' un espacio vectorial no nulo de dimension finita sobre K y
f € Endg(F). Entonces F es un K[f|-mddulo principal si y sélo si tiene un inico
factor invariante.
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A continuacion daremos la demostraciéon del Teorema de la base normal. Este
teorema nos permitird construir una base del F'(p™) espacio vectorial Zn

Definicién 2.4.2 Sea C' un cuerpo algebraicamente cerrado, K, E y F subcuerpos
de C' tales que K C ENF. Decimos que E es linealmente disjunto de F' sobre
K si todo conjunto finito de elementos de E que es linealmente independiente sobre
K, también lo es sobre F.

Ejemplos 2.4.1 Dados K y E cuerpos,
1. 8i K C E entonces E y K son linealmente disjuntos sobre K.

2. En la extension Q C Q(v2)NQ(r), el cuerpo Q(x) es linealmente disjunto de
Q(v/2) sobre Q.

3. Dada la extension Q C Q(e)NQ(Xy, Xo, ..., X,), el cuerpo Q(X1, Xo, ..., X,)
es linealmente disjunto de Q(e) sobre Q.

La definicién de linealmente disjunto sobre un cuerpo no es simétrica. Sin em-
bargo la propiedad de ser linealmente disjunta para E'y F' si lo es.

Teorema 2.4.2 Sea C' un cuerpo algebraicamente cerrado y K, E y F subcuerpos
de C tales que K C ENF. Entonces E es linealmente disjunto de F' sobre K si y
solo si F' es linealmente disjunto de E sobre K.

Demostracion: Es suficiente probar que si E es linealmente disjunto de F' sobre
K entonces F' es linealmente disjunto de F sobre K.

Supongamos que existe un conjunto X C F' que es linealmente independiente sobre
K pero no lo es sobre E. Entonces para algunos u; € X y r; € E no todos nulos
resulta riuy + rous + ... + ru, = 0.

Tomemos un subconjunto de {ry,79,...,7,} linealmente independiente maximal so-
bre K, por ejemplo {rq,79,...,7r:}, reordenando los indices si fuese necesario. En-
tonces para cada j > t resulta

rj = E a;;r; con a;; € K,

=1

y
n
= 5 riu; = 5 riu; + E 5 a”n E U + E akjuj
j=1 J=t+1 i=1 J=t+1
Como FE y F son linealmente disjuntos sobre K entonces {rq,79,...,7r:} es lineal-

mente independiente sobre F'y por lo tanto

n
U + g ar;u; = 0 cualquiera sea k < t,
j=t+1



68

lo que contradice la independencia lineal de X sobre K. Luego X es linealmente
independiente sobre E. [l

Los teoremas que siguen nos indican cuando una extension es linealmente dis-
junta de otra sobre un cuerpo K.

Teorema 2.4.3 Sea C' un cuerpo algebraicamente cerrado, con subcuerpos K, E y
F tales que K C ENF. Sea R un subanillo de E tal que K(R) = E y K C R. Si
todo subconjunto de R que es linealmente independiente sobre K también lo es sobre
F entonces E y F son linealmente disjuntos sobre K .

Demostracién: Sea X = {uy,us,...,u,} un subconjunto finito de F linealmente
independiente sobre K y probemos que X es linealmente independiente sobre F.
Como para cada i, 1<i<n,u; € E= K(R), resulta u; = c;d; ' donde

ci = fi(ry,ma, ... ;th-)7

0 7£ dl = gi<rlar2a s 7Tti)a para 1; € R7 1< ] <t Yy

firgi € K[X1, X, ..., Xy ]

Sea d = dyds . ..d, y para cada 7, 1 < i <n sea v; un elemento de R definido por:

V; = Cidl e di—ldi+1 e dn

Entonces u; = v;d~! y el conjunto X' = {vy,v9,...,v,} € R es linealmente in-
dependiente sobre un subcuerpo de C' si y sélo si X lo es. Como por hipotesis X
es linalmente independiente sobre K ,entonces X' es linealmente independiente so-
bre K. Luego X’ es linealmente independiente sobre I’y de aqui resulta que X es
linealmente independiente sobre F'. O

Teorema 2.4.4 Dado un cuerpo algebraicamente cerrado C, y K, E y F' subcuerpos
de C tales que K C ENF, consideremos un subanillo R de E, tal que E es su cuerpo
de cocientes y R es un espacio vectorial sobre K. Si {u;} es una base de R sobre
K entonces para probar que E y F son linealmente disjuntos sobre K es suficiente
mostrar que el conjunto {u;} es linealmente independiente sobre F.

Demostracién: Supongamos que la base {u;} es linealmente independiente sobre F’
y tomemos 71,79, ..., T, elementos de R linealmente independientes sobre K. Como
estos elementos estan en un subespacio vectorial S de dimension finita generado por
algunos de los elementos del conjunto {u;}, supongamos sin pérdida de generalidad
que son uy, Ug, . . . , U,. Entonces el conjunto {ry,ry, ..., r,} puede extenderse a una
base B de S sobre K y el espacio vectorial generado por ui,us,...,u, sobre F
tiene dimension n, ya que estos vectores son linealmente independientes sobre F' por
hipétesis y ademas coincide con el espacio generado por B. Luego rq, 79, ..., 7, son
linealmente independientes sobre F'. Aplicando el Teorema 2.4.3, resulta que F' y F
son linealmente disjuntos sobre K. ]

La demostracion del Teorema de la base normal en el caso infinito, se basa en el
siguiente teorema de independencia lineal de automorfismos, [24].



69

Teorema 2.4.5 Sea K un cuerpo infinito y {o1,09,...,0,} un grupo de automor-
fismos de un cuerpo K yp € Klxy,...,x,|, entonces

p(o1(v),02(v), ..., on(v)) =0
para todo v € K si y solo st p=0.

Demostraremos primero el teorema de la base normal para un cuerpo K infinito.
Para probar el teorema para el caso finito se necesita la demostracion anterior y
algunos resultados de la teoria de representacion de grupos.

Teorema 2.4.6 (Teorema de la base normal) Sea F' una extension de Galois
de un cuerpo K finita de grado n y G = {o1,09,...,0,} el grupo de Galois de F.
Entonces existe un elemento w € F tal que {o1(w), o2(w),...,0,(w)} es un base del
K —espacio vectorial F'.

Demostracion: Sea K un cuerpo infinito, F' una extension de Galois de K y
G = {01,09,...,0,} el grupo de Galois. Para cada o; € G construimos la matriz
A = (a;;) de la siguiente manera

a;j = Ty, Si a{lajzak, para 1 <i,5,k <n.

Consideremos la funcién p(z1, ..., z,) = det(a;;). Es claro que p no es idénticamente
nulo pues p(1,0,...,0) = det(l) = 1.

Por el Teorema 2.4.5 existe w € F tal que p(o1(w),...,0,(w)) # 0,y de aqui resulta
que det(o; 'oj(w)) # 0. Probemos que a partir de esta dltima condicién se tiene que

{o1(w), oz(w), ..., on(w)}

es una base del K espacio vectorial F'. Es suficiente probar que {o;(w), oo(w), . .., o, (w)}
es linealmente independiente pues [F' : K] = n. Sea

Ao (w) + Aoz (w) + ...+ Aop(w) =0, e K, 1<i<n.
Aplicando o; ', tenemos
Mo ta(w) + Aoy tog(w) 4 . 4 Ao ton(w) = 0.
Como det(o; 'o;(w)) # 0 entonces \; = 0 para todo 1 < i < n.

A continuacion daremos la demostracién para el caso finito.

Sea K un cuerpo finito y F' una extensién finita de K. Sabemos que F' es una
extension de Galois sobre K con grupo de Galois G = (o), siendo 0 € Endg(F)
el automorfismo de Frobenius. Sea ¢ un elemento trascendente sobre K. Vimos al
comienzo de esta seccion que la aplicacién

Y K[t]| — Klo] C Endg(F)
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p(t) — p(o)

tal que para cada v € F, p(t)(v) = p(c)(v), es un homomorfismo de anillos.
Veamos primero que demostrar el teorema de la base normal en el caso finito es
equivalente a probar que F' es un K[t]-médulo principal.

Supongamos que F' es un K[t]-médulo principal. Luego existe w € F tal que

F = Ktjlw y dado v € F, v = p(t)w. Aplicando 1 resulta v = p(o)w, i.e.,

v=ko+ko(w)+...+ ko (w) conr<n-—1.

Luego {w,o(w),...,0" (w)} es un conjunto de generadores de F sobre K y como
[F: K] = n entonces {w,o(w),...,0" *(w)} es una base de F sobre K.
Reciprocamente supongamos que existe w € F tal que {w,o(w),...,c" 1 (w)} es
una base de I’ sobre K. Luego existen kg, ki,...,k,_1 € K tal si v € F entonces

v =ko+kio(w)+ ...+ ky_10" H(w).

Tomando p(t) = ko + kit + ... + k,_1t" ! resulta por la accién de ¥ que v = p(t)w,
i.e.,, I es un K[t|]— médulo principal generado por w.

Por el Corolario 2.4.1 para probar que el K[t|—mddulo F' es principal, debemos
ver que tiene un unico factor invariante. Consideremos el siguiente diagrama de

I\
AVAl

Veamos que la extensién F es linealmente disjunta de K (t) sobre K. Como K(t) es
el cuerpo cociente de K[t] y K[t] es un espacio vectorial sobre K, la base {1,¢, 2, ...}
es linealmente independiente sobre F' por ser ¢ trascendente. Luego por el Teorema
2.4.4 resulta que F'y K(t) son linealmente disjuntos sobre K.
La aplicacion

7:G(F(t)/K(t)) — G(F/K)
definida por 7(u) = /K es un isomorfismo de grupos.

A partir del automorfismo de Frobenius ¢ definimos & € G(F(t)/K(t)) de la si-
guiente manera:

_ap+aix+ ...+ asx’

~ o(ap) +o(a)z+ ...+ o(as)x®
bo—i-blx—l-...—i-bll‘l

o(by) +o(b))x+ ...+ o(b)ax!

~—

) =
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El automorfismo & extiende a ¢ y es un generador de G(F'(t)/K(t)). Ademéas F(t)
es una extensién de K (t) de grado n.

Veamos que si {vy,...,v,} es una base de F' sobre K entonces es una base de F'(t)
sobre K (t). El conjunto {vy,...,v,} C F es linealmente independiente sobre K y
como F' C F(t) entonces {vy,...,v,} es linealmente independiente sobre K (t) ya

que F'y K(t) son linealmente disjuntos sobre K. Ademés como [F(t) : K(t)] = n
resulta que {vy,...,v,} es una base de F'(t) sobre K ().

Las matrices de o y @ en la base {vy, ..., v,} coinciden. Luego los factores invariantes
de o y @ son los mismos. Como F'() es infinito y el teorema de la base normal
lo hemos demostrado al comienzo de esta demostraciéon, & tiene un unico factor
invariante. Luego o tiene un tnico factor invariante y queda demostrado el teorema
de la base normal para el caso finito. [l



Capitulo 3

Equivalencia entre variedades de
algebras de Post ciclicas de orden
p y variedades generadas por
cuerpos finitos

H. Cendra presenta en Cyclic Boolean algebras and Galois fields F(2%) [10] un
método contructivo para definir un dlgebra de Boole k—ciclica simple <A; T> sobre
un cuerpo finito con 2* elementos y muestra el camino reciproco.

En este capitulo extendemos el resultado de H. Cendra para cuerpos finitos con p*
elementos y algebras de Post de orden p, k—ciclicas, siendo p un primo positivo y
k> 1.

Damos un método constructivo que transforma un cuerpo <F ")+, F (p)>
en un algebra de Post de orden p, k—ciclica con p primo y k£ > 1, y expresamos
las operaciones del algebra de Post como términos en el lenguaje de los cuerpos.
Reciprocamente, también obtenemos las operaciones del cuerpo como términos en
el lenguaje de las dlgebras de Post k—ciclicas de orden p.

Si V(L, k) es la variedad generada por las dlgebras de Post de orden p, k—ciclicas
y V(F (p¥)) es la variedad generada por los cuerpos con p* elementos <F(pk); +, -, F(p)>,
probamos que existe una interpretacién ®; de V(L, ;) en V(F(p*)) y una interpre-
tacion @y de V(F(p*)) en V(L, ) tal que ®3®1(A) = A, cualquiera sea el dlgebra
AeV(Lyx) v ®1P2(R) = R, para todo R € V(F(p")). De esta manera obtenemos
una equivalencia entre las variedades V(L, 1) y V(F(p*)). Estos resultados han sido
publicados en [1].

En la primera seccién introducimos los polinomios de Lagrange sobre el cuerpo
F(p*) y los polinomios de Lagrange sobre el dlgebra L, y mostramos que ambos
son términos discriminadores. El método de interpolacion de Lagrange descripto por
Moisil en [31] nos permite dar una representacién de una funcién f : (F(p*))™ —
F(p*) como un polinomio con coeficientes en el cuerpo F(p¥) y a partir de un
procedimento similar podemos expresar toda funcién de (L,x)™ en L, como un

72
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polinomio con coeficientes en el algebra.

En la segunda seccion presentamos uno de los resultados méas importantes de
esta tesis. Demostramos la equivalencia entre las variedades V(L, 1) y V(F(p")),
resultado que aplicaremos en los capitulos 5 y 6.

Para finalizar, en la ultima seccién damos dos ejemplos que muestran claramente
el proceso constructivo descripto en la primera, incluyendo las operaciones cuyos
programas se detallan en el apéndice.

3.1. Polinomios de Lagrange en F(p*) y en L,

En el capitulo anterior demostramos que dado un primo p y un nimero natural
k. existe un tnico cuerpo F con p* elementos, a menos de isomorfismo, que llamamos
F(p®).

A los efectos de utilizar la notacién de algebra universal dada en el primer capitu-
lo, notaremos al cuerpo F(p*) por <F(p’“); +, -,F(p)>, teniendo en cuenta que el
cuerpo primo F'(p) es el conjunto de constantes del algebra.

A partir de un conjunto con p* elementos y una estructura de cuerpo finito
F = F(p*) definida sobre él, construimos el anillo de funciones <F ™t > que
consiste en las aplicaciones
f:F"— F
con las operaciones de suma y producto definidas de la siguiente manera:
(f +9) (1,29, 2m) = f(T1, 22, s Tm) + 9(T1, T2, - ., T),

(f-9)(x1, 29, ..., Tm) = f(x1,29,. .., Tp) - g(T1, T, . .., Tiy).

Al anillo de polinomios en m indeterminadas sobre el cuerpo F, lo notamos
<F[x1, Toy .oy T+, >

Lema 3.1.1 Toda funcién f € FF™ puede representarse de una tinica manera como
un polinomio Z)‘i - M; con \; € F(p*), M; = x;il -x;i2 capm oy 0<Z ri; < p".
i

Demostracién: Todo polinomio define una funcién de manera natural [24]. Luego
la aplicacién

. m
v Flry,xa, ..y — F
restringida al conjunto de polinomios de la forma p(z1, xa, . .., 2,) = E A - M;, con
i
T T; im . .
N € F(pP), My = 2" 2% - ... anm y 0 < i, < p", es inyectiva.
. T T ; .
Como los monomios M; = z;" - ,* - ... ™ con 0 < 1y, < p¥ son p*™, existen
km
p

(pk)pkm polinomios de la forma Z Ai - M;, y este nimero coincide con el cardinal
i

del anillo F¥™. 0
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El método de interpolacién de Lagrange dado por Moisil en [31], permite
dar una representacién de una funcién f € FI'" | siendo F = F(p¥),
F(p*) =1{0,¢,%, ... ,5”’6*1}, a partir de los polinomios de Lagrange siguientes:

Lo(w) = (p=1)a" " +1 y
La(x) = Lo(x + (p — 1))
De la identidad 2** + (p — 1)z = 0, resulta:

1 siz=0 1 six=¢

Lﬂ(m):{o siz£0 7 Lsi(‘”):{o sizel
Luego, para f € FF™,

f@1, 20,y ) = > flay, g, ... o) - Lay(#1) - ... Lo, (). (1)

Es importante destacar que los polinomios Lg(x) y L.:(z) son términos switching
va que Lo(z) = s(0,2,1,0) y L.(z) = s(¢%, z,1,0).

A continuacién describimos cémo representar una funcion definida sobre un alge-
bra de Post k—ciclica de orden p, como un polinomio de Post con coeficientes en
el dlgebra. Para realizar este procedimiento utilizaremos la definiciéon de G. Epstein
[15] dada en la segunda seccién del capitulo 1.

Definimos sobre el dlgebra de Post simple k—ciclica de orden p, L, = <(Lp)k; T >,
las operaciones binarias A y ® de la siguiente manera:

CitzAy) = \/  (Ci(z) A Cily)),

s+t=i(mod p)

Ci(rOy) = \/ (Cs(x) A Ci(y))-

st=—i(mod p)

De la la definicién 1.2.2 resulta:

vy =V (Cladp) he) v zoy=V(Clro) e

=0 1=0

A los efectos de simplificar la notacién escribiremos pxr = gAxzA ... Az 'y
—_— —

p veces

xp:gU@x@...@xj

v
p veces
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Proposicién 3.1.1 <(Lp)’“; A, ®> es un anillo conmutativo con unidad 1 = e,_.

Demostracion: Es suficiente probar que <Lp; A, ®> es un anillo conmutativo con
unidad 1.
Sixz € L, entonces v =¢;, para algini con 0 <7 <p—1y

O =G ={ 9 5177

Veamos que

e;Ae; =e, siysélosi i+ j=k(modp) vy
e, ®e; =ep siysolosi i-j=—k(mod p).

Sik=tresultai+j=t(modp) e i-j=—t(mod p). Luego

Ciler) =1=Cile) ACile)) = \/  (Culer) ACile))) = CilesAey),
r+l=t(mod p)
Ciler) =1=Ci(e) ACi(e;) = \/  (Cule)) ACiley)) = Ciles @ ¢y).

rl=—t(mod p)

Si k # t tenemos que i + j # t(mod p) e i-j # —t(mod p). Luego dados r, [ tales
que 0 <r Il <p-—1,parar+1=t(modp) 6 r-l=—t(mod p) resulta

Ciler) =0=Crle) ACile)) =\ (Cules) ACiley)) = Cileiey),
r+l=t(mod p)
Ci(ex) = 0= Cy(e;) NCi(ej) = \/ (Cyr(ei) N Ci(ej)) = Cile; © ;).

rl=—t(mod p)

Es facil ver que las operaciones A y ® son asociativas y conmutativas. Probemos
que la operacion ® distribuye respecto de A.
Como

e; ®ej=¢ siysolosi i-j=—Il(mod p),
e;Oe,=¢e siysblosi i-k=—t(modp) y
eAe; = e, siysolosi [+t =r(modp),

entonces i- (j+k)=i-j+i-k=—(+t)=—r(modp) y e;®(ejAex) = e,. Luego
e; © (ejAer) = (e; ® ej)Ae; © eg).

Para finalizar veamos que eg = 0 es el elemento neutro de la operacion A y que
ep—1 = 1 es el neutro de ©.

Como la igualdad e;Aey = e; es equivalente a i + 0 = j(mod p), si 0 <4,j <p—1,
entonces si i = j, ¢;Aeq = e;, cualquiera sea i, 0 <i<p— 1.
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Ademsis e; ©®e,_1 =e;siysélosii-(p—1) = —j(mod p) y esto es equivalente a que
i = j(mod p). Razonando de manera andloga resulta que e; ® e,_; = ¢;, cualquiera
sea i, con 0 <7< p—1.

Como ey = 0 es el neutro para la operacion A entonces el opuesto de cualquier
constante e; es e; con j = —i(mod p). O

Proposicién 3.1.2 En L, = <(Lp)"’; A, ®> se verifican las siguientes identidades:
pr=0, a2 =z, ~x=1A(p— 1)z y sobre la cadena de constantes

- 0 six=0
Sl g1 =1 siz#0

Demostraciéon: La demostracién la hacemos sobre el algebra L,. De la proposicién
anterior resulta
i+i+...+i=pi=0(mod p),
p veces

luego
pe; = eiAeiA R Aei = €y — 0.
—_——

p veces

Ademds como

p—1+4+i+i+...+i=p—1+pi—i=p—i—1(mod p)
———

p—1 veces

resulta 1A(p — 1)e; = e, 1A(p— 1)e; = €pi1 =~ ;.
Si i # 0 tenemos que

i-i-...-i=i""1=p—1(mod p),

y por lo tanto e/ ' = ¢, ; = 1. O

En el conjunto F,,((L,)*) de todas las funciones f : [(L,)*]™ — (L,)* podemos
definir una estructura de anillo a partir de las operaciones definidas sobre (L,)" de
la siguiente manera:

(fAg)(z1, 29, ..., Tm) = flx1,22,.. ., 20)Ag(x1, 22, ..., Tp),

(fOg)(r1, 29, ... xm) = [flT1,29,...,2m) © g(x1, T2, ..., Tp).

Llamamos <(Lp)k[:c1, Toy .oy T A, ®> al anillo de polinomios en m indetermina-
das con coeficientes en el algebra (Lp)’“, formado por todas las clases de equivalencia
de expresiones del tipo

Ap; © Ni(z1, 29, ..., Tp),
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donde p; € (L,)* y N; = 1 (el monomio asociado al conjunto vacio), o N; se obtiene
del conjunto

{1, T(21),..., T Y1), 20, T(x3), ..., T Naa), ..., 2, T(2), ..., T Na)}

aplicando la operacion ©.

A continuacién definimos los siguientes polinomios de Lagrange £, (z) € (L,)*[x].

Lo(z) = ~aPlo~TEP ) o...0~TH (P ).

Lo(z) = Lo(xA(p— 1)a).
Estos polinomios verifican

1 siz=0 1 siz=a

EO(x)_{O siz#0 Y Ea(x)_{O siz#a

Como 2P~ € B((L,)*) entonces las operaciones de ~, T' y ® coinciden con las
dadas por H. Cendra en [10] en la variedad de las dlgebras de Boole ciclicas.

Los polinomios Lo(z) y L,(z) son términos switching ya que Ly(z) = s(0,x,1,0)
y Lq(x) = s(a,z,1,0).

De esta manera obtenemos la siguiente formula de interpolacion:

f(xb Lo, ... ,l‘m) = A(041,...,ozm)e((Lp)’“)mf(Oél7 s 7am) © ‘Ca1 (:El) ©...0 ‘Cam(xm) (II)

y el teorema que sigue:

Teorema 3.1.1 Toda funcion f € F,((L,)¥) puede representarse de una tinica ma-
nera como Ap; ® Ni(z1,29,...,1,), donde p; € (L,)* y N; = 1 6 es el producto
(con ® como producto) de elementos del conjunto

{z1,T(x1), ... TRy, o, T(2s), . . ,Tk_l(asg), o T, T (), - - ,Tk_l(xm)}.

Demostraciéon: Por la proposicion 3.1.2 resulta que el ntimero de polinomios
reducidos de la forma Ap; © Ni(21, 29, ..., Zm), con u; € (L))" es  (pF)P'™ y éste
coincide con el nimero de funciones f : [(L,)*|™ — (L,)*.

A cada polinomio p(z,xs, ..., x,) le asignamos la funcién definida de manera na-

tural, mediante la aplicacién
7 (L) [z, o, - 2] — F((Lp)F).

Por la féormula de interpolacién resulta que 7 es sobreyectiva y por lo visto ante-
riormente es la unica representacion que admite la funcion f en términos de los
polinomios reducidos. U
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3.2. Interpretaciones

A continuacién describimos un método constructivo que permite expresar las
operaciones de las dlgebras de Post de orden p, k—ciclicas, con p primo y k > 1,
como términos en el lenguaje de los cuerpos <F ")+, F (p)> y reciprocamente.

Demostramos en el teorema 3.2.2 que existe una equivalencia entre la variedad
V(L,) y la variedad V(F(p")).

Definicién 3.2.1 Decimos que una variedad V es interpretable [26], [30] en una
variedad W (no necesariamente del mismo tipo de similaridad), si para cadaV— operacion
Fi(xy,...,x,) existe un W—término fi(z1,...,x,) tal que si <A; G’t> es un dlgebra

en W, entonces <A; ft> pertenece a V.

Las constantes de V deben ser interpretadas como constantes en el lenguaje de
W.

Una variedad V es interpretable en VW cuando toda algebra de W puede trans-
formarse en un dlgebra de V), i.e. toda algebra de VW pueden convertirse en un
algebra de V, expresando las V—operaciones como una composicion formal de las
W—operaciones.

Ademas si V es interpretable en W existe un funtor ® : WW — ) que conmuta
con los funtores olvido Uy, y Uy, que asignan a cada algebra de ¥V o VW su universo.
En consecuencia el siguiente diagrama es conmutativo:

O
w o —> v

o N O

Cjtos.
Si <A; Gt> es un algebra y para cada V—operacién Fy(xq,...,z,) existe un
término fy(z1,...,2,) en el lenguaje de <A; Gt> tal que <A; ft> € V), entonces el
término fi(zq,...,x,) define una interpretaciéon de V en V(<A; Gt>), la variedad

generada por <A; Gt>.

La evaluacién de un término en un algebra B de V(<A; Gt>), esta determinada
por su evaluacién en A y por el hecho de que ambas algebras, <A; Gt> y <B; Gt>
satisfacen las mismas ecuaciones. De esta manera tenemos una aplicacion
® : V((A;Gy)) — V y decimos que ®((A;G;)) es una interpretacién de V en
V((A;Gy)).

Definicién 3.2.2 Decimos que dos variedades V y VW son equivalentes [30] si
existe un par de interpretaciones ®1 deV en W y @y de W en V tales que 2P =
Idy y &1P5 = Idyy. En particular, dos dlgebras A y B se dicen equivalentes si y
sélo si existen dos interpretaciones ® : V(A) — V(B) y ¥V : V(B) — V(A) tal
que PUy(B) =B y VP(A) = A.
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Las algebras A y B son algebras equivalentes si y sélo si toda operaciéon en el
lenguaje de A puede escribirse como un término en el lenguaje de B y reciproca-
mente.

Teorema 3.2.1 [30] Sean V y W wvariedades. Decimos que V es equivalente a W si
y sdlo si existen dlgebras A y B equivalentes tales que V = V(A) y W = W(B).

Ahora veremos cémo obtener la estructura de algebra de Post k—ciclica de orden
p, con p primo, <(Lp)k; T> a partir del cuerpo F(p*) y reciprocamente.

Sea p un nimero primo, F(p) = {0,1,2,...,p— 1} el cuerpo primo de F(p*) y o
el automorfismo de Frobenius. Por el teorema de la base normal, existe w € F(p*
tal que {w, o(w),...,0" 1(w)} es una base del F(p)—espacio vectorial F(p*).

Luego dado z € F(p*), éste puede representarse de una tinica manera como

E
=

xr = Ni(2)o'(w), N(z)e F(p), 0<i<k—1.
i=0
Asi podemos asociarle a x una tnica k-upla (Ag(z), A1(x), ..., Ag—1(x)). En particular
el elemento neutro del cuerpo F(p¥), 0, se identifica con la k-upla (0,0, ...,0).

Como a((Ag(x), A1(x), ..., Ap—a(), Me—1(2))) = (Mp—1(), Ao(T), ..., Adp—a()), el
automorfismo de Frobenius o permuta ciclicamente las coordenadas \;(x). De aqui re-
sulta que los tinicos elementos de F(p*) que quedan fijos por la accién de o son:

0,0,...,0), (1,L,...,1), ..., (p—1, p—1, ..., p—1).
Por ser F'(p) el cuerpo fijo de F(p*), o(x) = z, cualquiera sea = € F(p). Luego,
(Ao(@), Ai(@), -y Ae—2(@), Ap—i(2)) = (Mk—i(2), Ao(®), Mi(@), -y A2 (),
de donde resulta que
)\0(.1') = )\1(1’) =...= )\k,l(x).
De esta manera concluimos que si € F(p) entonces z = (A(z), A(z),...,A(z))

con \(x) € F(p).

El teorema que sigue es uno de los resultados mas importantes de esta tesis y
su aplicaciéon es fundamental en los proximos capitulos. La demostracién nos da
un método constructivo para expresar las operaciones de un cuerpo F(p*) como
términos en el lenguaje de las dlgebras de Post k—ciclicas de orden p y reciproca-
mente.

Teorema 3.2.2 Dado un cuerpo finito F(p*) con p* elementos, p primo, k € N, se
puede definir una unica estructura de dlgebra de Post de orden p, k-periodica sobre
F(p"), isomorfa a

Lp,k = <(Lp)k7 /\7 \/7 ~, {Cz}f:_()la Oa ]-7 {ez}f:_fa T>

tal que:



30

k

1. Las constantes e; de (L,)" coinciden con los elementos del cuerpo primo F(p).

2. Los operadores N\ y V' son polinomios in F(p)[z1,xs] de la forma
p2k
STh-ayayE N EeF@p), 1<i<p,
i=1

y las operaciones ~, C; y T estin determinadas por polinomios in F(p)[x] de
la forma

pk
Z)‘i cxit, N € F(p).
i=1

Ademds estas operaciones estdn univocamente determinadas bajo las condicio-
k k
nes iy, < ptyr; <p".

3. Las operaciones + y - estan univocamente determinadas por los polinomios
pertenecientes a Ly[x1, x] de la forma:

Ap; © Ni(z1, 29, ..., T),

donde p; € {eg,€1,...,ep—1} y N; =1 6 es el producto (con ® como producto)
de elementos del conjunto

{21, T(z1), ..., T" N x1), 29, T(x2), ..., T"  (22), ..., T, T (@), ..., T"  (2)}.

Demostracién: Fijamos sobre el cuerpo F(p) = {0,1,...,p—1} el siguiente orden
total:
O<p—1<p—2<...<2<1.

Definiendo
6020,67;:]?—@., 1§Z§p_17
~e=¢€ 1,1 <i<p-—1y

0 sii#j
Q@”:{1sui§’

el cuerpo primo F(p) es un algebra de Post L, de orden p.

Sea A = (L,)*, la cadena L, y el cuerpo F(p) forman el mismo conjunto, al igual
que el dlgebra de Post de orden p, A y el cuerpo F(p*). De esta manera queda
determinada sobre F(p*) una estructura de 4lgebra de Post de orden p, donde
A= <F(pk); AV, ~, {C’i}f:_&, 0,1, {ei}f:_12>, las operaciones A, V, ~, {C’i}’i:ol se defi-
nen coordenada a coordenada a partir de las operaciones del dlgebra de Post definida
sobre F'(p) y las constantes de A son las k-uplas

0=¢y=(0,0,...,0), 1=¢, 1 =(1,1,...,1)
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y para i, con 1 <7 <p—2,

ei=pP—i,p—1,...,p—1).

El primer elemento de A, 0 = e, es el 0 del cuerpo F(p¥).
La aplicacion T : A — A definida por

es un automorfismo del algebra de Post A. En efecto,
Txnry) = T((o(z), M), A1 (@)) A (Qo(y), M (y), - A1 () =

= T((Mo(x) A do(y)s M) AAL(Y)s ooy A1 (@) A A1 () =
= (Me1(@) A X1 (y), Ao(@) AXo(Y), - ooy A2 (@) A Mp—a(y)) =
= (Me-1(2), Ao(@), -+, Ae2(@)) A (Ae-1(y)s Ao(y)s - -+, Ae—2(y)) =

= T(z)ANT(y).
Puede probarse de manera andloga que 1" respeta las operaciones V, ~, {C’i}f:_ol .y
como T es una aplicacion biyectiva resulta que 7' es un automorfismo de algebras
de Post.
Como T*(x) = x entonces <A; T > es un algebra de Post k—ciclica de orden p simple.
Veamos ahora que las operaciones A, V, {Ci}f;ol y T son polinomios en F(p)[x1, X2, . .., Tpm).
Vimos en la seccién anterior, que cada funcién f : F(pF)™ — F(p*) tiene una tnica
expresion de la forma

pkm
f(xlyx%axm):ZTth i GF(pk)a
i=1

donde M; = M;(21, 29, ..., xp) = 2" - 252 - ... - 2™ con 0 < ri, <pFe
i=1,2,..., p".
Si & € F(pF) entonces o¥(z) = 2#" = x. Luego para cada i € {1,2,...,p""} existe

j€{1,2,...,p*} tal que
o(M;(x1,29,...,2m)) = Mi(o(z1),0(x2),...,0(xn)) = M;(x1,T2,...,2Tm).
La aplicacién o es un automorfismo de algebras de Post y un automorfismo de

cuerpos, de donde resulta que f(o(xy),0(z2),...,0(xy)) = o(f(x1,z2,...,2m)),
ie.,

ZniMi(a(xl), o(xs),. .., 0(xm)) = anMi(J(xl), o(x3),. .., 0(zm))-
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Luego 1Y = n; y en consecuencia n; € {0,1,...,p— 1}, parai=1,2,... ,phm.

Las operaciones A, V, ~, {C;}'-y vy T son funciones de F(p*)™ en F(p*) para
algin m y como el operador T respeta estas operaciones, cada una de las funciones
A,V tiene una tnica representacién de la forma

p2k

Z)\i-x;il cxy?, N € F(p), 1<i<p™,
Las operaciones ~, {C;}'—; y T son polinomios in F(p)[z] de la forma

pk
Do Nial, NeF(p), 1<i<ph
i=1

que estan univocamente determinadas por las condiciones r; < p* y ri; < p.
Por otro lado sabemos que toda funciéon f : A™ — A puede expresarse de una
Unica manera como

f(@1, 22, Tm) = Dy, amyedan f(on, oy 00) © Loy (1) © ... O La,, (X)),

donde los L, (x;) son los polinomios de Lagrange del algebra de Post A.

Como los elementos de Ay F(p*) coinciden, las funciones fi, fo : A2 — A definidas
por fi(xy,20) = x1+ 22 v fao(x1,m2) = 21 - x5 tienen una representacion unica de
la forma

Ji(z1, 22) = Ay ag)eaz filar, az) © Lq, (71) © Lo, (22)

fo(w1,2) = Aoy a0)en2 fo(ar, an) © Lo (71) © Lo, (2).

Luego las operaciones del cuerpo F'(p*) pueden ser expresadas como términos en
el lenguaje del algebra <A; T>. O

Los corolarios que damos a continuacién son una consecuencia de la demos-
tracién del teorema anterior y prueban que las variedades V(L,x) v V(F(p*)) son
equivalentes.

Corolario 3.2.1 Eziste un interpretacion ®; de V(L,x) en V(F(p¥)) y una inter-
pretacion ®y de V(F(p*)) en V(L,}.) tal que ®,2(B) = B, cualquiera sea
B e V(L,}) y ®2®1(R) = R para todo R € V(F(p")).

Corolario 3.2.2 Toda funcion f : [L,x|™ — Lyx que conmute con T puede re-
presentarse con un término en el lenguaje de V(L, ). Andlogamente toda funcidn
f[F(@")]™ — F(p*) que conmute con o puede ser representada con un polinomio
con coeficientes en F(p).
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3.3. Ejemplos

En los siguientes ejemplos mostraremos el proceso constructivo enunciado en el
teorema 3.2.2.

Ejemplo 3.3.1 Consideremos el cuerpo F(3) = Zs = {0,1,2} y sobre él el orden
total 0 <2< 1.

Las operaciones Cy, Cy y Cy definidas en la tabla, dan sobre F(3) una estructura
de dlgebra de Post, Ls.

1 z | Co(z) | Ci(z) | Co(m)

9 0 1 0 0
2 0 1 0

0 R R

Las constantes del dalgebra son
e0=0, e1=2 y e =1
y los polinomios de Lagrange en F(3) estan dados por las siguientes expresiones:

Lo(z) =222+ 1, Li(z)=22*+2z y Ls(z)=22+u.

Utilizando la formula (1) podemos expresar las operaciones N,V ,~,Cy, Cy y Co
en el lenguage de los cuerpos. Las constantes son 0 = 0, 1 = 2 y el resto de las
operaciones vienen dadas por

x Ay = 22y? + 222y + 22y? + 22y,

rVy =22+ 22y +zy’ +xy+z+y,

~x=2r+1,

Colz) =222+ 1, Ci(z)=22*+x, Cyzr)=22>+2z vy

T(x) =z.

Los programas que permiten calcular los polinomios de Lagrange, el
infimo y el supremo en el lenguaje de F'(3) han sido incluidos en la primera
seccion del apéndice que se encuentra al final de esta tesis.

Reciprocamente, los polinomios de Lagrange para el dlgebra de Post L3 son:
Lo(r) =20 2°Al, Li(z)=202°A20x y Ly(r)=20z*Az.

Utilizando la formula (1) las operaciones + y - del cuerpo pueden expresarse
como Ssigue
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r+y=xzAy y x-y=xr0y.

Como las operaciones A y ® estdn definidas en términos de N\,V,Cy, C1 y Cs, obte-
nemos

rAy = {[(Co(z) A Ci(y)) V (Ci(z) A Co(y)) V (Cax) A Caly))] Aerpv

V(Co(z) A Ca(y)) V (Ci(x) A Ci(y)) V (Ca(z) A Coly)),
Oy = {[(Ci(z) AN Ca(y)) V (Co(z) AC1(y))I Aer} vV (Ci(z) ACL(y)) V (Ca(x) ACa(y)).
En la primera secciéon del apéndice también se incluyen los programas

de los polinomios de Lagrange, la suma y el producto en el lenguaje del
algebra de Post k-ciclica L(3).

Ejemplo 3.3.2 Consideremos ahora el cuerpo F(3?) con 3% elementos,
F(3*) =F@3)z]/(14+2%) ={0, 14+, 2z, 1+2z, 2, 2422, z, 2+x, 1}.

Sabemos que € = 1 + x es un generador del grupo multiplicativo F(3%) \ {0},
entonces
F(3%) =10, ¢, %, &3 &, &° &5, &7, &%),

Sea o el automorfismo de Frobenius de F(3?), o(z) = z*.

Por el Teorema de la base normal existe w € F(3?) tal que {w,o(w)} es una base
del F(3)—espacio vectorial F(3%). Luego todo elemento x € F(3%) puede expresarse
de una unica manera de la forma v = M\o(z)w~+ A1 (x)o(w), con Ao(z), M\i(z) € F(3).

Tomamos un elemento w de F(3%) que verifique

w  o(w)
olw) w

£ 0.

Si w = ¢ entonces {e,0(c)} es una base de F(3*) como F(3)—espacio vectorial
y tenemos la identificacion siguiente:

z € F(p*) | (Mo(x), Mi(2))
0 0,0)
5 (1,0)
g2 (1,2)
el (0,1)
2 = ¢ (1,1)
g’ (2,0)
el (2,1)
e’ (0,2)
] =8 (2,2)
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Vimos en el ejemplo anterior que asignando a F(3) el orden total 0 < 2 < 1,
obtenemos el dlgebra de Post Ls.

Ahora consideremos sobre F(3%) la estructura de dlgebra de Post A, donde
A = L2, las operaciones A, V, Cy, Cy y Cy estdn definidas componente a componente
y las constantes de A son:

0260:(0,0), 61:<2,2):1 Yy 1:62:(1,1):2

Las constantes son los elementos del cuerpo primo F(3).

Ademdas, como o|F(3) = id, definiendo T = o obtenemos la siquiente dlgebra de
Post de orden 3, 2—ciclica <A; T> asociada al cuerpo F(3?).

1=¢*

0

r € F(3%) ~ Co(x) Ci(x) Co(x) T(z)

0=(0,0) |e*=(1,1) | e*=(1,1)| 0=(0,0) | 0=(0,0) | 0=(0,0)
e=(1,0) | =(0,1) | =(0,1) | 0=(0,0) | e=(1,0) | &3 =(0,1)
e2=(1,2) | e"=(0,2) | 0=(0,0) | e=(1,0) | e=(1,0) | % =(2,1)
e3=1(0,1) | e=(1,0) | e=(1,0) | 0=(0,0) | e3=(0,1)| e =(1,0)
el=(1,1) | 0=1(0,0) | 0=1(0,0) | 0=(0,0) |e*=(1,1) | e =(1,1)
e5=1(2,0) | =(2,1) | e =(0,1) | e=(1,0) | 0=1(0,0) | " =(0,2)
e9=(2,1)1e>=(2,0)| 0=(0,0) | e=(1,0) | =(0,1) | 2 =(1,2)
e"=1(0,2) | 2= (1,2) | e=(1,0) | e =(0,1) | 0=(0,0) | &% = (2,0)
8 =1(2,2) | e¥=(2,2) | 0=1(0,0) | e*=(1,1) | 0=(0,0) | e =(2,2)

Los polinomios de Lagrange definidos en F(3%) son

Lo(z) = e*a® + 1,

L.(x) = ea® + %27 + &85 + "2 4 2 + ea® + %22 4 &3¢,
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Leo(x) = eta® + e2a™ + a0 + %25 + elat + 203 + 22 + &b,
La(z)=c'a®+%2" + 2l +ex® +at + "2 + 82 + 52y
Les(z) = ea® + '™ + 2 + 2 + ot + 'ad + e'a? + &'

Como &* = 2, aplicando la férmula (I), las operaciones de N, V,~,Cy, Cy y Cy
se expresan en funcion de las operaciones del cuerpo de la siguiente manera:

Ay = 200 + eyt + ety + et e ety oyt ety +
+ 2 + P + P+ ety + 2P N+t Y+
+ z[ey* + ety® + ey,

(3.1)
eVy = 2%efS oyt + P Pty oyt ety +
+ 23y + ety + ety + y] + 2?[y° + elyt + el + €4y2] +
+alyt+ P +y+ 1)+,
(3.2)

~r=clrtet, Cylz)=a2+at+et2?+&t,  Ci(x) =25+ 2 + 2% + 1,
Colz) =2+ 2 +e'a? + etz vy T(x) =23
Las férmulas de los polinomios de Lagrange en F(3?), del infimo y del

supremo estan programados en la segunda seccion del apéndice de esta
tesis.

Veamos como expresar las operaciones del cuerpo F(3%) en funcidén de las ope-
raciones del dlgebra de Post trivalente, 2 ciclica, Ls .

Los polinomios de Lagrange estin dados por:

Lo(z) =220 (T(2))?Aey © 2?Aey © (T(z))2Al,

L.(z) =20 (T(2))*Azr ® (T(x))*Ae; ® 22Ae; O x,

2Ae; © 22 O T(2)Az @ (T(x))?Aey © @ T(w),
PAz? O T(x)Aey © (T(x))*Aey © T(x),

PAZ? O T(x)Az ® (T(x))*Ax © T(x),

2Ae; @z ® (T(2))*Ar © (T(x))*Ae; ® 2*Auw,

) )

(z) =2?0©
Los(x) =120
Loa(r)=12>0
Ls(r)=2°0
Lo(z) =120 A2 0 T(z)Aey ©z O (T(x))*Aey @z O T (),
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Lo(zx) =120 (T(x))*Ae; @2 © T(x)Aey © (T(x))?AT(z) vy
Les(z) =220 (T(2))*Ae; @22 0 T(x)Aey © 2 ® (T(2))?*Ax © T(x).
De la formula (II) obtenemos que:
r+y=zAy,
r-y=T(z) ®yAzr © yAz © T(y)Ae; © T'(z) © T(y).

De manera andloga al primer ejemplo obtenemos

Ay = {[(Co(z) A Ci(y)) V (Ci(x) A Co(y)) V (Calx) A Cay))] Aer}V
V(Co(z) A Co(y)) V (Ci(x) ACi(y)) V (Cao(x) ANCol(y)), ¥

)
Oy = {(Ci(2) ACa(y)) V (Ca(x) ANCi(y)) Aea} V (Cr(z) ACi(y)) V (Co(x) ACa(y))-
En la segunda seccion del apéndice pueden encontrarse los programas

de los polinomios de Lagrange, de la suma y del producto en el lenguaje
del algebra de Post k-ciclica L.



Capitulo 4

Bases de Grobner

Las bases de Grobner constituyen una herramienta muy ttil para resolver pro-
blemas referidos a un ideal I en un anillo de polinomios en n variables X1,..., X,
con coeficientes en un cuerpo K. El objetivo de este capitulo es introducir estas
bases y mostrar su aplicacién en la resolucion de sistemas de ecuaciones polinomia-
les sobre un cuerpo K cualquiera y en particular sobre un cuerpo finito F(p*).
Las bases de Grobner y la interpretacion demostrada en el capitulo anterior nos
permitiran resolver en los préximos capitulos sistemas de ecuaciones algebraicas
sobre las algebras de Post k-ciclicas.

En la primera seccion de este capitulo introducimos los conceptos de variedad
algebraica afin e ideal radical de un ideal I de K[Xj, ..., X,] y estudiamos algunas
relaciones entre ellos.

A los efectos de generalizar el algoritmo de divisién conocido para un anillo de
polinomios en una séla variable sobre un cuerpo K y poder dividir en K[X7,..., X,,]
un polinomio ¢g por un conjunto de polinomios { f1, ..., fs}, se hace necesario ordenar
los monomios de los polinomios. En la segunda secciéon definimos distintos 6rdenes
monomiales e introducimos el concepto de ideal monomial. Demostramos el lema de
Dickson y obtenemos un algoritmo de divisién en K[Xj,...,X,]. En esta seccién
también damos el teorema de la base de Hilbert, que demuestra que todo ideal
I C K[Xy,...,X,] estd finitamente generado e introducimos la definicién de base de
Grobner de un ideal /. Estas bases nos permiten resolver el problema de pertenencia
a un ideal I en K[Xy,...,X,]. Para finalizar presentamos una primera versién del
algoritmo de Buchberger, que calcula de manera efectiva una base de Grobner de
un ideal T = (f1,..., fs).

En la tercera seccion damos la version fuerte y la version débil del teorema de
los ceros de Hilbert y en la cuarta mostramos los teoremas anteriores en el caso
particular en que K es un cuerpo finito.

Para finalizar en la ultima seccion estudiamos el caso en que la variedad de un
ideal I es finita.

Para la redaccién de este capitulo hemos utilizado [3], [5], [7], [12], [22] v [28].

88
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4.1. Variedades algebraicas afines. Ideales.

En esta seccién comenzamos introduciendo las variedades algebraicas afines pues
estas nos conducen al estudio de ideales en el anillo de polinomios K[Xj, ..., X,].

Definicién 4.1.1 Dado un cuerpo K y fi, ..., fs polinomios en K[X1,...,X,], el
conjunto

V(fi,..., fs) ={(a1,...,a,) € K": fi(a1,...,a,) =0 para todo 1 < i < s}
se llama variedad algebraica afin definida por fi, ..., fs.

Las variedades afines se notan con las letras V, W, etc.

Lema 4.1.1 Si V,W C K" son variedades afines, entonces también lo son VU W
yVnw.

Demostracién: Sean V. = V(fi,....fs) vy W = V(g1,...,4:). Es claro que
VAW =V(fi,..., fs,q1,...9:) y es en consecuencia una variedad afin. Probemos
que VUW =V(fig; : 1 <1<s5,1<75<t).Si(a,...,a,) €V (respectivamente
(ay,...a,) € W) entonces todos los polinomios f; (respectivamente todos los g;)
se anulan en este punto y por lo tanto también lo hacen todos los productos f;g;
en (ay,...,a,). Luego VUW C V(fig; : 1 < i < s,1 < j < t). Para probar
la otra inclusién consideremos (ai,...,a,) € V(fig; : 1 <1 < 5,1 < j <¢). Si
(ay,...,a,) € V ya queda probado. En caso contrario f;,(a,...,a,) # 0 para algin
ig. Como f;,g; se anula en (ay,...,a,) para todo j, resulta g;(as,...,a,) = 0 para
todo j y por lo tanto (ai,...,a,) € W. Luego V(fig; : 1 < i <s,1 <j<t)C
Vu Ww. O

Definicién 4.1.2 Decimos que un ideal I es radical si verifica la siguiente condi-
cLon:
St f™ € I para todo m > 1 entonces f € I.

Definicién 4.1.3 Sea I un ideal de K[X,...,X,]. Elradical de I, notado VI, es
el conjunto
{f:f™ el para algin m > 1}.

De la definicién resulta que /T es un ideal y que I € V1.

Proposicién 4.1.1 Si I es un ideal primo de K[X1, ..., X,] entonces I es un ideal
radical.

Proposicién 4.1.2 Sea I un ideal de K[X,,...,X,]. Entonces \/I es la intersec-
cion de todos los ideales primos que contienen a I.
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Dados fi,..., fs polinomios en K[X7,...,X,]. El conjunto
(froonfs) =D hifi b, by € K[Xy,. .., X0}
i=1

es el ideal de K[X7, ..., X,] generado por fi,..., fs. Decimos que un ideal I esta fi-

nitamente generado si existen polinomios fi,..., fs € K[Xi,...,X,] tales que
I=(f1,...,fs). En este caso decimos que fi,..., fs es una base de .
Veremos a continuacién que todo ideal de K[Xj, ..., X,] esta finitamente gene-

rado, resultado que se conoce como el Teorema de la base de Hilbert.

En esta tesis nos interesara estudiar especialmente los anillos de polinomios sobre
cuerpos finitos ya que la equivalencia demostrada en el capitulo 3 nos permitira resol-
ver sistemas de ecuaciones polinomiales sobre un algebra de Post k-ciclica utilizando
herramientas propias del dlgebra conmutativa.

Comenzamos estudiando la relacién existente entre variedad e ideal.

Proposicién 4.1.3 Si dos conjuntos {fi1,..., fs} y{g1,.-.,9:} son bases del mismo
ideal en K[X1,..., Xy, i.e. (f1,...,fs)=(91,...,9:), entonces

V(fl, .. .,fs) = V(gl, PN ,gt).

Definicién 4.1.4 Sea V C K" una variedad afin. Definimos el ideal de V, I(V)
como el conjunto
(V) ={feK[Xy,...,X,]: fla,...,a,) =0,(ay,...,a,) € V}.

El lema que sigue demuestra que I(V) es un ideal radical.
Lema 4.1.2 I(V) es un ideal radical.

El ejemplo y el lema siguientes muestran la relacion existente entre los ideales

I(V(I)) el

Lema 4.1.3 Si f1,..., fs € K[Xy,...X,] entonces (f1,...,fs) CUV(fi,...fs)).

Ejemplo 4.1.1 I(V(X? Y?)) no estd contenido en (X?,Y?) puesto que
IV(X2, V%) = (X,V).

Proposicién 4.1.4 Sean V y W variedades afines en K™. Entonces:

i)V CW siysdlo si I(V) D I(W)

i) V=W siy solo si (V) =TL(W).

En este capitulo nos interesara contestar las siguientes preguntas:
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» Descripcion de un ideal: Dado un ideal I C K[X7, ..., X,], { es posible escribir
a I como el ideal (f1,..., fs) para algunos fi,..., fs € K[X;,... X,]?.

» Pertenencia a un ideal: Si f1,...,fs € K[X1,...,X,], {existe un algoritmo
para decidir si un polinomio f en K[Xj, ..., X, ] pertenece al ideal (fi,..., fs)?.

» Nullstellensatz: Dados fi,..., fs € K[X1,...,X,], i cudl es la relacion exacta

entre (f1,...,fs) e IV(fi,..., fs)?.

Las dos primeras preguntas las contestamos en la préxima seccion y la tercera
en la seccion 4.3.

4.2. Bases de Grobner

En esta seccién comenzamos dando la definicion de orden monomial y presenta-

mos distintos érdenes monomiales en K[X7,...,X,].

Identificamos en K[X7, ..., X,] los monomios X* = X' ... X2 con las n-uplas
(..., 0p) € Np.
Definicién 4.2.1 Un orden monomial sobre K[X,..., X,] es una relacion >

sobre Ni}, que satisface las siguientes condiciones:
i) > es un orden total sobre Nj.

ii) Sia > [ yveNp, entonces v+ > [+ .
iii) > es un buen orden sobre N{.

Observemos que en términos de monomios la condicién ii) de la definicién anterior
se traduce en

ii) Si X > XP y v e N2 entonces X®X7 > XP X7,

El lema que sigue nos da una condiciéon necesaria y suficiente para que el conjunto

(Ng, >) esté bien ordenado.

Lema 4.2.1 Una relacion de orden > sobre Ni es un buen orden si y solo si toda
sucesion estrictamente decreciente en N

a(l) > a(2) > a(3) > ...
es estacionaria.

Los érdenes que presentamos a continuacién son algunos de los méas utilizados
en Algebra Computacional.

Definicién 4.2.2 (Orden Lexicografico) Sea o = (o, ..., ) y 8= (61, ..., Bn)
en N§. Decimos que o >, B si y solo si existe i € {1,...,n} que verifica
a1 =P, ..., 01 = Bic1 y o > Bi. Notaremos X >0 XP si a0 >0 B
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Las variables X1, ..., X,, se ordenan de manera usual usando el orden >,.,.
(1,0,...,0) >z (0,1,0,...,0) >pep .. >1ez (0,...,0,1),
ie. Xq >ier Xo >lex oo Slex X

Proposicién 4.2.1 El orden >, (o simplemente lex) sobre Ni es un orden mono-
mial.

Es importante destacar que existen otros 6rdenes lex, segiin como se ordenen las
variables, por ejemplo
X,>X_1>...> Xy

Desde el punto de vista computacional existen otros 6rdenes mas eficientes que
el lex llamados 6rdenes de grado. Estos comparan primero los 6rdenes totales y en
caso de ser iguales, quiebran la igualdad con algin otro orden. Entre ellos podemos
mencionar los siguientes:

Definicién 4.2.3 (Orden Lexicografico Graduado) Sean o y 8 € Nfj. Decimos
que ¢ >gep 3 80

lal=Y 0> B=18] 0 lal=8] ya>wb
=1 =1

Las variables se ordenan de acuerdo al orden lex, i.e.
Xl >glem X2 >glea: s >glea: Xn
El orden rlex que definimos a continuacién es el mas eficiente desde el punto de
vista computacional.

Definicién 4.2.4 (Orden Lexicografico Graduado Inverso) Sean o, € Nj.
Decimos que o >y B St

n n
[al=) ai>) Bi=l5l,
i=1 i=1

o lal=[8] yexistei € {l,....n}: Qi1 = Bir1,..., a0 = Bp y a; < 5.
Proposicion 4.2.2 Los drdenes glex y rlex son drdenes monomiales.

Un orden monomial permite ordenar los monomios de un polinomio f en K[X7,..., X,].
De esta menera, una vez fijado el orden, distinguimos los elementos que se definen
a continuacion:
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Definicién 4.2.5 Sea f =) a,X® un polinomio no nulo en K[Xy,...,X,] y sea
> un orden monomial. Llamamos
i) multigrado de f (relativo a >) a

multideg(f) = max{a € Njj : a, # 0},
ii) coeficiente principal de f a
LC(f) = amuttidegs € K,
ii1) monomio principal de f a
LM(f) = Xmultideg(s)
iv) término principal de f a
LT(f) = LC(f) - LM(f).

Ejemplo 4.2.1 Dado f =4XY?Z +47? -5X3+7X?7? € K[X,Y, Z] el polinomio
queda ordenado segun los drdenes

lex: f=—5X3+7X%2Z%+4XY?Z + 4Z% donde
LO(f) = =5, multideg(f) = (3,0,0), LT(f) = —5X° y LM(f) = X°

glex: f=TX?7? +4XY?Z —5X3 +47% donde
LC(f) =7, multideg(f) = (2,0,2), LT(f)=7X%*Z% y LM(f)= X?Z?

rlex: f = 4XY?Z +7X%7? — 5X3 + 472 donde
LO(f) = 4, multideg(f) = (1,2,1), LT(f) = 4XY2Z, y LM(f) = XY2Z

De manera andloga al caso de una séla variable podemos dar la siguiente propo-
sicion.

Proposicién 4.2.3 Sean f y g € K[Xq,...,X,] polinomios no nulos y > un orden
monomial. Entonces:
i) multideg(f.g) = multideg(f) + multideg(g).

i) LT(f.g) = LT(f).LT(g).
iii) Si f + g # 0, multideg(f + g) < max{multideg(f), multideg(g)}. Si
LT(f)+ LT(g) # 0 entonces LT(f + g) = maz{LT(f),LT(g)}.

Otro orden monomial 1til es el siguiente:

Definicién 4.2.6 Sea u = (uy,...,u,) € N§, y >, un orden monomial (como el
lex o el rlex) sobre Nj. Definimos para o y 3 en Nj, a >y, B si y solo si

u-a>u-fou-a=u-fya>,pH.

Llamamos a >, , el orden pesado determinado por u y >,
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Proposicién 4.2.4 El orden >, satisface las siguientes propiedades:

i) >uo €s un orden monomial.

ii) Siu=(1,1,...,1) entonces >y e, coincide con el orden glex.

ii1) Si 1 es un entero 1l <i<nyu=(1,...,1,0,...,0), donde u tiene i unos, y
n — 1 ceros, el orden pesado >y ier S€ llama i-ésimo orden de eliminacién >;.
Este orden >; satisface la siguiente propiedad:

f S K[Xi+1,...,Xn] <=>LT(f) S K[Xi+1,...,Xn]

iv) El orden lexicogrdfico también verifica la propiedad enunciada en iii) para el
1-ésimo orden de eliminacion.

El estudio de los ideales monomiales es el camino previo a la definicion de base
de Grobner que daremos al final de esta seccién. La definicién de ideal monomial en
K[Xy,...,X,] es la siguiente:

Definicién 4.2.7 Decimos que un ideal I C K[X7,...,X,] es un ideal monomial
si existe un subconjunto A C Ny (posiblemente infinito) tal que I estd formado por
todos los polinomios que son sumas finitas de la forma ) ., haX®, donde
ho € K[X1,...,X,]. En este caso escribimos I = ({X*:a € A}).

Un ejemplo de ideal monomial es I = (X*Y?% X3Y* X?Y®) C K[X,Y]. Los
monomios que pertenecen a un ideal monomial nos los da el siguiente lema:

Lema 4.2.2 Sea I = ({X* : a € A}) un ideal monomial. Entonces un monomio
X8 eI siysolo si XP es divisible por X* para algin o € A.

Demostracién: =) Supongamos que X” € I, entonces X* = S hiX a(@) donde
h; € K[Xi,...X,] vy a(i) € A. Si descomponemos h; como combinacién lineal de
sus monomios, vemos que cada término de la derecha de la ecuacién es divisible por
algin X°®. Luego X”? debe cumplir la misma propiedad.

<) Si X” es un miiltiplo de X* para algtiin o € A, entonces X” € I por definicién
de ideal. O

Podemos determinar cuando un polinomio f pertenece a un ideal monomial
observando sus monomios.

Lema 4.2.3 Sea I un ideal monomial, y sea [ € K[X;,...,X,]. Entonces las si-
gquientes condiciones son equivalentes:

i)f el

i1) Todo término de f estd en I.

iii) f es una combinacion K-lineal de los monomios en I.

El lema que sigue prueba que todos los ideales monomiales de K[Xq,...,X,]
estan finitamente generados.
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Teorema 4.2.1 (Lema de Dickson) Sea I = ({X*: o € A}) un ideal monomial
de K[X1,...,X,]. Entonces I puede escribirse en la forma I = (XM .. X)),
donde a(1),...,a(s) € A. En particular I tiene una base finita.

Demostracion: Demostramos el teorema haciendo induccién sobre el nimero de
variables. Si n =1, entonces [ estd generado por los monomios X, donde

a € A C Ny. Sea § el menor elemento de A C Ny. Entonces X? divide a todos los
otros generadores, y por lo tanto I = (X*).

Sea n > 1 y supongamos que el teorema es cierto para n — 1. Notemos las
variables como Xi,..., X, 1,Y, asi{ los monomios en K|[Xq,...,X, 1,Y] pueden
escribirse como XY™, donde o = (o, ..., q,_1) € NI7' y m € N.

Supongamos que I C K[X,...X,_1,Y] es un ideal monomial. Sea J el ideal en
K[Xy,...,X,_1] generado por los monomios X® para los cuales X*Y™ € [ para
algin m > 0. Como J es un ideal monomial en K[X7,..., X,, 1], por hipétesis de
induccién J estd generado por un nimero finito de X¢, i.e. J = (X .. . X6)),

Por la construccién de J, para cada i € {1,...,s}, resulta que Xe@Wymi ¢ T
para algin m; > 0. Tomando m = maxz{m,, ..., ms} resulta que Xe@Wym ¢ . Para
cada k, con 0 < k < m — 1 sea J; el ideal de K[Xy,..., X, 1] generado por los
monomios X? tales que X?Y* € I. Por hipétesis de induccién, J;, tiene un conjunto
finito de generadores, es decir J;, = ({X M) .. X0,

Probemos que I esta generado por los siguientes monomios:

de J : xXeWym _ xeblym

de Jy : XM xaolso)
de J; : X Wy, . xalby,

de Jppoy 2 Xt Mym=t X omoilemo)ymet

Probemos primero que todo monomio de I es divisible por algin monomio de
la lista. Sea X®Y? € I. Si p > m, entonces X*Y? es divisible por algin X*®y™
por la construccion de J. Por otro lado, si p < m — 1, entonces XPY? es divisible
por algin X*WY? por la construccién de Jp. Luego por el lema 4.2.2 resulta que
el ideal generado por los monomios de J, Jy, Ji, ..., J,_1 esta contenido en I. Como
ademas [ estda contenido trivialmente en el ideal generado por J, Jy, Ji, ..., J;m_1
queda probada la primera parte del teorema.

Para finalizar la demostracion hace falta probar que el conjunto finito de
generadores puede extraerse de un conjunto de generadores del ideal. Si
I ={X*:ae€ A} C K[Xj,...,X,] entonces por lo demostrado anteriormente,
I = (XM, .. XP®) para algunos monomios X?®) € I. Luego X" es divisible
por algin X, De aqui es facil probar que I = (XM ... X*®)) lo que completa
la demostracion. U
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Corolario 4.2.1 Sea > una relacion sobre N} que satisface:

i) > es un orden total sobre Nj.

ii) sia> B yy e Ny, entonces a+v > 0+ 7.

Entonces > es un buen orden si y solo st a« > 0 para todo o € Njj.

A los efectos de poder resolver el problema de pertenencia a un ideal en el
anillo K[X7, ..., X,], necesitamos un algoritmo que extienda el algoritmo de divisién
conocido en K[X]. Nuestro objetivo sera dividir un polinomio f € K[Xq,...,X,]
por s polinomios fi,..., fs € K[Xq,...,X,].

De manera similar al caso de una séla variable, necesitamos cancelar el término
principal del polinomio f, (con respecto a un orden monomial fijo), multiplican-
do algin f; por un monomio apropiado y restandolo luego. Este monomio se con-
vertirda luego en un término del cociente. Para realizar el proceso de una manera
ordenada definimos primero una particion del conjunto Ng.

Dado > un orden monomial sobre Nj y dados fi, ..., fs polinomios no nulos en
K[X,...,X,)], definimos la siguiente particién de Nj:

Ay = multideg(f1) + Ny,

Ag = (multideg(fo) + Nj) — Ay,

Ay = (multideg(fs) + Nj) — Ujcs A,
A= Np — Uim A

Probaremos que en las condiciones anteriores, dado f € K[Xj,..., X,] existen
unicos qi, . .., s, € K[X] tales que:
1) f=qafi+...+qfs+r,
i) Si g = > caX®y co # 0 entonces o + multideg(f;) € A,
iii) Sir =" ca Xy ¢y # 0 entonces o € A.

Para ilustrar de manera clara el proceso, comenzamos dando un ejemplo.

Ejemplo 4.2.2 Supongamos que queremos dividir el polinomio f = X*Y + XY? +
Y2por fi=Y2—-19yfo,=XY —1 donde el orden elegido es el orden lexicogrdfico
con X >Y. Entonces se tiene:

Ay = multideg(f;) + N2 = (0,2) + N2,
Ay = multideg(fo) + Nj — Ay = (1, 1) +Nj — Ay, y
A=N2— (A UA)
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Como f = X?*Y + XY? +Y? entonces multideg(f) = (2,1) € As.
Para eliminar el término principal de f hacemos
fO=Ff—-Xf=XY?2+Y24+ X, multideg(fV) = (1,2) € A;.
Para eliminar el término principal de ) B
f@=f0 _Xfi =Y2+2X, multideg(f?) = (1,0) € A,
Y asi sucesivamente obtenemos
fO =2 22X =Y2  multideg(f®) = (0,2) € Ay,
FO = FO — f =1, multideg(f@) = (0,0) € A,
f(5) - f(4) —1=0.
Despejando resulta
f=X+Dfi+Xfo+2X+ 1.

Es importante observar que si en cambio dividimos f = X?Y + XY?2 +Y?2 por fo y
f1 obtenemos

Ay = multideg(fs) + N2 = (1,1) + N2,

Ay = multideg(fi) + Nz — Ay = (0,2) + N2 — Ay, y

A=N2—(ATUAY)

(] A2 ] . . . °
(0,2) N
L) A

Como multideg(f) = (2,1) € Ay resulta
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fO=f—Xfo=XY?+Y2+ X, multzdeg(f(l)) = (1,2) € Ay,
FO = O YV =V2 LY 4 X, multzdeg( D) =(0,2) € A,
fO=f@ =Y+ X+1, multideg(f®) = (1’0) €A,

fO =13 _X=VY+1, multzdeg(f(4)) (0,1) € A,

f(5) _ f(4) -Y =1, multzdeg(f ) (0,0) € Av
f(6)—f5—1:0.

Asi podemos expresar a f como

f=(X+Y)fo+ i+ (X +Y +1).

Puede observarse en el ejemplo que los cocientes y el resto que se obtienen al
dividir f por fi1 y f2 no son los mismos que los que se obtienen al dividir f por fs

v fi.

La forma general del algoritmo cuya demostracién puede verse en [28] es la
siguiente:

Teorema 4.2.2 (Algoritmo de Divisién) Sea > un orden monomial sobre el
anillo K[ X1,..., X, v F = {f1,..., fs} una s-upla ordenada de polinomios en
K[Xy,...,X,]. Entonces para cada f € K[Xy,...,X,], existen inicos q,...,qs
yre K[Xy,...,X,] tales que:

i)f:q1f1+...+Qst+T7

i) Siq; =) ca XY Yy cq # 0 entonces o + multideg(f;) € A,

iii) Sir = caX® 1y cq # 0 entonces a € A.

Ademdas si q; # 0, multideg(q;) + multideg(f;) < multideg(f) y sir # 0,
multideg(r) < multideg(f).

En el ejemplo 4.2.2 vimos que un cambio en el orden de los polinomios del conjun-
to por el cual dividimos determina que el resto no esté univocamente determinado.
Sin embargo, el algoritmo de divisién en K[X] no posee este problema. Para resolver
el problema de pertenencia a un ideal, una condicion suficiente se obtiene facilmente
como corolario del teorema 4.2.2. Si luego de dividir f por F = {fi,..., fs} se
obtiene r = 0, entonces f € (f1,..., fs). Sin embargo el ejemplo que sigue muestra
que 7 = 0 no es una condicién necesaria para que f pertenezca al ideal (fi, ..., fs).

Ejemplo 4.2.3 Sean los polinomios fi = XY +1, fo=Y?—-1€ K[X,Y] ylex el
orden elegido. Al dividir f = XY? — X por F = {fi1, f2}, el resultado es

XY?2 - X =Y(XY + 1)+ 0.(Y2 = 1) + (=X = Y).
Si el orden de F es F = {fs, f1}, se tiene
XY?2— X = X.(Y?— 1) + 0.(XY + 1) + 0.

Nuestro objetivo es buscar un sistema de generadores “adecuado” para el ideal [
donde el resto esté univocamente determinado y la condicién r = 0 sea equivalente
a la pertenencia al ideal.
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Definicién 4.2.8 Sea I C K[X3,...,X,] un ideal no nulo y > un orden mono-
mial fijo. El ideal principal de I es el ideal generado por los términos principales
de los polinomios f € I — {0}, i.e.

LT(I) = {LT(f)/f € I —{0}}).

Proposicién 4.2.5 Sea I C K[Xy,...,X,] un ideal. Entonces
i) LT(I) es un ideal monomial.
ii) Existen gy,...,q; € I tales que LT(I) = (LT (g1),...,LT(g:)).

Demostracién:

i) El ideal monomial (X : a = mutideg(g),g € I — {0}) coincide con el ideal
monomial (LT (g) : g € I —{0}), ya que Xy LT(g) difieren sélo en una constante
no nula. Luego LT (I) es un ideal monomial.

ii) Como LT(I) es un ideal monomial, entonces por el lema de Dickson existen

g1y, 9¢ € I tales que LT(I) = (LT(g1),...,LT(g:))- O
Ahora estamos en condiciones de demostrar el teorema de la base de Hilbert.

Teorema 4.2.3 (Teorema de la base de Hilbert) Todo ideal I C K[X7,...,X,)]

tiene un conjunto finito de generadores. Luego I = (q1,...,9;) para algunos
giy-.-,0¢ el.
Demostracién: Si I = (0) el teorema es valido.
Si I # (0) entonces eligiendo un orden monomial sobre K[X7,..., X,] construimos
el conjunto de generadores g1, ..., g; de I de la siguiente manera. Por la proposicién
6.1.1, existen ¢1,...,g; € I tales que LT(I) = (LT(q1),...,LT(g:)). Veamos que
I'=(g1,..-,9t)

Como cada g; € I entonces (gi,...,9;) C I. Reciprocamente, dado f € I, al
dividir f por gi,..., g:, aplicando el algoritmo de la divisiéon obtenemos

f=a1g1+...a:9; + 7

donde r € A. Probemos que r = 0. El polinomio

r=f—ag1—...—azq; € 1.

Sir # 0, entonces LT (r) € LT(I) = (LT(¢1),...,LT(g)), y por el lema 4.2.2
resulta que algin LT'(g;) debe ser divisible por LT(r). Contradiccion. Luego r = 0

y
fe (917"'7gt)7

lo que demuestra que I C (g1, .., gs)- O

Definicién 4.2.9 Un anillo A se dice noetheriano si todo ideal I de A estd fini-
tamente generado.
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El teorema de la base de Hilbert nos dice que el anillo K[X;, ..., X,]| es noet-
heriano. Es importante observar que si A es un anillo conmutativo las siguientes
condiciones son equivalentes:

i) A es noetheriano
ii) Toda cadena ascendente de ideales de A (respecto de la inclusién) es estacionaria.

La condicién ii) se conoce con el nombre de condicién de cadena ascendente.
Veamos la equivalencia anterior para el caso particular en que A es el anillo de
polinomios K[Xj, ..., X,].

Teorema 4.2.4 (Condicién de cadena ascendente) Sea [} C I, C I3 C ... una
cadena ascendente de ideales en K[X1,...,X,]. Entonces existe un N > 1 tal que

In=Iny1 =Ing2= ... .

En el anillo K[X1,...,X,] el teorema de la base de Hilbert es una consecuencia
de la condicién de cadena ascendente.
En efecto, supongamos que existe un ideal I C K[Xi,...,X,] que no tiene un

conjunto finito de generadores. Sea f; € [ y consideremos I; = (f;). Como I no
estd finitamente generado existe fo € I tal que fy ¢ I;. Luego llamando Iy = (fi, f2),
como I no estd finitamente generado resulta I; C I, C I. Continuando con este
procedimiento obtenemos la cadena ascendente

LchLcCcl;C...
que no es estacionaria. Contradiccion.
Del teorema 4.2.4 y la observacion anterior resulta que el teorema de la base
de Hilbert es equivalente a la condicién de cadena ascendente.
A continuacién introducimos el concepto de base de Grobner y vemos que estas

bases si solucionan el problema de pertenencia a un ideal.

Definicién 4.2.10 Fijado un orden monomial, un subconjunto finito G = {g1,...,g:}
de un ideal I se dice una base de Grobner (o base standard) de [ si

LT(I) = (LT(g1),-- .. LT(gt))-

Corolario 4.2.2 Sea > un orden monomial. Entonces todo ideal I C K[Xq,...,X,)]
distinto del {0} tiene una base de Grébner. Mds ain, cualquier base de Grobner de
un tdeal I es una base de I.

Demostracién: Dado un ideal no nulo I, el conjunto G = {¢1, ..., ¢} construido
en la demostracién del teorema 4.2.3 cumple con la definiciéon de base de Grobner.
Ademés como LT(I) = (LT (g1),...,LT(g:)) el argumento dado en el teorema 4.2.3
prueba que I = (g1,...,g;). Luego G es una base de I. ]
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Proposicién 4.2.6 Si I = (fi,..., fs), entonces V(I) =V (fi,..., fs).

A continuacion veremos un método para determinar cuando una base de un ideal
I es una base de Grobner.

Al dividir un polinomio por una base de Grébner el resto queda univocamente
determinado, como lo prueba la proposicion que sigue.

Proposicién 4.2.7 Sea G = {g1,...,9:} una base de Grébner de un ideal I de
K[Xy,...,X,] ysea f € K[Xy,...,X,]. Entonces existe un inicor € K[Xq,...,X,]
tal que r verifica:

i) Sir =3 coX® yco#0 entonces a € A.

ii) Eziste g € I tal que f =g+ .

Demostracién: Utilizando el algoritmo de la division obtenemos la expresion
f=a191 + ...+ awg + r, donde r satisface i), y tomando g = a;g1 + ... + a;g; se
satisface la condicién ii), lo que prueba la existencia de r.

Para probar la unicidad supongamos que f = g1 +r; = g9 + ro donde rq, 79
satisfacen i) y ii). Entonces m9 —r; =g —go € I. Si 1 # ry, resulta que
LT(rg —ry) € LT(I) = (LT(¢1),...,LT(g:)) v por el lema 4.2.2, LT (ry — 1) es
divisible por algin LT(g;). Contradiccién, pues ningiin término de 71,75 es divisible
por algun LT (g;). Luego ri = rs. O

Si G es una base de Grébner de I,y f, Gy r son como en la proposicién anterior,
notaremos fRG al resto de la divisién de f por la base G = {¢1,...,q:}. Por la
proposicién 4.2.7, fRG no depende del orden de la sucesion gy, .. ., g; sino del orden
monomial elegido.

Corolario 4.2.3 Si G = {g1,...,9:} es una base de Grébner para un ideal I de
K[Xy,...,.X,], y f € K[Xy,...,X,] entonces f € I si y sdlo si el resto de dividir
f por G es cero.

Demostracion: Ya probamos que si el resto es cero, f € I. Reciprocamente dado
fel, f=f+ 0 satisface las dos condiciones de la proposicién 4.2.7. Luego 0 es el
resto de dividir f por G. O

El corolario 4.2.3 nos da un algoritmo para resolver el problema de pertenencia
a un ideal. Calculando el resto de la divisién de un polinomio f por G podemos
determinar directamente si f € I.

Ahora veamos cuando un conjunto dado de generadores de un ideal I es una
base de Grobner.
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Definicién 4.2.11 Sean f,g € K[X3,...,X,] polinomios no nulos. Llamamos
S-polinomio de f y g a la combinacion

X7 fe X7 ‘
T T 1T 7

donde X7 = MCM(LM(f),LM(g)).

fSg =

Los S-polinomios nos permiten determinar cuando una base de un ideal es una
base de Grobner como lo prueba el teorema siguiente cuya demostracion puede verse
en [28].

Teorema 4.2.5 Sea I C K[Xy,...,X,] un ideal no nulo y > un orden monomial
sobre Ny. Entonces G = {f1,..., [s} es una base de Grébner de I para el orden >
si y sélo si para todo i,j € {1,...,s} resulta que (f;Sf;)R{f1,....fs} =0.

El siguiente ejemplo muestra cémo podemos ver que un conjunto G es una base
de Grobner.

Ejemplo 4.2.4 El conjunto G = {X? X?Y —Y3 Y3X,Y"} es una base de Grobner
del ideal I = (X3, X?Y —Y?3) para el orden lex.
Sean fi = X3, fo=X?Y - Y3 f3 = XY3 y f, =Y>.
Aplicamos el teorema y calculamos
N5t = fsy [sRG =0,
[15f3 =0,
fle4 = 07
J2Sfz=—f1y fLRG =0,
foSfi=-Y", Y'RG =0,
J35f1=0,

Luego G es una base de Grobner de I.

Ahora veamos cémo obtener una base de Grobner a partir de un conjunto de
generadores F' = {f1,..., fs} de un ideal I. Al calcular el S-polinomio de f; y f,
puede suceder que el resto de dividir f; S fs por F' sea no nulo. En este caso debemos
agregar a F el resto de esta division como un nuevo generador fs,; y verificar si el
nuevo conjunto F'U { fs;1} verifica el teorema 4.2.5. Reiterando este procedimiento
con todos los generadores obtendremos una base de Grébner.

[lustremos este proceso con un ejemplo:

Ejemplo 4.2.5 Sea I = (f1, f2) = (X? —2XY, X?Y —2Y?+ X)) con el orden glex.

F ={f1, fo} no es una base de Grobner para I pues LT(f1Sf2) = —X* ¢ (LT(f1), LT(f2)).
Como fi1SfoR{f1, fa} # 0 hacemos f3s = f1Sfa y extendemos el conjunto F a

F={fi, f2 fs}
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Calculamos f1Sf3 = —=2XY. Como (f1Sf3)RF = —2XY # 0 debemos agregar
fa = —2XY a nuestro conjunto de generadores, i.e. F = {f1, f2, f3, fa}-
Continuando con este procedimiento hacemos
(fiSf)RE = (f1Sf3)RF =0y
foSfs==2Y?2+ X y (foSf3)RF = =2Y? + X # 0.
Debemos agregar también fs = —2Y? + X a F.
Tomando F = {f1, fa, f3, f1, [5} resulta

(fiSf;)RF =0 para todo 1 < i < j <5.
Por el teorema 4.2.5, F es una base de Griobner.

Este procedimiento da un algoritmo para encontrar una base de Grobner de un
ideal 1.

Una primera version del algoritmo de Buchberger que puede mejorarse es la
siguiente:

Teorema 4.2.6 Sea I = (f1,...,fs) # {0} un ideal polinomial. Entonces una base
de Grobner para I puede construirse en un numero finito de pasos por el algoritmo
stquiente:

Input: F = (f1,..., fs)

Output: Una base de Gréobner G = {gi1,...,g:} para I, con F C G

G:=F

repeat
G =G
for cada par {p,q},p # q en G’ do
S := (pSq)RG
if S # 0 then G := GU{S}
until G = G’

Demostracién: Debemos ver que G C I. En el comienzo del algoritmo esto se
verifica trivialmente. Cuando extendemos G a G’ agregando S := (pSq)RG’, como
G C Iyp,q € I entonces pSq € I. Ademés al dividir por G’ C I, resulta GU{S} C I.
Como G contiene la base dada F' de I entonces G es también una base de I.

El algoritmo finaliza cuando G = G’ es decir cuando (pSq)RG = 0 para todo
p,q € G. Luego por el teorema 4.2.5, GG es una base de Grobner de [.

Veamos ahora que el algoritmo finaliza. Al terminar cada recorrido del bucle
principal el conjunto G queda formado por G’, (el viejo G) y los restos no nulos de
las divisiones de los S-polinomios por los elementos de G'. Luego

(4) (LT(G") € (LT(G))

pues G C G'. Mas atn, si G’ # G entonces (LT(G") esta contenido estrictamente
estrictamente en (LT(G)). En efecto supongamos que r es un resto no nulo de un
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S-polinomio que se ha adjuntado a GG. Como r es un resto de una divisién por G’,
LT(r) no es divisible por el término principal de ningin término de los elementos
de G’ y por lo tanto LT (r) ¢ (LT(G")), LT(r) € (LT(G)).

Por (4), los ideales de (LT(G")) de las sucesivas iteraciones del bucle forman una
cadena ascendente de ideales en K[Xj,...,X,]. Por el teorema 4.2.4 resulta que
luego de un nimero finito de iteraciones, la cadena es estacionaria. Luego se da la
igualdad (LT(G)) = (LT(G")), G = G" y el algoritmo finaliza. O

Las bases de Grobner calculadas en el teorema 4.2.6 suelen ser mas grandes de lo
necesario. Para obtener una mejora del algoritmo, debemos eliminar los generadores
que sobran.

Lema 4.2.4 Sea G una base de Grobner para el ideal I. Sea p € G un polinomio
tal que LT (p) € (LT(G —{p})). Entonces G — {p} es también una base de Grébner
para 1.

Demostracién: Como (LT(G)) = LT(I), si LT(p) € (LT(G — {p})) entonces
(LT(G —{p})) = (LT(Q)). Por definicién de base de Grébner resulta que G — {p}
también es una base de Grobner para I. Il

El lema anterior permite “mejorar” la base de Grobner GG de un ideal I, eli-
minando los polinomios p de G' que satisfacen LT(p) € (LT (G — {p}). Ademsis las
constantes pueden acomodarse para obtener coeficientes principales 1.

Definicién 4.2.12 Una base de Grobner minimal de un ideal polinomuial I es
una base de Grobner G de I que satisface:

i) LC(p) = 1 para todo p € G, y

ii) Para todo p € G, LT (p) ¢ (LT(G — {p})).

A partir de una base de Grobner de I podemos obtener una base de Grobner
minimal de un ideal I eliminando los generadores innecesarios que podrian haber
sido incluidos.

En el ejemplo 4.2.5 para el orden lex habiamos obtenido la base de
Grobner

G = {fb f2> f37 f4a f5}7 donde
fi=X3-2XY, fo=X%Y-2Y24 X, f3=—-X2 fi=-2XY, fs=-2Y%+X.
Primero multiplicamos los polinomios por constantes adecuadas a fin de hacer
1 los coeficientes principales. Luego como LT(f,) = X3 = —X.LT(f3), podemos
eliminar f;. De manera andloga LT(fy) = X2Y = —(1/2)X.LT(f4), por lo que
también podemos eliminar f;. Como estas son todas las eliminaciones posibles la
base de Grobner minimal esta formada por los polinomios

f~3 = X27 f~4 = XY> f~5 =Y?— (1/2)X
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Es importante observar que un ideal I puede tener mds de una base de Grobner
minimal. En efecto G = {fs, f4, f5}, donde

fs=X*4+aXY, fi=XY, fs=Y?—(1/2)X.
es también una base minimal del ideal I dado.

Nuestro proximo objetivo es encontrar una base de Grobner minimal determina-
da mejor que las demés. Esta base de Grobner existe y se llama base de Grobner
reducida.

Definicién 4.2.13 Sea I un ideal no nulo de K[X7, ..., X,] y > un orden monomial
sobre N{j. La escalera de I, respecto de > es el conjunto formado por los multigrados
de cualquier base de Grobner minimal de I respecto de >.

Proposicién 4.2.8 Si f € I —{0} y {Ay,..., A} C Ny es la escalera de I respecto
de >, entonces multideg(f) € A; + N para algini=1,... t.

Demostracién: Si f € I—{0} entonces LT (f) € LT(I). Si{gi,...,g:} es una base
de Grobner minimal de [ respecto de >, donde multideg(g;) = A; parai =1,...,t,
entonces LT(f) € (LT(¢g1),...,LT(g:)). Luego multideg(f) = A; + v, para algin
i=1,...,tyveNy,ie multideg(f) € A; + N, para algin i = 1,...,t. O

Definicién 4.2.14 Sea I un ideal no nulo de K[Xy,...,X,] y > un orden mono-
mial. Llamamos multigrado de I al conjunto

multideg(I) = {multideg(f)/f € I —{0}}.

La proposicion 4.2.8 nos dice que

t
(5) multideg(I) = U A; + N,
i=1
donde {4, ..., A;} eslaescalera de I. Es claro que multideg(I) C |J!_, A;+Ng. Para
demostrar la otra inclusién consideremos A; + 8 € J'_, Ai + N2 y {g1,...,9:} una
base de Grobner minimal de [ tal que multideg(g;) = A;, parai = 1,...,t. Entonces
g:XP € I —{0} y multideg(g; X") = multideg(g;) + multideg(XP) = A; + f3.

De (5) podemos concluir ademés que multideg(I) = Ule multideg(h;) + Ng,

para cualquier base de Grobner {hq, ..., h;} de I para el orden monomial dado.

Ahora estamos en condiciones de definir base de Grobner reducida.

Definicién 4.2.15 Una base de Grobner reducida de un ideal polinomial I es
una base G de I tal que:

i) LC(p) = 1 para todo p € G.

ii) Para todo p € G, ningiin monomio de p pertenece a LT (G — {p}).

Proposicién 4.2.9 Sea I # {0} un ideal polinomial. Entonces, para un orden mo-
nomial dado, I tiene una unica base de Grobner reducida.
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4.3. Teorema de los ceros de Hilbert. (Hilbert’s
Nullstellensatz)

Sabemos que dado un cuerpo K, el anillo de polinomios K[X] es un domi-
nio principal. Todo ideal I puede escribirse I = (f) para algin f € K[X]. Si K
es algebraicamente cerrado todo polinomio no constante tiene una raiz. Luego si
V(I) =0, f es una constante no nula. De aqui resulta que 1/f € K, y por lo tanto
1=(1/f)- f €1I. Luego I = K[X] es el tnico ideal tal que V(I) = () cuando K es
un cuerpo algebraicamente cerrado.

Podemos extender esta propiedad al caso de mas de una variable. Este resultado
se conoce con el nombre de Weak Nullstellensatz o version débil del teorema de los
ceros de Hilbert. La palabra alemana Nullstellensatz esta formada por tres palabras
simples: Null(Cero), Stellen(Lugar), Satz(Teorema).

Las demostraciones de las versiones fuerte y débil del Teorema de los ceros de
Hilbert pueden verse en [7], [12] y [28].

Teorema 4.3.1 Sea K un cuerpo algebraicamente cerrado. Todo ideal maximal M
de K[X1,...,X,] es de la forma M = (X, —ay,...,X,, — ay,) donde (ai,...,a,) €
K™,

Teorema 4.3.2 (Versién débil del teorema de los ceros de Hilbert) Sea K
un cuerpo algebraicamente cerrado e I un ideal de K[X1,...,X,] tal que V(I) = 0.
Entonces I = K[X,..., X,].

Aplicando el teorema anterior al caso particular K = C, podemos pensar a la
Weak Nullstelensatz como el “Teorema Fundamental del Algebra para polinomios
multivariados”. Todo sistema de ecuaciones polinomiales que genera un ideal mas
pequeno que C[Xy,..., X,] tiene un cero en comun en C".

De la version débil del teorema de los ceros de Hilbert se deduce un algoritmo
para determinar si un sistema de ecuaciones polinomiales en K[X,...,X,] con K
algebraicamente cerrado,

fl(Xh . 7Xn) = 0
fo(Xq,...,X,) =0

fs(Xla cee 7Xn) = 07
es 0 no compatible. El algoritmo consiste en:

Calcular la base de Grobner reducida de I = (f,..., fs) respecto de un orden
monomial cualquiera.
Esta base es 1 si y s6lo si el sistema es incompatible.

El teorema que sigue, demostrado por Hilbert, es uno de los resultados mas
importantes obtenidos en el siglo XIX.
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Teorema 4.3.3 (Versién fuerte del Teorema de los ceros de Hilbert). Sea

K un cuerpo algebraicamente cerrado. Si f, f1,..., fs € K[X1,..., X,] son tales que
feXV(fi,...,fs), entonces existe un entero m > 1 tal que
fm € (fh"wa)'

La version fuerte del teorema de los ceros de Hilbert se puede enunciar de la
forma siguiente:
“Sea K un cuerpo algebraicamente cerrado. Si I es un ideal en K[X7,..., X,], en-
tonces

(V) =VI»

En lo que sigue analizamos la relacion existente entre variedades afines e ideales.

Teorema 4.3.4 Sea K un cuerpo arbitrario.
i) Las aplicaciones
1 : variedades afines — ideales

V :ideales — wvariedades afines

son tales que si Iy C Iy son ideales, entonces V(1) D V(I3) y andlogamente si
Vi C Vi son variedades, entonces I(Vy) D I(Va). Mds ain, para cualquier variedad
V', se tiene

luego 1 es siempre biunivoca.
it) Si K es algebraicamente cerrado, y si nos restringimos a ideales radicales, en-
tonces las apicaciones

. . | :
variedades afines — 1ideales radicales

. : \% . .
tdeales radicales — variedades afines
son biyecciones tales que una es la inversa de la otra.
El teorema anterior nos dice que un problema referente a variedades puede verse

como un problema algebraico de ideales radicales y reciprocamente, siempre que
estemos trabajando en un cuerpo algebraicamente cerrado.
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4.4. Teorema de los ceros de Hilbert para cuerpos
finitos

En esta seccién aplicaremos los resultados vistos en la seccion anterior al anillo
de polinomios en n indeterminadas sobre un cuerpo finito. Vimos en el capitulo 2
que si K es un cuerpo finito entonces K tiene p* elementos, siendo p un entero primo
positivo y k£ un nimero natural.

Lema 4.4.1 Sea F(p*) un cuerpo finito e I un ideal de F(p*)[X1,. .., X,].
Entonces el ideal I 4 (ka —X1,..., XP" — X)) es radical.

n

Demostraciéon: Sea J = (ka —X1,..., X7 —X,). Debemos probar que /T + J =
I + J. Sabemos que todo ideal esta contenido en su radical. Luego sélo resta probar
que vVI+J C I+ J Dado f € I+ J, existe un entero m tal que f™ € I 4+ J. Sea

o: FM[X1, ..., X,] = FOM[Xy,. .., X))/

el homomorfismo canénico y ¢(f) = f+ J, o(I) = I + J las imégenes de f e [
respectivamente. Luego (f + J)™ € I + J.

Sig+Je F(pH)[Xy,...,X,]/J entonces (g+ J)?" = ¢** +.J = g+ J. Supongamos
sin pérdida de generalidad que m < p*. Como f™ + J € I + J entonces

FHd=(f+I) =(f+D" - (f+I) " =("+J) (f+ )P mel+]
De aqui resulta f € I + J. U

La versién fuerte del Teorema de los ceros de Hilbert en el caso finito nos la da
el teorema siguiente:

Teorema 4.4.1 (Versién fuerte del teorema de los ceros de Hilbert para
cuerpos finitos.) Sea F(p*) un cuerpo finito e I C F(p*)[X1,..., X,]. Entonces
k

V() =T+ (X" - Xy,..., X" — X,)
Demostracién: Sea J = (X?' — X,,..., X?" — X,)). Dado I C F(p")[X1,..., Xy,

aplicando el teorema de los ceros de Hilbert a I + J y utilizando el lema anterior

tenemos que I(V(I +J)) = I +J. Como V(J) = F(p*)" entonces V(I +J) = V(I).
Luego I(V(I)) =1+ J. O

Del teorema anterior surge inmediatamente el siguiente teorema:

Teorema 4.4.2 (Versién débil del teorema de los ceros de Hilbert para
cuerpos finitos.) Sea F(p*) un cuerpo finito y fi,...,fs, polinomios en
F(p")[X1,...,X,]. Entonces fi,. .., fs no tienen ceros en comin en F(p*)" siy sélo

sil€ (fi,oo o fo, X0 — X1, XP — X)) C FO)[X1,. .., X,).

Demostracién: =) Supongamos que fi, ..., fs no tienen ceros en comun. Entonces
k
V((f17 s 7f8)) = @ Luego (flu s 7fS7Xf - X17 s 7X£k - XTL) - I(@) = ({1}> =
F(pk)[Xla s 7X7L]'
<) Inmediata. O
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4.5. El cardinal de V()

En esta seccién analizaremos el caso particular en el que la variedad de un ideal
I C K[Xy,...,X,] es finita. Primero estudiaremos el caso en que el cuerpo K es
algebraicamente cerrado y luego lo aplicaremos a cuerpos finitos.

Sea K un cuerpo y fi,...,[fs € K[Xi,...,X,] polinomios no nulos. Sea
I'=(f,...,fs) C K[Xy,...,X,] y > un orden monomial.
El cociente K[Xy,...,X,]|/I es un K-espacio vectorial con la siguiente ley de

composicién externa
“ K % KX, Xl /T — KX, .., Xo]/T
definida por (o, f + 1) — af + 1.
En lo que sigue veremos que dimy K[ X1, ..., X,|/I = #Ny — LT(I).

Definicién 4.5.1 Sea I un ideal propio de K[X,...,X,] Decimos que I es de
dimensién cero si K[X1,...,X,]/I es un K-espacio vectorial de dimension finita.

Proposicién 4.5.1 Sea > un orden monomial sobre Nj y sea I C K[Xq,...,X,]
un ideal no nulo. Entonces #{X*+1/X* ¢ LT(I)} = dimgK[X1,...,X,]/I.

Demostracién: Probemos que {X* + /X% ¢ LT(I)} es una base del K-espacio
vectorial K[Xy,..., X,]|/1.

Sea f+1 € K[Xy,...,X,|/I ysea{g,...,q} una base de Grobner de I para
el orden dado. Entonces

f=qa+...+qg+ fRI

y por lo tanto f+1 = (fRI)+1. Como fRI =) c,X* con X* ¢ LT(I) sic, # 0,
resulta que {X* 4+ I/X* ¢ LT(I)} es un sistema de generadores del K —espacio
vectorial K[Xy,..., X,]/1.
Veamos que es linealmente independiente. Si existen a; € K no todos nulos tal
que
a(XT+D+...+as(X¥+1)=0, o, € K

entonces a; X' + ...+ as X* € [ — {0}. Luego LT (a1 X' + ...+ as X*) € LT(I)
y esto nos dice que existe i € {1,...,s} tal que X* € LT(I). Contradicciéon. [

De la proposicion anterior resulta inmediatamente que
#HU{X+1/X>¢ LT(1)}) = #Ni — mutideg(I)

En efecto la aplicacion ¢ : {X* + I/X* ¢ LT(I)} — Ny — mutideg(l) dada por
d(X* 4+ I) = « estd bien definida y es biyectiva.

Por la proposicién 4.5.1, si > es un orden monomial,

dimgK[X1, ..., X,|/I = #N§ — mutideg(1).
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Corolario 4.5.1 Si I es un ideal de K[X,...,X,] y K es la clausura algebrai-
ca de K, entonces dimpK[Xy,...,X,]/I = dimgK[Xy,...,X,]/I, donde I =
IK[Xy,..., X,

Demostracién: Sea > un orden monomial sobre N2. Entonces que LT (I) = LT(I).
Luego por la proposicién 4.5.1 resulta B
dimyK[X1, ..., X,)/I = dimg K[ X1, ..., X,]/1. O

Veamos un ejemplo en donde V(I) es un conjunto finito.

Ejemplo 4.5.1 Sea [ = (XY3 — X2 X3Y2-Y).
Una base de Grobner de I para el orden lex con Y > X es {—XT +Y, X2 — X2},

multidege, (1)
1 . . . . - - . - - . .
. . . . . ° . ° . . . T

Puede observarse que #Nj — multidegge, (1) = #N§ — multidege, (1) = 12.

En el ejemplo anterior V(I) = {(a,b) € C/a'?* = a®> y b = o'} = {(0,0)} U
{(a,a”)/a' = 1} tiene 11 elementos. V(I) es en consecuencia un conjunto finito y
su cardinal es menor o igual que 12.

El siguiente teorema prueba este resultado.

Teorema 4.5.1 Sea I un ideal no nulo de K[X,...,X,| y > un orden monomial.
Si #N{ — mutideg(l) < oo, entonces #(V(I)) < oo. Ademds resulta
#(V (1)) < #Ng — mutideg(D).

Es importante observar que en general #(V (1)) < oo no implica que
#N? — mutideg(I) < co. En efecto si [ = (X? +1) C R[X, Y], resulta V(I) =0, y
sin embargo #NZ — mutideg(I) es infinito.

La implicacion anterior es cierta si K es un cuerpo algebraicamente cerrado.

Teorema 4.5.2 Sea K un cuerpo algebraicamente cerrado, I un ideal no nulo de
K[Xy,...,X,] y > un orden monomial. Si V(I) es finito entonces resulta
#Np — mutideg(I) < 0.
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Corolario 4.5.2 Sil = (fi,..., fs) esunideal de K[X1, ..., X,] y K es su clausura
algebraica, las siguientes condiciones son equivalentes:

a) I es de dimension cero.

b) El conjunto de soluciones en K del sistema

fl(Xla e ,Xn) - 0,

fQ(Xla"'aXn) = 07

fo(X1,..., X,) =0,

es finito.

Ahora aplicaremos lo visto anteriormente para poder contar los ceros de un ideal
] = (fl; e 7fs) - F(pk)[Xl, .. Xn]

Por la proposicién 4.5.1, dado un cuerpo K cualquiera, {X“+1/X* ¢ LT(I)} es
una base del K- espacio vectorial K[X1, ..., X,]/I. Tomando K = F(p*) obtenemos
una base del F(p¥)-espacio vectorial F(p*)[X1,...X,]/I.

Lema 4.5.1 Sea V = {ay,...,q,} una variedad de F(p*)" e [ = (V). Si consi-
deramos al espacio wvectorial sobre F(p*), F(p*)[Xi,...,X,]/I, entonces
dim(F (p*)[ X1, ... X,]/I) = m.

Demostracién: Dado a € F(p*)", sea a; la i-esima coordenada de a.

Si m = 1 entonces I se anula en un tnico punto a si y sélo si I es de la forma
(X1 —ay,..., Xp —ay).

En efecto, si f € (X7 —aq,...,X, — a,) entonces f(a) = 0. Por otro lado si
f €I, al dividir f por el conjunto {X; — ay,..., X, — a,}, se tiene

f = th(Xz—az) +7’,
i=1

donde h; € F(p*)[X1,... X,] y r € F(p*). Como f(a) = 0 entonces r = 0. Luego
fE (Xl—al,...,Xn—an)
y dim(F(p*)[ X1, ... X,]/1) = 1.

Sea m > 1 y consideremos a; € V. Supongamos que cualquiera sea «; con
Jj€{2,...,n}, a1 y o difieren en la i-ésima coordenada. Construimos
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y sea .
filz) =] gi()
j=2
Entonces
filan) =1y fi(ae) = ... = fi(am) =0.
Sea {f1, f2,..., fm} €l conjunto de funciones definidas especialmente para cada

elemento de V| i.e. tales que f;(o;) =1sij=1y fj(ou) =05sij #i.
Veamos que {fi +I,..., fm + I} es una base de F(p*)[X1,... X,]/1.
Sea b; € F(p*) coni € {1,...,m} tal que

bi(fi+1)+...+bp(fn+1)=0+1.

Entonces by f1 + ...+ by fin € 1. Luego, para cada i € {1,...,m},
bifi(a;) + ...+ by fim(ei) =0, pero como f;(a;) =1y fj(a;) = 0sii# j entonces
bifi(ow) + ...+ by fm(a;) = bj. Luego b; = 0 para todo j € {1,...,m}.

Sea h+1 € F(p*)[X1,...,X,]/I v ¢ = h(a;) € F(p*). Entonces

h—(qgfi+ -+ Gufm) €I =I(V).

Luego h+1—(qi(fi+1)+...4qm(fm+1)) =0+1 yel conjunto {f1+1,..., frn+I1}
genera F'(p®)[X1,... X,]/1.

Hemos probado que dimp i (F(p*)[ X1, ... X,]/T) = m. O

Ejemplo 4.5.2 Sea [ = (X?+ X +1,X - VY2 4+ Y Y?) C F(3?)[X,Y]. Una base
de Grobner minimal para el orden lex de I es

{(X*+X +1,Y}.
V(I)={(1,0)}, donde (1,0) es raiz doble y #(N¢ — multideg,(I)) = 2

Teorema 4.5.3 Sea I un ideal de F(p*)[X1,...X,] ¥y G = {g1,...,9s} una base
de Grobner de T+ (XP" — Xy1,..., X?" — X,)). i #({X*+I/X* ¢ LT(I)}) = m,

entonces I se anula en exactamente m puntos distintos en F(p*)".

Demostracién: Por el teorema 4.4.1, resulta I(V (1)) = (g1, ...,9s). y por el lema
4.5.1 se tiene

dim(F(p")[X1,... X,/ I(V(I)) = dim(F (") [X1,... Xu]/(g1, ..., 9s)) = #(V(I))

y por lo tanto #(V (1)) = #({X*+1/X* ¢ LT(I)}) = m. O
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Ejemplo 4.5.3 Sea I = (X?- Y+ X +Y, X + X -Y?) C F(2*)[X,Y]. Una base de
Grébner minimal para el orden lex de I es

Y4V, X+ X Y2 X Y +Y2+ X%}

V(I) = {(0,0); (o + 1,1); (o, 1)} siendo o raiz de X*> + X +1 y (o + 1,1);(a, 1)
raices dobles. Luego #(V (I)) =5 = #(N& — multidege,(I)).

El ideal radical I +vV1 = (X?> Y +X+Y, X+ X - Y2 X* -~ X, Y*-Y), tiene a
G={Y’+Y,X+X -V, X+Y + X?}

como base de Grobner minimal para el orden lex.

V(I)={(0,0); (a+1,1); (o, 1)} siendo o raiz de X*+ X + 1y
H(NZ — multideges (1)) = #(V(1)) = 3.



Capitulo 5

Resolucion de sistemas de
ecuaciones sobre las algebras de
Post k-ciclicas.

En los capitulos 3, 5 y 6 se concentran los resultados originales de esta tesis.
Ahora nos ocuparemos de mostrar como podemos resolver sistemas de ecuaciones
algebraicas sobre un dlgebra de Post k-ciclica de orden p con p primo, utilizando la
interpretacién dada en el capitulo 3, las bases de Grobner definidas en el capitulo 4
y algoritmos programados en Maple que pueden verse en el apéndice.

En la primera secciéon damos la forma normal disyuntiva de una funcién de Post
en n variables [15] y el teorema que da una condicién de consistencia para determinar
cuando una ecuacién algebraica postiana en n variables tiene solucién [38].

En la segunda seccion aplicamos la interpretacién dada en el capitulo 3 para obte-
ner la expresién de una ecuacién algebraica postiana en el anillo F(p*)[ X, ..., X,],
donde F'(p*) es un cuerpo con p* elementos. Esta interpretacién nos permite ver un
sistema de ecuaciones en F(p*)[Xy, ..., X,], buscar una base de Grébner del ideal
formado por los polinomios del sistema, analizar la existencia de soluciones y abor-
dar su busqueda. Para ilustrar este proceso presentamos cuatro ejemplos en donde
explicamos detalladamente nuestro método para resolver sistemas de ecuaciones po-
linomiales en las algebras de Post k-ciclicas de orden p.

5.1. Ecuaciones algebraicas postianas.
Comenzamos dando la definicién de funcién de Post en n variables y algunos

resultados probados por G. Epstein y M. Serfati en [15], [38] que nos permitirdn
analizar una ecuacién algebraica en n variables.

Definicién 5.1.1 Una funcion de Post en n variables es una funcion que puede
obtenerse a partir de las funciones constantes E;(X1,...,X,) = e; y la funcion

114
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identidad 1;(Xq,...,X,) = X; mediante un nimero finito de operaciones V, A y
Ci, para 0 <i<r—1.

Las funciones /; llamadas identidades por Epstein son para nosotros proyeccio-
nes.

La reduccion de una funcién de Post a una forma dada es una herramienta muy
util para resolver sistemas de ecuaciones algebraicas. El siguiente teorema muestra
que toda funcion de Post en n variables satisface la forma normal disyuntiva.

Teorema 5.1.1 (Epstein) Si f es una funcion de Post en n variables X1, ..., X,,
entonces
FX X)) =\ flen - en) ACL (X)) AL A G (X).
0<i;j<r—1
Demostracién: Los 7" términos de la forma C;, (X), Cy, (Xa2), ..., C;, (X,) se de-

nominan los fundamentos de las n variables. Por el axioma (P3) de la definicién
1.2.2 del capitulo 1, resulta que los fundamentos son disjuntos y el supremo de to-
dos ellos es 1. El infimo de dos fundamentos distintos debe incluir un infimo de la
forma C;(X;) A Cyx(X;) =0, con i # k para algin j, y

n r—1 n
V Gx)n.AC (X)) = AV Cu(xX) =/ \1=1
0<i;<r—1 j=1 i;= j=1

Como el supremo de todos los fundamentos es 1, el teorema es vélido para todas
las funciones constantes E; y por (P7) para las funciones identidad /;. Ademads si
f, g satisfacen el teorema entonces f V ¢ lo satisface, y como los fundamentos son
disjuntos, f A ¢g también.

Supongamos que f es una funcién de Post que verifica el teorema. Por el axioma
(P4) y por el teorema 1.2.2, cada término f(e;,,...,e;,) es igual a algin e;, con
0 <j <r—1. Luego

-----

donde T}, = v(ila---7in)/f(ei1 ei)=e, Cin (X1) Ao A Gy, (Xy). Como los fundamentos
son disjuntos dos a dos y el supremo es 1, el teorema 1.2.2 nos dice que
Cre(f(X1,...,X,)) = T). Pero por el teorema 1.2.2

\/ Ok(f(eil,...,6%))01‘1()(1)/\.../\Ci (Xn) :Tk.

0<i;<n—1
Luego Cr(f(ei,, - - -,€;,)) satisface el teorema, lo que completa la demostracién. [

Serfati introduce en [38] la siguiente definicién de polinomio postiano.
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Definicién 5.1.2 Un polinomio postiano en n wvariables sobre un dlgebra de Post
L de orden r, es un elemento f de la subdlgebra de Post de P'") generada por la
familia de proyecciones (p1,...,pn), donde p;(Xy,..., X,) = X;.

A partir de esta definicién resulta que si f es un polinomio postiano entonces f
satisface la forma normal disyuntiva del teorema 5.1.1. Ademéds Serfati prueba en [38]
que reciprocamente, toda funcién de Post que verifica la forma normal disyuntiva del
teorema 5.1.1 pertenece a la subalgebra generada por la familia de las proyecciones.

La forma normal disyuntiva es unica y tiene propiedades de “transparencia” con
respecto a las operaciones usuales de un algebra de Post, resultados que se demustran
mediante los teoremas 1.2.3, 1.2.7 y 1.2.9 del capitulo 1.

Proposicién 5.1.1 El conjunto de todos los polinomios postianos en n variables
sobre un dlgebra de Post P de orden r es una r-dlgebra de Post, notada por Q,(P).

Si f es un polinomio postiano, entonces la ecuacion

f(X) =0

es una ecuacién algebraica postiana. Comenzamos analizando la solucion de esta
ecuacion algebraica en una séla variable.

Aplicando el teorema 5.1.1 vemos que si f es una funcion de Post en una variable
entonces f puede expresarse en la forma

FX) =\ fle) ACi(X).

0<i<r—1

M. Serfati da en [38] una condicién de consistencia que permite determinar si
una ecuacién en una variable tiene solucion, y una férmula para encontrarla cuando
ésta existe.

Teorema 5.1.2 (Serfati) Una condicion necesaria y suficiente para que la ecua-
cLon
r—1

FX) =\ G(X)A fle) =0 (T)
i=0
sea consistente es que

/_\f(ei) =0. (C1)

Una solucion de la ecuacion estd dada por
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A esta solucion se la denomina solucién fundamental.

Corolario 5.1.1 Las componentes postianas de la solucion fundamental son las si-
quientes

Cro1(X) = Co(f(er)), Co(X)= N (Colf(es))

1<s<r—1

yparal <53 <7r—2,

Ci(X)=Co(fle;) A\ (Colfles)))-

J+H1<s<r—1

Ahora daremos el teorema que estudia la consistencia de una ecuacién algebraica,
en n variables

f()(l,...,)(n)iz 0.
Teorema 5.1.3 [38] Una condicion necesaria y suficiente para que la ecuacion

FX, LX) =\ flens o e) ANCL (X)) AL AC(X,) =0 (IT)

0<i;<r_1

tenga solucion esta dada por la condicion

/\ flei,...,e,) =0 (C2)

0<ij<r_1

Demostracion: El teorema es véalido paran = 1 por el teorema 5.1.2. Supongamos
que es cierto para cualquier elemento de €2,,_1(P) y sea f € Q,(P). Entonces

f(Xq, . Xn) = \/ flei, e, ) NCy (X)) Ao A (Xn) = 0.

0<i;<r_1
Luego
Vo Gx)AC ) (flen, o en) ANCiu(Xa) A A G (X)) =0,
0<<r—1 0<ij<r-—1

y por la condicién de consistencia relativa a X; dada en el teorema 5.1.2 resulta

0= A (V fle, . e)ANCy(Xa) A ACL(X,)).

0<iy<r—1 0<i;<r—1

Esta tltima expresién tiene la forma

\V Co(X)A  AC (XA N fle, . oe) = a(Xa,..., X,) =0

0<i;<r—1 0<i;<r—1
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Por la hipétesis de induccion, esta ecuacion relativa a Xo, ..., X, es consistente si y
solo si
/\ ( /\ (f(eiu'”aein)):(): /\ f(eilv“'aein)'
0<ij<r—1,2<j<n 0<i;<r—1 0<i;j<r_1
O

Una aplicacién del teorema 5.1.3 es el método de las eliminaciones sucesivas. Si
la condicién (C2) se satisface en la ecuacion

f(Xy,...,X,) =0,

podemos escribirla como una ecuacién relativa a X;. Eliminando esta primer varia-
ble obtenemos una ecuacién algebraica en n — 1 variables, g;(Xas,...,X,) =0, y
repitiendo este procedimiento sucesivas veces llegamos a la ecuacién algebraica en
una sola variable

In-1 (Xn) - 07

que puede resolverse paramétricamente.

Sin embargo este método tiene dos problemas. En primer lugar nada puede ha-
cerse cuando la condicién (C'1) no se satisface, y en segundo lugar, ain cumpliendo
con esta condicién, puede resultar muy complicado obtener su solucion. En la proxi-
ma seccion veremos una forma mas efectiva y completa de estudiar las soluciones
no solo de una ecuacién, sino de un sistema de ecuaciones cuando r es un nimero
primo.

5.2. Ecuaciones algebraicas sobre las algebras de
Post k-ciclicas de orden p.

En esta seccion estudiamos ecuaciones algebraicas en las algebras de Post k-
ciclicas de orden p con p primo. La interpretacién dada en el capitulo 3 y las bases
de Grobner descriptas en el capitulo 4 permitiran analizar la existencia y bisqueda
de soluciones de diferentes sistemas.

Si las condiciones de consistencia dadas en los teoremas 5.1.2 y 5.1.3 no se sa-
tisfacen entonces no es posible resolver una ecuacién algebraica dada. En estos casos
surgen de manera natural preguntas que iremos respondiendo en este capitulo y en
el siguiente.

» ;Qué podemos hacer si un polinomio f no satisface la condicién (C1) o (C2)7.
= ;Cuédndo un sistema de ecuaciones es compatible?.

= ;Qué caminos podemos utilizar para encontrar la solucién cuando sabemos
que existe?.
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En el capitulo 3 demostramos en el teorema 3.2.2 y en el corolario 3.2.1 que existe
una interpretacion ®; de V(L,x) en V(F(p*)) y una interpretacién ®, de V(F (p*))
en V(L,;) tal que ®Po(B) = B, cualquiera sea B € V(L, ;) y ®2®@1(R) = R para
todo R € V(F(p*)), [1].

El teorema 3.2.2 da un método constructivo para encontrar las operaciones del
cuerpo F(p*) en términos de las operaciones de un algebra de Post k-ciclica L
y reciprocamente. Los algoritmos programados en MAPLE dados en el apéndice
nos muestran cémo obtener de manera efectiva estas operaciones fijados p y k. Si la
condicién (C1) o (C2) no se satisface podemos interpretar la ecuacién f(X) = 0en el
lenguaje del cuerpo F(p*). De esta manera obtenemos un polinomio f que tendra sus
soluciones en una extensiéon F(p') de F(p*). Finalmente, utilizando nuevamente la
interpretacién mencionada, buscamos la expresién del polinomio postiano f sobre
la nueva dlgebra de Post t-ciclica de orden p, L, ;.

Comencemos dando un ejemplo de una ecuacién algebraica en una variable.
Ejemplo 5.2.1 Dado el polinomio
F(X) =Co(X)V(Cr(X) ANer) V (Co(X) Ney) € Ly [X],
como es N e; A ey # 0 la ecuacion f(X) = 0 no satisface la condicion (C1) y en

consecuencia no tiene solucion en Ls ;.

Vimos en el capitulo 3 que podemos obtener a partir del cuerpo F(3) = {0, 1,2}
una estructura de dlgebra de Post Ly sobre el conjunto {0,1,2}.

Aplicando el teorema 3.2.2 y los algoritmos xinfy3, xsupy3 y C;3 dados en el
apéndice habiamos obtenido en el capitulo 3, las operaciones N\,V,~,Cy, Cy y Cy
como términos en el lenguaje de F3. Estas eran:

x Ay = 2%y® + 222y + 22y® + 2xy,
rVy =222+ 2%y +xy’ +ay+ax+y,

~x=2r+1,
Co(z) =22% + 1, Cy(z) = 22% + z, Cy(z) = 222 + 2z,
T(z) = =x.

Por otra parte el algoritmo polinf(x,y) nos da el polinomio en F(3)[X]:
f(X)=X?+1.

Las soluciones de la ecuacidn algebraica f(X) =0 estdn en el cuerpo F(3?), lo que
hace necesario construir sobre F(3%) la estructura de dlgebra de Post k-ciclica L3 .

Los algoritmos infimo32, supremo32, T32 and C;32 nos permiten obtener las
operaciones de Lzs como términos en el lenguaje de F(3?).

v Ay = 2y’ + 2yt + 2% + 20 + 2200 + 2yt + 2 + 2]
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+2® (2% + 47+ o7+ 2y + 27290+t + Y+ )
+z[2y* + 2% + 29,
e Vy=a"20° +yt + o’ + 7+ +yt 4297 )
+22[y® + 2y + 207 + 9] + 22 [y° + 20" + 2% + 247
+alyt + 9 +y+ 1]+,

~x=2r+2,

g’o(x) = :§6+x4—|—2m2+2, Ci(z) =28+t 4222+ 2, Co(x) = 2°+ 2+ 222 + 21,

(x) = x°.

El algoritmo xdely32(terxL32(x,2),[2,2]) dado en el apéndice nos da la expresion
de f(X)=X?+1 en L3o[X]

F(X) = (Co(X) A Co(T(X)) Nex) V (Co(X) A Co(T(X))) v (Co(X) ACLT(X)))V
V(CHX) A CUT(X))) v (Co(X) A Co(T(X))),

siendo e1 = [2,2].

Como f(X) satisface la condicion (C1), la ecuacion algebraica f(X) = 0 tiene
solucion y se anula en (1,2) and (2,1), que son las raices € y €° del polinomio
f(X)=X24+1=0en F(3?)[X,Y].

El proximo ejemplo es un sistema de dos ecuaciones algebraicas en dos variables.

Ejemplo 5.2.2 Consideremos el siguiente sistema de ecuaciones en L3[ X, Y],

F(X)=Co(X)V (CL(X) Aey) V (Co(X) Aep) = 0.
g(X,)Y) = (C1(X)NC(Y)ANep) V(Co(X)ANC1(Y)Nep) V(CL(X)ANCL(Y)) V
V(Co(X) A Co(Y)) = 0.

Vimos en el ejemplo anterior que si bien la primera ecuacion algebraica no sa-
tisface la condicion (C1), si lo hace la ecuacion buscada en Lso[X,Y] .

Por otra parte, la ecuacion g(X,Y) = 0 wverifica la condicion (C2), pero ain
debemos analizar la compatibilidad del sistema en L3 o[ X, Y] y hallar las soluciones
en caso de que existan.

Utilizando los algoritmos del apéndice polinf(x) y poling(x,y) vemos que el
sistema de ecuaciones correspondiente en F(3)[X,Y] es

F(X)=X241=0
gX,Y)=X Y =0.

Para saber si el sistema tiene solucidn sobre F(3?) buscamos una base de Grobner
del ideal I = (f, g). Utilizando el software Maple obtenemos:

[=(X Y, X%+ 1);
GB = Groebner|[Basis| (I, plex(X,Y), characteristic = 3);
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GB ={Y,X?+1}

0
{[(G(X) NCH(T(X)) A Co(Y)) V(CLX) A CLUT (X)) A CLY))V

(€2,0) y (¢°,0).
Utilizando los algoritmos xdely32(terxL32(x,2),[2,2]) y terxyL32(x,y) obte-

nemos las ecuaciones correspondientes del sistema original en L[ X,Y]:

Por lo visto en el capitulo 4 el sistema original y el sistema

FX)=X24+1=0

HY) =Y

tienen el mismo conjunto solucién en la extension F(3%) de F(3). Las soluciones del

sistema son
9(X,Y)
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X)) Aex) V(Co(X)ACLT(X)))V (Co(X) ACy(T(X)))V
(C2(X) A Co(T(X))) =0,

(CLX) A CLT (X)) V (Co(X) A Co(T (X)) = 0.

(Co(X) A Co(T'(X)) Ner) V (Co(X) ACL(T(X))) V (Co(X) A Co(T(X)))V
(Co(X) A Col

El sistema original es equivalente en Lj5[X, Y] al siguiente:

f(X)
V(C1(X) A CH(T(X))

f(X)
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HY) = (CL(Y) Aey) V Co(Y) = 0.

Este ultimo sistema resulta mucho mas simple de resolver y tiene el mismo con-
junto solucién

X =(1,2),Y = (0,0); X =(2,1),Y = (0,0).

En los dos ejemplos anteriores fue posible hallar las soluciones del problema
planteado. Sin embargo, podemos encontrarnos con un problema sin solucién, es
decir que no exista un algebra L,; € V(L, ;) sobre la cual un sistema sea compatible.
Para ilustrarlo veamos el siguiente ejemplo:

Ejemplo 5.2.3 Dado el sistema

h(X,Y)=Co(X)VCo(Y)V(CL(X)ANCL(Y)Nep) V(Co(X)NC2(Y)ANey) =0
g(X,Y) = (CL(X)ANCL(Y)Ne) V(Co(X)ANCL(Y)ANer) V(CL(X)NCL(Y )V (Co(X) A
CQ(Y)) =0,

puede observarse que ambas ecuaciones satisfacen la condicion (C1).
FEl sistema equivalente en F'(3) es

MX,Y)=X-Y+1=0
g X, Y)=X-Y =0.

Calculando una base de Grébner del ideal I = (f,g) obtenemos:
I=(X -V, X Y+1)
GB = Groebner|Basis|(I,pleX(X,Y), characteristic = 3);

GB = {1}
Por la version débil del teorema de los ceros de Hilbert (teorema 4.3.2), el sistema

no tiene solucion. No existe una extension Lsy de Ls, cualquiera sea k € N tal que
el sistema sea compatible.

Los algoritmos correspondiente a los polinomios de este ejemplo se encuentran
en el apéndice.

Ejemplo 5.2.4 Fl siguiente sistema de ecuaciones polinomiales tiene expresiones
complicadas en algunas de sus ecuaciones.

f1(X) = (CL(X)ACH(T(X))Ner)V(CL(X)AC(T(X))Aep)V(Co(X)Aer)V(Co(X)Aer)V

(Co(X)NCo(T(X))V(Co(X)ACHT (X)) V (Co(X)AC(T(X)))V(Co(X)NCHT(X))) = 0.

So(X,Y) ={{(Co(X) A Co(T(X)) A Co(Y)) V (CLX) A CLT(X)) ACL(Y))V
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f3(Y) = {UC(Y) AN C(T(YV))) V (Co(Y) ANCUT(Y))) V (Co(Y) A CLT(Y)))V

V(Co(Y) A Co(T(Y)))] Aea} vV (Ci(Y) ACH(T(Y))) = 0.

fa(Y) = {{Co(¥) A Co(T(Y) V (Co(Y) A CUT (V) V (CLY) A CL(T(Y)))V

V(Co(Y)NCo(T(Y)))] Aer) V(CL(Y)ACo(T(Y))) V (Co(Y) ACLT(Y)))V

V(CL(Y) A Go(T(Y))) V (Co(Y) A Co(T(Y))) = 0.

Todas las ecuaciones satisfacen (C1) o (C2), y el sistema equivalente en F(3%)[X,Y]

€s!

(@)
[

@)
+
S
Tl
SN
| IS (I
S
AL

(X24+ X +1,X-Y,Y24+Y,Y?) es

Una base de Grobner del ideal 1

{Y, X? + X +1}.

GB =
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Luego el sistema tiene el mismo conjunto de soluciones que el siguiente:

HX)=X?4+X+1=0
HY)=Y =0.

El sistema equivalente en L3y es

Ji(X) = (CL(X) AGo(T (X)) Aer) V (CL(X) AC(T (X)) Aex) V(Co(X) Aex)V
V(Ca(X)Aer)V(Co(X)ACo(T(X)))V(Co(X)ACHT (X)) V(Co(X)NCH(T (X)) v
V(Co(X) N CI(T(X))) =0

tY) = (CL(X) Aex) V Go(Y) = 0,

un sistema muy simple con una solucion doble X = (2,2), Y = (0,0).

A los efectos de encontrar las soluciones de un sistema dado o bien probar la
incompatibilidad del mismo, utilizamos en los ejemplos anteriores la interpretacion
dada en el capitulo 3, algoritmos programados en Maple y una poderosa herramienta
del algebra conmutativa, como son las bases de Grobner. Ante las dificultades que
se presentan al hacerse necesaria una doble programacion de algoritmos, surge de
modo natural la siguiente pregunta:

(Podemos resolver un sistema de ecuaciones sobre una extension L,; de L,
hallando una base de Grobner en L,;[X1, ..., X,], definiendo este nuevo concepto
sobre un algebra de Post k-ciclica de orden p?.

Este es el desafio que afrontamos en el proximo capitulo, en donde analizaremos
las nuevas dificultades que se presentan al abordar este camino.



Capitulo 6

Bases de Grobner en
LpJ{[Xl, o, X

En el capitulo 4 vimos como obtener una base de Grobner en el anillo de polino-
mios F(p¥)[X1,...,X,]. En este capitulo imitamos ese proceso para construir una
base en L, ;[X7, ..., X,], mostrando algunos ejemplos parap =2y p = 3.

En la primera secciéon damos la definicion de base de Grobner de un ideal I de
L,k Xy,...,X,] siguiendo el camino descripto en el capitulo 4 y teniendo en cuen-
ta la interpretacion dada en el capitulo 3. Indicamos cémo se calcula un producto,
damos la definiciéon de algunos érdenes monomiales y de ideal monomial, y mostra-
mos en un ejemplo cémo calcular efectivamente una base de Grobner de un ideal en
L3 [X,Y].

En la segunda seccion estudiamos algunos ejemplos concretos de bases de Grob-
ner en Ly [ Xy,. .., X,]. Damos el algoritmo de divisién cuando k£ = 1 y un teorema
para calcular los S-polinomios en Ly[ X, Y]. También calculamos una base de Grébner
minimal de un ideal de L[ X, Y].

En la tercera y tltima seccién terminamos de responder las preguntas formuladas
en el capitulo 5 y detallamos distintas dificultades que se presentan al resolver un
sistema de ecuaciones polinomiales en L, ;[X1,...,X,]. Las conclusiones obtenidas
en esta tesis son consecuencia de las ideas originales desarrolladas en los capitulos
3,5y 6,y de los algoritmos programados en Maple incluidos en el apéndice.

6.1. Bases de Grobner en L, ;[ X1,...,X,].

El teorema 3.2.2 del capitulo 3 demuestra la equivalencia entre las algebras de
Post k-ciclicas y los cuerpos con p* elementos, siendo p un entero primo positivo.
En esta seccion utilizamos esta interpretacion para definir una base de Grobner de
un ideal I en L, ;[ X, ..., X,] siguiendo el proceso descripto en el capitulo 4.

Notaremos si k = 1 al dlgebra de Post k-ciclica L, por L.

125
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Comenzamos definiendo las nociones de ideal generado y de variedad algebraica
afin de manera andloga a la dada en el capitulo 4.

Definicién 6.1.1 Dados f1,. .., fs polinomios en L, ;[ X1, ..., X,], llamamos ideal
de L,k X1,...,X,] generado por fi,..., fs al conjunto

(fi,o fs) = {Zhi'fi thi,. .. hs € L[ X, ..., X0},
i=1

donde las operaciones + vy - del cuerpo F(p*) son términos en el lenguage del dlgebra
de Post k-ciclica Ly, dados por la interpretacion ®,.

Los ideales de L, x[X7,...,X,] estan finitamente generados ya que L, es
un algebra finita. Decimos que fi, ..., fs es una base de I.

Definicién 6.1.2 Sea L, el dlgebra de Post k-ciclica con p* elementos y sean
fi, ..., fs polinomios en L, ;[ X1, ..., X,]. El conjunto

V(fi,. ., fo) ={lar,...,a,) € Ly« filay,...,a,) =0 para todo 1 < i < s}
se llama variedad algebraica afin definida por fi,..., fs.

Lema 6.1.1 5i V,W C Ly, son variedades afines, entonces también lo son V-UW
yVnw.

Demostracién: La demostraccién de este lema resulta del teorema 3.2.2 y del
lema 4.1.1 de los capitulos 3 y 4 respectivamente. U

Nuestro objetivo es buscar una base de Grébner para un ideal I de L, ;[ X1, . .., X,,].
El primer paso consiste en identificar los monomios. Un orden en los monomios de
L, Xq,...,X,] debe ser total. Recordemos que es necesario que el orden monomial
posea la siguiente propiedad

Si X* > X% y v € NI entonces X*- X7 > XP. X7,

W

donde la operacién es funcién de las operaciones del dlgebra de Post k-ciclica

L

D,k
En particular un orden monomial sobre L,;[X7,...,X,] es una relaciéon >
sobre N, que satisface:
i) > es un orden total sobre Nj.
ii) Sia > py v € Ng, entonces a +v > [+ 7.
iii) > es un buen orden sobre N .
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, Xp) es el

En el caso particular en que p =2y k = 1, el producto en Ly[ X7, ...

infimo. Luego los monomios son de la forma

A X,

X =XMA L

;o) € Ni.

En este caso identificamos estos monomios con las n-uplas (aq, . ..

Moisil introdujo en [31] la siguiente férmula del producto para p =2y k = 2:

V(= XA=YAT(X)AT(Y)V(XAN=T(X)ANT(Y))V
);

Sip =3y k =1 puede verse en el algoritmo terxyL3(x,1,y,1) dado en el

XY =(XAYAT(X)ANT(Y))
apéndice que

VY AT(X) A =T(Y)

XY = {{([CLX)NC(Y)V(Co( X)ACLY ) Aea pVI(CLX)ACL(Y))V (Co(X)ACo(Y)],

y si p =3y k = 2 entonces terxyL32(x,y) nos da

XY ={{(Co(X) A Cy(T(X)) A Co(Y) V (CLX) A CLT(X)) ACLY))V
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Para identificar los monomios X% debemos obtener previamente la formula del
producto utilizando el teorema 3.2.2 y realizar el programa correspondiente. En el
apéndice se presentan los programas que permiten calcular algunos productos en
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L,x[X,Y] enlos casos p=2,p=3y k =1, k= 2. Queda claro a partir de estas
ecuaciones que la formula del producto es mas complicada a medida que crecen los
valores de p y k, lo que dificultara atin mas el proceso de busqueda de la base de
Grobner.

Algunos 6rdenes monomiales que ya hemos definido en el capitulo 4 son los
siguientes:

Orden lexicografico.

Dado a = (aq,...,ap,) y 8= (f1,...,0n) en N, decimos que a >, 5 si y s6lo
si existe i € {1,...,n} que verifica:
ar =P, ..., = Bis1 y o > fi.

Notaremos X® >, X7 si o >0 B

Las variables X1, ..., X, se ordenan de manera usual usando el orden >.,.
(1,0,...,0) >z (0,1,0,...,0) >pep ... >1ez (0,...,0,1),

luego X1 >lex X2 Slex -+ Zlex Xn

Es importante observar que existen otros érdenes lex, segiin como se ordenen las
variables.

El conjunto de monomios en Lo[X, Y] es

{0,1,C1(X),C1(Y),ChL(X)ANC1(Y)} ={0,1, XY, X - Y}
mientras que las expresiones

Co(X) =X +1,

(X)) vei(Y)=X Y+ X +Y,

Co(X)NC1(Y)=X Y+ X,

son ejemplos de términos.

En L, 2[X Y] son ejemplos de monomios
Ci(X) =
Ci(Y) =
T )X

Ci(T(Y)) = V7,

(CL(X)ACH(Y)ACH (T(X))ACHT(Y )V (Co(X)ACo(Y )ACHT (X DACHT(Y )V

1(01(X>/'\CO(T(X))/\OI(T( D)V A(CLY)ACUT (X)) ANG(T(Y))) = X - Y,
y las expresiones

Co(X)NCLY)) V(CL(X)NCy(Y) =X +Y,

Co(X) =X +1,

Ci(X)VCO(Y)=XY? 4+ XY + XY?+ X 4V,

son términos.

Son monomios en L3[X, Y],
Cl (X) = X7
a1 (Y)=Y,
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Ci(T (X)) = X2,

{[()Cgl(i/f)ACz(Y))V(C2(X)ACl(Y))]/\el}V[(Cl(X)ACl(Y))V(CQ(X)ACB(Y))] =
mie;tras qu7e la expresion

{[(Co(X) A CLY)) v (CL(X) A Co(Y)) V (Co(X) A Co(Y))] Aer}V

VI(Co(X)NCo(Y)) V(CL(X)ANCL(Y)) V(Co( X)NCo(Y))] =X +Y

es un término.

Vimos en el capitulo 4 la existencia de otros 6rdenes mas eficientes computacio-
nalmente que el orden ez, los llamados 6rdenes de grado, entre los que mencionamos:

Orden Lexicografico Graduado:

Dados o y 8 € Njj, decimos que a > e, 3 si
n n
[al= >3 =l Bl o lal=B] ya>b
1=1 i=1

Las variables se ordenan de acuerdo al orden lex, i.e.

Xl >glem X2 >glez s >glez Xn

Orden Lexicografico Graduado Inverso:

Dados a, 8 € Njj, decimos que a >, 3 si

n n
o= 0> =B8],
=1 =1

o |al|=|B| yexistei € {1,....,n}: a1 = Bitr,...an =By a; < B

Las definiciones de multigrado, coeficiente principal, monomio principal y el
término principal correspondientes son las siguientes:

Definicién 6.1.3 Dado un polinomio no nulo en L, ;[ X1, ..., X,] escrito en la no-
tacion de Epstein,

X1 Xn) = Voey, <pr0cto < [ (€ -5 €3, )AC (TH X)) A NG, (T (X))
y > un orden monomial, por el teorema 3.2.2 el polinomio f € F(p*)[X1,..., X,]
queda expresado en la forma f =) a,X*. Llamamos

i) el multigrado de f (relativo a >) a

multideg(f) = maz{a € N} : a, # 0},
i) el coeficiente principal de f a

LC(f) = Qmultideg(f) S F(pk)v
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iii) el monomio principal de f a
LM(f) — Xmultideg(f)’ y
iv) la término principal de f a

LT(f) - amultideg(f)Xm“ltideg(f),

donde las formulas ii), 11) y 1) tienen su expresion correspondiente en Ly, [ X1, ..., X,].

Es claro que si p =2 y k =1 los tres 6rdenes definidos anteriormente coinciden.
Veamos los siguientes ejemplos de la definicion 6.1.3:

Dado el polinomio en Ly[X,Y], f(X,Y)=Ci(X)VC(Y)=X-Y+X+Y
con X >V resulta:

multideg(f) = (1,1),
LO(f) =
LM(f)=Ci(X)ANC(Y) y
LT(f) = Ci(X)ANCi(Y).

En Ly5[X,Y] el polinomio f(X,Y) = (C1(T(X)) ANCL(Y)) V (a A Co(X)) =
=XY?24+aX3Y + XY +aX?Y?+aX?Y + X2+ aXY?+ XY?+aX + X +a.
Considerando X > Y se tiene:

multideg(f) = (3,2),

LO(f) =

LM(f) = (C1(X) ACL1(Y) ANCUT(Y))) V (CL(T(X)) A CL(Y) A CH(T'(Y)))V
V(CHT(X)) NCUT(Y)) ACo(Y)) V (CL(X) A Co(Y) ANCL(T(Y))) v
LT(f) = LM(f).

El polinomio f(X,Y) = (Co(X) ACL(Y)) V Co(Y) = X?Y? + 2X?Y +Y? en
Ls[X,Y] con X > Y tiene:

mgl(t;;leg(f) = (2,2),

L =1

LM(f) = (CL(X)AC1(Y))V(C1(X)AC(Y))V(C2(X)AC1(Y))V(Co(X)ACo(Y)),
LT(f) = LM(f).

A continuacién veremos el problema de la descripcién de un ideal en el caso
particular de ideales monomiales.

La definicién de ideal monomial en L, ;[ X1, ..., X,] es la siguiente:

Definicién 6.1.4 Sea I C L, ;[X,...,X,]. Decimos que I es un ideal monomial
si existe un subconjunto A C Nf tal que I consiste en todos los polinomios de la
forma Y 4 ha - X donde hy € Lyi[Xy,..., X, y las operaciones “ + 7y “7
son términos en lenguage del dlgebra de Post k-ciclica Ly, via la interpretacion ®,.
Notamos I = ({X“:a € A}).
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Ejemplos 6.1.1 Elideal I = (C1(X)) = {0,C1(X), C1(X)AC1(Y), C1(X)NCo(Y)}

es un ideal monomial de Ly[X,Y].

Sea I = (C1(X)) un ideal monomial en Lg 2[X,Y]. Los polinomios
f=0, g(X)=C(X)=X, hX)=C(T(X)) =Xy
PX,Y) = (CL(X) ANCLY)ANCLT(X)) ACUT(Y))) V (Co(X) A Co(Y) A 01(T(X))/\
Ci(T(Y))) vV (CLX) A Go(T(X)) ACLT(Y))) v (CL(Y) A CLT(X)) A Co(T(Y))) =

= X .Y, son algunos de los polinomios que estdn en I.

En L3[X,Y] el ideal I = (X) tiene entre sus polinomios ademas de X a
FXY) = [(C1(X) A Go(Y)) V (Co(X) ANCLY )] Aer) V(CLHX) A Ci(Y))V
V(Co(X)NCo(Y)) =X - Y,

g(X,Y)=C1(X) VvV (Cy(X) = X2
h(X, }22;2(01()()/\01( NV(CLON)ACH(Y )V (Ca(X)ACHY DV (Co(X)ACH(Y)) =
El lema equivalente al lema 4.2.2 en L, ;[ X7, ..., X, ] es el siguiente:

Lema 6.1.2 Sea I = ({X* : o € A}),A C N} un ideal monomial. Entonces un
monomio X? € I si y solo si XP es divisible por X® para algin o € A, i.e. si
XP = X*. X7 para algin v € N2, siendo la operacion “” funcién de las operaciones
del dlgebra de Post k-ciclica Ly, luego de aplicar la interpretacion Ps.

Vimos en el capitulo 4 que el lema de Dickson resuelve el problema de la descrip-
cién de un ideal cuando éste es monomial. En nuestro caso el lema cuya demostracion
es consecuencia del teorema 3.2.2 y del lema 4.2.1 de los capitulos 3 y 4 repectiva-
mente, es el siguiente:

Lema 6.1.3 (Lema de Dickson) Sea I = ({X*: a € A}) un ideal monomial de
Lpi[X1, ..., X,]. Entonces I puede escribirse en la forma I = (XM, ... X6)),
donde a(1),...,a(s) € A.

Utilizando nuevamente el teorema 3.2.2 del capitulo 3 y el teorema 4.2.2 del
capitulo 4 obtenemos un algoritmo de divisién en L,x[Xy, ..., X,]. En la proxima
seccién mostraremos la interpretacion de este algoritmo en Lo[ X7, ..., X,].

Teorema 6.1.1 (Algoritmo de Divisién en L,;[X;,...,X,]) Sea > un orden
monomial sobre el anillo L, ;[ X1, ..., Xn] y F = {f1,..., fs} una s-upla ordenada
de polinomios en Ly i [ X1, ..., X,]. Entonces para cada f € L, ;[ X1, ..., X,], existen
unicos qi,...,qs yr € Lyx[Xy,..., X, tales que:

7’) f=qfi+...+qfs+r,

i) Siq; = ca XY Yy cq # 0 entonces o + multideg(f;) € A,

i) Sir =" caX® yco # 0 entonces a € A.

Ademdas si q; # 0, multideg(q;) + multideg(f;) < multideg(f) y sir # 0,
multideg(r) < multideg(f).

Las operaciones suma y producto son términos en el lenguaje del dlgebra Ly, ;.
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Ejemplo 6.1.1 Veamos el siguiente ejemplo de division en Lz del polinomio

F(X,Y) = (Co(X)ANCL(Y)) VCo(Y) = X?Y? +2X%Y + Y? por los polinomios
[(X)Y) = (Co(X)ACH(Y)V(CLHX)IANCL(Y)) = 2X Y242 XY + XV +2X%+2X

Utilizando el algoritmo de division y el orden lexicogrdfico con X >Y obtenemos
que

f=afi+aqfs+r donde

G =e =2, @X)=(CAX)Ne1)VC(X)=X+1y

T(X, Y) = (Oo(X) VAN Cl(Y) A 61) V (O()(X) A CQ(Y) VAN 61) \% (O()(X) VAN C()(Y))\/

V(C1L(X)ANCL(Y)) V(CL(X)ANCHY)) V (Co(X)ANCL(Y)) V (Co(X) ANCo(Y))V

V(Co(X)NCy(Y)) =2X2+Y2+1 y

las operaciones suma y producto de F(3) son términos en el lenguaje de Ls.

El préximo paso es definir el ideal principal de 1.

Definicién 6.1.5 Sea I € L, ;[ X7, ..., X,] un ideal no nulo y > un orden monomial
fijo. Llamamos ideal principal de I al ideal generado por los términos principales
de los polinomios f € I — {0}, i.e.

LT(I) = {LT(f)/f € I —{0}}).

Sabemos que si I = (f1,..., fs) entonces el ideal (LT'(f1),...,LT(fs)) C LT(I)
pero la igualdad no vale en general como puede verse en el ejemplo siguiente.

Ejemplo 6.1.2 Sea I = (f1, f2) donde fi =X VY y fo=(—XAY)V (X A-Y),
y lex el orden monomial en Ly[X,Y] con X > Y.

El monomioY € I pues, Y = (X VY)AY con X VY €l eY € L,[X,Y].

Sin embargo Y ¢ (LT(f1), LT(f2)) = (X AY, X) pues no es divisible por

LT(f)) = X AY o LT(f2) = X.

De manera andloga a la vista en el capitulo 4 puede observarse que LT'(I) es un
ideal monomial.

Proposicién 6.1.1 Sea I C L,x[X1,...,X,] un ideal. Entonces
i) LT(I) es un ideal monomial.

ii) Existen gi1,...,q; € I tales que LT(I) = (LT (g1),...,LT(g:)).

En nuestro caso como las algebras de Post k-ciclicas son finitas tendremos siempre
bases finitas en los ideales de L, x[X1,...,X,] v en consecuencia el teorema de la
base de Hilbert se verifica trivialmente.

Teorema 6.1.2 (Teorema de la base de Hilbert) Todo ideal I de L, ;[ X7, ..., X,]
tiene un conjunto de generadores {gi,..., g} con gi,...,g: € I.
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Nuevamente, la base que nos interesa buscar es la base de Grobner.

Definicién 6.1.6 Fijado un orden monomial, un subconjunto finito G = {q1, ..., g}
de un ideal I se dice una base de Grobner s:

LT(I) = (LT (1), - - -, LT (g0))-

El proximo corolario asegura su existencia y se sigue de los teoremas 3.2.2 y
6.1.2.

Corolario 6.1.1 Sea > un orden monomial. Entonces todo ideal I C Ly [ Xy, ..., X,]
distinto del {0} tiene una base de Grébner.

La variedad afin definida por un ideal I C L, ;[X1,...,X,] la da la proposicién
siguiente:

Proposicién 6.1.2 Si [ = (fy,..., fs), entonces V(I) =V (f1,..., fs).

En lo que sigue estudiaremos las bases de Grébner en Ly, i [ X1, . .., X,]. Daremos
un método para determinar cuando una base de un ideal I de L, x[X,...,X,] es
una base de Grobner siguiendo el proceso descripto en el capitulo 4.

Vimos en la proposicion 4.2.7 que al “dividir” un polinomio por una base de
Grobner el resto queda univocamente determinado.

Proposicién 6.1.3 Sea G = {g1,...,9:} una base de Grébner de un ideal I de
LyplXq,....X,] ysea f € L,p[Xy,...,X,]. Entonces existe un unico polinomio
r € Ly,k[X1,. .., X, tal que r verifica:

i) Sir =3 caXY ycy#0 entonces a € A, donde las operaciones del cuerpo F(p*)
son términos en el lenguaje del dlgebra de Post k-ciclica Ly ..

i1) Existe g € I tal que f = g+, siendo “+” funcion de las operaciones del dlgebra
de Post k-ciclica Ly, aplicando la interpretacion .

Dada una base de Grobner GG de un ideal I, y un polinomio postiano f, notamos
fRG al resto de la division de f por la base G = {gi,...,g:}. Por la proposicién
4.2.7 del capitulo 4, fRG no depende del orden de los polinomos gy, ..., g; sino del
orden monomial elegido.

El corolario 4.2.3 en nuestro caso es el siguiente:
Corolario 6.1.2 Si G = {g1,...,9:} es una base de Grobner para un ideal I de

LyplXq,.... X0 y f € Lyp[Xa, ..., X, entonces f € I siy solo si el resto de
dividir f por G es cero.
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El corolario 6.1.2 da un algoritmo para resolver el problema de pertenencia a un
ideal cuando se tiene una base de Grobner G del ideal I. Calculando el resto de la
division de un polinomio f por G podemos determinar directamente si f € I.

Utilizando los S-polinomios nuevamente obtenemos un criterio para determinar
cuando una base de un ideal es una base de Grobner.

Definicién 6.1.7 Dados f,g € L, [ X1, ..., X,] polinomios no nulos, el
S-polinomio de f y g es la combinacion

X7 X7

P T g

donde X7 = MCM(LM(f), LM(g)) vy las operaciones de F(p*) son términos en el
lenguage del dlgebra L, via la interpretacion ®,.

Recordemos que los S-polinomios nos permiten determinar cuando una base de
un ideal es una base de Grobner.

Teorema 6.1.3 Sea I C L, ;[X,...,X,] un ideal no nulo y > un orden monomial
sobre Ni. Entonces G = {f1,..., fs} es una base de Grébner de I para el orden >
si y sdlo si para todo i,j € {1,...,s} resulta que (fiSf;)R{f1,...,[s} =0.

En el corolario 6.1.1 vimos que todo ideal I no nulo de L, ;[X1, ..., X,] admite
una base de Grobner. Sin embargo éste no nos dice como calcular la base de manera
algoritmica.

Para obtener una base de Grébner, debemos ir extendiendo el conjunto de gene-
radores F' = {f1,..., fs} de I. Al calcular el S-polinomio f;Sf;, el resto de dividirlo
por F' puede ser no nulo, por lo que debemos agregar a F’ el resto de la divisién como
un nuevo generador fs, y verificar si el nuevo conjunto F' = F'U { f,41} verifica el
teorema 6.1.3.

Este procedimiento, que ya describimos en el capitulo 4, nos da un algoritmo
para encontrar una base de Grobner de un ideal I en L, x[ X1, ... X,].

Algoritmo de Buchberger en L, ;[X;, ..., X,]

Presentamos a continuacién una version simple del algoritmo de Buchberger para
L,plXq,..., X,

Dado I = (fi1,...,fs) #{0} € L, x[X1,...,X,] podemos encontrar una base de
Grobner para I en un nimero finito de pasos utilizando el siguiente algoritmo:

Input: F = (f1,..., fs)

Output: Una base de Grobner G = {¢,...,¢:} para I, con F C G
G:=F

REPEAT
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G =G
FOR cada par {fi, f;}, fi # f; en G’ DO
S = (fiSf; RC"
IF S # 0 THEN G := GU {8}
UNTIL G =&

[lustremos este proceso con un ejemplo:

Ejemplo 6.1.3 Consideremos en L3|X,Y] el ideal I = (f1, f2) donde

[i(X,Y) = {{[(CL(X)ACo(Y)) V(Co(X)ACo(Y)) Aer } V[Co(X) V(CL(X)ACL(Y))V
V(Co(X)ANCL(Y))] y

S(X,Y) ={[Co(X) V (C1(X) A Co(Y)) V (Co(X) A Co(Y)) V (C1(X) A Ci(Y))
V(CH(X) A CLY N A e} V (C1(X) A Co(Y)) V (Co(X) A C(Y)).

Los polinomios fi y fa en F(3)[X,Y] son los siguientes:
AX,Y) = XY + X7 41 g
FX,Y) = X2Y2 + XY + 2,

Al calcular f1.S fy obtenemos
[XY) = A(XY)SH(X,Y) =Y + 1, siendo su expresion en L3[X,Y],
fg(X, Y) = Co(Y) V (CQ(Y) VAN 61).

Luego obtenemos

fiSfaR{f1, fo} = fs y

fiSfsR{f1, fo} = 1.

Hacemos fy =1 y la base de Grobner que obtenemos es G = { f1, fa, f3, fa}. Por
lo wisto en el capitulo 4 resulta I = L3[X,Y].

Las bases de Grobner calculadas en el algoritmo suelen ser mas grandes de lo
necesario. El objetivo es, igual que en el capitulo 4, eliminar los generadores que
sobran utilizando el siguiente lema cuya demostracién se basa en el lema 4.2.4 del
capitulo 4 y el teorema 3.2.2 del capitulo 3.

Lema 6.1.4 Sea G una base de Grébner para el ideal I de Ly, i[X,...,X,]. Sea
f € G un polinomio tal que LT(f) € (LT(G —{f})). Entonces G —{f} es también

una base de Grobner para I.

Este lema nos permite “mejorar” la base de Grobner G de un ideal I, eliminando
los polinomios f de G que satisfacen LT(f) € (LT(G — {f}). Ademds pueden
obtenerse polinomios con coeficiente principal 1.

Recordemos que una base de Grobner minimal de un ideal polinomial I es
una base de Groébner G de I que satisface:
1) LC(f) =1 para todo f € G,
2) para todo f € G,LT(f) ¢ (LT(G —{f})).
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Para construir una base de Grébner minimal de un ideal polinomial no nulo
I aplicamos el algoritmo, y utilizando el lema 6.1.4, eliminamos los generadores
innecesarios que podrian haberse incluido.

En el ejemplo 6.1.3, G = {1} es una base de Grébner minimal de I.

Es importante recordar que un ideal I puede tener mas de una base de Grobner
minimal. Existe una una base de Grobner minimal mejor que las demas y se llama
base de Grobner reducida.

Una base de Grobner reducida de un ideal polinomial I es una base G de [
tal que
1) LC(f) =1 para todo f € G,
2) para todo f € G, ningin monomio de f pertenece a LT (G — {f}).

De la proposicion 4.2.9 del capitulo 4 y el teorema 3.2.2 resulta la unicidad de
la base de Grobner reducida.

Proposicién 6.1.4 Sea I # {0} un ideal de L, [ X1, ..., X,]. Entonces I tiene una
unica base de Grébner reducida para un orden monomial dado.

En la bisqueda de una base de Grobner de un ideal I de L, [ X1, ..., X,] es ne-
cesario obtener la expresién de algunos polinomios en F(p*)[X1, ..., X,], calcular S-
polinomios y divisiones en este anillo y luego buscar la expresién en L, ;[ X7, . .., X,,]
de los polinomios que iran formando la base. Es claro que este proceso puede resul-
tar largo y complicado, no sélo por los calculos involucrados, sino también por el
tamano de p, k y n. En la proxima secciéon daremos algunos algoritmos para p = 2
y ke {1,2}

6.2. Bases de Grobner en Ly Xy, ..., X,

En esta seccién utilizamos la interpretacion dada en el capitulo 3 en el caso en
que p = 2. Damos un algoritmo de divisién en Lo[X7,..., X,] y un teorema para
calcular los S-polinomios en Ly X, Y].

El teorema 3.2.2 es una generalizacion del teorema siguiente dado por H. Cendra
en [10].

Teorema 6.2.1 Sea C un conjunto con 2F elementos, k € N,k > 2y <F(2k), +,-,0, 1>
un cuerpo. Entonces podemos definir una estructura de dalgebra de Boole simple k-
periodica (B, T) sobre C' de tal manera que:

(a) El primer y altimo elemento de B son 0 y 1 respectivamente.

(b) T(z) = 2%, x € B; T permuta ciclicamente los dtomos de B.

(c)x+y= (@' ANy)V(eANY), z,ye B, 2’ =1+z, x € B.

(d) N, V son composiciones iteradas de + y “”.

(e) “7 es un cierta composicion iterada de ', N\, V,T.
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Notaremos Ly al dlgebra de Boole (B,T') del teorema 6.2.1.

Vimos en la seccién anterior que el producto en Ly[Xj, ..., X,] es el infimo y
que los monomios son de la forma

X = XA LA X0,
Ademas los érdenes lex, glex y rlex coinciden para k = 1.
Veamos un ejemplo en Ly[ X, Y].
Ejemplo 6.2.1 Consideremos el polinomio genérico f(X,Y) € Ly[X,Y],
F(X,Y) = (anCo(X)ACo(Y))V(ODACH(X)ACL(Y )V (eACL(X)ACo(Y))V(AACL(X)ANCL(Y)).

Teniendo en cuenta que Cy(X) = X' y C1(X) = X, notando X' = —X podemos
escribir al polinomio f(X,Y) como

fX,Y)=(@aA-XA=Y)VOA-XAY)V(EAXA=Y)V(dAXAY).

Utilizando la interpretacion existente entre Lo y F(2), el polinomio f(X,Y) en
F(2)[X,Y] tiene la siguiente expresion:

fX)Y)=(a+b+c+d)XY +(a+ )X + (a+ b)Y +a.

Llamando
a1 = (a+b+c+d), ap=a+c,
apr =a+0b, y ap = a.
El polinomio f queda expresado en la forma:

f(X, Y) = (lllXY + aloX + (101Y + ago-

Luego
multideg(f) = max{a = (i,j)/a;; # 0}.
LC(f) =1y

LM(f) = LT(f) = (XY )muttidesd),

Al buscar la forma general de un polinomio f dado en Ls[X,Y] en el anillo
F(2%)[X,Y], problemas de capacidad de memoria durante el procedimiento hacen
imposible la finalizacién de los calculos. Por esta razén daremos sélo algunos ejemplos
particulares.

A continuacion veremos como interpretar la division de un polinomio f por un
conjunto de polinomios { f1, fa, ..., fs} en Lo[ X7, Xo, ..., X,,]. A los efectos de aclarar
la interpretacién de esta divisiéon, comenzamos dando un ejemplo en Ly[ X, Y.
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Ejemplo 6.2.2 Supongamos que queremos interpretar la division del polinomio
f(X,)Y)=XVY

por el conjunto de polinomios { fi1, fa} donde f1(X,Y) = (=X AY)V(XA=Y)y
L(Y)=-Y.

Eligiendo un orden monomial con X >Y, los polinomios en F5[X,Y| tienen las
stquientes expresiones:

fIX,)Y)=X Y+ X+Y ymultideg(f) = (1,1),
f[(X,Y) =X +Y ymultideg(fr) = (1,0)
oY) =Y +1 ymultideg(f2) = (0,1)

Para realizar la division en F3[X,Y] hacemos una particién de N3 teniendo en
cuenta lo explicado en el capitulo /.

Ay = multideg(f1) + N3 = (1,0) + Ng,
Ay = multideg(fs) + Ng — Ay = (0,1) + Nf — Ay g

® ® [ ] Al [ ] [ ] [ ]
O220 . . .
A ° ° ° e

(1,0) ) ) ) )

Como multideg(f) = (1,1) € Ay entonces
fO=f-Y - fi=X-Y+X+Y-Y - (X+Y)=X,
multideg(fM) = (1,0) € Ay,
JO =0 =X (X V)=V,
multideg(f®) = (0,1) € Ay,
O =B Y — (Y +1) = 1,
multideg(f®) = (0,0) € A.

Despejando obtenemos f = (Y +1)- f1 + fo+ 1.

En Ly[ X, Y] obtenemos lo siguiente:
f=fO+Y - fi=(—fOAYAf) VDAY AR
fO=FO+ fi=(=fOANf)V D A-f),
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JO=fO — fo=(=1A ) V(LA —f2) = —fo,
y obtenemos f(X,Y) =[(=Y A ) ANAA L) V[=(=Y A fi) A=(faA1)] =
=[(YV—=f2) ANi]V(=fi A fa).

El teorema que sigue nos muestra como interpretar el algoritmo de divisién en
Lo[ Xy, ..., X,

Teorema 6.2.2 (Interpretacién del Algoritmo de Divisién en Ly[ X, ..., X,])
Sea > un orden monomial en Lo[ Xy, ..., X, y F' ={f1,..., fs} una s-upla ordena-
da de polinomios en Ly[ Xy, ..., X,|. Entonces para cada f € Ly Xy, ..., X,], existen
unicos qi,...,qs yr € Lo[ Xy, ..., X, tales que:
i) a) St s=2k,ke€ N (ie s espar) entonces f(X1,...,X,) = (—AAT)V(AA—T)
donde

A=[@ ANf)N (@A) AN () A (Gar—1 A fae—1) A —(qak A far)]V

VI A ) A (@ N fa)) Ao () oo A —=(qar—1 A far—1) A (qor A for)]V

2k—1(+),1(—)
sz

V=@ A i) Alge A f2) Ao (F) oo A(Gar—1 A far—1) A (g A far)]V

2k—3(+),3(—
PEE-3H3C)

3(+),2k—3(—
PRHZE=30)

(G AN f)N=(@2 AN fa) Ao (=) oo A —=(Gar—1 A far—1) N —(qor A for)]V
Vi=(@ A fi) Aga A fa) Ao (=) oo A =(gar—1 A far—1) A —(qar A far)]V

1(4),2k—1(—
PL2k-10)

Vi=(@ AN fi)N=(@a N fo) Ao (=) oo A= (qar—1 A far—1) A (qar A for)]-
i) b) Si s =2k+1 (i.e s es impar) entonces

f(Xy,.. ... X)) =(—AAr)V (AN —r) donde

A={a N f)N(@A )N () A (qar—1 A faw—1) A (qar A for)]V

VI A ) AN (@A fa) Ao () oo A =(qak—1 A far—1) A —(qa A far)]V

2k—1(+),2(—)
P2k+1

V=@ A fi)y N=(g2a A fo) Ao (F) oo Agak—1 A far—1) A (qai A for) ]V

2k—3(+),4(—
P—340)
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3(+),2k—4(—)
P2k+1

VI A )N =(@2 A fa)) Ao (=) oo A =(gae—1 A far—1) A —(Gar A for)]V

L(+),2k(-)
P2k+1

V=@ AN fi)AN=(@2 A fa) Ao (=) oo A =(qar—1 A far—1) A (qor A far)]-

i) Si g =\ bgAXP y bg # 0 entonces B+multideg(f;) € A;, donde B es el definido
en la definicion 6.1.3.

iii) Sir =\ bs A XP ybs#0 entonces 8 € A.

Ademds si q; # 0, multideg(q;) + multideg(f;) < multideg(f) y

sir #£ 0, multideg(r) < multideg(f).

Demostracion: Sea s =2y f = q fi1 + ¢ fs + r. Llamando
A=qfi+@fo=[(aN i) N=(@A )]V [=(a A fi)A(g A f2)] resulta
f=(=AATr)V(AN-T).

Sis=3,f=(—AAr)V(AAN—-T)y

A=[@ AN )N (@A f) Aas A )V I=(@ A fi) A=(g2 A f2) Ags A f3)]V

VI=(@ A fi) Aaa A fo) A=(gs A )]V (@ A fi) A =(g2 A f2) A —(az A f3)].

Continuando con este razonamiento puede observarse que si s es par, es decir
s =2k, k € N, tendremos en la descomposiciéon de A el supremo de las siguientes
expresiones:

= todas las permutaciones del supremo de 2k elementos donde 2k — 1 son de la

forma (¢; A f;) y un sélo elemento es el complemento booleano de (g; A fi),
P2k71(+),1(7)
2%

—(q; N\ f;). Simbolizamos a esta expresion por
(@ A ) A (@A) A () A (@it A fare1) A —(qa A for)],
(A fi) AN fo) Ao (F) oo A—(gar—1 A far—1) A (qai A for)]s

(=@ A f)A (@A fa) Ao () Agare—1 A far—1) A (qax A far)],

= todas las permutaciones del supremo de 2k elementos donde 2k — 3 son de

la forma (g; A f;) v tres de ellos son los complementos booleanos de (g; A f;),
P2k—3(+),3(—)
2%

I

—(g; N\ fi). Simbolizamos a esta expresion por

= y continuamos aumentando de dos en dos los complementos booleanos, hasta
obtener,

= todas las permutaciones del supremo de 2k elementos donde uno es de la forma
(¢; A fi) v 2k — 1 de ellos son complementos booleanos de (¢; A f;), —(q: A f3).

Simbolizamos a esta expresion por PQI,EH’%_H_) :

(@ ANf)AN=(@2Af) AN (=)o A =(qar—1 A far—1) A —(qar A far)],
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(@ Af)NA(@ANR)A (=) A =(gr—1 A far—1) A —(Gar A for)],

(@ Af)AN (@A f) A (=)o A =(qar—1 A far—1) A (qor A far)]-

Si s es impar, es decir s =2k + 1, k € N, tendremos en la descomposicion de A
el supremo de las siguientes expresiones:

la expresion
(A fi) AN fo) Ao (F) oo Agak—1 A for—1) A (qar A for)],

todas las permutaciones del supremo de 2k + 1 elementos donde 2k — 1 son de
la forma (¢; A f;) y dos de ellos son los complementos booleanos de (g; A f;),

—(g; N\ fi). Simbolizamos a esta expresion por P;:;ll(H’Q(_):

(a ANf)A (@A )N () oo A —=(g2e—1 A far—1) A —(qai A far)],

(@ Af)A=(@A )N () A (qae—1 A far—1) A (g2 A far)],

todas las permutaciones del supremo de 2k + 1 elementos donde 2k — 3 son de
la forma (g; A f;) y cuatro de ellos son los complementos booleanos de (¢; A f;),
—(g; A f;). Simbolizamos a esta expresion por P;:;f (+)’4(_),

y continuamos aumentando de dos en dos los complementos booleanos, hasta
obtener,

todas las permutaciones del supremo de 2k + 1 elementos donde uno de ellos

es (g; A fi) v 2k de ellos son los complementos booleanos de (g; A f;), —(q: A fi)-
. : . 1(+),2k(—)

Simbolizamos a esta expresion por P, )

Y

(o A fi)N=(@N )N (=)o A =(gr—1 A far—1) A —(qar A for)],

(@ Af)AN (@A f) A (=)o A =(gar—1 A far—1) A (qor A far)]-

Los incisos ii) y iii) se deducen de los teoremas 4.2.2 y 6.2.1.

En el ejemplo 6.2.2 obtuvimos f(X,Y)=[(YV —fo) A il V(=fi A f2) =

(=Y ANfI)NAA L) V][=(=Y A fi) AN —=(f2 A 1)] como indica el teorema.

Ademsds ¢; = =Y, g = 1 y r = 1 verifican las condiciones ii) y iii) ya que:
multideg(q,) + multideg(fi) = multideg(—Y') + multideg[(—X ANY )V (X A=Y)] =
(0,1) 4+ (1,0) = (1,1) € Ay,

multideg(qs) + multideg(fa) = multideg(1) + multideg(—Y) = (0,0) + (0,1) =
(07 1) € AQ y
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multideg(r) = multideg(1) = (0,0) € A.

La interpretacién del algoritmo de divisién en Ly[Xy, ..., X,] nos muestra que
la complejidad de las expresiones obtenidas aumentara para los valores de & > 1.
Estas dificultades implicardn que, mas alla de ser posible, serd necesario analizar
c6mo hallar una base de Grobner de un ideal en Ly ;[ X, ..., X,,], ya que en general
resultara recomendable utilizar el camino descripto en el capitulo 5.

En lo que sigue damos un teorema para calcular los S-polinomios en Ly[ X, Y].

Supongamos que queremos calcular el S-polinomio entre los polinomios f(X,Y)
y [/(X,Y) en Ly[X,Y] donde
X, Y)=(aAN=-XA=-Y)VIOA=XAY)V(cAXAN=Y)V{AAXAY), vy
FXY)=(@AN=-XA=Y)VIUAN=XAY)V{IANXA=Y)V(dANXNY).
Sabiendo que el calculo de f(X,Y)Sf'(X,Y) viene dado por la férmula
X7 X7
[Sfl=——= f+—=-f (9)
GO

donde X? = MCM (LM (f), LM(f")), obtenemos utilizando las operaciones del teo-
rema 6.2.1 el siguiente teorema:

Teorema 6.2.3 Dados dos polinomios f y f' en Ly[ X, Y] el S-polinomio f(X,Y)Sf'(X,Y)
tiene la siguiente expresion:

Caso I

En los casos siguientes LM (f) = LM(f").

a) Stayn =1=d), 6,

b) sia;; =0=a}y yap=1=da), d,

c)sian =0=al, aip=0=al, yan =1=af J,
d) Sl f(XvY) =1= f/(X’Y);

entonces

FXY)SF(XY) = f(XY) + f(XY) = (= A )V (FA=F).

Caso I1
a) Stann=1,d\,=0ya),=1,ie LM(f)=X-Y yLM(f')=X, o
b) a11 :O:alo; Qo1 =1 yf/(X,Y):L i.e. LM(f):Y7 yf/(va): 1;

entonces
FXY)SFXY)=f(X,Y)+Y f((X,Y) =

W)= (<Y AF)V (Y A=FAFIV(FA=F),
b)= (Y A=f)V (=Y A f).

Caso 111
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a) Stann=1,d\,=0=d\yyay, =1,ie LM(f)=X-Y yLM(f)=Y, o
b)ain =0,a10 =1, i.e LM(f) =X, y ['((X,Y) =1,

entonces

JXY)SP(XY) = f(X,)Y)+ X f(X,Y) =

0) = (=X APV (XA=FAFIV(FA=F),
b) = (X A=f)V (=X A f).

Caso IV
Sia;; =0,a0=1,a;,=0=d\yya,, =1, i.e LM(f) =X y LM(f)
entonces

Y

)

JXY)SPXY) =Y f(X,Y)+ X f(X)Y) =
= (= XAFAY)V(=FAYANHVIXAFA=Y)V(XAFA-F).

Caso V
Siapn =1y f(X,Y)=14e LM(f)=X-Y entonces

X Y)SAXY)=f(X,Y)+X YV - f(X,Y)=f+X Y =
=(—XANHV(=YANHVIXAY AN=F).

Caso VI
Si f'(X,Y) =0 entonces

FXY)SFXY) = F(X,Y).

Demostraciéon: La demostracién del corolario resulta del teorema 6.2.2 y de la
férmula (.5). O

Como el S-polinomio f(X,Y)Sf(X,Y) = f(X,Y)Sf(X,Y), todos los casos
han sido considerados.

Ejemplo 6.2.3 5i f(X,Y)=XVY y f/(X,Y) = —-X V =Y entonces teniendo en
cuenta las formulas del ejemplo 6.2.1 resulta

a=0,b=c=d=1,

an = ayp = agr = 1,a00 =0,

a=0V=d=1,d =0,

ayy =1 = ag, ayo =0 = ag,.
Luego estamos en el caso I a) y por lo tanto el polinomio f(X,Y)Sf'(X,Y) es
(=fASIVIA=f)=(=XA=Y)V(XAY).

Utilizando las formulas dadas en el teorema 6.2.1, los polinomios correspondien-
tes en F'(2) son los siguientes:
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FXY) =X Y +X4Y, (X,Y)=X-Y+1 y
FXSH(X,Y)=X+Y +1.

Ejemplo 6.2.4 5i f(X,Y)=XV =Y y f'(X,Y) = —X entonces tenemos

a=c=d=1,b=0,

ajn =1, aio =0, a1 = 1 = ago,
ad=bV=1c=d =0,

/ _ !/ _ _ / !/ I
ay, =0, ajyp =1 = agyy, ag = 0.

En este ejemplo estamos en el caso II a) y por lo tanto el polinomio f(X,Y)Sf'(X,Y) =
(YANVEYA=fAIVIIA=f)=1
Los polinomios correspondientes en F(2) son

FXY)=X-Y4+Y 41, f(X,Y)=X+1 y
FIX,Y)SF(X,Y) =1.

Vimos que utilizando los S-polinomios podemos determinar cuando una base de
un ideal es una base de Grébner.

Ejemplo 6.2.5 El conjunto G = {X,—X AY,Y} es una base de Grobner del ideal
I = (X, =X AY) para el orden lexicogrifico.
Sean f1 =X, fo=—XANY y f3=Y.

Teniendo en cuenta que f1S fa = foSf1 aplicando el caso II a) del teorema 6.2.3
tenemos que:
fiSfa=(=YANf)VIYA=faNfi)V(aA=fi)=fs ¥y
f1SfaRG = 0.

Aplicando el caso VI resulta
fiSfs=(XNANY)V (=AY AN)VXASA=Y)V(XAfzA=f1) =0y
f1iSfsRG = 0.

Por dltimo wutilizando el caso 111 a)
LSfs=(XNL)VIXA=faANfs)V(faA=f3)=Y y
f2Sf3RG = 0.

Luego por el teorema 6.1.3, G es una base de Gréobner de I.

En el ejemplo anterior el conjunto F' = {fi, fo} no es una base de Grébner para
elideal I = (f1, fo) = (X, =X AY) pues LT(f1Sf2) =Y & (LT(f1), LT(f2))-

Como f1SfoRF # 0 hacemos f3 = f1.Sf;RF. Extendemos el conjunto F' a un
nuevo conjunto G = {fi, fo, f3}. Cémo ahora f3 € G resulta (f15f2) RG = 0.

Luego calculamos f15f3 y como (f1.5f3)RG = 0 continuamos con este procedi-
miento haciendo f5S f3 y calculando (f2S f3) RG.

El nuevo conjunto G = {fi, f, f3} verifica que (f;Sf;)RG = 0 para todo
1 <i < 7 < 3. Luego por el teorema 6.1.3, G es una base de Grobner de 1.

Recordemos que una base de Grobner minimal de un ideal polinomial I en
Ly[ Xy, ..., X,] es una base de Grobner G de I que satisface:
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Para todo f € G, LT(f) ¢ (LT(G —{f})).

En el ejemplo 6.2.5, como LT (fs) = X ANY = X A LT(f3), podemos eliminar f;
y la base de Grébner minimal estd formada por los polinomios
fl - X7 f3 =Y.

Veamos el siguiente ejemplo en Lo o[ X, Y].

Ejemplo 6.2.6 Para encontrar una base de Grobner del ideal generado por los po-
linomios de Ly o[ X, Y],
(X, Y) = (C1(X) A Co(T(Y))) V (Co(T(X)) A Co(T(X)) A CL{T(Y))) y
(X, V) = (GoT(X)) A CUT(Y ) V (C1(T(X)) A Co(T(Y)))
comenzamos buscando el polinomio f1S fo y calculando f1.S foR{ f1, f2}-
En este caso particular resulta ser f1Sfo = f1.SfoR{f1, f2}. Llamamos f3 a f1Sfs,
i.e.,
fs = (CL(X)NCy(Y)NCL(T(X)) ANCo(T(Y))) V (Co(T(X)) ANCL(Y) ANCL(X) A
ColT(Y)) V (C1(X) A ColT(X))) A Co(T(Y ) V (Col¥ ) ACy(T(Y)) A C1(T(X))).
Continuamos con el procedimiento que nos permite encontrar la base de Grobner
haciendo f1SfsR{f1, f2, f3} y f2Sf3R{f1, f2, f3} y obtenemos
fiSfHR{f1, f2, f3} =0y
[2SfsBR{f1, fo, f3} = fa, donde
fa=Ci(Y)NCo(T(Y)).
Ahora obtenemos
RSER{f1, for f5, f1} = 0,
f25f4R{f1,f27f3,f4} =0y
[3SfaR{f1, fo, f3} = 0.

Luego { f1, fa, f3, fa} es una base de Grébner del ideal generado por los polinomios

fiy fo
Una base de Grébner minimal es G = {fs, f3, f1}-

6.3. Conclusiones

En la seccién 2 del capitulo 5 planteamos distintas preguntas referidas a la so-
lucién de un sistema de ecuaciones polinomiales en L, ;[ Xy, ..., X,]. Explicamos
cémo buscar las soluciones de una ecuacién postiana cuando no satisface la condi-
cién (C1) o (C2) y dimos una condicién necesaria y suficiente para que un sistema
de ecuaciones sea compatible. Cuando la solucion existe, mostramos un camino para
obtenerla.

En este capitulo definimos el concepto de base de Grobner de un ideal I en
L,k Xy,...,X,]. Las dificultades computacionales que presenta el célculo de estas
bases, muestra que, en general, no resulta conveniente abordar la solucién de un sis-
tema de ecuaciones buscando directamente las bases de Grobner en Ly, ;[ X7, . .., X,].
Una primera dificultad se presenta en la expresiéon del producto, que es mas com-
plicada a medida que los valores de p y k aumentan. A esta complicacién deben
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sumarse las que resultan del calculo de los S-polinomios y las divisiones a efectuarse
durante el proceso del calculo de las bases. En la seccién anterior dimos el teorema
6.2.2 que interpreta el algoritmo de divisién en Ly[X7,. .., X,]. En este caso, al ser
k =1 el producto coincide con el infimo y esto simplifica los calculos. En el ejemplo
6.2.1 obtuvimos a partir de un polinomio genérico en Ly[X,Y] la expresion de un
polinomio en F(2)[X,Y], lo que nos permiti6 dar el teorema 6.2.3 que calcula los
S-polinomios en Ls[X,Y]. Se programé un algoritmo en Maple para encontrar la
expresién de un polinomio en F(2%)[X, Y] a partir de su expresién en L 5[X, Y]. Sin
embargo, la complejidad de los calculos hizo imposible imitar el proceso anterior.

Resolver sistemas de ecuaciones polinomiales no es una tarea simple, y nuestro
caso obviamente no es una excepciéon. Es importante analizar el sistema original y
establecer una estrategia que permita obtener la solucién, en caso de que exista.
El camino descripto en el capitulo 5 es tedricamente el éptimo, aunque requiera
de una doble programacion en el calculo de los polinomios, ya que ésta también es
necesaria al calcular una base de Grébner en L, ;[ X7, ... X,]. Sin embargo, resulta
muy interesante definir estas bases en L, ;[ X7, ... X,] pues esto permite, entre otras
operaciones, dividir expresiones postianas, lo que resulta original y novedoso.

El sistema de ecuaciones polinomiales del ejemplo 5.2.4 permite observar que
el camino utilizado para obtener su solucion es el indicado. Es claro que resultaria
mucho mas complicado calcular las bases de Grobner directamente en L3 o[ X, Y] que
hacerlo en F'(3%)[X, Y], debido a los célculos que involucra el proceso de obtencién
de las mismas en L3 [X,Y].

Ahora supongamos que queremos resolver el sistema de ecuaciones polinomiales
AX,Y) =0
fa (X ] Y) =0,
donde f; y fo son los polinomios del ejemplo 6.2.6. Las expresiones de los mismos
en F(2%)[X,Y] son,

[X)Y)=X3Y2 4+ X,
f(X,)Y)=X?+Y?
y una base de Grobner minimal de {fi, fo} es G = {fs, f3, f4} donde
HX,Y)=XY+ Xy
[1(X,)Y)=Y3+ Y2
Las expresiones de los polinomios de la base G en L[ X, Y] son:
H(X,Y) = (Co(T(X)) A CLT(Y))) V (CL{T (X)) A Co(T(Y))),
S(X,Y) = (CLX)ANCo(Y)ANCLT (X)) ACo(T(Y)))V (Co(X)ACL(Y)ACLT (X)) A
Co(T(Y))) V (C1(X) A Co(T(X))) A CoT(Y ) V (Co(¥) A CY(T(Y))) ACL(T(X)))),
f4(X> Y) = Cl(Y) A OO(T(Y>>7
y las soluciones del sistema son (0, 0) con orden de multiplicidad 2 y (0, 1).

Puede observarse en este iltimo ejemplo que, calcular la base de Grébner en
F(2?)[X, Y]y luego buscar las expresiones de los polinomios de las bases en Ly o[ X, Y],
es un camino més directo que buscarlas en Ly 5[ X, Y]. Sin embargo, el proceso de ob-
tencion de las mismas, detallado en la segunda seccion de este capitulo, no presenta
complicaciones en los célculos.



147

En el apéndice se presentan numerosos algoritmos programados en Maple que
permitieron elaborar los ejemplos de esta tesis.
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Apéndice: Algoritmos programados en Maple

Los algoritmos incluidos en esta seccion han sido programados en Maple para
los valoresde p=3, k=1y k= 2. Estos pueden implementarse, y siguiendo estos
ejemplos es posible elaborar programas para otros valores de p y k siempre que la
complejidad computacional de los mismos permita su ejecucion.

Polinomios con coeficientes en F(3) y L3

Calculo del infimo
inf3 := proc(r,s)

local x, y;
if r=0o0rs=0theninf3(r,s) =0
else
if r =1 then inf3(r,s) :=s
else
if s =2 and r = 2 then inf3(r,s) := 2
else
xTi=r;
Yy = s;
if x = y then return x
else "inf3(r, s)’
end if
end if
end if
end if;
end proc:

Calculo del Supremo
sup3 := proc(r,s)
local supremo, x, y;
if r=1o0r s =1 then sup3(r,s) =1

else
if = 0 then sup3(r,s) :==s
else
if r =2 and s = 2 then sup3(r,s) := 2
else
T =7
yi=s;

if x = y then return x
else 'sup3(r, s)’

end if
end if
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end if
end if

end proc:

Calculo de las constantes

e3 := proc(i)
if i = 0 then e3(7) := 0
else
if i = 1 then e3(i) := 2
else
if i = 2 then e3(7) :=1
else return’e3(i)’
end if
end if
end if
end proc:

Calculos de los C;3

C := proc(i,z)

local c;

if i =0 then if z =0 then c:=1
elif z=1or z=2thenc:=0
elif z = sup3(z,y) then return "inf3(C(0,z), C(0,y))
elif z = inf3(x,y) then return "sup3(C(0, z), C(0,y))

else return 'C(0, z)’

Y

end if
else if i = 1 then if 2 = 2 then c:=1
elif z=0o0r z=1thenc:=0
elif z = sup3(x,y) then return
sup(supd(in f3(C(1, 2), C(0,)), inf3(C(1, ), C(1,))), inf3(C(0,2), C(1,y)))
elif z = inf3(z,y) then return
"sup3(sup3(inf3(C(1,z),C(2,y)),inf3(C(1,x),C(1,y))),inf3(C(2,z),C(1,y)))’
else return 'C(1, z)’
end if
else if i = 2 then if z =1 then c:=1
elif z =0 or z =2 then c:=0
elif z = sup3(z,y) then return ’sup3(C(2,x),C(2,y))’
elif z = inf3(z,y) then return "inf3(C(2,z),C )
else return C(2, z)’
end if
else return’C/(i, z)’
end if;
end if;
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C(1, sup3(inf3(sup3(C(1,x),C(2,x)),2),C(0,x))) := sup3(C(1,z),C(2,x));

C(2, sup3(inf3(sup3(C(1,x),C(2,x)),2),C(0,x))) := C(0,x);

infsougB(n3C(L2), C), nfC(2), C2 ). C10.0) =0
x),C(2,x))) =

C
inf3(sup3(C(0,x),C(0,y)), sup3(C’(1

= sup3(inf3(C(1,x), ,
inf3(sup3(C(0, x) C(0,y)),C(0,x)) := C(0, z);
1

inf3(sup3(inf3(C(1,z),C(1,y)),inf3(C(2,z),C(1,y))), sup3(C(1,x),C(2,x))) :=

= sup3(inf3(C(1,2),C(1,y)),inf3(C(2,2),C(1,9)));
C(0,inf3(sup3(C(1,x), C(2,x)), sup3(C(1,y), C(2,y)))) := sup3(C(0,z),C(0,y))
C(1,inf3(sup3(C(1,z),C(2,x)), sup3(C(1,y),C(2,y)))) :=0;
C(2,inf3(sup3(C(1,2),C(2,x)), sup3(C(1,y),C(2,y)))) :=

inf3(sup3(C(1,x), C(2, ), sup3(C(1,y), C(2,9)));

(o, supS(inf?)(supS(C’(O x),C(0,9)),2), sup3(inf3(C(1,z),C(1,y)),inf3(C(2,z),C(1,y)))))

= sup3(inf3(C(1,2),C(2,y)),inf3(C(2,2),C(2,9)));

C(1, sup?)(mf3(sup3(0(0 zr: C(0,v)),2), sup3(inf3(C(1,z),C

), 2 ,x),C(1
= sup3(C(0,x), sup3(inf3(C(1,x),C(0,y)), me(C(Q,x),C(O,y))
C(2, sup3(inf3(sup3(C(0, 0,9)),2), (1
— sup3(in f3(C(1L,2), C(1,y)), inf3(C(2,2), C(1,y)));
inf3(sup3(C(0, x) (0, y)) s
= sup3(sup3(C(0,z),inf3(C(1,z), C’(O y))) inf3(C(2, $),C’
inf3(inf3(sup3(C(1,x),C(2, )) sup3(C(1,y),C(2,y)
inf3(C(2,x),C(1,y)))) := sup3(inf3(C(1, x), C(L,y)), L,
inf3(sup3(C(0,z),C(0,y)), sup3(inf3(C(1,x),C(1,y)),inf3(C(2,z),C(1,y)
C

inf3(inf3(sup3(C(1 z)), sup3(C(1,y), C(2,y))), sup3(inf3(C(1,x), C(2,9)),
inf3(C(2,7),C(2,y)) upB(in f3(C(1,2).C(2.y)). inf3(C(2.2), C(2.y)):

C;
end proc:

QT

),

C(
) =

Cilculo de C;3(zAy)
Cixdely3 := proc(i,x,y)
local resul, s, t;
resul:=0;

for s from 0 to 2 do

for t from 0 to 2 do
if modp(s+t-1,3)=0 then
resul:=sup3(resul,inf3(C(s,x),C(t,y)));

end if;
if s <>t and x =y then inf3(C(s,z),C(t,y)) := 0;
end if;
if s <>t and x =y then inf3(C(t,y),C(z,s)) := 0;
end if;

end do
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end do;
resul
end proc:

Calculo de xAy
xdely3:= proc(x,y)
local i, suma;
for i from 0 to 2 do
suma:= sup3(suma,inf3(Cixdely3(i,x,y),e3(i)))
end do;
suma
end proc:

xdely3(x,y);
sup3(in f3(sup3(sup3(inf3(C(0,z),C(1,y)),inf3(C(1,z),C(0,y)))inf3(C(2,x),C(2,y)),2),
sup3(sup3(inf3(C(0,2),C(2,y)),inf3(C(1,z),C(L,y))),inf3(C(2,z),C(0,y))))

La salida del programa es la siguiente:

zly = (Co(x) ACi(y)) V (Ci(x) A Coly)) V (Colx) A Cay))] Aer}v
V(Co(x) A Ca(y)) V (Ci(z) A Ci(y)) v (Ca(x) A Coly))-

Calculo de C;3(x © y)
Cixody3:= proc(i,x,y)
local resul, s, t, u, v;
resul:= 0;
for s from 0 to 2 do
for ¢ from 0 to 2 do
if (modp(s*t+i1,3)=0) then resul:= sup3(resul,inf3(C(s,x),C(t,y)))
end if;
if resul = inf3(C(s,x),C(t,y)) and s <>t and x = y then resul:=0
end if;
if resul = sup3(C(s,x),inf3(C(s,x),C(t,y))) then resul:=C(sx)
end if;
if resul = sup3(C(t,y),inf3(C(s,x),C(t,y))) then resul:=C(t,y)
end if;
end do
end do;
if resul = sup3(inf3(C(1,x),C(2,y)),inf3(C(1,x),C(2,y))) then
resul:= inf3(C(1,x),(C(2,y)))
end if;
if resul = sup3(sup3(C(0,x),C(1,x)),C(2,x)) or resul = sup3(sup3(C(0,y),C(1,y)),C(2,y))



158

then resul:= 1
end if;
resul;
end proc:

Calculo de z © y
xody3:= proc(x,y)
local i, suma;
for i from 0 to 2 do
suma:= sup3(suma,inf3(Cixody3(i,x,y),e3(i)))
end do;
suma
end proc:
xody3(x,y);

sup3(inf3(sup3(inf3(C(1,x),C(2,y)),inf3(C(2,z),C(1,v))),2),
sup3(inf3(C(1,x),C(1,y)),inf3(C(2,z),C(2,y)))).

Luego
2Oy = {[(C1(2)ACy(y))V(Ca(x) ACi(y))]Aer }V (Cr(z) AC () V (Ca(2) ACa(y)).

Calculo del elemento primitivo
readlib(GF):

G:= GF(3,1):

ep:= G[ConvertOut|(G[PrimitiveElement]());

ep:=2

Calculo de los coeficientes
coef:= proc(a)
if a =1 then e3(a):= 2
else e3(a):= 1
end if
end proc:

Calculo de los polinomios de Lagrange en Fj}
L0 := proc(p,k,x)
(p—1) =% A ¢
end proc:
L0(3,1,x);
217 + 1

L := proc(p,k,i,x)



local polilag;
if ¢ = 0 then polilag:=(p — 1) * P 41

else polilag:= LO(p, k,x + (p — 1) *9);

end if;
polilag;
end proc:

L := proc(p, k, i, x)
local polilag, pol, j;
if i = 0 then polilagi=(p — 1) x 2?* 1 + 1

else polilag:= LO(p, k,x + (p — 1) % 7);

end if;
pol:= 0;
for j from 0 to 2 do
pol:= pol + x7x(coeff(polilag,x,j) mod p);
end do;

pol;

end proc:

L(3,1,0,x);

L(3,1,1,x);

L(3,1,2,x);
22% + 1
2% + 2x
202 + 1

Calculo del infimo en L3
xinfy3:= proc(x,y)
local suma, i, j;
suma:=0;
for i from 0 to 2 do
for j from 0 to 2 do

suma:= suma + inf3(i,j)*L(3,1,i,x)*L(3,1,j,y) mod 3;

end do;
end do;
end proc:

xinfy3:= proc(x,y)
local suma, pol, i, j;
suma:= 0;
for i from 0 to 2 do
for j from 0 to 2 do
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suma:= suma + inf3(i,j)xL(3,1,i,x)*L(3,1,j,y) mod 3;

end do;
end do;
pol:=0;

for j from 0 to 2 do
pol:= pol + x7x(coeff(suma,x,j) mod 3);
end do;
pol;
end proc:
xinfy3(x,y);
22y + 20°) + 2*(2y + y°)

Calculo del supremo en L;
xsupy3:= proc(x,y)
local suma, i, j;
suma:=0;
for i from 0 to 2 do
for j from 0 to 2 do
suma:= suma + sup3(i,j)*L(3,1,i,x)*L(3,1,j,y) mod 3;
end do;
end do;
end proc:

Xsupy3:= proc(x,y)
local suma, pol, i, j;
suma:= 0;
for i from 0 to 2 do
for j from 0 to 2 do
suma:= suma + sup3(i,j)*L(3,1,i,x)*L(3,1,j,y) mod 3;

end do;
end do;
pol:=0;

for j from 0 to 2 do
pol:= pol + x7*(coeff(suma,x,j) mod 3);
end do;
pol;
end proc:
xsupy3(x,y);
y+z(y® +1+y) +2°(y +25°)

Calculo de los polinomios de Lagrange en L3
L0 := proc(p,x)

160
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e3(2) + (p— 1) * 2P~ L;
end proc:
L0(3,x);

227 + 1
El polinomio obtenido es Lo(z) = 2 ® 22A1

L := proc(p,i,x)
local polag;
if 4 = 0 then polag:=e3(2) + (p — 1) x P~
else polag:= LO(p,x + (p — 1) % 7);
end if;
polag;
end proc:

L := proc(p, i, x)

local polag, pol, j;
if i = 0 then polag:=e3(2) + (p — 1) x 2P~

else polag:= LO(p,x + (p — 1) % 7);

end if;

pol:= 0;

for j from 0 to 2 do

pol:= pol + x7x(coeff(polag,x,j) mod p);

end do;

pol;

end proc:

L(3507X)3

L(3,1,x);

L(3,2,x);
2% + 1
222 + 2x
2% + x

Los polinomios obtenidos son:
Lo(x) =2 x?Al
Li(z)=202°A20x ¥y
Lo(z) =206 2*Ax.

Calculo del producto en <L3; A, ®>
prodanillo3:= proc(x,y)

local suma, i, j;

suma:=0;

for i from 0 to 2 do
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for j from 0 to 2 do
suma:= suma + e3(i)*e3(j)*L(3,e3(i),x)*L(3,e3(j),y) mod 3;
end do;
end do;
suma;
end proc:
prodanillo3(x,y);

prodanillo3:= proc(x,y)
local suma, sum, i, j, k;
suma:=0;
for i from 0 to 2 do
for j from 0 to 2 do
suma:= suma + e3(i)*e3(j)*L(3,e3(i),x)*L(3,e3(j),y) mod 3;
end do;
end do;
suma;
sum:=0;
for k from 0 to 2 do
sum:= sum + x* x (coef f(suma, z, k)mod3);
end do;
sum;
end proc:
prodanillo3(x,y);

Y
El resultado obtenidoes z -y =z ©y

Calculo de la suma en <L3; A, ®>
sumanillo3:= proc(x,y)
local suma, i, j;
suma:=0;
for i from 0 to 2 do
for j from 0 to 2 do
suma:= suma + (e3(i) + e3(j)) * L(3,e3(i),x)*L(3,e3(j),y) mod 3;
end do;
end do;
suma;
end proc:
sumanillo3(x,y);

sumanillo3:= proc(x,y)
local suma, sum, i, j, k;
suma:=0;
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for i from 0 to 2 do

for j from 0 to 2 do

suma:= suma + e3(i) + e3(j)*L(3,e3(i),x)*L(3,e3(j),y) mod 3;

end do;
end do;
suma,
sum:=0;
for k from 0 to 2 do
sum:= sum + x* x (coef f(suma, z, k)mod3);
end do;
sum;
end proc:
sumanillo3(x,y);

r+vy

El resultado obtenido es = + y = xAy.

Calculo de una expresion dada en L;[X,Y] en F(3)[X,Y]

C0z = 2% 2%+ 1;
Clz = 2% 22 +
C2r = 2% 2% +2xux;

OO0y :==2xy> +1;
Cly =2 xy? +y;
Oy =2 xy? + 2% y;

Clxinf3el:=proc(x)

local resl, res2, resul;

resl:i=C12? %22 + 2% Cla? * 2+ 2+ Clz x 22 + 2% C'lz * 2 mod 3;
res2:=expand(resl) mod 3;

resul:=algsubs(z® = z,res2) mod 3;

resul;

end proc:

C2xinf3el:=proc(x)

local resl, res2, resul;

resl:=C2x? % 22 + 2 x 0222 x 2 + 2% C2x % 2% + 2 % C2x * 2 mod 3;
res2:=expand(resl) mod 3;

resul:=algsubs(z® = x,res2) mod 3;

resul;

end proc:

Clxinf3C2y:=proc(x,y)

local resl, res2, resull,resul2, resul;

resl:=C1z? * C2y%* + 2 x Cla? * C2y + 2 x Clz * C2y® + 2 x Clz * C2y mod 3;
res2:=expand(resl) mod 3;
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resull:=algsubs(z3 = x,res2) mod 3;
resul2:=algsubs(y® = y,resull) mod 3;
resul:=expand(resul2) mod 3;

end proc:

C2xinf3Cly:=proc(x,y)

local resl, res2, resull, resul2, resul;

resl:=C2x? * Cly? + 2% C22? x Cly + 2 % C2x x Cly? + 2 x C2z x C'ly mod 3;
res2:=expand(resl) mod 3;

resull:=algsubs(z® = x,res2) mod 3;

resul2:=algsubs(y> = y,resull) mod 3;

resul:=expand(resul2) mod 3;

end proc:

Clxinf3Cly:=proc(x,y)

local resl, res2, resull, resul2, resul ;

resl:=C1lz? * Cly? + 2 x Cla? * Cly + 2 x Clz * Cly? + 2 x Clz * C'ly mod 3;
res2:=expand(resl) mod 3;

resull:=algsubs(z® = x,res2) mod 3;

resul2:=algsubs(y® = y,resull) mod 3;

resul:=expand(resul2) mod 3;

end proc:

C2xinf3C2y:=proc(x,y)

local resl, res2, resull, resul2, resul;

resl:=C22% * C2y? + 2 x C22% x C2y + 2 % C2x x C2y* + 2 x C2x * C2y mod 3;
res2:=expand(resl) mod 3;

resull:=algsubs(z® = x,res2) mod 3;

resul2:=algsubs(y> = y,resull) mod 3;

resul:=expand(resul2) mod 3;;

end proc:

Clxinf3C2yinf3el:=proc(x,y)

local resl, res2, resull, resul2, resul, resfin;
resl:=Clzinf3C2y(z,y)? * 2% + 2 x Clzinf3C2y(z,y)? * 2+
2% Clzinf302y(z,y) * 2% + 2 % Clzinf3C2y * 2(z,y) mod 3;
res2:=expand(resl) mod 3;

resull:=algsubs(z3 = x,res2) mod 3;

resul2:=algsubs(y® = y,resull) mod 3;

resul:=algsubs(y® = y,resul2) mod 3;

resfin:=expand(resul) mod 3;

end proc:

C2xinf3Clyinf3el:=proc(x,y)
local resl, res2, resull, resul2, resul, resfin;
resl:=C2xin f3C1y(x,y)? * 22 + 2 x C2xinf3C1y(x,y)? * 2+
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2% C2xinf3C1y(x,y) x 22 + 2% C2xin f3C1y(x,y) * 2 mod 3;
res2:=expand(resl) mod 3;

resull:=algsubs(z® = x,res2) mod 3;

resul2:=algsubs(y> = y,resull) mod 3;

resul:=algsubs(y® = y,resul2) mod 3;

resfin:=expand(resul) mod 3;

end proc:

Clxinf3Clyinf3el:=proc(x,y)

local resl, res2, resull, resul2, resul, resfin;
resl:=Clainf3C1y(x,y)? * 22 + 2 x Clzinf3C1y(x,y)? * 2+
2 x Clzinf3C1y(z,y) * 2% + 2 x Clzinf3C1y(z,y) * 2 mod 3;
res2:=expand(resl) mod 3;

resull:=algsubs(z® = x,res2) mod 3;

resul2:=algsubs(y® = y,resull) mod 3;

resul:=algsubs(y® = y,resul2) mod 3;

resfin:=expand(resul) mod 3;

end proc:

C2xinf3C2yinf3el:=proc(x,y)

local resl, res2, resull, resul2, resul, resfin;

resl:=C2xin f3C2y(z,y)? * 2% + 2 % C2xinf3C2y(z,y)? * 2+
2% C2xinf3C2y(x,y) x 22 + 2 % C2xin f3C2y * 2(x,y) mod 3;
res2:=expand(resl) mod 3;

resull:=algsubs(z® = z,res2) mod 3;

resul2:=algsubs(y> = y,resull) mod 3;

resul:=algsubs(y® = y,resul2) mod 3;

resfin:=expand(resul) mod 3;

end proc:

Polinomios en F(3)[X,Y]

Los ejemplos que se dan a continuacién muestran la expresiéon en F(3)[X, Y] de
polinomios dados en L3[X,Y].

polinf:=proc(x)

local resl, res2, resull, resul2, resul3, resuld, res, resfin;

resl:=2 x Clainf3el(z)? * C2zinf3el(x)? + Clzinf3el(x)? x C2xinf3el(z)+
+Clainf3el(z)*C2zin f3el(x)*+Clxin f3el(z)*xC2zxin f3el(x)+Clrinf3el (x)+
+C2zinf3el(x) mod 3;

res2:=expand(resl) mod 3;

resull:=algsubs(z® = x,res2) mod 3;

resul2:=algsubs(z3 = x,resull) mod 3;

resul3:=2 * COx * resul2? + C0x? * resul2 + COz * resul2? + C0z * resul2+
+C0x + resul2 mod 3;

resuld:=expand(resul3) mod 3;
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res:=algsubs(x® = z,resul4) mod 3;
resfin:=algsubs(z® = z,res) mod 3;
end proc:
polinf(x);
4 1.

El polinomio f(X) = Co(X)V (C1(X)Aer)V (Co(X) Aey) € Ls[X] corresponde
a f(X)=X?+1en F(3)[X].

poling(x,y):=proc(x,y)

local resl, res2, res3, res4, resb, res6, resull, resul2, resul3, resuld, resuld, res,
resfin, resfin2;

resl:=2 x Clainf3C2yinf3el(x,y)? * C2xinf3C1yinf3el(x,y)?+
+Clzinf3C2yinf3el(z,y)* x C2zinf3Clyinf3el(z,y)+
+C1zinf3C2yinf3el(z,y) * C2xinf3Clyinf3el(x,y)*+
+Clzinf3C2yinf3el(x,y) * C2xinfClyinf3el(z,y)+
+C1lzinf3C2yinf3el(x,y) + C2xinf3C1yinf3el(x,y) mod 3;
res2:=expand(resl) mod 3;

res3:=algsubs(z® = x,res2) mod 3;

resull:=algsubs(y® = y,res3) mod 3;

resd:=2 x Clainf3C1y? x C2xinf3C2y* + Clainf3C1y* x C2xin f3C2y+
+Clainf3C1y x C2xin f3C2y* + Clzinf3C1y x C2zxin fC2y+
+Clxinf3Cly + C2zin f3C2y mod 3;

resh:=expand(res4d) mod 3;

res6:=algsubs(z® = z,res5) mod 3;

resul2:=algsubs(y® = y,res6) mod 3;

resuld:=2xresull?xresul2? +resull®sresul2+resull*resul2?+resull*resul2+
+resull + resul2 mod 3;

resuld:=expand(resul3) mod 3;

resulb:=algsubs(z3 = x,resuld) mod 3;

res:=algsubs(y? = y,resul5) mod 3;

resfin:=algsubs(z® = z,res) mod 3;

resfin2:=algsubs(y® = y,resfin) mod 3;

end proc:

poling(x,y);
zy

El polinomio g(X,Y) = (C1(X) A Co(Y) Aer) V (Co(X)ANCL(Y) Aep)V
V(C1H(X)ANCL(Y)) V (Co(X) A Co(Y)) = 0 es el polinomio g(X,Y) = X -Y en
F3)X, Y]

polinh:=proc(x,y)

local resl, res2, res3, res4, resb, res6, resull, resul2, resul3, resul4, resulb, res,
resfin, resfin2;

resl:=2 x Clain f3Clyinf3el(x,y)* * C2xinf3C2yinf3el(x,y)*+
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+Clzinf3Clyinf3el(z,y)* x C2zinf3C2yinf3el(z,y)+
+Clzinf3Clyinf3el(z,y) * C2xinf3C2yinf3el(x,y)*+
+Clzinf3C1lyinf3el(x,y) * C2xinfC2yinf3el(z,y)+
+C1lzinf3Clyinf3el(x,y) + C2xinf3C2yinf3el(x,y) mod 3;
res2:=expand(resl) mod 3;

res3:=algsubs(z? = x,res2) mod 3;

resull:=algsubs(y® = y,res3) mod 3;

resd:=2 x C0x? x COy* + C0z? x COy + CO0z * COy? + CO0z * COy + CO0x + COy
mod 3;

resh:=expand(res4d) mod 3;

res6:=algsubs(z® = x,res5) mod 3;

resul2:=algsubs(y® = y,res6) mod 3;
resul3:=2x*resull?xresul2? +resull?sresul2+resullxresul2’+resull *resul2+
+resull + resul2 mod 3;

resuld:=expand(resul3) mod 3;

resul:=algsubs(z3 = x,resuld) mod 3;

res:=algsubs(y® = y,resul5) mod 3;

resfin:=algsubs(z® = z,res) mod 3;

resfin2:=algsubs(y® = y,resfin) mod 3;

resfin3:=algsubs(y® = y,resfin) mod 3;

end proc:

polinh(x,y);
rz-y+ 1.
La expresion del polinomio h(X,Y) = Co(X) V Co(Y) V (C1(X) ACL(Y) Nep)V
V(Cy(X) AN Co(Y) Aep) =0 € Ly[X,Y] corresponde a h(X,Y) =X -Y 4+ 1 en
F3)[X,Y].

Calculo de un término dado en F(3)[X,Y] en L3[X,Y]

terxy:=proc(x,n,y,m,a)
local terx, s, tery, t, ter;

= G[ConvertOut|(G["'](G[ConvertIn|(ep),n — 1));

terx:= x°;
= G[C’omjertOuﬂ(G[“](G[Convert]n}(ep), m—1));
if a = 1 then e3(a):=2
else e3(a):=1
end if;
ter:= e3(a)xterxxtery;
ter;
end proc:

terxL.3:=proc(x,n)
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local s, tex, i;
s:= G[ConvertOut](G['](G[ConvertIn](ep),n — 1));
tex:=x;
for ¢ from 2 to s do
tex:=xody3(tex,x)
end do;
tex;
end proc:

teryL3:=proc(y,m)
local t, tey, j;
t:= G[ConvertOut](G["'|(G[ConvertIn](ep),m — 1));
tey:=y;
for j from 2 to t do
tey:=xody3(tey,y)
end do;
tey;
end proc:

terxyL3:=proc(x,n,y,m)
local terx, tery, terxy;
terx:= terxL3(x,n);
tery:= teryL3(y,m);
terxy:= xody3(terx,tery);
terxy;

end proc:

Polinomios en L3[X,Y]

Los siguientes ejemplos nos muestran la expresién en L3[X, Y| de algunos poli-
nomios dados en F(3)[X,Y].

terxyL3(x,1,y,1);
sup3(inf3(sup3(inf3(C(1,x),C(2,y)),inf3(C(2,x),C(1,y))),2),
sup3(inf3(C(1,z),C(1,y)),inf3(C(2,x),C(2,9)))),

estoesz -y =

= {[(Cu(z) NCa(y)) V (Colz) ACL())] Aer V (Cr(x) A Cu(y)) V (Cofw) A Caly)).

terxL3(x,2);
sup3(C(1,x),C(2,x)),

ie. 2% = Cy(x) vV Cy(x)
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terxyL3(x,2,y,2);

inf3(sup3(C(1,z),C(2,x)), sup3(C(1,y),C(2,y))).

Luego 2 4 = (Cy(2) V Co(@)) A (Ca() V Co(y)).
terxyL3(x,2,y,1);

sup3(inf3(inf3(sup3(C(1,x),C(2,x)),C(1,y)),2),inf3(sup3(C(1,x),C(2,x)),C(2,v))).

Aqui obtenemos
a? -y = [(Ci(x) V Ca(@)) A Culy) Aed] V [(Ci(x) V Ca(x)) A Ca(y)]-

xdely3(terxL3(x,2),1);

sup3(inf3(sup3(C(1,z),C(2,x)),2),C(0,z)),

Luego 22 + 1 = [(Cy(z) V Ca(2)) A e1] V Co(a).
xdely3(x,y);
sup3(in f3(sup3(sup3(inf3(C(0,z),C(1,y)),inf3(C(1,z),C(0,y))),inf3(C(2,2),C(2,y))),2),
sup3(sup3(inf3(C(0,z),C(2,y)), inf3(C(1,2),C(1,y))),inf3(C(2,z),C(0,y)))).

La expresion es
z+y = {[(Co(z) A Ci(y)) V (Ci(x) ACo(y)) V (Cax) A Caly))] Aex}V
V[(Co(z) A Caly)) V (Cr(x) A Ci(y)) V (Calz) A Coly))-

xdely3(terxyL3(x,1,y,1),2);

inf3(sup3(C(0,z),C(0,v)),2),

Le.z-y+2=(Co(x)V Co(y)) Ney.

xdely3(x,1);
sup3(inf3(C(2,z),2),C(0,z)).

El polinomio correspondiente es
x4+ 1= (Cy(x) Ney) V Co(z).

xdely3(terxyL3(x,2,y,1),xdely3(terxL3(x,2),1));
sup3(inf3(sup3(inf3(C(1,x),C(0,y)),inf3(C(2,z),C(0,v))),2),
sup3(C (0, z), sup3(inf3(C(1,z),C(1,y)),inf3(C(2,z),C(1,y))))).
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La expresion %y + 2% +1 =
= {[(Ci(x) A Co(y)) V (Co(z) A Co(y))] Aer} V [(Colx) V (Cu(x) A CL(y))V
V(Ca(z) A Ci(y))-

xdely3(terxy(x,2,y,1,2);

sup3(inf3(sup3(C(0,x),C(0,y)),2), sup3(inf3(C(1,x),C(1,y)),inf3(C(2,z), C(1,y)))).

La salida es

2y +2 = [(Co(z) V Co(y)) Aer] V [(Ci(z) A Ci(y)) V (Ca(z) A Ci(y))]
xdely3(terxyL3(x,2,y,2),xdely3(terxyL3(x,2,y,1),2));
sup3(in f3(sup3(sup3(sup3(sup3(sup3(C(0,z),inf3(C(1,x),C(0,y))),

inf3(C(2,2),C(0,y))),inf3(C(1,2),C(1,y))),inf3(C(2,x),C(1,y)))),2),
sup3(inf3(C(1,x), C(2,y)),inf3(C(2,x),C(2,y)))).

Luego
a?y? +a?y +2 = {[Co(x) V (C1(2) A Co(y)) V (Ca(z) A Coly)) V (Ci(x) A Ci(y))V
V(Ca(z) ACL(y)) Aer} V (Cr(x) A Ca(y)) V (Calz) A Caly)).

Polinomios con coeficientes en F(3%) y L3

Calculo del infimo
inf3 := proc(r,s)
local x, y;
if =0 or s = 0 then inf3(r,s):=0
else
if r = 1 then inf3(r,s):=s
else
if s =1 then inf3(r,s):=r
else

if x = y then return x
else 'inf3(r,s)’
end if
end if
end if
end if;
end proc:

inf32:= proc(x,y)



local infimo;

infimo:= [inf3(x[1],y[1]),inf3(x[2],y[2])];
infimo;

end proc:

Calculo del Supremo
sup3 := proc(r,s)
local supremo, x, y;
if r=1or s =1 then sup3(r,s):=1

else
if r = 0 then sup3(r,s):=s
else
if r =2 and s = 2 then sup3(r,s):=2
else
X:=T;
yi=s;
if x = y then return x
else "sup3(r,s)’
end if
end if
end if
end if
end proc:

sup32:= proc(x,y)

local supremo;

supremo:= [sup3(x[1],y[1]),sup3(x[2],y[2])];
supremo;

end proc:

Calculo de la negacién
if » = 2 then neg3(r):= 2
else
if 7 =1 then neg3(r):= 2
else neg3(r):=1
end if
end if;
end proc:

neg32:= proc(x)
[meg3(x[1],x[2])];
end proc:

Calculo de las constantes
e3 := proc(i)
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if i = 0 then e3(i):=0
else
if i =1 then e3(i):=2
else
if i = 2 then e3(i):=1
else return’e3(i)’
end if
end if
end if
end proc:

e32:=proc(x)

[e3(x[1],e3(x([2]))];
end proc:

Calculo del operador T
T32:= proc(x)

(2] x[1]];

end proc:

Calculo de los (32
C := proc(i,z)
local c;
if 2 = 0 then if z = 0 then c:=1
elif z =1 or z = 2 then ¢:=0
elif z = sup3(z,y) then return ’inf3(C(0,x),C(0,y))’
elif z = inf3(z,y) then return ’sup3(C(0,x),C(0,y))’
else return 'C(0,z)’
end if
else if 1 = 1 then if z = 2 then c:=1
elif z=0or z =1 then ¢:=0
elif z = sup3(z,y) then return

"sup3(sup3(inf3(C(1,x),C(0,y)),inf3(C(1,x),C(1,y))),inf3(C(0,x),C(1,y)))’

elif z = inf3(z,y) then return

"sup3(sup3(inf3(C(1,x),C(2,y)),inf3(C(1,x),C(1,y))),inf3(C(2,x),C(1,y)))’

else return 'C(1,z)’
end if
else if 7+ = 2 then if 2z = 1 then c:=1
elif z =0 or z = 2 then ¢:=0
elif z = sup3(z,y) then return 'sup3(C(0,x),C(0,y))’
elif z = inf3(x,y) then return 'inf3(C(0,x),C(0,y))’
else return "C'(2, z)’
end if
else return’C/(i, z)’
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end if;
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inf3(C(1,y[1), C(0,y[1])) = 0;

inf3(C(1,y[2)), C(0,y[2])) := 0;

inf3(C(L,y[1]), C(2,y[1])) := 0;

inf3(C(L,y[2]), C(2,y[2]) := 0;

inf3(C(2,y[1]), C(0,y[1])) := 0;

inf3(C(2,y[2)), C(0,y[2])) := 0;

inf3(C(2,y[1), C(1,y[1])) := 0;

inf3(C(2,y[2)), C(1,y[2])) := 0;

C(0, sup3(inf3(sup3(inf3(C(1,z[2]), C(2,x[1])),inf3(C(2,z[2]), C(1,x[1]))),2)
sup3(inf3(C(1,x[2]), C(L, z[1])),inf3(C(2, 2[2]), C(2, 2[1]))))) == sup3(C(0, z[1]), C(0, z[2]))
C(1, sup3(inf3(sup3(inf3(C(1,z[2]), C(2, x[1])),inf3(C(2,z[2]), C(1,x[1]))), 2)
sup3(inf3(C(1,x[2]), C(L, z[1])),inf3(C(2, 2[2]), C(1, 2[1]))))) =
sup3(inf3(C(1,x[2]), C(2, z[1])),inf3(C(2, 2[2]), C(1, x[1])));

C(2, sup3(inf3(sup3(inf3(C(1,z[2]), C(2,z[1])),inf3(C(2,x[2]), C(1,z[1]))),2)

supd(in f3(C(1,2[2)), C(1, (1)), in f3(C(2, 2[2]), C2, 2[1]))))) =

sup3(inf3(C(1,z[1]), C(1,z[2])),inf3(C (2, z[1]), C(2,2[2])));

C(0, sup3(inf3(sup3(inf3(sup3(inf3(C(1,z[2]), C(2, z[1])),inf3(C(2,z[2]), C(1, x[1])))
C(0,z[1]))),inf3(sup3(inf3(C(1, z[1]), C(1,z[2])),inf3(C(2, z[1]), C(2, z[2]))), sup3
(C(1,2[1]), O, 2[1])))), 2), sup3(in f3(5up3(C(0, (1)), C(0, 2[2])), sup3(C(1, 2{1]), C(2, 2[1])))
in F3(sup3(inf3(C (1L a[1]), C(1,a[2])), in f3(C(2. (1)), (2,2 [2])), C0, 2[1])))) =
sup3(sup3(C(0, z[1]),inf3(C(2, z[1]), C(1,2[2]))), inf3(C(1,z[1]), C(2, z[2])));

C(1, sup3(inf3(sup3(inf3(sup3(inf3(C(1,z[2]), C(2, z[1])),inf3(C(2,z[2]), C(1, x[1])))
C(0,z[1)))),inf3(sup3(inf3(C(1, z[1]), C(1,z[2])),inf3(C(2, z[1]), C(2, z[2]))), sup3
(C(1,2[1]), O, 2[1])))), 2), sup3(in f3(5up3(C(0, 2[1]), C(0, 2[2])), sup3(C(1, 2{1]), C(2, 2[1])))
in F3(supd(inf3(C (1, a[1]), C (1, 2[2])), in f3(C(2,2[1]). (2. [2]))), C0, 2[1])))) =
sup3(inf3(C(1,z[1]), C(1, z[2]))), inf3(C(2, z[1]), C(2,2[2])));

C(2, sup3(inf3(sup3(inf3(sup3(inf3(C(1,z[2]), C(2,z[1])),inf3(C(2,z[2]), C(1, x[1]))),
C(0,z[1)))),inf3(sup3(inf3(C(1, z[1]), C(1,z[2])),inf3(C(2, z[1]), C(2, z[2]))), sup3

(C(1, 2[1]), C(2, z[1])))), 2), sup3(inf3(sup3(C(0, x[1]), C(0, z[2])), sup3(C(1, x[1]), C(2, z[1])))
in F3(sup3(inf3(C (1 2[1)), C (1, 2[2))) in f3(C(2, (1)), C(2, 2[2]))), C(0, 2[1])))) :=
sup3(inf3(C(0, z[2]), C(L, z[1]))), inf3(C(0, 2[2]), C(2, x[1])));

C(0, sup3(inf3(inf3(sup3(sup3(C(0, z[1]),inf3(C(2, z[1]), C(1, x[2]))),

inf3(C(1,z[1]), C(2,2[2]))), sup3(inf3(C(1, x[2]), C(2, z[1])), in f3(C(2, 2[2]), C(1, 2[1])))), 2)
inf3(sup3(inf3(C(0, z[2]), C(1, z[1])), inf3(C(0, x[2]), C(2, z[1]))), sup3(C(0, x[1]), C(0, z[2])))))
= sup3(C(0, z[1]), sup3(inf3(C (1, z[1]),C(1, z[2])),inf3(C(2, z[1]),C(2,z[2]))))

C(1, sup3(inf3(inf3(sup3(sup3(C(0, z[1]),in f3(C(2, z[1]), C(1, z[2]))),

inf3(C(1,2[1), C(2,2[2]))), sup3(inf3(C(1, x[2]), C(2, z[1])), inf3(C(2, 2[2]), C(L, 2[1])))), 2),
inf3(sup3(inf3(C(0, x[2]), C(1, z[1])), inf3(C(0, x[2]), C(2, z[1]))), sup3(C(0, x[1]), C(0, z[2]))))) -
= sup3(inf3(C(1,z[2]), C(2,z[1])),inf3(C(2,z[2]), C(1,z[1])));

C(2, sup3(inf3(inf3(sup3(sup3(C(0, z[1]),inf3(C(2, xz[1]), C(1, z[2]))),

inf3(C(1, (1)), C(2, 2[2]))), supd(in f3(C(1, 212]), C(2, 2[1])), in f3(C(2, 2[2)), C(1, 2[1])), 2),
inf3(sup3(inf3(C(0, z[2]), C(1, z[1])), inf3(C(0, x[2]), C(2, z[1]))), sup3(C(0, x[1]), C(0, z[2]))))) -
= sup3(inf3(C(0,z[2]), C(1, z[1])), inf3(C(0, 2[2]), C(2, z[1])));



178

C(0,inf3(sup3(C(2,2[2]), (C(1,2[2])),2)) := C(0, z[2]);

C(1,inf3(sup3(C(2,z[2]), (C(1,2[2])),2)) := sup3(C(2,z[2]),C(1, z[2]))
C(2,inf3(sup3(C(2,z[2]), (C(1,2[2])),2)) :=0

inf3(sup3(C(0, z[1]), sup3(inf3(C (1, x[1]), C(1, x[2])), in f3(C(2, z[1]), C(2, z[2]))))
sup3(C(2,2[2]), C(1,2[2)))) := sup3(sup3(sup3(inf3(C(0, z[1]), C(2, [2])),

inf3(C(0, 2[1]), C(L a[2)))). in f3(C(1, 2l1]), C(L af2)))). in f3(C(2, 2[1]). C(2, af2)):

sup3(in 3(sup3(in f3(C(1, 2[2]). O(2, 21)), inf3(C(2,[2)), C(1, x[1]))).

sup3(C(2, 2[2]), C (1, 2[2)))), C(0,[2])) = sup3(sup3(C(0, [2]), inf3(C(1, 2[2]), C(2, 2[1])))
inf3(C(2,x[2]), C(2, z[1])));

(C

(¢

(

(¢ )

(¢ )
infS(supB( (0, z[2]), sup3(inf3(C(1
inf3(C(2,2[2]), C(2,z[1])))),
5up3(sup3(5up3(mf3( (0,
inf3(C(1,2[2]), C(1,z[1]))), in f3(C(2, 2]
3up3(mf3(sup3(mf3( (1,z[1]), C(2, x[2])
sup3(C(2,z[1]),C(1,z[1]))), C(0,z[1])) :
sup3(sup3( (0, z[1]),in f3(
inf?)(sup?)(mf?)( (1,z[2]),
inf3(sup3(inf3(C(1,x[2]),
sup3(C(2,z[2]), C(1, 50[2])
inf3(sup3(znf3( (0, z[2]),
sup3(inf3(C(0,z[2]), C(1, )
C’(O,5up3(inf3(3up3(sup3(sup3(mf3( (0, z[1]),
inf3(C(1,z[1]), C(1,2[2]))), inf3(C(2, 50[1]) C(2 )
sup3(sup3(in f3(C(1,z[2]), C(2, z[1])),in f3(C(2,z[2]),C
sup3(inf3(C(0,z[2]), C(1,z[1])),inf3(C(0, [2]))

2
2
),

) n
), inf3(C(2, x[2]),
), inf3(C(2, x]

(inf3(C ( [2],

1,
a[1))), inf3(C(0. [2]

c(1, sup3(mf3(sup3(sup3(su (me( (0, z[1]
inf3(C(1,2ll]), C(L af2)))).in f3(C(2 l1]), C(2
sup3(sup3(in f3(C(1, 2[2)), C(2, x[1])), in 3(C/(2.
sup3(inf3(C(0,x[2]), C(1, z[1])), inf3(C(0, 2[2] C
sup3(sup3(sup3(in f3(C 0, H) O(2, 2[2)), 1
inf3(C(L a[1)), C(1, 2[2]))), inf3(C(2, x[1])
C(0, sup3(in f3(sup(inf3(C (1, 2[2]), C(2 y[
sup3(in3(C(1, x[2]), C(Ly[1])), inf3(C(2,
(1, sup?)(mf?)(sup?)(mf?)(
sup3(inf3(C(1, x[2]), C(1,y
sup3(inf3(C(1, x[2]), C(2,y
Y
Y
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)

Qa3 Qs

]
(
.
(2, 3up3(mf3(sup3(znf3(0(
sup3(inf3(C(1,x[2]), C(1 H
C

]

QA

sup3(inf3(C(L,y[1]), C(L, =
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sup3(inf3(C(1, z[1]), C(2,y[1])),inf3(C(2,2[1]), C(1,y[1))));

C(2, sup3(in f3(sup3(in f3(C(1, 2[1]), C(2,y[1])), in f3(C(2,[1]), C(1, y[1])),2)
sup3(inf3(C(1, z[1]), C(1,y[1])),inf3(C(2,2(1]),C(2,y[1)))))) :=

sup3(inf3(C(1, z[1]), C(1,y[1])),inf3(C(2,2(1]), C(2,y[1])));

C(0, sup3(in f3(sup3(in f3(C(1, 2[2]), C(2, y[2])), inf3(C(2, 2[2]), C(1, y[2])), 2),
sup3(inf3(C(1, #[2]), C(1,y[2])),inf3(C(2,2(2]), C(2,4[2]))))) := sup3(C(0,z([2]), C(0,y(2]))
C(1, sup3(in f3(sup3(in f3(C(1, 2[2]), C(2, y[21)), in f3(C(2, 2(2]), C (1, y[2))), 2),
sup3(inf3(C(1,z[2]), C(1,y[2])),inf3(C(2,2(2]),C(2,4[2)))))) :=

sup3(inf3(C(1, z[2]), C(2,y[2])),inf3(C(2,2(2]), C(1,y[2))));

C(2, sup3(in f3(sup3(in f3(C(L, a(2]). C(2,y[2))). in F3(C(2, 2(2)), C(1, y[2))). 2),
sup3(inf3(C(1,z[2]), C(1,y([2])),inf3(C(2,2[2]), C(2,y[2]))))) :=

sup3(inf3(C(1, #[2]), C(1,y[2])),inf3(C(2,2(2]), C(2,y[2])));

C(0, sup3(in £3(sup3(in f3(C(1, 2[1]), C(2,y(2])), in f3(C(2,[1]), (1, y[2)), 2)
sup3(inf3(C(1, z[1]), C(1,y[2])),inf3(C(2,2(1]),C(2,y[2]))))) := sup3(C(0,z[1]), C(0,y[2]))
C(L, sup3(in f3(sup(in f3(C(L (1)), C(2,y[2))), in f3(C(2, 2(1)), C(1, y[2))), 2
sup3(inf3(C(1,z[1]), C(1,y([2])),inf3(C(2,2[1]), C(2,y[2]))))) :=

sup3(inf3(C(1, z[1]), C(2,y[2])),inf3(C(2,2(1]), C(1,y[2))));

C(2, sup3(in £3(sup3(in f3(C(1, 2[1]), C(2,y[2])), inf3(C(2,[1]), C(1, y[2)), 2)

sup3(in f3(C(1,[1]), C(1, y[2))), in f3(C(2, 2[1)), C(2,y[2))))) =

sup3(inf3(C(1, z[1]), C(1,y(2])),inf3(C(2,2[1]), C(2,y[2])));

(o, Sup3(mf3(sup3(8up3(m 3(sup3(C(0, z[2]), C(0, y[1])), sup3(inf3(C(1, z[1]), C(2,y[1])),
in f3(C(2.2[1)), C(1, y[1))), inf3(sup3(in f3(C(1, 2[2)), C(2, y[1])), inf3(C(2,(2]), C(1,y[1))),
sup3(C(0, z[1]), €(0,y[1])))), inf3(sup3(inf3(C(1, y[1]), C(1,2[2])), inf3(C(2,y[1]), C(2,2[2]))),
sup3(in f3(C(1, 2(1]), C(1,y[1])), in f3(C(2, 2[1]), C(2, y[I)))), 2).

sup3(sup3(in f3(sup3(C(0, a[2]), C(0, y[1)), sup3(in f3(C(1, 2[1]), C(1,y[1])),

inf3(C(2,z[1]), C(2,9[1])))), inf3(sup3(inf3(C(1,z[2]), C(2,y(1])),inf3(C(2,x[2]), C(1,y[1]))),
sup3(in f3(C(1, 2(1)), C(2, y[1])},in f3(C(2, 2[1]), C(Ly[1))), inf3(sup3(in f3(

C(L,y[1]), C(1,2[2])),inf3(C(2,y[1]), C(2,2[2]))), sup3(C(0, z[1]), C(0, y[1])))))) :=
sup3(sup3(sup3(C(0, y[1), inf3(C(2, 2[1)), C(1, 2[2)))), inf3(C(1, 2[1]), C(2: 2[2)))),
inf3(C(0,z([1]), C(0, z[2])));

C(1, sup3(in f3(sup3(sup3(in f3(sup3(C(0, 2[2]), C(0, y[1])), sup3(in f3(C(1, 2[1]), C(2, y[1])).
in f3(C(2, 2(1)), C(L,y[1)))), in f3(sup3(in f3(C(1, 2[2]), C(2,y[1])), inf3(C(2, 2 [2]), C(1,y[1]))),
sup3(C(0, z[1]), €(0,y[1])))), inf3(sup3(inf3(C(1, y[1]), C(1, z[2])), inf3(C(2,y[1]), C(2,z[2]))),
sup(in f3(C(1, 2(1)), C(1, y[1])), in f3(C(2, 2[1]), C(2, y[I)))), 2).

sup3(sup3(in f3(sup3(C(0, 2[2]), C(0, y[1)), sup3(in f3(C(1, a[1)), C(1,y[1])),
inf3(C(2,2[1]),C(2,y[1])))), inf3(sup3(inf3(C(1,z[2]), C(2,y[1])),

inf3(C(2.2[2)), (1, y[1]))), sup3(in f3(C(1, 2(1)), C(2,y[1)., in F3(C(2, 2{1]), (L, y 1))

in f3(sup3(in f3(C(1, y[1]). C(1,2[2])), inf3(C(2 y[1]), C(2, 2(2))).

sup3(C(0, 2[1]), C(0, y[11)))))) = sup3(sup3(sup3(sup3(sup3(in f3(in 3

(C(1,2[1]), C(0,2[2])), C(2,y{1])), inf3(in f3(C(2, 2(1]), C(0, 2[2])), C(1, y[1])),

in f3(in f3(C(0,2{1]), C (1, 2[2))), C(2, y[1]))), in f3(in F3(C(0, 2 [1]), C(2, 2[2))), C(1, y[1]))),
inf3(inf3(C(1,2[1]), C(1,2[2])), C(1, y[1]))), inf3(inf3(C(2, z[1]), C(2, z[2])), C(2,y[1])));
C(2, sup3(in f3(sup3(sup3(in f3(sup3(C (0, 2[2)), C(0, y[1])). sup3(inf3(C(1, 2[1]), C(2, y[1))),



mf3
sup3

(2,z[1])

D.C
(0, z[1]),C

(C (L, y[1])))), inf3(sup3(inf3(C(1, z[2]), C(2,
(© (0,9[1])))), inf3(sup3(inf3(C(1, y[1]), C(l
sup3(in f3(C(1, x[1]), C(L,y[1))), in f3(C/(2, [1]), C(2, )
sup3(sup3(in f3(sup3(C(0,2[2]), C(0, y[1])), sups(in
inf3(C(2, 2[1]), C(2,yl1))). in f3(sup3(in f3(C(1, a]
sup3(inf3(C (L, x[1]), C(2,y[1])), in f3(C(2, 2[1)), C (1, y[1)))))
E (1, y[1] y[1]

inf3 up3(mf3( y[1]), C(1,2[2])),inf3(C(2,y[1]), ),
sup3(C(0,z[1]),C(0,y[1])))))) =8up3(sup3(8up3(sup3(s up3(in f3(inf3(
C(1,2[1]),C(0,2[2])), C(1,y[1])), inf3(inf3(C(2, x[1]), C(0,z[2])), C(2,y[1])))

mf3(inf3( (1,z[1]), C(1,2[2])), C(2,y[1]))),

inf3(inf3(C(2,x[1]), C(2,2[2])), C(1,y[1]))), inf3(inf3(C(0, z[1]), C(1,2[2])), C(1,y[1]))),
inf3(inf3(C(0,z[1]), C(2,2[2])), C(2,y[1])));

(0, 8up3(mf3( sup3(sup3(inf (Sup3(0(0 z[1]), C(0,y[2])), sup3(inf3(C (1, [2]), C(2,y[2])),
inf3(C(2,z[2]),C(1,y[2])))), inf3(supd(inf3(C(1, z[1]), C(2,y[2])),inf3(C ( z[1]), C(1,y[2]))),
sup3(C(0, z[2]),C(0,y[2])))), inf3(sup3(inf3(C(1,x[1]), C(1,y[2])),inf3(C(2,z[1]),C(2,y[2]))),
sup3(mf3( (1,2[2 ]) C(1,y[2])),inf3(C(2,2[2]),C(2,9[2]))))), 2),

sup3(s up3(mf3(8up3( (0,z[1]), C(0, y[2])),8up3(mf3(0(1 z[2]), C(1,y[2]))
inf3(C(2,2[2]),C(2,92])))), inf3(sup3(inf3(C(1, z[1]), C(2,y[2])),inf3(C (2, z[1]), C(1,y[2])))
suy93(mf3( (1,2[2]), C(2,y[2])), inf3(C(2, 2[2]), C(l y[21))))),

inf3(sup3(mf3( (1,z[1]), C(1,9[2])), inf3(C(2, x[1]), C(2,y[2])))
sup3(C(0,z[2]),C(0,¥(2])))))) —Sup3(8up3(sup3(0(0 y[2]),inf3(C(2,2[2]), C(1,z[1])))
inf3(C(1,2[2]),C(2,2[1]))),inf3(C(0,z[1]), C(0,z[2])));

(1, 8up3(mf3(8up3(s 3(mf3(8up3(0(0 z[1]), C(0,y[2])), sup3(inf3(C (1, x[2]), C(2, y[2])),
inf3(C(2,2[2]), C(1,9[2])))), inf3(sup3(inf3(C(1, 2[1]), C(2,y[2])), inf3(C(2,z[1]), C(1,y[2]))),
sup3(C(0,x[2]),C(0,y[2])))), inf3(sup3(inf3(C(1, z[1]), C(1,y[2])), inf3(C(2,z[1]), C(2,y[2]))),
suz73(mf3( (1,22 ]) C(1,y[2])),inf3(C(2,2[2]),C(2,9[2]))))), 2),

sup3(8up3(’mf3(8up3( (0,2[1]), C(0, y[2 ])) sup3(inf3(C(1,z[2]), C(1,y[2])),
inf3(C(2,2[2]),C(2,(2])))), an3(sup3(mf3( (1, z[1]), (2 y[2])), nf3(0(271’[1]),C(l7y[2]))),
suya3(mf3( (1, []) (2 y[2])),inf3(C(2,[2]), C(1,y[2]))))), inf3(sup3(inf3(
C(1,2[1]),C(1,y[2])),inf3(C(2,2[1]),C(2 y[2]))) Sup3( (0,2[2]),C(0,9[2])))))) :=
SUP3(8up3($up3(8up3( p3(inf3(inf3(C(1,2[2]),C(0,z[1])), C(2, y[2]))

inf3(inf3(C(2,z[2]), 0(0 z[1])), C(1,y[2 ]))) an3(2nf3(0(0 z[2]), C(1,z(1])), C(2,y(2]))),
inf3(inf3(C(0,z[2]), C(2,2[1])), C(1,¥[2]))),inf3(inf3(C(1,z[2]), C(1,2[1])), C(1,¥[2]))),
inf3(inf3(C(2,2[2]), C(2,2[1])), C(2,y[2])));

(2, Sup3(mf3(sup3(s up3(in f 3(8up3( (0,z[1]), C(0,y[2])), sup3(in f3(C(1,z[2]), C(2,y[2])),
inf3(C(2,z[2]),C(1,y[2])))), inf3(supd(inf3(C(1, z[1]), C(2,y[2])),inf3(C ( z[1]), C(1,9[2]))),
sup3(C(0,x[2]), C(0,y[2])))), inf3(sup3(inf3(C(1, z[1]), C(1,y[2])), inf3(C(2,z[1]),C(2,y[2]))),
supB(an3( (1,2[2 ]) C(1,y[2])),inf3(C(2,2[2]),C(2,9[2]))))), 2),

suzo3(sup3(’mf3(sup3( (0,2[1 ]) C(0,y[2] ) sup3(inf3(C(1,z[2]), C(1,y[2])),
inf3(C(2,2[2]),C(2,9[2])))),inf (8up3(lnf3( (1, 2[1]), 0(2 y[2])), an3( (2,2[1]),C(1,9[2])))
suz93(mf3( (1, H) (2 y[2])),inf3(C(2,2[2]), C(1,y[2]))))),inf3 (sup3(mf3(

C(1,z[1]), C(1, y[ 1), inf3(C(2,z[1]), C(2,y[2]))), sup3(C(0, w[2(] (0, [ D)) =

sup3(sup3(sup3(sup3(sup3(inf3(inf3(C(1, x[2]), ( z[1])),C



inf3(inf3(C(2,2[2]), C(0, z[1])), C(2,y[2]))), inf3(inf3(C(1L, x[2]), C(1, z[1])), C(2, y[2]))),
inf3(inf3(C(2,2[2]), C(2,z[1])), C(1,y[2]))), inf3(inf3(C(0, z[2]), C(1, z[1])), C(1, y[2]))),
inf3(inf3(C(0, x[2]), C(2, z[1])), C(2,y[2])));
C(0, supd(in f3(supd(inf3(C(2, 2[2]), C(2,y[2)), inf3(C(1, 2[2)), C(1,y[2]))), )
sup3(inf3(C(2,2[2]), C(L,y[2])), inf3(C(1, z[2]), C(2,y[2]))))) := sup3(C(0,z[2]), C(0,y[2]))
O(1, sup3(in f3(sup3(in f3(C(2, 2[21), C(2,y[2))), inf3(C(L,[2]), C(1y[2]))). 2
sup3(inf3(C(2,x[2]), C(1,y[2])), inf3(C(1, z[2]), C(2,y[2]))))) :=
sup3(inf3(C(2,x[2]), C(2,y[2])),inf3(C(1, x[2]), C(1,y[2])));
C(2, supd(in f3(supd(inf3(C(2, 2(2]), C(2, y[2)),inf3(C(1, 2[2), C(1,y[2])), 2),
sup3(in f3(C(2, 2[2]), C(L,y[2))), inf3(C(1,2[2)), C2,y[2)))))) =
sup3(inf3(C(2,[2]), C(L,y[2])),inf3(C(1, z[2]), C(2,y[2])));
O(0, sup3(in f3(sup3(in f3(C(2, 2[1]), C(2, y[1))), inf3(C(L,2[1]), C(1,y[1]))). 2
sup3(inf3(C(2, z[1]), C(L,y[1])), inf3(C(1, z[1]), C(2,y[1]))))) := sup3(C(0, z[1]), C(0, y[1]))
C(1, supd(in f3(supd(inf3(C (2, 2[1]), C(2, y[1))), inf3(C(L, 2(1]), (1, y[1]))), 2)
sup3(in f3(C(2, 2[1]), C(Ly[1])), inf3(C(L,2[1)), C2,y[1]))))) :=
sup3(inf3(C(2, z[1]), C(2,y[1])),inf3(C(1, z[1]), C(1,y[1])));
O(2, sup3(in f3(sup3(in f3(C(2, 2[1]), C(2, y[1))), inf3(C (L, 2[1]), C(1,y[1]))). 2
sup3(inf3(C(2,x[1]), C(1,y[1])), inf3(C(1, z[1]), C(2,y[1]))))) :=
sup3(in £3(C(2, 2[1]), C(1, y[1])). inf3(C (1, 2[1)), C(2, y[1]))):
(o, sup3(mf3(sup3(s p3(inf3(sup3(sup3(sup3(C(0,y[1]),inf3(C(2,z[1]),C(1,z[2]))),
inf3(C(1,2[1), C(2,2[2]))),inf3(C(0, 2[1]), C(0, 2[2]))), sup3(inf3(C(1, 2[2]), C(2, y[1]))
inf3(C(2,x[2]),C(1,y[1])))),in f3(sup3(sup3(sup3(s p3(sup3(inf3(inf3(
C(1,z[1]), €0, z[2])), C(2,y[1])), inf3(inf3(C(2, z[1]), C(0, z[2])), C(1, y[1]))),
in f3(in f3(C(0, 2[1]), O(1, 2[2])), (2, y[1]))), in f3(inf3(C(0, 2[1]), C(2, 2[2])), C(1, y[1]))).
in f3(in £3(C(1, a[1)), C(1, 2[2]))., (L, y[1)))), inf3(inf3(C(2, 2[1]), C(2, 2[2])), C(2, y[1]))).
sup3(C(0,z[2]), C(0,y[1])))), mf3(sup3(sup3(sup3(sup3(sup3(mf3(znf3(
C(1,2[1]), €0, z[2])), C(1, y[1])), inf3(inf3(C(2, 2[1]), C(0, z[2])), C(2, y[1]))),
inf3(in f3(C(L,a[1)), C(1,2[2)), C(2,y[1]))), inf3(inf3(C(2, 2[1]). C(2,2[2])), C(1, y[1]))),
inf3(inf3(C(0, x[1]), C(1, z[2])), C(1,y[1]))), inf3(inf3(C(0, z[1]), C(2, [2])), C(2, y[1]))),
sup3(inf3(C ( y[1]). C(L 2f2))), inf3(C(2 y[1]). C(2,2[2))))), 2),
sup3(sup3(in f3(sup3(sup3(sup3(C/(0, y[1)), in F3(C (2, 2[1]), C(1L,2[2])))
inf3(C(1,2{1]), C(2,2[2]))). in f3(C(0, 2[1]), C(0, 2[2)). sup3(inf3(C(L y[1]). C(1, 2[2)))
in f3(C(2,y[1)), C(2, 2[2)))), inf3(sup3(sup3(sup3(sup3(sup3(in f3(in f3(

C(1,z[1]), C(0,z[2])), C(2,y[1])), inf3(inf3(C(2, z[1]), C(0, z[2])), C(1, y[1]))),
in f3(in f3(C(0, 2[1]), C(1,2[2])), C(2,y1]))), inf3(inf3(C(0, 2[1)), C(2, 2[2))), C(L y[1))).
inf3(inf3(C(1,z[1]), C(1, z[2])), C(1,y[1]))), inf3(inf3(C(2, x[1]), C(2, z[2])), C(2,y[1]))),
sup3(inf3(C(1,2[2]), C(2,y[1])),inf3(C(2, z[2]), C(1,y[1]))))),
in £3(sup3(sup3(sup3(sup3(sup3(in 3(in f3(C (1, [1]), C(0, 2[2])), C(L,y[1]))
inf3(in f3(C(2, a[1)), C(0,2[2)), C(2,y1]))), inf3(inf3(C (1, 2[1]). C(L 2[2])), C(2 y[1]))),
inf3(inf3(C(2,z[1]),C(2,z[2])), C(1,y[1]))), inf3(inf3(C(0, z[1]), C(1,x[2])), C(1,y[1]))),
inf3(inf3(C(0, 2[1]), C(2,2[2])), C(2,y[1]))), sup3(C(0, z[2]), C(0, y[1])))))) :=
sup3(sup3(sup3(sup3(sup3(C(0, y[1)), in F3(C(0, 2{1]), C(0, 2[2))), in 3(in f3
O(2,2[1]), C(2,2[2))), C(1,y[1]))). inf3(in f3(C(L 2(1]), C (1, 2[2])), C(2,y[1])))
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inf3(inf3(C(1,z[1]), C(1,2[2])), C(1,y[1]))), inf3(inf3(C(2, x[1]), C(2,2[2])), C(2,y[1])));
C(0, sup3(in f3(sup3(sup3(inf3(sup3(sup3(sup3(C(0,y[2]), mf?)(C'( 2]),C(1,z[1]))),
inf3(C(1,z[2]), C(2,2[1]))), inf3(C(0, z[1]), C(0, z[2]))), sup3(in ?é( [

inf3(C(2,z[1]),C(1,y(2])))), mf3(SUP3(Sup3(8up3(8up3(sup3(m (inf3(
C(1,2[2]),C(0, 21 ])) C(2,y[2])),inf3(inf3(C(2, z[2]), C(0,z[1])), C(1,y[2]))),
inf3(inf3(C(0,2[2]), C(1, 2[1])), C(2,y[2]))), mf3(mf3(0(0a$[2]) C(2,2[1])), C(1,y[2]))),
inf3(inf3(C(1,2[2]), C(1,2[1])), C(1,y[2]))), inf3(inf3(C(2,2[2]), C(2, z[1])), C(2,y[2]))),
sup3(C(0,z[1]), C(0,y[2])))), mf?)(sup3(3up3(sup3(3up3(sup3(mf3(z £3(C(1,x[2]), C(0,z[1]))
C(1,y[2])),inf3(inf3(C(2,2[2]), C(0,z[1])), C(2,y[2]))), inf3(inf3(
C(1,2[2]), C(1,2[1])), C(2,y[2]))), inf3(inf3(C(2,2[2]), C(2,z[1])), C(1,y[2]))), inf3(inf3(
C(0,2[2]), C(1,2[1])), C(1,y[2]))), inf3(inf3(C(0, z[2]), C(2, z[1])), C(2, y[2]))), sup3(inf3(
C(1,2[1]), C(1,y[2])), inf3(C(2,2[1]), C(2, y[2 ]))))) 2), up3(8up3(’mf3(8up3(8up3(8up3(
C(0,y[2]), mf3( (2,2[2]), C(1, z[1]))), inf3(C(1, z[2]), C(2,2[1]))), in f3(C(0, z[1]), C(0, z[2]))),
sup3(in f3(C(1,z[1]), C(1,y[2])), inf3(C(2,z[1]), C(2, y[2 ])))) mf3(SUP3(SUP3(SUP3(SUP3( p3(
inf3(inf3(C(1,2[2]),C(0,z[1])), C(2, y[2 ])) mf3(mf3( (2,2[2]), C(0, z[1])), C(1,y[2]))),
an3(inf3(0(0,$[2])’0(1,56[1])) C(2,9[2]))),inf3(inf3(C (0 z[2]), C(2, z[1])), C(1,y[2]))),
inf3(inf3(C(1,2[2]), C(1,2[1])), C(1,y[2]))), inf3(inf3(C(2,z[2]), C(2,z[1])), C(2,y[2])))
sup3(in f3(C(1,z[1]), C(2,y[2])), mf3(0(2 z[1]), C(1,y[2]))))), inf3(sup3(sup3(sup3(sup3(sup3(
inf3(inf3(C(1,2[2]),C(0,z[1])), C(1,y[2])), mf3(mf3(0(2 (2 ])aC(Ow[l])%@(??y[?]))),
inf3(inf3(C(1,z[2]), C(1,2[1])), C(2,y[2]))), inf3(inf3(C(2, 2[2]), C(2, z[1])), C(1,y[2]))),
inf3(inf3(C(0,2[2]), C(1,2[1])), C(1,y[2]))), inf3(inf3(C(0,2[2]), C(2, z[1])), C(2,y[2]))),
sup3(C(0,z[1]), C(0,y[2])))))) := sup3(sup3(sup3(sup3(sup3(C(0,y[2]),
inf3(C(0,z[1]), C(0,2[2]))), inf3(inf3(C(2, z[1]), C(2,2[2])), C(1,y[2]))), inf3(inf3(
C(1,2[1]), C(1,2[2])), C(2,y[2]))), inf3(inf3(C(1,z[1]), C(1,2[2])), C(1,y[2]))), inf3(
inf3(C(2,2[1]), C(2,2[2])), C(2,y[2])));
C(1, sup3(in f3(sup3(sup3(inf3(sup3(sup3(sup3(C(0,y[1]),inf3(C(2,z[1]), C(1, z[2]))),
inf3(C(1,z[1]), C(2,2[2]))), inf3(C(0, z[1]), C(0, [2]))) sup3(inf3(C(1,z[2]), C(2, y[1])),
inf3(C(2,z[2]), C(1,y[1])))), mf3(5up3(8up3(8up3( sup3(s up3(mf3(mf3( (1,z[1]),
C(0, 1‘[2])) C(2,y[1]),inf3(inf3(C (2, z[1]), C(0,2[2])), C(1,y[1]))), inf3(in f3(
C(0,z[1]), C(1,2[2])), C(2,y[1]))), mf3(mf3( (0,z[1]), C(2,2[2])), C(1,y[1]))),
inf3(inf3(C(1,z[1]), C(1,2[2])), C(1, y[1]))), mf3(mf3( (2,2[1]), C(2, z[2])), C(2,y[1])))
sup3(C(0,z[2]), C(0,y[1])))), mf3(sup3(sup3(sup3(sup3(sup3(mf3(mf3(
inf3(inf3(C(2,2[1]),C(0,2[2])), C(2,y[1]))),inf3(inf3(C(1,z[1]), C(1, z[2])), C(2,y[1]))),
inf3(inf3(C(2,z[1]),C(2,2[2])), C(1,y[1]))),inf3(in f3(C(0,z[1]), C(1, z[2])), C(1,y[1]))),
inf3(in f3(C(0, (1)), C(2, 2[2))), C(2. y[1])). supd(in f3(C(L, y[1]), C(1,2[2)).
inf3(C(2 y[1]), C(2, 22))), 2). sup3(sup3(in 3(5up3(5up3(5up3(C(0, y[1]),
inf3(C(2,2[1]), C(1,2[2]))), inf3(C(1, z[1]), C(2, z[2]))), in f3(C(0, z[1]), C(0, z[2]))),
sup3(inf3(C(1,y[1]), C(1,z[2])), mf3( (2,y[1]), C(2,2[2])))), mf3(5up3(5 up3(sup3(sup3
sup3(in f3(in f3(C(1,z[1]), C(0, z[2])), C(2,y[1])), inf3(inf3(C (2, z[1]), C(0,z[2])), C(1, y[1])))
in £3(in £3(C(0, 2[1]). C(1, 2[2])), C2, y[1]))), in f3(in f3(C(0, 2[1]), C(2, 2[2])), C(L y[1]))).
/300 (C 11 C{L o). CULY0D), 107300 3. l1), Oz s2), C2 40
sup3(inf3(C(1,2[2]), C(2,y[1])), inf3(C(2,2[2]), C(1,y[1 ]))))) in f3(sup3(sup3(sup3(sup3(sup3(
inf3(inf3(C(1,z[1]), C(0,2[2])), C(1, y[1])), an3(lnf3( (2,z[1]), €(0,z[2])), C(2,y[1]))),



inf3(inf3(C(1,2[1]), C(1,2[2])), C(2,y[1]))), inf3(inf3(C(2,2[1]), C(2, z[2])), C(1,y[1]))),
inf3(inf3(C(0,z[1]), C(1,2[2])), C(1,y[1]))), inf3(in f3(C(0, z[1]), C(2, z[2])), C(2,y[1]))),
sup3(C(0. 2[2)), C(0,y[1)))) = supd(sup3(sup3(sups(sup3(in3(in 3
C(1,z[1]),C(0,z[2])), C(2,y[1])), inf3(in f3(C(2, z[1]), C(0,z[2])), C(1,y[1]))),
mf3(mf3(0(1 z[1]), C(2,z[2])), C(1,y[1]))),

inf3(inf3(C(2,z[1]), C(1,2[2])), C(2,y[1]))), inf3(inf3(C(0,z[1]), C(1, z[2])), C(1,y[1]))),
inf3(inf3(C(0,z[1]), C(2,2[2])), C(2,y[1])));

C(1, sup3(inf3(sup3(sup3(inf3(s up3(sup3(sup3( (0,y[2]),inf3(C(2,2[2]),C(1,z[1]))),
inf3(C(1,2[2)), C (2, 2[1)), inf3(C0, 2[1]), C(0, 2[21))), sup3lin3(C (1, 2(1]), C (2, y[2])),
inf3(C(2 2(1]). C(1,y{2))))), in f3(sup3(sup3(supd{supd(supd(in f3(in f3(
C(1,2[2]),C(0,2[1])), C(2,y[2])), inf3(in f3(C(2, 2[2]), C(0,z[1])), C(1,y[2]))),
inf3(inf3(C(0,z[2]), C(1,2[1])), C(2,y[2]))), mf3(mf3( ( z[2]), C(2, z[1])), C(1,y[2]))),
inf3(inf3(C(1,2[2]), C(1,2[1])), C(1,y[2]))), inf3(in f3(C(2,2[2]), C(2, z[1])), C(2,y[2]))),
sup3(C(0,z[1]),C(0,y[2])))),in f3(sup3(sup3(sup3(sup3(sup3(mf3(m 3(
C(1,z[2]),C(0,z[1])), C(1,y[2])), inf3(in f3(C(2, z[2]), C(0,z[1])), C(2,y[2]))),
inf3(inf3(C(1,2[2]), C(1,z[1])), C(2,y[2]))), mf3(’mf3( (2,2[2]),C(2,z[1])), C(1,9[2])))
inf3(inf3(C(0,2[2]), C(1,z[1])), C(1,y[2]))), inf3(inf3(C(0, z[2]), C(2, z[1])), C(2, y[2])))
sup3(in f3(C(1,z[1]), C(1,y[2])), mf3( (2,2[1]),C(2,9[2]))))), 2), up3(8up3(inf3(8up3(
sup3(sup3(C(0,y[2]),in f3(C(2,2[2]), C(1, 90[ 1)), mf3( (1,2[2]), C(2, z[1]))),
inf3(C(0,z[1]),C(0,z[2]))), sup3(inf3(C(1, z[1]), C(1,y[2])),
inf3(C(2,z[1]),C(2,y[2])))), mf3(sup3(sup3(sup3(sup3(sup3(m 3(

inf3(C(1,2[2]), C(0,z[1])), C(2,y[2])), inf3(inf3(C(2,2[2]), C(0, z[1])), C(1,y[2]))),
inf3(inf3(C(0,z[2]), C(1,2[1])), C(2,y[2]))), mf3(mf3(0(0 z[2]), C(2, z[1])), C(1,y[2]))),
inf3(inf3(C(1,z[2]), C(1,2[1])), C(1,y[2]))), inf3(inf3(C(2, z[2]), C(2, z[1])), C(2,y[2]))),
Sup3(mf3(0(1,$[1])a0(279[2]))727#3(0(2 z[1]), C(1,y(2]))))), in f3(sup3(sup3(sup3(sup3(
sup3(inf3(inf3(C(1,z[2]), C(0, z[1])), C(1,y[2])), inf3(inf3(C (2, z[2]), C(0,z[1])), C(2,y[2])))
inf3(inf3(C(1,2[2]), C(1,2[1])), C(2,y[2]))), inf3(inf3(C(2, [2]) C(2,2[1])), C(1,y[2]))),
inf3(inf3(C(0,z[2]), C(1,2[1])), C(1,y[2]))), inf3(in f3(C(0,2[2]), C(2, z[1])), C(2,y[2]))),
sup3(C(0,z[1]),C(0,y[2])))))) := sup3(su 3(supS(supS(sup?)(me(mf (
C(1,2[2]),C(0,z[1])), C(2,y[2])), in f3(in f3(C(2, z[2]), C(0,z[1])), C(1,y[2])))
inf3(inf3(C(1,2[2]), C(2,z[1])), C(1,y[2]))),

inf3(inf3(C(2,2[2]), C(1,z[1])), C(2,y[2]))), inf3(inf3(C(0,z[2]), C(1, z[1])), C(1,y[2])))
inf3(inf3(C(0,z[2]), C(2,z[1])), C(2,y[2])));

C(2, sup3(in f3(sup3(sup3(inf3(sup3(sup3(sup3(C(0,y[1]),inf3(C(2,z[1]),C(1,z[2])))
inf3(C(1,z[1]), C(2,2[2]))), inf3(C(0,2[1]), C(0, z[2]))), sup3(in f3(C(1, z[2]), C(2,y[1]))
inf3(C(2,x[2]), C(1,y[1])))), mf3(Sup3(8up3(sup3(sup3(8“293(mf3(mf3(
C(1,2[1]),C(0,2[2])), C(2,y[1])), inf3(in f3(C(2, z[1]), C(0,z[2])), C(1,y[1]))),
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,C(1,2[2])), C(L,y[1]))), inf3(inf3(C(0, z[1]),
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sup3(inf3(C(1,x[1]), C(L,y[2])), inf3(C(2, z[1]), C(2,y[2]))))), 2), sup3(sup3(in f3(sup3(
sup3(sup3(C(0,y[1]),inf3(C(2, x[1]), C(1, z[2]))), inf3(C(1, x[1]), C(2, z[2]))),

inf3(C(0, 2[1)), C(0, 2[21))), sup3(in3(C(1, 2[1)), C(1,y[2))). in f3(C(2 2[1]), C(2.y[21)))),
in £3(sup3(sup3(sup3(sup3(sup3(in f3(in F3(C(L, 2(1]), C(0, 2[2))), C(2 y[1])),
inf3(inf3(C(2, z[1]), C(0, z[2])), C(1,y[1]))), inf3(inf3(C(0, z[1]), C(1, z[2])), C(2,y[1]))),
inf3(inf3(C(0,z[1]), C(2,2[2])), C(1,y[1]))), inf3(inf3(C(1, x[1]), C(1,x[2])), C(1,y[1]))),
inf3(inf3(C(2,z[1]), C(2, 2[2])), C(2,y[1]))), sup3(inf3(C(L, z[1]), C(2,y[2])),
inf3(C(2,2[1)), C(L,y[20))))). in f3(sup3(sup3(sup3(sup3(supd(in f3(in f3(
C(1,2[1]),C(0,z[2])), C(1,y[1])), inf3(inf3(C(2, z[1]), C(0, z[2])), C(2,y[1]))),

inf3(in f3(C(L a[1)), C(1,2[20)), C(2,y[1]))), inf3(inf3(C (2, 2[1]), C(2,2[2))), C(1, y[1])))
inf3(inf3(C(0,z[1]), C(1,2[2])), C(1,y[1]))), inf3(inf3(C(0, z[1]), C(2, 2[2])), C(2,y[1])))
sup3(C (0, z[1]), C(0,y[2])))))) := sup3(sup3(sup3(sup3(sup3(sup3(sup3(sup3(sup3(
sup3(sup3(sup3(sup3(in f3(in f3(C(1, 2[1]), C(0, y[1))), C(L, y[2))).

inf3(inf3(C(2, 2(1]), C(0, y[1])), C2,y[2]))), inf3(in f3(C2, 2[1]), C(1, 2[2])), C(2, y(2))
inf3(inf3(C(1,z[1]), C(2,2[2])), C(1,y[2]))), inf3(inf3(C(1, x[1]), C(0, 2[2])),

inf3(C(2 y(1]). C(2, y[2)))), inf3(in 3(C(2, 2[1]), C(0, 2[2))), inf3(C (L, y[1]), C (1, y[2)).
inf3(inf3(C(1L, (1)), C(1, z[2])), in f3(C(1, y[1]), C(2,y[2])))), inf3(inf3(C (2, z[1]), C(2, [2]))
inf3(C(2,y[1]), C(1,y[2])))), inf3(inf3(C(1, z[1]), C(0, [2])), inf3(C(1, y[1]), C(0,y[2])))),
inf3(inf3(C(2, 2(1]), C(0, 2[20)), in F3(C(, 1)), C(0, y[21)))). in f3(in FAC(L (1)), (1,2
inf3(C(2,y[1), C(0, y[21)))), in f3(in F3(C(2, 1)), C(2,2[2])). inf3(C(L y[1]), C(0, y2)).
in f3(in f3(C(0, a[1)), (L, 2[2])), C(L, 1)), in f3(inf3(C(0, 2[1]), C(2, 2[2))), C(2, y[1]))):
C(2, sup3(in f3(sup3(sup3(inf3(sup3(sup3(sup3(C(0,y[2]),inf3(C(2,x[2]), C(1, z[1]))),
inf3(C(1,2[2]), C(2,2[1]))),inf3(C(0, 2[1]), C(0, 2[2]))), sup3(inf3(C(1, 2[2]), C(2, y[1])),
inf3(C(2,z[2]),C(1,y[1])))), me(supS(supS(sup3(3up3(sup3(m 3(inf3(

C(1,2(2)), C(0, 2[1])), C(2, y[2))) in f3(in F3(C(2, 2[2)), C(0, 2[1])), C(1. y[2])).

in f3(in f3(C(0, 2[2]). C(1, 2[1])), C(2,y2)))). inf3(inf3(C(0, 2[2)), C(2, 2(1))), C(1, y[2))).
inf3(inf3(C(1,2[2]), C(1,z1])), C(1,y[2]))), inf3(inf3(C(2, x[2]), C(2, 2[1])), C(2,y[2]))),
sup3(C(0,z[2]), C(0,y[1])))), inf3(sup3(sup3(sup3(sup3(sup3(inf3(inf3(

C(1,z[2]), €0, z[1])), C(1, y[2])), inf3(inf3(C(2, 2[2]), C(0, z[1))), C(2,y[2]))),
inf3(inf3(C(1, 2[2)), C(1L 21), C(2 y[2D)), in F3in f3(C (2, 2f2)), C(2, 2[1])), C(1, y[2])))
inf3(inf3(C(0,z[2]), C(1, z[1])), C(1,y[2]))), inf3(inf3(C(0, x[2]), C(2, z[1])), C(2,y[2])))
sup3(in f3(C(1,y{1)), C(L 2[2))), in f3(C(2,y[1)), C(2. 2[2)))))), 2), sup3(sup3(in f3(sup3(
sup3(sup3(C(0, y[2]), in f3(C (2 x[2]), C(L 2[1]),inf3(C(1, 2[2]), C(2. 2[1]))).

in f3(C(0, 2[1]), C(0,2[2)))), sup3(inf3(C(L,y[1]), C(1, 2[2])), inf3(C(2 y[1), C(2, 2[2])))
in 3 supd(sup3(sup3(supd(supd(in f3(in f3(C(1, 2[2), C(0, 2[1])), C(2, y[2])),

in f3(in f3(C/(2, 2(2]). C(0,2[1])), C(1,y[2)))), inf3(in f3(C(0, 2[2)), C(1, 2(1))), C(2,y[2))).
inf3(in f3(C(0, a[2)), C(2.2[1])), C(1,y2)))), inf3(inf3(C(1, 2[2]). C(L 2[1))), C(1, y[2]))),
inf3(inf3(C(2,2[2]), C(2, z[1])), C(2,y[2]))), sup3(inf3(C(1, x[2]), C(2,y[1])),
inf3(C(2,2[2]), C(1,y[1]))))), inf3(sup3(sup3(sup3(sup3(sup3(inf3(inf3(
C(1,22)), C(0, 2[1])), C(1, yi2)). inf3(in f3(C(2, 2[2)), C(0, 2[1])), C(2, f2))).
inf3(inf3(C(1, 2[2)), C(1L 21), C(2 y[2])), in f3in f3(C (2, 2[2)), C(2, 2[1])), C(1, y[2])))
inf3(inf3(C(0,2[2]), C(1,z[1])), C(1,y[2]))), inf3(inf3(C(0, x[2]), C(2, 2[1])), C(2,y[2])))
sup3(C(0,z[2]), C(0,y[1])))))) == sup3( up3(sup3(8up3(sup3(su 3(sup3(sup3(sup3(
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0 then

sup32(resul,inf32(C32(s,x),C32(t,y)));
sup32(suma,inf32(Cixdely32(i,x,y),[e3(i),e3(i)]))

resul:
end if;
end do
end do;

resul

proc(x,y)

local i, suma;
suma;

[0,0];
for s from 0 to 2 do
if modp(s+t-i,3)

for ¢t from 0 to 2 do

for 7 from 0 to 2 do

end do;

suma

e N N

Ciélculo de C;(zAy)(32)

Cixdely32 := proc(i,x,y)
local resul, s, t;
Célculo de zAy(32)
end proc:

end proc:
end proc:
xdely32 :
suma :=0:

resul:
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xdely32(x,y);
[sup3(in f3(sup3(sup3(

inf3(C(0,21), C(1,31)),inf3(C(1,21),C(0,31))), inf3(C(2,21), C(2,11))), 2),
sup3(sup3(inf3(C(0,x1),C(2,11)),inf3(C(1,x1),C(1,11))),inf3(C(2,21),C(0,11)))),
sup3(in f3(sup3(sup3(
inf3(C(0,22), C(1,12)),inf3(C(1,22), C(0,12))), inf3(C(2,32), C(2,42))), 2),
sup3(sup3(inf3(C(0,x2), C(2,y2)),inf3(C(1,x2), C(1,142))),inf3(C(2,x2),C(2,2))))]
La salida del programa es

zAy(32) = [{[(Co(z) A Ci(y)) V (Ci(x) A Co(y)) V (Ca(x) A Ca(y))] Aer}V
V(Co(z) A Ca(y)) V (Ci(x) A Ci(y)) V (Calz) A Coly)).

Calculo de C;(z ®y)(32)
Cixody3:= proc(i,x,y)
local resul, s, t;
resul:= 0;
for s from 0 to 2 do
for ¢t from 0 to 2 do
if modp(s*t+i,3)=0 then resul:= sup32(resul,inf32(C32(s,x),C32(t,y)))
end if;
end do
end do;
resul;
end proc:

Calculo de = ® y(32)

xody32:= proc(x,y)

local i, suma;

suma:= 0;
for 7 from 0 to 2 do
suma:= sup32(suma, inf32(Cixody32(i,x,y),e32([i,i])));
end do;

suma;

end proc:

xody32(x,y);
[sup3(inf3(sup3(inf3(C(1,z1),C(2,y1)),inf3(C(2,21),C(1,11))),2),

supS(z'nfB(C(l, I1)7 C(lv yl))? an3(0(27 xl)? C<2> yl))))7
sup3(inf3(sup3(inf3(C(1,x2), C(2,y2)),inf3(C(2,x2), C(1,y2))),2),
SUp3(ZTLf3(C(1, $2)7 0(17 y2))7 an3(0(27 1‘2), 0(27 y2))))]



La salida del programa corresponde a la féormula

r©y(32) = [{[(Ci(z) A Ca(y)) V (Cox) A Ci(y))] Aer}V
V(Ci(x) A Ci(y)) V (Colx) A Cay))-

Calculo del elemento primitivo
readlib(GF):

G:= GF(3,2,alpha® + 1):

ep:= G[ConvertOut](G[PrimitiveElement]());

ep:=2+4+

Expresa los elementos de F'(3%) en L3,

Polavec:= proc(pol,G,ep)

global w, rep, ecu, sols, vec;

w(0]:= ep;

w[l]:= G[ConvertOut](G[*|(G[ConvertIn|(ep), 3)):
rep:= lambda[0]*w|[0] + lambda[1]*w[1]:

ecu[l]:= coeff(rep,alpha,0) =coeff(pol, alpha,0):
ecu[2]:= coeff(rep,alpha,1) =coeff(pol, alpha,1):
sols:= msolve({ecu[l],ecu|2]},3):

vec:= [subs(sols,lambda|0]),subs(sols,lambdal[1])];
end proc:

xpoti:= proc(x,i,G)
if i=0 then xpoti(x,i):= 0

else xpoti(x,i):= G[ConvertOut](G[* |(G[ConvertIn](z),1))

end if;

end proc:

Calculo de los polinomios de Lagrange en F(3?)
L0 := proc(p, k, x)
(p—1) |
end proc:
22% + 1

L := proc(p, k, i, x, 1)
local polilag, pol, j;
if i = 0 then polilag:=(p — 1) % A |
else polilag:= LO(p, k,x + (p — 1) * [);
end if;
pol:= 0;
for j from 0 to 8 do

pol:= pol + 27 * (rem(coef f(polilag, z, j), alpha® + 1, alpha)mod3);
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end do;
pol;
end proc:

La salida del programa es la siguiente:

L(3,2,0,x);
eta® + 1,

L(3,2,1,x);

eha® 4 P 4 a8 T’ 4 at o end 4 %% 4 3,
L(3,2,2,x);

ela® + 827 4 a8 + 22° + elat + 823 + 22 + 52x,
L(3,2,3,x);

eha® e 4 228 + 20 + at + 3% + 8?4 ex,
L(3,2,4,x);

ela® T fetab 4 b +etat + 23 4 et z,

L(3,2,5,x);

Los(z) = e'a® + ex” + %20 + &%2° + 2 + 2% + %2% + €T,

L(3,2,6,x);

eta® + 2" 4 a8 + 82° + et + 23 + 22 + 5%,
L(3,2,7,x);

eta 3T+ 2 f e 4t + T + 5% + 55:)3,
L(3,2,8,x);

eta® + ety? + etaf + etad + etpt + ety? + etr? + et

Calculo del infimo

infalpha := proc(x,y)

local comx, comy, ma, vuelta;
comx := Polavec(x,G,ep);
comy := Polavec(y,G,ep);
ma[l]:= inf3(comx[1],comy][1]);
ma[2]:= inf3(comx[2],comy][2]);
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vuelta:= ma[l]*w[0] + ma[2]+*w[1] mod 3;
end proc:

xinfy:= proc(x,y,ep)

local i, j;

add(add(infalpha(xpoti(ep,i,G),xpoti(ep,j,G))*L(3, 2, i, x, ep)*L(3, 2, j, y, ep),
§=0..(32 = 1)),i = 0..(32 — 1))

end proc:

infimo32:=expand(xinfy(x,y,ep)) mod 3:

pin:=0:

for k from 0 to 6 do

pin = pin + z* * (algsubs(alpha® = 2, coef f(infimo32, z, k))mod3);
end do;

z(2y + 2y° + 2y4) + x2(y2 + 3 4+ 2% + y4) + x3(2y6 + 2y + 9% + y2)+

+2*(2y + 20° + y® + 2y") + 220" + 207 + 20° + ¢°)

Calculo del supremo

supalpha := proc(x,y)

local comx, comy, ma, vuelta;

comx := Polavec(x,G,ep);

comy := Polavec(y,G,ep);

ma/[l]:= sup3(comx[1],comy[1]);

ma[2]:= sup3(comx[2],comy|[2]);

vuelta:= ma[l]*w[0] + ma[2]+*w[1] mod 3;
end proc:

Xsupy:= proc(x,y,ep)

local i, j;
add(add(supalpha(xpoti(ep,i,G),xpoti(ep,j,G))*L(3, 2, i, x, ep)*L(3, 2, j, v, ep),
§=0..(32 = 1)),i = 0..(32 — 1))

end proc:
supremo32:=expand(xinfy(x,y,ep)) mod 3:
pin:=0:

for k from 0 to 6 do

pin := pin + z* x (algsubs(alpha® = 2, coef f(supremo32, x, k))mod3);
end do;

y+r(l+y+v° +y") + 222 + 20"+ + 2¢Y) + 2P (y + 2% + 29" + ¢°)+
+at(y +y* + 207 + %) + 2% + P + 2% + ¢

Calculo de los polinomios de Lagrange en L,



L0 := proc(x)

[2[1)% % 2[2]? + 2 * z[1]> + 2 * 2[2]* + 1 mod 3,
z[1]? * z[2]* + 2 x z[1]* + 2 * z[2]> + 1 mod 3];
end proc:

L:= proc(a,x)

expand(LO([z[1] + 2 * a[1], z[2] + 2 * a[2])) mod 3
end proc:

L00:= L([0,0],[x,T(x)]) [1];

£10:= L([1,0], [ T(x)])[1];

L12:= L([1,2],[x,T(x)])[1];

Lo1:= L([0,1],[x,T(x)])[1];

L11:= L([1,1],[x,T(x)])[1];

L20:= L([2,0],[x,T(x)]) [1];

L21:= L([2,1], [0 T(x)])[1];

L02:= L([0,2],[x,T(x)])[1];

L22:= L([2,2],[x,T(x)])[1];

L00 := 22Tx? + 22% + 2T2% + 1

L10 := 2°Ta® + T2’z + 2% + 22
L12 := 2*Ta? + 22°Tx + Tax + 22T
LO01 := 2°T2* + 2*Tx + 2T2* + 2Tz
L11 := 2*Tx* + 2*Tw + Tax*x + oTx
L20 := 2*T2? + 22T + 222 + «
L21 := 2*Ta? + 2*Tx + 2T 2z + 22T
L02 := 2*Ta? + 22°Tx + 2Tx* + Tx
L22 := 2*Ta* 4+ 22°Tx + 2Tx*x + 2T
Los polinomios obtenidos son los siguientes:

Lo(x )—ff © (T'(x))*Aer © 2*Aey © (T(x))*Al,

Calculo del producto en <L372; A, ®>
v|[0,0]:=0;

L(r) =2 @ (T(z))*Az ® (T(x))2Ae1 Or*oe O,

Lo(z) =220 (T(x))*Ae; © 22 O T(2)Az ® (T(2))*Aey © @ T(z),
Los(z) =220 (T(2))*Az? 0 T(x)Ae; © (T(x))*Aey ® T(z),

Loa(z) =220 (T(z))?Az* © T(x)Az ® (T(2))*Ax © T(z),

Los(z) =120 (T(x))*Ae; ©z O (T(x))*Ar © (T(z))*Aey ® r?Ax,
Loo(x) =2*0 (T(x))*Az? © T( JAey ©x @ (T(z))?*Aey © @ T(x),
Lo(z)=12>0 (T(x))*Ae; ©® 2> ©T(x)Aey ® (T(x))*AT(z)

Ls(z) =220 (T(x))*Ae; 02> 0T (x)Aey ® 2 (T(2))*Azx © T(z).
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v[0,1]:=1+alpha;
v[2,1]:=2xalpha;
v[1,0]:=1+2x*alpha;
v[1,1]:=2;
v[0,2]:=2+2xalpha;
v[1,2]:=alpha;
v[2,0]:=2+alpha;
v[2,2]:=1;

prodpares32:=proc(x,y,G,ep)

local prodl, prod2, producto, par;
prodL:=v{x[1].x[2]]*v[y[1],y[2]];

prod2:=expand(prod1l) mod 3;

producto:=algsubs(alpha? = 2,prod2) mod 3;
par:=Polavec(producto,GF(3,2,alpha® + 1),2 * alpha + 1);
par;

end proc:

prodani32:= proc(x,y)
local suma, il, j1, i2, j2;
suma:=0;
for il from 0 to 2 do
for j1 from 0 to 2 do
for i2 from 0 to 2 do
for j2 from 0 to 2 do
suma:=suma-[prodpares32([il,j1],[i2,j2]) [1]*L([i1,j1],[x, Tx]) [1]*L([i2,j2],[y, Ty])[1]
mod 3,prodpares32([il,j1],[i2,j2])[2]*L([i1,j1],[x, Tx])[2]*L([i2,j2],[y, Ty])[2] mod 3];
end do;
end do;
end do;
end do;
suma;
end proc:
prodani32(x,y);

prodanillo32:=proc(x,y)
expand(prodani32(x,y)) mod 3
end:

prodanillo32(x,y);

2TxTy + xy + Tay + 2Ty, 2TxTy + xy + Txy + xTy]

El resultado obtenido es
r-y=e10T(z) 0T (y)Azr © yAT(x) ® yAzx © T(y)

Cadalculo de la suma en <L372; A, ®>
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sumani32:= proc(x,y)
local suma, il, i2, j1, j2;
suma:=0;
for il from 0 to 2 do
for j1 from 0 to 2 do
for i2 from 0 to 2 do
for j1 from 0 to 2 do
for j2 from 0 to 2 do
suma:=suma-+|([il,j1]+[i2,j2])[1]*L([i1,j1],[x,Tx])[1]*L([i2,j2], [y, Ty])[1]
mod 3,([i1,j1]+[i2,j2])[2) L) e Tx]) (2] L([i2.j2].[v. Tv]) 2] mod 3];
end do;
end do;
end do;
end do;
suma;
end proc:
sumani32(x,y);

sumanillo32:= proc(x,y)
expand (sumani32(x,y)) mod 3
end proc:
sumanillo3(x,y);
[z +y, 2 +y]

El resultado obtenido es x + y = xAy.

Célculo de un término dado en F(3?) en Ls,
terxL.32:=proc(x,n)

local i, s, ter0, terl, ter2, ter3, terx;

s := G[ConvertOut](G["](G[ConvertIn](2),n — 1));
terx = x;

for ¢ from 2 to s do

ter0:= xody32(T32(terx),x);

terl:= xody32(terx,x);

ter2:= xody32(T32(terx),x);

ter3:= xody32(xody32([2,2],T32(terx)),T32(x));
terx:=xdely32(xdely32(xdely32(ter0,terl),ter2),ter3);
end do;

terx;

end proc:

terxyL32:=proc(x,n,y,m)
local s, i, terx, t, j, tery, terxy;
s := G[ConvertOut](G["](G[ConvertIn](2),n — 1));

terx:=x;
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for ¢ from 2 to s do
terx:=xdely32(xdely32(xdely32(xody32(T32(terx),x),xody32(terx,x)),xody32(T32(terx),x)),
xody32(xody32(e32([1,1]),T32(terx)),T32(x)));

end do;

t := G[ConvertOut](G[|(G[ConvertIn](2),m — 1));

tery == v;

for j from 2 to ¢t do
tery:=xdely32(xdely32(xdely32(xody32(T32(tery),y),xody32(tery,y)),xody32(T32(tery),y)),
xody32(xody32(e32([1,1]),T32(tery)),T32(y)));

end do;

terxy:=xdely32(xdely32(xdely32(xody32(T32(terx),tery),xody32(terx,tery)),
xody32(T32(terx),tery)),xody32(xody32(e32([1,1]),T32(terx)),T32(tery)));

terxy;

end proc:

Polinomios en L3[X,Y]

Los siguientes ejemplos nos muestran la expresion en Ls;[X, Y] de polinomios

dados en F(3%)[X,Y].
terxL32(x,2);

[sup3(in f3(sup3(sup3(sup3(inf3(C(0,z1), C(2,x2)),inf3(C(0,x1),C(1,x9))),

inf3(C(1,x1),C(1,23))),inf3(C(2,21),C(2,22))),2),
sup3(sup3(inf3(C(1,x3),C(2,21)),inf3(C(2,25),C(1,x1))),
sup3(inf3(C(0,x2), C(1,21)),inf3(C(0,x2),C(2,11))))),
sup3(in f3(sup3(sup3(sup3(inf3(C(0,z2), C(2,21)),inf3(C(0,z2), C(1,x1))),
inf3(C(1,xq),C(1,21))),inf3(C(2,22),C(2,21))),2),
sup3(sup3(inf3(C(1,x1),C(2,22)),inf3(C(2,21),C(1,x2))),
sup3(inf3(C(0,z1), C(1,x9)),inf3(C(0,x1),C(2,15)))))]
El polinomio obtenido es
2? = {[(Co(x) A Co(T'(2))) V (Colx) A CL(T(2))) V (Cilx) A CL(T (x)))V
V(Co(z) AN Co(T(x)))] Ner}V
V(Co(z) NC1(T'(2))) V (Cr(2) ANCo(T'(2))) V (Cr(2) A Co(T'())) V (Co () A Co(T(x)))-
xdely32(terxL32(x,2),[2,2]);
[sup3(sup3(sup3(sup3(inf3(inf3(C(0,x1),C(0,x2)),2),inf3(C(0,z1),C(2,22))),

inf3(C(0,z1),C(1,x9))),inf3(C(1,z1),C(1,29))),inf3(C(2,21),C(2,22))),
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sup3(sup3(sup3(sup3(inf3(inf3(C(0,x2),C(0,x1)),2),inf3(C(0,z3),C(2,21))),
inf3(C(0,x9),C(1,21))),inf3(C(1,22),C(1,21))),inf3(C(2,z2), C(2,x1)))].
La expresién anterior corresponde al polinomio

22 4+ 1= (Co(x) A Co(T(x)) Aer) V (Colz) A Co(T(2))) V (Colz) A CL(T(2)))V
V(Ci(z) A CL(T(x))) V (Cafz) A Co(T'(2)))

xdely32(terxL32(x,2),xdely32(x,[2,2]));
[sup3(in f3(sup3(sup3(sup3(sup3(inf3(C(1,x1),C(0,z2)),inf3(C(1,z1),C(2,22))),

(
inf3(C(0,21),C(2,23))),C(0,21)),C(2,x)),2), sup3(sup3(sup3(inf3(C(2,x1), C(0, z3)),
inf3(C(2,11),C(1,22))),inf3(C(0, 21), C(2,22))), inf3(C(0, 21), C(1, x2)))),
sup3(in f3(sup3(sup3(sup3(sup3(inf3(C(1,x5), C(0,z1)),inf3(C(1,x9),C(2,21))),
inf3(C(0,xs),C(2,21))),C(0,22)),C(2,x)),2), sup3(sup3(sup3(inf3(C(2,xs),C(0,x1)),
inf3(C(2,x5),C(1,21))),inf3(C(0,22),C(2,21))),inf3(C(0,x2), C(1,21))))].
Luego

2?4+ x4+ 1 = {[(Ci(x) A Co(T(x))) V (Cr(x) A Co(T'(2))) V Co(x) V Ca(x)] Aer}
V(Co (@) ANCo(T'(2)))V (Ca(2) ACLT (2)))V (Co () ANCoT'()))V (Co(2) ACLT ().

xdely32(x,y);
[sup3(in f3(sup3(sup3(inf3(C(0,21), C(1,y1)), inf3(C(1,21), C(0,41))),
Z?’Lf?)(C(Q, $1)7 0(27 yl))))? 2)7
sup3(sup3(inf3(C(0, z1), C(2,y1)),inf3(C(1,21), C(1,31))), inf3(C(2, 1), C(0,51))),
sup3(in f3(sup3(sup3(inf3(C(0, 22), C(1, ), inf3(C (1, 22), C(0,42))),
inf3(C(2,1,),C(2,92)))),2),
sup3(8up3(inf3(0(0, $2), 0(2, ?/2))a infS(C(la x2>7 C(l, y2>))7 inf3(0(2> 372)’ 0(07 y2)))]

Obtenemos
z+y = {[(Co(x) ANCi(y)) V (Ci(z) A Co(y)) V (Ca(x) A Ca(y))] A er}V
V(Co(x) A Ca(y)) V (Ci(z) ACi(y)) V (Ca(x) A Coly))-

terxyL32(x,y);
[sup3(in f3(sup3(sup3(sup3(sup3(sup3(sup3(sup3(sup3(sup3(sup3(sup3(sup3(sup3(sup3(sup3(

inf3(inf3(C(2,11), C(2,12)), C(2,11))), inf3(inf3(C(1, 21), C(1, 22)), C(1, 1)),
mf3(mf3(0(27 xl)a 0(17 372))7 C(Qa y2)))> mf3(mf3(0(1, xl)? C(Qa 1‘2)), C(lv y2))),
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inf3(inf3(inf3(C(0, z1), C(2,12)), C(0,11)), C(2,42))),
inf3(inf3(inf3(C(0, z1), C(1, 22)), C(0,11)), C(1,12))),
inf3(inf3(inf3(C(1, z1),C(0, 22)), C(0, 1)), C(2,12))),
inf3(inf3(inf3(C(2,x1), C(0,22)), C(0, 1)), C(L, 2))),
inf3(inf3(inf3(C(0, z1), C(1,22)), C(2,11)), C(0, 2))),
inf3(inf3(inf3(C(L, x1), C(0,22)), C(2,11)), C(0, 12))),
inf3(inf3(inf3(C(2, 1), C(0, 12)), C(L, 1)), C(0,42))),
inf3(inf3(inf3(C(0, z1), C(2, 12)), C(1,11)), C(0,42))),
inf3(inf3(inf3(C(1, z1),C(0, 22)), C(1,11)), C(1,12))),
inf3(inf3(inf3(C(2,x1), C(0,22)), C(2,11)), C(2,12))),
inf3(inf3(inf3(C(0,21),C(1,22)),C(1,11)),C(2,2))),
inf3(inf3(inf3(C(0,11),C(2,12)), C(2,11)), C(1,42))) A 2)],

[sup3(in f3(sup3(sup3(sup3(sup3(sup3(sup3(sup3(sup3(sup3(sup3(sup3(sup3(sup3(sup3(sup3(

(

inf3(inf3(C(2,21), C(1,32)), C(1,12))), inf3(inf3(C(1, 21), C(2,22)), C(2,12))),

inf3(inf3(C(2,21), C(2,22)), C(1, 1)), inf3(inf3(C(L, 21), C(L, x2)), C(2,11))),
inf3(inf3(inf3(C(0,x1), C(2,72)),C(0, 1)), C(1,42))),
inf3(inf3(inf3(C(0,21),C(1,22)),C(0,11)),C(2,42))),
inf3(inf3(inf3(C(0,x1),C(1,22)),C(2,11)),C(1,42))),
inf3(inf3(inf3(C(0, z1), C(2, 12)), C(L,11)), C(2,12))),
inf3(inf3(inf3(C(1, x1),C(0, 22)), C(0, 1)), C(1,12))),
inf3(inf3(inf3(C(2,x1), C(0,22)), C(0, 1)), C(2,2))),
inf3(inf3(inf3(C(1,z1),C(0,22)),C(2,11)), C(2,92))),
inf3(inf3(inf3(C(2,x1),C(0,22)),C(1,11)),C(1,42))),
inf3(inf3(inf3(C(1, x1),C(0, 12)), C(1, 1)), C(0,42))),
inf3(inf3(inf3(C(2, 1), C(0, 12)), C(2,11)), C(0,12))),
inf3(inf3(inf3(C(0,z1), C(1, x2)), C(1,11)), C(0,42))),
inf3(inf3(inf3(C(0, z1), C(2,22)), C(2,11)), C(0, 2))),

sup3(in f3(sup3(sup3(sup3(sup3(sup3(sup3(sup3(sup3(sup3(sup3(sup3(sup3(sup3(sup3(sup3(

 42))),inf3(inf3(C(L, x2), C(1,21)), C(L, 112))),
yy1))), inf3(inf3(C(1,x2), C(2, 1)), C(1, 1)),
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La salida del programa es el polinomio

z -y ={[(Ca(z) N Co(T'(2)) A Ca(y)) V (Cr(x) A CLT () A Cr(y))V

V(Ca(x) A CLT () A Co(T(y))) V (Crx) A CoT () A Co(T'(y))V
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