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Resumen

En esta tesis se presenta un estudio de los vinculos de Dirac asociados a una teoria de campos
desde el punto de vista de sistemas diferenciales exteriores (EDS).

Con este fin en mente, se estudié una clase mayor de problemas variacionales, denominados
problemas variacionales no estdndar, que permiten tratar en pie de igualdad tanto sistemas me-
cénicos como teorias de campos. Para ello se recurrié al concepto de problema variacional
Lepage equivalente (tal como se define en [Got91bl), a través del cual fue posible representar
las ecuaciones para las extremales del problema original como un sistema diferencial exterior
THc.

Este sistema diferencial exterior resulta ser un objeto central en la bisqueda de los vinculos
de Dirac de la teoria: introduciendo una descomposicién del espacio de campos en hojas de
tiempo constante, se muestra que Zy.c permite dar dos versiones equivalentes para dichos
vinculos, la usual, en término de funciones sobre un espacio de fases de dimensién infinita, y
la novedosa, que los representa como un conjunto de generadores de un sistema diferencial
exterior asociado a Zy.c y la foliacién introducida.

Se aplicé el esquema desarrollado al estudio de una serie de ejemplos, algunos fisicamente
motivados, como el campo electromagnético, el campo de Yang-Mills y el sistema Toda, como
asi también para el calculo de las consecuencias diferenciales de un sistema de ecuaciones en
derivadas parciales. Ademas fue posible construir un ejemplo de juguete en el cual el método
de Dirac falla en alcanzar su culminacién, permitiéndonos entender fenémenos presentes en
teorfas de campo més realistas [Got].



Abstract

In this thesis, a study of the Dirac constraints arising in the canonical treatment of a field theory,
from exterior differential system (EDS) viewpoint, is presented.

Keeping this in mind, a bigger class of variational problems, the so called non standard variatio-
nal problems, was studied, allowing us to deal with both mechanical systems and field theories.
In order to achieve this task, it was necessary to use Lepage-equivalent variational problems, as
defined by [Got91b]], permitting us to give a representation of the equations for the extremals
in terms of an exterior differential system Zy.c.

This exterior differential system then becomes a central object in searching the Dirac constraints
of the field theory: in fact, by introducing a decomposition of the field space into constant-time
slices, it is shown here that Zy.c gives two equivalent versions for these constraints, namely,
the usual, written in terms of functions on an infinite-dimensional phase space, and the new
one, where they are represented as generators of an exterior differential system closely related
with Tj1.c and the slicing.

This scheme was applied in a number of examples, some of them physically motivated, such
as the electromagnetic field, the Yang-Mills field and the Toda system, and also for the calcu-
lation of the differential consequences of a system of partial differential equations. Moreover,
it was possible to formulate a toy model where the Dirac method fails in reaching a successful
termination, in order to improve our understanding of more realistic field theories [Got].
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Capitulo 1
Introduccion

1.1. Filosofia

UNQUE suene paraddéjico, el hecho reflejado por la frase siguiente da sustento a gran parte
del material incluido en este trabajo, que intenta ser un trabajo de geometria: EIl lugar na-
tural para trabajar con ecuaciones diferenciales es el andlisis, y el trabajo diario de un gedmetra con los
sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias que se esconden detrds de los campos vectoriales tiende a
ocultar esta particularidad. O sea, un vector es un objeto geométrico, a través del cual podemos
definir ecuaciones diferenciales ordinarias sobre variedades, mientras que el conjunto de solu-
ciones de un sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias es un objeto analitico. Un teorema
de existencia y unicidad permite asignarle a cada campo vectorial una familia de curvas que
lo tienen como tangente; dicho teorema forja un vinculo entre el objeto geométrico (el campo
vectorial) y el objeto analitico (la familia de curvas). Por otra parte, existen diferencias esen-
ciales entre estos tipos de objetos, que se manifiestan cuando queremos describir ecuaciones
en derivadas parciales desde un punto de vista geométrico: En tal caso, uno se ve obligado a
trabajar con subespacios de las fibras del fibrado tangente, y se diluye la conexién entre dichos
objetos y sus soluciones. Por lo tanto, conviene tener siempre presente que esta confusion es un
producto no deseado de los alcances del teorema de existencia y unicidad de soluciones para
sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias, que identifican fuertemente los objetos geomé-
tricos con su contraparte analitica. Esto es, el concepto de campo vectorial parece capturar en si
mismo todas aquellas condiciones suficientes para la existencia de soluciones de una amplia
familia de ecuaciones diferenciales ordinarias, aunque no puede hacerse lo mismo para los ob-
jetos geométricos que representan ecuaciones en derivadas parciales sobre una variedad. ;Por
qué recurrimos a este tipo de consideraciones en un trabajo que intenta explorar descripciones
geométricas de sistemas mecdnicos? Sucede que, por un lado, las ecuaciones de movimiento de
una teorfa mecénica son casi siempre ecuaciones diferenciales, y que una descripcién satisfacto-
ria de su espacio de soluciones pasa por identificar un espacio que lo describa de alguna forma.
De hecho, la teorfa de espacio de fases covariante [CW87, [Gaw91] se basa en la esperanza de
que el espacio de soluciones de un sistema de ecuaciones diferenciales cualquiera tiene una
estructura simpléctica o presimpléctica subyacente. Por ejemplo, las soluciones de un sistema
de ecuaciones diferenciales ordinarias asociado a un problema mecanico pueden caracterizarse
por sus valores iniciales [AdA80]. La conexién de este espacio con el espacio de soluciones se
efecttia via un teorema de existencia de soluciones para el sistema de ecuaciones diferenciales
en cuestion. El primer elemento a tener presente para una parametrizacion exitosa del espacio
de soluciones de una teoria de campos es disponer de un teorema de estas caracteristicas. ; Dén-
de se esconde la estructura (pre)simpléctica? Una razén por la que se espera que el espacio de
soluciones de una teorfa mecénica admita tal estructura reside en el hecho de que provienen
de un problema variacional, el asi llamado principio de Hamilton-Pontrjagin (ver seccion [£.3.1).
Este es un problema variacional sobre curvas v : I C R = TQ @ T*Q : t = (q(t),4(t),p(t)),
con accion

sm:/Iwm(t)7L<q<t>,q<t>>1dt;

uno puede probar que las extremales de este problema estdn en correspondencia uno a uno con
las del problema variacional de Euler-Lagrange. Las curvas en T'Q) ® T () pueden interpretarse

1



Capitulo 1. Introduccién

como secciones del fibrado trivial A := I x (TQ ® T*Q) — I, y la accién puede escribirse

Shl= /Iv*x

donde )\|(t;q,rj,p) = 9|(q7p) + L(q,¢)dt y 6 esla 1-forma candnica sobre 7*(). Entonces si 0 €
I, uno puede identificar en A el espacio correspondiente a las condiciones iniciales, Ay :=
{0} x (TQ x T*Q), y la forma presimpléctica y el hamiltoniano que rigen la dindmica pueden
recuperarse a partir de la forma A mediante las férmulas

0 -
H = &_I A|AAO7
W = d)\l/io

Puede probarse (ver ejemplo[6.4A) que al aplicar el algoritmo de Gotay, Nester y Hinds [GNH78]
a estos datos se reobtienen las ecuaciones de movimiento de Hamilton. Esto significa que uno
puede darle contenido a la esencia de la teorfa de espacios de fases covariantes, al menos en
el caso en que las ecuaciones diferenciales en cuestién provienen de un problema variacional.
Esto fijard parte de los alcances de nuestro trabajo: Cada vez que se discuta una ecuacién dife-
rencial, la misma estard asociada a un problema variacional.

Una vez que hemos limitado en algtin sentido el alcance de nuestro estudio, es interesante pre-
guntarse acerca del tipo de restriccién que estos limites imponen. Por ejemplo, una ecuaciéon
diferencial lineal sobre u : U C R? — R definida mediante

(1) Uy — Uy =0

(podré ser tratada como un problema variacional? La respuesta es si, como se muestra en el
ejemplo siguiente.

Ejemplo 1.1A: Ecuaciones diferenciales y problemas variacionales. La ecuacion diferencial
de arriba puede estudiarse como el problema variacional sobre el espacio A :== I xRxR xR (I
es un intervalo real compacto) con coordenadas (x,y, u; \), que consiste en extremar la accién

St = [ Ao s (0.9) — uy (2.)) dody
IXR
sobre el par de funciones A\,u : I x R — R. Notemos que si definimos

O’Z(l’,y) — (%y;u(%y)»)\(%y))»

esta accion puede escribirse como

S [o] :/ o\,
IxR

donde X = X\(duAdy+dundz) € O? ([\) De todas formas, es interesante rescatar que

una ecuacion como la anterior es susceptible de representarse como extremal de un problema
variacional, y por lo tanto es vdlido preguntarse si su espacio de soluciones admite una es-
tructura de variedad presimpléctica. Una de las consecuencias del esquema presentado en este
trabajo es que la respuesta a tal pregunta es afirmativa. Si P es el subconjunto del espacio de
Sobolev Hy » (I,R?) que sobre 81 asumen un valor fijo ¢ : 9] — R? para N suficientemente
grande (por definiciones, consultar la seccion [5.2.2.1), entonces uno puede verificar que P es
una variedad infinito-dimensional modelada sobre un espacio de Banach, tal que sobre cada
s:z € 1w (u(x),\(z)) € R? en P, el espacio tangente es igual a todas las secciones tipo
Sobolev a orden N del fibrado pullback s* ({0} x TR?) que en 0I se anulan. Mds atin, para

2



1.2. Ingredientes involucrados

0s; v (x,s(x);0,0u; (z),0\; (x)),i = 1,2 un par de vectores tangentes, las formulas

wl, (6s1,082) 1= /Is* (551458242'*(15\)
= /I [0A1 (2) dug () — dXg () duy (x)] dx
H[s] := /Is*i*ayJS\

= /)\ () ugy () dx
I
dondei: I x R < A : (x,u,A) = (z,0;u, \) es la inclusién de este espacio en el espacio origi-
nal A (con imagen la subvariedad y = 0), definen una estructura presimpléctica y una funcién
hamiltoniana sobre P, que es el dato indispensable para aplicar el algoritmo de Gotay, Nester
y Hinds. Como P estd modelado sobre un espacio de Banach reflexivo, y la forma w es topo-
légicamente cerrada, las condiciones analiticas para la efectiva aplicacion de este algoritmo se
satisfacen; otro resultado alcanzado aqui tiene como consecuencia la necesaria correspondencia
entre las soluciones obtenidas a partir de este algoritmo y las soluciones de la ecuacién diferen-
cial original (I)). Puede verificarse que en tales condiciones kerw = 0, de donde resulta que el
campo vectorial de evolucién puede determinarse (con componentes x — (duy (x),0 g (z)))
a partir de la lista de ecuaciones

/ [0Amgou — dAougy] de = — / (ugdX — Apou) dz Vou,dA: I — R
I I
en cada seccién s (se han utilizado resultados que se probardn mds adelante; el propésito de
este ejemplo es darle sentido al problema planteado). Por lo tanto las ecuaciones hamiltonianas
de movimiento

Uy = 5UH,)\y = 6)\1-1
se traducen en las ecuaciones u, — u, = 0, \, — A, = 0, que contienen a la ecuacién original. A

(Qué hemos ganado? A primera vista, slo hemos construido una formulacién alternativa para
una ecuacién diferencial en derivadas parciales. Sin embargo, el hecho de que la nueva formu-
lacién sea en términos de un sistema dindmico sobre una variedad presimpléctica nos permite
utilizar métodos que no son tradicionalmente empleados en la teoria de ecuaciones diferen-
ciales. Recfprocamente, en aquellos casos en los que la descripcién dindmica tenga problemas,
uno puede recurrir a una representacién tradicional de las ecuaciones diferenciales para enfo-
car el problema desde un punto de vista diferente. En particular, nuestro enfoque se centrard
en la representacion de PDEs via sistemas diferenciales exteriores, ideales en el algebra exterior
de la variedad sobre la que se define la ecuacién diferencial.

Gran parte del trabajo desarrollado en esta tesis consiste en aislar los diversos ingredientes que
permiten justificar la construccion esbozada en el ejemplo anterior, sin perder de vista la rela-
cién entre las soluciones del sistema dindmico definido por estos nuevos datos y las extremales
del problema variacional original. El éxito de esta empresa nos deberia proveer con un conjun-
to de condiciones suficientes que aseguren sentido a la expectativa de la teoria de espacio de
fases covariante.

1.2. Ingredientes involucrados

Procediendo con un orden mas bien gastronémico antes que cientifico ni matematico, descri-
biremos en primer lugar los ingredientes a tener en cuenta para llevar a cabo la construccién
de los espacios de fases relacionados con ecuaciones diferenciales. Uno de los aspectos que el
presente trabajo explora son caracteristicas geométricas del asi llamado método de vinculos de
Dirac. Como en la literatura existente no hay un consenso absoluto acerca de lo que “método
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Capitulo 1. Introduccién

de Dirac” significa, adoptaremos la siguiente convencién a lo largo de este trabajo, a menos
que explicitamente se diga lo contrario: “Método de Dirac” serd sinémino de “algoritmo de
Gotay, Nester y Hinds”, tal como el mismo se presenta en [GNH78]. En particular, estamos
interesados en una descripcion del algoritmo de Dirac en teorias de campo, entendiendo por
teorias de campo a cierto tipo de problemas variacionales sobre el espacio de secciones de algin
fibrado sobre la variedad M que describe al espacio-tiempo; el tipo de fibrado da cuenta del
tipo de campo que quiere describirse con la teoria. En este contexto, el plan puede describirse
suscintamente como sigue:

= En primer término se provee una definiciéon de lo que se entiende por problema varia-
cional no estindar, y de esta manera se delimita el tipo de problemas variacionales con
los que vamos a trabajar.

= Es indispensable por lo tanto contar con la formulacién de alguna teorfa multihamil-
toniana adecuada para el problema variacional en cuestién. La herramienta tedrica
utilizada para llevar adelante esta parte es la nocién de Lepage-equivalencia, tal como se
describe en [Got91b]; cabe remarcar que un esquema analogo para el caso de proble-
mas variacionales sobre espacios de jets fue formulado en [Got91a].

= Esta teorfa multihamiltoniana conduce a la definicién de un sistema dindmico sobre el
espacio de secciones de un fibrado, intimamente relacionado con el fibrado de campos
mediante el punto anterior. Aqui “sistema dindmico” significa el dato minimo nece-
sario para la aplicacién del algoritmo de Gotay, Nester y Hinds, esto es, “estructura
presimpléctica mds un hamiltoniano”. Es necesario introducir una foliacién por hojas
de tiempo constante del fibrado de campos modificado para cumplir con este objetivo.

= Bajo ciertas hipétesis de regularidad, se demuestra entonces que los vinculos hallados
por la aplicacién del algoritmo de Gotay, Nester y Hinds al sistema dindmico del punto
anterior admiten una descripcién como generadores de un sistema diferencial exterio
definido sobre la hoja de tiempo cero por el sistema diferencial exterior que describe a
las secciones criticas del problema variacional Lepage-equivalente asociado al original.

Como se sugiri6 en la seccién anterior, el hecho de admitir problemas variacionales mds gene-
rales que los que surgen en el contexto de las teorfas de campo usuales (i.e., como secciones
de un fibrado de jets) nos permite trabajar con familias de PDEs como si fuesen sistemas me-
cdnicos; una consecuencia interesante de esto es que uno puede aplicar el algoritmo de Gotay,
Nester y Hinds para trabajar con ellas. El segundo punto de esta lista también presenta carac-
teristicas poco usuales: La posibilidad de definir una teorfa multisimpléctica para un problema
variacional sin necesidad de contar con una transformacién de Legendre. Como se indicara
oportunamente, hay un precio que pagar por esta libertad: La prueba de equivalencia de so-
luciones entre un problema variacional y su Lepage-equivalente se vuelve dependiente del
caso considerado. Consideramos que éste es un precio justo en relacién a nuestros objetivos,
que son los de establecer un marco de trabajo para problemas variacionales no estdndar que
tenga en cuenta los vinculos de Dirac asociados al mismo. Conviene aclarar aqui que la nota-
cién adoptada a lo largo del trabajo es la de dicho articulo, que no coincide exactamente con
la notacién clésica, tal como es presentada en, por ejemplo, las referencias [Kru87, Kru73]. El
tercer punto es una extension del método usual de definicién de un espacio de fases para una
teorfa de campos, aunque sin perder de vista la conexién con las ecuaciones de movimiento de
la teorfa. Finalmente, se obtiene una novedosa descripcién para los vinculos de Dirac: En ella
estos vinculos se pueden interpretar como generadores de un ideal diferencialmente cerrado
en el dlgebra exterior de un fibrado relacionado al fibrado de campos. En esta interpretacién
de los vinculos, la cantidad de pasos necesarios para la finalizacién del algoritmo de Gotay,
Nester y Hinds estd relacionada con la cantidad de prolongaciones a la que debe someterse al

A partir de este momento nos podremos referir a los sistemas diferenciales exteriores con este nombre o con el
acronimo EDS, indistintamente.



1.3. Antecedentes

EDS asociado a las ecuaciones de movimiento de la teoria de campos, para conseguir un EDS
involutivo.

1.3. Antecedentes

La consideracién de problemas variacionales no estdndar aparece en [Gri98]; de acuerdo a la
revisién de Hermann de este libro [Her84], las ideas centrales pueden rastrearse hasta finales
del siglo XIX. Basicamente, uno trabaja con un problema variacional usual, pero considera que
las funciones incoégnitas son soluciones de un sistema de PDEs; claramente, esto introduce res-
tricciones sobre las variaciones permitidas al calcular la condicién de extremal. La construccion
de la teorfa multisimpléctica asociada a nuestro tipo de problema variacional se ha llevado ade-
lante, como ya dijimos, hallando una forma de Cartan adecuada (sobre un espacio adecuado)
con métodos de sistemas diferenciales exteriores. La idea general del formalismo es introducir
coordenadas adicionales y definir un nuevo problema variacional mediante la integracién de
una forma (la forma de Cartan), de manera que en el nuevo espacio no hay restriccién sobre las
variaciones, y existe una equivalencia entre los extremales del problema original y el nuevo;
por resultados y referencias, puede consultarse [dLR87]. En nuestro caso hemos utilizado la
construcciéon de la forma de Cartan indicada en [Got91b], que es particularmente apta para el
caso en que las restriccion sobre las variaciones viene dada por un sistema diferencial exterior.
De cualquier forma, el problema variacional Lepage-equivalente debe considerarse como una
especie de principio variacional de Hamilton-Pontrjagin [YMO06b]; la observaciéon fundamental
que debe hacerse aqui es que la aplicacion del algoritmo de Gotay, Nester y Hinds al dato diné-
mico consistente en el fibrado de Pontrjagin T'Q) &7 () y el hamiltoniano asociado a la forma de
Cartan, conduce a ecuaciones dindmicas equivalentes a las hamiltonianas (que se obtendrian
mediante la formulacién usual via transformada de Legendre). Imitando el procedimiento de-
tallado en [GIM97, IGIMO04], se utiliza una foliacién del fibrado construido arriba por hojas
de tiempo constante para hallar un dato dindmico equivalente a un problema variacional no
estdndar; el espacio de fases resulta ser el espacio de secciones de una de estas hojas, con la
forma presimpléctica y el hamiltoniano definidos a partir de la forma de Cartan antes encon-
trada. Una fuente de inspiracién para llevar adelante estas definiciones puede encontrarse en
el articulo [Gaw91]; procedimientos formalmente similares abundan en la teoria de espacio de
fases covariante (ver por ejemplo [CW87]), aunque en nuestro caso no se invoca la existencia
a priori de una “variedad de soluciones” para el problema variacional dado; antes que eso, se
intenta describir datos geométricos suficientes para parametrizar tales espacios. El algoritmo
de Gotay, Nester y Hinds sobre el dato dindmico asi construido conduce a una subvariedadﬂ
maximal respecto de la propiedad de ser estables por el flujo hamiltoniano; por otra parte, el
sistema diferencial exterior asociado a las ecuaciones de Hamilton-Cartan induce un sistema
diferencial exterior sobre la hoja de tiempo constante fijada. Uno de los resultados principales
de este trabajo consiste en relacionar estos dos puntos de vista para las ecuaciones de movi-
miento: Resulta que las secciones que viven en la variedad final de vinculo obtenida por el
primer procedimiento son exactamente las secciones integrales del sistema diferencial exterior
construido en segundo término. Varios resultados previos han influido en la formulacién de es-
ta relaciéon. A nivel de mecénica clésica, los trabajos pioneros [HTT91, RS96] realizan parte del
programa de relacionar los vinculos de Dirac con datos geométricos asociados a las ecuaciones
de movimiento; por otro lado, desde el punto de vista de la teoria formal de ecuaciones dife-
renciales, las referencias [ST95,|(GKMO03] presentan resultados que en mayor o menor grado se
aproximan a los alcanzados aqui desde el punto de vista de sistemas diferenciales exteriores.

2No estamos considerando aqui la pérdida de regularidad de los subconjuntos de vinculo.
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Capitulo 1. Introduccién

1.4. ;De qué se trata todo esto?

Esta seccién se incluye como un medio de explicar la idea central de toda nuestra construccién.
Sin embargo, debemos advertir al lector informado que no hemos dado con una justificacién a
la siguiente observacién empirica: Parece ser un hecho que los espacios de soluciones de ecua-
ciones diferenciales contienen estructuras presimplécticas sobre ellos. Esta es la razén por la
cual las teorias de espacio de fases covariantes son existosas, ddndole de esta manera sentido
al presente trabajo. O sea, hemos decidido representar el espacio de soluciones de un siste-
ma de ecuaciones diferenciales a través de su “espacio de condiciones iniciales”, y ello nos ha
conducido a una estructura de este tipo. Ahora bien, para alcanzar el éxito en tal empresa, ne-
cesitamos en particular un teorema de existencia que entre sus hipétesis incluya algo similar
a un espacio de condiciones iniciales, y como conclusién la existencia de soluciones del pro-
blema de ecuaciones diferenciales en cuestiéon. Cuando uno busca en la literatura tal tipo de
teoremas, en particular de ecuaciones en derivadas parciales, se encuentra con multitud de
ellos, algunos muy poderosos, pero que adolecen de una limitacién que, para el punto de vista
adoptado aqui, es poco menos que fatal: Se refieren a familias restringidas de tales sistemas,
cuando no directamente a uno solo de tales objetos. El tinico resultado que escapa a esta re-
gla, al menos hasta donde el conocimiento del autor alcanza a discernir, es el llamado teorema
de Cartan-Kiihler, que es una reformulacién del teorema de Cauchy-Kowalevsky al contexto de
sistemas diferenciales exteriores. Por lo tanto se hace indispensable introducirse de lleno en el
estudio de tales objetos. La idea subyacente es que, aunque el teorema de Cauchy-Kowalevsky
admite hipotesis razonables (excepto por la analiticidad), su formulacién exige coordenadas,
por lo cual es un resultado de poco valor en el contexto de variedades; es mas, esta exigencia es
natural si se tiene en cuenta que las ecuaciones diferenciales parciales se formulan usualmen-
te utilizando coordenadas. Por consiguiente, urge la necesidad de codificar geométricamente
los sistemas de PDEs, y esto fue logrado por Cartan mediante la introduccién de los sistemas
diferenciales exteriores (véase secciéon a continuacién para una breve discusién sobre el
significado geométrico de los mismos).

Problema
no estdndar

Problema
Lepage-equivalente

EDS de

Sistema dindmico Hamilton-Cartan

De cualquier manera, intentemos justificar la razén por la cual esperamos poder relacionar los
vinculos de Dirac de una teorfa de campos con datos geométricos mas directamente relaciona-
dos con la formulacién variacional del mismo. El concepto clave, como ya dijimos, es quizas
el espacio de soluciones del problema variacional Lepage-equivalente (por definiciones véase
seccion [4.3). Basicamente, un problema variacional Lepage-equivalente a uno dado se obtiene
incorporando grados de libertad de manera tal que las variaciones en el mismo son totalmente
arbitrarias; por contraposicion, las de un problema variacional como el de Euler-Lagrange, las
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1.4. ;De qué se trata todo esto?

variaciones de las velocidades estan determinadas por las de la posiciéon. En caso de bivarian-
cia (ver también la seccion [4.3), las extremales de este problema se ponen en correspondencia
biunivoca con las del problema no estandar asociado. Para cada problema Lepage-equivalente
y teniendo en cuenta ciertos datos adicionales puede construirse un espacio presimpléctico y
una funcién sobre él; llamaremos a este dato sistema dindmico asociado. Condiciones de regu-
laridad e invariancia permiten establecer una correspondencia similar entre las soluciones de
este problema dindmico y las extremales del problema Lepage equivalente. Las ecuaciones de
Euler-Lagrange para un problema Lepage-equivalente pueden expresarse como un EDS, de-
nominado EDS de Hamilton-Cartan. La validez del teorema de Cartan-Kahler para secciones
contenidas en este sistema dindmico asegura el mismo comportamiento entre soluciones del
EDS de Hamilton-Cartan y las extremales del problema Lepage-equivalente. Estas relaciones
se muestran esquemadticamente en el anterior diagrama, donde las flechas representan identi-
ficaciones entre soluciones de los problemas que las mismas unen.






Capitulo 2
Elementos de geometria diferencial

2.1. Ideas geométricas sobre sistemas de PDEs

A version geométrica de la mecanica se debe en gran parte a la interpretacién de las ecuacio-
nes diferenciales ordinarias involucradas como campos vectoriales. Este hecho nos induce
a pensar que una versién geométrica de las ecuaciones en derivadas parciales podria ser de
gran utilidad a la hora de trabajar con problemas variacionales que involucren méas de una va-
riable independiente.
La clave es considerar que, cuando se interpreta una ecuacién diferencial ordinaria como cam-
po vectorial, se estd considerando que dicha ecuacién determina un conjunto de direcciones
permitidas a lo largo de las cuales pueden pasar soluciones de la misma. De igual forma, una
funcion (z',---,2") — (u' (z),---,u™ (z)) determina en cada punto un plano tangente a su
gréfica; un conjunto de generadores para dicho plano estd dado por

Ui::azi+zu?(x)aua, 1:1’71
a=1

Un sistema de ecuaciones en derivadas parciales (de primer orden) puede ser visto entonces
como una restriccion a los posibles valores que en cada punto = pueden tomar las componentes
libres de esta lista de vectores. Veremos a continuacién que la geometria introduce condiciones
sobre estas restricciones.

Ejemplo 2.1A: Un sistema sobredeterminado. 5i el sistema es de la forma

{uw = A(x,y),

uy :B(I,y),

entonces los posibles planos tangentes a la grafica de la solucién en R? con coordenadas (x, y, u)
serdn generados por los vectores

vy =0y + A(z,y) Ou, vy = 0y + B (x,y) Oy.

Uno de los aportes fundamentales de Cartan a la geometria diferencial [Car45] consiste en
considerar subespacios del tangente a una variedad como el anulador de una lista de formas;
concretamente, en el ejemplo anterior uno puede decir que los planos tangentes a las soluciones
del sistema de PDEs son los anuladores de la forma

0oy = du—A(z,y)dz — B (z,y) dy.

De este modo se codifican de manera mds eficiente las condiciones necesarias de integrabilidad

de un sistema de PDEs. Asi, si existe una solucion de este sistema, los vectores v, v, generardn
el espacio tangente a su grafica, de donde se deduce que su corchete debe vivir alli, esto es,

[V, Uy]‘(%y’u) =pu(z,y,u) vy +v(z,y,u) vy

para ciertas funciones u, v. Pero esto equivale a pedir que A, — B, = 0. En término de la forma
anuladora, la existencia de una gréfica solucién equivale a que exista una superficie S en R? tal
que 0| S = 0; como la restriccion conmuta con la diferencial exterior, esto implica que df| S = 0,
y esto tiene como consecuencia (A, — B,) dx A dy = 0. Desde el punto de vista computacional
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Capitulo 2. Elementos de geometria diferencial

es mucho mds conveniente trabajar con diferenciales exteriores que con corchetes de Lie; esto
es consecuencia de las elecciones que uno debe hacer al intentar describir un subespacio en
términos de una base. A

De acuerdo a la discusién previa, si los posibles planos tangentes en cada punto z € M son
exactamente las soluciones al problema
Qk(a:):(), kzlaaN
donde {6y, -+ ,0n} C Q°* (M) es una coleccién de formas sobre M, entonces aquellos planos
que sean ademads tangentes a alguna soluciéon deben satisfacer las condiciones adicionales
df; (z) =0, k=1,---,N.

Sin embargo, rara vez esta nueva lista de condiciones es suficiente; por lo general, uno debe
explorar la familia de consecuencias diferenciales de un sistema de ecuaciones diferenciales
parciales para encontrar todas las restricciones que los planos tangentes a sus soluciones deben
satisfacer.

Ejemplo 2.1B: Sistema de ecuaciones diferenciales parciales con consecuencias diferenciales
de orden superior. El siguiente ejemplo fue tomado de Ia tesis doctoral de W. Seiler [Sei%94].
Consideremos el sistema sobre funciones reales con dominio en R3:

Uz +yuz =0,
uy = 0.
Notemos que dicho sistema puede representarse diferencialmente de la forma siguiente

01 :=dudyA (de—ydz) =0,

0y :=duNdxANdz=0,
sobre el espacio R* de coordenadas (,y, z,u) y que ademds se verifican idénticamente las
condiciones df); = dfl; = 0. Luego las condiciones necesarias de integrabilidad no agregan
nada nuevo a nuestro sistema de ecuaciones. Sin embargo, notemos que existen 3-planos sobre
R* que anulan a 0; y 02 pero que no son tangentes a ninguna solucién del sistema original.
Efectivamente, definamos el 3-plano IT, A # 0 sobre (zo, Yo, 20, uo) mediante

Iy := (Or + A0y, Oy, 0; — yAOu) ;
entoncesII es un espacio 3-dimensional sobre el cual se verifican las condiciones 01|, . . ) =
02 (20,40,20,u0) = O- Por otro lado, cualquier solucion suave de la primer ecuacion del sistema
original puede escribirse

u(@,y,z) = f(x—y2) +9(y);

si ademds pedimos que IT sea tangente al grdfico de u en el punto (o, yo, 70, to), las funciones
suaves f y g deben satisfacer las condiciones

f (@0 = yoz0) + 9 (yo) = w0,
f (xo — yoz0) = A
en dicho punto. Pero la ecuacién 6, = 0 impone la condicién
2) —z2f' (@ —y2)+¢'(y) =0
en todo punto (z,y, z,u) sobre la grdfica de u, y esto implica en particular que
—zf"(x—yz)=0 derivando respecto de y la condicion
yzf" (x —yz) — f' (x —yz) =0 derivando respecto de z.

Evaluando en particular en el punto (xo, Yo, 20, uo), estas condiciones implican que A = 0,
contra lo supuesto. Luego ninguna funcién (z,y, z) — u(z,y, z) puede ser tangente a II. En
definitiva, existen planos que verifican el EDS por los cuales no pasa ninguna solucién. A
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2.2. Jets y topologia en un espacio de secciones

Si uno quiere seguir adelante con el programa esbozado hasta aqui para la geometrizacién de
los sistemas de ecuaciones en derivadas parciales, es necesario hallar condiciones sobre las for-
mas que describen a los posibles planos tangentes que nos aseguren que dichos planos seran
tangentes a alguna soluciéon. Notar que en el ejemplo discutido se debi6 apelar a derivadas
sucesivas de las funciones incégnitas para hallar las condiciones de integrabilidad “ocultas”;
ésta es una de las razones por la cual las condiciones necesarias de integrabilidad no alcan-
zan a discernirlas. El objetivo a conseguir es el de asegurar, para un dado sistema de planos
definidos por la anulacién de un conjunto de formas, que por cada uno de ellos pase una so-
lucién del sistema de PDEs que se estd representando; cuando tal cosa ocurre, decimos que
el conjunto de planos es involutivo. Debido a que no hay una eleccién natural de condiciones
suficientes para que los planos anuladores de un conjunto de formas sean tangentes a solu-
ciones del sistema de PDE asociado, existen en la literatura muchas nociones diferentes de
involutividad, dependiendo en general de la teoria que se use: Janet-Riquier, Spencer o Cartan
[Pom?78, BD02]. Las condiciones suficientes que adoptaremos aqui surgen de la extensiéon del
teorema de Cauchy-Kowalevsky al nuevo contexto, el asi llamado Teorema de Cartan-Kihler; la
involutividad se verifica en tal caso apelando al fest de Cartan.

Nota 1. Se hace importante aclarar que las condiciones de integrabilidad que surgirian a partir de una
representacion del sistema de PDEs como distribucién generada por una coleccion de campos vectoria-
les si serian suficientes: Para el sistema del ejemplo uno tiene que en el espacio de coordenadas
(x,y, z,u) las soluciones serdn siempre tangentes a la distribucién D generada por los vectores

X =0+ f0, Y: =0y, Z:=0,—yfo,

siendo f una funcién arbitraria (salvo cuestiones de regularidad). Las condiciones de integrabilidad
[D, D] C D se traducen en

[XaY] - 7fyau
[X7Z] = —(f:+yfe)Ou
(X Y] = —(f+uyfy)Ou

Como suponemos que f no es idénticamente nula, entonces 0, ¢ (X,Y, Z) y por lo tanto resultan las
ecuaciones

fyZO,
fz+yfz:07
eryfy:Ov

cuya inica solucién posible es f = 0. Desde este punto de vista hemos entonces recuperado las condicio-
nes suficientes para la existencia de soluciones; sin embargo, para sistemas mds complejos la descripcion
de las ecuaciones en derivadas parciales por distribuciones son dificiles de manejar.

2.2. Jetsy topologia en un espacio de secciones

Antes de continuar, debemos saldar una deuda que se ha generado implicitamente en la discu-
sién previa: Probar que cualquier ecuacién diferencial puede representarse como el anulador
de un conjunto de formas sobre alguna variedad. Para ello, hay que introducir el concepto de
espacio de jets.

2.2.1. Geometria del espacio de jets. Un concepto utilizado en varios lugares a lo largo
de esta tesis es el de espacio de jets de un fibrado 7 : E — M. Para introducirlo correctamente,
vale la definicién siguiente.

Definicién 1. El espacio de secciones locales de E es el conjunto I'y. (E) formado por todas las secciones
del fibrado 7=1 (W), donde W C M es alguna subvariedad abierta de M. EI conjunto de todas las
secciones locales de E cuyos dominios contienen a p € M se denotard mediante '), (E).
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Estamos en condiciones de formular el lema siguiente, que justifica la construccién del fibrado
dejets de E.

Lemal. Seaw: E — Myp € M;sean ademds ¢, € ', (E) tales que ¢ (p) = ¢ (p). Supdngase que
(27, u) e (y?,v?) son un par de sistemas de coordenadas adaptados a E definidos en un entorno de p.
Si
Mo og)| _ M (u o)
ozt N ozt

p

paratodo 1 < o <my1l <|I| <k, entonces

ol (v/@ o¢)) B ol (vﬁ ow)
oy’ B oy’

paratodo 1 < B <myl<|J| <k

Entonces puede definirse la siguiente relaciéon de equivalencia sobre I, (E).

Definicién 2. ¢,y € T',, (E) son k-equivalentes si y sélo si ¢ (p) = ¢ (p) y ademds en algiin sistema
de coordenadas adaptadas (x*,u®) vale que

Murop)| oM (u o)
ozl B ozl

p p

para todo 1 < a < my 1 < |I| < k. La clase de k-equivalencia que contiene a ¢ € T, (E) se denota
mediante j ¢.
El conjunto de estas clases de k-equivalencias es lo que denominaremos espacio de k-jets.
Definicién 3. El espacio de k-jets de E es el conjunto
JFH(m) = {jfo:pe M, €T, (E)}.
Las proyecciones fuente y objetivo estdn definidas, respectivamente, por
7rk:Jk(7r)—>M:j§(E)»—>p

y

o I (1) = B2y (B) = ¢/(p).
Si1 <1<k, la l-proyeccion de un k-jet estd dada por

Tl Jk (m) = J! (m) :j;f(b — jzl,¢
Es interesante verificar que J* (7) es una variedad diferencial [MRAO2]. Para hacer esto, intro-

ducimos un cubrimiento de este espacio por cartas.

Definicién 4. Sea n : E — M un fibrado y (U,u) un sistema de coordenadas adaptadas a E, de
manera tal queuw = (x*,u®). El sistema de coordenadas (o carta) inducido sobre J* (r), y denotado
mediante (U*, u¥) estd definido mediante

U* = {ji¢:peUpel,(E)},
uf = (a:i,ua;u?)
donde z (jk¢) = z' (p) ,u® (ji¢) == u* (¢ (p)) y

) Al (ue o
i (349) =

donde 1 < |I| < k.
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Para probar que estas cartas inducen una estructura diferenciable sobre J* (), hay que demos-
trar que son compatibles.

Proposicién 1. Dado un atlas de cartas adaptadas (U, u) sobre E, las cartas inducidas (U*, u*) forman
un atlas suave finito-dimensional sobre J* ().

Notemos que la definicion de variedad con la que estamos trabajando no requiere de la defi-
nicién de una topologia sobre el espacio que se quiere describir. Sin embargo, dicha estructura
estd inducida por la estructura diferencial. Tal topologia esta definida como sigue [MRA02].

Definicién 5. Un subconjunto V. C J* (1) es abierto si y sélo si, para cada v € V existe una carta
(U*,u*) tal quev e Uy U C V.

Notar que los dominios de las cartas son una base, y que la topologia sobre J* () es exacta-
mente la asociada a dicha base [Mun00].

2.2.2. Jets y ecuaciones diferenciales. Aunque en las discuciones introductorias se ha
dado por supuesto que uno puede representar una ecuaciéon en derivadas parciales (de primer
orden) mediante la anulacion de una cierta cantidad de formas sobre una variedad adecuada,
no es obvio que esto sea asi en general. Supongamos que trabajamos con un sistema de PDEs
de la forma

(3) Fk(I,UI(l')):O, kzlvaM
donde las incognitas son de la forma w : ¢ := (2!, -+ ,2™) = (u! (z),--- ,u™ (x)) y los simbo-
los I denotan multiindices de orden |I| < k. Si

(xlv"' 7xn;u1’.“ ,um;PI 1 < |I| < k)

es un conjunto de coordenadas locales sobre J* (R",R™), podemos interpretar el conjunto de
ecuaciones (3) como definiendo un subconjunto alli mediante

(4) Fk(l’,p]):(), k:177M7

bajo condiciones de regularidad, este subconjunto es una subvariedad, y el conjunto de formas
que describen al sistema original proviene de la restriccién de la estructura de contacto a ella,
que esta localmente generada por

95 = du! —pJ7idxi

paral <! < my |J| < k. De hecho, esta estructura es la que nos asegura que las variables
p son derivadas de las u respecto de las z. Llamaremos al par formado por la subvariedad de
JF (R™,R™) inducida por las condiciones (@) y la restriccion a ella el sistema diferencial exterior
candnicamente asociado al sistema de PDEs (3).

2.2.3. Topologia C* de Whitney. Estamos listos para introducir la topologia C* de
Whitney [GG74, Mic78].

Definicién 6. Sean : E — M un fibrado.
1. La familia { My, (U) : U es un abierto en J* ()} donde
My (U):={¢eT (E):j*¢ M) U}

es una base para una topologia sobre T (E). Dicha topologia se denomina topologia C* de
Whitney; ademds denotemos por Ty, el conjunto de abiertos en T' (E) de esta topologia.
2. La topologia C*° de Whitney sobre I' (E) es la topologia con base Too := UgenTk.

Debemos probar que las definiciones anteriores son consistentes.

Lema 2. Las topologias C* y C* de Whitney estdn bien definidas.

13



Capitulo 2. Elementos de geometria diferencial

DEMOSTRACION. Primero probemos que, efectivamente, el conjunto
{My (U) : U abierto en J" (m)}

es una base para una topologia. Luego, siguiendo la referencia [Mun00], esto significa que, por
cada par My, (U), My (V) con U,V abiertos en J* (1), existe W abierto alli tal que

My (U) N My, (V) C My (W)

Pero esto se satisface por verificarse que M (U) N My, (V) = My (U N V). Finalmente 7., es
una buena base; para probarlo, notemos que 7, C 7; para todo k < [. Efectivamente, si U es un

abierto de J* (1), entonces M;, (U) = M, (T&'l_kl (U)):Sid) € M;, (U), entonces j*¢ (M) C Uy por
lo tanto jl¢ (M) C 7rl_,€1 (U); inversamente, 1) € M, (Wz_kl (U)) implica que j'v (M) C ﬁfkl )

y por lo tanto (m; o j'4) (M) = j* (M) C U. Porlo tanto sid € T, y V € T, en particular
UeTyUNV e T C T, como queriamos probar. O

2.3. Sistemas diferenciales exteriores

Como se ha discutido en las secciones anteriores, pueden caracterizarse geométricamente los
sistemas de ecuaciones en derivadas parciales si se describen como conjuntos de planos suje-
tos a condiciones de involutividad adecuadas. Vimos también que una manera conveniente de
tener en cuenta ciertas condiciones necesarias de integrabilidad consistia en usar una repre-
sentacién en la cual tales planos son el espacio anulador de un cierto nimero de formas; ahora
bien, teniendo en cuenta que si un conjunto de formas se anulan sobre una variedad, lo mismo
ocurre con el ideal generado por ellas y sus diferenciales en el dlgebra exterior, los objetos na-
turales para describir sistemas de PDEs resultan ser los ideales diferencialmente cerrados en el
dlgebra exterior de la variedad con la que se esta trabajando. Los sisternas diferenciales exteriores
son exactamente tales objetos; la estrategia de Cartan para trabajar con ellos se basa en medirles
propiedades que aseguren condiciones suficientes de integrabilidad.

Vamos a presentar aqui las ideas centrales sobre sistemas diferenciales exteriores (EDS, por sus
siglas en inglés); las referencias consultadas para elaborar esta parte del trabajo son [BCG ™91,
IL03, [Kam00, |O1v95| [Een06]. El problema geométrico subyacente consta de dos pasos funda-
mentales, a saber:

1. En seleccionar, de manera suave en cada punto de una variedad, un subespacio de
direcciones tangentes a la misma, y

2. en preguntarse acerca de la existencia y unicidad de subvariedades cuyo espacio tan-
gente esté contenido en tal subespacio punto a punto.

Una manera de describir subespacios del espacio tangente es como el nticleo de formas dife-
renciales sobre ella.

Definicién 7. Un sistema diferencial exterior sobre una variedad M es un ideal T C Q* (M) cerrado
con respecto del operador de derivada exterior; este hecho se indica diciendo que el ideal 7 es diferen-
cialmente cerrado. Una subvariedad que anula todos los elementos de T se denomina subvariedad
integral de M.

Ejemplo 2.3A: Subvariedades integrales para el EDS canénico. En particular, para el sistema
diferencial exterior canénicamente asociado a un sistema de PDEs, vale el resultado siguiente
[Gare9].

Proposicion 2. Sea ¥ C J* (R™,R™) el subconjunto del espacio de k-jets definido por el sistema de
ecuaciones diferenciales en derivadas parciales (3) via (@); supongamos ademds que ¥ es subvariedad,
y definamos Iy, C Q° (J* (R",R™)) como el EDS inducido sobre 3 por la estructura de contacto.
Entoncessiu : V C R® — R™ es solucién de , Y Sy = gk (V), vale que Ix.| S,, = 0, esto es, S,, es
subvariedad integral de Ts,.
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Esto significa que las subvariedades integrales de la estructura de contacto son las gréficas de
las prolongaciones, y que las soluciones de un sistema de PDEs pueden hallarse pidiendo que
los gréficos de sus prolongaciones sean subvariedades de . A

Notemos que para construir subvariedades integrales de una dimensién dada, encontramos
primero los posibles planos tangente resolviendo algebraicamente, en cada punto de la varie-
dad, las condiciones impuestas sobre estos planos por el EDS. Acto seguido, se buscan con-
diciones que aseguren que tales planos son efectivamente tangentes a alguna variedad. Para
llevar adelante este plan, es ttil tener en cuenta la definicién siguiente.

Definicién 8. Un elemento integral de dimensién k para un EDS T es un subespacio E C T, M de
dimension k tal que o|E = 0 para todo o € Z. El conjunto de todos los k-elementos integrales de un
dado T se denotan mediante el simbolo Vi, (1), y estdn naturalmente incluidos en la variedad Gy, (T M),
el grassmanniano de orden k sobre M.

La verificacién de que un dado subespacio es integral para algtn EDS involucra la resolucién
de un sistema lineal, por lo general muy grande, como se muestra a continuacion.

Lema 3. Definamos IF := 7 N QF (M); ademds, fijemos
(O&,"' 7a]1€17a?,... ’Q%Q’... 7a€’... ’azp) cO° (M)
como conjunto de generadores T tal que {o,--- ,a}, } C I para todo I. Entonces

s Vi (D) = {EGG}C(TmM):OdE:O VO&EIk}.
» El subespacio E C T, M es r-integral para I si y sélo si of"|E = 0 para todo 1 <1 < ky, y
1<m<nr.

Como consecuencia importante, hay que notar que la verificacién de la integrabilidad de un
elemento en término de generadores algebraicos de un dado EDS, involucra probar que el
subespacio dado anula todos los generadores de grado menor o igual a su dimensién. Si el
EDS T est4 definido sobre algtn fibrado ' — B, es natural preguntarse sobre subvariedades
integrales que ademds son secciones del fibrado dado, denominadas secciones integmlesﬂ si
n = dimB, el procedimiento que permite encontrar tales subvariedades integrales consiste en
fijar un elemento no nulo Q € Q" (B) y buscar subvariedades n-integrales para Z sobre las
cuales 7* (€2) # 0. Los conceptos involucrados en esta discusién se definen a continuacién.

Definicién 9. Un EDS con condicién de independencia sobre una variedad M es un par (Z,€)
compuesto por un EDS T y una n-forma diferencial ). Los elementos integrales (resp. subvariedades) de
tal objeto son los elementos integrales (resp. subvariedades) de T tales que 2 # 0 sobre ellos.

La condiciéon de independencia cambia draméticamente el andlisis de un EDS, como se vera en
la discusién sobre el teorema de Cartan-Kéhler.

2.3.1. Elementos integrales Kidhler-ordinarios. Hablaremos aqui acerca de las nociones
de regularidad que hay que tener presente para establecer el teorema de Cartan-Kéhler; debe
separarse estas condiciones en dos partes. La primera de ellas se refiere a la regularidad desde
el punto de vista de geometria diferencial.

Definicién 10. Sea Z C Q° (M) un EDS. Un elemento n-integral E € V,, (I) es Kahler-ordinario
si y s6lo si existe un entorno E € U C G,, (T'M) tal que U NV, (Z) es una subvariedad de G,, (TM).

Este requisito nos asegura que localmente el conjunto de elementos n-integrales es el conjun-
to de nivel de algunas funciones diferenciables. En el caso general, los conjuntos V,, (Z) son
subvariedades algebraicas de G,, (T'M), por lo que puede esperarse la aparicién de puntos
singulares.

g1 conjunto de secciones integrales de un EDS sobre un fibrado se denotard mediante el simbolo I (Z).
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2.3.2. Espacios polares y Kdhler-regularidad. El teorema de Cartan-Kéhler es una exten-
sién a EDSs del teorema de Cauchy-Kowalevsky para ecuaciones en derivadas parciales. Esto
significa que se intentard construir variedades integrales de dimensién n a partir de subvarie-
dades integrales de dimensién n — 1, y por consiguiente deben estudiarse las direcciones en las
cuales eso es posible.

Definicién 11. Dado un elemento E € Vj, (Z), su espacio polar es el subespacio generado por todos

los elementos integrales de dimension k + 1 para T que contienen a E. El espacio polar de un elemento

E serd indicado mediante H (E).

El siguiente lema nos provee un método para calcular espacios polares.

Lema4. Si E C T, X y{v1, -+ , 0y} es una base de E, entonces
H(E)={weT,X :¢(v1, - ,vp,w) =0, VpecIFt'}.

Este lema nos permite explorar la manera en que se determina el espacio polar de un elemento
integral. O sea, supongamos que Z tiene generadores como los detallados en el lema 3|y que

E = (vy,---,v,); el vector x € T, X estard en H (E) si y s6lo si
a (x) =0, 1<p<k
o2 (vi,x) =0, 1<v<ky,1<ip<n

5) ol (Vi1 ¥z, X) = 0, L<pu<ks1<ji<ja<n
Oég+1 (Vlv"’ 7Vn7x):03 1§0§kn+1-

Por lo tanto hemos transformado un conjunto de ecuaciones algebraicas para el elemento E en
un sistema lineal cuyos coeficientes dependen de una bandera en E; la siguiente nocién tiene
que ver con la regularidad de este sistema lineal, en el sentido que asegura la invariancia de su
rango.

Definicién 12. Un elemento Kihler-ordinario E € V,, (Z) es Kdhler-regular si
codimH (E) = codimH (E")
para todo E' en un entorno de Een V,, (Z) C G,, (TX).

La siguiente proposicién es ttil al trabajar con ejemplos.

Proposicién 3. El conjunto V,? (I) de n-elementos integrales Kihler-ordinarios de un EDS T es abierto
relativo en el conjunto V,, (I). Ademds el conjunto de n-elementos integrales Kihler-regulares es un
abierto denso de V.2 (I).

Esta nocién de regularidad es central a la hora de establecer condiciones suficientes de inte-
grabilidad para un EDS; a fin de ganar algin tipo de intuicién con el concepto, examinemos el
ejemplo siguiente.

Ejemplo 2.3B: Particularidades de un sistema no regular. Vamos a analizar desde este punto
de vista el EDS no regular ya tratado en el ejemplo[2.1B, Un conjunto de generadores algebrai-
cos para este EDS viene dado por la lista

01 :=duNdyA (de —ydz),
0y :=du N dx Adz,

y como vimos, existen 3-elementos integrales del mismo por los cuales no pasa ninguna solu-
cién del sistema de PDEs original. Sin embargo, el teorema de Cartan-Kahler implicaria que a
través de cualquier 2-elemento integral Kdhler-regular para 7 deberia pasar una solucién de
dicho sistema de PDEs, lo cual no ocurre en este caso. El problema con este ejemplo es que
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los 2-elementos integrales de T que son Kihler-regulares no estdn contenidos en 3-elementos
integrales, esto es, son inextensibles. Veamos como puede probarse esta afirmacion.

Lema 5. El conjunto
Uy, = {E € Gy (TRY) : E = (v 4 A0y, w + pd,,) para algiin par
0, € (9y,0,,0.) tal que (v,w) L ay}

es un abierto denso de G5 (TR4).

DEMOSTRACION. Efectivamente, llamando 7 : R* — R? a la proyeccién
(@Y, 2,u) = (2,9, 2),
notemos que puede escribirse U, = U' N U?, donde cada uno de los conjuntos
U'={FeGy(TRY) : 7. (E) L 9,}
U?:={EecGy(TRY): E L 9,}
son abiertos y densos en G (TR*). Pero una variedad de dimension finita es localmente com-

pacta, por lo cual es un espacio de Baire, y la interseccién de abiertos densos es densa [Dug66].
|

Ademds como I estd generado por 3-formas, resulta que U, C V (1). Cualquier E € U, puede
escribirse como

E = (05 + m0Oy + A0y, 0. + n0y + 10y)

para ciertos nimeros reales m,n, A, i, las ecuaciones que determinan H (E) para un elemento
de esta forma serdn

(0p + MmOy + A0y)o (0, + ndy + pdy )61 =0,
(9 + My + NDy) 1 (0 + 1Dy + 110y) 102 = 0,
o equivalentemente

{udy —n[\(dx — ydz) — du] — y (Ady — mdu) = 0,

(6) _
udz + Adx — du = 0.

Supongamos ahora que E es extensible a un 3-elemento integral E*; por las condiciones de
transversalidad que definen a U,, puede escribirse

Et =E+ (0, +vd,),

ysi Et € V3 (I), entonces debe valer que v = 0, n = —y\. Pero esto significa que el subconjunto
Z C U, de elementos 2-integrales extensibles a un elemento 3-integral tiene interior vacio, en
tanto los elementos no extensibles de U, forman el abierto denso

U, ={Ee€U,: E=(v+ Ay, w+ pud,) conv+y\#0}.
Pero tenemos el resultado general siguiente.

Lema 6. Sea J un EDS sobre una variedad M, n = dim M. Entonces el conjunto Z), (J) formado por
todos los elementos n-integrales Kihler-requlares que son extensibles a un elemento n + 1-integral, es
abierto.

DEMOSTRACION. Sea E € Z] (J);como E € VI (J), existe unentorno V de Een G,, (T M)
tal que
codim H (E) = codim (E’)
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para todo E’ € V. Pero E C E* paraalgin E* € V,,41 (J) siy s6lo si dim H (E) = n + k para
algin k£ > 0, dado que E C H (F); ahora bien, como

codimH (E) =N —dimH (E)=N —n—k

resulta que dim H (E’) = n + k para todo E’ € V. Entonces V' C Z}, (J) y este conjunto sera
abierto. g

Este lema aplicado a nuestro caso nos dird que Z = (), que es el tinico abierto con interior vacio.
A

Veremos que probar que un elemento integral de dimensién n — 1 es Kihler-regular y extensi-
ble constituye condicién suficiente para que por él pase una solucién; éste es el contenido del
teorema de Cartan y Kéhler, que discutimos en la préxima subseccién.

Finalmente el ejemplo discutido nos permite vislumbrar las dificultades que resultan de inten-
tar verificar la condiciones de Kéihler-regularidad. En efecto, esta condicién es la més dificil
de analizar en la préctica debido a que se necesita considerar abiertos en una variedad de
Grassmann. El recurso tedrico para manejar este problema se denomina Test de involutividad de
Cartan.

Teorema 1 (Test de involutividad de Cartan). Sea Ey,0 < k < n una bandera de elementos inte-
grales para T en x, y definamos

¢ = codimH (Ey),0 <k <n-—1
Entonces

COdimEnVn (I) > co+ -+ cp—1,
donde la codimensién de V,, (T) en E,, se mide en sentido algebraico: Es el niimero mdximo de funciones
suaves sobre G,, (T X) que se anulan sobre V,, (I) y que tienen diferenciales independientes en E,,.

Mis aiin, V,, (T) es suave y de codimension igual a co + - - - + ¢,—1 en E,, si y sélo si los elementos E},
son todos Kihler-reqular para 0 < k <mn — 1.

2.3.3. Teorema de Cartan-Kihler. Ya hemos introducido los ingredientes esenciales para
formular la versién que necesitamos del teorema de Cartan-Kéhler [IL03, Kam00] que, como
mencionamos mds arriba, nos permitird asegurar que Kéahler-regularidad mas extensibilidad
es un buen conjunto de condiciones suficientes para la integrabilidad de un EDS.

Teorema 2 (Teorema de Cartan-Kéhler). Supongamos que T es un EDS analitico sobre M y P™ C M
es una subvariedad analitica integral que es Kihler-regular y tal que, en cada p € P, H (T,,P) tiene
dimension n + r + 1. Ademds supongamos que R C M es una subvariedad analitica de codimension
r tal que P C Ry T, R se intersecta transversalmente con H (T, P). Entonces para cada p € P existe
un entorno U C R de p y una tinica subvariedad integral (n + 1)-dimensional N C U que contiene a
PNU.

El principal problema con este teorema es que es vélido sélo en la categoria analitica. Aunque
los sistemas con los que trabajaremos aqui satisfacen esta condicién, es importante remarcar
que esta es una condicién fuerte a pedir para un teorema de existencia.
Necesitaremos la siguiente consecuencia del teorema de Cartan-Kéhler.

Corolario 1. Sea 7 un EDS analitico sobre la variedad M, P C M una variedad compacta integral
Kihler-regular de dimensién n tal que dim H (T, P) = n + r + 1 para todo p € P. Sea R C M una
subvariedad analitica de codimension r tal que

1. PCRy
2. T, R se interseca transversalmente con H (TpP) en cadap € P, esto es,

dim (T,RN H (T,P)) = n + 1.

18



2.3. Sistemas diferenciales exteriores

Enonces existe una variedad integral () para I de dimension n + 1 tal que P C ) C R.

Nota. La diferencia entre el teorema de Cartan-Kéhler y este corolario es la conclusiéon P C Q;
estamos por lo tanto intentando globalizar el teorema anterior.

DEMOSTRACION. Sea (Up, Np),. p una coleccion de entornos de p y variedades integrales
de dimensién n + 1 determinada por el teorema@ Seanp;, - ,py talque {Up, :i=1,--- ,N}
cubre a P. Queremos probar que el conjunto

es una variedad integral de dimensién n + 1 para Z que satisface P C ) C R. Para demostrar
que es variedad, recurrimos al lema siguiente.

Lema 7. Sean V,W C Z subvariedades requlares de dimensién k. Si V- N'W es subvariedad regular de
dimension k de Z, entonces V.U W también serd una k-subvariedad regular de Z.

Utilizando la unicidad de soluciones a través de cada punto de P podemos probar que N,, NN,
(cuando no es vacio) es subvariedad de R de dimensién n + 1, por lo cual la aplicacién de este
lema nos permite concluir que ) C R es subvariedad regular de dimensién n + 1. Como cada
N,, es integral, entonces () serd subvariedad integral, como queriamos. O

2.3.4. Teorema de Cartan-Kuranishi. ;Qué es lo que ocurre si nuestro sistema no veri-
fica el test de involutividad de Cartan? En tal caso uno debe usar una construccién estdndar,
llamada prolongacién, que definimos mds abajo.

Definicién 13. Sea Z C Q°* (M) un EDS sobre M,y E € V,, (T). Una bandera0 C B, C --- C E,, =
E es una bandera regular si y sélo si Ej, es un elemento k-integral reqular de Z para 1l < k <n — 1.

Las banderas regulares nos permiten resolver la ecuacién en derivadas parciales que subyace
a un dado EDS como una sucesién de problemas de Cauchy-Kowalevsky. El siguiente concep-
to es fundamental a la hora de tratar con la integrabilidad de este sistema de ecuaciones en
derivadas parciales.

Definicién 14. Un EDS es n-involutivo si y sélo si cada elemento n-integral es el elemento final de
una bandera regular.

La principal consecuencia de esta definiciéon y del teorema de Cartan-Kéhler es la proposicién
siguiente (ver por ejemplo [BCG™91]).

Proposicién 4. Si un EDS es n-involutivo, por cualquier elemento n-integral pasa una subvariedad
integral de dimension n.

Puede probarse que existe una operacioén, llamada prolongacion, que asocia a cada EDS Z sobre
M y cada n € Nun nuevo EDS 7’ sobre otra variedad M’ tal que

= Existe una submersién p : M’ — M, y ademads
= Jos elementos n-integrales de Z e 7’ estdn en correspondencia uno a uno por la aplicacién

p.

El resultado clave es provisto por el Teorema de Cartan-Kuranishi, el cual afirma que, bajo ciertas
hipétesis de cardcter técnico [BCGT91], aplicando un ntimero finito de veces la operaciéon de
prolongacion, cualquier EDS puede ser convertido en un EDS n-involutivo.
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2.4. Fibrados sobre variedades con borde
Vamos a incluir las definiciones relevantes para trabajar con fibrados (en la categoria diferen-
ciable) cuya base es una variedad con borde.
Definicién 15 (Fibrados localmente triviales). Un fibrado (localmente trivial) es un cuddruple
(E » P M ) F )

donde E, M, F son variedades y p : E — M es una aplicacién suave sobreyectiva, tal que para cada
m € M existe un entorno U,, 3 m y un difeomorfismo F : p~ (Uy,) — Uy, x F tal que el siguiente
diagrama es conmutativo,

F

pt (Un) Up x F

RUA

siendo p1 : Uy, x F' — Uy, la proyeccion en el primer factor.
Los entornos de la definiciéon se denominan entornos trivializadores, por obvias razones. El si-
guiente lema es una consecuencia inmediata de la definicién [Sau89].

Lema 8. Sea (E,p, M, F) un fibrado, y sea pr,, : R"*™ — R™ la proyeccion en las primeras n compo-
nentes. Valen las afirmaciones siguientes:

1. Las dimensiones de las variedades involucradas en la definicion satisfacen la restriccion dim F+
dim M = dim E.

2. pes una submersion.

3. Para cada z € F existe una carta (V, ¢) con

QSZZEVH (,CCI,"- ,;L'n;y17... ’ym)7

donde n = dim M,m = dim F, tal que V. C p~! (Up(z)) para algiin entorno trivializador
Up(z) alrededor de p(z), y ademds si z1, 2o € V son tales que p (z1) = p (z2), entonces pr,, o

¢ (21) = pr,, o ¢ (22).

Las cartas del tercer punto en este lema se denominan cartas adaptadas a la estructura del fibra-
do. Si M tiene borde, entonces E también tiene borde, y vale que

(OF, p|OE,0M, F)
es un fibrado.

La condicién usual de subvariedad debe tener en cuenta lo que ocurre en el borde; de ahi la
siguiente definicion.

Definicién 16. Sea M una variedad con borde y A una subvariedad (embebida). Diremos que A es
limpia si y sélo si 0A = AN OM y ademds para todo x € A se cumple que T, A ¢ T, (OM).
Las subvariedades limpias admiten entornos tubulares [Hir76].

Teorema 3. Sea N C M una subvariedad limpia en M. Entonces N admite un entorno tubular en M.

Un resultado de importancia para este trabajo es el siguiente.

Lema9. Si (E,p, M, F) es un fibrado (en el que su base puede tener borde no vacio) y s es una seccién
suave del mismo, entonces s (M) es una subvariedad limpia y cerrada de E.
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DEMOSTRACION. Sabemos que s (0M) C OE, por lo cual podemos dividir el problema en
dos partes: En los puntos interiores de M, se verifica que s (M) es una subvariedad embebida
([Sau89], pagina 14), y en el borde se verifica que Ty;)s (M) ¢ Ty, (OF). Para ver que la
imagen de una seccién es cerrada, notemos que si z € s (M), entonces tomamos una carta
adaptada (V, ¢) alrededor de él, y valdra que s (M) NV es cerrado (es el grafico de una funcién
alli), de donde z € s (M). O
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Capitulo 3
El calculo variacional

DE acuerdo al esquema presentado arriba, parte de nuestra discusién se va a centrar en
problemas variacionales sobre espacios de secciones. Debemos, por lo tanto, establecer al-
gunas definiciones y fijar notacién acerca del célculo variacional. La referencia utilizada para
ello es [Kru73|]. Sin embargo, el libro clasico [GF63] ha servido como inspiracién permanente.
La idea es tomar contacto con los aspectos geométricos del célculo de variaciones, de mane-
ra de llegar lo mds rapidamente posible a las ecuaciones que gobiernan las extremales de un
problema variacional. Por otra parte, fue necesario trabajar con una definicién mds general
de problema variacional que la que se utiliza normalmente en mecédnica [AM?78, |Ble81], dado
que el escenario de trabajo trascenderd los espacios de jets sobre fibrados. A estos efectos, se
estudian las condiciones de extremo para un funcional convenientemente definido sobre las
secciones de un fibrado, sujeto a condiciones diferenciales provistas por medio de un EDS. En me-
cénica, por contraposicién, siempre se trabaja con el mismo EDS, a saber, el inducido por la
estructura de contacto del espacio de jets subyacente al problema en cuestion.

3.1. Calculo variacional con base compacta

Definicién 17. Un problema variacional es un triple (A, X\, Z), donde A — M es un fibrado sobre la
variedad M compacta de dimension n, X es una n—forma sobre A e T C Q* (A) es un sistema diferencial
exterior sobre A.

Cada problema variacional tiene asociado un funcional sobre el espacio de secciones I' (A)
mediante la férmula

F'A)sow— o* A
M
que denotaremos como Sy; la teoria variacional estudia el comportamiento de Sy restringido
al conjunto de secciones integrales de 7

rz)y:={cel’'(A):c*a=0 VacI}.

En particular, se quieren estudiar los puntos criticos del funcional asociado. Para ello es ne-
cesario tomar en cuenta derivadas direccionales del mismo. Consideremos por lo tanto, para
cada o € I' (A), el conjunto I' (¢*V' A) que consiste de todas las secciones del fibrado pullback
oc*VA = M,

c*VA — VA

TA|VA

M A

g

siendo VA — A el fibrado de vectores verticales (contenido en el fibrado tangente.)

Proposicion 5. V € I' (¢*V'A) si y sélo si V es una aplicacion de M en VA tal que 7o oV = 0.
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Diremos que V € T'(6*V'A) es extensible si existe V campo vectorial vertical sobre A tal que
V = V o 0. La existencia de extensiones para campos vectoriales esta regulada por el tipo de
subconjuntos sobre el que estdn definidos; para fibrados vectoriales, sin embargo, se dispone
del siguiente lema de extension.

Lema 10. Sea (E,p, M, V') un fibrado vectorial, s : M — E una seccion y X : s (M) — V E tal que
75 o X = idg. Entonces existe V € X (E) tal que X o s = X.

DEMOSTRACION. Para cada z € E identificamos V. E con E,,(.) mediante
(z+tv) e T,E.

t=0

Asimismo denotemos por ¥, : F — I la aplicacién que a cada z € E le asigna el elemento

s (p (#)). Entonces podemos definir

d
P, : E, )y — —
GRS p(2) dt

Xz [cpz o @;j(z)] (X oW, ().
Por definicién X (z) € V,E, y ademés es diferenciable por ser composiciéon de operaciones
diferenciables. O

La existencia de entornos tubulares implica entonces la posibilidad de extender vectores verti-
cales definidos sobre imagenes de secciones.

Proposicién 6. Todo elemento de I (6*V' A) es extensible, para todo o € T" (A).

DEMOSTRACION. Sabemos que o (M) es subvariedad limpia y cerrada de A; luego existe
un entorno tubular para esta imagen, y si X € I' (c*VA), entonces tiene una extension a todo

este entorno tubular. Extendiendo por 0 fuera de dicho entorno, obtenemos lo que queriamos.
a

La perspectiva aqui es ligeramente diferente a la de [Kru73] (véase también [Kru87]), dado que
en dicha referencia no se supone una estructura de fibrado entre A y M, que es el dato que nos
asegura que la imagen de un elemento deI" (c*V'A) es una subvariedad en V' A; la alternativa es
considerar el problema variacional como un cuddruple (A, M, A\, 7) y las extremales se buscan
entre las aplicaciones ¢ : M — A tal que ¢*Z = 0. En tal circunstancia hace falta una condicién
topoldgica que transforme una inmersién en un embebimiento, y la condicién natural es la de
pedir que M sea compacta.

En cualquier caso, estamos listos para definir variaciones infinitesimales de una seccién o €
I'(A).

Definicién 18. Una variacién infinitesimal de una seccion o es una seccion de o* (VA) tal que
VioOM = 0.

Con estas herramientas definiremos la variacién de un funcional. Como hemos asegurado la
existencia de extensiones, uno puede tomar una variacion infinitesimal y extenderla a un cam-
po, por lo cual se tienen flujos; estos flujos pueden interpretarse como deformaciones unipara-
métricas de la secciéon que se quiere variar, esto es, curvas en el espacio de secciones. Inversa-
mente, una familia monoparamétrica ¢ — o de secciones tal que oy = ¢ genera una variacién
infinitesimal mediante la férmula

-

d
M>z— & [Ut (CE)] S Vg(m)A
t=0
bajo condiciones de regularidad adecuadas. Esta identificacién entre variaciones infinitesima-

les y deformaciones de secciones da sustento heurfstico a la definicién siguiente [EnL92].
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Definicién 19. La primera variacién de Sy en ¢ a lo largo de la variacién infinitesimal V' es el
)

niimero J
. = — ‘A/ :
VI, 8= [/M (¢s oa’) )\] B

donde V' es alguna extension de V' y X : A — A denota el flujo del campo X parat € (—e,e).

Es necesario asegurarse que ésta es una buena definicién, esto es, que la variacién no dependa
de la eleccién de la extension elegida para V. En el siguiente ejemplo mostramos cémo, en el
caso en que M no es compacta, la definicién anterior no tiene sentido, atin garantizando la
existencia de extensiones para las variaciones infinitesimales.

Ejemplo 3.1A: Variacién dependiente de extensiones. Seap; : £ := R x R — R Ia proyeccién
en el primer factor; una seccion s para E es simplemente una funcién f € C* (R), de manera
tal que s(x) = (z, f (z)). Asimismo uno puede identificar a las variaciones de una tal s con
funciones suaves g sobre R via ds :  — (z,f(2);0,9 () € Vg f(a) (]R2), de manera que
cualquier extension para ds debe ser de la forma

05+ (2,9) = (2,930,0 (x) + h (1))
donde h € C> (IR?) satisface
hz, f(z)) =0
para todo x € R. Tales extensiones dan origen a las familias de secciones
serax e (2,Y5 (1))

dondeY, : J C R — R satisface Y, (t) = g (z)+h (2, (t)) y la condicién inicial Y, (0) = f ().
En cualquier caso, consideremos el funcional definido mediante

T:sn—)/y(m)dm siysolosis:zw— (z,y(x)),
R

y tomemos dos posibles familias de secciones
st x> (2,0)
sy iz (2, (1))

donde Y, (t) es 0 cuando t < 0, y para cadat > 0 es un chichén de soporte compacto K, C R
tal que

1. Y, (t) es suave como funcién de (x,t),

2. para cada t existen ntiimeros reales a;, b, tales que K; C [as,b;] y a;, by — oo cuando t
tiendea0, y

3. el dreabajoY. (t) esigual at.

Incluso puede pedirse que max,er {Y; (t)} tienda a cero cuando t tienda a cero, por lo cual
Y. — 0 uniformemente cuando t = 0. Entonces tanto s := lim;_,¢ $; como s’ := lim;_, s} son Ia
seccién 0 en la topologia compacta-abierta, y ademds la variacién asociada es, en cada caso
0s:=1ims =0
t—0
§s' :==1im s, =0
t—0
dado que la region en donde Y no es constante yace siempre dentro del compacto K. Luego
estas familias extienden de dos maneras diferentes a la variacién nula de la seccién 0, pero sin
embargo
— / —
dsly - T =0, 65|,-T=1.
Luego la variacién depende de la extension. A

Por otra parte, aqui tenemos disponible la compacidad de la base M.
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Capitulo 3. El cdlculo variacional

Proposicién 7. Si M es compacta, entonces V| - S\ no depende de la extension elegida para V. De
hecho, vale que

@) VI, Sy = /Ma* (VJdA) .

DEMOSTRACION. El problema con el ejemplo anterior es que las hipétesis no nos permiten
intercambiar derivacién e integracién. Si M es una variedad compacta, esto es posible, por lo
cual si ¢y : M — M es el flujo de un campo X € X (M), entonces vale que

at )

Aplicando esto a la expresiéon que define a la variaciéon de S), teniendo en cuenta el teorema
de Stokes y que las variaciones infinitesimales son nulas en M, resulta la expresion (7)), que es
independiente de la extensién. O

= Lx .
t=0 M

Sabemos que las variaciones infinitesimales inducen deformaciones de secciones de A a través

de los flujos de sus extensiones; sin embargo, atn cuando o € T' (Z), por lo general ¢} oo ¢ T (T)
si V es una variacion infinitesimal arbitraria.

Lema 11. Sea X € X (A) un campo vertical y ¢ : A — A, t € (—¢, €) su flujo; sea ademds o € T" (T).
Entonces o* (¢;Z) = 0 siy sélo si o* (¢ (LxT)] = 0 paratodot € (—e,e).

Este hecho motiva la definicién siguiente.

Definicién 20. Una variacién infinitesimal V' € T (6*V A) es permitida si y sdlo si admite una
extension V € X (A) tal que o* (L) = 0.

Aunque esto se discute con mayor profundidad en la seccién es interesante sefialar aqui
que, en el caso de mecénica clésica, la condicién de que una variacién infinitesimal sea permi-
tida respecto de la estructura de contacto es equivalente a pedir “que el simbolo de variacién
conmute con la derivacién”, o dicho mds precisamente, que la derivada temporal de las varia-
ciones de las coordenadas es igual a la variacion de las velocidades. En cualquier caso, estamos
listos para definir lo que entendemos por extremal de un problema variacional.

Definicién 21. Un punto critico o extremal para un problema variacional

(A = M,\,T)

/M o (Vodr) =0

para todo V variacion infinitesimal permitida.

es una seccion o € I' (A) tal que

Una nota de precaucion acerca de las definiciones adoptadas: La condicién de anulacién de
las variaciones sobre el borde de M puede ser una condicién muy fuerte a la hora de fijar las
variaciones permitidas de un problema variacional, como se muestra en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.1B: Problemas variacionales y localizacién. Sea D C R? un disco cerrado, y A el fi-
brador : DxR? — D : (x,y;u,v) — (x,y). Consideremos el problema variacional (A, \,Z¢c—r)
donde Z¢_p estd generado algebraicamente por

0 :=dundzr+dvAdy=0,

0 :=duNdy—dvAdr=0
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3.2. Cdlculo variacional con base no compacta

Y M@y = {(u -z + y2)2 + (v — 2xy)2} dx A dy. Las secciones integrales de Zc_r son

exactamente las funciones analiticas sobre D. Si o € T'(A) tiene la expresién o : (z,y) —
(z,y;u(x,y),v(x,y)), un elemento V de I (c*V A) serd de la forma

Vii(z,y) = (2 yu(2,y) 0 (2,9):0,0: f (2,y), 9 (2,9)),
y un tal V serd variacién infinitesimal permitida si y sélo si (z,y) — (f (z,y),9(x,y)) es una
funcién analitica sobre D, dado que

o* (Lyb4) =df Adx+dg Ady =0,
o* (,C‘;O_) =df Ady —dg AN dx = 0.

Entonces a partir de la condicién V| 9D = 0 resulta que V' = 0 necesariamente. Por otra parte,
sin la restriccion sobre el borde, las funciones componentes f,g de V son las componentes de
una funcion analitica arbitraria sobre D, por lo cual, a partir de

[l =2 +47) 7 @) + (0 00) - 200) g 2,9)] dady =0,

D

debe resultar u (z,y) = 2% — y*,v (z,y) = 2zy, dado que puede elegirse en particular f (z,y) =
U(Z,y) - f£2 + y2,g(1',y) =v (‘an) - QSﬂy

Luego el problema variacional obtenido sin la restriccion de las variaciones en el borde tiene
como tnica extremal a la seccion (x,y) — (x, y; 2 — 12, ny), mientras que, cuando se le pide

a las variaciones infinitesimales que se anulen en el borde, las tinicas variaciones permitidas
son la variacién nula y todas las secciones integrales de Zc_ g son (trivialmente) extremales. A

Moraleja: Hay que tomarse en serio la definicién adoptada para las variaciones infinitesimales.

3.2. Cailculo variacional con base no compacta

Ahora vamos a formular la nocién de problema variacional cuando la base del fibrado en cues-
tién no es compacta. La idea intuitiva es localizar la discusion: esto es, analizar el funcional
tomando variaciones concentradas en cada compacto suave de A/. Como vimos en el ejemplo
la nocién de variacién infinitesimal carece de sentido si no localizamos.

Definicién 22. Una variacion infinitesimal V' de o se dice K-admisible (K C M compacto) si y sélo
sisopV C K.
Entonces podemos extender el célculo variacional al caso en que la base no es compacta.

Definicién 23. Una seccién o € T' (A) es extremal para el problema variacional (A — M, \,T) si y
solo si, para cada K C M subvariedad compacta

/ o* (V_ld)\) =0
K
para toda variacion infinitesimal permitida V' que sea K-admisible.

La siguiente consecuencia es de mucha importancia para el resto del trabajo: Para problemas
variacionales en los que no hay condiciones diferenciales, esto es, tales que Z = 0, puede carac-
terizarse a sus extremales mediante un EDS; dicha caracterizacién serd de fundamental impor-
tancia en los préximos capitulos.

Proposicién 8. Sea A — M un fibrado. Las secciones extremales del problema variacional
(i& — M, )\, O)
son exactamente las secciones integrales del EDS Ly generado por el conjunto
{vidx:vevi}.
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Capitulo 3. El cdlculo variacional

Tal EDS se conoce con el nombre de EDS de Hamilton-Cartan.

DEMOSTRACION. Sea o € I' (Zy_c¢); entonces o* (VJdS\) = 0 para todo vector vertical

V, en particular, para variaciones infinitesimales K-admisibles, donde K es una subvariedad
compacta arbitraria.

Inversamente, si una seccién o es un extremal para el problema variacional considerado, debe
valer que

ot (Vodh) = dgp,

paratodoV €T (a*Vf\), donde pg € Q" (M). Sin embargo para f € C* (i&), resulta de
aqui que

(foo)dpy =dpfy,
por lo cual d (f o o) Adp$, = 0 para toda funcién suave sobre A y todo V € V' A. Luego necesa-
riamente debe valer que dp{, = 0 para todo tal V, y o debe ser seccién integral de Zy.c. O

3.3. Expresiones locales

Sea (A, A\, Z) un problema variacional sobre el fibrado A —— M; uno puede obtener expresiones
locales que codifican condiciones necesarias para que una seccién sea extremal del problema
variacional. Si o es una extremal, tomamos una variacién infinitesimal V' € I' (¢*V'A) tal que
sopV C U para algtn entorno coordenado U C M; si &, V, A son las expresiones locales para
cada uno de estos objetos, entonces vale que

(8) / o* (Vodr) = / 5* (V.d)).
7 (V) = o (V)
En tal caso puede utilizarse la proposicion [/] para escribir las ecuaciones locales.

Ejemplo 3.3A: Ejemplo de expresiones locales de un problema variacional. Por ejemplo, su-
pongamos queZ = 0 y A = Lw, con L € C*™ (A) y w el pullback a lo largo de la proyeccién
de una forma de volumen sobre M. Sean (xl, R L TL ,u’”) coordenadas adaptadas al
fibrado tales que w = dxz* A - - - A dz™; cualquier variacién infinitesimal de la seccion

o: (zla"'vxn)H(xlf"’zn;fl(x)v"'7fm(x))

serd de la forma

Ve (:Cla"' ,J]”) — (1'17"' 7$n;f1 (l‘), 7f7n(x);07”' 70;91 (CC)7 ,gﬂl(x))

T ceros

para ciertas funciones suaves g',--- , g™ sobre U. La condicién de extremal respecto de este
tipo de variaciones infinitesimales serd entonces

[ngaail dz' A Ada" = 0.
= Y

Notar que una variacién de este tipo es automdticamente extensible, debido a que localmente
el fibrado es trivial. A

Para trabajar convenientemente con expresiones locales de un problema variacional, introdu-
cimos la notacién siguiente.

Definicién 24. Sea (A — M, A\, Z) un problema variacional y U C M un abierto. Una seccion G €
I (7= (U)) es una extremal local (sobre U) para dicho problema variacional si y s6lo si

/U G (fmd?\) =0
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para toda variacion infinitesimal V que sea U-admisible.

La version local de un problema variacional permite formular la siguiente condicién necesaria
para la existencia de extremales.

Proposicién 9. Sea (A — M, X\, T) un problema variacional y {U, } un cubrimiento de M por abiertos.
Si o es un extremal de (A — M, \,T), entonces la restriccion de o € T (A) es un extremal local para
este problema variacional sobre cada U.,.

DEMOSTRACION. Si o es un extremal, entonces en particular sus restricciones son extre-
males locales, como se deduce de la ecuacion (8). O

No hay garantia sobre la afirmacién inversa: Las extremales locales de un problema variacional
pueden ser diferentes de las globales, como se muestra en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.3B: Extremales locales versus extremales globales. Para I C R intervalo abier-
to, consideremos el fibrado A := I x T'S* — S? tal que cada elemento alli puede escribirse
(€,v) € A, y la 2-forma X| ., := & (|[v]|* = (f © 7s2) (v)) w, donde ||||* es la norma inducida
por la métrica usual de 52?2, w es la forma de volumen alli, y [ es una funcién suave estric-
tamente positiva sobre S?. El problema variacional a considerar es (A, \,0); como probamos
en la proposjcién@ la condicién de extremal para una seccién o : p € S? — (u(p),w (p)) es
equivalente a

ol (V_Jd)\) =0
paratodoV €T (c*VA). Ahora bien, cualquier vector vertical sobre (§,v) € A puede escribirse
V =(E,W)paraE € Ry W €V, (TS?). Luego la condicién de extremal para o toma la forma

=) [l I = f @) @ = () w* [ W (p)od (Lw)| = 0

donde = es una funcién suave arbitraria sobre 52, L (v) := |[v||> = (f o 7s2) (v) y W € X (T'S?)
es un campo sobre T'S? también arbitrario. Por consiguiente, una condicion necesaria para que
o sea extremal es que

lw (P)II* = £ (p)

para todo p € S?; sin embargo, hay una obstruccién topolégica a la existencia de w € X (S?)
que no tenga ceros. Los problemas variacionales locales no participan de esta obstruccién, dado
que cualquier subconjunto propio de S? es difeomorfo a un subconjunto de R?, cuyo fibrado
tangente es trivial. A

Este ejemplo muestra que la descripcién de un extremal con condiciones locales (por ejemplo,
mediante condiciones que involucren coordenadas) puede cambiar el problema. En la proxima
seccién estudiamos la suficiencia de condiciones locales cuando el ideal 7 genera la relacién
diferencial que existe entre una coordenada y su derivada.

3.4. Problemas variacionales y ecuaciones de Euler-Lagrange

En esta seccion relacionaremos el problema variacional, tal como fue presentado en las sec-
ciones anteriores, con las ecuaciones de Euler-Lagrange para la mecanica clésica. Sea A el fi-
brado TQ x I — I, donde I C R es un intervalo real cerrado y acotado y @ es una varie-
dad cualquiera de dimensién n. Sean U,V C @ un par de entornos coordenados tales que
UnvV #0,y (¢',v"), (Q?,V7) las coordenadas inducidas por ellos sobre T'Q). Consideremos
sobre 7, YU NV) x I1os EDSs Zont (U NV) e T, (U N'V) generados respectivamente por las
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Capitulo 3. El cdlculo variacional

colecciones de 1-formas {§ := d¢’ — vids} y {©" := dQ" — V'ds}. Por las formulas de cambio
de coordenadas, tenemos que

y también

de donde se deduce que Zeont (U NV) =TI/, (UNV).Sea o € Q° (A); diremos que & € Zcont S
ysélosiay = al7g Y (U) € Zeont (U) para cada entorno coordenado U C Q. Entonces resulta
que Zcont estd bien definido, y es un EDS sobre A: Si a € Zont, entonces (do),;, = d(ay) €
Zeont (U) para cada entorno coordenado U, y por lo tanto da € Zeont; si € 2° (A), entonces
(@A B)y =au ABu € Leont (U) para cada tal U, y por consiguiente a A f € Zcont. Llamaremos
a Zeont €l EDS de contacto sobre T x I. Una vez definido este EDS, caractericemos sus secciones
integrales.

Lemal12. 0 : [ — TQ x I :s— (¢(s),s) es una seccion integral de Loon si y solo si ¢ = ~' para
alguna curvay : I — Q.

DEMOSTRACION. Si v : I — (@ es una curva en (), la seccién o, : s — (7' (s),s) es
integral para Zeon:. Efectivamente, si 5, : s — (¢' (s), 4’ (s),s) es la expresion local respecto
del entorno coordenado U, resulta que (5.)" §° = 0. Inversamente, si 7 : s — (¢* (s), v (s), s)
es la expresion local en las U-coordenadas de una seccion integral o, debe ser v’ (s) = ¢* (s)
para todo s tal que (q1 (8), - ,q" (s)) € U. Luego la curva ~y sobre @ tal que ¢ = +' serd
directamente la proyeccion v := 79 o ¢. O

Sea §o € I' (¢* (VA)) una variacién infinitesimal; en cada entorno coordenado 7, YU, x 1,
tal que 0 (1) C 75, (U,) existirdn funciones d¢’, 6v* : I, — R tales que

00 : 5 (qi (s) Lgt (s),s, 5q’ (s), 5o’ (s) ,O) ,
en las coordenadas locales inducidas sobre TT'Q) x I.Si o es I,-admisible, entonces sera per-
mitida si y sélo si 4 .
o* (déql — 5vzds) =0
paratodoi = 1,---,n, esto es, v’ = (dq’) . Estas consideraciones son importantes a la hora

de escribir localmente las condiciones de extremal ya que, de acuerdo al lema siguiente, toda
variacién puede escribirse como suma de variaciones locales.

Lema13. Seao € ' (Zoont), {Uq} un cubrimiento de Q por abiertos coordenados y {1, } un cubrimiento
de I por abiertos tales que o (1) C T¢ Y(U,). Cualquier variacién infinitesimal 5o € T (o* (VA))

puede escribirse como
do = E 004
[e3

donde {§o 4} es una familia de variaciones infinitesimales tales que

1. sopdo, C Tél (Us) X% Iy para todo indice o, y
2. encada (v,t) € o (t), 004 (v,t) # 0 sélo para un niimero finito de indices.

Sin embargo, este lema no es suficiente, dado que no nos asegura que cualquier variacion per-
mitida pueda escribirse como suma de variaciones permitidas U,-admisibles; para el EDS Zcon¢
esto puede probarse como sigue.

Lema14. Seao € I' (Zeont), {Uq } un cubrimiento de Q por abiertos coordenados y {1, } un cubrimiento
de I por abiertos tales que o (1) C 7 Y (U.). Existe una coleccién {V,} de secciones de T (c*V A) tales
que
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1. cada V), es una variacion infinitesimal permitida sobre o,

2. cada V, es U,-admisible para algiin o, y

3. para cada s € I existe un entorno Wy C I y una coleccién p,--- , pay, de indices tales que
Vo, . Vi, } forman una base de V,, (A para cada s' € Wi,

DEMOSTRACION. Siv = o (sg) con sg € I,, elegimos la coleccién de funciones

{0a1ms -+ 01 }
tal que
0q m (50) = 67,
{(5qz;m) (50) = O

y sus soportes estdn contenidos en I,,; definamos V;*) € I' (VA) via

(O’ (s) ;5qf7m (s), (5qli7m (s)) ,0) , sisel,

VlSTDn:SH{
' (o (s);0) sis ¢ I,.

Existird un entorno Wy, C I de sy tal que {Vf;’n (s’ )} es una base de vectores verticales sobre
o (s') para todo s’ € Wy,. Entonces la coleccién buscada es

{VisisoeLim=1, n}. O

Este lema tiene como corolario la suficiencia de las ecuaciones de Euler-Lagrange para que una
seccion de A sea extremal del problema variacional (A, Lds, Zeont)-

Corolario 2. Una seccién o € T (A) es extremal para el problema variacional (A, Lds, Ton) si y solo
si, para cada entorno coordenado U C () con coordenadas (qi, vi), sus componentes locales o : s —
(qi (s),4" (s), 3) satisfacen las ecuaciones de Euler-Lagrange

©) qu (¢' <s>,qi(s>)—% gf (¢ (5).d' ()| =0

donde L es la version local de la funcion L € C> (TQ).

DEMOSTRACION. Si §o es una variacion infinitesimal local (esto es, tal que sopdo C I,
donde I, cumple que o (I,) C o LU, para U, C @ un entorno coordenado), entonces vale
que

{U:SH(qi(s),vi(s);s), |
do s (g (s),v" (s),s;0¢" (s),0v (s);0).

Como la variacién infinitesimal se anula fuera de I, uno tiene, a partir de la proposicion [7}
que

do|, - So = /1 o* ((6q,0v)od (Lds)) .

a

Luego como d (Lds) = L,:dg* Ads + L,:dv’ A ds resulta que

do|, - So = / o* (iqiéqids + I_/vi(S’UidS) )
I

a

Sabemos que la condicién para esta variacion de ser permitida es equivalente a pedir que

7" (L(sg.600") =0
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Capitulo 3. El cdlculo variacional

donde 0" son los generadores locales para el EDS Zon; luego o* (d (6¢°) — dvids) = 0y por lo
tanto

Sol, - So = / o (Lgids + Lyed (5¢'))
I

- / o* (Lyds — dLy:) 5¢' (s).

Lo
Luego una seccion o es extremal para nuestra accién siy solo si o* (dg* — v'ds) = 0y ademas
0" (dL,: — Lyds) = 0.

La interpretacién de esta ecuacién en las coordenadas locales para o da lugar a la ecuacién de
Euler-Lagrange (9). O

De la prueba de arriba surge la siguiente caracterizacién local: Una seccién o es extremal para
el problema variacional del corolario anterior si y s6lo si su restriccién a 7, Y(U,) x I, es una
seccién integral del EDS generado por

(10) dg’ —v'ds
dLUi - Lqi ds

para cada U, C @ entorno coordenado. Debe tenerse en cuenta también que la posibilidad de
describir localmente a la extremal del problema variacional de Euler-Lagrange proviene de la
validez del Lema [14] En general, el conjunto de variaciones infinitesimales permitidas de un
problema variacional (A, A, Z) es un médulo sobre el anillo C* (A), y la posibilidad de escribir
ecuaciones locales para sus extremales esta ligada a la existencia de un conjunto de genera-
dores para este médulo cuyos soportes estén contenidos en entornos coordenados. Conviene
enfatizar que aun la posibilidad de escribir ecuaciones locales no nos asegura la suficiencia
de dichas condiciones; en particular, el problema variacional del ejemplo [3.3B] tiene como va-
riaciones permitidas cualquier vector vertical, y el médulo de vectores verticales de cualquier
fibrado admite un conjunto de generadores con soporte contenido en entornos coordenados,
pese a que admite extremales locales sin tener ninguna extremal global.
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Problemas no estindar y Lepage equivalencia

LOS problemas variacionales en los que centraremos nuestra atencién seran llamadosﬂproble—
mas variacionales no estdndar. Este concepto rescata el hecho de que, en una teoria mecanica
(considerando con este nombre general tanto mecanica cldsica como teorias de campo), los
grados de libertad estan divididos en dos grupos: Las “coordenadas” y las “velocidades”, y
el segundo grupo tiene una relacién diferencial con el primero. Sin dudas la idea de problema
variacional que hemos introducido mds arriba ha sido formulada teniendo presente este hecho;
lo tinico que estamos haciendo aqui es poner énfasis en la estructura que nos interesa.

Mencién aparte debe hacerse del concepto de Lepage equivalencia para problemas variaciona-
les. Dado un problema variacional (A, A, 7), la idea es incorporar el sistema diferencial exterior
Z como parte de las ecuaciones que definen al extremal. Para ello se agregan nuevos grados de
libertad, una especie de multiplicadores de Lagrange, y se modifica la forma ); asi se obtiene

un nuevo problema variacional ([&, A, O>, y en caso favorable puede establecerse de manera

natural una correspondencia entre los extremales de ambos problemas. Cuando tal cosa ocu-
rre, se dice que el problema Lepage equivalente es bivariante. Como se muestra en la seccion
es la nocion de Lepage equivalencia la que permite asociar el principio variacional de
Hamilton con el principio de Hamilton-Pontrjagin.

4.1. Versién no estindar de la mecéanica

4.1.1. Motivaciones. El enfoque de la mecanica presentado en [Gri98], es muy interesan-
te en tanto permite

1. Unificar la mecénica de particulas con las teorfas de campo.
2. Incluir algtin tipo de vinculo como estructura del espacio de velocidades.

Puede interpretarse la mecénica de particulas como la biisqueda de secciones del fibrado trivial
Q x I — I,I C R que son extremales de la acciéon

Sb= [ 4 (a

donde L € C* (T'Q x I) esla funcién lagrangiana del sistema. Notar que la accion se calcula a
partir de la curva % : I — T'Q, que puede interpretarse a su vez como una seccién del fibrado
TQ x I — I que cubre a v, esto es, tal que 7g o ¥ = 7. Ademads, como vimos en el lema la
seccién ¥ es integral para el sistema diferencial exterior generado por la coleccién de formas

i g i
0 ‘(q,v,t) = dq* — v'dt.
Como estructura bésica para definir una mecanica se necesita por lo tanto un fibrado doble

A— A — M,

1A falta de un nombre mejor...
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una forma A € Q" (A),n = dim M y una manera de asociar a cada seccién s; : M — A; una
seccion s de A que la cubra; diremos que s =: prs;. La accién a extremar se construye con esta
estructura, de acuerdo a la prescripcién

S[s1] = /M (prs1)” A

El espacio A se denominara espacio de velocidades, y es el anédlogo al fibrado tangente en este
contexto. Sin mds informacioén es dificil decir algo de utilidad sobre las extremales de S; esto
cambia cuando se prolongan las secciones de A; mediante el auxilio de un sistema diferen-
cial exterior sobre A. En algunos casos (por ejemplo, en la teoria del campo electromagnético,
ver ejemplo parte de los vinculos que aparecen al intentar formular una versién hamil-
toniana de las ecuaciones de movimiento pueden incluirse como generadores de este sistema
diferencial exterior.

4.1.2. Estructura formal de la mecdnica. De acuerdo a lo dicho en la seccién anterior,
podemos fijar la definicién siguiente.

Definicién 25 (Problema variacional no estandar). Un problema variacional no estdndar es un
triple (A — Ay — M, X\, T) compuesto por los elementos siguientes:

» Una fibracion doble
A A B M, n= dimM,

= Un sistema diferencial exterior T C Q® (A), y
» Una forma lagrangiana A € Q™ (A).

Nota. A menos que explicitamente se diga lo contrario, cada vez que trabajemos con un pro-
blema no estindar (A — Ay — M, A, 7), las proyecciones intermedias se denotardn mediante
m A — A,p: Ay = M, con composiciéon 7 := p o 7.

La tinica diferencia con la definicién de problema variacional adoptada anteriormente esta re-
lacionada con la estructura del fibrado: Aqui se supone que las coordenadas “dependientes”
se separan en dos conjuntos, de manera que, como mencionamos arriba, este EDS nos indica la
relacién de las coordenadas con las velocidades (en el sentido en que aqui entendemos a estas
palabras). Esto es, el abuso de notacién cometido al utilizar el simbolo (A, A, Z) para describir
tanto a problema variacionales a secas como problemas variacionales no estandar es sélo apa-
rente, en tanto que, la diferencia entre un problema y otro, reside en que el fibrado subyacente
en los problemas no estindar admite un fibrado intermedio, y tal estructura esta ausente en
los problemas variacionales usuales. De todas formas, y como indica el ejemplo la dis-
tincién entre estas definiciones es una cuestién de gustos, a menos que se asuman condiciones
adicionales sobre el EDS 7.

Definicién 26 (Prolongacion de una seccién). Dado un problema variacional no estdndar
(A=A > M N\TI)

la prolongacién de una seccién o € I" (A1) es una aplicacion
pr:T'(A;) =T (A)

tal que, para cada o € T (A1), la seccion pro de A satisface las siguientes condiciones:

1. pro cubre a o mediante p, esto es, el siguiente diagrama es conmutativo:



4.1. Version no estdndar de la mecdnica

2. El grdfico de pro es subvariedad integral para T, esto es,
(pro)™ (1) = 0.

Sin otras condiciones sobre Z no podemos asegurar que la aplicacion pr esté definida a partir
de estas condiciones. Por ejemplo, para Z = 0 cualquier seccién que cubra a ¢ a través de p es
una buena prolongacién para ella.

4.1.3. Ejemplos. El propésito de esta seccién es ilustrar con ejemplos importantes la per-
tinencia del esquema presentado para la mecénica, de manera de adquirir cierta intuicién acer-
ca del significado de los diferentes elementos en juego. Primero mostraremos c6mo nuestro
modelo inicial, la mecénica cldsica, nos proporciona un ejemplo de problema variacional no
estandar.

Ejemplo 4.1A: Mecénica cldsica. En este caso la fibracién doble es

IXTQ TR 1xQP IR

con coordenadas locales (t, q’, vi) sobre A. El EDS que determina las prolongaciones esta dife-
rencialmente generado mediante

T:=(0":=dq" —v'dt) .,
mientras que la forma lagrangiana es A\ := Ldt, siendo L el lagrangiano del sistema. Para

prolongar, tomamos o : t — (t,¢" (t)) como seccion para I x Q y proponemos la siguiente
forma para su prolongacién

pro:t— (t,a' (t), B (t)).
Por la condicién de cubrimiento, tenemos que o (t) = ¢' (t) para todo t € I; por otra parte

oN 9 ., 8 . D
(pro')*|(t’q(t),5(t)) (81&) =5 +¢* (¢) aq + 3" (1) ENE

de donde concluimos que

0= {(pro)* (9i|(t,q(t)7ﬂ(t)))} (f?t)
)

= 'l a0 (at W5 A0 aw‘)

=q'(t) - B (t).

Por Io tanto
pro:t— (t,q" (t),4" (t)).
es la expresion buscada para la prolongacion de secciones en mecdnica clasica. A

Las teorias de campo también tienen cabida en este esquema: La formulacién usual [GIM97,
Ble81] considera que los campos son secciones de un fibrado p : A; — M sobre el espacio-
tiempo, y la generalizacién natural del tangente al fibrado tangente es el espacio de 1-jets J* (p)
asociado a tal fibrado. Resulta atin mds sugestivo y notorio el hecho de que todo espacio de jets
tiene un EDS naturalmente inducido por su estructura de contacto [Sau89]; en el siguiente ejem-
plo mostramos la manera en que estas estructuras forman parte de un problema variacional no
estandar.

Ejemplo 4.1B: Teorias de campo de primer orden. Supongamos que los campos son seccio-

nes de un dado fibrado F' —— M sobre el espacio-tiempo. La fibracién doble es en este caso
simplemente

1,0

A:i=J (1) =3 Ay =T (7) = F — M,
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donde J* (r) denota el espacio de k-jets de F. SiU C F es un entorno coordenado adaptado
con coordenadas locales (z*,u®), entonces

| U : (z,u) — x.
Por lo tanto existe un sistema de coordenadas inducido sobre U; = Fi(l) (U) c J'(m) y con

coordenadas locales (:z:i, u®, uf ) ; la estructura de contacto sobre U, es el EDS generado por la
coleccién de 1-formas

0% = du® — ufdz”.
Supongamos ahora que tenemos la seccién o € I' (F'); en las coordenadas introducidas tendrd
la expresion

oz’ (2, [ (2))
para ciertas funciones f* € C* (w (U)). Es mds, la prolongacién pro : m (U) — U, estd deter-

minada por la coleccién de funciones suaves { g*, Hf } mediante

pro:z’ (mi,ga (2) ,Hlﬂ (a:)) .

Debido a que pro cubre a o, tendremos que 7 g o pro = o, lo cual implica que f“ = g para
todo o.. Ademds dado que el grafico de pro es integral para la estructura de contacto,

0= (pro)” (0°) = df” - H]fd:rk,
y por lo tanto H ,f = Ok f?; esto es, la prolongacién en este caso estd determinada por o via
pro s ot s (2, £ (2), 00 ().

Globalmente esto puede escribirse pro = j'o.Si L € C* (J* (7)), lan-forma A :== Ldz' A-- - A
dz" satisface

(pro)" A= (Loj'o)da' A+  Ada™;

el problema variacional consistente en hallar las extremales de
0+—>/ (Lojla)dzl/\~'/\dwn
M

es el principio de Hamilton usual para teorias de campo de primer orden con densidad lagran-
giana L. A

En la introduccién a este capitulo sugerimos que el hecho de considerar estructuras de prolon-
gacién de secciones mds generales que las estructuras de contacto podria utilizarse para incluir
en el mismo problema variacional algunos de los vinculos que aparecen en ciertos problemas
mecénicos. En el caso del campo electromagnético, trabajos que proceden en esa direccién son
[Hor91, (Del05]; el siguiente ejemplo muestra cémo una construccién similar puede llevarse a
cabo en el contexto de problemas no estdndar. Puede notarse la manera en que una parte de
los vinculos que surgen en el tratamiento usual del campo electromagnético [HT94] (esto es, el
hecho que F es la parte antisimétrica de j' 4, si A es el cuadripotencial y F el tensor de campo)
son incorporados naturalmente en la estructura de prolongacion.

Ejemplo 4.1C: Campo electromagnético. Presentamos aqui una descripcién del campo electro-
magnético como una teoria de campo de primer orden ajustada a los lineamientos presentados
anteriormente, la cual difiere de la aproximacién usual en que las velocidades guardan infor-
macion sélo de la derivada exterior del campo, en Iugar de todas las derivadas. El fibrado doble

es en este caso
2

T*M e \ (T M) 2% T°M 2% M.
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Para definir la estructura de levantamiento, notemos que sobre el fibrado 7%, : \* (T*M) —
M,k € N, estd detinida la k-forma canénica

k
O, ::ao(i‘]]ﬁ])*, ae/\(T*M);

si ademds M tiene una estructura (pseudo)riemanniana, existe otro tipo de k-forma canonica,
esto es

k
= (xa)o (77),, ae \(T*M).

Agqui hay un ligero abuso de notacion: En rigor la estrella de Hodge es un operador sobre
elementos de Q* (M), no covectores, aunque podemos inducir un operador sobre covectores

usando la siguiente definicién: Para cada o € A" (T, M), se define

o}

[e3

*a = (*Q)),,

donde & € Q% (M) es tal que &|,, = a. Puede probarse (por ejemplo, utilizando expresiones
locales) que esta definicién no depende de la extension utilizada para «. Con estas definicio-
nes en mente podemos escribir el sistema diferencial exterior que determina la estructura de
levantamiento para el campo electromagnético, esto es

I :=(dO1 — O3) i -

Si denotamos mediante o : m € M — A|,, una seccién del fibrado intermedio T* M (esto es,
A es una 1-forma sobre M) y con pro : m — (A’|, , F|,,) su correspondiente levantamiento,
entonces la primera condicion para el levantamiento equivale a pedir que A = A’; el gréfico de
pro serd una subvariedad integral paraZ si y solo si F' = dA. A

Como ya hemos advertido, la coleccién de problemas variacionales no estdndar contiene a los
problemas variacionales como caso particular, tal como mostraremos en el ejemplo siguiente.

Ejemplo 4.1D: EDS como problema no estindar. La siguiente es una observacién importante
desde el punto de vista de las aplicaciones de nuestro esquema: Todo EDS T sobre un fibrado

F — M puede considerarse como un problema no estdndar si se utiliza la siguiente fibracion
doble

F F Mg,

con estructura de prolongacion dada por I y n-forma lagrangiana trivial A = 0. En tal caso, el
fibrado intermedio tiene sélo una seccién, esto es, g = idr, por lo cual a partir del diagrama

pro
/ { de

MT'F

resulta que pro = o, y por lo tanto una seccién serd prolongable si y sélo si es integral para
Z. Mds adelante usaremos este hecho para utilizar el algoritmo de Gotay, Nester y Hinds en la
btisqueda de las condiciones de integrabilidad de un sistema de PDEs (véase el ejemplo de la

seccion[8.2). A

Finalmente vamos a considerar un ejemplo con motivos principalmente pedagdgicos: En la
gravedad via tétradas [Ash91], los campos forman una cobase sobre el espacio-tiempo. Co-
mo la teoria es geométrica (en el sentido de que el lagrangiano depende de datos geométricos,
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como la curvatura escalar), es natural esperar que las tinicas “velocidades” relevantes se corres-
pondan con las formas de curvatura. Desde este punto de vista, la introduccién de las variables
del espacio de 1-jets sobre el fibrado de cobases parece una complicacién innecesaria.

Ejemplo 4.1E: Gravedad via tétradas. Sea M una 4-variedad riemanniana. Vamos a considerar
una formulacién del problema variacional para la gravedad via tétradas sobre M en estos tér-
minos. Los campos son en este caso las componentes e,, € QY (M), =0,---,3 de un tétrada
sobre el espacio-tiempo M. En lugar de tomar como “velocidades” a sus prolongaciones en
J' (7ar), desde el punto de vista geométrico es mds natural considerar como velocidades para
una tétrada a las formas de conexién asociadas w,,,, € Q' (M). entonces podremos formular la
gravedad via tétradas como un problema no estdndar sobre la fibracién doble

F (M) & (T*M)™ = Fy (M) - M

donde py : Fgy (M) — M es el fibrado de cobases sobre M, con estructura de prolongacién
generada por las formas

0% :=dE* —Q*AE",v=0,---,3.

Aqui las letras maytusculas denotan las formas canonicas definidas sobre los espacios corres-
pondientes. El lagrangiano es la curvatura escalar, por lo cual

Xi=% (E*ANEP) A (dQap + Q4 A Qup) .

La prolongacién significa, en este caso en particular, que la conexién en cuestién no tiene tor-
sion. A

4.2. Extremales para problemas variacionales no estandar

Ya hemos sefialado que no hay diferencias fundamentales entre los problemas variacionales no
estandar y los problemas variacionales estudiados en el capitulo 3} Esto nos allanaré el camino
al estudio de los problemas no estdndar; por ejemplo, definiremos ahora los extremales de un
problema no estdndar utilizando su similitud con los problemas variacionales usuales.

Definicién 27 (Extremales de un problema variacional no estdndar). Una seccion s € T'(A) es
una extremal del problema variacional no estdndar

(A=A —> M, \I)

si y sélo si es un extremal del problema variacional (A — M, X\, T) y prolongacion de alguna seccion s,
de Al.

De igual manera, para encontrar los extremales de un problema no estdndar debemos utilizar
las Definiciones 21|y 23] y luego quedarnos con aquellas extremales que son complementarias
a las fibras de m; : A — A;. Sin embargo, vale el siguiente resultado.

Proposicién 10. Sea A — Ay — M una fibracion dobley s € T' (A — M). Entonces s es prolongacién
de alguna seccion sy € I' (A — M).
DEMOSTRACION. Definimos la aplicacién sy : M — Ay : m +— (71 o s) (m); entonces
posy=po(mos)=(pom)os=mos=idy
y s1 € I' (A1). Como s cubre por definicién a s;, tenemos el resultado deseado. O

38



4.3. Formalismo multisimpléctico mediante Lepage equivalencia

4.3. Formalismo multisimpléctico mediante Lepage equivalencia

Queremos construir una versién hamiltoniana para los problemas variacionales no estdndar.
La aproximacién usual a este problema no es la méas conveniente, debido a las siguientes ca-
racteristicas de la misma [GIMO04, |GIM97, Ble81]:

= El espacio de multimomentos covariante es un fibrado especificamente asociado a un
espacio de jets.

= La dindmica en el espacio de multimomentos se define haciendo uso (en un modo
aparentemente esencial) de una nocién de transformada de Legendre.

Una manera de evitar estas dificultades es imitando el pasaje, en el contexto de mecénica clé-
sica, desde el principio variacional de Hamilton al de Hamilton-Pontrjagin [YMO06a, YMO06b]:
En tal pasaje se incluyen los generadores de la estructura de prolongacién en la densidad la-
grangiana mediante una especie de multiplicadores de Lagrange. En los siguientes parrafos,
y siguiendo la referencia [Got91bl], explicaremos cémo hacer esto por intermedio de problemas
Lepage equivalentes candnicos.

4.3.1. Principio de Hamilton-Pontrjagin. Sea L una funcién suave sobre el fibrado tan-
gente T'Q), siendo @ el espacio de configuraciones de un cierto sistema mecanico. Para I C Run
intervalo real cerrado, armemos el fibrado A := (T'Q © T*Q) x I — I, en coordenadas locales
un punto de A estd descrito por la 3n + 1-upla (¢, v, p;s), si n = dim@), donde (¢, v) son coor-
denadas locales de la parte en T'Q) y (g, p) las correspondientes a 7*(Q). En estas coordenadas la
proyeccién viene dada simplemente por 7 : (¢, v,p; s) — s. Definimos sobre A la 1-forma A tal
que en las coordenadas introducidas tiene la expresion A, , . = p; (dg’ — v'ds) + Lds, y
podemos construir el siguiente funcional sobre curvas en A:

Shl= /17*)\-

) =pidg" — (piv' — L) ds,

Noétese que podemos escribir

/\|(q,v7p;s

por lo cual A tiene la expresi6n global A|,, ., == ©|, — [a (w) — L (w)] ds, siendo © la 1-forma
candnica sobre T*@). El problema variacional (A, A, 0) es el problema de Hamilton-Pontrjagin
[YMO6D]; el siguiente lema relaciona sus extremales con las del problema variacional de Euler-
Lagrange (T'Q x I — I, Lds, Zcont), donde Zont estd localmente generado por la coleccién de

1-formas
Hi‘( :=dq' — ¢'ds.

q,4;s)
Lema 15. La proyeccion j : (q,v,p;s) — (q,v) induce un isomorfismo entre las curvas extremales de
S y las soluciones del sistema mecdnico definido sobre T'Q) por el lagrangiano L.
DEMOSTRACION. Se tiene que
d\ =dp; Ad¢* — dH A ds
=dp; Adq' — (Hqidqi + H,:dv' + Hpidpi) Ads

con H (q,v,p) := p;v* — L (q,v), por lo que, considerando variaciones nulas en los bordes de I

dol,-S = /IU* ((52]75575\]7)Jd)\)

= /a* (= (dp; + Hyids) 6q" + (dg' — Hy,ds) 0p; + H,dsév') .
I
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Una extremal o para esta acciéon deberd satisfacer
o* (dpi + quds) =0
o* (dqi - Hpids) =0
o* (Hyids) =0,

por lo cual debera ser integral para el EDS generado por

dp; — Lgids,
(11) dq* — vids,
pi — Lyi = 0.

Definamos entonces la aplicacién F : (g, v; s) — (q, v, g—ﬁ; s) ; tenemos que F' es una seccion pa-
ra j, y que ademads el pullback de este EDS a lo largo de F es igual al EDS de Euler-Lagrange,
Ec. (10). Por lo tanto, cada extremal del problema variacional de Euler-Lagrange se levanta
a un extremal de (A, A\, Z) via F’; reciprocamente, cada extremal de este tdltimo problema va-
riacional, por el tercer generador en la expresién (11), es la composicién de una aplicaciéon

s (q(s),v(s)) con F, donde las funciones coordenadas satisfacen el EDS

dLy: — Lyids,
dq* — vids,
esto es, son extremales del problema de Euler-Lagrange. O

4.3.2. Problemas Lepage equivalentes. Uno de los datos méas antipéticos en un proble-
ma variacional es el EDS de restricciéon de las secciones, ya que implica la nocién de variacién
infinitesimal permitida, y esto obliga a caracterizar a este espacio a la hora de calcular las ecua-
ciones de Euler-Lagrange. Una forma de manejar eficientemente esta situacion es a través de
otro problema variacional equivalente, cuyas extremales estén en correspondencia uno a uno
con las del problema original, y tal que su EDS de restriccién es trivial. Asi, los problemas va-
riacionales quedan clasificados en clases de equivalencia por sus extremales, de manera que
la la nocién de Lepage equivalencia es una relacién intermedia destinada a describir, dentro de
cada clase, aquel problema variacional con EDS trivial y, por lo tanto, mas facilmente soluble.

4.3.2.1. Introduccion. Vamos a seguir la exposicién que del tema se hace en [Got91b]. Lo
primero que hay que advertir al trabajar con este concepto es que, aunque el nombre lo sugiera,
la relacion de Lepage equivalencia no es una relacion de equivalencia. Como explicaremos en detalle
en las secciones siguientes, podemos definir sobre la clase de problemas variacionales en, por
ejemplo, las secciones de un fibrado fijo, clases de equivalencia respecto de las extremales de
dichos problemas: En tal caso, dos problemas variacionales son equivalentes si y sélo si tienen
las mismas secciones extremales. Entonces dar un problema Lepage equivalente bivariante
candnico a uno dado es la eleccién de un representante con caracteristicas particulares dentro
de la misma clase del problema en cuestion.

Como ya hemos establecido en el capitulo el simbolo (A - M, )\,I) refiere al problema

variacional que consiste en extremar la accion

S[a]:/Ma*(A)

donde o € T'(A) es una seccién integral del EDS Z. Ademds £ (\) denotard el conjunto de
extremales para el problema (A 5 M, )\7I>.
Buscaremos eliminar de alguna manera los vinculos impuestos sobre las secciones del proble-

ma por el EDS 7; intuitivamente esperamos entonces que el niimero de funciones incégnita
aumente cuando esto pueda llevarse a cabo.
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Definicién 28 (Problema variacional Lepage equivalente). El Lepage equivalente de un proble-

ma variacional (A 5 M, )\,I) es otro problema variacional
([\ M, {0})
junto a una submersion sobreyectiva v : A — A tal que

mp=ToU,Y

msiyel (f\) es tal que v o 7y es una seccion integral de I, entonces
VA= (voy)* A

Existe una forma candnica de construir algtin problema Lepage equivalente para un problema
variacional dado (A 5 M, ), I) , denominado problema variacional Lepage equivalente candnico,
descrita en la subseccién siguiente.

4.3.2.2. Problema Lepage equivalente candnico. La idea subyacente a los problemas Lepa-
ge equivalentes esté relacionada con multiplicadores de Lagrange: Para un problema varia-
cional tradicional (A — M, A,Z), puede modificarse la forma A agregando los generadores
{oq,-+ ,an} de T por medio de multiplicadores {A',--- AN}, elegidos de manera tal que,
paracadak =1,---, N, las expresiones A\¥ A oy, sean n-formas. Si los multiplicadores son nue-
vas variables, este procedimiento permite, al variar respecto de ellas, obtener los generadores
{a1, - ,an} como parte del conjunto completo de ecuaciones de movimiento; las ecuacio-
nes de movimiento también pueden recuperarse a través de este procedimiento. De hecho,
puede demostrarse que, al eliminar las variables adicionales, las extremales del nuevo proble-
ma variacional obedecen las mismas ecuaciones que las extremales del problema original. Sin
embargo, no es inmediato probar que cada extremal del problema original estd debidamente
representada entre las extremales del nuevo problema. Cualquiera sea el caso, lo primero que
tenemos que asegurar es que la cantidad de generadores de 7 sea finita; para ello se introduce
la siguiente hipétesis de rango constante.

Definicién 29. Un EDS T C Q°® (A) es de rango constante si y s6lo si estd diferencialmente generado
por las secciones de un subfibrado graduado I en \°* (T*A).

Nota. Un subfibrado J en A\* (T*A) es graduado si admite una descomposicion J = J; & - -®Jp
en término de subfibrados vectoriales J1, - - - Jp, de manera tal que J; A Ji, C Jitp.

Sea entonces 7 diferencialmente generado por las secciones del subfibrado graduado I C
A°® (T*A). Definamos Z%% como el ideal algebraico en Q* (A) generado por I (1), y

(%) = T ().

Elideal (Ia]g)l estd compuesto por todos los elementos del dlgebra exterior de A que son suma
de formas generadoras de Z multiplicadas exteriormente con formas arbitrarias, de manera tal
que el grado total sea [. Ahora necesitamos trabajar con el conjunto de formas que estan en
A+ (Ialg)n, para una forma A fija. Por lo tanto, para A € Q" (A), definimos el subfibrado afin
WA c A" (T*A) cuya fibra sobre p € A es

WA= {A|p +8l,:8¢€ (Ialg) }
Definicién 30 (Problema Lepage equivalente canénico). Bajo las consideraciones anteriores, el

problema Lepage equivalente candnico es el triple (WA 25 M, 0, O) , donde la submersion sobreyectiva

v (ver definicion 28) es la proyeccion canénica 73 : N (T*A) — A restringidaa W, p :=tovy ©
es el pullback de la n-forma canénica
®n|a ‘=ao (%X)*
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a W. La forma © es usualmente denominada forma de Cartan del problema variacional.

Para ejemplos de este procedimiento, véase seccién Puede demostrarse entonces que el
problema Lepage equivalente canénico es un problema Lepage equivalente para (A T MO T )
de acuerdo a la definicién previa, esto es, que el nombre estd bien puesto.

Proposicién 11. El problema Lepage equivalente candnico es un problema Lepage equivalente en el
sentido de la definicion

DEMOSTRACION. Sabemos que W* C A" (T*A) con la restriccién de la proyeccién satis-
face la primera condicién de la definicién, dado que por construccién p = 7o v. Ahora necesita
verificarse la segunda condicién. Para ello tomamos v € T (W/\) talque voy =: ¢ € I'(Z);
tenemos entonces el diagrama siguiente

WA+\

N
N Y,
¢

Utilizando un argumento similar al de la proposicién|[6] puede hallarse una seccién

perl </n\(T*A) —>A>

tal que v = p o ¢. Por la propiedad universal de la forma canénica, se tiene que 1*©,, = p para
toda i, de donde

YO =(no¢) O =g
Pero Imp C W?, por lo cual, teniendo en cuenta que ¢ € T'(Z), debe valer ¢*u = ¢*\ =
(vov)* ), que es lo que querfamos probar. O

A continuacién estudiaremos la manera en que se relacionan las extremales de un problema
variacional y su Lepage-equivalente.

4.3.2.3.  Problemas Lepage equivalentes contravariantes y covariantes. Vimos que no es auto-
maético que las extremales de un problema y su Lepage equivalente se correspondan; para
capturar este hecho, introducimos la siguiente definicién.

Definicién 31 (Problemas Lepage equivalentes covariantes y contravariantes). Decimos que un
problema Lepage equivalente (WA 25 M, 0, {0}) para el problema variacional (A 5 M, A,I) es

covariante siv o~y € £ () paratodoy € £ (C:)), donde, como dijimos arriba, £ (-) denota el conjunto
de extremales del problema variacional asociado a la forma correspondiente. Por el contrario, se lo deno-
minard contravariante si cada extremal o € € (X\) es la proyeccion de alguna extremal en £ ((:)) por v.
Un problema Lepage equivalente es bivariante si y solo si es tanto covariante como contravariante.

El problema Lepage equivalente canénico tiene ademas la propiedad de ser covariante.

Teorema 4. El problema Lepage equivalente candnico es covariante.
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4.3. Formalismo multisimpléctico mediante Lepage equivalencia

DEMOSTRACION. Sea 7 una extremal del problema canénico y definamos, como antes,
¢ := v o+. Necesitamos demostrar que

1. ¢*Z =0,y
2. que ¢ es una extremal para el problema variacional (A, A, 7).

Estamos trabajando bajo la hipétesis de rango constante; luego suponemos que existe un sub-
fibrado graduado I C A®(T*A) cuyas secciones generan Z. Sea I? := I N A" (T*A); para
B € T (I") tendremos que las traslaciones

W S a— a+tf(m)
generan un flujo en W* con campo tangente (vertical) X, el cual satisface
X5.d6 = v*B.
Luego
PB=~VvpB=~" (Xngé) .
Por otra parte, y dado que v es extremal del problema (W’\, o, {O}), la proposicion [8f nos

asegurard que v* (Xngé) = 0; entonces ¢*3 = 0.5i § € T' (I?) y p > n, entonces ¢*3 = 0 por
ser dim M = n; si, por otra parte, p < n, tomamos « una (n — p)-forma arbitraria, y entonces
B A« e I'(I") debido a que T es un ideal, de donde deducimos que ¢*5 = 0 en este caso
también. Entonces ¢ es una seccién integral de Z.

Resta probar que ¢ es una extremal del problema variacional (A, A, Z). Consideremos para ello
una curva t — ¢, € I' (Z), junto con un levantamient(ﬂt — v € T (W?) tal que o = 7. Por ser
problema Lepage equivalente, debe valer que

/¢2‘A=/ %O
K K

para todo t y toda subvariedad K C M compacta; teniendo en cuenta que 7 es una extremal
para el problema canodnico, resulta que ¢y = ¢ es una extremal para el problema variacional
original. O

Esta demostracién fue extraida de [Got91b]. La naturaleza contravariante de un problema Le-
page equivalente es mucho maés dificil de tratar. De hecho, es la nocién de transformada de Le-
gendre la que permite demostrar la contravariancia de muchos problemas mecénicos, como se
muestra en [GN79] para lagrangianos casi regulares. El siguiente ejemplo indica este fenémeno
en un contexto mas reducido.

Ejemplo 4.3A: Contravariancia y transformada de Legendre. Tomemos el problema varia-
cional no estandar (T'QQ xR — @Q x R — R, Lds,Z.ont) ya estudiado en la seccién Como
se mostrard en el ejemplo[4.3B mds adelante, el Lepage equivalente canénico en este caso es
equivalente al principio de Hamilton-Pontrjagin, seccién Establecer la contravariancia
del problema canoénico en este caso implica demostrar, para cada seccién integral o : s +—
(s;¢" (s),v" (s)) del EDS de Euler-Lagrange

(12) dg’ —v'ds
dL,Ui - Lqi ds

que existe una coleccién de funciones s — p' (s) tales que

Vs (s; g (s),v" (s),pi (3))

ZEsto es consecuencia de la propiedad de levantamiento de homotopias de los fibrados.
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es una seccion integral del EDS de Hamilton-Cartan asociado al principio de Hamilton-Pontrjagin

dg’ — vids
(13) dpi - Eqi ds
(pi — Lut) ds.

Asi llegamos al resultado siguiente, que es una traduccion del lema|l5 al nuevo lenguaje.

Lema 16. El problema Lepage equivalente candnico asociado a
(TQ xR — Q x R — R, Lds, Tront)

es contravariante.
DEMOSTRACION. Se define
Bians (5549, 6), s (06600 (5).
donde o : s — (53¢ (s),v" (s)) satisface el EDS (12), esto es

o* (dg* —v'ds) =0
o* (dEW - Eqids) =0.

Es inmediato verificar que en tal caso X es secci6n integral del EDS (L3). O

Vemos que, en este caso, la seccion integral del problema canénico es el levantamiento de la
seccién integral del EDS de Euler-Lagrange a lo largo de la transformada de Legendre. Férmu-
las similares se utilizan en la demostracién de la contravariancia del problema canénico en el
contexto de teorias de campo, ver [Got91b]. A

A continuacién mostraremos la construccién de otro tipo de problema Lepage equivalente,
inspirada en la construccién canénica, que reduce el nimero de variables dependientes adi-
cionales (i.e., el rango del fibrado A sobre A) aunque manteniendo la covariancia. En general
esta construccién tendrd menos chances de ser contravariante, aunque veremos con algunos
ejemplos que se comporta razonablemente bien en algunos casos.

4.3.3. Otro problema Lepage equivalente canénico. El problema Lepage equivalente ca-
nonico estd disefiado para lidiar con EDSs generales; en nuestro caso, las estructuras de prolon-
gacién vienen dadas usualmente por elementos en algin subfibrado particular, lo que ayuda a
simplificar el formalismo. Esto es, definamos

Z1 (A) = {a S /\ (T*A) : v1ve000 =0 Yug,vg € VA}

(donde V'A es el fibrado vertical respecto de la estructura de fibrado A — M) y supongamos
que los generadores de 7 estdn en Z; (A); como antes, tenemos un subfibrado I" C A" (T*A).
Sea K™ C I" el subfibrado cuyas fibras son los subespacios K"|, C I"|, de formas de grado

algebraico 1 en los generadores; definamos K" := K"n Z1 (A). Dependiendo del EDS Z, esta
definicién puede dar lugar a un subfibrado afin W* en A* (T*A) con fibras

5

Como antes, la aplicacién v : W* — A eslarestriccién de la proyeccién canénica 73 : A* (T*A) —
A. Las razones para esta eleccién seran evidentes més adelante: Los problemas variacionales
asociados a formas en Z; (A) tienen una descripcién bien comportada en términos de la dina-
mica sobre una variedad presimpléctica (en general de dimension infinita, cf. prop.[5.5.4).

WA‘W ::{)\7+w:we K"
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Definamos el fibrado pullback 7* (A® (T*M)) sobre A; entonces tenemos el diagrama conmu-
tativo

a (/\ (T*M)> e /\ (1" M)

T (72) T

A - M

™

Sea Zy (A) C A°®(T*A) el subfibrado de formas semibésicas sobre A, y definase Z§ (A) :=

Zo (M) N AF(T*A) para todo k € N. El siguiente lema puede encontrarse en [Sau89] (cf. lema
3.3.5 allf).

Lema 17. Existe una identificacion natural entre los fibrados ©* (\* (T*M)) y Zo (A).

Esta identificacién nos provee con la aplicacién f, que tiene la siguiente propiedad.
Proposicién 12. La aplicacion submersiva de fibrados f : Zo (A) — \°® (T* M) verifica

(14) (flzk ) ey =ep|zb (), VkeN

donde ©F € QF (/\]C (T*A)) yOM e QF (/\k (T*M )) son las k-formas candnicas sobre los espacios
correspondientes.

Simplificaciones mds importantes pueden realizarse si el EDS en cuestién admite un conjunto
de generadores globales

I|7—R<a%|’y,~-~’a}cl’—y’aﬂvv...’a22|’y’...,ofl’|v’ ’a£p7>’ V’7€A,
donde <a{ ,aij>diff = ZU) = TN/ (A). Estamos suponiendo que aunque o € Z; (A)
paratodoj = 1,---,p,i = 1,---,k;, ninguno de ellos estd en Z, (A). Definamos ahora A=

Axv @) (N™ T*M)EBkl dondml := n—I; el lema anterior nos permite definir Fy : W* — A
via

p ki

FA:A|7+;;<1HWA%Z =
o (3 f (Bha) e S (B oo (Bh,) £ (812))

Sobre A definimos ademas la n-forma

Ademads asumiremos que la ecuacién lineal
Pk _
ZZ aﬂv A B, =0
=1 i=1
admite solamente la solucién trivial 3/, = 0. En este contexto vale el resultado siguiente, que

nos asegura que podemos utilizar A como Lepage equivalente en todos los casos en los que el
EDS de prolongacién Z admita generadores globales; en cualquier caso, este lema nos provee
con una descripcion local para el problema Lepage equivalente canénico modificado.

35in pérdida de generalidad vamos a suponer que p < dimM = n, porque estamos tratando con secciones
integrales, que es un subconjunto de variedades integrales de dimensién n para Z.
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Lema 18. Supdngase que I admite un conjunto de generadores con las propiedades detalladas mds
arriba; entonces la aplicacion Fy : W» — A es un difeomorfismo, y Fy\ = ©.

Como mencionamos anteriormente, la diferencia principal entre nuestra construccién y la del
problema Lepage equivalente candnico es que en nuestro caso el fibrado afin tiene rango me-
nor. Esto tiene como ventaja que debemos tomar en cuenta una menor cantidad de variables
dependientes, y como desventaja que aumentan las probabilidades de que el problema Lepage
equivalente hallado no sea contravariante. Sin embargo serd mostrado (con ejemplos) que esta
prescripcion funciona muy bien en casos importantes.

4.3.4. Lepage equivalente canénico para un problema no estandar. Apliquemos estas
consideraciones a nuestro problema. Lo més importante a tener en cuenta es que, si un dado
problema variacional no estindar admite un problema Lepage equivalente bivariante, entonces
se lo puede considerar como un tipo de Principio de Hamilton-Pontrjagin; de hecho, probare-
mos mads adelante que la construccién detallada aqui conduce en el caso de la mecdnica cldsica
a este problema variacional (véase ejemplo[4.3B).

Enonces supongamos que tenemos el problema no estdndar definidos por los siguientes datos

A— AN — M,

ZcCcQ ),

Slo] = [y (Pro) (V).
Si 7 en el problema no estdndar dado satisface las condiciones adecuadas de regularidad (i.e.
la hipotesis de “rango constante”), entonces el problema variacional (A — M,Z, \) tendra un
problema Lepage equivalente canénico (W’\ — M, {0}, (:)), y podremos aplicar el esquema

descrito arriba. Para llevar adelante esta tarea localmente, supongamos como arribva que las
fibras del fibrado I sobre un abierto U C A pueden escribirse como
> , vevU
.

de manera que la estructura de prolongacién Z esté diferencialmente generada por

= 1 1 2 2 p p
I|7_R<a1|77 7ak1’,‘/7a1’7a 70[]92‘77 7a1|’ya 7akp

I:< Ii1<i<pl< '<ki>

i Stekisis diff

sobre U, donde <a{, e al >d ‘= ZU) =: T N QI (U). Entonces podemos definir para cada
i/ di

1 <1 < plos numeros m; := dim (M) — [ y la n-forma resulta

donde ( T B BT ,6,:,';") denota secciones de algtin fibrado K™ c A\"™ (T*A)

complementarioa I' := InN /\l (T*A); los superindices en estas secciones indican por lo tanto su
grado (en el sentido de 4lgebra exterior). Se probara en los ejemplos a continuacién que, en im-
portantes casos, las ecuaciones de Euler-Lagrange asociadas al problema no estdndar definido
por los datos

AR o
0C (A,
Slo] =y (pro)” (1),

46



4.3. Formalismo multisimpléctico mediante Lepage equivalencia

tienen una familia de soluciones isomorfa a la familia de soluciones del sistema anterior; esto
es, en tales casos el problema Lepage equivalente asi definido es contravariante. Por la propo-

sicic’)n las ecuaciones de Euler-Lagrange para una seccion estacionaria o € I' (A) son

(15) o* (VJdX) -0, WVer (v]\)

porque no hay condiciones para la admisibildad de variaciones; estas secciones son secciones

integrales para el EDS

(16) 7= <VJdX Ver (VA) >d,ff.
1

Llamaremos a este EDS el EDS DE HAMILTON-CARTAN (como en la proposicion [§ para extre-

males de problemas variacionales usual).

4.3.5. Algunos ejemplos. Ilustraremos con algunos ejemplos cémo los problemas varia-
cionales usuales encajan en nuestro esquema no estdndar; ademads usaremos este esquema en
ejemplos con descripcién no estdndar propiamente dicha.

Ejemplo 4.3B: Principio de Hamilton-Pontrjagin. Consideremos el problema variacional es-
tdndar de la mecdnica cldsica; este esquema puede encontrarse en [Gri98|, HTT91]. E! fibrado
subyacente al problema Lepage equivalente de la mecdnica cldsica serd

AT RxTQ)=T"(RxTQ)=RxRxT*TQ.

Para construir una versién local del problema Lepage equivalente canonico, fijamos un abierto
coordenado U’ C Q. Entonces sobre U := R x TU’ el EDS T estd generado por la coleccién
de formas 0° := dq' — ¢'dt; por lo tanto el fibrado I C T* (R x TQ) tendrd como fibras los
subespacios
i) = {a;0" :a; e R"andi=1,--- ,n}.
Por consiguiente I' = K (los elementos en I son de primer grado en los generadores); ademds
T* (R x TQ) C Z; (R x TQ)

lo cual implica que K* = K' N Z; (R x TQ) = I'. En término de nuestra descripcién local
obtenemos que VT/A‘ U =U x R, donde

WA)( ):{—Ldt—i—aieizaiE]R,i:l,--~,n} V(t,qi,q'i)EU.

t,4,4

Las a’s en la férmula anterior tienen un significado importante en relacién a la variedad A :=

Rx (TQ & T*Q) con la1-forma \ € Q! ([\) definida mediante 5\‘( : =—[L(a) —a(v)]dt+
t,v,a

wl

.~ como muestra el lema siguiente.

Lema 19. La aplicacion P, : Wy — A dada localmente por

PL (7Ldt + aﬂi) = <t,qzaaql & aidqi>

es un difeomorfismo, y PiX = Q.
Podemos trabajar entonces directamente en el espacio A = R x (TQ ® T*Q), donde localmente
A =p; (dg' — ¢'dt) — Ldt.

El problema Lepage equivalente canénico consiste en hallar secciones o de R x (TQ & T*Q)
que son extremales para

Slo] = /RU* (pi (dg' — ¢'dt) — Ldt) ;
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las ecuaciones para una seccion estacionaria o : t — (q(t), ¢ (t),p(t)) son por lo tanto

d¢’ —¢'dt =0
dpi - Lqidt =0

O sea, hemos conseguido reformular el principio de Hamilton-Pontrjagin en este contexto. A

Ejemplo 4.3C: Teorias de campo de primer orden. Las teorias de campo de primer orden tra-
bajan con secciones o de un fibrado 7 : F' — M con fibra tipica V; una densidad lagrangiana
L € C> (J* (7)) nos permite definir la accién

S [o] ::/ (Lopro)dz® A--- A da®
M

:/ (Lojla)dxo/\-~-/\dx"
M

de acuerdo a consideraciones hechas anteriormente. Seald C F' una carta coordenada adapta-
da, cuyas componentes son (z*,u”); entonces T sobreU := J* ()| U tiene los generadores

{0° = du® —ugda® o =1, dimV} € Q' (U).
Por Io tanto el fibrado I admite sobre U la siguiente descripcién

n n—1 [e3} n—2 %1 o
IMU = {BL AO™ + BRLL AO™ NG 4
0 @ an . gn—k n—=k ~ o
B 0N A0 R e ) (u>,k_17... )
y tendremos para el subfibrado K™ que
Ky, n—1 aip . gn—1 n—1 (77
i {0 (1)
También

Zl( ) {Zjda: + Zy, sdu” A dz? \J|21}

dandonos la siguiente expresion local de K™:

{ﬁ" N N 1(u)}

Luego
W)\’Z/A{:{)\+Bn 1/\9041: nl Zn 1(]/{)},
via la aplicacion F podremos escribir

n—1 @dimV

N\ (T*M)

MU~U

y esta es la descripcion local que adoptaremos. Por lo tanto podemos considerar la forma de

Cartan sobre A := U @ Z con coordenadas locales (z";u®, uf,m,); aqui hemos puesto Z :=

@©dimV’
A" (T M) , denotando el conjunto de dimV formas de grado n — 1 sobre M. Por
consiguiente podremos escribir

Ai=mg A (du® — ujdz )—Ldavo/\~-~/\dar;”_1

48



4.3. Formalismo multisimpléctico mediante Lepage equivalencia

para la forma de Cartan. Si las variaciones son (0; du®, du$, dm,) entonces las ecuaciones de
Hamilton-Cartan resultan
(0; du”, duy, 5ma)4d:\ =0=
L L
(aauaéuo‘ + aaugtsu?) d® A Ada™ !+ Smg A (dua - u?da:k) —
—ou®dmg — moﬁu%dxk =0.

Ahora podemos definir la siguiente coleccién de (n — 1)-formas (T',,) via

< oL 5u;§> di® Ao Ade" = Thoulde®,  Youg,
ouy!

de donde obtenemos que las soluciones
ok - (mk; u® (z),up (z),ma (2))
deben verificar el EDS generado localmente por
I'o—ma=0
du® — udz* =0

dm, — (aauLa)daco/\-~-/\d9L‘"_1 =0.

Este sistema proyecta sobre la version local de las ecuaciones de Euler-Lagrange para las teorias
de campo de primer orden. El espacio de multimomentos es localmenteUd & Z. A

Ejemplo 4.3D: Electromagnetismo - Cont. La primera teoria no estdndar canénica que con-
sideraremos es el electromagnetismo, tal como lo hemos venido trabajando aqui; en este caso
tenemos que A := \* (T*M)@A and X = p} (xO2) A(dp301 — p5O2)+ ), siendo p; la proyeccion
en el i-ésimo sumando de A y \ es el pullback de la forma correspondiente sobre A. Como an-
tes, supongamos que indicamos con (P, F, A) € A un elemento de este espacio de (multi)fases;
entonces una seccién o : x — (P (z),F (z),A(z)) serd una solucién para las ecuaciones
sii

F=dA
P =xF
dP = 0.

Por consiguiente el espacio de momentos coincide con el espacio de velocidades. A

Ejemplo 4.3E: Modelos sigma Poisson. Los modelos sigma Poisson [CF01,BS03,BZ05, Rub06]
pueden analizarse desde este punto de vista. Este es un sistema interesante, dado que su des-
cripcion usual (cf. las referencias citadas arriba) es no estdndar, en el sentido de que trabaja con
variaciones sin una estructura de prolongaciéon. Concretamente, para una superficie ¥ y una
variedad de Poisson (M, ) tenemos la fibracién

2

A= N\(T"(MxX) =S x M- X%
Entonces el abierto S := Z? (¥ x M) — Z3 (X x M) es un subfibrado; llamemos v : S — ¥ Ia
restriccion de la proyeccion anterior. El problema variacional para el modelo Sigma Poisson es
el triple (S 25 %,0, 5\), donde en las coordenadas locales (£, z*, ng, ) asociadas a un sistema
de coordenadas sobre M x Y. via

o€ S|(I)£) = —1,dEP A dr”,
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la 2-forma \ viene dada por

1
oy = —nguda” A dEP + 37" Mg dE A de’.

La estructura de Poisson sobre M define una aplicacion de fibradosII : T*M — TM y por lo
tanto induce otra aplicacién de fibrados (inidicada por el mismo simbolo) IT : T* (M x ¥) —
TM x T*X; entonces la forma X\ puede escribirse en términos globales como

1

3| = Ol 5 () 2 )

donde (-,-) es el “pairing” de un elemento de TM x T*X con un elemento de T* (M x X) ~
T*M x T*Y y O3 es la 2-forma candnica (restringida a S). Los generadores locales del EDS de
Hamilton-Cartan EDS son en este caso

dzt — T n., dE,

dnage N dEY — % (D) naﬂng,,dgﬂ A dge.

Por consiguiente estos sistemas estdn naturalmente formulados en un espacio multisimplecti-
co. A
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Capitulo 5
Problemas Lepage equivalentes y estructuras presimplécticas

EL objetivo de este capitulo es desarrollar una teorfa hamiltoniana para cualquier problema
variacional Lepage-equivalente de uno dado no estdndar. El dato inicial consiste pues en
un fibrado A -2+ M sobre una variedad M, la cual se denominaré espacio-tiempo debido a
sus aplicaciones fisicas, y una n-forma X sobre A (donde n = dimM); no es necesario (y de
hecho, por lo general esto no ocurre) que A sea un fibrado vectorial. Con estos datos armamos

el problema variacional (A — M, A, 0) ; veremos en las secciones siguientes como asociar a este

problema variacional una variedad presimpléctica (en general, de dimensién infinita) con un
hamiltoniano sobre ella. Entonces probamos que las soluciones del sistema dindmico definido
asi se corresponden con las extremales del problema variacional.

Aunque una discusiéon mas completa acerca del método de Dirac y el algoritmo de Gotay,
Nester y Hinds podrd encontrarse en un capitulo posterior, conviene desviarnos un poco de
nuestro recorrido para describir someramente qué son los vinculos de Dirac y cudl es su lugar
en el contexto de una teoria de campo.

5.1. Justificacion de nuestra construccion

El problema a resolver es el de intentar una descripcion en términos de geometria de dimension
finita de los vinculos de Dirac en teorias de campo. Estos vinculos aparecen cuando se intenta
hallar una descripcién canénica de algtn problema variacional que involucre secciones de al-
gun fibrado (que llamaremos fibrado de campos) sobre el espacio-tiempo [Dir65, [HT92, [Sun82].
Como se explicara en detalle en el capitulo [f} la construccién usual necesita una descompo-
sicién del fibrado de campos y del espacio-tiempo en hojas de tiempo constante; con ello y el
lagrangiano de la teoria puede introducirse sobre el espacio de secciones a tiempo constante
una estructura presimpléctica y una funcién hamiltoniana. La aplicacién del asf llamado al-
goritmo de Gotay, Nester y Hinds a este dato da origen a lo que denominaremos los vinculos de
Dirac de la teoria, que resultan ser restricciones a las secciones en la hoja de tiempo elegida para
la construccién. Un detalle que sin dudas llama la atencién en esta descripcion es el siguiente:
(Cudl es la dependencia de los vinculos de Dirac de las elecciones hechas en su construccién? O
sea, no se puede dejar de notar que hemos introducido una descomposicién de todo el fibrado
de campos en términos de hojas de tiempo constante, y ademdas hemos tenido que elegir una
de tales hojas. Las exigencias usuales de covariancia de la fisica subyacente limitan el alcance
de dicha dependencia, y un buen entendimiento de la naturaleza de los vinculos no debe dejar
de lado este aspecto.

Existe por otro lado en la literatura un enfoque al problema de definir una teoria hamiltoniana
asociada a un problema variacional para una teoria de campos que se ajuste a los requisitos
de covariancia: Son las teorias de espacio de fases covariante [CW87]. En ellas, y de acuerdo a un
receta no muy clara, se construye una estructura presimpléctica sobre una hoja de tiempo cons-
tante, verificando que la misma es invariante por homotopias. Esto es, si se tienen un par de
subvariedades correspondientes a hojas de tiempo constante respecto a dos descomposiciones
del fibrado de campos que son ademds homotdpicas entre si, esta homotopia induce un difeo-
morfismo a nivel de secciones, y se prueba que la estructura presimpléctica es invariante por
este difeomorfismo. Parte esencial de esta prueba necesita que se considere el fibrado tangente
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a un espacio de secciones. Este hecho hace indispensable la reflexién acerca de estructuras dife-
renciables sobre espacios de dimensién infinita. Las definiciones usuales para estas estructuras
requieren un espacio de Banach sobre el cual modelar el espacio en cuestién [Eel66, BSF98];
existen enfoques mds generales [Mic78, [KM97], que no consideraremos en el presente traba-
jo, dado que necesitamos utilizar el algoritmo de Gotay, Nester y Hinds tal como se presenta
en [GNH78||, que modela las variedades de dimensién infinita sobre espacios de Banach refle-
xivos. De cualquier manera, una vez que se tiene la estructura presimpléctica invariante por
homotopias, es inmediato probar que la misma depende sélo de las clases de homotopia de
subvariedades del fibrado de campos a dimensién espacial, y esto discretiza el conjunto de
posibles estructuras presimplécticas: Si dos descomposiciones tienen sus hojas de tiempo cons-
tante en la misma clase, entonces no hay que preocuparse sobre la dependencia de la misma
respecto de las elecciones necesarias para la construccién de los vinculos de Dirac.

Ejemplo 5.1A: Hojas de tiempo constante y estructura simpléctica. Consideremos un ejemplo
en el que la estructura presimpléctica sobre el espacio de secciones de dos hojas de tiempo
constante no homotopicas es necesariamente distinta. Para ello consideremos sobre T? = S' x
S el fibrado lineal tal que en la direccién del primer circulo es una banda de Mébius y en la
direccién del segundo un cilindro; si M PM, Gl es la banda de Mébius, estamos pensando en
el fibrado T? x M — T? cuya proyeccioén es p := p1 x pyr. Si el segundo circulo es el tiempo,
las secciones de la hoja del fibrado a tiempo constante se corresponden con funciones sobre el
circulo antiperiédicas. Si, en cambio, la variable tiempo se corresponde con el primer circulo, las
secciones de alguna hoja a tiempo constante corresponde a secciones del cilindro, que son todas
las funciones a valores reales sobre el circulo, esto es, funciones periédicas sobre el mismo.
Estos espacios no son ni siquiera homeomoformos en, por ejemplo, la topologia compacta-
abierta, dado que cualquier par de secciones antiperiédicas, si no son iguales, comparten un
ntimero impar de puntos, mientras que las periédicas pueden tener imdgenes disjuntas. A

De cualquier forma las exigencias de covariancia tienen por lo general caracter local, por lo que
cada una de las familias de formas presimplécticas asociadas a un problema variacional son
estructuras validas y su eleccién final dependerd de otro tipo de consideraciones. Lo destacable
de la construccién del espacio de fases invariante es que provee el marco adecuado para una
correcta definicién de los vinculos de Dirac; la desventaja es que dicho espacio de fases es
precisamente el espacio de extremales del problema variacional, en cuyo entendimiento juegan
algtin rol los mismos vinculos de Dirac. Para resolver este aparente circulo vicioso, apelaremos
a la teoria de sistemas diferenciales exteriores descrita en el capitulo [} El teorema de Cartan-
Kéhler nos permitird establecer correspondencias entre las soluciones del problema mecénico
y soluciones sobre una variedad de dimensién menor (estamos pensando especificamente en
hojas de tiempo constante), que utilizaremos para describir el espacio de soluciones.

Ejemplo 5.1B: Ecuacién de onda. Trataremos un caso cldsico desde este punto de vista. Sobre
las secciones del fibrado F := J' (K,R) xx T*K — K (K C R? la clausura de un abierto
conexo y acotado) con coordenadas (t,xz,u;p, ¢;m,n), consideramos el problema variacional
definido por el funcional
So] = / o'
K

donde X € Q? (F) viene dado por

/\|(t}x;p7q;m7n) = (p2 — q2) dit Adx 4+ a A (du — pdt — gdx)
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y a := mdt 4+ ndz. Efectuando la variacién respecto de todos los grados de libertad se obtiene
el EDS

du — pdt — qgdx = 0,

dm Adt+dnAdz =0,

2p+n)dtndz =0,

(2¢ —m)dt Adz =0,
sujeto a la condicién de independencia dt A dx # 0. Esto conduce al siguiente EDS sobre
F':= J'(K,R) — K dado por

du — pdt — qdx = 0,

dgANdt—dpANdx =0,

dpANdt+dgNndx=0
con la misma condicién de independencia. Un subespacio 1-dimensional del tangente E dado
por

E = (0 + U0y + Pp0p + Q204)

serd 1-integral para este EDS si y sélo si U, = q. El espacio polar asociado a un tal elemento
integral estard entonces determinado por el sistema

du — pdt — qdx = 0,
Q,dt — P,dx + dp =0,
P.dt+ Q.dx—dg=0
que tiene rango maximal; como esta condicion se debe verificar en un abierto de G (T'F’),

resulta que E debe ser Kihler-regular. Finalmente, veamos que los elementos integrales de
esta forma son también extensibles; definiendo

ET = E+ (0; + U0y + P, + Q:0,)

entonces E* serd 2-integral si y sélo si

Ut:p7
Qm+Pt:07
Qt_Pz:0~

Por consiguiente todo elemento 1-integral serd extensible, y estamos en posicion para aplicar
el teorema de Cartan-Kéhler: Por cada subvariedad integral de dimensién 1 contenida en una
hojat = k € R de F' pasa una tinica subvariedad integral de dimensién 2 (dado que en es-
te caso dimH (E) = 2, tenemos que v = 0 y no hay necesidad de imponer las condiciones
adicionales provistas por R). Esto es, podemos describir las extremales del problema varia-
cional original con curvas de la forma z — (z,k, f (z);9(x), f' (z)) para f, g funciones reales
arbitrarias (siempre hay que admitir un grado suficiente de diferenciabilidad , sin olvidar la
analicitidad indispensable por las hipétesis del teorema de Cartan-Kéahler) o, de manera equi-
valente, mediante subvariedades 1-integrales del EDS original que viven en la hoja de tiempo
constantet = k. A

La moraleja del ejemplo anterior debe quedar clara: Bajo condiciones de involutividad, uno
puede reducir el estudio de las extremales de un problema variacional al estudio de las varie-
dades integrales de un EDS asociado viviendo sobre una hoja (subvariedad de codimensién 1)
del espacio en cuestiéon. Es més, el EDS asociado es simplemente el pullback del EDS determi-
nado por las ecuaciones de movimiento a la hoja.

Ejemplo 5.1C: Espacio de fases invariante en mecdnica clasica. Veamos un ejemplo extremo
de la construccién del espacio de fases invariante: La mecdnica cldsica. En este caso uno trabaja
sobre (T*Q & TQ) x I siendo Q el espacio de configuraciones e I C R un intervalo compacto
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conteniendo 0 en su interior; en las coordenadas locales (q,v,p) la forma de Cartan que lo
describe viene dada por A := Ldt + p; (d¢’ —v'dt) = —Hdt + p;dg’, donde H := p;v’ —
L. El EDS que caracteriza a sus extremales estard generado por (asumiendo la condicién de
independencia dt # 0 sobre ellas)

de —+ qu‘, dt,
dq' — H,,dt,
H, =0.

Las dos primeras lineas equivalen a las ecuaciones de Hamilton,; como se reducen a un sistema
de ecuaciones ordinarias de primer orden, sus soluciones estdn en relacién uno a uno con los
datos iniciales. Luego existe una biyeccién entre el espacio de soluciones de las ecuaciones de
las dos primeras lineas y, por ejemplo, T*Q & TQ x {0}, la hoja de nuestro espacio correspon-
diente al instante t = 0. Sin embargo, nada a priori nos asegura que cada uno de los puntos de
esta hoja satisfagan la tercera linea. Si, por ejemplo, el lagrangiano L es independiente de algu-
na de las velocidades, digamos v®, el momento py, correspondiente se anula, y la primera linea
debe actuar en consecuencia, conduciendo a la condicién algebraica H, ¢ = 0. En la referencia
[HTT91] se puede encontrar la manera de relacionar este hecho con la aparicién de vinculos
de Dirac en la teoria usual. Adelantemos, por lo pronto, que la nocién de involutividad requie-
re que el EDS en cuestion no tenga condiciones algebraicas, por lo que se necesita restringir
dicho EDS al conjunto de puntos que verifican tales condiciones; los vinculos de Dirac estdn
asociados, por lo tanto, a la bisqueda de involutividad del EDS asociado a las ecuaciones de
movimiento. A

Notemos entonces que la posibilidad de describir el espacio de soluciones mediante condi-
ciones iniciales estd ligada a ciertas propiedades estructurales de las mismas ecuaciones de
movimiento. Queda planteada entonces la cuestién acerca de si es posible usar las ecuaciones
de movimiento sélamente para conocer el espacio de soluciones. La raiz del problema se pue-
de vislumbrar sin dudas: En general cuando se mezclan condiciones diferenciales de diferente
orden, no siempre alcanza con dar el dato inicial para determinar una solucién. Como vimos
anteriormente, un sistema de ecuaciones diferenciales (de diferente orden, y que involucre qui-
zas condiciones algebraicas) que admite una reduccién tal se dice que es involutivo. Luego si
nos interesa trabajar con alguna descripcién del espacio de soluciones mediante condiciones
iniciales, es imprescindible tener en cuenta este aspecto de los sistemas de ecuaciones diferen-
ciales.

Ejemplo 5.1D: Involucién en sistemas de ecuaciones en derivadas parciales. La nocién de
involutividad estd pensada originalmente para sistemas de ecuaciones en derivadas parcia-
les, en donde el fenémeno es muy fdcil de encontrar. Por ejemplo, consideremos el problema
variacional sobre secciones del fibrado trivial R* x K — K, K como en el ejemplo|5.1B, con
coordenadas (u,v,w;z,y) — (z,y) que consiste en extremar la accién asociada a la 2-forma

Mo wiz,y) = (du— Adx — Bdy) A (vdy + wdz)
siendo A, B funciones de x,y. Al efectuar la variacion obtenemos que las funciones
uw=u(z,y),v=v(ry),w=uwy)
que caracterizan a una seccién extremal deben satisfacer el sistema
Uy — A =0,
uy — B =0,

Uy — wy = 0.

Supongamos que queremos caracterizar al espacio de soluciones de este sistema. Tomamos y
constante, y resolvemos las ecuaciones que dependen de las derivadas en x; luego tendremos
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que
u=al(y)

siendo a (y) una primitiva (en la variable =) para A (z,y). Reemplazando en la segunda ecua-
cién resultard que

_ Oa(y)

B
dy

o, derivando ambos miembros respecto de x
B, - A, =0.

Entonces no habra solucién a menos que las funciones A y B satisfagan esta condicion. A

Este ultimo ejemplo caracteriza una nueva fuente de problemas a la hora de trabajar con las
soluciones a un sistema de ecuaciones en derivadas parciales, las llamadas condiciones de inte-
grabilidad. Desde el punto de vista de las ecuaciones, estas condiciones se originan en la exis-
tencia de relaciones de conmutatividad entre las derivadas parciales de orden mayor que 1 de
cualquier solucién; las condiciones de independencia, esto es, que las soluciones sean expresa-
bles localmente como funciones de variables en alguna subvariedad del espacio sobre el que
vive el EDS, agravan la situaciéon, dado que descartan direcciones en las que la involutividad
del sistema podria estar asegurada.

La visién geométrica de las ecuaciones de movimiento provista por los EDSs codifica en la ope-
racién de prolongacién la basqueda de un EDS involutivo cuyas soluciones estén relacionadas
con las de las ecuaciones con las que se trabaja. En cualquier caso, supongamos que el EDS
asociado a las ecuaciones que describen a una extremal de un problema variacional es invo-
lutivo, y que sus elementos regulareeﬂ contienen al tangente a la hoja de tiempo elegida. Esto
significard que si tomamos una solucién del EDS que se obtiene del original al restringirlo a la
hoja de tiempo constante elegida, entonces existird al menos una extremal que corta a esta hoja
en la solucién elegida. Mas atin, si el EDS es invariante por el campo transversal, uno puede
utilizar a tales soluciones (y algtn otro conjunto de funciones adicionales) para parametrizar el
conjunto de extremales. En la filosofia del espacio de fases covariante, esto significa que puede
tomarse el conjunto de secciones de la hoja de tiempo constante, junto a las restricciones im-
puestas por el EDS inducido sobre ella por las ecuaciones extremales, como espacio de fases
del problema variacional.

5.2. Espacio de secciones

De la discusién previa se desprende la necesidad de poder manejar las condiciones iniciales de
un problema variacional, como una manera de comprender su espacio de extremales. Cuando
la dimensién del espacio base es 1, estas condiciones iniciales son puntos de una variedad de
dimensién finita; en presencia de dimensiones mayores de la base, éstas son secciones de una
hoja de tiempo constante en el fibrado de campos. Lo mejor que podemos esperar entonces
es que el conjunto que componen dichas secciones tengan una estructura diferenciable, y esto
nos coloca de lleno en el problema de determinar una estructura diferenciable conveniente
sobre un espacio de funciones. Debemos advertir, sin embargo, que la discusion de este tipo de
estructura no serd tan detallada como quisiéramos, debido a que el tratamiento adecuado nos
llevarfa demasiado lejos de nuestro objetivo principal. De todas formas, debe tenerse en cuenta
que estamos dejando de lado una buena cantidad de terreno virgen sin explorar por aqui.

La nocién de regularidad de un EDS se detalla en la seccion correspondiente; intuitivamente, es comparable a
las que existen en ecuaciones ordinarias.
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5.2.1. Consideraciones previas. El dato inicial con el que construiremos una teoria de
vinculos a la Dirac es un problema variacional (A, A, Z), compuesto, como ya hemos visto, por
un fibrado A — M, una n—forma A sobre A (donde n = dim M) y un sistema diferencial
exterior Z C Q°® (A), y el problema consiste en hallar las secciones ¥ de A que extreman la

accion
5o / 5 (V)
M

y que son integrales para Z. Como vimos en el capitulo4} bajo ciertas condiciones de regulari-
dad uno puede reformular este problema; o sea, puede construirse una aplicacién v : A — A de
fibrados sobre M sobreyectiva tal que las extremales del problema variacional sobre A dado por

el triple ([\ — M, O) estdn en correspondencia uno a uno a través de v. A tal problema se lo

denominé Lepage equivalente. Si a esto le agregamos un par de hipersuperficies Ay C A, My ¢ M
tal que la proyeccion de A restringida a Ay da una estructura de fibrado de esta hipersuperficie
sobre My, y un campo vectorial 9, definido sobre Ay que sea complementario a ella, entonces el

espacio I' (]\0) adquiere una estructura presimpléctica y una funcién hamiltoniana (por defi-

niciones, ver més adelante). En cualquier caso, un resultado interesante que uno puede probar
con estos datos es que las secciones de Ay que satisfacen los vinculos de Dirac pueden ser des-
critas como secciones integrales de un sistema diferencial exterior sobre Ag.

En este fugaz resumen uno puede distinguir ciertos hechos que deben examinarse con mayor
detenimiento:

= La existencia de un problema Lepage equivalente asociado a uno dado. Esto tuvo una
respuesta afirmativa (bajo hip6tesis razonables) en el capitulo

= La introduccién de una estructura diferencial razonable sobre el espacio de secciones
nos provee con una descripciéon muy ttil para los vectores tangentes, lo cual permite
precisar lo que entendemos por forma diferencial sobre el mismo espacio, y en parti-
cular con la nocién de forma presimpléctica.

= Se supone también que el método de Dirac da origen a una subvariedad final de vincu-
los. Esto puede llegar a ser una sobresimplificaciéon en algunos casos, en los que uno
podria recurrir a otro tipo de descripcién para este subconjunto (por ejemplo, en la
direccion algebraica y analitica, como en [CE06].)

» La introduccién del “slicing” para construir la forma presimpléctica implica la selec-
cién de ciertas banderas integrales en la verificacién de involutividad al utilizar el teo-
rema de Cartan y Kihler; esto da origen a una nueva nocién de involutividad, en los
que los elementos integrales regulares deben estar contenidos en algtn subespacio de
vectores tangentes, y ello implica modificar el criterio de Cartan para la involutividad
de un EDS.

Ademas conviene tener presente que, en tltima instancia, los problemas variacionales con los
que trabajaremos son de la forma (]\ — M, ), O), en donde la base M del fibrado subyacente

es de la forma M = ¥ x R, para ¥ compacta y (posiblemente) con borde. Luego los espa-
cios de secciones a considerar tendrdn base compacta, lo cual simplifica razonablemente las
precauciones a tomar en su construccion.

5.2.2. Estructura diferencial sobre un espacio de secciones. En esta seccién tenemos por
objetivo construir un tipo de estructura diferenciable sobre algtin subconjunto razonable de
secciones de un fibrado dado; dicha estructura debe ser modelada sobre un espacio de Banach
reflexivo (para la correcta aplicacién del algoritmo de Gotay, Nester y Hinds), y debe contener
como funciones diferenciables las funcionales del tipo

5|—>/5*)\.
b
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Como vimos en el ejemplo esta condicién puede ser muy fuerte cuando ¥ no es com-
pacta; los trabajos de Michor y colaboradores [Mic78, KM97] apuntan a definir estructuras
diferenciables sobre espacios de secciones de este tipo de fibrados, de manera de incluir a tales
funcionales entre las funciones diferenciables. Aqui vamos a describir dos tipos de estructu-
ras diferenciables discutidas en la literatura, una de ellas sobre las secciones con un niimero
finito de derivadas continuas y otra definida sobre un espacio que, en rigor, no es exactamente
un espacio de secciones, los asi llamados espacios de Sobolev, pero que puede considerarse co-
mo tal a partir de un resultado importante, denominado teorema de embebimiento, que permite
considerarlo un subconjunto de secciones con un ntiimero finito de derivadas continuas.

5.2.2.1. Espacios de Sobolev. Los requisitos para la aplicacion del algoritmo de Gotay, Nes-
ter y Hinds no se ajustan bien a la topologia C"V, en tanto estos espacios no son en gene-
ral reflexivos; esto nos lleva a considerar espacios de Sobolev, basdndonos en las referencias
[Mar74,/Ada75]. Sea entonces O C R™ un abierto acotado y tal que 9O es localmente el grafico
de una funcién de Lifschitz continua; el conjunto CV (O, R™) indica el conjunto de funcio-
nes con las derivadas hasta orden N continua:ﬂ Para cada multiindice o := (ky,--- ,ky), €l
operador D : CV (O,R™) — CN~lel (O,R™) esté definido mediante

olely
.: k k .
Oxy* - - Oxy"

Param € Ntalquem < N,1 <p < ocoyu € CV (O,R?), se definen los nimeros

D%y

1/p
fthmp = > [Dul}
0<|al<m
“U”m,oo = mix D%,
0<|al<m

donde ||, denota la norma en el espacio L? (O, R™). Entonces los espacios de Sobolev se defi-
nen como sigue.

Definicién 32. Para cada N € N,1 < p < oo, los espacios de Sobolev Hy , (O,R™) son el
completamiento de C™N (O, R™) respecto de la norma || n .

La importancia de estos espacios residen en el lema siguiente [Ada75], ver también [ABMO5].

Lema 20. Para cualquier N y 1 < p < oo, los espacios H n ,, pueden describirse de la manera siguiente
Hy, (O, R™)={feL?(O,R™):D*f € LP (O,R™) paral < |a| < N}

entendiendo la derivada en el sentido débil. Con la norma definida por |-|n , son espacios de Banach
reflexivos. Ademds, si p = 2, Hn 2 (O,R™) es un espacio de Hilbert con el producto

(u,v) := Z (D%u, D%v) ,

1<|al<N

donde (-, -) sobre funciones denota el producto L.

Para enunciar los hechos que nos interesan, fijemos la notacion siguiente. Sea O abierto y acota-
do en R"; luego su clausura O es un compacto. También vamos a suponer que el borde de O es
bien comportado; el requisito técnico (para abiertos acotados) es que el borde pueda represen-
tarse localmente como el grafico de una funcién Lipschitz continua. Denotemos entonces con
el simbolo Cf; (O,R™) al conjunto de funciones con j derivadas continuas y acotadas sobre O,
con la norma ‘

| C (O, R™)] = mix_sup| Du (x)]

<a<izeo

%Esto es, que existen y son continuas en algtn abierto O’ que contiene a O.
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Ademés consideraremos el subespacio cerrado C7 (O,R™) C C% (0O,R™) compuesto de las
funciones que admiten j derivadas acotadas y uniformemente continuas sobre O, con la norma
|-;C7 (O,R™)| heredada del espacio ambiente. Como cualquier funcién acotada y uniforme-
mente continua sobre un abierto acotado O tiene una tnica extensién continua y acotada a la
clausura O, resulta que la notacion adoptada para el conjunto C7 (O, R™) no tiene ambigiieda-
des; entonces podemos decir que C7 (O, R™) es el conjunto de funciones j veces diferenciable
con continuidad sobre algtn abierto V' que contiene al disco cerrado O.

Intuitivamente uno sabe que, manteniendo control sobre determinados érdenes de suavidad,
las funciones obtenidas como sucesion de funciones con ese orden de suavidad deben ser de-
rivables con continuidad en algtn orden; suponiendo queﬂ p > 1 tenemos el teorema siguiente
[Ada75,Mar74, ABMO05], que es una expresioén de tal intuicién.

Teorema 5. Si Mp > n, entonces tenemos el embebimiento

% H]\/[Jrj’p (O,Rm) — Cj (O,Rm) .

Los embebimientos Hyy,, (O, R™) — C7 (O, R™) significan que, para cada [u] € Hyy ), (O,R™),
existe ug € [u] N C7 (O,R™) tal que

(17) luo; 7 (O, R™)[ < Kularp
para algtin niimero positivo K independiente de u.

Lema 21. El embebimiento i : Hyy, (O, R™) — C7 (O, R™) es lineal y continiio.

DEMOSTRACION. Si [u], [v] € H,p (O, R™), entonces
i(fu] + []) = i ([u+0]) = (u+0),,
con (u+v), € [u+v]NCI (O,R™); perosiug € [u] NCI (O,R™) , vy € [v] N CY (O,R™), serd
[uo + vo] = [uo] + [vo] = [u] + [v] = [u+ ],

conug+vg € C7 (O,R™), por lo cual (y dado que dos funciones diferenciables sobre un abierto
conexo que difieren en un conjunto de medida nula son iguales) (u + v), = ug + vo, de donde
i(u+v) =uo+vo=1i(u)+i(v),yestoprueba la linealidad. La condicién equivale a decir
que el embebimiento es acotado, y por lo tanto continuo. O

Esto quiere decir que si pedimos suficiente regularidad, nuestros espacios, pese a ser completa-
miento de un espacio de funciones suaves, contienen funciones derivables hasta algtin orden.
Mas especificamente, cada uno de los puntos de los espacios de Sobolev considerados son cla-
ses de equivalencias de funciones, las cuales difieren unas de otras en un conjunto de medida
nula; el teorema de embebimiento nos asegura que dentro de cada una de estas clases [u] existe
una funcién u* continuamente derivable hasta algun orden, y que la aplicacién [u] — u* es
continua si sobre C' (O, R™) se considera la norma del supremo hasta la derivada I-ésima. Es-
to en particular nos permite definir un operador lineal rest : Hy 5 (O,R™) — C' (00,R™) que
resulta ademds acotado, interpretando aqui C! (00, R™) como el conjunto de funciones R™-
valuadas sobre 0O con extension continuamente diferenciable hasta un orden ! a algtn abierto
O que contiene a HO.

3El caso p = 1 es un poco menos regular, y no es de nuestro interés inmediato.
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5.3. Estructuras de variedad sobre espacios de secciones

Esta seccién es una especie de excursion cultural, en la medida que los temas aqui tratados
recibirdn una atencion superficial. La profundidad de estos asuntos nos obliga a ello; sin dudas,
queda aqui terreno virgen a explorar. De la extensa literatura existente en la que se trabaja
con variedades de aplicaciones, s6lo tomaremos dos fuentes: [Mar74] y [BSF98]. Queda por
estudiar la perspectiva conveniente de Michor y colaboradores [Mic78, KM97].

Explicaremos brevemente cudl es el procedimiento para definir una estructura diferenciable
sobre el espacio de secciones globales de un fibrado. Primero se introduce una estructura de es-
pacio de Banach sobre el espacio de secciones de un fibrado vectorial; acto seguido se proveen
condiciones suficientes para que la imagen de cualquier seccién en el fibrado de estudio admi-
ta entornos tubulares. Estos entornos tubulares constituyen el modelo local para el espacio de
secciones del fibrado en cuestidn; el isomorfismo local del entorno con un fibrado vectorial de-
fine una carta sobre todas las secciones cuyas imdgenes estdn contenidas en el entorno tubular.
Finalmente, el lema w permite demostrar la compatibilidad de las cartas asf introducidas.

5.3.1. Variedades modeladas sobre espacios de Banach. Antes de introducir las estruc-
turas de variedad con las que vamos a trabajar en esta tesis, debemos referirnos brevemente a
la geometria diferencial de espacios de dimensién infinita. Como es natural, la definicién fun-
damental es equivalente al caso de dimensién finita: Uno espera que el espacio en cuestién sea
localmente homeomorfo a un espacio vectorial, aunque en este caso se abandona la condicién
de finitud de dimension. Esto tiene consecuencias profundas, en tanto no existe un tnico ti-
po de topologia sobre tales espacios. La utilidad de trabajar con espacios de Banach (o, mds
generalmente, con espacios de Fréchet) proviene de que sobre ellos se puede definir lo que se
entiende por funciones diferenciables.

Definicién 33. Sean E, F' espacios de Banach 'y f : U C E — F una funcion de un abierto U
en F. Diremos que f es diferenciable en el sentido de Fréchet en el punto o € U si existe una
transformacion lineal D f (z¢) : E — F continua tal que, para todo € > 0, existe § > 0 de manera que

|f (o +h) = f (z0) = Df (z0) (W)|r < €|hle
para todo h € E tal que |h|g < 0.

Siel conjunto L (E, F') de todas las transformaciones continuas de E en F' se viste con la norma

1T L.y = sup | Tz F,

lz]e=1
entonces uno puede utilizar induccién para definir las derivadas superiores de una funcién.

Por lo tanto se busca trabajar con espacios vectoriales topolégicos en los que sea posible derivar
funciones: De esta forma se llega a variedades modeladas sobre espacios locamente convexos
[Kel74]. Los espacios de funciones diferenciables entre variedades (o, mas generalmente, de
secciones diferenciables de algtin fibrado) forman variedades naturalmente modeladas sobre
espacios de Fréchet [Mic78, [Eel66]; si s6lo admiten un ntimero finito de derivadas continuas,
la estructura de variedad sobre dichos espacios estd modelada sobre espacios de Banach.

5.3.2. [Espacio de secciones de fibrados vectoriales. Para definir la estructura de varie-
dad sobre el conjunto de secciones (con alguna regularidad) de un fibrado 7 : A — M, nece-
sitamos en principio un modelo al cual dicho conjunto va a ser localmente homeomorfo. Para
ello recurrimos al siguiente razonamiento heuristico: Si oy : M — A es una familia monopara-
métrica de secciones, entonces puede definirse una seccién 6o : M — o (VA) (donde VA es el
fibrado de vectores verticales sobre A) mediante la férmula

—

d
x €M~ @ [0 ()] € Voo A C Tp A

t=0
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en caso de que tal derivada exista. Luego los vectores tangentes al espacio de secciones se-
rén secciones del fibrado vectorial ¢* (VA) — M, para cada seccién o. Por consiguiente se
hace indispensable estudiar los espacios de secciones de fibrados vectoriales. Como es natural
esperarse de esta discusion, seremos capaces de definir sobre tales espacios una estructura de
espacio de Banach, y la geometria de los fibrados subyacentes nos proveera las cartas buscadas.

5.3.2.1. Espacios de Sobolev de secciones de un fibrado vectorial. Sea m : E — M un fibrado
vectorial de rango m sobre una variedad compacta M (y quizds con borde); existe una ma-
nera de introducir una norma de Sobolev sobre secciones de tales fibrados vectoriales [Eel66,
Weh04]. Para ello se introduce un producto interno sobre las fibras (-,-); : £ x E — C* (M)
sobre E, una conexion V¥ : T'(E) — I' (I*M ® E) y una métrica riemanniana (-, -),, sobre la
base M (el simbolo I' (E') denotaré el conjunto de secciones suaves de E, para cualquier fibrado
vectorial E); si VM : X (M) — T'(T*M ® TM) denota la conexién de Levi-Civita, la férmula

Va(Xo, -+, X)) =VE (a(X1, -, X)) —a(VE X1, -+, X)) —
—---—a(X1,~-~ 7VAX40XZ)

para todo Xy, - , X; € X (M) define una aplicacién

l 1+1
v:Tl <®T*M®E> =T <®T*M®E> .

Indiquemos simplemente por (-,-) la extensién de las métricas anteriores al fibrado vectorial
®' T*M ® E para todo [; luego si

l
l]:T (@T*M@E) — O (M)

denota la norma |s| := (s, 5)1/ ?, definimos

1/p
by = ( [ 1)
M

yla Hy , (E)-norma de s € I' (F) viene dada por

k 1/p k
Il = (Z / |v18|p> - (Zuwz)
i=1 /M i=1

Definicién 34. El espacio de Sobolev Hy, , (E) de secciones del fibrado vectorial E es el completamiento
de T (E) respecto de la norma |-||1; p.

1/p

Una consecuencia inmediata de esta definicién es la siguiente.
Proposicién 13. Hy, , (E) es un espacio de Banach.
Sea M = Uf\il U; un cubrimiento de M por abiertos tales que, paracada i = 1,--- , N, existe

V; CR"y &, : 771 (U;) = V; x R™ tal que ®; es un isomorfismo de fibrados vectoriales (esto es,
{U;} es un cubrimiento de M por abiertos trivializantes). Introduzcamos sobre I' (E) la norma

N
Il , =Y (@), ()], (v )
i=1
y completemos dicho espacio respecto de esta norma; llamemos momentdneamente ;. , (E)
al espacio de Banach asi definido.
Proposicién 14. H; , (E) = Hy,, (E), esto es, las normas introducidas son equivalentes.
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En particular, la dltima descripcién de la norma sobre Hy, ,, (E) no dependerd de la trivializa-
cién elegida. En este contexto también tenemos un teorema de embebimiento.

Teorema 6. Sea lp > n. Existe una aplicacion lineal, continua e inyectiva
i+ Hipip (E) > T (E)

para todo p > 1, donde Ik (E) es el espacio de secciones con k derivadas continuas, vestido con la
topologia C* de Whitney. De hecho, bajo las hipétesis actuales, esta aplicacién es compacta.

Nota 2. Debido a la compactidad de M, la topologia C* de Whitney coincide con la inducida por la
norma

Is|m,,. .. :=sup {sup|vjs(a:)|] .
1<k lzeM

5.3.3. Entornos tubulares y cartas. Sea ahora 7 : A — M un fibrado cualquiera, no ne-
cesariamente vectorial. Para construir la estructura diferenciable se procede como sigue: Para
cada s € I' (A) seleccionamos un entorno tubular para su imagen s (M) [Lan99, [Lan02], que
consta de un fibrado vectorial € : F' — M sobre )M, un entorno abierto V' C F para la secciéon
nula 0y € T' (F), un entorno abierto N, para s (M) C A y un difeomorfismo j de V en N, que
preserva la fibra, cubre a la identidad en M y tal que

j @) OM = S.
En términos de diagramas
A N, VCF N, : v
M M

Esta informacién nos permitira definir una estructura diferenciable sobre ciertos conjuntos aso-
ciados a espacios de secciones de A.

5.3.3.1. Cartas sobre T* (A). Los espacios de secciones de fibrados vectoriales considera-
dos serdn vestidos con la topologfa C* de Whitney, para algin k € N; la estructura diferenciable
resulta de la siguiente definicién.

Definici6n 35. El par (I'¥ (Ny), j; ') se denomina una carta alrededor de s € T'* (A).

De acuerdo a esto, el modelo para nuestra variedad es el espacio vectorial topolégico
I* (03 (VF));
esto no deja de ser un inconveniente, dado que el fibrado F' depende esencialmente de la sec-

cién s, por lo cual diferentes puntos tendran diferentes modelos a su alrededor.

Ejemplo 5.3A: Fibrados no equivalentes alrededor de distintas secciones. Sea L el fibrado
lineal sobre el toro T = S' x S que es trivial en la direccién de uno de los circulos y una
banda de Mobius en la direccion del otro (cf. ejemplo[5.1A)). Sean 0%, 0% las secciones nulas de
L restringidas a S* x {e} y {e} x S! respectivamente. Por consiguiente uno tiene un par de
secciones s1, so del fibrado trivial S* x L definidas mediante

s1:0 € SY s (0,e) 2 04 (6,€) € 0,
s9:0 € St (e,0) RNV (e,0) € 03,.

Luego cualquier entorno tubular de s, (S') es isomorfo a un fibrado vectorial no trivial sobre
S (contiene una banda de M6bius), mientras que los entornos tubulares de so (51) serdn todos
fibrados vectoriales triviales sobre S*. A
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5.3.3.2. Cartas sobre Hy,, (A). Utilizaremos entornos tubulares para inducir cartas tam-
bién sobre Hj, j, (A). Para ello se utiliza el teorema de embebimiento, de manera de conside-
rar Hy, (A) como un subconjunto de T (A) para todo [ tal que (k —I)p — n > 0. Luego si
s € Hy, (M), tomamos § := i(s) € I'*(A), y definimos N, := i~ (N;); ademas se define
bs (t) :=j~'oi(t) paratodot € Ni.

Definicién 36. El par (¢, N,) se denomina carta alrededor de s € Hy,, (A).

Notemos en particular que, visto desde este punto de vista, Hy , (A) puede modelarse sobre
espacios de Banach de la forma H j, (IV;), para cualquier ! tal que (kK —1)p —n > 0.

5.3.4. Compatibilidad y lema w. Aqui, y con el objetivo de simplificar notacién, utiliza-
remos el simbolo I' (+) para indicar un espacio de secciones con un ntmero finito de derivadas.
De cualquier manera, la aplicaciéon tangente T'j restringida convenientemente establece un iso-
morfismo de fibrados vectoriales entre 03, (VF) y s* (VA), de donde deducimos que (T7),
identifica el modelo local paraI' (A) conT' (s* (VA)) encada s € I' (A). Esto podria haberse he-
cho explicitamente si se hubiesen definido cartas a partir de la aplicacién exponencial asociada
a alguna métrica sobre el espacio total A: Esto es, para cada V' € I' (s*V A) tenemos una seccién
sy :=expoV.

En detalle, sit € T (Ny), entonces la funcién coordenada ¢, := ( j*)_l induce una seccién de V,
esto es

6o (1) = j Lot €T (V).
La inversa de ¢, que denotaremos por 1, estard dada por

Vs (f)=jof

paratoda f € ' (V).Si s es otra seccién tal que I' (N )NI' (N, ) # (), entonces s, s € I' (Ns N Ny );
luego N, N Ny resulta entorno tubular para las imagenes de ambas secciones, y existirdn un
par de entornos tubulares V, V' de la seccién nula del fibrado vectorial auxiliar V' y aplicacio-
nesj: NgNNy -V C F,j'/: NNNNy — V' C Ftalesque joOy = s,j/ o0y = .
Las cartas introducidas serdn C'*°-compatibles si las aplicaciones ¢ o ¢y : I' (V') — T'(V) y
s 0 s : T (V) — T' (V') son ambas infinitamente diferenciables en el sentido de la defini-
cién [33] Esto es consecuencia de un lema importante, conocido como el lema w, que es valido
tanto cuando los espacios de secciones de los fibrados vectoriales involucrados se consideran
espacios de Sobolev [Mar74] como cuando se utilizan las normas de supremo [BSF98].

Lema 22. Si Vi, V, son fibrados vectoriales sobre la variedad M (todas de dimension finita, y M
compacto), y se considera sobre T (V1) ,T' (Vo) la estructura de espacio de Banach inducida como es-
pacios de Sobolev, o via la norma del supremo sobre las derivadas sucesivas, entonces la aplicacion
f« : T (Vi) = T (Vo) inducida mediante

feis— fos
por la aplicacion de fibrados f : Vi — Va que cubre a la identidad en M, es diferenciable con derivada
continua.
De hecho, se puede decir atin mds [Mic78].
Corolario 3. En las condiciones del lema anterior resulta la siguiente expresion
D(f.)(s)=Ffos
para la derivada de la aplicacion inducida f., siendo

d

Ff (’U) = % i [f (tv)] S Vf(v) (VQ)

la derivada de f a lo largo de la fibra x en la direccion de v € (V1),.
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Luego como
ds 0t ()= [io ()] o
¢ 05 (f)=(j"057") o f

resulta la compatibilidad buscada para las cartas elegidas.

5.3.4.1. Submersiones y subvariedades. Para definir apropiadamente el concepto de subva-
riedad de una variedad modelada sobre un espacio de Banach de dimensién infinita, hay que
tener presente que no todo subespacio cerrado de un espacio de Banach admite un comple-
mento cerrado. Por esta razén las definicones difieren un poco del caso de dimensién finita.
Entonces adoptaremos la siguiente definiciéon [MRA02, Mar74].

Definicién 37. Sea M una variedad modelada sobre un espacio de Banach V. Un subconjunto S C M
se dice subvariedad de M modelada sobre W si y sélo si

1. W C V es un subespacio cerrado,
2. existe W' C V subespacio cerrado tal que V=W & W',y
3. para cada p € S existe (U, ¢) entorno coordenado de p en M y w € W' tal que

(SNU) = (U)N(W x{w}).

Queremos hallar condiciones que nos aseguren que el conjunto de nivel de funciones suaves
sobre una variedad M sea una subvariedad; a nuestro rescate viene la definicién siguiente.

Definicién 38. Diremos que una aplicacion suave f : N — M entre variedades modeladas sobre
espacios de Banach es una submersién sobre S si, para cada x € S, la aplicacion derivada

f*|m TN — Tf(z)M
es sobreyectiva, y ademds existe W C T, N subespacio cerrado tal que

TN =ker f.|, & W.

Nota. Sabemos que la derivada de una aplicacién es un operador lineal continuo entre los
respectivos espacios vectoriales; de ello se deduce que su ntcleo es siempre cerrado, y ésta es
una buena definicién.

Para este tipo de aplicaciones vale un teorema de regularidad de los conjuntos de nivel.

Teorema 7. Sean m € My f : N — M una submersion sobre S := f~* (m) C N. Entonces S es
una subvariedad de N.

La demostracién puede hallarse en [Mar74]. Ademds de la demostraciéon de este teorema se
deduce el siguiente corolario, que caracteriza los espacios tangentes a los conjuntos de nivel.

Corolario 4. Paratodo x € S, T,S = ker f,],.

5.4. Un ejemplo de espacio de secciones

5.4.1. Esquema general. Se intenta construir una estructura diferenciable sobre algtin es-
pacio asociado al espacio de secciones del fibrado trivial p : A :== D x R™ — D, donde D C R™
es un disco abierto. La idea es conseguir que esta estructura diferenciable esté modelada so-
bre un espacio de Banach reflexivo, de manera de ajustarse suficientemente a las hipétesis
de [GNH?78]. Los espacios de funciones con un nimero finito de derivadas continuas, con la
norma del supremo, son espacios de Banach, pero no son reflexivos. Los espacios LP son na-
turalmente reflexivos, aunque resultan incémodos para trabajar, debido a que no se pueden
seleccionar funciones derivables en todas sus clases, impidiendo un tratamiento simple de las
condiciones de borde, y obligdndonos a trabajar con la nocién débil de derivada. Los espacios
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de Sobolev son mds amigables, debido a que los teoremas de embebimiento son mds podero-
sos. En particular el teorema de embebimiento [5|nos permite definir, para Mp —n > 0, una
aplicacién lineal y continua

rest: Hyryjp (D,R™) — C7 (D, R™),

componiendo el embebimiento con la restriccién de funciones sobre D al borde.

5.4.2. Estructura diferenciable. Empezamos con el hecho siguiente.

Proposicién 15. El conjunto (rest) ' (0) Cc H M+ij,p (D,R™) es un espacio de Banach.

DEMOSTRACION. Como (rest) " (0) = ker (rest) y rest es lineal y continua, entonces

(rest) ™" (0)

es un subespacio cerrado, y por lo tanto un espacio de Banach con la norma restringida. O

Entonces tenemos el teorema.

Teorema 8. Sea ¢ € C™ (9D, R™). Entonces (rest) ™" (c), si no es vacia, es una variedad diferencial
modelada sobre el espacio de Banach (rest)" (0).

DEMOSTRACION. Sea ¢ € (rest) " (c); entonces definimos la aplicacién
By : (rest) " (¢) = (rest) ' (0) : s — 5 — Bo.

Esta aplicacion es una biyeccién entre (rest) ™ (o) y (rest) " (0), por lo cual el par

( rest 1 O)

es un atlas en el sentido de la definicién adoptada aqui. O

Corolario 5. El espacio tangente a (rest) ™" (¢) en cualquier elemento s es igual a
(rest) ™" (0).

Si h e (rest)” " (0) y F es una funcién diferenciable sobre (rest) " (c), entonces tenemos la siguiente
expresion
d
hl,-F=— [F (s + th)]
dt|,_,

para la derivada direccional de F en s a lo largo de h.

Por comodidad definamos
FI(D,R™) :={feC’ (D,R™): f|0D = c)

para alguna funcién ¢ € C> (9D, R™). De la misma forma que se prob6 para (rest) " (c), uno
puede probar que ésta es una variedad de Banach difeomorfa al espacio de Banach F} (D,R™)
(con la norma |-| 7)(Dgm) que proviene de la restriccion de |-;C7 (D, R™)|); este espacio sera
atil en las préximas secciones.

5.4.3. Estructura presimpléctica y hamiltoniano sobre 7/ (D,R™). Usaremos el embe-
bimiento para hacer pullback de estructuras cuya diferenciabilidad sobre un espacio de fun-
ciones propiamente dichas se conoce. Entonces tomamos el espacio de Banach CV (D,R™), y
definimos sobre él una funcién y una 2-forma, para finalmente utilizarlas como medio para
definir estructuras anélogas sobre (rest) ™' (¢) ¢ H M+jp (D,R™), para ciertos nimeros M y p
que satisfacen las hipétesis del teorema de embebimiento.
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5.4.3.1. El hamiltoniano. Para cada par s,h € C? (D,R™) tal que h|0D = 0, definimos la
aplicaciéon

his Osp = —| (s+th)eT? (SA) .

t=0

En particular tenemos que [0sp,,, dSp,] = 0.
Sea ahora a € Q" (]\) ; sobre C7 (D, R™) definimos la funcién

Hy: s / o
D
Entonces tenemos el resultado siguiente.

Proposicién 16. Sij > 1 entonces H,, es suave; de hecho, su k-ésima derivada tiene la expresion

D*H, () (ha, - i) = / st (L(;s,q . -558,%0[) .
D
DEMOSTRACION. Probemos esto primero para el caso k = 1. Queremos ver que D, (s)

es una buena aproximacion lineal para H, en algtin entorno de s, esto es, probar que

1. DH, (s) es una transformacion lineal continua. Para ello escribamos

a= Z a17pdxl/\dyp

[+ Pl=n
donde I C {1,---,n},P C {1,---,m} denota multiindices; si 5 es un indice en
{1,---,m}, Pg denotaré el multiindice construido a partir de P al que se le ha extraido

el indice 3, y el simbolo ci;;a vendra dado por

— (=1)’ si 3 esté en el i-ésimo lugar en P
dg.p =

0 en otro caso.
Entonces
0
Ospoda = (Z h'yay )_n Z dar p A dz! A dy?
y=1 |T|+|P|=n
= > Zhﬁ[a —LLda! ndy” + (1)1 pdas p A da’ A dy™
|[I|4+|P|=n B=1

de donde se deduce que
[ 15" Gsnoda)] < Mo (5) 1 (D) s 07 (D. ™)
D

siendo M, (s) un nimero positivo que depende de a y s hasta las derivadas primeras,
y i (D) es la medida de D. Por lo tanto tendremos que

/D 8" (Lss, @)

s* (dsp o)

/ |s* (dspadar)]

My () ju (D) | h; €7 (D, R™)],

lo cual demuestra la continuidad.
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2. Para todo € > 0, existe § > 0 tal que
|Hy, (54 th) — Hy (s) — tDH, (s) (h)] < €lt|
para toda h € CV (D,R™) tal que |h; C? (D,R™)| = 1. Pero como D es un compacto,

tenemos la identidad
[/ (s +th)" a} = / s* (dspadar)
t=0 LY D D

d
que puede traducirse en que, para cada ¢’ > 0, existe ' > 0 tal que

dt
/(s—l—th)*a—/ s*a—t/ s* (dspada)
D D D

esto prueba que H,, tiene primera derivada.

< €|tf;

Para las siguientes derivadas, basta reemplazar o con Lss, « y derivar; la continuidad de la
forma multilineal asf obtenida resulta del principio de acotacién uniforme, tal como se enuncia
en [RS80], pagina 81. O

5.4.3.2. Laestructura presimpléctica. Sea ahora ¢ € Q"2 ([&) ; si suponemos que
o€ Fl(D,R"),
el espacio tangente a FJ (D,R™) puede identificarse con Fj (D,R™), y la identificacién se

realiza a través de la aplicacién h € F (D,R™) 6o 00 € T (U*V]X). Luego la n + 2-forma

¢ induce una 2-forma sobre 77 (D,R™) mediante
wel, (0on,,00m,) ::/ o (dop, 200, 1C)
D

para cada par hi, he € Fj (D,R™).

Lema 23. La 2-forma w; es diferenciable. Si d( = 0, entonces dw; = 0.

DEMOSTRACION. Como F? (D, R™) es difeomorfo a un espacio de Banach, sus 2-formas
son secciones del fibrado trivial 77 (D,R™) x A? (.7-'3 (D, Rm)> — FJ (D,R™), esto es, apli-
caciones w : FJ (D,R™) — A? (}'g (D,Rm)) con un grado adecuado de diferenciabilidad. En
nuestro caso la aplicacién es

we o= wel, ()
La demostracién de continuidad para todo o € F7 (D, R™) resulta entonces de un corolario del
principio de acotacién uniforme (pdg. 81 de [RS80]), que nos asegura la continuidad conjunta

de una forma bilineal si se conoce la continuidad de cada entrada por separado, y ésta tltima
puede probarse como arriba.

Para la diferenciabilidad notemos que A? (}'(J) (D, Rm)> es un espacio de Banach con norma
||w||A2(}-[J)-(D’Rm)) = sup |w (v, w)]|

1)1 ) g (0.2 =

donde | (v, w)||fg(D,Rm)Xf3(D,Rm) = ”v“]-‘g(f),]Rm) + HwHFS(DRm) es la norma usual asociada al
producto cartesiano de un par de espacios de Banach. Entonces uno debe verificar que existe
Dw¢ : F4 (D,R™) - L (]—'g (D,R™), A? (}"g (D,Rm))) tal que, para cada € > 0, existe § > 0
de manera que se cumple

Je (-+ h) = e (0) = D (0) ()]s (4 o) < Vhlzy (.
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para todo | A 7 (Dam) < d. La idea es probar que

Duw¢ (o) (v,w) = / 0" [Lso, (vawail)] = / 0" [dopod (vowC)] .

D D
Notemos para ello que uno puede escribir ¢ + th = ¢; o 0, donde ¢, : D x R™ — D x R™ :
(x,y) = (x,y + th (z)) es el flujo del campo vertical doy, : (z,y) — (z,y;0, h (x)); por lo tanto
(0 4 th)" (60p, 200k, 1) — 0" (80h, 200k, () — 0" [Lss, (80, 200k, ()] =
= 0" [p; (00h, 2001, () — S0, 100k, ¢ — Lo, (00h, 100, 1))

= 0" {00n, 004,197 (¢) = ¢ = L5, (]}
dado que [0y, d04/] = 0 para cualquier par h, i’ € Fj (D,R™). Luego si ”h”fg(D,Rm) =1ly
hi,ho € F) (D,R™), tendremos que

2

(18) ’

/D {(a +th)* (op, a60h, 1) — 0™ (8o, 260 h, 1) — 0* [Lso, (d0h, 200, JC)}}

‘ 2

2
_ /g[ > > 0 My pdardsr, (heHE - nghy) dxl/\dy(P“)/f]
D

[ I|4+|P|=n a,f=1

/D 0 {601, 200my 2|67 (C) — ¢ — Loy (]}

- Y oy
|I|+|P|=n a,B=1

/D (My.p 00) b0 pop P, {(h'f o0) (hg o 0) —(h3 o0) (hf o a)} Pl od"y 2

<2 3 Y [dar

[I|+|P|=n a,8=1

5or] / Myp o oIS 0 02| 0 o201 P o 2d
D

donde se ha puesto

¢7 Q)= ¢ —Lso, (= > Mppda’ Ady”,

[+ Pl=n
9™ fo indica el determinante de la submatriz de la matriz jacobiana de o obtenida usando las
columnas con indices en K y las filas con indices en R, e I es algiin complemento positivo de

I(i.e. TUI={1,---,n} amenos de una permutacion par). Extendiendo el producto euclideo
a/\" (T* A), la definicion de la derivada de Lie de una forma nos garantiza, para cadae >0y
cada x € D, la existencia de un niimero positivo J, tal que

(19) > Mip@P =167 (O = ¢ = Loou LI < €1t

[I|+|P|=n

si [t| < 8. Para probar que puede elegirse un § positivo que valga para todo z en D, utiliza-
remos la compacidad de D como sigue. Elijamos los ¢, maximales respecto de la desigualdad
(19), esto es, aquellos para los cuales cada t mayor o igual a 6, verifica

Y IMip (@) = SR
[I|+|P|=n

Si (z,,) es una sucesion de puntos en D tal que la sucesion de ndmeros positivos (d;,,) tiende
a 0, existe una subsucesion de (z,,) convergente (dado que D es compacto) tal que la coleccién
de sus d, también converge a 0. Por lo tanto, sin pérdida de generalidad podemos suponer que
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(x,,) es convergente; sea zo := lim,,_, =, € D. Luego todo entorno de z contigne puntos y
para los cuales 4, toma valores arbitrariamente pequefios. Ahora bien, la forma ¢ := ¢; (¢) —
¢ — L0, ¢ es, en particular, continua como aplicacién de D en /\"+2 (T*A), por lo cual, para
todo ntimero positivo p > 0 existe r > 0 tal que

IS < p+ 1< (zo)

siy € B, (o). Sea 65,> > 0 el nimero positivo que verifica la desigualdad para ¢/2 en
ro; tomemos y en B, (z¢) tal que J; < 5;{12. Luego de la desigualdad anterior, para ¢ tal que
o5 <t < 55/? tendremos que

et < ICWI < p+ 1 (@)l < p+ 51l

y tal y puede encontrarse para cualquier p; tomando p < 552{)2, obtenemos una contradiccién.
Luego el conjunto de ntimeros de la forma d, tiene una cota inferior positiva, como queriamos
probar.
Volviendo al tema principal de esta demostracién, juntando todo podemos probar que, para
todo € > 0 existe § > 0 tal que

sup|Mj p (z)]? < €2[t]?

z€D
si |t| < 0. Ademds como las funciones hy, h, estan en Fj (D,R™) (para N > 1, lo cual implica
que son al menos continuas) y |h1| + |hz| = 1, podemos afirmar que

/ |h{ o U|2|h§ o 0|2dnaz <R
D

para R un namero independiente de h; y hs. Reemplazando todo esto en la desigualdad (I8),
obtenemos que la integral

I (h17 hg) =
= / {(o 4+ th)" (601, 1601, 1C) — 0" (80h, 2604, () — 0™ [Lss), (60h, 360h, )]}
D

puede acotarse por un nimero proporcional a |¢| (si |¢| es suficientemente pequefio) y que es
independiente de ;1 y ho; como
lwe (04 h) —we (o) = Duw (o) (h)”_AQ(]-‘[J)‘(D’Rm)) = sup I (h1,h),
Ihall+1h2]=1

resulta la diferenciabilidad de w,. Finalmente, aplicando la férmula para la derivacién de for-
mas a lo largo de campos vectoriales (y tomando como campos vectoriales a campos de la
forma o +— 6oy, para h € F) (D,R™)), resulta que las formas ¢ cerradas dan origen a formas
cerradas sobre 74 (D,R™). O

5.4.4. Sistema dinamico sobre (rest)”' (¢). Sea o € (rest) ' (c); entonces se define la apli-
cacion bilineal

Q¢ (0) (hy, he) = w (3) (003, , d0,,)

para cada par A, hy € (rest)”' (0), donde siu € Hasy ), (D, R™), entonces @ € C7 (D, R™) in-
dica el representativo diferenciable asignado por el embebimiento. Como la aplicacién h +— doj,
es lineal y continua (por continuidad del embebimiento) entonces ésta es una buena forma bi-
lineal para cada 0. Es mas, como el embebimiento es lineal y continuo, toda aplicacién lineal y
continua entre espacios de Banach es diferenciable, y la composicién de aplicaciones diferen-
ciables entre variedades de Banach es diferenciable, resulta que la aplicaciéon

Q¢ o € (rest) ™ (c) > Q¢ (0) € A2 ((rest)*l (0))
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5.5. Estructura presimpléctica sobre un espacio de secciones

es diferenciable. Lo mismo puede hacerse con el hamiltoniano, esto es, definir
Hg o€ (rest) " (¢) — Hy, (5),

. , .. . . 1
que define, por andlogas razones, una funcion diferenciable sobre (rest)” " (c).

5.5. Estructura presimpléctica sobre un espacio de secciones

Dejemos de lado entonces el problema de definir sobre un espacio de secciones una estructu-
ra diferenciable adecuada, y supongamos por el momento que existe alguna modelada sobre
un espacio de Banach reflexivo; ademds admitiremos que, respecto de tal estructura, los espa-

cios tangentes en una secci()rﬂ cel (A - M ) a la variedad de secciones seran de la forma

r (a* (V]X)). Bajo tales hipotesis, en la presente seccién se definird, a partir de un problema

variacional del tipo Lepage equivalente, un sistema dindmico sobre el espacio de secciones de
un fibrado elegido cuidadosamente. Debe remarcarse que esta definicién contempla la intro-
duccién de una nueva estructura, que se suma a las que componen el problema variacional en
cuestién: La foliacién del fibrado de campos en hojas de tiempo constante.

5.5.1. Estructura presimpléctica y foliaciones. Para llevar adelante la construccién, es
necesario introducir el concepto de foliacion compatible [GIMO4]. Este dato es indispensable pa-
ra definir rigurosamente la idea intuitiva de hoja de tiempo constante en un fibrado de campos:
Estd compuesto de la subvariedad de tiempo constante en el espacio-tiempo 33, 1a hoja de cam-
pos en ese tiempo L, y las direcciones de tiempo creciente Zy, Zy.

Definicién 39 (Foliaciones compatibles). Una foliacién compatible para un fibrado A — M es
un cuddruple (E, Z0; %, Zo) tal que

1. L ¢ A, X C M son subvariedades de codimension 1,

2. p (E) C %, de manera que p| L : L — X es un fibrado, y

3. El campo vectorial Z estd definido sobre L y es transversal a dicha variedad, Z estd definido
sobre 3, siendo tranversal a ella, y ademds p., (ZO) = 7.

Ejemplo 5.5A: Foliacién compatible canénica. Sea j : L — ¥ un fibrado cualquiera, y definase
p:LxR—=IZxR:(1,t)— (p(),1).
Sean 0y € X (X xR),0p € X (i X R) los campos vectoriales asociados a las direcciones en la

variable real; la foliacion compatible canoénica para LxRes (i, d0: %, 60) A

Notar que la transversalidad implica que los campos transversales de una foliacién de este tipo
no tienen ceros. En cualquier caso, una foliacién compatible nos permite definir un sistema

dinamico sobre el espacio P de secciones del fibrado L HE s,

Nota. Una foliacién compatible para un fibrado no es una foliacién en el sentido tradicional.
Sin embargo, la condicién de transversalidad para los campos Z y Z, implica que, dada una
foliacién compatible (Z, Zo; X, ZO), existen entornos U; C Ade L y Us;, C M de X tales que
U; ~ L xRy Us ~ % x R, y esta identificacién aplica la foliacién compatible considerada en

4A partir de este momento, y a menos que se haga mencion explicita de lo contrario, denotaremos por I' (E), para

E — M fibrado, a la variedad de secciones del mismo con la estructura diferenciable adecuada para la aplicacién del
algoritmo de Gotay, Nester y Hinds.
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la canénica. Entonces, cuando sea necesario, consideraremos que el espacio-tiempo M admite
una descomposiciéon M = ¥ x R, que algo andlogo ocurre con el espacio de campos, esto es
A = L xR, de manera tal que la fibracién de L sobre X hace que ambas descomposiciones sean
compatibles:

p1

A=LxR— L
M=Y¥XR — %
p1

Para cada ¢ € R, denotaremos mediante A; y M; los conjuntos siguientes

Ay =L x {t},
Mt :Zx{t}

Estas consideraciones serdn ttiles cada vez que se discutan propiedades locales.

Definicién 40. El espacio de secciones asociado a una foliacién compatible

F (A) = (mo; E,Zo)

@

l_

de un fibrado A — M serd el conjunto de secciones PF< Ry = r (E) del fibrado L =5 5 que sobre O%

asumen un valor fijo s : 05 — f/‘ ox.

Supongamos que tenemos una foliacién compatible F (]\) = (i, Z0; %, Zo) del fibrado sub-

yacente a un problema variacional Lepage equivalente ([X — M, O), de manera tal que ¥ es
compacta; entonces sobre el espacio de fases asociado Pf( A) definiremos un sistema dindmico,

al que llamaremos sisterma dindmico asociado a F ([\), asumiendo implicitamente que el fibrado
A pertenece a un problema variacional Lepage equivalente.

Definicién 41 (Sistema dindmico asociado a una foliacién compatible). Dada la foliacién com-
patible F (/N\), el sistema dindmico (sobre Pr( [\)) asociado a ella es el par (w*, H A) de manera

tal que, si ds1,0s2 € T’ (s*Vﬂ) son un par de elementos en TSPF( Ry la 2-forma presimpléctica estd
definida mediante

(20) w?

. (051,089) := /Es* (&9\14&9\% d;\‘ f,) )

y la funcion hamiltoniana sobre Pf( i) se define por la férmula

(21) H (s) = /Es [(Zoj) ’ i} .

Nota. En la definicién anterior suponemos que el tangente al espacio de secciones Pf( i) en

una seccién dada s es el conjunto de elementos en I (s*Vﬂ) que se anulan sobre el borde de
x.
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Es importante demostrar que la forma definida en (20) es realmente una forma presimpléctica
sobre el espacio de secciones; teniendo en cuenta que suponemos la existencia de una estruc-
tura diferenciable “buena” sobre PF( i) damos por sentado que vale la férmula

(22) dOé(X(),‘-' aXn) :i:(_l)ZXZOZ(XOy 75(\1')"' 7Xn)+
i=0

(2

+Z(_1)Z+]a ([X17X]]7 aj(\ia"' 7)/(;"" 7Xn>
i<j
para cualquier n-forma « y cualquier coleccién X3, --- , X,, de campos vectoriales. En tal caso

podemos establecer el resultado siguiente.

Lema 24. Sea F ([\) una foliacién compatible de un problema variacional Lepage equivalente. Entonces

el par (Pf( i) wx) es una variedad presimpléctica.

DEMOSTRACION. Sean s € Pf([\) yVi,Vo, V3 € TsP}'([\)? siU es un entorno de s, definimos
los campos Vi,i = 1,2, 3 sobre U mediante
Viis = Vios Vs el

con flujos s’ + ¢t o s’ sii ¢t : L — Lesel flujo de V;,i=1,2,3. Entonces vale la identidad

Vi|s . /25* (VjJVdeS\) = /ES* [L"}L (VJJVdeS\)]

y de la férmula (22), obtenemos que dw*| = 0. O

S

Corolario 6. El diferencial de la funcion H A puede escribirse

(V) = / s (Vad (2000
s b
paratodoV €T (s* (Vﬂ)) que se anule sobre 0.

dH

))

5.5.2. Invariancia por difeomorfismos. La dependencia en la definicién anterior de la fo-
liacién compatible introducida induce a pensar que es dificil conseguir una descripcién en tales
términos de las extremales del problema variacional subyacente, dado que dichos extremales
son enteramente indiferentes a la foliacién compatible. Sin embargo, esta precaucion es ilusoria
si, como esperamos, las estructuras definidas en base a la foliacién son el reflejo de estructuras
andlogas existentes en el espacio de extremales del problema variacional en consideracién. Va-
mos a probar que esto es asi, verificando que si dos hojas de tiempo constante se aplican una en
la otra por un difeomorfismo del fibrado de campos, entonces las estructuras presimplécticas
sobre ellas son isomorfas; vale mencionar que el argumento central en esta demostracién es
una reconstrucciéon del dado en la excelente referencia [Dir65).

Sean entonces (i, Z0: 3, Zo) , (i(l), 281); PN Zél)) un par de foliaciones compatibles para un
problema Lepage equivalente (]\, A, O), y supongamos por lo tanto que existe un difeomorfis-

mo ® : A — A que aplica L en L), y Z; en Z(gl). Denotemos su restriccién a L con el mismo
simbolo. Supongamos ademads que existe ¢y : M — M difeomorfismo tal que

[ Y

v
R

71

p




Capitulo 5. Problemas Lepage equivalentes y estructuras presimplécticas

es conmutativo, siendo aqui ¢ la restriccién de dicho difeomorfismo a 3.

Lema 25. Para s € I’ ( ) la aplicacién definida mediante ¢ (s) := ®g o s 0 ¢y ' es una seccion de
L.

DEMOSTRACION. Hay que verificar que p(") o & (s) = idy), usando el diagrama anterior
ypos=ids. O

Uno puede derivar la aplicacién ¢, inducida sobre las secciones de L, usando que en nuestro

(1) =1 (v (v1))

y que por hipétesis estamos admitiendo que todos los elementos del espacio tangente son
extensibles.

Proposicién 17. La derivada de ®o en una seccion s en la direccién ds viene dada por la férmula

o, . (65) := Qo (&9) o ¥ (s)

para cualquier extension ds de ds.

DEMOSTRACION. Si~y; : L — L es el flujo de la extensién 55 para ds, uno tiene que
R d .
bo.| (65) = 2 [@0 (74 o s)]
° =0
d _
= 2| [@otnos)os!]
=0
d ~1 ~1
=3 [(q)oo'yto(l)o )o(@oosoqﬁo )]
t=0
de donde resulta lo que queriamos. O

A partir de esta proposiciéon obtenemos el principal resultado acerca de la invariancia de la
estructura presimpléctica asociada a I (ﬂ)

Lema 26. Si & (dﬂ‘ L0) = dﬂ‘ L, entonces &y es una aplicacion presimpléctica.
DEMOSTRACION. Sean s € T (L), V,W e T (s* (VL) ); luego
i (B0 V)80 W) = [ ) (‘1’0* (7)o (1))
= /O( o5 (Vi .dej (1))
= /E (VJWJdcbO ( ))

que demuestra lo que querfamos. O

W)\

Las formas cerradas poseen una propiedad fundamental: Son invariantes por homotopias. Esto
nos da una condicién sobre las hojas de tiempo constante que nos asegura que la estructura
presimpléctica definida sobre su espacio de secciones sea independiente de su eleccion.

Teorema 9. Si L y L") son subvariedades homotépicas, el morfismo & sobre el espacio de secciones es
presimpléctico.
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DEMOSTRACION. Supongamos que L y L(!) son subvariedades homotépicas. O sea, su-
pongamos que P, es homotdpica a la identidad; sea = : [0, 1] x L — A la homotopia correspon-
diente. Definamos el siguiente operador ¥ sobre las N-formas en [0,1] x L (N es el grado de

d)):

Vwi= > (/ bjy o i () dt) da?t A - A da?y
J1<--<jn [0,1]

siysolosiw =3, _ i bj . jy(t,x)dt Adz?t A Ada?V. Sea By := Z(t,-); uno puede

verificar [BT82,[Mor01] que este operador satisface

=1 (w| z<1>) — 5 <w| i) = d (Vw) + Vdw,

por lo cual, si reemplazamos w = d, obtenemos que =} (dj\‘ E(l)) = 5§ (d;\‘ E). Si conside-
ramos que Zy = id; es la inmersién de L en A y que Z; = @, uno tiene que & (dj\‘ Z) =
di| L. O

Para aplicar este teorema, suponemos que para cada difeomorfismo ¢y : M — M de la base
de A existe un difeomorfismo inducido sobre el fibrado total A (por ejemplo, cuando A es el
fibrado de bases o alguno de sus fibrados asociados); en tal circunstancia la invariancia homo-

topica de formas cerradas implica que la forma presimpléctica sobre I (L) es invariante por
reparametrizaciones.

Ejemplo 5.5B: Invariancia en mecdnica clasica. La base en este caso es R, el fibrado total A :=
Rx (TQ®T*Q), y A\ = p;dq" + Hdt; para f : R — R difeomorfismo, uno lo cubre con F : A —
A:(t,q,p) — (f(t),q,p) y se tiene que

F* (pidq" + Hdt) = pidg’ + f' (t) Hdt,
porlocual F* (A\|{t = f (to)}) = A {t =10} A

Notar la importancia de un dato proveniente de la propia teorfa de campos: La manera en que
se levantan los difeomorfismos del espacio-tiempo al espacio de campos.

5.5.3. Foliacién y dindmica. Por lo tanto los problemas variacionales Lepage equivalen-
tes asocian a cada foliacién compatible del fibrado de campos una variedad presimpléctica, y
si las foliaciones son homotépicas, hemos probado arriba que dichas variedades son simplec-
tomorfas. Como ademds podemos definir con estos datos una funcién hamiltoniana, estamos
en posicion para definir un sistema dindmico al cual aplicarle el algoritmo de Gotay, Nester y
Hinds. En el siguiente ejemplo se muestra un tipo particular de patologias que pueden desa-
rrollarse al aplicar esta construccién, si no se toman algunos recaudos sobre las propiedades de
A en relacion a la foliacion compatible elegida.

Ejemplo 5.5C: Vinculos de Dirac e invariancia por Z,. Retomemos el problema variacional
considerado en ellejemplol|5.1D en la pagina 54, para K = [0, 1] x [0, 1]. Intentaremos aplicar en
el mismo la construccién esbozada mds arriba, esto es, haciendo uso de una hipersuperficie en
la base junto a un campo vectorial complementario definido sobre ella, tomaremos la porcion
del fibrado de campos sobre ella y calcularemos la estructura presimpléctica inducida sobre
el espacio de secciones de este fibrado, asi como la funcion hamiltoniana correspondiente. A
riesgo de perder la atencion del lector, adelantemos el resultado de la aplicacion del algoritmo
de Gotay, Nester y Hinds alli: Las ecuaciones que se obtienen no son equivalentes a las origi-
nales, o dicho de otra manera, la subvariedad de vinculos en el espacio de secciones no guarda
relacién con las soluciones del EDS original. El entendimiento de esta particularidad nos dard
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claves esenciales sobre condiciones suficientes que garanticen una conexién entre esta subva-
riedad de vinculos y el EDS que gobierna la dindmica de una teoria de campos. Supongamos
por consiguiente que la hipersuperficie en cuestion es de la forma {(z,y) € K C R? : x = k}
para alguna constante k € (0,1), y que el campo complementario es simplemente 0,.. Luego
la porcién del fibrado (que llamaremos A},) sobre esta hipersuperficie constard de todas las 5-
uplas (z,y;u,v,w) tales que x = k, y la forma presimpléctica sobre su espacio de secciones
vendrd dada simplemente por

w|s (Xl,XQ) = / (5’[1,2(57}1 — 5U15U2) dy
[0,1]

siy sélo si X; = (0,0; du;, 0v;, dw;) ,i = 1,2. Asimismo el hamiltoniano que uno construye con
la receta dada mds arriba serd)

H(s) = _/[0 . (Av —w (u, — B¥)) dy.

El niicleo de la forma presimpléctica en una seccién s contiene al vector Z := (0,0;0,0,0w), y
la condicién de invariancia para H nos dard

0=2|,-H= (6w (uy — B")) dy
[0.1]

para toda funcién Sw : [0,1] — R. Luego u, — B* = 0 es un vinculo primario. Ademds, de
acuerdo al algoritmo, los campos vectoriales hamiltonianos (si existen) asociados a los vincu-
los estdn en el complemento simpléctico ortogonal de la superficie de vinculo; por lo tanto el
campo vectorial hamiltoniano asociado a Fy (s) = [i 5 (y) (uy — B*) dy para h € C* (R)
arbitraria. Si Xr, = (0,0; duy, dv1, dw; ), y tomando en cuenta que

XQ‘S'Fh/:f/ 5U2hy
[0,1]

via una integracion por partes, resulta que

XF}L s (070’07 _hyyo) .

Como ya dijimos, si M) := {s € T (Ax) : u, — B¥ = 0}, entonces
Xp, |, € (T (AR) ",

por lo cual tendremos la nueva condicién de estabilidad
0=Xp, -H= Ahydy:f/ Ayhdy
[0,1] [0,1]

para toda funcién h. Luego aparece el vinculo A, = 0, que es notoriamente diferente al co-
rrespondiente al sistema diferencial exterior original, esto es A, — B, = 0. Notar que éstos
coinciden sélo cuando B es independiente de la variable . A

Supongamos que tenemos el problema variacional (i xR —= X xR, O) tal que LA = 0
(esto es, la forma de Cartan no depende explicitamente de la variable real). Entonces podemos

probar que los sistemas dindmicos correspondientes a las foliaciones compatibles (]\t, 50; M, 60)

cont € R son todos equivalentes entre si, y equivalentes a (ﬂ, 9o, 2, 8()) .

5A riesgo de complicar innecesariamente la notacién, escribiremos B* para la funcién de variable real y +
B (k,y)
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Lema 27. Si A no depende explicitamente de t, entonces la familia de aplicaciones
ft,t/ : At — At' : (l,t) — (l,t/)

inducen una familia de simplectomorfismos a nivel del espacio de fases de la foliacion, y estos simplecto-
morfismos transforman entre st los hamiltonianos a distintos tiempos.

DEMOSTRACION. Utilizando el teorema [9| de invariancia por difeomorfismos, podemos
probar la primera parte, esto es, que f;+ induce simplectomorfismos. Por otra parte, si lla-

mamos Htj‘ al hamiltoniano inducido sobre I ([&t>, entonces para cada s’ € T ([\t/) tenemos

que
A)

Ht/\ (Sloft,t’) :/ (Sloft,t’)* (5045\
My
- f* /S/* 5 5\ ]\
L tt ( 0! t)

= /J;,(Mt) s (30_15\ At')

= H) ()

dado que, como \es independiente de ¢, 5\‘ A = 5\‘ Ay para todo t,t' € R. O

Dejando de lado cuestiones relativas a la estructura infinito-dimensional de los espacios in-
volucrados, la cuestién inmediata a resolver es la siguiente: ;Cudl es la relacién entre las so-
luciones de este sistema dindmico y las extremales asociadas al funcional definido sobre las
secciones de A por \? La respuesta es que bajo hipétesis de regularidad razonables, existe una
correspondencia uno a uno entre dichas soluciones y los extremales.

5.5.4. Sistema dinamico sobre I (]\t) y EDS de Hamilton-Cartan. Vincularemos ahora

el sistema dinamico construido sobre la hoja de tiempo constante A; con el EDS de Hamilton-
Cartan, cuyas secciones integrales, en el caso bivariante, son las extremales del problema va-
riacional que estamos describiendo.

Primero vamos a establecer un resultado importante relativo a formas sobre un espacio de sec-

ciones. Para ello sea ' — B un fibrado sobre B variedad compacta, y adoptemos la definicién
siguiente.

_T_n+k
Definicién 42. Para cada k € Z definase el fibrado Z]"™* (F) *— F en el cual la fibra sobre e € F
viene determinada por

n+k
ZpHkE(F)| = {a € N\ (TIF):Vis-Vigioa=0 YW, Vi € VEF}.

Este conjunto serd denominado espacio de las n + k-formas k-semibdsicas. Diremos que una forma
no nula « pertenece a Zy propiamente sii « € Zy aunque o ¢ Zy_, (F).

Tomemos sobre F una n + k-forma ¢ € Q"% (F)  k € Z,n = dimB, y sobre I' (F) definamos
la k-forma ® via

(23) B, (Vi Vi) ;=/ o (Vi Vioo) .
B
En este contexto puede demostrarse la proposicién siguiente.

Proposicién 18. Supdngase que ¢ € T (Z;'*' (F)) propiamente para | < k, y sea ® definido por la
ecuacion R3). Entonces ® = 0 sii ¢ = 0.
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Nota 3. Podemos reformular la proposicién anterior de la forma siquiente: La aplicacion ¢ — & es
inyectiva cuando se la restringe a las formas propias de T' (Z (F)).

DEMOSTRACION. Es inmediato probar que ¢ = 0 implica & = 0. Para la demostracién

de la afirmaci6n reciproca, notemos que ® = 0 implica [, 0" (Vl_n e Vl_nqb) = 0 para todo

o € T'(F), con Vi,---, V| vectores verticales definidos sobre Im o; entonces Vigee- Vquﬁ =0
para cualquier coleccion de [ vectores verticales, y esto implica que ¢ € Z;_; (F). Por lo tanto
6 =0. 0

Supongamos que tenemos un problema Lepage equivalente (A, A O) sobre el fibrado A — M
junto a una foliacién compatible F ([&) con ¥ compacto; para cada 7 € R podemos definir el
siguiente EDS sobre L

(24) I,: = i (I\ AT) :

donde i, : L < A es la inclusién con imagen A.. Este serd un objeto fundamental en las
préximas secciones, por estar intimamente relacionado con los vinculos de Dirac obtenidos a
partir del dato dindmico asociado al problema variacional en cuestiéon. Podemos establecer la
siguiente caracterizacion para las soluciones del sistema dindmico asociado a estos datos.

Proposicién 19. Sea el problema variacional (f\, A, 0) con foliacién compatible F (f\) y X compacto,
y para cada T € R definase las formas Q.. € Q"1 (AT) JHr e Qrt (AT) mediante

Q, =it dS\‘ A,
H, =1 (ZOJS\) ‘ A
Entonces un par (0., X;) € T,.T (f)) satisface las ecuaciones de Hamilton para secciones
(25) (Xrwr)l,, = dHq|,,
si y sélo si se verifica la siguiente ecuacion
(26) or (Va(X,Qr —dH,)) =0, VYV eT (a;s (VE)) .
DEMOSTRACION. Es claro que si vale la ecuacion (26)), entonces se verifica (25), si se utiliza

el corolariol6l
Inversamente, si suponemos que vale la ecuacion (25) y usamos el corolario[6}, podemos escribir

/ O': (VJXTJQ-,— — VJdH-,—) =0
b

para todo V' campo vertical definido sobre .. Como los vectores verticales pueden tener su
soporte en cualquier abierto de ¥ (basta multiplicarlo por una funcién convenientemente ele-
gida) entonces esto implica la ecuacién (26). d

Nota 4. Para un tratamiento en profundidad del caso n = 1, véase [Hsu92].

¢De qué manera esta proposicion relaciona extremales del problema variacional (A, A, O) con

soluciones de las ecuaciones de Hamilton sobre I' (]\T) determinadas por el par (w,, H;)? Bien,
teniendo en cuenta el EDS de Hamilton-Cartan, Eq. (16), su conclusion es que el par (o, X;)
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serd una solucién para las ecuaciones de Hamilton sobre I (AT) definidas a partir de w, y H,
siy sélo si

VT = ZO + XT
estd en el espacio polar del elemento n — 1-integral o, (T'Y) para dicho EDS. Por lo tanto si
existe una bandera regular para este EDS cuyos términos finales sean

0C - Com (TE) C o (TE), V7)),

la variedad integral de dimensién n que pasa por ella generaré soluciones para la ecuacién de
Hamilton, y viceversa, cada solucién de la ecuacién de Hamilton nos permitird construir tales
variedades integrales para dicho EDS. El capitulo [7] utilizara esta relacién fundamental en la
busqueda de relaciones entre el EDS y los vinculos de Dirac asociados a las ecuaciones de

Hamilton sobre I" ([\T).

5.6. Sobre estructuras de Dirac en una teoria de campos

Describiremos aqui algunas ideas que aportan al problema de definicién de lo que entendemos
por estructuras de Dirac [YMO06a, [YMO6b] para una teoria de campos, que se derivan natu-
ralmente del esquema introducido. Este no pretende ser un anlisis exhaustivo ni definitivo,
mereciendo ser explorado con mayor profundidad.

5.6.1. Estructuras de Dirac en teorias de campo. La construccién esbozada en la seccién
anterior permite intuir la manera en la cual definir una estructura de Dirac asociada a una teoria
de campos. Recordemos para ello la definicién de este tipo de estructura: Dada una variedad
@, se define el producto sobre Q) & T*Q

(X1,01), (X2, 2)) = a1 (X2) + a2 (X1).

Una estructura de Dirac en ) es un subfibrado vectorial D C T'Q & T™(Q isotrépico respecto
del producto. En el caso de que () sea una variedad presimpléctica con 2—forma w, existe una
estructura de Dirac D,, definida mediante

D,l|,, ={(X,X,w|,,): X € T,,Q}.

Con esto en mente, tomamos @ :=I' (Ag), esto es, el espacio de secciones del fibrado de campos
a tiempo 0, junto con la estructura presimpléctica definida mds arriba. Ya tenemos una idea
acerca de lo que significa el espacio T'Q) en este caso: Uno define T%; (I' (Ag)) := ¥* (V' Ag). Por
lo tanto el cotangente serd algo que pueda contraerse con estos elementos y conduzca a un
numero real. Si n = dim M (M, recordemos, es la base del fibrado A) entonces podemos definir

el subfibrado Z{" ¢ A® (T*Ao) tal que
zé”]l = {a € N\ (T7 Ao) : VisVasa = 09Vi, Vs € Vle} .

Para ¥ secciéon de Ay y V' € ¥* (VAg), uno puede definir su contracciéon contra un elemento
aecX” (Zé”) mediante

(V.a) = /M 5 (Vaa),

por lo cual, formalmente al menos, uno puede tomar T3I" (Ag) = X* (Zél)), teniendo en cuenta

que la contraccién involucra tomar pullback a lo largo de ¥ e integracién a lo largo de la base
Mo.

Luego la estructura de Dirac en I' (A¢) asociada al problema variacional tipo Lepage serd
Doyl == {(V,a) ex* (VAO @ zé”) a= de/\} .

77



Capitulo 5. Problemas Lepage equivalentes y estructuras presimplécticas

El dato dindmico viene fijado por H := 0yA: Una solucion para las ecuaciones de Hamilton en
Y € I'(Ag) es una seccion X € I' (X* (VAg)) tal que (X,dH) € Do, |s..

Nota 5. Esta estructura de Dirac puede obtenerse a partir de la usual considerando restriccion a la
subvariedad Ao: Efectivamente, de acuerdo con [Dor93], la estructura de Dirac usual asociada a una
estructura diferencial es el complejo de De Rham junto a los campos vectoriales sobre la variedad en
cuestion. Aqui hemos restringido los campos a campos verticales (evaluados sobre la subvariedad) y
restringimos el espacio de formas al subcomplejo

20 520
donde
Zék) ={w e Q" (Ao) tal que Vi1---2Viy1aw = 0paratodo Vi, -+ , Vi1 € VAg}
Llamemos Dy C TAo & \" (T*Ao) a la estructura de Dirac tal que su fibra viene dada por
Dyl, == {(V,a) eEViAo @ Zél) ja= V. d/\\l}.

Entonces Dq, |y, = I' (£* (Dy)). Por consiguiente, uno puede considerar a las estructuras de Dirac
sobre T' (Ag) como espacios de la forma D|y, = I' (¥* (D)) para alguna estructura de Dirac D sobre
M.
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Capitulo 6
Método de Dirac

LEGO la hora de describir el método de Dirac, o més precisamente, el algoritmo de Gotay,
L Nester y Hinds para sistemas dindmicos (M, w, H) compuestos de una variedad presim-
pléctica (M, w) y una funcién hamiltoniana H. Empezaremos describiendo el caso mds simple,
esto es, el caso de dimensién finita, para luego pasar a los casos en los que las variedades en
cuestion estan modeladas sobre espacios de Banach.

6.1. Descripcion geométrica
Sea (M,w) una variedad simpléctica de dimensién finita y (N, w| N) subvariedad simpléctica
de M; indiquemos mediante ¢ : N < M la inmersion.
Lema 28. El espacio tangente a M en un punton € N C M puede descomponerse como sigue:
27) T.M =T,N @& (T,N)*

donde (-)* indica complemento ortogonal simpléctico.

DEMOSTRACION. Como N es subvariedad simpléctica, la restriccién de w a T,, N es no
degenerada; como ker (w| N) = T, N N (T,,N) ™", resulta lo que queriamos. O

Indicaremos por Vr el campo vectorial hamiltoniano asociado a la funciéon F (sobre la variedad
que correspondiera).

Corolario 7. Sea my : TnM — TN el proyector inducido por el lema anterior. Si F € C™ (M),
entonces

Veiy =7n5 (Vr).

DEMOSTRACION. Tenemos que
d(F|N)= dF|N

= (Vpuw)| N

= (nn (Vp)ow)| N

=N (Vi) (w| V),
lo que demuestra lo que queriamos. O
El proyector mn admite una descripcién interesante cuando N es la superficie de nivel de una
aplicacién submersiva ¥ : M — P.

Teorema 10. Sea py € P un valor reqular para ¥, y definamos N := VU~ (py). Entonces vale la
siguiente descomposicion

oM = wl, (TaN) & (Wal,,)" (T, P)
para cadan € N.
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DEMOSTRACION. Tenemos que ker (¥,|, ) = T;,N, por lo cual
* 0
T,N = ((\Ij*|n) (TpoP)) ;
de igual manera vale que
0 L
(wl,, (TaN))" = (TN) ™,
por lo cual la descomposicién de T}y M inducida a partir de via anuladores demuestra el
teorema. O
A partir de esta demostracién podemos concluir el corolario siguiente.
Corolario 8. Las descomposiciones anteriores se conservan por la biyeccién w|,, : T, M = T M.
DEMOSTRACION. Claramente w|, aplica T,, N en w|,, (T,N); ademds de la demostracién
del teorema anterior resulta que
0 *
(TnN) = (\D*ln) (Tpop)a
de lo cual se deduce que w|,, ((TnN)l> = (U.],)" (Tp,P). O

6.2. Clasificacién parcial de vinculos

Vamos ahora a suponer que tenemos una submersiéon ¥ : M — Py N C M es la superficie de
nivel de P:

N =T (py).
La naturaleza de los vinculos representados por ¥ puede clasificarse parcialmente teniendo en
cuenta su interaccién con la estructura simpléctica como sigue:

1. Vinculos de primera clase &L (T,N)* c T,N para todon € N <= N es una subvariedad
coisotrdpica.
2. Vinculos de segunda clase &L NN (T,,N)* = {0} para todon € N.

Es evidente entonces que la clasificacién no puede ser exhaustiva. Como vimos en la seccién
anterior, si N es subvariedad simpléctica, entonces ¥ representa vinculos de segunda clase; la
implicacién opuesta vale también. Ademads tenemos el teorema siguiente.

Teorema 11. WV representa una coleccién de vinculos de segunda clase si y solo si
wl, (ker W) N (Wal,)" (Tp, P) =0
para todon € N.

DEMOSTRACION. Sabemos entonces que 7, N N (T,N)* =0 y que T, N = ker (¥,],); el

resto sale del corolario O
Sea (U, ¢) un entorno coordenado de py tal que ¢ : p — (f1 (p),---, fr (p)) para todo p € U.
Luego { dfil,, - dfrl po} es una base para T),, P y por consiguiente

B = {d(f1 Oqj)'n’ ’ d(f”‘ O\I/)‘n}
serd una base para (U, |, )" (T, P). Vale entonces el resultado siguiente.

Proposicion 20. El conjunto {Vy,ow (n)},_, es una base para (T,,N )t

i=1

DEMOSTRACION. Sabemos que V0w (n) = (w\n)_l (d(fioW)|,) para todo n € N; de
aqui resulta la proposicion debido a que w|,, respeta las descomposiciones, por lo cual
(TuN)" = (wl,) " ((Ta],)" (T3, P))
paratodon € N. O
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Para F' € C* (M) tendremos que

T

Vein (n) = Ve (n) — Z a' (n) Vy,ow (1)

=1

donde los coeficientes a’ (n) deben satisfacer el sistema lineal
{F.fioW}(n) =) a'(n){fio¥, fjo¥}(n).
i=1

Dado que C;j (n) := {fi o ¥, f; o ¥} (n) son los coeficientes de una matriz que resulta de la
contraccién entre todos los elementos de sendas bases de un espacio y su dual, tal matriz resulta
invertible, de donde resulta la siguiente expresion

a' (n) = O (n) {F, fj 0 ¥} (n).
j=1

Por lo tanto
T

Vi () = Ve (n) = D €7 (n) {F, f; 0 W} (n) Vy,ou (n)
ij=1
y finalmente, dado que V| (n) - G = { F| N, G| N'} (n), resulta la expresi6n clasica

T

{FIN,G|N} (n) = {F,G} (n) = Y C7" (n){F, f; 0 ¥} (n) {f; 0 ¥, G} (n)

ij=1
6.3. Algoritmo de Gotay, Nester y Hinds

Describamos ahora el algoritmo desarrollado por Gotay, Nester y Hinds en el articulo [GNH78]
(también conocido como algoritmo de Gotay, Nester y Hinds). En la seccién anterior obtuvimos
el corchete de una subvariedad simpléctica en un espacio de fases bajo dos hipétesis demasiado
fuertes para nuestras necesidades, a saber:

1. la variedad M se supuso de dimensién finita, y
2. se supuso conocida la subvariedad en cuestién.

El algoritmo de Gotay, Nester y Hinds (o, més generalmente, el método de Dirac) provee in-
trucciones precisas para encontrar esta subvariedad; mas atin, suponiendo que la variedad
presimpléctica original estd modelada sobre un espacio de Banach reflexivo, y que la forma
presimpléctica es topolégicamente cerrada (i.e. aplica cerrados de T'M en cerrados de T M),
este algoritmo da férmulas bastante explicitas para describir la subvariedad de vinculos.

6.3.1. Teoria geométrica de vinculos. Como ya hemos advertido, nuestra configuracién
inicial es un triple (M,w, N), donde (M,w) es una variedad presimpléctica modelada sobre un
espacio de Banach, y N C M es una subvariedacﬂ de M.

Definicién 43. EI complemento simpléctico de N es el conjunto (TN)™" definido mediante
(TN)" :={Z € TyM : (w| N) (Z,W) = 0 para todo W € TN} .
Sea j : N — M la inclusién de N en M; entonces tenemos la siguiente caracterizacién del
complemento simpléctico de V.
Proposicién 21. El complemento simpléctico puede describirse mediante

(TN)" ={Z € TNM : j* (Z_w) = 0}.

LEn el sentido técnico de la deﬁnici(’)n@
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Esta descripciéon nos permitird escribir el algoritmo de Gotay, Nester y Hinds de una manera
mads conveniente para el cdlculo. Para ello introduzcamos la definicién siguiente.

Definicion 44. Sea S C E un subespacio de E. Su anulador S C E’ es el conjunto de todos los
funcionales continuos 3 € E' tales que (3 (v) = 0 para todo v € S.

Sobre espacios de Banach reflexivos, tenemos el siguiente resultado.
Lema 29. Si E es un espacio de Banach reflexivo y S C E es un subespacio, entonces
0 —
(8°)" =8S.

Si una variedad M estd modelada sobre un espacio de Banach reflexivo, entonces diremos que
es una variedad reflexiva. Entonces tenemos la siguiente caracterizacién de los complementos
simplécticos, util, como ya dijimos, al aplicar efectivamente el algoritmo de Gotay, Nester y
Hinds.

Proposicién 22. Si (M,w) es una variedad presimpléctica, donde M es reflexiva y la aplicacion Z
7" .= Z 1w es topolégicamente cerrada, entonces

(TNY)° = (TN)’ .

6.3.2. Algoritmo de vinculos. Las siguientes consideraciones estan basadas en parte en
las notas manuscritas [Got] y en el articulo [GNH?78]. Supongamos que tenemos una variedad
presimpléctica (My,wp), y una funcién Hy € C™ (Mpy). Entonces definimos la sucesién de va-
riedades presimplécticas con hamiltoniano (My,wy, Hy) , k € N mediante la férmula recursiva

My = {m € My, : dHy|,, (X) = 0 para todo X € (Tka)L}

m

donde para toda subvariedad N C M de una variedad presimpléctica (M,w) yn € N se define,
como se dijo més arriba, mediante

(T,N)" ={Z € T,M : w|, (%, X)=0paratodo X € T,,N}.

Dada la caracterizacion introducida por la proposicion 22} si M es reflexiva y w topolégicamen-
te cerrada, tenemos que

Miosy = {m €My : dHy|, € (Tka)b}

dado que, como la restriccién de una aplicacién cerrada es cerrada y los subespacios cerrados
de una espacio de Banach reflexivo son reflexivos [Con85|, cada par (M}, w| M}) consta de
una variedad reflexiva y una forma presimpléctica topolégicamente cerrada. Suponiendo que
M1 es una subvariedad de My, entonces se definen las restricciones

Wh1 7= Wilar, Hyq1 = Hily,,, -
En caso de que la subvariedad M sea de dimensién finita, uno tiene las alternativas siguientes:

1. Mj, = 0 para algtn k, en cuyo caso no hay solucién posible para el problema dindmico
planteado por los datos.

2. Mj, es discreto para algtin k, de donde se sigue que las tnicas soluciones posibles son
puntos fijos del vector de evolucién, o

3. Myy1 = My =: My no vacio a partir de algtin valor del indice. La variedad My es
lo que se denomina variedad final de vinculo, y alli el problema dindmico tiene siempre
solucién (aunque por lo general ésta no es tinica).

El caso de dimensién infinita agrega otra alternativa: una sucesién infinita My D M; D My D
--- de variedades no vacias. La variedad que resulta de la interseccién de todos los términos
en la sucesién deberia ser la variedad final de vinculos en tal caso.
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6.4. Ejemplos motivadores

Como una introduccién al capitulo siguiente, vamos a aplicar el algoritmo recién descrito a
un par de problemas cldsicos, esto es, para un sistema mecanico descrito por el principio de
Hamilton-Pontrjagin, y el sistema dindmico subyacente al problema variacional canénico aso-
ciado a una teoria de campo de primer orden. La conclusién es importante: Se reobtiene de
esta forma la teoria usual de vinculos [GIMO04], HT94]. Esto motiva el método desarrollado en
el capitulo siguiente en pos de relacionar los vinculos de Dirac de un problema variacional no
estandar con el EDS que describe a sus ecuaciones de movimiento.

6.4.1. Principio de Hamilton-Pontrjagin revisitado. Volvemos una vez mads al principio
de Hamilton-Pontrjagin; en particular, estudiaremos el método general esbozado en el capitulo
anterior para asociar un sistema dindmico a los datos correspondientes al problema variacional
subyacente a este principio. Verificaremos que el algoritmo de Gotay, Nester y Hinds conduce
en este caso a las ecuaciones correctas bajo condiciones de regularidad de la funcién lagrangia-
na.

Ejemplo 6.4A: Principio de Hamilton-Pontrjagin - Cont. Seguiremos utilizando aquif la no-
tacion del ejemplo como My = Ry = {0}, la foliacién compatible canénica de A es
F ([\) = (TQ ® T*Q, d;; {0}, 9;), las secciones de Ay — {0} son simplemente puntos de A,
por lo cual Pf( A= {0} x (TQ & T*Q), y las integrales se reducen a evaluacién en dichos

puntos, esto es, si f € Q0 (f\) =(C> (A), entonces

/ o () = £ (o (0)).
{0}

Por consiguiente wyg = dp A dq y Hy (¢,¢,p) = pd — L (g, §), y podemos aplicar el algoritmo de
Gotay, Nester y Hinds en TQ © T*Q. Como kerwy = {(0,0¢,0)}, resulta el vinculo primario
dHj (6¢) = 0, por lo cual la subvariedad de vinculos correspondiente serd

. oL
M, = {(%%P) P En 0}~
Si M es transversal a la proyeccion ps : TQ ®T*Q — T*Q (lo cual corresponde a lagrangianos
regulares), dicha proyeccién induce un difeomorfismo entre M, y T*Q), el cual aplica la estruc-
tura simpléctica de este tltimo espacio en la forma presimpléctica wy := wo| M, y el algoritmo
debe terminar aqui. Para ver que la condicion de transversalidad adoptada es equivalente a la

de regularidad sobre el lagrangiano, notemos que el espacio tangente a M, es el nticleo de la
2 2 . X .

afkani dg¢* — 6(3[;41_ dg' (parai=1,---,n, conn = dimQ), por

lo cual si My L py, deben existir p1;,v* € R™ paracadai =1,--- ,n tales que los vectores

coleccion de 1-formas p; := dp; —

n

0 0 ; 0 G
v = - + 37’ wt = 4 l/m—.
g’ j;/i B Ip; ’; oGk

son tangentes a M; (recordar que M; y las fibras de p, tienen dimensiones complementarias, y

que ademds ker (p2), = aiqi :¢=1,---,n)) y linealmente independientes. Pero esto implica
que, para cadai,j =1,--- ,n, debe valer que
2 2 2
,ul? 0.L n G.L': yikaL.féli:O.
J aq'taq'k 0¢7 ¢’ ’ aqk@cp J

Este par de ecuaciones sélo puede verificarse bajo condiciones de regularidad de la funcién L.
A
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6.4.2. Teorias de campo de primer orden. Para las teorias de campos de primer orden
ocurre algo similar.

Ejemplo 6.4B: Teorias de campo de primer orden - Cont. Queremos encontrar el sistema dind-
mico asociado a la estructura multisimpléctica para este tipo de teorias de campos hallada en
el ejemplo[4.3C; aqui designaremos genéricamente mediante I (-) el espacio de secciones del
fibrado correspondiente, respecto de alguna estructura diferenciable no especificada. Luego
localmente tenemos que A = mq A (du® — ufda*) — Ldz® A --- A dz"~?, por lo cual

d\ = dmg A (du® —u@da®) —dLAda® A Ade" ™t — (=) ma A dug A da,
y teniendo en cuenta que m,, € Q"~! (M), obtendremos

=0

(uffdmq A d;vk) INO = (ma Aduj A dxk) |N0

donde Ny := {P eEUDZ: 20 (P)= 0}. Por Io tanto si

NO::{mEM:JL‘O(m):O}7

a partir de la Ec. (20), obtendremos para la forma presimpléctica sobre I' (Ny) la expresion

o, 06y = |

(6m9sv* — 6ndou®) dx' A -+ A dz" !

N

teniendo presente que X := (0;6u®, dug,dmy),Y = (0;6v%, dvy, don,) indica un par de vecto-
res tangentes en o € I' (Ny). Introduciendo las coordenadas

My 1= m’;dkx7
con el simbolo d,x definido como
it = Opes (d2® A+ A da™ V) = (—1) da® Ao AdaF A A da™TY
entonces veremos que, para la restriccion de la n — 1-forma
Dz0 uA = (Dg0 1g) A (du® — upda®) — Lda' A -+ Ada™ T — (=) udme
a Ny, puede demostrarse que vale la expresion siguiente

PRI = (oama) [y, A (du® —uGdz?) — [L— (1) u§ml] dz' A+ Adz™ 7,

0

donde las letras maytisculas toman valores en el rango 1, - - - ,n — 1. Finalmente

(Dgo mg) A da® = m? (90 sdax) A da®
= (=1)" "mBda' A A dz"!

por lo que, a partir de la Ec. 1)), la funcién hamiltoniana H* € C* (T (Ny)) resultard

H® (o) ::/N o (awoj NO)

= [ {0 mE 0w )~ L (<1 gl f dat A nde
N

Estamos listos para tomar contacto con la teoria usual de vinculos para este tipo de teorias.
Para hacerlo, es necesario calcular los vinculos primarios asociados al dato dindmico recién
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hallado. Esto puede llevarse adelante notando que kerw”™ = {(0;0, dug, dmZ) }, por lo cual los
vinculos primarios para este sistema dindmico serdn

0=dH" (duy)
L
= / {(—1)” mt— DL sugdat Ao A dan T,
N ous,
0= dH" (6m})
= [ Onu) — gl amBdet A den
N
EI conjunto de vinculos primarios estard entonces definido mediante

n oL o o
Cy = { (—1)"mk — @,([ﬁ;u ) —ug

:azl,---dimV,k:O,---,n—l,B:1,~~-,n—1};

de modo que M; C I' (Ny), el lugar geométrico de los ceros de C1, es una variedad presimpléc-
tica con un hamiltoniano, en donde ambas estructuras estan definidas via restriccion. Sea ahora
Nj el fibrado trivial Ng x R™ x R™("=1) x R™ x R™ sobre N, con coordenadas (z; ¢, %, ¢, Ta);
por consiguiente la aplicaciénII : Ny — N, definida mediante

o =u,
0. ) os = us,
PG5 = ug,

0

Ta = (_1)n Mg,

tiene las propiedades detalladas en el siguiente lema.

Lema 30. Sea L; € C™ (Np) la tinica aplicacién tal que Ly o II = L. El conjunto My := I1 o (M)
estd compuesto por las secciones de N definidas mediante

0T (x;d)a ($)7¢% (.73) 7(158 (JE),ﬂ'a (1‘))

y tales que
To = % ¢p = qu
“T9gg’ BT xBT
Si M, es una variedad, entonces la forma presimpléctica dada por
wp = [ dro Ndo® Ndzt A - Adx L
No

verifica que (o)" w1 = w?| My asimismo la funcién hamiltoniana
Hy (o) = /' o* (¢4 — Ly)dzt A - Adx"
N
satisface (Ilo)" Hy = H?|,, . La inyectividad de (Ilo)" implica que estos requisitos definen untvoca-
mente a tales estructuras.
Entonces el problema dindmico se reduce a resolver
)ﬁg{1 W1 = dH1

sobre cada o : x — (z; 0% (z), 0% (z) , 9§ (x), T (x)) tal que

0Ly o 0%
= 5 (bB = 3.8’

098 Ox
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Capitulo 6. Método de Dirac

y éste es el esquema bdsico de la teoria usual para teorias de campos de primer orden; por
consiguiente, los vinculos primarios desde el punto de vista “estindar” estdn relacionados via
IT con los vinculos primarios hallados en el esquema no estdndar. A
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Capitulo 7
Vinculos y sistemas diferenciales exteriores

AMOS a relacionar aqui el conjunto de vinculos obtenidos de la aplicacién exitosa del al-
goritmo de Gotay, Nester y Hinds al dato dindmico (21)), asociado a un problema va-

riacional de la forma (A7 A, 0), con los generadores de un sistema diferencial exterior que uno

construye a partir de (una prolongacién del) EDS de Hamilton-Cartan y la foliacién de tiempo
constante con la que se defini6 el dado dato dindmico. La demostracién consta de varias eta-
pas: Primero uno debe asegurarse que el EDS con el que se trabaja es involutivo, de manera
de tener una identificaciéon completa entre extremales del problema completo y soluciones del
problema reducido a una hoja de tiempo constante.

7.1. Una caracterizacion ttil de los vinculos

Como venimos diciendo, nuestro propésito es relacionar los vinculos de Dirac que aparecen al
aplicar el algoritmo de Gotay, Nester y Hinds a una teoria de campos, con datos geométricos
asociados al EDS de Hamilton-Cartan. Por consiguiente, vamos a caracterizar geométricamente
dichos vinculos; la siguiente descripcion resulta ser titil para alcanzar este objetivo [GIMO04].

Definicién 45. Dada una variedad presimpléctica (N,w) con un hamiltoniano H € C* (N), la sub-
variedad de vinculos es la subvariedad de N maximal respecto de la propiedad

(28) dH (TC+) =0

donde TC* denota el (quizds singular) subfibrado de TN compuesto por los complementos simplécticos
de las fibras del subfibrado T'C. Una subvariedad en N que satisfaga la propiedad se dice que es
invariante respecto de la dindmica definida por (w, H).

Dado que necesitamos conocer los espacios tangentes para las subvariedades I' () C I' (E)

compuestas de las secciones integrales de un dado EDS K, probaremos la proposicién siguien-
te.

Lema 31. Siel conjuntoT (K), con KL C Q° (i) un dado EDS, es una subvariedad en T’ (i) , entonces
su espacio tangente en o € I" (K) es el espacio vectorial

T,.T(K) = {X el (0* (Vﬂ)) cot (LK) = O},
donde el sombrero denota alguna extension a X (i) de un elemento de I' (a* (Vf/) )

DEMOSTRACION. Bajo nuestras hipétesis, alcanza con derivar a lo largo de una curva para
obtener el lema. O

7.2. Secciones admisibles e involucién

Nuestro punto de partida es un problema variacional no estandar (A — M, A, Z); suponiendo
que existe un problema Lepage equivalente bivariante (]\ — M, A, O) con suryeccién v : A —

A, pasamos nuestro problema a un problema variacional sin restricciones diferenciales sobre
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Capitulo 7. Vinculos y sistemas diferenciales exteriores

el nuevo fibrado A — M. Las ecuaciones variacionales, como vimos, definen alli un EDS Z C
Q¢ ([\); las secciones integrales para este EDS son las soluciones clasicas de nuestra teorfa de
campos. Por consiguiente tenemos el EDS

(I,Q =dz' A A dx”)
generado por las ecuaciones de movimiento, i.e.
(29) 7= <VJdX Vel (VA) >d.ff,
y haciendo uso del teorema de Cartan-Kuranishi, hallamos un fibrado A — M, una submer-
sionI1: A’ — A yun EDS (Z/,Q') C Q° ([V ) que es n-involutivo y verifica

IL (V, (Z/,9) = V,, (Z,Q) ..
Nota 6. Es importante destacar los puntos siguientes.

» El EDS no puede utilizarse si las direcciones posibles de engrosamiento de variedades integrales
de dimension n — 1 descansan en la misma hoja de tiempo constante. La manera de evitar
este hecho indeseable es tomando en cuenta en V,, (I) sélo aquellos elementos integrales que
satisfacen la condicion de independencia; ademds estdn las propias condiciones de integrabilidad
que uno debe admitir deben verificar los elementos integrales a través de los cuales pasa alguna
solucién. Este subconjunto de secciones puede ser descripto por las subvariedades integrales de
dimensién n para un EDS involutivo I, obtenido a partir de T mediante un niimero suficiente
de prolongaciones.

= Se supone también que no hay 0-formas que tener en cuenta en Iy I'; cuando ello ocurre, deben
incluirse las mismas en las definiciones de los fibrados Ay N, esto es, redefiniendo tales conjun-
tos teniendo presente que las nuevas 0-formas se anulan sobre ellos. Los EDS correspondientes
son simplemente el pullback de los originales.

= Otra suposicion es que A — M admite una foliacién compatible; supondremos ademds que lo
mismo ocurre para A’ — M, y que la descomposicion inducida es A’ ~ R x L'. Este difeonor-
fismo serd indicado mediante sz,. Hay que agregar, sin embargo, una suposicion adicional: la
existencia de una submersion 1y : L' — L tal que el siguiente diagrama es conmutativo

<, I
AN —A

L o L
» Para cada T € R estamos tentados por definir el EDS
7, =i (T14,) c ot (1)
donde N := i, ({T} X i’) y
ip i L s N il 3, (1,0),
para intentar concluir que
(30) Loy (Z0,0") =i (T, (T, 9))
donde w' := 0y La inclusion fdcil en esta igualdad es
Lpot (Z0,0") D i3 (0y (Z,9))).

La n-involutividad de 7' nos asegura que cada elemento n-integral es tangente a alguna solu-
cién; sin embargo, la inclusion opuesta

Doy (Zw) C 2 (D (Z,2)
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7.2. Secciones admisibles e involucién

es satisfecha si cada elemento n — 1-integral de I puede ser “engrosado” (regularmente) a un
elemento n-integral de T'. El requisito de involutividad no es suficiente; en su lugar, necesita-
mos la regularidad de cada elemento n — 1-integral del EDS T

Introduciremos ahora la nocién de regularidad para una foliacién. Ella nos asegurara la exis-
tencia de una extensién de cualquier variedad integral de dimensién n — 1 para el EDS restrin-
gido a una hoja de tiempo constante, a una variedad integral de dimensién n del EDS original;
en este sentido es fundamental asegurar que la dimensién de los espacios polares sea estric-
tamente mayor a n — 1, dado que podria ocurrir un caso como el del ejemplo en el cual
no hay involutividad porque los elementos regulares no son extensibles. De hecho, analicemos
detenidamente la estructura de los vinculos de Dirac para este ejemplo.

Ejemplo 7.2A: Sistema con elementos regulares no extensibles. Estudiemos el sistema del
ejemplo[2.3B Para ello, y utilizando la notacién adoptada alli, construyamos el problema va-
riacional Lepage equivalente que lo describe; si A es el fibrado R® — R?, donde en coordenadas
la flecha viene dada simplemente por : (z,y, z;u, @, 3) — (2,y,2), y

= a91 + BHQa

(z,y,25u,0,8)

el problema variacional en cuestion serd (i&, A, 0). Luego el EDST de Hamilton-Cartan estard
generado mediante

T = (61,0, da Ady A (dx — ydz) +dﬁAdm/\dz)a1g.

Notemos entonces que, para k € R, podemos definir la hoja
Oy = {(amy,z;u,a,ﬁ) eRS: 2= k},
que es un fibrado sobre R? por la restriccién de la proyeccién w a la hoja. Luego resulta que

Ik = II Ok

= (duAdz Ady,doNdr Ady),,,

de donde se obtiene que las secciones integrales de Z;, son todas las funciones

(z,y) = (u(z,y),a(z,y), B(z,y))

dado que los generadores de 7, son de grado 3. Sin embargo, como vimos oportunamente, las
secciones integrales de I estdn caracterizadas por u (z,y) = Uy, para alguna constante Uy, € R,
y tales que las funciones «, [ satisfacen la ecuacion diferencial

o, +yo, + By = 0.

Esto significa que T’y (Z},) D I's (Z), y la inclusion es estricta.

Podemos por otra parte estudiar el sistema dindmico asociado a este problema variacional;
para ello tomamos K C R? la clausura de un disco en R?, y restringimos nuestro fibrado a K.
Entonces obtenemos un nuevo fibrado A := K x R3, y allf el problema variacional (Ag, X,0),

con \ = 5\‘ Ak . Designemos por el mismo simbolo Oy, al conjunto O, N Ak (admitiendo que

elegimos el niimero k de manera tal que el plano z = k tiene interseccién no vacia con Int K);
entonces

d5\| Ok = —da A du A dzx A dy,
0.\ = Bdu A dx — yadu A dy
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Capitulo 7. Vinculos y sistemas diferenciales exteriores

por lo cual si X; : (z,y) — (0,0;0u; (z,y),dc; (x,y),008; (x,y)),i = 1,2 indican un par de
elementos tangentesen o : (z,y) — (u(z,y),a(x,y), B (z,y)), tendremos que

W, (X1, X2) == / (durdag — dugday ) dz A dy,
K

H? (0) := /K (Buy + yauy) dz A dy

para la estructura presimpléctica y el hamiltoniano sobre el espacio de secciones de Oy,. Enton-
ces (con la estructura de espacio de Sobolev de orden adecuado) puede probarse el resultado
siguiente.

Lema 32. EI conjunto
ker (w?|,) =={X1 €T (6"VAg): w?|, (X1,X2) =0 VX, €T (c"VOy)}

es el subespacio cerrado

ker (w®|,) = {(0,0,083) : 08 € C* (K)}
siendo s el orden del espacio de Sobolev considerado.

Si Z € ker(w?|,) es de la forma Z = (0,0,63) con 6 € C* (K), entonces el vinculo primario
se obtiene a partir de la ecuaciéon Z|, - H* = 0, y por consiguiente

0= 2|, H*

z—/ dpuydr A dy.
K

Esto es, el vinculo primario que las secciones deben satisfacer es u, = 0. Para calcular si existen
vinculos secundarios, definimos, para cada f € C* (K), la funcién sobreT' (Oy) dada por

F (o) := /K fuydx A dy.

Entonces (recordando que los elementos tangentes a nuestro espacio de secciones se anulan
sobre 0K)
X - = —/ fydurdx A dy
y por lo tanto el campo Xr, que a cada seccié; o de Oy, le asigna el vector tangente
XF (J) : (xay) = (J (LU, y) ;0,0,0, _fy (xvy) 70)

es un campo vectorial hamiltoniano para F. El vinculo secundario resulta a partir de la condi-
cioén de estabilidad X, (o) - H* = 0, por lo cual

():)(F1 (O‘)-Hz
= —/ Yug fydr A dy
K

— [ (), fdond
K

de donde u, + yuz, = 0. Como ya sabemos que sobre la superficie final de vinculos debe valer
u, = 0, de aquf resulta el vinculo secundario equivalente u, = 0. Es mds, si repetimos este
procedimiento con el nuevo vinculo u, = 0, no obtenemos un vinculo independiente de los
anteriores, por lo cual la variedad final de vinculos enT (Oy,) es el conjunto C de secciones tales
que u, = u, = 0. Ahora bien, a partir de

(X1 -H?)|C= —/ (By + yag) durdz A dy
K
resulta que el campo Xy dado por

XH (U) : (ac,y) = (U (l‘,y) ;070707 _ﬁy — Yy, g (%,y))
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para g € C® (K), es un campo vectorial hamiltoniano para el hamiltoniano H?; las ecuaciones
de movimiento para el sistema dindmico sobre C serdn pues

u; =0,
az = =Py —yag,
B =g(x,y).
El algoritmo de Gotay, Nester y Hinds conduce pues al resultado correcto. A

Debido a la discusién previa, introducimos una nueva definicién, con el objetivo especifico de
garantizar las condiciones que permitan describir los vinculos que aparecen al estudiar un pro-
blema variacional con el algoritmo de Gotay, Nester y Hinds, mediante un sistema diferencial
exterior juiciosamente elegido.

Definicién 46. Sea Z un EDS involutivo sobre M y supongamos que M ~ R x N para alguna variedad
N; como hicimos arriba, para cada T € R definamos el siguiente EDS sobre N
I, =i (I|{r} x N).

Diremos que la foliacién inducida es regular con respecto al EDS 7 si cada elementode V,,_1 (Z;) , T €
R, es reqular ydim H (E) > n — 1 paracada E € V,,_1 (Z;).

Ademas, bajo las condiciones de independencia adecuadas la involutividad requerida nos ase-
gurara que la extensién no estd incluida en dicha hoja. En estos términos puede formularse el
resultado siguiente.

Proposicién 23. Si T es un EDS involutivo sobre P,y sp : P~ Q x R es una foliacién regular para
7, entonces

| S} (I‘rvw) = Z;k— (Fn (I7 Q)) )
donde w := 0y y Oy es el campo vectorial que apunta en la R-direccién de la foliacion.

DEMOSTRACION. La inclusion dificil es
Ih_1(Zrw) Ccil (T,(Z,9)).

A causa de la regularidad, el teorema de Cartan-Kéhler implica que cualquier seccién integral
de dimensién n — 1 de Z, puede extenderse a una seccién integral de dimension n paraZ. 0O

Necesitaremos algunas propiedades de las soluciones de un EDS; el siguiente resultado esta-
blece alguna de ellas.

Lema 33. Sea I un EDS sobre la variedad M, N C M una subvariedad integral y X € I' (Ty M) tal
que

(X2a)|[N =0
para todo o € T. Si X € X (M) es cualquier extension para X, entonces
(LLT)| N =0.

DEMOSTRACION. Sii: N — M es la inmersién canénica, tendremos que
i (XJ@) =" (Xla),
por lo cual
(EXa) ’ N = i (X_nda +d (X_IO()

i* (X ada) + di* (X a)
=0

para todo o € 7. O
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Utilizando la definicién (24) obtenemos un EDS (Z.,w’ := 9y’) sobre L’. Como veremos en
las siguientes secciones, este sistema diferencial exterior nos proporcionard otra descripcion
para los vinculos de Dirac, esto es, como generadores algebraicos de un EDS.

7.3. Lasubvariedad de vinculos como un espacio de secciones

7.3.1. Guiarapida ala demostraciéon. Describiremos aqui los elementos esenciales invo-
lucrados en la demostracién de que la subvariedad de vinculos coincide con el conjunto de
aplicaciones IIy o I',,_1 (Z7,w’). Dado que esta prueba utiliza la caracterizacién de C' como la
subvariedad invariante maximal del conjunto de secciones del fibrado L, es necesario demos-
trar que

1. Iy o I'y,—1 (Z1,w') es invariante, y
2. Ccllpoly,_1 (Z,u").

Intuitivamente es razonable suponer que la primera condicién se puede deducir del hecho que
la PDE original son satisfechas por los elementos de este conjunto. La segunda condicién
puede verificarse construyendo una seccién de dimensién n a partir de la férmula

o:(r,z) = (1,0, (x))

teniendo presente que ésta es una secciéon integral de (Z7,€Y'), y entonces restringiéndose a la
hoja correspondiente al tiempo 7. Como fue definido previamente, una subvariedad ) C P en

nuestro espacio de fases I' (E) es invariante si'y solo si
dH (TQ*) =0.

De acuerdo a un resultado de Marsden ef al [GIMO04], la propiedad de invariancia es equiva-
lente a la existencia de soluciones tangentes a las ecuaciones de Hamilton reestringidas a @);
esto es, para cada ¢ € ) el sistema

(Xpw)|, = dH|,

tiene una soluciéon Xy |, perteneciente a 7,Q. En la primera parte de la demostracién uno cons-
truye las soluciones de las ecuaciones de Hamilton tangentes a la superficie de vinculos, lo cual
implica la invariancia buscada. En la segunda parte la estrategia consiste en probar que nuestra
subvariedad es maximal con respecto a la propiedad de invariancia; en este punto se utiliza la
caracterizacién de invariancia en el sentido contrario, esto es, se demuestra que la subvarie-
dad en cuestion es invariante, para poder concluir entonces que las ecuaciones de Hamilton
admiten soluciones tangentes a la misma. Dado que las ecuaciones de Hamilton pueden re-
lacionarse con generadores algebraicos del EDS de Hamilton-Cartan restringido a la hoja de
tiempo constante con la que estamos trabajando, uno puede relacionar a partir de este resulta-
do ambos puntos de vista.

Después de este precalentamiento, estamos preparados para formular el teorema y su demos-
tracion.

7.3.2. El teorema principal y su demostracién. Existen muchos elementos a incluir en la
demostracién de este teorema. En los parrafos previos argumentamos acerca de la necesidad de
tener una submersién IT : A’ — A entre fibrados que hagan el siguiente diagrama conmutativo:

A\M/A

Acto seguido, supusimos que existe una foliacion compatible (respecto de las estructuras de
fibrado de ambos fibrados) de la base M que se comporta bien con las aplicaciones de este
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diagrama. Esto es, existe una aplicacién ITy : L’ — L que hace conmutar el diagrama detallado
a continuacién

A M, L' xR

II IIo xid

Y

Y Y

M — X xR
SM

La foliacion en hojas de tiempo constante de A’ nos permite por lo tanto definir el EDS
T =i (I| I’ x {T}) :

el cual no es otra cosa que el EDS involutivo 7’ restringido a la hoja L’ x {7}. Para asegurarnos
que V,,_1 (Z) C V;_, (T'), se pide ademads que la foliacién supuesta sea regular respecto del
EDS 7'. Ahora definamos
r (I'/r) = Ho o Fn,1 (I;,w’) s

Vamos a asumir ademds que cada seccién o € I',_; (Z]) estd contenida en una subvariedad
R, C A’ de codimension 7, := dim H (o, (TM)) — n + 1 que es transversal a H (o, (T'M)), lo
cual, via el corolario [I} nos garantiza la unicidad de la extensién de ¢ a una seccién integral
del fibrado total A’. Esta es una condicién fuerte, pero necesaria en vista de que estamos tra-
bajando con secciones globales de los fibrados en cuestién. Finalmente supondremos que los
conjuntos de secciones integrales con los que trabajaremos admiten estructura diferenciable; la
debilitacién de esta hipoétesis requiere técnicas que estan fuera de los alcances de este trabajo
(por ejemplo, un esquema de desingularizacién tal como en [CE06]).

El teorema principal puede formularse como sigue.
Teorema 12. Supongamos que el EDS T definido mediante es T-invariante, esto es
EaOI cZ.

Entonces la subvariedad de vinculos C' en la variedad presimpléctica de secciones es igual a I' (Z7.).

DEMOSTRACION. La subvariedad de vinculos C' puede caracterizarse como la subvarie-
dad invariante maximal del conjunto de secciones de L [GIMO04], donde la invariancia para
Jcr (i) significa que

dH (TJ*) =0,
para H la funcién hamiltoniana para nuestro sistema dindmico y el complemento ortogonal
se toma respecto de la estructura presimpléctica definida sobr el espacio de secciones. Puede
demostrarse (prop. 6.9 en [GIMO04]) que la invariancia de una subvariedad .J en una variedad
simpléctica es equivalente a pedir que a través de cualquier punto de .J existan soluciones a
las ecuaciones de Hamilton que sean tangentes a dicha subvariedad. Tomemos entonces o, €
I' (Z7); por definicién de este espacio de secciones, existe una tnica seccién o, € I';,_1 (Z.,w')
tal que
o, =Iool.

A causa de la regularidad de la subvariedad Im (o7.) C A’,y teniendo en cuenta que asumimos
la existencia de variedades de restriccién R/, , podremos aplicar el corolario|l|y encontrar una
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seccioén integral o’ € T, (Z/,€Y) tal que o’ (i’ X {T}) = o/..Si 0y denota los campos vectoriales
definidos mediante

. -1 d A/
Dol = (i), ‘(,\,7) (0, e T) on A
. — -1 d
Dl = (sm), ‘(m,ﬂ (O, i T) on M
entonces se puede definir la secciéon X € T’ ((G’T)* (VE’ )) =T (F (i’ )) via
(31) (07), (B0) = 8o + iz (X1).

Por lo tanto la expresion X, := Iy, o X/ define una seccién del fibrado “pullback” (o, )" (VE) ,

que estd bien definida porque en procedimiento de prolongacién y la proposicién 23| nos ase-
gura que la aplicacién Il o (-) entre n — 1-secciones de los fibrados en cuestién es uno a uno.
Mas atn, proyectando ambos lados de segun II, o () se obtiene que

(32) Ox (80) = 0o + ir« (X'r)

donde ¢ := Il o ¢’ es una secci6n n-integral para Z sobre A, debido a propiedad de las pro-
longaciones. En particular, a*|(m,T) (TrnM @ 9y) C TA es un elemento n-integral para Z que
contiene el subespacio o..|,, (T;nM), que es a su vez n — l-integral para Z.. Por lo tanto
0+ (0) € H (04|, (TmM)), y debemos tener que

(0. (00)20)| (2, (TM)) =0, VaeT.
Utilizando la Ec. (29), resulta que X, satisface
or (Va(X,0Q—dH) =0, VVel (a;t (Vi)) ,

y esto significa, por proposicion que X, es una solucién de las ecuaciones de Hamilton
asociadas a H. Queda por demostrarse que esta solucion es tangente a I' (Z)); de acuerdo al
lema[31] esto equivale a probar que

or (EX,IT) =0

para alguna extension X, € X (Z) de X.. Por lema 33|y teniendo en cuenta que o, es una
subvariedad n — 1-dimensional de Z, concluimos que

(33) or (LT) =0,

donde X := 9y + i, (XT) Y X, ex <E) es alguna extension para X ;. La 7-invariancia
Lo el

implica queﬂ

(34) o1 (L0 (x)T) =0,

y ademas, debido a que X, (m) € VL para todo m € M, para cada o € Z tendremos que
0¥ (ire (X)aa) = o (z;* (X, <a| L x {T}))
= o (XTJ (z al L x {T})) .
Entonces la férmula mégica de Cartan nos permite reescribir la expresion como

or (EX,IT) =0,

1Aqui estamos cometiendo un abuso de lenguaje: El simbolo i« ()A(T> en esta ecuacion representa el campo

vectorial (1, s) > s (X s (m)) on A ~ I x R, donde el ntimero 7 refiere al segundo factor en esta descomposicion.
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la cual es la condicién de tangencia deseada. Entonces hemos probado que I' (Z..) es una sub-
variedad invariante de I (f,) .
Nustra siguiente tarea es probar que I' (Z..) es maximal entre todas las subvariedades invarian-

tes del espacio de secciones I (f,) . Por consiguiente sea () C T’ (E) una subvariedad invarian-
te. Entonces para cada oy € ) existe Xo € I’ (afj (VE)) tal que

u XO 6 TO'()Q/ Y

= 0 (VL (XouQ — dH)) = Oparatodo V € T (ag; (VE)).
Suponiendo que cualquier campo vectorial Z € X (@), que a cada seccion oy le asigna un vector
Xy con estas caracteristicas, tiene curvas integrales 7 — o, que pasan por oy € () cuando 7 =0,
podremos construir la n-seccién o : (7, z) — (7,0, (x)) del fibrado A. Esta seccién es n-integral
para Z a causa de las ecuaciones de Hamilton. De hecho, las condiciones supuestas implican
que 0.4 (TzX) @ (0o|.) (para 7 en algtin entorno de 0) anula el conjunto de formas

s={viai:ver(vi)};

dado que S C 7, entonces serd (S)ys = Z (por definicién de Z, véase EDS de Hamilton-
Cartan, ecuacion (16)) y por lo tanto V;, ((S)4;) = Vi (Z). Entonces debido a las propiedades
de la prolongacién, podemos encontrar una seccioén integral o’ la cual es n-integral para 7’ y
proyecta sobre o, esto es Il o o' = 0; més alin,

ipoog = llpo (O'/|A6)

y 0| Ay € T,1 (Z4), porlo cual o € Ty o T,y (Z3) = T (Z). O
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Capitulo 8
Ejemplos importantes en mecdnica no estindar

8.1. EDSs no regulares y fallas del algoritmo de Gotay, Nester y Hinds

UEREMOS construir un ejemplo en el cual el algoritmo de Gotay, Nester y Hinds falle de
alguna manera; para llevar adelante la tarea, vamos a tomar en cuenta nuestro teore-
ma sobre la relacién entre vinculos y generadores de un EDS. Como sabemos, si el EDS de
Hamilton-Cartan es regular y la hoja de tiempo constante elegida para construir la teoria cané-
nica es regular, entonces existe una correspondencia uno a uno entre los generadores del EDS
restringido a la hoja elegida y los vinculos de Dirac de la teoria. Por lo tanto, para encontrar
ejemplos en donde el algoritmo de Dirac falle de alguna manera, es necesario tener en cuenta
EDSs no regulares. El siguiente ejemplo se construy6 en base a un EDS con muiltiples fuen-
tes de no regularidad: Por una parte, existen para el mismo hojas de tiempo constante que no
son regulares; ademads, el conjunto de elementos regulares no es una variedad, sino que puede
separarselo en varios estratos, y cada una de ellos presentan diferentes tipos de regularidad.
Como veremos, este tiltimo hecho da origen a un comportamiento muy curioso del algoritmo
de Gotay, Nester y Hinds, de acuerdo al cual dicho algoritmo termina o no segtn los valores
que asumen las funciones incégnita; podremos relacionar este hecho con los diferentes tipos
de regularidad de los elementos integrales del EDS de Hamilton-Cartan.

8.1.1. Preliminares. Consideremos el EDS 7 generado por las 1—formas
01 :=du — qdz, 65 := dv — qdr

sobre A := R x I x R* con coordenadas (z,y, u,v,q,r),donde I C R es un intervalo compacto;
la condicién de independencia es dx A dy # 0. Para trabajar con este EDS como problema va-
riacional no estdndar, consideramos que Z es el ideal definiendo la estructura de prolongacién
sobre A con estructura de fibrado doble dada por

A 5 A =IxR® - M:=IxR
('1:7 y7 u7 U? q7 r) H (aj’ y7 u’ IU) H (J:7 y) 9

y tomamos el lagrangiano trivial A = 0. El problema canénico Lepage equivalente se construira
sobre A := (R x I x R*) @ (T* (R x I) & T* (R x I)), con accién

SZ:/ (aA91+B/\02),
RxI

donde o = adx +bdy, f = mdx +ndy. Necesitamos demostrar que éste es un problema Lepage
equivalente bivariante.

Lema 34. La proyeccion
v (x7y7u’v’q7/r7a75) H (x7y7u7v’q7/r)
convierte a (]\, 0,aNB1+ B A 92) en un Lepage equivalente de (A, Z,0). Mds aiin, es bivariante, esto

es, cada extremal del problema variacional definido por S sobre secciones de A projecta sobre una seccién
integral de Z (dado que el lagrangiano en este caso es trivial, no hay accién de la que preocuparse alli) e
inversamente, cada seccion integral de T puede levantarse a una extremal de S.
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DEMOSTRACION. Las variaciones respecto de « y 5 nos daran los generadores para Z; esto
muestra que este problema es covariante. Por otra parte variaciones respecto de u, v, g y  dan
lugar al siguiente sistema para o y /3

da =0,

dg =0,
BAdr+aAndr =0,
d(g8)=0.

Para cada aplicacién (x,y) — (u,v,q,7) que es una seccién integral de Z, este sistema admite
solucién, de donde resulta la contravariancia. O

Sea Ny = I x R® C A el subconjunto sobre el cual z = 0. A continuacién procederemos a
estudiar las ecuaciones variacionales para S desde dos puntos de vista: Considerdndolo un
sistema dinamico sobre el espacio I' (Ny) formado por todas las funciones en Hy 2 (1,R®) que
asumen valores fijos sobre los extremos de I, o estudiando el EDS que resulta de la restricciéon
a Ny del EDS de Hamilton-Cartan asociado al problema variacional anterior.

Nota. Debemos tener en cuenta los siguientes hechos:

1. A partir de este momento serd de cierta importancia la consideracién de problemas
equivalentes al siguiente: Hallar f; € Hy o (I) tal que

/Ifl (1) f2 () dy = 0

para todo f; € Hn 2 (I). Por el teorema de representacién de Riesz, esto implica que
necesariamente f; = 0.

2. Si f € Hyo (I,R™), entonces cada funcién coordenada pertenece a Hy 2 (I), y vice-
versa, una coleccién de m funciones f1,---, f™ en Hy o (I) genera un elemento de
HN,Q(IaRm) via x — (fl (1’), 7fm(x))

3. Se utilizara repetidamente el teorema /]y su corolario [ para describir los espacios de
vinculos obtenidos y sus espacios tangentes. En general, los vinculos que aparecen aqui
son superficies de nivel de aplicaciones de la forma D : Hy o — Hn_j 2, para D algin
operador diferencial.

8.1.2. Algoritmo de Gotay, Nester y Hinds I. Tomamos la hoja de tiempo constante que
corresponde a z = 0; ésta es un fibrado sobre I, y nuestra tarea serd definir una estructura
presimpléctica sobre su espacio de secciones, junto a una funcién hamiltoniana. Para ello, lo
primero que hay que tener en cuenta es que para X := a A 01 + 3 A 6,

d\ =da A (du—gdz) + aAdgAdz+dB A (dv — ¢dr) + 8 A dg Adr,
por lo que

d\| =dbAdyAdu+dnAdyA (dv—qdr) + ndy A dg Adr.

No
Entonces si
X; = (6uy, 0vi, 8q;, 0145 6, 65;) i=1,2
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denota un par de elementos arbitrarios en T,I" (Np), la estructura presimpléctica serd

wm|0 (Xl,XQ) = / |:((5U16b2 — (5UQ(5b1) +
I

+ (dv1 — gdr1) Ong — (dva — qore) dny + n (§q16r2 — dgo0r1) |dy,
- / [5u15b2 ~ Susldbit
I

+ (dv1 — qdry) dng — dnqdvg + dra (gon1 + ndgqr) — néqgérl] dy,
por lo cual su kernel estard generado mediante
kerw® =

= <(o, 0,0,0; 6adz, Smdz) : da,0m € Hy . (I) tal que da| Ol = m|dI = o>.
Para construir la funcién hamiltoniana, tomemos 0, como campo vectorial complementario
definido sobre la hoja Nyp; entonces

Oz i\ = a (du — gdzx) + ga +m (dv — ¢dr)

de donde podemos concluir que

O\

N adu + gbdy + m (dv — ¢dr) .

La funcién hamiltoniana sera por lo tanto
H* = / [auy + b+ m (vy — qry)] dy.
I

8.1.2.1. Vinculos primarios. Estos vinculos pueden obtenerse via dH” (kerw”) = 0. Por
consiguiente

0=da-H”

:/&Luydy = uy =0,

0= dm-

:/I6m(vy—qry)dy = vy — qry = 0.

El conjunto de vinculos pimarios serd C := {uy, v, — qry}, y la subvariedad primaria M es el
conjunto de ceros de C;.

Para ver que M; es una subvariedad de I' (Ny), definamos la aplicaciéon Gy : I’ (Ny) — N, tal
que a cada s € I' (Np) le asigna la funcién

Gi(s)y e (uy (y), vy () —q(y)ry (v)),

donde V. := {f € Hy_12 (I,R?) : [, f' = z}; aqui f* : I — R son las funciones coordenadas
de f, z:=c(b) —c(a),yc: {a,b} — R esla funciéon que provee el dato en el borde de I = [a, b].

Lema 35. N, es una variedad modelada sobre N.
DEMOSTRACION. Puede verificarse que Ny es un subespacio de Hy_12 (I , RQ), que es

ademds cerrado por ser la interseccion de los nucleos de las funcionales lineales f — | 7 fii=
1,2. La carta que induce la estructura diferencial esta dada por

d:f (f1-1,12-1)
sobre todo NV, O
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Queremos probar que G es una submersién sobre G;* (0) en el sentido de la definicién
Esto resulta del lema siguiente.

Lema 36. La aplicacion lineal
Dy HR o (I,R) = Ny 1 u > uy
es acotada y sobreyectiva.

DEMOSTRACION. Para cada w € N se define u (y) := [ v; entonces puede verificarse que
uy = v, y que las demds condiciones se satisfacen. O

Con este conjunto de vinculos podemos proceder con la aplicacién del algoritmo de Gotay,
Nester y Hinds. Para ello definimos la subvariedad M; := {C; = 0}, y los nuevos vinculos
provendran de la condicién

dH® ((TMl)l> —0,

donde (TM;)" indica el ortogonal simpléctico de T'M;. El tamafio de este conjunto puede
medirse heuristicamente por la férmula (vélida en dimension finita)

dim (TM;)" = dimTM — dim TM; + dim (kerw® N TM;),
por lo cual debemos conocer el conjunto ker w® N T'M;. Puede probarse que
kerw” NTM; = ((0,0,0,0; dadz, dmdx)),

por lo que, a partir de dim7'M — dimTM; = #C; = 2 obtenemos que dim (TM,)" = 4.
. . - 1
Entonces necesitamos encontrar un par de vectores complemetnarios a kerw® en (T'M;)™.

8.1.2.2. Vinculos secundarios. Si F' es una funcién que admite un campo vectorial hamilto-
niano X (esto no estd garantizado al trabajar sobre una variedad presimpléctica) y F|,, =0,

entonces X es un campo vectorial en (TM 1)~ . Entonces definiendo

Fui= [ fudy
para f € C*° (R) arbitraria, vemos que

XQ’FU :/f(5U2)yd
R
— - [ f,duady;
R

a partir de la expresién obtenida arriba para w” vemos que un posible campo vectorial hamil-
toniano para F), serd

Xr, =(0,0,0,0; f,dy,0)
que no esta en ker w”®. El vinculo asociado a este vector es

0=dH*" (XFu):/Rnydy:_/qufdy

para todo f € C* (R), de donde obtenemos el nuevo vinculo ¢, = 0.
Ahora definamos

F, := /Rg(vy —qry)dy

para una funcién suave arbitraria g. Luego
Xy - F, = / g {(61}2)24 —1y0q2 — q(érg)y} dy
R
= —/R {gyé'UQ + gry0q2 — (99), 57“2} dy
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y (suponiendo que n # 0) un campo vectorial hamiltoniano sera

XFU = (07 %a &7 &70agydy> S (TMl)l .
n n n

Dado que H? es independiente de n, obtenemos a partir de aqui que

0=Xp, -H®
= [ (25, 20 —ma (%) |

- Yy Ty _ Mydry
= [a[% ¢ =mn) + (ma), 2 - 2] ay

b
:/g(qy) dy = qyb = 0.
R n

Esto da lugar al nuevo vinculo ¢, = 0.
Eneste caso Cy := C1U{q, } y M3 := {C3 = 0}; entonces ker w”NT' M, = ((0, 0,0, 0; dadzx, Imdx)),
y

dim (TM)*" = #Cy +2 = 5.

Resulta que (T'M )" C (TM,)*, de donde concluimos que se debe hallar un nuevo vector
complementario alli. Luego definamos

Gy ::/hqydy
R

y derivémosla en una direccién arbitraria X5; obtenemos por lo tanto que X»-G4 = — fR hydgady,

de donde
h h
XGq = ( 7quo7y;070> .
n n
El vinculo asociado a este vector serd

0= Xg, -H"

|
T
= |2
<
>
<
o

I

|
T
—
= \é

<
N———
<

>

o
<

I
~—
s \é

<
N———
<

I
\_O

pero esta condicién es idénticamente satisfecha sobre Mo.

Las ecuaciones de movimiento se obtienen a partir de X - .w® = dH*; tomando en cuenta que

ar () = [

{uy6a2 +a (5uQ)y + bogs + qdba+
R

+ (v = gry) Sma +m [ (502), — 4 (672), — 7062 }dy
el vector gobernando la evolucién X i- serd
1
Xpe = (q7 % (b—mry),0,— (b—mry), Adz + a,dy, Mdz +, dy) .
n
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Por lo tanto las ecuaciones de movimiento en este caso serdn

Uy = ¢,

_q
vy = L (b—mry),
gz = 0,

1
re = = (b—mry),
a; = A,
by = ay,
me = M,
Ng = My,

donde A, M son funciones arbitrarias sobre R2. El problema aqui es que, aunque cualquier
soluciéon de este sistema es solucién del EDS original, existen soluciones de este EDS que no
aparecen aqui. Por ejemplo, tomando en el EDS original a todas las funciones incégnita como
funciones de la variable x sélamente, dicho EDS se reducira a

Up = QU —qre =0uy =vy =1y =my =a, =0,n=0=0,

que admite soluciones no triviales para cada ¢ funcién de = s6lamente. Puede demostrarse que
este EDS es 2-regular en la direccion y pero no en la direcciéon z, de donde resulta que no hay
posibilidad de construir soluciones “engrosando” 1-soluciones sobre el eje y en la direccién x.

8.1.3. Algoritmo de Gotay, Nester y Hinds II. En vista del resultado anterior, tomemos
ahora como subvariedad Ny C A aquella compuesta por los puntos en A tales que y = 0;
de nuevo, éste es un fibrado sobre R, y nuestra tarea es definir sobre su espacio de secciones
una estructura presimpléctica y una funcién hamiltoniana. De nuevo, empezamos con A :=
aA6by+ 5 A6y, de donde

d\ =da A (du—gdz) + aAdgAdz+dB A (dv — gdr) + 8 A dg Adr,

por lo cual

d\| =daAdzAdu+dmAdzA(dv —qdr) + mdz A dg A dr.

No
Luego si
X, = (0w, 0v;,0¢;, 043 60w, 05;) i=1,2
indica un par de elementos arbitrarios en TT (NNy), la estructura presimpléctica resultarad

w? (X7, X9) = /

[ — daydus — dmq vy — moridqe+
R

+ (gdmy1 + mdqy) ora + duidas + (dvy — gory) dme|dx
y se obtiene
HY = / [b(uz —q) +n(vy — qry)] de.
R

para la funcién hamiltoniana.

8.1.3.1. Vinculos primarios. Como antes

kerw? = <(0,O,O7O; dbdy, 0),(0,0,0,0;0, §ndy)>
Zl Z2
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y los vinculos primarios resultaran a partir de dHY (kerw?) = 0. Entonces

0=dHY (Z1)
/5bu:,3—q = Uy —q =0,
0=dHY (Z,)

= / on (v, — qry) da = vy — qre = 0.
R

Definamos Cy := {u, — ¢, v, — qrz} y My := {C1 = 0}; por consiguiente ker w¥ NTM; = ker wV
y luego
dimTMj- = #C, +2 = 4.

Para encontrar el par de vectores complementarios, se define

Fy IZ/Rfl (uz — q) dz, Iy ::/]RfQ (vz = qra) do

por lo tanto
X, F| = /]Rfl [(duz), — 0g2] da
= [ 1,502 + o
Xy Fy = /sz [(6v2), — 120g2 — q (d72),| dx

/ (af2), 6ra — (f2), Sva — o fodga] da

Entonces, bajo la hipétesis m # 0, se obtiene que

Xp, = (o, a/1 f  (f1), da o>
Xp, = (07 qrmf27 quz, Tmf2;07 (f2), dx) ,
m m m

y esto conduce a los vinculos secundarios
0=dHY (Xp,)

-fo[(),+(2) )

= / n—qwfldx = ndz =
R

m m
0=dHY (Xp,)

:A{_bq%f2+n{<qrzf2) _”q:f_q<rj,]:2> }}dx

—/bq“’f?dx -~ =y
R

m m

Esto nos pone en una posicién sumamente incémoda: Supongamos que definimos C5 := C; U
{n%= b2} y M, := {C, = 0}, y para continuar con el algoritmo, intentamos calcular kerw? N
T Mo. Este conjunto esta compuesto por aquellos vectores en ker w¥ que anulan los diferenciales
de los nuevos vinculos; entonces Z = (0,0, 0, 0; 6bdy, dndy) € T M, si y sblo si

ont =0
Sbie =0,
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Por lo tanto, si ¢, # 0 el algoritmo debe parar, dado que en tal caso T M3~ = T M-, y continuaréa
en aquellos puntos para los que ¢, = 0. Este es un comportamiento muy desagradable del
algoritmo de Gotay, Nester y Hinds y, como se verd més adelante, est4 asociado a la naturaleza
singular del EDS.

8.1.4. Anilisis via EDS. El andlisis de este sistema de PDEs desde este punto de vista es
interesante, dado que su conjunto de elementos integrales consta de varios estratos, y cada uno
de ellos tiene su propio comportamiento desde el punto de vista de la regularidad. De hecho,
son precisamente estas diferencias las que introducen las singularidades a nivel del algoritmo
de Gotay, Nester y Hinds.

Describamos brevemente el conjunto Z de elementos integrales. Este se divide en dos subcon-
juntos: El conjunto W, que consta de aquellos elementos para los cuales ¢, = 0, y Us, que es
el conjunto de elementos integrales de Z para los cuales n = b = 0. Ninguno de ellos contiene
elementos regulares; en particular, los elementos en Us tienen 0-formas en su definicién, de
manera que debe ser redefinido apropiadamente. El procedimiento en estos casos consiste en
restringir el EDS original 7 a la subvariedad definida por la coleccién de 0-formas problemaéti-
cas. Esto da origen a un nuevo EDS T3, cuyos elementos integrales se descomponen en término
de un nuevo par de subconjuntos V; y V3. El conjunto V3 estd caracterizado por el vinculo
m = 0, que es otra 0-forma, y no serd estudiado, dado que en tal caso cambia cualitativamente
la forma presimpléctica; el conjunto V; estd compuesto de elementos regulares. Finalmente, la
prolongacién de la porciéon del EDS 7 que corresponde a los elementos en W da lugar a un EDS
Zw sobre G5 (TR'?) que es regular.

Pasemos ahora a caracterizar apropiadamente nuestro EDS Z; primero que nada, notemos que
un conjunto de generadores algebraicos para 7 serd

{01,602,dg Adx,dg Adr,da,dB, B Adr + a Adx, 5 Adg}.

Con ellos podemos tratar de calcular los caracteres reducidos para la bandera £y := 0 C E; :=
(v1) C E := (v1,v2), donde hemos puesto

v = 8@ + Ulau + ‘/161) + Qlaq + Rla’r + Alaa + Blab + Mlam + Nlana
Vg = ay + Uz0y + Va0, + Q204 + R20, + A0, + B20y + M20,, + N0y,

para describir los vectores generadores como elementos en T(m7y,u7v,q7T)R10. Por consiguiente,
si E es un elemento integral de Z, estas componentes deben satisfacer el sistema

via(du —qdz) =0 & Up—q=0,
via(dv—gdr) =0 & Vi—gqR; =0,
vou(du —gdz) =0 & Uy =0,
vau(dv — gdr) =0 & Vo—qRy =0,

(v Avg)adg Adz =0 & Q2 =0,

(v1 Avg)adg Adr =0 & Q2R — Q1Ry =0,
(v1 Avg)oda =0 & Ay — B =0,

(v1 Avg)dB =0 & My, — Ny =0,

(v Avg)a(BAdr+aAndz) =0 < nRy—mRs—b=0,
(v1 Avg)uB Adg =0 S n@Qp —mQse =0.

104



8.1. EDSs no regulares y fallas del algoritmo de Gotay, Nester y Hinds

Esto es, V5 (Z) viene descrito por las ecuaciones

Ui =q,Uz=0,
Vi=qR1, V2 = qRy,
Q2=0,Q1Ry =0,

Ay — B =0,

My — Ny =0,

nRy —mRy —b=0,
n@1 = 0.

Vamos a analizar cuidadosamente este sistema. Resulta que uno puede escribir V5 (Z) = WUUs,
donde

Uy =q,U;=0,
Uy = q,Uz =0, P

Vlzqua‘/onv
Vi =qR, Vo = qRo,
Q1 =0,00 =0 Q2 =0,Ry =0,

WwetT R Us:{ Ay — B =0,

AQ—Ble,

My — Ny =0,
My, — N1 =0, =0
nR;y —mRy —b=0, ’

n=0.

Calculemos ahora los espacios polares para los elementos integrales del elemento integral E;
tenemos entonces que

H (Eo) = {v € Tieyuv.qrabmmRC va(du — gdz) = 0,0 (dv — gdr) = 0},
H(FEy) = {v € H(Ep) : va(viadg Adz) =0,v5 (v1adg Adr) = 0,va (viada) =0,
vy (v1adB) = 0,00 (v1a(BAAr + aAdx)) =0,va(v1u8 Adg) = O}

- {v € H(Ep) : vs(Qrdz — dg) = 0,0 (Q:dr — Ridg) =0,
va(Ardx + Bidy — da) = 0,v1 (Midx + N1dy — dm) = 0,
va(mdr — R1f —bdy) = 0,v1(mdg — @Q15) = 0}.

Con estas expresiones uno puede tratar de calcular los caracteres de Cartan reducidos para £
en cada uno de los conjuntos W y Us; en cada caso tenemos que ¢y (F) = 2y ¢; (E) = 6 en
W, suponiendo queﬂ m # 0. Ademads uno tiene que codimgW = 9, implicando via el test de
Cartan que W no contiene elementos regulares.
Sobre Us debemos tener presente que estos elementos integrales estdn definidos mediante 0-
formas, concretamente, los vinculos n = 0y b = 0. La regularidad de Z debe estudiarse a través
de la regularidad del EDS Z3 obtenido a partir de 7 restringido a la subvariedad
A3 = {(m7y7uavaqa7aaa507m70) YTL,Y, U0, ¢, T, a,m € R}7

un conjunto de generadores para Z3 serad

{61,02,dq A dz,dg A dr,da A dz,dm A dz, mdx A dr,mdz A dg} .

Entonces si

wy = 0y + U100y + V10, + Q104 + R10, + A10q + M0,
Wo 1= 8y + U0, + V20, + anq + R30, + A0, + M30,,

1En los puntos para los que m = 0, algunos de los caracteres decrecen en una unidad.
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el conjunto de 2-elementos integrales V; (Z3) estard descrito por las ecuaciones

U1=q,Us=0,
Vi=qR, Vo =0,
Us: 4 Q2=0,Q1Ry =0,
Ay =0,M, =0,
mRy = 0.

Entonces tendremos que U = V3 U V3, donde

Uy = q,Uy =0,
Ulzan2:O7 ! 1 2
V_ R V_O ‘/lzqua‘/?:O7
(35) Vo T REE y 0,=0,Q0 =0,
Q2 =02 =0, Ay = 0,M; =0
A2:07M2:0’ 2 — Y 2 — Y,
m=20

y codimpgV; = 8. Por otro lado, los espacios polares para la bandera Ej, := 0 C Ef := (wq) C
E' := (w1, ws) serdn
H (Ep) = {v € T(z,y,u,v,q,r,a,m)RS cva(du — gdz) = 0,va (dv — gdr) = 0} ,
H(E) = {v € H (Bp) : v (wiodg Adz) = 0,0 (wyodg A dr) = 0,
v (wiada Adz) = 0,vs (wyodm A dx) =0,

va(wia(mdz Adr)) = 0,va(wia(mdz Adg)) = 0}

= {v € H(FEy):v1(Q1dz —dq) = 0,v4(Q1dr — Rydq) =0,
va(Ardz — da) = 0,v1 (Mydz — dm) =0,
vy (mdr — mRydz) = 0,v1(mdg — mQdx) = 0}’

y para E € V; tendremos que ¢ (E) = 2, ¢1 (E) = 6. Por consiguiente, los elementos integrales
en V) son regulares.

Finalmente es necesario considerar la prolongacién del conjunto W, para verificar si alguno de
sus elementos puede ser considerado como el espacio tangente de alguna solucién. La prolon-
gacion de un Z C Q° (M) es el pullback del EDS de contacto sobre G5 (T'M) a la subvariedad
Va (7). Para describir este procedimiento, introduzcamos las coordenadas

(wvyaua v,q,7,0Q, b7ma My Uy y Vg Qs Ty Aoy bzamzvnmauyavyv%wryvaya byamyany)

sobre G, (TR'); entonces W es el subconjunto descrito por

Uy = G, Uy =0,

Vg = qTgx, Uy = Ty,
W qx:07Qy:07

ay — by =0,

Ng —my =0,

nry —mry —b =0,
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y su pullback Zy de la estructura de contacto a W tendré los generadores

0, := du — qdx dé, =0

0y = dv — q (ryda + r,dy) dé, = —q(dry Adz +dry Ady)
0, :=dq df, =0

0, :=dr —rydz —r,dy N df, = —dry, Adz —dry, Ady

0o == da — azdz — a,dy df, = —da, Adz — da, A dy

0y := db — a,dx — bydy dfy = —day, A dz — db, Ady
O = dm — mydx — mydy do,, = —dmy, Adx — dmy, Ady
0 == dn — mydz — n,dy df,, = —dmy Adx — dny A dy.

Sea F labandera Ey :=0 C E; := (v1) C E := (v1,v2), con base

v = a’v + Ulau + ‘/1811 + Qlaq + Rlar + Alaa + Blab + Mlam + N18n+
+UpOu, + V300, +Qu0y, + Ryp, + Ayda, + Byy, + MO, + N0, +
1 1 1 1 1 1 1 1
+ Uy auy + Vy a”'y + an‘hf + Ryary + Ayaay + Byab’y + My amy + Ny 8”y’
Vo = 8y + UQau + ‘/281; + QQaq + Rgar + Agaa + Bgab + Mgam + Ngan+
+ U3 0u, + V00, + Q10q, + R30r, + AL0a, + B0y, + M;0m, + N;On, +
+ Ugauy + Vyza”y + QZ2/8Q?/ + R?2487"y + Azaay + Bzabv/ + Myzam'y + N58n11;

entonces Va2 (Zyy) estd dado por

Ul :q,UQZO,Vl :qrm;‘/Q :qr?ﬁQl :OaQQ :O’Rl :Tx,RQZT'y,
Al = ax;AZ = aval = ay7BQ = by7M1 = mZL’7M2 = my’Nl :my7N2 = Ny,
RZ—-R,=0,A2—-A, =0,B— B, =0,M?—- M, =0,N? — R} =0.

Esto significa que codimpg Vs (Zyy) = 21. Para E elemento integral los espacios polares son
H (Ep) = {v €eTW :vi0, =0,v10, =0,v10, = 0,v.0, =0,
vil, = 0,v10, = 0,v.0,, =0,v.0,, = O}
H(E) = {v € H(Ep):va(drg + ) =0,v.(dag + ) =0,
va(day +---) =0,va(dmy +---) =0,va(dmy +---) zO},

y los caracteres de Cartan reducidos resultan ¢y (E) = 8, ¢; (E) = 13; entonces E es un elemento
integral regular.

8.1.4.1. Bonus: Caso m = 0. El conjunto V3 debe ser considerado aparte; definamos
Ay = {(z,y,u,v,q,7,a,0,0,0) : z,y,u,v,q,7,a € R} C As;
un conjunto de generadores para 75 := 73] i, serd
{01,02,dg Adx,dg Adr,da Adzx}.
Tomando

w/l = aw + Ulau + ‘/lav + Qlaq + Rlar + Alaaa
wh := Oy + U0y, + Va0, + Q204 + R20, + A20,
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el conjunto de 2-elementos integrales V; (Z7) estard descrito por las ecuaciones

Ul =4q, U2 = 07
;) Vi=qR, Ve =0,
Vi
QQ = OanRZ = Oa
Ay = 0.
Por lo tanto V4 = Wy U Wa, y
Ulzan2:O7 Ulzan2:O7
Vi=qR,V5o=0 Vi=qR,Va =0,
W1:191,2 7W2:1912
Q2=0,Q: =0, Q2=0,R; =0,
Ay =0, Ay =0
luego si E” es la bandera Ejf := 0 C EY = (w}) C E" := (w},ws) entonces codimgW; =

codimp W, = 7. Para los espacios polares de E” tendremos las expresiones
H (Eo) = {v € T yuwqraR" 1 v1(du — gdz) = 0,01 (dv — gdr) =0},
H(Ey) = {v € H (Ep) : vu(wiodg Adz) = 0,v1 (wjodg Adr) =0,
vo(wjoda Adz) = O}
—{ve H(E):vs(@de — dg) =0,
va(Qrdr — Rydg) = 0,v.1(Arde — da) = 0},
dedonde ¢y (E") =2in Vi y
awn - An
Por consiguiente el conjunto W, contiene més elementos regulares.

La prolongacion de W . El préximo paso es prolongar la parte del EDS correspondiente a W,
para individualizar alli nuevos elementos regulares. Para ello tomamos G (TR”) con coorde-
nadas

7.
(xvy7ua’Uvq’Taaaua:»U:caqw7rwva/m7uyavy7qy7ryaay) € G2 (TR ) )

las ecuaciones a continuacién definen a W; como un subconjunto de G (TR”)

Uy :q,uyzov
Vg = 4Tz, Uy = 0,
qx :OaQy =0,
ay = 0.

W1:

El EDS correspondiente es el pullback de la estructura de contacto en este espacio a Ws. Es de
esperar, desde un punto de vista intuitivo, que este sistema resultase ser involutivo, dado que,
de acuerdo al mismo, todas las funciones incégnita parecieran ser independientes de la variable
y. Desde el punto de vista formal, consideremos la bandera E compuesta de los subespacios
Ep:=0C E; :=(v1) C E := (v1,v2); labase generadora es

vy 1= 0y + U10y + V10, + Q10y + R0y + A10y + UL0y, + V2 0y, +
+Qu0q, + RLOy, + ALOa, + UyOu, + V, 0, + Qy0q, + R0, + ALDa,,
vg 1= Oy + U0y + V20, + Q204 + R20, + A28aUz28um + szavm"_
+Q10q, + R0, + A30a, + UyOu, + V[ 0u, + Q)0y, + RyOr, + AJ0a,.
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Como hemos mencionado antes, el EDS de la prolongacién es la restriccién del EDS de contacto
a Wy; por consiguiente

du — gdz, dv — ¢qr,dz,
dg,dr — rpde — r,dy,
da — a,dz,

dr, Adz +dry, Ady,
da, A dz.

Entonces E es un elemento integral si y s6lo si

Ul _q:O,‘/]_ _qu :07Q1 :07R1 — Tz :O;Al — Qg 207

U2 :0,‘/2 :O,Qg :0,R2 — Ty :07142 ZO,

RZ— R} = 0,42 =0.
Vemos por lo tanto que codimz W, = 12. Por otra parte, los espacios polares para este elemento
son

H (Ey) = {v € TGy (R") : vi(du — gdz) = 0,v1 (dv — grydz) =0,
vadg = 0,0 (dr — roda — rydy) = 0,v. (da — azda) = o}
H(E) = {U € H (Eo) : vs (v day A da) =0,
va (vodrg Ade 4+ viodry Ady) = 0}
= {”GH(EO):UJ(daz+~~) =0,va(dry + ) :0}

donde los puntos suspensivos indican términos que pueden ser ignorados en el calculo de
los caracteres reducidos. Luego estos caracteres para E resultan ¢ (E) = 5,¢1 (E) = 7y la
prolongacién de W, estd compuesta de elementos regulares.

8.1.5. Vuelta al algoritmo de Gotay, Nester y Hinds. Es interesante desingularizar los
vinculos surgidos durante la aplicacién del algoritmo de Gotay, Nester y Hinds imitando el
procedimiento que uno realiza en dimensién finita: Para ello suponemos que las secciones
que satisfacen los vinculos conflictivos se separan en dos subconjuntos, por un lado, aquellas
para las cuales se cumple que n = b = 0, y por el otro las secciones tales que ¢, = 0. Sin
cuestionarnos demasiado la validez de tal procedimiento, consideraremos la continuacién del
algoritmo a cada uno de estos conjuntos.

= Cason = b = 0. Aqui vale que C3 := C; U {n,b} y si M; es el conjunto de ceros
para Cj, entonces ker w? N T'M; = 0. Por lo tanto el algoritmo debe parar aqui, esto es,
M es una variedad invariante. Para hallar las ecuaciones dindmicas, obtengamos el
campo vectorial hamiltoniano para HY sobre I' (INy), restringiéndolo a la subvariedad
M. Tendremos por lo tanto que

(36) X,-HY = /

{5172 (uz - Q) + dny (vm - qrm) +
JR

+b[(0u2),, — 0as] + 1 [(003), — rudaz — q (672),] bz

de donde X, - HY|,,, = 0; si el campo vectorial hamiltoniano para la funcién HY se es-
2

cribe como X gy = (uy, vy, Gy, Ty, aydx + bydy, m,dx + n,dy), las soluciones tangentes

a M) de las ecuaciones de Hamilton deben se Xgv = 0y las ecuaciones dindmicas

2Todos los campos hamiltonianos para HY tienen la forma X gy = p1Z1 + p2Zo, y la condicién de tangencia
requiere que p1 = p2 = 0.
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resultan ser

Uy =0
vy —qry =0
gy =0
ay =0
my = 0.

Este sistema debe compararse con el EDS regular V; descrito por las ecuaciones (35):
Esta rama del procedimiento de regularizacién encuentra aquellas soluciones asocia-
das con los elementos regulares en V;.

Case g, = 0. Ahora C¥ := Cy U {¢,}, y Mj = {Cy = 0}. Entonces kerw?¥ N TM| =
kerwY N T M} de donde obtenemos que dim (T My )t = #CY + 2 = 5. Si definimos

G::/gqxd;v
R

su derivada en la direccién X5 resulta ser

X, -G = /g (0g2), dz = — / gz0goda.
R R
Luego
gw gﬂf /\L
Xo = (0,02,0.2,0;0,0) € (7113
m’ " m
y la condicién de invariancia resulta ser

Laf(e), - a(2) Jar

:Agz%dx = (n%)Tzo

Esta condicién se satisface sobre M/, de donde se sigue que es una subvariedad inva-
riante para la dindmica definida por w¥ y HY. Entonces calculemos el campo vectorial
hamiltoniano X v, restringiéndolo a MY’; dada la ecuacion (36) se obtiene que

X5 - Hy|Mé, = / [ — bgdus — (b —nry) dga — nzdvs (ng), 5r2} dz.
R

Por lo tanto las ecuaciones de movimiento son

Uy =0

vy —qry =0
qy =

ay = by

b, = db
My = Ny
ny = on

En este caso las soluciones de las ecuaciones dindmicas estdn en correspondencia uno
a uno con las soluciones asociadas a los elementos regulares en la prolongacién Zy, de
W ; es mads, el paso adicional en el algoritmo de Gotay, Nester y Hinds est4 relacionado
con la prolongacién efectuada.
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8.2. Mecdnica no estandar y condiciones de integrabilidad

En [ST95] se afirma que el siguiente sistema de PDEs

¢zz + yd)zm =0
Pyy =0

tiene como condiciones de integrabilidad las ecuaciones ¢;zy = ¢gzze = 0. Notemos que el

sistema puede escribirse como el EDS Z generado por

{6 :=d¢ — pdz — qdy — rdz,
I'y:=drAadeAdy+ydp Ady Adz, Ty ::dq/\dx/\dz}

sobre el espacio R” con coordenadas (z, v, z, ¢, p, ¢, 7). Ahora bien, notemos que en Z no apa-
rece més que la derivada segunda de ¢, y que una prolongacién agrega un orden maés en las
derivadas de las variables en juego, asi que para conseguir las condiciones de integrabilidad se
necesitan al menos dos prolongaciones. El propésito de estos parrafos es usar nuestra corres-
pondencia entre EDSs y sistemas dindmicos para llevar adelante este proceso via el algoritmo
de Gotay, Nester y Hinds. Para ello necesitamos un problema variacional no estdndar al cual
aplicarle nuestra técnica; si consideramos el fibrado doble
A=R" -5 A :=R* =5 M:=R3

(@9, 2,0,p,0,7) = (2,9,2,0) — (2,9,2),
la estructura de levantamiento estd definida alli por Z, y la dindmica dada por el lagrangiano
trivial A = 0, podemos intentar asociarle un problema Lepage equivalente via la prescripcién
usual. Esto es, construimos

2
A=Ao \(T*M)oR?

con coordenadas (z,y, z, ¢, p,q, ;0 \, 1), a = Adx A dy + Bdz A dz + Cdy A dz; la acciéon

considerada sobre las secciones de este nuevo fibrado sera

SIZ/ (a/\9+)\I‘1+,uI‘2)
M

Debemos probar que podemos recuperar todas las soluciones del problema variacional original
a partir de las soluciones de este nuevo problema, esto es, que es un problema variacional
Lepage equivalente bivariante.

Lema 37. La proyeccion

vih = A (2,y. 20,0050, 1) = (2,9,2,6,0,4,7)
aplica extremales de S en secciones integrales para I; inversamente, para cada seccién integral de T dada
por
(z,y,2) = (2,9, 2,6,p,q,7)
existen o € Q% (M), \, u € C* (M) tal que junto con dicha seccion integral forman un extremal para

S.

DEMOSTRACION. Las variaciones respecto de o, i+ y v dan los generadores de Z, de donde
resulta que la proyeccién genera secciones integrales de Z. Las variaciones respecto de ¢, p,q y
r conducen a las ecuaciones

da =0,

ydAAdy Adz+aAdz =0,
durndzAdz+aAndy =0,
diAdzAdy+aAndz=0.
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Queremos ver que este sistema tiene soluciones para cualquier valor que asuman (¢, p, q,7)
como funciones de (z,y, z); el tnico problema es la condicién de compatibilidad sobre las de-
rivadas de ), que aparecen a partir de la segunda y cuarta ecuacién de esta lista

yAac - C1z~

No es dificil verificar que el sistema tiene soluciones. O

8.2.1. Sistema dindmico asociado. Como es usual, llamemos A al integrando de S, y de-
finamos Ny C A como la subvariedad en la cual z = 0. Entonces

d\ =da A (d¢ — pdz — qdy — rdz) — a A (dp A dz + dg A dy + dr Adz) +
+dAA(drAdzAdy +ydp Ady Adz) +duAdgAndz Adz

por lo cual

d\| =dAAdzAdyAdé+diAdrAdeAdy;

No

esto nos permite definir sobre el espacio de secciones de N, la forma presimpléctica

wz ()(17 Xg) = / [(5A1(5¢2 — (5A2(5¢1) + ((5)\1(5’/"2 — 5)\2(57“1)] dx AN dy,

R2
donde

Xi = (06, 0pi, 8¢, 0135 0cu;, ON;, Ops) i=1,2
denotan vectores genéricos tangentes a I" (Ny). Debemos caracterizar el nicleo de esta forma.

Proposicién 24. El niicleo de w? estd dado por

ker w® = ((0,9p, dq,0;6Bdx Ndz + 6Cdy Ndz,0,du)) .

Ahora construyamos la funcién hamiltoniana; contrayendo A en la direccién de la variable =
d.u\ = — (Bdz + Cdz) A (d¢ — pdx — gdy — rdz) — ra + yAdp A dy + pdg A dz,
por lo que

DY L= (Bdzx + Cdy) Adé + (Bq — Cp) dz A dy — rAdx A dy + yAdp A dy + pdg A dz

0

y la funcién hamiltoniana sera

e = /]R [(Cou — Boy) + (Ba — Cp — rA) + (yhps — pay)| dz A dy.

8.2.1.1. Vinculos primarios. Los vinculos de primer orden se obtienen via

dH~? (kerw?®) = 0.
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Teniendo en cuenta los calculos previos, serd
0=dH? (p)
= / [yA (dp), — Cdp]dz A dy
R2
:—/ (yAe + C) dpdx A dy = YAz +C =0
R2
0=dH? (§q)

= /]RZ [B(Sq—u(éq)y dz A dy

:/2(B+uy)6qu/\dy =  Btu,=0
0 = dH* (55)

:/RQ(q—%)éde/\dy = $y—q=0
0= dH* (5C)

= [ (@ —pocds ndy S G-p=0
0 = dH* (570

:/RZ g,0udz A dy = g =0

Definimos por lo tanto el conjunto

Cr={yr\s + C.B+ iy, by — ¢, b — D, @y }

y la subvariedad M; = {C7 =0} C I' (IVy). N6tese que un vector X estd en T'M; siy s6lo si
sus componentes satisfacen las versiones linealizadas de las ecuaciones que definen a M;; por
lo tanto

y (6X), +6C =0,

6B + (0p), =0,
(6¢), —dq =0,
(6), —dp =0,
(69), =0

son las condiciones que determinan si un vector es tangente a M. De aqui resulta que
kerw* NTM; = <(0, 0,0,0; — (5,u)y dz Adz,0, 5u)>
de donde

dim (TM;)" = dimTM — dim T'M; + dim (kerw? N TM;)
= #ecs.enCy + 1
= 6.

Heuristicamente podemos esperar describir (TM;L)L con 6 vectores; como kerw?® estd conte-
nido en este conjunto y hay 5 vectores que describen este nticleo, nos falta un vector. Para
encontrarlo, vamos a utilizar el método del vector hamiltoniano para una funcién de vinculo.
De acuerdo a este método, si F' es un vinculo que tiene asociado un campo vectorial hamilto-
niano X, entonces Xp € (TMl)l. El problema es que como la forma es solo presimpléctica,
no todas las funciones tienen campo hamiltoniano asociado. Pero, por otra parte, hay bastantes
funciones para elegir. Por ejemplo, tomemos los vinculos ¢, = 0y ¢; — ¢ = 0; aunque ninguno
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de los dos tiene campo hamiltoniano asociado, podemos armar el vinculo ¢,,, = 0. En tal caso
la funcién

F1 Z:/ gbyyfld:v/\dy
R2

(con f; € C*° (RQ) arbitraria) si tiene campo hamiltoniano. Efectivamente, a partir de la ecua-
cién
wz (XF1 5 XQ) = dF1 (XQ)

y observando que
dF; (Xz) = [ (360),, frdo A dy
R2

:/ 563 (f1),, dz A dy
R2
concluimos que

X, = (0,0,0,05(f1),,, dz A dy,0,0)

Este vector no estd en ker w?, por lo cual provee una nueva direccién en la cual verificar inva-
riancia.

8.2.1.2. Vinculos de segundo orden. Estos vinculos se obtienen a partir de
dH* ((TMl)L> ~0;
entonces

0=dH* (Xp)
== [ r(), dndy
RQ

—/ ryyf1dz A dy = Tyy = 0.
RQ

Por lo tanto definamos C5 := C; U {r,,} y su conjunto de ceros M, := {Cy = 0}; puede com-
probarse que kerw? N (T'M;) = ker w® N (T'M>). Entonces dim (TMy)*" =7, por lo que necesi-
taremos hallar un nuevo vector complementario a (7'M 1) Utilizando el vinculo adicional Tyy
definimos la funcién F, sobre I" (N) via

F ::/ Tyyfodz A dy
R2

por lo cual

dF2 (XQ) = / (57‘2)yy fgdil' A\ dy = / (57"2 (fQ)yy dx AN dy,
R R2

2

el campo vectorial hamiltoniano asociado a F5 sera
Xp, = (0,0,0,0;0, (fg)yy,o) .

Este es el vector complementario buscado; la nueva condicién de invariancia resultard ser

0=dH* (Xp,)
:/ (f2)y, ypodz A dy

R2

= /]RZ f2 (yp),, dz A dy = (yps),y = 0.
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Pero sobre M vale que p = ¢, por lo cual
(Up2)yy = (YPra)yy
= (Ybaay + Pza),,
= YPrayy + 2Pzay
= 20zay
sobre Mo.

8.2.1.3. Vinculos de tercer orden. El nuevo conjunto de vinculos es C5 := C U {¢szy} V)
como antes, M3 serd el conjunto de ceros para estos vinculos. De nuevo se cumple que ker w” N

(TM;) = kerw® N (TMs), de donde dim (TMs)" = 8. Para continuar con el algoritmo es
necesario hallar un vector adicional en el ortogonal simpléctico de 7'M3. Para ello definimos

Fy= / Fsbunyda A dy,
R2

y su derivada a lo largo de X serd

AP (X2) = [ fa(600),., do ndy

= 7/ (f3)auy dpodx A dy.
R2
Entonces
Xp, = (0, 0,0,0; = (f3) 1, dz A dy, 0,0) ,
con el nuevo vinculo asociado
0=dH? (Xp,)

= / r (fg)my dz A dy
R2

= —/ Tray fadz A dy = Teay = 0.
R2

Nota. Uno puede preguntarse por qué se ha considerado a Xp, linealmente independiente
de Xr,, cuando ambos apuntan en la direccién (0, 0,0, 0; dz A dy, 0,0). La razén reside en las
posibles funciones f; y f3 que se utilizan para construir las funciones F; y F3. Debido a las
integraciones por partes que se realizan para reescribir los diferenciales de las funciones F; y
F3, resulta indispensable pedir que fi y fs, junto con algunas de sus derivadas parciales, se anulen
en el borde de la region R de integracion. Esto hace que los subespacios de H » (R) dados por

{#: BIoR = (1),|0R = (11),,]| 07 = 0}

{£2: BIOR = (f2),10R = (f2),,|OR = (f2)..,

no estén contenido uno en el otro.

aRzo}

8.2.1.4. Vinculos de cuarto orden. En este caso definimos Cy := C3 U {rzzy} y su conjunto
de ceros My := {C, = 0}; atin tenemos que kerw? N (I'M;) = kerw® N (T'My) por lo cual
dim (TM,)" = 9. Entonces definimos

Fy = / fargzydz A dy
RQ

y su derivada en la direccién de X resultard dFy (Xs3) = — f}Rz ( f4)my dradz A dy, por lo que

el nuevo vector en (TM,)" sera
Xp, = (0,0,0,0;0, — (f1)ay ,0) .
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Entonces tenemos que

0=dH* (Xp,)
= —/ Ypz (f1) ppyy dz A dy
RZ

= /2 (yp'c)m;y fadz A dy = (ypx)mcy =0.
R
Pero sobre M,

y esto conduce al nuevo vinculo ¢gz, = 0.

8.2.1.5. Vinculos de quinto orden. Con las definiciones C5 := C4U{¢przsz} , M5 := {C5 = 0},
obtenemos que ker w® N (T'M7) = kerw® N (T'Ms) y por lo tanto

dim (TMs)" = 10.

De nuevo, recurriendo a la funcién auxiliar
F5 = / f5¢xzxa:dx A dy
R2

tenemos que dH? (X3) = [z2 (f5) 40, 0¢2dz A dy por lo que puede concluirse
Xpy =1(0,0,0,05(f5) yp0e dz A dy,0,0) ;

Un nuevo vinculo se obtiene a partir de
0=dH" (XF';) = / rzzmmf5d$ N dy = Teoxer = 0.
R2

8.2.1.6. Finalizacion del algoritmo. Definamos Mg C M5 como el conjunto de ceros de ryzqz
en Ms; agregando el campo vectorial hamiltoniano de

Fg ::/ feTzozada A dy
R2

a (TMs)™", obtenemos el espacio vectorial (TMg)*". Puede probarse que la funcién dH? (Xg,)
se anula idénticamente sobre Mg, y por lo tanto es una subvariedad invariante de I" (V). Eli-
minando las variables auxiliares introducidas en el conjunto de vinculos Cg := C5 U{ryz44}, de
forma tal de mantener sélo las variables originales z, y, z, ¢, vemos que las condiciones de inte-
grabilidad resultan ser ¢,y = 0, ¢zzze = 0. O sea, deberiamos poder describir el conjunto que
resulta de proyectar sobre el espacio de las variables originales el conjunto Ms; sin embargo,
esto puede dar origen a problemas casi tan dificiles como el original del cdlculo de condiciones
de integrabilidad.

8.3. Electromagnetismo

Ejemplo 8.3A: Electromagnetismo con 2-formas. Tomemos el fibrado doble
3

2 2

N\ @ M)ye \ (@ M)~ N\ (M) - M

formado por pares (F, A), junto a la estructura de prolongacién
T:=(F—dA)

y la dindmica determinada por la densidad lagrangiana

L:=FNxF.
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Las ecuaciones de movimiento asociadas a estos datos son

F—dA=0,d(xF) =0,
y el sistema diferencial exterior inducido por ellas es

K:=(F—dA,d(F),dF).
Podemos probar que este sistema es involutivo. Para ello tomamos el conjunto de vectores
tangentes al fibrado total
= (O, F*, AR
que inducen la bandera de subespacios
Ey:={0} CE :=(V')CEy = (V' V?) CEy:=(V V> V?) CE

tangentes al fibrado total en E := <V0, e ,V3> C T(r,4)A, que es el elemento integral al que
queremos calcularle los caracteres de Cartan.

Concretamente

» Dado que KV := KN Q' (A) = {0} obtenemos

H(E) = {v € TypayA : vap =0 forall ¢ € /c“)}
por lo cual ¢y = codim H (Ey) = 0.

= Ahora
H(F) = {v € TipayA - va(wag) =0 forall ¢ € K® ywe El} ,
por lo cualv € H (Ey) siy solo si
v ((xF') = 01.d (xF)) = 0;

entonces ¢; = rank M (V') = 1.
= En este caso

H(E)) = {v € TipaA s va(wiagp) =0 yva(wewz ) =0
for aH(b S IC(2)7’¢ c IC(3) Yy wi, w2, w3 € EQ}

y entonces v € H (E») siy s6lo si es solucién del sistema
va((*F') = 010d (xF)) =
v ((*F?) — Opud (xF)) =
03 (D12050F + 91347 — 9p0A" + 0100,0dA) = 0;

por lo cual ¢c; = 4.
= Las ecuaciones que determinan H (Es) serdn

v ((*Fl) —91ad( *F))

03 ((*F?) — 0p0d (+F))

v ((%F?) — 03.d (+F))

0o (8109 3F + 0y 2A? — 9,0 A + 01 205dA)

0o (By033F + 0,243 — 904" + 01.05.dA)

Vo (By033F + Dy s AP — 032 A% 1 02050dA)

0o (D1 205F? + 0503 sF" + D330, sF? + 01305205 .dF)

y el cardcter de Cartan serd

o O O O o o o

0327.
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Calculemos la codimension de la subvariedad V, (K) C G4 (TA) en E; en este caso esto serd
igual al rango del operador lineal asociado al sistema linealﬂ

VIV (d(+F)) = 0
VEWVYVIL(F—dA)=0
V“JVVJVUJVTJ(dF):O VM7V7J7T:07-..73_

Las simetrias del operador de contraccion nos dicen que las ecuaciones a priori independientes
en este conjunto son las correspondientes a los pares de indices

(0,1),(0,2),(0,3),(1,2),(1,3),(2,3),

el conjunto de triples
(0,1,2),(0,1,3),(0,2,3),(1,2,3)

y la cuaterna (0, 1,2, 3). Las ecuaciones asociadas a estos pares de indices son

doa (xF') — 012 (xF°) = 0
Do (xF?) — 0y (xF°) 0
O (xF?) — 830 (xF°) = 0
O1a(xF?) — 0 (xF') = 0
O1a(xF3) — 050 (xF') = 0
Dou (xF3) — 0512 (xF%) = 0

para los triples

00201 102 4F — 0y 101 1A% — 01 102 3A° — 95,0004 =
00201 103 4F — 0101 1A — 0y 103 1A° — 03100 1AT =
00102203 . F — 0910914 — 0510324 — 03,0004 =
01109203 1 F — 01 10914 — 05103.A" — 03.0,.A47 =

o O o O

y finalmente
0201 JaQ_IFS + 01 JaQJag_IFO + 62463480JF1 + 83_:60431_1}7'2 =0.

El operador lineal es constante, y por lo tanto tiene rango maximo en todas partes; por consi-
guiente codimgV, (K) = # ecuaciones = 11. Resulta entonces que el EDS K es involutivo, por
lo cual un conjunto de vinculos de Dirac para la teoria hamiltoniana asociada al problema de
Lepage definido por la 4-forma

Ni=L+T A (F - dA)

sobre el fibrado A := A & T*M (con coordenadas (F,A,T')) puede construirse de la siguiente
manera: Definiendo

A=BAds®+C
F=GAdi’+H
resulta que el EDS restringido a una hoja de tiempo constante en A estd generado por
{H-dC,dH,d (xG)},

y éstos son los vinculos usuales de la versién hamiltoniana del campo electromagnético. ~ A

3La linealidad de este sistema es una caracteristica particular, inducida por la linealidad de las ecuaciones de
Maxwell.
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Ejemplo 8.3B: Electrodindmica sin campos. Es interesante introducir el siguiente problema
de mecénica no estandar sobre A := A\ (T*M) con coordenadas (F\, F}), cuya proyeccién
intermedia es en la primera componente:

A (T*M) & N (T*M) — N° (T*M) — M
I .= <dF1,F1 - F2>
L= FQ AN *FQ.

El problema variacional asociado a esta mecdnica es complementario al planteado por el ejem-
plo anterior: Aqui se trata de levantar sé6lo aquellas secciones que son cerradas, mientras que
el ejemplo previo provee levantamientos para cualquier seccion del fibrado intermedio. A

8.4. Campos de Yang-Mills y espacios de fases covariantes

8.4.1. Introduccién. Como hemos sefialado anteriormente, existe otro método de asignar
una teoria candnica a un problema variacional, que se describe en [CW87]. La construccién ex-
puesta en esta referencia se basa en considerar como espacio de fases al conjunto de extremales
del problema variacional. Como un ejemplo extremo, si se ha formulado una teorfa mecénica
desde el punto de vista hamiltoniano, entonces las ecuaciones de movimiento son de primer
orden y estan escritas en la forma normal, por lo cual las soluciones del sistema estdn en co-
rrespondencia uno a uno con los puntos mismos del espacio. No hay mencién explicita de la
estructura diferenciable a utilizar sobre este espacio de extremales; como receta general, a apli-
car cada vez que se diga algo acerca de ello, se sugiere que los vectores tangentes al espacio de
fases deben satisfacer la linealizacién de las ecuaciones de movimiento. En nuestro contexto,

esta operacién equivale a pedir que la seccién éo € I’ (a* (Vf\)) satisfaga
o* (Lg;oz) =0, VaeTl

si 7 es el EDS que representa las ecuaciones de movimiento. Notemos que la operacién de li-
nearizar una ecuacién de movimiento no determina la estructura diferencial; por el contrario,
el resultado de esta operacién dependerd de lo que uno considere como vectores (0 més en ge-
neral, variaciones) de las funciones incoégnita. Las formas admitidas en [CW87|] como base para
el fibrado cotangente al espacio de extremales no pueden existir en nuestro contexto, pero esto
es asi en particular porque no nos hemos tomado el (bastante dificultoso, sin dudas) trabajo
de caracterizarlo por completo. En particular, en dicha referencia se consideran como base las
formas que evaltian una variacién infinitesimal en un punto; para introducir esto de manera
consistente, se debe usar teorfa de distribuciones. En cualquier caso, no parece ser indispen-
sable para seguir la construccién de estos autores tener definidas dicha formas; en lugar de
ello, uno puede conformarse con adoptar la definicién provista por los autores, la cual, no de-
pende esencialmente de la base singular que introducen previamente. Antes de enfocarnos en
ejemplos particulares, debemos mencionar un aspecto global de la referencia citada: no propor-
cionan una construccién general para la forma presimpléctica sobre el espacio de soluciones,
sino que se limitan a proveerla en los casos que se discute. Obviamente en nuestro caso damos
una definicién que abarca a todas aquellas teorias mecanicas en las que sus soluciones cldsicas
son extremales de un problema variacional tipo Lepage.

8.4.2. Estructura dindmica de la teoria de Yang-Mills.

8.4.2.1. La estructura presimpléctica de Yang-Mills. Vamos a comparar los diferentes enfo-
ques particularizando en un ejemplo: la teoria de campos de calibre de Yang-Mills. En este
caso, y usando la notacién usual para estas teorias, la forma introducida es

37) Wy = / dXtr (SAPGF ) -
>
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Como se vera mas adelante, los campos de Yang-Mills pueden describirse como extremales del
siguiente problema variacional para secciones

oimi (A‘m’F‘m’G‘m)
de T*M & \* (T*M) & N\* (T* M):

Sy o] := /M oA

:/Ma* (;B(FQ*FH—B(F—dA—;[AGA]G*G)>

donde B es la forma de Killing sobre el dlgebra de Lie del grupo de calibre. Entonces de acuerdo
a nuestras prescripciones, el espacio de secciones en alguna hoja a tiempo constante A sobre
la subvariedad ¥ C M adquiere la forma (presimpléctica en general, ver méas adelante)

aal, (Vi) = [

P

donde g := d\| A yVi,Vo el (5* (V[&)). Notemos que como Ay esta sobre la subvariedad
tridimensional ¥ C M, uno tiene que las siguientes formas se deben anular por ser semibadsicas

B(F 1 «F)| Ao = B(F 1 G)| o = B([A A] 5 +G)| Ko = 0;

por lo tanto ag = B(dA % d (*G))| Ag. Comparando con la ecuacién vemos que estamos
en presencia de la misma forma (pre)simpléctica.

Resta analizar en este caso que es lo que ocurre con el nicleo de esta forma. Para ello deberemos
caracterizar las transformaciones de calibre en este contexto. Siguiendo las definiciones basicas
que en este sentido se dan en [Ble81], podemos asumir que una transformacién de calibre
estd caracterizada por una funcién g : M — G, y actta sobre nuestros campos mediante las
férmulas

s* (‘71_1‘724040)

(g Al = Ad iy -1 (Al) + g° (07)],,
(9 F), = Ad gy -1 (F1,)
(9-G)l,, = Ad(g(m))*l (Gl,)
donde hemos llamado 6% a la forma de Maurer-Cartan por izquierda sobre G. Las férmulas
d (Ad,1A) = Ady-1 (dA) + [Ad,-1 A7) g* (N)]
1

(38) d(g"(A) =—5lg" () 29" (V)]

sirven para verificar que estas transformaciones son compatibles con la ecuacic’)
1
F—dA—§[AGA]:0.

Proposicién 25. Sea & € C* (M, g). Los generadores infinitesimales para la accién adjunta son de la
forma

¢"(Ro) | = (de — ade A, —ad F, —ad,G)
siysélosis:mw— (4|, ,Fl,,,Gl.)

DEMOSTRACION. Para calcular los generadores infinitesimales para esta accién, necesita-
mos caracterizar el fibrado tangente al grupo de calibre. Notando que

CC(M,G)=T (M xG— M),
podemos usar la estructura diferencial que hemos definido para este tipo de espacios, esto es,
aquella respecto de la cual T, (C*> (M, G)) =T (¢* (V (M x G — G))).
Los signos son todos compatibles...

120



8.4. Campos de Yang-Mills y espacios de fases covariantes

Lema 38. Si(g,§) € C™ (M,G x g) ym € M, la aplicacion
(m, g,€) = (m, g (m);0,g (m) & (m))
establece una correspondencia uno a uno entre C> (M, g) y T, (C>™ (M, G)).
Notemos que para £ € C™ (M, g), el elemento & : m — (m,e;0,& (m)) en el espacio tangente

T (C*™ (M, G)) estd en el dlgebra de Lie del grupo de calibre; una extensién posible para el
mismo es el campo vectorial

(m, g) = (m, g0, g¢ (m))
sobre M x G, cuyas curvas integrales son simplemente
i (m, g) = (m, g exp (€ (m))) .
La curva correspondiente en el grupo de calibre C* (M, G) es por lo tantcﬂ V¢ © €, esto es
gt : m— (m,exp (t§ (m))).
Luegosis:mw— (4|,,, F|,,, Gl,,), entonces por definicién

A d
o)l = =1 (g s)
s dt|,_,
d *
= 5| (Adeqed+ (expt)” (07) , Adexp —t¢ F Adexp 16 G)
t=0

y utilizando las férmulas (38), el generador infinitesimal asociado a una tal aplicacién ¢ €
C* (M, g) resulta ser

fF(AO) = (dg - adgA, —adgF, —adgG) .

Entonces hemos probado la proposicion. O

8.4.2.2. Dindmicay grupo de calibre. Sibien hemos llegado a estructuras simplécticas andlo-
gas, los espacios de fases sobre los que trabajamos aca no son los mismos; de hecho, mientras

que en [CW87] el espacio de fases es el espacio de soluciones, nosotros estamos en I' (/N\O).

A priori no existe una relacién precisa entre estos espacios. Es claro que, por restriccion, cada
solucién al problema variacional original produce una seccién de Ag; si dos soluciones pro-
duciendo por restricciéon la misma seccién de Ay son necesariamente iguales, entonces puede

considerarse al espacio de soluciones como una subvariedad de I' (Ao). Aunque en general

esto no es cierto, probaremos que esto es asi para los campos de Yang-Mills. Se hace indispen-
sable investigar la naturaleza de las ecuaciones de movimiento: Esto es, bdsicamente, establecer
si Ay es una buena superficie de Cauchy.

De la discusién previa se desprende que no podemos comparar sin mas la manera en que se
trabaja con el grupo de calibre: Los generadores infinitesimales estan en el nticleo de la forma
presimpléctica sobre el espacio de soluciones, y si se repasa cuidadosamente la demostracién
de este hecho en la referencia, se descubre que es necesario tener en cuenta (al menos) una
parte de las ecuaciones de movimiento. En nuestro esquema las ecuaciones de movimiento no
existen, dado que atin no hemos definido el hamiltoniano que regird la dindmica. Luego ne-
cesitamos considerar mas en detalle la descomposicién del espacio de campos en hojas tipo

tiempo. Supongamos por lo tanto que sobre A, tenemos definido un campo 9y € T (T;\0 /~X)

transversal en todo punto a A, y cuya proyeccién en la base existe (se lo denota con el mismo
simbolo 0p), es no nula, y ademads es perpendicular a > (recordemos que M es una variedad
pseudoriemanniana). Supongamos también que podemos introducir una forma ¢° € Q! (M)
tal que

1. ¢°(9y) = 1 en todos los puntos de %, y

5Aqui hemos indicado por e a la funciéon que a cada punto de M le asigna la unidad en G, estoes e : m +— (m, e).

121



Capitulo 8. Ejemplos importantes en mecdnica no estandar

2. ¢ es cerrada (esto se pide por conveniencia).

Entonces podemos elegir un conjunto de coordenadas més convenientes sobre A, definidas
por la descomposicién de T3 M inducida por o y (%)

A=:a99° +a,

F =: (xe) A ¢° + b,

G=:(xm)A¢’+n
donde x es la 3—estrella de Hodge inducida por la métrica sobre 3; por lo tanto cada secciéon
de Ay quedard especificada por una funcién ag, una 1—forma a y las cuatro 2—formas e, b, m, n
sobre ¥. Como 0 es perpendicular a ¥, uno tiene que

*F =: (xb) A ¢° — e,
*G =: (xn) A @° —m
La proposicién siguiente nos da la expresion de los datos dindmicos en las nuevas coordenadas.

Proposicién 26. En las nuevas coordenadas la forma presimpléctica sobre A es (usando la notacion
usual para extension de campos)

woly (V1,V2) = —/

s* [‘71417248 (da dm)}
)

y el hamiltoniano puede escribirse como

H(S):/ES*[;B(“*M—;B(eé*e)—B(*eém)+B(bé*n)+

+B(da0?m)—B(daﬁ*n)—%B([aﬁa] A xn) — B ([ag, a /,\m)l

para cualquier s € T’ (]XO).
DEMOSTRACION. En tales coordenadas sera

5\;B(FG*F)+B(FdA;[AGA]O*G)

:%B((*e)mubc(*b)wtew
—&—B((*e)/\qﬁo—&—b—dao/\¢o—da—;[aogbo—ka/,\aoqbo—ka] G(*n)Aq&O—m)

1 1
gB(bG*b)—iB(e’,\*e)—B(*e?m)—kB(bQ*n)nL

+B(dag 2 m) — B (dat xn) ~ 2B ([a % a] 2 xn) ~ B (fao,a cm] A 6"+ B(da ) m)
por lo cual
douh = %B(b/}*b)— %B(eé*e)—B(*ecm)+8(bc*n)+
+B(dag & m) B (da § +m) = 5B (fa 2 a] d #n) ~ B (fav,a] A m)
M Ay =B(da’m).
Diferenciando la segunda de estas identidades resulta la proposicién. O
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Como primer consecuencia de esta proposicién resulta que

ker w|, = {m — (m; ao (m) ¢0|m ,OF|,, . 0nl,,) :

2
:5aoeC°°(E,g),5FeF(/\(T*M)@g

E) ,on € Q2 (X, g) y todas cubren a s}

NN
por lo que las condiciones de invariancia d (TF (Ao)> = 0 se reducen a

dH|, (6n) =0 = b—da—1i[atal=0
(39) dH]|, (de) =0 = m+e=0

dH|, (0b) =0 = b+n=0

dH|, (6apg°) =0 = dm+[a)m]=0

para las componentes de la seccién s. Notar que, por la forma en que estd definido el hamil-
toniano H, estos vinculos (pese a que no se muestra acd) incluyen sus diferenciales. Efectiva-
mente, supongamos que la variacién on es tal que *én = dk para 1-formas k arbitrarias; luego

5n-H:/B(b—da—1[aﬁa],*5n>
) 2
1
:/B(b—da—[aﬁa],dk)
) 2

:f/B(dbf[daﬁa],k)
b

y los diferenciales de los vinculos son parte de los mismos vinculos.

Definicién 47. La variedad primaria de vinculos T'V) serd el conjunto de todas aquellas secciones de
Ao que satisfacen las condiciones (39).

El grupo de calibre opera de la siguiente manera sobre las nuevas coordenadas:

para todo p € Y. Notemos que el subconjunto I'") es invariante por la accién del grupo de
calibre. Sin embargo C'*° (M, G) no actda de manera efectiva sobre I' Ao). O sea, cualquier

g en el grupo de calibre tal que g|X = ey g. (0y) = 0 deja invariante a todas las secciones,
de acuerdo a las férmulas de transformacién de arriba. Entonces tales elementos, pese a no
ser necesariamente la unidad en el grupo total, operan como la identidad sobre las secciones
de A°. De cualquier manera, podemos utilizar el mismo argumento que en la proposicién
para calcular los generadores infinitesimales en las coordenadas (ag, a; e, b; m, n); asi tendremos
(para las componentes de interés) que

fr(i“’) = (%,d¢ —adea; *,*; —adem, %) .

S
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Sea ahora X = (dayg, da; de, 6b; dm, dn) un vector tangente a '™ en una seccién s; entonces sus
secciones componentes satisfaran, en particular, la linealizacién de la ltima ecuacién en (39)

d (6m) + [da ) m] + [a ) dm] = 0.

Luego suponiendo que 93 = 0 (o que las secciones se anulan alli)
Xqéwﬂﬂdes:i/‘f[—B(df—adng&n)+B(&zQ—adynﬂ
b

=/ B(€.d (6m) + (60 m] + a2 5m))]
=0

por lo cual los generadores infinitesimales del grupo de calibre estdn en el nticleo de la restric-
cién de wy a T, No est4 claro, sin embargo, que éstas sean todas las direcciones singulares de
esta estructura.

8.4.2.3. Estudio de Yang-Mills via EDS. El problema es el de siempre: ;Hemos hallado ya
todos los vinculos de Dirac en la teoria de Yang-Mills? En rigor, no disponemos de argumentos
de dimensionalidad para responder a una pregunta de esta naturaleza. De hecho, miremos la
subvariedad I'"). Sobre ella las tinicas cantidades independientes son las secciones ag y a, dado
que, de las ecuaciones (39), la primera determina b totalmente, con lo cual la tercera fija el valor
de n. Luego la cuarta es una ecuacién diferencial para m que uno espera resolver sin més, y
la segunda nos dice como elegir e. La cuarta ecuacion relaciona a con m, y esto advierte sobre
la existencia de un ndcleo no trivial en la forma presimpléctica restringida a T'(*); la simetria
de calibre provee elementos en este ntcleo, dejando abierta la cuestién acerca de si es posible
caracterizarlo completamente. Esto es equivalente a resolver el problema siguiente:

Problema. Encontrar todos los pares de formas f1 € Q' (P, g), g1 € Q* (P, g) relacionadas mediante
dgi +[a’ g1] + [f1 2 m] =0,
para algiin par a € Q' (P, g) ,m € Q% (P, g) satisfaciendo dm + [a /) m] = 0, tales que

/P[_B(fl 292)+B(f2hg1)]=0

para todo par fa, go relacionadas de la misma forma.

La teoria de sistemas diferenciales exteriores nos permitird conocer si no hay mas vinculos tipo
Dirac que los ya hallados, si podemos probar que el EDS de Hamilton-Cartan es involutivo
respecto de alguna hoja tipo tiempo.

Calculemos los caracteres de Cartan y la codimensién del espacio de elementos integrales de
dimensién 4 para el EDS de Hamilton-Cartan para el campo de Yang-Mills. Debemos advertir
que esto fue hecho, para el caso SU (2), en [Est08], utilizando programas de célculo numé-
rico. De cualquier forma, efectuando variaciones en nuestra teoria obtenemos que el EDS de
Hamilton-Cartan (que denotaremos aqui como 7) estara diferencialmente generado por

dA+i[AN A - F
F+G
d (xG) + [A ) xG] .

Ahora bien, por simplicidad vamos a estudiar el EDS sobre A := ( N (T*M) @ g) ®&(T*M ®g)
generado por

d:=dA+Li[A) A+ G
U :=d (xG) + [A ) xG]
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que es la restriccion del anterior a la subvariedad F' + G = 0. Luego usando la identidad de
Jacobi

d® = [dA ) A]+dG
= [—G—;[A?A]GA} +dG méd I
=—[G ) Al+dG
y también
d¥ = [dA ) *G] — [A ) d (*GQ)]

_{GMGAH*q[AGMQ*@]IMd%

donde 7 es el ideal algebraico generado por ® y ¥. Se ha utilizado también la identidad de
Jacobi en la forma

[A 7 [A2G)) - 5 [[45 A] 2 +G] = 0.

1
2
Luego un conjunto de generadores algebraicos para este EDS es
d:=dA+ 3[4 A+ G
E:=dG+[A}G]
U :=d(*G) + [A ) =G].

Analicemos la estructura de este EDS; para ello nos basaremos en un método explicado en
[O1v95]. Supongamos que un elemento integral £ C T4,y (A) de este EDS estd generado por
los vectores V), := (0,,,0A4,,6G,),pp=0,---,3; definimos la bandera de subspacios

0=:Ey C Ey:=(V1) C Ey:=(V1,Va) C E3:=(V1,Vo,V5) CE
y queremos calcular la codimensién de los espacios polares asociados. Entonces:

1. E1 EDS T no contiene formas de grado 1, por tener generadores de grado 2 y 3; luego
H (Ey) = T(a,yA y por lo tanto ¢y = codimH (Ep) = 0.

2. E1 EDS 7 tiene un tinico generador de grado 2, esto es, ®, por lo cual v € H (E;) siy
sélo si v (V1u®) =0, 0 sea

v1(012dA + formas semibdsicas) = 0.

La codimensién de H (E7) es igual al nimero de ecuaciones independientes en esta
lista; luego se tiene que ¢; = codimH (E;) = dimg.
3. Eneste caso v € H (Es) siy s6lo si

Todas las ecuaciones en esta lista son independientes; esto es consecuencia de la apari-
cién de la estrella de Hodge. Luego c2 = codimH (E3) = 4dimg.
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4. Finalmente calcularemos la codimensién de H (E3); la lista de ecuaciones que deter-
minan los elementos v € H (E3) serd

v (01 odA + formas semibdsicas

v (020dA 4+ formas semibdsicas

v1(020dA 4 formas semibésicas

v (011020dG + formas semibdsicas

v (02.03.dG + formas semibésicas

v1(012022d (xG) 4+ formas semibésicas

v (01203.d (xG) + formas semibésicas

)=0
)=0
)=0
)=0
v (01 203.dG + formas semibdsicas) = 0
)=0
)=0
)=0
)=0

v (02203.d (xG) + formas semibésicas

Por lo tanto ¢3 = 9dimg.
Estos nimeros pueden compararse con los listados en [[Est08] para el caso en que g = su,. Para
calcular la codimensién de la subvariedad V4 (Z) de G4 (T'A) determinada por el EDS 7 en el

elemento integral £, notemos que un conjunto de condiciones suficientes para describir a esta
subvariedad es la lista

VaV,a® =0
ViV, aVea¥ =0
ViV, Vo 2 =0

para todo p,v,0 = 0,--- ,3. A lo sumo habra aqui 10dimg ecuaciones independientes, corres-
pondientes a los pares de indices

(0,1),(0,2),(0,3),(1,2),(1,3),(2,3)
para la primera lista de ecuaciones, y para los triples de indices
(0,1,2),(0,1,3),(0,2,3),(1,2,3)
en las restantes. Pero sabemos [IL03] que
codimpVy (Z) > co + ¢1 + ¢1 + co + c3 = 10,

de donde resulta que necesariamente debe cumplirse la igualdad, y estamos en presencia de
un EDS involutivo.

8.4.2.4. Conjunto completo de vinculos de Dirac para Yang-Mills. El apartado anterior nos
permite hallar un conjunto completo de vinculos para la teoria de Yang-Mills; de acuerdo a
la teoria general, un EDS involutivo induce sobre alguna hoja de tiempo constante A (conte-
niendo al elemento E3 de una bandera regular) dicho conjunto, que no es otra cosa que algin
conjunto de generadores para el EDS K := Z| Ay. Usando las coordenadas adaptadas a esta
hoja, notemos que los generadores de 7 pueden escribirse

<I>:d(a0¢0+a)+%[aogf)0+aﬁao¢0+a]+(*m)/\¢0+n

:(dao—[ao,a]+*m)/\¢0+da+%[aﬁa]+n
E=d((xm) A ¢°+n) + [aod’ +a? (xm) A ¢° + n]
{

(
U=d((*n)A¢” —m) + [apd” +a’ (xn) A ¢° —m]
= {d (*n) + [a  *n] — [ag,m]} A ¢° —dm — [a ) m],
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de donde resulta que
1
K= <da+2[a/,\a}+n,dn+[a§n],dm+[a?m]> .
alg
De F' + G = 0 sabemos que n = —b, de donde resulta que estos generadores son los vinculos

primarios hallados a través del formalismo usual sobre el espacio de fases covariante. Luego
I'M) es invariante, de donde deducimos que no hay nuevos vinculos.
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Capitulo 9
El sistema Toda como mecanica no estandar

9.1. El método AKS: Factorizaciones y sistemas integrables

UPONGAMOS que tenemos un grupo de Lie real G que factoriza de manera tinica en un par
de subgrupos Ay B:

G=A-B.

En tales circunstancias (ver [Ova03] y referencias citadas alli) uno puede utilizar la factoriza-
cién para hallar soluciones a problemas mecanicos canénicamente asociados a las estructuras
presentes. En lo que sigue llamaremos método AKS a tal construccién, por las iniciales de los
autores que lo establecieron: M. Adler, B. Kostant y W. Symes [AvMM80, Kos79, Sym80].

9.1.1. El teorema principal.

9.1.1.1. Representacién transadjunta. Vamos a tomar como punto de partida una factoriza-
cién como la detallada arriba; dicha factorizacién induce una descomposicién

g=adb

en subdlgebras de Lie. Supongamos ademads que tenemos una forma bilineal no degenerada
(aunque no necesariamente Ad—invariante) (-, -) : gx g — R. Por trasposicion, la accién adjunta
de G sobre su dlgebra de Lie induce una nueva representaciéon 7 : G — Aut (g), que llamaremos
transadjunta:

(r(9) - X,Y) = (X, Adyr V)

para todo X,Y € g,g € G. Si la forma bilineal es Ad—invariante, entonces ambas represen-
taciones son equivalentes; en cualquier caso, la representacién transadjunta es isomorfa a la
representacion coadjunta, lo cual implica las propiedades siguientes.

Proposicién 27. Sea X un elemento de g, e indiguemos mediante el simbolo O% la 6rbita de G a través
de X via la represntacion transadjunta. Entonces

1. El espacio tangente a la orbitaen Y € O% estd dado por
TyO% = {ad}Y : Z € g}

donde ad' : g — End (g) estd definido mediante (ad; X,Y ') = — (X, [Z,Y]) para todo XY €

g.
2. El conjunto O% es una variedad simpléctica con estructura simpléctica w estd dada por

wy (—ady,Y,—ad,Y) = (Y, [Z1, Z2]) .
3. El campo vectorial hamiltoniano asociado a una funcién H := f| O% estd dado por
VH|Y = —ﬂdtvf(y)y
donde Vf € C*™ (g, g) es el gradiente de f € C* (g) respecto a la forma bilineal (-, ).
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DEMOSTRACION. Probaremos sélo el tercer apartado. Tenemos que
dH|y (adY) = df|y (ad}Y)
((Z.viY)],Y)
y por otro lado, utilizando la expresién Vi |y := adtZH(y)Y,
A partir de la ecuacién dH + Vi aw = 0 entonces obtenemos que Zy (Y) = Vf (Y), por lo que

Esto concluye la demostracion. O

9.1.1.2. Funciones invariantes y dindmica. Una funcién suave f € C* (g) es T—invariante
sii
f(r(g)-X) = f(X)
paratodo X € gy g € G. Esta familia de funciones comparten las siguientes propiedades.
Proposicién 28. Si f es una funcion T—invariante, entonces

» Vf(1(9) X)=Ad,Vf(X)paratodog € G, X € g.
] adtvf(X)X = Opara todo X € g.

DEMOSTRACION. For Y € g arbitraria tenemos que

(Vf(r(g9)X),Y) df |+ (gyx (Y)
_ %[f(T(g)X+tY)”t:0
- %[f(X+tT(971)Y)]|t:o
= dflx(r(g7")Y)
= (V/(X),7(g7H)Y)
= (Ad,Vf(X),Y)

y de aqui es inmediata la primera parte de la proposicion. La segunda parte es una version
infinitesimal de la primera. O

9.1.1.3. Descomposicion de dlgebras de Lie y dindmica. En base a las estructuras presentes
tenemos dos formas de descomponer al dlgebra de Lie g:

g=adb=alt@bt

donde at := {Z €g:(Z,X)=0 VX € a}, y similar para b*. Una propiedad importante de
estos nuevos subespacios es su T—invariancia.

Lema 39. Los subespacios a*, bt C g son T—invariantes.

DEMOSTRACION. Sea g € A, Z € a' y X un elemento arbitrario de a. Entonces
(7(9) 2, X) = (Z,Adg X)
=0
dado que Ad,-: X € a. Una demostracién similar puede utilizarse para el otro factor. O
Ademas la aplicacién X ~ (X, ) induce isomorfismos g ~ g%, a lo largo de los cuales pode-

mos trasladar la accién coadjunta de cada subgrupo G sobre el dual de su dlgebra de Lie. Esto
da origen a un par de acciones (que denotaremos por un tinico simbolo) 7 : G — Aut (g3).
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Lema 40. Si 7} : g — aty 7t : g — bt son los proyectores asociados a la descomposicion g =
at @ b, entonces

1. La nueva accién puede calcularse mediante
(40) 7a(h) - Ze =m (7 (h) Z)

para todo h € B, Z € at. Una formula similar es vdlida para la accion 75 de A sobre B.
2. El generador infinitesimal asociado a' Y € b estd dado por

(¥)*

_ Lt
Z—7T+( adyz).

DEMOSTRACION. Probaremos sélo la primera parte del lema. Si X es un elemento arbitra-
rio de b entonces

(fa(h) Z,X) = (Ady-1 (Z,4)) (X)

(Z,Ad)-1 X)
(r(h)Z,X)

por lo cual 74 (h) Z — 7 (h) Z € b, y esto significa que
7y (Fa(h)Z —7(h)Z) = 0.

Dado que 74 (h) Z € a', esta ecuacién demuestra la primera parte del lema. O

La 6rbita O%* es, como fue destacado mds arriba, una variedad simpléctica, con espacio tan-
gente

Ty O} = {r1 (—adyY): Z €b}.
La forma simpléctica esta dada por
wy (m7 (—ady,Y) 7y (—ady,Y)) = (Y, [Z1, Z2)) -

Tiene sentido por lo tanto plantearse el problema dindmico inducido sobre ella por funciones
definidas sobre todo g; el siguiente teorema nos da una descripcién de tales problemas, y la
manera de resolver los asociados a funciones T—invariantes. Uno puede llamar a este resultado
método AKS generalizado.

Teorema 13. Sea f una funcion sobre g.
1. El campo vectorial hamiltoniano para H := f| O en un puntoY es

Virly =t (adis vy Y)

donde se indicé mediante Zy las componentes de un elemento Z € g respecto de la descompo-
sicibtng=a® b.
2. Si f es T-invariante entonces el campo vectorial hamiltoniano se reduce a

t t
Vitly = adivsv)) Y = —0d(vsv)), Y
3. El problema sobre 0% C a dado por
Y t
(41) X =—advyx), X
X (0) =Xo

para f una funcion T-invariante, puede resolverse por factorizacion. De hecho, si g+ : R — A
y g— : R — B son curvas sobre estos grupos definidas por la ecuacion

exp (tV f (Xo)) = g+ (1) g (t)
la solucién del sistema vendrd dada por

X (1) =7 (g4 (1)) Xo.
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DEMOSTRACION. SiY € O entonces sera
aHl, (rt (-adyY)) = dfly (rt (-adyY))
(VI(Y) m (—adzY))
(V) —adzY)
= ([(VF(M)_.2].Y).

Por otra parte si V|, = ﬂi (—adtZH(Y)Y) entonces

wy (f (—ady, oY) 7k (—adhY) ) = (V. (2 (V) 2))

por lo cual podemos elegir Z (V) := — (V£ (Y))_ (jcualquier otra elecciéon nos da el mismo
campo vectorial sobre la 6rbita!)

1Si f es1 una funcién 7-invariante, usando la proposicién tendremos que adg f)Y =0, por
o cua

t t .
ad(vyvy) Y = —ad(vsyy), Vs
entonces

VH'Y = 7Ti (adfvf(y))_Y)

1 t
= (*ad(ww»f)

t
= —adysry, Y-

El altimo punto puede probarse derivando la solucién propuesta, debido al teorema de unici-
dad de flujos para campos vectoriales. Si Y_ € g_ es arbitraria, entonces la funcién

Fy ()= (Y_, X (t)) = <Ad(g+(t))_1Y,7X0>

tiene derivada

Fy () = <Ad(g+(t))] <adL(g+<t>)‘1*g+<t>Y_> 7X0>

= (v_,ad} X (t >
< L(g+<t))*1*g+<t> ®)

Utilizando la proposicion 28| obtenemos que

VX @) = Vf(r(g+ () Xo)
= Adg, 1)1V (Xo).

Ahora bien, si g (t) = exp (tV f (Xo)) tendremos que V f (Xo) = R,(;))-1.9 (t) por lo cual
V(o) = Ry Rig_ 01 (Lo ed- () + Rg_y29+ (1)
= Adg, (R<gf(t>>-1*97 (1) + Lig, (1))~ 1:9+ (t)) ;

entonces
V(X (8) = Lig, ))-149+ () + Rg_1y-1.9- (t) € 94 D g
que significa que
(VX ®))); =L, )19+ (1) -
Por consiguiente Fy_ (t) = <Y_, ad’év ( X(t)))JrX (t)> para cualquier Y_ € g_, y esto implica a

suvez que X (t) = adfvf(x(t)))+X (t), como querfamos probar. O
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9.2. Mecanica no estindar y método AKS

9.2.1. Mecanica no estandar y vinculos sobre las velocidades. El propdsito de esta sec-
cién es usar la mecanica no estdndar como una manera de pensar los sistemas AKS. Considere-
mos para ello un sistema mecanico libre sobre R descrito mediante el lagrangiano en I x TR xR

1
L|(t;q7mw) = {21)2 — vow} dt
y la estructura de levantamiento
O (tg,0m0) = dg — (v —w)dt.

Esto significa que las variaciones satisfacen la relacién ddég — (6v — dw) dt = 0; variando una
curvay : t — (t;¢(t),v (¢) ;w (t)), la variacion de la accién asociada serd (ignorando términos
de borde)

08 = /’y* (vév — vodw) dt
I

= /fy* [v(ddg + dwdt) — vodw)
I

= /fy* (6gdv + (v — vg) dwdt) .
I
Esto significa que las ecuaciones de Euler-Lagrange para esta mecdnica no estindar seran

b =0,
vV = 19.

Este ejemplo sobresimplificado sefiala una caracteristica fundamental de este tipo de modifica-
ciones a la estructura de levantamiento: La capacidad de inducir vinculos sobre las velocidades.
Vamos a utilizar esta capacidad de inducir vinculos sobre velocidades para escribir un siste-
ma mecénico del tipo AKS como un sistema no estdndar. Para ello utilizaremos la referencia
[EG02a], de acuerdo a la cual uno puede escribir los sistemas AKS sobre un grupo factorizable
considerando una dindmica natural (digamos, la inducida por una métrica) sobre dicho grupo,
y admitiendo la existencia de ciertos vinculos sobre las velocidades. Sea por consiguiente G
un grupo factorizable de la forma G = AB, y consideremos G x g* con la estructura simpléc-
tica canénica (suponiendo trivializacién por izquierda). La factorizacién supuesta induce las
descomposiciones

g=adb
g=a"@p’
del dlgebra de Lie y su dual, donde (-)° denota anulador. Sean 70, 7o los proyectores en cada

uno de los sumandos de la descomposicion de g*; tomemos p € b%, v € a°. Entonces podemos
definir la subvariedad

/~\/w = {(g,C) € G xg*:myo (AquC) = p,mq0 (¢) = V}.
Veremos mds adelante que esta subvariedad es de primera clase, y que el niicleo de la forma

canonica restricta a ella estd generado por los generadores infinitesimales asociados al levanta-
miento de la accién de A, x B, sobre G via

(a,b) - g:=agb™*,
donde A, (resp. B,) son los subgrupos de isotropia de u (resp. v) respecto de las acciones
a-p:=mg (Adj1g), Vo e
bt i=mq (Adj-17), Vi € a°.
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Cocientando por esta accién uno obtiene por lo tanto una variedad simpléctica, cuyas ecuacio-
nes de movimiento son las de los sistemas AKS.

9.2.2. Lamecanica no estindar de AKS. Este ejemplo es importante, en tanto provee un
nexo entre mecdnica no estindar y sistemas integrables; estd inspirado fuertemente en [FG02b].
Consideremos como espacio de velocidades

AN:=TGEPag P bg

donde, como antes, se supone que G admite la descomposicion G = AB y los fibrados sobre G
denotados mediante a¢ y bg son simplemente G x a y G x b; un punto de este espacio (con la
trivializacién por izquierda para T'G) serd (g, J; o, 8). Alli definimos la 1—forma g—valuada

0\(9,J;a,5) = /\\g - (J—Adgfla—ﬂ) dt,

(aqui A es la forma de Maurer-Cartan por izquierda) con la cual definiremos la estructura de
levantamiento, y consideraremos el lagrangiano

1

Luvliy g = {QB(J, J)—p(a)—v(B)| dt

donde y € b, v € a® y, como ya se advirtio, (-)° es el anulador de la subélgebra correspondien-
te.
Las ecuaciones de Euler-Lagrange se obtienen variando la accién

Sulli= [ 7" (Ludt)

donde v : t — (t;9(¢),J (t);(t),5(t)) es una curva en I x A. Una variacion de tal curva es
un campo vectorial

57 : (g, T30, B) = (05 9,€, 7,875 0,80, B, 80)

para ciertas funciones £ : A — ¢,0J : A — g,da : A — a,68 : A — b (estamos considerando
nuevamente a T'G trivializado por izquierda) tal que

* —
7 (£50) = 0.
De esta dltima condicién obtenemos que sobre v las funciones anteriores deben satisfacer la
relacién

(42) d¢ + [\, & — (6] — Ady—1 (5a) — [Ady-ra,&] — 58) dt = 0,
Como
55#1)['7] = \/I’V* (3’; : Lp,udt>

5y - Ly, = B(8Jdt,J) — [ (6a) + v (68)] dt
=B (d¢+ [+ (Ady—1a) dt, €], J) +
+ [B (Ady-16a+68,J) — p(da) — v (68)] dt.
Para cada ¢ € g* y cada k € Q! (A, g) definamos la 1—forma g*—valuada adﬁ¢ mediante

(adio) (€ =0 (Eh),  Veeu,

indiquemos con el simbolo £’ la forma B (¢, -), y denotemos mediante Ad* : G — Hom (g*) la
representacion coadjunta, definida via

(Adio) (©) = o (Ad, )
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paratodo § € g,¢ € g*,g € G. Con esta notacion, el elemento de g* obtenido al contraer un
vector v tangente a A con la 1—forma satisface

(adio) () = ads, 0,

donde el elemento en el miembro de la derecha es el generador infinitesimal para la accién
coadjunta asociada a x (v) € genel punto ¢ € g*. Entonces las variaciones en d«, 63 nos dardn,
respectivamente, las ecuaciones

60 (Angb - /1,) = 077Ta0 (Jb - V) = 0,
y la variacion a lo largo de T'G (compatible con la restriccion (#2)) conduce a

b i b\
AF +adl Aq e (J ) —0.

Las soluciones a las ecuaciones de Euler-Lagrange son curvas integrales en I x A del EDS
generado por

dJ> —adly, (1°),
A—(J—Ady-1a— B) dt,
o0 (Adgﬁ) _

T g0 (Jb) -V

ue satisfacen dt¢ # 0; aqui se ha supuesto que ad’ ¢" =0 paratodo ¢ € g.
q q p q cdt p

9.2.3. Problgma hamiltoniano. Intentemos construir una teoria hamiltoniana con estos
datos. Armamos A := I x (A @ (G x g*)) y sobre ella definimos la 1—forma

=L, (g9,J;a,8)dt + o (0).
(9,7;,B50) . (g 2 (©)

El EDS que describe a las curvas extremales del problema variacional definido por esta forma

estard generado por

(M+Ad, adt)a

(
donde ¢ es el isomorfismo inverso a ()b Luego la proyeccién
M:IxA—=TxA:(t;g, J;:a,B;0) (t;g,J;a,5)

mapea uno a uno soluciones de este EDS en soluciones del EDS de Euler-Lagrange.

Entonces A| {t = ty} es una variedad presimpléctica, con forma presimpléctica

ol (g ooy = AN {t = to}
= (do A \) + o (dN)
= (o 7 X) — 50 (A2 ),
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indicando con (-, -) la contraccién de g* con g. El hamiltoniano que rige a la dindmica se obtiene
de X a través de

H(g,J;a,8;0) := (BHS\) {t =10}

:O(Adg—1a+ﬁ_J) +L(g,J,Oé,ﬂ)
1

=50+ 5 (P =0) )+ (Adbo — 1) (@) + (0 ) (B).

9.2.4. Algoritmo de Gotay, Nester y Hinds. Si ! := (g, J;«, 3;0)
-\ -+ 1
(7)) = {X = (6,07,60,68:00) € TiA X s wo), = 0}
—{Xenh:o0 () ~do (&) ol A) =0}
:{XGT‘ZA:(sO':O,f:O}a

- L
por lo cual serdn invariantes todos los puntos [ € A tales que X|,-H = 0 paratodo X € (TZA) ,
esto es

0= X|,-H
- (Jb - a) (6J) + (Adgo - ﬂ) (6a) + (o — v) (68)

para todo da € a,08 € b,dJ € g. El vinculo primario es, por lo tanto

J'—o=0

Mo (Adga — u) =0

g0 (0 —v) =0.
Definimos

A = {(g7 Jia,B;0) €A J’ = o, g0 (Adﬁga - u) =0,7mq0 (0 —v) = O} ,

y queremos ver si esta subvariedad es invariante por el flujo generado por el hamiltoniano

dado. Para ello usaremos el resultado siguiente.

RN -
Lema 41. (TZA(U) C T A estd generado por los campos vectoriales hamiltonianos asociados a las
funciones
15 (9, T:0,850) = (oo (Adho) = 1) (x)
[5 (g, Js 0, B50) v= (700 (0) — V) (w)

donde k,w € g son elementos arbitrarios.

_ i
DEMOSTRACION. La demostracién se basa en el calculo de la dimension de (TZA(”)
usando la férmula

dim (TN)* = dim P — dim N + dim (Nucwy NTN)
vélida para cada subvariedad NV C P de una variedad presimpléctica. Notemos que Nuc wy|, =
(Tl[\) l, porlo quesi X = (§,8J,0a,603,60) estd en <T1A) - y respeta el vinculo impuesto por
las f1’s, entonces X = (0,0, dc, 0/3,0), por lo que es también tangente a T,AM. Por lo tanto
dim (Nuc wol, N Tlf\(l)) =dima+dimb = dimg.
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Queda por probarse la existencia de alguna relacién entre las funciones f» y las fs3; sus diferen-
ciales son

dfy = (m (Adg (da + adﬁa))) ()

=do (Ad, 174 (K)) — <.ac1fA d m(ﬁ)a> ()
dfy =do (mp (w)) .

Noétese que si, por ejemplo, o es un elemento central, entonces podria ocurrir que estos diferen-
ciales fuesen linealmente dependientes. En tal caso podemos asumir la siguiente hipétesis, que
es valida cuando la factorizacién considerada proviene de una descomposicion de Iwasawa:

Para cualquier g € G, si X € b N Adga, entonces X = 0.

Con ello estamos seguros de que nuestras funciones son independientes; luego hay dim a fun-
ciones independientes de tipo f; y dim b de tipo f3. Por consiguiente

dim A®) = dim A — dim g — dim a — dim b,
y juntando todo
dim (TN)" = 2dim g + dim a + dim b = 3dim g.
Finalmente escribiendo X o= (f,f, 8JL, 60, 887, 6073) para el campo hamiltoniano asociado

a la funcién f,‘f , resulta que
X jo o = (5073 +ad, 0) (\) — do (g;f) .

Esto implica las siguientes expresiones para estos campos hamiltonianos:
Xz = (~Ady-1ma (k) 875,675, 0X5,0)

Xpp = (mo (@), 005,075 05, —ad?, )00)

(con 57,‘?7 6xf funciones a y b—valuadas arbitrarias, ¢.J, ,f funciéon g—valuada también arbitra-
ria) mientras que las funciones f; no tienen campos hamiltonianos asociados (jrecordar que
estamos sobre una variedad presimpléctica!.) Como hay 3dim g campos linealmente indepen-

N
dientes aqui, y ellos pertenecen todos a (TA(l)) , hemos demostrado el lema. O

Aplicamos ahora la condicién de invariancia; ello implica encontrar los puntos I € A en

L
los cuales se anulan las componentes de dH |, en las direcciones de (TIA) . Ahora sil =
(9, T3, B;0) € AW

Xpgly-H =~

1
- o (6J5) + =B (305, J) — Ad} (adgdglﬂu(m)J) ()

1
2 2
( —1Tg (K),Adg—la])
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por lo cual la estabilidad de los vinculos definidos por f, impone la condicién de que « esté en
a,, el grupo de isotropias del elemento p € b respecto de la acci(’)rﬂ

a € A mo (Adﬁu) .
Asimismo para los vinculos f3, y suponiendo que aduc ¢’ =0paratodo( € g
Xpo| - H = —%a (6J%) + %B (6J%,J) + % (adﬁrb(w)a) (J)+
+ % (ad?, (yo) (1) = (Adbad?, )0) (@) -
— (adt, )7) (8) + (Adiadt o) (@)
== (adib(w)a) (8)

= o ([me (w), B])
= T40 (O’) ([ﬂ'b (w) ) ])

= (ad (m0 (1)) (o (@)
= <71’u0 (ad%u)) (mp (w))

de donde deducimos que /5 debe vivir en el dlgebra de Lie del grupo de isotropias de v respecto
de la accior]

!

be B mgo (Adgy)

para todo v € a°.
Luego aparecen nuevos vinculos, y la superficie de vinculos secundarios sera

AP = {(g9,J;0,8;0) € AV q e a.,p€b,}.
Entonces tendremos el siguiente resultado.

Proposicién 29. A®) es invariante.

DEMOSTRACION. Seal := (g,0;a, 3,0) € A®). Notemos ademéas que (Tlf\)L ={(§,0J,0c,00;d0) €
TA : 60 = & = 0}; por lo tanto un elemento X de (TJ\) . N (Tlf\(Q)) es de la forma
X =(0,0;0a,95;0)

conda € a,,f € b,. Esto significa que dim <(TJX) . N (Tl]\@))) = dima,+dimb,. Ademas

dim (A(2)) = dim (Am) — (dim (a) — dim (a,) + dim (b) — dim (b,))
por lo cual

dim (Tl[\@))l = dim (]\) — dim (]\(1)) + dim (a) + dim (b).

Como vimos antes dim (1~\) — dim (A(l)) = 2dim g, de donde se sigue que

dim (Tl]X(Q))J_ = 3dim g.

1;Es una accioén!
2]Ver la nota al pie anterior!
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oNL _oN4L _ -
Sabemos que (TZA(”) C (TIA(Q)) por ser A(?) subvariedad de A(*); como ambos son de la
misma dimensién, serdn iguales. En el lema[41|habiamos obtenido la base

{Xf = (—=Ad,-1%,0;0,0;0) , X¥ := (w,0;070; _adga) .8 == (0,8.;0,0;0),

,a == (0,0; 6, 0;0), 38 := (0,0;0,58;0) : K, 60 € a,w, 64 € MJEg}

~ 1 ~
para (TlA(l)) . Luego no apareceran nuevos vinculos, ya que A(?) estd definido como el sub-

_ RN
conjunto de A" en el cual H es invariante por elementos de (TA(l)) . O

9.3. Fijacién de calibre y reduccién

De los célculos hechos arriba tenemos que A(?) es una variedad presimpléctica, cuya forma
wy 1= wo| A? tiene nicleo

~ 1 -
Nue wsl, = (TA®) "0 (TA®).
- 1
Ahora bien, un elemento arbitrario de (TZA(Q)) se escribe
xt.— (fAdgfm +w,8J; 00,08 fadgjo)
para algin s, o € a,w, 08 € by dJ € g. Como

T,A? = { (&,60;60,0B;60) : da € a,, 0B € by,

o0 (Adg (50— + adgo—)) =0, 7q0 (00) = o}

entonces X+ estard en la interseccién de estos espacios si y solo si da € a,,58 € b, (6] )b =
—ad? o y ademas

_ # # #
0 = 7po (Adg< ad; o +ad Ad, e >>

= —Tpo <Adg <ad§Ad -1k ))
= —Tpo (adi <Ad20))
o eo ()

Teniendo en cuenta que a° es invariante por la ad*—accion de a, y lo mismo ocurre con b°
respecto de b, estas condiciones son equivalentes a

0= —mgo (adﬁ Tpo (Adga))

— —Tpo (adﬁ )

(ad 7raoa>
(aciv)

139

:—ﬂa

= —Tqo0



Capitulo 9. El sistema Toda como mecdnica no estdndar

dado que k € a,w € b. Luego x € a,,w € b, asegura, junto a las condiciones halladas arri-
ba, que X+ sea tangente a A(?). Podemos interpretar las direcciones singulares da, 53 como
generadores infinitesimales de una accién del grupo abeliano a,, x b, sobre A via

(alvﬂ/) : (g,O’;CM,ﬁ;O’) = (g,a;a+a’,ﬂ+ﬂ’;a) .

Sidefinimos A, := {(970) € G xg:myo (Adga) = p,mq0 (0) = u} la proyeccionIl’ : (g, 03, B50) €

A®? s (g,0) € A, induce un difeomorfismo de variedades presimplécticas entre A®)/ (a,, x b,,)
y AL, esta Gltima considerada como subvariedad de G' x g* con estructura simpléctica

w:=(do ) A) +0o(dN),

que es la canoénica de G x g*. Luego A, es presimpléctica con las direcciones singulares en
(g, 0) generadas por vectores de la forma

X (k,w) = (Adgfm - w,ad&o)
para todo par (k,w) € a, X b,.

Lema 42. Sea ¢1-F el generador infinitesimal asociado al levantamiento de las traslaciones por izquierda
(cuando el supraindice es L) o las traslaciones por derecha (cuando es R) en el grupo a G x g* considerado
como el fibrado cotangente a G via traslaciones por izquierda. Luego X (k,w) = (k% + w®)]| (9.0)"

Este lema permite dar sentido al esquema desde el punto de vista de reduccién de Marsden-
Weinstein: Efectivamente, podemos considerar a G'x g* como un A x B-espacio, si G xg* ~ T*G
via la trivializacién por izquierda y levantamos la accién de A x B sobre G dada por

Ax BxG— G:(a,b;g) v agh™'.

Uno puede determinar la aplicacién momento para esta accién, usando que la estructura sim-
pléctica de T*G es exacta y que las acciones son levantadas; luego resultara que

J:Gxg*— b xa°
(g,0) — (Wbo (Adga> , Tq0 (a)) .

Entonces simplemente A, = J~! (u,v); por la teoria de reduccién (veasé [AM78]) la aplica-
cién de A, sobre A, /A, x B, es presimpléctica, y las curvas solucién del sistema mecanico
definido alli por el hamiltoniano invariante H (g,0) = 0 (¢”) estdn en relacién 1 — 1 con las
del sistema inducido sobre el cociente. Para trabajar con estas ecuaciones, introduzcamos un
sistema de coordenadas conveniente; notemos que la aplicacién

Ly Ay — (9/‘? x OB :(g,0)— (m,n (Adf];lH) , g0 (Angll)>

> (m,u (Anga> y a0 (Anga))

siysélosi g = gagp, desciende a un difeomorfismo en el cociente A,/ (A, x B,).Si(g,&;0,7)
es un vector tangente a G x g* (como siempre, todas las trivializaciones se toman por izquierda)
entonces la derivada de L/, toma la forma

@) (L), (@oi&m) = (—mo (adh Ad 4 7o (adf, Ad,v))
= (oo (a2, A%, ) + 70 (AdS, ) w0 (ad?, AdE, ) + 70 (AdE, 1))

siysélosig = gagnp,&a = ma (Ady,&), & = T (Ady,&). En este contexto nos encontramos la
siguiente sorpresa.
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Proposicion 30. Sea O/} x OF con la estructura simpléctica producto w,., = w, — w,, siendo w,,
las respectivas estructuras simplécticas de Kirillov-Kostant sobre cada una de las orbitas. Si iy, : A —
G x g* es la inclusién, entonces vale que

Sk _ *
bW = L wp .

DEMOSTRACION. Si (wy,ws) = (7‘('[,0 (Adiu) , g0 (Adgy)) es un elemento arbitrario de

O:! x OF, entonces el espacio tangente en dicho punto viene dado por

Tiwn (O} x OF) = { (w0 (adian ) ;o0 (adiws ) ) 1€ € a,C € b}

La estructura simpléctica w,,,, en estos términos viene dada por

(44) wlw\(mm) ((m,o (adglc@) , Mo (adglwgD , (71'[30 (adgzc@) , g0 (adgg(-UQ))) =
= w1 ([£1,&2]) — w2 ([C1, C2]) -

Tomemos ahora una elemento (g,0;&,7) que sea tangente a A, en el punto (g,0); entonces
vale que

(45) {Whv (Adg (adgo + 77)) =0

o (1) = 0.

Como g = gagp entonces la primera condicién puede reescribirse como

o0 (AdgA <ad’2 Ad, o (Ad, o) +Ads, n)) ~0

que, dada la condicién de no degeneracic’)rﬂ es equivalente a pedir que

(46) Tpo (ad‘E Ad,,¢) (Anga) +Angn> =0.

Supongamos ahora que (g,0;&1,m1) , (9,03 &2,m2) € T{4,0)Au; entonces evaluados sobre la for-
ma canodnica tendremos que

wl(g.0) ((9,0:81,m) 5 (9,03 &2, m2)) = m (&2) — m2 (&) — o ([&1,&2])
=m0 (Ad,m) ((€2)4) + 7o (Add,m) ((€2)5)
— Tpo (Adﬁan) — g0 (A 93772) §1)a) —
— (Adh,0) (&1, (€)a]) - (Anga) (€0 (€2)5]) — (Adh,0) ([(€1) 4 (€2) )
=m0 (Adh,m +adf, (Ad},0)) (&2).) + mao (Ad,m ) ((€2)) —
— oo (Adh,m +adly,) (A5, 0)) ((61)4) = 7o (Ad,m2 ) (61).) -
~ (Ad},0) ()5 (€2)5)

donde hemos usado la notaci6n (utilizada en parrafos previos) segtin la cual (§x) 4 5 = Ta,6 (Adg,&x)
para k = 1, 2. El primer término de esta expresién se anula por la ecuacién (46); el segundo y el
cuarto también se anulan como consecuencia de que, a partir de la segunda ecuacién en @5),
resulta que n;, € b%, k = 1,2, y este subespacio es invariante por la accién de B a través de

la representacion transadjunta Ad*. Asimismo para el tercer término del segundo miembro,
usando nuevamente la ecuacién (45), podremos escribir

moo (Add,ms +ad, (Adh,0)) ((€0)4) = — (Adh, o) (€4 (&2)4),

3Esto es, que Ad%a® N b° = 0 para todo g € G.
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por lo cual

Wiy ((9,0:81,m) ,(9,0:&2,7m2)) =
=m0 (Adh,0) ([(€1) 4, (€2)4]) = 7o (Al ) ([(€1) 5, (€2)5))

A partir de la ecuacién (44) y usando la formula (43) para la derivada a lo largo de la aplicacién
L,,,, probamos con esto la proposicién. O

Por lo tanto O;} x OF con la estructura simpléctica producto w,,,, es simplectomorfo al espacio
reducido de Marsden-Weinstein asociado a la accién de A x B antes definida sobre G x g*.
Como ya hemos advertido, el hamiltoniano H (g,0) := 10 (¢”) es invariante por dicha accién,
por lo que las soluciones del sistema definido por tal hamiltoniano en G' x g* estan en corres-
pondencia uno a uno con las del sistema inducido sobre 04 x ob por el hamiltoniano H,,,

N
[AM78] definido mediante
i H =L Hp

ng

Notemos ahora que si L,,,, (g,0) = (w1, w2), entonces AngO' = w1 + wa, de donde resulta que

H,, (w1,ws) = % (Adigl (w1 +w2)) [(AdiBl (w1 +w2))1

% (Adzgl (w1 + wg)) [Adggl (w1 + wg)b}

= lwl (wb) + 1&]2 (wb> + w1 (wb> .
2 1 2 2 2

Por consiguiente

dHW|(whw2) (m,o (adgwl) S T a0 (adgu@)) =
— 4t b b i b b
= mpo (adwr ) (w] + w3 ) + meo (ad;w2 | (w] + w3

por lo que el campo vectorial hamiltoniano vendra dado por

— # #
(47) XHMV|(w1,w2) = <7Tbo <adﬂa(w?+wg)w1> , 40 (adm’ (wi-i-w;)wQ)) .

En general la solucién de sistemas mecénicos via reduccién procede en direccién opuesta en
la que estamos construyendo aqui: O sea, una vez que se define el sistema mecanico sobre el
espacio reducido, se lo resuelve alli, ya que uno espera que sea mds facil de resolver, dado
que contiene menos grados de libertad. Después se encuentra la solucién del sistema original
levantando de manera conveniente la solucién hallada. En el caso de sistemas AKS la direccién
en la que se resuelve es la opuesta: Notemos que el sistema mecanico sobre G x g* definido por
H tiene campo vectorial hamiltoniano

XH|(g,a) = (ab, —adiba) = (O‘b,O)

dada la condicién adgf > = 0 para todo ¢ € g. Por consiguiente la solucién en el espacio sin
reducir que pasa por (g, o) a tiempo cero es simplemente

t— (gexptob,a) ,

y si este dato inicial satisface myo (Adgo) = i, Tqo (0) = v, entonces dicha curva estard en A,
para todo t. Luego la curva

b (”b" (Adﬁgﬁ\(t))*“) 1Tl (Ang@)”))
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donde g4 : R — A, gp : R — Bson las curvas definidas por g4 (t) g (t) = gexpto®, es solucién
para el sistema asociado al campo vectorial (#7), que es sin dudas més dificil de solucionar que
el sistema original.
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Capitulo 10
Conclusiones, comentarios y nuevas direcciones

10.1. Conclusiones

N esta tesis se exploré la posibilidad de representar los vinculos de Dirac en la geometria
del problema variacional subyacente. Para ello fue indispensable desarrollar un lenguaje
comun en el cual coexistiesen dos maneras de entender las ecuaciones de movimiento de una
teorfa de campos (0, mds en general, problemas variacionales no estandar): Por un lado la
representacion de las mismas como un sistema dindmico sobre el espacio de secciones de una
hoja de tiempo constante en el fibrado de campos (como se vi6 en el capitulo[5), y por el otro,
utilizando la restriccién del EDS inducido por las ecuaciones de movimiento a dicha hoja. Fue
posible relacionar estas representaciones (cf. el teorema del capitulo[7), y se aplicé esta relacion
en el capitulo(8|a un cierto ndmero de ejemplos, tanto de indole matemaético como fisicamente
relevantes. El concepto de problemas variacionales no estdndar nos permitié ademds incorporar el
método AKS de construccion de sistemas integrables al esquema general desarrollado en esta
tesis.

10.2. Comentarios

Parte de lo discutido en esta tesis fue publicado en [Cap10]; sin embargo, aqui se han incluido
otros ejemplos que no fueron publicados alli por falta de espacio. Ademads el trabajo iniciado
con Hugo Montani sobre sistemas AKS ha dado lugar a un nuevo articulo [CM10], en el que
se discute el esquema de dualidad T [CMO06] para grupos de Lie de dimensién finita. Si bien
no hemos incluido ninguna discusién de este trabajo aqui, vale la pena indicar que parte del
esfuerzo realizado durante el desarrollo de este doctorado fue dirigido a llevarlo adelante.

10.3. Nuevas direcciones

Han quedado algunas direcciones a explorar a futuro, a saber:

1. El estudio en profundidad de los sistemas dindmicos obtenidos sobre los espacios de
secciones de las hojas de tiempo constante. Aqui hay dos aspectos a tener en cuenta:
El estudio desde el punto de vista analitico, esto es, la exploracién de las diferentes
estructuras diferenciables sobre estos espacios de secciones, y el estudio desde el punto
de vista global, es decir, la debilitacién de las hipétesis de localidad asumidas en el
teorema principal del capitulo[7]

2. Las teorfas de campo de orden superior (ver [dLR87,[ddSM04] y el libro [dLR85]) tam-
bién pueden pensarse como problemas variacionales no estandar, tomando el fibrado
doble J* (A) =+ A — M y como EDS 7 el generado por la estructura de contacto en el
espacio de k-jets. Tal vez puede ser interesante qué puede decir nuestro método en el
contexto de las teorias de campo de orden superior.

3. Para ser una tesis sobre mecanica geométrica, este trabajo adolece de una omisién im-
portante: Nada se ha dicho sobre simetrias de problemas variacionales no estdndar.
Sin dudas, aqui hay una discusién pendiente; el punto de partida podria ser la carac-
terizacion de simetrias para un problema variacional no estdndar (A — Ay — M, \,7)
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como transformaciones del fibrado total que mantienen la estructura intermedia y que
ademads son simetrias infinitesimales del EDS 7.

. En la descripcién de la teoria del campo electromagnético y de las teorias de calibre se
asumi6 que la relacién entre el campo de calibre /'y su potencial Aera F' = dA+ANA
sobre el fibrado principal que define a la teorfa. Esto asume que tenemos un poten-
cial A definido en todas partes; sin embargo, en general uno puede definir la forma
de curvatura F' proveyendo un cubrimiento por entornos trivializadores del fibrado
principal con el que estd trabajando, y una forma A g-valuada definida sobre cada uno
de estos entornos, relacionadas entre si por transformaciones de calibre definidas sobre
las intersecciones de dichos entornos. Un caso prototipico es el campo electromagné-
tico producido por un monopolo magnético. Seria interesante preguntarse como los
EDS definidos localmente se relacionan entre si, y si existe algtin objeto global que los
sustente.

. Aunque el producto final no lo refleje, una de las motivaciones iniciales del presente
trabajo fue el de disponer de un marco de referencia para extrapolar los procedimientos
de desingularizacién utilizados en [[CE06] a las teorias de campo con vinculos singula-
res; aunque se ha iniciado el estudio de este tipo de teorias desde este punto de vista,
queda atn mucho por hacerse.

. Las estructuras de Dirac forman un marco adecuado para el estudio de ciertos tipos
de mecénica con vinculos. Aqui hemos indicado una direccién en la cual podria ge-
neralizarse esta nocion al caso de teorfas de campo (véase seccién [5.6); uno espera
profundizar a futuro este tipo de reflexiones.

146



[ABMO5]

[Ada75]
[AdASO]

[AM78]
[Ash91]
[AVMBS0]
[BCG+91]
[BDO02]
[Ble81]
[BS03]
[BSF98]
[BT82]

[BZ05]
[Cap10]

[Car45]
[CEO06]

[CF01]

[CMO6]
[CM10]
[Con85]

[CW87]

[ddSMO04]
[Del05]
[Dir65]
[dLRS5]

[dLR87]

[Dor93]

Bibliografia

H. Attouch, G. Buttazzo, and G. Michaille. Variational Analysis in Sobolev and BV Spaces: Applications to PDEs
and Optimization (Mps-Siam Series on Optimization 6). SIAM, 2005.

R. A. Adams. Sobolev spaces. Academic Press, New York, 1975.

V. Aldaya and J. A. de Azcérraga. Geometric formulation of classical mechanics and field theory. La Rivista
del Nuovo Cimento, 3(10):1-66, 1980.

R. Abraham and J. E. Marsden. Foundations of mechanics. Benjamin/Cummings Publishing Co. Inc. Advan-
ced Book Program, Reading, Mass., 1978.

A. Ashtekar. Lectures on Non-Perturbative Canonical Gravity. Number 6 in Advanced Series in Astrophysics
and Cosmology. World Scientific Pub Co Inc, 1991.

M. Adler and P. van Moerbeke. Completely integrable systems, euclidean lie algebras and curves. Adv.
Math., 38:267-317, 1980.

RL. Bryant, S.S. Chern, R.B. Gardner, H.L. Goldschmidt, and P.A. Griffiths. Exterior differential systems.
Springer-Verlag, 1991.

R. Baker and C. Doran. Jet bundles and the formal theory of diferential equations. In L. Dorst, C. Doran,
and J. Lasenby, editors, Proceedings of the Conference on Applied Geometric Algebras in Computer Science and
Engineering, page 133. AGACSE 2001, Birkh&user, 2002.

D. Bleecker. Gauge Theory and Variational Principles. Addison-Wesley, 1981.

M. Bojowald and T. Strobl. Classical solutions for Poisson sigma models on a Riemann surface. JHEP,
07:002, 2003.

E. Binz, J. Sniatycki, and H. Fischer. Geometry of Classical Fields. Number 154 in North-Holland Mathematics
Studies. North-Holland, 1998.

R. Bott and L. W. Tu. Differential Forms in Algebraic Topology. Number 82 in Graduate Texts in Mathematics.
Springer-Verlag, 1982.

E. Bonechi and M. Zabzine. Poisson sigma model over group manifolds. J. Geom. Phys., 54:173-196, 2005.

S. Capriotti. Dirac constraints in field theory and exterior differential systems. Journal of Geometric Mechanics,
2(1):1-50, March 2010.

E. Cartan. Les systemes differéntiels extérieurs et leurs applications géométriques. Hermann, 1945.

H. Cendra and M. Etchechoury. Desingularization of implicit analytic differential equations. Journal of Phy-
sics A: Mathematical and General, 39(35):10975-11001, September 2006.

AS. Cattaneo and G. Felder. Poisson sigma models and deformation quantization. Mod. Phys. Lett.,
A16:179-190, 2001.

A. Cabrera and H. Montani. Hamiltonian loop group actions and T-duality for group manifolds. J. Geom.
Phys., 56:1116-1143, 2006.

S. Capriotti and H. Montani. Integrable systems and poisson-lie t-duality: a finite dimensional example.
Journal of Geometry and Physics, 60(10):1509-1529, October 2010.

J.B. Conway. A couse in Functional Analysis. Number 96 in Graduates Texts in Mathematics. Springer, New
York, 1985.

C. Crnkovic and E. Witten. Covariant description of canonical formalism in geometrical theories. In S.W.
Hawking and W. Israel, editors, Three Hundred Years of Gravitation, pages 676-684. Cambridge University
Press, Cambridge, U.K.; New York, U.S.A., 1987.

M. de Leon, D. Martin de Diego, and A. Santamaria-Merino. Symmetries in classical field theory. Interna-
tional Journal of Geometric Methods in Modern Physics, 1:651, 2004.

D. Delphenich. Symmetries and pre-metric electromagnetism. Annalen Phys., 14:663, 2005.

P.A M. Dirac. Lectures on Quantum Mechanics. Yeshiva University Press, 1965.

M. de Leén and P. R. Rodrigues. Generalized classical mechanics and field theory: a geometrical approach of La-
grangian and Hamiltonian formalisms involving higher order derivatives, volume 102 of Notas de Matemitica.
Elsevier, 1985.

M. de Leén and P. Rodrigues. A contribution to the global formulation of the higher-order Poincaré-Cartan
form. Letters in Mathematical Physics, 14(4):353-362, november 1987.

L. Dorfman. Dirac structures and Integrability of nonlinear evolution equations. John Wiley and Sons, 1993.

147



[Dug66]

[Eel66]
[Een06]

[EnL92]
[Est08]
[FG02a]
[FGO2b]
[Gar69]
[Gaw91]
[GF63]

[GG74]
[GIM97]

[GIMO04]
[GKMO03]
[GN79]
[GNH78]

[Got]
[Got91a]

[Got91b]

[Gri98]
[Her84]

[Hir76]
[Hor91]

[Hsu92]
[HT92]
[HT94]
[HTT91]
[1L03]

[Kam00]

[Kel74]
[KM97]
[Kos79]
[Kru73]

[Kru87]

Capitulo 10. Bibliografia

J. Dugundji. Topology. Allyn and Bacon Series in Advanced Mathematics. Allyn and Bacon, Inc., Boston,
1966.

J. Eells. A setting for global analysis. Bull. Amer. Math. Soc., 72(5):751-807, 1966.

P. Eendebak. Slices of a talk given in the Utrecht University, URL http://www.pietereendebak.nl/
contact-structures/files/aio-talk.pdf} February 2006.

A. Echeverria Enriquez and M. C. Mu noz Lecanda. Variational calculus in several variables: A hamiltonian
approach. Ann. Poincaré, 56:27-48, 1992.

EB. Estabrook. Exterior differential systems for Yang-Mills Theories. Symmetry, Integrability and Geometry:
Methods and Applications, 4, 2008.

L. Feher and A. Gabor. Adler-Kostant-Symes systems as Lagrangian gauge theories. Physics Letters A,
301:58, 2002.

L. Féher and A. Gdabor. Adler-Kostant-Symes systems as lagrangian gauge theories. arXiv:math-
ph/0202033v1, 2002.

R. Gardner. A differential geometric characterization of characteristics. Comm. Pure and Applied Math.,
23:597-626, 1969.

K. Gawedzki. Classical origin of quantum group symmetries in Wess- Zumino-Witten conformal field
theory. Commun. Math. Phys., 139:201-214, 1991.

L. M. Gelfand and S. V. Fomin. Calculus of variations. Prentice-Hall, Upper Saddle River, NJ 07458, 1963.
Revised English edition translated and edited by Richard A. Silverman.

M. Golubitsky and V.W. Guillemin. Stable mappings and their singularities. Springer-Verlag New York, 1974.
M.J. Gotay, J. Isenberg, and J.E. Marsden. Momentum maps and classical relativistic fields. I: Covariant field
theory. 1997.

M.J. Gotay, J. Isenberg, and J.E. Marsden. Momentum maps and classical relativistic fields. II: Canonical
analysis of field theories. 2004.

V. Gerdt, A. Khvedelidze, and D. Mladenov. On application of involution analysis of differential equations
to constrained dynamical systems. ArXiv:hep-th/0311174, 2003.

M.J. Gotay and J.M. Nester. Presymplectic lagrangian systems. i: the constraint algorithm and the equiva-
lence theorem. Ann. Inst. H. Poincaré, A(30):129-142, 1979.

M.J. Gotay, ]. M. Nester, and G. Hinds. Presymplectic manifolds and the Dirac-Bergmann theory of cons-
traints. J. Math. Phys., (19):2388, 1978.

M.J. Gotay. unpublished notes.

Mark J. Gotay. A multisymplectic framework for classical field theory and the calculus of variations ii: space
+ time decomposition. Differential Geometry and its Applications, 1(4):375 — 390, 1991.

M.J. Gotay. An exterior differential system approach to the Cartan form. In P. Donato, C. Duval, J. Elha-
dad, and G.M. Tuynman, editors, Symplectic geometry and mathematical physics. Actes du colloque de géométrie
symplectique et physique mathématique en I’honneur de Jean-Marie Souriau, Aix-en-Provence, France, June 11-15,
1990., pages 160 —188. Progress in Mathematics. 99. Boston, MA, Birkhduser, 1991.

P. A. Griffiths. Exterior Differential Systems and Calculus of Variations. Birkhauser, 1998.

R. Hermann. Review: Exterior differential systems and the calculus of variations. SIAM Review, 26(2):304-
306, 1984.

M. Hirsch. Differential Topology. Number 33 in Graduate Texts in Mathematics. Springer-Verlag, 1976.

P. Horava. On a covariant Hamilton-Jacobi framework for the Einstein- Maxwell theory. Class. Quant. Grav.,
8:2069-2084, 1991.

L. Hsu. Calculus of variations via the Griffiths formalism. J. Diff. Geom., 36:551-589, 1992.

M. Henneaux and C. Teitelboim. Quantization of Gauge Fields. Princeton University Press, 1992.

M. Henneaux and C. Teitelboim. Quantization of Gauge Systems. Princeton University Press, August 1994.
D. Hartley, R.W. Tucker, and P.A. Tuckey. Constrained dynamics and exterior differential systems. J. Phys.,
A24:5253-5266, 1991.

T. A. Ivey and J. M. Landsberg. Cartan for beginners: differential geometry via moving frames and exterior diffe-
rential systems. Graduate Texts in Mathematics. American Mathematical Society, 2003.

N. Kamran. An elementary introduction to exterior differential systems. In Geometric approaches to differential
equations (Canberra, 1995), volume 15 of Austral. Math. Soc. Lect. Ser., pages 100-115. Cambridge Univ. Press,
Cambridge, 2000.

H.H. Keller. Differential Calculus in Locally Convex Spaces. Number 417 in Lect. Notes in Math. Springer-
Verlag, New York, 1974.

A. Kriegl and PW. Michor. The convenient setting for global analysis, volume 53 of Mathematical Surveys and
Mongraphs. American Mathematical Society, 1997.

B. Kostant. The solution to a generalized toda lattice and representation theory. Adv. Math., 34:195-338,
1979.

D. Krupka. Some geometric aspects of variational problems in fibred manifolds. Folia Fac. Sci. Nat. Univ.
Purk. Brunensis, Physica, 14, 1973.

D. Krupka. Geometry of Lagrangean structures. III. In Proceedings of the 14th winter school on abstract analysis
(Srnt, 1986), number 14, pages 187-224, 1987.

148


http://www.pietereendebak.nl/contact-structures/files/aio-talk.pdf
http://www.pietereendebak.nl/contact-structures/files/aio-talk.pdf

[Lan99]
[Lan02]
[Mar74]
[Mic78]
[Mor01]
[MRAO02]
[Mun00]
[O1v95]
[Ova03]
[Pom78]
[RS80]

[RS96]

[Rub06]

[Sau89]
[Sei94]

[ST95]

[Sun82]
[Sym80]

[Weh04]
[YMO6a]

[YMO6b]

S. Lang. Fundamentals of Differential Geometry. Number 191 in Graduate Texts in Mathematics. Springer-
Verlag, New York, 1999.

S. Lang. Introduction to Differentiable Manifolds. Springer-Verlag, New York, 2002.

J.E. Marsden. Applications of Global Analysis in Mathematical Physics. Publish or Perish, Inc., Boston, 1974.

P. Michor. Manifolds of smooth maps. Cahiers de Topologie et Géométrie Différentielle Catégoriques, 19(1):47-78,
1978.

S. Morita. Geometry of Differential Forms, volume 201 of [wanami Series in Modern Mathematics. American
Mathematical Society, 2001.

J.E. Marsden, T. Ratiu, and R. Abraham. Manifolds, Tensor Analysis and Applications. Springer-Verlag, 3 edi-
tion, 2002.

J. R. Munkres. Topology. Prentice-Hall, 2nd edition, 2000.

P.]. Olver. Equivalence, Invariants, and Symmetry. Cambridge University Press, Cambridge, 1995.

G. Ovando. Invariant metrics and hamiltonian systems. preprint arXiv:math/0301332, 2003.

J. E. Pommaret. Systems of Partial Differential Equations and Lie pseudogroups. Gordon and Breach, 1978.

M. Reed and B. Simon. Methods of Modern Mathematical Physics, volume I: Functional Analysis. Academic
Press Inc., 1980.

D.C. Robinson and W.F. Shadwick. The Griffiths-Bryant algorithm and Dirac theory. In W.F. Shadwick, P.S.
Krishnaprasad, and T.S. Ratiu, editors, Mechanics Day, volume 7 of Fields Inst. Comm., pages 189-206. Amer.
Math. Soc., 1996.

L. Calvo Rubio. Poisson sigma models on surfaces with boundary: classical and quantum aspects. PhD thesis,
Universidad de Zaragoza, Facultad de Ciencias, 2006.

D. J. Saunders. The Geometry of Jet Bundles. Cambridge University Press, 1989.

W. Seiler. Analysis and Application of the Formal Theory of Partial Differential Equations. PhD thesis, School of
Physics and Chemistry, University of Lancaster, 1994.

W.M. Seiler and R.W. Tucker. Involution and constrained dynamics i: The Dirac approach. J. Phys. A, 28:28—
4431, 1995.

K. Sundermeyer. Constrained Dynamics. Number 169 in Lecture Notes in Physics. Springer-Verlag, 1982.

W. Symes. Systems of toda type, inverse spectral problem and representation theory. Inv. Math., 159:13-51,
1980.

K. Wehrheim. Uhlenbeck compactness. EMS series of lectures in mathematics. European Mathematical So-
ciety, 2004.

H. Yoshimura and J.E. Marsden. Dirac structures in lagrangian mechanics part i: Implicit lagrangian sys-
tems. Journal of Geometry and Physics, 57(1):133-156, 2006.

H. Yoshimura and J.E. Marsden. Dirac structures in lagrangian mechanics part ii: Variational structures.
Journal of Geometry and Physics, 57(1):209-250, 2006.

149






Indice alfabético

Algoritmo de Gotay, Nester y Hinds Integral
descripcién, Elemento,
en mecdnica cldsica, Kéghler-regular, @
en teorias de campo, elemento
fallas, [105] espacio polar de,[17]
teoria geométrica, [90] Kéhler-ordinario,
vinculos seccion, [16]
clasificacién parcial, Subvariedad, [[5]
corchetes de Dirac
de primera clase, Jet de una seccién local, [12]

de segunda clase, [S8]

variedad final de vinculos, Lepage equivalente

y condiciones de integrabilidad,@ blva’rle.mte,
canénico
Bandera regular, alternativo,
definicion, [44}
Cartan-Kéhler hipétesis de rango constante, [#4]
Teorema, 20] principio de Hamilton—Pontryaguin,
Cartan-Kuranishi contravariante, @
Teorema, [21] covariante, [45]
Espacio de Banach je un prol];iema no e.zstz.émdalr,g
funciones diferenciables, ¢ un probiema variaciora
. . para electromagnetismo,
Espacio de jets Teorias de primer orden
cartas inducidas, ’
definicion, [I3] Modelo sigma Poisson, 53|
topologia, [13]
Espacio de secciones Problema variacional
definicion, con base compacta,
estructura diferenciable ecuaciéon de onda,
lema w, funcional a extremar,
Espacio de Velocidades,@ necesidad de localizacién,@
Espacios de Sobolev no estandar
definicion, definicion,
norma,l@ mecanica Clésica,@
teorema de embebimiento, teorfas de campo de primer orden,
Extremal Prolongacién
de un problema variacional no estandar, ] de una seccién,
definicién, 27] Punto critico, véase extremal
definicién base no compacta, »
ecuaciones de Euler-lagrange, Secci6n lo.cal,. )
local,@l Sistema diferencial exterior
candénicamente asociado a una sistema de PDEs, [T4]
Foliacién compatible con condicién de independencia,
canénica, [7] con elementos no regulares,@
definicién, [75] de contacto, ]
sistema dindmico, [77] secciones integrales,
Forma de Euler-Lagrange,
de Cartan, de Hamilton-Cartan,
semibdsica, Definicién, [15]

151



Capitulo 10. Indice alfabético

Involutivo, 21]
Prolongacién,

Test de Cartan, [T9]
Topologia
C° de Whitney,
C* de Whitney,&
Vinculos y EDS
caracterizacion ttil, 05
foliacion regular, (99
teorema principa
Variacién
definici6n,
dependiente de la extensién,
férmula sobre variedades compactas,@
Variacién infinitesimal
K-admisible,
definici(’)n,@
extensible, [24]

permitida, @
Variedad reflexiva, 00|

152



	Prefacio
	Resumen
	Abstract
	Agradecimientos
	Capítulo 1. Introducción
	1.1. Filosofía
	1.2. Ingredientes involucrados
	1.3. Antecedentes
	1.4. ¿De qué se trata todo esto?

	Capítulo 2. Elementos de geometría diferencial
	2.1. Ideas geométricas sobre sistemas de PDEs
	2.2. Jets y topología en un espacio de secciones
	2.3. Sistemas diferenciales exteriores
	2.4. Fibrados sobre variedades con borde

	Capítulo 3. El cálculo variacional
	3.1. Cálculo variacional con base compacta
	3.2. Cálculo variacional con base no compacta
	3.3. Expresiones locales
	3.4. Problemas variacionales y ecuaciones de Euler-Lagrange

	Capítulo 4. Problemas no estándar y Lepage equivalencia
	4.1. Versión no estándar de la mecánica
	4.2. Extremales para problemas variacionales no estándar
	4.3. Formalismo multisimpléctico mediante Lepage equivalencia

	Capítulo 5. Problemas Lepage equivalentes y estructuras presimplécticas
	5.1. Justificación de nuestra construcción
	5.2. Espacio de secciones
	5.3. Estructuras de variedad sobre espacios de secciones
	5.4. Un ejemplo de espacio de secciones
	5.5. Estructura presimpléctica sobre un espacio de secciones
	5.6. Sobre estructuras de Dirac en una teoría de campos

	Capítulo 6. Método de Dirac
	6.1. Descripción geométrica
	6.2. Clasificación parcial de vínculos
	6.3. Algoritmo de Gotay, Nester y Hinds
	6.4. Ejemplos motivadores

	Capítulo 7. Vínculos y sistemas diferenciales exteriores
	7.1. Una caracterización útil de los vínculos
	7.2. Secciones admisibles e involución
	7.3. La subvariedad de vínculos como un espacio de secciones

	Capítulo 8. Ejemplos importantes en mecánica no estándar
	8.1. EDSs no regulares y fallas del algoritmo de Gotay, Nester y Hinds
	8.2. Mecánica no estándar y condiciones de integrabilidad
	8.3. Electromagnetismo
	8.4. Campos de Yang-Mills y espacios de fases covariantes

	Capítulo 9. El sistema Toda como mecánica no estándar
	9.1. El método AKS: Factorizaciones y sistemas integrables
	9.2. Mecánica no estándar y método AKS
	9.3. Fijación de calibre y reducción

	Capítulo 10. Conclusiones, comentarios y nuevas direcciones
	10.1. Conclusiones
	10.2. Comentarios
	10.3. Nuevas direcciones

	Bibliografía
	Índice alfabético

