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Resumen

En este trabajo serdan resueltos los problemas persimétrico y Toeplitz de Pro-
crusto, y sus soluciones serdan aplicadas a problemas concretos. Se presenta una
nueva estrategia que emplea métodos de proyecciones alternas para resolver el pro-
blema de aproximar la inversa de una matriz persimétrica. Se sugiere utilizar dicha
aproximacion en un algoritmo para resolver cierta clase de problemas de progra-
macion cuadratica, utilizando la técnica de gradiente reducido.

En el capitulo 1 se hace una introduccién, explicando los objetivos y la forma en
que ha sido organizado el trabajo. En el capitulo 2 presentamos brevemente tres tra-
bajos que consideramos fundamentales pues han servido de guia y base para nuestros
desarrollos, ellos son el problema simétrico de Procrusto, el método de proyecciones
alternas de Dykstra y los algoritmos de Escalante-Raydan. El problema persimétrico
de Procrusto es presentado en el capitulo 3, se caracterizan las soluciones y se dis-
cute la experiencia numérica. El capitulo 4 esta dedicado a resolver el problema
Toeplitz de Procrusto, y el capitulo 5 a las aplicaciones y conclusiones.



Capitulo 1

Introduccion

Consideremos el siguiente problema de minimizacion:

min  ||AX — B|]?
(1.1) s5.a
X eP,

donde A, B € R™*", con m > n ,P es un subconjunto de IR"*", y |.||; denota la
norma de Frobenius. Si Y € IR™*", entonces

2

HYHF = Z Z Yij?

i=1j=1

A esta clase de problemas se los denomina habitualmente problemas de Pro-
crusto '. Si P es el subespacio de matrices simétricas, al cual llamaremos S, dicho
problema es conocido como el problema simétrico de Procrusto, y es el que ha dado
nombre a toda esta clase de problemas, pues aparece muy frecuentemente en pro-
blemas de elasticidad, siendo precisamente su solucién la matriz de deformacion de
una estructura elastica.

Es claro que si en (1.1) se varia el conjunto de factibilidad el problema cam-
bia y por consiguiente la estrategia para resolverlo. Si en lugar de considerar un
subespacio se considera una interseccién de subespacios 6 de conjuntos convexos, el
método por eleccion es el método de proyecciones alternas de Dykstra, que obtiene
la solucion sobre la interseccién proyectando de manera alternada en cada uno de
los convexos involucrados, resolviendo en cada caso un problema de minimizacion.

Por ejemplo, Escalante-Raydan [5] y [6], aplican el método de proyecciones al-
ternas para resolver problemas de cuadrados minimos sobre una interseccion de
convexos, logrando algoritmos sencillos, éptimos y de bajo costo.

IProcrusto fue un personaje mitolégico de Atica, recordado por la historia griega como un cruel
bandido, que luego de asaltar a sus victimas las sometia a la tortura de colocarlos en un lecho de
hierro para estirarlos, si su estatura era menor que la longitud del mismo, é mutilarlos en caso
contrario.



Todo lo mencionado hasta aqui motiva nuestra inquietud por saber cémo seréan
las soluciones del problema de Procrusto para distintas regiones de factibilidad, e
investigar sus posibles aplicaciones. En particular nos interesa el caso en que el
conjunto factible es el subespacio de matrices cuadradas persimétricas (son aquellas
que son simétricas respecto a la diagonal NE-SO), el subespacio T de matrices de
Toeplitz (matrices constantes por diagonales), y el de las matrices simétricas con
respecto a ambas diagonales. En particular nos planteamos resolver los sguientes
problemas:
problema persimétrico de Procrusto

min  ||AX — B|j3
(1.2) s.a
X =EXTE,

problema Toeplitz de Procrusto

min  ||AX — B|]?
(1.3) s.a
XeT,

problema doblemente simétrico,

min  ||AX — B|]?
(1.4) s.a
XeTns.

La idea es, por un lado caracterizar las soluciones de cada uno de estos proble-
mas, estudiar las propiedades del conjunto de soluciones y analizar los problemas
que aparecen al intersectar los convexos estudiados con otros, aplicando proyecciones
alternas. Por otra parte, es también nuestro objetivo presentar aplicaciones de las
nuevas técnicas desarrolladas.



Capitulo 2

Fundamentos

Este capitulo incluye una resenia de importantes trabajos que han servido de
inspiracién para esta contribucion: el método de proyecciones alternas de Dykstra
[4], la resolucién del Problema simétrico de Procrusto [8], y distintas versiones del
algoritmo de proyecciones alternas de Escalante-Raydan [5], [6].

El método de proyecciones alternas encuentra su origen en trabajos de Von
Neumann [10], que datan de 1932. Von Neumann aborda el problema de hallar la
proyeccion de un punto dado en el espacio de Hilbert, sobre la interseccién de dos
subespacios del espacio de Hilbert. En 1959 Cheney y Goldstein [3], extienden el
analisis de Von Neumann al caso en que la interseccion sea de dos conjuntos cerra-
dos convexos. Tres anos mas tarde, Halperin resuelve el problema de proyectar un
punto sobre la interseccién de un nimero finito (eventualmente mayor que dos) de
subespacios cerrados de Hilbert, recordemos que hasta ese momento se trabajaba
con intersecciones de dos subespacios.

Dykstra [4] en 1983 disena un método que resuelve el problema de proyectar
un punto dado de IR™ sobre la interseccién de un nimero finito de conos cerrados
convexos de IR", y en 1986, junto a Boyle [1], generalizan el método para el caso en
que la interseccion sea de conjuntos cerrados convexos, no necesariamente conos.

El método de proyecciones alternas de Dykstra y el problema simétrico de Pro-
crusto son aplicados por Escalante y Raydéan, quienes desarrollan nuevos algoritmos
que resuelven problemas de cuadrados minimos con restricciones.

2.1 Método de proyecciones alternas de Dykstra

El método de proyecciones alternas de Dykstra resuelve el problema de mini-
mizar la distancia desde un punto dado de IR" a la interseccién de un numero finito
de conos cerrados convexos.



Consideremos el problema:

min |lg 7]
(2.1) 5.4
donde K1, K, ---, K,., son conos cerrados convexos de IR", y la norma es la asociada

al producto interno:
(Jj, y) = Z LiYis
i=1
es decir:

" 1/2
ol = (2, 0)2 — (z) |
=1

Debe notarse que si K;, © = 1,---,7 es un cono cerrado convexo, entonces la
interseccién de todos ellos también lo es.
Asumiendo que es posible resolver el problema de hallar un vector en K; tal que

sea solucién de
min  |[f — 2]
(2.2) s.a
x € K;,

para toda f y para todo i, la solucién del problema (2.1) se obtiene resolviendo una
sucesién de problemas de tipo (2.2).
Un vector g* € K; es solucién de (2.2) si:

(9—9f—9)<0, V feK,
es decir,
si 0 =ang(g— g%, f — g*), entonces para todo f € K;, § > 7/2.

El método consiste de un simple procedimiento iterativo, que minimiza en cada
K;, imponiendo a ellos como unicas restricciones que r sea finito y K; un cono ce-
rrado convexo para cada i. Si Pg(A) denota la proyecciéon de A sobre el conjunto
B, el siguiente algoritmo describe el método de proyecciones alternas.

Algoritmo 2.1.1 (Proyecciones Alternas)

Dado X € IR", I, =0, Vi,
repetir para 1 =1,2,--- 1

Ve X1,
X « P,(Y)
L[+« X-Y
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El siguiente teorema garantiza la convergencia del algoritmo anterior.

Teorema 2.1.1 Los vectores generados por el Algoritmo 2.1.1, convergen a una
solucion de (2.1), es decir X; — X* cuando i — oo.

La demostracién puede ser consultada en [4].

2.2 Problema simétrico de Procrusto
Interesa resolver:
min  ||AX — B|j2
(2.3) s.a
X=X

)

Ay B e€R™" m >n. La norma utilizada es la norma de Frobenius.
Se considera la descomposicién en valores singulares de la matriz A:

)
A—P[ 0 }QT,

donde P € R™™ y @ € IR™", son matrices ortogonales, y > = diag(o1,- -, 0n),
oy =20, 20.

Recordemos que dada la matriz A, si P y () son matrices ortogonales de dimen-
siones adecuadas, se verifica que:

1QAP e = [|Ale,
por ello, resolver (2.3) es equivalente a encontrar una solucién para:

min || XY -2
(2.4) s.a
Y =YT,

siendo

Y =Q"XQ,

C, € R™ ™,
La solucién de (2.4):

0i(C1)ij + 0;(Ch);i
(Yi)ij = 02+ 0;?
arbitrario en otro caso.

St 0'1‘2‘|‘0'j2 7&0

11



y por lo tanto la solucién para (2.3) estd dada por X, = QY.Q7.

Luego de hallar la expresién de la solucién el autor caracteriza el conjunto de
soluciones y demuestra ademés un teorema relacionado a la estabilidad de su estrate-
gia. Ambos resultados seran prsentados a continuacién y seran de interés cuando se
estudie el caso persimétrico.

2.2.1 Caracterizacion de las soluciones

El teorema siguiente da una caracterizaciéon para el conjunto de soluciones del
problema (2.3)

S — {X e R™™ : X = X", [|AX — B|f} = min ||AZ - Bug}.
ZT

Z=
Lema 2.2.1
1) XeS<+= X=XT yATAX + XATA=ATB+ BT A.
2) S es convezo.

3) S tiene un tnico elemento X,™" de norma de Fobenius minima.

4) S ={X\,""} <= Rank(A) = n.

Observacion:

La igualdad que aparece en el inciso 1) del lema anterior,
(2.5) ATAX + XATA=ATB + BT A,

recibe la denominacion “ecuaciones normales’, y de esa forma nos referiremos a ella
en adelante.

Teorema 2.2.1 Sea A € R™", m > n. Sea X solucidn de (2.3). Sea X tal que
resuelve el problema perturbado:

min  |[(A+0A4)X — (B+0B)|3

(2.6) s.a
X =XT,
donde 6A y 6B € IR™*".
Sean:
R=AX — B,

R=(A+8A)X — (B +6B),

12



{ Ko(A) si rank(A) =n
2k2(A) rank(A) <n

Suponiendo que rank(A) = rank(A+ JA) =n, y kea < 1, entonces

108l IR
X X
R (614” ||F + HA||2 + HGAHAHQ + K'EA|H ||F7

N K
@7) X = X <
(23) IR = Rlly < eall Xl [141]s + 6B + 5 €4 Rll.

Las demostraciones de ambos resultados pueden ser encontradas en [8].
Si rank(A) = n, el autor encuentra un expresion para el residuo. Si X, es la
solucién de (2.3), entonces:

2
o= 145, = Bl = & OIS o
siendo:
C = [ g; } = PTBQ € R™"",
P, Qy > = diag(oy,---,0,), las matrices involucradas en la descomposicién en

valores singulares de la matriz A.

Debe notarse el hecho que, para el problema de cuadrados minimos standard,
el residuo es exactamente igual a || Zs||2, y que si la matriz solucién del problema
standard, AT B es simétrica, siendo A" la matriz pseudoinversa de A, entonces la
sumatoria que aparece en la expresion de p,s es cero.

2.3 Algoritmos de Escalante-Raydan
Los algoritmos propuestos por Ecalante- Raydan resuelven el problema de hallar
una matriz cuadrada, simétrica, definida positiva que, satisfaciendo restricciones de

caja, minimice la norma de Frobenius de AX — B. Primero se considerard el caso
en el cual A =1, y luego el caso general.

13



2.3.1 Caso cuadrado

Se considera el problema de cuadrados minimos con restricciones:

min X - Al
S.a

L<X LU,
(2.9) X7 = X,

/\mm(X) >e> 0,

X eP.

donde
A, L, U € IR™", X matriz cuadrada simétrica.
Amin(X) es el menor autovalor de X, y € es una constante dada.
P C IR™", matrices que tienen una estructura especial.
La notacién A < B, donde A y B son dos matrices significa que A;; < B;;, para

todo 7,7 con 1 < 1¢,7 < n. La norma utilizada es la norma de Frobenius:

m

1AJF = (4, 4) = >~ (Ay)*,

ij=1

con el producto interno:
(A, B) = Traza(AT B).
La regién de factibilidad del problema estda dada por la interseccion de los si-
guientes conjuntos:
B={XeR"" : L<X<U},

epd ={X e R™" : X" =X, \pin(X) > € >0},

P:{XEIRTLX” : X:ZOQGZ‘, aiGR,lgiSm}.

i=1

Es preciso aclarar que en la definicién de P se considera que
1
1<m< n(n2—|—),

aunque en la practica en general se tiene m < n.
Se consideran G, Go, -+, G,,, matrices no nulas, simétricas, en IR™", cuyas
entradas valen cero 6 uno de acuerdo a la siguiente propiedad:

14



para cada entrada st, 1 < s,t < n existe un y sélo un k tal que 1 <k <m,y

(Gr)sy = 1.

De esta forma (2.9) puede ser expresado como sigue:
(2.10) min{[|X — A|2 : X € BnepdNP}.

La regién de factibilidad para el problema (2.10) estd dada por la interseccién de
conjuntos cerrados y convexos en el espacio producto interno IR"*". Debe notarse
que P es un subespacio del subespacio de matrices simétricas y que el conjunto de
matrices {G1, Gy, -+, Gy, } constituye una base para P.

El problema (2.10) se resuelve por medio del método de proyecciones alternas
de Dykstra. La idea fundamental es proyectar sobre cada uno de los subconjuntos
cerrados y convexos que forman la region de factibilidad, por lo cual es necesario
caracterizar las proyecciones sobre los mismos. Los tres teoremas siguientes, cuyas
demostraciones pueden consultarse en [5], cumplen tal objetivo.

Teorema 2.3.1 Si A € IR™*", entonces la inica solucion para el problema

min [|X — AJ2
Ss.a
X e B,

estd dada por la matriz cuadrada Pg(A) cuya entrada i,j para todo 1 <i,j < n se
define como sigue:

Aij st Ly < Ay < Uy,
(PB(A))ij =1 Uiy si Aij > Uy,
Lij st Aij < Lij-
Teorema 2.3.2 Si A € IR™*", entonces la tinica solucion para el problema

min X - AJ2
S.a

X eP,

estd dada por

con los coeficientes

15



Teorema 2.3.3 Sea A € IR™™" y sean B y C las partes simétrica y antisimétrica
de A respectivamente:

T AT
B:(A+2A ) o A 2A )

Entonces la solucion para el problema

min | X — A3
s.a

X € epd,

estd dada por
Pa(A) = Zdiag(d;) Z",

donde
L[ AB) s A(B) 2
] e si N(B) <e
y la matriz Z es tal que B = ZDZ" es la descomposicion espectral de B es decir:
-7 =1,
- D = diag(\i(B)).
Ademas:

min [|X —Af= > (N(B) -’ +[C];".

Xeepd A(B)<e
Corolario 2.3.1 Si A € R™" es simétrica, entonces:
Popa(A) = Zdiag(d;) Z",
donde
d — { Mi(A) s Ai(A) > e,
€ st N(A) <e
y la matriz Z es tal que A = ZDZ7T es la descomposicion espectral de A es decir:
AYA=S B
- D = diag(\;(A)).
Algoritmo 2.3.1 (Algoritmo de Escalente-Rayddn)

Dada A € R™", sea Ag = A, 15,4= 1§ =10,
para it =1,2,---, repetir

Ai - PP(Az) - Ieipd

16



i = Popa(Ai) — Ay,
A; = Pya(Ai) — I,
157 = Pp(A;) — Ay,
Aipr = P(Ai).

Observaciones:

e La proyeccion sobre el conjunto epd es realizada en cada iteracién, inmediata-
mente después de realizar la proyeccion sobre P, de modo de proyectar una
matriz simétrica y aplicar el corolario.

e Los incrementos asociados a epd y B son considerados pues se debe garanti-
zar que la sucesion generada por el algoritmo (2.3.1) converja a una solucién
de (2.10). Dado que P es un subespacio, los incrementos asociados no son
necesarios.

e En la practica, el algoritmo es detenido cuando dos proyecciones consecutivas
sobre un mismo espacio son muy cercanas, es decir si la diferencia entre ambas
alcanza cierta tolerancia prefijada.

El siguiente resultado constituye el teorema de convergencia para el algoritmo
2.3.1.

Teorema 2.3.4 Si el conjunto cerrado y convero BNepd NP, es no vacio, entonces
para alguna matriz A € R™" la sucesiones {Pp(A;)}, {Ps(Ai)}, y {Pepa(Ai)} ge-
neradas por el algoritmo 2.3.1 convergen en norma de Frobenius a una solucion de
(2.10).

La demostracién se sigue de un resultado de convergencia establecido por Boyle y
Dykstra [1].

2.3.2 Versién mejorada del algoritmo

Del analisis del costo asociado a cada proyeccion se advierte que llevar a cabo las
proyecciones sobre epd constituye la instancia mas costosa, pues supone el calculo
de todos los autovalores y autovectores de una matriz simétrica. Si se piensa en B,
sblo se deben efectuar comparaciones entre elementos de A y los correspondientes
de L y U. Finalmente la proyeccién sobre P sélo implica efectuar el célculo de
medias aritméticas entre la entradas de A. Luego es claro que las proyecciones mas
costosas son las que se realizan sobre epd. Precisamente con el objeto de reducir
el costo computacional es que Escalante y Raydan presentan una nueva versién del
algoritmo, la cual proyecta sobre epd y sobre la intersecciéon B N P.

17



Algoritmo 2.3.2 (Version Mejorada)
Dada A € R™", sea Ay = A, Ipnp = I5,# 0,
para i =1,2,---, repetir
A = Parp(Ai) — L
I = Poa(A) — A,
Aip1 = Pya(Ai) — Ipnp,

IBm7i>+1 = PBOP(Ai+1) - Ai+1-

En el algoritmo anterior, se supone que la proyeccion Pgnp(A;) es la tnica
solucion del problema:
min X - AJ2
s.a

XeBnP.

Para caracterizar dicha solucion se hardn las siguientes consideraciones:

Sea B C B:
B={XeR™ : L<X<U},

donde L, y U se obtienen como sigue:

Para k =1,2,---,m, si (G);; = 1 entonces:

Lij = Max(Gy),s=1 Ly, Uij = MIN(G,)re=1 Urs-

El siguiente teorema permite caracterizar las proyecciones sobre BN P.

Teorema 2.3.5 Si BN P es no vacio entonces en la i—ésima iteracion del algo-
ritmo 2.8.2, la proyeccion de A; sobre BN P esta dada por:

Pgap = Pp(Pp(4;)).

La demostraciéon puede consultarse en [5].

Finalmente, en cuanto a la experiencia computacional presentada por los au-
tores, son claros los beneficios de aplicar el algoritmo en su versién mejorada, el
cual no sélo se impone al algoritmo 2.3.1 en cuanto a tiempo, sino que es significa-
tiva la diferencia en nimero de iteraciones que resulta de aplicar uno u otro. Debe
destacarse lo ingenioso, simple y practico de este método.

18



2.3.3 Caso rectangular

Considérese el siguiente problema:

min  ||AX — B|j3
s.a
L<X<U,
(2.11)
XT =X,
Amm(X) >e>0.
donde

Ay B son matrices m x n dadas, m > n, rank(A) = n,
L,U, X € IR™", X matriz cuadrada simétrica,
Amin(X) es el menor autovalor de X, y € es una constante dada.

Para la resolucién se aplica descomposicion en valores singulares, a la matriz A,
con el objeto de transformar el problema original en uno mas simple, que sélo in-
volucre matrices cuadradas, para aplicar la técnica desarrollada en el caso anterior.

La region de factibilidad del problema esta dada por la interseccién de los

conjuntos:
B={XeR"™™ : L<X<U}

epd = {X e R™" : X' =X, \pin(X) >e>0}.
Asi (2.11) puede ser expresado como sigue:

(2.12) min{||AX — B|2 : X € BNepd NP}

Aplicando descomposicion en valores singulares, se tiene que resolver el problema
(2.12) es equivalente a resolver:

min  ||Z - C1|}2
(2.13) s.a
B Nepd,

siendo Z =YY € IRV", Y = QT XQ, y la regién de factibilidad la interseccién de
los dos conjuntos convexos siguientes:

B = {Z ceR™" : L<Qu'zQT < U} :

Epd/: {ZE]R"X" : Z:ZY;Y:YT, )‘mm(Z) 20}7

donde y es hallada teniendo en cuenta (2.2). Se presenta a continuacién la versién
del algoritmo de proyecciones alternas que resuelve este caso.
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Algoritmo 2.3.3 (Caso Rectangular)

Dada Cy € R™", sea (Cy), = Ch, Igy= 18 =0,
para i =1,2,--- repetir

(C1); = Po(Ch); = Iepar

Iy’ = P (C1), = (Ch);,

(C1)i11 = Popar (Ch)s — 18,

Igt" = Pp(Ch);4 — (C1)y-

El siguiente teorema garantiza la convergencia del algoritmo.

Teorema 2.3.6 Si el conjunto cerrado y convexo B' N epd es no vacio entonces,
para todo Cy € IR™", las sucesiones de matrices generadas por el algoritmo 2.3.3,
{Ps(Ch);} v {Pepd/(Cl)i}, convergen en norma de Frobenius a una solucion del

problema (2.13).

Luego resulta claro que volviendo hacia atras es posible hallar una solucién para el
problema (2.9).
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Capitulo 3

Problema persimétrico de
Procrusto

En este capitulo se considera la clase de todos los problemas de cuadrados minimos
con restricciones del tipo:

min  ||AX — B|]?
(3.1) s.a
X eP,

donde A y B son matrices rectangulares, pertenecientes a IR™*", con m > n; P
es un subconjunto de IR™*". Nos ocupa ahora el problema que se obtiene si P es
el conjunto de matrices persimétricas, se desea resolver el problema persimétrico de
Procrusto.
Recordemos la definicién de matriz persimétrica:

Definicién (segin Golub y Van Loan [7]): B € IR™" se dice persimétrica cuando
es simétrica respecto a la diagonal NE-SO, es decir, si B;; = B,,_j+1n,—i+1 para todo
1, 7. Esto es equivalente a requerir que

B=EBTE,

donde FE es la matriz que tiene todos los elementos nulos excepto sobre la diago-
nal NE-SO, en los que los elementos son iguales a 1. A tal matriz la llamaremos
“peridentidad”; de modo que el problema queda expresado como sigue:

min  ||AX — B|j3
(3.2) s.a
X = EXTE.

Consideremos la descomposicién en valores singulares de A:
A=P [ > } Q".
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dénde P € R™™ y @ € IR™", son matrices ortogonales, y > = diag(o1,- -, 0n),
o> >0, >0.

En virtud de la invariancia de la norma de Frobenius bajo transformaciones
ortogonales se tiene que:

IAX — B2 = P{%}Q?X—BQZwﬂ<P{%}Q?X—B)Q2
_ {%}«fx@_Pﬁmizu{%}y—zi
= | XY -4 §+||ZzH§
siendo:
Y =Q"XQ,

| 4| pr
Z—{ZQ}—PBQ,

Z, € IR™".

De modo que resolver (3.2) es equivalente a resolver:

{ min || XY = Zif;

Ss.a

(3.3)
Y e P

Finalmente, se analiza la regién de factibilidad del problema. Esto es, si X es
tal que X = EXTE, hay que determinar que relacién existe entre Y e Y7

Proposicién 3.0.1 Sean X, E, P y Q como arriba, Y = Q7 X Q, entonces ewiste
U € R™™ ortogonal y simétrica tal que

Y=UY"TU.

Demostracion :

Y = Q"XQ=Q"(EX"E)Q =(Q"E)(X")(EQ) = (Q"E)(QY"Q")(EQ)
(QTEQ)Y"(Q'EQ) =UY"U,

donde U = QT EQ es ortogonal y simétrica pues:

UU" = (QTEQ)QTEQ)" = (Q"EQ)(Q"ETQ) = Q"EQQ"EQ
QTE*Q=Q"Q =1,
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U'U = (Q"EQ)"(Q"EQ) = (Q"ETQ)(Q"EQ) = Q"EQQTEQ
QTE*Q=Q"Q =1,

UT = (Q"EQ)" =Q"ETQ=Q"EQ =1,
pues Q ortogonal, QTQ =QQT =1,y E' = Fy E*>=E. O

De la proposicién anterior resulta que Y verifica:
Y=UY"U&sYU=UY"YU=(YU),

llamando S = YU, resulta que S = ST. Luego expresando a (3.3) en términos
de S, lo que se debe resolver es un problema en el cual la region de factibilidad
es el conjunto de matrices simétricas, lo cual permite resolver el problema (3.2),
resolviendo otro de tipo simétrico. Veamos como obtener la funcién objetivo en
términos de S:

ISY -2z = (XY -2)UE=IYXYU-2U|3
= | 5- 2k

Luego el problema a resolver es el siguiente:

min |25 - 2?2
(3.4) s.a
S =97,

entonces, aplicando el resultado de Higham para el caso simétrico [8], se tiene:

0i(Z1)ij + 05(Z1) i
Sij = 02+ 0;?
arbitrario en otro caso.

S? 0'1'2+O'j2 7£0

Si S, es la solucién de (3.4), se obtiene Y, = S,U, y por lo tanto X, = QY.Q7, la
solucién del problema (3.2).
3.1 Caracterizacion de las soluciones

Sea S el conjunto de soluciones del problema dado

5= {X eR™™ : X=EX"E, |AX-BE= wmin [AZ- B||§} .

=EZTE

En el siguiente lema se establecen propiedades del conjunto S, de hecho gene-
raliza el lema 2.2.1 al caso persimétrico.
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Lema 3.1.1
1) XeS+= X=FEXTE
y ATA(XE) + (XE)ATA = AT(BE) + (BE)T A.
2) S es convezo.
3) S tiene un unico elemento X, de norma de Fobenius minima.
4) § ={X,""} < rank(A) = n.

Demostracion :

1) Si X € S, es claramente persimétrica, y solo resta probar la igualdad. Para ello
basta con considerar las ecuaciones normales, obtenidas por Higham para el caso
simétrico. Pues si X es una solucién de (3.2), entonces X = QY QT, donde Y = SU,
con U =QTEQ y S es tal que se obtiene como solucién de un problema simétrico:
min |25 — Z;|?
(3.5) s.a
S = ST,
Por lo tanto S verifica las ecuaciones normales , es decir:

YTRS + STy =277, + 7,' .

Teniendo en cuenta que:

7y =UZ,

| 4| _pr
Z—{ZQ]—PBQ,
Zleﬂ:{nxn’

_ by T
AP[O}Q,
ZQZUZQa

el primer miembro de la igualdad es:

YIes +8vTy = [%} [%}(YU)—#—(YU)[%} H}

B [g}T[g](QTXQ)(QTEQ)+(QTXQ)(QTEQ)[E]T{
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- [3] ([3]e)omeaen (o 3]) 3]

- 3] wraamereraare| g

|
-~ ([3] #)aeraariere (o[ 7))

= QTATAXE)Q + QT (XE)ATAQ
= QT(ATA(XE) + (XE)ATA)Q.

y el segundo miembro se transforma en:

17T 5 S 4T
Sz 20y = | A >
0| | 2

= | o | (PBQQTEQ) + (Q"EQ)(P"BQ)" [ o }

- ([%]TPT)BEQWTEBT(P[%D

= Q'(ATBE)Q + Q"(EB")AQ
= Q"(A"(BE) +(BE)"A)Q.
Luego se tiene que la igualdad inicial es equivalente a:
QT(ATA(XE) + (XE)ATA)Q = Q"(AT(BE) + (BE)TA)Q,

es decir:

ATA(XE) + (XE)ATA = AT(BE) + (BE)" A.
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Para probar la reciproca, se supone que X es persimétrica y verifica la tultima igual-
dad. Se debe probar que X es un minimizador para

f(X)=||AX — B|2 = Traza((AX — B)"(AX — B)).

Para ello basta con verificar que f(X+A) > f(X), cualesquiera que sea A = EATE.

Sea entonces:

f(X+A)

Es claro que

ademas:

Traza |( [ (X +A) - B AX +A) - B)}

(AX + AA = B)T(AX + AA - B)]

Traza
Traza

[
[(AX = B) + AA)"((AX — B) + AA)]
Traza |[((AX — B)" + (AA)")((AX — B) + AA)]
Traza((AX — B)T(AX — B) + (AX — B)'(AA)

+ (AA)T(AX — B) + (AA)T(AA))
Traza((AX — B)T(AX — B)) + Traza((AA)T(AA))
+ Traza((AX — B)T(AA) + (AA)T(AX — B))
F(X) + Traza((AX — B)T(AA) + (AA)T(AX — B)) +
+ Traza((AA)T(AA)).

Traza((AA)T(AA)) = |JAA|2 > 0,

Traza((AX — B)T(AA) + (AA)T(AX — B)) =0,

pues si D = (AX — B)T(AA),

D+ D" =

E[(XE)A"A— (BE)"A| A + [E [ATA(XE) — A"(BE)]" A

[(AX - B)"(A8)] + [(AX - B)"(44)]"

XTATAN — BTAN+ ATATAX — ATA"B

(EXE)ATAA — E*BTAA) + (ATATAX — ATATB)E?
E[(XE)ATA— EBTA| A+ AT [ATA(XE) — A"(BE)| E

T

EMA + [EMA]”,
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siendo

M = (XE)ATA — (BE)"A = [ATA(XE) - A"(BE)|"
de las ecuaciones normales para el caso persimétrico, se tiene que
M" =—-M,

luego, por ser A persimétrica y Traza(AB) = Traza(BA), cualesquiera que sean A

y B € IR™™, se tiene que:

Traza(D + D") = Traza[(EMA)+ (EMA)"] = Traza [(EMA) + (A" M E)]
= Traza[EMA+ (EAE)M"E| = Traza[E(MA + AE(—M)E)]
= Traza|(MA+ AE(-M)E)E) = Traza [MAE — AEME?|

[
= Traza[M(AE) — (AE)M]| = Traza[M(AE)] — Traza [(AE)M]
— 0.

Queda probado que X es minimizador de f.

2) S es convexo: Sean X; y Xo en S, p € IR, entonces:
) uXi+ (1= )Xo =E(uX:+ (1 —p)X)TE:
E(pXi+(1-mX)'E = EX," +(1-p)X,")E
— B(uX,")E+ B(1— p)X,")E
= u(EX\"E)+ (1 - p)(EXy"E) = pXi + (1 — )X,
i) ATA((uX0 + (1— 1) Xa)B) + (uXi1+ (1 — 5) Xa) E) AT A = AT(BE) + (BE)T A
ATA((pX, + (1= W) X)E) = ATA(uX,FE + (1 — p)X,F)
= pATA(X,E) + (1 — p)ATA(X,E)

utilizando 1), la condicién necesaria y suficiente para que X € S es que se
verifiquen las correspondientes ecuaciones normales:

(uXy+ (1= ) Xo) BE)ATA = (uXi B+ (1 - p)X2E)ATA
= p(X1E)ATA+ (1 — p)(XoE)ATA
luego, sumando miembro a miembro, se tiene que la expresién:
ATA((pXy + (1= ) Xo) B) + (u X1 + (1 — ) Xo) E) AT A,
es igual a
(WATA(XLE) + (1 — ) ATA(X:E)) + ((Xi E)ATA + (1 — i) (X2 ) AT A),
reagrupando de manera conveniente resulta:

w(AT(BE) + (BE)'A) 4+ (1 — u)(AT(BE) + (BE)' A) = AT(BE) + (BE)" A.
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i) y ii) prueban que S es convexo.

3) El tnico elemento de minima norma se obtiene considerando en la expresion de
S;j los valores arbitrarios igual a cero. De modo que S serd de minima norma, y por
lo tanto Y = SU, y X = QY Q" ya que U y @ son matrices ortogonales.

4)Si rank(A) = n, es claro que los valores singulares serdn no nulos en su totalidad,
y por lo tanto la unica solucién es la de minima norma . O

Observaciones:

e Sim=ny A =1, el problema se reduce a encontrar la matriz persimétrica,
mas cercana en norma de Frobenius a una matriz dada B, es decir:

min || X — B||p°
(3.6) s.a
X =EXTE.

Luego, a partir del lema anterior se tiene que en este caso particular la solucion
es: .
B+ (EB'E
X — —’_(2)

e Eis posible llevar a cabo la tranformacién del problema inicial de manera mas
sencilla, para convertirlo en un problema simétrico. Sea el problema (3.2), se
requiere que la solucién del mismo verifique:

X =EXTE,
lo cual es equivalente a:
XE=EX" =(XE)".

Con el cambio de variables T = X E, sélo se necesita que T = TT, luego ya
que FE es ortogonal

|AX — Bll, = |[(AX — B)E|, = ||A(XE) - (BE)||; = | AT - B,

por lo tanto, resolver el problema persimétrico es equivalente a resolver el
siguiente:
min  ||AT — B2
(3.7) s.a
T=T7,
el cual ha sido resuelto por Higham. Luego, si T* es su solucién, X* = T*E,
es la solucién del problema (3.2).
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Teniendo en cuenta esta observacion, es posible demostrar de manera mas di-
recta al lema anterior.

Investigaremos cual es el comportamiento de la solucion obtenida frente a
pequenas perturbaciones de los datos estableciendo el siguiente teorema:

Teorema 3.1.1 Sean A, B € R™*", m > n, rank(A) = n.
Sea X solucion de (3.2), y X solucion

min  [|[(A+0A4)X — (B+0B)|2
(3.8) s.a
X = EXTE,

siendo 0A, B € IR™*", tal que rank(A + JA) = rank(A) = n. Definiendo:
R=AX-B
R=(A+6A)X — (B+0B),

1Al
Al
Kk = Kka(A),

stk eqg <1, entonces:

A K 0B IR
(3.9) X = Xllp < <€AHXH + =+ wear o |+ real | X
T l-ea T Al [1A]l2 ’
(3.10) IR — Rlle < eal | X[lg [[All2 + [I6Blle + # eal|Rll;

Demostracion :

Se sabe que resolver (3.2) es equivalente a resolver (3.7). Si se perturba ligeramente
el problema simétrico anterior

min  [[(A+0A)T — (B+6B)|3
(3.11) s.a
T=17,

de solucién T, se tiene que:

; K |9B]] || x|
(3.12) ||T-T|; < (eAHTH + E 4 kea E )+ keal|T)|
T l-en T4l [1All2 ’
(3.13) Ry — Rrllp < eall X|lp [[A[l2 + [[0Bllz + £ eal| Rl
para :
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§A, 6B € R™™
Ry = AT — B
Rr = (A+6A)T — (B+6B),

en particular, para 68 = dBE, resulta el problema cuya solucién es T = XE, y
verificandose las dosdesigualdades anteriores; por lo tanto:

IX =Xl = IITE-TE|;= (T ~T)E|,

. 165, ||RTHF)
eAllT]. + + Keq +
1—mA<”'“ Al Tt T,

IN

IN

16BE, HAT—ij

eAl| X E. + + KEy + —mm—F—7——
1—nm<A” le+ AL Tt AR

K [|0B]| ||AT — 0BE|| )
< eall X |z + Fbikeq+ - ——F

1—“A<”'“ Al T,

HAT_(SBHF>
AL

K 9B
< F
< T <€A||XHF+ Al + ke +

lo cual muestra la primera de las dos desigualdades propuestas. Para demostrar
la restante, se tiene que ||R — R||; = ||Rr — Rrl|g, pues:

IR —Rlly = [[(AX = B) = ((A+04)X — (B +0B))||;

= [[[(AX = B) = (A+6A)X — (B +B))E||;

= ||[(AXE — BE) — ((A+6A)XE — (B +0B)E)||;
— ||[[(AXE — BE) — ((A+6A)XE — (BE + 6 BE)
= |[(AT = B) = (A + A)T — (B + 6B))|y = || Rr — Rr|s

e

ademas, estd demostrado [8] que:

1Ry = Rrlle < eal|Ts[|All2 + [|6Bll; + real | Rr -

finalmente:
IR =Rl = [|Rr — Rrlls < eallTlls ||All2 + [[6Blle + real | Rrlle
< eal|l XEllg [|All2 + [[0BE|l + real| AT — Bl
< eal|Xllg [[All2 +[[0Blls + rea|[AXE — BE];
< eal| X[l [|All2 + [[0Bllg + real[AX — Bl
< eallX|lg [[All2 + [[0Bllp + real | R]|g-
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lo cual demuestra el teorema O

La observacién efectuada previo al desarrollo del teorema anterior, es suma-
mente util a la hora de hallar una expresion para el residuo.

Teorema 3.1.2 Sea el problema persimétrico de Procrusto (3.2), y supongamos que
rank(A) = n. Sea X, la solucion del mismo. Entonces el residuo puede expresarse
como sigue:

(0i(C1)ji — 05(Ch)ij)

2
p2pp = HAX* - BHf’ - Z + HCQH§7

j>i o +0;°
siendo:
_ Cl _ T mxn
C= = P"(BE)Q € R™",
Co
P, Q y> =diag(oy,---,0,), las matrices involucradas en la descomposicion

en valores singulares de la matriz A.

Demostracion :

En virtud de la observacion se tiene que
Pop = |1AX. = Bl = [(AX. — B)E|; = |A(X.E) — (BE)|}.
Ya que S, = (X, E) € R™" es simétrica, resulta:
Pop = |1AS. — (BE)|I,

Luego, segin ha demostrado Higham [8] para el problema simétrico de Procrusto,
el residuo puede expresarse:

(0:(C1)ji — 05(C1)ij)”

02+ 0,2

p2pp - HAS* - (BE)Hi - Z

J>i

+ICall5-

3.2 Experiencia numérica

El procedimiento computacional que permite hallar la solucion para el problema
(3.2) es simple, implementado en Fortran, utilizando la version FORTRAN POWER
STATION (1993) en una PC Pentium(R2) Processor Intelmmx(TM) Technology,
31.0 MB de RAM. y 32 bits de memoria Virtual. Para la descomposicién en valores
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singulares se han empleado las subrutinas de LINPACK.
Se considera el problema

min  ||AX — B|j2
s.a
X = EXTE,

para distintas dimensiones de las matrices A y B.

Ejemplo 3.2.1 Considerando A y B como sigue:

5 3 2 15 10 -3

1 2 4 1 5 3

A= 6 0 3|’ B = 15 6 =3
-1 2 -3 2 3 =2

La matriz solucién es la siguiente:

—.9896 0.9203  2.9339
X, = 0.0315 1.8791  0.9203
9838 0.0315  —0.9896

Ejemplo 3.2.2 Para las siguientes matrices A y B

12 3 -2 12 0 1
14 5 -1 1 -1 2
02 3 7 13 2
A=|-12 -1 o, B=| 0 2 1
34 -1 —1 11 2
-11 1 1 4 3 -1
02 0 1] 10 9 0

La matriz solucién es la siguiente:

—6.2156  6.0507  6.6790 —9.6773
7.9559 —1.4131  4.7940  6.6790
—2.6760 49199 —-1.4131  6.0507
6.4650 —2.6760  7.9559 —6.2156

Xi =
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Ejemplo 3.2.3 Finalmente, considerando A y B como sigue

1 1 2 -2 2 1 10 1 0 11
0 2 -1 -2 -3 2 11 2 -1 01
0 2 1 -1 2 2 11 1 1 01
1 -1 -1 1 -1 —1 11 1 1 -1 1
2 2 -1 2 0 1 11 2 -1 22
A=l3 1 1 0o o 1| B=1 11 9 0o 211
0 -1 1 0 0 1 12 -1 -1 11
1 -1 =2 0 -1 0 11 1 0 11
o 1 1 1 1 1 11 1 1 11
0 -1 0 -1 1 —1| 01 0 1 —1 0|

La matriz matriz solucion X, es:

1.81 x 1071 =353 x 107! —1.27x 107" 511 x 107! —9.63x 1072 2.17x 107!
3.08 x 107! 3.11x1072 —134x1072 217x107" —1.69 x 107! —9.63 x 102
—9.78 x 107* —8.92x107%? —-1.82x 107! —142x 107! 217x10"' 511 x 107!
451 x 1072 3.63x107"  1.19x10% —1.82x 107" —1.34x 1072 —1.27 x 107!
243 x 107" 153 x 1071 3.63x107! —892x 1072 3.11x1072 —3.53 x 107!
295 x 107" 243 x 1071 451 x 1072 —9.78 x 107 3.08x 17" 1.81x107!

Hemos estimado el valor del residuo pp, segin la expresion del Teorema 3.1.2.
El ejemplo 3.2.1, incluido aqui, que ha sido también presentado por Higham en su
trabajo sobre el problema simétrico de Procrusto, ha sido elegido para evaluar el
valor del residuo. Hemos encontrado en este caso que p,, = 1.33 x 1072, Siendo el
ntimero de condicién de la matriz solucién x(X,) = 8.3811.
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Capitulo 4

El problema Toeplitz

En este capitulo se considera la clase de todos los problemas de cuadrados minimos
con restricciones del tipo:

min  ||AX — B|]?
(4.1) s.a
XeT,

donde A y B son matrices rectangulares, pertenecientes a IR™*", con m > n; y T
es el subespacio de las matrices de Toeplitz.

Definicién (matriz Toeplitz): Una matriz 7" € IR™*" se dice Toeplitz si es constante
a lo largo de sus diagonales, es decir si existen escalares, r_, 1, -, 79, ,Tn_1, tales
que a;; = rj_;, para todo 1, j:

To 1 ro Tz o Tp—2 Th—1
r—1 To o Ty T3 R )
r—9 r— o T T2 o Tp—3
T —
"—(n-3) T—(n—4) "~ T—1 To A )
’r’i(ni?) r*(?’l*-‘j) .o oe e ... ... /]"‘0 /]“1
L /r‘_(n_l) /r‘_(n_z) o e PR PR 7"71 /’"O ]

Como es claro, si T es Toeplitz, entonces T es persimétrica. El nombre de tales
matrices se debe a Otto Toeplitz, quien en trabajos fechados a principios de siglo
ha estudiado sus propiedades y aplicaciones.

Llamaremos 7, al subespacio de matrices Toeplitz densas, 7T, al subespacio
de matrices Toeplitz triangular superior, y 7;, al subespacio de matrices Toeplitz
triangular inferior.
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4.1 El problema general

Consideramos A, B € IR™*", en las condiciones anteriores. Interesa el caso en
el cual el conjunto de factibilidad estd formado por todas las matrices de Toeplitz.
Notemos que T puede ser representado de la siguiente manera:

(n—1)
T= {XGIR"X" X =) apGp,}
p=—(n—1)
donde a;, € IR son escalares y las matrices G, € IR"*" estan definidas como sigue:
1 st j=1i+p
(4.2) (Gp)ij =

0 en otro caso.

Debe notarse que las matrices G, se caracterizan por el hecho de que para cada
entrada 7, existe un unico p, —(n — 1) < p < (n — 1), tal que (G,);; = 1. Ademas
constituyen una base del subespacio T .

4.1.1 Transformacion del problema

Consideremos la descomposicién en valores singulares de A:
A-p [ z } Q"

dénde P € R™™ y @Q € IR™", son matrices ortogonales, y > = diag(oy,- -, 0,),
o> >0, >0.

En virtud de la invariancia de la norma de Frobenius bajo transformaciones
ortogonales se tiene que:

jax -5tz = r[ 5] e (e[ 5 [arx-5)qf:
-[15] §=H[%]
= |Zevx-al+ici=|r-alf+ i
siendo:

T=Q"X e R™",

1O opor
C—[Cg}_PB,
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C, € IR™™".
luego, el problema inicial es equivalente a:

min T — C2
(4.3) s.a
TeT,

donde T es el siguiente subespacio:

(n—1)
T/:{TEIRHXH : T:ZQT Z OélGl}.

l=—(n—-1)

4.1.2 Caracterizacién de las soluciones sobre 7’

El teorema siguiente caracteriza las proyecciones sobre el subespacio de matrices

T

Teorema 4.1.1 Si C; € R™", entonces, la inica solucion del problema (4.3) estd
dada por:

(n—1) ZZ (Ch) ZJQ(J b

* =1 5>
P’T’(Cl) = EQT Z Qv lGl7 le*l = ]i N
= > (Qgui)'oi®
=1 j>I

para —(n—1) <1< (n—1).

Demostracion :

Sea f la funcién objetivo; f: IR*~ ! — IR, dada por:

1 1
f(@) = flacqeys a0+ sapon) = SIT=CilE = S QTX =Gl

(n—1)

1 _
= §||ZQT Y. aG -G
I=—(n—1)
1 n . (n—l) 2
= 52 |(XQ X aGy;—(Cy)
ij=1 I=—(n—1)
El gradiente de f,
T
vf_< 8f 3 8f a"'ﬂafa"'a 8f > .
aa,(n,l) 8a,(n,2) 8@0 8a(n,1)

36



Luego, Vf(a) = 0, si y solo si para todo p tal que —(n —1) <p < (n—1) la

derivada M(CM) =0, esto es:

(n—1) ’
(ff _ aa Z (ZQT > (asz)) — (Ch)5
Qp p ) ij

z] 1 l=—(n—1

ij=1 I=—(n—1)

n (n—1) "
(Z (Z Qr > (OélGl)) — (Ol)ij) 88% ((Z QT lz;(a;&)) ) = 0.

La derivada en el segundo factor de la expresion anterior es:

(n—1) n (n—1)
(e o)) - & [ 5 me))

I=—(n—1)

= ;ZQTM p( Z (Oéle))'

l=—(n—1)

- (Z QTGp)ij

luego se tiene que

day, ij=1 I=—(n—1)

) n (n—1)
o (Z (ZQT( > (Oqu)) - (Cl)w) (ZQTGP>ij'
Teniendo en cuenta que el elemento
(n—1)
(Z Qt (alGl))
l=—(n-1) ij

es el producto escalar entre la i-ésima fila de (3 Q7) y la j-ésima columna de

l(f—%n 1y(auGy), se obtiene que

l=—(n-1) k (j—n)

(n—1) (3-1)
(ZQ Z alGl) = Z Q

De manera similar, el elemento (Z QTGP> , es el producto escalar entre la fila
ij

i de QT y la columna j de G,, y por lo tanto:
(Z QTGP)”» = 0iQ(j—p)i-

A partir de la estructura sparse de las matrices G, debe notarse que siempre
que <Gp)ij =1es j > p, pues:
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Sip >0, entonces (Gp),; = 1 para todo j tal que p+1 < j <n.
Sip <0, entonces (Gp),; = 1 para todo j tal que 1 < j < (n+p).
Asi, el producto:

(n=1)

ii(ZQT > (a,Gl)) (Xea),

i=1j>p I=—(n—1)

]

n n (J_l)
=>.2. (Ui > Q(jk)iak) (0iQ—p)i)»

i=15>p \  k=(i—n)

n  (j-1) n

=3 Y @Y (Qu-niQu-pi) (o)

i>pk=(j—n) i=1
Observemos que, llamando

(Qu-1iQu-pi) = "0,

1

n
1=

con:
0" = Q- Q-1 Qu—12Q—p)2:*» Qi—knQi—pn)»
0= ((01)27 (02)27 Tty (Jn)Q)Tv

se verifica que la suma de todas las componentes del vector v es el producto escalar
entre dos columnas de la matriz ortogonal ), y por consiguiente, toda vez que k # p,
dicha suma serd cero. Se tiene entonces, para k # p, que:

0= <i Uz‘) (0n)* <0T0 = ilvz'(ﬁi)Q < <i Ui) (01)* =0,

luego, v70 = 0 para todo k # p, y con ello resulta lo siguiente:

n  (i—1) n n  (i—1)
Y X (QuwiQumi) (@) = > Y ap'd
PPpk=(m) i=1 =1 k=(j—n)
- ZO‘ZJE(Q(J’—IJ)Z’)Z(@)Z-
Luego:
af " T Y T T
e = L (XQT X (6] (XQT6,), (0 (QTG),
P ij=1 I=—(n—1) i
= ). (Q<j—p)i)2 (0:)* = > > (C)iQi—pi
j>pi=1 j>pi=1
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a partir de donde se obtiene el valor de oy, que anula la derivada:

ZZ Cl Z]Q(J —p)i

i=1j

(4.4) a, =

Debe notarse que el denominador en la expresion anterior, es no nulo, pues si
fuera cero, entonces, cualesquiera que sean 1, j, serfa Q(j_p;0; = 0, y por lo tanto

ZQT—O,yP{%}QT—A_O.

Resta verificar que el valor de o, hallado es un minimizador. Para ello basta
con ver que:

aZf . n n 9 . .
Ha 2(0& ) = ZZ (Q(j—P)iUi> >0, v (ZRWD
p j=1i=1
y ademas
92
L _ 0, si p#q,
Oy

lo que implica que el Hessiano es definido positivo, y «, dado por (4.4) es mini-
mizador de f. O

4.1.3 Experiencia Numérica
Dado el problema
min  ||AX — B|j2
(4.5) s.a
XeT,

lo hemos resuelto para el caso particular en que las matrices A y B son las con-
sideradas en los ejemplos de la seccién 2 del capitulo anterior. Se han obtenido las
siguientes soluciones:

Ejemplo 4.1.1 Considerando A y B como en el ejemplo 3.2.1, hemos obtenido:

1.67 x 1071 0 0
X,=1]129%x 107" 1.67x 107! 0
3.76 x 1071 1.29 x 107* 1.67 x 107!

Ejemplo 4.1.2 Para A y B como en el ejemplo 3.2.2, se obtuvo:
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5.05 x 1073 0 0 0

N | 437 1072 5.05 x 1073 0 0

T 734 %107 437 x 1072 5.05 x 1073 0
1.57 x 107" 7.34 x 1072 4.37x 1072 5.05 x 1073

Ejemplo 4.1.3

Considerando A y B como en el ejemplo 3.2.3, hemos obtenido
como matriz solucién X,:

[ —349x 1072 934x103 137x107%2 1.34x1072 1.68x102 1.66x 1072
—543x 1072 —349x 1072 934 x107% 137x107%2 134x1072 1.68x 1072
—72x107 =543 x107%2 —349x107%2 934 x107® 1.37x1072 1.34x 1072
146 x 1072 —72x107% —543x107%2 —349x1072 934 x107% 1.37x 1072
8.75 x 1074 146 x 1072 —72x103 —543x1072 —3.49x102 9.34 x 1073

| —2268 x 1072 875 x 107* 146 x 1072 —72x107% —543x 1072 —3.49 x 1072 |

El equipamiento utilizado es el que ya hemos indicado en el capitulo anterior,
PC con procesador Pentium II. Las subrutinas fueron trabajadas en FORTRAN y
se ha empleado LINPACK para la descomposicion en valores singulares.

4.2 El problema triangular

Consideraremos en particular el caso en que el conjunto de factibilidad se com-
pone de matrices Toeplitz triangulares. Recordemos que hemos llamado 7 al sub-
espacio de matrices Toeplitz triangular superior, y 7; al subespacio de matrices
Toeplitz triangular inferior.

4.2.1 Problema Toeplitz triangular superior

Consideremos el siguiente problema de minimizacion:

min  ||AX — B|j3
s.a

(4.6) e

con Ay B en las condiciones indicadas al comenzar este capitulo, 75 es el subespacio
de matrices triangulares superiores con estructura Toeplitz. Es decir, si X € T,
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entonces

-061 Qg Qg -+ o+ s Qp i

0 a1 Op—1

0 0 @1 Q9 [0 7))
X = ..

0 e Qe

_0 0 I 21 |

Debe observarse que Tg, puede ser expresado:

T. = {XeIR"X” : X:Z%G,,,}
p=1

donde los o, € IR son escalares y las matrices G, € IR™*" estan definidas , para
1 <14,7,p <n como sigue:

1 st j=i+p—1
(4.7) (Gp)iy =

0 en otro caso.

Noétese que las matrices G, se caracterizan por el hecho de que para cada entrada
ij, existe un unico p, 1 < p < n tal que (G,);; = 1.

El conjunto de matrices {G 1, Go, -+, Gn}, forman una base para el subespacio
de las matrices cuadradas, triangulares superiores, con estructura Toeplitz. Esto
equivale a decir que 75 es un subespacio del espacio de matrices cuadradas.

En la misma forma en que lo hicimos en la seccion anterior, el problema inicial
se transforma, aplicando descomposicion en valores singulares, de modo de obtener
una solucién resolviendo el siguiente problema:

min |7 — i
s.a
(4.8) reT
con
A=P [ % } QT

dénde P € R™™ y @ € IR™", son matrices ortogonales, y > = diag(oy,- -, 0,),
oy >--- >0, >0,y el subespacio

T = {T e R™" . T = EQTZalGZ},

=1
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Caracterizacién de las soluciones sobre 7.’/

El teorema que presentamos a continuacion, similar al de la seccién anterior para
matrices Toeplitz densas, caracteriza las proyecciones sobre Tg'.

Teorema 4.2.1 51 C, € IR™*", entonces, la unica solucidn del problema

min |7 — 17
(4.9) s.a
TeT

estd dada por:

M:

Cl Z] Q(] I+1)i

v

ot
Pr(Cy) = QTZOZ 1Gl, afp = z; !

b3

M:

Q(j l+1)z 12

s
=

<.

%
S

para 1 <[ <n.

Demostracion :

Es andloga a la del Teorema 4.1.1, teniendo en cuenta que en la expresién
de la derivada

o= (£ (Eegem) -u) £eo),

aap i,j=1

el elemento (Z QT(Z?:l(Oqu))” es el producto escalar entre la i-ésima fila de
ij

(> QT) y la j-ésima columna de 7, (o), se obtiene que
n j
(Z Q" Z(O‘lGl)> =0; Z Q (= k41)i -
=1 ij k=1
De manera similar, el elemento (Z QTGP) _, es el producto escalar entre la fila i de
ij

> QT y la columna j de G,, y por lo tanto:
0iQG—pt1i St J=p

(Z QTGp)z‘j -

0 st g <p.
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4.2.2 Problema Toeplitz triangular inferior

Consideremos el siguiente problema de minimizacion:

min  ||AX — B|]?
s.a

(4.10) YeT

Ay B como en la seccion anterior y 7T; el subespacio de matrices cuadradas, trian-
)
gulares inferiores, con estructura Toeplitz. Es decir si, X € 7T, entonces

[ 8 0 0 -ov oo e 0]
s By 0 oo v i 0
B B i 0 - - 0
X = : : 7
Bn1 e P 0
' Bu Bua o - Bs B B

Debe observarse que 7;, puede ser expresado:

ﬁ-{X@W”:X—Z@@}

p=1

donde los 3, € IR son escalares y las matrices G, € IR™*", con similares propiedades
que las definidas en secciones anteriores, estan definidas para 1 < 4,j,p < n como
sigue:

1 si j=i—p+1
(4.11) (Gpij =

0 en otro caso.

El conjunto de matrices {G 1, Go, -+, Gn}, forman una base para el subespacio
de las matrices cuadradas, triangulares inferiores, con estructura Toeplitz. Es decir
que T; es un subespacio del espacio de matrices cuadradas.

También en este caso, se transforma el problema inicial aplicando descom-
posicién en valores singulares, de modo de obtener una solucién resolviendo:

N S 1

S.a
(4.12) TeT

con

>
1-r[T)en
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dénde P € R™™ y @ € IR™", son matrices ortogonales, y > = diag(o1,- -, 0n),
oy >--- >0, >0,y el subespacio

7-1/ = {T eRW" . T = EQTZOQGZ},

=1

Caracterizacién de las soluciones sobre 7;’
El teorema siguiente, andlogo al de las dos secciones anteriores, caracteriza las
proyecciones sobre 7;'.
Teorema 4.2.2 Si C, € IR™", entonces, la unica solucién del problema
: 2
min  ||T— 3
(4.13) s.a
TeT,

estd dada por:

n ZZ(Cl)ijQ(j—H—l)i
Pr(Cy) =3Q" > pGy, gr, = =L |

=t ZZ Gai—1)i) o

=1 j<l

para 1 <1 <n.

Demostracion :

Es andloga a la del Teorema 4.1.1, teniendo en cuenta que en la expresién
de la derivada

day ij=1
el elemento (Z QT(EL(@GZ))M es el producto escalar entre la i-ésima fila de
(X Q7) y la j-ésima columna de 37, (3,G;), se obtiene que
(Z QT i(ﬁl@)) =0 2]: Q(j+k—1)iﬁk-
=1 ij k=1
De manera similar, el elemento (Z QTG‘D)Z']" es el producto escalar entre la fila i de
> Q" y la columna j de G,, y por lo tanto:

(>e'G,) =

)

0iQj—py1)i St J<p

st g >0p.
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4.2.3 Experiencia Numérica

Hemos resuelto los ejemplos de la seccién 4.1, pero proyectando sobre los con-
juntos T v 7Ti, obteniendo en cada caso:

Ejemplo 4.2.1 Considerando A y B como en el ejemplo 3.2.1, hemos obtenido
los siguientes resultados.

a) Proyeccién sobre el subespacio de las matrices triangulares superiores con es-
tructura Toeplitz:

1.67 x 1071 0 0
X, = 0 1.67 x 107! 0
0 0 1.67 x 1071

b) Proyeccion sobre el subespacio de las matrices triangulares inferiores con es-
tructura Toeplitz:

2.62 x 1071 0 0
X, =947 x 107" 2.62x 107! 0
3.75 x 1071 9.47 x 1071 2.62 x 107!

Ejemplo 4.2.2 Sean ahora A y B como en el ejemplo 3.2.2, hemos obtenido:

a) Proyeccién sobre el subespacio de las matrices triangulares superiores con es-
tructura Toeplitz:

5.05 x 1073 0 0 0

v 0 5.05 x 1073 0 0

T 0 0 5.05 x 1073 0
0 0 0 5.05 x 1073

b) Proyeccién sobre el subespacio de las matrices triangulares inferiores con es-
tructura Toeplitz:

0.42 x 107! 0 0 0
v 1.09 x 107+ 942 x 107! 0 0
1 1.08 x 1071 1.09 x 107Y 942 x 107! 0

1.57 x 107" 1.08 x 107" 1.09 x 107" 9.42 x 107!
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Ejemplo 4.2.3 Finalmente, considerando A y B como en el ejemplo 3.2.3,
hemos obtenido:

a) Proyeccién sobre el subespacio de las matrices triangulares superiores con estruc-
tura Toeplitz:

[ —353x 1072 849 x107% 2.03x1072 1.15x107% 4.34x 1072 0
0 —353x1072 849x 102 203x1072 1.15x107%2 4.34x1072
0 0 —3.53x1072 849 x 1073 203x107%2 1.15x107?
0 0 0 —353x 1072 849 x107%  2.03 x 1072
0 0 0 0 —3.53x 1072 849 x 1073
i 0 0 0 0 0 —3.53 x 1072 |

b) Proyeccién sobre el subespacio de las matrices triangulares inferiores con es-
tructura Toeplitz:

[ —4.06 x 1072 0 0 0
—2.97 x 1072 —4.06 x 1072 0 0
—1.79x 1072 —2.97x 1072 —4.06 x 1072 0

6.02x 1072 —1.79x 1072 —297x 1072 —4.06 x 102
—1.78 x10™% 6.02x 1072 —1.79x 1072 —297 x 1072 —4.06 x 1072
| —227x 1072 —1.78 x 107 6.02x 1072 —1.79 x 1072 —2.97 x 1072 —4.06 x 1072 |

o O OO
O O O OO

4.3 Problema simétrico de Toeplitz 6 problema
doblemente simétrico

Nos ocupa ahora el siguiente problema:

min  ||AX — B|]?
(4.14) s.a
XeTns,

Ay B en las condiciones indicadas al comenzar el capitulo, 7 es el subespacio de las
matrices de Toeplitz y S es el subespacio de las matrices simétricas. Es decir que
la idea es obtener como solucién una matriz que sea, al mismo tiempo, simétrica y
Toeplitz, para ser mas precisos, una matriz simétrica con respecto a las dos diago-
nales.

Recordemos que anteriormente hemos presentado el problema simétrico de Pro-
crusto, y resuelto el problema Toeplitz. Se han indicado ademas distintas versiones
de algoritmos de Escalante- Raydan para resolver problemas en los que la region de
factibilidad es la interseccién entre el subespacio S con otros conjuntos. Para resolver
(4.14), combinaremos la caracterizacién para la solucién del problema simétrico em-
pleada por Escalante- Raydéan con nuestros resultados para el problema Toeplitz,
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generando una versién propia del algoritmo de proyecciones alternas, que obtiene la
solucién proyectando, alternativamente, sobre los subespacios T v S.
Dado el problema
min  [|AX — BJ2
(4.15) s5.a
Xes,

Escalante- Raydan, inspirados por Higham, sugieren transformar el problema apli-
cando descomposicion en valores singulares, obteniendo el problema equivalente:

min  ||Z - C1|}2
(4.16) s.a
ZeS,

siendo

Z=3Y,Y=Q"XQ,

1 OG | or
O_[CZ]_PBQ,

C, € R
y la regién de factibilidad

S'={zemrm, Z:ZY,Y:YT}.
de modo que si la solucién del ultimo problema es

Po(Ch) = 3V = Y(Q7X.Q),

con Y, dada por (2.2); entonces se tiene que la solucién del primero es:

-1
X, = QZ Ps/(C)Q".
Por otra parte, al comienzo del capitulo nos hemos planteado resolver:

min  ||AX — B|]?
(4.17) s.a
XeT,

siguiendo la estrategia sugerida por Higham hemos transformado el problema, obte-
niendo: B
min |7 — G2
(4.18) s.a
TeT'.

con
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T=%Q"X € R™",

(n—1)
TI:{TEIRHXH : T:ZQT Z OllGl}.

l=—(n-1)

Demostrado el Teorema 4.1.1, que caracteriza las soluciones sobre T, se sabe

que
(n—1) 2t Z(Cl)ijQ(j—l)i
Pr(Cy)=2Q" Y onG, of) = 2t .
=l ST > (Q-iyi) i’
j>l

Combinando ambos resultados, podemos establecer que resolver el problema
(4.14), es equivalente a resolver

min |Z — Ch|j2
(4.19) s.a
ZeT'nS.

siendo
(n—1)

T//—{ZEIR,HX” : Z:ZQT Z OélGlQ}.
l=—(n—1)

Debe observarse, que la necesidad de considerar el conjunto 7", se origina en el
hecho de que ambos problemas, el simétrico y el toeplitz, tengan la misma funcién
objetivo.

El algoritmo de proyecciones alternas que hemos disenado para encontrar una
solucién de (4.19) es el siguiente:

Algoritmo 4.3.1 Dada X, = C; € R™",
para 1=0,1,2,...,hasta convergencia, repetir

Xi = PS' (Xl)
Xi+1 = PT" (Xz)

Es preciso aclarar que el algoritmo termina cuando dos proyecciones consecutivas
sobre un mismo subespacio son muy cercanas, y que su convergencia esta garanti-
zada por los resultados de convergencia para métodos de proyecciones alternas sobre
interseccién de subespacios [10].
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Capitulo 5

Aplicaciones

Nos proponemos ahora aplicar los resultados del capitulo anterior al problema
de aproximar la matriz inversa de una matriz dada, no singular y persimétrica.
Para ello debe tenerse en cuenta que el conjunto de factibilidad del problema debe
contener matrices no singulares y persimétricas, pues como veremos a continuacion,
la inversa de toda matriz persimétrica es persimétrica, y por supuesto, no singular.
Una vez definida la funciéon objetivo y el conjunto factible, se caracterizaran las
soluciones, para establecer entonces el algoritmo de proyecciones alternas que de
solucion al problema de aproximar la inversa.

Dicha aproximacion sera finalmente aplicada a cierta clase de problemas de
programacion cuadrética, a resolver por el método de gradiente reducido.

5.1 Aproximacién de la matriz inversa de una ma-
triz persimétrica dada

Dada A € IR™", no singular y persimétrica. Interesa obtener una aproximacién
de A7, por lo tanto, necesitamos una matriz X* tal que el producto por A se
aproxime a la identidad. Representaremos a esa situacién exigiendo que X* minimice
la norma de Frobenius de A por X menos la identidad. Sea entonces el siguiente
problema de minimizacion:

min  ||JAX — 1|3
s.a

(5.1) XeP

Ya que el objetivo es aproximar la inversa de A, necesitamos que el conjunto P
esté conformado por matrices no singulares y persimétricas, pues la inversa de toda
matriz persimétrica es persimétrica, en efecto:
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Proposicién 5.1.1 Sea A € R™" no singular y persimétrica, entonces A~' es
persimétrica.

Demostracion :

Si A es persimétrica, entonces
A=FATE,

v ya que para toda A inversible (A™1)T = (AT)~1 se tiene que:
A1 = (BATE)" = B(AT)'E = BE(AYE,

lo cual significa que A~! es persimétrica. a

Es decir que necesitamos como solucién una matriz no singular y persimétrica.
Una opcidn es elegir P = Tg, pues las matrices de Toeplitz forman una subclase de
la clase de las matrices persimétricas, y de tal forma estariamos seguros de que la
solucién es persimétricas; pero no existe ninguna garantia de que dichas matrices
sean no singulares, a menos que se exija que los elementos sobre la diagonal sean no
nulos.

Para ello sea € € IR, € > 0, y considérese el siguiente subconjunto en IR™*":

F:{XEIR”X" : Xi,-ZE},

formado por matrices cuadradas con elementos no nulos sobre la diagonal.
Elegiremos entonces P = 75 N I', y nuestro problema queda planteado como

sigue:

min  ||JAX — 1|3

s.a

(5:2) XeTnlI.

Se sabe que Tg es un subespacio. Estudiemos las propiedades de I':
Proposicién 5.1.2 Para cada €, el conjunto I' es convexo.

Demostracion :

Sea € > 0 y sean X, e Y pertenecientes a I', entonces como: X; > €,y Y;; > ¢, la
combinacién lineal convexa de X e Y, uX + (1 — )Y es una matriz cuadrada y tal
que:

pXi+ (1—p)Yy > pe+(1—pe
= €+ €— e

= €

lo que prueba que pX + (1 —p)Y € I’ O
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Proposicién 5.1.3 Para cada €, el conjunto I' es cerrado.

Demostracion :

Sea {T,,} una sucesién en I' tal que converge a T*. Se probard que T € I":
Si T,, € I' para todo m, entonces (T,,);; > € para todo m. Por lo tanto, para cada
i tal que 1 < i < n, la sucesion {(T,,);;} esta acotada inferiormente por €, y ademéas

{(Tm)u}m — (T*)’H,?

necesariamente es (7%); > € y por lo tanto T* € I'. O

5.1.1 Transformacion del Problema

El problema inicial se transforma, aplicando descomposicién en valores singu-
lares, de modo de obtener una solucion a partir del siguiente problema:

min T — PT||f_.

S.a
(5.3) TeT/ NI,

pues se tiene, :

[AX =115 = (P Q"X — Iz =[P (PY_Q")X —1|Q;
= [I22(QTXQ) - PRI = D_(Q"XQ) — PTQIQ" |7
= [122(@QTX) - PTE =T~ P
siendo A = PY.QT, dénde P € IR™" y Q € IR™", son matrices ortogonales, y
Z:diag(al7”'7an)a 01 Z ZOn 20

Los conjuntos 75" v I’ son respectivamente, los convexos Tg v I' “transformados”,
es decir:

(54) T = {T e RV . T= EQTZCUO’[} ,
=1
(5.5) I'={zeR", : (QV7'Z)i > ¢},

Se sabe que 75’ es un subespacio. En las dos proposiciones siguientes, estu-
diaremos las propiedades de I".
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Proposicién 5.1.4 I es cerrado.

Demostracion :

Sea {T,,} una sucesién en I"" tal que converge a T*. Se probara que T™* € I":
Si T, € I' para todo m, entonces

Z sz( ) > €, m

k=1 Tk

luego, como

tomando limite :

,,?L%oi Qir (L) i _ i lim Qi (T ki _ " Qi lim (Th)e = - Qik(T*)ki_

Uk‘ Pt n—oo Uk =1 O-k n—oo & Uk

k=1 1

QulTom )i

Por lo tanto, para cada ¢ tal que 1 < ¢ < n, la sucesién {2221 esta

acotada inferiormente por €, y ademds es convergente a (77);;, necesariamente el
limite es también mayor que €. Luego T* € I". O

Proposicién 5.1.5 El conjunto de matrices I'" es un conjunto convexo.

Demostracion :

I'" es convexo.
SiTy, T € Iy 0<pu <1, entonces

}LT1+(1 _IM)TQ el

Si Ty € I entonces

Zn: Qi (T ) ks <

=1 Tk
y si Ty € I entonces
Z sz T2
k=1 ’
luego:
T+ (- )T = ZQk(M 1+ (L= p)To)s :ZQk[(u Vi + (L= 1) T5)ks]
k=1 Ok k=1 Ok
" Qu(T ki s Qun((1 — )Tk
_ ZQk(M 1)k]+sz(( 1) 2)@26+6:26>6
k=1 Ok ko= Ok

1
Luego, como (uT7+ (1 — p)T3)s > €, (uTy + (1 — pu)Ty) pertenece a Iy por lo tanto
I'" es convexo. O
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5.1.2 Caracterizacion de las soluciones

Ya hemos caracterizado en 4.2.1 las proyecciones sobre 7./, indicaremos con el
siguiente teorema como son las proyecciones sobre I”.

Teorema 5.1.1 Sean ¢ > 0 y C € R™", entonces, la unica solucién del problema

min |7 - C|]2
(5.6) s.a
Tel,

para I dado por (5.5) estd dada por:
Pr(C) = Q" M,
donde M € IR™" estd definida como sigue:

(QE7'C)y si i#j

(5.7) (M)ij =1 (QE7'C)y si i=j7 y (QE'C); > e
¢ sii=j y (QS0)<e

para t,5 =1,--- m.

Demostracion_:

Puesto que el convexo es

I'={TeR™ : (Q¥'C);; > €}.
la demostracién es evidente. O

Observacion:

e Debe notarse que si (QX'C);; > €, para todo ij, entonces M = QX 'C'y
por lo tanto

Pr(C) = 2QT(Qx'C) = C.

Teniendo ya caracterizadas las proyecciones sobre ambos convexos, daremos
nuestra versién del algoritmo de proyecciones alternas para este caso.

5.1.3 El algoritmo

Nuestra version del algoritmo de proyecciones alternas para el problema
(5.8) min{||T —PT|2 : TeT./ NI}

es la siguiente:
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Algoritmo 5.1.1 Dada PT € R™", sea Xo = PT, I% =0,
para i =1,2,---, hasta convergencia, repetir

X; = Pr(X;) — Ijh

Xiy1 = Pr(Xy)

El teorema siguiente establece el resultado de convergencia para el algoritmo
anterior. Su demostracion se sigue directamente de un resultado de Boyle y Dykstra

[1]

Teorema 5.1.2 Si el conjunto cerrado y convexo T N TV es no vacio, para toda
PT € R™" las sucesiones {Pr./(X;)} y {Pr(X;)} generadas por el algoritmo, con-
vergen en norma de Frobenius a una solucion de (5.8).

Observaciones:

e [l algoritmo termina cuando dos proyecciones consecutivas sobre un mismo
conjunto son muy cercanas. Por ejemplo, establecida una tolerancia 71 por el
usuario, se detiene el proceso iterativo si:

| Pry (Xis1) — P (X)lls < T

e Es posible plantear una version similar del algoritmo considerando como con-
junto de factibilidad a la interseccion T; N I

En la proxima seccién se sugiere una aplicacién de esta estrategia de aproxi-
macién de la inversa de una matriz persimétrica no singular dada, a un problema de
optimizacién con restricciones de igualdad, con la particularidad de que el Jacobiano
de las restricciones puede ser particionado en dos bloques uno de los cuales es una
matriz no singular y persimétrica.

5.1.4 Aplicacion a un problema de optimizacion

Consideremos el siguiente problema de minimizacién con restricciones de igual-

dad
min  f(2)
(5.9) (mri) =13 s.a
C(z) =0,

donde f:IR" - IR,y C: IR" — IR™, m < n, muy grandes.

Una manera muy difundida de resolverlo consiste en aplicar el método de pro-
gramacion cuadrética sucesiva. Ya que es de interés trabajar con problemas de gran
porte, es conveniente efectuar una reduccién al espacio tangente de las restricciones,
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N(VCT)={X e R™™ : VCTX =0},

Supongamos que rank(VCT) = m y consideremos la siguiente particién de la
matriz VCT:
Ve =[ B | N |

B € IR™™ es una submatriz no singular de VOT y N e R™* (=),
Practicada la reduccién cuya técnica aparece descripta en el Apéndice B, el
problema a resolver queda expresado de la siguiente manera:

) min ¢(5) = 1s"Hs +n''s
(@) =1 sa
seN(VCT).

Este ultimo problema puede ser resuelto aplicando cualquiera de los algoritmos
disponibles para la resolucion de problemas cuadraticos. Tanto la eficiencia del
algoritmo como la transformacion definida al efectuar la reduccion, dependen de la

eleccion de la matriz W,
—~B7IN
W= ( o ) |

Ya que W, cuyas columnas forman una base del espacio N (VCT), depende de B la
eleccion de una dependerd de la forma en que la otra sea seleccionada, en particular
de la forma en que B~! sea obtenida.

En la seccion anterior hemos desarrollado un algoritmo para obtener una aproxi-
macién de B~1, a partir de la matriz cuadrada B no singular y persimétrica. Supon-
gamos un problema de minimizacién en el cual el Jacobiano VC7T tiene un bloque B
que es una matriz no singular con estructura persimétrica. Sea X* la aproximacion
de la inversa de B segun el algoritmo de la seccién anterior, queremos que la matriz

W — —X*N
]nfm 7
sea tal que, en algtn sentido, se “aproxime” a la verdadera W.

Para ejemplificar, supongamos que se tiene el siguiente problema de mini-
mizacién con restricciones de igualdad

min 22 + 22 + 22 — 2w314 + 22576 + T7
s.a
3z1 + To + 203 + 2§ — 225 + 26 + 22 =0
—2m1 + 235 + H(zg + 1)2 + 223 + a5 — 1)+ 26+ (37— 1)2 =0

(1 =1+ a3+ 1(zs+ 1) +af + 25+ 26 =0

r1+ai4 (a3 +1)*+ 22 +al+ai—22=0
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siendo el punto inicial zo = (1,1,0,1,1,1,1).

Ya que se quiere resolver empleando el método de gradiente reducido, se con-
sidera el problema cuadratico
sTHs+h's

min ¢(5) =1

S.a

seN(VCT).

el cual se obtiene, luego de efectuada la reducciéon al espacio tangente de las res-
tricciones. Mediante una permutacion de columnas adecuada, se tiene en el punto
inicial la siguiente particion del Jacobiano de las restricciones

10 -2 3 |21 2
21 1 2] 42 0
vCT:[B|N]:1110121—1
21 2 1 | 42 =2

El método requiere la matriz inversa del bloque no singular B, que ademas es,
como puede observarse, persimétrico. La idea es emplear, en esta etapa, el algoritmo
descripto anteriormente para estimar la inversa de B. Se ha obtenido, al cabo de 10
iteraciones la matriz B—1, aproximacién de B~! por nuestro algoritmo:

1.81 5.62 8.71 7.58

—— 0 1.81 5.62 8.71
1 _ -

BT =B =005 0 0 1.81 5.62

0 0 0 1.81

Creemos que la anterior es una aplicaciéon interesante. Como indicaremos en
nuestras conclusiones, otra posible aplicacién tiene que ver con precondicionadores
para sistemas Toeplitz.

5.2 Conclusiones

Han sido resueltos los problemas persimétrico y Toeplitz de Procrusto, y sus
soluciones han sido aplicadas a problemas concretos. Una nueva estrategia que
emplea métodos de proyecciones alternas para resolver el problema de aproximar
la inversa de una matriz persimétrica ha sido presentada. La aproximacién de la
inversa fue utilizada concretamente en un algoritmo para resolver cierta clase de
problemas de programacion cuadratica, utilizando la técnica de gradiente reducido.

La estrategia desarrollada se basa en las propuestas por Escalante y Raydan y
dos nuevos algoritmos que resuelven los problemas persimétrico y Toeplitz de Pro-
crusto fueron presentados.

La experiencia numérica presentada es breve pues nuestro trabajo es de interés
fundamentalmente tedrico, aunque se planea ampliar la experimentacion, para poder

56



obtener mas conclusiones sobre la aplicabilidad y utilidad de nuestros resultados.
Es nuestro objetivo continuar con esta linea de trabajo, en particular en lo que se
refiere a problemas que involucran matrices de Toeplitz.

Los sistemas Toeplitz aparecen en una gran variedad de aplicaciones, por ejem-
plo en analisis de Series Temporales, en teoria de Ecuaciones Diferenciales 6 en
Teoria de Control. Pero mas nos ha intersado toda la tematica relacionada con
precondicionadores para sistemas Toeplitz. En base a la lectura de un trabajo de
Chan y Ng de 1996 [2], en el cual trabajan con el método de gradiente conjugado
para sistemas Toeplitz, conjeturamos que es posible vincular nuestros resultados con
el problema de hallar precondicionadores circulantes para sistemas Toeplitz. Basta
con tener en cuenta que una matriz C' se dice circulante si

CO C—l 0_2 Ce Cee e Cl—n
Cl CO 071 e e
02 Cl OO O—l

Ch2 e Gy Oy
Coot Cpg oo oo Gy G Gy

verificandose V k, tal que 1 <k <n —1 que
C_j=Chy.
Por ejemplo una matriz circulante C' € IR*** es de la forma:

d

[SURISIIES AN
SN Q0
e a6 <«

a
b
c

Resulta claro que si C es circulante, entonces C' es Toeplitz pues es constante
por diagonales. De alli a que nuestro propdsito sea vincular nuestros resultados
con el problema de hallar precondicionadores circulantes para sistemas de Toeplitz.
Nuestro trabajo futuro se centrard en ese punto especificamente, y probablemente
sea el tema de una futura tesis doctoral.
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Apéndice A
Conceptos basicos

Definicién (Matriz Sparse): De acuerdo a J. H. Wilkinson, una matriz se dice
sparse si tiene una cantidad suficiente de elementos nulos como para intentar
tomar ventajas de ello.

Definicién (Transformacion lineal): Sea P una tranformacién que a cada
x; € IR™ lo aplica en z; € IR". Se dice que P es lineal si para «; € IR:

Definicién (Proyeccién): Sea P una transformacién lineal acotada, se dice
que P es una proyeccion si satisface:

P? =P.
La definicién anterior puede ser consultada en [9].

Las definiciones que se daran a continuacién pueden ser ampliadas consul-
tando [11]:

Definicién (Conjunto Convexo): Se denomina conjunto convexo a un con-
junto C' de puntos tal que:

Sixy, 29 €C,
y 0 < <1, entonces:
pxy + (1 — p)zy € C.

En otros términos, un conjunto es convexo si al contener a un par de puntos,
contiene al segmento que ellos determinan. Por ejemplo, en la recta real, un
intervalo [a, b] es un conjunto convexo cerrado. En IR", una recta, un hiper-
plano, un semiespacio son conjuntos convexos.
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Definicién (Combinacién Lineal Convexa): Se llama combinacién lineal con-
vexa de p puntos x; de IR" al punto

p
L= Z i
i=1

verificando que p; < 0 para todo i, y la suma >0, p; = 1.

Definicion equivalente de conjunto convero: Un conjunto C' es convexo si y so-
lamente si contiene a todas las combinaciones lineales convexas de sus puntos.

Propiedad: La interseccién de conjuntos convexos es un conjunto convexo.

Definicién (Hiperplano): Sean a € IR", a # 0, y a € IR, se denomina
hiperplano al conjunto determinado por:

H=A{z : ar =a}.

Definicién (Semiespacio Cerrado): Sean a € IR", a # 0, y a € IR, se deno-
mina semiespacio cerrado al conjunto:

H={z : ax > a}.

Definicién (Cono): Se dice que el conjunto C' es un cono si para todo z € C
y A > 0, verifica A\x € C.

Es decir que un cono es un conjunto tal que si contiene a un punto, en-
tonces contiene a todas las semirrectas que pasan por él. Por ejemplo, en IR",
todo subespacio vectorial es un cono.

Definicion (Cono Convexo): Es un cono que ademas es un conjunto convexo,
es decir:

x e C, A>0, entonces \x € C.

x1, x9 € C, entonces x1 + x5 € C.
Propiedades:

1- El conjunto de todas las combinaciones lineales positivas de un ntmero
finito de puntos de IR" es un cono convexo C":

p
C_{l' : (E_Z)\Z(L'“)\ZZO}

i=1
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2- La interseccion de un nimero finito de semiespacios cerrados es un cono
convexo S
S={x : x=bx <0, i=1:m}.

Definicién (Matriz de Toeplitz): Sea T' € IR™*", se dice que T es una matriz
de Toeplitz si existen escalares, r_,1,--+,70,- -+, 7—1, tales que a;; = r;_,,
para todo i, 7, asi la matriz T' € IR™" es una matriz Toeplitz:

To 1 rg T3 rr Tp—2 Tn-
r—1 To o Tre T3 o Tp—2
r—2 r—1 o T1 T2 o Tp—3
T =
'-pn43 Topga -0 T—1 To ™ ]
’,"7”+2 ""777/4"»3 EEEEY PRy PEEEEY /’"‘0 /”"1
L ’r'_n+1 T—TLJ’-Q o .. PR PR 7"_1 T‘O ]

Las matrices Toeplitz pertenecen a una clase mas amplia de matrices, la
de las matrices persimatricas, es decir aquellas que son simétricas respecto a la
diagonal NE-SO. En otras palabras, diremos que B € IR™", es persimétrica,
si para todo i, j se verifica:

bij = bn—jrin—it1-

Lo anterior es equivalente a requerir que B = EBTE, siendo E la matriz de
permutacién siguiente:

00 0 0 0 1
00 0 - 0 1
00 0 1 0

I
00 1 0 ... -0
010 0 -~ 0 0
10 0 -~ 0 0 0

Es muy simple verificar que efectivamente, las matrices Toeplitz son Per-
simétricas. Una propiedad muy importante de las matrices Toeplitz es que la
inversa de una matriz Toeplitz no singular es persimétrica.
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Apéndice B

Técnica de reduccion al espacio
tangente

Conocido el iterado en la iteracion actual, z., se necesita hallar s. como solucién
aproximada de:
min ¢(s) = 1s" Hes + hl's
(Qc) =1 sa
VCTs+C.=0.

Sin pérdida de generalidad, supondremos que C. = 0 pues de no ser asi seria posible
pasar a ese caso por medio de traslaciones. Eliminemos los subindices para facilitar
la presentacién. Nuestro problema cuadratico es:

min ¢(s) = 1s"Hs + h''s
Q=1 sa
VCTs =0,

dénde VOT € IR™", con m < n, m y n grandes; H simétrica y definida positiva
en N(VCT).

La idea es transformar a (@) en un problema sin restricciones y de menor di-
mension, para que el problema de gran porte sea més facil de tratar.

Supongamos que rank(VCT) = m y consideremos la siguiente particiéon de la
matriz VCT:

Vet =[ B | N ]

B € R™™ es una submatriz no singular de VCT y N e R™* (=),

Realizando una particiéon andloga para s:

s = (837 SN)T;

resulta que:
VCTs = Bsg + Nsy =0

por lo tanto
Sp = —BilNSN.
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Con una adecuada permutacion de filas y columnas de H se efectua la siguiente
particion de la matriz Hessiana:

Hyy | Hp
H=| —— — | _ _ _
Hy | Hy
y para el gradiente:
' = (hg hy)

De modo que es posible escribir a ¢(z) en términos de la componente tangencial,
es decir en N (VCT):

1 1 Hll ’ H12
q(s) = gsTHS +h's = 5(33751\;) ——— | === | (sB,sn)"
Hy | Hy

+(hg hn)(sB,sn)"

= [Sngl + S%Hm S:]ngz + S?VH22} (sB,sN)
+(hhsp + hisy)

= (spHy + snHay)sp + (s5Hyo + shHy)sy
+hL(—~B ' Nsy) + hisy

= (=B 'Nsy)"Hy (~B 'Nsy) + sy Hy (~B ' Nsy)
+(=B 'Nsy) Hiasy + sy Hasn
+(hE(=B™'N) + hiy)sn

= syl(=BT'N) Hi(=B7'N)|sy + sy[(=B7'N) Hio]sy
+s8[(—Hyy B™'N)|sy + sk Hayosyh' sy

= SL[(=BN)THy,(B"'N) — Hy(B'N)
—(B™'N)"Hyy + Haslsy + h'sy

= SJZC;HSN + }_ZTSN.

Siendo:

H = (-B'N)T"H,(B™'N) — Hy(B™'N) — (B~'N)"Hy5 + Hy,.

h= (h5(~B™'N)+h})
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luego la forma cuadréatica ¢(s) queda escrita de la siguiente manera:

1. B
q(s) = 587];,[‘151\7 + hlsy.

(s _(-B'Nsy\_{(-BNY,
N SN N SN n In—m N

si definimos W € R™ (™) .

Dado que:

entonces

s = Wsny.
Luego:
q(sn) = Wsn)"H(Wsy) +h" (Wsy)
= shWTHEW)sy + (WTh) sy
1 .. _ ,

= 587]\}['[8]\/ +hlsy.

y sl sy = §: resulta:
1 ... _
q(s) = §§TH§ + h's.
Es claro que las columnas de W forman una base de N (VCT), pues:

—B7IN )

In—m

NNVCTYW=]B | N ] ( = (B(=B7'N) + NI, ) = =N+N =0,

siendo 0, la matriz nula en IR”*~™),
De esta forma, es posible definir una transformacién lineal de IR" en N (VCT),
que a cada s € IR" lo transforme en W''s € N(VCT), con lo cual el problema (Q.)

se reduce a: _ _
) min ¢(5) = 15"Hs+ h's
Q) =1{ sa

se N(VCOT),

siendo (@) el problema reducido al espacio tangente.
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