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RESUMEN

El disefio y analisis de sistemas dindmicos es una tarea desafiante debido fundamentalmente a
la no linealidad requerida en las ecuaciones matematicas de los modelos, con el fin de lograr
representaciones realistas de los sistemas y procesos. En lo que a ingenieria quimica respecta,
estas no linealidades se manifiestan en los diversos términos de las ecuaciones de balance y
se potencian por la realimentacién positiva introducida por los reciclos de masa y energia y
por las hoy en dia rigurosas restricciones de calidad de producto, medio ambiente y

seguridad.

En esta tesis, se proponen metodologias para el disefio y analisis de sistemas dindmicos no
lineales empleando elementos de la Teoria de Estabilidad de Lyapunov con la aplicacién de
técnicas de optimizacion. La base principal de la investigacion es la determinacion de
estimaciones de los dominios de atraccion de los puntos de equilibrio asintéticamente

estables.

En primer lugar, se desarrolla una metodologia para la estimacion de dominios de atraccion
haciendo uso de funciones de Lyapunov de tipo racional y aplicando técnicas de optimizacion
global. Esta metodologia consiste en determinar el mejor conjunto de nivel de una funcion de

Lyapunov contenida en la region de definicion negativa de su derivada temporal.

Posteriormente, se desarrolla una metodologia para el disefio de sistemas dinamicos no
lineales con el objetivo de optimizar en forma indirecta la extension de los dominios de
atraccion. Este enfoque de disefio, asegura simultdneamente estabilidad asintotica del punto

de equilibrio resultante y un dominio de atraccion éptimo en términos del criterio adoptado.

Las metodologias propuestas se ilustran por medio de ejemplos y se aplican a procesos y

sistemas de interés ingenieril.



ABSTRACT

Dynamic systems design and analysis is a challenging task due to the nonlinearity required by
the mathematical modeling equations, in order to obtain a realistic representation of the
systems and processes. Regarding the chemical engineering discipline, these complexities
are found in the different terms of the balance equations and are boosted by the positive
feedback introduced by mass and energy recycles and by the current restrictive constraints on

product quality, environment and safety.

In this thesis, different methodologies are proposed for the design and analysis of non-linear
dynamical systems based on elements of the Lyapunov stability theory with the application of
optimization techniques. The calculation of estimations of the domains of attraction of

asymptotic stable equilibrium points is the main basis of this research.

In the first place, a methodology is developed for the estimation of the domains of attraction
of asymptotically stable equilibrium points using Lyapunov functions of the rational type and
applying global optimization techniques,. This methodology consists in finding the best level
set of a Lyapunov function contained in the negative definite region of its temporal derivate.

Secondly, a methodology for the design of non-linear dynamical systems in order to optimize
in an indirect way the extension of the domain of attraction is developed. This approach
simultaneously ensures asymptotic stability of the resulting equilibrium and an optimum

domain of attraction in terms of the adopted criterion.

The proposed methodologies are illustrated through examples and applied to processes and

systems of engineering interest.
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Capitulo 1: Introduccién General

CAPITULO 1

INTRODUCCION GENERAL

La necesidad de describir de manera precisa el comportamiento fisico de sistemas y procesos
con el fin de lograr su adecuado entendimiento, requiere de ecuaciones matemadticas de

modelado de mayor o menor complejidad.

Si bien en algunos casos particulares resulta adecuada una descripcion por medio de un
modelo lineal, en general los sistemas son no lineales y por ende requieren de modelos mas
complejos para describir su comportamiento (Vidyasagar, 1993). Por esta razén es importante
contar con metodologias de analisis y disefio que permitan abordar el estudio de este tipo de

sistemas para efectuar un correcto planeamiento de su operacion.

Por ejemplo, el disefio y andlisis de sistemas de procesos quimicos se tornan progresivamente
mas complejos debido a la creciente necesidad de integracion en masa y energia de los
equipos como consecuencia de mayores restricciones de calidad, de seguridad y
medioambientales. Un ejemplo especifico de esta situacion es el tipico proceso quimico dado
por el sistema reactor — separador — reciclo. El disefio de este tipo de sistemas involucra una
amplia gama de restricciones para asegurar una adecuada calidad de producto y costos de

capital y operativos razonables.

Otros ejemplos de sistemas complejos los plantean los nuevos esquemas tecnologicos
resultantes de la “intensificacion de procesos” (reaccidon y separacion simultanea). Estos
disefios permiten una reducciéon considerable en los costos de capital y energéticos,
simultaneamente con la mejora en las purezas de los productos. Por ejemplo, la destilacion
reactiva (Taylor y Krhisna, 2000), es un proceso donde la reaccion y la separacion se dan
simultaneamente en un mismo equipo, aprovechando el calor generado por la mezcla
reaccionante para llevar a cabo la separacion. Otros ejemplos de intensificacion de procesos
son la extraccion reactiva, la fermentacion extractiva y los procesos que involucran reactores

de membrana (Reay y col., 2008). Por lo tanto, un analisis del comportamiento dindmico no

1.1



Capitulo 1: Introduccién General

lineal de este tipo de sistemas se vuelve imprescindible para garantizar su correcto disefio y
operacién. Cabe mencionar que el comportamiento no lineal complejo es también una
caracteristica de los modelos matematicos que describen interacciones de los sistemas
bioldgicos y biomédicos, los cuales estdn tomando cada dia mayor relevancia cientifica e

industrial.

En el marco de esta tesis, se proponen metodologias para el disefio y analisis de sistemas
dinamicos no lineales en general, con aplicaciones especificas a sistemas de la ingenieria

quimica.

Las metodologias propuestas se basan en elementos de la teoria de estabilidad de Lyapunov,
sobre cuya base se calculan estimaciones de dominios de atraccion de puntos de equilibrio

asintoticamente estables mediante el uso de diferentes técnicas de optimizacion.

Estas metodologias se aplican posteriormente al disefio de sistemas dindmicos basados en la
optimizaciéon del dominio de atraccion del punto de equilibrio operativo. El objetivo es
determinar un conjunto de parametros (variables de disefio del sistema dinamico), tal que se
logre una region de atraccion amplia, de modo que el sistema sea flexible frente a las

perturbaciones a las que pueda estar sometido.

1.1 Dominio de Atraccion

A menudo no es suficiente establecer que un punto de equilibrio de un sistema dinamico es
asintoticamente estable. En ocasiones puede llegar a ser mas importante conocer el dominio

de atraccion de dicho punto (forma y tamafio), o al menos contar con una estimacion de este.

El Dominio de Atraccion (DA) o Region de Estabilidad Asintética de un punto de equilibrio
asintoticamente estable de un sistema dindmico, es la porcion del espacio de estados donde se
originan trayectorias que convergen a este punto. Desafortunadamente, en la mayoria de los
casos, el DA es un conjunto de forma compleja (y posiblemente de tamafio infinito) que no

admite representaciones analiticas.

Para apreciar la importancia de determinar el DA de un punto de equilibrio asintéticamente

estable, considérese la operacion a lazo abierto de un reactor tanque agitado continuo no

1.2



Capitulo 1: Introduccién General

isotérmico donde tiene lugar la reaccion A — B. La Fig. 1.1 muestra un esquema de este

sistema.

F,Cuy T

<

» F,Cu, Cs, T

Fig. 1.1. Reactor de tanque agitado continuo (TAC)

El reactor opera a maxima conversion en un punto asintdticamente estable. Dicho punto se
denota con el vector X;, con elementos Xa (conversion del reactivo A) y T (Temperatura). Se
considera, en primer lugar, que a partir de un dado tiempo inicial ty, tiene lugar una
perturbacion dada por una disminucion en la temperatura del fluido refrigerante T;. Como
consecuencia, el sistema comienza a evolucionar hacia un nuevo estado X, alejandose del

punto X; (flecha punteada en la Fig. 1.2).

Posteriormente, en un tiempo t; desaparece la perturbacion y la temperatura del fluido
refrigerante retorna a su valor inicial, por lo que el sistema presenta nuevamente el punto de
equilibrio asintdticamente estable X;. En el tiempo t; el estado del sistema X(t;) se encuentra
mas o memos lejos del equilibrio X;. El retorno o no a la operacion de estado estable X;

depende de que X(t;) pertenezca a la region de atraccion de este punto.

Desde el punto de vista operativo, es importante determinar cuan lejos el punto X(t;) puede
llegar respecto de X; mientras persiste la perturbacion, es decir, durante el lapso de tiempo (t;
—1p). Si esta diferencia es muy pequefia, debido a la continuidad de la solucion con respecto a
t, es muy probable que X(t;) permanezca en la region de atraccion de X;. Sin embargo, el
sistema de control del equipo requiere cierto tiempo para detectar la perturbacién y
contrarrestar sus efectos, por lo que el tiempo transcurrido hasta su eliminacion puede ser

significativo.

1.3



Capitulo 1: Introduccién General

El tiempo disponible para eliminar la perturbacion antes que el sistema abandone el DA, se
denomina tiempo critico t.. En el caso en que se conociera exactamente el dominio de
atraccion de X; (region blanca en la Fig. 1.2), se puede definir t. como el tiempo en el cual

X(t;) alcanza la frontera de esta region.

Por otra parte, si no se conoce la representacion exacta del DA, como es el caso mas habitual,
una estimacién del mismo permitiria calcular un tiempo critico estimado, denotado por t;.
Una estimacion posible del DA esta dado, por ejemplo, por la regién delimitada por la curva
cerrada en la Fig. 1.2. Como se puede apreciar, el tiempo t, es menor o igual t, dado que la

estimacion del DA se encuentra completamente dentro del verdadero DA.

Una situacion operativa desfavorable para el proceso seria que no se lograra eliminar la
perturbacion antes del tiempo critico (tc). Esto implicaria que después de eliminada la
perturbacion, el sistema evolucionard hacia el otro punto de equilibrio, denotado por X, en
este ejemplo. Este estado corresponde a una situaciéon de minima conversion, que es una

situacion claramente indeseable para el proceso (flecha a trazos en la Fig. 1.2).

La anterior discusion ilustra la importancia del concepto de dominio de atraccion para el
correcto planeamiento de la operacion de un sistema dindmico. Ademas, el ejemplo pone de
manifiesto la importancia de disponer de una buena estimacion del DA, si no es posible

contar con el verdadero DA.

(ﬁj-ﬁg):wc
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Fig. 1.2: Escenario posible en el proceso
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1.2 Tematica y Estructura de la Tesis

En esta tesis se desarrollan metodologias para la estimacion de dominios de atraccion basadas
en elementos de la teoria de estabilidad de Lyapunov. Las estimaciones corresponden a
conjuntos de nivel de funciones de Lyapunov contenidos en la region donde su derivada con

respecto al tiempo tiene definicion negativa.

El problema, formulado como un modelo de optimizacion, es de dificil resolucion debido a la
complejidad introducida por las no linealidades del sistema dinamico, el tipo de funcion
candidata de Lyapunov seleccionada y por el requerimiento de optimalidad global de las
soluciones. Para resolver estos inconvenientes, se propone el uso de técnicas de optimizacion
deterministica global, las cuales utilizan un algoritmo del tipo branch and bound. Ademas, se
propone incorporar restricciones especiales al problema de optimizacion para evitar la
convergencia a soluciones erroneas. Las funciones de Lyapunov utilizadas son del tipo
racional, las cuales constituyen aproximaciones de las llamadas funciones de Lyapunov

maximales y proporcionan mejores estimaciones de los DA que otros tipos de funciones.

Posteriormente, se propone la formulacion del problema de disefio del sistema dindmico, con
el objetivo de optimizar una medida indirecta del dominio de atraccion del punto de
operacion del proceso, correspondiente a un punto de equilibrio asintéticamente estable. De
esta forma se consigue que el sistema posea un DA amplio, lo que le otorga una mayor
flexibilidad para retornar a su estado operativo inicial ante posibles perturbaciones que pueda

sufrir, por ejemplo, frente a “pulsos” en los pardmetros operativos.

El procedimiento propuesto se basa en la formulacién de un problema de optimizacion en dos
niveles. En el nivel interior se resuelve a optimalidad global el problema de estimacion del
DA para cada realizacion de las variables de disefio, las cuales son optimizadas en el nivel
exterior. Por otra parte, con el fin de superar los inconvenientes que introduce la no
diferenciabilidad del problema interno, se utiliza un algoritmo de tipo estocastico para
manipular las variables de disefio en el nivel exterior. Se presentan una gran variedad de
ejemplos donde se ilustran los aspectos importantes de las metodologias propuestas.
Especificamente, la metodologia de disefio se aplica al disefio de un sistema reactor —
separador — reciclo (que representa un proceso tipico y de gran relevancia en ingenieria

quimica) y al control de un fermentador de dos estados.

A continuacion, se describe brevemente la estructura de esta tesis.
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En el Capitulo 2, se introducen los elementos bésicos de la teoria de sistemas dindmicos no
lineales, con especial énfasis en la teoria de estabilidad de Lyapunov, para el calculo de la
estimacion de dominios de atraccion de un punto de equilibrio asintdticamente estable. El
propodsito de este capitulo es presentar los aspectos tedricos, definiciones y teoremas mas

relevantes que serdn utilizados en los desarrollos de la tesis.

En el Capitulo 3 se revisan las contribuciones mas relevantes en lo que respecta a disefo-
para-estabilidad y a la determinaciéon de estimaciones de dominios de atraccion de puntos de

equilibrio asintticamente estables.

En el Capitulo 4, se desarrolla una metodologia para la estimacién de dominios de atraccion
mediante un enfoque de optimizacion global, basada en funciones de Lyapunov de tipo
racional. Se desarrollan ejemplos tipicos obtenidos de la literatura, ademas de varios ejemplos

de aplicacion.

Sobre la base de los resultados del capitulo anterior, en el Capitulo 5 se propone una
metodologia para el disefio de sistemas dinamicos no lineales. La misma se basa en la

optimizacién de una métrica relacionada con la extension del dominio de atraccion.

En el Capitulo 6, se aplica la metodologia propuesta en el Capitulo 5, al disefio de un
controlador proporcional de un fermentador continuo. El objetivo es mejorar las
caracteristicas operativas del sistema, a través de la extension del DA del sistema controlado
con respecto a las correspondientes a las del sistema a lazo abierto. También en este capitulo,
se aplica la metodologia de disefio a un proceso tipico en ingenieria quimica como lo es el
sistemas reactor — separador — reciclo. El punto de operacién obtenido y su dominio de
atraccion son comparados con los correspondientes a los de un problema de disefo-para-

estabilidad con funcion objetivo econdmica.

Finalmente, en el Capitulo 7 se presentan las conclusiones de la tesis y se proponen areas de

trabajo futuro en base a la experiencia obtenida durante el desarrollo de la misma.
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CAPITULO 2

CONCEPTOS MATEMATICOS PRELIMINARES

2.1 Introduccion

En este capitulo se introducen conceptos basicos de la teoria de andlisis de sistemas
dinamicos no lineales, con especial énfasis en los elementos de la teoria de estabilidad de
Lyapunov. Especificamente, se proporcionan las definiciones y teoremas principales que
fundamentan esta teoria, orientados a la estimacion de dominios de atraccién de puntos de
equilibrio asintdticamente estables. Ademas, se expone la metodologia para la obtencion de
funciones de Lyapunov de tipo racional propuesta por Vannelli y Vidyasagar (1985), que
permite estimar en general buenas aproximaciones del dominio de atraccion de un sistema, y

para algunos casos particulares, el DA real.

Los conceptos se presentan de manera informal y sin demostraciones rigurosas. La mayoria
de los conceptos descritos en este capitulo, pueden hallarse en textos clasicos de andlisis de

sistemas no lineales como Khalil (1996), Vidyasagar (1993) y Hahn (1967).

2.2 Dinamica de Sistemas no Lineales

La dinamica de sistemas no lineales se puede representar a través de sistemas de ecuaciones

diferenciales acopladas de primer orden en el espacio de estados, x e R”, Ec. (2.1):

dx

d—;= fl(t,xl,xz,...,xn,vl,vz,...vp)

dx,

E:fz(t,xl,xz,...,xn,vl,vz,...vp) @.1)
dx

no_
=1, (t,xl,xz,...,xn,vl,vz,...vp)
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donde ¢ es la variable tiempo, xi, x2, ..., X, son las variables de estado y vy, v, ..., v, son las
variables de entrada que comprenden los parametros del sistema y sus variables manipuladas.

En notacion vectorial, el sistema (2.1) puede expresarse como:

é=f(t,x, V) (2.2)
dt

Esta representacion en el espacio de estados, variante en el tiempo (debido a la dependencia
con ¢ de los pardmetros del sistema) y forzada (debido a la presencia de v), provee una

descripcion general y versatil de la dinamica de un sistema.

Un sistema invariante (autdbnomo), cuando f(*) no depende explicitamente de #, es un caso
especial de (2.2):

%=f(x, V) (2.3)

Una representacion no forzada de (2.3) surge cuando la entrada v no esta presente en forma

explicita en la ecuacion de estados:

dx

—=f(x 2.4
% (x) (2.4)

La representacion (2.4) se da cuando no existen entradas externas al sistema, o cuando éstas

se asumen constantes durante el analisis.

Un sistema dindmico puede representarse graficamente mostrando la evolucion de cada una
de las variables de estado con respecto al tiempo, asi como también, utilizando el tiempo
como parametro en un mapa de fases (ver Fig. 2.1). Para ilustrar lo anterior, se considera el
siguiente sistema oscilante correspondiente al modelo de un péndulo, donde g es la
aceleracion de la gravedad y & es el coeficiente de rozamiento. Los estados x; y x; representan

posicion y velocidad angular respectivamente.

)
dt 7’

2.5
" (2.5)
E =8 [Sen(xl )]— kx,
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En la Figs. 2.1(a) y (b), se muestran trayectorias del sistema dindmico (2.5) a condiciones

iniciales arbitrarias y valores constantes de los parametros.

.................. s,
(a) Variables de estado en funcién (b) Mapa de fases para el
del tiempo para el sistema (2.5) sistema (2.5)

Fig. 2.1: Representacion grafica de un sistema dindmico

Se puede observar en la Fig. 2.1(a) y (b) que a medida que trascurre el tiempo, el sistema

representado por la Ec. (2.5) evoluciona hacia un estado de equilibrio (situacion de reposo).

El concepto de estado de equilibrio (punto de equilibrio), es de fundamental importancia en la
representacion del espacio de estados. Un punto en el espacio de estados x = X, €s un punto

de equilibrio del sistema invariante no forzado (2.4) si se verifica que:

dax 3
Z—f(xe)—ﬂ (2.6)

Dado que la representacion (2.6) es un sistema general de ecuaciones algebraicas no lineales,
el sistema dinamico puede tener varios puntos de equilibrio aislados para una dada
realizacion del vector de parametros y manipulaciones (multiplicidad de estados
estacionarios). El célculo de todos los puntos de equilibrio del sistema (2.6) no es una tarea
sencilla y se han propuesto diferentes estrategias para abordar este problema (Maranas y

Floudas, 1995; Tsoulos y Stavrakoudis, 2009).

La naturaleza de los puntos de equilibrio con respecto a su estabilidad, estd determinada

localmente por el tipo (real o complejo) y por el signo de la parte real de los autovalores de la
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matriz Jacobiana del sistema dindmico. El Teorema 2.1, permite caracterizar los puntos de

equilibrio de un sistema no lineal a través del estudio de su version linealizada.

Sin pérdida de generalidad, en los desarrollos subsiguientes se considera al origen de

coordenadas como un punto de equilibrio del sistema dindmico representado por la Ec. (2.4).

Teorema 2.1. Sea x = 0 un punto de equilibrio del sistema no lineal descrito por la Ec. (2.4),

donde f : R —> R" es continuamente diferenciable y R es una region alrededor del origen.

Sea,

df
A= (E(X)Lo (2.7)

la matriz Jacobiana del sistema de ecuaciones (2.6) y 4(A) los autovalores de A, entonces,
i. El origen es asintdticamente estable si Re[4(A)] < 0 para todos los autovalores de A.
ii. El origen es inestable si Re[4{A)] > 0 para uno o méas de los autovalores de A.

La Tabla 2.1, ilustra las varias clases de puntos de equilibrio para sistemas de segundo orden.
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Tabla 2.1. Clases de equilibrio de un sistema dindmico del tipo (2.4)

Autovalores de A Tipo de equilibrio Mapa de fases
A1, A reales negativos Nodo estable %
A1, A, reales positivos Nodo inestable %
M, A reales, (MAy) <0 Silla % %
L~
M1, A2 Complejo, Re(;) <0 Foco estable 4@
/
L~
M1, A2 complejos, Re(Ai) >0 Foco inestable 4@
/
A1, Aimaginarios puros Centro @

Por otra parte, un punto de equilibrio asintdéticamente estable posee un cierto vecindario a su
alrededor en el cual se originan trayectorias que convergen a ¢l. Esto significa que cualquier
trayectoria iniciada dentro de ese entorno, se aproxima al equilibrio a medida que el tiempo

tiende a infinito. Lo anterior se declara formalmente en la siguiente definicion:
Definicion 2.1. El punto de equilibrio x = 0 del sistema dindmico (3.4) es:

e cstable si, para cada £> 0, existe un 0= & ¢) > 0, tal que:

x(0)| <8 = [x(0)| <&, V¢=0 2.8)
[x()] x|

e inestable, si no es estable
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e asintdticamente estable si es estable y se puede seleccionar Jtal que:

[x(0)] < 6 = limx(1) =0 (2.9)

Se han desarrollado varios métodos para calcular o estimar los DA de puntos de equilibrio
asintoticamente estables. Una de las metodologias principales se basa en la Teoria de

Estabilidad de Lyapunov.

2.3 Teoria de Estabilidad de Lyapunov

La Teoria de Estabilidad de Lyapunov juega un papel central en la teoria de sistemas. Esta
teoria provee un enfoque basado en funciones de energia del sistema para abordar el estudio
de la estabilidad de los puntos de equilibrio. Basicamente, si el sistema reduce su energia a
medida que evoluciona con el tiempo, llegard a una condicion de equilibrio dependiente de

las condiciones iniciales de las que partio.

Por ejemplo, para el péndulo representado por la Ec. (2.5) (Khalil, 1996), la energia total E(x)
esta definida como la suma de las energias potencial (definida tal que £(0) = 0) y cinética,

esto es:
E() = [alsen(Hy+5x2 = {g(l—cos(xl))%xi} 2.10)

Cuando la friccion es despreciable (kK = 0), el sistema es conservativo, esto es, no hay
disipacion de energia hacia los alrededores. De aqui que E(x) es constante durante el
movimiento del sistema y por lo tanto, dE(x)/dt = 0 a lo largo de las trayectorias. Puesto que,
E(x) = ¢ forma contornos cerrados alrededor de x = 0 para valores pequefios de ¢, se puede

llegar a la conclusion que el origen es un punto de equilibrio estable seglin la Definicion 2.1.

Cuando se tiene en cuenta la friccion (k > 0), la energia se disipara durante la evolucion del
sistema, esto es, dE(x)/dt < 0 a lo largo de sus trayectorias, lo que implica que el sistema
alcanzara un estado de equilibrio (x = 0) cuando el tiempo tienda a infinito. De la Definicion
2.1 se puede concluir entonces, que el origen es un punto de equilibrio asintéticamente
estable. Por lo tanto, examinando la evolucion de la energia del sistema en el tiempo, es

posible caracterizar su estabilidad.
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El concepto de energia esta asociado naturalmente a los sistemas mecanicos, sin embargo,
encontrar funciones que describan la energia para otros tipos de sistemas puede no ser una
tarea sencilla. Sin embargo en 1892, Aleksandr Mikhailovich Lyapunov (Lyapunov, 1992),
mostrd que ciertas funciones especiales pueden ser utilizadas en lugar de funciones de

energia para estudiar la estabilidad de los puntos de equilibrio.

Sea V(x) una funcion tal que V(x): R - R, es continuamente diferenciable y definida en un

dominio R < R" que contiene el origen como punto de equilibrio asintéticamente estable. La

derivada de V(x) con respecto al tiempo esta dada por:

dV(x) <of oV(x) é _ 2 ( oV (x) _ oV (x) T
dt ‘2( ox, j(dtj Z( . j(f,-(x)) { - }[f(x)] (2.11)

i=1 i=1 i

Como se aprecia en la Ec. (2.11), la derivada de V(x) con respecto al tiempo depende del
propio sistema dindmico, y por lo tanto, sera distinta para diferentes sistemas. Si #(x, ) es la

solucion de (2.4) que comienza en un estado inicial Xy en un tiempo ¢ = 0, entonces:

dv(x) _ {dV[¢(x,t)]} 2.12)
dt dt o '

Por consiguiente, si dV(x)/dt es negativa, la funcion V(x) decrecerda a lo largo de las

soluciones de (2.4). Formalmente, el Teorema de Estabilidad de Lyapunov se postula como:

Teorema 2.2 (Teorema de Estabilidad de Lyapunov). Sea x = 0 un punto de equilibrio de
(2.4), RcR" un dominio que contiene a dicho punto y ¥V(x): R — R una funcidon

continuamente diferenciable tal que:
V(0)=0y V(x)>0 en {R\0} (2.13)

VX () en (R0} (2.14)

entonces, X = 0 es estable. Ademas, si

X o en (RO} (2.15)

entonces X = 0 es asintdéticamente estable.
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El teorema anterior enuncia que si existe una funcién V(x) definida positiva en un entorno R
del origen como punto de equilibrio del sistema dinamico (2.4), y su derivada temporal es
semi-definida negativa (2.14) o definida negativa (2.15) en ese entorno, entonces el punto de

equilibrio es estable o asintéticamente estable, respectivamente.

Definicion 2.2 (Funciones definidas positivas y definidas negativas). Una funcién
continuamente diferenciable ¢(x) definida en un dominio R < R" que contiene el punto x =

0, se denomina definida positiva si se cumplen las siguientes condiciones:

e p0)=0

e ¢x)>0 Vxe{R\0}

La funcion ¢(x) es negativa definida si -¢(x) es positiva definida. El simbolo > (<) se

emplea en este trabajo para denotar funciones definidas positivas (negativas).

Una funcion V(x) que cumple con el Teorema 2.2 se denomina funciéon de Lyapunov. Toda
funcién que describe la energia de un sistema es una funcién de Lyapunov, aunque lo
contrario no siempre es cierto, es decir, no toda funciéon de Lyapunov es una funcién de
energia. Adicionalmente, una superficie de nivel V(x) = ¢, para algun ¢ > 0 se denomina

superficie de Lyapunov.

El Teorema 2.2 se ilustra a continuacién haciendo uso de las superficies de Lyapunov. La

Fig. 2.2, muestra superficies de Lyapunov para valores arbitrarios de c.
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A

cI{czﬁ:cs

Fig. 2.2: Superficies de nivel de la funcion de Lyapunov en R’

La condicion dV(x)/dt < 0, implica que cuando una trayectoria cruza una superficie de

Lyapunov V(x) = ¢, esta permanece en el interior del conjunto Q = {x € R"| V(x) <c}.

Cuando dV(x)/dt < 0, la trayectoria se mueve de una dada superficie de Lyapunov a otra con
un valor de ¢ mas pequeno. A medida que ¢ decrece, la superficie V(x) = ¢ se torna mas
pequefia, lo que demuestra que la trayectoria se aproxima al punto de equilibrio a medida que
transcurre el tiempo. Una caracteristica importante del Teorema de Estabilidad de Lyapunov

es que sus condiciones son solo suficientes, (Khalil, 1996).

2.4 Funciones de Lyapunov de Tipo Cuadratico

Una clase de funcion escalar cominmente empleada que cumple con las caracteristicas del
Teorema de Estabilidad de Lyapunov es la funcioén cuadratica, expresada matematicamente

por la Ec. (2.16),

V(x)=x"Px=)> pxx, (2.16)

i=1 j=1
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donde P es una matriz simétrica real. La funcion V(x) es definida positiva, si y solo si, todos
los autovalores de P son positivos, lo que equivale a que todos los menores principales de P

son positivos (Noble y Daniel, 1989).

Para una funcion “candidata” de Lyapunov de tipo cuadratica (2.16), dV(x)/dt en forma

exacta para el sistema linealizado y localmente vélida para el sistema no lineal, viene dada

por:
T
V) _ xTP(§j+(§j Px=x"(PA+A"P)x=—x"Qx (2.17)
dt dt) \ dt

donde Q es una matriz simétrica definida por:
A"P+PA=-Q (2.18)

La ecuacion (2.18) se conoce como Identidad de Lyapunov. Cabe notar que se pueden
obtener diferentes funciones de Lyapunov de tipo cuadratico dependiendo de la seleccion de

la matriz Q.

Los siguientes teoremas proporcionan las condiciones para la existencia de una funcion de

Lyapunov de tipo cuadratico.

Teorema 2.3 (Identidad de Lyapunov). Si el equilibrio x = 0 del sistema dindmico (2.4) es
asintoticamente estable, entonces existe una funcion de Lyapunov de tipo cuadratico, V(x) =
x'Px, donde P es una matriz definida positiva la cual puede ser calculada mediante la

denominada Identidad de Lyapunov (2.18).

Teorema 2.4 Una matriz A es Hurwitz, esto es, Re[4(A)] < 0, si y s6lo si, para una dada
matriz simétrica definida positiva Q, existe una matriz simétrica definida positiva P que
satisface la identidad de Lyapunov (2.18). Ademas, si A es Hurwitz, entonces P es la tnica

solucion de (2.18).

2.5 Estimacion del Dominio de Atraccion

En general no es suficiente establecer que un sistema dindmico dado tenga un punto de

equilibrio asintoticamente estable. También suele ser importante conocer el dominio de
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atraccion de este punto, o al menos contar con una estimacion. La Teoria de Estabilidad de
Lyapunov proporciona elementos para estimar el DA de puntos de equilibrio asintdticamente

estables.

Definicion 2.3 (Dominio de atraccion) Sea el origen x = 0 un punto de equilibrio

asintoticamente estable para el sistema no lineal (2.4),

7
=t (2.4)

donde f: R — R" es localmente Lipschitzy Rc R” es una region conteniendo el origen. Sea

#(t,x) la solucion de (2.4) que comienza en un estado inicial Xo en un tiempo ¢ = 0. El

dominio de atraccion del origen, denotado por S, se define como;

S={xeR| ¢(¢,x) esta definida V¢>0 y ¢(z,x) - 0 cuando t — o} (2.19)

El siguiente teorema debido a La Salle (La Salle, 1960), establece las condiciones para
calcular una estimaciéon del dominio de atraccion de un punto de equilibrio asintéticamente

estable basado en la Teoria de Estabilidad de Lyapunov.

Teorema 2.5 (Estimacion del dominio de atraccion) Sea V(x) una funcidon de Lyapunov para
el origen como punto de equilibrio asintdticamente estable del sistema (2.4). Considere que

dV(x)/dt es definida negativa en la region:
Q={x:V(x)=c,c>0} (2.20)

Entonces, cada trayectoria inicializada dentro de la region Q tiende a x = 0 cuando el tiempo
tiende a infinito. Por lo tanto, una superficie de nivel de una funcion de Lyapunov, contenida

en la region de definicion negativa de derivada temporal, es una estimacion del DA.
Una forma de determinar esta estimacion es expresar el sistema como:

§=f(x) = Ax +f,(x) (2.21)
dt

donde A es la matriz Jacobiana evaluada en el origen y f;(x) comprende la parte no lineal de

f(x).
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Seleccionando una matriz Q definida positiva, se puede calcular una funciéon de Lyapunov de
tipo cuadratico (2.16) mediante la resolucion de la identidad de Lyapunov (2.18). La derivada

de la funcién de Lyapunov con respecto al tiempo esta dada por:

dv(x) _

9 x"(ATP+PA Jx+2x"Pf, (x) = -x"Qx + 2x " Pf, (x) (2.22)

Es posible demostrar (Vidyasagar, 1993) que:

—x"Qx < A, Q] (2.23)
[X"PF, ()| < Ay P, )] (2.24)
De aqui,

dv (x)

< i Q] + 24,0 (P X[, ()]
= INI[2 A P, ()] = Ao (D[]

dt (2.25)

La expresion (2.25) proporciona una condicion sobre el signo de derivada temporal de V(x).
Operando algebraicamente es posible demostrar que dicha derivada serd negativa en una
region del espacio de estados delimitada por una bola B, de radio » > 0 en la que se verifique

la siguiente relacion:

LIS P N()
K| " 22 (P)

max

VxeB, (2.26)

Luego es posible asegurar que cada conjunto de nivel (superficie de Lyapunov) de V(x)
contenida en B, constituye una estimacién del dominio de atracciéon S. Los resultados

anteriores se formalizan a través del siguiente teorema (Vidyasagar, 1993):

Teorema 2.6 Considere que el sistema dindmico (2.4) puede ser representado como en la Ec.
(2.21). Si se cumple la relacion (2.26), V(x) y su derivada con respecto al tiempo son positiva
y negativa definidas respectivamente dentro de la bola B, de radio ». Es claro que cuanto
mayor sea la relacion Amin(Q)/2(Amax(P)), mayor podra ser el valor de » para un determinado

sistema.

2.12



Capitulo 2: Conceptos Matematicos Preliminares

Para ilustrar la aplicabilidad del teorema anterior, considérese el oscilador de Van der Pol

(Ec. 2.27):

>
dt ?
&

dt

(2.27)

_ 2
=X, —X, TX X,

cuyo unico punto de equilibrio es el origen x = 0. La linealizacion alrededor de este punto es:

@,

0 -1
dt _ Z — Az (2.28)
ﬁ 1 1|z,

dt

Los autovalores del sistema linealizado son (—li\/gi)/ 2, por lo tanto el origen del sistema

(2.28) es un punto de equilibrio asintéticamente estable. Resolviendo la identidad de

Lyapunov (2.18) con Q =1 (matriz identidad) se obtiene una matriz P:
1.5 -0.5
P=
-05 1

Los autovalores de P son (5+ \/g)/4. De aqui, 4_, (P)= (5+\/§)/4 =1.8090. Para calcular

una estimacion del DA del origen del sistema (2.27) debe encontrarse una bola B, de radio r
tal que dentro de ella V(x) sea definida positiva y dV(x)/dt negativa definida. Esta condicion
esta dada por la relacion (2.26).

En este caso la parte no lineal del sistema representado por la Ec. (2.27) es:

0
fl (X) = |:X2)C :|

y entonces,
||f1 (X)” = ‘xlzxz‘

de modo que:
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fool el 2

I Jxiexr 22,,(P) T5445

VxeB,

El méaximo radio de la bola B, que satisface la condicion (2.26) serd el correspondiente a la

™ _ 2@
X[ 22, (P)

interseccion entre dicha bola y la funcion con x # 0y r > 0. Para el

sistema (2.27), se tiene que:

2
‘XX‘ 2
172
<

VX +x3 5445

El valor maximo de » que cumple con la restriccion anterior es » = 0.8474. En este punto, solo

=0.2764

B =<xeNR’ talque

r

se reporta este valor para ilustrar el enfoque de estimacion del dominio de atraccion. El

calculo detallado del radio de la bola B, se presenta en el Capitulo 5.

Dado que dentro de la bola calculada se verifican las condiciones de existencia de la funcion
de Lyapunov, de acuerdo al teorema de La Salle es posible asegurar que cualquier superficie

de nivel de esta funcion contenida dentro de B, constituye una estimacion del DA.

Puesto que las curvas de nivel de ¥(x) son elipses (L, = {x € R*, tal que V' (x) =x'Px < c}), se

debe determinar el valor de ¢ de modo que la elipse asociada a esa superficie de nivel sea
tangente a la bola de radio ». Esto ocurre cuando el vector x coincide con la direccion del eje
mayor de la elipse (que corresponde al autovector asociado al menor autovalor de P) y el
modulo de x vale r (es decir, estd sobre la bola B,). Por lo tanto, el valor de ¢ vendra dado por
c=r’A

(P) . Para este ejemplo ¢ = 0.4961.

‘min

En la Fig. 2.3 se muestran los elementos de este ejemplo. EI dominio de atraccion real,
representado por la region blanca, tiene como frontera un ciclo limite inestable alrededor del
origen. La bola B, se muestra con linea de trazos y la estimacion del DA, correspondiente a la
maxima superficie de nivel de la funcién de Lyapunov inscripta en B,, se muestra en gris

oscuro.
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Fig. 2.3: Estimacion del DA para el sistema (2.27)

Cabe notar que el uso de otros tipos de funciones de Lyapunov, diferentes de las tipicas
funciones cuadraticas, pueden brindar estimaciones menos conservadoras del dominio de
atraccion de los puntos de equilibrio. Desafortunadamente, no existe una metodologia
universal para la obtencion de una funciéon de Lyapunov que posibilite la determinacion de
buenas estimaciones del DA. Entre las diferentes alternativas, sin embargo, las funciones de
Lyapunov de tipo racional suelen proporcionar estimaciones superiores, especialmente en las

proximidades de la frontera del DA.

2.6 Funciones de Lyapunov de Tipo Racional

Una metodologia bastante eficaz para el calculo de buenas estimaciones de dominios de
atraccion, fue propuesta por Vannelli y Vidyasagar (1985) quienes probaron la existencia de
las llamadas funciones de Lyapunov “maximales”. La propiedad fundamental de estas
funciones es que tienden a infinito cuando el estado x se aproxima a la frontera &S del
dominio de atraccion S. Los autores también muestran en ese trabajo que dichas funciones

pueden ser aproximadas por funciones racionales de acuerdo al procedimiento propuesto.
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A continuacidn se describird en detalle el procedimiento de construccion de una funcioén de
Lyapunov de tipo racional presentado en Vannelli y Vidyasagar (1985), puesto que, son la
base para la metodologia propuesta en el Capitulo 4 para la estimaciéon de dominios de

atraccion de puntos de equilibrio asintdticamente estables.

Definicion 2.4 Una funcion V, (x):R" — R, U {owo} se llama funcion de Lyapunov maximal

para el sistema (2.4) si verifica las siguientes condiciones:

e V (0)=0,V, (x)>0, VxeS, x=0
e V (Xx)<ow siysolosi xeS
e V (x)—>o cuando x = 0S y/o ||x||—>oo

o dV,(x)/dt estd bien definida y es negativa definida sobre el conjunto S.

La definicion anterior muestra la relacion entre el DA de un punto de equilibrio
asintoticamente estable y un conjunto sobre el cual una funciéon dada satisface las

propiedades de una funcion de Lyapunov maximal.

La construccion de funciones de Lyapunov maximales no es sencilla. Ademas, estas
funciones no son unicas para un dado punto de equilibrio asintdticamente estable. Un indicio
importante sobre la posible forma de la funcidn maximal de Lyapunov esta dada por la
tercera condicion de la Definicion 2.4, esto es, el hecho que la funcidon tiende a infinito

cuando x se aproxima a la frontera del DA.

Una funcién “candidata” de Lyapunov que verifica las propiedades de la Definicion 2.4 tiene

la siguiente expresion racional:

N

T

(2.29)

con el denominador D(x) tendiendo a cero cuando x se aproxima a JS5. Ademas, se requiere
que las funciones N(x) y D(x) sean analiticas, lo cual significa que pueden reemplazarse por

sus correspondientes series de Taylor, de acuerdo a la siguiente expresion:
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>R
N® 5 (2.30)
D(x)

1+30,)

V(x)=

donde R{(x) y Q«x) son polinomios homogéneos de grado i. También se asume que f(x) se

puede expresar a través de su serie de Taylor, esto es:

f(x)zif}(x), VxeR" (2.31)

i=1

Para forzar que dV(x)/dt sea definida negativa se la iguala a una funcioén cuadratica definida

negativa:

dV(x)

a (VI (x)) f(x) =—p(x) =—x"Qx (2.32)

donde Q > 0.

Operando algebraicamente:

[(HZQ(x)];R(x))T [ZQ@) ]ZR <x>}zF<x> XQX(HZQ(X)] (2.33)

Comparando los monomios del mismo grado k del lado izquierdo y lado derecho de la

ecuacion (2.33), se obtiene las siguientes relaciones recursivas:

(VR,(x))' F(x)=—x"Qx, k=2 (2.34)

i=1

(VR,(x))" kl(x)+2((we ©) + S 0®EVR L) -(¥o,x) R ,l(x))j Fi o (x)
(2.35)

= _XTQX(sz—z (x)+ ZQ; (X0, (X)} k>3

Una aproximacion de V(x) puede ser llevada a cabo truncando las series de (2.30) en un
determinado grado finito. El siguiente teorema muestra que las aproximaciones resultantes

también son funciones de Lyapunov.
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Teorema 2.7 Considérese el sistema dinamico no lineal autbnomo

dx kd ;

E:f(x):ZFi(x), xeR (2.36)
i=1

asumiendo que el sistema linealizado,

dx

—=F(x)=Ax 2.37
7 1(x) (2.37)
es asintdticamente estable. Considere que las funciones homogéneas R(x) y Q/(x) satisfacen

las ecuaciones recursivas (2.34) y (2.35), entonces la funcion:

N,(X) R,(X)+R,(X)++R (X)
D,(x) 1+0(X)++0,,(X)

V (x)= (2.38)

es una funcidon de Lyapunov para todo n > 2.

Las ecuaciones (2.34) y (2.35) constituyen un sistema de ecuaciones con las siguientes

propiedades:

i. El sistema es inherentemente indeterminado cuando se trata de calcular los
coeficientes de los monomios en R(x) y Q«(x). Esto significa que para un dado ne N,
hay un numero infinito de polinomios homogéneos R(x) y QO«x), i = l...n que
satisfacen (2.34) y (2.35), y por lo tanto, un nimero infinito de aproximaciones de

V.(x) para la funcién maximal de Lyapunov.

ii. No existe un método para definir, entre estas aproximaciones, la que proporcionara la

mejor estimacion del dominio de atraccion.

Una forma de resolver las complicaciones introducidas por estas dos condiciones, es incluir
nuevas restricciones a partir del hecho que la derivada con respecto al tiempo de V,(x) puede

ser escrita de la siguiente manera:

av,(x) _
dt

x"Qx+ ) (2.39)

(H"ZQZ. (x)]
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donde e(x) es la suma de los monomios de grados mayores que n. Ademas, se impone que
dV,(x)/dt sea lo mas similar posible a dV»(x)/dt. Asi se crea una nueva condicion que puede

ser formulada como un problema de optimizacion con las siguientes propiedades:

e La funcion objetivo a minimizar es e(x), la cual refleja la influencia de los monomios

de alto grado en la derivada con respecto al tiempo de V,(x).
e Las restricciones corresponden a las ecuaciones (2.34) y (2.35).

Para clarificar el procedimiento descrito anteriormente para la construccion de una funciéon de

Lyapunov del tipo (2.29), se establece el siguiente algoritmo recursivo.

Paso 1: Fijar n = 2 y utilizar la relacion recursiva (2.34) que corresponde a la Identidad de
Lyapunov (Ec. 2.18) para calcular los coeficientes de R»(x). Estos coeficientes corresponden

entonces a los de una funcion de Lyapunov de tipo cuadratico.
V,(x)=R,(x)=x"Px (2.40)

En este paso, el sistema de ecuaciones lineales resultante esta acoplado y la funcion e(x) de la

derivada de la funcién de Lyapunov con respecto al tiempo (2.39) es igual a cero.

Paso 2: Definir una representacion lineal para determinar los coeficientes de los monomios

conn > 3:
Ay=b (2.41)

El vector y corresponde a los coeficientes de cada uno de los monomios contenidos en R(X) y
Qi(x) y el vector b, corresponde a los términos independientes que se obtienen de la relacion
de recurrencia (2.35). La matriz A, es de dimension m xn. Como se menciono anteriormente,

la relacion recursiva (2.35) tiene varios grados de libertad.

Paso 3: Definir e,(y) como:
e (y)= ||terminos de grado>n+ 1||z (2.42)

La ecuacion (2.42) corresponde a la norma 2 al cuadrado de los coeficientes de los términos
del numerador de la Ec. (2.39). En este paso se plantea el siguiente problema de

optimizacion:
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min e, (y)
y (2.43)
sa. A)y=Db,

Paso 4: Usar la solucion del problema (2.43) (y*) para definir los coeficientes de R,(x) y O,
Ax). Si e,(y’) es lo suficientemente pequefio, ir al paso 5, si no, hacer n = n + 1 y volver al

paso 2.

Paso 5: Si e)(y') < ¢ ir al paso 6, si no, determinar el maximo valor de ¢ que satisfaga el

Teorema 2.5. (Si el valor de ¢ es nulo o muy cercano a cero, la aproximacion del DA tiende al

verdadero DA).

Paso 6: El conjunto,
Q= {x :2.0,(x)> —1} (2.44)

es una muy buena aproximacion de S.

2.7 Consideraciones Finales

En este capitulo se introdujeron conceptos, definiciones y teoremas basicos de la teoria de
sistemas no lineales. Estos elementos son utilizados en los capitulos siguientes para el

desarrollo de metodologias de estimacion de DA y de disefio de sistemas.

El uso de funciones de Lyapunov de tipo racional constituye una buena alternativa para la
estimacion de dominios de atraccion. Si bien el DA de un punto de equilibrio asintéticamente
estable puede llegar a ser un conjunto abierto (infinito), las estimaciones basadas en
funciones racionales suelen proporcionar buenas aproximaciones en las proximidades de las
fronteras del DA real. En el Capitulo 4, se propone una metodologia para la estimacion de

dominios de atraccion haciendo uso de este tipo de funciones.

La metodologia descrita en la Seccion 2.5 de este capitulo, se extiende en el Capitulo 5 para
aplicarla al disefio de sistemas dinamicos no lineales basados en la optimizacion de una

medida de la extension del DA del punto de equilibrio operativo del sistema.
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CAPITULO 3

INTRODUCCION AL DISENO Y ANALISIS DE
SISTEMAS DINAMICOS NO LINEALES

3.1 Introduccidn

En este capitulo se realiza una revision de las principales metodologias presentadas en la
literatura para el disefio de sistemas bajo restricciones de estabilidad y para la estimacion de
dominios de atraccion de puntos de equilibrio asintéticamente estables. Ambos enfoques
pueden posteriormente combinarse, como se expondra en el Capitulo 5, para desarrollar una
metodologia de disefio mas general basada en la extension del DA del punto operativo del

sistema o proceso.

Los objetivos naturales del disefio de procesos son la optimalidad de algun criterio apropiado
(generalmente econdmico), estabilidad (punto operativo localmente estable desde el punto de
vista dinamico), flexibilidad (robustez bajo incertidumbre paramétrica) y controlabilidad

(capacidad de retornar al estado de operativo frente a perturbaciones).

El objetivo es lograr un disefio satisfactorio desde el punto de vista de la operabilidad del
proceso y Optimo seguln el criterio adoptado. La ausencia de requerimientos de operabilidad
podria resultar, por ejemplo, en disefios que minimizan los costos de capital de un proceso,

pero cuyo estado de operacion corresponde a un punto de equilibrio inestable.

Aunque la operacion de sistemas inestables a lazo abierto puede ser factible bajo una
adecuada estrategia de control realimentado, en general es una situacion indeseada que
deberia evitarse por disefio (Luyben y col., 1998). Este problema ha sido abordado en la
disciplina de disefio-para-estabilidad, donde los aspectos de estabilidad se tienen en cuenta
explicitamente en la formulacion del disefio del proceso. Basicamente, el objetivo de este
enfoque es determinar un punto de operacion del sistema que sea asintéticamente estable,

mientras se optimiza una funcién objetivo, generalmente de tipo economica (Blanco, 2003).
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A modo de ilustracion, considere el problema de disefio del siguiente sistema dinamico Ec.
(3.1) (Kokosis y Floudas, 1994):

ﬁ:xfm;—o.g:o

;” (3.1)
ﬁ=x12+x2—4u=0

dt

El sistema tiene dos variables de estado (x; y x2) y una variable de control (), cada una con

sus respectivos cotas o limites. Si el disefio del sistema se realiza minimizando una funcion
objetivo, dada por ¢(x) = x7, requiriendo Gnicamente la condicion de estado estacionario, la

formulacién correspondiente es:

min p(X) = x3

s.a. x2 +x5-0.9=0
x2+x,—4u=0 (3.2)
0<u<l
x, <0

x,20

La solucion del problema (3.2) es: x; =-0.9487, x, = 0, u = 0.2250 y ¢(x) = 0. En este punto
de equilibrio optimo (en el sentido de la funcidn objetivo planteada), la matriz Jacobiana del
sistema dinamico (A) resulta no ser Hurwitz, es decir, la parte real de uno de sus autovalores

es positiva (11 =-2y 12 = 1) y por lo tanto el punto de equilibrio correspondiente es inestable.

Para asegurar estabilidad asintética de la solucion, es posible incorporar al modelo de la Ec.
(3.2) restricciones de estabilidad para forzar que la parte real de todos los autovalores de la

matriz Jacobiana (A) del sistema (3.1) tengan signo negativo:

min o(X) = x7

s.a. x7 +x;-09=0
xZ+x,—4u=0
Re[4.(A(x))] <0 (3.3)
O<uc<l
x <0
x, >0
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La solucion del problema (3.3) es: x; = -0.8061, x, = 0.5, u = 0.2875 y ¢(x) = 0.2532. En este
caso la matriz Jacobiana es Hurwitz, con los siguientes autovalores: A; = -0.6098 y 1, = -
0.0021. Claramente, esta solucion posee un peor valor de la funcién objetivo como
consecuencia de la incorporacién de las restricciones de estabilidad, pero en contraposicion

se garantiza que el sistema operara en un punto de equilibrio asintéticamente estable.

Los resultados anteriores no permiten concluir nada con respecto a la robustez de esa
solucion frente a posibles perturbaciones que puedan afectar al sistema. Una medida de esa
robustez esta dada por la forma y la extension del DA del punto de equilibrio operativo.

El DA para el punto solucion del problema (3.3), se ilustra en la Fig. 3.1. Se puede notar que
el punto de operacion se encuentra ubicado muy cerca de la frontera de su DA (region
blanca). Esta situacion es claramente indeseable dado que, pequefias perturbaciones en ciertas
direcciones pueden “expulsar” el estado de la regidn de estabilidad asintotica.

0.7k A

g L Punto solucidn |
' problema (3.3)

05k + &

Dz 1 1 1 1 1 1 1
-1 -0.95 -0.9 -0.85 -0.8 -0.75 -0.7 -0.85 0.6

*

Fig. 3.1: DA para la solucién del problema (3.3)

Por esta razon, es importante considerar en el problema de disefio las caracteristicas del DA
del punto de operacion. Esto permitiria asegurar un buen desempefio del sistema frente a

situaciones especificas como la sefialada en el parrafo anterior.
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En las siguientes secciones, se revisan algunos aspectos relevantes de los problemas de
disefio-para-estabilidad y de estimacion de dominios de atracciéon. En lo que respecta al
problema de disefio-para-estabilidad se revén las contribuciones que aplican la optimizacion
de autovalores. Con respecto a la estimacion de dominios de atraccion se revisan las
contribuciones que aplican la Teoria de Estabilidad de Lyapunov. En todos los casos se citan
y discuten brevemente los trabajos de mayor interés para esta tesis.

3.2 Disefo-para-Estabilidad

Ciertos aspectos del comportamiento de un sistema dindmico se pueden describir por medio
de los autovalores de ciertas matrices. Estos proporcionan informacion local sobre la
evolucion en el tiempo del sistema, tanto en el espacio de estados, como en los dominios de

Laplace y de frecuencia.

En general, no se trata simplemente de calcular los autovalores de una matriz dada. Los
elementos de esta matriz pueden ser dependientes de una cantidad de parametros (variables
de disefio, de estado y manipuladas). En el marco de un problema de optimizacién, los
autovalores pueden ser tanto parte de la funcion objetivo como de las restricciones (Blanco y
Bandoni, 2003 y 2007).

El problema de disefio-para-estabilidad de sistemas dindmicos, ha sido planteado como un
problema de optimizacién de autovalores en Ringertz (1997). Sin embargo, como se ha
destacado en Kokossis y Floudas (1994), existe la dificultad practica de obtener expresiones
matematicas explicitas para los autovalores de matrices de un tamafio superior a 4 por 4. Esto
torna imposible incluir en una forma sencilla dentro de un problema de optimizacion los
autovalores de matrices. Incluso en los casos que se pueden obtener expresiones analiticas, su
frecuente no convexidad y potencial no diferenciabilidad, hace dificil para los algoritmos

estandares de optimizacion no lineal resolver estos problemas.

Dentro de los trabajos mas relevantes que han abordado el problema de disefio-para-
estabilidad, se encuentra el elaborado por Kokossis y Floudas (1994). En este trabajo los
autores desarrollan una metodologia aplicable al disefio Optimo de procesos estables. Se
propone un algoritmo iterativo para acotar los autovalores de la matriz Jacobiana, con el
objetivo de asegurar estabilidad asintética local. La metodologia fue aplicada al problema de

sintesis de redes de reaccion complejas.
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Ringertz (1997) presenta la resolucion de diferentes problemas en ingenieria mecénica
usando una técnica de optimizacién de autovalores, que se basa en un enfoque de

transformacion de barrera logaritmica.

Monningmann y Marquardt (2003) presentan una metodologia de disefio que trata el
problema de estabilidad haciendo uso de elementos de la teoria de bifurcacion. Esta
metodologia fue aplicada en ese trabajo a procesos de polimerizacién continuos y
posteriormente (Monningmann y Marquardt, 2005) a la seccion de reaccion del clasico

proceso de hidrodealquilacion de tolueno (mas conocido por sus siglas en inglés, HDA).

Blanco y Bandoni (2003, 2007), sobre la base de las transformaciones de barrera logaritmica
propuesta por Ringertz (1997), resuelven un problema con restricciones de negatividad sobre
la parte real de los autovalores, mediante el uso de algoritmos NLP estandar. Estas técnicas
fueron aplicadas posteriormente a sistemas quimicos y bioquimicos en Matallana y col.
(2008).

Chang y Sahinidis (2005) proponen un método de optimizacién global para localizar
soluciones robustas de estado estable. El criterio de estabilidad de Routh-Hurwitz se emplea
en ese trabajo para asegurar las caracteristicas deseadas de estabilidad. La metodologia
propuesta se aplica a problemas de optimizacion de redes metabdlicas, de modo que resulten
estables para todo el espacio de incertidumbre paramétrica. Este enfoque puede generar
soluciones conservadoras como fue reportado por Gerhard y col. (2008).

Ricardez-Sandoval y col. (2008) presentan un enfoque para integrar el disefio y el control de
procesos. La idea es representar el comportamiento del sistema no lineal a lazo cerrado con
parametros inciertos aplicando, herramientas de control robusto para calcular fronteras de
estabilidad y viabilidad del proceso. Esta metodologia fue aplicada al disefio y control

simultaneo de un tanque de mezclado.

Lu y col. (2010) desarrollan una metodologia robusta para el disefio de procesos bajo
incertidumbre. Se propone integrar el disefio 6ptimo con la asignacion robusta de autovalores
para disefiar el proceso en un punto de equilibrio asintéticamente estable. EI uso de un

algoritmo estocastico permite al método resolver problemas no convexos y no diferenciables.
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3.3 Estimacion de Dominios de Atraccion (DA)

Los métodos de estimacion de DA de puntos de equilibrios asintéticamente estables se
pueden dividir en tres grupos: los basados en la ecuacion de Zubov (Zubov, 1964), los que se
basan en el teorema de La Salle (La Salle, 1960) y los métodos de no-Lyapunov. Genesio y
col. (1985) proporcionan una clasificacién amena de las diferentes técnicas y una revision de
los trabajos clasicos.

Los métodos basados en el teorema de La Salle, de principal interés para este trabajo, se
basan en una extension de la Teoria de Estabilidad de Lyapunov y constituyen la clase de
métodos mas aplicados para la estimacion de DA. Como se establecié en el Teorema 2.5, las
siguientes condiciones (Ec. 3.4) son necesarias para que una regién Q sea una estimacion del
DA:

i V(X) >0, ¥YxeQ, x=0
(i) V(@0)=0

(i) ﬁ%ggso,vXeQ,x¢o (3.4)

v _,

(iv) ”

donde ¥(x) es una funcion de Lyapunov. Estas condiciones, no garantizan que las trayectorias
dindmicas del sistema se encuentren en su totalidad dentro de las regiones definidas por
dV(xX)dt = 0.

El fundamento de la metodologia es aproximar el DA por medio de un conjunto de nivel de la
funcién de Lyapunov propuesta (superficie de Lyapunov). Bésicamente la idea es encontrar
el mayor conjunto de nivel de la funcién de Lyapunov, contenido en la region de definicion
negativa de la derivada temporal de dicha funcion. La calidad de la estimacion del DA

resultante dependera por lo tanto de la funcion de Lyapunov adoptada.

Frecuentemente, las estimaciones obtenidas de esta forma son sensiblemente mas pequefias
que el verdadero DA. Tipicamente, DA de tamafio infinitos (conjuntos abiertos) son
aproximados por conjuntos cerrados de tamafios finitos. Sin embargo, estas estimaciones

pueden resultar buenas representaciones del DA real en ciertas partes del espacio de estados.
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Entre las técnicas disponibles, en Vannelli y Vidyasagar (1985) se introducen funciones de
Lyapunov de tipo racional para aproximar las funciones de Lyapunov maximales (ver
Capitulo 2). En dichas funciones el denominador tiene un efecto “explosivo”, que hace crecer
bruscamente el valor de la funcion cerca de la frontera del DA. El objetivo es obtener
conjuntos de nivel que representan muy bien la regién de estabilidad en esta parte del espacio
de estados. Ademas, los autores proponen en ese trabajo un algoritmo recursivo para
construir las funciones racionales y para calcular la estimacion del DA. En algunos casos
particulares, esta metodologia puede determinar en forma exacta la region de estabilidad de

un punto de equilibrio asintéticamente estable.

Chiang y Thorp (1989) desarrollan una metodologia constructiva para estimar las regiones de
estabilidad. La estrategia comienza con una funcién de Lyapunov y genera una secuencia de
funciones de Lyapunov cada una de las cuales es utilizada para generar una estimacion del
DA. La secuencia de estimaciones pertenecen al DA real, y la unién de todas ellas resulta una

estimacion mucho mejor que la obtenida con las funciones de Lyapunov individuales.

Levin (1994) efectua la estimacion del DA haciendo uso de funciones de Lyapunov de tipo
cuadrético, que dependen de un cierto vector de pardmetros. El objetivo es determinar el
valor de los pardmetros que maximizan el area del conjunto de nivel que se encuentra en la

region de definicion negativa de la derivada temporal de la funcién de Lyapunov.

En Chiang y col. (1995) y Hiskens y Davy (1996) se propone un procedimiento sistematico
para la construccion de funciones de energia que permiten caracterizar la frontera del DA.
Estas funciones poseen propiedades similares a las funciones de Lyapunov. Los
procedimientos propuestos fueron aplicados en esos trabajos al estudio de sistemas de

potencia.

La mayoria de los métodos comentados, en general, proporcionan estimaciones de los DA
muy conservadoras, o de aplicabilidad muy especifica y por ende de limitada utilidad en otras

disciplinas.

La estimacion de DA a través de problemas de optimizacién es en general muy compleja,
debido a que las formulaciones matematicas resultantes son altamente no lineales y de tipo
semi-infinito. A fin de superar la complejidad de las formulaciones semi-infinitas, algunos
autores han sugerido discretizar el espacio de estados. Por ejemplo, Tibken y Hachicho
(2000) utilizan el teorema de Ehlich-Zeller para calcular subconjuntos del DA de un punto de
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equilibrio asintéticamente estable de sistemas polinomiales. Este teorema permite conocer el
namero minimo de elementos de la grilla necesario para asegurar definicion positiva y
negativa de las funciones involucradas. El trabajo también presenta generalizaciones del

teorema para polinomios multivariables y trigonomeétricos.

Dentro de los métodos basados en optimizacion para sistemas dinamicos polinomiales, la
contribucion de Hachicho y Tibken (2002) sugiere el empleo de formulaciones basadas en la
Teoria Matematica de Momentos, que requieren la resolucion de un problema de
optimizacion primal y uno dual, este Gltimo relacionado con la determinacién del DA del

punto de equilibrio.

En Chesi y col. (2002) y Chesi (2003 y 2004) se propone la estimacion del DA de sistemas
dindmicos con parametros inciertos, por medio de la construccién de funciones polindmicas
homogéneas de Lyapunov. La condicion suficiente para la existencia de una funcion
polinémica homogeénea de Lyapunov de un grado determinado, se formula en términos de un
problema de desigualdad matricial lineal (LMI) factible, maximizando el volumen de la
estimacion. Estas técnicas de optimizacion LMI son también aplicadas en Amato y col.
(2007) a un modelo de crecimiento de poblacidn que involucra tres especies de organismos y

en Merola y col. (2008) a un modelo de estado de latencia de tumores.

Papachistodoulou y Pragna (2002) proponen un procedimiento para probar estabilidad de
equilibrios de sistemas no lineales que se basa en una relajacién del método directo de
Lyapunov, lo que posibilita una construccion algoritmica de la funcién de Lyapunov. La
técnica esta restringida a sistemas dindmicos que pueden representarse por medio de
funciones polinomiales, aunque permite incluir restricciones de igualdad y desigualdad en

términos de integrales, para contemplar ciertas no linealidades no polinémicas.

Posteriormente, en Papachistodoulou y Pragna (2005) se utilizan avances en programacion
semidefinida con el uso de técnicas de suma de cuadrados para examinar la no negatividad de

las funciones de Lyapunov. Se presentan aplicaciones en ingenieria quimica y mecanica.

Kaslik y col. (2005) presentan un método de estimacion de DA basado en una funcion
analitica y su expresion en series polinomiales de Taylor. La funcion analitica y sus series
polindmicas de Taylor son construidas mediante férmulas de recurrencia, usando los

coeficientes de las expansiones de las series de Taylor alrededor del punto de equilibrio.
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Chesi (2007) propone una metodologia para aproximar el DA como la unién de un nimero
infinito de conjuntos de nivel de funciones de Lyapunov. Se define un pardmetro dependiente
de la funcién de Lyapunov y los conjuntos de nivel se calculan resolviendo un problema
convexo de optimizacion LMI. Al igual que en contribuciones anteriores (Chesi y col., 2002),

esta metodologia se aplica a sistemas dinamicos no lineales de estructura polinomial.

Hachicho (2007) propone una técnica que permite la identificacion del mejor conjunto de
nivel de un sistema dinamico polinomial (que constituye una estimacion del DA) mediante el
uso de funciones de Lyapunov de tipo racional. La técnica hace uso de métodos de

optimizacion deterministica global, basada en la Teoria Matemética de Momentos.

Topcu y col. (2008) proponen una metodologia utilizando informacion de simulaciones para
generar una funcién candidata de Lyapunov. Estas funciones son evaluadas resolviendo un

problema de optimizacién lineal de suma de cuadrados.

Chesi (2009) propone una estrategia para la estimacion del DA de sistemas dindmicos que
poseen funciones no polinomiales. La idea es convertir el sistema no polinomial en un
sistema polinomial efectuando expansiones por series de Taylor. Luego, se resuelve el

problema convexo aplicando técnicas de optimizacion LMI.

Ademas del problema de estimacion del DA de un dado punto de equilibrio, también se ha
trabajado en el problema de agrandamiento del DA de un sistema dado. La mayoria de estos
trabajos asumen que el punto de equilibrio permanece asintéticamente estable dentro del

rango de variacion de los parametros de optimizacion.

Tan (2006) propone resolver el problema de agrandamiento del DA usando herramientas de
suma de cuadrados aplicado a sistemas dindmicos polinomiales. Hashemzadeh y
Yazdanpanah (2006) desarrollan un enfoque para agrandar el DA de un sistema no lineal
basado en el teorema de Zubov (Zubov, 1964). Gonzalez y Odloak (2009) y Limon y col.
(2005) presentan métodos para agrandar el DA de un sistema no lineal sobre esquemas de

modelos de control predictivo.

3.4 Consideraciones Finales

Las metodologias descritas para abordar el problema de disefio-para-estabilidad, si bien han

constituido progresos importantes, no tienen en cuenta la extension ni la forma del DA. Esto
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podria ubicar el punto estacionario en una posicion muy cercana a la frontera del DA, como
se ilustro a través del sistema (3.1). Esta situacion se considera no satisfactoria, ya que
pequefias perturbaciones en alguno de los parametros, podrian facilmente llevar el estado a
una condicion de la cual no pueda retornar al equilibrio deseado cuando el sistema recupere
sus caracteristicas topoldgicas originales. Por lo tanto, conocer la extension y forma del DA
de un punto de equilibrio, o al menos contar con una buena estimacion de este, es

imprescindible para garantizar la adecuada operabilidad del sistema o proceso.

Por otra parte, las metodologias utilizadas para la estimacion del DA parten del hecho de que
el punto de equilibrio esta previamente definido, por ejemplo, a través de la solucion de un
problema de optimizacion en estado estacionario con restricciones de estabilidad. De acuerdo
a nuestro conocimiento, no existen enfoques de disefio de sistemas dinamicos no lineales que
garanticen simultaneamente estabilidad asintética del estado estacionario y contemplen la
extension de su DA. En el Capitulo 5 se presentara una nueva metodologia que tiene en

cuenta ambos aspectos para el disefio de sistemas dinamicos no lineales.
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CAPITULO 4

ESTIMACION DE DOMINIOS DE ATRACCION MEDIANTE
OPTIMIZACION GLOBAL

4.1 Introduccion

En este capitulo se propone una metodologia para la estimacion de dominios de atraccion de
puntos de equilibrio asintoéticamente estables, basada en funciones de Lyapunov de tipo

racional.

La idea bésica de la metodologia, consiste en determinar la mayor superficie de nivel de una
funcién de Lyapunov racional, que se encuentra completamente contenida en la regién de

definicion negativa de su derivada temporal.

Con este objetivo, se formula un problema de optimizacién que incluye requerimientos de
tangencia entre las superficies de nivel y restricciones en el signo del numerador y
denominador de la funcién de Lyapunov. Estas restricciones permiten evitar una cantidad de
“soluciones falsas” de la estimaciéon del DA, que corresponden a minimos locales de

problema de optimizacion no lineal.

Ademéds, dado que se requiere de condiciones de optimalidad global de la solucién para
producir una estimacion apropiada del DA, se utiliza un algoritmo de optimizacion global
deterministico de tipo branch and bound. La metodologia propuesta se aplica a varios

ejemplos para ilustrar los diferentes aspectos de este enfoque.
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4.2 Estimacion del DA como un Problema de Optimizacion

Considérese que se dispone de una funcion de Lyapunov V(X) para el sistema dinamico (4.1),

dx
Z_f(x) (4.1)

lo que significa que:

V(x)>0 en R(0) a)

V) 0 en RO b) (4.2)

Del Teorema 2.5, el cual establece que la superficie de nivel V(X) = ¢ contenida en la regién
de definicion negativa de dV(X)/dt constituye una estimacion del DA, se concluye que el
mayor conjunto de nivel (maximo valor de ¢) que verifica esta condicidon corresponde a la

mejor estimacion del DA que se puede obtener con V(X).

El calculo del maximo conjunto de nivel, se puede obtener por medio de la solucion de un

problema de optimizacion cuya formulacion seudo-matematica es:

max ¢
s.a. {Xpertenece al conjunto de nivel V' (X)—c = 0} a) 4.3)
{el conjunto V' (X) — ¢ esta contenido en R(0)} b)

El objetivo del problema (4.3), es determinar el méximo conjunto de nivel de V(X) el cual estd
completamente contenido en la region de definicidon negativa de dV(X)/dt (4.3(b)). Hachicho

(2007) propone reformular el problema (4.3) como se indica a continuacion:

min c
sa. ViX)—c=0
dv(x) 0 (4.4)
dt
c>0

La solucién de este problema es un punto en el espacio de estados que corresponde a un
contacto tangencial entre las funciones V(X) = ¢ y dV(X)/dt = 0. Cabe aclararse, que el
problema de optimizacion (4.4) es no lineal y por lo tanto puede tener varias soluciones

locales. Con el fin de converger a una solucion correcta se debe asegurar optimalidad global.

4.2



Capitulo 4: Estimacion de Dominios de Atracciéon Mediante Optimizacion Global

En la Fig. 4.1, se muestra graficamente el significado que tienen las diferentes soluciones del
problema (4.4). Las elipses corresponden a las superficies de Lyapunov (¥(X) — ¢), mientras

que la interfase entre las regiones blanca y gris define la superficie de nivel dV(X)/dt = 0.

x2¢

| avpyae =0

/!

Ilinitno Global

AT )t = i)

Fix)=c*

V(x)=cj

c*ﬁ:cj{c2|

Fig. 4.1: Significado de las soluciones locales y globales del problema (4.4)

Puede apreciarse que existen soluciones correspondientes a un minimo local que no son
adecuadas, puesto que, la superficie de nivel de la funcion de Lyapunov se encuentra en una
porcidn del espacio de estados donde no se verifica definicion negativa de dV(X)/dt. Caso de
las elipses V(X) = ¢1y V(X) = c;. Por otra parte, se observa que la superficie de nivel
correspondiente al minimo global V(X) = ¢ (regidn gris oscura), si se encuentra totalmente
incluida en la porcion del espacio de estados donde dV(X)/dt tiene definicion negativa (region

blanca).

Para ilustrar este enfoque de estimacion del DA, se analiza el oscilador de Van der Pol

(Vannelli y Vidyasagar, 1985):

=
dt ?
=,

dt

(4.5)

_ 2
=X — X, +x1 X,
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donde el origen de coordenadas (X = 0) es el punto de equilibrio asintdticamente estable.
Considérese la siguiente funcion de Lyapunov de tipo racional para este sistema (Hachicho,

2007),

0.593x7 —0.364x,x, +0.437x7 —0.1253x; +0.2885x; x, —0.0537x7x3 +0.0581x,x; —0.0196x;

V(x)= 2 2
1-0.0001x, +0.0001x, —0.2685x, +0.3217x,x, —0.1163x,

(4.6)

En la Fig. 4.2(a) se grafica dicha funcion y su derivada temporal (en negro y gris
respectivamente). En gris claro se identifica la asintota de la region del espacio de estados
donde la funcion de Lyapunov no esta definida. Para una mejor visualizaciéon de dichas
funciones, en la Fig. 4.2(c) y (d) se muestran vistas laterales de V(X) (linea so6lida) y dV(X)/dt

(linea a trazos).

En la Fig. 4.2(b), se muestran los conjuntos de nivel de interés junto con el DA real (linea
solida gruesa). La curva cerrada V(X) = 2.2086 (linea so6lida) contenida en el conjunto de
nivel dV(X)/dt = 0 (linea a trazos) constituye la solucion deseada del problema (4.4) para el
sistema bajo estudio (4.5) y por lo tanto representa la mejor estimacion del DA que puede

obtenerse con la funcién (4.6).

Cabe notar que en este caso particular, hay dos puntos en el espacio de estados para el mismo
conjunto ¥(X) = ¢ debido a simetria en las soluciones. Puesto que, ambas soluciones son

equivalentes con respecto a la estimacion resultante, so6lo se reporta una de ellas.

La metodologia descrita requiere la disponibilidad de una funcion de Lyapunov para el
sistema bajo estudio. Hachicho (2007) propone el uso de funciones racionales de Lyapunov
en el problema de optimizacion (4.4). Como se explico en el Capitulo 2, una funcion de

Lyapunov del tipo racional tiene la siguiente estructura:

n

NG D R/(X)

i=2

V(x)= D(x) =T 2
1+ ZQ,- (%)

donde N(X) y D(X) son polinomios definidos a través de R(X) y Qi(X), los cuales son

polinomios homogéneos de grado i para n > 2.

4.4



Capitulo 4: Estimacion de Dominios de Atracciéon Mediante Optimizacion Global

‘ -‘\(:,:o;:&l,”! '{;II””M %, =-0.0070 7 :

x, = 090887 . g

i
--"ﬁ

"'5‘5.-—'

.'I .r/llll/d‘ﬂflﬂﬂlfﬂl
0 Jjﬁ%g]lfl’lfllﬂlﬂg’

=

\ ’o’t'f;%,
‘h\ g lrg( il
\\\\\ " ‘ ‘ “‘r‘ﬂff,

“‘““‘fﬂ

¥ dVide

ng;;, .
i o
Illlllll/// :
’W‘%””’

(a)(X) (negra), dV(X)/dt (gris), (b) Conjuntos de nivel V(x) = 2.2086 (sélida)
asintota (gris claro) y dV(X)/dt = 0 (trazos) y el DA (sélida gruesa)
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(c) Vista lateral de V(X) (solida) y (d) Vista lateral de V(X) (s6lida) y
dV(X)/dt (trazos) con x, =0 dV(X)/dt (trazos) con x; =0

Fig. 4.2: Funcion de Lyapunov y su derivada con respecto

al tiempo para el sistema (4.5)-(4.6)

4.3 Nueva Formulacion para la Estimacion del DA

Como fue mencionado anteriormente, el problema (4.4) es un modelo de optimizaciéon no
lineal que puede tener varias soluciones locales que no constituyen estimaciones apropiadas

del DA para el sistema bajo estudio (ver Fig. 4.1).
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Considérese por ejemplo las diferentes soluciones del problema (4.4) para el sistema (4.5)-
(4.6) que se ilustran en la Fig. 4.3. Las Figs. 4.3(a) a 4.3(d) muestran en linea sdlida

diferentes conjuntos de nivel de la funcion de Lyapunov (Ec. 4.6).

En todos los casos, el conjunto de nivel de la derivada con respecto al tiempo de la funcion de
Lyapunov, se indica con linea a trazos. Se observa que por razones de simetria hay dos
soluciones para un mismo V(X) = c. Por lo tanto, s6lo una de ellas se reporta en la descripcion

que sigue.

La solucion representada en la Fig. 4.3(a) es una solucion del problema (4.4) con un valor de
¢ menor que el de la solucidn correspondiente a la estimacion deseada, la cual se muestra en
la Fig. 4.2(b). Esta solucioén esta dada por la interseccion transversal entre el conjunto de
nivel V(X) = 0.1 y el conjunto de nivel dV(X)/dt = 0. Se puede notar, que la interseccion entre
los conjuntos de nivel tiene lugar lejos del origen y por lo tanto, s6lo una muy pequeia
porcion del conjunto de nivel de V(X) es de hecho una estimacion del DA (circulo pequeio

alrededor del origen).

A diferencia de la solucion de la Fig. 4.3(a), la de la Fig. 4.3(b) verifica la interseccion
tangencial deseada entre los conjuntos de nivel. Sin embargo, la estimacion del tamafio del
DA es también conservadora, puesto que, el contacto entre los conjuntos de nivel tiene lugar

en una region alejada del origen.

Se puede observar en ambas soluciones, que aunque se satisfacen las restricciones del
problema (4.4), tanto V(X) y dV(X)/dt experimentan una transicion de signos en una porcioén
intermedia del espacio de estados (ver asintota en la Fig. 4.2(a)). Especificamente, V(X) es
positiva definida en algiin dominio alrededor del origen torndndose negativa en una zona

intermedia y recuperando nuevamente el signo positivo lejos del origen (lineas so6lida en la

Fig. 4.2(c) y (d)).

4.6



Capitulo 4: Estimacion de Dominios de Atracciéon Mediante Optimizacion Global

xj:-1.9183
x2=(14052

.
x L4649
Fox=L6832
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(c)c=2.8

xj=—0.29§2
x2:—2. 2906

(d) ¢ = 4.7652

Fig. 4.3: Soluciones falsas del sistema (4.5)-(4.6)
Conjuntos de nivel V(X) = ¢ (s6lida) y dV(X)/dt = 0 (trazos)

De igual manera, dV(X)/dt permanece con definicion negativa cerca del origen pero se torna

positiva a medida que se aleja de este (linea a trazos en Fig. 4.2(d)). Los pequefios circulos de

las Fig. 4.3(a) y (b) son estimaciones del DA, ya que estos se encuentran completamente

contenidos en la regién de definicion negativa de dV(X)/dt. Evidentemente, el hecho que la

solucion se encuentre mas alla de la transicion de signos de las funciones, es indeseable.
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Los resultados ilustrados en las Fig. 4.3(c) y (d) son también soluciones del problema (4.4)
dado que presentan intersecciones tangenciales entre los conjuntos de nivel V(X) = ¢ y
dV(X)/dt = 0. Sin embargo, ninguna de ellas es una estimacion del DA ya que los respectivos
conjuntos de nivel de V(X) (linea sélida) no estdn completamente contenidos en la regién de

definicion negativa de dV(X)/dt (linea a trazos).

Dado que todas las soluciones de la Fig. 4.3 son soluciones validas del problema (4.4) y
ninguna es una estimacion deseada del DA, todas ellas son consideradas como soluciones

falsas para el sistema (4.5) con funcidon de Lyapunov (4.6).

De las anteriores descripciones cualitativas se puede concluir que, para que cierto conjunto de
nivel V(X) = ¢ sea una estimacion optima (deseada) del DA haciendo uso de funciones de

Lyapunov de tipo racional, se deben verificar las siguientes tres condiciones:
Condicion 1. Los conjuntos de nivel V(X) = ¢ y dV(X)/dt = 0 se intersectan tangencialmente.

Condicion 2. La solucion pertenece a la porcion del espacio de estados previa a la transicion

de signos de V(X) y dV(X)/dt a medida que ||X|| — 0,

Condicién 3. El conjunto de nivel ¥(X) = ¢ es el minimo global.

La condicion 1, evita soluciones falsas como la que se muestra en la Fig. 4.3(a). La condicién
2 asegura que las soluciones del tipo de la Fig. 4.2(b) se prefirieran a las de la Fig. 4.3(b).
Finalmente, la condicion 3, fuerza la obtencion de soluciones del tipo de la Fig. 4.2(b) sobre

las soluciones tangenciales falsas de las Fig. 4.3(c) y (d).

Si bien el problema (4.4) explicitamente requiere optimalidad global (condicion 3), la
condiciéon 1 y la condicion 2 no son consideradas. Por lo tanto, con el objeto de evitar la
convergencia a alguna de las soluciones falsas previamente discutidas, se propone una nueva
formulacion (4.7) que excluye estas situaciones indeseables y asegura la identificacion de la

correcta solucion de la estimacion del DA para funciones racionales de Lyapunov.
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mxin c
_ NG

sa. V(x)= D) a)
V(X)—c=0 b)
dre _, 0

dt
a[dV(x)}
a[V(X)—C] —e dt , i=1,...,n d) (47)
Ox, ox,

N(X)>0 e)
D(X)>0 f)
X#0 g)
c>0 h)

La condicion 1, esta impuesta explicitamente en la formulacion como una restriccion
geométrica requiriendo que el punto solucion de ambos conjuntos de nivel pertenezca al
mismo hiper-plano en el espacio de estados. Esta restriccion se expresa matematicamente a
través de la dependencia lineal de los gradientes de los conjuntos de nivel en el punto
solucion (4.7(d)), donde ¢ es una variable auxiliar y n es el nimero de estados del sistema

dindmico. Usando notacion vectorial, la restriccion (4.7(d)) se puede expresar como:

V[ (x)-c]= gv[dV(X)]

dt

Esta condicion de tangencia se ilustra en la Fig. 4.4 para el sistema bajo estudio. En la

solucion, los vectores normales al plano tangente son: V[V(x)-c]|=[-1.9838,1.8135]",

v{%} =[-0.8080,0.7386]" y el valor de & es 2.4550.
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Fig. 4.4: Condicion 1. Contacto tangencial entre los conjuntos

de nivel V(X) = ¢ (sdlida) y dV(X)/dt = 0 (trazos)

Por otra parte, la condicion 2 no posee expresiones matematicas obvias para ser incluidas en
el problema de optimizacion. En este trabajo, se propone incluir restricciones sobre los signos
del numerador y del denominador de la funcion racional de Lyapunov (4.7a) de modo que los

mismos sean estrictamente positivos, esto es N(X) > 0y D(X) > 0 ((4.7¢e) y (4.71)).

En la Fig. 4.5(a) se muestra la restriccion N(x) > 0 (region limitada por la linea gruesa a
trazos) y en la Fig. 4.5(b) la correspondiente a D(X) > 0 (region sombreada), para el sistema

(4.5)-(4.6).
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(a) M(X) > 0 (gruesa a trazos) (b) D(X) > 0 (sombreada)

Fig. 4.5: Condicion 2. Signo estrictamente positive sobre el

numerador y el denominador de la funcion de Lyapunov

En la Fig. 4.6, se muestra la interseccion entre las regiones definidas por las restricciones
N(X) > 0 y D(X) > 0 (region limitada por la linea sélida gruesa). Dicha region contiene la
solucion deseada (Fig. 4.6(a)) y excluye las soluciones falsas mostradas en la Fig. 4.3(b)

como se puede apreciar en la Fig. 4.6(b).

(a) Solucion deseada incluida (b) Soluciones falsas excluidas

Fig. 4.6: Region de interseccion entre N(X) > 0y D(X) > 0 (linea solida gruesa)

4.11



Capitulo 4: Estimacion de Dominios de Atracciéon Mediante Optimizacion Global

Finalmente la condicion 3 (optimalidad global), se asegura resolviendo el problema de
programacion no lineal (4.7) utilizando herramientas computacionales de optimizacion
global. En particular, en esta tesis, se usa el paquete GAMS (GAMS, 2008a) con el programa
de optimizacion global BARON (GAMS, 2008b). BARON implementa un algoritmo
deterministico de optimizacién global del tipo branch and bound, el cual garantiza la
convergencia a Optimos globales para una amplia gama de modelos no lineales. Para una
presentacion completa de la teoria detras de BARON y los algoritmos de branch and bound,

consultar Tawarmalani y Sahinidis (2002).

Las restricciones (4.7g) y (4.7h) se incluyen para evitar que la solucién quede atrapada en el
origen del espacio de estados la cual es una solucioén sin sentido para el problema bajo
estudio.

Definiendo X :M y realizando manipulaciones algebraicas apropiadas, el problema

dt D(X)

(4.7) se puede reformular en forma mas compacta como se muestra en la Ec. (4.8):

min c
sa. N(X)—cD(X)=0 a)
N(X)=0 b)
V[N(X) - CD(X)] =&V [N(X)] c) (4.8)
N(x)>0 d)
D(x)>0 e)
X#0 f)
c>0 g)

4.4 Ejemplos de Aplicacion de la Nueva Formulacién

En esta seccion se aplica el enfoque presentado en la seccion anterior a la estimacion del DA
de cinco sistemas dindmicos obtenidos en la literatura. Los tres primeros son ejemplos
matematicos tipicos, mientras que los dos restantes son aplicaciones a sistemas biomédicos e
ingenieriles. Para cada sistema se construyd una funcién racional de Lyapunov segin el

procedimiento propuesto por Vanneli y Vidyasgar (1985), descrito en el Capitulo 2.
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Para todos los ejemplos, en la representacion grafica de los resultados del problema (4.8), la
linea sdlida representa la curva V(X) — ¢ = 0 y la linea trazos la curva dV(X)/dt = 0. Las
regiones determinadas por las restricciones N(X) > 0 (4.8d) y D(X) > 0 (4.8¢) se indican

mediante linea gruesa a trazos y region sombreada respectivamente.

4.4.1 Ejemplo 1: Sistema Polinomial de Dos Estados

Considérese el siguiente sistema (Genesio y col., 1985):

dx,
— =—X, +X,

at (4.9)
P 0.1, — 2, —x —0.1x°

dt

La funcion de Lyapunov de tipo racional para este sistema estd definida por medio de los

siguientes polinomios:

R,(x)=0.5184x +0.3684x,x, +0.3421x2
R,(X)=—-0.0144x] —0.1646x7x, —0.0143x.x2 —0.0005x>
R,(x)=0.0303x] +0.0043x’x, +0.0037xx2 —0.0012x,x
0,(x)=0.2269x, +0.0529x,

0,(x)=-0.0029x” —0.0144x,x, —0.0026x2

La Fig. 4.7(a) ilustra la estimacion del DA del origen como punto de equilibrio

asintoticamente estable para este sistema, obtenido por la resolucion del problema (4.8).

Como es de esperarse, la solucion verifica tangencia entre los conjuntos de nivel V(X) = cy
dV(x)/dt = 0 y estd incluida en la interseccion de las regiones N(X) > 0 (linea a trazos) y D(X)

> (0 (region sombreada).

La interseccion entre los conjuntos de nivel de interés se verifica en el punto x; = 5.7952 y x;

=-4.0719 para un valor de ¢ = 28.7343 y un valor de la variable auxiliar &= 0.3780.

Para este sistema N(X) es mayor que cero en todo el dominio considerado para la
optimizacion, mientras la restriccion sobre D(X) cubre una gran parte de este. Notese que
existe una solucién falsa cerca de la solucion deseada (Fig. 4.7(b)). Esta solucion es excluida

efectivamente asegurando optimalidad global del problema (4.8).
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£ S |
|
5L s l\ y
S
-10F -0
xj=-i.f194
st sl x,=-51864
-20 - -20 - -
-20 -15 20 -20 -15 -10 20
x 1
(a) Solucion, ¢ =28.7343 (b) Solucion falsa, ¢ =43.2379

Fig. 4.7: Ejemplo 1. Conjunto de nivel V(X) = ¢ (solida) y dV(X)/dt= 0 (trazos)

4.4.2 Ejemplo 2: Sistema no Polinomial de Dos Estados

Considérese el siguiente sistema (Chesi, 2009):

ax, =—x, +x, +0.5(exp(x,)—1)

dt (4.10)
dx,

= —X, =X, + X, X, + x, cos(x,)

La funcién de Lyapunov de tipo racional para este sistema estd definida por medio de los

siguientes polinomios:

R,(X)=x7 +1.3333x,x, +1.1667x2

R,(X)=-0.2272x] —0.1396x7x, +0.3785xx7 —0.1798x]
R,(x)=0.0136x; —0.2864x;x, +0.1918xx7 —0.0530x,x +0.0172x;
0,(x)=-0.5605x, —0.7255x:

0,(x)=0.3254x" +0.0910x,x, +0.1015x?

Este sistema contiene la funcion coseno. Dado que el programa BARON no soporta
funciones trigonométricas (GAMS, 2008b), se adaptd un procedimiento en dos etapas para

estimar el DA del origen como punto de equilibrio asintéticamente estable.
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En primer lugar, se efectué una expansion en series de Taylor para la funcidon coseno y se
resolvid el problema (4.8) por medio de BARON, obteniéndose la siguiente solucion: x; =
1.2668, x, =-0.6229, ¢ = 1.1762, ¢ = 0.3528, que es global para el problema aproximado y se

espera que este muy cerca de la solucion global del sistema original.

En segundo lugar, para calcular la solucion real del problema (4.8), partiendo de un punto
inicial correspondiente a la solucion aproximada hallada por BARON, se resolvi6 el sistema
original (4.10) empleando el programa de optimizacion no lineal local CONOPT (GAMS,

2008b), el cual soporta funciones trigonomeétricas,.

La solucion final corresponde al punto x; = 1.3010, x,=-0.6175 con ¢ = 1.2251 y £=0.3675.
Los conjuntos de nivel muestran los comportamientos esperados, esto es, contactos
tangenciales en las soluciones que a su vez pertenecen a la interseccion de las regiones

definidas por las restricciones N(X) > 0 y D(X) > 0, como se muestra en la Fig. 4.8.

———r——q———l—————

Fig. 4.8: Ejemplo 2. Conjuntos de nivel
V(X) = ¢ (solida) y dV(X)/dt = 0 (trazos)
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4.4.3 Ejemplo 3: Sistema Polinomial de Tres Estados

Considérese el siguiente sistema de tres estados (Hachicho y Tibken, 2002):
—==-X, + XX, (4.11)

La funcion de Lyapunov de tipo racional empleada para este problema contiene los siguientes

polinomios:

R, (X) =0.5x] +0.5x2 +0.5x]

R,(x)=—0.0739x] +0.2594x,x7 —0.0739x,x]

R,(x)=-0.0301x +0.0573x7x2 —0.0301x.x? +0.250 Lx,x,x7 —0.03x5 —0.03x]x?
0,(x)=-0.1478x,

0,(x)=-0.0602x} —0.06x?

La estimacion del DA del origen como punto de equilibrio asintéticamente estable de este

sistema, se ilustra graficamente en la Fig. 4.9.

La solucion de problema (4.8) corresponde al punto x; = -1.0661, x, = 1.7120, x3 = -1.3328,
con un valor de ¢ = 1.3209 y un valor para la variable auxiliar £ = 0. Cabe notar que el valor
de cero para la variable auxiliar &, significa que el gradiente de V(X) — ¢ = 0 es cero en la

solucidn.

En la Fig. 4.9(a) los conjuntos de nivel V(X) = ¢ y dV(X)/dt = 0 se muestran en gris y blanco,

respectivamente. La bola sélida alrededor del origen constituye la estimacion del DA.

En las Fig. 4.9(b), (c) y (d), se grafican tres vistas diferentes de los conjuntos de nivel junto
con las correspondientes restricciones N(X) > 0 y D(X) > 0. Cada vista esta parametrizada en
el valor solucion del estado remanente con el objeto de apreciar que la solucion obtenida,
efectivamente verifica tangencia y pertenece a la region factible determinada por N(X) > 0 y
D(X) > 0. En cada vista, la region correspondiente a la estimacion se indica en gris oscuro

para facilitar su visualizacion.

4.16



Capitulo 4: Estimacion de Dominios de Atracciéon Mediante Optimizacion Global

)
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AT,

4

(a) Conjuntos de nivel: V(X) (gris), dV(X)/dt
(blanco)

(¢) Plano x;-x3 con x, = 1.7120

i

Ly

xj=—f.0661
12=E.7E2O

da

(d) Plano x,-x3 con x; =-1.0661

Fig. 4.9: Ejemplo 3. Conjuntos de nivel V(X) = ¢ (s6lida) y dV(X)/dt = 0 (trazos)

4.4.4 Ejemplo 4: Modelo Epidemioldgico

Este ejemplo proveniente de la ingenieria biomédica permite ilustrar el potencial practico que
tiene la determinacion de los DA. Se trata de un sistema epidemioldgico que modela la

propagacion de una enfermedad contagiosa. Este modelo es conocido en la literatura como

modelo SIR de sus siglas en inglés Susceptible, Infected, Recovered individuals.
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En primer lugar, se efectua una descripcion cualitativa del modelo y luego se hace uso de la
metodologia descrita en la seccion anterior para calcular una estimacion del DA de un punto

de equilibrio endémico del sistema.

El modelo SIR se ha utilizado intensamente en el estudio de propagacion de enfermedades,
dado que describe de manera razonable los comportamientos dindmicos esenciales de las
epidemias (Wang y Ruan, 2004). Este modelo estd conformado por ecuaciones de balance de
individuos de una dada poblacion definidos como susceptibles, infectados y recuperados. Se
asume “incidencia horizontal”, lo que implica que los individuos susceptibles se infectan

solamente por el contacto con individuos infectados.

La velocidad de incidencia (o de contagio) en su representacion mas simple, esta modelada
por una relacion bilineal entre los miembros susceptibles e infectados de la poblacion. Por
otra parte, la recuperacion de individuos infectados puede deberse a un mecanismo natural o
a la implementacion de algin tratamiento. Para mitigar la propagacion de la enfermedad a
través de una estrategia de aislamiento, més conocida como cuarentena, el modelo incluye un

término de remocion de individuos infectados.

El modelo SIR se describe usualmente por medio del siguiente sistema de ecuaciones
diferenciales no lineales (Wang y Ruan, 2004):

?zA—dS—/ISI a)

dl’ (4.12)
S =ASI=(d+pI=r )

donde S e [ representan, respectivamente, la concentracion de individuos susceptibles e
infectados de una cierta poblacién donde 4 es la velocidad de reclutamiento de la poblacion,
d es la tasa de muerte natural, y representa la velocidad de recuperacion natural de los
individuos infectados y 4 describe la velocidad de contacto entre los individuos de la

poblacion.

El pardmetro r representa la capacidad de tratamiento de individuos infectados, y juega un
papel importante en el término de velocidad de remocion. Segun Wang y Ruan (2004),
valores positivos de este término tienen un efecto significativo sobre la dinamica del sistema
(4.12), mientras que para » = 0 el mismo presenta puntos de equilibrio globalmente estables

(libre infeccion o endemia) (Korobeinikov y Maini, 2005).
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Para r > 0 coexisten dos estados de equilibrio denominados aqui E; y E. A los fines de este

estudio se adopta la siguiente parametrizacion, 4 =4,d =0.3, y=0.8y 1=0.3

En la Fig. 4.10, se muestran los diagramas de bifurcacion para ambos equilibrios con respecto
a la variacion del pardmetro » en el rango [0; 1]. El equilibrio E; (linea a trazos de la Fig.
4.10) es siempre un nodo silla, puesto que uno de los autovalores de la matriz Jacobiana

correspondiente, posee parte real positiva en el intervalo considerado.

El equilibrio E,, por otra parte, presenta una bifurcacion de nodo estable a inestable
(bifurcacion de Hopf) cuando el valor de r se incrementa, puesto que, la parte real de ambos

autovalores cruza el eje imaginario en » = 0.8464 (lineas continua y punteada en Fig. 4.10).

13F

Bifircacion
de Hopf

Bifircacion de Hopf A

0s5h e

i I I I I L I L 1 I
0.5 0.55 0.6 0.65 0.7 0.75 0.8 0.85 0.9 0 0.1 02 0.3 04 0.5 N 0.7 0.8 0y
4 4

(a) Diagrama de bifurcacion en el plano S-»  (b) Diagrama de bifurcacion en el plano 7/ - »

Fig. 4.10: Diagramas de bifurcacion para el sistema (4.12)

Para una velocidad de remocion alta (» = 0.87), E, es inestable y la enfermedad tiende a
extinguirse en un tiempo finito, esto significa que el nimero de individuos infectados tiende a

cero cualquiera sea la situacion inicial del sistema (Fig. 4.11(a)).

Para velocidades de remocion bajas (» = 0.6), el equilibrio E, sera localmente asintéticamente
estable y la situacion final de la enfermedad, dependera del estado inicial de la poblacion, es

decir, de la distribucion inicial de individuos susceptibles e infectados, (Fig. 4.11(b)).
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(a) r=0.87 E1: (7.95, 0.67); (b) = 0.6 E1: (10.21, 0.30);
E2: (6.14, 1.16) E2: (4.78, 1.78)

Fig. 4.11: Diagramas de fase para el sistema (4.12)

En otras palabras, desde algunas condiciones iniciales la enfermedad tenderd a extinguirse,
mientras que desde otras se alcanzara una situacion endémica descrita por un niimero estable
de individuos infectados. Por lo tanto, el equilibrio endémico tiene asociado un dominio de

atraccion.

Siguiendo la metodologia descrita en la Seccidon 4.3, se procede a la estimacion del DA(E2)
para el sistema (4.12), con r = 0.6 y los valores de los pardmetros reportados previamente
haciendo uso de una funcion racional de Lyapunov. Para n = 4 y definiendo X =[x, x2] =[S

+ 4.78, I + 1.78] la funcion de Lyapunov de tipo racional estd descrita por los siguientes

polinomios:

R,(x)=1.8276x" +3.8341x,x, + 6.6488x>
R,(X)=—-0.0309x] +0.3806x.x, +0.4899x7 x> —0.1068x3
R,(x)

0,(x)=0.1856x, +0.7640x,

= —0.0195)(14 —0.0527)613)62 —0.197112)622 —0.1271x1x§ —0.1349)6;
0, (X):

~0.0394x7 —0.0289x, x, —0.0899x>

La solucion del problema (4.8) para el sistema (4.12), corresponde al punto x; = -3.2213, x, =

3.4096 con un valor de ¢ = 12.9345 y un valor para la variable auxiliar ¢ = 0. Cabe notar,
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nuevamente, que el valor de cero para la variable auxiliar &, significa que el gradiente de V(X)

—c¢ =0 es cero en la solucion.

En la Fig. 4.12(a), se presentan los conjuntos de nivel y las regiones caracteristicas para este

ejemplo en el espacio de estados x; — x; junto con la estimacioén del DA en color gris oscuro.

Un detalle de la solucion (Fig. 4.12(b)), muestra que la parte interna del conjunto de nivel
V(X) = c es una region cerrada que estima el DA (linea sdlida), mientras su parte externa no
toca el conjunto de nivel dV(x)/dt = 0 (linea a trazos). Como era de esperarse, la solucion
pertenece a la interseccion de las regiones definida por las restricciones N(X) > 0 (linea a

trazos gruesa) y D(X) > 0 (region sombreada en gris claro).

(a) Solucion, ¢ = 12.9345 (b) Detalle sobre la solucion

Fig. 4.12: Ejemplo 4. Conjuntos de nivel V(X) = ¢ (s6lida) y dV(X)/dt = 0 (trazos)

En la Fig. 4.13, se muestra la estimacion del DA(E;) en el espacio de estados original (S - /),
junto con el DA real (region blanca). Se puede observar que la estimacidon se encuentra muy
cerca de la frontera del DA(E;) (manifold estable de E;) en una porcion importante del

espacio de estados.

Contar con una estimacion de estas caracteristicas, puede resultar de utilidad para evaluar la
posibilidad de una situacion endémica dependiendo de la distribucion inicial de la poblacion

para una cierta capacidad de tratamiento de individuos. Si el sistema parte desde una
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condicion inicial de individuos infectados y susceptibles perteneciente al interior de la

estimacion del DA(E,), este alcanzara un estado endémico en un tiempo finito.

1
0 25 5 7.5 10 12.5 13

Fig. 4.13: DA y estimacion del DA(E;) para el sistema (4.12)

4.4.5 Ejemplo 5: Modelo de un Reactor de Tanque Agitado Continuo

Este ejemplo consiste en un reactor de tanque agitado continuo en el que tiene lugar una

reaccion exotérmica de primer orden 4 — B (Fig. 4.14).

F,Cup, T

» F,Cu, Cp, T

Fig. 4.14: Reactor de Tanque agitado continuo (TAC)
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Las ecuaciones de balance de masa y energia (Bequette, 1998) para este sistema son:

dC, F _AE
th =;(C v —C )=k, exp{WjCA a)

dT F -AH —-AE UA
" = ;(Tf —T)+(Ejko CXP(WJCA - VoC, (T _T/) b)

La Tabla 4.1, presenta las propiedades fisicas y los valores de los parametros para este

(4.13)

sistema.
Tabla 4.1: Propiedades fisicas y parametros del sistema (4.13)
Simbolo Descripcion Valor
ko Factor pre-exponencial 9703*3600 h™'
-AH Calor de reaccion 5960 kcal/kgmol
AE Energia de activacion 11843 kcal/kgmol
pCp (Densidad)(Capacidad calorifica) 500 kcal/(m*°C)
(Coeficiente de transferencia de 3
UAIV , 150 kecal/(m” °C h)
calor)(Area)/(Volumen del Reactor)
R Constante de los gases 1.987 kcal/(kgmol K)
FIV Tiempo de residencia 1h!
Cur Concentracion de A en la alimentacion 10 kgmol/m3
Ty Temperatura de la alimentacion 298 K
T; Temperatura del fluido refrigerante 298 K

Para los valores dados en la Tabla 4.1, el sistema posee tres puntos de equilibrio indicados en

la Fig. 4.15 a través de las isonulas correspondientes.
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Fig. 4.15: Isonulas y puntos de equilibrio para el sistema (4.13)

Se propone calcular una estimacién del dominio de atraccion del estado (2.3589, 368.06) que
corresponde al punto de equilibrio asintéticamente estable de maxima conversion para este

sistema.

A estos fines, se hace uso de una funcién de Lyapunov de tipo racional con n = 4 definida a

través de los siguientes términos:

R,(X)=325.4977x" +71.4479x,x, + 4.2514x?

R,(X)=69.4087x; +22.9472x} x, +2.1447x,x7 +0.0404x]
R,(x)=1.7325x" +0.7648x’x, +0.0591xx? +0.0008x,x; +0.0005x;
0,(x)=0.7341x, +0.0809x,

0,(x)=0.0877x] +0.0195x,x, +0.0007x

donde X =[xy, x2] = [C4 +2.3589, T+ 368.06].

La solucion del problema (4.8) para el sistema (4.13), corresponde al punto x; = 4.7561, x, = -
33.8799 con un valor de ¢ = 639.5575 y una valor para la variable auxiliar ¢ = 0.4745. La Fig.
4.16(a), ilustra los conjuntos de nivel y las regiones de interés para este ejemplo junto con la

solucion Optima de este problema.
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En este ejemplo en particular, se puede ver que la region D(X) > 0 esta separada en dos zonas
en la porcidon analizada del espacio de estados (region gris). La restriccion N(X) > 0 (linea
gruesa a trazos) excluye la parte inferior izquierda y reduce la region factible del problema a

la parte superior derecha de D(X) > 0 donde pertenece la solucion.

S x,=-0.4468 /;
e : x,=26.2408 - i
-
4 1
- | o~ 1
xj=4.756f
x,=-33.8800 : . 4 1
- .
| Pl S ! h 1 N
2 0 2 4 ] 3 10 10
x ¥
(a) Solucion, ¢ = 639.5575 (b) Solucion falsa, ¢ = 840.1966

Fig. 4.16: Ejemplo 5. Conjunto de nivel V(X) = ¢ (s6lida) y dV(X)/dt = 0 (trazos)

Puede observase también la existencia de una solucion falsa cercana a la solucion verdadera,
como se ilustra en la Fig. 4.16(b). El requerimiento de optimalidad global impide la

convergencia a esta solucion falsa del DA.

En la Fig. 4.17, se muestra la estimacion del DA para el punto de maxima conversion en el
espacio de estados original (Cy4 - 7), junto con el DA real (region blanca). Se puede observar
que la estimacion se encuentra muy cerca de la frontera del DA real (“manifold” estable del
punto de silla) en una porcidén importante del espacio de estados. Este tipo de informacién es
util para evaluar si el sistema retornard a la condicion de maxima conversion cuando es
afectado por una perturbacion externa (por ejemplo, un pulso en la temperatura de

alimentacion, 7).
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420 T T T T T T

Punto
de operacidn

250 b (Tvlazima conversidn)

340F

Punto
de minitma conversion

300 1 1 1 1 1 1

-2 0 2 4 il 3 10

Ca

Fig. 4.17: DA y estimacion del DA del punto de maxima conversion

para el sistema (4.13)

4.5 Consideraciones Finales

En este capitulo se propuso una nueva formulacion matematica para la estimacion de
dominios de atraccion de puntos de equilibrio asintdticamente estables. La misma se basa en

funciones de Lyapunov de tipo racional y métodos de optimizacion global

Las principales contribuciones respecto a enfoques previos, corresponden a la inclusion de las

siguientes condiciones adicionales en la formulacion del problema de optimizacion:

Restriccion de tangencia para evitar intersecciones transversales (soluciones falsas) entre los

conjuntos de nivel V(X) =c y dV(X)/dt = 0.

Restricciones sobre las funciones N(X) y D(X) que reducen la region factible y evitan la
convergencia a soluciones falsas existentes, mas alld de las regiones donde tienen lugar

cambios de signo en la definicion de las funciones V(X) y dV(X)/dt.

Optimalidad global para asegurar que la solucion este contenida dentro de la region de
definicion negativa de dV(X)/dt, mediante el empleo de un método de optimizacion global de

tipo branch and bound (GAMS/BARON) en el caso de los ejemplos presentados.
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La importancia de eliminar los diferentes tipos de soluciones falsas con el uso de las
condiciones 1-3, fue demostrada a través de varios ejemplos. El empleo de GAMS/BARON
permite el tratamiento de sistemas no lineales de tipo general, superando las limitaciones de

otros enfoques, restringidos a sistemas dindmicos polinomiales.

Cabe mencionar que la metodologia propuesta puede ser empleada haciendo uso de otros
tipos de funciones de Lyapunov. La restriccion de tangencia debe mantenerse en cualquier
caso, asi como la condicion de optimalidad global por las razones ilustradas a lo largo del
capitulo. Sin embargo, las restricciones para evitar soluciones mas alla de la transicion de
signo de V(X) y de su derivada temporal no son universales y deberan estudiarse en cada caso

especifico.
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CAPITULO5

DISENO DE SISTEMAS DINAMICOS NO LINEALES
BASADO EN LA OPTIMIZACION DE LOS
DOMINIOS DE ATRACCION

5.1 Introduccién

En este capitulo se propone una nueva metodologia para el disefio del punto de operacion de
un sistema dindmico no lineal, basado en la optimizacion de una medida de la extension de su

dominio de atraccion.

La metodologia propuesta implementa una estrategia de optimizacion es dos niveles. En el
nivel interior se resuelve un problema de optimizacion global para obtener una estimacion
apropiada de DA para cada posible realizacion de las variables de disefio. En el nivel exterior
se manipulan dichas variables de disefio por medio de un algoritmo de optimizacion
estocastico. Esto ultimo es para superar los inconvenientes de no diferenciabilidad
introducidos por el hecho que un problema de optimizacion en un nivel interior actie como

restriccion de otro problema en un nivel exterior.

La metodologia desarrollada se aplica a varios ejemplos para ilustrar los diferentes aspectos

de la formulacion.

5.2 Consideraciones Preliminares para una Nueva Formulacién de Disefio

En esta seccion se discutiran aspectos generales concernientes a la formulacion del problema
de disefio propuesto. Especificamente se introduciran conceptos relacionados con la
optimizacién de autovalores y con los problemas de optimizacidon en dos niveles. También se
desarrollard el problema de célculo de estimaciones de DA basado en funciones cuadraticas

de Lyapunov.
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Optimizacion de Autovalores

Como se menciond en el Capitulo 3, existe una dificultad de indole practica para obtener
expresiones matematicas para los autovalores de matrices de un tamafio superior a 4 por 4
(Kokossis y Floudas, 1994). Incluso en los casos en los que se pueden obtener expresiones
analiticas, su frecuente no convexidad y potencial no diferenciabilidad, hace que estos
problemas resulten dificiles de resolver para algunos algoritmos de optimizacion NLP

estandar.

Una dificultad critica en el problema de optimizacion de autovalores es su potencial
coalescencia (Overton, 1992). Los autovalores de una matriz cuyos elementos son
diferenciables respecto a las variables de optimizacidén pueden resultar no diferenciables en
los puntos donde ocurre la coalescencia. Ademas, es también frecuente, que la propia forma
de la funcion objetivo del problema de optimizacion tienda a hacer coalescer los autovalores
a medida que se aproxima a la solucion del problema. El siguiente ejemplo ilustra esta

caracteristica (Overton, 1992). Considere la matriz:

1
A(y):[ Vo0 }

Y 1=y,

cuyos autovalores son:

1y} + )

Se puede ver que el menor autovalor se maximiza cuando y; = y, = 0. Claramente, la funcion
minimo autovalor no es suave en este punto 6ptimo, tal como se muestra en la Fig. 5.1. De
modo que para afrontar estas dificultades de no diferenciabilidad cuando hay autovalores
involucrados en un problema de optimizacion, es necesario emplear métodos de optimizacion

especializados (Blanco, 2003).
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Fig. 5.1: No diferenciabilidad del minimo autovalor del ejemplo de Overton

Estimacion de DA Basadas en Funciones de Lyapunov Cuadraticas

En el Capitulo 4, se formuld el problema de estimacion del DA como un problema de
optimizacién cuyo objetivo es determinar el mayor conjunto de nivel V(X) = ¢ contenido
dentro de la region de definicion negativa de dV(X)/dt. El problema se plante6 utilizando
funciones Lyapunov del tipo racional (Vannelli y Vidyasagar, 1985) y se formularon una

serie de condiciones para converger a una estimacion apropiada.

Las mismas ideas pueden extenderse para utilizar los resultados del Teorema 2.6, planteando

el siguiente problema de optimizacion:

min r
rX,P.Q
s.a. |X|| —-r=0 Y
A(X)"P+PA(X)=-Q b) -
0l 2@ _g
M 2P
r>0

La solucion deseada del problema (5.1) es un tnico punto en el espacio de estados, el cual

1,00 2@ _,
X 22 (P)

corresponde al contacto de la bola B, de radio  y a la superficie
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El fundamento teodrico detrds de la formulacion del problema (5.1), es que dentro de la bola
B, siempre es posible inscribir un conjunto invariante eliptico el cual constituye una
estimacion del DA de acuerdo con lo discutido en el Capitulo 2. Cabe notar, que el problema
(5.1) es un problema de optimizacidon no lineal y por consiguiente puede tener multiples

soluciones locales.

Con el objetivo de evitar este tipo de soluciones que resultan inadecuadas para la correcta
estimacion del DA, el problema (5.1) debe ser resuelto a optimalidad global. Esta situacion es
analoga a la planteada en el problema (4.7) del capitulo anterior, empleando funciones

racionales de Lyapunov.

Las condiciones de tangencia y de transicion de signos (condiciones 1y 2 del problema (4.7))
no son necesarias en este caso, puesto que, el conjunto de nivel dado por la bola B, estd bien
condicionado. En otras palabras, la bola B, estd definida como la superficie de una funcién
cuadratica y por lo tanto es mondtonamente creciente en el espacio de estados (5.1a). Por
ende, la condicidon de optimalidad global es suficiente para garantizar la convergencia a una

estimacion apropiada del DA.

Al igual que en el capitulo anterior, la condicion de optimalidad global del problema (5.1) se
asegura mediante el empleo de programas de optimizacion global, como por ejemplo

BARON (GAMS, 2008b).
Para ilustrar la solucion del problema (5.1), considérese el oscilador de Van der Pol (Ec. 5.2):

&
dt ?
&

dt

(5.2)

_ 2
=X, =X, + XX,

Se adopta la matriz identidad como la matriz Q en (5.1b). Este sistema solo contiene un punto
de equilibrio asintdticamente estable que corresponde al origen de coordenadas. En la Tabla

5.1 se presentan los autovalores de la matriz Jacobiana evaluada en el origen de coordenadas.

La Fig. 5.2 muestra las isonulas del sistema (5.2) (lineas punteadas), junto con la la bola B,

fool 1
M 22 (P

(linea solida) y la superficie =0 (linea a trazos). El circulo pequefio indica

el punto de interseccion entre los conjuntos de nivel de interés.
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Tabla 5.1. Datos y resultados para el ejemplo (Ec. 5.2)

Xls M(A) X1 A1(P)
r
X2 A(A) X7 A(P)
0.0 -0.5000 + 0.8660i 0.6919 0.6910
0.8474

0.0 -0.5000 + 0.8660i 0.4892 1.8090

Fig. 5.2: Resultados para le sistema (5.2). Bola B, (s6lida),

Restriccion 5.1(¢) (Trazos)

Como se describi6 en el Capitulo 2, las estimaciones obtenidas utilizando esta metodologia
constituyen aproximaciones conservadoras de los dominios de atraccion reales, especialmente

si se los compara con los correspondientes a la funciones de Lyapunov de tipo racional.

Sin embargo, el tamafio de la bola B, tiene un efecto indirecto sobre el tamano del DA real, lo
que permite formular una metodologia para optimizar su extension sin las complejidades

asociadas a funciones de Lyapunov mas sofisticadas.

Como se vera mas adelante, el incremento de radio de la bola B, posee un “efecto de empuje”
sobre la frontera del DA real, conformado habitualmente por los manifold estables de

equilibrios silla y por ciclos limite.
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Consecuentemente, el radio » de la bola B, es un candidato adecuado para ser utilizado como
funcion de mérito en el problema de disefio de sistemas. El problema de disefio serad
considerado como el nivel externo de un problema de optimizacién en dos niveles, como sera
expuesto posteriormente. A continuacion se describirdn brevemente algunas de las
caracteristicas de los problemas de optimizacion en dos niveles y su aplicacion en el

problema propuesto.

Optimizacion en Dos Niveles
La formulacién general de un problema de optimizacion en dos niveles es como sigue:

min  F(X,Y)

XeX,yeY

sa. HxX,y)=0
G(X,y)<0
min £ (X,y)
s.a. h(X,y)<0
g(x,y)<0

(5.3)

Este problema constituye, en definitiva, un problema de optimizacién en un nivel exterior,

restringido por otro problema de optimizacion en un nivel interior.

La optimizacion en dos niveles es una disciplina muy desafiante y se han propuesto diversos
enfoques para abordar su resolucién (Dominguez y Pistikopoulos, 2009). Una metodologia
clasica consiste en formular las condiciones de optimalidad de Karush — Kuhn — Tucker
(KKT) del problema interior y adicionarlas como un conjunto de restricciones algebraicas no
lineales al modelo del problema externo. Sin embargo, las condiciones de KKT se verifican
en todos los puntos estacionarios del problema de optimizacion interior, es decir, en todos
sus minimos y maximos locales y puntos de ensilladura (Reklaitis y col., 1983). Por lo tanto,
no es directo identificar la solucion global entre todas las posibles soluciones del sistema de

KKT del problema interior.

Para ilustrar estos conceptos se considera el siguiente problema sencillo de optimizacién en

dos niveles:
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min z
X,y
s.a. z= f(x)=x"-16x"+83.75x" —=162.5x+93.75
x<x (5.4)
x =min x

y

s.a. x= f{y)=0.5y*=12y* +101.875y* —356.25y +461.875

Se requiere que la solucion del problema interior cumpla con condiciones de optimalidad

global.

El problema interior posee dos soluciones (Fig. 5.3(a)): (y, =3.438;x, =3.449) y
(v, =8.377;x, =14.578). Si se planteara el problema (5.4) adicionando las condiciones de

KKT del problema interior, la solucion a este problema corresponderia al punto z, =-33.102

con un valor de x = 6.562 que es el minimo global de la funciéon z = AX)( Fig. 5.3(b)). Sin

embargo, esta solucioén no corresponde al 6ptimo global del problema interior (Fig. 5.3(a)).

La solucion deseada del problema (5.4) corresponde al punto z; =-10.844 con un valor de x

=1.623 que es el 6ptimo global del problema interior (Fig. 5.3(b)).

El ejemplo anterior demuestra que la inclusion de las condiciones de KKT del problema
interior al modelo del problema exterior, no asegura la optimalidad global de éste ultimo

aunque se resuelva a optimalidad global.

Alternativamente, si el problema interior es lo suficientemente simple, un enfoque intuitivo
para resolver el problema en dos niveles es obtener expresiones analiticas de sus soluciones
parametrizadas en las variables de disefio e incluirla como restricciones en el problema

exterior.
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35

anf

5F

g

Sohucidn

(b) Solucion al problema exterior (Punto

(a) Solucion al problema interior . .
solucion y solucion falsa)

Fig. 5.3: Solucion al problema (5.4)

Sin embargo, puede suceder que la solucion global del problema interno no resulte
diferenciable en los pardmetros de disefio. Para ilustrar esto, considérese el siguiente

problema de optimizacion de nivel interior, (Ec. 5.5):

max xz

dox (5.5)
sa. x> —dx—1=0

donde d es la variable de disefio del problema exterior y x la variable de optimizacion del

problema interior. La solucion global parametrizada de este problema es;

d+~d’ +4 ’ d—-~d’+4 2
2

max ,

5 . Ambas ramas de la solucion se grafican en la Fig.

5.4. La solucién del problema (5.5) son las partes superiores de cada rama. Es claro que la

solucidn es no diferenciable en d = 0.
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s

Fig. 5.4: Ramas de la solucion del problema (5.5)

5.3 Nueva Formulacion de Disefio de Sistemas no Lineales

Como se ha discutido anteriormente, en general el DA de un punto de equilibrio
asintoticamente estable de un sistema dindmico no lineal es un conjunto de forma compleja y

posiblemente de extension infinita que usualmente no admite representaciones analiticas.

Las estimaciones del DA basadas en funciones de Lyapunov de tipo cuadratico son siempre
hiper-elipses en el espacio de estados. En virtud del Teorema 2.6, se sabe que es posible
inscribir elipses que constituyen estimaciones del DA dentro de la bola B, definida
previamente. Ademas, como se menciono en la seccion anterior, la maximizacion del radio de
este conjunto de nivel, maximizara indirectamente a su vez la extension del DA real del punto

de equilibrio de interés.

Basado en las consideraciones anteriores, se propone el principal resultado de este capitulo
consistente en una nueva formulaciéon para plantear el problema de disefio de sistemas
dindmicos no lineales, con el objetivo de optimizar una medida de la extension del DA de su

punto de equilibrio operativo:
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max 7
sa. f(x,,d)=0 a)
Re{A[A(X,,d)]} <0 i=1,....,n b)
min r
r,X,P,Q
s.a. |X|| —-r=0
(5.6)
A(X)"P+PA(x,)=-Q c)
X AP
r>0
d<d<d”
xE<x<x

Esta formulacion matemaética es un problema de optimizacion no lineal en dos niveles, como
los discutidos anteriormente. La ecuacion (5.6a) representa el sistema dindmico evaluado en
la condicion de estado estacionario, donde Xs es el punto de equilibrio y d es el vector de

variables disefio.

La restriccion (5.6b) corresponde a la condicion de estabilidad asintdtica del punto de
equilibrio Xs, mediante la imposicion de que la parte real de los autovalores de la matriz

Jacobiana A(Xs, d) sea estrictamente negativa (Teorema 2.1).

La restriccion (5.6¢) representa el problema de calculo del radio de la bola B,. Cabe aclarar
que, sin pérdida de generalidad, con el objeto de resolver el sub-problema de optimizacion

(5.6¢), cada punto de equilibrio X = X se traslada al origen del espacio de estados.

En el problema exterior de la formulacioén en dos niveles, la funcién objetivo a maximizar es
el radio de la bola B,, es decir, la distancia entre el equilibrio estable Xs y el punto en el
espacio de estados X, donde se intersecan la superficie de la bola B, y la superficie definida

por ||f1(x)|| _ ﬂ’min(Q) — 0
X 24, (P)

Como se menciond anteriormente, los autovalores de una matriz no poseen, en general,
expresiones analiticas para ser incluidas directamente en el modelo de optimizacion. Por otra
parte, la restriccion sobre los autovalores introduce no diferenciabilidad debido a posibles

efectos de coalescencia. Adicionalmente, la restriccion (5.6¢) es un problema de optimizacion
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que debe ser resuelto a optimalidad global, puesto que soluciones locales no resultan

apropiadas.

Para superar los inconvenientes introducidos por la no diferenciabilidad de las restricciones
(5.6b) y (5.6¢), se propone el empleo de una estrategia de optimizacion estocdstica sobre la
base de la programacion evolutiva, para explorar el espacio de las variables de disefio en el
nivel exterior. Este tipo de métodos se basa en la evolucion de una poblacion de soluciones
de acuerdo a un conjunto de reglas. Para cada individuo de la poblacion de variables de
disefio, se calcula un punto de equilibrio Xs a partir de la Ec. (5.6a) y se verifica su

factibilidad con respecto a la restriccion (5.6b).

Si el equilibrio es asintdticamente estable, se resuelve entonces el problema (5.6¢) en el nivel
interior para calcular el radio de la bola B,, el cual retornard como valor de la funcidon

objetivo. Un algoritmo deterministico del tipo branch and bound se adopta en este paso.

El siguiente seudo-codigo resume el procedimiento y la Fig. 5.5 esquematiza el algoritmo de

solucion.
Paso 1: Generar una poblacion inicial para las variables de disefo d.
Paso 2: Para cada miembro de la poblacion calcular el equilibrio Xs.
Paso 3: Evaluar la funcion de mérito », como se propone a continuacion:
a. Si X5 no existe entonces asignar r = 0.
b. Si Xs existe entonces evaluar los autovalores de la matriz Jacobiana A(Xs, d).
i. Silaparte real de alguno de los autovalores es positiva, entonces asignar » = 0.

ii. Si la parte real de todos los autovalores es negativa, entonces resolver el

problema (5.6¢) para evaluar el radio r.
Paso 4: Chequear el criterio de terminacion.

a. Si el criterio de terminacion no se verifica entonces generar una nueva poblacion

basada en el valor de la funcion objetivo de los individuos y retornar al paso 2.

b. Si el criterio de terminacidn se verifica, entonces terminar.
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—® Cenerar una poblacion d*

.

Calenlar el equilihrin x
de fix,, d) =0 b=t

F

Evaluar los antovalores
de Aix,, 4%

on Be[Af A)] < 0

Solucionar &1 problema
[5.5c) para evalnar »

Fig. 5.5: Algoritmo de solucion para la formulacion (5.6)

Si no existen puntos de equilibrio o si son inestables, entonces el DA no existe y sus radios
tienen un valor de cero (paso 3a y 3b i). Si existen puntos de equilibrios estables, sus
funciones de mérito asumen los valores de los respectivos radios (paso 3b ii)). De esta
manera, los individuos correspondientes a puntos de equilibrio estables con valores de radio

grandes son favorecidos en esta busqueda.

Existen varias técnicas de programacion evolutiva muy bien desarrolladas para optimizacion

no lineal y no lineal mezcla entera tales como los algoritmos genéticos (Michalewicz, 1996),
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evolucion diferencial (Storn y Price, 1997) y optimizacién por enjambre (Kennedy y col.,
2001). Una discusion de los beneficios y desventajas de las diferentes técnicas esta fuera del
alcance de esta tesis. En general, con un ajuste apropiado de los parametros, dichos
algoritmos se comportan adecuadamente en la exploracion de espacios no restringidos
complejos, los cuales pueden ser multimodales y discontinuos. Para la formulacion propuesta

se adoptd una implementacion estandar de algoritmos genéticos (MATLAB, 2010a).

Una vez que se genera la poblacion de individuos en el espacio de variables de disefio, la

funcion de mérito (radio de la bola B,) debe ser calculada para cada miembro de la poblacion.

El primer paso, es evaluar el punto de equilibrio correspondiente por medio de la solucion de
la restriccion (5.6a). Puesto que (5.6a) es un sistema de ecuaciones no lineales, puede ocurrir

alguna de las siguientes situaciones para una cierta realizacion del vector d:
i. No existen puntos de equilibrios.
ii. Solo existe un punto de equilibrio.
iii. Existen dos o mas puntos de equilibrio (multiplicidad de estados estacionarios).

Por consiguiente, el paso 2 del seudo-cddigo requiere del céalculo de todas las soluciones de

un sistema algebraico de ecuaciones no lineales.

Si no existen puntos de equilibrio o solo existe uno, la evaluacion de la funcion de mérito se

implementa de acuerdo al paso.

Si existen dos o mas puntos de equilibrio pueden darse diversas situaciones. Puede ocurrir,
por ejemplo, que una de las soluciones sea un punto de equilibrio promisorio estable con un
valor grande de radio de bola B, (d, X'), mientras que el otro corresponda a una solucion
inestable (d, Xs”). Con el fin resolver esta situacion es necesario disefiar un mecanismo para
preservar el buen candidato (d, xs') y evitar el individuo menos promisorio (d, Xs°). A

continuacion se describe el enfoque propuesto para resolver esta situacion.

En el paso 2 del procedimiento, se utiliza un algoritmo estdndar del tipo Newton-Raphson
para resolver el sistema (5.6a). Esta clase de algoritmo requiere un punto de partida, Xy, para
inicializar la busqueda. La solucion obtenida, es por lo tanto, altamente dependiente de esta

inicializacion.
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Con el fin de evitar la necesidad de determinar todas las raices para un dado d y mantener
contabilizados los individuos mas promisorios, el vector de variables de disefio d se extiende
para incluir el vector de inicializacion X,. Por lo tanto, el espacio ampliado [d, X,] es
explorado en el nivel exterior por medio del algoritmo estocastico. De esta manera, la
informacion sobre los puntos de equilibrio se considera simultineamente en la busqueda

junto con el vector de variables de disefo a través del componente X.

El algoritmo descrito en la Fig. 5.5 se implement6 en el programa MATLAB, con la
asistencia de GAMS para el problema interno. La rutina gatool, proporciona la poblacion
inicial de variables [d, X¢]. Para cada individuo de la poblacion, se resuelve la Ec. (5.6a) para
calcular el punto de equilibrio correspondiente empleando la rutina fsolve que implementa un
algoritmo Newton-Raphson. Para cada estado de equilibrio, se evaltian los autovalores del
Jacobiano empleando la funcion eig(A). Si todos los autovalores poseen parte real negativa,
se resuelve en GAMS/BARON el problema interno de calculo del radio de la bola. El valor
de radio para cada individuo [d, Xo] se retorna a la funcioén gatool para generar una nueva
poblacion. Para detalles de las rutinas gatool y fsolve, ver (MATLAB, 2010a y 2010b),

respectivamente.

Ademads, se debe mencionar que el signo estrictamente negativo y positivo de las
restricciones (5.6b) y (5.6¢), se imponen a través de una constante ¢ a la cual se asigna valor

positivo pequefio (Re[A{(A)] <-ey r =& donde € = 0.0001).

El criterio de terminacién empleado en la implementacién del procedimiento iterativo
propuesto, es el niumero méaximo de generaciones permitido para la evolucion de la

poblacion.

5.4 Ejemplos de Aplicacion de la Nueva Formulacion

En esta seccion se desarrollan un nimero de ejemplos con el fin de ilustrar los diferentes
aspectos de la formulacion propuesta. En todos los casos se selecciono la matriz identidad |

como la matriz Q en el problema (5.6).
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5.4.1 Ejemplo 1: Sistema Polinomial de dos estados

Considere el sistema dado por al Ec. (5.7) el cual es una version modificada del presentado en

Hachicho (2007):

dx,
p (5.7)
X, 2 3
—==bx, —2x,—x +Xx
dt 1 2 1 1

Para los propdsitos de este estudio, se considera el parametro » como la variable de disefio
que puede variar dentro del rango [0.1, 2.5]. El punto de equilibrio analizado es el origen de
coordenadas (0, 0) el cual es estable dentro de todo el rango de la variable de disefio b. La
solucidn Optima se comparara con un caso base donde se fija arbitrariamente un valor b = 1,

para dicha variable de disefio.

Para el caso base, se calcula el radio de la bola B, resolviendo el problema (5.1). Los datos y

resultados se muestran en la Tabla 5.2.

En la Fig. 5.6(a) se muestran las isonulas (lineas punteadas) para el sistema (5.7) junto con la

[feo] 1
IX| 22, (P)

max

=0 (linea a trazos). El circulo

bola B, (linea solida) y el conjunto de nivel
pequeiio indica la interseccion entre los conjuntos de nivel de interés.

Se identifican tres puntos de equilibrio, el origen (estable) y dos puntos de ensilladura cuyos

manifolds estables conforman de la frontera del DA del origen.

Para el caso Optimo, se permite la variacion de la variable b dentro de su rango por medio de
la resolucidn del problema (5.6). Los resultados se muestran en la Tabla 5.2 y en la Fig. 5.6
(b). Se puede observar que el radio de la bola en el caso 6ptimo es mayor que para el caso

base de acuerdo a lo esperado.
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Tabla 5.2. Datos y resultados para el Ejemplo 1

X1s A(A) X1 A1(P)

Caso b o
Xs  Aa(A) X2 22(P)
0.0 -0.3820 -0.2950 0.1910

Base 1.0 0.2950  0.8740
0.0 -2.6180 0.0 1.3090

) 0.0 -0.9084 -0.5188 0.2260

Optimo 0.1 0.5188  1.3665
0.0 -2.0916 0.0 0.6345

También es posible comprobar que el DA real (regién blanca) en el caso 6ptimo, es mayor
que el correspondiente al caso base. En este ejemplo en particular, las fronteras del DA son
los manifolds estables de los puntos de ensilladura. Es evidente de la comparacion de ambas

regiones, que la consecuencia de maximizar el radio de B, produce un “efecto de empuje”

sobre los puntos de ensilladura y por lo tanto sobre las fronteras del DA real.

Con el fin de proporcionar una medida cuantitativa del aumento efectivo del DA se define el

parametro o, el cual, para este problema especifico, representa la distancia entre el punto de

equilibrio de interés y el punto de ensilladura mas cercano. Se puede observar que esta

medida se incrementa en un 56.35% debido al efecto de la optimizacion con respecto al caso

base (Tabla 5.2).

(a) Caso base

(b) Caso optimo

Fig. 5.6: Resultados para el Ejemplo 1.

Bola B, (so6lida), restriccion (5.6¢) (trazos)
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5.4.2 Ejemplo 2: Sistema Polinomial de dos Estados
Considere el siguiente sistema reportado en Wang y Ruan (2004):

>

5 —0.84x, —1.44x, —bx,x,
dt (5.8)
2 2 0.54x, +0.34x, +bx,x,

dt
El pardmetro b se emplea como variable de disefio y se le permite variar dentro del rango
[0.1, 0.9]. El equilibrio analizado es el origen de coordenadas (0, 0), el cual permanece
estable dentro de todo el rango de la variable 5. Para propositos de comparacion, la solucion

Optima se analiza contra un caso base donde se fija arbitrariamente el valor b = 0.3.

Los datos y resultados de este ejemplo se muestran en la Tabla 5.3. En la Fig. 5.7(a) se
grafican las isonulas (lineas punteadas) junto con la bola B, (linea s6lida) y el conjunto de

[feol 1
IX| 22, (P)

max

nivel =0 (linea a trazos) para el caso base. El circulo pequefio indica la

interseccion entre los conjuntos de nivel de interés.

En este ejemplo, se identifican solo dos puntos de equilibrio, el origen, que como se dijo

anteriormente es estable y un punto de ensilladura cuyo manifold estable delimita el DA del

origen.
Tabla 5.3. Datos y resultados para el Ejemplo 2
X1s (A P 21(P)
Caso b ] ] : ! ’ S
X2 Aa(A) X2 42(P)
0.0 -0.2500+0.6554i -0.2277 1.1583
Base 0.3 0.3221 5.6663

0.0 -0.2500+0.6554i 0.2277  7.3181

, 0.0 -0.2500+0.6554i -0.6832 1.1583
Optimo 0.1 0.9662 16.9990
0.0 -0.2500+0.6554i 0.6832  7.3181

Los resultados de la optimizacion se muestran en la Tabla 5.3 y en la Fig. 5.7(b). Como era
de esperarse, se puede observar que el radio de la bola en el caso 6ptimo es mayor que para el

caso base. El aumento del DA se debe, como en el ejemplo anterior, al “efecto de empuje”
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sobre el punto de ensilladura y por lo tanto, sobre su manifold estable el cual constituye una

frontera del DA.

il ST !
I | S
4 Al 4 S
i S
3 ] L S
S N
. T
I L
s i h 1-1
1l Lo N ________]
S| i oot S0
1 ™ 1t T
2 I 27 [
3p i 3 B
I I
4 I b I
I I e
s i 5 N
5 0 5 10 15 0 5 0 5 10 15 20
g 1
(a) Caso base (b) Caso optimo

Fig. 5.7: Resultados para el Ejemplo 2.
Bola B, (solida), Restriccion (5.6¢) (Trazos)

Para propositos de comparacion, se define nuevamente el pardmetro 6 como la distancia entre
el punto de equilibrio de interés y el punto de ensilladura (Tabla 5.3). Se puede ver que esta

medida se incrementa en un 200 % como consecuencia de la optimizacion para este ejemplo.

5.4.3 Ejemplo 3: Oscilador de Van der Pol

En este tercer ejemplo, la metodologia propuesta se aplica al oscilador de Van der Pol

tomado de Tan (2006):

dx _
dt 2
ax,

dt

(5.9)
=x, —x, +(1-0.2b)x’x,

El parametro b es la variable de disefio que puede variar dentro del rango [-1, 1]. El punto de
equilibrio bajo estudio es el origen (inico punto de equilibrio del sistema), el cual es estable
dentro de todo el rango de la variable b. El DA de este punto estd delimitado por un ciclo

limite inestable.
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Para los propdsitos de este estudio, la solucion Optima serd comparada con un caso base

donde la variable de disefio se fija arbitrariamente en un valor de cero (b = 0).

La Tabla 5.4 y la Fig. 5.8(a) muestran los datos y resultados para el caso base. Las isonulas
del sistema (lineas punteadas), demuestran la existencia de un tnico punto de equilibrio.
Como en los ejemplos previos, se muestra la bola B, en linea sélida y el conjunto de nivel

[feol 1
X 22 (P)

max

=0 en linea a trazos. El circulo pequefio indica el punto interseccion entre
las superficies de interés.

Los resultados de la optimizacién se muestran en la Tabla 5.4 y en la Fig. 5.8(b). Se puede
observar que el radio de la bola B, para el caso dptimo, es mayor que el correspondiente al

caso base como también lo es el DA real resultante (region blanca).

Tabla 5.4. Datos y resultados para el Ejemplo 3

X1s ﬂl(A) X1 il(P)

Caso b r bo)
X2s Aa2(A) X2 A2(P)
0.0 -0.5000+0.8660; 0.6919  0.6910

Base 0 0.8474 1.5402

0.0 -0.5000 +0.8660; 0.4892  1.8090

, 0.0 -0.5000+ 0.8660; -0.7736  0.6910
Optimo 1 0.9474  1.7029
0.0 -0.5000+0.8660; -0.5470  1.8090

Para propositos de comparacion ambos DA reales dados por los casos base y oOptimo se
ilustran en la Fig. 5.9. A partir de este ejemplo puede concluirse que, el efecto de la
optimizacién del radio de la bola tiene un “efecto de empuje” sobre el ciclo limite que

constituye la frontera del DA del origen para el sistema (5.9).
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(a) Caso base (b) Caso 6ptimo

Fig. 5.8: Resultados para el Ejemplo 3.
Bola B, (sélida), Restriccion (5.6¢) (Trazos)

Con el fin de cuantificar la mejora, el pardmetro J se define en este caso, como el radio de la
mayor bola que puede ser inscrita dentro del ciclo limite (Tabla 5.4). Tal medida se

incrementd en un 10.56 % debido al efecto de la optimizacion.

Fig. 5.9: Ciclos limites para el Ejemplo 3.

Caso Base (linea gris) y caso optimo (linea negra)
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5.4.4 Ejemplo 4: Sistema no polinomial de Dos Estados

Considere el siguiente sistema, el cual es una version modificada del presentado en Chiang y

col. (1995).

%: x, —bx,

; (5.10)
x

7; =x, —2sen(x,)+1

A diferencia de los ejemplos previos, en este ejemplo la topologia puede verse modificada
con la variacion de la variable de disefo. En otras palabras, el cambio del valor de la variable
de disefio puede provocar la aparicion, desaparicion y cambio de posicion de puntos de
equilibrio, asi como de su caracterizacion respecto de la estabilidad. El parametro b se fija
inicialmente en un valor de cero (Tabla 5.5). El punto de equilibrio asintéticamente estable
analizado es (0.5236, 0). En la Fig. 5.10(a) se muestra el equilibrio estable rodeado por dos
puntos de ensilladura cuyos manifolds estables delimitan el DA del punto estable

(interseccion de las lineas punteadas).

Como en los ejemplos previos, la linea solida representa la bola B, y la linea a trazos el

fool 1 _
X 240 (P)

conjunto de nivel

En un segundo caso se resolvio el problema (5.6) permitiendo variar el pardmetro b dentro
del rango [0, 1.5]. La solucién optima corresponde a un valor de b = 1.5 (Tabla 5.5). La
topologia del sistema es la misma que en el caso previo ya que se preservan los dos puntos de
ensilladura, aunque se manifestd un leve cambio de posicion de los tres puntos de equilibrio

de interés (Fig. 5.10(b)).

El “efecto de empuje” sobre los puntos de ensilladura produce un aumento efectivo del DA
del punto equilibrio estable. Nuevamente, se define el pardmetro 0 como la distancia entre el
punto de equilibrio estable de interés y el punto de ensilladura mas cercano. Esta medida se
incrementa en un 10.13 % debido al efecto de la optimizacioén con respecto a el primer caso,

(Tabla 5.5).

Finalmente, se considera un tercer caso donde la variable b puede variar dentro del rango [0,

2.5]. La solucion 6ptima corresponde a un valor del pardmetro b = 2.5 (Tabla 5.5). En este
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caso, la topologia del sistema cambia puesto que solo dos puntos de equilibrio permanecen en

el espacio de estados, el asintoticamente estable y un punto de ensilladura.

El DA tiene un tamafio mayor que en los dos casos anteriores debido a una manifestacion

mas intensa del “efecto de empuje” (Fig. 5.10(c)). Debido al efecto de la optimizacion, el

parametro 0 se increment6 en un 18.85 % con respecto al primer caso y en un 7.91 % con

respecto al segundo caso (Tabla 5.5).

B
]
—— %

e
5
—

(a)b=0 (b)yb=1.5 (c)b=10.25
Fig. 5.10: Resultados para el Ejemplo 4. Bola B, (s6lida), Restriccion (5.6¢) (Trazos)

Tabla 5.5. Datos y resultados para el Ejemplo 4

s A1(A) Xy A1(P)

b X1 1

o, (A X J(P) r o
05236 05000+ 1.21747 10364 0.7013

O 00000 -05000-12174i 00000 17421 0128 2.6180
04823  -0.5750 +1.2614i 1.0134  0.6289

015 00723 05750-12614i 00769 14084 0311 28833

04586  -0.6250 + 12856 0.9977  0.5896
025 01146 -0.6250-1.2856i 01230 12437 O53%1 31115

5.5 Consideraciones Finales

En este capitulo se propuso un enfoque de disefio donde simultineamente se asegura
estabilidad asintética y un dominio de atraccion Optimo del punto de equilibrio resultante.
Especificamente, la funcién de mérito propuesta a ser maximizada es el radio de una bola en
el espacio de estados dentro de la cual es posible asegurar la definicion negativa de la
derivada temporal de una funcién de Lyapunov de tipo cuadratico. Dentro de esta bola, es

posible inscribir un conjunto eliptico invariante que constituye una estimacion del DA. Si
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bien estas estimaciones son habitualmente conservadoras, el “efecto de empuje” resultante de
la optimizacién del tamafio de la bola B, tiene el efecto deseado sobre la extension del DA

como se mostrd en los ejemplos presentados.
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CAPITULO 6

CASOS DE ESTUDIO

6.1 Introduccidn

En este capitulo se emplea la metodologia propuesta en el capitulo anterior, para el disefio de
un controlador realimentado de un fermentador y para el disefo a lazo cerrado de un sistema

acoplado reactor — separador — reciclo (RSR).

En el caso del fermentador el objetivo obtener una estrategia de control sencilla para mejorar
la robustez del sistema frente a posibles perturbaciones. Se comparan los resultados a lazo
abierto y a lazo cerrado para un escenario donde una perturbacion de cierta magnitud altera

las condiciones de equilibrio.

Para el sistema RSR se comparan los resultados obtenidos por medio de la metodologia de
disefio propuesta en esta tesis con los correspondientes a una estrategia de disefio clasica,
consistente en la optimizacion de una funcidon objetivo econdmica con restricciones de

estabilidad asintotica sobre las soluciones de estado estacionario del sistema.

6.2 Antecedentes de los Casos de Estudio

Debido a su destacada importancia en ingenieria quimica y bioquimica, los sistemas
reaccionantes han sido muy estudiados en las ultimas décadas desde el punto de vista de su
comportamiento dindmico no lineal. Por ejemplo, se han publicado muchos estudios sobre
reactores de tanque agitado continuo y tubulares, con el objetivo de investigar su

comportamiento dindmico desde la estabilidad asintotica hasta el comportamiento caotico.

En particular, los bio-procesos son una clase de sistema reaccionantes que han adquirido gran

importancia debido a su proyeccion tecnologica. Un ejemplo es la produccion de etanol por
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via fermentativa (bio-etanol), el cual es empleado en gran escala en algunos paises como

fuente renovable de energia en reemplazo de los combustibles fosiles.

El desempefio de un bio-proceso depende fundamentalmente de la etapa de fermentacion, la
cual debe ser operada con variaciones minimas de las condiciones de estado estacionario para

evitar impactos significativos en el resto del proceso.

En Jarzebski (1992) se describe el comportamiento oscilatorio en un proceso de fermentacion
continua para la obtencién de etanol. Szederkényi y col. (2002) comparan diferentes tipos de
controladores no lineales para un bioreactor continuo cerca del punto de productividad
Optima. Garhyan y col. (2003) estudian el comportamiento dindmico oscilatorio y cadtico de
un proceso de fermentacién anaerdbica y Garhyan y Elnashaie (2004) incorporan al modelo

anterior una membrana para mejorar la selectividad del proceso.

Por otra parte, los sistemas RSR también han recibido mucha atencion por parte de la
comunidad de ingenieria de procesos debido a su importancia tecnoldgica y desafiante
comportamiento no lineal, tanto a lazo abierto como bajo control. Se pueden citar por
ejemplo los trabajos de Luyben y Luyben (1997), Pushpavanam y Kienle (2001), Zeyer y col.
(2006) y Vetukuri y col. (2006). En ellos se hace uso de simulacion dinamica y de las teorias
de singularidad y bifurcaciéon para analizar las diferentes configuraciones de control

encontradas usualmente en la industria.

El sistema RSR estudiado en los trabajos anteriores, esta constituido por un reactor tanque
agitado continuo (TAC), seguido por una etapa de separacion de fases (flash). La corriente
rica en reactivos separada en el flash se recicla a la etapa de reaccion para mejorar la
conversion global del proceso. Cada unidad individual tiene un comportamiento dindmico
propio. El reactor aislado, puede llegar a mostrar multiplicidad de estados estacionarios en
condiciones no isotérmicas (Fogler, 2006). La unidad de separacion, en cambio, no presenta

en forma aislada este tipo de multiplicidades.

Si bien la estimacion de dominios de atracciéon de reactores aislados ha motivado varias
contribuciones (Berger y Perlmutter, 1964 y 1965; Pellegrini y col. 1988), de acuerdo a
nuestro conocimiento, no se han reportado trabajos en los que se analice en forma sistematica

el DA de procesos de fermentacion y de sistemas RSR.
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6.3 Caso |: Sistema de Fermentacion

Con el fin de estudiar el desempeio a lazo abierto y bajo control de un fermentador continuo,

se considera el siguiente modelo (Szederkényi y col., 2002):

dX XF
—=u(SX-—— a
7 () 7 )
(6.1)
ﬁ__lu(S)X_’_(Sf_S)F b)
dt Y Ve
donde,
S
S)= _— 6.2
(S) o TS TR (6.2)

Los estados y parametros del modelo se proporcionan en la Tabla 6.1. La Ec. (6.1a)
corresponde al balance de biomasa y la Ec. (6.1b) al de sustrato. Ambos balances estan
acoplados por la funcion de crecimiento (6.2), la cual es la principal fuente de no linealidad e

incertidumbre de este modelo.

Tabla 6.1. Variables y parametros del modelo del proceso de fermentacion (6.1)-(6.2)

Variable/Parametro Descripcion Valor  Unidades

X Concentracion de biomasa (estado estable) 4.8907 [g/1]

S Concentracion de sustrato (estado estable) 0.2187 [g/1]

F Caudal en la alimentacion 3.2089 [1/h]

Vy Volumen 4 [1]

Sy Concentracion de sustrato en la alimentacion 10 [g/1]

Y Coeficiente de rendimiento 0.5 [-]
Umax Maxima velocidad de crecimiento 1 [1/h]
K; Parametro de saturacion 0.03 [g/1]
K> Parametro de inhibicién 0.5 [1/g]

Aunque el punto de operacion de este sistema es estable, el mismo se encuentra muy préximo
a un punto de ensilladura ubicado en X = 4.8627, S = 0.2744, cuyo manifold estable delimita

su DA (Fig. 6.1(a)). Puede observarse que aunque la region de estabilidad es infinita (region
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blanca de la Fig. 6.1(a)), el equilibrio estd muy proximo a la frontera de su DA y por lo tanto

pequenias perturbaciones en ciertas direcciones pueden sacarlo de este.

Por la razén anterior, se propone mejorar las caracteristicas dinamicas de este sistema por
medio de la aplicacion de una estrategia sencilla de control proporcional realimentado sobre
ambos estados del sistema. El caudal de alimentacion F' se manipula de acuerdo a la siguiente

expresion:
F=ky(X-X,)+ks(S—S,)+F, (6.3)

Se permite a las constantes del control proporcional kx y kg variar dentro del rango [-0.35, 0].
El objetivo es determinar una combinacién optima ky - ks, tal que el dominio de atraccion del
punto de operacion del sistema a lazo cerrado sea mayor que el correspondiente a lazo

abierto.

Para el caso del sistema operando a lazo abierto (Ecs. (6.1) y (6.2)), se efectua el calculo del
radio de la bola B, resolviendo el problema (5.1). Estos resultados se reportan en la Tabla 6.2.

En la Fig. 6.1(a) se muestran las isonulas del sistema (lineas punteadas) y la correspondiente

[fioof 1
bola B, (linea solida) junto con el conjunto de nivel dado por - =0 (linea a
Xl 240 (P)
trazos).
04 ; 0.4 —
__________________ A
FPunio
035k ] 035k ' de ensilizdura
: Funio
0.3F de enziliadura 1 0.3F 1
B e L ta T T 7]
Qe T — | - 1 0.25F T P
T L “Bunto de o~ Puniode
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, ok operaciton. e P Operacite
02k T 0.2k I L
d{f’)_——; ~. “&1,‘_‘___7 ,_,_—"/ \_‘K““——a_____(
0.15 L L 0.15
7 475 4.8 4.85 4.9 4.95 5 5.05 7 475 4.8 4.85 4.9 4.05 5 5.05
X Y
(a) Lazo abierto (b) Lazo cerrado

Fig. 6.1: Resultados para el sistema de fermentacion.

Bola B, (linea so6lida), Restriccion (5.6¢) (linea a trazos)
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Para el sistema operando a lazo cerrado (Ecs. (6.1)-(6.3)), se resuelve el problema (5.6) para
determinar los parametros de la ley de control que maximizan, indirectamente, el dominio de

atraccion del punto de operacion. Los resultados se reportan en la Tabla 6.2.

En la Fig. 6.1(b) se muestran las isonulas (lineas punteadas) y la correspondiente bola B,

[feo] 1
X[ 22 (P)

max

(linea solida) junto con el conjunto de nivel =0 (linea a trazos). Se puede

observar que el punto de ensilladura y su “manifold” estable estdn mas alejados que en el
sistema a lazo abierto, debido al “efecto de empuje” resultante del incremento del tamafo de

la bola B,

Para los dos casos considerados, al igual que en los ejemplos reportados en el capitulo
anterior, se define un parametro ¢ para cuantificar el incremento de tamafio del DA, como la
distancia entre el punto de equilibrio y el punto de ensilladura. Se observa una mejora del

468.42 % en la magnitud de esta métrica como consecuencia de la optimizacion (Tabla 6.2).

Tabla 6.2. Datos y resultados para el sistema de fermentacion

kx X A1(A) S 1(P)
Caso r o
ks S J2(A) X 2(P)
) 0 49807 -0.8022 49807 0.3497 5
Lazo abierto 9.112x 10 0.0624
0 0.2187 -0.8034 0.2278  2.8405

0 49807 -0.8022 4.9807 0.2329
Lazo cerrado 0.0149 0.3547
-0.35 0.2187 -1.6580 0.2038 1.5968

Para ilustrar el comportamiento dindmico de este sistema, se considera el siguiente escenario.
En un tiempo ¢ = %y, la concentracion de sustrato en la corriente de alimentacion se incrementa
en un 5%. Frente a esta perturbacion, el sistema evoluciona hacia un nuevo punto de
operacion. Después de trascurrido un lapso de 14 minutos, la concentracion de sustrato en la

alimentacion recupera su valor original.

Cuando el proceso es operado a lazo abierto, el sistema no es capaz de retornar al punto de
operacion original, puesto que, después de 14 minutos la trayectoria dinamica ha dejado su

dominio de atraccion (flecha sélida en la Fig. 6.2(a)). Desde el estado alcanzado luego de los
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14 min el sistema evolucionara hacia una condicion indeseada denominada de “lavado”, que

se indica con la flecha a trazos y corresponde al estado X =0, S=10.

Para el proceso operado a lazo cerrado, por otra parte, el sistema es capaz de retornar al punto
de equilibrio original una vez que desaparece la perturbacion. Esto se debe a que la
trayectoria dinamica, después de 14 minutos, alin pertenece a su dominio de atraccion (Fig.

6.2(b)).

0.5 \\ q 0.5F R
\. i=i +14min
\ Q
i / 1 ner /::ro+14fmm ]
tp 03F q ta 03F b
lzﬂo V
‘/(Pymo de operacion) |
02k B 0.2F T B
£=t,
0.1r q 0.1F (Funto de Operacion) B
0 i)

(a) Lazo abierto (b) Lazo cerrado

Fig. 6.2: Simulacion dinamica del proceso de fermentacion

6.4 Caso Il: Sistema Reactor — Separador — Reciclo

A continuacion se considera el esquema tipico de un sistema reactor — separador — reciclo
ilustrado en la Fig. 6.3. El modelo empleado es una version adaptada del presentado en
Vetukuri y col. (2006), el cual ha sido ampliamente utilizado en la literatura para el estudio

de diferentes aspectos del comportamiento no lineal de este tipo de sistemas.

En este proceso, una corriente de alimentacion fresca es transformada parcialmente en un
reactor donde tiene lugar la reaccion A — B. La mezcla reaccionante (F, z) se alimenta a un
separador de fases (flash) que opera a presion y temperatura constantes (7y, Py). La corriente
de vapor del flash (7, y.), rica en el producto B, sale del sistema, mientras la corriente liquida
(L, x.), rica en el reactante A, se recircula al reactor. Se supone que las temperaturas de las
corrientes de entrada al flash y de reciclo se controlan perfectamente por medio de los

intercambiadores de calor HX1 y HX2.
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Fo, x5 Ty F : _th\ - Flash
A\ | Tw Py
HX1
v
v |7
- >

(tj\‘ L, x,
\_

HX2

Fig. 6.3: Diagrama esquematico del sistema reactor — separador — reciclo

Se asume que se conoce la especificacion externa de la corriente de entrada al proceso, Fo, y
que el volumen de la mezcla reaccionante permanece constante, controlado por medio del

caudal de salida del reactor (F).

Los balances de masa y energia representados en forma adimensional para un reactor de

volumen V., son:

% _

- xa/' Ve _Dalzexp(e) (64)
da °
do (. —2)
—=-0| 1+ + /D, |+ BD, zexp(0) (6.5)
dt (z—x,)
donde:
_ (-AH)E 5o UA
S (C,RTH T ’
(C,,RT;) Vrkoexp(_%Tijpmpm
(6.6)
V k,ex —y ) .
ke Bar b )
a1 = , =T
F, RT;
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Aqui, 0, B, p, D,1, representan las variables adimensionales de la temperatura en el reactor,
del calor de reaccion, del coeficiente de transferencia de calor y del nimero de Damkohler,
respectivamente. El tiempo ha sido adimensionalizado usando el factor (M,/F)), que

corresponde a la relacion entre la retencion molar y el caudal de alimentacion.

La termodinamica del flash se describe a través de las Ecs. (6.7) — (6.11), las cuales
relacionan las composiciones de vapor y liquido con la temperatura y la presion de operacion
del equipo. Para los propdsitos de este estudio, la operacion de proceso se lleva a cabo a

presion atmosférica (101325 Pa). Los pardmetros del modelo se detallan en la Tabla 6.3.

Tabla 6.3. Propiedades fisicas y parametros del modelo

Parametro Descripcion Valor Unidades
Fy Caudal de alimentacion al reactor 1 mol/seg
Xaf Fraccion molar de A en la alimentacién 1.0 -

Fraccion de vapor de A en la corriente de
Ye vapor del flash 10:0.15] -
Py Presion del flash 101325 Pa
Ko Factor pre-exponencial 1.0 x 10* seg’!
E Energia de activacion 40000 J/mol
R Constante de los gases 8.3144 J/(mol K)
Com Calor especifico de la mezcla 209.836 J/(mol K)
Iy Temperatura de alimentacion 298 K
T, Temperatura de del fluido refrigerante 298 K
Pm Densidad de la mezcla 1200 mol/m’
U Coeficiente de transferencia de calor 567.82 J/(seg m’ K)
Ahy Calor de vaporizacion de A 38331.15 J/mol
Ahg Calor de vaporizacion de B 28748.16 J/mol
Ap Constante de Antoine -21.4611 Pa
Ba Constante de Antoine -3974.04 K
Ap Constante de Antoine -26.0821 Pa
Bg Constante de Antoine -4366.82 K
D, Diametro del reactor [0.05; 0.15] m
Dy Diametro del flash [0.05; 0.15] m
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Yo=K (Tp.x, ), 6.7)
Ko (Tox, 6, + Ky (7%, J1-x,)=1 (6.8)
ljisatTﬂ
K, = ‘ i A,B (6.9)
P
P Ah, . .
In| /— |=| — L i:A,B Ecuacion de Clausius-Clapeyron  (6.10)
P ) Ur T T,
B . ., .
In(P)= 4 +? iA,B Ecuacion de Antoine (6.11)

6.4.1 Disefio del Proceso
Con fines comparativos, se utilizan dos metodologias de disefio:

Metodologia clasica: optimizacion de una funciéon objetivo econdmica con restricciones de

estabilidad asint6tica sobre la solucion de estado estacionario
Metodologia propuesta: disefio segun el problema (5.6) descrito en el Capitulo 5 de esta tesis.

El problema de disefio basado en consideraciones econdémicas busca optimizar una funcién
objetivo de costo, con el requerimiento adicional de estabilidad asintdtica del estado

estacionario resultante. Este problema se puede formular matematicamente como:

midn p(X,d)

sa. f(x,d)=0 a)
Re{A[AXADI<0  i=L..,n b) (6.12)
d“<d<d’
x" <x<xY

o(x,d) es la funcion objetivo a minimizar, la restriccion (6.12a) corresponde al estado
estacionario del sistema dindmico (Ecs. 6.4 y 6.5) y la restriccion (6.12b) garantiza que el

punto de equilibrio sea asintticamente estable.
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La restriccion de estabilidad asintotica puede expresarse en términos del determinante y la
traza de la matriz Jacobiana del sistema dindmico A (Strogatz, 1994). Por lo tanto, el

problema de optimizacion (6.12) puede ser reformulado como:

mgn p(X,d)
sa. f(x,d)=0
det(A) >0
tra(A) <0
d <d<d”

xE<x<xY

(6.13)

El problema (6.13) es un problema de programacion no lineal (NLP) estdndar, para cuya

solucion se emplea el programa GAMS/BARON.

Para los problemas (5.6) y (6.13), las variables de optimizacién son:
e volumen del reactor, (V})
e area de intercambio de calor en el reactor, (4,)
¢ volumen del tanque de separacion flash, (V)

e areas de intercambio de calor HX1 y HX2 (4ux1, Anx2)

Puesto que, el objetivo del proceso es producir el producto B, la composicion del componente
A en la corriente de vapor del flash, y., se restringe a pertenecer a un rango pequefio (Tabla
6.3).

La funcion objetivo econdmica a ser minimizada en el problema (6.13) es el costo de capital

del proceso:

1
gp = (Creactor + Cﬂash + Cint) (6 14)

rep

donde f, es el periodo de repago (3 afios) y Creactor, Criash Y Cine SOn los costos individuales
expresados en $/afio del reactor, del separador flash y de los intercambiadores de calor
respectivamente. El costo de capital del reactor depende de su tamafio y se calcula de la

siguiente manera:

C.... =17639(D )" + (2D, )**" (6.15)

reactor
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donde D, es el didmetro del reactor en metros (Tabla 6.3). Asumiendo que la altura del

reactor es dos veces su diametro, la relacion entre el didmetro y el volumen es:
D. =(0.6366V,)"" (6.16)

El area de transferencia de calor del reactor depende de su didmetro, de acuerdo a la siguiente

ecuacion:

4, = 27rDr2+%D 2 (6.17)

”

El costo de capital del separador flash es funcion de su didmetro, Dy, de acuerdo con la

ecuacion:

Cian = 7308.26(D ;)" +548.8(D )" (6.18)

El didmetro del separador flash depende del caudal de entrada F al equipo:

1/3
D,= 3.9929(ij (6.19)
P

Los costos de capital de los intercambiadores de calor dependen de sus areas de transferencia,

Anx1 'y Auxz, las cuales estan involucradas en los balances de energia:

Ouxi =VAh—FC (T - Tﬂ) = Udyx (AT, )ux (6.20)
Ouxa = LCpm (Tﬂ —T) =Udyy, (ATml)HXZ (6.21)

Donde (AT,)uxi Yy (ATm)uxz son las temperaturas medias logaritmicas en los
intercambiadores HX1 y HX2, respectivamente. Se supone que el caudal circulante de los
fluidos de servicio para ambos intercambiadores es relativamente grande, de tal manera que
su temperatura, 7,, puede asumirse constante para los célculos de la temperatura media

logaritmica.
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6.4.2 Resultados

En la Tabla 6.4 se presentan los resultados de los dos problemas de disefio, (6.13) y (5.6),
para el sistema RSR descrito. Las soluciones correspondientes se muestran en el espacio de

estados en las Figs. 6.4(a) y (b).

El costo de capital para el disefio basado en la optimizacion del DA se calcula a partir de la

Ec. (6.14) para los valores correspondientes a la solucion del problema (5.6).

En las Figs. 6.4(a) y (b) se muestran las isonulas del sistema (6.4) y (6.5) (lineas solidas y a
trazos), junto con el dominio de atraccion del punto de operacion asintdticamente estable
resultante de cada uno de los problemas de optimizacion (region blanca). En las Figs. 6.5(a) y

o] 1
W 2P

(b) se muestra la bola B, (linea so6lida) junto con la superficie =0 (linea a

max
trazos) expresadas en variables de desviacion, esto es, x; =z —z; y X2 = 6 — 6. También se

indica el punto de interseccion entre las dos superficies.

En la Fig. 6.4(a) se pueden apreciar dos puntos de equilibrio en el espacio de estados: el nodo
estable y un nodo silla. Se observa que para este caso, la frontera del dominio de atraccion del

punto de operacion corresponde al manifold estable del nodo silla.

Por otra parte, la frontera del dominio de atraccidon correspondiente a la solucion del
problema (5.6) estd dada por la region del espacio de estados donde tiene lugar la
singularidad del denominador de la ecuacion (6.5). El segundo punto de equilibrio, que
correspondia a una silla en la solucion del problema (6.13), se convierte en un nodo inestable
que se encuentra ubicado al otro lado de la frontera de estabilidad del punto de operacion.
Evidentemente, ha ocurrido un cambio significativo en la topologia del sistema por el efecto

de la optimizacion del radio de la bola B,.
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Tabla 6.4. Resultados de disefio del sistema RSR
B=14,Fy=1 Problema (6.13) Problema (5.5)

D, [0.2; 1.5] 0.6485 1.4157
e [0;0.15] 0.15 0.1194
B 16.0595 7.3564
Xe 0.8283 0.7954
Ty 348.35 343.5032
T 319.12 303.78
v, 0.4283 4.4569
A, 2.9726 14.1669
Da, 0.5008 52112
Dy 0.5048 0.3765
On 4.0687 x 10°* 3.8278x 10"
Anxi 1.7365 3.5017
Apxa 0.5807 0.0047
F 2.3562 1.0061
L 1.3562 0.0061
14 1.00 1.00
Zs 0.5404 0.1235
0, 1.1442 0.3133
As(A) -0.0366 + 2.8969i -13.6992
Aa(A) -0.0366 - 2.8969i -20.4433
Ais(P) 7.1696 0.0150
Aas(P) 140.9489 0.5711
costo 12.5154 x 10° 27.1627 x 10°
r 0.5307 x 107 1.7393 x 10

Por inspeccion del valor de la funcidon de costo (Tabla 6.4) y de la comparacion de los DA
(Figs. 6.4(a) y (b)) se puede inferir la naturaleza conflictiva entre los objetivos econémicos y
de operabilidad. En este caso, la operabilidad esta relacionada con la extension de la region
de estabilidad del punto de equilibrio operativo del proceso. Un dominio de atraccién extenso

(Fig. 6.4(b)) se puede obtener a expensas de un peor valor de la funcidon objetivo econdmica.
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ool 1
IX| 22, (P)

Desde un punto de vista fisico, el tamafio de reactor es mucho mas pequefio cuando el
objetivo de disefio es econdmico, respecto del correspondiente a la optimizacion del DA. Por
este motivo, aunque el reactor opera a niveles de temperatura relativamente altos, su
conversion es baja. Esta baja conversion, requiere del procesamiento de grandes caudales

internos (F' 'y L), con el consecuente incremento en los tamafios del flash y de uno de los
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intercambiadores de calor. Sin embargo, el bajo costo de un reactor pequefio compensa los

mayores costos de las demas unidades.

Por otro lado, dado que el tamafo del reactor obtenido por medio de la optimizacién del DA
es mayor que el correspondiente al del optimo econdmico, los caudales internos son menores,
puesto que se trabaja a una mayor conversion. El hecho de trabajar con volumenes de

reaccion mayores, permite operar a menor temperatura para lograr conversiones aceptables.

La relaciéon entre un DA grande y los valores de las variables de disefio en la solucién no es
obvia. Esto se debe a la presencia de no linealidades complejas en las ecuaciones de balance.
Sin embargo, es claro que la temperatura de reaccion produce grandes efectos sobre el

sistema por la presencia de los términos exponenciales de las Ecs. (6.4) y (6.5).

Un tamano de reactor pequefio, resultante de la optimizacion econdmica, requiere altas
temperaturas de operacion para llevar a cabo la conversion necesaria para cumplir con los
requerimientos del proceso. Por otra parte, el reactor mas grande, obtenido por la
optimizaciéon del DA, requiere de temperaturas moderadas para lograr una conversion
aceptable. En este caso, el sistema opera en un punto alejado de la frontera del DA haciendo

al proceso mas flexible frente a perturbaciones.

También se puede observar de la Tabla 6.4, que la parte real de los autovalores del disefio
Optimo econdémico estan cercanas al eje imaginario, mientras que los correspondientes al del
DA optimo se ubican profundamente en el hemisferio estable del espacio complejo. Este
hecho proporciona un indicio intuitivo de la robustez del sistema con respecto a la estabilidad
asintdtica. Si la parte real de los autovalores, en valor absoluto, del punto de operacion son
relativamente grandes, el sistema se encuentra lejos de sufrir bifurcaciones por variacién en
sus parametros. Por lo tanto, en el caso de una perturbacién pequefia en alguno de los
parametros, el nuevo estado estacionario permanecera estable y proximo al equilibrio

original.

Con el fin de ilustrar el efecto practico de contar con un dominio de atraccion grande, se
procedid a introducir en ambos disefios una perturbacion tipo escalon en las temperaturas de
alimentacion al reactor (77) y del fluido refrigerante (7,). El escalon en ambas temperaturas es
de 298 a 290 K. Luego de un lapso de tiempo de 0.5 en valor adimensional, dichas

temperaturas retornan a su valor original.
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Cabe recordar, que en cada instante de tiempo, el calor transferido por el intercambiador HX1
es el necesario para lograr que las composiciones de liquido y vapor en el separador flash
permanezcan constantes. Asimismo, el calor transferido por el intercambiador HX2 es el
necesario para que la temperatura de la corriente de reciclo sea igual a la temperatura del

reactor.

Se puede observar de la Fig. 6.6(a), que para el disefio con funcién objetivo econdmica
(6.13), el sistema evoluciona mas alla de la frontera del dominio de atraccion del punto de

operacion del proceso (flecha punteada).

Una vez eliminada la perturbacion, el sistema es incapaz de regresar al punto de operacion
original, evolucionando hacia una condiciéon donde la totalidad de la corriente de salida del
reactor es recirculada. En esta situacion, la composicion z se aproxima a x, y por lo tanto, el
caudal V tiende a cero y el caudal L tiende a F (flecha s6lida). Este escenario es claramente

indeseable desde el punto de vista operacional del proceso.

3 . ‘ . . — . 0.4 . . . .
25F ' 1 Punto de
: 0.35F operacion il
2r Punto da :
Lsk Operacion 1
; 03t J
= 0sh L/\ 1 w025 i,
1 N
= S
osh Ar=0.35 ; P 0.2 1
Lk
n1sf 1
15F
43 04 05 T 07 0z 00 1 U412 0122 012 0126 0128 013 013 01% 013 01% 014
Z Z
(a) Problema (6.13) (b) Problema (5.6)

Fig. 6.6: Simulacion dinamica del proceso reactor — separado — reciclo

La Fig. 6.6(b) presenta la evolucioén del sistema correspondiente al disefio obtenido por la
optimizacion del radio de la bola B, (problema 5.6). El sistema evoluciona al principio hacia
un nuevo punto de equilibrio (z = 0.1362, 6 = 0.2132) cercano al punto de operacion (flecha
punteada en la Fig. 6.6(b)). Una vez eliminada la perturbacion, el sistema regresa al punto de
operacion original, puesto que el estado alcanzado por el sistema perturbado se encuentra en

el interior de su dominio de atraccion (flecha sélida en la Fig. 6.6(b)).
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Cabe aclarar que para una mejor visualizacion de los resultados, se emplearon diferentes

escalas en los ejes de las Figs. 6.6(a) y 6.6(b).

6.5 Consideraciones Finales

En este capitulo se realizaron aplicaciones ingenieriles de los resultados obtenidos en el
Capitulo 5. Para el caso del fermentador, un analisis del DA a lazo abierto advierte que el
sistema opera en un punto estable ubicado muy cerca de la frontera de la region de estabilidad
asintdtica. Esto implica que frente a ciertas perturbaciones, existe la posibilidad de que el
sistema abandone el DA sin posibilidad de retornar a su condicion operativa original una vez
removida la perturbacion. La implementacion de un controlador simple, mejora las
caracteristicas dindmicas del sistema, pues logra que el punto de operacion este mas alejado
de la frontera de su dominio de atraccidon incrementando su robustez frente a la ocurrencia de

perturbaciones.

En el caso del disefno del sistema reactor — separador — reciclo, como era de esperarse, el
costo del disefio para un DA 6ptimo (problema 5.6), es mayor que el correspondiente al
disefio econdmico optimo (problema 6.13), evidenciando la naturaleza conflictiva entre los

objetivos econdmico y de robustez dindmica.

Desde el punto de vista fisico, un DA mayor se logra trabajando a niveles bajos de
temperatura en el reactor. Esto se debe a que la temperatura tiene un efecto significativo en
los balances (6.13 y 6.14) debido al término exponencial presente en la cinética de la

reaccion.

Del andlisis de ambos ejemplos resulta evidente que dominios de atraccion amplios proveen
« . e : .

zonas de amortiguamiento” en el espacio de estados, en las cuales el sistema puede
evolucionar bajo perturbaciones antes de cruzar las fronteras del dominio de atraccion del

punto de operacion.
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CAPITULO 7

CONCLUSIONES Y TRABAJOS FUTUROS

7.1 Conclusiones sobre la Contribucion

En esta tesis se abord6 el problema de analisis y disefio de sistemas dinamicos no lineales
basados en el concepto de dominio de atraccion de los puntos de equilibrio asintéticamente

estables y en métodos de optimizacion.

Especificamente, los DA se estudiaron empleando la teoria de estabilidad de Lyapunov.
Existen en la literatura una gran cantidad de contribuciones que emplean elementos de esta
teoria para estimar dominios de atraccion. Sin embargo, la gran mayoria de esas aplicaciones,
se limitan sin embargo a modelos con no linealidades de tipo polinomiales. De modo que una
de las contribuciones de esta tesis (Capitulo 4) es una metodologia para abordar el problema
de la estimacion de DA de sistemas con no linealidades de tipo general. La metodologia
propuesta emplea funciones de Lyapunov de tipo racional y utiliza métodos de optimizacion

global.

Las estimaciones de los DA obtenidas en las experiencias realizadas con la metodologia
propuesta, resultan superiores a las obtenidas empleando funciones de Lyapunov de tipo
polinomial. Si bien las estimaciones propuestas también subestiman en general el DA del
equilibrio bajo estudio, las mismas suelen proporcionar muy buenas aproximaciones en las

proximidades de sus fronteras.

Otra contribucion importante de la tesis (Capitulo 5) es el desarrollo de una estrategia de
disefio de sistemas dinamicos no lineales, basada en la optimizacion de una medida indirecta
de la extension del DA del equilibrio operativo. Este desarrollo esta motivado por el hecho de
que, a pesar que los enfoques tradicionales de disefio de sistemas implican optimizar una
funcion objetivo (normalmente de tipo econdmico) garantizando simultaneamente la

estabilidad asintotica del punto operativo, no tienen en cuenta la extension ni la forma del DA
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de la solucién, lo cual es imprescindible para caracterizar la robustez del sistema en relacién a

la respuesta frente a perturbaciones.

La metodologia propuesta en el Capitulo 5, consiste en maximizar el radio de una bola en el
espacio de estados en la que es posible asegurar definicién negativa de la derivada temporal
de una funcién de Lyapunov de tipo cuadratico y por lo tanto la existencia de un DA. Esta
metodologia emplea una estrategia de optimizacién en dos niveles. En el nivel interior se
resuelve un problema de optimizacion global deterministico con el fin de calcular
estimaciones del dominio de atraccion para cada realizacion de las variables de disefio, estas
a su vez se manipulan en el nivel exterior con el objeto de optimizar la métrica adoptada

empleando un algoritmo de busqueda estocastico.

Si bien, la estimaciones resultantes son muy conservadoras dado que se utilizan funciones de
Lyapunov cuadraticas, se consigue un incremento efectivo del tamafio del DA real debido al
“efecto de empuje” que ejerce sobre sus fronteras la maximizacion del radio de la bola B;.
Adicionalmente, el incremento de tamafio del DA también puede manifestarse a través de un

desplazamiento del punto de equilibrio solucion en el espacio de estados.

En el Capitulo 6 se aplico la metodologia propuesta en el capitulo anterior al disefio de un
controlador proporcional realimentado de un fermentador continuo. El sistema a lazo abierto
opera en un punto de equilibrio asintéticamente estable muy préximo a la frontera de su
dominio de atraccion. La implementacion de la ley de control permite incrementar la
distancia entre el punto de equilibrio y la frontera del DA lo que confiere robustez al sistema

en lo que respecta a su desempefio frente a perturbaciones.

Ademas, en este mismo capitulo, también se aplico esta metodologia a un sistema reactor —
separador — reciclo. Se adoptd un esquema de control tipico y se determinaron los pardmetros
operativos y de disefio de modo de obtener un punto de equilibrio asintéticamente estable con
un amplio dominio de atraccion. Los resultados se compararon con los correspondientes a un
disefio clasico en el que se minimiza el costo de capital del proceso. Como era de esperarse,
la solucidn del problema de optimizacion de DA tiene un peor valor de funcion objetivo
econdmica que el disefio tradicional, pero una mayor region de estabilidad asintética en torno

al punto operativo, lo que evidencia la naturaleza conflictiva entre ambos objetivos.
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7.2 Trabajos Futuros

Si bien la metodologia de disefio propuesta en esta tesis garantiza una solucion estable y con
un dominio de atraccion 6ptimo en el sentido de la métrica propuesta, tanto el algoritmo
estocastico del nivel exterior como el algoritmo de optimizacion global del nivel interior son
muy demandantes computacionalmente. A medida que el modelo crece en nimero de estados

y de parametros de disefio, los tiempos de computo se incrementan significativamente.

Por otra parte, si bien la optimizacion indirecta de la extension del dominio de atraccion
asegura que la solucion es robusta frente a perturbaciones, no se posee una descripcion
cuantitativa de esta robustez dado que se desconoce el tamafio y la forma reales del dominio

resultante.

Como continuacion natural de este trabajo de tesis, se propone extender la metodologia
descrita para resolver en forma eficiente el problema de disefio éptimo del sistema dinamico
no lineal de gran tamafio, garantizando la estabilidad robusta de la solucion. También se
persigue cuantificar el grado de robustez del disefio por medio de la caracterizacion del
dominio resultante o, alternativamente, imponiendo que el dominio de atraccion tenga ciertas

dimensiones minimas que aseguren la adecuada robustez frente a las posibles perturbaciones.

Para efectuar la optimizacién del disefio se considerara la posibilidad de continuar empleando
algoritmos evolutivos. Estas técnicas posibilitan un tratamiento natural de las potenciales
discontinuidades y poseen buenas propiedades de convergencia al 6ptimo global. No se
descarta el empleo de algoritmos deterministicos aunque se entiende que su utilidad puede
verse limitada por la presencia de las mencionadas discontinuidades y de un numero elevado

de soluciones locales.

Para tratar el problema de la estabilidad robusta se analizara en una primera etapa el empleo
de estimaciones del dominio de atraccion basado en funciones de Lyapunov cuadraticas. Si
bien este tipo de estimaciones suelen ser muy conservadoras, se ha comprobado que su
optimizacion tiene un efecto significativo en el agrandamiento del dominio de atraccion real,
y su implementacién es mas sencilla que otras técnicas de estimacién de dominios de

atraccién como se ha demostrado en esta tesis.

Para evaluar el grado resultante de robustez, se propone caracterizar el dominio de atraccion

real, ya sea a través del estudio de los equilibrios cercanos que determinan sus fronteras o por
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intermedio de simulaciones dindmicas rigurosas. Alternativamente se considerara el empleo
de elementos de la teoria de disefio bajo incertidumbre (Raspanti y col. 2000) para forzar que
la solucién posea la minima robustez necesaria para afrontar el espacio previsible de

perturbaciones.

Por otra parte, dado que el problema de disefio es de naturaleza multiple objetivo entre
optimalidad econémica y operabilidad dindmica, se analizaran metodologias para generar

curvas Pareto que permitan evaluar diferentes disefios de ambos objetivos en conflicto.

Las metodologias se aplicaran al disefio de sistemas de interés ingenieril y de mayor tamafio
que los actualmente empleados en los estudios académicos. Un proceso que se pretende
estudiar es el sistema reaccion-separacion-reciclo de particular interés en ingenieria quimica,
por su riqueza dindmica e importancia industrial. Se considerara por ejemplo el modelo del
denominado Tenesee Eastman Challenge Process (Ricker y Lee, 1995; Blanco y col., 2004),
una planta inestable con reaccion en fase gas, que representa un caso de estudio importante

para la comunidad de ingenieria de sistemas en dindmica, control y optimizacion de procesos.

Otra aplicacion interesante, de importancia creciente a nivel cientifico y tecnoldgico, son los
sistemas biomédicos. Estos sistemas, pasibles de ser modelables matematicamente, presentan
comportamientos complejos desde el punto de vista de la no-linealidad dindmica y

caracteristicas similares a los sistemas con reciclo arriba descritos.
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