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Resumen

Los sistemas de tres cuerpos tienen un rol fundamental en la Fisica Atémica. Han sido motivo
de estudio por muchos anos y lo siguen siendo hoy por ser el sistema cuantico mas simple
con las mismas dificultades de resolucién que los sistemas complejos. La dindmica de los
sistemas se describe mediante la ecuacién de Schrodinger. Esta es una ecuacién diferencial
que no es separable cuando se incluyen las interacciones entre todas las particulas. Debido al
grado de dificultad que esto representa se desarrollaron diversos métodos para la obtencién
de soluciones aproximadas. Estas soluciones deben ser funciones suaves y regulares, incluso
en aquellos puntos del espacio en los cuales los potenciales divergen.

En esta Tesis proponemos una metodologia para hallar soluciones aproximadas para los
estados ligados de sistemas de tres particulas cargadas. El método se basa en la construccion
de la funcién de onda como una sumatoria de configuraciones correlacionadas. Cada con-
figuracién esta formada por el producto de dos factores. El primero de ellos, ¢, diagonaliza
los términos diagonales de la energia cinética y los potenciales de interaccién. Este factor ¢,
a su vez, estd formado por el producto de funciones hidrogénicas y un factor de distorsion
x que depende explicitamente de la coordenada asociada a la distancia entre las particulas
cuyas interacciones son repulsivas. El segundo factor, 2, complementa a ¢ resolviendo los
términos no diagonales de la energia cinética. Proponemos dos bases de funciones de onda
aproximadas, GR y C3, que se diferencian en el factor de distorsién y. En la primer base
se usan funciones que incluyen el apantallamiento inter-electrénico producido por el nicleo
sobre los electrones. En la segunda se utiliza una funcién obtenida por continuacién analitica
de la funcién C3, usada para el tratamiento del continuo de tres cuerpos.

La metodologia que proponemos nos permite: i) construir funciones de onda de prueba
simples y precisas que satisfacen las condiciones de ctipide de doble coalescencia, ii) obtener

un conjunto ortogonal de estados que describen la estructura atéomica del sistema, y iii)
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transformar la ecuacién de Schrodinger en un conjunto de ecuaciones algebraicas para los

coeficientes de la expansion.



Abstract

The three-body systems play a fundamental role in Atomic Physics. They have been stud-
ied from many years because they are the simplest of many quantum systems having the
complexity of many-body problems. The dynamic of these systems is described by the
Schrodinger equation. When the attractive and repulsive interactions between the particles
are included, this differential equation is non-separable. Therefore, many methods have been
developed in order to obtain approximated solutions. These solutions must be regular in all
the space, included those points where the Coulomb potentials diverge.

In this Thesis we propose a methodology to obtain approximated bound state solutions
to the problem of three charged particles with general masses. The method is based on a
decomposition of the three-body wave function in a sum of doubly correlated configurations.
Each configuration is formed by a product of two factors. The first of them, ¢ diagonalizes
the diagonal terms of the kinetic energy and the interaction potentials. It is formed by the
product of two body atomic functions, and a distortion factor y, which depends explicitly on
the coordinate associated with the distance between the particles with repulsive interactions.
The second factor is proposed as the complement to the first to solve the non-diagonal
components of the kinetic energy. We propose two approximated wave function basis, GR
and C3, with different distortion factor. The functions of the first proposal include the
screening of the nucleus over the electrons. The second uses a function obtained by the
analytical continuation of the C3 function, used to treat the continuous spectrum of three-
body.

The methodology proposed here allows us to: i) construct simple and precise wave func-
tions with the correct cusp conditions, ii) obtain a set of orthogonal states that describe
the system, iii) convert the Schrédinger equation in a set of algebraic equations for the

coefficients.



Introduccion

La gran revolucién en la fisica, que tuvo lugar durante las primeras décadas del siglo XX,
condujo a un detallado entendimiento de la forma en que los atomos y moléculas pueden
absorber y emitir luz y otra radiacién (su espectro). En consecuencia, comprender la relacién
entre el espectro y la estructura del sistema resulté ser muy importante para el desarrollo
de distintas ramas de la fisica.

Para estudiar la estructura de los elementos se utilizan herramientas desarrolladas en la
mecéanica cuantica. Una de estas herramientas es la ecuacion de Schrodinger, una ecuacién
diferencial de segundo orden cuya solucion representa la funcién de onda del sistema. Solo
se conoce la solucién exacta de esta ecuacién para sistemas de dos particulas. Un ejemplo
de estos sistemas, es el dtomo de Hidrégeno (H) que es el tnico de los més de 118 elementos
de la tabla periddica para el que se conoce una funcion de onda atomica analitica. En el
caso de sistemas con mas particulas los términos de interacciéon han hecho imposible, hasta
el momento, obtener una solucién exacta y cerrada. A pesar de ello, el problema es de gran
relevancia en la Fisica Atémica y Molecular. En particular, el problema de tres cuerpos
muestra ciertas propiedades cualitativas que no estan presentes en el caso de dos cuerpos,
pero que si aparecen en problemas que involucran cuatro o més particulas.

El estudio de distintos dtomos y moléculas de tres cuerpos ha sido motivo de muchos tra-
bajos de investigacion que han dado origen a diversas propuestas de funciones de onda
aproximadas. Estas propuestas pueden organizarse en dos grandes grupos: los que incluyen
explicitamente todas las coordenadas interparticulas y los que s6lo incluyen las coordenadas
asociadas a las distancias entre las particulas cuyas interacciones son atractivas. Se puede
comprobar que las funciones construidas con los métodos del primer grupo presentan una
convergencia més rapida hacia los valores exactos de las diferentes magnitudes (como la

energia) que aquellas que no incluyen todas las coordenadas relativas. Como ejemplos del
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primer grupo podemos mencionar el método de semiseparabilidad (Pluvinage 1950, Dulieu
et. al 1989, Le Sech 1997), el método transcorrelacionado ( Boys y Handy 1969, Umezawa
et. al 2003, 2000), etc. y son ejemplos del segundo grupo los métodos de Hartree-Fock (Fock
1930, 1954), Hartree-Fock multiconfiguracional ( Thakkar y Koga 1994) y Configuracién In-
teraccién (Bransden y Joachain 2003).

Para poder agrupar las distintas funciones existentes en la literatura, implementamos un
método de clasificacién que consiste en denominar a las funciones como sofisticadas, inter-
medias o sencillas. Esta clasificacién se basa esencialmente en la relacién que cada funcién
tiene entre el nimero de términos que incluye cada tipo y la calidad de la funcién de onda
obtenida. La calidad de la funcion expresa la medida en que la funcién propuesta describe
o incluye las distintas propiedades de la solucion exacta.

Si bien no se conocen las autofunciones exactas del Hamiltoniano del problema de tres
cuerpos, se conocen bien sus propiedades. Un conocimiento profundo de estas propiedades
permite construir funciones de onda aproximadas que las incluyan y acelerar asi la conver-
gencia. Estas caracteristicas a las que hacemos mencién son de tipo global y local. Ejemplos
de las propiedades globales son: el valor medio de la energia, la relacién del virial entre la
energia cinética y potencial y el comportamiento asintético. Como ejemplo de propiedades
locales se destacan los comportamientos de la funcién cuando las particulas se encuentran
a distancia nula (conocidas como condiciones de cuspide de coalescencia o condiciones de
Kato (Kato 1951a, 1951b, 1957). Construir funciones de onda que satisfagan todas estas
propiedades simultdneamente no es una tarea sencilla.

Basdndonos en nuestro sistema de clasificacién, realizamos a continuacién una descripcién
somera de cada tipo de funcién, considerando funciones que incluyen explicitamente todas
las coordenadas interparticulas.

Funciones sofisticadas: son funciones que se obtienen mediante calculos altamente sofisti-
cados que requieren de cientos o miles de parametros variacionales. Resultan ser altamente
precisas en el calculo del valor de la energia de los estados fundamental y excitados. Si
bien verifican las condiciones de Kato numéricamente, no cumplen con estas condiciones de
manera formal. En esta direccion y a fines de los anos 50 se destacé el trabajo de Pekeris
(Pekeris 1958) al que luego siguieron Thakkar 1994, Drake 1994, 2005, Goldman 1998, Ko-

robov 2000, 2002y Schwartz 2006, quienes obtuvieron el valor de la energia media del estado
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fundamental del He con 13, 17, 18, 19, 22, 25 y 36 cifras significativas, respectivamente.
Funciones intermedias: son funciones que siguen siendo altamente correlacionadas y pre-
cisas pero con un numero de pardmetros menor (no mas de 30 o 40). No tienen el compor-
tamiento asintético correcto y fallan en la descripcién de propiedades locales, tales como las
condiciones de cuspide en los puntos de doble coalescencia. Dentro de esta clasificacién se
encuentran las funciones desarrolladas por Hylleraas y Undheim en los anos treinta, las de
Chandrasekhar y Herzberg, y las de Kinoshita en los anos 50 (Chandrasekhar et al. 1953,
1955, Kinoshita 1957).

Funciones sencillas: son funciones con dos o tres parametros variacionales, obviamente
no tan precisas como las sofisticadas e intermedias, pero que tienen una expresién analitica
sencilla. Esto a su vez permite, en general, obtener expresiones analiticas de valores medios
de distintos operadores. Por esta razon, este tipo de funciones no sélo son ttiles desde un
punto de vista cientifico sino también desde lo pedagdgico. En muchos casos estas funciones
se construyen de manera tal que satisfagan algunas condiciones de la solucién exacta. En
esta linea de trabajo se han destacado las propuestas de funciones realizadas por Bonham y
Kohl en los anos 60, y las de Myers, Patil y Le Sech en la década del noventa (Bonham y
Kohl 1966, Myers et al. 1991, Le Sech 1990, 1997, Patil 2004).

La motivacion para el desarrollo de los distintos tipos de funciones aproximadas reside prin-
cipalmente en, i) la descripcién cada vez més precisa de la estructura del sistema que se
quiere estudiar; ii) su uso en el estudio de diferentes procesos fisicos como lo son los procesos
de colisiones.

Las funciones sofisticadas son utilizadas para calcular valores de energia con alta precisién,
que son necesarias para calcular correcciones perturbativas de alto orden en estructuras
atémicas o moleculares. Sin embargo, por su complejidad es muy dificultosa su aplicacién,
por ejemplo en procesos de colisiones.

Las funciones intermedias, por otra parte han sido utilizadas para realizar calculos de dife-
rentes procesos como doble fotoionizacion, simple ionizacién y doble ionizacion de Helio por
impacto de electrones entre otros (Joulakian y Dal Cappello 1993, Kheifets y Bray 1998,
2004 , Jones et al. 2004, Ancarani et al. 2004, 2008).

Sin embargo, para hacer factible la evaluacién de las secciones eficaces de estos procesos

utilizando funciones intermedias, ha sido necesario el uso de computadoras muy poderosas
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o clusters de procesadores. Por este motivo, obtener funciones sencillas y precisas, que cum-
plan con propiedades de la funcion exacta, es de mucha utilidad, especialmente para los
calculos de colisiones y la extension de éstos a sistemas y procesos mas complejos.

El primer objetivo de esta Tesis consiste en proponer un método para la construccion de fun-
ciones de onda sencillas, precisas y con las condiciones de cuspide correctas para el estado
fundamental y los estados excitados de sistemas de tres cuerpos con masas generales. El
método se basa en escribir las funciones de onda como producto de dos factores: el primero
diagonaliza los términos diagonales de la energia cinética y los potenciales de interaccién, el
segundo permite acelerar la convergencia de la funcién de onda a partir de la inclusion de
mayor correlaciéon radial y angular en la propuesta. El segundo objetivo consiste en aplicar
las funciones obtenidas, en el calculo de energias medias y otras cantidades fisicas para dis-
tintos sistemas.

Organizamos esta Tesis de la siguiente manera. La parte I, incluye hasta el capitulo 6 y
la parte I, los capitulos 7 y 8. En el primer capitulo presentaremos algunas generalidades
para el tratamiento del problema de tres cuerpos, estudiaremos la ecuacion diferencial que
lo rige, la escribiremos en las coordenadas relativas, y estudiaremos algunas propiedades de
sus soluciones. En el segundo capitulo propondremos un método para obtener soluciones
para sistemas de tres cuerpos de masas generales y momento angular general. En el capitulo
tercero proponemos funciones de onda para estados S (L.=0), con una estructura que favorece
la comprension de la fisica del problema. Presentaremos dos tipos de funciones diferenciadas
por el factor de correlacién. El primer tipo incluye sélo parametros lineales, que permiten
resolver el problema como un problema de autovalores. El segundo tipo incluye, ademas,
pardmetros no-lineales. En el cuarto capitulo calcularemos propiedades locales y globales
mediante calculos analiticos y numéricos. En los capitulos 4 y 5 calcularemos la energia del
estado fundamental y algunos estados excitados, para el a&tomo de He y su serie isoelectroénica,
y para sistemas atémicos de tres cuerpos de masas generales. En el sexto capitulo aplicamos
nuestras funciones al estudio de electrones en la capa K de atomos neutros.

La parte II contiene dos capitulos. En el séptimo capitulo realizamos un compendio sis-
temético de todas las funciones mencionadas en la parte 1. Alli se catalogan y ordenan las
funciones segtin su precisién y se comparan diversas caracteristicas. Y en el octavo capitulo

se presentan tablas detalladas con los valores de los coeficientes y las normalizaciones compi-
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ladas de la literatura. También presentamos detalladamente los coeficientes de las funciones

que proponemos en este trabajo. Finalmente en las conclusiones resumimos lo estudiado y

aportado a lo largo de esta Tesis.



Parte 1



Capitulo 1

El problema de tres cuerpos

Vamos a considerar el caso general de tres particulas cargadas de masa mq, ms y mg y cargas
Zy, Loy Zs, respectivamente. La ecuaciéon de Schrodinger no relativista e independiente del

tiempo es:

qutot = Etot\Ijtot; (11)

donde H = Ty, + V es el Hamiltoniano del sistema, T}, el operador energia cinética, V'
el potencial y Fy,; la energia del mismo. Esta es una ecuacion diferencial de segundo orden
en derivadas parciales. Dado que el sistema esta libre de fuerzas externas la cantidad de
movimiento del centro de masa (cm) se conserva. Desde el punto de vista de la mecanica
cuédntica esto implica que existen dos cantidades de movimiento del sistema que se conservan.
La direccién del momento del centro de masa Rcm y su modulo K., = v/2m,E.,, pueden ser
elegidas como cantidades que conmutan con el Hamiltoniano H, donde m;, es la masa total
del sistema y F,,, representa la energia del centro de masa. La existencia de cantidades que se
conservan esta directamente asociada con la separabilidad de la ecuacion (Miller 1977). De
esta manera, es factible proponer una funcién de onda W;,; como producto de dos funciones,
la primera, ®, como funcién del vector posicion del centro de masa, R; y la segunda, W,

expresada en funcién de las coordenadas internas

\Ijtot = (I)‘IJ (12)
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Reemplazando la Wy, dada por (1.2), en (1.1) se obtienen las siguientes ecuaciones:

1 2
- V%®(R) = E,,®(R 1.

[T+ V]V =EV (1.4)

donde Ejpp = Eep + E'y Tyt = Te + T La ecuacién (1.3) muestra que el centro de masa se

mueve como una particula libre:
®(R) = Ny eKem B (1.5)

con una masa igual a la masa total del sistema y una energia cinética F.,,. Por otro lado,
la ecuacién (1.4) describe el movimiento relativo de las particulas con una energia asociada,
E.

En esta Tesis nos concentramos en el estudio de las soluciones de la ecuacién (1.4) corres-
pondientes a energias negativas. En las siguientes secciones estudiaremos las caracteristicas

de esta ecuacion.

1.1 Existencia de soluciones y condiciones de cuispide.

En 1951, Kato (1951a, 1951b) demostr6 que la ecuacién de Schrodinger para un conjunto
finito de particulas que interactian entre si a través de potenciales coulombianos, tiene
solucion. Es decir, que todo hamiltoniano asociado a atomos, moléculas o iones tiene un
conjunto completo de autofunciones del espectro discreto y/o continuo.

Habiéndose establecido la existencia de las soluciones, surge inmediatamente la pregunta
de la regularidad de las mismas en los distintos puntos singulares de los potenciales. En tra-
bajos posteriores, Kato (1957), estudi6 el comportamiento de las soluciones de la ecuacion
de ondas del problema de N-cuerpos. Demostré que bajo ciertas condiciones sobre los po-
tenciales, las soluciones de la ecuacion de Schrodinger son acotadas y continuas y ademas
tienen derivada de primer orden, excepto posiblemente en las singularidades del potencial.
Encontré un conjunto de condiciones que deben satisfacer las soluciones del problema. Esas

condiciones definen el tipo de no-analiticidad de la funcién de onda. Debemos tener en
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cuenta que la regularidad de la funcién de onda y su derivada se asocia con la regularidad
(continuidad en general) de las magnitudes medibles de un sistema. En conclusién Kato de-
mostré que la funcién de onda (y su gradiente) deben ser lo suficientemente regulares como
para permitir que la densidad de probabilidad sea una funcién suave y siempre bien definida.

De esta manera las magnitudes fisicamente medibles también estaran bien definidas.

Condiciones de cuspide:

Las condiciones de cuispide surgen como consecuencia que la interaccién coulombiana en-
tre particulas cargadas diverge cuando la distancia entre ellas es nula. En el caso que el
nimero de particulas interactuando sea dos, estas condiciones se conocen con el nombre de
condiciones de cuspide de doble coalescencia. Como resultado, debe existir una divergencia
compensatoria en la energia cinética de manera que la suma entre las energias cinética y
potencial, sea finita. Esta divergencia se manifiesta como una ctspide en la funcién de onda
cuando la separacién entre las particulas es cero. La funcion de onda presenta asi un con-
junto de discontinuidades en la derivada en los puntos en que cada uno de los potenciales
presenta divergencia. Kato (1951) concluyé que en el limite en el que dos particulas de
masas m; y m; y cargas Z; y Z; se acercan entre ellas y el resto de las distancias a otras

particulas permanecen mayores que cero, se tiene que cumplir:

o
<arij>rij—0 - ZiZjluij\I[(rij - 0) (16)

donde p;; = mym;/(m;+m;) es la masa reducida del susbsistema de dos particulas y W es el
valor promedio de la funcién de onda ¥ tomado sobre una esfera infinitesimalmente pequena
centrada en r;; = 0.

Existen singularidades que envuelven a mas de dos particulas, por ejemplo el caso del
atomo de helio cuando los dos electrones se acercan simultaneamente al niicleo. El estudio
de atomos multielectrénicos y sus puntos de coalescencia puede encontrarse en los siguientes
trabajos: Hoffmann-Ostehhof et al. 1981, 1992, Johnson 1981, Arias Saavedra y otros 1994,
Heilmann et al. 1995, Galvez et al. 1995.

1.2 Separabilidad y sistema de coordenadas.
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Si bien todo el andlisis desarrollado por Kato es importante pues brinda un marco matemético
para la busqueda de funciones de onda que resuelvan la ecuacion de Schrodinger, éste no
presenta una metodologia matematica para encontrar estas soluciones.

Desde el punto de vista fisico la separabilidad de una ecuacion es la forma de asociar una mag-
nitud medible de la naturaleza que se conserva en el tiempo, con una propiedad matematica.
Cuando se trata el problema de tres cuerpos desde un sistema de laboratorio resulta evidente
la posibilidad de separar la dindmica del centro de masa de la dinamica interna, observada
desde el mismo centro de masas del sistema. Esta separaciéon estd asociada al hecho de que
dicho centro de masas esta libre de fuerzas externas.

El Hamiltoniano del problema de los tres cuerpos es no-separable. Por esta razén, para
encontrar la solucién se aplican métodos aproximados de resolucién mediante la definicién
de modelos. El objetivo de muchos estudios de sistemas de tres o mas cuerpos ha sido poder
encontrar soluciones aproximadas introduciendo explicitamente la interaccién entre todas
las particulas. Se han aplicado distintos métodos para encontrar soluciones aproximadas,
de gran utilidad para el estudio de las caracteristicas generales del sistema. El tipo de
aproximacion que se utiliza, determina la eleccion del sistema de coordenadas con el cual
trabajar.

El operador energia cinética T' en coordenadas cartesianas tiene la siguiente forma:
1 1 1 _,

T— _ 2 2 _ - 1.
2777,1 Vl 2m2 V2 2m3 V3 ( 7)

donde las m; con i = 1,2, 3, son las masas de las tres particulas. Sin embargo, este no es el
sistema mas adecuado para visualizar la fisica del sistema. Por esta razén lo expresamos en

los vectores relativos rs;, rss y s, con los cuales el operador T' se escribe (Frolov y Smith

1996),

1
24439

1
Vi =5 — Vi -

1
2431
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1 1 1
T = Vi, — — V3.V — —V35.Viy — —V5. Vs (1.8)
ms mo mq

donde las masas j,,, = — + - = % con k=1,2,3yn(#k)=1,2,3. La ecuacién de

mpg mn

Schrodinger resulta ser funcién de 9 variables (asociadas de a tres a cada unos de los vectores

r;;) de las cuales sélo 6 son independientes. Dado que hay un nimero infinito de sistemas



v

X

Figura 1.1: Especificacién de las coordenadas relativas

de coordenadas, cuando se comienza el estudio de un sistema en particular se debe decidir
cudl de dichos sistemas es el mas conveniente.

Las seis coordenadas independientes se pueden separar en 3 coordenadas externas, que des-
criben la orientacién del triangulo formado por tres particulas; y tres coordenadas internas
que especifican el tamano y la forma del triangulo. Se han estudiado varios tipos de coorde-
nadas internas, y en el momento de elegir ctial utilizar deben considerarse las caracteristicas
particulares de cada sistema.

En esta Tesis trabajamos en coordenadas relativas porque estas son las coordenadas que per-
miten observar de forma mas directa las propiedades fisicas de las autofunciones, en sistemas
de tres cuerpos. De las 9 coordenadas relativas que resultan de r3j, r3s y r1o, tomaremos como
independientes los médulos que estan determinados por las relaciones r;; = |r;;| = [r; — ;]
(ra1€[0,4+00), 7r32€[0,400) y |rsa — 31| < 119 < r39+ 13 (iguales desigualdades existen para
T31 Y r3z)); y tres dngulos de Euler (Yang et al. 1997). De la figura (1.1) y con el teorema

del coseno se puede obtener:
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2 2 2
i3, 15, — 1 I3 - I31
COS(032731) = 31 32 12 _ (19)
2731 T32 32731
2 2 2
T35 + Ty — T3 I3y T
! 32 12 31 I'32 -T2
005(932712) = = (110)
2732 T2 32712
2 2 2
T3 Frip— 7T Iz; I
31 12 32 31 T12
COS(931712) = = . (111)
2731712 31712

Como coordenadas externas, por lo general, se eligen los angulos de Euler o, 3y v

(ver Edmonds A. R. 1960) que especifican la orientacién de las particulas respecto de un

sistema de coordenadas fijo. Estos representan rotaciones alrededor de ejes mutuamente

perpendiculares, fijos al cuerpo. En las coordenadas elegidas, el Hamiltoniano resulta:

1 ( 0? 2 0 1 _, )
| 243

1 0? 2 0 1

- +—=—+ 5V ) +
L 24 (87”312 731 0131 7"%1 a1
1 ( 0? 2 0 1 o )
| 2499 87”122 r120r1a Ty

__i <I'32 - I'zy 02 4 rs; O (i

5 I I
(97‘32 32 87“32 39

mg T39T31 Or320T31 32 OT32

-1 r3; O 1
_VQSQ < = _> + VQ32 : VQSI

32 r31 Or3 32731
1 Iso - I'19 82 I'3o 0 1
- _|_ [ R
mo 32712 37’3287’12 T'32 87"32 12
1 Irio 0 1
_VQ32 + VQ32 : Vle
32 712 OT12 32712
1 Irs; - I'19 82 I3 0 1
- + [ R
my 31712 37’3187’12 31 37”31 12

1 rio 0 1
_VQ?,1 < -2 ) + —VQBI : Vle

31 712 OT12 31712

)|+

VQ12> +
) ¥
V912> +

)

(1.12)



Capitulo 2

Calculo de funciones de onda.

Introduccion

El objetivo de este capitulo es introducir un método para construir funciones de onda sencillas
con las condiciones de cuspide correctas, para sistemas de tres cuerpos de masas generales.
Consiste en proponer la solucién a la ecuacién de Schrodinger (1.4) como una combinacién

lineal de configuraciones con funciones de onda con correlacién angular.

2.1 Descripcién del Método

Cuando en la ecuacién de Schrodinger (1.4) se reemplaza la energia cinética por su expresion
en coordenadas relativas (ecuacién (1.8)), y el potencial V' por la suma de tres potenciales

V = V3o + V31 4 Vig, resultan las siguientes expresiones:

[Do + D1 — E.]¥(rs;,r3,112) = 0, (2.1)

donde los operadores Dy y D; estan dados por

1
DO = |:——V§1 + ‘/31 - E31:| + (22)
2413

1
—— V3 +V32—E32} -
[ 239 2
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1
- Vi +Vypy—F
iy 12+ V12 121

YAVA YAVA YAV
3 1_Vél+ 3 2_%2_’_ 142
31 T'32 T12

1 1 1
D, = —Vig——V 3. V35— —V 3, V15 ——V5. V3. (2.3)
ms mo my

La energia E esta escrita como una suma de energias parciales £ = Ey + E,., con Ey =
E31 + E3y + Ej2 y una energia de correlacion E.. El término Dy en la ecuacién (2.1) no
acopla las coordenadas, éste representa tres problemas de dos cuerpos. Los productos de los
gradientes en el término D; sumado a los términos que no fueron resueltos en el operador
Dy, acoplan el movimiento de los pares de particulas y determinan que la ecuacién resulte ser
no-separable. En el caso que los potenciales V31, V3o v Vig sean lo potenciales coulombianos

(ijl , Zj?fz y Zrlf respectivamente), y el momento angular sea igual a cero, el operador D,

solo incluye las derivadas cruzadas.
Observando la ecuacién (2.1), su forma sugiere como posible estructura para la funcién de

onda el producto de dos factores: uno que resuelve exactamente la ecuacién

Dy, (r31,1r32,112) = 0, (2.4)

donde v representa los nimeros cudnticos asociados a la resolucién al problema. El otro
factor tiene en cuenta el acoplamiento entre las coordenadas. En términos matemaéticos la

funcién de onda se puede escribir de la siguiente manera:

U, (rs31,T30,T12) = ¢, (31, T30, T12)€2, (T31, T3, T12) (2.5)

La solucién de la ecuacién (2.4) es conocida porque es la solucién de una ecuacion separable
en tres problemas de dos cuerpos, resolubles. Y una propuesta posible para la funcién

Q,(r31,r3, r12) es una serie de funciones del tipo:

Q,(r31, T30, T12) = Z CEZ)k 1 (r31) fg(;'/)(riﬂ) fé;:)(l‘m) (2.6)
ig kA
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2.2 Bases de funciones con correlacién angular.

Una propuesta de solucién aproximada a la ecuacién de Schrodinger (2.1) consiste en una
combinacion lineal de distintas configuraciones atémicas. Esta basado en la expansion de la
funcién de onda en términos de un producto de funciones radiales de un electréon y arménicos
esféricos para describir la parte angular. Este método es conocido como Configuracién In-
teraccién (CI) (ver Bransden y Joachain 1990). Tiene la caracteristica que en las funciones
involucradas no se incluye explicitamente la coordenada interelectrénica, r15. Su eficiencia
depende de tomar un nimero importante de términos en la suma y aun asi los resultados
que se obtienen tienen un punto de saturacion.

En esa misma linea de trabajo definimos el método de Configuracion Interaccion con Cor-
relacion Angular (CICA), en el que escribimos la solucién a la ecuacién de Schrodinger
(2.1) como una combinacién lineal de configuraciones con funciones de onda con correlacién

angular, quedando la funcién de onda escrita de la siguiente manera:

\Il = Z Cn1,l1,n2,l2 \Ilnl,h,nQ,lQ (r317 r327 r12) (27)

l1,l2,n1,n2
Las dos diferencias principales que se pueden observar entre el bien conocido y utilizado
método CI y nuestra propuesta CICA es que: (i) el método CICA agrega correlacién angular
incluyendo explicitamente la coordenada 715 en la funcién de onda, (ii) la presencia de la
funcién Q,,, n, n,, incluye tanto correlacién angular como correlacién radial, adicional. Ambas
diferencias influyen directamente sobre la convergencia en los calculos de energias y otras

magnitudes fisicas.

2.3 Definicion de un problema equivalente a un pro-
blema de autovalores.

La resolucion del problema consiste en obtener los coeficientes que definen la funciéon de onda
aproximada propuesta para cada sistema estudiado. Uno de los métodos mas conocidos y que
mas se aplica es el método variacional que se puede utilizar para optimizar parametros lineales
y no-lineales. Cuando los coeficientes usados son lineales, las ecuaciones que resultan son

equivalentes a las que se obtienen de un problema de autovalores ( Bransden y Joachain 2003).
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Esto implica que con la diagonalizacién del sistema de ecuaciones se obtienen directamente
las energias y los coeficientes de un dado nimero de funciones bases.
Los coeficientes de la ecuacién (2.7) se obtienen resolviendo el problema generalizado de

autovalores

77 ol (nilinela)
> A ES| et —o, (2.8)
li,l2,n1,m2,0,5,k
donde S es la matriz de solapamiento
ny,l1,n2,la,n] 1 ,nh,lh (nf,1] ,nb,15) (n1,l1,n2,l2)
Sijk;Jmn = \IJme (r31,T32,T12) ‘lfi,m (r31,T32,T12) ), (2.9)

y H es la matriz Hamiltoniana

ijk,lmn ly,m,n 0,5,k

ny,l1,n2,la,n] 1 bl (nf,1],nh,15) 77 (n1,l1,m2,l2)
H, =¥ (rs31,T39,112) | H |V, (rs3i,Tse, Ti2) ). (2.10)

La energia del sistema F estd dada por

E = Eyy+ E3 + Esp + (E.) (2.11)

donde (E,) se obtiene directamente de la diagonalizacién en el caso que todos los coeficientes
de las funciones sean lineales. En caso contrario, en el que hayan también coeficientes no-
lineales, la energia (E.) resulta de la optimizacién de la ecuacién (2.8) respecto de los mismos.
El implementar un procedimiento de optimizacion implica que en el proceso de minimizacion
se realiza un numero grande de diagonalizaciones y esto significa una dificultad mayor en la

resoluciéon numérica.

2.4 Estados S.

En esta Tesis estudiaremos estados S. En este caso el operador energia cinética de la ecuacién
de Schrodinger de dimensién seis se reduce a 3 y da lugar a la ecuacién de Hylleraas dado que
se remueven los dngulos de Euler. De esta manera, los operadores Dy y Dy solo dependen

de las variables radiales de la siguiente manera:
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Dy, = { (aQ +2 8>+V E] (212)
¢ 213, 87"312 r31 Ors o o .
1 0? 2 0
+ | — + — + Vag — E
[ 2f139 (57”322 732 87“32) . 32}
1 0? 2 0
+ | — + — + Via — F
[ 24199 (57"122 712 8T12) " 12}
YAVA YAV YAVA 0? 0? 0?
D, = —V —V —Vig — ity =———— — Ugly = — Vgl
! 31 nt T'32 wt T12 2o la7’3187“12 vz 287’32(97”12 Vs 387”3187”32
(2.13)

donde v; = 1/m; con (j = 1,2, 3) y las expresiones de los t;, con i = 1,2, 3 fueron presentadas
en las ecuaciones (1.9), (1.10) y (1.11) de la seccién 1.2.

2 2 2
T3 Ty — T3y

2 2 2 2 2 2
t = T3+ Ty — T3 T3t T3 — Ty

ty = t3 = (2.14)
2131719 2139719 2131732
Dado que consideramos estados S, la funcién de onda propuesta como solucién de la ecuacién

(2-1)7 ‘I’nl,ll,nz,zz(rgh I'so, r12), la nombramos ‘I’nl,nz ("”31, 32, 7"12) .

2.5 Conclusiones

Hemos propuesto un método de semiseparabilidad para obtener soluciones aproxrimadas para
la ecuacion (2.1). Esta metodologia es aplicable para todo sistema de tres cuerpos con masas
mi,ms Yy mz. Fs decir, que no solo es aplicable al dtomo de helio y su serie isoelectronica,
sino también a sistemas exdticos ( Lin (1995)). La funcion de onda aproximada se escribe
como el producto de dos factores. A diferencia de lo propuesto por Pluvinage, en nuestra
metodologia el primer factor resuelve exactamente la interaccion atractiva y también la re-
pulsiva. Este método se puede extender a sistemas de mds cuerpos, ya que en todos los casos
es posible separar la ecuacion de Schrodinger en un término que no acople las coordenadas,

Dy, y un témino que si las acople, D1.



Capitulo 3

Funciones de onda tipo Hylleraas con

las condiciones de cuspide correctas.

Introduccion

Durante nuestra investigacion hemos realizado un seguimiento de los trabajos publicados en
el tema de sistemas de tres cuerpos. Del resultados de esta recopilacién (sintetizada en el
capitulo 7 de esta Tesis) se puede inferir que la bisqueda de funciones de onda aproximadas
para sistemas de tres cuerpos, con las condiciones matematicas y fisicas de la funcién exacta,
ha sido y sigue siendo de mucho interés.

Si bien en la literatura existen diversas propuestas de funciones de onda que cumplen con
las condiciones de doble coalescencia, hasta ahora no hay funciones precisas como las de
Hylleraas que las cumplan. En este capitulo presentamos un conjunto de funciones de tipo
Hylleraas, para estados S, con dos alternativas para el factor de correlacién angular y con la

descripcion correcta en los puntos de doble coalescencia.

3.1 Funciones de onda propuestas

Como ya hemos mostrado en el capitulo anterior, la funcién de onda que proponemos como

solucién a la ecuacién de Schrodinger (1.4) a traves de nuestro método (ecuacién (2.5)) es el
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producto de dos factores:

‘*I/m,ng (7’31, 732, 7”12) = ¢n1,n2 (7”31, 32, le)in,ng (7”317 32, 7’12) (3.1)

A continuacién detallamos y definimos cada uno de los factores.

3.1.1 Solucién para Dy, ¢n17n2(T31,T32,7’12)

En esta seccién estudiaremos el primer factor de la ecuacion (3.1) que es solucién de la

ecuacion

Doy, 1, (131,732, 712) = 0. (3.2)

A partir de la definicién de Dy, puede verse que la ecuacién (3.2) no acopla las coordenadas,

y por lo tanto es separable. Asi, la funcién ¢ se puede escribir como el producto de tres

ni,n2

factores:

By nn (731,732, 712) = 0y, (731) 2,1, (732) X (712) (3.3)

Cuando los potenciales V31 y V35 son potenciales coulombianos, —Z/rs; y —Z/rss respec-
tivamente, las soluciones exactas de los dos primeros términos de la ecuacién (3.2) son las

funciones hidrogenoides:

3 YA
n;! 27245 \" iy Z i
(7i5) = " Fll—n;22—=r; 3.4
(IDTLJ (T]) \/2,”](77/‘7 _ 1)' < n] € / n] n] T] ( )
donde Fla,b, 2] es la funcién hipergeométrica confluente, Abramowitz 1970,y E;; = —”2"; ZZ_Q,
k¥

las energias correspondientes a sistemas coulombianos de dos cuerpos.
Con estos potenciales coulombianos los cuatro primeros términos de la ecuacién (2.13) se
cancelan entre si, resultando:

1 2 82 82

D1 = — — Vvlg — I/ltl - I/gtg - I/3t3—.
12 Ors10r12 Orsa0ri2 Or310739
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Factor de correlacién angular, x(r2)

Una forma posible de tener en cuenta los efectos de correlacién es a partir de la introduccién
de una funcién que generalmente se conoce como funcién de tipo Jastrow (Jastrow 1955).
Estas funciones son definidas de diferentes maneras, pero lo méas usual es utilizar una funcion
de prueba, que se pueda parametrizar de manera sencilla y que contenga informacién del
sistema en estudio.

Si Viz es el potencial coulombiano, 1/r19; la solucién del tercer término de la ecuacién (3.2)

es la solucion coulombiana del continuo, funcién de Pluvinage:

i
23

con la que la energia E15 = (4 siendo  un pardmetro a optimizar.

Xp(B,r12) = e P2 B |1 — — 2 2i 311,710 (3.6)

Esta funcién presenta nodos como es tipico de cualquier funcién del continuo. Sin embargo,
no hay una razon fisica para la presencia de dichos nodos en un factor de distorsiéon encargado
de representar la correlacién angular. Hay una forma de evitar esos nodos sin significado
fisico, y es tomando Fi5 = 0. Esta aproximacion ha sido usada, por ejemplo, en Colavecchia
et. al (2007). Pero fijar E15 = 0 tiene el efecto de eliminar el parametro (3, que como vamos
a ver tiene un gran efecto en el cdlculo de la energia del sistema.

En esta Tesis proponemos dos posibles alternativas como factores de correlacion diferentes
a la funcién de onda coulombiana del continuo. El primero, lo llamaremos x (Rodriguez y
Gasaneo 2005 y Rodriguez, Gasaneo y Mitnik 2007). Y el segundo, x5 que fue propuesto
por Gasaneo y Ancarani (2007).

i) Factor xg(ri2)

En primer lugar, proponemos el factor de correlaciéon angular y ;(r12) considerando al
potencial Vj5 igual a un caso particular del potencial de Eckart, (Galindo y Pascual

(1989)):

e Priarz

Ve(ria) = (3.7)

En la Figura (3.1) se grafica el potencial de Eckart como funcién de la coordenada

r19, para diferentes valores de los parametros b, 3 y ¢. A grandes distancias este po-
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1.0 ———————————
b=0.125, c=-0.5, f=0.5

k0 b=0.875, c=0.22, p=1.75 |
~ 06} i
N \
- '
N
> 04} ]

0.0 0.5 1.0 15 2.0 25

r,(@u,)

Figura 3.1: Potencial de Eckart Vi(r2)

tencial tiene un comportamiento exponencial decreciente, e™?"12. que representa el

apantallamiento que produce el nucleo en la interaccién entre las particulas livianas.

La solucién de energia Fi5 = 0 puede escribirse en términos da la funcién hiper-

geométrica de Gauss oF[a, b, ¢, z| de la siguiente manera (Erderlyi (1953))

20+1 i /b i b _
Xe(B,b,¢,r12) = ﬁZ—ﬂ 2 F1 IB\/; Ve 1,—ce 2'8”12”2] (3.8)

donde se asume que b, > 0y ¢ > —1. La constante adelante de la funciéon oF) se
ha introducido por conveniencia. En la figura (3.2) se grafica la funcion x (3, b, ¢, r12)
como funcion de r15. Como se puede ver en la figura, a grandes valores de la coordenada,
las funciones xpg(r12) ¥ xp(r12) tienen un comportamiento completamente diferente.
El factor xp tiene un comportamiento monétonamente creciente acercandose a una
constante. Segun Rothaan (1960) este debe ser el comportamiento para un factor de
correlacién, manifestando que la funcién tiene que ser separable cuando los electrones
estan muy lejos entre si. Sin embargo, existen estudios posteriores (Popov y Ancarani
2000, Klar 2001) que muestran que el factor de correlaciéon no necesariamente tiene
que converger a una constante. Ambas funciones presentan un comportamiento similar

en la regiéon de mayor probabilidad dada por el valor medio < r15 >. Para el caso del
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&
0,0 |~~~ x,(0.41,r) \ 4
[— x,(0.45,0.103,0.53,r) \\
Xcs(357) \
-0,5 3 4
-1,0 N 1 N 1 N 1 N 1 \.\
0 4 8 12 16 20
r (u.a.)
Figura 3.2: Comparacion de los factores de correlacién
He < rig >~ 1.4 u.a..
Eligiendo el pardmetro b = —¢3* y usando la relacién o Fy [~1,1, 1, 2] = 1 — 2, entonces
2 1
XE(ﬁa _0627 C, 7'12) = /82; 2F1 [_1a 17 1a _06—2/6#127”12} (39)
2 1
= ﬁQ; (1 + 66_2’6'“12“2).
Definiendo ¢ = —ﬁ la solucién de energia Eio = 0, xp esta dada por:
3 1 26+ 1 e™28 mam2
— = hi-1,11, — 3.10
XE(671+257 1+2ﬁ7r12> Qﬁ 2471 y 4y 4y 1—1—2/8 ( )
23 4+ 1 — e~ 2Prarz

20

Al introducir el factor yp como factor de correlacion angular en la funcion ¢, se esta
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incluyendo en esta funcién un parametro libre 3, que debe fijarse por métodos varia-
cionales.

Se puede comprobar ficilmente que esta propuesta para el primer factor ¢,,, ,,, (731,732, 712)
de la funcién de onda de prueba U, .., (rs1, 32, 712), satisface las condiciones de ctspide

de doble coalescencia, dadas por la ecuacion (1.6).

ii) Factor x4(712)

En Gasaneo y Ancarani (2007) proponen una funcién que tiene la siguiente forma:

VAT

Xes(miz, T12) =1 F1 | —niz, 2, =2 T12 (3.11)
ni2
Los primeros términos de la funcién son:

Xes(Lr2) = 14 Zpgori
1

Xc3(2,m12) = 14 Zpgprin + EZZM?ZT%Z
2,9 9 3

Xes3(3:712) = 1+ Zpypris + §Z M127"12 812 M127”12
1

Xes(4,m12) = 1+ Zpyarin + ZZQﬂ?zTU 823,“127'12 + o5 1875 Z4N127"12

La funcién x4 es solucién de una ecuacién como la dada por el tercer término de la

ecuacion (2.2)

1 0? 2 0 0
Hixos = [—— (— +— ) + Vig — Qmarl ] X3 =0 (3.12)

2

donde el término 2/@% resulta de hacer la continuacién analitica de k15 reemplazandolo

por ik en el Hamiltoniano C3 para los estados del espectro continuo (Ancarani y

Gasaneo 2007). El pardmetro k estd dado por k = gifz donde ni5 puede ser

considerado un nimero cuantico al igual que ny y ns. Esto tiene sentido debido a que

la funcién que se busca depende de las tres coordenadas relativas rsy, r3s v r12. Los
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distintos ordenes de la funcién x4 tienen en comun el término 1+ Zp5712 que indica

que todos satsifacen la condiciéon de cuspide correcta entre las particulas 1y 2.

Se puede observar que el orden nyy = 1, del factor de correlacion x4 coincide con el
factor de correlacién propuesto por Patil (2004) para el caso del dtomo de Helio, que

resulta ser 1 + %

3.1.2 Solucién para D Qn17n2(7“31,7’32,7°12)

Como solucién a los términos que aparecen en el operador D; proponemos la funcién €,,, ,,.
Reiteramos que este operador estd formado por derivadas cruzadas, que representan la inter-
accion entre los pares de particulas, y aquellos términos que no fueron resueltos en la (3.2)
(por ejemplo: % — Vip con Vis = Vi cuando se trabaja con el factor de correlacién angular
XE» O 2&6%2 cuando se trabaja con el factor yg).

Como la funcién ¢, estd formada por productos de funciones Coulombianas, ésta natural-
mente satisface las condiciones dadas por las ecuaciones (1.6). Asi, la funcién ¥ cumplird las

condiciones de Kato si la funcién €0 , cerca de los puntos de coalescencia de dos particulas,

se Comporta CO1mo

Q— 1+ O(r%l, 7’?2,2, 1"%2). (3.13)

En varios de de los codigos computacionales actuales que evalilan procesos colisionales
se utilizan funciones similares a las de Chandrasekhar (1953). Por lo tanto nuestro objetivo
es construir funciones similares a estas. Para ello proponemos para la funcién 2, la serie de

potencias

_ § : (n1,n2,n12) (yn1,n2,n12
Qn17n2,n12(r317r327T12) = Cijk mek (7’31,7“32,7”12) (3~14)
i,5,k#1
o (n1,n2,m12) i 4k (3 15)
= Cijk 731732712 .
i,5,k#1

Los coeficientes ¢ deben estar restringidos por la condicién que la serie de potencia no incluya

potencias de orden uno de las coordenadas, porque de ser asi no se cumplirian las condiciones
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de Kato. Este hecho también se observa en otras propuestas (Le Sech 1997, Dulieu et al.
1989, Moumeni et al. 1990) en la que funciones de apantallamiento sinh(Ar)/r o cosh(Ar)

excluyen explicitamente las potencias de orden uno de las coordenadas.

3.2 Bases correlacionadas

Hemos presentado los dos factores del producto que forman la funcién V. También hemos
presentado las funciones de correlacion xp v X3 Podemos ahora definir dos bases alter-
nativas para el estudio de tres particulas de estado S. La primera,construida en términos
de las funciones GR (Rodriguez y Gasaneo 2005), {Var(n1,na, 3,1 42) fvr que llamamos no

lineal y abreviamos NL:

e = 3 (3.16)
ij kA1
donde
%(-Z,lzém) = O, (131) Py (P2) X "2 1 (3.17)

que son las funciones donde el factor de correlacién angular, x5 de la ecuacién (3.11), es el
que resuelve exactamente el potencial de Eckart. Diferentes valores de parametros (3 se

ni,n2

usan para cada par de valores de ny y ns, con la condicion 3 = B,,.n,impuesta por la

ni,n2
simetria. La inclusion de pardmetros variacionales no lineales en una base implica el uso de
técnicas de optimizacion que aumenta la dificultad de la resoluciéon numérica del problema.

La segunda, {Ue3(ny,n2,n12) }p que llamamos libre de parametros no lineales y abrevi-

amos LP, esta definida en términos de las ¥y :

\I}((;g,nz,nlz) _ Z ngfénmnm)djl(lzinz,nm) (318)
1,5,k#1
donde
P = 0 (1) Py (Fs2) X T ey (3.19)

Con las bases que proponemos, escribimos la solucién a la ecuacién de Schrodinger (2.1) a
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traves del método Configuracién Interacciéon que ahora incluye Correlacion Angular (CICA)
(ecuacion(2.7)). Con cada una de ellas, la funcién de onda aproximada queda escrita de la

siguiente manera:

Ung = Y oW (3.20)
ni,n2

\IILP: Z b"l,nz,nmqjg’gl’nz’nm) (3'21)
ni,n2,mni12

Debemos resaltar que en ambos casos, cada elemento de la base cumple con las condiciones de

Kato entre dos particulas. En consecuencia las funciones Wy, y ¥ p, también las cumplen.

3.3 Conclusiones

Basdndonos en el método de Configuracion Interaccion con Correlacion Angular desarrollado
en el capitulo 2, proponemos dos alternativas de funciones tipo Hylleraas, como funciones
de onda de prueba para sistemas de tres cuerpos en estados S, es decir con momento an-
gular total cero. Las dos propuestas tienen la misma estructura base y se diferencian en
la forma de representar la correlacion angular, a traves de dos factores de correlacion dis-
tintos, X (3.10) y Xcs (3-11) que son soluciones de potenciales distintos en la coordenada
r12. El primer factor, xp es solucion del potencial de Eckart de ecuacion (3.7) y depende

de parametros no-lineales [3 Debido a la no-linealidad de estos pardmetros, el imple-

ning*
mentar un procedimiento de optimizacion para obtener la energia media del sistema implica
que en el proceso de minimizacion se realiza un numero grande de diagonalizaciones. El
sequndo factor, x5 tiene la ventaja que al ser todos sus coeficientes lineales, con una inica

diagonalizacion se obtienen todos los autovalores, es decir los valores de las energias.



Capitulo 4

Resultados para los estados S del
atomo de Helio y su serie

isoelectronica.

Introduccion

En este capitulo presentamos cédlculos de energias y otras magnitudes fisicas de interés, que
dan muestra que cumplimos con nuestro objetivo de construir funciones relativamente sim-
ples con buena precision y con las condiciones de doble coalescencia correctas.

Realizamos los calculos con las funciones propuestas: Var v Ves que estructuralmente son
muy similares excepto por los factores de correlacién angular, xp vy Xc3. Estudiamos fun-
ciones con distintos grados de dificultad segin el nimero de términos que tenga la serie de
potencias.

Dividimos el capitulo en dos secciones. En la primera seccién estudiamos el estado funda-
mental del 4tomo de Helio y su serie isoelectrénica con una tnica configuracién (sin mezclar
estados). Realizamos el estudio con tres tipos de funciones segiin cémo se pueden obtener

los parametros:

(i) funciones analiticas: se obtienen expresiones analiticas en funcién de la carga nuclear

para la energfa y la funcién de onda,
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(ii) funciones semianaliticas: se dan expresiones analiticas para la energia y la funcién de
onda en términos de la carga nuclear Z, pero la funcionalidad de éstas en Z se obtiene

a partir de fiteos de los valores obtenidos variacionalmente,

(iii) funciones numéricas: por el nimero de términos en la funcién, tanto la energfa como

la funcién de onda sélo se obtienen en forma numérica.

En la segunda seccion realizamos el estudio de los estados excitados S de atomos de dos

electrones.

4.1 Funciones y notacion

En este capitulo realizamos el estudio de los estados S del atomo de Helio, y del estado
fundamental de la serie isoelectrénica del mismo. Trabajamos en la aproximacion de masa
nuclear (mgs), infinita. Por esto la cantidad v = 1/mg es cero y el dltimo término de la
ecuacion (2.13) se anula. La masa del electrén es m. = 1 en unidades atémicas, y las
masas reducidas pg; = myms/(m; +m3) y fiya = mama/(my + msg) resultan ser 1y 1/2
respectivamente. Para todos los sistemas estudiados en este capitulo las cargas de las dos
particulas més livianas son Z; = Zy = —1 y la carga nuclear 73 = 7 .

La funciones de onda aproximadas que nos proponemos estudiar dentro del marco del

método de Configuracion-Interaccion con Correlacion Angular tienen la siguiente forma:

2ﬁn17n2 +1-— e_ﬁnl’nzrm
2/8711,112

Veor = Z p(n1,ma1) p(n2, 732)

ni,n2

O, 2,81 ny (r31,732,m12),  (4.1)

,
Veg = Z @(n1,7s31) p(ng, 132) 171 {—nu,?,—n—i] O i (731,732, 712), (4.2)

ni,n2z,ni2

donde denominamos

cc _ (ni,ne,t) i j &
Qn1,n2,t(T317r327T12) = E , Cijk  T31T32712; (4.3)
1,5,k#1

, B, sieslabase GR.
nyy sl es la base C3.
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y cc indica el nimero de configuraciones correlacionadas.
La diferencia entre las distintas funciones 2 esta relacionada con las distintas potencias y
combinaciones en el producto de las coordenadas: 7% r3,75,. La propuesta més general en

esta tesis es la funciéon Q*7 de 47 términos:

47 _ ni,n2,t ni,n2,t, 2 ni,ng,t 2 ni,ng,t 2 2
Dot (731,732, T12) = Coop - + Cogh - T3+ Coah o Taa + Coagg T35 + (4.4)

ni,no,t 3 ni,na,t 3 ni,n2,t 2 ni,n2,t, 3 2 ni,n2,t, 2 3
C300 31 T Coz0  T32 T Cooa  Ti2 T C30 31732 + Ca3p 7317327+

ni,na,t 2 2 ni,net 2 2 ni,ne,t 3 2 ni,ne,t 3 2
Cooa  T31T12 T Cooa ~ T32T72 T C302  T31T12 T Co3a  T32T 12+

ni,no,t 4 2 ni,na,t 4 2 ni,n2,t 4 ni,na,t 4
Caoz  T31T12 T Coaa  T32T12 T Cagp  T31 T Coay T2+

ni,nz,t 2 2 2 ni,n2,t 3 ninet 2 2 3 ni,na,t, 4
Cop 31732712 + Cooz ~ Tig 1+ Cagg " T31T397 9 + Coox ~ T1at

ni,na,t 4 2 ni,ng,t 2 4 ni,na,t 4 3 ni,n2,t 3 4
Cao0  T31T30 T Cosg 731739 T Cu30  T31T32 T C349  T31730+

ni,nat 3 2 2 ni,n2,t, 2 3 2 ni,no,t 4 2 2 ni,n2,t 2 4 2
C39 ~ T31T32T 19 T Cozg ~ T31T597 9 + Caog 31739719 + Cogg ~ T31T397 127+

ni,not 2 3 ni,net 2 3
Cooz 31712 T Coa3 ~ T32T 12t

ni,n2,t 3 3 ni,n2,t 3 .3 ni,na,t 4 3 ni,n2,t 4 .3
C303  T31T12 T Coaz ~ T32T72 T Cho3  T31T12 T Coaz  T32T12t

ningt 4 2 3 ni,mnet 2 4 3 ni,net 5 3 ni,net 5 3
Cyo3  T31T327 79 T Coaz 31732712 T Cr03  T'31772 T Co53  T'3aT 1ot

ni,na,t 2 4 ni,net 2 4 ni,ne,t 3 4 ni,ne,t 3 4
Cooa  T31T12 T Coaq  T32T12 T C301  T31T12 + Co34 ~ T3aT 12t

ni,n2t 2 3 4 ni,n2,t 4 5 ni,n2t 4 5
Coza  T31732712 + Ca05  T31712 T Coas  T32712-
Las funciones 03, Q7, Q% y Q2! que estudiamos estan contenidas en la Q4 y cada una de
ellas esta formada por los 3, 7, 15 y 21 primeros términos. En caso de sistemas simétricos,

es decir my = mo v 41 = Z5 los coeficientes cumplen con las siguientes condiciones:

nlngt_ nznlt
it =t (4.5)

Por esto, las funciones O3, Q7, Q% | Q2! y Q4 resultan con 2, 5, 9, 14 y 27 coeficientes
independientes. Hay que aclarar que en el caso de la base GR el coeficiente ¢j se ha fijado
en 1. De esta manera el nimero de coeficientes de la funciéon 2 es el mismo para las dos

bases cuando nyy = 1.

Otras funciones que estudiamos son:
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5 __ nina,t ni,n2,t, 2 ni,n2,t 2 ni,n2,t, 4 ni,n2,t, 4
O ot (731,732, 712) = Copy -+ Cogp - 131+ Coag T2 Cagn - T3t Cotd o Taa (4.6)
10 _ ni,ng,t ni,n2,t, 2 ni,n2,t, 2 ning,t 2 2
in,ng,t(r?)h 732, 7”12) = Cooo T Copp T3 T Coap T2 Coxp T T3iT30 (4~7)
ni,n2,t, .3 ni,n2,t, 3 ni,n2,t 2 ni,n2,t, 2 2
C300  T31 1 Cozg  T3a T Cooz  Ti2 T Copa  T31T12T

ni,n2,t 2 2 ni,n2,t 2 2
Co2a  T3aT12 T Co29

2
731732712

que también estdn contenidan en la Q47 pero sus términos no aparecen en forma ordenada.

Notamos las distintas funciones de onda de prueba de la siguiente manera:

v GR_ca_cc.N

cuando son funciones con la base GR, y

\IIC 3_ca_ccnia N

cuando se trabaja con la base C3.

(4.9)

ca: indica las distintas configuraciones atomicas que la funciéon de onda tiene en cuenta.

Se emplean ademas la siguiente notacién, para las configuraciones a utilizar

I :1sls (estado fundamental).

IT :1sls+ (1s2s + 2sls)

IIT :1sls+ (1s2s + 2sls) + 2s2s

IV 1sls + (1525 4 2sls) + (1s3s + 3sls)

Vi lsls + (1s2s 4 2sls) + (1s3s + 3sls) + 2s2s

VI :1sls+ (1525 4 2sls) 4+ (1s3s + 3sls) 4 (1sds + 4sls)
VII :1sls+ (1s2s + 2sls) + (1s3s + 3sls) + (1sds + 4sls) + 2525

cc : indica cudl de las funciones €2 ha sido utilizada.

N: es el numero total de coeficientes de la funcién, incluyendo los lineales y los no-lineales.

4.2 Estado fundamental
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Para el estudio del estado fundamental podemos evaluar sélo el primer término de las fun-
ciones expresadas en (4.1) y (4.2), es decir sin sumar sobre las distintas configuraciones
atémicas. Por esta razon, reemplazamos las funciones hidrogenoides generales por sus ex-

presiones para el caso del estado fundamental, resultando:

7Z(T‘31+T'32) 2/8 + 1 — 6751,17’12
20

VR 1 cenN(T31,732,T12) = € Qﬁ,ﬁl,l (731,732, T12)- (4.10)

—Z(r31+r32) T12 cc
Ve 1 cenn (731,732, T12) = €) Fy | —n12,2, e Q) (31, m32,712). (4.11)
12

Por el principio de exclusion de Pauli los electrones del estado fundamental deben tener spin

antiparalelo. Por lo tanto, las funciones ¥ tienen que ser simétricas bajo el intercambio de

. . . (n1,n2,8 ) (n1,n2,8 )
las coordenadas espaciales de los electrones. Esto implica que ¢, ; L= ].“; e
ni,ne,n ni,ne,n . . . . . . . .
Z(,jlk 2m2) cg Py 2) - Ademés, para cumplir dicha simetrfa, las series de potencias tiene
W "y

que incluir las mismas combinaciones de valores en los indices i y j.

Si bien obtener un valor preciso de la energia media es una prueba importante, ésto no
es suficiente para establecer la calidad de una funcién de onda. Los valores medios de otras
cantidades pueden utilizarse en tal sentido, probando su calidad en distintas regiones del
espacio. Calculamos varias cantidades radiales que dependen fuertemente de la forma de la
funcién de onda, y que estan involucradas en el calculo de otras cantidades fisicas. Los valores

medios (rs;) y W%]) ((ri2) vy <T12> respectivamente) son muy sensibles al comportamiento de

la funcién de onda de prueba cerca del niicleo (cerca del punto de coalescencia electron —
electrén respectivamente). Por otro lado, en las cantidades (r3;), (r4;), (rf,) v (rf,) influye
significativamente el comportamiento asintético de la funcién. También son de interés los

<’"2> - <’"§1+T§2>

valores medios de cantidades como: i) la susceptibilidad magnética x = —-4+ = 5

y ii) la correlacién angular (rs; - rs2) que es el coseno del dngulo entre los versores Iz v I'so
4.2.1 Funciones analiticas

Se denominan funciones analiticas a aquellas funciones que por su simplicidad permiten

obtener expresiones analiticas tanto para la energia media como para otras cantidades fisicas.
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Estas funciones son ttiles para realizar estudios de procesos de colisiones, facilitando el
calculo de los elementos de matriz que involucran integrales multi-dimensionales. También
son ttiles desde un punto de vista pedagogico permitiendo diversos estudios de la estructura
atémica y como una herramienta valiosa para el aprendizaje de la aplicacion y uso del
método variacional. En esta linea ha trabajado Patil (1990, 1999, 2003 y 2004) quien
en sus diversas publicaciones ha investigado la posibilidad de construir funciones de onda
sencillas que contengan algunas de las condiciones matematicas que éstas deben satisfacer.
Considerando lo expuesto, proponemos una funcién de onda simple libre de parametros que
(i) satisface todas las condiciones de cispide en los puntos de doble coalescencia; (ii) permite
expresiones analiticas para la energia del estado fundamental y los valores medios de otras
cantidades; (iii) resulta en valores de energia aceptables para toda la secuencia incluyendo
el i6n hidrogeno, H~. El resultado puede ser considerado como una funcién de onda de facil

uso alternativo al modelo de particula independiente.

Funciones libres de parametros para el estado fundamental de atomos de dos
electrones.
Modelo de particula independiente. En el modelo de particulas independientes (IPM)

(Bransden y Joachain 2003) con una carga efectiva Z.yy, la funciéon de onda es:

U pyy = e Zerr(rsitrss), (4.12)

Esta es la funcién con la que tipicamente se ilustra la aplicacion del principio variacional y

se encuentra que la energfa media del estado fundamental es minima para Z.;f = Z — 15—6.,
5\ 2
Epy(Z)=— (Z — 1_6> . (4.13)

Las energias calculadas para Z = 1 — 3 estan dadas en la Tabla 4.1. Como es bien sabido,
este tipo de funcion no predice ningun estado ligado para el H~. La funcién de onda V;py,
no satisface las condiciones de Kato de dos particulas (1.6) con las cargas 71 = Zo = —1y

Zy = Z y las masas reducidas fig; = gy = 1, ft15 = 1/2.
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Modelo de Myers. Myers y colaboradores (Myers et al. 1991) propusieron la siguiente
funcién de onda

\IJ]\/Iyers = e—Z(r31+r32) €T12/2~ (414)

La energia puede ser determinada analiticamente, (Myers et al. 1991),

(1—8Z +282% — 642%)(2Z — 1)
4(1—10Z + 3222)

EMyers(Z) = (415)

Las energias calculadas para Z = 1 — 3 estan dadas en la Tabla 4.1. Excepto para el ion H~
las energias son apenas un poco mejor que las obtenidas con IPM. Al igual que en el caso
anterior no predice ningun estado ligado para el ién hidrégeno. Por construccién, dado que
la carga del exponente de la funcién de onda Wysy.,s es Z, ésta satisface las dos condiciones
de Kato electrén niicleo (1.6). Adicionalmente el factor de correlacién e#* permite describir
correctamente el comportamiento de la funcién de onda cuando los dos electrones estan muy

cerca uno del otro.

Modelo de Patil Consideramos ahora la funcién de onda sugerida por Patil (200/)

U pagyg = e~ 2ratrs) (1 + %) (4.16)

Obsérvese que el factor de correlacién angular (1 + %) es la funcién x4 para nip = 1.

Obtenemos la siguiente expresién analitica para la energia:

(35— 16Z — 10022 — 6423)Z

K ati Z) =
Patit(2) 4(24 + 352 + 1622)

(4.17)

y las energias calculadas para Z = 1 — 3 estan dadas en la Tabla 4.1. Al igual que con las
dos funciones de onda anteriores, esta funcién tampoco predice ninguiin estado ligado para
el i6n hidrogeno. La funcion de onda Wp,y,; satisface las tres condiciones de Kato de dos
particulas (1.6). El factor de correlacion (1 + rj3/2) simula la repulsion electrén-electron,
ya que disminuye la amplitud de la funcién de onda cuando los electrones estan muy cerca

entre ellos.
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Funcién de onda propuesta: ARG Queremos construir una funcién de onda simple,
precisa y que satisfaga las condiciones de Kato en los puntos de doble coalescencia de dos
cuerpos. Consideramos la funcion Wes g e ny, v de la ecuacion (3.18) con nip = 1y la funcién
Q3 representada por los tres primeros términos de la ecuacion (4.4). Al coeficiente del término
independiente lo fijamos en 1 y por la simetria de los sistemas de la serie isoelectrénica los
coeficientes de los otros dos términos son iguales, cogo = ¢oo9. De esta manera proponemos
la funcion Weg o.1(r31, 732, 712) @ la que nombraremos de la misma manera que en nuestro

trabajo Ancarani, Rodriguez y Gasaneo 2007, ARG:

.
U are = Nagg e 20 trs) (1 + %) (14 ca00 (15, +732) | » (4.18)

donde el coeficiente cqogo tiene que ser determinado. La energia media (E) y la constante de

normalizacion Nagrg pueden ser obtenidas analiticamente en términos de cogg v Z,

47
N = ,
ARG =

(4.19)

Z
Eairc = —H[Z‘* (=35 + 16Z + 1002° + 642°) (4.20)
+ea002” (=567 + 8642 + 179227 + 7682°)

3
+§c§00 (—10065 + 199687 + 276122* 4 87042%) |,
con

A = 9c3y, (460 + 33552/8 + 11227) + 3ca00Z” (168 + 1892 + 6427) (4.21)

+2* (24 +35Z +1627) .

Notar que cuando cg00 = 0, se obtienen los resultados dados por Patil (Patil 2004).

Optimizando respecto de ¢ encontramos que el valor éptimo es,

ea00 (Z) = 23—? (B + \/5) , (4.22)

donde
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Z | —=Erpv —Ewsvyers  —FEpatit —Fevacta | —Eara Nara ca00(Z)
1 |0.47266 0.4674 0.4833 0.5277 0.5198 0.0768 0.094723
2 | 2.8477 2.8555 2.8766 2.9037 2.8954 1.3784 0.087863
3 | 7.2227 7.2346 7.2555 7.2799 7.2667 5.7974 0.0934

4 1135977 13.6115 13.631 13.6556 | 13.6384 15.2383 0.09906

5 | 21.9727  21.9877 22.0054 22.0310 | 22.0108 31.6109 0.104123
6 | 32.3477 32.3634 32.3796 32.4062 | 32.3837 56.8255 0.108659
7| 447227  44.739  44.7538 44.7814 | 44.7571  92.7923 0.112798
8 159.0977 59.1144  59.128 591566 | 59.1307 141.421 0.116641
9 | 75.4727 75.4897 75.5023 75.5317 | 75.5045 204.623 0.120262
10 | 93.8477 93.865 93.8766 93.9068 | 93.8786 284.307  0.123714

Tabla 4.1: Las energfas medias exactas (Drake 2005), para Z = 1 — 10, son comparadas con las
obtenidas con las funciones de onda del Modelo de Particula Independiente (IPM) (ecuacién (7.13)),
Myers (ecuacién (4.14)), Patil (ecuacién (4.16)) y la funcién de onda propuesta ¥ 4re (ecuacién
(4.18)). Al final se dan los valores de co00(Z) y la norma Ngrg.

B = 18105 + 378247 + 369622 — 3265823 — 208162 — 2122°,

C' = 128388465 + 6546608647 + 13353350402% + 14618053442°

+14665606082Z% + 21297495207° + 2529169358 76

+1813502944Z7 + 7553006082° 4 1715732482° + 224 710,

D = —98910 — 437767 + 30416072 + 41341372 + 1925122+ + 21575,

(4.23)
(4.24)

(4.25)

La energia Farc v la constante de normalizacién N gre tienen expresiones analiticas muy

largas que no es conveniente dar. Para su evaluacién, es mas facil calcular el coeficiente

c200(Z) de (4.22) y reemplazar su valor en (4.21) y (4.19). Los valores de co00(Z), Narc v

EArc estan dados en la Tabla 4.1 para Z = 1 — 10. También podemos obtener expresiones

analiticas para los valores medios de varias cantidades radiales y angulares, calculadas con

la funcién de onda propuesta ¥ 4pq.

(rai)

1
PZA

+45¢*(8832 + 73817 + 17922%)]

[8Z4(192 + 245Z + 9627) + 24¢Z*(1680 + 17017 + 512Z7)

(4.26)
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(ry;) = A [2Z(168 + 189Z + 642°) + 3¢Z*(3680 + 3355Z + 8962%)  (4.27)

+15¢%(8808 + 67217 + 147227)]

1 Z
< > iy [8Z4(9+15Z 4+ 82%) + 4cZ*(312 4 3857 + 14427) (4.28)

+3¢%(3000 + 29197 + 8327%)]

1
(re) = 5= [8Z(315 + 384Z + 1402%) 4 2016¢2%(33 + 32Z + 92°%)  (4.29)

+9¢2(73359 + 588807 + 1342022)] ,

3
(ri,) = S77A [8Z4(100 + 105Z + 322%) + 96¢Z*(270 + 2317 + 562%)  (4.30)

+3¢2(101840 + 733597 + 147202%)]

1 A
<—> = 1 [8Z%(35 4 647 + 402%) + 24cZ*(189 + 2567 + 112Z%)  (4.31)
T12

+9¢%(3355 + 35847 + 119227%)]

con?=1,2.

B = 474 Z Z* 4.32
(r*) 3224,4[ (3680 + 33557 + 8962) (4.32)

+80cZ%(8808 + 67217 + 147227) + 15¢*(779520 + 5093277 + 9395227)]

1
(1.19) = 1 [8Z%(6 4+ 52) + 8cZ*(120 + 7T7Z) + 3¢*(2480 + 12877)] . (4.33)

En la Tabla 4.2, se comparan los valores numéricos calculados para Z = 1 — 3 con las cuatro
funciones de onda simples antes mencionadas y con los resultados numéricos “exactos” dados
en Drake 2005. Para Z = 1, si el estado ligado no ha sido predicho, no incluimos los valores
medios (como sucede con las funciones de onda IPM, Myers y Patil). A pesar de su simplici-
dad, la funcion de onda V4 g da resultados considerablemente satisfactorios para los valores

medios, excepto posiblemente para H~. Las cantidades (rs;) vy <%> (respectivamente, (ris),
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z b)) (L) e R () ¢ ()
1| ARG | 231896 7.3499 0.68838 3.70934 16.4819 0.34526 354.940 — 0.15412
FExact | 271018 11.9137  0.68326 4.41269 25.2020 0.31102 - —0.68731
IPM | 0.88889 1.0535  1.6875  1.2963  2.107 1.05469 7.76901 0

Myers | 0.93769 1.19667 1.65138 1.50153 2.80122 0.89449 10.2286 —0.17431
2 | Patil | 084335 0.95174 1.79747 1.29984 2.07911 1.02215 6.21865 —0.10127
ARG |0.92667 1.17104 1.67393 1.43755 2.56009 0.93166 9.74334 —0.10499
Ezact | 092947 1.19348 1.68832 1.42207 2.51644 0.94582 7.6* —0.06457

IPM | 0.55814 0.41536 2.6875 0.81395 0.83072 1.67969 1.20767 0

Myers | 0.57432 0.44565 2.66409 0.89189 0.99151 1.51544 1.40695 —0.11197
3 | Patil | 0.54670 0.40018 2.76923 0.83242 0.85836 1.61264 1.10953 —0.07692
ARG | 0.57253 0.44361 2.67550 0.87455 0.95225 1.5433 1.39764 —0.07868
Ezxact | 0.57277 0.44628 2.68792 0.86231 0.92706 1.56772  1.03*  —0.01725

Tabla 4.2: Valores medios para diferentes cantidades fisicas calculadas con las cuatro fun-
ciones simples para carga nuclear Z = 1, 2 y 3. Los valores “exactos” son reportados en el
trabajo de Drake 2005 y (a) de Patil 1990.

y <é>) son bastante sensibles al comportamiento de la funciéon de onda cerca del nicleo

(y cerca del punto de coalescencia electrén-electron, respectivamente); el comportamiento
correcto de la funcion W 4gg en estas regiones se refleja en los valores medios obtenidos. Por
otro lado, los valores medios (r3;) y (r*), se obtienen con menor precisién; esto se puede
entender facilmente porque estas cantidades evalian el comportamiento de las funciones de
onda a largas distancias respecto del nicleo, y la ¥ 4go no posee el comportamiento asintético
correcto.

La funcién de onda W,grs (4.18), es una funcién libre de pardmetros. Las energias
que se obtienen para Z = 1 — 10, son mejores a las dadas por otros modelos similares.
Contrariamente a lo que ocurre con dichas funciones, la W4z predice un estado ligado para

H~. Adicionalmente, por construccion, W 4pq satisface las tres condiciones de Kato (1.6)
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4.2.2 Funciones semianaliticas

En la seccién anterior mostramos una funcién de la clase Y3 g oo ny, v (ecuacién (3.18)) con
potencias hasta orden 2, y dimos expresiones analiticas para el coeficiente cyqg, la energia
media y la normalizacién. Ahora, trabajaremos con una funcién de la clase Vgg_cqcen (3.16)
cuya diferencia estd dada en el factor de correlacion. Reemplazéndolo en la Ecuacién (3.17),
la funcién Wgg 39 (que en el trabajo Rodriguez, Gasaneo y Mitnik 2007 se la nombra

UiRo), resulta

e—Z(T‘31+T32) 1 + Qﬂ - 6_57"12
20

La presencia del pardametro no lineal § hace que, a diferencia de la funcién ¥ 4rqg, no se

Uena (131,732, T12) = [1+ cao0 (r3; +73)] - (4.34)

pueda resolver en forma completamente analitica para obtener la funcién expresada solo
como funcién de Z. Sin embargo, es posible encontrar 5(Z), ca0o(Z) y los valores medios de
energia (E) (Z) a través de un fiteo de los valores obtenidos variacionalmente.

De acuerdo a la ecuacién (3.17), ¥gg se define como la suma de productos de potencias
y exponenciales. Con estas funciones simples las integrales que definen los elementos de la
(1,1,1,1)

matriz hamiltoniana Hi,j&i,’j,’ v

1,1,1,1)

kiS¢ pueden realizar analiticamente.

y el solapamiento Si(
El célculo de las energias no sélo incluye la diagonalizacién de las ecuaciones (2.8) como en
el caso anterior sino que también su optimizacion respecto a 3. La diagonalizacién puede
ser hecha analiticamente hasta ecuaciones de 4 x 4, pero la optimizacion tiene que ser hecha
numéricamente. El problema se puede simplificar si: i) no se incluye el factor de cor-
relacion angular y (r12) 0 ii) se dispone de un expresién analitica para el pardmetro . En
cualquiera de estas dos situaciones se puede generar expresiones completamente analiticas
para la funcién Wgpe, . La posibilidad de tener expresiones analiticas para 3 como funcién
de la carga Z reduce considerablemente la dificultad para resolver las ecuaciones (2.8). En
este caso el problema se reduce a la solucién de un problema de autovalores generalizado
estandar para el que hay muchos métodos y cédigos numéricos.

De las situaciones mencionadas, la més simple resulta cuando no se incluye el factor de
correlacién angular x g (712) en la funcién de onda de la Ecuacién (3.17), y se considera la

funcién Wgre. A las funciones asociadas con este caso las llamaremos Vggo,. (nc por no

correlacionada)
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Z <_E>GR2nc <_EHF>* Eezacta
1 |0.497016 — 0.5277
2 | 2.87212 2.8616 2.9037
3 ] 7.24313 7.2364 7.2799
4 113.6154 13.6112 13.6556
5 | 21.9886 21.9862  22.0309
6 | 32.3624 32.3611 32.4062
7 | 44.7364 44.7361 44.7814
8 | 59.1107 59.1111 59.1566
9 | 75.4852 75.4861 75.5317
10 | 93.8597 93.8611  93.9068

« T. Koga et al. (1995)

Tabla 4.3: valores de las energias del dtomo de He y su serie isoelectrénica, calculadas con la
funcién Ve pone (Ecuacion (4.35)) y con los métodos de Hartree-Fock (7. Koga et. al 1995)

WaRone (31, 732, 712) = € 200 t7s2) [1 +choo ) (3 + 7’?%2)] (4.35)
Las expresiones analiticas correspondientes al coeficiente cior ™" y la energfa E(GR2¢) son:
GR2nc 4822
(G _ : , (4.36)
2567 — 393 4+ /6553622 — 5376027 + 73233
1
O — — 7 (896 Z — 615 + V6553622 — 537602 + 73233) . (4.37)

La funcién de onda no-correlacionada Wgra,. satisface las condiciones de cuspide electron-
nucleo, pero no satisface la de electrén-electrén. Dado que no se incluye el factor de cor-
relaciéon xp (r12) se verd que los valores de E(©f27¢) ng son tan buenos como lo obtenidos
con la funcion Wgpre, pero si son comparables o mejores a los obtenidos por los métodos de
Hartree-Fock. En la Tabla 4.3, mostramos los valores obtenidos con la ecuacién (4.37) y para
comparacion los correspondientes célculos con Hartree-Fock (Koga 1995), para la secuencia
isoelectrénica de He hasta Z = 10. La precisién de las energias calculadas van de 3.4 x1072

para Z = 1 hasta 4.7 x10~% para Z = 10.

En la Figura 4.1 graficamos el coeficiente cggé% 2ne) y la energia E(@%2m9) como funcién

GR2 o
de la carga nuclear. De la figura se puede ver que Céoo ne) parece ser una funcién lineal,

e L GR2 : .
pero como se puede inferir de la definicién de Céoo ") el comportamiento lineal se alcanza

e s . GR2nc
asintéticamente para valores de carga nuclear altos. Para valores de carga bajos, Céoo ) se
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Figura 4.1: Energia de la funciéon GR2nc

aparta considerablemente del comportamiento lineal.

El segundo tipo de simplificacion del problema estd conectado con la posibilidad de en-
contrar expresiones analiticas para el parametro  como funcién de la carga. Como ya
mencionamos, es posible resolver analiticamente las integrales correspondientes a los elemen-

y el solapamiento g(LLL1)

. . . 1,1,1,1
tos de matriz del hamiltoniano H ( ) T

iRk y obtener expresiones
analiticas para las energias que vienen de determinantes de 4 x 4. Sin embargo, es muy dificil
o imposible encontrar expresiones analiticas para el valor 6ptimo del parametro no-lineal 3.
Por esta razon proponemos una aproximacion semi-analitica.

En la Figura 4.2 graficamos los valores obtenidos para (3 y el coeficiente cop9 como funciones
de la carga nuclear. Podemos ver a grandes rasgos que se ven como funciones lineales y
se pueden obtener buenas aproximaciones con fiteos lineales. Esto estaria en acuerdo con
el trabajo de Kleinekathofer et. al 1996. Sin embargo, un estudio cuidadoso del compor-
tamiento de 3y cogp como funciones de Z muestra que el comportamiento no es exactamente
lineal, s6lo lo es para cargas altas. Un comportamiento similar fue observado en cggé?’ QM),
(ecuacién (4.36)), cuando la estudiamos como funcién de la carga. Por esto, para ajustar

. . . - GR2
B(Z) y co00 (Z) no usamos fiteos lineales, sino funciones similares a las usadas para cgoo ne),
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ZQ
BERY) (7) = . (4.38)
77.8498 — 66.0392 Z + \/4737.851872 — 10436.75577 + 5922.2474
1.9945 72
S (2) (4.39)

B —16.3362 + 32.9697 + /4.934012% — 19.5053Z + 22.0567

Para la energia E(#2) (Z), proponemos una funcién analitica similar a la que se obtuvo para

E(ncGRQ)

ECR) (7) = —7 (0.599107 +0.033295Z — v/1.067596 Z2 — 0.051764 Z + 0.312009) :

(4.40)
Estas definiciones son validas para todo el rango de cargas nucleares. Los valores obtenidos
con 9D (7). cégém (Z) v ECF2 (Z) hasta Z = 10 estan tabulados en la Tabla 4.4;
el acuerdo con los resultados optimizados variacionalmente es excelente (ver Figura 4.2).
También se puede ver a partir de la tabla que los valores obtenidos para la secuencia iso-
electrénica de dos electrones estan en mucho mejor acuerdo con los resultados numéricos
exactos de Drake (2005), que los obtenidos con la funcién no correlacionada Wggon. con
ecuaciones (4.35), (4.36 ) y (4.37). La precisién de la energfas calculadas van de 1.4 x 1072
para Z = 1,22.5x 107 para Z = 10. Las definiciones de 8% (2) y {57 (Z) nos permiten
tener una expresion analitica para toda la funcién de onda Wgge de ecuacion (4.34) y para
todas las cargas nucleares. Como ejemplo la energia E(#?) correspondiente a 7429 (Z = 22)
es 470.395 u.a. que es mejor que el valor reportado por Koga et al. 1995 obtenido con el

método de Hartree-Fock.
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7 | 9™ (2) dw? (2) —EC"(Z) —Fupae
1 0.0374 0.1029 0.5199 0.5277
2 0.4435 0.1556 2.9013 2.9037
3 0.8122 0.2102 7.27776 7.2799
4 1.1726 0.2651 13.6535 13.6556
5 1.5313 0.3208 22.0289 22.0309
6 1.8895 0.3767 32.4043 32.4062
7 2.2475 0.4329 44.7794 44.7814
8 2.6055 0.4892 59.1545 59.1566
9 2.9634 0.5456 75.5295 75.5317
10 3.3214 0.6021 93.9044 93.9068

Tabla 4.4: valores de los coeficientes y la energia media obtenidos con la funcién de onda
propuesta, Wgpro para la secuencia electronica de dos electrones.

B Calculos variacionales

con la

T T v
[~ B Calculos variacionales

conla

i6n (20)

Calculos variacionales

los con la ion (21

)

3

4

5 6
Z(au)

7

©

©

10

Figura 4.2: Energia y coeficientes de la funciéon GR2, calculados como funciones de la carga

nuclear. También se incluyen los valores variacionales.
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4.2.3 Funciones numeéricas

Se pueden obtener funciones de onda altamente correlacionadas agregando mas términos en
la serie de potencias que define a ). Esto hace que aumente el nimero de coeficientes y
sea imposible encontrar expresiones analiticas para dichos coeficientes, la energia o la norma
de la funcién de onda. En la Tabla 4.5 presentamos los valores medios de las energias del
estado fundamental del 4tomo de He y el ién H™ con la funciones ¥ con N = 3,5,9,14 y
27 parametros (tanto el valor de la normalizacién como de los coeficientes de cada una de las
funciones estan dadas en la parte II de la Tesis). En nuestro estudio, tratamos de mantener
el grado de la expansién lo més bajo posible. La primera funcién tabulada en las tablas es
Warrss. La primera funcién que incluye potencias hasta orden 3 es la funcion Wag 175
con 4 parametros lineales. Todas las funciones tabuladas satisfacen todas las condiciones de
cuspide de Kato de dos cuerpos.
Las funciones para el atomo de He, tabuladas en la Tabla 4.5, son propuestas alternativas a
las funciones de Hylleraas con 6-, 10-, 14- y 20-pardmetros dadas por Green et al. (1953),
por Chandrasekhar et al. (1953,1955) y por Hart y Herzberg (1957), respectivamente. Las
energias medias reportadas son similares a las obtenidas con las funciones numeradas 9 y 10
del trabajo de Bonham y Kohl (1966 ), y son mejores que las presentadas por Le Sech (1997),
Moumeni et. al ( 1990) y Siebbeles et. al (1993). La funcién méas precisa (Vgg_ra7.27) de
las presentadas en la Tabla 4.5 alcanza precisiones en las energfas de 4.3 x 107°.
Para el caso del i6n H~, nuestras funciones estan tabuladas en la Tabla 4.5. Las en-
ergias que obtenemos estan en muy buen acuerdo con las energias calculadas por Henrich
(1944) (—0.527559 u.a., obtenida con una funcién de 11-parametros) y por Hart y Herzberg
(—0.527645 u.a., con 20-pardmetros). En 1997, Qiu et. al (1997) reportaron una funcién
de 43-pardmetros (los pardmetros no estdn publicados) para estudiar emisién de uno y dos
electrones del H~ tras la absorcién de fotones de alta energia. Esta funcion, escrita en
términos de las coordenadas de Hylleraas, da una energia de —0.52768 u.a., y no satisface
las condiciones de cuspide en los puntos de doble coalescencia. Nuestra mejor funcion ¥gg
produce casi la misma energia, con un ntimero de parametros considerablemente menor y
con las condiciones de cuspide correctas.

El mismo tipo de estudio ha sido realizado con las funciones W3 cuyos resultados se

presentan en la Tabla 4.6. Usamos valores de njs < 2 para todos los casos, con lo que la



4.2 Estado fundamental

55
Z 1 Varrs3 | Yerrrs | Yorraso | Yerr2i1a | Yaor1aror | Exacto
<—E> 1 | 0.52576 0.52532 0.52653 0.52743 0.52767 0.5277
2 1 2.90196 2.90286 2.90327 2.90342 2.90359 2.90372
<7"3i> 1 | 2.54844 2.48061 2.59291 2.63703 2.68987 2.71018
2 | 0.93214 | 0.92893 0.92927 0.92970 0.929594 | 0.92947
<T§i> 1 9.56148 8.94859 10.3122 10.7723 11.5406 11.9137
2 1.19928 1.18977 1.19245 1.19443 1.19397 1.19348
<é> 1 | 0.68420 0.69695 0.69016 0.68421 0.68375 0.68326
2 1 1.67931 1.68703 1.68815 1.68729 1.68880 1.68832
<7’12> 1 | 4.09253 3.98482 4.20121 4.27402 4.37397 4.41269
2 | 1.42146 1.41951 1.42121 1.42217 1.42220 1.42207
<7“%2> 1 20.5317 19.3107 22.2379 22.987 24.47063 25.202
2 | 2.52059 2.50277 2.51403 2.51776 2.51729 2.51644
<$> 1 | 0.32459 0.32982 0.32089 0.31577 0.31209 0.31102
2 | 0.94863 0.94783 0.94694 0.94633 0.94603 0.94582

Tabla 4.5: valores de la energia media obtenidos con la funcién de onda propuesta, Wgg para
el atomo de He y el i6n hidrégeno.

funcién hipergeométrica 1 F; de ecuacién (3.11) tiene hasta potencias 2 en r15. El ntimero
total de coeficientes para el estado fundamental se puede obtener con la relacién N = no(N—
1) (usamos (N — 1) debido a que en el valor N estd contado el pardmetro [ que no esta
incluido en las funciones W¢3). Esta relacién también es itil para determinar cuéles funciones
Vg son comparables con las Weg, desde el punto de vista que tienen la misma combinacién
de potencias en la funcién € (ecuacién (3.15)).

Cabe aclarar que cada funcién utilizada en la Tabla 4.5 tiene su correspondiente en la
Tabla 4.6, en relacién a que estan formadas con la misma funcién €2 y se diferencian en la
funcion de correlacion angular neta x. Por ejemplo, Wes 715218 es la correspondiente de
Uar 1159 porque ambas estan formadas con Q'°. Si comparamos la energia obtenida con
la funcién mas sencilla de la Tabla 4.6, W3 1596 con la obtenida con la funcién Vgg 153
(ambas formadas con la funcién 2°, se puede observar que para el 4tomo de Helio la segunda

es mas precisa , —2.90190 u.a. y —2.90196 u.a. respectivamente. Este resultado se invierte

para el H™, (- F) = 0.526228 u.a. y (—F) = 0.525758 u.a..

Ves 1526 VYGRI53

Cuando comparamos funciones mas sofisticadas, como el caso de la Vg 19114 ¥ SU corre-
spondiente Wes 791998 (formadas con Q*') observamos el mismo comportamiento para el
Voo, = 0027432 na. y <_E>\Ifcg,1,21,2,zs = 0.527544
=2.90342 v.a. y (—E) = 2.90359 u.a.

Hey el H™. Las energias son (—F)

u.a. para el i6n hidrégeno; y (—FE)

VYGRI 21,14 Ves s 21208
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Vesrsoe | Yesrroi0 | Yesrisois | Yesro12908 | Exacto

<—E> 0.526228 0.525971 0.527341 0.527544 0.5277
2.9019 2.90307 2.90339 2.90356 2.90372

<7"3i> 2.58835 2.53055 2.65744 2.66674 2.71018
0.931785 0.929412 0.929542 0.929595 0.929472

(%) 10.0358 | 949520 | 11.0617 | 11.1969 | 1L9137
1.19878 1.19191 1.19353 1.19382 1.19348
<é> 0.683407 0.692456 0.684685 0.68379 0.683262
1.67981 1.68668 1.6877 1.68769 1.68832

4.16804 4.07839 4.31346 4.32982 4.41269
1.42076 1.42116 1.42188 1.42211 1.42207
21.5372 20.5144 23.5464 23.8048 25.202
2.51299 2.51294 2.51629 2.5168 2.51644

0.320225 | 0.325429 0.314372 0.313621 | 0.3110215
0.946807 | 0.946877 0.946162 0.946002 0.945818

[N e B R e N e L SR R B ORI BN

Tabla 4.6: valores de la energia media obtenidos con la funcién de onda propuesta, U3 para
el atomo de He y el i6n hidrégeno.

para el atomo de Helio. A partir de los valores de las Tablas 4.5 y 4.6, podemos concluir que
la base C3 tiene una convergencia mas rapida hacia los valores exactos de la energia y otras
cantidades radiales, que la base GR. Si bien es cierto, que ante la misma funcién €2, las fun-
ciones de la base C3 tienen el doble de coeficientes, estos son lineales y tanto los coeficientes
como las energias se obtienen en forma directa diagonalizando la matriz hamiltoniana. Las
funciones de la base GR, tienen un coeficiente no lineal pero se forman con menor niimero
de pardmetros, y su estructura es mas compacta al momento de tener que utilizarlas en la
resolucién de problemas fisicos que las involucren.

Utilizando la base C3, también realizamos el ciaculo de la energia del estado fundamental de
la serie isoelectronica. En la Tabla 4.7 mostramos el resultado obtenido para los distintos
sistemas. Si comparamos las energias calculadas con la funcién Wes 57910, tabuladas en
la Tabla 4.7, con el valor exacto, obtenemos que las precisiones relativas correspondientes
a las distintas cargas son: 1.03 x 1074, 6.59 x 107°, 4.08 x 107°, 2.47 x 107°, 2.01 x 10~°,
1.52 x 1075, 1.19 x 107° y 9.58 x 1075 respectivamente, y se puede observar que la precisién

aumenta a medida que aumenta la carga nuclear 7.
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Z | Vo3 g7210 | Yesrasoa1s | Eracta
Lit 3 | 7.27916 7.27952 7.27991
Be*t | 4 | 13.6547 13.6551 13.6556
B3t |5 |22.0301 22.0305 22.0310
C* 16 | 32.4054 32.4058 32.4062
N5t |7 ]44.7805 44.7810 44.7814
Ot | 8 | 59.1557 59.1561 59.1566

Tabla 4.7: valores de la energia media obtenidos con la funcién de onda propuesta, Vo3 para
la serie isoelectrénica del atomo de He.

4.3 Estados Excitados S

En esta seccion extendemos el uso de las bases C3 y GR a estados excitados S del atomo
de He y su serie isoelectrénica. En el caso del ion H~ (que es el primer ién de la serie), la
repulsion electron-electron tiene mayor peso que la interaccion electron-nicleo, y esto tiene
como consecuencia que el espectro discreto sélo esta formado por el estado fundamental y
los estados doblemente excitados. Por esto, en lo que sigue cuando discutimos los estados
excitados de atomos de dos electrones asumimos implicitamente que estamos tratando con
Z > 2.

Una funcién de onda de prueba de un estado excitado debe ser ortogonal a todas las fun-
ciones de onda de todos los autoestados con energias mas bajas. Esta condicién no siempre
se satisface automédticamente. Si para el calculo de las energias medias de los estados ex-
citados se utiliza el método variacional de Rayleigh-Ritz (Bransden y Joachain 2003) las
autofunciones del Hamiltoniano no necesariamente resultan ser ortogonales. Sin embargo, si
se conoce la autofuncién del estado de menor energia y se propone una funcién de prueba
para el estado excitado, se puede obtener por el método de Gram-Schmidt (Mathews J. y
Walker R. L. ) una funcién ortogonal que puede ser usada para obtener una cota superior
de F4, la energia exacta del primer estado excitado. Cuando se resuelve el problema genera-
lizado de autovalores (ecuacién (2.8)), una tnica diagonalizacién provee energias y funciones
de onda, para un numero de estados excitados, que forman un conjunto ortogonal.
Utilizando el método CICA que presentamos en el capitulo anterior proponemos funciones
para los primeros estados excitados S, incluyendo estados doblemente excitados, con distinto

nimeros de parametros.
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4.3.1 Funciones numeéricas

Aplicamos el método CICA, con las bases GR y C3, para construir funciones de onda apro
ximadas para los primeros estados S del atomo de Helio, con miltiples configuraciones. Esto
se obtiene sumando sobre los niimeros cudnticos n; y ny en las series de las ecuaciones (4.1)
y (4.2), e implica incluir correlacién tanto angular como radial.

En primer lugar estudiamos los estados excitados S con la base GR (ecuacién (3.20)). El
factor xp (ecuacién (3.10)) tiene una estructura fija que no permite incluir diferentes grados
de correlacion angular. Por esto, la inclusiéon de mayor correlacion angular y radial se realiza
a través del factor Q (ecuacién (4.3)). En la Tabla 4.8 presentamos los valores medios de
las energias del estado fundamental y de los primeros estados excitados S del atomo de He
cuando se incluyen las configuraciones 1sls, 1s2s, 2sls, 183s, 3sls, 1sds y 4sls. Si bien, para

cada estado se debe optimizar un coeficiente 3 este procedimiento puede resultar muy

ni,n2
complicado debido que al no ser ortogonales las funciones la energia del estado puede caer a
la energia de un estado anterior. Por esta razon, realizamos los calculos para todos los esta-
dos con un tnico valor para el coeficiente no-lineal, fijado en el valor obtenido optimizando
la energfa del estado fundamental con una sola configuracién, 3, ,, = 8;, = (3 (es decir con
las funciones descriptas en la seccién anterior).

Los resultados estan separados en tres grupos definidos por la funcién €2 usada en la serie
de potencias, identificadas con el subindice cc. En los tres grupos se observa el mismo com-
portamiento: las energias medias de los distintos niveles van resultando con mayor precision
al ser incluida su configuracién en la funciéon de onda. Por ejemplo, se calcula la precisié
del valor de la energfa media del estado 43S triplete con las funciones Uy 35 v WUyrsq1,
resultando 3.1 x 1072 y 1.4 x 102 respectivamente. Esto implica que la precisién aumenta
en un orden de magnitud cuando se incluye la configuracién 1s 4s en la funcién de onda.

Si ahora comparamos los valores de las energias obtenidos con funciones de los distintos
grupos, es decir con la misma configuracién pero distinta funcién €2, se puede ver que la
funcién Wy ;7 73 es la mds precisa, con una precision relativa igual a 1.7 x 1074, 4.6 x 107°,
2.8 x 107°, 9.7 x 1075, 9.7 x 1075, 6.9 x 1075, 1.7 x 10~* y 1.2 x 102 para cada estado,
respectivamente.

La base C3, por otro lado, permite incluir distintos grados de correlacién angular, simple-

mente variando nio. Para comparar resultados hemos realizado calculos con funciones de
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Vg ce N ﬂ <E>1s <E>235 <E>zls <E>335 <E>315 <E>43S <E>4IS
1135 0.4435 | 2.90230 | 2.17364 | 2.14154 | 1.93714 | 1.86590 | 0.56291 | 0.613914
1V 3.8 | 0.4435 | 2.90239 | 2.17487 | 2.14575 | 2.06618 | 2.05602 | 1.97366 | 1.94785
VI 311 | 0.4435 | 2.90242 | 2.17487 | 2.14575 | 2.06861 | 2.06120 | 2.03373 | 2.02878
ITT 511 | 0.451 | 2.90247 | 2.17485 | 2.14550 | 2.04550 | 2.02484 | 1.83547 | 1.78219
V_5.16 0.451 | 2.90259 | 2.17489 | 2.14577 | 2.06838 | 2.06053 | 2.01767 | 2.00614
VII 521 | 0.451 | 2.90266 | 2.17489 | 2.14578 | 2.06862 | 2.06122 | 2.03643 | 2.03342
171712 0.70 | 290310 | 2.17504 | 2.1454 | 2.0355 | 2.01017 | 1.77734 | 1.71045
II77 17 | 0.70 | 2.90314 | 2.17504 | 2.14543 | 2.0355 | 2.0102 | 1.77735 | 1.71048
V_724 0.70 | 2.90319 | 2.17513 | 2.14591 | 2.06853 | 2.06084 | 2.02415 | 2.01548
VII7 31| 0.70 | 290321 | 2.17513 | 2.14591 | 2.06867 | 2.06125 | 2.03637 | 2.03325
FExact 2.90372 | 2.17523 | 2.14597 | 2.06869 | 2.06127 | 2.03651 | 2.03359

Tabla 4.8: Energias de los primeros estados excitados S del atomo de Helio con la base GR.

Weacenip N <E>1s <E>233 <E>215 <E>33S <E>3ls <E>43S <E>4ls
IT124 |289514 | 2.15315 | 2.09784 | 1.67733 | 1.56735
IT1.126 | 2.89524 | 2.15315 | 2.09881 | 1.67733 | 1.58113
IV126 | 289567 | 2.17249 | 2.14172 | 2.04397 | 2.02038 | 1.86911 | 1.80458
V128 | 289576 | 2.17249 | 2.14173 | 2.04397 | 2.02086 | 1.86911 | 1.80488
VI128 | 289624 | 2.17294 | 2.14224 | 2.06735 | 2.05884 | 2.01457 | 2.00380
VII 1210 | 2.89630 | 2.17294 | 2.14226 | 2.06735 | 2.05885 | 2.01457 | 2.00390
Exact 2.90372 | 2.17523 | 2.14597 | 2.06869 | 2.061272 | 2.03651 | 2.03359

Tabla 4.9: Energias de los primeros estados excitados S del dtomo de Helio con la base C'3,
con Q= 1.

onda con y sin el factor €2. En las tablas 4.9 y 4.10 mostramos los resultados con las funciones
Q =1y O (contenida en la ecuacién (4.5)) y con njy = 1,2. La primera de las propues-
tas para la funcién de onda aproximada tiene la ventaja de tener un nimero reducido de
términos y no contener coeficientes a determinar variacionalmente. Por otro lado, las en-
ergias de la tabla 4.10 son obtenidas con la funcién Q3 que incluye mayor correlacién radial.
Si comparamos los resultados para los estados 225, 315 y 41S con las funciones més precisas
de ambas tablas, es decir Wy 71910 vV Wyirso9s , las precisiones resultan ser 1.0 x 1073,
12x107%, 1.4 x 1072 y 9.2 x 107°, 3.0 x 107°, 7.5 x 10~* respectivamente, es decir que el
haber incluido mayor correlacién aumenta en dos ordenes de magnitud la precisién de los
valores de energias buscados.

En la tabla 4.11 mostramos que los resultados mejoran notablemente si: i) se aumenta
el valor de nis, ii) se incluyen las configuraciones del estado al que se le quiere calcular la
energia. El primer punto se puede comprobar comparando las tres primeras filas de la tabla

cuyos resultados se obtienen aumentando ni, desde 2 hasta 4. Lo mismo se puede observar
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\I/ca,cc,mz,N <E>1S <E>23S <E>21S <E>335 <E>31S <E>43S <E>41S
1713210 | 2.90264 | 2.17502 | 2.14566 | 2.05968 | 2.04621 | 1.94593 | 1.92044
1173214 | 2.90267 | 2.17502 | 2.14568 | 2.0597 | 2.04628 | 1.94607 | 1.92066
IV 3216 | 2.90270 | 2.17503 | 2.14577 | 2.06863 | 2.06117 | 2.03284 | 2.02773
V3220 |2.90274 | 2.17503 | 2.14578 | 2.06863 | 2.06117 | 2.03284 | 2.02774
VI 3222 |2.90249 | 2.17503 | 2.14573 | 2.06864 | 2.06121 - -
VII_3.226 | 2.90266 | 2.17503 | 2.14576 | 2.06864 | 2.06121 | 2.03575 | 2.03207
Exact 2.90372 | 2.17523 | 2.14597 | 2.06869 | 2.061272 | 2.03651 | 2.03359

Tabla 4.10: Energias de los primeros estados excitados S del atomo de Helio con la base C'3,
con la funcién €.

‘I[ca,cc,msz T2 <E>1S <E>23S <E>215 <E>33S <E>31S <E>43S <E>415
113210 1,2 2.90264 | 2.17502 | 2.14566 | 2.05968 | 2.04621 | 1.94593 | 1.92044
1713315 1,2,3 | 2.90302 | 2.17520 | 2.14587 | 2.06310 | 2.05139 | 1.97012 | 1.94969
1713420 |1,2,3,4 290320 | 2.17521 | 2.1459 | 2.06517 | 2.05469 | 1.98833 | 1.97178
1V 3216 1,2 2.90270 | 2.17503 | 2.14577 | 2.06863 | 2.06117 | 2.03284 | 2.02773
1V 3324 | 1,23 | 2.90305 | 2.17521 | 2.14591 | 2.06868 | 2.06124 | 2.03453 | 2.03021

Exact 2.90372 | 2.17523 | 2.14597 | 2.06869 | 2.06127 | 2.03651 | 2.03359

Tabla 4.11: Energias de los primeros estados excitados S del atomo de Helio con la base C'3,
variando el valor de ns.

con las dos tultimas filas. El segundo punto se puede verificar comparando los valores para
las energias del estado 315, 2.05139 y 2.06124 obtenidas con las funciones de configuracién
atomica I] : 1sls+ (1s2s+2sls) y IV : 1sls+ (15254 2sls) + (1s3s+ 3sls), siendo el valor
aceptado como “exactos” el valor 2.06127.

De la misma manera que calculamos la energia del estado fundamental y los primeros es-
tados excitados para el atomo de Helio, también lo hacemos para su serie isoelectrénica.
En la tabla 4.12 mostramos los valores de energia obtenidos con la funcion Wy ;3996 v los

comparamos con los calculados por Drake 2005y Can et al. 1992.
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Z] (~B)e | (~EVgg | (~BVgrs | (~Blang | (~Els | (=g | (~Els
2 | 2.90266 | 2.17503 | 2.14576 | 2.06864 | 2.06121 | 2.03575 | 2.03207
2.90372% | 2.17523% | 2.14597 | 2.06869* | 2.06127% | 2.03651¢ | 2.03359¢
3 | 7.27858 | 5.11034 | 5.04039 | 4.75198 | 4.73361 | 4.63702 | 4.62954
7.27991 | 5.11073 | 5.04088 | 4.75208 | 4.73376 | 4.63714 | 4.62978
4 1 13.6541 | 9.29664 | 9.18417 | 8.54682 | 8.51708 | &8.30039 | 8.28836
13.6556 | 9.29717 | 9.18487 | 8.54697 | 8.51731 | 8.30045 | 8.28849
5 | 22.0294 | 14.7333 | 14.5776 | 13.4529 | 13.4117 | 13.0263 | 13.0096
22.0310 | 14.7339 | 14.5785 | 13.4531 | 13.4120 | 13.0263 | 13.0097
6 | 32.4046 | 21.4200 | 21.2210 19.4702 19.4174 | 18.8146 | 18.7933
32.4062 | 21.4207 | 21.2220 19.4704 19.4178 | 18.8147 | 18.7935
7| 44.7797 | 29.3569 | 29.1143 | 26.5986 | 26.5343 | 25.6656 | 25.6395
44.7814 | 29.3577 | 29.1154 | 26.5988 | 26.5347 | 25.6657 | 25.6397
8 | 59.1548 | 38.5438 | 38.2575 | 34.8381 | 34.7624 | 33.5790 | 33.5483
59.1566 | 38.5446 | 38.2587 | 34.8384 | 34.7628 | 33.5791 | 33.5485
9 | 75.5299 | 48.9807 | 48.6508 | 44.1888 | 44.1015 | 42.5549 | 42.5195
75.5317 | 48.9816 | 48.6521 | 44.18910 | 44.1020 | 42.5550 | 42.5197
10 | 93.9049 | 60.6677 | 60.2940 | 54.6506 | 54.5517 | 52.5933 | 52.5533
93.9068 | 60.6686 | 60.2953 | 54.6509 | 54.5522 | 52.5935 | 52.5535

Tabla 4.12: Energias de los primeros estados excitados S de la serie isoelectronica del dtomo
de He con la base C3, con el factor Q3. ¢ Drake 2005, el resto de los valores son reportados
del trabajo de Can et al. 1992.
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\IJGR,ca,cc,N 6 <E>1S <E>235 <E>21S <E>33S <E>31S <E>22S
IV_38 0.4435 | 2.90239 | 2.17487 | 2.14575 | 2.06618 | 2.05602 | 0.52559
V310 0.4435 | 2.90254 | 2.17487 | 2.14576 | 2.06618 | 2.05603 | 0.73719

1V 513 0.451 | 2.90259 | 2.17489 | 2.14577 | 2.06838 | 2.06053 | 0.72277
V516 0.451 | 2.90259 | 2.17489 | 2.14577 | 2.06838 | 2.06053 | 0.73666
V719 0.70 | 2.90317 | 2.17513 | 2.14588 | 2.06853 | 2.06083 | 0.70465
V_724 0.70 | 2.90319 | 2.17513 | 2.14591 | 2.06853 | 2.06084 | 0.77063
VU3 cacenia N
1V 126 - 2.89567 | 2.17249 | 2.14172 | 2.04397 | 2.02038
V128 - 2.89576 | 2.17249 | 2.14173 | 2.04397 | 2.02086 | 0.77522
IV _3.2.26 - 2.90270 | 2.17503 | 2.14577 | 2.06863 | 2.06117 | 0.77211
V_3.232 - 2.90274 | 2.17503 | 2.14578 | 2.06863 | 2.06117 | 0.77576
Ezact 2.90372 | 2.17523 | 2.14597 | 2.06869 | 2.06127 | 0.7776

Tabla 4.13: Energia del primer estado doblemente excitado S del &tomo de He con las bases

GRy C3.

Estados doblemente excitados 2s>

Para finalizar este capitulo realizamos un estudio del primer estado doblemente excitado del

He. En la tabla 4.13 se muestran los valores de energia del estado 2s? 'S obtenidos con las

bases GR y C3. Se calcula con las configuraciones atémicas IV (1sls + (1s2s + 2s1s) +

(1s3s 4+ 3sls)) y V (IV + 2s2s), se puede notar que la inclusién de la configuracion 2s2s

no modifica la precisién de las energias de los primeros estados S. Sin embargo, se observa

que las energias del estado 2s? calculadas con las funciones de onda que incluyen el 2s2s

tienen buen acuerdo con los valores —0.7685 u.a. y —0.7776 u.a. reportados por Lipsky et

al. (1977)y Dulieu et al. (1989), respectivamente.
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4.4 Conclusiones

En este capitulo aplicamos el método de configuracion interaccion con correlacion angular
(CICA), y construimos funciones de onda para el estado fundamental y los primeros estados
excitados del atomo de He y su serie isoelectronica. Todas las funciones propuestas satisfacen
las condictones de cuspide donde el potencial coulombiano diverge y tienen un niumero de
coeficientes moderado. Fsto ha sido motivado, entre otras razones, por el deseo de proveer
a la comunidad colisionista de funciones de onda sencillas pero con precision similar a las

tradicionales funciones de Hylleraas, y que cumplan con las condiciones de Kato.



Capitulo 5

Sistemas atémicos de tres cuerpos con

masa nuclear finita.

Introduccion

Desde el punto de vista tedrico el problema de los tres cuerpos es muy importante porque
éste presenta la mayoria de las propiedades del problema de muchos cuerpos. El problema
no es trivial y sus soluciones no son conocidas. Por esta razén, el problema se comienza a
tratar bajo ciertas aproximaciones. En el capitulo anterior se realizaron todos los calculos
en la aproximacién de masa nuclear infinita, esto implica que los términos del hamiltoniano
multiplicados por 1/mj3 sean nulos resultando asi un operador més sencillo. En el caso men-
cionado, el término mLBVgg - V31 incluido en el operador D; (ecuacién (2.3)) es nulo.

Los estados ligados de diferentes sistemas reales (teniendo en cuenta la masa) han sido motivo
de estudio y se han propuesto funciones de onda aproximadas de diferentes caracteristicas
(Frolov y Yeremin 1989, Frolov y Smith Jr. 1995, Frolov 1998, Frolov 2000, Patil 2006 ).
En este capitulo construimos funciones de onda altamente correlacionadas para sistemas
atémicos de tres cuerpos, con masas generales, en los que una de las particulas esta cargada
positivamente y es mas pesada que las otras dos que estan cargadas negativamente. Las
funciones de onda son construidas con el método CICA presentado en el Capitulo 2. La efi-

ciencia de nuestro método es demostrada considerando los siguientes sistemas atémicos:
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sistemas tipo hidrogenoides cargados negativamente (*H~, T—, D=, 'H™ y Mu~); sis-
temas exdticos, sistemas neutros tipo helioides (e"e™ *He™, ee~ “He™, e"e~ 3He™?,
e p~ ®Het? e pu *He™ y e pu~ *Het?), y sistemas tipo-ion-litioides cargados positiva-
mente (e~e” ®Lit3 e7e™ TLit3 eme” CLiT3, e ®Lit3, e~ “Lit3 and e p~ Lit?). Las
energias calculadas con funciones con un nimero moderado de parametros lineales, son de
una calidad intermedia entre los valores altamente precisos presentados por Frolov ( Frolov
20006), y los obtenidos con funciones de onda simples como los dados en los trabajos de Flo-
res y Rivas-Silva 1999 y Ancarani y Gasaneo 2008. Una de las ventajas del método CICA
es que genera funciones de onda que satisfacen naturalmente las condiciones de ctspide de
Kato. Entonces las funciones de onda que construimos son (i) suficientemente simples y
precisas para ser usadas en calculos de colisiones atémicas; (ii) satisfacen exactamente las
condiciones de cuspide de doble coalescencia. Para la mayoria de los sistemas que estudiamos
en la literatura, no hay funciones de onda con estas caracteristicas.

En este capitulo presentamos nuestros resultados para los sistemas mencionados esto incluye
la expresion explicita de las funciones de onda, los valores medios de la energia y otras
cantidades fisicas, y las comparaciones detalladas de estos valores con valores “exactos” de

referencia, cuando estos estén disponibles.

5.1 Estado Fundamental.

En este capitulo aplicamos el método CICA, a sistemas tipo hidrogenoides cargados nega-
tivamente (Z = 1); sistemas neutros tipo helioides (Z = 2), y sistemas litioides cargados
positivamente (Z = 3). Dado que en esta seccién consideramos el estado fundamental de los
distintos sistemas, al construir las funciones de onda con las ecuaciones (3.20) y (3.21) , los
nimeros cuanticos ny y ng se fijan en 1. Con el objetivo de proponer funciones aproximadas
que sean razonablemente simples y suficientemente precisas, realizamos todos los calculos
con nip = 1, 2.

Proponemos funciones de onda con distintas calidades, definidas con 14, 18, 20 y 30 parametros.
Se debe notar que cuando las dos particulas livianas son idénticas, los coeficientes deben
satisfacer las relaciones de simetria discutidas en el capitulo 4, reduciéndose el ntimero de

coeficientes. De esta manera las funciones de 20 y 30 pardmetros resultan con 14 y 18,
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respectivamente.
Aligual que en el capitulo 4, testeamos la calidad de la funcién de onda de prueba calculando

la energia media del estado fundamental y los valores medios de otras cantidades fisicas. En

ninani2
ik

la Parte 1I de esta Tesis, presentamos los coeficientes lineales ¢ y las constantes de nor-
malizacién de las funciones de onda de la ecuacion (4.2) con Q' y Q' (con ecuaciones (4.8) y
(4.4)) respectivamente) para todos los sistemas mencionados. Para poder comparar nuestros
resultados numéricos con los valores de referencia dados por Frolov (Frolov 1998y  Frolov
2000), consideramos los mismos valores para las masas, que fueron sacados de Cohen y Tay-
lor 1998. Para los iones tipo hidrogenoides se tiene: la masa del protén m, = 1836.152701
me, la masa del deuterio my = 3670.483014 m,, la masa del tritio m; = 5496.92158 m, y la
masa muonica m, = 206.768262 m.. Para el nicleo de He?T | usamos ms = 7294.2996 para

el *He?" y ms = 5495.8852 para el He?*. Y para los nticleos Li** utilizamos los mismos

valores que Frolov (en Frolov 2006) ms = 10961.8968 para °Li™® y ms = 12786.3927 para

7Li+3.

5.1.1 TIones negativos *H ,H ,D~,T~ y muonio Mu~

En primer lugar consideramos los iones tipo-hidrogenoides, compuestos por dos electrones y
una tercera particula mas pesada con carga z3 =2 =1: *H~,H~, D™, T~ y muonio Mu~.
Todos estos sistemas tienen la particularidad que poseen un tnico estado ligado (el funda-
mental), un estado singlete con L = 0 y sélo difieren entre ellos en su masa nuclear. Como
ya mencionamos, dada la simetria del sistema, las funciones de onda resultan ser Wes3 7 10.2.14
v Wes 115018 con 14 v 18 coeficientes lineales, respectivamente. En la Tabla 5.1, las energias
medias y los valores medios de las cantidades radiales obtenidas con las funciones Wes3 1 10.2.14
v Wes 152,18 son comparados con los valores reportados por Frolov 1998 obtenidos con 800
funciones de base. La energia media obtenida para el sistema Mwu~ tiene una precision
relativa de 7.8 x 10™*. Precisiones similares se obtienen para el resto de los sistemas consid-
erados en la tabla. Consideramos que es un muy buen resultado teniendo en cuenta el bajo
nimero de términos usados en la base. Recientemente, Flores-Rivero y Rivas-Silva (1999)
propusieron funciones de onda para estos iones. Ellos comparan sus funciones denominadas
Eckart-Gaussiana con funciones de onda de Hylleraas de 4 y 10 términos, llamadas Wgy v

W1 respectivamente. La funcién de onda Wg19 da un valor de energia media de —0.526701
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wa. para el D™ y —0.526751 u.a. para T~. Debe mencionarse, que a diferencia de las
nuestras, estas funciones de prueba no satisfacen las condiciones de cuspide. Estos autores
no publicaron los valores de los coeficientes no-lineales de las funciones con las que realizan
sus calculos.

Como ya mencionamos, las funciones de onda aproximadas que proponemos se pueden mejo-
rar sisteméticamente, sin dejar de satisfacer las condiciones de doble coalescencia incluyendo:
(i) més correlacién angular, aumentando el valor de nis , o (ii) més términos en 2. Por ejem-
plo, para el ién *®H~ el valor de la energia obtenida con la funcién Wes 5109214 v 12 hasta
2 es —0.526438 u.a.; y si se usa ni2 = 3 (que implica que la funcién tiene 27 términos) la
energia obtenida mejora a —0.526666 u.a.. Por otro lado, cuando se incrementa el nimero
de términos en €2, por ejemplo aumentando de 14 a 18 coeficientes lineales, se puede ver en
la Tabla 5.1 que las energias obtenidas resultan mas precisas. Esto pone en evidencia las
contribuciones individuales de los factores de correlacion x y €2. En la Tabla 5.1, también
se puede ver que al aumentar el numero de términos en {2, no sélo se obtienen mejores

resultados para la energia sino también de los valores medios de las cantidades radiales.
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Mu~  'H- D~ T- ¥H-
Uesr0214 | 052373 0.52613 0.52628 0.52633 0.52644
(—E) | Weg 5005 | 0.52464 052703 0.52719 0.52724  0.52734

Exact | 0.52505 0.52744 0.52760 0.52765 0.52775
Ues 1004 | 256767 25552 255441 255415 2.55362
(rsi) | Wes 15008 | 2.67316 2.65922 2.65833 2.65804 2.65744

Exact | 272718 271209 2.71114 2.71082 2.71018
U r10014 | 9.88098  90.7846  9.77849 9.77646 9.77238
(r) | Wespasoas | 111969 11.0769 11.0693 11.0668 11.0617

Exact | 12.0742 11.9317 11.9227 11.9197 11.9137
Ues 1024 | 068758 0.69073  0.69093 0.69099 0.69113

<A> Wes p1s00s | 0.68110  0.68428 0.68448 0.68455 0.68468

Exact | 0.67965 0.68285 0.68306 0.68312 0.68326
Ues 10004 | 413923 412060 4.11942 4.11903 4.11824
(r12) | Wespas00s | 4.33763 4.31619 4.31483 4.31437 4.31346

Exact | 4.43928 4.41569 4.41419 4.41369 4.41269
Ues 10004 | 21,2130 21.0264 21.0145 21.0105 21.0026
(r3) | Wes p1501s | 23.8103 23.5761 235613 23.5564 23.5464

Exact | 25.5145 252372 252196 252138 25.2020
Ucs 10004 | 032140 032292 0.32302 0.32305 0.32312

<L> Wes p1s00s | 031259 0.31417 0.31427 0.31430 0.31437
Ezact | 0.30920 0.31081 0.31092 0.31095 0.31102

Tabla 5.1: Valores medios de energia y de varias cantidades radiales, para el estado funda-
mental de sistemas de tres cuerpos tipo hidrogenoides cargados negativamente, usando las
funciones aproximadas Wes 710214 ¥ Wes.r15.2.18- Los valores obtenidos se comparan con los
valores numéricos “exactos” reportados en Frolov 1998.
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5.1.2 Sistemas exoticos

Al igual que los sistemas de tres cuerpos estudiados en la seccién anterior, los sistemas
exéticos que estudiamos tienen carga nuclear Z = 1. El i6n positronio es el primer sistema
de una lista de sistemas de la forma e~e™ (nm,)* donde (nm.)" se refiere a particulas exdticas
cuyas masas son n veces la masa del positron, pero con la carga del positrén positiva (+).

Frolov noté que para los sistemas estudiados en esta seccién se pueden obtener expresiones
analiticas para los valores medios de la energia y cantidades radiales, como funciones de la

masa de la particula mas pesada, mg (Frolov 1998) a partir de la siguiente férmula:

aj(X)'

J
msg

(5.1)

(X (VH)) = (X (<H) +i

X (*°H™) representa cualquiera de las cantidades fisicas asociadas con los sistemas de tres
cuerpos que consideramos y los a;(X) son los coeficientes de la expansién de dichas canti-
dades en potencias inversas de la masa nuclear del sistema. Usaremos este resultado para
dar expresiones analiticas aproximadas para algunos valores medios. En primer lugar, trans-

formamos la serie infinita de ecuacion (5.1) en una serie finita,

(i) = (o) 4 3 250 52)

Ahora, fiteamos los valores numéricos previamente obtenidos utilizando la suma de ecuacién
(5.2). Se probaron diferentes nimeros de términos en la suma, hasta que los valores de la
expansion coincidieron con la ultima figura de los resultados variacionales obtenidos. La
mejor aproximacién en este caso correspondié a una serie con n = 6. Las expresiones
obtenidas para los valores medios, (E (™H ™)), (r3; (" H ™)) y (ri2 (™ H ")) como funcién

de la masa nuclear ms son:

<E (mBH’)> _ <E ("OH’)> n 0.561565  0.652826 n 0.81148

ms m3 m3
0.951078 0.785261  0.288451
B 4 5 - 6 (53)

mg ms mg



5.1 Estado Fundamental.

70
S U 3.25472  1.10482  0.944598
O T
0.617613  0.224979  0.025594
- 4 + 5 B 6 (5-4)
ms ms ms
e Ty o 5.00743  1.92955  1.45085
R I
_0.661701 B 0.0359845 B 0.125899 (5.5)
m; m3 mg '

Otros valores medios pueden obtenerse procediendo de manera similar.

En la Figura 5.1 (a), (b) v (c) se grafican los valores medios dados por las ecuaciones (5.3),

(5.4) vy (5.5) como funcién de mg. También se incluyen los valores numéricos dados en la

Tabla 5.2. El acuerdo es tan bueno como se esperaba, debido a que los parametros o;(X)

de la ecuacion (5.2) fueron ajustados para que los valores obtenidos con las ecuaciones (5.3),

(5.4) y (5.5) tengan la misma precisiéon que los valores dados en las tablas.
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Figura 5.1: Valor medio de la energia y valor medio de las distancias electron-nicleo y
electrén-electron, como funcién de la masa nuclear ms para sistemas exéticos.
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n | —Ecsri0214 | —Eesras218 | —EFrolov
1 0.260484 0.261393 0.262005
2 0.346577 0.347743 0.348372
3 0.390335 0.391537 0.392141
4 0.416905 0.418095 0.418673
5 0.434773 0.43594 0.436497
6 0.447618 0.448763 0.449303
7 0.457301 0.458425 0.458951
8 0.464862 0.465968 0.466483
9 0.470931 0.472022 0.472526
10 0.47591 0.476987 0.477484
20 0.499796 0.500797 0.501254
30 0.508346 0.509317 0.509759
40 0.512741 0.513696 0.514309
50 0.515418 0.516363 0.516793
60 0.51722 0.518158 0.518585
70 0.518515 0.519449 0.519872
80 0.519491 0.520421 0.520843
90 0.520253 0.52118 0.521601
100 0.520864 0.521789 0.522209
200 0.523635 0.524549 0.524964
1000 0.525875 0.52678 0.527191
00 0.526438 0.527341 0.527751

Tabla 5.2: Se comparan los valores de energias medias del estado fundamental de los sistemas
de la forma e~e™(nm,)" obtenidos con las funciones de onda aproximadas Wes 710914 ¥
W3 115218 con los valores numéricos “exactos” calculados por Frolov 1998.
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5.1.3 Sistemas helioides

En esta seccién consideramos los siguientes sistemas neutros tipo helioides: e~e > He™2,
e"e tHet? eme3Het? e pu He'? e p *Het? y e~ u 3 He™ de carga nuclear Z = 2. Los
resultados para las energias y otros valores medios obtenidos con las funciones Vs 119914
v Wes 115918 para los sistemas, e"e ™ He™?, e"e™*Het? y ee 3Het? son practicamente
los mismos dentro del grado de precisiéon considerado. Por esta razén, solo presentamos los
resultados con la maés sencilla de las funciones, Vs 1 102.14. En la Tabla 5.4 se muestran
los valores medios calculados, de la energia y otras cantidades fisicas. La precisién de los
calculos para los sistemas con masa nuclear finita resulta ser similar a la reportada para el
sistema e"e > He™2, 1.2 x 10~*. Para los valores medios restantes no hemos encontrado en
la literatura resultados con los que podamos comparar.

Para los siguientes sistemas tipo helioides no-simétricos, donde uno de los electrones es cam-
biado por un muén: e~ p~*He™? e p~*Het? y e~ 3 He™™ usamos las funciones de onda
Ues 10220 Y Yesrsaso que resultan de Yoz ri02.14 Y Wes 15218 pero sin la condicion
de simetria. En la Tabla 5.4 se puede observar la convergencia de los resultados en funcion
del nimero de términos en la serie 2. Cuando comparamos con los resultados “exactos”
la precision relativa para el valor de energia que se obtiene con la funcién Wes ;10000 para
el sistema e~ Het? es 4.3 x 107% y 3.5 x 107® con la funcién Wes 15930, resultando
ser del mismo orden. Sin embargo, si observamos en la Tabla 5.4, los valores medios de las
cantidades radiales obtenidos con la funcién Wes 115930 son mas precisos que aquellos que
son calculados con la funcién mas simple, W3 110.2.20- Por ejemplo, la precisiones relativas
de la cantidad <$> calculadas con las funciones Wes 715230 v Ve 7 10.2.20 son 2.42 x 1076
v 3,6 x 1072 . Si bien esta diferencia no se mantiene con todas las cantidades se puede ver
que aunque los resultados obtenidos en el cdlculo de la energia son de precisién similar, las
cantidades radiales estan mejor representadas por la funcién de mayor cantidad de términos,
Wes 1150 30, Teafirmando asi que no basta observar los valores de energia media para testear
la calidad de una funcién. A estas mismas conclusiones llegamos para los sistemas en los que
tomamos la masa nuclear finita, e~ p~ *Het? y e~ p~ 3He™2. Hay que notar, que a diferencia
de los sistemas de tres cuerpos estudiados previamente, los valores medios de r3; y 732 no

son iguales debido a que ahora las particulas 1 y 2 son diferentes.
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eTe”®He™ e e ‘Het? e e 3He™?
(—E) | Ves 10214 2.90337 2.90295 2.90282
Exact 2.90372 2.90330 2.90317
(rsi) | Vesr10.2.14 0.92947 0.92961 0.92965
Exact 0.92947 — -
<T§z> \11037[71072714 1.19281 1.19316 1.19327
Exact 1.19348 -
<$> W3 1109214 1.68730 1.68706 1.68698
Exact 1.68832 - -
(r12) | Wesri02.14 1.42163 - —
Exact 1.42207 - -
(r2) | Yes 110214 2.51472 2.51534 2.51555
Exact 2.51644 — -
<$> Ve 110214 0.94632 0.94620 0.94616
Exact 0.94582 — —

Tabla 5.3: Los valores medios de la energia y otras cantidades radiales del estado fundamental
de los sistemas e"e” ®He*?, e~e™ *He™ y e~e~ 3He*? obtenidos con la funcién Wes 7109 14
v Wes r15.2.18 son comparados con los valores numéricos “exactos”dados en Drake 2005.
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e p~CHe™ e p *Het? e p 3Het?
Us 110200 | A14.0365102  402.6372416  399.0423133
(—E) | Ues 5230 | 414.0365223  402.6372484  399.0423193
Ezxact 414.0365369  402.6372630 399.0423368
Wes 7110220 1.50053 1.49970 1.49945
(rst) | Wespis050 | 1.49996 1.50016 1.50024
Ezact 1.49996 1.50016 1.50022
Wes 7110220 2.99713 2.99500 2.99443
<T’§1> \11037[71572730 2.99955 3.00032 3.00070
Exact 2.99986 3.00065 3.00090
Wes 7110220 1.00028 1.00002 0.999919
<%> Wes 115230 1.00003 0.99990 0.999835
Exact 1.00004 0.99990 0.99986
Wes 7110220 0.00377 0.00376 0.00376
(rs2) | Yesr15.2.30 0.00363 0.00373 0.00376
Exact 0.00363 0.00373 0.00376
Wes 110220 | 0.000018898  0.00001890  0.00001889
(r3) | Yesras230 | 0.000017542  0.00001855  0.00001889
Exact 0.000017543  0.00001855  0.00001889
Wes 7110220 398.760 398.596 398.542
<é> Ues 5090 | 413.537 402.137 308.542
Exact 413.536 402.137 398.532
Wes 7110220 1.50054 1.49971 1.49945
(r12) | Yes.r.15.2.30 1.49996 1.50017 1.50025
FEzact 1.49997 1.50017 1.50023
Ues 10290 | 2.99715 2.99502 2.99444
(r2) | Yesr1s.2.30 2.99955 3.00033 3.00072
Exact 2.99987 3.00067 3.00009
W3 7110220 1.00026 0.99999 0.99989
<$> Wes 115230 1.00003 0.99988 0.99982
Exact 1.00002 0.99989 0.99985

Tabla 5.4: Los valores medios de la energia y otras cantidades radiales del estado funda-
mental de los sistemas e~ p~ ©He™, e~ *He™ y e~ 3Het? obtenidos con las funciones
WUes 1022 Y Yeosr1s.2.30 , son comparados con los valores “exactos”dados en el trabajo de
Frolov (2000).
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e"e” ®Lit3 e"e "Lit? e e LT3

(—E) | Ves 10214 7.27948 7.27889 7.27879

Ezxact 7.27991 7.27989 7.27989

(rs1) | Yesr102.14 0.57285 0.57290 0.57291
FEzxact 0.57277 -

(r2) | Wes 0014 | 0.44637 0.44644 0.44645
FEzact 0.44628 —

<$> Wes 110914 2.68651 2.68629 2.68626
Fzact 2.68792 -

(r12) | Yesr102.14 0.86224 0.86230 0.86231
FEzxact 0.86231 —

(riy) | Yes 10214 0.92709 0.92721 0.92723
FEzact 0.92706 —

<$> Vs 110214 1.56829 1.56818 1.56816
Fzact 1.56772 -

Tabla 5.5: Los valores medios de la energia y otras cantidades radiales del estado fundamental
de los sistemas e“e” ©Lit3, e7e” "Lit3 y e7e” Li*3 obtenidos con la funcién Ues 110914,
son comparados con los valores “exactos” dados en Drake (2005).

5.1.4 Sistemas litioides

Consideramos los siguientes sistemas tipo iones de litio, cargados positivamente y con la carga
nuclear Z = 3: ee” ®Lit?, e7e” TLi™, e7e” OLit3, empu™ ®Li™?, e TLit? y e pm SLiTS.
Ambos niicleos, "Li*? y SLi*3, tienen 3 protones, y varfa su niimero de neutrones, siendo éste
4 y 3 respectivamente.
Para los sistemas e“e~ ©Lit3, e7e™ "Lit? y e7e™ Li*3 los resultados de las energias y otros
valores medios obtenidos con las funciones Va3 110214 V Yesr15.2.18 son practicamente
iguales. Por esta razén, en la Tabla 5.5 sélo mostramos los valores medios obtenidos con
la més sencilla de las dos funciones, la W3 710.0.14. Cuando comparamos los resultados
obtenidos con los valores de referencia “exactos” la energia media tiene, aproximadamente,
una precision relativa de 5.9 x 107°, para todos los sistemas.

Finalmente, para los sistemas de tres cuerpos no-simétricos: e~ pu~ ©Lit3, e~ p~ TLit3
y e~ OLi*3 usamos la funciéon Wes f199290. Comparamos con los valores de referencia
“exactos” y el valor de energfa media obtenida tiene una precisién relativa de 9.8 x 1078, Lo
mismo se observa con los otros sistemas de masa nuclear finita considerados. Cabe aclarar

que para comparar nuestros resultados con los reportados por Frolov utilizando como valor

de la masa del mudn 206.7682838 u.a..
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e~ Mf ooL,L'+3

e TLi T3 e 6r4+3

("EY | Wos 110000 | 932.45724  917.65013  915.23126
Ezact - 917.65022  915.23135
(rat) | Wes 110000 | 0.750004  0.750064  0.750074
Ezact - 0.750041  0.750050
02 | Wesri0000 | 0749979 0.750098  0.750118
Ezact - 0.750085  0.750104
<%> Ues 10000 | 2.00012 1.99996  1.99993
Ezact - 1.09991  1.99989
(r23) | Wes 110200 | 000241817  0.00245727 0.00246378
Ezact - 0.00245727  0.00246377
%Y | Wesra0a20 | 0.0000078  0.0000080  0.0000081
Ezact - 0.0000080  0.0000081
<%> Wes 10090 | 620.305 610.434  608.821
Ezact - 610433  608.820
Ira) | Weosr10200 | 0.75001 075007 0.75008
Ezact - 0.75005  0.75006
%Y | Wesr10090 | 0.74999 075011 0.75012
Ezact - 0.75009  0.75011
<L> Ues 10000 | 2.00006 1.99989  1.99987

FEzxact

1.99986 1.99984

Tabla 5.6: Los valores medios de la energia y otras cantidades radiales del estado fundamental
de los sistemas e~ p~ *®Li*3, e~ "Lit? y e~ Li*? obtenidos con la funcién Wes 1109 20,

son comparados con los valores “exactos” dados en Frolov (2006).
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5.2 Estado Fundamental y Estados Excitados S con

Q=1.

En esta Seccién obtenemos funciones de onda aproximadas para el estado fundamental y los
primeros estados excitados S, para sistemas de masas generales. A diferencia de la Seccién
anterior, se fija el factor 2 = 1. De esta manera toda la correlacién angular se incluye a
traves del factor x5 (ecuacion (3.11)). Realizamos célculos con ny y ng hasta 4, incluyendo
las siguientes configuraciones: 1sls+ (1s2s+2sls)+ (1s3s+3sls)+ (1sds+4sls) y con nig
desde 1 hasta 5. Esto implica que para sistemas simétricos la funciéon de onda aproximada
resulta con 20 términos y para sistemas asimétricos con 35.

A los sistemas ya estudiados les sumamos sistemas donde las dos particulas cargadas nega-
tivamente son dos muones o un electrén y una antiparticula que se considera con la misma
masa que la particula, es decir: p~ (m,- =m,), d~ (mg- = mg) 0t~ (M- = my).

En la tabla 5.7 reportamos los valores de energia media para el estado 115 calculados con las
funciones propuestas y los comparamos con los valores numéricamente “exactos” sacados de
la literatura. Por ejemplo, la energia media del Mu~ tiene una precisién relativa de 1.7 x 1073
y las energias del resto de los sistemas tipo hidrogenoides se obtienen con precisiones simi-
lares. También consideramos sistemas en los que los dos electrones son reemplazados por
dos muones. Los resultados son comparados con los valores dados (en unidades muénicas)
en el trabajo de Frolov 1993. Aclaramos que el sistema [e”p~00™] no estd incluido en la
tabla porque no es estable (Rodriguez et al. 2009).

Para Z = 2, estudiamos una variedad de sistemas helioides. Cuando las dos particulas con
carga negativa son electrones se obtiene la energia del estado fundamental del *° He con una
precision relativa de 9 x 1074, y se obtienen resultados similares cuando se consideran masas
nucleares finitas.

Cuando se reemplaza un electrén por un muén en el He se tiene el sistema [e~p~ He*™] cuyo
estado fundamental fue estudiado en detalle por Frolov (2000). Los resultados obtenidos
para el estado fundamental estan en muy buen acuerdo con los valores de referencia, con
precisiones relativas de 3.7 x 1077, Esto mismo se repite con los “cuasi d4tomos” en los que

un electron es reemplazado por un p~, un d- oun t~.

En esta Seccién también se estudian sistemas litioides (Z = 3). En nuestros calculos logramos
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obtener la energfa del ién *° L con una precisién relativa de 4.6 x 1074, Las energias de los
dos is6topos "Li** y 6L se obtienen con precisiones similares. El sistema que se obtiene
al reemplazar en el Li™ un electrén por un muén [e~p~ Li**] ha sido estudiado por Frolov
(2006). Nuestros resultados tienen una precisién relativa del orden de 8.2 x 1077,

Cuando resolvemos el problema de autovalores generalizado (ecuacién (2.8)) con la base C3,
una unica diagonalizacién también provee de las energias y las funciones de onda para un
nimero de estados excitados n'?S. Todas las funciones de onda construidas forman un
conjunto ortogonal y su calidad depende de las configuraciones que se incluyan. En la tabla
5.8 mostramos los valores de energia obtenidos para los primeros estados excitados S de los
mismos sistemas que los estudiados en la tabla 5.7, con Z =2 y Z = 3. Queremos destacar
que en la literatura solo hay disponibles resultados para unos pocos de los sistemas que
hemos presentado. Para los sistemas de dos electrones, las precisiones relativas varian desde
1.3 x 107 (235) a 3.4 x 107* (415) y para los litioides dan un poco mejor. La energia del
primer estado excitado del helio mudnico ha sido estudiada con mucha precisién por Frolov
(2002). Nuestros resultados tienen una precisiéon del orden de 10~® para masas nucleares fini-
tas e infinitas. Para el resto de los sistemas no conocemos que existan resultados publicados

con los cuales sea posible comparar.
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23 = 1 <—E> 3 = 2 ‘ <—E> 3 = 3 <—E>
*H~ [e"e 0o™] 0.526860162 | [e"e™ *He*™]  2.90107544 | [e"e™ *LF]  7.27657671
0.527751017¢ 2.90372438¢ 7.27991341¢
"H™ [ememp™]  0.526554804 | [e"e™ *He*'|  2.90065336 | [ee™ "Li**|  7.27603060
0.527445881¢ 2.90330456¢ 7.27932152¢
D™ [eTe7d"] 0526707359 | [e"e” *He*T]  2.90051530 | [e~e” SLi**]  7.27588119
0.527598325% 2.90316721¢ 7.27922302°
T [e"e t"]  0.526860161 | [e-pu~ ©He*t]  414.036395 | [e-p~ ©Li*T]  932.456800
0.527649048" 414.036537¢
Mu~ [e"e~pt]  0.524161999 | [ep~ *He*t]  402.637158 | [e~p~ "Li**]  917.649469
0.525054806% 402.637263¢ 917.6502207
[ p oo™ 108.937959 | [ep~ 3He*™]  399.042262 | [e p~ SLi3F]  915.230650
399.0423374 915.2313557
[ p] 97.3747607 | [p p ©He*t]  599.850338 | [ump *Li3t]  1504.56570
97.5669834°
[~ p=dt] 102.803286 | [u~p~ ‘He?*]  582.399626 | [u~p~ TLi*t]  1479.62095
102.991911°
[ ptt] 104.756883 | [u~p~ 3He?*]  576.934471 | [p~p~ SLi*t]  1475.56380
104.944115° | [ep~ ®He*t]  3672.80537 | [ep~ *Li3*]  8445.76213
le"p™ "He*™|  2934.29713 | [e"p~ "Li3F]  7227.14146
2034.29719°
le"p~ 3He?t]  2753.15461 | [e"p~ SL**]  7079.22839
2753.15468°
le=d™ ®°He?'| 734146599 | [e~d~ *°Li**]  16519.1735
lemd™ "He*"]  4884.06275 | [ed™ TLi*T]  12836.7229
4884.06285¢
le=d™ 3He*t]  4401.92755 | [e~d~ °Lé*f]  12375.8962
le"t™ ©He*™]  11052.6571 | [e7t~ L% 24740.6194
[e"t~ “He?t]  6269.82985 | [e~t~ "Li3*]  17301.1660
6269.82989°
[e"t~ 3He?*]  5538.06345 | [e7t~ SLi**]  16555.5250

Tabla 5.7: Valores de la energia del estado fundamental de diferentes sistemas con masas
generales obtenidos con la funcién W 11 599 para los sistemas simétricos y con Wes vy 1535
para los asimétricos.
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<_E>23S <_E>zls <_E>33S <_E>3ls <_E>43S <_E>415
e”e” ©He?t | 2.17493965 2.14541020 2.06858102 2.06107284 2.03193872 2.02660791
2.17522938% 2.14597405% 2.06868907 2.06127199% 2.03651208% 2.03358672¢
ee” *He*t | 2.17464057 2.14511445 2.06829724 2.06078978  2.03165943 2.02633010
2.17493019% 2.14567859% 2.06840524% 2.06098908% 2.03623283% 2.03330782¢
ee” 3He®t | 217454273 2.14501773  2.06820440 2.06069722  2.03156807 2.02623837
2.17483231% 2.14558192% 2.06831238% 2.06089652¢ 2.03614146% 2.03321657%
e~ ®He*t | 413.661509 413.592074  413.567502 413.550045 413.519711 413.466971
413.661526°
e”pu” YHe?t | 402.262291  402.192862  402.168313 402.151997  402.124186 402.076234
402.262302°
e~ 3He?t | 398.667389 398.597957  398.573482 398.558098  398.531748 398.488673
398.667391°
popT CHe? | 449.708491  443.602738  427.716903  426.164448  420.140441 419.038311
pop YHe*t | 437.282598  431.329114  415.923494  414.406552  408.536567 407.457197
pop” SHe*t | 433.367758  427.467280  412.206764 410.702258  404.879938  403.808994
e"p” ©He*t | 3672.43040 3672.36096 3672.33635 3672.31794 3672.28551 3672.22673
e p” “He?t | 2933.92222 2933.85279 2933.82845 2933.81429 2933.78990 2933.74337
e~p” 3He?t | 2752.77972 2752.71029 2752.68579 2752.66729 2752.63585 2752.58384
e~d” ©®He*t | 7341.09102 7341.02158  7340.99683 7340.97617 7340.93684 7340.86131
e~d” “He?>T | 4883.68787 4883.61844 4883.59504 4883.58792 4883.56467 4883.51851
e~d” *He?>t | 4401.55263 4401.48320 4401.45880 4401.44316 4401.41603 4401.36417
e t™ ®He?t | 10994.3431 10993.9682 10993.8987 10993.8742 10993.8577 10993.8290
e t™ *He* | 6269.45491 6269.38548 6269.36106 6269.34497 6269.31719  6269.26585
e t” 3He*t | 5496.90325 5496.52832 5496.45889 5496.43417 5496.41420 5496.37711
e~e” ®°Li3t | 5.11015939 5.03941025 4.75173831 4.73309441 4.63433035 4.62515508
5.11072731¢ 5.04087674¢ 4.75207644¢ 4.73375186¢ 4.63713654¢ 4.62977459¢
ee” LT | 5.10975862 5.03913196  4.75136656 4.73315062 4.63396662 4.62641756
ee” SLi3T | 5.10969189 5.03894691 4.75130451 4.73266048  4.63390581 4.62472771
e~ LT | 930.957127  930.679386  930.582187  930.545785  930.512877  930.429896
e~p~ "Li*t | 916.150116 915.872416  915.775327  915.728570  915.693136  915.595106
e~p~ SLi3t | 913.731280 913.453578  913.356344 913.308876  913.256344 913.155126
pop~ L3t | 1056.61881  1041.99032  982.508707 978.653675  958.232493  956.335166
pwop” "Lt | 1039.75829  1025.32989  966.866304  963.060874  942.961199  941.079444
pop~ SL3T | 1037.00586  1022.61597  964.312364 960.519661  940.467046 938.591610
e~p~ LT | 8293.02191 8264.68708 8263.18714 8262.90937 8262.81215 8262.76518
e p~ TLi*t | 7225.64170 7225.36393 7225.26669 7225.21819 7225.16651 7225.04622
e~ p~ SLi*t | 7077.73086 7077.67822 7077.45109 7077.35367 7077.30009 7077.22961
e~d~ ®Li*t | 16517.6736 16517.3958 16517.2985 16517.2489 16517.1824 16517.0418
e~d” TLi*t | 12835.2417 12833.7419 12833.4641 12833.3669 12833.3186 12833.2597
e d” SLit | 12374.3964 12374.1186 12374.0214 12373.9725 12373.9107 12373.7814
e~t™ ®Li3t | 24738.1471 24736.6471 24736.3693 24736.2721  24736.2242 24736.1721
et~ "Lt | 17299.6661 17299.3883  17299.2911 17299.2440 17299.1817 17299.0050
et~ SLiT | 16476.7604 16475.2605 16474.9828 16474.8855 16474.8387 16474.7871

Tabla 5.8: Valores de la energia los primeros estados excitados S de diferentes sistemas con
masas generales obtenidos con la funcion Vs vy 15900 para los sistemas simétricos y con
Vo3 vr15.35 para los asimétricos.
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5.3 Conclusiones

En este capitulo mostramos la eficiencia de nuestro método CICA en sistemas de tres cuerpos
con masas generales. Consideramos el estado fundamental y los primeros estados excitados
S de los sistemas tipo hidrogenoides, helioides y litioides, en los que la masa nuclear puede
ser finita y las dos particulas livianas pueden ser iguales (dos electrones, dos muones) o di-
ferentes (un electrén y un muén combinados con p~, d~ ot~ ). Calculamos la energia media
y los valores medios de diferentes magnitudes fisicas relevantes, comparamos con valores de
referencia disponibles, observandose buena precision relativa en todos los casos. Usamos fun-
ciones de onda que satisfacen las condiciones de cispide de doble coalescencia y que tienen un
numero moderado de coeficientes lineales. Los valores de los coeficientes y la normalizacion
de algunas de las funciones propuestas los damos en tablas en la Parte II de la Tesis. Las
funciones de onda proporcionadas son lo suficientemente sencillas como para ser utilizadas
en el cdlculo de procesos fisicos. Segin nuestro conocimiento, en la literatura no se han dado
explicitamente funciones de onda tan simples y precisas (como las que presentamos aqui),
para todos los sistemas estudiados en este capitulo.

Es posible construir funciones de onda mds precisas aumentando el numero de términos en

(N, NjLN) . . .

la serie Oy, oy (T13,Te3,T12) y/0 incluyendo otras configuraciones (ny,ng,ng). Sin em-
bargo, como ya mencionamos, uno de nuestros objetivos es proveer funciones de onda con
un nudmero moderado de coeficientes y dar los valores de los mismos junto con las normal-
12a.ctones.

Por dltimo, los cdlculos se pueden extender a sistemas con carga nuclear mayor a 8. Si bien,
no hemos realizado estos calculos, sabemos que la correlacion entre las dos particulas juega
un rol menos importante al aumentar la carga, por lo que los valores de las energias van a

tener mejor coincidencias con los valores “exactos”.



Capitulo 6

Electrones de la capa K para atomos

neutros

Introduccion

La realizacion de nuevos experimentos (ver Bolognesi y colaboradores 2004 y 2005) que
involucran doble fotoionizacién de electrones de la capa K de atomos neutros plantea la
necesidad de contar con funciones apropiadas que tengan en cuenta la correlacién y también
la influencia de los electrones pasivos. En este capitulo calculamos funciones de onda, sim-
ples y fuertemente correlacionadas para describir los electrones de esta capa para sistemas

complejos.

6.1 Teoria

El potencial central V(r) para electrones en la capa K de atomos neutros puede ser escrito

(Mitnik y Miraglia 2005),

—2 asrt — 0,

-~ (6.1)

—2 asr — 00,
-
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donde Z es la carga nuclear. En particular, para iones tipo helioides Zx(r) =2 —Z. Para
atomos neutros, Z (r)/r representa el potencial estéatico creado por el resto de los electrones

en las capas externas. Consideramos el potencial de Hartree local dado por

r font lr — x\

donde (,, representan las funciones de onda de las capas externas (los electrones de la capa
K no se tienen en cuenta en la suma). Para el cdlculo del potencial estatico (Ec. (6.2)), se
usan por ejemplo funciones de Roothaan-Hartree-Fock, tabuladas por Bunge (1993). Estas
funciones satisfacen las condiciones de cuispide electron-nicleo. El potencial que se introduce
para tener en cuenta los electrones mas externos, es local, y no incluye el intercambio con
estos electrones. Esto se justifica ya que, el efecto del intercambio es despreciable porque
la capa K esta bien separada de las capas mas externas, tanto en la energia como en las
coordenadas espaciales.

En nuestros célculos aproximamos Zk (r) como una combinacién de exponenciales

3
= Zje (6.3)
J=1

La condicién asintética r — 0 (Eq. (6.1)) impone que

i Z; = (6.4)

Jj=1

En la Tabla 1 del trabajo de Mitnik y Miraglia (2005) se listan los pardmetros Z; y p;

para atomos que van del Li al Xe.

6.2 Resultados

El objetivo de este capitulo es usar las funciones simples y precisas de ecuacién (4.1), para
estudiar sistemas complejos. Estas funciones tienen dos y tres parametros variacionales y son
comparadas con las propuestas por Mitnik y Miraglia 2005 que aca llamamos W,y v Wy, La
funciéon W tiene el mismo tipo de correlacién angular que la de la funcién propuesta por Le

Sech (1997) para los iones helioides. En la Tabla 6.1, presentamos los resultados obtenidos
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Z 5 ] €200 C400 —(E)

Varr3e | 10 | 3.48199 0.75224 71.1955
Yarrss | 10| 3.38635 0.679698 0.429059 71.1959
Uoarm 10 | 3.38409 1.19155 71.1952
v, 10 | 1.52516 1.71493 71.1955
Varr39 | 18| 6.67782 1.69 246.564
Varrs3 | 18| 6.39091 1.50418 3.55039  246.564
Vv 18 | 6.53434 1.8049 246.563
U 18 | 2.89978 2.58327 246.564
Var 32 | 36 | 13.5696 4.12732 1057.25
Varrss | 36 | 13.6759 3.90963 19.7189  1057.25
Uoarm 36 | 13.3912 2.84307 1057.25
v, 36 | 5.89382 4.04847 1057.25
Weopr3a | 54 | 19.1875 8.09173 2473.17
Var 53 | 54 | 19.8356 8.32169 —33.8045 2473.17
Vv 54 | 18.8523 3.98216 2473.17
U 54 | 8.45105 5.66696 2473.17

Tabla 6.1: Las energfas medias para electrones en la capa K de dtomos neutros con Z = 10, 18, 36
y 54, son comparadas con las obtenidas con las funciones Wy y V.

minimizando la energia media de los electrones de la capa K, en el estado fundamental de
atomos neutros (Rodriguez et. al 2007) .

Se estudian cuatro a&tomos neutros con carga nuclear, Z igual a 10, 18, 36 y 54. Las funciones
U v ¥y han sido recalculadas para obtener el mismo nivel de precisién que con las nuevas
funciones propuestas, GR. El mejor valor de energia media de estado fundamental del 4&tomo
de Ne (Z = 10) se obtiene con la funcién de onda GR3. Sin embargo, con la funcién similar
U; se obtiene una energia comparable a la obtenida con la més simple de las funciones
Uar 3o (con sélo dos pardmetros). Los valores de energia obtenidos con los tres tipos de
funciones para los atomos de Ar, Kr y Xe son similares. Pero, es bien sabido que la energia
media no es el Unico criterio para evaluar la calidad de una funcién de prueba. Por esto,
en la Tabla 6.2, analizamos algunas propiedades locales, como valores medios de cantidades
radiales. También analizamos otra propiedad global, como el virial, que en casi todos los

casos se aparta del 2 (que es el valor exacto) recién en la cuarta cifra decimal.
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A (r12) (r?,) (1/7r12) (R) (ry.r2) virial
Warrae | 10 ] 0.23063 0.06666 5.91411 0.236797 —0.00037 —2.0027
Yar s | 10 ] 0.23077 0.06681 5.91472  0.236904 —0.00038 —2.0017
\SVaY: 10 | 0.2306 5.916 —2.0023
Varrae | 18] 0.12568 0.01981 10.8713  0.129453 —0.00006 —2.0021
Varrss | 18] 0.12573 0.01984 10.8726  0.12949 —0.00006 —2.0013
\ISYaY: 18 | 0.12566 10.872 —2.0019

Uorrao | 36 [ 0.06197 0.00482 22.0835 0.0639333 —7.4918 x 107¢  —2.001
Uorrss | 36 [ 0.06195 0.00482 22.0746 0.0639381 —7.4342 x 107  —2.0007
Wy |36 ] 0.06194 22.0716 —2.0009
Uorrao | 54 0.04115 0.00212 33.2352 0.0425003 —2.3519 x 107¢ —2.00004
Uorrss | 541 0.04115 0.00212 33.2355 0.0424993 —2.2817 x 107¢  —2.0001
W | 54 ] 0.04115 33.237 —2.0000

Tabla 6.2: Valores medios de cantidades radiales para electrones en la capa K de dtomos neutros
con Z =10, 18,36 y 54, son comparadas con las obtenidas con las funciones Wy y V.
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6.3 Conclusiones

Continuando con la linea de los capitulos 4 y 5, hemos aplicado nuestras propuestas de fun-
ciones de onda para describir electrones de la capa K de dtomos neutros. Comprobamos que
nuestra metodologia también resulta exitosa para el tratamiento de estos sistemas. La forma
simple de las funciones permiten que sean usadas para cdlculos de procesos que involucran

dos electrones activos.



Parte 11



Capitulo 7

Funciones de onda para diversos

sistemas.

Introduccion

Como ya mencionamos en la Introduccién, la busqueda de la solucién al problema de tres
particulas cargadas ha sido motivo de muchos trabajos de investigacién que han dado ori-
gen a diversas propuestas de funciones de onda aproximadas. FEn la primera seccion de
este capitulo realizamos una recopilacién de las funciones de la literatura mencionadas a lo
largo de la Tesis con sus respectivas referencias. En la segunda seccién presentamos tablas
comparativas de resultados obtenidos con las funciones de onda construidas con nuestra
metodologia y con las de la literatura. En cada tabla consta la referencia a la ecuacién
con la que fue obtenido el resultado que se esta mostrando, la referencia al trabajo donde
fue publicado y en muchos casos se especifica la pagina donde se muestran los valores de
la normalizacién y los coeficientes de la funcién para el estado fundamental de ese sistema
en particular. Por la extensién de las tablas, no se incluyen estos ultimos datos para las
funciones de ondas de estados excitados. Sin embargo, toda esa informacién se encuentra

disponible.
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7.1 Definiciones de las funciones estudiadas.

7.1.1 Funciones Sofisticadas

Son funciones que se obtienen mediante calculos altamente sofisticados debido a que requieren
de cientos o miles de pardametros variacionales. Resultan ser altamente precisas en el calculo
del valor de la energia de los estados fundamental y excitados. Si bien verifican las condiciones

de Kato numéricamente no cumplen con estas condiciones de manera formal.

Pekeris [1] ‘
LIJPekeM's = 67%(u+v+w)F(u + v+ w) (7].)
con
F= " A(l,m,n)Ly(u)Ly(v)Ly(w), (7.2)

Il,m,n=0

donde u, v y w son las coordenadas perimétricas definidas por:

u = €(rg+rip—r1), (7.3)
vo= 6(7’1 -+ 1o — TQ),
w = 2€(ry+ 19 —112),

e =+ —FE, con E la energia del sistema y L,(w) denota el polinomio de Laguerre nor-

malizado de orden n :

Ly(w) = ]:0 (Z) (_];“‘!’ r (7.4)

Thakkar A. J. y Koga T. [2] ‘

1
Uy = e Y ggsimmdApmigylrmmalv, (7.5)

=1
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con U =T7Ty9,S=T1+Toyt=17] —T9.

Donde A y v son pardametros positivos que no necesitan ser enteros. [;, m;, n; son enteros
no negativos sujetos a la inecuacién 0 < Ll; + 2Mm; + Nn; < P, en la que L, M, N y P
también son parametros enteros positivos que permiten una optimizacién sistematica de los

ordenes de los términos. Esto permite potencias de s y u, fraccionarias y negativas.

Drake G. W. [3]
(L/2]
\I/Drake = Z Zcp,th(&vﬁ)rlllrlZQ Z }/llml (fl) szg (?2) X <l1l2m1m2‘LM> ) (76)
1=0 p mi,mza
con
Xpla, B) = rirgriye 0, (7.7)

donde p es un indice que representa la combinacién de tres valores no negativos {i, j, k}

para las potencias.

7.1.2 Funciones Intermedias

Son funciones que siguen siendo altamente correlacionadas y precisas pero con un numero
de pardmetros menor (no mas de 30 o 40). No tienen el comportamiento asintético correcto
y fallan en la descripcién de propiedades locales, tales como las condiciones de ctspide en

los puntos de doble coalescencia.

Hylleraas ‘

Vg = Z Cranme *?stumt (7.8)

CON § =71+ T, t =71 —To VU =T19

Chandrasekhar S. y Herzberg G. [5] ‘
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Uy = Ne 2k (1 + xqu+ xot” + X35 + X458 + X5u” + Xgsut (7.9)
Xt u + Xsu® 4 Xot*u? + X108t% + X118° + Xiot U+

Xl3“4 )

Hart J. F. y Herzberg G. [6]

Vyg = N e‘é’“S (1 + xu + X2t2 + X35 + x452 + x5u2 + Xesu+ (7.10)
Xt*u + xgu® + Xot?u® + X105t” 4 X118° + Xt u'+
X1t 4 Xat + xpst?u® + X187 + xirst + Xpsstiut

X19t4)

Kinoshita T. [7] ‘

0,00

L e"3° Z cl’mmslpmq”, (7.11)

l,m,n

con s, p=u/sy q=t/u cuyos dominios son (0,00), (0,1) y (—1,1) respectivamente.

7.1.3 Funciones Sencillas

Son funciones con dos o tres parametros variacionales, obviamente no tan precisas como
las sofisticadas e intermedias, pero que tienen una expresion analitica sencilla. Esto a su
vez permite en general, obtener expresiones analiticas de valores medios de distintos oper-
adores. En muchos casos estas funciones se construyen de manera tal que satisfagan algunas

condiciones de la solucién exacta.

Bonham y Kohl [§]

U = (0, 20) [1+ burge 7] g, (5, Z) [e + barfge o] +
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waos (Z5, Z@) 670&3 2 (712)

con U, = e—Z1rm1—2Z272 4 e—Z2r1—2Z172

Modelo de particula independiente [9] ‘

Uypy = e Fes (ro147s2) (7.13)

Myers C. R. et al. [11] ‘

lI/]VIyers = e_Z (r31+r32)er12/2 (714)

Kleinekathofer U. Et al. [12]

Up; = N [e‘Z (14 erg) ETVITE g8 om 2 (1 gy ) ETD/OTL 0 ”} x(7.15)
1
1 o —A 712
( 1+2x° )
con 8= —ZQ—QE,c:(Z’gfﬁZEﬁ1

‘ Le Sech C. [10, 13] ‘

senh(Ars)
)\7“2

de

Wrs1990 = N&1,5(11)E,,5(T2) uy (112), (7.16)

donde las &, (r) son funciones hidrogenoides y uj°(r12) es una funcién Coulombiana

regular.

1
Ursi997 = N e 2™ e 272 [cosh (A7) + cosh (A7y)] [1 + 512 e‘”l"’] (7.17)

Flores Rivero y Rivas-Silva [14]
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Upprpry = €7 (1 + U+ cot? 4 35 + 48 + c5u® + cgsut (7.18)

crst® + cgt®u + cou®)

Patil S. H. [15] |

Para estados (1s)(ns), Patil propone la funcién

\I/p[[ = A [¢(T1) B_Z 2 + e_Z 1 @(TQ)} fi(’l“lg) (719)

con ¢(r) = (r+ co) "™ "F(1 — n,2,2a,(r + cp))e " go(r), donde A es la normal-
izacion, los signos + y — son para los estados singlete y triplete respectivamente, y f.
=1—[e™m2/(1+2)\)] y f- =1— [e*"2/(1 4 4\_)] son sus funciones de correlacién

correspondientes.

| Patil S. H. [16] |

Upppp = e 2 ot (1 + %) (7.20)

7.1.4 Funciones propuestas.

Funciones GR y C3 [17, 18, 19, 20, 21, 22, 23]

200, +1— ¢ PniingH1r12

— cc
VGR cace N = g @(n1, pgy, m31) (N2, fige, T23) 23 in’m’ﬁm-w (731,732, 712)
ni,n2 n1,n2 '
(7.21)
AT,
§ : 12712 cc
\PC3,ca,cc,n12,N - @(nlv H31, 7'31) QD(TLQ, H3o, /r23) lFl —ny2, 27 —2 N1y in,ng,nlg (T317 32, 7'12)

ni,m2,n12

(7.22)
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donde denominamos

cc o (ninet) i 7 k
in,ng,t(r?)la 32, T12) = E Cigk  T31T32T12 (7.23)
i,5,k#1

L Bryny Sieslabase GR.
niy  sies la base C3.

ca: indica las distintas configuraciones atomicas que la funcién de onda tiene en cuenta,
y se considerara la siguiente notacion,

I :1sls (estado fundamental).

IT  :1sls+ (1s2s+ 2sls)

IIT :1sls+ (1s2s+ 2sls) + 2s2s

IV :1sls+ (1s2s + 2sls) + (1s3s + 3sls)

Vi 1sls+ (1s2s + 2sls) + (1s3s + 3sls) + 2s2s

VI :1sls+ (1s2s 4 2s1s) 4 (1s3s + 3sls) 4 (1sds + 4sls)

VII :1sls+ (1s2s + 2sls) + (1s3s + 3sls) + (1sds + 4sls) + 2s2s

cc : indica las configuraciones correlacionadas, es decir cudl de las funciones 2 ha sido
utilizada.

N: es el nuimero total de coeficientes de la funcién, incluyendo los lineales y los no-lineales.
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7.2 Resultados

NP= numero de pardametros en las funciones de prueba.

7.2.1 Sistemas en la aproximacion de masa nuclear infinita

I6n H-

1S

Funcion Ec. <-E>|<r> |<r> <re> | NP | Ref. Coef.yN, Pag.
U nryers 7.14 | 0.4674 — — — 0 [11] 44
U par 7.13 | 0.47266 | — - - 1 ][9] 43
Uprrr 7.20 | 0.4833 — — — 0 [16] 44
Y ara 4.18 | 0.5198 2.31896 | 7.3499 3.70934 | 1 [19] 45
Ve ho 721 |05199 |- - - 2 | [18] 52
V151997 7.17 | 0.5252 — — — 2 [13] 106
VaRr 175 7.21 | 0.52532 | 2.48061 | 8.94859 | 3.98482 | 5 [18] 107
VaR 153 7.21 | 0.52576 | 2.54844 | 9.56148 | 4.09253 | 3 [18] 107
Upk 7.12 | 0.52592 | — — — 4 8] 106
Vesrro10 | 722 | 0.52597 | 2.53055 | 9.49529 | 4.31346 | 10 | — 108
Upk 7.12 0.52600 | — — — 4 8] 106
Ues 15926 7.22 | 0.52623 | 2.58835 | 10.0858 | 4.16804 | 6 -
Ueos 10214 | 1.22 0.52644 | 2.55362 | 9.77238 | 4.11824 | 14 [22]
Up; 7.16 | 0.5265 — — — 1 [12] 106
VaRrr 159 7.21 0.52653 | 2.59291 | 10.3122 | 4.20121 | 9 [18] 107
Uesviiseo | 7.22 | 0.52686 | — - - 20 | [23]
Uesras01s | 7.22 | 052734 | 2.65744 | 11.0617 | 4.31346 | 18 | [22] 108
VUaRr 12114 7.21 0.52743 | 2.63703 | 10.7723 | 4.27402 | 14 [18] 107
Uesro1o90s | 7.22 | 04.5275 | 2.6667 | 11.1969 | 4.32982 | 28 108
. 711 | 0.52764 | - - - 20 | [6] 106
Veorraror | 7.21 | 0.52767 | 2.68987 | 11.54060 | 4.37397 | 27 | [1§] 107
FEzxacto® 0.52775 | 2.71018 | 11.9137 | 4.41269 (24, 26]

Tabla 7.1: tabla comparativa para el ién H ™.
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Atomo de He
1S
Funcion Eec. <—-E>|<r > <rf> <rip>| NP | Ref | Coef.yN, Pag.
Vipnm 7.13 | 2.8477 0.888889 | 1.0535 1.2963 |1 [9] 43
Viaryers 7.14 | 2.8555 0.93769 | 1.19667 | 1.50153 | 0 [11] | 44
Vprrr 7.20 | 2.8766 0.84335 | 0.951741 | 1.29984 | 0 [16] | 44
Y Ara 4.18 | 2.8954 0.92667 | 1.17104 | 1.43755 | 1 [19] |45
Up 7.16 | 2.9000 — 2.329 - 1 [12] | 109
VGRe 7.21 | 2.9013 — — — 2 [18] | 52
Uos 1396 7.22 | 2.9019 0.93178 | 1.19878 | 1.42076 | 6 — 111
Usk 7.12 | 2.90142 | — — — 4 8] 109
Upk 7.12 1290192 | — — — 4 8] 109
VYaRr 153 7.21 | 2.90196 | 0.93214 | 1.19928 | 1.42146 | 3 [18]
Urs 7.17 | 2.9020 — — — 2 [13] | 109
VYar 1135 7.21 | 2.90230 | — — — 5 —
VYer175 7.21 | 2.90286 | 0.92893 | 1.18977 | 1.41951 | 5 [18] | 110
VUesrro1g | 7.22 |2.90307 |0.92941 | 1.19191 | 1.42116 | 10 | —
Vorrrrie | 7.21 290310 | — — — 12 | —
Wesrraazo | 722 1290320 | — — — 20 | —
Varvirral | 7.21 | 2.90321 | — — — 31 —
Ues 10014 | 722 | 290337 | 0.92947 | 1.19281 | 1.42163 | 14 | [20] | 111
VUeosris01s | 7.22 | 2.90339 | 0.92954 | 1.19353 | 1.42188 | 18 | — 111
Weosroro9s | 7.22 | 290356 | 0.92959 | 1.19382 | 1.42211 |28 | — 111
Yo 7.10 | 2.90360 | — — — 6 [5]
VYaRr 159 7.21 | 2.90653 | 0.92927 | 1.19245 | 1.42121 |9 [18] | 110
Ueorrot1a | 721 | 2.90342 | 0.92970 | 1.19443 | 1.42222 | 14 | [18] | 110
Verrasor | 721 | 2.90359 | 0.92959 | 1.19348 | 1.42207 |27 | [18] | 110
Yo 7.10 | 2.90370 | — — — 14 | 5]
Yy 7.11 | 2.90372 | — — — 20 6] 109
Ezacto 2.90372 | 0.929472 | 1.19348 | 1.42207 3]

Tabla 7.2: Tabla comparativa para el estado fundamental del 4tomo de He.
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‘Funcio’n |Ec. ‘<—E>‘<r1>‘<rf> ‘<T’12>‘NP‘R6]C‘
| | (15)(25)°5 |
W 151990 7.16 | 2.17482 | 2.5583 | 11.5561 4.4653 | 3 [10]
Vervrisil 7.21 2.17487 | 2.55427 | 11.5018 4.45945 | 11 —
\11037\/[7175720 7.22 2.17494 — — — 20 [23]
lIJO{«}JL&QJO 7.22 2.17502 — — — 10 —
Varvirss: | 7.21 | 217513 | — - 31 —
Uprr 7.19 | 2.1751 2.552 - 4.443 1 [15]
Vesrraaoe | 722 | 217521 | — - — 20 | —
Ezacto 2.17523 3]
| (1s)(2s)'S |
lIJO:BJ/LL5720 7.22 2.14541 — — — 20 [23]
Uprr 7.19 | 21455 |3.025 |- 5.373 1 [15]
\IJ037[[7372710 7.22 2.14566 - _ _ 10 _
Varvisil 7.21 2.14575 | 2.9768 | 16.1321 5.27827 | 11 -
Vervirrsr | 7.21 | 2.14591 | — — — 31 _
\11037[\/7373724 7.22 2.14591 _ _ _ 24 _
Exacto 2.14597 | — - - 3]
| (15)(35)3S |
\IJC?;,VLL&QO 7.22 2.06858 — — — 20 [23]
Uprr 7.19 | 2.0686 5.865 11.01 1 [15]
Varvrisil 7.21 ] 2.06861 | 5.85811 | 68.7172 11.0027 | 11 —
\IJGR,VII,7,31 7.21 2.06867 31 —_
Weos rvgsgos | 1.22 | 2.06868 2 —
Ezacto 2.06869 (3]
| | | | | (15)(35)'5 | ]
Weos vr1.5.20 7.22 2.06107 — — — 20 [23]
Uprr 7.19 |2.0613 | 6.482 12.24 1 [15]
Varvisil 7.21 | 2.06120 | 6.49757 | 85.3021 12.2754 | 11 -
‘;[JGR,VIIJ,Sl 7.21 2.06125 - — - 31 _
Ves rvgsos | 7.22 2.06124 | — - _ o1 |
Ezacto 2.06127 (3]
| | (1s)(4)°5 |
\11037V[7175720 7.22 2.03194 — — — 20 [23]
Vervrain 7.21 | 2.03373 | 8.86247 | 162.88 16.9989 | 11 —
\1103,[\/7373724 7.22 2.03453 - — — 24 —
“IJC3,VII,3,2,26 7.22 2.03575 - — — 26 —
\I/GRJ/]]77731 7.21 2.03637 - — — 31 _
Exacto 2.03651 3]
(1s)(4s)'S |
Veosvrisoo | 7.22 | 2.02661 | — - — 20 23]
Varvisil 7.21 | 2.02878 | 8.38887 | 164.287 16.9508 | 11 —
Vesrvgsos | 7.22 | 203021 | — —~ - 2 | —
WUeosvrrsoos | 7.22 | 2.03207 | — - - 2% _
VYorvirrasr | 7.21 2.03325 | — - - 31 _
FExacto 2.03359 3]

Tabla 7.3: Tabla comparativa para los primeros estados excitados S del 4tomo de He.
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Serie isoelectrénica del atomo de He.

1S

Funcion ‘ Ec. ‘ ion ‘ <—-FE> ‘ NP ‘ Ref. ‘ CoefyN, Pag.
Uy py 713 | Lit | 72227 |1 | (9] |43
Waryers 7.14 72346 |0 | [11] | 44
Uprrr 7.20 7.2555 0 [16] | 44
U anc 4.18 7.26670 | 1 9] |45
Up 7.16 72749 |1 | [12]
Uesvriseo | 722 7.27658 | 20 [23]
VGRa 7.21 727776 | 2 [18] | 52
Upk 7.12 727806 |4 | [8] | 112
W1 51997 717 7.2781 2 [13] 112
Ves 17210 7.22 7.27916 10 -
Uos 11508 | 7.22 72797 |18 | - 114
Uyn 7.11 7.27990 | 20 [6] 113

Exacta 7.27991 3]
Urpn 7.13 Be*t | 135977 | 1 [9] 43
Yiryers 7.14 13.6115 | 0 [11] 44
Uprrr 7.20 13.631 |0 | [16] | 44
Usnc 418 13.6384 |1 | [19] | 45
Up 7.16 13.6499 |1 | [12]
Uaro 7.21 13.6535 |2 | [18] | 52
U1 51997 717 13.6535 | 2 [13] | 112
Ves 210 7.22 13.6547 | 10
VUesr15.90.18 | 7.22 13.6551 18 -

Ezxacta 13.6556 (3]
Uy 713 | B 219727 |1 | 9] |43
Untyers 7.14 219877 |0 | [11] | 44
Uprrr 7.20 22.0054 | 0 [16]
U ARG 418 22.0108 | 1 [19]
Up; 7.16 22,0249 | 1 | [12]
U 51007 7.17 22,0286 |2 | [13] | 112
VUGRo 7.21 22,0280 |2 | [18]
Uos 7010 | 7.22 922.0301 | 10 | —
Ves 15018 | 7.22 22.0305 18 — 114
Uyn 7.11 22.0309 | 20 6]

Ezacta 22.0310 | 113 | [3]

Tabla 7.4: Tabla

comparativa para la serie isoelectronica del atomo de He.
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1S
Funcion \ Eec. \ 0on \ < —F > \ NP \ Ref. | Coef.yN, Pag.
U1 par 713 | O [ 323477 |1 | 9] |43
Uryers 7.14 323634 |0 | [11] |44
Uprrr 7.20 32.3796 | 0 | [16]
Ly 418 32.3837 |1 | [19]
Up 7.16 32,4000 |1 | [12]
Vo 7.21 324043 |2 | [18] |52
Uos 7010 | 7.22 324054 | 10 | —
W 15018 | 7.22 324058 |18 | — | 114
Ezacta 32.4062 (3]
Urpn 7.13 Nt 447227 |1 [9] 43
Yiaryers 7.14 44.739 0 [11] |44
Uprir 7.20 447538 |0 | [16]
U 4ne 418 447571 |1 |19 |45
Up 7.16 447750 |1 | [12]
Uim 7.21 447794 |2 |18 |52
Ve rom0 | 7.22 447805 |10 | —
W 15008 | 7.22 447810 |18 | — | 114
Ezxacta 44.7814 3]
Vipn 7.13 Ot [59.0977 |1 9] 43
Uryers 7.14 59.1144 |0 | [11] |44
Uprp 7.20 50.128 |0 | [16]
U pc 418 59.1307 |1 | [19] |45
Up 7.16 59.1500 | 1 | [12]
Ve 7.21 59.1545 |2 | [18] | 52
Uos 7010 | 7.22 59.1557 | 10 | —
W 15048 | 7.22 591561 |18 | — | 114
Uy 7.11 59.1566 | 20 | [6] | 113
Ezacta 59.1566 (3]
U1 par 713 | T | 754727 |1 | 9] |43
Uaryers 7.14 75.4897 |0 | [11] |44
Uprrr 7.20 75.5023 | 0 | [16]
U ne 418 75.5045 |1 | [19] |45
Up 7.16 75.5250 | 1 | [12]
Vere 7.21 75.5295 | 2 [18] | 52
Uos 7210 | 7.22 75.5308 | 10 | —
Ezacta 75.5317 (3]
Urpar 713 | Neot | 93.8477 |1 | [9]
Utyers 7.14 93.865 |0 | [11]
Uprir 7.20 93.8766 | 0 | [16]
gy 418 03.8786 | 1 | [19]
Up 7.16 93.9000 | 1 | [12]
Vo 7.21 03.9044 |2 | [1§]
Uy 7.11 93.9068 [6]
Ezacta 93.9068 (3]

Tabla 7.5: Tabla comparativa para la serie isoelectrnica del dtomo de He.
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7.2.2 Sistemas con masa nuclear finita

s
Funcion ‘ Ee. ‘ ‘ <—-FE> ‘ NP ‘ Ref. | Coef.yN, Pag.
Ues 10214 | 722 | TH- 052613 [ 14 | [20]
Vesyrisao | 7.22 0.52655 |20 | [23]
Ves 115218 | 7.22 0.52703 | 18 | [20] 115
Exacta 0.52744 [24, 26]
@037[71072714 7.22 | Mu~ | 0.52373 14 [20]
Wesviasoo | 7.22 0.52416 | 20 | [23]
Vesrasoas | 7.22 0.52464 | 18 [20] 115
Ezacta 0.52505 [24, 26]
Ucs 10004 | 722 | D- | 0.52628 [20]
Vesvrisao | 7.22 0.52670 [23]
Ves 115218 | 7.22 0.52719 [20] 115
Exacta 0.52760 [24, 26]
Ueos 10214 | 122 | T 0.52633 14 [20]
Uy rasa0 | 7.2 0.52686 |20 | [23]
Ves ra521s | 7.22 0.52724 | 18 | [20] 115
Ezacta 0.52765 [24, 26]

Tabla 7.6: Tabla comparativa para sistemas hidrogenoides.
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1S

Funcion ‘ Eec. ‘ <—-FE> ‘ NP ‘ Ref. | Coef.yN, Pag.
\11037[71072714 7.22 {6_6_ 4H€+2} 2.90065 14 [20] 116
Vesvrisao | 7-22 2.90295 20 (23]
Ezxacta 2.90330 (24, 26]
@037[71072714 7.22 {6767 3H€+2} 2.90051 14 [20] 116
Vs vrisoo | 7.22 2.90282 20 23]
Ezxacta 2.90317 [25]
Ueosyrasoo | 7.22 | [epu™ ©He™?| | 414.036395 | 20 (23]
Wesr102920 | 7.22 414.036519 | 20 [20] 116
Wes 10230 | 7.22 414.036522 | 30 [20]
Exacta 414.036537 3]
\IJCSJ/LL&QO 7.22 {6 /L— 4H€+2] 402.637158 | 20 {23]
Wes 1102920 | 7.22 402.637242 | 20 [20] 116
Wesr10230 | 7.22 402.637248 | 30 [20]
FEzacta 402.637263 [25]
Ueosyrisoo | 722 | [epu” 2He™] | 399.042262 | 14 23]
Ves 0220 | 7-22 399.042314 | 20 [20] 116
Ves 10230 | 7.22 399.042319 | 30 [20]
FExacta 399.042337 [25]

Tabla 7.7: Tabla comparativa para sistemas helioides.

1S

Funcion ‘ Ee. ‘ ‘ <—-F> ‘ NP ‘ Ref. | Coef.yN, Pag.
‘IJC3,VI,1,5,20 722 [6787 7L’L+3} 727603 20 [20]
Wes 10214 | 7-22 727889 | 14 | [23]
Ezxacta 117 7.27991 3]
Wesvrisoo | 7.22 [6767 BLZ+3} 7.27588 14 [20]
Ves 10214 | 7.22 7.27879 20 23] | 117
Ezxacta 7.27922 3]
\IJ037V[7175720 7.22 [G_M_ OOLZ+3} 935.4568 20 [23] 117
Ves 102200 | 7.22 932.4572 | 20 | [20]
Ezxacta — —
\110371/[7175720 7.22 [6_/,6_ 7LZ+3] 917.6495 20 [23] 117
Ve 10220 | 7.22 917.6501 | 20 | [20]
Ezacta 917.6502 [27]
Uesyvrisaoo | 722 | [emp °La™] | 915.23065 | 20 [23] | 117
Wes 0220 | 7.22 915.23126 | 20 | [20]
Ezacta 915.23135 [27]

Tabla 7.8: Tabla comparativa para sistemas litioides.
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Capitulo 8

Tablas con normalizaciones y
coeficientes de las diferentes funciones

presentadas.

Introduccion

En este capitulo mostramos tablas con las normalizaciones y los coeficientes de gran parte
de las funciones detalladas en el capitulo anterior. El proposito de esta parte de la Tesis es
facilitar el uso de estas funciones a quienes las necesiten para el calculo de otros procesos

fisicos.

8.1 Sistemas con masa nuclear infinita

8.1.1 H~
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Funcién | Ecuacién | A a Z Zo by n | —F

Upk 7.12 — — 0.4771 | 1.0748 | 0.3120 | 1 | 0.525919

Wis1997 | 7.17 0.52 | 0.00 | — — — — 10.5252

WUpr 7.16 0.155 | — - — — — | 0.5265
Tabla 8.1:

y (7.16), respectivamente.

Vg
k| 135
N | 0.0716409212
X1 | 0.337294236
X2 | 0.0808833954
X3 | —0.213129754
X4 | 0.0200385445
xs | —0.0287160073
Xe | —0.0154381194
s | —9.21896695107°
Xs | 4.329046701073
Xo | 7.86976451107%
X19 | —1.775586781073
Xi1 | —7.4084122310~*
Y12 | 1.63058368107°
Xi3 | —2.7310617610~*
X1a | 6.27409440107°
X15 | —6.38293145107°
X1 | —1.8442313310*
Y17 | 1.55857013107°
Xis | 6.4835063210~%
X1o | 6.88602440107*
—FE | 0.5276446692

Tabla 8.2: Valores para las funciones Wy (ecuacién (7.11)).

Valores para las funciones Vg, Wi 1997 ¥ Wpariy con ecuaciones (7.12), (7.17)



8.1 Sistemas con masa nuclear infinita

107

Varrsa Varrrs Var 1159 VerR 12114 VR 14727
N 0.080561421 | 0.082041879 0.080421275 0.073386239 0.073293631
16} 0.106543447 | 0.000001 0.22 0.15 0.82
C200 0.060752816 | 0.036210621 0.037488340 0.116972024 0.106045350
€220 —0.002191811 | —0.009751581 | —0.017928453 | —0.043414801
€300 0.018783022 0.025484359 —0.017928453 | 0.000963730
€320 0.000754602 0.000694004 0.006839546
C400 0.003416998 0.006978128 0.005774476
C420 —0.000845991
€430 0.000025452
Co02 —0.012462337 | 0.000085421 0.001100876 0.107959091
C202 0.003960009 0.006191243 0.024586696
€999 0.000253537 0.001827515
€302 —0.001564564 | —0.002251535 | —0.012163022
€329 —0.000305902
C402 0.000173017 0.000183044 0.001710909
C499 0.000032183
Co03 —0.006861951 | —0.044690827
€203 —0.001939658
€293 —0.000018989 | 0.000027058
Ca03 0.002211197
C403 —0.000498590
€423 —0.000001354
C503 0.000018019
Coo4 0.000795513 0.006765652
C204 —0.000723228
C304 0.000148783
C324 0.000000395
C405 —0.000000225
(—F) | 0.525758 0.525322 0.526529 0.527432 0.527673

Tabla 8.3: Valores para las funciones GR para el ién Hidrégeno. (7.21).
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Vo3 7210 Wes 15218 Vo3 21298
N 0.0694573 0.0274226 26.4951
chos 0.098759704 | 0.262828331 | —0.000212881
cild —0.003276259 | —0.020963888 | 0.000151267
chds —0.006402371 | —0.096941874 | 0.000207822
cild 0.000860154 | —1.254501687 x 10~7
cide 7.309252784 x 10°
oo 0.029868338 | —0.001118081 | —0.262958032
il —0.004688316 | —0.000021479
citd —0.000064785
ciid —0.001791672 | 6.659933823 x 107°
cids 0.000217052 | —6.755005362 x 1078
i —0.047849361
cilt —6.114749535 x 107°
cosh —0.002259906
R —0.721137442 | —0.327797533 | —0.999308800
i —0.079540334 | —0.208282954 | 0.000276830
cii2 0.002280846 | 0.014642301 | —0.000165146
ci2 0.010830413 | 0.105104322 | —0.000206486
ALz —0.000614998 | 5.110473937 x 107
cigd —3.091162648 x 107°
cas2 —0.015490609 | 0.000610102 | 0.304587050
A 0.006396808 | 0.000017442
cii2 0.000075410
i —0.000451007 | —4.681190256 x 10~°
ciiz —0.000034289 | 1.492184806 x 10~7
coa 0.027007422
il —3.954404388 x 1078
i3 3.519277103 x 1076

< —E >]0.525971

0.527341

0.527544

Tabla 8.4: Valores para las funciones C3 (ecuacién (7.22)) para el ié6n Hidrégeno.
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8.1.2 He
Ec. Ecuacién | A a Z1 Zy by o n, | —F
Uik g 7.12 — — 1.4368 | 2.2077 | 0.2934 — 1 2.901419
Uprio | 7.12 1.4096 | 2.2058 | —0.6054 | 0.2420 | — | 2.901923
Ws1997 | 7.17 0.7 | 017 | — — — — — 1 2.9020
Wpaar | 7.16 0.48 | — — — — — — 12.9000

Tabla 8.5: Valores para las funciones ¥pg, Wis 1997 v Vparirr con ecuaciones (7.12), (7.17)

y (7.16), respectivamente.

\I/HH

k
N

X1
X2
X3
X4
X5
X6
X7
Xs
Xo
X10
X11
X12
X13
X14
X15
X16
X17
X18

X19
—F

3.87

1.366869460
0.417070598
0.208366354
—5.234823981073
0.0490900245
—0.157224213
0.0823275059
—0.125878664
0.0476774784
0.0407069233
0.0319089519
—9.497448841073
5.1230115710
—9.22964704103
7.0657206510~*
—7.251378481073
2.303423281073
1.36645365102
1.6054890310~3
7.587368251074
2.9037179

Tabla 8.6: Valores para las funciones de Hylleraas (ecuacién (7.11)) con 20 términos.
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Veriss | Yerits Veorriso | Yorio114 VaR a7
N 1.4053907 | 1.4039859 1.3909157 1.3858475 0.0431987
15} 0.451 0.70 0.56 1.43 1.80
€200 0.1346177 | 0.1327041 0.1666377 0.1941680 0.2143641
€220 —0.0249529 | —0.0902841 | —0.1147580 —0.2528071
€300 0.0263593 0.0114176 | —0.0113241 —0.0231063
€320 0.0143997 0.0159012 0.0764847
C400 0.0056930 0.0109928 0.0209065
C420 —0.0150969
C430 0.0003649
Co02 0.0220519 | —0.0100572 | 0.1408332 0.2086128
C202 0.0170400 0.0319705 0.0920521
€929 0.0040334 0.0290051
€302 —0.0087965 | —0.0150901 —0.0733667
€392 —0.0102870
C402 0.0012633 0.0018194 0.0118903
C499 0.0022894
Co03 —0.0705304 —0.1516545
€203 —0.0166827
€923 —0.0008484 0.0015570
C303 0.0289457
C403 —0.0076285
C423 —0.0002574
C503 0.0003827
Coo4 0.0091852 0.0402955
C204 —0.0101407
C304 0.0024008
C324 0.0000799
Cats —6.4281227 x 10

< —FE>1 290196 2.90286 2.90327 2.90342 2.90359

Tabla 8.7: Valores para las funciones GR (ecuacién (7.21)) para el atomo de He.
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Ve 1526 Ve 7210 Ve ris52.8 Vs 101208
N 0.160585 | 0.256694 0.1854383 1.97729
il —0.8213211 | 1 1 0.6671201
il —0.0922038 | 0.098246448 | 0.302786074 | —0.0136032
il —0.03124686 | —0.162590086 | 0.1408061
il 0.001184603 | —0.057956599 | —0.0738775
il 0.022220269 | —0.0035816
il —0.0025777 0.0066670
il 0.017733126 | —0.051390076 | —0.0539685
il 0.030774458 | —0.0065624
il —0.0095059
il —0.013593354 | —0.0016215
ciil 0.001411805 | 0.0002780
il 0.0542986
il —0.0015126
il 0.0059484
cli2 0.5495211 | —0.830314903 | —0.767027142 | —0.6890086
cli2 0.0567421 | —0.072807266 | —0.261902947 | 0.0096991
i 0.025155796 | 0.139602499 | —0.1373939
cli2 0.001601034 | 0.060570017 | 0.0735285
cli2 —0.019175064 | 0.0031320
cii2 0.0011150 —0.0069018
cii2 —0.007167501 | 0.052630078 | 0.0865791
cii2 —0.025150013 | 0.0058084
cli2 0.013396
cli2 0.010745608 | 0.0003624
cii2 —0.001129002 | —0.0001281
cli2 —0.0719330
i 0.0001597
cliz —0.0002004
(—E),_ 29019 2.90307 2.90339 2.90356

Tabla 8.8: Valores para las funciones C3 (ecuacién (7.22)) para el atomo de He.
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8.1.3 Serie isoelectronica

Upk
i6n Ala Z1 22 b1 (651 -
Lit 2.3338 | 3.3008 | —0.4717 | 0.4063 | 7.2749
Tabla 8.9: Valores para la funcién (ecuacién (7.12).
Up,
ién A —F
Li* 0.86 | 7.2749
Be*t | 1.24 | 13.6499
B3t | 1.63 | 22.0249
CH ] 2.02 | 32.4000
N5+ | 2,41 | 44.7750
0%t | 2.80 | 59.1566
F™ | 3.19 | 75.5250
Ne*t | 3.61 | 93.9000
Tabla 8.10: Valores para la funcién Up; (ecuacién (7.16)).

V51997
ién A a —F
Lit | 0.84 ] 0.36 7.2781
Be*™ | 0.9 |0.45 13.6535
B3 | 1.1 | 065 22.0286

Tabla 8.11: Valores para la funcién Wjgi997 (ecuacién (7.17)).
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Lit Bt Ot
FEe. | Hyll10 Hyll20 Hyll20 Hyll10 Hyll20
k 5.600055 6.20 10.40 16.400023 17.60
N ] 5.750594 5.77057414 31.5411342 141.2470 141.298776
X; | 0.3598049 0.427894286 0.434777444 0.3771723 0.440607752
X2 | 0.2385639 0.320937389 0.518229132 0.6751016 0.868595114
X3 | —0.08864538 | 0.153723864 0.253041238 0.2922311 0.846501253
X4 | 0.01678235 0.102493831 0.194770903 0.1349207 | 0.663489753
X5 | —0.1303588 | —0.291352815 —0.507177819 | —0.5061933 | —0.948511149
X¢ | 0.05504580 0.178913186 0.240745183 0.3317571 0.601062578
X7 | —0.09060980 | —0.338922840 —0.987602064 | —0.7846255 | —2.85014508
Xs | 0.01606871 0.132405535 0.398635198 0.1682221 1.17774341
X9 | 0.01968222 0.192820330 0.969215519 0.4678856 4.99873341
X10 0.0934891553 0.252556490 0.807402893
X11 —0.0220645541 —0.0699871341 —0.0818249736
X12 5.220202281073 0.0665530976 0.923021496
X13 —0.0417113554 —0.214618312 —1.07667975
X14 5.236457431073 0.0444107350 0.386667222
X15 —0.0484975747 —0.388582259 —3.16354776
X16 0.0184000974 0.0352818232 0.553211466
X17 6.95516177103 0.0270144827 0.227659768
X1s —0.0267015277 —0.147231569 —1.36483720
X19 —3.860425001073 | —0.0289713347 —0.185285535
—F | 7.2797624 7.279905382 22.03095928 59.156581537

Tabla 8.12: Valores para las funciones de Hylleraas (Ec.(7.11)) con 20 términos .
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Li3+ B3+ C4+ N5+ O6+
N 0.821902 4.25714 9.30127 19.3635 37.9445

ciss 106351557 | —0.3751203 | 0.2503146 0.1646111 0.1100068
cape | 0.1966878 | —0.1490565 | 0.1126404 0.0833056 0.0621849
ciib | —=0.2375904 | 0.4776556 | —0.5074559 | —0.4985656 | —0.4742714
cisd | —0.0448697 | 0.0674516 | —0.0697434 | —0.0681727 | —0.0651757
ciit | —0.0091590 | —0.0175312 | 0.0192991 0.0177382 0.0152582
cidd | 0.0527453 | —0.1898103 | 0.2470790 0.2878116 0.3169736
caps | 0.0433798 | —0.0787824 | 0.0800838 0.0756611 0.0695158
citd | —=0.0275620 | 0.0909699 | —0.1160203 | —0.1331138 | —0.1448641
cibs | 0.0042181 | —0.0239504 | 0.0371709 0.0503349 0.0632081
ciid | —0.5696486 | 0.3602313 | —0.2432271 | —0.1611110 | —0.1081835
cidZ | —0.1790489 | 0.1422544 | —0.1087377 | —0.0810501 | —0.0608389
case | 0.2148880 | —0.4527512 | 0.4867073 0.4821335 0.4613935
cidZ | 0.0448286 | —0.0666671 | 0.0690856 0.0676747 0.0648091
cobz | 0.01637548 0.0097876 | —0.0134543 | —0.0135533 | —0.0122807
casd | —0.04773968 | 0.1799754 | —0.2370768 | —0.2784575 | —0.3085196
cii2 | —0.03817668 | 0.0731215 | —0.0753302 | —0.0718567 | —0.0664987
cisz | 0.02429618 | —0.0849093 | 0.1096722 0.1269538 0.1390749
cii2 | —0.0037538 | 0.0225517 | —0.0354470 | —0.0484276 | —0.0612104
- 7.2797 22.0305 32.4058 44.7810 59.1561

Tabla 8.13: Valores para las funciones C3 (ecuacién (7.22)) de la serie isoelectrénica del
atomo de He.
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8.2 Sistemas reales

Mu~ YH- D~ T~ ©CH~

N | 0.0320917 | 0.0321394 | 0.0321421 0.0321429 | 0.0321448
coos | 0.8547058 | —0.8532817 | 0.8531894 | 0.8531581 0.8530970
cape | 0.2217853 | —0.2239379 | 0.2240780 | 0.2241255 0.2242180
ciid | —0.0174139 | 0.0178301 | —0.0178571 | —0.0178661 | —0.0178842
cise | —0.0818877 | 0.0826078 | —0.0826544 | —0.0826700 | —0.0827008
cib 1 0.0007082 | —0.0007308 | 0.0007323 | 0.0007328 | 0.0007338
cobs | —0.0009480 | 0.0009515 | —0.0009527 | —0.0009531 | —0.0009538
cas | —0.0039553 | 0.0039946 | —0.0039971 | —0.0039979 | —0.0039996
cidd | —0.0015092 | 0.0015263 | —0.0015274 | —0.0015277 | —0.0015285
cips | 0.0001816 | —0.0001847 | 0.0001849 | 0.0001850 | 0.0001852
etz | —0.2826039 | 0.2799913 | —0.2798171 | —0.2797582 | —0.2796431
cipZ | —0.1754047 | 0.1774231 | —0.1775543 | —0.1775988 | —0.1776856
cysd | 0.0121321 | —0.0124499 | 0.0124706 | 0.0124775 0.0124913
cidZ | 0.0887226 | —0.0895564 | 0.0896104 | 0.0896285 0.0896642
cid2 | —0.0005037 | 0.0005222 | —0.0005234 | —0.0005238 | —0.0005246
cba | 0.0003381 | —0.0004983 | 0.0005094 | 0.0005131 0.0005205
cis2 | 0.0053839 | —0.0054488 | 0.0054529 | 0.0054543 | 0.0054571
cipz | —0.0003756 | 0.0003837 | —0.0003842 | —0.0003844 | —0.0003847
cit2 | —0.0000288 | 0.0000292 | —0.0000292 | —0.0000292 | —0.0000292

Tabla 8.14: Valores para la funcién Wes 515915 (Ec.(7.22))para sistemas hidrogenoides.
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ece®He'? | ee*Het? | eme P Het?
N | 0.448367 0.448354 0.448349
cess | 0.7019935 | 0.7020639 | —0.7020870
cisd 101521548 | 0.1520548 | —0.1520221
ciid | —0.1718711 | —0.1717718 | 0.1717393
cids 1 0.0017437 | 0.0017295 | —0.0017249
ety | 0.0203784 | 0.0203525 | —0.0203440
cisd 1 0.0006772 | 0.0006741 | —0.0006731
ciid | —0.0043226 | —0.0043191 | 0.0043179
e | —0.6054576 | —0.6055292 | 0.6055526
cii2 1 —0.1361976 | —0.1360928 | 0.1360585
cii2 | 0.1647337 | 0.1646368 | —0.1646051
cid2 | 0.0007997 | 0.0008118 | —0.0008157
cega | —0.0100536 | —0.0100339 | 0.0100275
cii2 | 0.0002263 | 0.0002271 | —0.0002274
cit2 1 0.0020219 | 0.0020201 | —0.0020195

Tabla 8.15: Valores para la funcion Weg 10214 (ecuacién (7.22))para sistemas helioides.

e *Het? | e pHe™? | e p3He™?
N | 0.684302 0.60359 0.560566
cost | —0.2856291 | 0.2873294 | —0.2842373
cids | 0.5880162 | —0.5890340 | 0.5906894
cosp | —0.0049916 | 0.0032295 | —0.0047919
cilb | —0.0064209 | 0.0039822 | —0.0037438
cids | 0.10544208 | —0.1255693 | 0.1371306
coid | —0.0000493 | 0.0000381 | —0.0000868
coby | —0.1740855 | 0.1422221 | —0.1226149
ey | 0.0117025 | —0.0152402 | 0.0174262
coiy | —0.0048893 | 0.0101970 | —0.0056564
caid | 0.0025263 | —0.0044554 | 0.0040943
cei2 | 0.2445510 | —0.2407512 | 0.2340879
cif2 | —0.6602520 | 0.6692177 | —0.6754980
cesa | —0.0032731 | 0.0048711 | —0.0049847
cif2 | —0.0031702 | 0.0014265 | —0.0037292
cigd | —0.0428220 | 0.0611165 | —0.0716672
cesd | —0.0000397 | 0.0000337 | —0.0000927
ceda | 0.1827232 | —0.1565263 | 0.1405741
ch3 | —0.0026106 | 0.0029171 | —0.0031578
cesa | —0.0027534 | 0.0038721 | —0.0046499
ci2 | —0.0010845 | 0.0022691 | —0.0020406

Tabla 8.16: Valores para la funcién Wes y 19290 (ecuacion (7.22))para sistemas helioides.
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e"e”®Lit3 | eme” TLit? | eme  OLiT?
N 1.4842 1.48403 1.48400
cast | 0.5226780 | —0.5228122 | —0.5228345
ciih | 0.1780267 | —0.1779453 | —0.1779318
ciid | —0.4327624 | 0.4326755 | 0.4326611
cids 1 0.0079818 | —0.0079668 | —0.0079643
ety | 0.0344479 | —0.0344364 | —0.0344345
ciid | 0.0023769 | —0.0023721 | —0.0023714
el | —0.0182345 | 0.0182282 | 0.0182272
cgi2 | —0.4863479 | 0.4864784 | 0.4865001
cid2 | —0.1690866 | 0.1690009 | 0.1689867
cii2 | 0.4242703 | —0.4241833 | —0.4241689
cii2 | —0.0065276 | 0.0065139 | 0.0065117
cesa | —0.0240043 | 0.0239935 | 0.0239917
cii2 | —0.0000742 | 0.0000719 | 0.0000715
cit2 1 0.0104493 | —0.0104453 | —0.0104446

Tabla 8.17: Valores para la funcion Wesg 19214 (ecuacién (7.22))para sistemas litioides.

e~ ®Lit3 | e p TLit3 | e pOLit3
N 0.61255 0.637727 0.641883
cost | 0.3180814 | 0.3219735 | 0.3225994
cadh | —0.3445659 | —0.3480885 | —0.3486838
cosp | 0.0003802 | 0.0006452 | 0.0006874
chid | 0.0006659 | 0.0006931 | 0.0006972
ciis | —0.4256829 | —0.4235959 | —0.4232422
cess | 0.0000025 | 0.0000041 | 0.0000044
coiy | —0.3263497 | —0.3199306 | —0.3188607
cay | —0.0602641 | —0.0598046 | —0.0597278
cesy | 0.0023915 | 0.0024939 | 0.0025094
chiy | —0.0006798 | —0.0007175 | —0.0007234
cad? | —0.2473109 | —0.2539969 | —0.2550630
cif2 | 0.4651296 | 0.4678794 | 0.4683486
cesd | 0.0021780 | 0.0035065 | 0.0037179
cif2 1 0.0020573 | 0.0008832 | 0.0021482
cig2 | 0.3629819 | 0.3608580 | 0.3604966
cgs2 | 0.0000063 | 0.0000101 | 0.0000107
cesa | 0.2819142 | 0.2759202 | 0.2749235
ch3 | 0.0009703 | 0.0008832 | 0.0008695
casd | 0.0005285 | 0.0005499 | 0.0005531
chi2 | —0.0003238 | —0.0003343 | —0.0003358

Tabla 8.18: Valores para la funcién Wes s 10,220 (ecuacion (7.22))para sistemas litioides.



Conclusiones Generales

En esta Tesis estudiamos el problema de tres particulas cargadas con masas generales. Pro-
pusimos una metodologia para hallar estados ligados y construimos funciones de onda apro-
ximadas para una amplia variedad de sistemas.

En el primer capitulo discutimos la imposibilidad de resolver exactamente la ecuacién
de Schrodinger que describe este problema. La inclusion de las interacciones atractivas y
repulsivas tiene como resultado una ecuacién diferencial no-separable. Esto ha motivado
la busqueda de métodos de resolucién para la obtencién de soluciones aproximadas. Para
esto hemos destacamos que toda solucion del problema debe ser una funcion suave y regular
para todos los puntos del espacio de coordenadas, incluidos aquellos puntos en los cuales los
potenciales Coulombianos divergen.

A partir del segundo capitulo desarrollamos nuestra propuesta de solucién del problema
que constituye una extensién del método de semiseparabilidad de Pluvinage. A diferencia de
éste, nuestra metodologia también resuelve la interaccion repulsiva. Escribimos las soluciones
aproximadas como una combinacién lineal de configuraciones con funciones de onda con
correlacién angular que a su vez son el producto de dos factores ¢, y €2,,. El primero de ellos,
¢,, diagonaliza los términos diagonales de la energia cinética y los potenciales de interaccién.
Este factor esta dado basicamente por el producto de tres soluciones de dos cuerpos; dos de
estas son soluciones de los potenciales atractivos y la tercera solucién resuelve la interacciéon
repulsiva. El segundo factor, €2, es usado para resolver los términos no diagonales de la
energia cinética junto con ¢,. Este factor permite acelerar la convergencia de la funcién
de onda a partir de la inclusién de mayor correlacién radial y angular en la propuesta. A
esta propuesta de solucién la llamamos Configuracién Interaccion con Correlacion Angular
(CICA).

En los dos capitulos siguientes mostramos explicitamente las funciones propuestas junto
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con las estrategias analiticas y numéricas desarrolladas y utilizadas para realizar los calculos
para los distintos sistemas estudiados.

Para la resolucién de la ecuacién de Schrodinger desarrollamos dos tipos de bases de funciones
que dan lugar a las configuraciones y que son las soluciones de los tres problemas de dos
cuerpos antes mencionados. Dichas funciones incluyen correlacién angular en su definicién.
Las mismas difieren en el tipo de funcién a utilizar para el tratamiento de las interacciones
repulsivas. Una de las propuestas propone el uso de funciones que incluyen el apantallamiento
inter-electrénico producido por el nicleo sobre los electrones (Rodriguez et al. 2005). En la
otra propuesta utilizamos una funciéon obtenida por continuacion analitica de la funciéon C3
usada para el tratamiento del continuo de tres cuerpos (Ancarani et al. 2007). La primera no
diagonaliza completamente los potenciales Coulombianos pero tiene la ventaja de adaptarse
muy bien a los distintos sistemas tratados. Sin embargo, y en lo que respecta al calculo,
depende de diferentes parametros no lineales que hacen necesaria la utilizacién de métodos
de optimizacién. La segunda propuesta tiene la ventaja que diagonaliza completamente las
interacciones Coulombianas. Ambas opciones satisfacen las condiciones de cuspide debidas
a las divergencias de los potenciales.

Para la definicién de €2, utilizamos series de potencias en las distancias relativas entre las
particulas. Ambas propuestas, la obtenida a partir de la C3 y la que llamamos GR, permiten
obtener expresiones analiticas para todos los elementos de matriz ya sean del Hamiltoniano
como de los solapamientos. Las bases utilizadas nos permiten transformar la ecuacion de
Schrédinger en un conjunto de ecuaciones algebraicas para los coeficientes de la expansién.
Sin embargo, el sistema de ecuaciones que resulta de la base GR debe ser resuelto un gran
nimero de veces hasta optimizar los parametros no lineales que ésta incluye.

En los capitulos 4, 5 y 6 aplicamos exitosamente el método CICA para desarrollar fun-
ciones de onda de prueba para el estado fundamental y los primeros estados excitados S del
atomo del Helio y su serie isoelectronica, y para sistemas con masa nuclear finita de dos
electrones, electron-muoén, ién positronio y sistemas exoticos. En el capitulo 4 mostramos
primero los resultados del calculo de la energia y los valores medios de otras cantidades fisicas
radiales del estado fundamental del Helio y su serie isoelectrénica en la aproximacién de masa
infinita, calculados con las dos bases, GR y C3. Con ambas bases propusimos funciones de

onda simples y con precisiones muy aceptables. Por ejemplo propusimos una funcién con la
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base C3 que denominamos ARG que sélo tiene un parametro lineal a determinar. Por su
forma sencilla es posible encontrar la dependencia analitica de la energia, la constante de
normalizacién y el coeficiente lineal, con la carga nuclear. Los valores de energia obtenidos
con esta funcién tiene mayor precisiéon que los calculados con las funciones del modelo de
particula independiente, las funciones propuestas por Myers et al. 1991 y las de Patil 2004.
Es mas, sélo nuestra propuesta de solucién predice un estado ligado al i6n H~. Con la base
GR también construimos una funciéon aproximada sencilla con la que a través de un fiteo
obtuvimos una expresién analitica de la energia media y los dos coeficientes (el lineal y el
no lineal) como funcién de Z. Con esta funcién, que llamamos GR2, obtuvimos valores de
energia con una precisiéon que de 1.4 x 1072 para Z=1 a 2.5 x 107° para Z=10.
Luego, realizamos célculos con funciones altamente correlacionadas obtenidas mediante la
inclusién de mas términos en la serie de potencias que definen al factor 2. Esto hace que
aumente el nimero de coeficientes y sea imposible encontrar expresiones analiticas para los
coeficientes de las funciones de onda. Para el atomo de Helio las energias obtenidas son
similares a las reportadas con las funciones 9 y 10 del trabajo de Bonham y Kohl (1966), y
son mas precisas que las presentadas por Moumeni et al. (1990), Siebbeles et al. (1993) y Le
Sech (1997). La funcién més precisa de las presentadas (Vgr_r_47_97) alcanza energias con
precisiones de 4.3 x 107°. Realizamos el mismo tipo de estudio con la base C3. Con estas
funciones también se puede aumentar la correlaciéon aumentado el parametro nio que para
este andlisis toma un valor hasta 2. Observando las tablas de resultados podemos concluir
que las funciones C3 tienen una mejor convergencia al valor exacto de la energia que la base
GR.
En la segunda parte de este capitulo estudiamos los primeros estados excitados del Helio y
su serie isoelectronica. Para los calculos realizados con la base GR simplificamos el problema
tomando el valor del coeficiente no lineal optimizado para el estado fundamental como un
valor constante para el resto de los estados. Trabajar con la base C3 simplifica los calculos
porque todas las energias y las funciones de onda se obtienen con una unica diagonalizacion.
En el capitulo 5 mostramos la eficiencia de nuestro método considerando los estados
S de sistemas de tres cuerpos en los que la masa nuclear es finita y las dos particulas
livianas pueden ser iguales o diferentes. Para estos sistemas sélo resolvimos con la base C3,

y estudiamos su convergencia incluyendo mds correlacion de dos maneras: i) aumentando
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el nimero de términos en €2, ii) aumentando el valor de nj,. De las dos formas obtuvimos
funciones de onda aproximadas precisas con un nimero moderado de términos que satisfacen
las condiciones de Kato. Las energfas del estado fundamental y los excitados n'3S de
sistemas hidrogenoides, helioides, litioides y exdticos, son comparados cuando es posible,
con valores obtenidos con sofisticados célculos variacionales. Obtuvimos un buen acuerdo
para la mayoria de los sistemas exdticos y a nuestro conocer estos son los primeros resultados
publicados.

Por ultimo, en el capitulo 6 utilizamos una funcién sencilla de la base GR para describir
a los electrones de la capa K de atomos neutros. Las energias medias obtenidas para los
atomo Ar, Kr y Xe son comparadas con los valores calculados por Mitnik et al. y con los
calculados con una funcién que tiene una estructura similar a la propuesta por Le Sech para
el atomo de Helio. Con los tres tipos de funciones obtenemos precisiones similares no sélo
para la energia media sino también con los resultados de otras propiedades globales y locales
(virial, valores medios de cantidades espaciales, etc.).

En resumen, hemos desarrollado un método que nos ha permitido construir funciones de
onda aproximadas sencillas, precisas y que satisfacen las condiciones de cuispide en los puntos
de doble coalescencia. Con todas hemos obtenido resultados para los distintos sistemas de
tres cuerpos que hemos estudiado, con precisiones similares o mejores que muchas de la
literatura y para algunos sistemas exdticos no hemos encontrado resultados con los cuales
comparar. Cabe destacar que si bien en este trabajo nos hemos concentrado en generar
funciones sencillas (con pocos o un nimero moderado de términos) con el objetivo de que
luego sean utilizadas para el estudio de otros fendmenos fisicos, por ejemplo los procesos de
colisiones, la estructura de nuestras bases permiten desarrollar funciones sofisticadas con un
nimero grande de términos.

Algunas de las funciones desarrolladas han sido aplicadas al estudio de procesos de col-
isiones (e,2e) (Frapiccini et al. 2007), para procesos (e,3e) en atomos de dos electrones
(Gasaneo et al. 2006, Colavechia et al. 2007, Ancarani et al. 2008), para el estudio de
procesos de doble-fotoionizacion de atomos por absorcion de radiacion, para el estudio de la
carga nuclear necesaria para mantener ligados (carga critica) dos electrones o un electrén y
un muén (Rodriguez et al. 2009).

Si analizamos las perspectivas de nuestro trabajo podemos vislumbrar distintos caminos.
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Por un lado, sabemos que los sistemas de tres cuerpos son los méas simple de los sistemas
cuanticos que tiene las dificultades de resolucién de los sistemas mas complejos. De esta
manera, se buscara aplicar el método CICA para el estudio de sistemas de N- cuerpos.

Por otro lado, la metodologia de resolucién ha sido presentada en forma general para L > 0,
pero en esta Tesis hemos realizado calculos para estados S. Es nuestro objetivo extender el
analisis de estados con L > 0, que se puede realizar con combinaciones lineales de funciones
radiales ¢, (r13,793,712) y matrices de rotacién D) (a,3,7) (Shakeshaft 1997). Las ma-
trices de rotacién son autofunciones de L2 y las proyecciones, L, y ﬁ’z simultaneamente,
con autovalores L(L + 1), M, y K, respectivamente. Siguiendo el trabajo de Shakeshaft,
las matrices de rotacién se pueden expresar en términos de los dngulos polar y azimutal
(Oik, ¢3;) de 1y y el operador momento angular L_. De esta manera los estados con L gen-
eral pueden escribirse en términos de la base radial junto con las funciones angulares. La

ventaja de expandir con la base de funciones radiales ¢, es que diagonaliza completamente

las interacciones Coulombianas y remueve la parte diagonal de la energia cinética.



Apéndice



Apéndice A

Operadores y Momento Angular

Gradiente, V

Las componentes cartesianas de V estan dadas por

) ) 0
Vezgr Vumg Vem g (A1)

Una expansion de V en coordenadas polares puede ser escrita:

V=eV,+eVy+e,V, (A.2)
donde
0 10 19
Visoe Vomtaw Ve wadag (43)

El orden de los operadores en la Ecuacién (A.2) es esencial porque e, €y, e, dependen
de 0y .
El operador V es escrito en la forma:

o 1
—n— = Ad
V=no-+-Vq (A.4)

donde Vg, es la parte angular de V, y n = r/r es el vectror unitario determinado por
los angulos 6 y . El operador Vg actia solo sobre las variables 6 y ¢. En el sistema de

coordenadas polares sélo tiene dos componentes
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0 1 0

_ Y - — A.
(Va)o =25 (Va)p=—0 5,5 (A.5)

Usando la definicién de momento angular y que p = —iV, Vo puede escribirse como
V;m =—inx L (A6>

Operador Laplaciano, V>

En el sistema de coordenadas cartesianas el operador laplaciano se escribe de la siguiente
manera:
82 82 82

2_ 2 2 2 A7
v 8x2+8y2+822 (A7)

que en el sistema de coordenadas polares esta dado por:

10 0 1 0 0 1 0?
R (S _ 0—)+ ——+— A.
v r2or (T (97“) r2senf) 00 (sen 89) * r2sen?6 0p? (A.8)
El operador V? también puede ser escrito como
10 0 1
2 2 2
- - Y - - A.
v r2 or (T 8r> + rQVQ (A-9)
donde V3 es la parte angular de V?
1 0 0 1 02
2 _ il B T Al
27 senf 39(Sen6 39) i sen?6 0p? (A.10)

Que expresado en términos del operador momento angular L es:

VE =12 (A.11)
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