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Resumen

En sistemas estructurales de importancia tales como aviones o puentes,
el dano detectado y reparado a tiempo podria evitar una falla estructural
catastrofica. Por tal motivo, el desarrollo de técnicas de evaluaciéon no de-
structiva del estado de dano en estructuras mecanicas, aeronduticas y civiles
es un tema prioritario. En esta tesis se presenta un método no destructivo
de deteccién de dano en elementos mecénico — estructurales. Para ello se
desarrolla un modelo de deformacién finita en el marco de la Mecénica del
Continuo bi y tridimensional en coordenadas materiales, en el que se incluye
contacto tipo Signorini y friccién de Coulomb en la interfase de la fractura.
La Mecédnica de Contacto, una rama de la Mecdnica de Sélidos extensa-
mente estudiada y aplicada, no ha sido, sin embargo, ampliamente destinada
a problemas de deteccién de dano. La finalidad de esta tesis es diagnosticar
la magnitud y localizacién de fisuras incorporando el contacto y la friccién
en la misma, dentro de la simulacién de la dindmica del elemento estructural.
La deteccion se efectia mediante la minimizacién de la diferencia entre los
resultados experimentales y los simulados. Esta diferencia (o funcién objeti-
vo) presenta muchos minimos locales por lo que las técnicas convencionales
basadas en buisqueda por métodos de gradiente son inaplicables. El método
de Algoritmos Genéticos es exitosamente implementado en la minimizacién
de la funcién objetivo. Se muestra que esta metodologia es titil tanto para
el caso dindmico como el estédtico obteniéndose resultados muy precisos en
la deteccién de dano. El modelo del continuo con inclusién de contacto en
la falla, que tiene en cuenta la deformacién y rotacion finita, es aplicable a
cualquier tipo de movimiento que el elemento estructural efectie y a cualquier
tipo de forma que éste presente. Esta ventaja extiende el campo de estudio
a cuerpos de forma arbitraria mientras que en la literatura estd mayoritaria-
mente restringido a vigas rectas. La robustez del método es puesta a prueba
simulando errores experimentales y divergencias de la forma de la fractura
entre el espécimen estudiado y el modelo de comparacion.



Abstract

In structural systems of importance such as airplanes or bridges, the
damage detected and repaired on time could avoid a structural catastrophic
collapse. For such reason, the development of non destructive evaluation
techniques of damage in mechanical, aeronautical and civil structures is a
relevant matter. A non destructive method of damage detection in mechani-
cal and structural elements is presented in this thesis. In this sense, a model
of finite deformation in the frame of Continuum Mechanics in two and three
dimension in material coordinates is developed, a Signorini type contact and
Coulomb friction in both sides of the crack are included. Contact Mechanics
is a branch of solid mechanics which has been extensively studied and applied;
however, it has not been widely employed in damage detection. The goal of
this thesis is to incorporate the contact in the crack zone on the simulation
model in order to use these results to diagnose the damage’s magnitude and
location. This is made through a minimization of the difference between ex-
perimental output and simulated ones. This difference (or objective function)
presents several local minima so conventional techniques based at gradient
search are inapplicable. A Genetic Algorithm method is successfully imple-
mented in the minimization of the objective function. It is shown that this
methodology is useful and very precise not only for the dynamic case but
also for the static one. The continuum model with the inclusion of contact
in the crack, that takes into account the deformation and finite rotation, is
applicable to any type of motion that the structural element undergoes and
any geometry that it presents. Therefore, the field of study is extended to
bodies of arbitrary form while in the literature in general it is restricted to
slender beams.



A Marina



Agradecimientos

Primero quiero agradecer a mi mujer Marina por su comprensioén, orgullo
y apoyo durante todos estos anos. También estoy agradecido con mis padres
y hermanos que me apoyaron en mi formacién durante mis estudios de grado
y me alentaron durante el transcurso del posgrado. A mis abuelas siempre
orgullosas de lo que hago.

Al personal del departamento de Fisica que siempre me brindo un &mbito
agradable y rico en discusiones de carédcter cientifico. Y al departamento de
Ingenierfa que me permitié utilizar el laboratorio de vibraciones.

Estoy y estaré en deuda con mis directores de tesis Carlos y Marta que
me dieron completa libertad y me permitieron participar en discusiones muy
creativas e interesantes sobre temas incluso ajenos a la temédtica de esta tesis,
siempre con gran generosidad en equipos experimentales y computacionales,
y por el apoyo intelectual y econémico a la hora de financiar viajes a congresos
o misiones de estudio.

Por otro lado quiero agradecer al CONICET por su apoyo econémico y
a la Universidad Nacional del Sur por la posibilidad de realizar mis estudios
haciendo uso del material y recursos que tiene disponibles.



Indice general

1. Introduccién
1.1, Motivacion . . . . . . .. oL e
1.2. Importancia del Problema . . . . . . ... ... ... ... ........
1.3. Alcance del Estudio . . . . . . . . . . .. ...
1.4. Objetivos: . . . . . . . o e
1.5. Metodologfa . . . . . . . ..
1.5.1. Problema directo . . . . . . . ... ...
1.5.2. Problema inverso . . . . . . .. . ... ..o
1.5.3. Niveles de deteccion . . . . . ... .. ... L.

1.6. Contenidos de esta tesis . . . . . . . . . .o

2. Revisién de la literatura
2.1. Modelos técnicos y Deteccién via Frecuencias Naturales . . . . . . . . ..
2.1.1. Fallas en vigas tipo Bernoulli y Timoshenko . . . . . .. ... ..
2.2. Problemainverso . . . . . . . . ...
2.3. Deteccién via Formas Modales . . . . . . ... ... ... ...
2.4. Métodos de actualizacién de pardmetros . . . . . . . ... ... ...
25, Contacto . . . . . . .o

2.6. Deteccién via Algoritmos Genéticos . . . . . . . ... ...

3. Deteccion de Fallas: Estudios Preliminares

12
12
14
15
16
17
18
19
21
22

24
25
26
27
28
29
31
34

35



3.1. Introduccidn . . . . . . . .o 35

3.1.1. Problema Inverso y Series de Potencias . . . . . ... ... .. .. 35
3.1.2. Deteccién via Redes Neuronales Artificiales . . . . . . . . ... .. 36
3.1.3. Deteccién via descomposicién ortogonal de Karhunen-Loeve . . . 36

3.2. Problema de vibraciones de una viga con un resorte intermedio (Teoria

Técnica) . . . o oo 36

3.3. El problema directo e inverso . . . . .. ... ..o L 37
3.4. Deteccién de danio por Redes Neuronales . . . . .. ... ... ... ... 40
3.5. Deteccién de danio por Descomposicién Ortogonal . . . . . . . . . .. .. 41
3.6. Discusion . . . . ... 44
. Ecuaciones de movimiento 45
4.1. Introduccién . . . . . . . ..o 45
4.2. Modelo bi y tri-dimensional para Deformaciones Finitas . . . . . . . . .. 46
4.2.1. Ecuaciones de movimiento . . . . . . ... ... L. 46
4.2.2. Ecuaciones constitutivas . . . . . .. ... L0000 48
4.2.3. Amortiguamiento . . . . . . ... 49
4.2.4. Condicionesde Borde . . . . . .. ... ... oL 51

4.3. Modelos de contacto . . . . . . ... oL 52
4.3.1. Superficie real de contacto . . . . . . ... ... 53
4.3.2. Contacto unilateral . . . . . . ... ... 0oL 54
4.3.3. Friccion . . . ... 59

4.4. Formulacién débil . . . . .. ... oo 61
4.4.1. Ecuaciones de movimiento en forma débil . . . . . . . . ... .. 62

. Implementacién computacional 64
5.1. Sobre la convergencia de la solucién . . . . . . ... ... 65
5.2. Ejemplos en Mecdnica de Contacto con Fricciéon . . . . . ... ... ... 67
5.2.1. El péndulo y viga rotante deformable con ficcién en el pivote . . . 67



5.2.2. Cilindro que choca y rueda contra un cuerpo rigido . . . .. ... 80

5.2.3. Cilindro que choca contra un cuerpo deformable . . . . . . . . .. 87
5.2.4. Esfera que chocaconunrigido. . . . . .. ... ... ... ... 90

5.3. Dindmica de un cuerpo fisurado . . . . . . .. ... ... 94
5.4. Forma de la fisura y condiciéon de contacto . . . . . . .. ... ... ... 94
5.5. Estudio cualitativo de la dindmica lineal y no lineal de una barra fisurada 95
. Problema Inverso 103
6.1. Funcién objetivo . . . . .. .. L L 104
6.2. Las Bases de los Algoritmos Genéticos . . . . . . . .. ... ... .... 107
6.3. Puesta a punto de los Algoritmos Genéticos . . . . .. ... ... .. .. 109
6.4. Influencia del ruido. . . . . . . . . . .. L 115
6.5. Fisura Difusa . . . . . . .. .. . 118
6.6. Deteccibn en un arco . . . . . . . . ... oL e e 120
6.7. Deteccidén en una viga recta (Experimento fisico) . . . . . .. .. ... .. 121
6.8. Deteccién en una hélice . . . . . .. ... L oo 126
6.9. Discusion . . . . . ..o 129
6.10. Deteccién utilizando medidas estdticas . . . . . . .. . ..o 130
6.10.1. Distribuciones Estadisticas en la Deteccién . . . . . . . . ... .. 132
6.10.2. Influencia del error experimental en la medicién estatica . . . . . 138

. Conclusiones 141
7.1. Estudio Realizado y Discusién . . . . . .. .. ... .. ... ... ... 141
7.1.1. Modelo de deformacién finita y contacto . . . . .. ... ... .. 141
7.1.2. Deteccion de Dano . . . . . .. .. ... ... . L. 145

7.2. Conclusion . . . . . . . .o 147
7.3. Comentarios Finales . . . . . . .. ... ... .. ... .. 149
7.4. Trabajo Futuro . . . . .. ... .. .. 150



. Tensores de tensiones de Piola - Kirchhoff 166

A.1. Primer tensor de Piola - Kirchhoff . . . . . .. ... .. ... ... .... 166
A.2. Segundo Tensor de Piola - kirchhoff . . . . . .. .. ... ... ... ... 167
. Materiales eldsticos, hipereldsticos e hipoelasticos 169

. Restricciones Termodindmicas. Energia Interna y Desigualdad de Clau-

sius - Planck 173
C.1. Primer Principio de la Termodindmica . . . . . .. ... ... ... ... 174
C.2. Segundo Principio de la Termodindmica . . . . .. ... ... ... ... 179
C.3. Restricciones de la Termodindmica . . . . . . . .. ... ... .. .... 180
. Otros Modelos de Friccién 184
. Método de Galerkin, Discretizacién en elementos polinémicos 186
E.1. Integracién temporal (Método Gear) . . . . .. ... ... ... ..... 188
. Funcionamiento de los Algoritmos Genéticos 190



Indice de figuras

1-1.

3-2.
3-3.
3-4.

4-1.

4-3.

4-4.
4-5.

4-7.
4-8.

5-1.

Niveles de deteccidn . . . . . . . . . . . 21

. Esquema de la viga y el modelo de fractura simulado por un resorte de

constante k. . . . ... L 37
Curvasde fvskparael Caso1l . . . . . . .. ... ... ... ..., 39
Esquema de la red neuronal y suscapas. . . . . .. ... ... ... ... 40

Bases empiricas de Karhunen-Loéve para una viga danada. Primeros cua-

tro modos Empiricos. Las flechas indican la regién danada . . . . . . .. 43

Condiciones de borde para un péndulo. El vector tensién ¢ es nulo para
todo punto que no sea el propio p. En este punto, punto p es nulo el vector

desplazamiento u(p) =0 . . . . . .. 52

. Esquema del contacto entre un cuerpo duro y liso (arriba) contra uno

blando y dspero (abajo). . . . . . ... ... 53

Esquema del contacto entre un cuerpo deformable contra un obstéculo

rigido. . . . L 54
Ley de Signorini . . . . . . . . ... L L 56
Regularizacién del problema de Signorini . . . . . . .. ... .. ... .. 58
. Ley de Friccién de Coulomb . . . . ... ... .. ... ... ....... 60
Tres regularizaciones de la ley de friccién con e = 1075 . . . . ... ... 61
Ley de Coulomb que incluye el caso estédtico y dindmico . . . . . . . . .. 62
El péndulo y sus desplazamientos. . . . . . . . .. ... ... ... ... 69



5-3.
5-4.

5-6.

5-8.

9-9.

5-10.

o-11.

o-12.

5-13.

o-14.

5-15.

. Instantdneas para el movimiento del péndulo segun: a) Modelo de super-

posicién y b) Teoria general 2d para movimientos arbitrarios . . . . . . .
Energfa del péndulo en Joules. Curvas (1) £, (2) T, 3) U, y (4) U, . . .
Coordenada x de la punta de la viga rotante para la primera centésima de
segundo TENL: Teorfa de elasticidad no lineal. MS: Modelo de Resistencia

de Materiales via principio de Hamilton . . . . . . . .. . ... ... ...

. Variacién de las primeras cinco frecuencias en funcién de w. - - Teoria de

la Elasticidad no lineal referencia lagrangeana. —Teorfa de Resistencia de
Materiales via Hamilton. . . . . . . .. .. ... o0
Secuencia del movimiento de rotacién para la viga 3D . . . . . . ... ..
Esquema de las condiciones de borde para el péndulo con friccién en el
PIVOte . . . . L
a) Coordenadas = e y del punto C (eje) en el tiempo. b) Trayectorias del
punto B (extremo libre del péndulo). . . . . . ... ... ... ... ...
Valores y direcciones de tensiones Piola — Kirchoff en una regién cercana
a la junta para t =1 sconkzl?nﬁ E.oo
Influencia de la friccién en el eje a) variaciéon temporal de la coordenada x
del punto C, a; = 0.1 y a5 = 1. b) Relacién (Fuerza de friccién)/(Fuerza
normal) en el punto A vs. Tiempo. a5 =1. . . . . . ... ... ... ...
Energifa (en kJ) en funcién del tiempo para a) movimiento sin friccién, b)
movimiento con friccién (a5 =1y k=20F) .. ... ... ...,
Esquema del disco plano que rebota contra una superficie lisa. . . . . . .
Colisién contra el obstédculo rigido para distintos instantes de tiempo.

a) Fuerzas de contacto: Fuerza normal. b) Fuerzas de contacto. Fuerza
tangencial (de friccién) . . . .. ... o Lo
Energias del disco en funcién del tiempo durante el choque contra el sélido

rigido. . . . L

79



5-16. Tiempo que permanece en contacto el disco con el rigido en funcién de la
velocidad inicial. . . . . . . ..o Lo
5-17. Angulo de rebote en funcién del éngulo de incidencia para distintos coefi-
cientes de friccién dados por el pardmetro de fricciona . . . . . . . . ..
5-18. Comparacién de la fuerza de contacto durante el impacto del disco entre
las constitutivas tipo St Venant Kirchoff y Neo Hookean. a) Velocidad de
incidencia del disco: 1 m/s. b) Velocidad de incidencia del disco: 10 m/s
5-19. Tiempo que permanece en contacto el disco con el rigido en funcién de la
velocidad inicial cuando el material estd gobernado por la ley (4.11) . . .
5-20. Instantanea del impacto entre los dos cuerpos deformables. A la izquierda
se detalla la configuracién deformada. A la derecha se detalla el estado
tensional de los dos cuerpos segin el versor normal n, es decir t() =
P-n, .. ...
5-21. Impacto entre dos cuerpos deformables. Izquierda: fuerza correspondiente
al disco impresa por el rectdngulo (azul), reaccién de dicha fuerza, es de-
cir la fuerza sobre el recténgulo producida por el disco (rojo). Derecha:
Tension de Piola - Kirchoff en el cuerpo grande producida por el disco.
5-22. Variaciones de energia entre los dos cuerpos que impactan. a) Disco solo.
b) Disco mds rectdngulo . . . . . . ... Lo
5-23. Instantdnea del choque entre una esfera tridimensional contra un rigido .
5-24. Graficos de energia y fuerza en funcién del tiempo para la esfera. A la
izquierda se grafican las energias en Joules. A la derecha la fuerza de
contacto en Newton . . . . . . . . . . ..o Lo
5-25. Comparacion de las aceleraciones de los centros de masa para los discos
con sus dos modelos constitutivos y laesfera 3D. . . . . .. .. ... ...
5-26. Esquema de la viga fallada . . . . . . . .. ... . oo
5-27. Los dos tipos de modelos para la fisura . . . . ... ... ... ......

5-28. Primeros 4 modos normales solucién de las ecuaciones de Navier . . . . .

86

87

90



5-29. Movimiento oscilatorio transversal de la barra empotrada libre en cuatro
PUNtOS . . . . L e e 97
5-30. Logaritmo de la transformada répida de Fourier (FFT) para la barra (lineal) 98
5-31. Logaritmo de la transformada répida de Fourier (FFT) para la barra no
lineal . . . . . . . . 99
5-32. Comparativa del espectro para grandes y pequenas deformaciones de la
misma viga no lineal. Se puede observar una multitud de nuevas frecuencias. 99
5-33. Dependencia Funcional de las primeras cuatro frecuencias naturales con la
posicién y profundidad de la fractura para una viga empotrada libre (sin
contacto y sin friccién). . . . . . ... oL Lo 100
5-34. Espectro de la viga fracturada con fisura en forma de cuna y con contacto
entre las fases de fisura. . . . . .. ... oL oo 101

5-35. Distancia entre los vértices superiores de la fractura en funcion del tiempo 102

6-1. Esquema del setup experimental para la deteccién de la falla en una es-

tructura tipo viga . . . . . ..o 105
6-2. Fotograffa del ensamble experimental con dos acelerémetros . . . .. .. 106
6-3. Logaritmo de la funcién objetivo. A primera vista parece una funcién suave

y diferenciable . . . . . . ..o 107
6-4. Aglomeraciéon de minimos y méaximos de la funcién objetivo d sobre la

curva del canal minimo . . . . . ... ..o oL 108
6-5. Algoritmo de deteccién de dano via series temporales optimizadas por

algoritmos genéticos . . . . . . ..o 108
6-6. Influencia de la ventana de tiempo sobre la funcién objetivod . . . . . . 111
6-7. Error promedio en la deteccion de la falla como una funcién de la cantidad

de individuos en la poblacién del AG . . . . . ... ... ... .. ... 114
6-8. Error promedio en la deteccién del dano en funcién del tiempo de simulacion115
6-9. Evolucién de los Algoritmos Genéticos calculado por MatLab para un es-

cenario de fractura con posicién en x. = 0.9 m y profundidad h. = 0.2 m 116



6-10. Desplazamiento transversal del ultimo "sensor"de la barra con distintas
magnitudes de ruido. . . . . ..o o oo 117
6-11. Desplazamiento en x = L/5 con distintas magnitudes de ruido . . . . . . 117

6-12. Comparacion entre una fractura real y dos modelos propuestos para la

deteccion . . . . . . .. e 119
6-13. Esquema de la fractura difusa . . . . . .. ... . ... ... ... ... 119
6-14. Arco plano fisurado . . . . . . . ..o 121

6-15. Aceleracién en los dos 77 y x2 puntos para la barra sana. Experimento fisico124

6-16. Aceleracion en los dos x; v o puntos para la barra sana. Simulacién Com-
putacional . . . . . . ... 124

6-17. Esquema de la barra de aluminio fracturada de aluminio . . . ... ... 125

6-18. Forma del contorno de la hélice. Construccién a partir de un spline de

tercer grado . . . . ... Lo 126
6-19. Esquema de la hélice 3d . . . . . . . .. ... oo 128
6-20. Esquema del modelo de dano para la hélice del segundo caso . . . . . . . 128

6-21. Esquema de la barra danada a) distancia entre las dos caras de la fractura.

b) tensién de contacto en la fractura. La variable s indica la longitud del

segmento que va desde 1 a 2 en la fractura . . . . . . ... ... ... 131
6-22. Funcion log(d). Puede observarse un gran nimero de minimos locales. . . 132
6-23. Error en funcién del nimero de sensores . . . . . . .. .. ... ... 133

6-24. Distribucion de los errores porcentuales para una poblacién de 40 individ-

uos en la técnicade AG . . . . ... L 134
6-25. Distribucién de los errores porcentuales para una poblacién de 60 individ-

uos en la técnicade AG . . . . ... 134
6-26. Distribucion de los errores porcentuales para una poblacién de 80 individ-

uos en la técnicade AG . . . . ..o 135
6-27. Distribucién de los errores porcentuales para una poblacién de 100 indi-

viduos en la técnica de AG . . . . . .. 135



6-28.

6-29.

6-30.

6-31.

D-1.

E-1.

Distribucién de los errores porcentuales para una poblacién de 120 indi-
viduos en la técnicade AG . . . . . . ... Lo
Distribucién de Weibull para el error de detecciéon con una poblacién de
60 individuos . . . . . . Lo
Error promedio en la deteccién de la falla via experimento estédtico, como
una funcién de la cantidad de individuos en la poblacién del AG

Error medio en la deteccién como una funcién del error experimental
Relaciones esqueméticas de las variantes a la ley de Coulomb . . . . . . .

Forma de las celdas elementales y posicién de los nodos para las aproxi-

maciones de 1, 2 0 3 dimensiones . . . . . . . ... ... ... ...,

10



indice de tablas

3.1.
3.2.

5.1.

6.1.
6.2.
6.3.
6.4.

6.5.
6.6.

6.7.
6.8.
6.9.

Deteccién de fractura via series de potencias . . . . . . . . ... ... ..

40

Deteccién experimental de dano para una viaga mediante Redes Neuronales 41

Frecuencias para la vigasana . . . . . ... ... ... ... ... ...

Variacion de la poblacién con una ventana temporal de t = 0.25s

Variacion de la poblacién con una ventana temporal det = 0.1s . . . . .
Variacion del pardmatro de mutaciénr . . . . . ... ... ... ... ..
Diferentes escenarios o casos de localizacién y magnitud del dano ha ser
estudiados . . . . . ..o
Dependencia de los errores porcentuales con la poblacién . . . . . . . ..
Dependencia de los errores porcentuales en la deteccién con el tamano de
la ventana temporal . . . . . ... L Lo
Error en la deteccién como funcién del error experimental . . . . . . . . .
Resultados y errores para la deteccion en el caso de fractura tipo difusa .

Resultados y errores para la detecciéon de dano en un arco . . . . . . ..

6.10. Escenarios de dano para el experimento fisico . .. ... ... ... ...

6.11. Escenarios de dano para la hélice . . . .. ... .. ... ... ......

6.12. Resultados de deteccién para la hélice giratoria . . . . . . .. ... ...

11



Capitulo 1

Introduccion

1.1. Motivacién

A lo largo de los ltimos anos se ha realizado un gran esfuerzo en el problema de detec-
cién de dano en mecdnica, aerondutica y en estructuras civiles. En sistemas estructurales
de importancia tales como aviones o puentes, el dano detectado y reparado a tiempo
podria evitar una falla estructural catastréfica. Por tal motivo, el desarrollo de técnicas
de evaluacién no destructiva del estado de dano en estructuras mecdnicas, aeronduticas
y civiles ha sido un tema prioritario de investigacion.

Entre las técnicas usuales de estudios no destructivos pueden mencionarse, la emisiéon
acustica, rayos X, etc. [1]. Estas técnicas acarrean algunas desventajas: Primero, la es-
tructura, pieza mecédnica o herramienta sujeto de estudio tiene que ser desmontada, lo que
demanda grandes costos y tiempos muertos y no siempre es posible. Segundo, el estudio
de inspeccion y diagndstico tiene que ser orientado a la posicién donde se encuentra la
posible rotura. Tercero, la posicién de la fisura puede ser fisicamente inaccesible. Cuarto,
una vez localizada la falla no mucho més se podra decir de ésta y cuanto més detalle se
pretenda obtener del tipo o magnitud de dano se tendrian que implementar mas cantidad
de dispositivos de medicién y de mayor complejidad tecnoldgica. Carneiro [2] identifica

a estas técnicas como métodos sin modelo ya que no se contrastan los resultados exper-
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imentales con modelos pre existentes que formen parte del algoritmo de diagnéstico de
dano. Los métodos sin modelo (medicién directa) poseen, sin embrago algunas ventajas,
a saber: no existen ni tiempos computacionales ni divergencias con los modelos.

Lo dicho motiva el desarrollo de nuevas herramientas de diagndstico no destructivo
que puedan ser utilizadas en piezas o estructuras en modo operativo o en servicio.

Un enfoque muy atractivo es el método basado en el anilisis de las vibraciones mecéni-
cas. Estas técnicas se basan en la observaciéon de cambios que el dano provoca en las
propiedades estructurales de rigidez, amortiguamiento y eventualmente inercia, con re-
specto a iguales caracteristicas de la estructura no danada. En consecuencia es posible,
mediante la medicién de pardmetros dindmicos, registrar una alteraciéon que puede ser
correlacionada con algin dano. Sin embargo, en la literatura, los estudios sobre deteccién
de dano estdan mayoritariamente restringidos a vigas rectas, modelando a la fisura como
siempre abierta o en algunos de los casos proponiendo sistemas bi lineales en donde la
falla estd o completamente abierta o completamente cerrada (casos muy elementales y
poco realistas). Los autores de esos trabajos argumentan que la excesiva simplicidad de
sus modelos estd justificada por el insuficiente poder de cémputo disponible ya que en
general el diagnéstico de dano demanda multiples ejecuciones del mismo modelo para
escenarios de dano diferente. El autor de esta tesis, también ha trabajado, junto con
los miembros del grupo al que pertenece, en modelos técnicos de deteccién de dano via
problema inverso en los que la fisura era considerada siempre abierta. Estos modelos
muy sencillos y lineales tienen la ventaja de ser resueltos con poco poder de computo y
la desventaja de no poder ser implementados a cuerpos de geometrias arbitrarias y en
movimientos complejos en los que la propia fisura podria cerrarse.

Por otro lado existe una teorfa muy completa y avanzada sobre el contacto de los
cuerpos eldsticos (rama de la Mecdnica de Sélidos). Dichos modelos de contacto estan en
general desarrollados para el caso de cuerpos que sufren desplazamientos, rotaciones y
deformaciones pequenas y por lo general se usan para estudiar contacto entre un cuerpo

deformable y uno rigido asi como entre dos o mds cuerpos deformables en forma normal
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o tangencial entre los dos cuerpos que interactian con eventuales fuerzas de friccion,
efectos dindmicos e impacto. Sin embargo estos modelos complejos de contacto no han
sido excesivamente implementados para deteccién de dano aunque si para simular la
dindmica de estructuras danadas.

El avance constante de la computacién y el significativo progreso de la Mecédnica
Computacional ha permitido implementar técnicas de biisqueda de dano utilizando mod-
elos sofisticados y complejos. Esto abre nuevas posibilidades, como por ejemplo incluir la
teorfa de la Mecanica de Contacto a la deteccién de fallas. Esta y otras ideas similares
serdn exploradas en esta tesis.

El autor de esta tesis se interesé en problemas de mecdnica de contacto de cuerpos
eldsticos porque la formulacién matemética parece tener incongruencias en las condiciones
de borde a imponer. Esto es: tanto la regién de contacto como la distribucién misma de las
tensiones es incégnita del problema cuando la resolucién de las ecuaciones diferenciales
de movimiento demandan ese dato en dichas condiciones en la frontera. La posibilidad
de incorporar la teorfa de contacto en el modelado de la fisura que al deformarse podria
cerrarse en forma total o parcial dependiendo de las solicitaciones externas aplicadas al

cuerpo, aumenté atin més el interés del autor en este problema.

1.2. Importancia del Problema

A partir de la lectura de algiin pardmetro dindmico (como la aceleracién, velocidad o
deformacién) es posible diagnosticar si un elemento estructural estd sano o no. La idea
bésica es reconstruir la solucién de un problema de movimiento a partir de aquella in-
formacién teniendo en cuenta en el modelo la posicién y morfologia de la zona danada.
Generalmente se llama a este tipo de problema de resolucién inversa ya que de un ex-
perimento se podrid adquirir informacién de la solucién pero no la causa que lo provoca.
Son éstas las técnicas que Carneiro [2] identifica como métodos con modelo ya que los

resultados experimentales se comparan con modelos computacionales que forman parte
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del algoritmo de detecciéon de dano.

Las ventajas son la reduccién de los requerimientos experimentales, la capacidad
de ajuste de pardmetros y la capacidad de diseno del tipo de sensores y sus 6ptimas
ubicaciones y en general, no requieren de la modificacién de las instalaciones. Gracias
al desarrollo de las computadoras modernas en cuanto a su capacidad y velocidad de
célculo, el diagndstico puede ser automatico, supervisando noche y dia la integridad
estructural del elemento que se quiera inspeccionar como, por ejemplo, en elementos como
hélices de molinos de generacién de energia, columnas de perforacion de petréleo, motores,
aeronaves, etc. Precisamente la industria aerondutica, pionera en este campo, implementé
una generacion de aeronaves que tienen incorporado un sistema de diagnéstico de la salud
estructural en tiempo real, provocando una gran merma en los costos operacionales ya
que se minimizaron los perfodos de control en tierra, extendiendo la vida ttil del diseno

original.

1.3. Alcance del Estudio

La aplicacién concreta y estudio de esta tesis pertenece a la deteccién de dano en
elementos estructurales. Donde se tiene en cuenta el contacto unilateral (o de desigual-
dad) en la zona de la fisura responsable de la no suavidad y una parte de la no lineali-
dad de la mecdnica. Las ecuaciones de movimiento son planteadas en forma lagrangiana
para deformaciones finitas proponiéndose ecuaciones constitutivas de tipo hipereldsticas
y visco eldsticas para el segundo tensor de tensiones de Piola-Kirchhoff. A partir de la
Termodinamica de medios continuos, se realiza un estudio sobre las formas funcionales
admisibles que las ecuaciones constitutivas pueden adquirir. El problema inverso de de-
teccién de dano, es resuelto planteandolo como un problema de optimizacién empleando
la técnica de Algoritmos Genéticos.

El enfoque de esta tesis es esencialmente teérico y numérico pero se realizan experi-

mentos fisicos con el objeto de validar la implementacién del método a casos reales.
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El tipo de elementos estructurales que puede analizarse es bastante general ya que
se implementan modelos 2D y 3D en elementos finitos. En particular en esta tesis se
muestran ejemplos de aplicacién en vigas rectas, arcos y hélices en movimientos rotato-
rios, donde el dano se simula como una fisura superficial, transversal a la superficie del

elemento.

1.4. Objetivos:

El propésito de esta Tesis es el estudio de una clase particular del problema inverso
perteneciente a la Mecdnica del Continuo. En concreto se pretende estudiar la factibilidad
de detectar dano en estructuras en situaciones de operatividad. Esto es, detectar si una
estructura esta danada a través de mediciones indirectas no destructivas de su estado de
deformacién o movimiento cuando la pieza mecdnica estd en régimen operativo.

Para poder concretar estos objetivos principales se plantearan objetivos secundarios
que consistirdn en:

Construccién de un modelo matematico que cumpla las leyes de la Mecénica de los
Medios Continuos para una clase de sélidos eldsticos e hipereldsticos. Esto es, balances de
masa, momento lineal y angular asi como, consistencia termodindmica en las ecuaciones
constitutivas.

Reformular del problema a la forma material o lagrangeana.

Extender del problema de contacto a dos o més cuerpos flexibles que interactien.

Estudiar la influencia de la friccién en distintos casos de contacto unilateral.

Estimar la capacidad de estos modelos para simular inestabilidad del tipo stick and
slip (alternancia entre ficcién estética y dindmica) y vibro impacto en sistemas multic-
uerpos independientes al estudio de dano.

Formular el problema a optimizar y construir un algoritmo de biisqueda de dano.

Estudiar la influencia de los distintos pardmetros del método evolutivo (Algoritmos

Genéticos).
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Estudiar la robustez del método de deteccién frente a incertezas en el modelo y errores

experimentales.

1.5. Metodologia

En la dindmica cldsica de particulas o cuerpos rigidos se distinguen dos tipos de
problemas generales:

Problema directo: Partiendo de las fuerzas dadas que actiian sobre un sistema de
masas en las que se conocen las restricciones de posicién y velocidad en un instante de-
terminado, se requiere hallar el movimiento del sistema, es decir, la posicién, la velocidad
y la aceleracién como funciones del tiempo.

Problema inverso: Partiendo del movimiento conocido de un sistema (posicién y ve-
locidad), se requiere hallar un posible conjunto de fuerzas que produciria tales movimien-
tos.

La generalizacién de problemas directo e inverso en Mecdnica del Continuo podria ser
el siguiente:

Problema directo: Partiendo de la forma del contorno, las fuerzas de cuerpo en
el seno del mismo y las tensiones en el borde en un instante determinado, se requiere
hallar el movimiento del sistema es decir, la posicion, la velocidad y la aceleracién de cada
punto del cuerpo como funciones del tiempo. Este es el problema que generalmente se
presenta en los libros de texto (al igual que el problema directo en mecédnica de particulas
y cuerpos rigidos).

Problema inverso: Partiendo del movimiento de cada punto del cuerpo contin-
uo (posicién y velocidad) en un instante dado, se requiere hallar un posible conjunto
de fuerzas de cuerpo, forma del contorno y tensiones sobre éste que produciria tales
movimientos.

En el problema inverso para el caso de cuerpos deformables (Mecénica del Continuo) es

necesario conocer el movimiento en cada punto del cuerpo. Disponer de esta informacion
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en la préactica es imposible, ya que a lo sumo se podrd medir el movimiento en algunos
puntos.

En el problema inverso, la forma del contorno es una de las incégnitas, es por ello
que la deteccion de fisura se materializa a través de un modelo del continuo en referencia
puramente lagrangiana para deformaciones y rotaciones finitas que tiene en cuenta la
fisura. El esquema matemdtico que consta de un sistema de ecuaciones diferenciales en
derivadas parciales, altamente complejas y no lineales junto con sus condiciones de borde
no menos complicadas, se resuelve numéricamente con el programa de propésito general
FlexPDE que discretiza aquellas ecuaciones diferenciales en elementos finitos. Luego el
problema inverso se trata como un problema de minimizacién de una funcién objetivo que
evaluard la diferencia de algunos pardmetros de la solucién del modelo (como la posicién
o aceleracién en algunos puntos del cuerpo) con una medicién experimental del modelo
fisico del que se pretende diagnosticar el dano.

Para ello se implementan Algoritmos Genéticos en el entorno del programa mateméti-
co MATLAB haciéndolo interactuar con FlexPDE. Se estudian distintas alternativas de
los pardametros evolutivos y la sensibilidad del algoritmo de deteccién con el intervalo de
tiempo empleado para construir la funcién objetivo. La robustez del método se pone a
prueba cuando exista alguna divergencia entre el modelo computacional propuesto para

deteccion y el eventual modelo fisico.

1.5.1. Problema directo

La mecénica de problemas no suaves (ver [3]) trata sobre casos en donde las ecuaciones
constitutivas o las condiciones de borde contienen algiin elemento descrito matematica-
mente por desigualdades o inecuaciones, también conocidos en la Mecdnica Analitica
como restricciones no holénomas (ver [4]). Un ejemplo de esto es el contacto unilateral,
donde la tensién de contacto tendrd que ser del tipo compresivo o cero, la correspon-
diente separacién tendrd que ser positiva (si los cuerpos estéan separados) o cero (si se

estdn tocando) y al mismo tiempo sélo una de estas dos cantidades tendra que ser nula
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(ver [5]). Mds aun, todo esto para cada punto del contorno de cada uno de los cuerpos

Este tipo de problemas “no suaves o no holénomos”, impulsa en este contexto, la
idea de discontinuidad en el propio modelo, exigiendo la activaciéon o desactivaciéon de
varias funciones “suaves”. Formulaciones rigurosas de la Mecédnica Impulsiva, contacto y
problemas de inecuaciones en mecénica son tratados por ejemplo en [3,5-9].

En esta tesis la solucién del problema directo de estructuras danadas, se usard una
tnica técnica (resolucién del problema diferencial), ya sea para el caso dindmico como
para el caso estdtico. Esta técnica esta basada en regularizar el problema de contacto
empleando un sistema equivalente de ecuaciones de borde a través de funciones continuas

de penalizacién.

1.5.2. Problema inverso

El problema inverso en Mecdnica del Continuo, en particular en la mecédnica de prob-
lemas no suaves, es formulado en esta tesis como un problema de minimos cuadrados
de la diferencia entre la solucién del problema directo con el problema propuesto. Por
ejemplo en el caso de deteccién de fisura se dispone de la solucién de un caso en el que se
desconocen las causas que lo generan (posicién y morfologia de la fisura); éste es el caso
incégnita (CI). Luego se propone la posicién y profundidad de la fisura en numerosas
ubicaciones: Estos son los casos de prueba (CP). Se resuelve el problema directo para
cada uno de los casos y se comparan estas soluciones con la correspondiente al CI. Es
claro que no se podran resolver y evaluar los cuadrados para todos los casos en forma
manual.

En este esquema, se resuelve el problema inverso en dos niveles computacionales
como se describe en [3]. El nivel alto consiste en la minimizacién del error cuadratico o
cuadrados minimos, que es la parte del algoritmo donde se resuelve el problema inverso
y el nivel bajo en la solucién del problema mecdnico directo. Sobre estudios del problema
de disenio 6ptimo en estructuras unilaterales, puede consultarse [10] y en problemas de

identificacién en estructuras elastopldsticas, [11] y [12].
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En esta Tesis se presentan desarrollos en los dos campos, esto es en el método directo
e inverso. En el directo se presenta un modelo basado en la mecédnica de cuerpos eldsticos
y visco eldsticos con contacto y friccién en la fisura. La construccién tedrica del sistema
diferencial estd planteada en forma consistente con la teoria de Coleman y Mizel (1964)
[13] ¥ la Mecdnica del Continuo de Truesdell [14-16] con la diferencia que los desarrollos
son en forma material o lagrangiana (ver [17]).

Como se dijo antes, la forma m&as comin de resolver problemas inversos es a través de
cuadrados minimos [20]. Una funcién de costo o funcién objetivo es definida a partir de
los datos medidos (CI) y los calculados (CP). Luego los pardmetros del dafio son los que
correspondan a la minimizacién de aquella funcién de costo. Generalmente se utilizan
métodos de minimizaciéon basados en biisqueda via gradientes, esto es, bajo el supuesto
que la funcién de costo es diferenciable, se busca el punto donde el gradiente de la misma
es nulo. Estas técnicas presentan dos inconvenientes: Primero, la funcién objetivo tiene
que poseer propiedades de suavidad y diferenciabilidad y segundo, se tiene que disponer
de un valor inicial préximo (semilla) a la solucién donde a partir de éste el método
empieza, mediante un proceso iterativo, a buscar la soluciéon. Lamentablemente la funcién
de costo, en estos problemas inversos de la mecénica no suave, no cumple ninguna de las
propiedades exigidas para aplicar métodos basados en bisqueda por gradiente (ver [21]).
Ademss no siempre se dispone de un conjunto inicial de valores para la semilla.

La técnica de Algoritmos Genéticos atribuida a Holland en 1975 [22] imita la repro-
duccién sexual de las especies vivas y el supuesto evolutivo que afirma que el méas apto
tendrd més posibilidades de pasar su informacién genética a la préxima generacion. Esto
es llevado adelante mediante la idea de tratar a cada CP como un individuo y al valor de
la funcién objetivo como indicador de qué tan apto genéticamente es ese individuo. El
algoritmo no requiere en ninguna etapa la evaluacién de derivadas y como el cdlculo de la
funcién objetivo es independiente para cada CP es facilmente adaptable a la computacion
en paralelo. Este algoritmo es relativamente nuevo [23] y se ha implementado en forma

exitosa para la deteccién de minimos globales cuando no se dispone de una semilla y la
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Nivei 3
Deteccion de Daito
+
ubicacion
+
Magnitud

Nivel 2

Deteccion de Dadio
+

ubicacion

Nivel 1
Deteccion de daiio

Figura 1-1: Niveles de deteccién

funcién a optimizar presenta gran nimero de minimos locales. En 1989, Goldberg, uno
de los alumnos de Holland, publicé [23-25] una recopilacién organizada de la teoria y de
sus aplicaciones. El método gané popularidad en la comunidad de los investigadores en
optimizacién a finales de los 80s y principios de los 90s, Bick y Schwefel (1993) [26]. El
libro de Michalewicz [27] discute los distintos tipos de algoritmos evolutivos y detalles de

su programacion.

1.5.3. Niveles de deteccion

El problema de deteccién puede ser clasificado en diferentes niveles dependiendo de las
bondades de la técnica o de las dificultades del problema especifico, ya sea por la forma
del cuerpo o por el tipo de material involucrado. Rytter 1993 [28] propone la siguiente
clasificacién. Se dice que un método alcanza el nivel I si sélo es capaz de identificar la
existencia del dano; de nivel 2 si ademds puede determinar la ubicacién de la fisura;
y de nivel 3 si ademds puede estimar la magnitud del dano (ver Figura 1-1). Incluso

Rytter [28] define un nivel 4 si el método tiene la capacidad de predecir la vida 1til que
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le resta a la pieza o estructura. Se dice que este tltimo nivel no forma parte de la misma
técnica de deteccion ya que la prediccién sobre la vida titil restante de un determinado

elemento forma parte de la Mecénica de fisura.

1.6. Contenidos de esta tesis

Esta tesis estd compuesta por siete capitulos y varios apéndices.

En el Capitulo 2 se hace una revision de la literatura correspondiente a las técnicas de
identificacién de dano publicadas en los tltimos 30 afios y a los métodos y teorias de la
Mecdnica de Contacto. Estos dos tépicos se encuentran estudiados en formas separadas ya
que no se los ha utilizado frecuentemente juntos. Esto es: no se ha incluido la Mecédnica de
Contacto tipo Signorini en la formulacién del problema de deteccién de dano. El capitulo
culmina con antecedentes sobre la implementacién de algoritmos genéticos en deteccion
de dano.

En el Capitulo 3 Se presentan tres técnicas de detecciéon muy simples para sistemas
lineales dando lugar a los estudios més sofisticados donde se incluye el contacto, rotaciones
y deformaciones finitas.

El Capitulo 4 trata los fundamentos y justificaciones de una descripcién lagrangiana
de la Mecéanica del Continuo eldstico y viscoeldstico. Se presentan dos ecuaciones consti-
tutivas para cuerpos hipereldsticos y se desarrolla una teorfa que limita la forma funcional
y justifica un caso muy simple de disipacién interna (constitutiva viscoeldstica) a partir
de la Termodindmica del Continuo en referencia lagrangiana. Los modelos de contacto
unilateral o no holénomo junto con modelos de friccién y su regularizacién son presen-
tados también en este capitulo que culmina con la presentacién de las ecuaciones de
movimiento, sus condiciones iniciales y de contorno en forma débil.

El Capitulo 5 se presentan varios ejemplos de la implementacién computacional para
problemas diversos de deformaciones finitas, grandes rotaciones, contacto y friccion. Se

exhiben estudios cuantitativos sobre el tiempo de contacto, balances energéticos y fuerzas
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de interaccién en un impacto entre un disco y un rigido en forma oblicua y normal asi
como entre un disco y un semi espacio flexible o una esfera tridimensional que impacta
en forma normal contra un semi espacio rigido. También se estudia el movimiento de
un péndulo con grandes deformaciones y friccién en el pivote contrastdndolo con otras
teorfas técnicas. El capitulo termina con estudios cualitativos de la dindmica lineal y no
lineal de una viga fisurada con inclusién del fenémeno de contacto cuando la misma se
cierra.

En el Capitulo 6 se trata la implementacion especifica de los modelos anteriores a la
dindmica de vigas fisuradas con contacto en la zona de dano. El breve estudio cualitativo
del final del Capitulo 5 de las complicadas vibraciones no lineales introduce a las técnicas
de optimizacién para detectar dano (problema inverso). Se explica en que consisten los
algoritmos genéticos y como se implementan para resolver el problema inverso tanto en
vigas como en cuerpos de otras formas como arcos o hélices giratorias mostrandose las
virtudes de la formulacién general no lineal del continuo. Se realizan estudios estadisticos
sobre deteccién donde se estudia la influencia del error experimental y la capacidad de
deteccién cuando el modelado no sea exactamente igual a los fenémenos que pretende
simular. Dichos estudios estadisticos son llevados a cabo en experimentos simulados de de-
teccién en situaciones estdticas y dindmicas. También se estudia la influencia del nimero
de sensores en la calidad de la deteccién. Un experimento para varios escenarios de dano
demuestra el éxito de esta técnica en el diagnostico de elementos danados reales. En este
experimento, se utiliza la teoria antes desarrollada para materiales visco eldsticos.

En el Capitulo 7 se presentan las conclusiones de la tesis donde se exponen los ben-
eficios y falencias de una teorfa completa de la elasto y visco elasticidad con contacto
aplicada a la deteccion de fallas y la robustez del método a ruido experimental o diver-
gencias entre el modelo fisico y el computacional. Una lista de posibles estudios futuros

concluye el capitulo.
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Capitulo 2

Revisién de la literatura

El problema de la deteccién de dafio ha sido formulado en mayor frecuencia para el
caso de estructuras tipo vigas o placas utilizandose las teorfas técnicas de resistencia de
materiales. Carneiro [2] sefiala que todos los modelos computacionales de deteccién de
dano se pueden incluir en tres familias. A saber “difusos”, localizados o del continuo. En
los primeros (ver [29] y [30]) se proponen modelos variacionales, que desembocan en mod-
elos de elementos finitos, que tienen en cuenta a la fisura como una regién debilitada de la
estructura (generalmente vigas). En la segunda familia, los modelos proponen fragmen-
tar la estructura en dos o mas partes y unirlas por elementos tipo resortes que simulan
la localizacién de la falla. Las propiedades mecédnicas de dicho resorte son derivadas de
consideraciones energéticas o dadas por otras teorfas como la Mecanica de Fractura de-
pendiendo de la magnitud del dafio. En 1944 Kirmser [31] propone remplazar un sistema
de esfuerzos equivalentes en la region de la falla. La tltima familia, la correspondiente a
modelos del continuo (ver en [32-34]), es la mds moderna y modela a la fisura como una
disminucién de la seccion.

Estos modelos simplificados de la estructura danada tienen la ventaja de presentar
un bajo un costo computacional y un planteo sencillo del problema, y la desventaja de
no poder incluir formas estructurales mas generales o arbitrarias y efectos mas complejos

como es el contacto de la fisura cuando ésta se cierra.
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Estas son desventajas que limitan la aplicaciéon a problemas muy particulares de la
detecciéon de dano y es éste el principal motivo junto con la potencia moderna de computo,
que impulsa el planteo de las ecuaciones completas de la teoria de Medios Continuos (ver
Truesdell y Noll [14], Truesdell y Toupin [16,35] , Wang y Truesdell [36], Eringen [37],
Mase [38], Lai y Rubbin [39] o Gurtin [40].

Una gran ventaja de la teorfa de Medios Continuos es la rigurosidad, generalidad
y consistencia en los conceptos fisicos utilizados. Es por ello que es posible un estudio
riguroso en la deduccion de las ecuaciones de movimiento y en la forma funcional de las
ecuaciones constitutivas.

En esta tesis el modelo se plantea en coordenadas lagrangianas o materiales y para
ello se transforman todos los sistemas de ecuaciones al volumen del cuerpo indeformado
(detalles de estas transformaciones en [17,39,40]), incluso las ecuaciones de energia y
segundo principio de la Termodindmica [15,17]. Esto presenta ciertas ventajas en el
modelo de contacto y en la utilizaciéon de la conservacion de la energia como diagnéstico

en la calidad de la solucién numérica.

2.1. Modelos técnicos y Deteccién via Frecuencias
Naturales

Segtin el articulo de revisiéon de Doebling [41] Los primeros trabajos de deteccién de
dano datan de 1969 y 1970, Lifshitz, Roten y Dimarigona [42], tratan sobre problemas en
la industria petrolera y sobre maquinaria de generaciéon de energfa. En estos trabajos se
utilizan las frecuencias naturales como informacién para detectar dano, especificamente
el corrimiento de las frecuencias naturales. Con el paso de los anos se implementaron
modelos mas complejos y a principios de los 80 se migré de las técnicas de cambio de
frecuencias a las de variaciéon de las formas modales como indicadores potenciales de
dano. Sin embargo el método del cambio en frecuencias es el més estudiado y publicado.

Un excelente sumario de técnicas y métodos basados tnicamente en el corrimiento de
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frecuencias naturales es condensado en Salawu [43]. En 1978 Adams y otros. [44] y y
un ano despies Cawley y Adams [45] sistematizaron la bisqueda de dano en materiales
compuestos aunque sélo consiguen llegar al nivel 1 de deteccién. Comenzaron el andlisis
con la proporcién entre los cambios de frecuencia para dos modos vibratorios diferentes.
Una tabla de posibles posiciones de dano es considerada, y un término de error es definido
al comparar estos cambios con un modelo que tiene en cuenta el cambio local de rigidez
(debido a la fisura). El valor de la tabla que minimice el error es la ubicacién buscada.
Friswell, y otros. (1994) [46] extiende la idea de Cawley y Adams [45] haciendo un andlisis
estadistico. Juneja, y otros. (1997) [47] presentan una técnica llamada maximizacién de
contraste donde la idea es compatibilizar la respuesta de la estructura danada con una
base de datos. También desarrollan una medida predictiva de la detectabilidad del dano.
Gudmundson, (1982) [48], Tracy y Pardoen, (1989) [49], y Penny, y otros. (1993) [50]
presentan otros avances para el método predictivo. Dicho método predictivo, que usual-
mente cae en el nivel 1 de identificacién de dano, consiste en calcular cambios de la
frecuencia para un tipo de dano conocido. Generalmente, el dano es modelado matemati-
camente, y luego para determinar la integridad estructural, las frecuencias detectadas
son comparadas con las frecuencias calculadas. Este método fue usado extensamente por

los investigadores de industria petrolera previamente mencionados.

2.1.1. Fallas en vigas tipo Bernoulli y Timoshenko

Los primeros modelos del continuo propuestos que inclufan dano fueron publicados
por Christides y Barr en vigas tipo Euler-Bernoulli [32]. La idea bdsica era deducir un
sistema diferencial ordinario de viga danada a partir de principios variacionales para la
discretizacién en elementos finitos tipo método Hu-Washizu-Barr [34, 51]. La deduccién
variacional hace posible incluir los efectos de disminucién de rigidez en el entorno de la
fisura como una funcién de la posicién y profundidad. Estudios sobre la precisién en el
método de deteccién a partir de las formas modales concluyen el resultado evidente que a

mayor niimero de modos utilizados mejor el grado de precision en la deteccién [52]. Esto
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iltimo tiene una desventaja ya que al utilizar modos normales de altas frecuencias la
teorfa de Euler-Bernoulli diverge de los resultados experimentales lo que motiva modelos
un poco mas complejos como vigas tipo Timoshenko como concluyen Christides y Barr

[32] y Shen y otros [53] [54].

2.2. Problema inverso

El problema inverso, que tipicamente llega a Nivel 2 de identificacién dano, consiste
en calcular los pardametros de dano, esto es, posicién, profundidad o ambos en la fisura
como una funcién de los cambios de frecuencias naturales.

Stubbs y Osegueda (1990) [55,56] desarrollaron un método de deteccién de dafno us-
ando la sensibilidad de cambios de frecuencia modales que se basa en trabajo de Cawley
y Adams (1979) [45]. En este método, una funcién de error para cada modo y cada
elemento estructural es computada asumiendo que un tnico elemento esta danado. El
elemento que minimiza este error es el miembro danado. Los autores senalaron que este
método de sensibilidad de cambio de frecuencia reposa en matrices de sensibilidad que
son computadas aparte usando Elementos Finitos. Este requisito eleva el costo computa-
cional incrementando la dependencia en la precisién del modelo numérico anterior. Para
vencer este inconveniente, Stubbs, y otros. (1992) [57] desarrollaron un método de in-
dexacién de dano. Morassi (1997) [58] presento un método inverso para localizar dafo
tipo muescas en poérticos de acero a través del cambio en las frecuencias modales. Este
estudio enfoca principalmente la atencién en la exactitud de la configuracién estructural
sana referenciando cada frecuencia medida con la calculada.

Otros ejemplos de métodos inversos para los corrimientos de frecuencias modales
como indicaciones de dafio se replantean en Adams, y otros. (1979) [44], Wang y Zhang
(1987) [59], Stubbs, y otros. (1990) [60], Hearn y Testa (1991) [61], Richardson y Mannan
(1992) [62], Narkis (1994) [63], Brincker, y otros. (1995) [64], Skjaerbaek, y otros. (1996)
[65], Al-Qaisia y Meneghetti (1997) [66] y Villemure, y otros. (1996) [67].
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2.3. Deteccion via Formas Modales

West (1984) [68] presenta lo que es posiblemente el primer uso sistemético de la forma
modal para detectar la posicién de dano estructural sin uso de un modelo de elementos
finitos (segtin Carneiro [2] entrarfa en la categorfa de detecci6én sin modelo). El autor usa
criterios de correlacién entre los modos de vibracién de un alerén intacto del Orbitador
Espacial (Orbiter Space Shuttle) antes y después de que ha estado expuesta a carga
acustica para localizar el dafio estructural. Mayes (1992) [69] presenta un método para
la localizacién del error del modelo basado en cambios de las formas modales conocido
como STRECH (structural translational y rotational error checking). STRECH puede ser
aplicado para comparar los resultados de una prueba con un modelo de elementos finitos
o comparar los resultados de dos pruebas. Ratcliffe (1997) [70] presenta una técnica
para localizar dano en una viga que usa una aproximacién en diferencias finitas de la
informacién de las formas modales. Cobb y Liebst (1997) [71] presentan un método para
fijar las posiciones optimas donde ubicar el (los) sensor (sensores) para identificacién de
dano estructural basada en un anélisis de sensibilidad. Una idea similar es presentada por
Skjaeraek, y otros. [72] que examina la localizacién 6ptima de la posicién del sensor para
detectar dano estructural pero basado en los cambios en formas y frecuencias modales.
Yuen (1985) [73], Rizos, y otros. (1990) [74], Osegueda, y otros. (1992) [75], Kam y Lee
(1992) [76], Kim, y otros.(1992) [77], Srinivasan y Kot (1992) [78], Ko, y otros. (1994) [79],
Salawu y Williams (1994, 1995) [80] y [81], Lam, y otros. (1995) [82], Salawu [83]; y Saitoh
y Takei [84] aportan otras técnicas al utilizar las formas modales para identificar dafo.

Otra idea interesante para detectar dano es estudiar las derivadas espaciales de las
formas modales ya que existe una clara dependencia de la curvatura con la tensién de
flexién. En 1991 Pandey, y otros. [85] demuestra que los cambios bruscos en la curvatura
de la forma modal pueden ser un buen indicador de dano para estructuras tipo viga. Los
valores de curvatura son computados directamente del desplazamiento de la forma modal
usando el operador de diferencias finitas de punto central. Stubbs, y otros. [54] presenta

un método basado en la disminucién en la energia de tensién modal (definida por la
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curvatura de las formas modales). Topole y Stubbs [86] y [87] examinan la viabilidad
de usar un set limitado de pardmetros modales para la deteccién estructural de dano.
Stubbs y Kim (1996) [88] examinan la viabilidad de localizar dafio usando esta técnica

sin implementar una puesta a punto previa de dichos pardmetros modales.

2.4. Meétodos de actualizacion de parametros

Otra clase de métodos de identificacion de dano se basan en la modificacién del
propio modelo estructural como masa, rigidez y amortiguamiento para reproducir tan
estrechamente como sea posible la medicién de la respuesta estdtica o dindmica de la
estructura sana (algunos autores llama a este proceso zero setting o ajuste a cero). Luego
estos métodos emplean los modelos actualizados o modificados para optimizar la posicién
y morfologfa del dano comparando la solucién de las ecuaciones de movimiento con los
datos medidos.

Algunos de estos modelos usan la idea de reemplazar las formas y frecuencias modales
del cuerpo danado en las ecuaciones de movimiento del cuerpo sano. Al no tratarse del
mismo problema esos movimientos no serfan solucién del problema diferencial a menos
que se le incorpore al modelo una fuerza particular que haga vibrar la estructura de
esa manera. Luego si al modelo se le agrega el dano en alguna una ubicaciéon y con
alguna magnitud, esa fuerza incorporada serd funcién de estos pardametros. Por iltimo
se tendria que minimizar dicha fuerza ficticia (o error). Smith y Beattie (1991a) [89],
Zimmerman y Smith (1992) [90], Hemez (1993) [91], y Kaouk (1993) [92] han publicado
revisiones de estos métodos. El problema es generalmente formulado como un problema de
multiplicadores de Lagrange o una optimizacién basada en penalidad. Kabe (1985) [93],
Baruch y Bar Itzhack (1978) [94], y Berman y Nagy (1983) [95] implementaron una
formulacién comun de la “Actualizacién del Problema Optimo” que es esencialmente
minimizacién de la norma de Frobenius imponiendo nulidad en el error modal de fuerza.

Una variante de la actualizacién de pardametros a partir de formas y frecuencias
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modales es utilizar en forma directa la respuesta dindmica temporal. La ventaja de es-
ta técnica es que la informacién cruda posee valiosa informaciéon que no es reducida
al ser utilizada para calcular frecuencia o formas modales y que puede ser aplicada a
cualquier problema de deteccién de pardmetros ya que no se presupone linealidad en el
fenémeno estudiado. Por supuesto esta gran ventaja acarrea consigo el defecto de deman-
dar un gran costo computacional. Defecto que por cierto cada vez lo es menos debido a
la continua evolucién de la herramienta computacional. Qain y otros (1990) [96] propuso
un método basado en promedio mévil auto regresivo (en inglés: ARMA autoregressive
moving average) para estimar dano a partir de las maximas amplitudes en la respues-
ta temporal. Garcia y otros [97] Compararon las virtudes y defectos de las técnicas de
dominio temporal (ARMA) con las correspondientes al dominio en frecuencia. Banks y
otros. (1996) [20] desarrollaron un método basado en cuadrados minimos de la respuesta
temporal para identificar defectos circulares en vigas tipo Euler Bernoulli. Masri y otros.
(1996) [98] utilizaron redes neuronales artificiales entrenadas a partir de respuestas tem-
porales simuladas de especimenes danados. Seibold y Weinert (1996) [99] propusieron
un modelo probabilistico basado en respuesta temporal para estudiar dano en un rotor.
Cattarius e Inman (1997) [100] propusieron un método de respuesta temporal para de-
tectar diferencias en la dindmica de estructuras sanas y danadas sin hacer uso de modelo
alguno. Carneiro (2000) [2] utiliz6 la respuesta dindmica para detectar dano en vigas
rectas tomando en cuenta las distorsiones tensionales que causa la fisura.
Recientemente se ha innovado en modelos més completos en la dindmica de cuerpos
danados e intentado variantes en las técnicas de deteccién. Atkinson y Aparicio 1999 [101]
proponen la detecciéon de dano en estructuras bidimensionales estudiando el tensor de
energia — impulso. Dilena y Morassi 2002 [102] determinan la posicién de la fisura a
partir de del cambio de los nodos en las formas modales. Kim y Stubbs 2003 [103]
detectan dano a partir de cambios en la energia modal. Owolabi y otros 2003 [104]
proponen técnicas para detectar dano muiltiple a partir de cambios en frecuencias y

amplitudes reveladas en 7 puntos de una estructura tipo viga. Law y Lu 2005 [105]
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detectan dano a partir de la respuesta dindmica en algunos puntos de una viga, con esta
informacién reconstruyen la dindmica en todos los puntos de esta y luego via problema
inverso aseguran detectar la posicién y profundidad de la fisura. Patil, y Maiti 2005 [106]
implementan un método experimental para muiltiples fisuras. Mendes y Tadeo 2006 [107]
modelan la propagacién y dispersién de una onda cuando incide en una fisura curva
en cuerpos tridimensionales. Rao y Rahman 2006 [108] presentan un modelo basado en
elasticidad lineal para identificar dano en cuerpos funcionalmente graduados (functionally
graded materials) bidimensionales estudiando la intensidad de las tensiones en la zona
de la fisura. Peng y otros 2007 [109] emplean frecuencias no lineales para detectar dano.
Wang y He 2007 [110] implementan redes neuronales artificiales para identificar fisura en

un domo curvo (represa)

2.5. Contacto

Desde el punto de vista tedrico, la dindmica del contacto e impacto puede ser estudiada
de dos maneras:

-Contacto y colisién de cuerpos rigidos

-Contacto y colisién de cuerpos deformables.

El enfoque de la colisién de cuerpos rigidos se basa puramente en la Mecédnica de
particulas y cuerpos rigidos de Newton donde se considera al impacto como un fenémeno
de duracién infinitesimal donde la pérdida de energfa cinética en el rebote es modelada
por un factor conocido como coeficiente de restitucién. Las ecuaciones de movimiento son
resueltas hasta el instante antes en que comienza el choque y desde el instante después
que éste finaliza. Las caracteristicas del tipo de rebote son obtenidas a partir de teoremas
de conservacion de la cantidad de movimiento y de energfa, ignordndose lo que ocurra
durante la propia colisién.

Desde el punto de vista de los cuerpos deformables, el impacto ya no es considerado

como un fenémeno instantdneo. En este enfoque, se toma en cuenta no sélo el intervalo
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finito de duracién del contacto, sino que ademés se considera las fuerzas involucradas,
tensiones internas, etc.

La Teoria de la Mecdnica de Contacto de cuerpos elasticos nace en 1882 con la pub-
licacién de Heinrich Hertz de su escrito clésico On the contact of elastic solids [111]. En
aquel entonces Hertz estaba trabajando como un auxiliar de investigaciéon para Helinholtz
en el University de Berlin. Su interés en el problema fue animado por experimentos en
interferencia éptica entre lentes del vidrio. La pregunta trataba sobre que tipo de defor-
macién eldstica de los lentes bajo la accién de la fuerza que los mantenfan en contacto
podria tener una influencia significativa en el patrén de interferencia. Es facil de imagi-
nar cémo la hipétesis de un drea de contacto eliptica pudo haber sido propuesta a partir
de las observaciones de de las franjas de interferencia. Su conocimiento de teorfa poten-
cial electrostdtica le faculté a entender, por analogia, que una distribucién elipsoidal - el
hertziano - de presién de contacto produciria desplazamientos eldsticos en los dos cuerpos
que eran compatibles con un drea de forma eliptica.

Hertz publico en su teorfa en la Sociedad de Fisica de Berlin en enero de 1881 donde
los miembros de la audiencia entendieron rdpidamente la importancia tecnologia del tema
animandolo a que publique rdpidamente su teoria en una revista técnica. Sin embargo
no se realizo ningin avance hasta empezado el siglo XX, seguramente animados por
el advenimiento del ferrocarril, maquinaria de engranajes cajas reductoras, o equipos
industriales.

La teoria Hertz estd restringida para superficies sin friccion y sélidos perfectamente
eldsticos sometidos a pequenas deformaciones. En la segunda mitad del siglo pasado,
grandes progresos se han realizado en la eliminacién de estas hipétesis restrictivas a la
Mecdnica de Contacto. Un tratamiento correcto de friccién ha posibilitado a la teorfa
eldstica quedar extendida para modelar deslizamiento y friccién de rodadura. Al mismo
tiempo que el desarrollo de las teorfas de plasticidad y de viscoelasticidad lineal han posi-
bilitado examinar las tensiones y las deformaciones en el contacto de cuerpos ineldsticos.

Algo sorprendente, en vista de la importancia tecnolégica del tema, es que son pocos
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los libros sobre Mecdnica de Contacto hasta el ano 1980. En 1953 el libro, Contact
Problems in Theory of Elasticity, por L.A.Galin (en ruso existe traduccién al ingles) [112]
muestra los nuevos rumbos de Muskhelishvili en mecénica de contacto de cuerpos eldsticos
e incluso los Landau [113] incluye una seccién donde estudia el problema de Hertz. Un
tratamiento moderno y completo del mismo campo fue escrito por Gladwell, Contact
Problems in Theory of Classical Elasticity, publicado en 1980 [114]. Estos libros excluyen
contacto de rodadura y estdn restringidos para sélidos perfectamente eldsticos. En 1987
K.L. Johnson [115] publica el excelente tratado sobre la estédtica y dindmica del contacto
que incluye rodadura, lubricacion, efectos dindmicos del impacto, efectos termoeldsticos
y superficies rugosas tratados desde el punto de vista analitico. Y mds recientemente
Wriggers [116] en 2006 lo extiende al caso computacional.

En casos especificos donde el contacto se da en cuerpos muy duros contra cuerpos
blandos como goma contra vidrio se estudian fenémenos de ruido de deslizamiento por on-
das de tension en [117]. Monerie y Raous 1998 [118] Estudian fenémenos de acoplamiento
entre adhesion y contacto unilateral entre interfases matriz/fibra con aplicaciones a mate-
riales compuestos. Distintos regimenes de friccién son estudiados en Challen y otros [119].
Utilizando estas teorfas Chabrand y otros. [120] modelan fenémenos de plasticidad en el
conformado de metales y desarrollan varios modelos computacionales en [121]

Dados los enormes avances de las ciencias computacionales, sobre todo en lo que va
del siglo XXI, en los tltimos anos se han publicado una extensa cantidad de articulos y
trabajos relacionados con este tema [121]. Una centena de articulos referidos a la cuestién
matemdtica, numérica y computacional de la Mecédnica de Contacto se pueden encontrar
en [122].

También es curioso que no se utilice la Mecédnica de Contacto en la deteccién de dano.
El Autor de esta tesis no ha encontrado trabajo alguno sobre deteccién de dano donde
se modele el contacto en la fractura respiratoria a través de esta teorfa. Sin embargo
Andreaus [123] y otros lo han aplicado simplemente para modelar la dindmica de una

viga recta danada, pero no para detectar localizacién y magnitud de la fisura.
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2.6. Deteccién via Algoritmos Genéticos

En deteccién de fisura Larson y Zimmerman [124] en el ano 1993, propusieron una téc-
nica de bisqueda empleando Algoritmos Genéticos para la minimizacién de una funcién
de costo definida como las diferencia entre las frecuencias experimentales y numéricas
y sus correspondientes formas modales. Mares y Surace (1996) [125] usaron Algoritmos
Genéticos para minimizar la funcién objetivo que Smith y Beattie (en 1991), Zimmerman
y Smith (en 1992) propusieron [90]. Carlin y Garcia (1996) [126] investigaron la afinacién
6ptima de un Algoritmo Génetico para la deteccién de dafio usando modelos elementales
de masas y resortes. Ruotolo y Surace (1997) [127] aplicaron Algoritmo Genéticos para el
problema de grietas muiltiples, y presentaron un estudio comparativo en el uso de difer-
entes funciones objetivos incluyendo frecuencias naturales, formas modales e informacién
de curvatura. Friswell y otros. (1998) [128] propusieron un método de diagndstico de dos
etapas: Algoritmo Genéticos da la posicién més probable de dano y luego utilizaron este
resultado como semilla para un método basado en gradientes para refinar la posiciéon y
determinar la magnitud del dafio. Yap y Zimmerman (1998) [129] propusieron mejoras

en la programacion.
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Capitulo 3

Detecciéon de Fallas: Estudios

Preliminares

3.1. Introduccion

En el presente capitulo se exponen someramente tres métodos examinados temprana-
mente por el autor sobre detecciéon de dano mediante teorfas técnicas, Redes Neuronales
Artificiales y Descomposicién Ortogonal Propia. Las limitaciones que estos métodos pre-
sentan, motivan el desarrollo de un modelo muy general e interesante sobre la dindmica

y deteccion de fallas de cuerpos viscoeldsticos danados.

3.1.1. Problema Inverso y Series de Potencias

El esquema de detecciéon basado en la teorfa técnica de Bernoulli — Euler es resuelto
mediante series de potencias. El algoritmo de las series de potencias es una sistemati-
zacién eficiente para resolver problemas diferenciales ordinarios. Esta caracteristica lo
hace apropiado para resolver el problema inverso de detecciéon de dano.

En concreto, la falla es modelada como un resorte con una rigidez que depende de
la magnitud del dano. Se resuelve via series de potencia el problema diferencial de auto

frecuencias descrito por este modelo. Esto es la solucién del problema directo.
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La solucién analitica en series de potencia es luego utilizada junto con los valores de
las frecuencias medidas de un experimento de una viga danada, para dar por resultado

la posicién y profundidad de la falla.

3.1.2. Detecciéon via Redes Neuronales Artificiales

La diferencia con el método anterior es que ahora no se dispone de ningin modelo
diferencial gobernante de la viga danada. Pero por otro lado se necesita entrenar la
red neuronal con alguna informacién. La red Neuronal artificial con una capa oculta
es entrenada con resultados de méas de 400 escenarios calculados por un modelo 2D de

elasticidad lineal resuelto por elementos finitos.

3.1.3. Deteccién via descomposicién ortogonal de Karhunen-

Loéve
Existe una técnica llamada de descomposiciéon ortogonal de Karhunen-Loéve que el
autor ha estudiado (ver [130]). Dicha técnica podria implementarse en el problema de

deteccién de dano para cuerpos que sufran grandes deformaciones e incluso contacto en

la falla.

3.2. Problema de vibraciones de una viga con un re-

sorte intermedio (Teoria Técnica)

La influencia de la falla es simulada como una disminucién de la rigidez en la zona
danada. Se introduce un resorte de constante k* en el modelo. La viga tiene una densidad
p vy una constante eldstica E. Se considera a la viga como compuesta por dos tramos L

y Lo unidos por el resorte (ver Figura 3-1). Las ecuaciones gobernantes son:

nn "

v, — v =0; v, — Q=0 (3.1)
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Figura 3-1: Esquema de la viga y el modelo de fractura simulado por un resorte de
constante &

con las siguientes condiciones de borde

v1(0) = 0; v1(0) = 0; v3(1) = 0; /(0)]%”(1) =0 (32)

() =) o)+ [ - 5

Se introducen los suguientes parametros adimensionales: zy = X;i/L1, 2o = X3/Lo,
0< X1 <L, 0<Xo <Ly, 02, <1,0< a5 <1,00=pFw’Lli/EJ; (j =1,2)
donde Fj y J; son el drea y el momento de inercia de la seccién normal de cada tramo,
respectivamente y v1 (1) y v2(x2) son la eldstica de cada tramo, w es la frecuencia angular
y 1, 9 son las frecuencias adimensionales. Los simbolos (/) en las Ec.(3.1) y Ec.(3.2)

denotan derivadas ordinarias respecto de 1 o .

3.3. El problema directo e inverso

En el problema directo la constante del resorte y su posicién son los datos de entrada

y la frecuencia los de salida. Si se proponen series de potencias para vi(x1) y va(xs)

N N
vi(zq) = ZAixi; vo(zg) = Z Birh; N — oo (3.3)
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que luego de ser introducidas en las ecuaciones de movimiento (3.1) y (3.2) se obtiene:

By = Z Aj; 231 = Z PoiAiya + k Z 1 4i41;

Y i
25b2 = Y eaidiss; 6585 = > esidin (3.4)
Aia = Q71— Bipa =03
45 Pui

donde ¢, = (n +{)!/n! con [, n nmimeros enteros, & = Li/Ls, f = L1/(L1 + Ls), v =
EJy/(EJy). Estas son las ecuaciones necesarias para construir la solucién en series de po-
tencias. El dato de entrada son la constante del resorte &, y su posicién (5 o los pardmetros
de frecuencias €2’s. Dando uno de ellos el otro es calculado como valor propio.

Para resolver el problema inverso, se miden las primeras tres frecuencias naturales
(obtenidas en forma experimental) de la viga fisurada. Luego de introducirlas en el algo-
ritmo de series de potencias se obtienen tres curvas de  vs k. La posicién y constante del
resorte se consiguen donde estas tres curvas se intersecan. El pardmetro S es proporcional
a L1 y la constante k esta relacionada con la profundidad de la fisura en por la Mecdnica
de Fisura (ver [131]).

Como ilustracién de esta técnica se proponen dos ejemplos. El primero consiste en
una simulacién computacional de una viga 2D en elementos finitos y el segundo en un
experimento de una barra fisurada. La fisura se modela como una muesca. El paquete
comercial ALGOR® de elementos finitos se emplea para simular el caso del primer
ejemplo. Los datos de la viga de seccién transversal uniforme son: largo L = 100 cm,
seccién rectangular uniforme con un alto de 5 ¢m y una profundidad de 1 ¢m, un médulo
elastico £ = 2.1 x 10! N/m? y coeficiente de Poisson de v = 0.3. El pardmetro de
frecuencia es Q = wL?\/pA/EJ.

Caso 1: Se trata de una fisura con una profundidad de h. = 1em. Caso 2: h. = 2cm.
Caso 3 h. = 3cm. En todos los casos el modelo 2D de elementos finitos se construye

con una fisura tipo muesca de 2 ¢m de espesor posicionada en § = L;/L = 0.4. Las
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Figura 3-2: Curvas de 3 vs k para el Caso 1

tres primeras frecuencias calculadas por el modelo de elementos finitos, son introducidas
en el algoritmo de series de potencias para dar las tres curvas de k vs 3. La Figura 3-2
muestra las tres curvas del primer caso. Los otros dos casos son similares. Los puntos de
interseccién dan los valores de k y 3. El valor de la profundidad se obtiene de la formula
k = Ebh*/[727 f(r)] con f(r) = 0.6384r% — 1.035r + 3.7201r* — 5.1773r° + 7.553r —
7.332477 + 2.49097%. Los resultados de deteccién se muestran en la Tabla 3.1 donde los

errores son calculados por

(:L‘* B 1‘0)' (hi — hC)

errory, = errory, = N

(3.5)

donde x. = L7 es la posicién de la fisura.
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Caso o, Q, Qs K Xalores detectlz;dos

1 3.4905 | 21.7876 | 61.2885 | 23.63 0.4 (0%) 0.906(-1.9 %)
2 3.3980 | 20.9411 | 59.9480 | 4.87 | 0.402(0.2%) | 1.901(-1.98 %)
3 3.1526 | 19.1435 | 57.2844 | 1.41 0.4(0%) 3.111(2.22 %)

Tabla 3.1: Deteccién de fractura via series de potencias

Capas ocultas

Conexiones

Capa de
salida

Capa de
entrada

Figura 3-3: Esquema de la red neuronal y sus capas

3.4. Deteccion de dano por Redes Neuronales

Las Redes Neuronales Artificiales son otro enfoque diferente al método anterior. En
este caso no se dispone de un sistema de ecuaciones gobernantes como en el caso anterior.
La Red Neuronal Artificial es entrenada sin embargo con un modelo de elementos finitos
que genera unos 400 escenarios de dano diferente. Estos casos se presentan en forma des-
ordenada para entrenar la red neuronal. Muchos pardmetros de las redes neuronales son
modificados, como el niimero de neuronas de la capa oculta, la velocidad de aprendizaje
y el nimero de casos que usa para la validacién (Figura 3-3).

Finalmente se presentan algunos resultados experimentales de una viga empotrada —
libre, de largo L = 0.50 m con la fisura ubicada en 0.2 m desde el empotramiento con una
profundidad de 0.0148 m. Las primeras cuatro frecuencias detectadas experimentalmente

son introducidas en la red neuronal entrenada con los 400 casos antes mencionados. Estas
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Dos redes neuronales Dos redes neuronales
Una sola red neuronal . .
. una salida cada una, una salida cada una,
Dos salidas, 30 neuronas
30 neuronas 50 neuronas
z. = 0.258(14 %) x. = 0.255(5 %) z. = 0.281(9%)
h. = 0.0133(10 %) he = 0.01584(7 %) he = 0.01457(1.5 %)

Tabla 3.2: Deteccion experimental de dano para una viaga mediante Redes Neuronales

frecuencias de valores 67.5, 358, 1187 y 2300 Hz son introducidas en la red neuronal
entrenada y ésta retorna los valores de posicién y profundidad de la fisura. Los resudados
son detallados en la Tabla 3.2. Notable es el aumento del error en la posicién de la
fractura el ultimo caso, esto es debido a un sobre entrenamiento de las redes neuronales.
Como es sabido: una red neuronal artificial mayor no asegura una mejor prediccién de

los resultados buscados

3.5. Detecciéon de dano por Descomposicién Ortogo-

nal

Supongamos que se pudiera medir el desplazamiento para un intervalo de tiempo de
una gran cantidad de puntos de un cuerpo fisurado. La técnica de reduccion de Karhunen-
Loéve consiste en construir una base de funciones en un espacio de Hilbert que contenga
gran parte de la informacién que tiene la solucién de un problema diferencial espacial y
temporal en algunas pocas funciones. El método de construccién de estas funciones bases
es la siguiente: sea u(x;, y;, 2, t) el vector de desplazamientos de cada punto x;, y;, 2, que
son los puntos de una malla predefinida de un cuerpo posiblemente danado (puntos
donde se colocarfan los sensores que medirfan movimiento), ¢ = 1..N,; j = 1..Ny; k =
1..N,. Si los sensores detectan este movimiento en esos puntos del cuerpo, se tendran
3 X N x N, x N, = N puntos muestrales por cada instante de tiempo. Sea M el nimero
de instantes de tiempo que los sensores miden el movimiento. Si ordenamos la dindmica

de estos puntos de la forma

uy(t), uz(t), ...un(t) (3.6)
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para cada instante de tiempo, se puede escribir:

Ul(tl) U/Q(tl) UN(tl)
O g = | 0 ) |
ul(tM) u2(tM) UN(tM)

Suponiendo que el sistema es ergédico, esto es, que los promedios temporales sean equiv-

alentes a los promedios generales y asi poder calcular la media.

Zi]\io uy(t;) Zij\io us(t;) - Zz‘]\io un(t;)

E[u] _% Zi:o'ul(ti) Zi:O‘W(ti) 2 im0 ‘U'N(ti)
Sitour(ts) Sitgus(ts) -+ Yitgun(t:)

luego con la media se calcula

V =U - E[u] (3.8)

y por ultimo calculamos la matriz

llamada matriz de correlacién.

La matriz R por su construccién es simétrica y definida positiva; por lo tanto sus
autovalores son reales y positivos y sus autovectores ortogonales.

El algoritmo de implementacién puede sintetizarse como sigue:

1- Dado un conjunto de datos u(x,t) se discretiza en M instantes de tiempo y en N
puntos del espacio.

2- Se calcula el promedio temporal y se construye la matriz E[u].

3- Con la matriz E[u] y la matriz U se obtiene la matriz V.

4- Con V se construye la matriz de correlacion R.

5- Se calculan los autovalores y los autovectores.
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Modo 2

Figura 3-4: Bases empiricas de Karhunen-Loéve para una viga danada. Primeros cuatro
modos Empiricos. Las flechas indican la regién danada

Los autovectores son las bases de Karhunen-Loéve que son a veces llamados modos
normales no lineales del problema estudiado. Si la dindmica vibratoria fuera lineal, las
funciones de Karhunen-Loéve coincidirfan con las formas modales. Esta técnica presenta
un método de medir modos normales de vibracién en forma experimental si el fenémeno
estudiado fuera lineal y modos empiricos no lineales si la dindmica fuera no lineal.

Sea cual fuera la dindmica, es de esperar que un quiebre en el lugar de la fisura se
manifieste en las bases empiricas de Karhunen-Loéve.

La Figura 3-4 muestra la fibra media de los primeros cuatro modos empiricos de
Karhunen-Loeéve para una viga empotrada- libre de largo L = 0.5 m, seccién rectangular
uniforme con un alto de 5 cm médulo eldstico £ = 2.1 x 10 N/m? y un coeficiente de
Poisson de v = 0.3. La base fue calculada de la simulacién de la dindmica vibratoria de
una viga que tiene en cuenta el fenémeno de contacto en la fisura, con una cantidad de
puntos N = 100 y M = 100 instantes de tiempo que completan dos periodos del modo

fundamental de la correspondiente viga sana. Se puede observar un quiebre en z = 0.35 m
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que es precisamente la ubicacién de la fisura. El modelo con el que se simula la dindmica,

serd explicado en el préximo capitulo.

3.6. Discusion

Los métodos presentados en este capitulo exhiben la virtud de ser extremadamente
simples y muy precisos, y la desventaja de no ser aplicables para tratar problemas mas
complejos. En los dos primeros casos analizados se detecto dano a nivel tres con preci-
siones similares en modelos lineales. Si la fisura se cerrara, existiria contacto, produciendo
un fenémeno muy complejo de vibro impacto, tornando el movimiento en no lineal; dando
por resultado un nimero tan grande de frecuencias de resonancia que tornarfa inaplicable
el método. Precisamente en el tltimo caso (descomposicién ortogonal) se detecta dano a
nivel 2 en un espécimen cuya dindmica es no lineal por causa del contacto en la fisura.
Téngase en cuenta que la técnica de Karhunen-Loéve presenta la desventaja de tener
que disponer de mediciones en una gran cantidad de puntos para detectar el quiebre que
indica la posicién de la fisura.

La imposibilidad de utilizacién de estas técnicas a problemas ma&s complejos donde
existan no linealidades geometrias y materiales, y se disponga de una cantidad reducida
de puntos donde se midan las respuestas dindmicas, motiva teorfas més generales que se

trataran en los préximos capitulos.
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Capitulo 4

Ecuaciones de movimiento

4.1. Introduccién

En este capitulo se plantean las ecuaciones de movimiento para desplazamientos y
deformaciones finitas, sus condiciones de borde e iniciales para uno o mads cuerpos de
formas arbitras en dos y tres dimensiones. El tratamiento se hace para cuerpos de tipo
eldstico y visco eldstico. Se proponen modelos constitutivos de tipo lineal y no lineal. Ya
que se trata de problemas de Elasticidad Finita, se distinguen y se comparan las ventajas
de un planteo en la representaciéon material (o lagrangiana) y la espacial (o euleriana). El
objetivo de este capitulo es doble ya que se formula el sistema de ecuaciones en derivadas
parciales para deformaciones finitas (altamente no lineal) asi como el modelo de contacto
unilateral entre dos o méas cuerpos, o entre diferentes partes de un mismo cuerpo.

En los capitulos siguientes se utilizardn estos modelos para estudios computacionales
de los efectos de friccién como es la inestabilidad en el paso intermitente de la friccion
estédtica a la dindmica (micro slip and creep o stick-slip), rodadura e impacto y sus efectos
dindmicos. Asi también se aplican estos modelos de contacto a cuerpos fisurados para
incluir los efectos respiratorios del abrir y cerrar de la fisura que eventualmente podrian

ocurrir.
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4.2. Modelo bi y tri-dimensional para Deformaciones

Finitas

4.2.1. Ecuaciones de movimiento

El planteo de las ecuaciones gobernantes se realiza en el marco de la Mecédnica del
Continuo en la representacién lagrangiana o material con algunas ventajas respecto del
planteo euleriano o espacial para problemas de mecénica de sélidos. Por ejemplo, si el
problema del continuo estd dado en la configuracién euleriana se plantean ademads de las

ecuaciones de movimiento (Ecuacién de Cauchy) [18] (en notacién directa) [37], [38]
V. -0+ pb = pa (4.1)

la correspondiente a la conservacién de masa

! V. v = 4.2
t—f—va 0 ( )

donde o es el tensor de tensiones de Cauchy p es la densidad de masa, b son las fuerzas
de cuerpo y a y v son los campos de aceleracion y velocidad respectivamente. Téngase en
cuenta que tanto a como v y %f estan calculadas como derivadas materiales, lo que im-
pone una fuerte no linealidad en las ecuaciones diferenciales. Por ejemplo % = % +v-Vp.
Los simbolos (V) o (V,-) se refieren respectivamente al gradiente o divergencia toma-
dos respecto de las coordenadas espaciales (x). No es ésta la principal dificultad de tal
enfoque, ya que si el cuerpo realiza desplazamientos finitos en el espacio, el planteo de
las ecuaciones de contorno es un problema que parece inconsistente ya que la posicién
misma es una de las incégnitas del movimiento. Sin embargo existen técnicas de actual-

izacion cuasi-estdticas de la posicién del contorno que regularizan el problema [5] [19].

En cambio, si el problema se presenta en la configuracion lagrangiana o material sélo se

46



tendrd que resolver el problema de movimiento [40]:

donde P [36], es el primer tensor de tensiones de Piola - Kirchhoff, p, = p(X, 1) es la

v _ 2x
ot~ ot?

densidad en la configuracién inicial y A = V = (x = x(X,t) es el vector de
posicién) es el campo de aceleraciones que es simplemente la derivada parcial del campo
de velocidades. Ahora los simbolos (Vx) o (Vx-) se refieren respectivamente al gradiente
o divergencia tomados respecto de las coordenadas materiales (X)

En este esquema las condiciones de contorno son impuestas en el contorno inicial (cuya
posicién por hipétesis es conocida), quedando el planteo del problema de contorno, junto
con las condiciones iniciales y las ecuaciones de movimiento consistentemente planteado.
Una vez resuelto dicho problema diferencial, tanto la posicién del contorno como cualquier
parte del cuerpo serd conocida.

Como se sabe el tensor P no es simétrico. Ademas es de dificil interpretacion fisica.

Puede introducirse el segundo tensor de Piola - Kirchhoff, que en cambio es simétrico,
y viene dado por P = F'S donde [F],; = 0z;/0X; es el tensor gradiente de deformaciones,

x; es la i—ésima componente del vector de posicién (campo espacial), X; es la j—ésima

componente del campo material X. Luego las ecuaciones de movimiento son:

Falta relacionar S con el propio movimiento para cerrar el problema diferencial que
tiene por incégnita al vector x.

Las relaciones entre los tensores de tensiones P, S y o son

F-S=(detF)o (FH)' =P (4.5)

En el Apéndice A se detalla como se obtiene estas relaciones entre los tensores de tensién
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P, S y o y cual es la definicién de cada uno de ellos.
Por ultimo, la ecuacién de continuidad de la masa (4.2) es transformada a la repre-

sentacién material (o lagrangiana) de la siguiente manera. Dado que la masa se calcula

m=[[[ oty o= [ /V po(X, 1) dV (4.6)

donde dv y dV son los elementos de volumen espacial y material respectivamente, y

asi

teniendo en cuenta el movimiento x = x(X, t)

///vP(X(X,t),t) dv = ///Vp(X,t) JdVv (4.7)

donde J es el jacobiano de la transformacién que coincide con el determinante del gradi-

ente de deformaciones J = det(F). Ahora si se compara (4.6) con (4.7):

///Vp(X’W—pO(X,t) dV — 0

y va que el volumen V' es arbitrario se deduce que:

p(X;t) = po/J (4.8)

Como se puede observar, la ecuacién (4.8) esta desacoplada de las ecuaciones de
movimiento (4.4). Luego la densidad actual es calculada una vez encontrada la funcién

de movimiento x = x(X, ).

4.2.2. Ecuaciones constitutivas

Si se abandona el modelo lineal de los materiales Hookeanos para entrar en modelos de
deformaciones finitas, se podrd ver que el tipo de ecuaciones constitutivas es un universo
de gran variedad [18]. Truesdell [14, 35], define tres grandes familias, todas ellas consis-

tentes con la elasticidad lineal cuando se toman deformaciones infinitesimales: materiales
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“eldsticos”, “hipereldsticos” e “hipoeldsticos”. En el Apéndice B se definen y detallan
los materiales eldsticos, hipereldsticos e hipoeldsticos. A los fines practicos de esta tesis
basta decir que se tendran en cuenta materiales eldsticos, hipereldsticos y viscoeldsticos

con ecuaciones constitutivas del tipo:

S = ¢(E,E) (4.9)

donde [E],; =3 ( S;J + g—; + %&SLX@) es el tensor de deformacion finita lagrangiano (de
Green). Como es costumbre, los indices repetidos indican suma de 1 a 3, en este caso el
indice k, y u =x(X,t) — X es el vector de desplazamiento.

En particular se utilizaran:

S = A tr(E)I + 29E (4.10)

donde A y 7 son constantes. La (4.10) es conocida también como modelo material de St.
Venant—Kirchhoff (ver [14]). Un modelo interesante y simple de material hipereldstico es

el Neo-Hookeano compresible que estd definido por
S=7y(I-C ") +A(lnJ)C™ (4.11)

donde \ y 7 son constantes, C = F”-F es el tensor de deformacién de Green y .J = det(F).

Incluso si se toma J = 1 en la Ec.(4.11) se tiene un material Neo-Hookeano incompresible.

4.2.3. Amortiguamiento

Existen dos tipos de amortiguamiento: interno y externo. El primero representa los
efectos de la viscosidad en el seno del cuerpo, por lo que se tendrd que modelar como
una ecuacion constitutiva para el tensor S. El segundo por efectos de fricciéon contra el
medio deberd modelarse en las condiciones de borde de tipo natural, como una tensién

que dependerd de la velocidad de dicho contorno. Generalmente la fricciéon externa esté
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relacionada a la resistencia del aire o al rozamiento seco contra otro cuerpo, es por eso que
se modela como condicién de contorno. Por el contrario la friccién interna corresponde a
la disipacién del propio material, es decir, corresponde a la viscoelasticidad.

En el Capitulo 6 se implementara la técnica de deteccién de dano utilizando la teoria
recién expuesta para un espécimen real a través de un experimento. Al existir tanto disi-
pacién interna como externa en este cuerpo, se plantea la necesidad de investigar que
clase de ley constitutiva se puede implementar para modelar este fenémeno. Coleman y
Mizel [13] han desarrollado una teorfa muy interesante sobre la existencia de las ecua-
ciones caldricas de estado que limita las posibles formas que puede adoptar las ecuaciones
constitutivas sin violar la Termodindmica de los Medios Continuos. Sin embargo los de-
sarrollos dados por ellos refieren todo el estudio a la descripcién euleriana de la mecénica.
En el Apéndice C el autor de esta tesis desarrolla en detalle la teoria en referencia la-
grangiana, que Coleman y Mizel [13] presentaron en referencia euleriana, que justifica la
forma funcional de la parte visco eldstica de la constitutiva dada por la Ec.(4.9)

Se propone una relacién del tipo lineal
ST = L E (4.12)

donde fi;,, > 0 es un coeficiente de disipacién interna. Justamente la Ec.(4.12) es la
forma funcional que se adoptara en la parte disipativa de la ecuacién constitutiva en el
experimento del Capitulo 5. La termodindmica impone (ver Apéndice C Ec’s.(C.48) y
(C.49)) solamente que el coeficiente ;,,, > 0.

En el Apéndice C de restricciones de la termodindmica a las ecuaciones constitutivas se
demuestra el conjunto de restricciones que la termodindmica impone a la forma funcional
de la Ec.(4.12). Y es este analisis el que da un marco riguroso en la forma funcional entre
las tensiones, las deformaciones y las velocidades de deformacién cuando se trate de
problemas visco eldsticos (disipacién interna). Para ello se transformaron las ecuaciones
de balance de masa, momento, energia y segundo principio de la Termodindmica a la

forma material. Como es mencionado més arriba, la ventaja de esto es un tratamiento
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homogéneo en el que todas las integrales son sobre el mismo dominio.

4.2.4. Condiciones de Borde

Tal como se aclaré antes, la ventaja de un planteo en coordenadas lagrangianas, es
el de aportar condiciones de borde impuestas sobre el contorno del cuerpo indeformado,
aunque éste efectué movimientos finitos. Es decir, la condicién impuesta en el contorno
material puede ser funcién de las coordenadas espaciales y del tiempo. Esta caracteristica
es la principal ventaja de plantear el problema en la descripcién lagrangiana para el
problema de contacto.

Las condiciones de borde pueden ser del tipo geométricas (Dirichlet) donde se especi-
fica el valor de cada componente del vector u o x; o naturales donde se especifica el valor
de cada componente del vector tensién. Si el vector desplazamiento u o x es prescripto

en una parte de la superficie del contorno (OV'!) y la tensién es dada en la otra parte

(0V?), luego

x(oVh) = x (4.13)

to(0V?) = 1t (4.14)

Con el objeto de aclarar la generalidad del tipo de condiciones de borde que se pueden
aplicar, consideraremos el ejemplo de un péndulo flexible, ejemplo que en el capitulo
siguiente serd estudiado mediante simulaciones para probar la potencia y alcance de la
teorfa.

Para un péndulo libre se imponen tensiones nulas para todo punto del contorno que
no sea el punto de pivote (p) y desplazamiento nulo en el propio pivote (p) (ver Figura

4-1).

u(p) = 0 (4.16)
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=0\

Figura 4-1: Condiciones de borde para un péndulo. El vector tensién ¢ es nulo para todo
punto que no sea el propio p. En este punto, punto p es nulo el vector desplazamiento

u(p) =0

Si en cambio quisiéramos estudiar un péndulo que cuelga de un punto que se mueve

en el plano segin una curva, se impondrian condiciones del tipo

tp = 0 (4.17)

u(p) = cu(t)ey +cy(t)e, (4.18)

con e, y e, versores segin = e y. Si ademds quisiéramos incluir una fuerza (tensién) que

dependa de la posiciéon actual del borde tendriamos

t0 - t:c(xa y)ea: + ty(ZL‘7 y>ey (419)

up) = cilt)e, +¢,(t)e, (4.20)

4.3. Modelos de contacto

Ya disponemos de las ecuaciones y las condiciones de borde de un cuerpo eldstico y

visco eldstico para deformaciones finitas. En esta seccién se presenta un modelo de con-
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Figura 4-2: Esquema del contacto entre un cuerpo duro y liso (arriba) contra uno blando
y dspero (abajo).

tacto unilateral entre cuerpos sometidos a deformaciones arbitrarias con la intencién de
aplicarlo luego al contacto de la fisura que abre y cierra. Este tipo de problemas presenta
grandes dificultades debidas en parte a las no linealidades y en parte a la dificultad de
plantear y resolver un problema de restricciones de naturaleza no holonémica como el
aqui presente (ver por ejemplo [132]). La regularizacién a un problema holénomo lo hace

resoluble y abre las puertas a modelos complejos de friccion, adhesién, etc.

4.3.1. Superficie real de contacto

La superficie real de contacto entre dos cuerpos es de tipo parcial entre las asperezas
de ambos. A media que las presiones entre los cuerpos aumentan, las irregularidades de
los bordes se deforman aumentando el drea de contacto. la Figura (4-2) esquematiza esta
situacién.

No sélo el aspecto mecdnico estd presente en el contacto; también existen reacciones
quimicas, efectos eléctricos y térmicos que en este desarrollo no se tendrén en cuenta. En

el presente trabajo tampoco se consideraran aspectos tribolégicos fisico-quimicos.
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Figura 4-3: Esquema del contacto entre un cuerpo deformable contra un obstédculo rigido.

4.3.2. Contacto unilateral

Como primer acercamiento al modelo de contacto supongamos que un cuerpo de-
formable interactia con obstdculos rigido y fijo. La condicién de contacto es que no

exista penetracién de dicho cuerpo deformable contra el obstaculo rigido.

Problema de Signorini

Sea un cuerpo B que ocupa un lugar 2 en el espacio (o en el plano). El cuerpo B
tiene un contorno I' = I'r U T'p U I'¢ suficientemente suave y estd en contacto con otro
cuerpo R que es rigido y estd fijo en el espacio. La parte ['r del contorno I' corresponde
al borde donde las tensiones son prescritas (condiciones naturales del problema 4.3). T'p
corresponde a la parte del contorno donde los desplazamientos son prescritos (condiciones
geométricas) y ['c corresponde a la parte que estd en contacto con el cuerpo rigido R
(ver Figura 4-3)

En la region de contacto entre estos dos cuerpos I'¢ los desplazamientos v (diferencia

de la coordenada del punto del contorno del cuerpo deformable y el correspondiente
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al cuerpo rigido con el que hard contacto v = xp — xp ver Figura 4-3) y tensiones t.
se pueden descomponer en una direccién normal y una tangencial a I'c de la siguiente

manera

vV = wuye,+vre (4.21)

tc == tCN e, + tCT € (422)

donde e, y e; son los versores normal y tangencial a {2 en la zona I'c. En la Figura 4-3
esquematiza el contacto de un cuerpo flexible contra uno rigido.

El problema de Signorini (contacto unilateral) es formulado como sigue:

UN S 0
tev <0 (4.23)

un tey =0

Es facil ver que las condiciones de Signorini (4.23) se satisfacen sélo por las siguientes

dos posibilidades

1. No hay contacto = vy <0y t.y =0

2. Si hay contacto = vy =0y t.y <0

Las condiciones (4.23) forman un problema no continuo o no suave ya que t.y es
una aplicacién multivaluada del campo vy (o simplemente .y no es funcién de vy).
Desde el punto de vista de la Mecanica Analitica [4], las condiciones de Signorini forman
un problema de ligaduras no holonémicas dadas por desigualdades. Esto se refleja en el
hecho de que ni las tensiones ni la propia superficie en contacto son conocidas antes de
resolver el problema. Si éste fuera resuelto, podrian calcularse de la propia deformacién
pero son necesarios para el planteo cldsico del problema de contorno. En otras palabras:
en la Mecédnica de Medios Continuos es necesario conocer las condiciones de contorno

para poder resolver el problema, pero por otro lado, el problema de Signorini da a las
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Figura 4-4: Ley de Signorini

condiciones de contorno el cardcter de incognita. En la Figura 4-4 se puede observar el

cardcter multivaluado de la restricciéon dada en 4.23.

Extensiones del problema de contacto

Contacto entre dos cuerpos deformables
En deformaciones y desplazamientos infinitesimales es posible resolver muy facilmente
el problema de contacto haciendo un cambio de variables al problema de Signorini (4.23)

que ahora es doble (uno para cada cuerpo)

d([Ehl’Q) Z 0
ten1 <0

1 ten1 =0
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d(zz,71) > 0
tene < 0

T tene =0

donde d(z1, x2) es la distancia entre los puntos espaciales x; que corresponde al cuerpo
1 y el x5 que corresponde al 2. Cuando se aceptan desplazamientos infinitésimos los
versores Ny = —N; y el par de puntos X; y Xs son conocidos antes de resolver el problema
encontrandose sobre la normal a cada superficie.

Si en cambio los desplazamientos o las deformaciones fueran finitas, ya no se sabra qué
par de puntos harén el contacto ni los correspondientes versores normales. En ese caso
se tienen que calcular la menor de las distancias entre todos los puntos de la superficie
de cada cuerpo con respecto a la superficie del otro y evaluar los vectores normales a ese

par de puntos de distancia minima para todo tiempo.

)
min(d(zy,z2)) >0
ten1 <0
Ty tey1 =0
boent ! (4.24)
min(d(ze, 1)) >0

tena <0

g tenz =0 )

Regularizaciéon del problema no holénomo de Signorini

Laley de contacto (4.23) formulada en el apartado anterior es de cardcter no holénomo,
ya que no existe una ecuacién regular de restriccién dada por una igualdad. En lugar de
ello el problema de contacto tiene una restriccién dada por un conjunto de desigualdades.
Ademis, cuando se presenta el contacto, el valor de la tensién no estéd definido y, cuando
no se establece, no estd definido el valor del desplazamiento. Esta alternancia entre una
condicién de tipo natural con otra del tipo geométrica es lo que le da el cardcter de

no regular al problema del contacto ya que es incégnita del problema conocer en qué

57



m

ten A-VN

Figura 4-5: Regularizacién del problema de Signorini

momento vale una u otra.

La idea de la regularizacién del problema de contacto consiste en remplazar la condi-
cién rigida 4.23 por una suave o regular. Se reemplaza el problema de restriccién no
holonémica por un problema sin ligaduras. La condicién de contorno siempre serd del
tipo natural, imponiendo una relacién funcional entre tensién y desplazamiento

—k (o)™ sioy >0
ten = (ow) (4.25)
0 sivy <0
donde k es un mimero lo suficientemente grande de manera que el problema dado por la

tension dada en (4.25) se aproximard a (4.23).
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4.3.3. Friccion
Fricciéon de Coulomb

Este modelo fue introducido por Amontons en 1699 [133] y luego fue desarrollado por
Coulomb en 1785 [134]. Sin embargo el carédcter global, por tratarse de cuerpos rigidos,
daba a este modelo una aproximacién muy burda. Sin embargo cuando se aplica a cuerpos
deformables, este modelo resulta més realista, pudiéndose reproducir fenémenos como el
llamado “stick and slip” que es la alternancia entre friccién estatica y dindmica. La fuerza
de rozamiento que un cuerpo ejerce sobre otro, es siempre menor o igual a un factor por
la fuerza normal a la superficie de contacto (llamada fuerza de contacto entre los dos
cuerpos). Esta fuerza de friccién es ademds colineal con dicha superficie de contacto y en
sentido contrario a la velocidad con que los dos cuerpos deslizan.

b < pty sty < puty — vp =0 (4.26)

sity = pty — v = =My
donde p (no confundir con el coeficiente de Lame) es el coeficiente de friccién, A un
nimero real y 07 es la componente tangencial de la velocidad. Como se puede observar,
la ley de rozamiento tiene que ser expresada no sélo en términos de la fuerza normal,
sino también de la velocidad ya que depende de la evolucién previa. La friccién estatica

estard contenida en la anterior ley (4.26)

Regularizacién del modelo de Coulomb

La ley de friccién formulada en el apartado anterior es de caracter no regular, ya que
no existe una forma funcional univoca que relacione t; = t(?;) para todos los valores de
la velocidad. Por ejemplo cuando la velocidad es nula no estd definida la fuerza de friccion.
Para esta situacién la dependencia funcional de dicha fuerza de friccién es con respecto
a otras cantidades cinematicas; de hecho serd igual y opuesta a la fuerza que tienda a

hacer deslizar un cuerpo sobre el otro. Sin embargo esta ley se puede regularizar [132],
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Figura 4-6: Ley de Fricciéon de Coulomb

aproximandola con una funcién ¢(v7) similar a un escalén, de tal forma que la ley de

friccién se puede escribir asi

tr = —pg (vr) [tn] (4.27)

donde ¢ es un pardametro que al tender a cero hace que ¢_(07) — step(0r) por ejemplo:

oL(ivp) = \/;g?, ¢2(vr) = tanh“ son distintas maneras de regularizar el problema

(4.27). En esta tesis se usa:

—1sivp < —¢
o2 (ir) = Lsi —e<ir<e (4.28)

].SiQ.JT<€

Desde el punto de vista numeérico esta aproximacién serd valida tomando un ¢ lo

suficientemente pequeiio. Es facil ver que el lfim, o ¢*%(

ir) = step(vr).
Como corrientemente se acepta, la friccién por contacto tiene dos comportamientos

levemente diferentes cuando se trata de rozamiento estdtico o dindmico. Para incluir en el
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Figura 4-7: Tres regularizaciones de la ley de friccién con € = 107°

modelo la friccién estdtica se modifica la ley (4.28). Se considera estética a la friccién en
el caso en que —¢ < U7 < ¢ y dindmica en el caso contrario. En la Ec.(4.27) se remplaza
el coeficiente p por u, 6 p, donde p, se corresponde con el médulo estédtico y u,; con el
dindmico que es generalmente inferior al primero (u,). En la Figura(4-8) se muestra la
ley de Coulomb regularizada con friccién estdtica distinta a la dindmica.

En esta tesis se utiliza el modelo de Coulomb que incluye fricciones estéticas y dindmi-
cas diferentes (Figura (4-8)). Otros modelos de friccién son presentados en el Apéndice

D.

4.4. Formulaciéon débil

Cuando se pretenda resolver un problema diferencial en derivadas parciales con muilti-
ples complejidades en la forma del contorno, sea este lineal o no lineal, es de gran utilidad
plantear estas ecuaciones en forma débil, un ejemplo de esto es el método de elementos

finitos que utiliza dicha forma débil de las ecuaciones diferenciales a resolver [136] (ver
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Figura 4-8: Ley de Coulomb que incluye el caso estético y dindmico

Apéndice E). Ademas al integrar por partes, utilizando los teoremas integrales del célculo
vectorial [17], se puede tener una idea clara (sin ambigiiedades) del tipo de condiciones

de borde a imponer.

4.4.1. Ecuaciones de movimiento en forma débil

Es muy simple pasar a la llamada forma débil o formulacién débil de las ecuaciones
de movimiento. Sea W cualquier campo vectorial de variable perteneciente al cuerpo en
su configuracién indeformada (coordenadas materiales o lagrangianas), y de cuadrado

integrable. Multiplicando escalarmente las ecuaciones de movimiento (4.3) por W se

/// (Vx - P+ pyb—p,A) - W dV

/ / (bo- W) dAg + / / / py(b—A)W—P.-VyW|dV = 0  (430)

obtiene:

0 (4.29)
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donde la Ec.(4.30) se obtiene de la Ec.(4.29) al integrar por partes (usando el teorema
de Gauss). Recuérdese que (V) significa gradiente y (Vx-) divergencia respecto de la
coordenada X.

La integral de superficie, se divide en dos partes. Supéngase que el desplazamiento u
y por consiguiente la velocidad V' es prescripta en una parte de la superficie del contorno
(V1) y la tensién es dada en la otra parte (9V?). Con el objeto de incorporar las
condiciones de borde Ec’s.(4.13) y .(4.14) en la forma débil (4.30), primero se toman

funciones de prueba W nulas en V. Luego la integral de superficie en la Ec.(4.30) se

/ / (to W) dAy = / / (tg- W) dAy = / / To-W dA,

ov?2 V2

reduce a

Finalmente la formulacién debil consiste en las siguientes igualdades:

// (to-W) dAy = /// [po (b — A) W — P . VxW]dV (4.31)

ov?2
ov! (4.32)

X=X

x(Xt)) = xo(X) y o x(Xt) = Vy(X) (4.33)

para todo W nulo en V.
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Capitulo 5

Implementacién computacional

Uno de los enfoques més utilizados para la solucién de las ecuaciones de movimiento
altamente no lineales con geometrias que podrian modelar o aproximar la forma misma
de defectos en cuerpos fisurados, es la discretizacién numérica con el objeto de reducir el
problema en derivadas parciales a un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias de-
pendientes del tiempo. En los casos estdticos, la reduccién de las ecuaciones diferenciales
parciales, dard un sistema algebraico.

El método de Galerkin presenta una interesante alternativa a la solucién de proble-
mas con geometrias complejas ya que la unica dificultad es disponer de un conjunto de
funciones que sean nulas en las partes del dominio donde las condiciones de borde sean
del tipo geométricas. La técnica de elementos finitos garantiza que una discretizacién lo
suficientemente densa podré aproximar la forma del contorno por mé&s compleja que esta
sea.

No es el objetivo de esta tesis desarrollar técnicas novedosas en los métodos de elemen-
tos finitos sino utilizar la metodologia con el fin de resolver el problema de deteccién de
fallas teniendo en cuenta no linealidades, cierre de la fisura, etc. para luego implementar
la optimizacion. Es por eso que se utiliza el software comercial FlexPDE de gran potencia
para realizar la discretizacién numeérica. Importantes trabajos publicados en revistas de

gran prestigio utilizan esta poderosa herramienta para resolver problemas de todo tipo,
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por ejemplo ver [137,138].

FlexPDE no es un programa de diseno. El usuario tiene que comprenderel problema
que resuelve ya que el modelo estard construido en forma completa por éste. Condiciones
de borde, condiciones iniciales, ecuaciones diferenciales y formas del contorno serdn dadas
por el usuario. FlexPDE discretiza estas ecuaciones en elementos finitos [136].

Sin embargo es necesario tener un entendimiento de los algoritmos involucrados para
interpretar las aproximaciones en los resultados numéricos, posibles inestabilidades, efec-
tos de amortiguamiento o falta de convergencia. En el Apéndice E se da una breve
descripcién de la técnica de Galerkin usando elementos triangulares con funciones aprox-

imantes polinémicas de orden uno, dos o tres.

5.1. Sobre la convergencia de la solucién

Ya que el objetivo primero de esta tesis es construir un método para modelar el
contacto y detectar una falla o fisura en un elemento estructural, y que la dindmica es
muy poco sensible a la posicién y profundidad de la fisura, se estudia qué tanto se tendrd
que refinar la precisién del calculo.

Existen, sin embargo, diferentes estrategias de andlisis para la convergencia del célculo
numérico. En este Capitulo se utilizard la conservacién de la energfa, cuando el sistema
sea conservativo, e incluso cuando no lo sea se tendra en cuenta el trabajo hecho por
las fuerzas disipativas, sean estas internas (disipacién interna) o externas (friccién por
contacto “seca” o friccién con el medio: “viscosa”).

El propio software FlexPDE utiliza dos formas de evaluar el error en la resolucion
de cada problema diferencial. Uno de ellos es el error espacial y el otro el temporal.
La estrategia de medir el primero (error espacial) consiste en definir el error local como
la integral de cada celda unidad de la ecuacién diferencial multiplicada por la funcién
aproximante correspondiente a dicha celda. Luego el error global sera el valor cuadrético

medio de todos los errores locales. Por otra parte, el error temporal local se define como
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el valor de la aproximacién de 3°" orden en el método de Gear (ver Apéndice E.1) de
24° orden (error de truncado para cada celda) y el error temporal global serd el valor
cuadratico medio de todos los errores temporales locales.

Cuando se implemente el mallado adaptativo se definird un error de tolerancia o
umbral; luego si el error “local” supera dicha tolerancia, la malla serd refinada. Si se
implementa la integraciéon temporal adaptativa, se definird un error temporal limite o
umbral del paso de tiempo. Este serd comparado, en este caso, con el error “global”
temporal. Si dicho umbral es superado, el paso de tiempo se reducird hasta que dicho
error sea inferior al umbral.

El remallado, junto con el paso de tiempo adaptativo puede provocar falta de con-
vergencia (tipico en los problemas de contacto y de friccién) ya que una malla muy fina
inestabiliza al integrador temporal que reducird el paso de tiempo haciendo crecer los er-
rores espaciales que harédn la malla mas fina, etc. En los ejemplos presentados en la seccién
siguiente se deshabilitard la opcién de remallado y se implementara el paso adaptativo.

La dltima opcién para el estudio de convergencia consiste en fijar la malla y el paso
de tiempo, e ir refindndolas hasta que para un determinado tiempo de simulacién t las

diferencias entre las configuraciones finales hagan

/ / / (u— )24V < ¢ (5.1)

donde u corresponde a la aproximacién de la configuracién del cuerpo en un instante
prefijado (configuracién final), u corresponde a la solucién exacta y e la tolerancia pre-
definida. Como la solucién exacta es desconocida se tomara una aproximacién con una

malla muy refinada y un paso de tiempo muy corto.
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5.2. Ejemplos en Mecanica de Contacto con Friccion

5.2.1. El péndulo y viga rotante deformable con ficcién en el
pivote

Con el objeto de ver las ventajas que presenta el modelo general del continuo eléstico
referido a coordenadas lagrangianas (4.4), se compara el ejemplo del péndulo (ver Figura
4-1) con condiciones de borde (4.15) y (4.16) y ecuacién constitutiva (4.10), con dos
modelos técnicos de pequenas deformaciones para vigas, en donde se tienen en cuenta las

rotaciones finitas.

Planteo del modelo de superposicién

En este modelo, las ecuaciones de movimiento son tratadas por una superposiciéon de
dos movimientos, el de deformacién y el rigido [139].
Las ecuaciones de vibracién longitudinales y transversales de una viga segin la teorfa

de la Resistencia de Materiales son:

0%u 0%u
M 0%

donde F es el médulo eldstico, A e I son respectivamente el drea y el momento
de inercia de la seccién transversal de la barra, p es la densidad volumétrica, u y v
son los desplazamientos longitudinales y transversales respectivamente de tal forma que
u = (u,v)T es el vector corrimiento, y X es la coordenada del eje de la barra. Las
funciones f; y fo son las eventuales fuerzas normales y transversales aplicadas.

Se asume que el movimiento del cuerpo es una superposicién de un movimiento rigido

y un movimiento de deformaciones pequenas
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u=nu,+ uy

donde u, (t) = (u,(t), v, (t))T es la parte rigida del movimiento y ug(X, t) = (ug(X, t), va(X,t))"
es la parte relativa a la deformacién. Luego de remplazar en las Ec.(5.2) y Ec.(5.3) obten-

€1mos

0%uy Pu,  Ouy

EA axz pA ( o2 + o2 ) =fi (5.4)
vy v, 0%y

E[8X4 + pA ( of2 + W) = f2 (55)

donde u,(t) serd obtenido de las ecuaciones del movimiento del cuerpo rigido que luego
serd remplazado en las ecs.(5.4) y (5.5). Para el caso del péndulo de largo L en la direccién
y con una aceleracién gravitatoria g (Figura 5-1) la ecuacién del movimiento rigido del
péndulo es 6 + +-gsinf = 0. Una vez resuelta 0(t) se encuentra u, = X (sinf — 1); v, =

—X cos 9.

Ecuaciones de movimiento deducidas del planteo del principio de Hamilton

Las ecuaciones de transformacion cineméticas son (Figura 5-1)

(X, t) = Xsinb + u(X,t) cos + v(X,t) cosf (5.6)

y(X,t) = =X cos — u(X,t)cosf + v(X,t)cost (5.7)

Las contribuciones energéticas que se incluirdn son las siguentes: 1W; contiene la de-
formacion axial y torsional, W5 es la energia generada por la tensién axial debida a
la fuerza centrifuga en la deformacién torsional bien conocida por ingenieros en la Re-
sistencia de Materiales como efectos de segundo orden en la teoria de Inestabilidad del

Equilibrio (pandeo). T' es la energia cinética y P es la energia potencial gravitatoria. Sea
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Figura 5-1: El péndulo y sus desplazamientos.

o = pw?(L? — X?)/2 la tensién producida por la fuerza centrifuga, luego

L 8ud 2 L 82vd 2
2W1_EA/O (a_X) dX+EI/O (W) dX (5.8)
L 8’Ud 2
2WV. :/ / a(—> dX dA 5.9
© i do \0X 59
L
T:pA/ (& +9)%dX (5.10)
0
L
P:—pg/ / ydX dA (5.11)
(4) Jo

Luego el lagrangiano es L =T — (W; + Wy + P) y el principio de Hamilton [4]

to
5/ Lt =0 (5.12)
t1
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dard las ecuaciones de movimiento

a2ud .. 2 .
kr 92 (it — w?u — 2w ) = F(z,1) (5.13)
vy . 9 . 9 22 — 1 0%y, vy
kvg—i-(’l)d—w Ud—2w ’U)—i‘w ( 9 022 +ZE) —G(Z,t) (514)

donde k;, = E/pL?; k, = EI/pAL*; F(z,t) = —(w?*Lz+gcoswt); G(z,t) = —gsin(wt).

y z = X/L es la variable espacial adimensional.

Simulaciones y resultados

Ya que el modelo de superposicién de efectos (5.4) y (5.5) no tiene incorporado el
efecto de segundo orden Ec.(5.9) sélo es valido para movimiento pendulares suaves. El
modelo deducido a partir del Principio de Hamilton sf lo incorpora y es por ello que se
lo usa para simular movimientos rotatorios réapidos.

El péndulo es de largo L = 5 m, con una seccién normal de A = 0.01 m?, E =
4-10" N m~2, v = 0.3 y una densidad de p = 7850 kg m 3. Como condicién inicial,
se asume que el péndulo estd en reposo en posicién horizontal sin ser deformado y con
velocidad nula. En este caso la barra rotante la llamaremos péndulo.

La Figura 5-2 compara el movimiento del péndulo segiin los modelos de a) superposi-
cién y b) teoria no lineal de en la referencia lagrangiana, utilizdndose las ecuaciones
de movimiento (4.4) con constitutiva (4.10) para el primer segundo a intervalos de
At = 0.1 s. En ambos casos ,los pasos de tiempo y la cantidad de elementos finitos
utilizados son ajustados para que la solucién no supere un error mayor a 1% definido
en la Ec.(5.1) antes del primer segundo.

La variacién de energia es titil en el estudio de la calidad de la solucién numérica. En
el problema del péndulo, no existen fuerzas de cardcter disipativo, por lo que la energia
total del mismo debe permanecer constante. Si bien ésta no es una condicién suficiente
para la exactitud de la solucién, es necesaria y se la puede tomar como un pardmetro

mds de convergencia para analizar la solucion.
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Figura 5-2: Instantdneas para el movimiento del péndulo segin: a) Modelo de superposi-
cién y b) Teoria general 2d para movimientos arbitrarios

La energfa total es:

ETotal =T+ Ue + Ug (515)

donde las energfas en la referencia lagrangiana son: cinética

T:%///pOV-V qv (5.16)

U, = g///poy av (5.17)
U, = ///tr (s%) dv (5.18)

donde y es la coordenada espacial de cada punto del péndulo. Integrando una vez en el

la potencial gravitatoria

y la potencia eléstica

tiempo la Ec.(5.18) se puede remplazar todo en (5.15). La Figura 5-3 muestra cada uno
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Figura 5-3: Energia del péndulo en Joules. Curvas (1) E, (2) T, (3) U. y (4) U,

de los términos de la energia total E (5.15). Como se puede observar Er,, permanece
inalterado (al menos en el orden de cada término).

Se toma ahora L = 1 m, A = 0.01 m? densidad de p = 7850 kg m 2 un médulo
elastico de E = 2.1 - 10N m™2 y un v = 0.3. Se impone una velocidad angular de
w = 3000 rad/s y en este caso lo llamamos viga rotante. Se propone condicién inicial de
desplazamiento nulo y velocidad consistente con los 3000 rad/s. La variacién temporal de
la coordenada X de la punta se muestra en la Figura 5-4. Las curvas son cualitativamente
similares, pero como se puede observar las curva correspondiente a la Resistencia de
Materiales via Principio de Hamilton, tiene picos més grandes. Esto es debido a que
a pesar de usarse idénticos valores en las constantes eldsticas, en el caso de la Teoria
de la Elasticidad no lineal, la ley constitutiva se propone en referencia lagrangiana via
segundo tensor de tensiones de Piola Kirchhoff: S. Si se transforma seguin la Ec.(A.13)

de S — o (o:tensor de tensiones de Cauchy), la relacién tension - deformacién ya no es
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Figura 5-4: Coordenada x de la punta de la viga rotante para la primera centésima de
segundo TENL: Teorfa de elasticidad no lineal. MS: Modelo de Resistencia de Materiales
via principio de Hamilton

lineal sino que es de tipo rigidizadora, es decir a mayor deformacién el cuerpo se comporta
como si fuera cada vez mads rigido.

La Figura 5-5 muestra la variacién de las cinco primeras frecuencias de vibracién de
la viga rotante segin la Elasticidad no lineal en referencia lagrangiana (linea punteada)
y la Resistencia de Materiales (linea continua).

Como se puede observar en la Figura 5-5, los resultados son muy parecidos con un
aumento en dichas frecuencias en funcién con la velocidad angular w. Este efecto de
rigidizacién que resulta natural en la teorfa de la Elasticidad no lineal en referencia
lagrangiana, no se darfa en la Resistencia de Materiales si no se incluyera el aporte
energético Ec.(5.9), mas aun, si se lo ignorara, como en la Teoria de superposicién de
movimiento (5.4) y (5.5), las frecuencias naturales disminuirfan con la velocidad angular
hasta anularse por completo cuando w coincida con las frecuencias de la correspondiente
viga en reposo, resultado inconsistente con la experiencia.

Como se trata de un problema de movimiento plano es de esperar que las simulaciones
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la Elasticidad no lineal referencia lagrangeana. —Teorfa de Resistencia de Materiales via
Hamilton.

a) b)

Figura 5-6: Secuencia del movimiento de rotacién para la viga 3D
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Figura 5-7: Esquema de las condiciones de borde para el péndulo con friccién en el pivote

en 3D no difieran mucho de las 2D. La Figura 5-6 muestra la secuencia de rotacién para
la barra en 2 y 3 dimensiones, caso a) y b) respectivamente. En el caso a) se muestran

los primeros 2.3-1073s del modelo 2D y en el caso b) los primeros 1.6 - 10~ 3s.

Friccién en el eje

En lo que sigue, se tratard al péndulo utilizando un modelo 2D. El pivote (pasante
del eje del péndulo) que antes era puntual se remplazard por un circulo (ver Figura 5-7).
Las condiciones de borde impuestas sobre el péndulo son las siguientes. En la superficie
exterior el vector tensién t es nulo y en el caso que no hubiera friccién en el pivote, la
componente normal del desplazamiento y la componente tangencial de la tensiéon también
serdn nulas. Para el caso que se considere la friccién, en el pivote del péndulo vale u,, = 0;y
t = t;T viene dada por (4.27).

Ya que la fuerza de friccion depende de la fuerza normal en el pivote (que es de-
sconocida) se reformula el problema para que todas las condiciones de borde queden en
término de las tensiones: se supone que a cada punto del pivote (eje) le corresponde una

tensién normal proporcional al desplazamiento ¢, = —k u,,. Luego dada una constante k
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Figura 5-8: a) Coordenadas x e y del punto C (eje) en el tiempo. b) Trayectorias del
punto B (extremo libre del péndulo).

lo suficientemente grande se podra aproximar el problema anterior. Luego
t=—ku, N+¢;T (5.19)

Resultados numéricos

Se trata de un péndulo plano de longitud L = 1 m, ancho d = 0.15 m, material con
un médulo eldstico de E = 6 - 105N/m? y v = 0.3 girando alrededor de un eje de radio
R = d/4 que se supondra con distintas flexibilidades a través de valores de rigidez k
(N/m/m). También se estudian variaciones en la friccién entre péndulo y eje. Se utiliza
un modelo 2D con 132 elementos cuadréticos. El péndulo es liberado desde la posicion

horizontal en reposo.

Influencia de la flexibilidad del eje La respuesta en el tiempo del péndulo en
movimiento fue hallada para distintos valores de la rigidez del eje con k; = %E , ko =

E, ks = %E, ky = %E ks = %E (donde E es el valor del médulo de elasticidad). Esto
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Figura 5-9: Valores y direcciones de tensiones Piola — Kirchoff en una regién cercana a la
junta para t =1 sconk:% E

es, el eje varfa de mds flexible a mds rigido. Para evaluar la influencia de este pardametro
se muestran en la Figura 5-8 a las variaciones en el tiempo de las coordenadas x e y
correspondientes al punto C (ver Figura 5-7).

Puede observarse que si el eje es muy flexible (k;) el punto sufre oscilaciones notables.
A medida que se rigidiza (ks), el punto tiende a mantenerse en reposo. El efecto de la
flexibilidad es también visible en la Figura 5-8 b que representa las trayectorias del punto
B (en el extremo libre del péndulo) correspondientes aproximadamente a medio periodo
del modelo rigido anédlogo. Puede verse que a mayor flexibilidad del eje el punto B tiene
una trayectoria mas baja, como era de esperar.

Otro resultado interesante que permite evaluar el comportamiento de la junta es un
mapeo de las tensiones en una region cercana al eje, en un instante. En la Figura 5-9 se
muestran los vectores tensién de Piola — Kircchoff correspondientes al plano cuya normal

es el eje y, para el instante t =1 s con k = u:nﬂ FE, en una zona alrededor de la junta.
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Influencia de la friccion en el eje La friccién entre el material del péndulo y el eje
es tenida en cuenta con el modelo de friccién seca (modelo de Coulomb). Se consideran
dos coeficientes, uno estdtico y, = 0.7 - a y otro dindmico p; = 0.5 - a, siendo a un
pardmetro que puede valer a = 0.1,0.25,0.5,0.75, 1. Durante el movimiento las superficies
en contacto alternardn entre friccién estdtica y dindmica dependiendo de las condiciones
en cada instante.

En la Figura 5-10a se muestran las coordenadas x del punto C para dos valores del
pardmetro a, en todos los casos con k5 = %E . Dado que el perfodo del péndulo rigido
es de aproximadamente 7 = 1 s, puede observarse que cada segundo se produce una
inestabilidad (“stick y slip” en inglés) en el movimiento debido a una alternancia entre
el rozamiento estatico y dindmico que se hace mas evidente cuanto mayor es el valor de
los coeficientes de friccion o sea del valor del pardmetro a. Se advierte que luego de 6
segundos se aumenta la inestabilidad, coincidiendo con una disminucién en la velocidad
pendular. La Figura 5-10b muestra los valores instantdneos de la relacién Fuerza de
friccién / Fuerza normal en el punto A (ver Figura 5-7). Es notable la inestabilidad a
partir de los 6 segundos o sea la alternancia entre friccién estdtica y dindmica.

La Figura 5-11 incluye los diagramas de variacién de energfa para el péndulo sin
rozamiento (ks = %E) y con rozamiento para el mismo £ y as = 1. Es de notar la
conservacién de la energia total F;., en el primer caso. En forma similar que en el caso
rigido, la energfa cinética T va en contrafase con la energfa potencial gravitatoria U,.
Una pequena cantidad de la energfa se intercambia con la energia elastica U.. Dado que
el sistema, en este caso, es conservativo, este andlisis es 1itil para controlar la calidad de
la soluciéon numérica. En el otro caso, péndulo con friccién, se observa la disipacién de la
energia total.

Para resumir fue modelado el péndulo flexible con distintas flexibilidades en el eje sin y
con friccién seca, teniendo en cuenta coeficientes estaticos y dindmicos en el rozamiento.
En este ultimo caso pudo reproducirse exitosamente el fenémeno de inestabilidad por

friccién, llamado en inglés, stick y slip, responsable de ruidos como el emitido por una
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bisagra sin aceite, una rueda rozando en el pavimento al resbalar, la rueda de los trenes con
la via, etc. De hecho, la senal proveniente de este ejemplo fue procesada en MatLab para
reproducir una senal cdustica logréandose percibir los sonidos propios de un vinculo rotante
sin lubricacién (chirrido de una bisagra seca). En definitiva, se cuenta con una herramienta
que permite analizar efectivamente un problema por demds complejo y realizar estudios
paramétricos como el presente, y posteriores estudios cualitativos y cuantitativos, con la

potencia de haber sido derivada de principios rigurosos y generales.

5.2.2. Cilindro que choca y rueda contra un cuerpo rigido

Con el objeto de entender la dindmica de contacto entre un cuerpo flexible y otro
rigido y calibrar el modelo computacional se estudia el comportamiento del impacto
entre un disco plano contra un sélido rigido en el que existe friccién tipo Coulomb (seca).

Se deja caer el disco (movil) hasta impactar con un rigido. Dicho disco tiene un radio
r = 0.05 m. una densidad de p = 1722 kg/m?® y una ley constitutiva del tipo lineal
(en la referencia lagrangiana) S = X tr(E)I + 2yE con valores de A y v tales que en
pequenas deformaciones estdn en el rango de los elastémeros (gomas). Recuérdese que
A=vE/(1+v)(1-2v),y = E/2(14v) donde E es el médulo eldstico y v es el coeficiente
de Poisson, £ = 7-10°Nm=2 y v — 0.5. La ecuacién de movimiento en la referencia
lagrangiana (4.4) es utilizada junto con las condiciones de borde dadas por las Ec’s.(4.23)
y (4.26) con las regularizaciones dadas por (4.25) y (4.27).

La Figura 5-12 esquematiza la geometria del problema, que para distintas condiciones

iniciales dara dindmicas diferentes.

Disco que cae y rebota

El problema més simple de estudiar para esta dindmica, es el que corresponde al disco
cayendo verticalmente. La Figura 5-13 muestra cémo el cuerpo es deformado durante la
colisiéon contra el obstdculo rigido para distintos instantes de tiempo para un caso de

incidencia oblicua con un dngulo #; y una velocidad v;. Estudios de este tipo en modelos
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Figura 5-12: Esquema del disco plano que rebota contra una superficie lisa.

mds simples se pueden encontrar en [140].

En este caso la simulacién es realizada con un dngulo 6, = 7/3 y una velocidad de
vy = 12 m/s. Contra el cuerpo rigido existe en este caso una friccién del tipo (4.27) con
un coeficiente dindmico p; = 0.5 y uno estético p, = 0.7.

Ya que toda la dindmica es simulada, cualquier pardmetro construido a partir de ella
podrd ser calculado. Por ejemplo la fuerza total que el sélido rigido transmite al disco

eldstico es la integral del producto las aceleraciones con las densidades en todo el dominio

F(t) = / / / A(X, )p, dV (5.20)

Vol

La componente vertical de esta fuerza, que da el impulso del disco efectuado por
el rigido, es graficado en la Figura 5-14 a. Las oscilaciones son debidas a las muiltiples
reflexiones de la onda de impacto en el contorno del disco. La fuerza de friccién se
grafica en la Figura 5-14 b, el detalle corresponde a la inestabilidad entre la friccién
estatica y dindmica del disco mientras éste se desliza contra el rigido. Esta inestabilidad
es caracterizada por una discontinuidad en la aceleracién ya que repentinamente cambia

entre la friccién estdtica y dindmica.
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Figura 5-13: Colisién contra el obstéculo rigido para distintos instantes de tiempo.
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Figura 5-14: a) Fuerzas de contacto: Fuerza normal. b) Fuerzas de contacto. Fuerza
tangencial (de friccion)
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rigido.
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Figura 5-16: Tiempo que permanece en contacto el disco con el rigido en funcién de la
velocidad inicial.

La variacion de la energfa del disco es graficada en la Figura 5-15. En ella se puede ob-
servar como la energfa total es constante hasta que empieza el contacto, en ese momento
comienza a disminuir y luego, antes que termine el contacto, vuelve a ser constante. Esto
es porque en el primer momento la friccién es de cardcter dindmica y luego, aproximada-
mente el iltimo tercio del tiempo de contacto, ésta es de cardcter estatica que es de tipo
conservativo. Es decir en el tdltimo tercio del contacto el disco gira sin deslizar. También
es interesante observar como la energia eldstica es nula antes del impacto y luego de éste,
es fluctuante junto con la energfa cinética.

Otro aspecto interesante de este estudio, es la determinacién del tiempo que per-
manecen en contacto los dos cuerpos. Esto puede ser calculado entre los instantes en que
la fuerza deja de ser nula hasta que vuelve a serlo. Por ejemplo, en este caso, el tiempo
de contacto es At = 0.0045 s.

La Figura 5-16 muestra el tiempo que estdn en contacto los dos cuerpos (disco de-
formable y semi-espacio rigido) en funcién de la velocidad inicial del disco. En este caso,

el disco incide en forma normal al semi-espacio (rigido), es decir que 6; = 7/2, y no estén
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Figura 5-17: Angulo de rebote en funcién del d4ngulo de incidencia para distintos coefi-
cientes de friccién dados por el parametro de friccion a

presentes ni la friccién de contacto ni la gravedad.

Puede observarse cémo en términos generales el tiempo de contacto disminuye con la
velocidad de incidencia. Un resultado inesperado es que esta disminucién del tiempo de
contacto no es monoténica, sino que parece escalonada con leves aumentos entre escalones.
Esto es debido a que a medida que la velocidad aumenta, las ondas son reflejadas en el
contorno del disco menos veces; estos escalones estdn relacionados con el niimero de
reflexiones internas.

Cuando un cuerpo impacta en forma oblicua contra un rigido fijo y no existe friccién
entre estos cuerpos, el cuerpo serd reflejado con el mismo dngulo con el que incidié. Este
resultado, de facil demostracién en la mecdnica del rigido, puede extenderse también al
caso en que la friccién sea considerada. En este tltimo caso el dngulo de salida no tiene
por que ser el mismo. Sin embargo, si el cuerpo es deformable, es de esperar diferencias
con los modelos rigidos. Precisamente en la Figura 5-13 se puede advertir que el angulo
de salida (62) no es igual al de incidencia.

Un estudio paramétrico es reportado en la Figura 5-17, donde se grafican los éngulos
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Figura 5-18: Comparacion de la fuerza de contacto durante el impacto del disco entre
las constitutivas tipo St Venant Kirchoff y Neo Hookean. a) Velocidad de incidencia del
disco: 1 m/s. b) Velocidad de incidencia del disco: 10 m/s

de rebote en funcién de los dngulos de incidencia para distintos pardmetros de friccién. En
todos los casos el valor de la velocidad inicial es de 2 m/s. Aqui p, = 0.7 a 'y py; = 0.5 a,
y a varia entre 0 y 1. Como era de esperar, en el caso de friccién nula (a = 0), el dngulo
de incidencia en igual al de rebote y en los otros casos (con friccién) el éngulo de rebote
siempre es mayor al de incidencia ya que la friccién es en el sentido contrario a la velocidad
tangente del disco sobre el semi espacio rigido.

Un modelo més realista para la deformacién de un cuerpo tipo elastémero, estd dado
por la Ec.(4.11) donde la constantes v y A coinciden con A y v dadas por la Ec.(4.10).
Este modelo constitutivo, altisimamente no lineal, insume un tiempo de calculo con-
siderablemente mayor. Sin embargo en el caso de un impacto suave, Figura 5-18 a) no
presenta grandes diferencias en la respuesta dinamica. Por el contrario cuando el im-
pacto demanda grandes deformaciones, Figura 5-18 b), las dindmicas resultan diferentes.
Las fuerzas de los impactos graficados en la Figuras 5-18 a) y 5-18 b) corresponden
a incidencias normales sobre el semiespacio rigido con velocidades de v; = 1 m/s y

vy = 10 m/s respectivamente. En estos graficos se puede apreciar como el tiempo de
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Figura 5-19: Tiempo que permanece en contacto el disco con el rigido en funcién de la
velocidad inicial cuando el material esta gobernado por la ley (4.11)

contacto es mayor para el material dado por (4.10) que para el Neo Hokeano (4.11).

La Figura 5-19 muestra el tiempo que estdn en contacto los dos cuerpos (disco de-
formable y semi-espacio rigido) cuando el disco es modelado por una ley constitutiva tipo
NeoHookeano (4.11) en funcién de la velocidad inicial del disco. Como en el caso anterior,
el disco incide en forma normal al semi-espacio (rigido), es decir que 6; = 7/2, y no se
consideran la friccién ni la gravedad.

Puede observarse como el tiempo de contacto disminuye con la velocidad de incidencia.

A diferencia de antes (Figura 5-16) la disminucién ahora es monoténica.

5.2.3. Cilindro que choca contra un cuerpo deformable

Si ahora se replaza el cuerpo rigido (semi espacio rigido) por otro cuerpo deformable, el
problema se torna més complicado ya que las posiciones de los puntos de cada contorno
que efectuaran el contacto no sélo son desconocidas sino que los propios puntos que

realizaran el contacto son desconocidos. Es por eso que se utiliza la (4.24), donde el precio
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a pagar por tal generalidad es el considerable aumento de recursos computacionales, ya
que no sélo se tienen que seguir la trayectoria de los contornos de los cuerpos para evaluar
la condicién de borde sino que también hay que calcular un minimo de distancia en cada
instante de tiempo.

Una estrategia que evita el cédlculo del minimo de las distancias, tal como lo indica la
(4.24), es construir una nueva funcién a(c) regularizadora del problema de contacto tal

que

—k (d(l’l,xg)) sid<e —k (d(ZL’Q, 131)) sid<e
alcy) = a(cz) =
O0sid>e Osid>c¢

donde ¢; y ¢ son los contornos del cuerpo 1y 2, d(x1,x2) es la distancia entre el punto
x1 que corresponde a ¢; y el punto x5 que corresponde a ¢; y € es un nidmero lo suficien-
temente pequeno. Luego la componente normal de la tensién de Piola- Kirchhoff en el
borde del cuerpo 1 efectuada por la interaccién con el cuerpo 2 y, la componente normal

de la tensién en el borde del cuerpo 2 efectuada por la interaccién con el cuerpo 1 sera:

vy, = Y alc) (5.21)

Vx €c

vy, = Y alc) (5.22)
Vaee

Si € es aproximadamente del orden de la separacion de los puntos de cada contorno y
el nimero k es lo suficientemente grande se podra garantizar que cada punto del cuerpo
1 interactuard con un tnico punto del cuerpo 2, ya que sélo existird un a(c;) # 0y
un a(c;) # 0 para cada uno de los contornos y luego la suma se reducird a esos unicos
valores. De esta forma no serd necesario buscar el punto que minimiza la distancia y por

lo tanto, tampoco, el que efectiia el contacto.
La Figura 5-20 muestra una instantdnea del impacto entre los dos cuerpos donde el
correspondiente al rigido es reemplazado por uno deformable con dimensiones de 10 m x
2 m de idénticas caracteristicas elasticas que el disco que tiene un radio de r = 0.5 m.

Dicho cuerpo no tiene vinculos externos, es decir estd libre. En esta simulacién no estan
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Figura 5-20: Instantdnea del impacto entre los dos cuerpos deformables. A la izquierda
se detalla la configuracién deformada. A la derecha se detalla el estado tensional de los
dos cuerpos segtin el versor normal n, es decir tw) =P n,

presentes las fuerzas de friccién entre los cuerpos ni la fuerzas gravitacionales y la ley
constitutiva es la definida por la Ec.(4.10) con £ = 7-10°Nm~2 y v — 0.5 y densidad de
p = 1722 kg/m?3. Las condiciones iniciales del disco corresponden a un impacto con una
velocidad de incidencia de v = 10 m/s en direccién normal a la orientacién del cuerpo
grande que esta en reposo. Luego del impacto, el disco es reflejado y el rectangulo (cuerpo
grande) es impulsado hacia abajo. La parte derecha de dicha Figura muestra el campo
tensional segtin el plano cuyo versor normal coincide con el eje Y.

La Figura 5-21 corresponde al mismo impacto que la Figura 5-20. En este caso se
grafican las fuerzas de contacto en funcién del tiempo (parte izquierda de la figura) y
la distribucién de la tensién en el cuerpo grande (rectdngulo) en el momento en que la
fuerza de contacto es méxima (derecha).

Por ultimo, la Figura 5-22 muestra las variaciones de energfa. En la figura de la

izquierda a) se grafican las energfas del disco solo, en la parte derecha (caso b) se tiene

89



e5 - e5

Fuerza (N)
LA (=)
ey
e
lGZ(N/ m°)
P
———

Figura 5-21: Impacto entre dos cuerpos deformables. Izquierda: fuerza correspondiente al
disco impresa por el rectangulo (azul), reaccién de dicha fuerza, es decir la fuerza sobre
el recténgulo producida por el disco (rojo). Derecha: Tensién de Piola - Kirchoff en el
cuerpo grande producida por el disco.

en cuenta la energfa total, esto es disco mds rectangulo. Es de notar la constancia en la
energia total ya que el sistema es conservativo. Esta propiedad es usada como prueba en

la convergencia numérica de las soluciones.

5.2.4. Esfera que choca con un rigido

Los ejemplos antes estudiados corresponden a modelos 2D de la dindmica no lineal de
cuerpos deformables. No existe ninguna limitacién, més que los requerimientos computa-
cionales, para el modelado de cuerpos tridimensionales. El contacto se modela en forma
idéntica.

La Figura 5-23 muestra una instantdnea para el impacto entre la esfera contra un
semi espacio rigido. La ecuacién constitutiva de la esfera es del tipo (4.10) y como antes
E=7-1°Nm=2y v — 0.5 y densidad de p = 1722 kg/m? y un radio r = 0.05 m.

La condicién inicial es de v = 8 m/s en la direccién normal al plano z = 0 que es

90



ot -
\ x 1a
i 1
10 \ E '
\ \ p—
\ \ e
8 \ /
T — g b 7 !
\\ .

Energia(l)
N
Energia(T)

\
\ p I’J \
A 7 1
.J \
@ N 2 s e = o
AN\ | o
/ \ /
/ L /
o—— e, | o s
0 2 4 6. 8 10. 0 2 4 6 8 10.
tis) Ces 1 e2

Figura 5-22: Variaciones de energia entre los dos cuerpos que impactan. a) Disco solo. b)
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Figura 5-23: Instantdnea del choque entre una esfera tridimensional contra un rigido
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Figura 5-24: Gréficos de energfa y fuerza en funcién del tiempo para la esfera. A la
izquierda se grafican las energfas en Joules. A la derecha la fuerza de contacto en Newton

donde se encuentra la interfase con el semi espacio rigido.

Para este impacto el tiempo de contacto es de At = 0.00603 s siendo de At = 0.0048 s
para la simulacién andloga en 2D (disco).

Como antes, los controles en el paso de tiempo adaptativo son testeados por la con-
stancia en la energfa ya que este es otro caso de choque conservativo, Figura 5-24. A la
derecha de esta figura se grafica la fuerza de impacto en funcién del tiempo.

La aceleracion del centro de masa es calculada por

Acy = %///A(X, t) dv (5.23)

donde como siempre V' es el volumen indeformado del cuerpo. La Figura 5-25 muestra las
graficas de la aceleracién en funcién del tiempo para el disco 2D con leyes constitutivas
tipo (4.10) y (4.11) y la esfera 3D (que modelada con una ley constitutiva tipo Ec.(4.10))

cuando son impactados contra un semi espacio rigido. Es de notar como la aceleracién en
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Figura 5-25: Comparacién de las aceleraciones de los centros de masa para los discos con
sus dos modelos constitutivos y la esfera 3D.

en caso de la esfera no es oscilatoria como en los casos de los discos ya sea con cualquiera
de los dos materiales simulados. El tiempo de contacto es siempre mayor en una esfera
que en un disco cuando las ecuaciones constitutivas son, al menos, similares.

La simulacién del contacto, sea con friccién o no, es el paso principal para la construc-
cién de un modelo general de cuerpo fisurado que tenga en cuenta la clausura de dicha
fisura en el movimiento por deformacion. Los tiempos computacionales para la resolucién
numérica de estos tipos de modelos altamente no lineales son considerablemente mayores
que los andlogos modelos 1D. Aun asi, son justificables modelos 2D o 3D cuando los
cuerpos a los que se les pretenda aplicar la deteccién de una fisura o deteccién de algiin
otro parametro indeterminado no sean, del tipo esbeltos. Ademads la limitacién computa-
cional es un problema cada vez menos importante que ya la ciencia de la computacion

evoluciona a pasos agigantados.
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Figura 5-26: Esquema de la viga fallada

5.3. Dinamica de un cuerpo fisurado

Los modelos anteriores, correspondientes tanto a la dindmica de deformaciones finitas
y contacto, serdan aplicados a la simulacién de cuerpos que presentan, en alguna regién
de su dominio, una falla o fisura. Al deformarse un cuerpo fisurado las interfases de dicha
falla, podrian tocarse, por las solicitudes externas, provocando la clausura de la fisura.
Este tipo de deformaciones presenta una discontinuidad en el movimiento que se traducird
en una fuerte no linealidad de las ecuaciones gobernantes (o de sus condiciones de borde).
El modelo de contacto presentado en los ejemplos anteriores es usado ahora para simular
el contacto de esta fisura respiratoria. En lo que sigue no se tendra en cuenta los efectos

de friccién por contacto en la fisura.

5.4. Forma de la fisura y condiciéon de contacto

En esta tesis se presentan distintos tipos de cuerpos con diferentes formas. Pero con el
objeto de calibracién del modelo, se usard un cuerpo tipo viga empotrado en un extremo

y libre en el otro.
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Figura 5-27: Los dos tipos de modelos para la fisura

La Figura 5-26 esquematiza los dos tipos de modelos de fisura que se usaran para
simplificar el una fisura real en una viga tridimensional.

Ya sea el modelo de fisura tipo muesca o tipo cuna, sera caracterizado por dos nimeros
Z. v h. que indican la posicién y profundidad de dicha fisura respectivamente. El espesor
de ésta se tomara como un nimero fijo, (ver Figura 5-27) pero podria ser un pardmetro

mas a determinar.

5.5. Estudio cualitativo de la dinamica lineal y no
lineal de una barra fisurada

Cuando se aplica la teorfa cldsica de la elasticidad (ecuaciones de Navier) se pueden
determinar las formas modales de una viga y sus correspondientes frecuencias propias.

De hecho las ecuaciones de Navier son
AV2u + (A +7) grad div(u) = py—> (5.24)

donde \ y 7 son las constantes de Lamé ya definidas en (4.10) para el caso no lineal.

Si se descompone el movimiento en una parte temporal y otra espacial, esto es: u =
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Figura 5-28: Primeros 4 modos normales solucién de las ecuaciones de Navier

Modo 1 2 3 4 5 6
Frecuencias en Hz | 27.76 | 168.84 | 452.5 | 539.6 | 838.5 | 1302

Tabla 5.1: Frecuencias para la viga sana

ug(x) sin(wt) las ecuaciones de Navier (5.24) se reducen al problema de valores y funciones
propias

YV?uo + (A + 7) grad div(ug) + (pyw?) ug = 0 (5.25)

del cual se podran calcular los valores de las frecuencias libres y sus correspondientes
formas modales una vez definidas las condiciones de borde.

La Figura 5-28 muestra las formas modales de una viga empotrada libre, solucién de
las ecuaciones de Navier en dos dimensiones. Con un médulo eldstico E = 7.3 - 101 N
m~? coeficiente de Poisson v = 0.3 densidad p, = 2766 Kgm ™3 y dimensiones en metros,
largo L = 2.5 m y alto h = 0.5 m

Por otro lado, si se resuelven las ecuaciones completas de movimiento, es decir las
dependientes del tiempo (5.24) para alguna condicién inicial y se evalia la transformada

de Fourier se pueden encontrar las frecuencias de vibracién. La Figura 5-29 muestra
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Figura 5-29: Movimiento oscilatorio transversal de la barra empotrada libre en cuatro
puntos

la dindmica en cuatro puntos de una barra o viga lineal gobernada por la ecuacién de
Navier cuando la condicién inicial es de desplazamiento nulo y velocidad transversal
v, (X,Y)=2 X ms!

La Figura 5-30 muestra el espectro de Fourier para la barra o viga en deformaciones
pequenas (lineal) sana: las frecuencias coinciden con las obtenidas a partir del célculo
modal (Tabla 5.1).

De idéntica forma se calcula la transformada de Fourier para el caso no lineal (aunque
sana) (4.4), con ley constitutiva (4.10) para idéntica condicién inicial (Figura 5-31).
En este caso las deformaciones son muy pequenas pero aun asi se empieza a observar
un interesante fenémeno no lineal: el espectro de Fourier revela nuevos picos que son
combinaciones lineales de los correspondientes a la teoria lineal. El primero, de valor
56 Hz, corresponde a 2f; = 2-28 Hz = 56 Hz, el segundo de valor 142 Hz es fo — fi, €l
tercer pico de valor 192 Hz es fs + f1, el cuarto de valor 338 Hz corresponde a fs + 6 f1,
el quinto y sexto pico de valores 426 Hz y 482 Hz son f3 £+ fi, y los ultimos dos aqui
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Figura 5-30: Logaritmo de la transformada répida de Fourier (FFT) para la barra (lineal)

presentados 1274 Hz y 1330 Hz corresponden a f5 £ fi.

Mucho mas rico es el espectro de Fourier para el caso en que las deformaciones sean
mayores a los casos antes analizados. En la Figura 5-32 se puede observar la comparativa
entre el especto de la barra correspondiente a la condicién inicial de v, (X,Y) =2 X ms™*
(linea continua), donde los ejes x e y corresponden a los de la Figura 5-28, con el espectro
de la misma barra pero excitada por una condicién inicial de v, (X,Y) = 50 X ms~! (linea
punteada). Es decir, en los dos casos, la condicién inicial corresponde a una velocidad
transversal (segin YY) que aumenta linealmente con X.

En el caso lineal, cuando la fisura se supone siempre abierta, se puede encontrar
una relacién funcional suave entre la frecuencia y las caracteristicas de la fisura (ya sean
calculadas via FFT o modos normales). Sin embargo la dindmica tiene que ser de pequenas
deformaciones y mds importante aun es que la fisura tendra que ser lo suficientemente
grande como para permanecer abierta durante el movimiento oscilatorio. Estas hipdtesis

son las que se supusieron en el caso del problema inverso del Capitulo 3. En la Figura
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Figura 5-31: Logaritmo de la transformada rdpida de Fourier (FFT) para la barra no

lineal
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Figura 5-32: Comparativa del espectro para grandes y pequenas deformaciones de la
misma viga no lineal. Se puede observar una multitud de nuevas frecuencias.
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Figura 5-33: Dependencia Funcional de las primeras cuatro frecuencias naturales con la
posicién y profundidad de la fractura para una viga empotrada libre (sin contacto y sin
friccion).

5-33 se puede observar la dependencia funcional de la frecuencia natural con la posicién
y profundidad de la fisura para las primeros cuatro modos normales de vibracién de una
viga empotrada libre, solucién de las ecuaciones de Navier de auto frecuencias (5.25).
Con un médulo eldstico £ = 2.1 - 10 N m ™2, coeficiente de Poisson v = 0.3 densidad,
po = 7850 Kg m™3 y dimensiones en metros, largo L =1 m y alto h = 0.05 m

Ahora, cuando la fisura es lo suficientemente delgada o la deformacién lo suficiente-
mente grande, las superficies limites de las caras de la fisura se cerrardn. En una situacion
estatica permanecerd cerrada pero en el caso que exista dindmica, estard presente un
movimiento muy complejo de vibro-impacto. Es interesante observar que ahora no sélo
estardn presentes las frecuencias de los movimientos cuasi - periédicos encontrados en
las grandes deformaciones, sino que ademads, debido al vibro impacto de la clausura en

fisura, aparecerdn nuevas frecuencias de vibracién como se puede observar en la Figura
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Figura 5-34: Espectro de la viga fracturada con fisura en forma de cuna y con contacto
entre las fases de fisura.

5-34, que corresponde a una viga de idénticas propiedades que la tratada en el ejemplo
de la Figura 5-32, pero con una fisura del tipo triangular (ver imagen izquierda de la
Figura 5-27) localizada a 1.6 m del empotramiento y con una profundidad de 0.05 m.

La Figura 5-35 muestra precisamente la distancia entre los vértices de la fisura. En
esta figura se puede observar cémo es la dindmica de vibro-impacto entre las superficies
de la fisura cuando ésta se cierra.

En definitiva, la dindmica no lineal de un cuerpo presenta nuevas frecuencias de vi-
bracién que son combinaciones lineales de las correspondientes al caso lineal. Sin embargo,
cuando el cuerpo presenta una fisura, la no linealidad debida al contacto e impacto en
las interfases, da por resultado un espectro sumamente rico. Esta riqueza en el espectro
hace imposible el diagnéstico de dano analizando los cambios en las frecuencias. Por lo
tanto las hipé6tesis de linealidad del problema inverso presentado en el Capitulo 3 tienen
que ser cuidadosamente estudiadas ya que, dependiendo del tipo de dindmica y forma de
la falla, podria darse el caso de contacto intermitente en la fisura.

Por otro lado, al hacer un estudio en frecuencias se desecha mucha informacién impor-

tante. La informacién relevante para la resolucién de este problema inverso se encuentra
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Figura 5-35: Distancia entre los vértices superiores de la fractura en funcion del tiempo

en las funciones dindmicas del tiempo como son por ejemplo la posicién, velocidad o
aceleracion en algunos puntos del cuerpo. En el capitulo que sigue se implementara una
técnica de optimizacién que dard como resultado la posicién y profundidad de una fisura
en un espécimen danado.

En este capitulo se trato la dindmica de multi - cuerpos cuyas deformaciones, rota-
ciones y desplazamientos pueden ser arbitrariamente grandes, con contactos unilaterales
fuera del equilibrio. Cualquier pardmetro que se quiera caracterizar a partir del problema

inverso podria ser aplicado a este tipo de modelo como se vera en el Capitulo 6.
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Capitulo 6

Problema Inverso

La deteccién de dano puede ser abordada por distintos enfoques. Frisewell [52] hace
un estudio de comparaciéon de las bondades de distintos métodos de deteccién. Estos
métodos podrian ser incluidos en tres categorfas de diagnostico:

1 - Series temporales: Valor temporal de algtin pardmetro cinematico como la posicién
o la aceleracién, que podria ser adquirido de la propia pieza a estudiar con sensores de
movimiento, acelerémetros o sensores de proximidad.

2 — Respuesta en frecuencia: Ya sea haciendo resonar la pieza o de la propia series
temporales mediante transformadas de Fourier, se obtiene la respuesta en frecuencia.

3 — Pardametros modales: Obtenidos de la forma modal o de parte de esta midiendo
el desplazamiento en algunos puntos.

Friswell [52] concluye que los métodos dos y tres pierden valiosa informacién al con-
densar la riqueza de datos que se extiende en el tiempo y que como el método tres es
deducible del dos resultan de prediccién similar. Pero a pesar que podrian ser itiles para
diagnosticar dano en los niveles 1 y 2 presentan las siguientes dos limitaciones:

1 - Insuficiente variacién de frecuencia respecto al dano, lo que da una limitada res-
olucién a la deteccién y ademds generalmente queda por debajo del nivel de ruido exper-
imental.

2 — Se aproxima el fenémeno no lineal por un modelo que sf lo es.
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Por otra parte usando series temporales Banks y otros [20] prueban que pueden de-
tectar dano muy leve usando series temporales para lo que utilizan modelos no lineales
aunque simples. Estos tienen la limitacion de no modelar el contacto parcial de la frac-
tura, ni la capacidad de implementacion en deteccién de otro tipo de cuerpos como arcos,
placas, etc, ni en movimientos que involucren grandes deformaciones y rotaciones rigidas.
A continuacién se presentard una técnica basada en series temporales pero en modelos
més complejos que los estudiados por Banks y otros [20] donde se tendrén en cuenta los

efectos de contacto total y parcial, friccién etc, en deformaciones y rotaciones finitas.

6.1. Funcién objetivo

Para la deteccién de falla se implementa, en forma exitosa, un método de optimizacién
basado en Algoritmos Genéticos, para cuerpos en equilibrio y también en movimiento.
Esto se lleva a cabo mediante cuadrados minimos, es decir se comparan las respuestas
dindmicas (o estdticas) en algunos puntos de la estructura danada con la solucién del
modelo computacional (elementos finitos) donde se propone una localizacién y una pro-
fundidad de la fisura. De esta comparacién se construye una funcién objetivo que luego
es optimizada dando por resultado dicha posicién y profundidad.

Supoéngase que se desea estudiar si un cuerpo tipo viga estd danado o no y en el caso
que lo esté, determinar dénde se encuentra la falla y cudl es su magnitud. Para ello se
miden los desplazamientos, en caso estdtico o dindmico, en algunos pocos puntos (no
més de 5). El problema de la deteccién consiste, entonces, en reconstruir la dindmica con
esa limitada informacién para asi resolver un problema inverso y utilizar como dato el
movimiento, e incégnita la forma del contorno (en este caso la fisura caracterizada por
dos nimeros, profundidad y ubicacién).

La Figura 6-1 esquematiza el experimento dindmico donde una perturbacién (por
ejemplo: un golpe con martillo) da inicio al movimiento (en este caso transversal, pero

podria ser de cualquier tipo). Sensores de movimiento (en la Figura son tres), por ej.
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Figura 6-1: Esquema del setup experimental para la deteccién de la falla en una estructura
tipo viga

acelerémetros, dispuestos en (dos o tres) lugares diferentes registran el movimiento. Por
dltimo un adquisidor procesa estos datos para dar (dos o tres) funciones del tiempo
u(X;,t) coni=1.n (n=3en la Figura 6-1 y n = 2 en la fotograffa Figura 6-2)

Se procesa el modelo computacional para un caso de fisura arbitrario, es decir una
posicién y una profundidad (X ¢y hc) y se obtienen los desplazamientos u*(X;,t) de los
mismos puntos X; que en el experimento con ¢ = 1..n , y se comparan con los obtenidos
experimentalmente u(X;, t).

El modelo computacional puede ser bi o tri dimensional dependiendo del tipo de en-
sayo a realizar. Las ventajas de un modelo 2D es un menor costo computacional en la
resolucién del problema de optimizacién aunque podria no ser suficiente para movimien-
tos o geometrias mds generales. Por supuesto las ecuaciones son las correspondientes a

deformaciones finitas (4.4) con constitutivas dadas por (4.10).
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Figura 6-2: Fotografia del ensamble experimental con dos acelerémetros

La funcién objetivo usada en esta tesis para casos dindmicos se define por

2 n
d(Xehe) = / (s, 1) — u(ws, £ dt (6.1)
donde, como se dijo antes, u*(X;,t) es la respuesta de la simulacién y u(X;,t) es la
correspondiente al experimento.

En forma esquemdtica el algoritmo general es el siguiente:

1-Mediante una medicién experimental se determinan funciones cinemaéticas del tiem-
po, como posicién o aceleracién, en algunos puntos del cuerpo.

2-Se optimiza la funcién objetivo d(X¢, he).

3-El valor buscado es el correspondiente al valor éptimo de dicha funcién objetivo.

Estas funciones objetivo presentan un gran nimero de minimos, locales. Tal es el grado

de complejidad de este problema que resultan inadecuadas las técnicas convencionales de

optimizacién (basadas en métodos de gradiente).
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Figura 6-3: Logaritmo de la funcién objetivo. A primera vista parece una funcién suave
y diferenciable

A primera vista parece una funcién suave y diferenciable como se puede observar en
la Figura 6-3 donde se muestra la superficie del logaritmo de la funcién objetivo Ec.(6.1)
para un tiempo t5 — t; = 0.1 s. Se trata de un escenario de dano localizado en z. =1 m
y profundidad h. = 0.13 m de una viga empotrada libre (como la esquematizada en la
Figura 6-1) de largo L = 2.5 m y alto A = 0.25 m

En la Figura 6-3 se puede observar una zona de minimos con forma de canal levemente
curvado. Sobre ese canal se presentan una aglomeracién de minimos y méximos y es donde
se revela la falta de suavidad de la funcién objetivo (Figura 6-4)

La optimizacion de estas funciones objetivo se lleva a cabo mediante el llamado Algo-
ritmo Genético. La Figura 6-5 esquematiza el algoritmo fisico-computacional de diagnés-
tico e identificacién de dano en el que incluso se muestra como podria ser implementado,

si el resultado es usado como semilla para trabajar con otro algoritmo (método hibrido).

6.2. Las Bases de los Algoritmos Genéticos

El método de los Algoritmos Genéticos (AG) para resolver problemas de optimizacién

estd basado en la seleccién natural, proceso por el cual se da la evolucién de los sistemas
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Figura 6-4: Aglomeracién de minimos y maximos de la funcién objetivo d sobre la curva
del canal minimo

Algoritmo:

Experimento Flexpde

Adquisicion de la Computo de Algoritmos
respuesta respuesta Geneticos
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(simulacion)
\ —
Evaluacion de la
funcién objetivo d Matlab
‘ lteracién genética ‘
no
Criterio de convergencia }—- Nueva
| - generacién
si l
| semilla método hibrido |

Figura 6-5: Algoritmo de deteccién de dano via series temporales optimizadas por algo-
ritmos genéticos
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biolégicos.

El método AG genera una poblacidn, es decir, un conjunto de posibles soluciones a un
problema de optimizacién. Cada una de estas posibles soluciones se la llama individuo.
Aquel o aquellos individuos que estén mas cerca de la solucién real estardn mejores capac-
itados para pasar su informacion (genética) a la préxima generacion. En cada generacién
la poblacién evoluciona a la solucién éptima del problema entre manos y la informacién
genética que pasa de generacién en generacién cambiara segun las tres siguientes reglas:

Reglas de seleccién: se hace una seleccién los individuos, llamados padres, segiin
algin criterio, que contribuye a la poblacién en la siguiente generacién.

Reglas de cruza: combinan a dos padres para crear a los ninos para la siguiente
generacion.

Reglas de mutacién: ejercen cambios aleatorios de los padres individuales para
crear a los ninos.

En el Apéndice F contiene una explicacién detallada de loa Algoritmos Genéticos

utilizados en esta tesis.

6.3. Puesta a punto de los Algoritmos Genéticos

Se han probado distintas propuestas para ensayar la deteccién de fisuras. En términos
generales el método usado para la puesta a punto del A-G consiste en dejar todos los
pardmetros fijos menos uno y hacerlo variar hasta encontrar el éptimo, luego se deja
fijo este tltimo pardmetro y se hace variar otro. Estos pardmetros pueden ser desde el
tiempo de la simulacién, la cantidad de sensores colocados en la pieza a ensayar, las
posiciones y profundidades de la fisura, o cualquier otro pardmetro inherente al propio
algoritmo genético (ver Apéndice F), a saber, cantidad de individuos, pardmetros de
mutacién, cantidad méaxima de generaciones, tipos de cruza, etc. El objetivo es encontrar
los pardmetros éptimos para el problema de detecciéon de dano.

A fin de tratar un problema especifico, sea una barra empotrada-libre, modelada como
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Poblaciéon 20 40 120
Te 1.026 | 0.53 | 1.86
he 0.051 | 0.031 | 0.194

Tabla 6.1: Variacién de la poblacién con una ventana temporal de t = 0.25s

antes segun la elasticidad no lineal dada por la Ec.(4.4) con ley constitutivas dadas por
(4.10), de dimensiones en metros; largo L = 2.5 m alto A = 0.25 m, y material eldstico
con un médulo de E = 7.3¢10 Pa y v = 0.3 densidad p = 2766 m kg~3. En este caso
se toma la barra sin amortiguamiento. Se simula la dindmica y se obtiene la respuesta
del movimiento u(X,,t) con n = 4 que simulan cuatro sensores ubicados en X; = iL/5
(1 = 1..n) que miden el desplazamiento transversal de la barra (Figura 6-1).

Escenario 1:

Tiempo de simulacién 0.25 s (aproximadamente 9 veces el periodo del modo funda-
mental). La fisura estd ubicada en x. = 2 m, y tiene profundidad h. = 0.2 m. El modelo
de la fisura serd del tipo triangular de espesor d = 0.0002 m.

Respecto a los pardmetros de los algoritmos genéticos, se aceptan: distribucion inicial
uniforme, escala tipo ranking, la seleccién es de tipo estocdstica, reproduccién de elite con
contador igual a 2 recordar que esto significa que los dos mejores pasan en forma inalter-
ada a la siguiente generacién (ver Apéndice F). Fraccién de cruza: 0.8 (esto corresponde
al 80 % de la poblacién que no sea elite) y de tipo dispersa. Recuérdese que la funcién
objetivo es sélo funcién de dos variables d(x., h.). La mutacion es de tipo gaussiana y el
criterio de parada es permitir un méaximo de 10 generaciones y 5 repeticiones en el que
la funcién objetivo no mejore.

Se hace variar la poblacién en el algoritmo de deteccién y los resultados obtenidos
se explicitan en la Tabla 6.1. Esto indica dos cosas: o que los tiempos de simulacién son
muy grandes o que las poblaciones en el algoritmo genético muy chicas.

La Figura 6-6 muestra como al cambiar la ventana de tiempo la funcién objetivo tiene
un minimo absoluto mds profundo (mds definido) pero una mayor cantidad de minimos

locales.
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Figura 6-6: Influencia de la ventana de tiempo sobre la funcién objetivo d

Poblacién 20 40 120
Te 1.55 | 1.63 | 1.89
he 0.151 | 0.131 | 0.182

Tabla 6.2: Variacién de la poblacién con una ventana temporal de t = 0.1s

Al tomar tiempos de simulacién mads cortos, es de esperar que los algoritmos genéticos
encuentren la solucién 6ptima con mayor facilidad ya que la funcién objetivo d tendrd
menos cantidades de minimos locales. Tomando una ventana de ¢ = 0.1 s se repite el
experimento anterior obteniéndose nuevos resultados (ver Tabla 6.2). La diferencia ahora
es que con s6lo 5 generaciones el Algoritmo Genético llega a la solucién.

Ahora se cambia el tipo de cruza a heuristica. Se hace variar el factor r que es la
posicién promedio entre el segmento que une a los dos padres (ver apéndice) y se toman
200 individuos. La fisura se ubica ahora en x. = 1 m y una profundidad de h. = 0.1 m.
En el criterio de parada se toma un nimero méximo de 10 generaciones y 5 repeticiones
en el que la funcién objetivo no mejore. Todos los deméds pardmetros se dejan iguales que

antes. De la Tabla 6.3 se concluye que el éptimo para el método de cruza heurfstico es
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r| 1.2 1 0.8 0.6
z. | 0.859 | 0.946 | 0.995 | 1.004
he | 0.086 | 0.103 | 0.095 | 0.097

Tabla 6.3: Variaciéon del pardmatro de mutacién r

Caso 1123 |4 |5 |6 | 7|89 10
posicién de la fisura z. 01030507109 |11|13|1.5]|17]| 2
Profundidad de la fisura h. [ 0.1 | 0.1 | 0.2]0.2(0.1]10.2]011]0.2]|0.1]|0.2

Tabla 6.4: Diferentes escenarios o casos de localizacién y magnitud del dano ha ser estu-

diados

con r ~ 0.6. Este niimero no es absoluto, depende de cada caso, y es por eso esto que no
se hace un estudio més riguroso o refinado.

En este punto es claro que una cruza heuristica con factor del orden de r ~ 0.6 y
una ventana de 5 periodos del modo fundamental del cuerpo sano puede dar resultados
aceptables. Mas adelante se estudiaran con detalle la ventana optima.

Con el fin de hacer un estudio estadistico de la parametrizacién se proponen un
conjunto de escenarios diferentes (ver Tabla 6.4). Se simulan 10 casos, usando para el AG
cruza heurfstica con factor » = 0.6 y se hace variar el niimero de individuos. Se toma como
mdximo de 5 generaciones. Se usa como condicién inicial una velocidad transversal v, =
—2X m/s y como ventana temporal se toma t = 0.15 s.Con el fin de adimensionalizar

los errores en la bisqueda de la fisura, se usara en esta tesis el siguiente criterio.

T, — TF
: = < 6.2
‘ - (62)
he — I

A

donde z. y h. son la posicién y profundidad de la fisura reales y; =7 y h’ son la posicién
y profundidad que el AG encuentra respectivamente y como antes L y A son la longitud
de la barra y la altura de la misma. Los valores e, y e, son los errores relativos de la
ubicacién y magnitud de la fisura. La suma e, = |e,|+ |es| serd el error de cada escenario

simulado. Debe notarse que esta es una medida del error muy exigente. Con el fin de
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Caso\Poblacién | 25 50 75 100 | 125 | 150
1 37.68 | 20.11 | 27.78 | 4.98 | 12.8 | 7.45
2 15.23 | 3.757 | 4.028 | 4.537 | 4.787 | 7.14
3 6.468 | 8.675 | 6.154 | 19.06 | 15.59 | 3.089
4 21.34 | 7.008 | 7.977 | 11.94 | 0.198 | 1.208
5 20.20 | 20.22 | 1.455 | 3.013 | 11.77 | 20.21
6 16.73 | 14.93 | 13.99 | 1.995 | 2.069 | 3.883
7 0.794 | 20.54 | 1.587 | 1.705 | 1.662 | 1.680
8 31.38 | 10.96 | 5.205 | 30.67 | 1.905 | 1.883
9 2.927 | 11.21 | 11.04 | 4.578 | 12.24 | 8.98
10 15.95 | 1.671 | 16.72 | 16.70 | 17.05 | 14.65

Tabla 6.5: Dependencia de los errores porcentuales con la poblacién

entender cudntos individuos son necesarios para una deteccién aceptable, se corre el AG
con diferentes poblaciones. La Tabla 6.5 muestra el error porcentual, esto es, 100 e,.

En la Figura 6-7 se puede apreciar el promedio de los errores porcentuales de la Tabla
6.5. Se puede observar como a medida que se aumenta la cantidad de individuos de la
poblacion, el AG detecta mds eficientemente el dano, esto es, la posicién y profundidad.

Un error en promedio menor al 10% segun el criterio aqui utilizado, es m&ds que
suficiente, recuérdese que este error es la suma de las dos cantidades involucradas en la
deteccidn, esto es, ubicacién z. y profundidad h..

Con el fin de evaluar que ventana de tiempo es necesaria (cuanto tiempo hay que
medir y simular) para una deteccién aceptable, se implementa el AG con una poblacién

de 50 individuos usando diferentes tiempos de simulacién.

En la Figura 6-8 se puede apreciar el promedio de los errores porcentuales de la Tabla
6.6. Se puede observar ahora como a medida que se aumenta el tiempo de simulacién,
el AG detecta menos eficientemente el dano. Esto es debido a que la funcién objetivo
d(xc, he) presenta un nimero mayor de minimos locales a medida que aumenta el tiempo
de la simulacién (ver Figura 6-6) como se intufa al principio. Por lo tanto, si se desea
detectar una falla por dindmicas largas, se tendran que usar poblaciones grandes. Se toma

en esta tesis, como regla empirica, un minimo de 50 individuos por cada periodo y medio
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40 60 80 100 120 140
Individuos

Figura 6-7: Error promedio en la deteccién de la falla como una funcién de la cantidad
de individuos en la poblacién del AG

Caso\Tiempo (s) | 0.05 0.15 0.25 0.35 0.5

1 27.747 | 20.11 | 27.747 | 75.677 | 90.16
27.59 | 3.7576 | 11.396 | 63.914 | 39.408
1.0236 | 8.6756 | 10.409 | 12.96 | 36.908
9.0388 | 7.008 | 2.7092 | 15.564 | 26.688
0.8136 | 2.2276 | 57.605 | 73.66 | 66.432
0.0104 | 14.939 | 3.7544 | 15.539 | 27.213
0.7672 | 2.0544 | 0.7672 | 2.9996 | 2.9518
1.1516 | 10.967 | 10.793 | 6.832 | 43.732
4.2488 | 11.21 | 5.6768 | 12.684 | 58.324
1.2132 | 1.6716 | 4.96 5.64 62.2

O 00| | O U | W DN

—
)

Tabla 6.6: Dependencia de los errores porcentuales en la detecciéon con el tamano de la
ventana temporal
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Figura 6-8: Error promedio en la deteccién del dano en funcién del tiempo de simulacion

de la fundamental de la pieza sana.

La Figura 6-9 se puede observar la el diagnéstico que MatLab calcula generacién tras
generacién durante el proceso de resolucién del problema inverso. Este caso se trata de
un escenario de fisura ubicado en x. = 0.9 y con una profundidad de h. = 0.2. En el
cuadro izquierdo superior se detalla el valor de la funcién objetivo d(z., h.) a medida que
el algoritmo evoluciona, se puede observar la convergencia a un valor cercano a cero. El
cuadro superior derecho se reporta el valor del mejor individuo (par z., h.); el cuadro
inferior izquierdo muestra la distancia media entre todos los individuos de la poblacién
donde se observa como a medida que el algoritmo evoluciona los individuos se agrupan.

El 1ltimo cuadro (derecho inferior) ilustra el drbol genealégico en la evolucién genética.

6.4. Influencia del ruido.

Hasta aqui se trataron problemas de deteccién de fisura de una barra recta, cuya

dindmica es simulada y luego la funcién objetivo construida por comparacién de esa
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Figura 6-9: Evolucién de los Algoritmos Genéticos calculado por MatLab para un esce-
nario de fractura con posicién en z. = 0.9 m y profundidad h. = 0.2 m

dindmica con otras igualmente preparadas ya que se utiliza el mismo modelo computa-
cional para simular el caso danado como los que se implementan para detectarlo via AG.
En este caso, no se tuvieron en cuenta ni incerteza en el modelo de la dindmica de la barra,
ni los inevitables errores experimentales presentes en cualquier medicién experimental.

Con el fin de estudiar el desempeno del método de optimizacién basado en AG en
mediciones mas realistas, se procede a incorporar ruido blanco a la senal de la dindmica
simulada, manteniendo los pardmetros de poblacién del método AG y duracién de la
simulacién de los casos anteriores. Estos pardmetros seran: nimero de individuos de la
poblacién en 50 y tiempo maximo 0.05 segundos (aproximadamente 1.5 periodos funda-
mentales de la barra sana).

La Figura 6-10 muestran el desplazamiento de la barra en el “sensor” de la extremidad
y la Figura 6-11 en el primer “sensor” desde el empotramiento (punto z = L/5), donde
se le incorporé ruido blanco. Cada uno de los ruidos tienen una magnitud relativa al
desplazamiento de la punta de 0.1, 0.2 y de 0.3.

La Tabla 6.7 indica los errores promedios calculados por la suma de los dos errores
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Figura 6-10: Desplazamiento transversal del ultimo "sensor'"de la barra con distintas
magnitudes de ruido.

—ruido 3
g —ruido 2
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Figura 6-11: Desplazamiento en z = L/5 con distintas magnitudes de ruido
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Ruido relativo | 0.1 | 0.2 | 0.3
Error medio% | 6.28 | 7.71 | 5.39

Tabla 6.7: Error en la deteccién como funcién del error experimental

definidos por 6.2 para los mismos 10 escenarios, donde se puede observar la indiferencia

del método de deteccion a estos niveles de ruido aceptables en una medicién real.

6.5. Fisura Difusa

Los resultados del apartado anterior son por demds alentadores y abren las puertas
a tratar sistemas en los que se tenga cierta incerteza en el propio modelo con el que
se hace la optimizacién. Se dispone de una teoria rigurosa, completa y muy exacta (sin
aproximaciones en la magnitud de la deformacion o el desplazamiento), que simula de
forma muy realista la dindmica de un cuerpo fisurado. Pero por més exacto que el modelo
sea, no es la realidad. En un problema real existen una variedad de incertezas en el
modelo fisico que serdn aproximadas por ciertos modelos tedricos (resueltos via mecdnica
computacional) que se acercaran mas o menos al modelo fisico. ;Qué ocurrird cuando
se pretenda detectar una fisura real de un espécimen verdadero usando este esquema?
Supongase que la fisura real tenga una forma arbitraria como se indica en la parte inferior
izquierda de la Figura 6-12. ;Se podrd identificar dicha fisura si se proponen modelos de
ésta que tengan la forma de la parte inferior derecha de la Figura 6-127

Para responder esta pregunta se propone simular la dindmica de una barra con una
fisura que difiera de la propuesta para ensayar la detecciéon. En particular se trata de
una fisura tipo difusa compuesta por 5 fisuras vecinas (ver Figura 6-13) como si fuera un
experimento real de un cuerpo real y el modelo de tnica fisura como el simulado para
realizar la deteccion. Los pardmetros serdan: nimero de individuos de la poblacién en 50
y ventana temporal de 0.05 s (aproximadamente 1.5 periodo de la barra sana).

La Tabla 6.8 compila los 6 casos analizados donde el “Error %” es calculado, como

antes, por la suma de los dos errores dados en la Ec.(6.2). sélo en el 5 caso se puede
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Figura 6-12: Comparacion entre una fractura real y dos modelos propuestos para la
deteccion

Fractura difusa Modelo para fractura

Figura 6-13: Esquema de la fractura difusa
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Caso a detectar | detectados por AG

caso (Error %) | z. he xk h*

1 (7.16) 0.3 0.1 0.32 0.115
2 (8.12) 0.7 0.1 0.55 0.105
3 (4.64) 1.3 0.2 1.25 0.206
4 (6.72) 1.5 0.2 1.36 0.197
5 (41.3) 1.9 0.1 2.37 0.044
6 (6.51) 1 0.12 0.98 0.134

Tabla 6.8: Resultados y errores para la deteccién en el caso de fractura tipo difusa

considerar fracaso.

6.6. Deteccién en un arco

Antes de pasar a un experimento de deteccién de dano real, se estudiard nuevamente
el problema de detecciéon pero ahora en una estructura no recta como una viga.

En principio cualquier forma bi o tridimensional podré ser utilizada. Un arco circular
como el esquematizado en la Figura 6-14 es propuesto. Dicho arco se encuentra fijo en
sus dos extremos, por lo tanto se impone nulidad en el desplazamiento u, y libre en el
resto del contorno esto es tensién nula (to = 0) en todo el borde salvo en la regién de la
fisura, donde, como antes, se imponen condiciones de contacto de Signorini.

Lo interesante de esta geometria es que ya no existe simetria entre la parte superior y la
inferior. Y aunque, en lo tratado para el modelo de viga recta, el problema fue formulado
de manera de poder detectar si la fisura se encuentra la cara superior o inferior de la
viga, no fue mencionada la técnica que discriminaria entre las dos alternativas. Esta idea
es muy simple. La posicién de la fisura tendrd un valor que va desde 0 a L y desde L a L’
es decir, se duplica el dominio de definicién de la variable z. en la funcién objetivo.

En particular se estudia un arco circular de 180° de circunferencia con un radio interno
de 6 m y un radio externo de 9 m. Luego la parte de z. que va desde 0 a L (radio externo)
va de 0 a 97 y la correspondiente al radio interno va de 97 a (9 + 6)7. En definitiva

ze € (0,15m)m ~ (0,47m). El modelo es plano por lo que se asume la dimensién normal
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Figura 6-14: Arco plano fisurado

al plano de 1 m. En este caso el material serd modelado por un médulo eldstico £ =
7-10°Pa con una densidad p, = 2000 kg/m?. Se simula un At = 0.035 s para construir
la funcién objetivo (ventana temporal); intervalo que se corresponde aproximadamente
a 1.5 periodos del primer modo del arco sano correspondiente al caso lineal. Se trataron
seis casos o escenarios de fisura.

Los escenarios de fisura son detallados en la Tabla 6.9 donde se mantienen los pardamet-
ros de poblacién del método AG de la simulacién de los casos anteriores. Los errores re-
sultantes para la deteccién de fisura en el arco son de magnitud similar a los encontrados

en la viga recta.

6.7. Deteccién en una viga recta (Experimento fisi-
co)

Una vez elegidos los pardmetros de AG, los tiempos de simulacién en la dindmica y

aceptando que existe cierta insensibilidad en la forma de la fisura y en el ruido experi-
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Caso a detectar | Detectados por AG

caso (Error %) | z. he xk h*

1 (6.864) 10 0.1 12.91 0.0798
2 (36.81) 10 1 15.55 1.75

3 (9.152) 23 1.2 25.52 1.314
4 (6,724) 35.5 2 34.93 2.101
5 (9.032) 39 1 41.13 1.135
6 (9.198) 45 0.12 48.98 0.0981

Tabla 6.9: Resultados y errores para la detecciéon de dano en un arco

mental. Se procede a la deteccién de fisura de un espécimen real.

Se usan dos acelerémetros pasco, cada uno con una masa m = 34.7g. La barra es de
aluminio con una densidad de p = 2700 kg/m?3 y un médulo eldstico E = 63-10° Pa. Las
dimensiones son: largo L = 41.5 em (la parte que vuela) Seccién cuadrada de lado
a = 0.788 cm. La barra estd empotrada a la mesa y los acelerémetros se ubican en
x1 = 0.2325 m y x5 = 0.34 m del empotramiento. La Figura 6-2 es una forografia del
montaje experimental.

Proponiendo para este caso, una ecuacién constitutiva del tipo (4.10) con disipacién
interna del tipo (4.12) y una disipacién externa (viscosidad del aire) modelada por el

siguiente vector tensién en las condiciones de de borde del tipo

tog = —p V (6.3)

donde como es costumbre tg, es el vector tensién de Piola Kirchhoff (el sub indice d es
para indicar que se trata de la disipacién por friccién externa viscosa, a diferencia de
que se utilizé antes para friccién por rozamiento) y V. = V(X,t) es el vector velocidad
lagrangiano o material.

Dado que siempre existen incertezas en el modelo, ya sea en las condiciones de con-
torno, coeficientes de amortiguamiento, médulos eldsticos o inhomogeneidades en el ma-
terial, se realiza un ajuste (zero setting) para homogeneizar dichos pardmetros de tal

forma que la diferencia del modelo computacional con el modelo fisico sea minima.
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Via algoritmos genéticos (A-G) se optimiza la funcién

t2 2

AE gm0 = 7 [ 300 it) — ) e
=

esta vez para encontrar los pardmetros de ajuste que serdn, el médulo eldstico E y

los coeficientes de disipacién externo p,; (viscosidad del aire) e interno p;,, este ultimo

consistente con las restricciones de la Termodindmica (ver Apéndice C). Para un periodo

dety —t; =0.1s

Los AG se fijaron con una poblacién de 50 individuos, cruza heuristica hasta 5 gen-
eraciones halldndose los siguientes pardmetros éptimos: £ = 36.567 10°Pa, p,; = 840.57
Pa s/my p;,, = 7.35 Pa s. De esta manera, el médulo eldstico del aluminio es corregido
a este nuevo valor que junto con los coeficientes de friccién viscosa p; v 1, dan el ajuste
necesario del modelo computacional haciéndolo consistente al modelo fisico

Para asegurar la misma condicion inicial en el experimento que en la simulacién, se
cuelga con un hilo una pesa de masa m = 266.12 g de la punta de la barra. Luego, para
iniciar la dindmica, se corta el hilo quemandolo con una pequena flama (fuego). De esta
manera se garantiza una perturbacién minima en dicha condicién inicial.

Los dos sensores de movimiento (acelerémetros) registran la dindmica vibratoria de
la barra sana en el adquisidor. La Figura 6-15 muestra la aceleracién en los puntos x;
y xo para el experimento y la Figura 6-16 la correspondiente a la simulacién con los
pardmetros 6ptimos encontrados por AG, donde también se tienen en cuenta las masas
y ubicaciones de los acelerémetros.

Se puede observar cierta similitud en las amplitudes de las aceleraciones como también
en el decaimiento producido por la disipacion.

Analizaremos ahora la barra danada. Una vez calibrado el modelo se préactican muescas
de 2.6 mm, 4 mm y 5 mm de profundo y 1 mm de ancho a unos 14 cm del empotramiento
(ver Figura 6-17).

Nuevamente se optimiza via AG la funcién d(z., h.) para un intervalo (ventana) de

tiempo de t5 —t; = 0.1 s utilizando los pardmetros 6ptimos para el caso de la barra sana,
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Figura 6-15: Aceleracién en los dos z; y x5 puntos para la barra sana. Experimento fisico
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Figura 6-16: Aceleracién en los dos z1 y xo puntos para la barra sana. Simulacién Com-

putacional
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Figura 6-17: Esquema de la barra de aluminio fracturada de aluminio

Caso | z./L | h./a | z./L detectado | h./a detectado | Error %
1 0.337 | 0.329 | 0.378 0.257 11.2
2 0.337 | 0.507 | 0.282 0.366 19.6
3 0.337 | 0.634 | 0.357 0.548 10.6

E = 36.567 10°Pa, py; = 840.57 y pi;,, = 7.35 con los mismos pardmetros evolutivos de
antes, es decir: una poblacién de 50 individuos, cruza heurfstica hasta 5 generaciones
Los resultados de deteccién para cada unos de los tres escenarios de dano son explic-
itados en la Tabla 6.10 Como se puede observar, los valores de posicién y profundidad
de dano son determinados con muy buena precisiéon. Esto muestra que el método puede
ser utilizado para detectar posicién y profundidad de una fisura que abra y cierre en un
experimento dindmico de un espécimen danado. En este caso se realizo el experimento
con instrumental de poca precision, el fenémeno de contacto en la fisura introduce fuertes
no linealidades y aun asf los resultados pueden considerarse alentadores ya que el error

total (suma de los correspondientes a la posicién y profundidad de la fisura definidos en

(6.2)) no supera el 20 %.
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Figura 6-18: Forma del contorno de la hélice. Construccién a partir de un spline de tercer
grado

6.8. Deteccion en una hélice

Dado que el modelo mecénico desarrollado es general en cuanto al tipo de movimiento
y geometria (grandes deformaciones, rotaciones y desplazamientos), se puede implemen-
tar en modelos 3D de elementos estructurales arbitrarios para realizar el andlisis y la
deteccion de fisura en caso que exista.

En las Figuras 6-19 y 6-18 se esquematiza la pala de una hélice que podria ser, por
ejemplo, de un molino edlico de generacién eléctrica.

Esta es generada por un spline de tercer grado que pasa por los cinco puntos sefial-
ados en la Figura 6-18. La punta redondeada es un arco circunferencial que une los
puntos de coordenadas (0, —8m) y (0.55m, 8.15m) con centro en el punto de coordenadas
(0.3m, —7.9m), trazando la forma recta de la pala que tiene un largo L = 8 m, y una
anchura méxima de a = 1.55 m. La pala es muy delgada, 0.04 m de espesor, y tiene un

alabeo a lo largo de su longitud dado por las superficies construidas por las funciones

Zu(X,Y)=40.02+0.04-Y - (X —1)—0.1- X.
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Caso | z. [m] | h. [m]
1 3 1
2 2.3 0.1
3 2.3 0.15
4 4.3 0.15
5 7.3 0.05

Tabla 6.11: Escenarios de dano para la hélice

Caso | z./L | h./a z./L detectado | h./a detectado | Error %
1 0.375 | 0.64516 0.3539 0.67806 5.4
2 0.2875 | 0.06 4516 0.31270 0.05805 3.166
3 |0.2875| 0.096774 0.29451 0.08857 1.521
4 0.5375 | 0.096774 0.767432 0.19112 32.42
5 0.9125 | 0.032258 0.885763 0.03363 2.811

Tabla 6.12: Resultados de deteccién para la hélice giratoria

La hélice gira a 10 rad/s respecto del eje Z y se simula casi una vuelta (¢ = 0.5s), sin
incluir ruido. El material de dicha hélice es modelado como acero. Esto es, como antes se
utiliza la ecuacién de movimiento para grandes deformaciones y rotaciones (4.4) con el
modelo constitutivo dado por (4.10). Aqui las constantes de Lame son las correspondi-
entes al acero con médulo eldstico E = 2.05 x 101 Pa y coeficiente de Poisson v = 0.3.
Recordar que v = E/2(1 +nu) y A = vE/[(1+v) (1 —2v)] y densidad p, = 7580
kg/m?

Se analizan 5 escenarios distintos de dafnio (Tabla 6.11) utilizdndose como pardametros
de los AG, poblacién de 75 individuos, maximo de 10 generaciones.

Los resultados se detallan en la Tabla 6.12. Nuevamente los valores detectados son
aceptables. Uno s6lo de los casos (el 4'°) es considerado fracaso. Los casos exitosos dan un
error por ciento promedio de poco més del 3.2 %. Estos valores son mas que aceptables
si se tiene en cuenta que la deteccién es efectuada en una situaciéon de operatividad de la

hélice, ya que ésta se simula rotando a 10 rad/s.
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Figura 6-19: Esquema de la hélice 3d
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Figura 6-20: Esquema del modelo de dano para la hélice del segundo caso
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6.9. Discusion

En términos generales una poblacién entre 50 y 150 individuos con una cruza heurfs-
tica con 7 = 0.6 es suficiente para detectar dano a nivel 3 en menos de 10 generaciones
siempre que el lapso o ventana temporal de estudio estuviese entre 1 y 3 periodos de la
frecuencia fundamental del cuerpo sano. Cuanto més largas fueran dichas ventanas tem-
porales, mds profundo serfa el minimo global de la funcién objetivo pero con un nimero
mayor de minimos locales, demandando una poblacién proporcionalmente mayor en el
método evolutivo.

La realizacién de estudios sobre un vasto conjunto de escenarios de fisura indica que
en mas del 90 % de los casos es posible detectar dano con un error compuesto entre
profundidad y localizacién menor de 7 %.

Se simularon escenarios de dano con ruido experimental (ruido blanco) y curiosamente
se observo que éste no modifica la precision del método; incluso con valores de dispersién
del orden del 30 % del desplazamiento maximo. Esto es debido probablemente a que el
ruido sé6lo hace menos profundo el minimo global de la funcién objetivo. Por lo tanto si
se presentan casos con un gran error experimental se recomienda aumentar la ventana
temporal.

Una prueba exigente para el método de deteccion es el ensayo experimental, en este
caso, de una barra de aluminio de 40 cm de largo con una seccién cuadrada de 0.78 cm
lado. Con el objeto de compatibilizar el modelo computacional al modelo fisico, se opti-
miza la funcién objetivo para el espécimen sano via Algoritmos Genéticos obteniéndose
asf los coeficientes de amortiguamiento interno y externo y el médulo eldstico. Ya que
las masas de los acelerémetros son del orden a la masa de la barra de aluminio fueron
tenidas en cuenta en el modelo. Una vez optimizado dicho modelo sano, se provoco dané
a la barra y se pudo detectar en forma exitosa la posicién y profundidad de la fisura.
Esto demuestra que no sélo se puede detectar dano con esta técnica, sino que también
puede ser utilizada para identificacién de cualquier pardmetro a partir de una medicién

indirecta (en este caso aceleracién en dos puntos).
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6.10. Deteccidon utilizando medidas estaticas

En la practica muchas veces se puede disponer de sensores precisos de desplazamiento
o deformacién estdtica en algunos puntos especificos del cuerpo o también se pueden
utilizar técnicas 6pticas de medicién de deformacién estédtica, como son las técnicas de
interferometria.

Para los casos en que el sea posible medir los desplazamientos en algin conjunto
reducido de puntos (como en el caso dindmico donde se disponian los acelerémetros) se
puede implementar la técnica antes utilizada para la deteccién de fisura.

Sea un cuerpo en estado de equilibrio, si la deformacién es finita satisfara la ecuacién
de equilibrio

donde S = ¢/(E) es el segundo tensor de Piola-kirchhoff dado por alguna relacién consti-
tutiva como podrian ser las definidas por la Ec.(4.10) o la Ec.(4.11). Si por el contrario
la deformacién es infinitesima se podra usar la elasticidad lineal (ecuaciones de Navier).

El modelo de contacto de Signorini (4.23) y su regularizacién (4.25) se aplica en forma
idéntica que para el caso dindmico. El caso estdtico es el caso particular del dindmico.

Con el fin de sistematizar la puesta a punto de los AG se procede a estudiar una barra
empotrada-libre simulada de dimensiones iguales que antes, esto es: largo L. = 2.5m alto
A = 0.25 m, y material eldstico con un médulo de £ = 7.3¢10 Pa y v = 0.3 densidad
po = 2766 kg m=3.

Supongase que se dispone de una cantidades n de sensores que miden desplazamiento
transversal dispuestos a lo largo de la barra como indica la Figura 6-1 equidistantes uno
de otro. Dicha barra es deformada por la aplicacién de algiin esfuerzo, por ejemplo un
peso conocido y los sensores miden dicha deformacién.

Se simulan los escenarios dados en la Tabla 6.4 aplicando en este caso, una carga de
7840 kN en la punta libre de la barra. La aplicacién de esta carga se hace dos veces, una

en cada sentido transversal (hacia arriba y hacia abajo en la Figura 6-21). Esto es debido
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Figura 6-21: Esquema de la barra dafiada a) distancia entre las dos caras de la fractura.
b) tensién de contacto en la fractura. La variable s indica la longitud del segmento que
va desde 1 a 2 en la fractura

a que la fisura podria estar de un lado o del otro (arriba o abajo). Esto autométicamente,
darfa el doble de datos para analizar teniendo en cuenta la falta de simetrfa del problema

La funcién objetivo serd entonces

n n

d(X¢c, he) = Z [u'*(z;) — uT(xi)}Q + Z [t (2;) — ul(xi)]2 (6.4)

i=1 =1

Los simbolos T y | en (6.4) indican cuando la carga es hacia arriba o hacia abajo

Como en el caso dindmico, se corre el modelo para un caso de fisura arbitrario, es decir
una posicién y una profundidad (X¢ y he) y se obtiene el desplazamiento en los mismos
puntos x; que en el experimento simulado w*(z;) con i = 1..n (n nimero de sensores).
La Figura 6-21 muestra la deformacién en el caso de que la carga sea hacia arriba. En
dicha Figura (a- izquierda) puede observarse como los 7840 kN no son suficientes para
que toda la fisura se cierre aunque si lo son para producir una deformacién mensurable.
En la Figura 6-21 b) puede notarse la tensién que soportan las caras de la superficie de

la fisura donde se produce el contacto.
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Figura 6-22: Funcién log(d). Puede observarse un gran nimero de minimos locales.

Como antes, la funcién objetivo presenta un gran nimero de minimos locales. La
Figura 6-22 es la representacién gréfica, en escala logaritmica, de la funcién d, fijando el
valor de x. correspondiente a la posicién de la fisura y variando el valor de la profundidad
h.. Puede observarse un gran nimero de minimos locales.

La Figura 6-23 muestra como disminuye el error promediado en los 10 casos dados en
6.4 a medida que se aumenta el nimero de sensores en el experimento. Se puede observar
que cuatro sensores son suficientes para la deteccién en una barra recta. Recuérdese que
10% de error es mds que satisfactorio ya que el convenio utilizado para el calculo del
mismo es la suma de los errores de los dos pardmetros a encontrar, esto es, posicién y

profundidad de la fisura.

6.10.1. Distribuciones Estadisticas en la Deteccién

Un intenso estudio estadistico es realizado con el fin de ilustrar las distribuciones
en los errores de deteccion en el caso de medidas estédticas a medida que se incrementa

el nimero de individuos en el AG. Es decir, se pretende estudiar la eficiencia de los
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Figura 6-23: Error en funcién del nimero de sensores

algoritmos evolutivos a medida que se utilizan poblaciones m&s numerosas.

El estudio consiste en 70 escenarios de dano diferentes generados aleatoriamente para
la viga de la Figura 6-21. La deteccién de dano es a partir de la funcién objetivo definida
por la Ec.(6.4) utilizandose cuatro puntos donde se efectiia la medicién del desplazamiento
(es decir n = 4) ubicédndose como en el caso de deteccién dindmica en X, = nL/5.
Este experimento numérico se efectiia cinco veces para poblaciones de 40, 60, 80, 100,
y 120 individuos respectivamente. Todos los deméds pardametros de los AG se mantienen
inalterados. Cabe aclarar que este intenso estudio numérico - computacional implica el
calculo de 70 X 5 = 350 escenarios diferentes.

La Figura 6-24 corresponde al caso de 40 individuos en la deteccién via AG. En dicha
figura puede observarse como los errores se distribuyen en forma simétrica alrededor
del centro. En este caso el promedio corresponde a 27.5% de error. La Figura 6-25
corresponde al caso de una poblaciéon de 60 individuos. En este caso se puede apreciar
como los errores se distribuyen en forma sesgada a la izquierda del valor méximo. El error

promedio corresponde a 20.7 %
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Figura 6-24: Distribucién de los errores porcentuales para una poblacién de 40 individuos
en la técnica de AG
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Figura 6-25: Distribucién de los errores porcentuales para una poblacion de 60 individuos
en la técnica de AG
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Figura 6-26: Distribucién de los errores porcentuales para una poblacién de 80 individuos
en la técnica de AG
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Figura 6-27: Distribucion de los errores porcentuales para una poblacion de 100 individuos
en la técnica de AG
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Figura 6-28: Distribucion de los errores porcentuales para una poblacion de 120 individuos
en la técnica de AG

La Figura 6-26 corresponde al caso de una poblacién de 80 individuos. Ahora se
aprecia mds claramente como los errores se distribuyen en forma sesgada a la izquierda
del valor méximo. En este caso el promedio corresponde a 18.7 % de error.

La distribucién de los errores correspondiente a 100 individuos es graficada en la
Figura 6-27. En esta distribucién se aprecia como la méxima frecuencia de los errores se
ubica entre el 5% y el 10% a pesar de ser 14.5 % el promedio de los mismos. Por ultimo
la distribucién correspondiente al caso de 120 individuos se grafica en la Figura 6-28. En
este caso la dispersién es minima con un maximo en los entre 0% y 5% y un promedio
de errores del 8.1 %.

En todos los casos menos el primero, se puede apreciar como la distribucién no es de
tipo normal. Esto es facil de entender ya que no pueden existir valores negativos de error
y por lo tanto las distribuciones se corren a valores pequenos de error a medida que se
aumenta la cantidad de individuos. Empiricamente se podria postular que la distribuciéon

de los errores de deteccion via AG es del tipo de Weibull.
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Figura 6-29: Distribucién de Weibull para el error de detecciéon con una poblacién de 60
individuos

Dicha distribucién esta definida por
p(z) = ab z* e~ (6.5)

donde a y b son dos pardmetros que caracterizan la distribucién definidos por la varianza
o* y el promedio pu*

' =a" VP T(1+b)
o =a 2P [D(1+2/b) — T*(1 +1/b)]

Se encontré que un valor de b = 1.45 da una descripcion razonable para todos los casos.

En la Figura 6-29 se grafica la distribuciéon de Weibull para el error de deteccién con
una poblacién de 60 individuos, es decir es comparable con la Figura 6-25. Pero ultimo
en la Figura 6-30 se puede apreciar el promedio de los errores porcentuales de estos ex-
perimentos numeéricos para la deteccién via mediciones estéticas. Se puede observar como

a medida que se aumenta la cantidad de individuos de la poblacién, el error disminuye
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Figura 6-30: Error promedio en la deteccién de la falla via experimento estatico, como
una funcién de la cantidad de individuos en la poblacién del AG

aproximadamente en forma lineal. Comparando este resultado con el de la Figura 6-7 se
puede concluir que la deteccién de dano via experimentos dindmicos. Es precisamente
la riqueza de la informacién en la mediciéon dindmica la que da la posibilidad de una

solucién del problema inverso més exacta que en el caso estético.

6.10.2. Influencia del error experimental en la medicion estética

Dado que en un ensayo real existen errores de mediciéon y como el objeto tltimo de
estos estudios es la implementacién experimental, se adiciona, a los resultados del exper-
imento simulado, una incerteza, un nimero aleatorio r para luego intentar la buisqueda
por AG. Es decir: se tomara como valor dato u(x;) + 7y se busca el minimo de (6.4) via
AG.

La Figura 6-31 muestra el error promedio en los mismos 10 escenarios de la Tabla
6.4 a medida que el error de medicién aumenta. Aquf el error experimental es tomado

como el porcentaje referido al desplazamiento de la punta de la barra (que es el méximo).
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Figura 6-31: Error medio en la deteccién como una funcién del error experimental

Puede observarse como se puede detectar (en promedio) una fisura cuando se dispone
de mediciones experimentales con un error hasta el 40 o 50% de la magnitud de la
deformacién, usando sélo cuatro sensores (n = 4) en un unico experimento.

En casos generales el método dindmico da resultados mds exactos pero computa-
cionalmente es méds caro que el estdtico. Por otra parte el ensamblaje experimental y la
puesta a punto para un experimento de deteccién de dano estiatico es mds complejo y
menos exacto.

En términos generales, es interesante como una técnica basada en bisqueda de pardmet-
ros via AG es exitosa incluso en situaciones complejas con grandes errores experimentales
o con pequenas diferencias e incertezas en entre el modelo computacional y el modelo
fisico.

Al utilizar AG, el modelo computacional es resuelto en tantos casos diferentes como in-
dividuos tenga la poblaciéon multiplicada por la cantidad de generaciones implementadas.
Por ejemplo si se utilizan 75 individuos y un méximo de 10 generaciones, el modelo de

bisqueda se deberd resolver, en el peor de los casos, 75 X 10 =750 veces. Se podria

139



argiiir que esto ultimo demandarfa un gran costo computacional, sin embargo cada caso
es independiente del anterior por lo que la técnica de bisqueda basada en AG puede ser
facilmente implementada en computacién distribuida (Computo paralelo). Precisamente
la tendencia en la manufactura de computadoras, en los iltimos anos se ha inclinado a
equipos multi procesadores. Actualmente son muy econémicas las computadoras con 4
procesadores y no es de extranar que en dos o tres anos se vendan equipos hogarenos con
16 o 32 procesadores. Lo dicho justifica implementar técnicas de bisqueda que utilicen

modelos complejos ya que el costo computacional serd cada vez menor.
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Capitulo 7

Conclusiones

7.1. Estudio Realizado y Discusién

El objetivo de la presente investigacién fue estudiar y desarrollar un método de diag-
néstico y deteccion de fisura en elementos mecdnico-estructurales. El principal aporte es
la construcciéon de un modelo general basado en la viscoelasticidad finita para detectar
fisuras en cuerpos de cualquier forma sometidos a cualquier tipo de movimiento mediante
algoritmos evolutivos. La mayorfa de las investigaciones en este campo tratan sobre la
deteccion de dano en cuerpos de forma particular; en general sobre vigas rectas y algunas
pocas sobre placas. En algunos casos se proponen modelos més o menos realistas que in-
cluyen el contacto en la fisura. Andreaus y otros han aplicado contacto tipo Signorini en
para modelar la dindmica de una viga recta danada, pero no para detectar localizacién
y magnitud de la fisura. El autor de esta tesis no conoce trabajo donde se incluya el

contacto de Signorini en la deteccién de dano.

7.1.1. Modelo de deformacién finita y contacto

Si bien la mayorfa de los ejemplos tratados en esta tesis se refieren a la deteccién de
dano en elementos rectos tipo vigas, la Elasticidad finita, como rama de Mecénica del

Continuo, es completamente general como lo demuestran algunos ejemplos en los que se
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estudiaron cuerpos de formas curvas y en movimientos arbitrarios.

En la construccion tedrica del modelo de cuerpo danado, se intensificé la atencién
al problema de contacto de Signorini; un problema fascinante por su aparente compleji-
dad pero de resolucién computacional simple ya que con poco esfuerzo se puede incluir
friccion de Coulomb y modelar fenémenos de contacto parcial, fenémenos de contacto
intermitente, stick — slip, vibro impacto, deslizamiento suave, etc.

Aunque en primera instancia se proyectaba la construccién de un modelo basado en
la teoria cldsica de la Elasticidad (Elasticidad infinitesimal), se observo la posibilidad
de incluirlo en la teorfa no lineal de la Mecdnica del Continuo. En dicho enfoque no se
hace hipétesis alguna sobre la pequenez de la deformacién y no sélo da la posibilidad de
tratar cuerpos que sean sometidos a grandes deformaciones, sino que también se pueden
tratar movimientos arbitrarios como grandes rotaciones y desplazamientos. De no ser
asi, se tendria que elaborar un modelo ad hoc para cada caso particular. Como por
ejemplo, el péndulo tratado en el Capitulo 5 donde que fue comparada la teoria general
con dos modelos de Resistencia de Materiales. En estos modelos técnicos las ecuaciones
de deformacién se tuvieron que plantear sobre un marco moévil rotatorio rigido. Dicho
marco rigido era gobernado por otro conjunto de ecuaciones: las del cuerpo rigido.

Cada una de estas construcciones tiene la desventaja de estar sustentadas por un
nuevo conjunto de hipétesis que muchas veces el investigador no puede asegurar que
a priort se cumplan. Sobre todo si el problema describe un fenémeno complejo como el
vibro impacto en la zona danada o la inestabilidad en la alternancia entre friccién estédtica
y dindmica (stick y slip). O atin mds, en un fuerte impacto entre un disco y un plano.

Aunque se podria haber propuesto una relacién constitutiva para el tensor de tensiones
de Cauchy y luego transformarlo al tensor de Piola-Kircchoff, al tratar el problema en
coordenadas puramente lagrangianas, se eligié proponer dichas constitutivas en esa misma
representaciéon (material o lagrangiana) ya que homogeniza el planteo contribuyendo
a esclarecer y simplificar el enfoque matematico del problema. El precio a pagar por

esto es la interpretacién de otro vector de tensién. El vector tensiéon de Piola Kirchhoff
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que simplemente es la fuerza en la configuracién deformada por unidad de &drea en la
configuracion indeformada a diferencia del conocido vector tensién de Cauchy en el que
todo es referido a la configuracién actual o deformada.

El analisis de las posibles dependencias entre los tensores de tensiones en funcién de las
deformaciones, y de las velocidades de deformaciones, en coordenadas lagrangianas son
tratadas en forma consistente con la teorfa de Coleman y Mizzel muy difundida aunque
formulada en coordenadas eulerianas. En el Capitulo 4 se mencionan los resultados que
son tratados en forma completa en el Apéndice C (restricciones de la termodindmica a
las ecuaciones constitutivas) donde son dos los caminos que se usaron para demostrar el
conjunto de restricciones que la termodindmica impone a la forma funcional de dichas
relaciones. Y es este andlisis el que da un marco riguroso en la forma funcional entre
las tensiones, las deformaciones y las velocidades de deformacién cuando de problemas
visco eldsticos (disipacién interna) se trata. Para ello se transformaron las ecuaciones
de balance de masa, momento, energia y segundo principio de la Termodindmica a la
forma material. Como es mencionado més arriba, la ventaja de esto es un tratamiento
homogéneo en el que todas las integrales son sobre el mismo dominio.

El beneficio més notable de la formulacién lagrangiana es cuando se trata de prob-
lemas de contacto. Cuando el cuerpo realiza desplazamientos finitos en el espacio, el
planteo de las ecuaciones de contorno es matemdticamente incombeniente si se lo trata
en forma euleriana o espacial ya que la posicién misma del contorno es una de las incog-
nitas del movimiento. Es precisamente en este contorno lagrangiano donde se imponen
las condiciones de contacto.

En el Capitulo 4 el problema de Signiorini fue generalizado para el caso que exista
contacto entre dos cuerpos flexibles. Desde el punto de vista de la Mecdnica Analitica,
un problema de restricciones en el que las ligaduras se puedan expresar en forma de
ecuaciones (que relacionen las posiciones de las particulas) se llama holénomo. Estos
problemas pueden ser planteados usando un conjunto de coordenadas (generalizadas) de

tal forma que sea posible integrarlos.
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El problema de contacto unilateral de Signiorini es no holénomo ya que éste im-
pone restricciones expresadas como inecuaciones entre las coordenadas espaciales de las
particulas; en este caso las del borde. En el Capitulo 4 se regularizaron dichas restricciones
transformando el problema de ligaduras rigidas en un problema de particulas libres. Esto
es: la interpenetracion entre los cuerpos no estd prohibida pero si fuertemente penalizada
a través de un vector de tension que se activa cuando los cuerpos estdn lo suficientemente
proximos. Es de esta forma que el problema de contacto pudo ser resuelto (integrado)
computacionalmente.

Desde el punto de vista del tipo de condiciones de borde, la regularizacion del problema
de contacto transforma las condiciones de desigualdad mixta entre tensiones (condiciones
naturales) y desplazamientos (condiciones geométricas) en un problema puramente de
condiciones naturales. Esto facilita notablemente la inclusién de friccién en el modelo ya
que se imponen relaciones fenomenoldgicas entre tensiones normales y tangenciales en la
zona donde los cuerpos se tocan.

En el Capitulo 5 se trataron varios problemas de grandes rotaciones, grandes defor-
maciones, friccién, contacto e impacto entre cuerpos flexibles planos y tridimensionales
contra cuerpos rigidos o entre dos cuerpos flexibles. Se pudieron estudiar relaciones de
friccién estatica y dindmica en un mecanismo pendular flexible, tiempos y fuerzas de
contacto en el caso de impacto entre dos cuerpos flexibles y entre uno flexible y otro rigi-
do con distintas propuestas constitutivas. Se presentaron dependencias funcionales del
tipo fuerzas de contacto vs. tiempo durante el impacto (fuerzas de impulsién). Se estudié
exitosamente la dependencia de dngulos de retroceso en funcién de dngulos de incidencia
para distintos coeficientes de friccién de un disco contra un plano rigido. En muchos de
estos casos fueron presentados los estudios energéticos que ademds de ser interesantes
son utilizados extensamente como herramienta de diagnéstico en la calidad de la solucién

numeérica.
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7.1.2. Deteccién de Dano

Un simple estudio cualitativo de la dindmica lineal y no lineal de una viga revel6
que la respuesta, cuando no existia fisura, era de tipo periddica en el caso lineal, cuasi
periédica en el caso no lineal, y no concluyente en el caso que exista fisura. La dindmica
de un cuerpo danado presenta segiin este modelo, no linealidad geométrica, no linealidad
material y no linealidad en la condicién de contacto en la que se pueden dar uniones de
tipo parciales contacto e impacto.

El problema inverso de deteccién de fisura a partir de la dindmica o de la deformacién
estdtica es un problema mal condicionado. Incluso en el caso lineal como se anticipaba en
la Introduccién. Los valores de frecuencia son poco sensibles a las posiciones y profundi-
dades de las fisuras. Es por esto que se implementé un método de comparacién entre la
dindmica real de un cuerpo danado con la dindmica de un modelo computacional (modelo
de prueba) a través de una funcién que calculaba la diferencia cuadratica de los vectores
posicién o aceleracion en algunos puntos materiales. Tal como se idearfa un experimento,
colocando no sélo un niimero finito sino reducido de sensores de movimiento en algunos
puntos.

Tanto en problemas de deteccién estédtica como dindmica, se observo que la funcién
objetivo a optimizar presentaba una multitud de minimos y méximos locales y posibles
discontinuidades. Esta propiedad hizo fracasar cualquier técnica de minimizacién funda-
mentada en métodos de derivacién como gradientes conjugados o Newton Raphson.

En el Capitulo 6 se utilizé6 la técnica de los Algoritmos Genéticos para optimizar la
funcién objetivo. Esta técnica permite maximizar o minimizar una funcién sin recurrir
a ningin método de gradiente. El algoritmo imita la reproduccién sexual de las especies
vivas y el supuesto evolutivo que afirma que el mds apto genéticamente tendrd més
posibilidades de pasar su informacién genética a la préoxima generacion.

Primero el método de Algoritmos Genéticos fue puesto a punto inspeccionando que
tipo de pardmetros internos hubo que seleccionar o cambiar.

Se concluyo que poblacién y tipo de cruza suficiente para detectar dano a nivel 3 en
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menos de 10 generaciones siempre que el lapso o ventana temporal de estudio estuviese
relacionada con los perfodos de la frecuencia fundamental del cuerpo sano. Cuanto més
largas fueran dichas ventanas temporales, mas profundo serfa el minimo global de la fun-
cién objetivo pero con un niimero mayor de minimos locales, demandando una poblacién
proporcionalmente mayor en el método evolutivo.

En la deteccién de dano en el dominio temporal (experimentos simulados dindmicos)
se realizaron estudios sobre un vasto conjunto de escenarios de fisura y se determiné
que en mas del 90% de los casos es posible detectarlo con un error compuesto entre
profundidad y localizacién menor de 7 %.

Se simularon escenarios de dano con ruido experimental (ruido blanco) y curiosamente
se observo que éste no modifica la precisién del método; incluso con valores del orden del
30 % del desplazamiento méximo. Esto es debido a que el ruido sélo hace menos profundo
el minimo global de la funcién objetivo. Por lo tanto si se presentan casos con un gran
error experimental se recomienda aumentar la ventana temporal.

La robustez del método fue puesta a prueba incorporando una incerteza al propio
modelo. Se intenté exitosamente detectar dano en un caso en el que la fisura era del tipo
difusa. Dicha fisura fue modelada como 5 fisuras delgadas cercanas de tamanos similares
pero no idénticos usando el modelo prueba de fisura tnica.

El método fue también implementado en el caso dindmico de un arco y una hélice en
régimen rotatorio demostrando que esta técnica puede ser utilizada para detectar fisura
en especimenes de forma arbitraria e incluso en movimientos finitos como los rotatorios.

Una prueba exigente para el método fue el ensayo experimental de una barra de
aluminio. Con el objeto de compatibilizar el modelo computacional al modelo fisico,
fueron dejados libres los valores de coeficientes de amortiguamiento interno y externo y el
modulo eldstico. Se optimizé una funcién objetivo para el espécimen sano via Algoritmos
Genéticos. Dado que las masas de los acelerémetros eran del orden a la masa de la barra
de aluminio se tuvieron en cuenta en el modelo. Una vez optimizado dicho modelo sano,

se provoco dané en forma de fisura transversal a la barra y se utilizaron los pardmetros
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ajustados antes para detectar en forma exitosa la posicién y profundidad de la fisura.
Esto demostré que no sélo se puede detectar dano con esta técnica, sino que también
puede ser utilizada para identificacién de cualquier pardmetro a partir de una medicién
indirecta (en este caso aceleracién en dos puntos).

También se implementé la deteccién de dano en caso estdtico, suponiendo que en
el hipotético experimento sélo se puede medir desplazamiento en algunos puntos. Esta
situacién adversa se fuerza para justificar el empleo de la técnica de optimizacién via al-
goritmos evolutivos, ya que si se dispone de la deformada en todos los puntos del cuerpo
(eldstica), el dano podria ser detectado via problema inverso o directamente evaluando
la suavidad de dicha eldstica. En este 1iltimo caso, se observo, por un lado, que el nimero
de sensores mejora la precisién de deteccién como era de esperarse, y a diferencia del
caso dindmico los resultados son sensibles al error experimental. Fue realizado un estudio
paramétrico extensivo sobre 70 casos diferentes sobre la eficiencia de deteccién en fun-
cién de la poblacién en el AG. De este estudio se desprende que es mds eficiente detectar
dano en el caso dindmico que en el estético, resultado esperable ya que las series tempo-
rales aportan mayor cantidad de informacién a la funcién objetivo. En casos generales el
método dindmico da resultados mads exactos pero computacionalmente es mas caro que

el estatico.

7.2. Conclusiéon

De los resultados de esta tesis se pueden extraer varias conclusiones concretas.

Con respecto al modelo Fisico - Matematico se puede mencionar:

1- Implementacién y formulacién de una teorfa de la Mecanica de Sélidos vis-
coeldsticos consistente con la termodindmica

2- Implementacién de la Mecénica de Contacto unilateral con deformaciones y
rotaciones arbitrarias en coordenadas lagrangianas.

3- Capacidad de modelar friccién tipo intermitente, efecto stick — slip, vibro im-
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pacto, deslizamiento suave.
4- Capacidad de estudios paramétricos en impacto y fricciéon entre dos cuerpos
deformables como son el tiempo de contacto y fuerzas impulsivas y comparacién entre

diferentes modelos constitutivos.

5- Modelado simple del contacto unilateral en la fisura.
6- Planteo del problema inverso via una funcién objetivo
7- Implementacién exitosa de una técnica basada en Algoritmos Genéticos para

la resolucién del problema inverso.

Con respecto a los resultados en modelos de contacto puede concluirse

1- La implementacién de un modelo completo permite incluir diferentes tipos de
friccion como los observados en el ejemplo del péndulo en el que se modela la forma del
eje como un circulo, y obtener resultados como el efecto de endurecimiento por la fuerza
centrifuga en una barra giratoria, efecto que tiene que ser incluido ad hoc en los modelos
técnicos.

2- Los estudios energéticos permiten monitorear la calidad de la solucién en el
caso que sean conservativos y entender como se disipa en fenémenos de friccién o casos
no conservativos.

3- Interesante resultado del tiempo de contacto en funcién de la velocidad de
incidencia entre un disco y un plano rigido. El tiempo de contacto disminuye con la
velocidad de incidencia en forma escalonada. Esto es debido a que al impactar, las ondas
eldsticas se reflejan un nimero entero de veces entre los limites del disco, luego, al ir
disminuyendo el tiempo de contacto, las ondas se reflejan una vez menos produciendo el
escalon.

4- Cuando los impactos son a velocidades bajas, las deformaciones son pequenas
y los modelos eldsticos de St.Venant Kirchhoff y Neo Hookeanos son similares. Pero al
incrementar las velocidades el modelo Neo Hookeanos resulta menos rigido.

5- Al implementar modelos de contacto en un cuerpo danado se puede observar

un complejo fenémeno de vibracion.
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Por ultimo, con respecto a los resultados de detecciéon de dano puede decirse:

1- La funcién objetivo presenta una gran complejidad de minimos locales. En el
caso de deteccién via series temporales la cantidad de minimos locales aumenta con la
ventana temporal.

2- La implementaciéon de AG es exitosa con una poblacién entre 50 y 150 individ-
uos con una cruza de tipo heuristica con factor r =0.6.

3- A medida que se incrementa el nimero de individuos, la detecciéon de dafno es
mds precisa tanto en el caso dindmico como en el estdtico, incrementando también el
costo computacional.

4- En el caso de deteccién via series temporales, el error experimental en la re-
spuesta temporal no influye en la deteccién de dano al contrario que en el caso estatico

5- Divergencias en el tipo de fisura entre el espécimen danado y el modelo de

deteccién no influyen sustancialmente en la calidad de la deteccion.

7.3. Comentarios Finales

El problema de detectar dano en cuerpos eventualmente rotos, es sin duda un proble-
ma interesante no sélo por las ingeniosas técnicas de resolucién del problema inverso, sino
que puede representar un avance tecnoldgico en el diagndstico estructural en situacion
operativa. A pesar de existir una gran cantidad de trabajos cientificos sobre el tema,
seguramente por las dificultades computacionales, las técnicas de deteccién de dano a
través de las respuestas dindmicas o estdticas en las que se resuelve el problema inverso
son aun escasamente aplicadas a problemas reales. Gracias a la continua evolucién de la
potencia computacional, es probable que en un futuro cercano sean utilizados modelos de
detecciéon muy complejos al mismo nivel que las técnicas basadas en la emisién acustica
o rayos X en situaciones reales.

La gran ventaja de un modelo del continuo con grandes deformaciones y modelos

constitutivos generales es la variedad de geometrias, materiales y movimientos que se
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pueden simular ya que es posible implementar en diagnostico en tiempo real incremen-
tando la vida util de la estructura monitoreada. La deteccién de dano utilizando AG
es una probable via de solucién del problema de identificar el minimo absoluto en una
funcién objetivo que presenta una formidable cantidad de minimos locales. La desventa-
ja principal de esta técnica es el gran costo computacional en los tiempos de ejecucion.

Desventaja por cierto cada vez menos importante.

7.4. Trabajo Futuro

Es claro que el tema de deteccién de fallas en elementos sometidos a rotaciones y
deformaciones arbitrarias no es un tema agotado. Un paso siguiente es la implementacion
de la técnica de optimizacién via Algoritmos Genéticos en problemas termo mecdanicos.

Los problemas concretos que se proponen estudiar a futuro son:

1- Inclusién de modelos constitutivos mas sofisticados para el amortiguamiento.
2- Caracterizacién del dano a partir de indicadores en el amortiguamiento.
3- Extensién del modelo desarrollado en la deteccién de dano con el fin de im-

plementarlo en la evolucién de la fisura, esto es como herramienta de monitoreo de la
integridad estructural danada.

4- Extension de la técnica para detectar mmiltiples fisuras desarrollando nuevas
estrategias de bisqueda.

5- Implementacién en materiales compuestos y funcionalmente graduados (en in-
gles Functionally Greaded Materials, FGM)

6- Implementacién experimental extensiva con el fin de identificar las posibles
limitaciones de la técnica de deteccién de fisura y caracterizacién de pardmetros consti-
tutivos.

7- Inclusién de modelos constitutivos més sofisticados que incluyan efectos térmi-
cos y su posible implementacién en deteccién de dano a partir de pardmetros caracteris-

ticos de conduccién y generacién de calor.
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8- Implementacién de la deformacion termo-pléstica en deteccién de fisura y car-
acterizaciéon de pardmetros constitutivos.
9- Estudio de la caracterizacion de incertezas y modelado estocdstico a la Mecéni-

ca de Contacto.

10- Caracterizacion de incertezas y modelado estocdstico en la deteccién de dano.
11- Optimizacién de las posiciones optimas de los sensores.
12- Estudio e implementacién de técnicas hibridas de optimizacién en el problema

de deteccion.
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Apéndice A

Tensores de tensiones de Piola -

Kirchhoff

A.1. Primer tensor de Piola - Kirchhoff

Sea df el elemento de fuerza que actia en el elemento de drea dA deformada:
df = tdA (A.1)

definiendo el vector tensién t como:

t=on (A.2)

donde o es el tensor de tensiones de Cauchy y n es el versor normal a dA. La misma

fuerza df puede ser referida al elemento de drea indeformada dA,
df = todAg (A.3)

introduciendo tg como el vector de tensién referido al drea indeformada. El vector tq
es paralelo al vector t pero con diferente médulo ya que df = todAy = tdA. Es decir:

suponer la misma fuerza referida a dreas diferentes (deformada e indeformada) da lugar
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a vectores de tension de igual direccién, y magnitud proporcional al cambio de drea

tg =t——. A4
07 dA, (A4)

Se obtiene el primer tensor de Piola - Kirchhoff de la relacién to= P - N, donde N es el

versor normal al drea dAy, por analogia con la Ec.(A.2) del tensor de Cauchy o

P -NdAy =0 -ndA (A.5)
Y como se sabe [37]
dA n = (detF) dA, (F7 )T N (A.6)
se obtiene
P = (detF) o (F ). (A7)

que es la relacién entre el tensor de Cauchy y el primero de Piola - kirchhoff [18] y donde

I es el tensor gradiente de deformacién

A.2. Segundo Tensor de Piola - kirchhoff

Supongamos ahora que el vector de fuerza elemental df es el resultado de la transfor-
macioén de otro vector de fuerza elemental dfy (respecto del cuerpo indeformado) a través
del tensor gradiente de deformaciones F (de la misma forma que son transformados los

vectores de desplazamiento dx = FdX)
df = Fdfy (A.8)

con
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admitamos que este nuevo vector de tensién t* estd relacionado con el versor normal

segin un nuevo tensor S

t* = SN, (A.10)

entonces:

df = F(t"dA) = F - SN dA, (A.11)

y puesto que df =tdA (A.1) resulta que tdA = F-SN dAp y transformando dA, a
dA [37] (A.6) se tiene que

F-SN dA = ondA (A.12)
F-SNdA, = o((det F) dA, (F1)T N) (A.13)

O Sea que
F-S=(detF)o (F)' =P (A.14)

Es decir: suponer que la fuerza elemental se transforma como los vectores de desplaza-
miento a través de F da lugar al tensor simétrico de tensiones al llamado sequndo tensor

de Piola - kirchhoff.
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Apéndice B

Materiales elasticos, hiperelasticos e

hipoelasticos

Los mé&s simples de modelar son los materiales ”elasticos” que vienen dados por

relaciones constitutivas de la forma

donde
Lasgye-tco
9 yETS

son los tensores de deformacion finita Euleriano (de Almansi) y lagrangiano (de Green)
respectivamente y ¢ =(F~1)T . (F~!) y C = FT . F son los tensores de deformacién de
Cauchy. También pueden ser definidos en términos de u = x(X,t) — X (vector de de-

splazamiento) por

e, = 1 <8u1 N du; N Ouy, 8uk)
£ 2\0x; Oz, Ox; Ox;
B - 1 ( Ju; — Ouj — Juy 8uk)
i~ 2\ax, " ox, " ox,0x,
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Como es costumbre, los indices repetidos indican suma de 1 a 3, en este caso el indice k.

Es decir: los materiales eldsticos son aquellos cuyo comportamiento constitutivo es
s6lo funcién del estado de deformacién del cuerpo. En las ecuaciones (B.1) y (B.2) se
propone a los tensores de deformacién finita e y E como los que caracterizan el estado de
deformacion, pero podrian ser cualquier par de tensores que sean funcién del gradiente
de deformaciones F, en la forma méds general un material se lo denomina eldstico si, por

ejemplo el primer tensor de tensiones de Piola - kirchhoff [19] es :
P=9F(X,t),X,t) (B.3)

donde la dependencia en X podria caracterizar cualquier inhomogeneidad del material.
Si el trabajo efectuado por el campo tensional durante la deformacién depende sola-
mente de las configuraciones iniciales y finales (¢o y t) el comportamiento del material es
independiente de la trayectoria y se lo denomina material hipereldstico. La energia poten-
cial eldstica ¥ por unidad de volumen indeformado es definida como el trabajo efectuado

por la tensién desde la configuracion inicial (o de referencia) hasta la actual

t
U(F(X,1),X,t) = / tr (19(F(X,t),X,t)-F) dt (B.4)
to
o en forma indicial

U(F(X,t),X,t) = /tﬁij (F(X,t),X,t) Fj; dt (B.5)

o, derivando en el tiempo, se obtiene la potencia eldstica por unidad de volumen indefor-

mado

U = PyFy (B.6)
pero por otra parte la velocidad de cambio de ¥ puede expresarse como

0T OU

b=t @Flj (B.7)

y si se acepta la propia ¥ no es funcién explicita del tiempo 0¥ /0t = 0 (material
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conservativo) comparando (B.7) con (B.6) se obtiene:

ov
P, = I (B.8)

Muchas veces se utiliza (B.8) como definicién de material hipereldstico. Se puede demostrar
a través del principio de invarianza material (ver Truesdell y Noll [14] y Bonet y Wood
[19]) dado que F = R - U (teorema de la descomposicién polar ver, por ejemplo, [37]
y [38]) donde R es el denominado tensor de rotacion y U el tensor de deformacion pura
que la dependencia de ¥ con F es sélo a través de U e independiente de la rotacién R.
Ya que C = U*=F’F

U(F(X),X) =¥(C(X),X) (B.9)

y asf como F es el conjugado de P, Ec.(B.6), %C —Eesel conjugado de S

ov

——F
8Eij

El ejemplo méds simple de un material hipereléstico es el llamado St. Venant-Kirchhoff

(ver [14] y [19]) definido a partir de la energia de deformacién eldstica como:

(tr(E))’

5 +7E: E (B.11)

U(E)=A
donde A y v son constantes si el material es homogéneo. Usando (B.10) se encuentra:

S =\ tr(E)I + 29E (B.12)

La Ec.(B.12) es conocida también como modelo material de St. Venant—Kirchhoff [14]
que para el caso de deformacién infinitésima coincide con la ley de Hooke para cuerpos
eldsticos homogéneos e isotrépicos (si E — e entonces S — o = \ tr(e)l + 2ve y donde

ahora A y 7 son las constantes de Lame A = vE/(1+v)(1—2v) , v = E/2(1 +v) siendo

. . . . [ . Ou;
E el médulo eléstico y v el coeficiente de Poisson; ademds €;; = % (g“‘? + 32 ) es el tensor
J

z ox;
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de deformacién infinitesimal).
Un modelo interesante y simple de material hiperelastico es el Neo-Hookeano com-

presible que estd definido a partir de la energia eldstica [19]:

U= % (tr(C) —3) — yInJ + g (In J)? (B.13)

donde X y = son constantes y J = det(F). El segundo tensor de Piola - kirchhoff puede

ser calculado a partir de la ecuacién (B.10) halléndose que:
S=7y(I-C")+A(lnJ)C™ (B.14)

Por tltimo se definen los materiales hipoldsticos si las componentes de tensor de
tensiones estdn definidas segin una relacién homogénea y lineal del tensor velocidad de
deformacion:

&=CD (B.15)

donde C es un tensor de cuarto orden y 2D;; = (g;? + %) es la parte simétrica del
J K2

tensor gradiente de velocidades. El lector interesado en el tema encontrard una vasta

informacién en [14].
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Apéndice C

Restricciones Termodinamicas.
Energia Interna y Desigualdad de

Clausius - Planck

La Termodidmica de los medios continuos [14], [15], [17] (generalizacién de la Ter-
moestédtica de los medios discretos) ofrece un enfoque riguroso para restringir las ecua-
ciones constitutivas con las que se pretenda modelar el comportamiento de un cuerpo.
Es abundante en la literatura el tratamiento de las ecuaciones constitutivas y sus restric-
ciones dadas por la Termodindmica cuando éstas se proponen en coordenadas espaciales
o eulerianas. El enfoque dado en esta Tesis es referido a las coordenadas materiales o
lagrangianas por lo cual se deducirdn las ecuaciones de la termomecénica en dicha repre-
sentacién lagrangiana. Aplicando esta teoria se estudiard un tipo particular de disipacién
interna.

Como es costumbre, se define a la potencia mecédnica como el producto de la fuerza

por la velocidad. Esto en el continuo es
P:///pob-VdV—i—//to-VdAo (C.1)
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donde dV y dA, se refieren respectivamente al elemento de volumen y édrea del cuerpo
indeformado (no confundir con el vector velocidad V). De forma andloga la potencia

térmica o calorifica se define como:

o= [[[ohav— [[ ann it (©2)

donde qgg, es el vector flujo de calor lagrangiano y h es la radiacién térmica (escalar); es
decir, se refiere al calor que no se conduce por efecto de contacto. Todas las cantidades

y dominios estdn en coordenadas materiales.

C.1. Primer Principio de la Termodinamica

El primer principio de la Termodindmica o Ley de la conservacion de la energia en
forma global establece que la variacién de la energia “Total” E (no confundir con el
modulo elédstico) por unidad de tiempo es igual a la suma de la potencia mecénica P més

la potencia térmica o calorifica () entrante al sistema [15]:

dE
—r=P+Q (C.3)

Se define a la energfa interna total £ a la parte de E que no incluya la energfa cinética

total T =1 [[[ pyV -V dV del cuerpo:
E—E—T (C.4)

luego la parte mecédnica de la potencia es:

P = ///pob.Vdv+//t0~VdAo (C.5)
= ///pob-VdVJr//(P-V)-NdAO (C.6)

_ /// [pob - V4V - (P V) ]V (C.7)
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donde en el ltimo paso se utilizé el teorema de la divergencia. Sea la identidad
Vi (P-V)=(Vy P) Vi tr (P : F) (C.8)

donde tr (P . F> —P:F = P:(VyxV). Si se utiliza la Ec.(4.3) de movimiento y la

Ec.(C.8), factoreando V se podran identificar varios términos de la Ec.(C.7.)

P - / / / (pbt (V- P) Vi 1r (P | av (C.9)

_ /// oV Vi (PE) av (C.10)
/R ) LA

El primer término de (C.11) es la derivada temporal de la energfa cinética 4 [[[ 1p, V2 dV.

Si se remplaza al segundo tensor de Piola - Kircchoff P = F - S en el segundo término
de (C.11) tr (P . F) = tr (F -S- F> = tr (S F. F) , y si se usa la propiedad de la
traza (ver [17] y [40])

tr(A-B-C)=tr(A-C'B) =tr(B-1-A-C) (C.12)

para cualesquiera A, B, C, se puede ver que tr <S F. F> = tr (S -FT. F) Ahora,

teniendo en cuenta que S es simétrico, sélo aporta la parte simétrica de FTF. Esto es

(7F) = (FTF+ <FTF>T> — 1 (BTF + F'F) = B y entonces:
tr (PF> = tr (SF) =tr (SE) (C.13)

propiedad que serd deducida mas abajo por otro camino. Luego la potencia mecénica se

P:T+/// [w(S-E)]dv (C.14)

En cuanto a la potencia calorifica (C.2) aplicando nuevamente el teorema de la diver-

reescribe como
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gencia

Q = ///poh dV—//qR.N dAq (C.15)
= /// (poh = Vx -ar)dV (C.16)

Remplazando (C.14) y (C.16) en (C.4) se encuentra:

%:/// tr (S B) +ph — Vi -ar| dv (C17)

Por tltimo pasemos a la forma local, definamos a la energfa interna local por unidad de

£— / / / poe(X, )dV (C.18)

volumen como

por lo cual por (C.17):
poé = tr (s : E) +poh — V- ar (C.19)

La Ec.(C.19) fue deducida en forma directa a partir de las definiciones de energia
interna y pasando a la forma local en coordenadas materiales. Sin embargo es muy comtin

encontrar estas relaciones en forma espacial [17].
pé=tr(c-D)—V,-q+ph (C.20)

Para ver que la conocida ecuacién de la energia interna en coordenadas espaciales,
Ec.(C.20) es anéloga a la Ec.(C.19), se puede transformar término a término. Como antes
e en (C.20) es la energfa interna pero ahora funcién de x (espacial), D =1 (L + L") ; 0 D;; =
% <gT”; + %) es la parte simétrica del tensor gradiente de velocidad, q es el vector
espacial del flujo de calor espacial y h es la radiacién térmica (escalar). El término

tr(o-D) = o : D es conocido como potencia mecénica o potencia de la tensién. In-

tegrando término a término, en el volumen espacial (volumen de control v) la Ec.(C.20),
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transformado al volumen material y recordando que la ecuacién de continuidad o conser-

vacién de la masa es en coordenadas materiales es py(X) = J p(X,t) obtenemos:

[l o fffocm

donde J = det(F') es el jacobiano de la transformacién y como sabemos dv = JdV se re-
fiere al elemento de volumen euleriano. Luego queda demostrado que la derivada material

de la energia interna e se transforma del volumen espacial al material asi:

/[/pédv:/{/poédv (C.21)

Para el término ¢r (o - D), teniendo en cuenta la simetria de o
tr(oc-D)=tr(o-L)

y dado que F=LF (ver por ejemplo [37]), pasando a la descripcién a material

///tr(U-L)dv - ///tr(a-L)JdV:///tr(O-.FF_1>Jdv (C.22)
_ ///tr(aF—T.FJ>dV:///tr<P.F>dV

donde en el tltimo paso se uso la Ec.(A.7) y la propiedad (C.12). Ademds como

: 1d(F'F) 1 /. 1 T
B = o= = = (FF+F'F) = [(LF)'F + F'LF|
2 dt 2 " 3 [(LE)E+
1 1
= 3 [F'L"F + F'LF]| = 5FT [L"+L| F = F"DF
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Luego por (A.14)

///tT(O'.D)dv - ///tr(a.D)JdV:///tr<a,F_TEF—1)JCMC'%)
= ///tr(JF—laF-TE)dV:///w(S-E)dV

De (C.22) y (C.23) queda demostrado que las tres formas siguientes de potencia de la

tensién son equivalentes

///tr(U.D)dv:///tr<P-F)dV:///tr(s.E>dv (C.24)

La ultima igualdad de (C.24) fue hallada més arriba por un camino diferente (C.13).

Nuevamente quedan claros los pares conjugados de “fuerza-velocidad” o tensién-
velocidad de deformacién (o, D), (P, F) , (S,E) )

Para el término del flujo de calor se pasa por la integral de superficie y se transforma

la superficie espacial a la material.
///Vm~qdv—//q~ ndA—//F_quNdAO—///VX-(F_qu) A%
v v oV \%

como qp = F~!q J el flujo de calor se transforma a coordenadas materiales de la forma

///Vx-qdv:// Vx-qr dV (C.25)

La relacién qr = F~1q J [17] entre el flujo de calor lagrangiano y el euleriano es andloga
a las relaciones entre el primer tensor de Piola-Kircchoff y el de Cauchy.

De los ultimos tres resultados se puede construir la ecuacién de la energfa en coorde-
nadas materiales

po & = tr (s : E) —Vx-dr+ poh (C.26)

en donde todos los campos son ahora funciones de X.
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C.2. Segundo Principio de la Termodinamica

El segundo principio de la termodindmica establece los siguientes dos postulados

1- Existencia de una funcién denominada temperatura absoluta 6(x,t) que es estric-
tamente positiva (6 > 0)

2- a) Existencia de una funcién del tiempo denominada entropia S(t) que es extensiva

(la entropia del todo es la suma de las partes) por lo tanto

S(t)—///psdv

donde s(x,t) es la densidad de entropia local por unidad de masa.

b) La irreversibilidad se de los procesos naturales viene representada por un limite
superior 8 en la potencia calorifica () la cual representa conversiéon de calor en energia
con realizacién de trabajo mecdnico. En otras palabras existe un limite en la velocidad
con la que se transforma el calor en energia. Sin embargo, no existe ningtin limite para

la velocidad que se transforma la energia no térmica en calor. Luego es un hecho que

Q<p (C.27)

y en virtud de (C.3),
E-P<p (C.28)

Se define la entropfa de un cuerpo por S = 3 /6 que junto con (C.28) se obtiene:
0S > F — P

o en términos del calor,

0S > Q (C.29)
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Luego, si pasamos a la forma local se cumple que

SZ///pgdv—//%-ndA

Esto es un hecho Luego, transformando la integral de superficie a una de volumen
usando el teorema de la divergencia se encuentra la forma local del segundo principio de
la Termodindmica en coordenadas espaciales o eulerianas es

pé—l—Vx-(%)—%ZO (C.30)

La desigualdad (C.30) es conocida también como ecuacién de Clausius-Duhem o desigual-
dad de Truesdell [14] en descripcién eulriana.
Por las transformaciones previas que desarrollamos, la desigualdad de Truesdell en

coordenadas espaciales puede expresarse como:

h
pOS+VX-<%)—pO—>O (C.31)

en coordenadas materiales. Por tltimo si se multiplica la Ec.(C.31) por 6 y se le substrae

la Ec.(C.26) se obtiene la desigualdad de Clausius Planck en su versiéon material.

1
pols — py €+ tr (s : E) — Zdr- V0 20 (C.32)

Cualquier modelo constitutivo que se postule deberd cumplir con estas desigualdades.

C.3. Restricciones de la Termodinamica

A continuacién se aplica la teoria de Coleman y Mizel [13] muy difundida en la
literatura en forma espacial. Aqui se presenta el enfoque material haciendo uso de los

resultados deducidos en la tltima seccién. Para un sélido viscoeldstico se supone que las
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ecuaciones constitutivas dependen de las siguientes variables impone

S = S(s,E,E) (C.33)
aqr = qR(S7 E7 E) (C34)
e = e(s,E,E) (C.35)
0 = 0(s,E,E) (C.36)
ahora se calcula
Oe de . de ..
= gy LB .
¢=5-5 + B, L + o5, Cu (C.37)
remplazando y agrupando en (C.32) se obtiene
Oe Oe : e . 1
e ) s — S E. - F. _ Zqn- > .
<P09 Po 83) S (/)o OE;; Szy) ij 0L, i~ g9 Vx0 20 (C.38)

Esta inecuacién es lineal en §, E y en Vx6. a que S f v e no son funciones
) ) R

que dependan de esas cantidades podrian variar en forma independiente de sus factores

(cantidades que estan entre paréntesis), haciendo que no se cumpla la inecuacién salvo

que dichos factores sean nulos, luego

Oe
0 = 35 (C.39)
ar = 0 (C.40)
0
- =0 C.41
S (C.41)

La Ec.(C.39) es la definicién de temperatura Termodindmica, la Ec.(C.40) indica que
dicho sélido puede responder sélo a cambios adiabéticos y la Ec.(C.41) indica la imposi-
bilidad de que la energfa interna dependa de E. Las ecs.(C.40) y (C.41) son restricciones
impuestas por la Termodindmica a las ecuaciones constitutivas.

El término (poa%ij — S,»j) E,] merece un andlisis més detallado.

Aceptando que el tensor S es analitico en sus variables, se puede desarrollar en una
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serie de Taylor en la variable E o sea, dado que S;; = S;;(s, E, E) = 5ij (s, Emn, Emn)

Sij<87 Emn7 Emn) - Sij (3; Emn7 O) +

iy 1 2
85” (3, By, 0)Epg + = —8 S
OF, 4 20E,,0E,,

(8, En, 0) Ers Epy + ..

luego, llamando a

Siej = Sij(sa Emn7 0)

y a

S .1 92y
25 (3, Eyapy 0)Epg + = —20

0F,, 20E,,0E,,

S = (8, o, 0) B Epy + ...

el tensor de tensiones S (segundo tensor de Piola Kircchoff) se puede descomponer en

dos términos

S = S°+8¢ (C.42)

el primero S°¢ corresponde a la parte puramente eldstica (o hipereldstica no disipativa)
ver Ec.(B.10) y y el segundo, S? a la parte disipativa que serd funcién de s, E y también
de E. Es decir:

S(s,E,E) = S°(s,E) + (s, E, E) (C.43)

luego la Ec.(C.38) se reduce a

{p()%—<S%(S,E)+S%(S,E,E))} By, <0 (C.44)
{po 80Eu Se (s, E)} [sd(s E E)] By, <0 (C.45)

ya que [pOBZ;E — S5(s, E)} , por (C.43) y (C.41) no es funcién de E, se puede uti-
lizar el mismo argumento que se utilizé antes para asegurar que el tinico caso admisible

corresponde a la nulidad del paréntesis, luego resulta

Oe(s, E)
0 OF;

Sii(s, E) =p (C.46)
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esto es: cada componente de la parte puramente eldstica del tensor de tensiones es igual
a la derivada parcial de la energia interna respecto de cada componente del tensor de de-
formaciones lagrangiano E. La energia interna resulta ser una funcién potencial (energia
potencial eldstica) del campo tensorial eldstico Si-

Como el segundo término de la Ec.(C.45) S¢ es funcién de E, ya no se puede construir

un proceso donde E sea arbitrario e independiente de S%. La Ec.(C.45) se reduce a

O sea:

tr (sd : E) >0 (C.48)

que fisicamente puede interpretarse que la disipacién mecédnica siempre tiene que ser
positiva, es decir que la el trabajo siempre se disipara (y nunca en direccién contraria)
de manera irreversible en calor. Ningin avance mds se puede realizar sin especificar la
forma funcional del propio tensor S¢.

Una relacion del tipo lineal se propone como primera aproximacion
St =y, B (C.49)
donde 1, es un coeficiente de disipacién interna. Luego la Ec.(C.48) se reduce a
Wiy T <E : E) >0 — flp >0 (C.50)

La parte térmica queda completamente desacoplada de la mecdnica.
Justamente la Ec.(C.49) es la forma funcional que se adopta en la parte disipativa
de la ecuacion constitutiva en el experimento del Capitulo 5 y la termodindmica impone

solamente que el coeficiente f;,,, > 0.
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Apéndice D
Otros Modelos de Fricciéon

La ley de Coulomb no tiene en cuenta los aspectos tgribologicos, sélo es un modelo
fenomenolégico de la friccién. A pesar de eso, puede ser usada para modelar no sélo un
problemas practicos simples, sino en fenémenos complejos como inestabilidad [135].

a- Coeficiente de friccién variable con la velocidad

La regularizacion de la ley de Coulomb (4.28) es de alguna manera una ley de coefi-
ciente variable con la velocidad. La forma ma&s general es suponer una variacién continua
con la velocidad. Incluso se pueden incluir efectos de friccién viscosa

b-Variantes de la ley de Coulomb.

Para tener en cuenta altas presiones de contacto (por ejemplo en el maquinado de
metales ref) o cambios en el contacto nominal de superficies rugosas, se modifica la ley
de Coulomb (4.26) teniendo en cuenta que el coeficiente de friccion pueda ser funcién de

algin otro parametro.

sity < f — 0 =0
tr < f(tw) (D.1)
SitT:fH@T:—)\tT

La ley de Coulomb- Orowan se obtiene tomando a
f= Minug.(0r) [tn], kol (D.2)
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It

Coulomb

1%_ Coulomb - Orowan

/ Shaw

Tresca

In

Figura D-1: Relaciones esquemadticas de las variantes a la ley de Coulomb

donde el valor &, es la saturacién de la friccion

La ley de Shaw se obtiene tomando a

donde 11:_§ es la fracciéon de drea real de contacto respecto al drea aparente
La ley de Tresca es independiente del valor de la tensién normal.

Las tres variantes se esquematizan en la Figura D-1.

185



Apéndice E

Método de Galerkin, Discretizaciéon

en elementos polinémicos

El software FlexPDE, de uso general para la resolucién de ecuaciones diferenciales
parciales, discretiza el dominio en “celdas” ya sean en segmentos, tridngulos o tetrahedo-
ros segiin sea el problema uni, bi o tri - dimensional respectivamente (Figura E-1). Luego
utiliza el método de Galerkin, con funciones aproximantes polinémicas ¢,(.X), lineales,
cuadriticas o cibicas, definidas a tozos en cada una de las celdas, de tal forma que una

solucién aproximada para el problema diferencial dependiente del tiempo es dada por

N
u(X, ) =Y $i(X) e(t) (E.1)
i=1
donde ¢;(t) son funciones del tiempo (incégnitas).

Los polinomios ¢;(X) = [¢,,:(X), ¢,,:(X), ¢$31~(X)}T son funciones admisibles desde
el punto de vista de la formulacién. Es decir cumplen con las condiciones impuestas a las
funciones de prueba W descriptas en la ltima seccion del Capitulo 3, de tal forma que
cada ¢,(X) es nulo fuera del dominio 7 en el que esta definido. Para cada celda o elemento
i—esimo, el polinomio ¢; # 0 y el resto de los ¢; = 0 para toda j # 4. El conjunto de

todos los polinomios ¢, genera el espacio de soluciones del problema diferencial entre
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1 Dimension

3 34
1 2 1 2 1 2

3 Dimensiones
Lineal Cuadrético Cubico

4 caras 17,18, 19,20
10

. . 3
2 Dimensiones § p 12 %

3 2 s
5 - . .
ﬂ . 7 . Lineal Cuadratico Cubico
- 2

% 9

1 2 1

Lineal Cuadratico  Cubico

Figura E-1: Forma de las celdas elementales y posicién de los nodos para las aproxima-
ciones de 1, 2 o 3 dimensiones

manos.

Reemplazando la Ec.(E.1) en la Ec.(4.3) e integrando:

I

donde P(u) significa que el primer tensor de Piola - Kirchhoff es calculado a partir de

Vi - P(u) + pgb—py (Z #i(X) Cz(t)>] F¢;(X) dV (E.2)

u(X, t) mediante las muy complicadas y no lineales relaciones (4.4), (B.2) y las consti-
tutivas (4.10) o (4.11) y si existiera friccién interna también por (4.12).

La idea de integrar, en este caso las ecuaciones de movimiento, multiplicadas por los
polinomios ¢, estd basada en un teorema del dlgebra lineal que afirma que dada una base
completa ¢, (que genera todo el espacio vectorial [) y dado un elemento u € [ tal que si
el producto escalar de u con cada ¢, es nulo, esto es (u- ¢;) = 0 para todo ¢,, entonces
u es nulo.

Por 1ltimo se integra por partes en el sentido general, es decir usando los teoremas del

calculo vectorial: Teoremas de Gauss, Stokes o Green segiin corresponda en problemas
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de més de una dimensién (el software lo efectia via cdlculo simbdlico) para obtener

J[ oo ano+ [[[ [po (b - fj " ) $(X) ~P(w) - Vx| dV =0 (E3)

igual que antes to(u) significa que el vector tensién de Piola - Kirchhoff es calculado a
partir de u(X, t) mediante la regla to = P - N.

Por ser definidas a trozos las funciones base ¢;, la integral (E.3) se reducird a la
integracién en las celdas que rodean cada nodo, desacoplando el problema gobal en un
sistema ecuaciones ordinarias en ¢;(t) de segundo orden mas otras dadas por la integral
de superficie en el contorno de cada celda compatibilizando el valor de la incégnita u en
cada interfase o limite entre celdas. Al no ser un sistema lineal, no se podréan explicitar
las matrices que generalmente en problemas unidimensionales se llaman de masa, de
amortiguamiento y de rigidez.

Cuando las condiciones de contorno sean del tipo natural, es decir cuando se especi-
fiquen condiciones para el vector tensién, se resolvera el problema (E.3). En las regiones
del borde en que las condiciones sean del tipo geométricas, es decir se especifiquen los
desplazamientos u, se resolverd el problema (E.3) sin la integral de superficie ya que ésta

serd nula, junto con las ecuaciones del tipo (4.32)

E.1. Integracién temporal (Método Gear)

El problema diferencial ordinario de condiciones iniciales es resuelto por el méto-
do Gear de segundo orden [136], también conocido por second-order implicit Backward
Difference Formula.

Para un sistema de N ecuaciones no lineales de primer orden

dt

= f(Cl,...CN7t) (E4)
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la formula de tercer orden para la j—esima ecuacién es

It agd) + ar T - apd) T = (E.5)
en donde los coeficientes a, dependen del paso de tiempo At y de los valores de la
funciones ¢; en otros instantes de tiempo

Para medir el error temporal, se usa una aproximaciéon de tercer orden. El valor del
término de tercer orden es una estimacion del error en la aproximacién de segundo orden
y es usado para determinar el tamano del paso de tiempo con el objeto de mantener el
error estimado por debajo de alguna cota. Esto ultimo es usado en técnicas de paso At
adaptativas o adaptivas.

Como es evidente el sistema (E.3) es de segundo orden en el tiempo y el método Gear
(E.4) es para sistemas de primer orden. Sin embargo adaptando el sistema de segundo

orden mediante la transformacion

ep(t) = el

%Cp(t) = f(C, Ccp, t)

se desdobla en un sistema de 2N ecuaciones de primer orden y el método puede ser

implementado junto con las condiciones iniciales (4.33).
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Apéndice F

Funcionamiento de los Algoritmos

(Genéticos

En el problema de deteccion de la fisura, se da un conjunto de duplas J = (X.z, hey).
Cada dupla es un individuo y la poblacién es el conjunto de todas ellas. E1 AG comienza
generando una poblacién inicial aleatoria de individuos. Es importante garantizar que
dentro de la poblacién inicial, se tenga la diversidad estructural de estas soluciones para
tener una representacién de la mayor parte de la poblacién posible o al menos evitar la
convergencia prematura. Luego genera nuevas poblaciones o generaciones. Cada paso el
AG usa los individuos de la generacién actual para generar los nuevos de la siguiente
manera:

1-Evalia cada individuo de la poblacién inicial (X.;, h.;) para obtener d(X,.;, hey)

2-Ordena a los individuos ddndoles mayor puntaje a aquellos que den un ajuste mejor,
esto es un d(X.y, h.y) menor.

3-Selecciona los individuos de puntaje mayor (padres).

4-Produce nuevos individuos (hijos) ya sea haciendo cambios aleatorios de un sélo
padre (mutacién), combinando los elementos vectoriales de un par de ellos (cruza) o
repitiendo de forma idéntica un hijo de un padre.

5-Reemplaza la poblacién de padres por hijos (nueva generacién).
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6-La iteracién genética termina cuando d(X.;, h.s) verifique algun criterio de conver-
gencia. Normalmente se usan dos criterios: correr el AG un niimero méximo de iteraciones
(generaciones) o detenerlo cuando no haya cambios en la poblacién.

Existen distintas estrategias para realizar cada parte del algoritmo. En particular, en
el paso 1 se puede usar:

a) Una distribucién aleatoria uniforme para un cierto rango de valores.

b) Una distribucién aleatoria no uniforme para un cierto rango de valores definiendo
una funcién densidad de probabilidad.

En el paso dos se puede optar por cualquier criterio que el usuario de esta técnica
crea conveniente o usar alguno de los siguientes criterios:

a) Una lista de individuos ordenada de menor a mayor valor d(X.;, h.;), tipo ranking,
donde el individuo con mayor jerarquia serd el primero, el siguiente el segundo, etc. Esta
forma de ordenar amortigua el ruido de las puntuaciones crudas. Sin importar cuanto
mejor sea el primero con respecto al segundo, etc.

b) Una lista de individuos ordenada de menor a mayor valor d(X.s, h.;) donde el
individuo tendrd una jerarquia proporcional a la calidad de d(X,s, hes) -

c) Una lista de corte o escala con corte. En este caso una fraccién predefinida de la
poblacién tendra la misma jerarquia méxima. Supéngase que se define el 5%, luego, los
individuos de la poblacién que tengan un d(X.;, h.s) que los coloque entre el 5% de los
mejores, tendrén la maxima jerarquia todos por igual. Y los que no entren en ese 5 % no
comunicaran sus genes a la préxima generacion.

d) Una lista de corrimiento lineal: se modifica las calidades crudas a fin de que el
puntaje del individuo mds adecuado sea igual a una constante, la cudal se puede especificar
como la tasa Maxima de supervivencia, multiplicado por el puntaje medio de la poblacién.
De esta forma el nimero de individuos que pasen sus genes a la préxima generacién no
serd una constante.

El paso tres del algoritmo, corresponde a la seleccién y se puede optar por:

a) Una seleccién estocdstica en la que se da a cada paso (generacién), un nimero
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aleatorio en que corresponde a cudntos individuos de la lista ordenada pasan a la siguiente
generacion.

b) Una seleccién uniforme en la que se da a cada paso (generacién) un nimero aleatorio
correspondiente a cudles individuos de la lista ordenada pasan a la proxima generacion.

c¢) Una seleccién uniforme en la que se da a cada paso (generaciéon) un nimero aleato-
rio para cada padre que serd multiplicado por su jerarquia, correspondiente a cudles
individuos de la lista ordenada pasan a la préxima generacion.

d) Una seleccién tipo torneo donde cada padre se selecciona aleatoriamente de una
sublista cuyo tamano es definido previamente. Es decir si la lista ordenada tiene por
ejemplo 27 individuos y se define un tamano de sublista de tres individuos, se formaran 9
grupos cada uno de 3 individuos. Para cada grupo se elije aleatoriamente un individuo que
pasa a la siguiente ronda en la que competird con los demds que han sido seleccionados
hasta que dé un ganador. Luego éste serd uno de los padres.

El paso 4 del algoritmo, corresponde a la reproducciéon. Esta compuesta por un con-
tador de Elite, que garantiza que los mejores (contador) de cada generacién pasen
automéaticamente a la siguiente generacién sin cambio alguno y una fraccién de indi-
viduos, que no corresponden al contador de elite, para cruza sexual. La fraccién que
quede, es decir la que no corresponde al contador de elite ni a la cruza sexual, pasara a
la siguiente generaciéon con una mutacion.

La cruza sexual puede ser:

a) De un punto, esto es: se da un nimero aleatorio entre 1 y la cantidad de variables
que tenga del problema a optimizar, luego se concatenan los dos padres tales que el hijo
sea idéntico al primer padre hasta el nimero generado y el resto igual al segundo progen-
itor por ejemplo: si los padres a cruzarson py = [abcde fghlyp,=[12345678]y
se genera un nimero aleatorio entre 1y 8, digamos 3 luego el hijosera h = [abc4 56 7 §]

b) De dos puntos. La idea es similar a la anterior pero ahora se dan dos nimeros
aleatoreos ry ro tales que 1 < ry < r9 < numero de variables; por ejemplo: para el

problema anterior se generan dos nimeros aleatorio entre 1 y 8, digamos 3 y 5 luego el
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hijosera h=[a bc 45 fghl].

c) Cruza dispersa (Scattered, en inglés) es la generalizaciéon de lo anterior. Se da un
vector de dimension igual a la cantidad de individuos y se generan 8 niimeros aleatorios
que pueden ser 0 o 1. Luego el 1 corresponderd al primer padre y el 0 al segundo de
tal forma que el hijo tenga en las posiciones donde hay un 1 los genes del primer padre
y donde hay un 0 los del segundo. Por ejemplo: si los padres a cruzar son como antes
pp=labcde fghlyp,=[1234567 8]y, digamos que se genera el vector aleatorio
=[11001000]elhijoserah=[ab34e678§]

d) Intermedia, genera al hijo a partir de un promedio pesado y un nimero aleatorio
de la siguiente manera: dado un factor r y un nimero aleatorio 0 < r, < 1 el hijo =
padrey + 14 7 (padres — padrey) si el nimero 7, € (0, 1) entonces el hijo estard en algin
punto del hipercubo donde los dos padres ocuparan vértieces opuestos.

c¢) Cruza Heuristica: crea a los hijos sobre la linea generada por los dos padres a una
distancia del padre con mejor puntaje dada por un pardmetro r de igual manera que la
intermedia (pero sin niimero aleatorio) hijo = padre; + r (padres — padre;)

La mutacién puede ser:

a) Uniforme: se genera un vector aleatorio y se lo suma al individuo a mutar

b) Gaussiana: se genera un vector aleatorio con distribucién gaussiana y se lo suma
al individuo a mutar

Criterios de Parada: El algoritmo geométrico podria evolucionar sin lfmites o es-
tancarse en una posible solucién. Sea cual sea el caso, la finalizacién del calculo obliga
al usuario de esta técnica a implementar un criterio de parada. Para ello, se puede fijar
un nimero maximo de iteraciones (generaciones). Un umbral en el ajuste de la funcién
objetivo es otro criterio. En este caso cuando la funcién objetivo es menor que un valor
fijado a priori, el algoritmo interrumpe su ejecuciéon. Puede también ocurrir, que nuevas
generaciones no alteren el valor de la funcién objetivo, para este caso se usa como criterio
de parada un limite méximo de generaciones en el que la funcién objetivo no mejora. Si

se supera dicho limite, el algoritmo genético se detiene.

193



