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Resumen
En sistemas estructurales de importancia tales como aviones o puentes,

el daño detectado y reparado a tiempo podría evitar una falla estructural
catastró�ca. Por tal motivo, el desarrollo de técnicas de evaluación no de-
structiva del estado de daño en estructuras mecánicas, aeronáuticas y civiles
es un tema prioritario. En esta tesis se presenta un método no destructivo
de detección de daño en elementos mecánico � estructurales. Para ello se
desarrolla un modelo de deformación �nita en el marco de la Mecánica del
Continuo bi y tridimensional en coordenadas materiales, en el que se incluye
contacto tipo Signorini y fricción de Coulomb en la interfase de la fractura.
La Mecánica de Contacto, una rama de la Mecánica de Sólidos extensa-
mente estudiada y aplicada, no ha sido, sin embargo, ampliamente destinada
a problemas de detección de daño. La �nalidad de esta tesis es diagnosticar
la magnitud y localización de �suras incorporando el contacto y la fricción
en la misma, dentro de la simulación de la dinámica del elemento estructural.
La detección se efectúa mediante la minimización de la diferencia entre los
resultados experimentales y los simulados. Esta diferencia (o función objeti-
vo) presenta muchos mínimos locales por lo que las técnicas convencionales
basadas en búsqueda por métodos de gradiente son inaplicables. El método
de Algoritmos Genéticos es exitosamente implementado en la minimización
de la función objetivo. Se muestra que esta metodología es útil tanto para
el caso dinámico como el estático obteniéndose resultados muy precisos en
la detección de daño. El modelo del continuo con inclusión de contacto en
la falla, que tiene en cuenta la deformación y rotación �nita, es aplicable a
cualquier tipo de movimiento que el elemento estructural efectúe y a cualquier
tipo de forma que éste presente. Esta ventaja extiende el campo de estudio
a cuerpos de forma arbitraria mientras que en la literatura está mayoritaria-
mente restringido a vigas rectas. La robustez del método es puesta a prueba
simulando errores experimentales y divergencias de la forma de la fractura
entre el espécimen estudiado y el modelo de comparación.



Abstract
In structural systems of importance such as airplanes or bridges, the

damage detected and repaired on time could avoid a structural catastrophic
collapse. For such reason, the development of non destructive evaluation
techniques of damage in mechanical, aeronautical and civil structures is a
relevant matter. A non destructive method of damage detection in mechani-
cal and structural elements is presented in this thesis. In this sense, a model
of �nite deformation in the frame of Continuum Mechanics in two and three
dimension in material coordinates is developed, a Signorini type contact and
Coulomb friction in both sides of the crack are included. Contact Mechanics
is a branch of solid mechanics which has been extensively studied and applied;
however, it has not been widely employed in damage detection. The goal of
this thesis is to incorporate the contact in the crack zone on the simulation
model in order to use these results to diagnose the damage�s magnitude and
location. This is made through a minimization of the di¤erence between ex-
perimental output and simulated ones. This di¤erence (or objective function)
presents several local minima so conventional techniques based at gradient
search are inapplicable. A Genetic Algorithm method is successfully imple-
mented in the minimization of the objective function. It is shown that this
methodology is useful and very precise not only for the dynamic case but
also for the static one. The continuum model with the inclusion of contact
in the crack, that takes into account the deformation and �nite rotation, is
applicable to any type of motion that the structural element undergoes and
any geometry that it presents. Therefore, the �eld of study is extended to
bodies of arbitrary form while in the literature in general it is restricted to
slender beams.
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Capítulo 1

Introducción

1.1. Motivación

A lo largo de los últimos años se ha realizado un gran esfuerzo en el problema de detec-

ción de daño en mecánica, aeronáutica y en estructuras civiles. En sistemas estructurales

de importancia tales como aviones o puentes, el daño detectado y reparado a tiempo

podría evitar una falla estructural catastró�ca. Por tal motivo, el desarrollo de técnicas

de evaluación no destructiva del estado de daño en estructuras mecánicas, aeronáuticas

y civiles ha sido un tema prioritario de investigación.

Entre las técnicas usuales de estudios no destructivos pueden mencionarse, la emisión

acústica, rayos X, etc. [1]. Estas técnicas acarrean algunas desventajas: Primero, la es-

tructura, pieza mecánica o herramienta sujeto de estudio tiene que ser desmontada, lo que

demanda grandes costos y tiempos muertos y no siempre es posible. Segundo, el estudio

de inspección y diagnóstico tiene que ser orientado a la posición donde se encuentra la

posible rotura. Tercero, la posición de la �sura puede ser físicamente inaccesible. Cuarto,

una vez localizada la falla no mucho más se podrá decir de ésta y cuanto más detalle se

pretenda obtener del tipo o magnitud de daño se tendrían que implementar más cantidad

de dispositivos de medición y de mayor complejidad tecnológica. Carneiro [2] identi�ca

a estas técnicas como métodos sin modelo ya que no se contrastan los resultados exper-
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imentales con modelos pre existentes que formen parte del algoritmo de diagnóstico de

daño. Los métodos sin modelo (medición directa) poseen, sin embrago algunas ventajas,

a saber: no existen ni tiempos computacionales ni divergencias con los modelos.

Lo dicho motiva el desarrollo de nuevas herramientas de diagnóstico no destructivo

que puedan ser utilizadas en piezas o estructuras en modo operativo o en servicio.

Un enfoque muy atractivo es el método basado en el análisis de las vibraciones mecáni-

cas. Estas técnicas se basan en la observación de cambios que el daño provoca en las

propiedades estructurales de rigidez, amortiguamiento y eventualmente inercia, con re-

specto a iguales características de la estructura no dañada. En consecuencia es posible,

mediante la medición de parámetros dinámicos, registrar una alteración que puede ser

correlacionada con algún daño. Sin embargo, en la literatura, los estudios sobre detección

de daño están mayoritariamente restringidos a vigas rectas, modelando a la �sura como

siempre abierta o en algunos de los casos proponiendo sistemas bi lineales en donde la

falla está o completamente abierta o completamente cerrada (casos muy elementales y

poco realistas). Los autores de esos trabajos argumentan que la excesiva simplicidad de

sus modelos está justi�cada por el insu�ciente poder de cómputo disponible ya que en

general el diagnóstico de daño demanda múltiples ejecuciones del mismo modelo para

escenarios de daño diferente. El autor de esta tesis, también ha trabajado, junto con

los miembros del grupo al que pertenece, en modelos técnicos de detección de daño vía

problema inverso en los que la �sura era considerada siempre abierta. Estos modelos

muy sencillos y lineales tienen la ventaja de ser resueltos con poco poder de cómputo y

la desventaja de no poder ser implementados a cuerpos de geometrías arbitrarias y en

movimientos complejos en los que la propia �sura podría cerrarse.

Por otro lado existe una teoría muy completa y avanzada sobre el contacto de los

cuerpos elásticos (rama de la Mecánica de Sólidos). Dichos modelos de contacto están en

general desarrollados para el caso de cuerpos que sufren desplazamientos, rotaciones y

deformaciones pequeñas y por lo general se usan para estudiar contacto entre un cuerpo

deformable y uno rígido así como entre dos o más cuerpos deformables en forma normal
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o tangencial entre los dos cuerpos que interactúan con eventuales fuerzas de fricción,

efectos dinámicos e impacto. Sin embargo estos modelos complejos de contacto no han

sido excesivamente implementados para detección de daño aunque sí para simular la

dinámica de estructuras dañadas.

El avance constante de la computación y el signi�cativo progreso de la Mecánica

Computacional ha permitido implementar técnicas de búsqueda de daño utilizando mod-

elos so�sticados y complejos. Esto abre nuevas posibilidades, como por ejemplo incluir la

teoría de la Mecánica de Contacto a la detección de fallas. Ésta y otras ideas similares

serán exploradas en esta tesis.

El autor de esta tesis se interesó en problemas de mecánica de contacto de cuerpos

elásticos porque la formulación matemática parece tener incongruencias en las condiciones

de borde a imponer. Esto es: tanto la región de contacto como la distribución misma de las

tensiones es incógnita del problema cuando la resolución de las ecuaciones diferenciales

de movimiento demandan ese dato en dichas condiciones en la frontera. La posibilidad

de incorporar la teoría de contacto en el modelado de la �sura que al deformarse podría

cerrarse en forma total o parcial dependiendo de las solicitaciones externas aplicadas al

cuerpo, aumentó aún más el interés del autor en este problema.

1.2. Importancia del Problema

A partir de la lectura de algún parámetro dinámico (como la aceleración, velocidad o

deformación) es posible diagnosticar si un elemento estructural está sano o no. La idea

básica es reconstruir la solución de un problema de movimiento a partir de aquella in-

formación teniendo en cuenta en el modelo la posición y morfología de la zona dañada.

Generalmente se llama a este tipo de problema de resolución inversa ya que de un ex-

perimento se podrá adquirir información de la solución pero no la causa que lo provoca.

Son éstas las técnicas que Carneiro [2] identi�ca como métodos con modelo ya que los

resultados experimentales se comparan con modelos computacionales que forman parte
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del algoritmo de detección de daño.

Las ventajas son la reducción de los requerimientos experimentales, la capacidad

de ajuste de parámetros y la capacidad de diseño del tipo de sensores y sus óptimas

ubicaciones y en general, no requieren de la modi�cación de las instalaciones. Gracias

al desarrollo de las computadoras modernas en cuanto a su capacidad y velocidad de

cálculo, el diagnóstico puede ser automático, supervisando noche y día la integridad

estructural del elemento que se quiera inspeccionar como, por ejemplo, en elementos como

hélices de molinos de generación de energía, columnas de perforación de petróleo, motores,

aeronaves, etc. Precisamente la industria aeronáutica, pionera en este campo, implementó

una generación de aeronaves que tienen incorporado un sistema de diagnóstico de la salud

estructural en tiempo real, provocando una gran merma en los costos operacionales ya

que se minimizaron los períodos de control en tierra, extendiendo la vida útil del diseño

original.

1.3. Alcance del Estudio

La aplicación concreta y estudio de esta tesis pertenece a la detección de daño en

elementos estructurales. Donde se tiene en cuenta el contacto unilateral (o de desigual-

dad) en la zona de la �sura responsable de la no suavidad y una parte de la no lineali-

dad de la mecánica. Las ecuaciones de movimiento son planteadas en forma lagrangiana

para deformaciones �nitas proponiéndose ecuaciones constitutivas de tipo hiperelásticas

y visco elásticas para el segundo tensor de tensiones de Piola-Kirchho¤. A partir de la

Termodinámica de medios continuos, se realiza un estudio sobre las formas funcionales

admisibles que las ecuaciones constitutivas pueden adquirir. El problema inverso de de-

tección de daño, es resuelto planteándolo como un problema de optimización empleando

la técnica de Algoritmos Genéticos.

El enfoque de esta tesis es esencialmente teórico y numérico pero se realizan experi-

mentos físicos con el objeto de validar la implementación del método a casos reales.
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El tipo de elementos estructurales que puede analizarse es bastante general ya que

se implementan modelos 2D y 3D en elementos �nitos. En particular en esta tesis se

muestran ejemplos de aplicación en vigas rectas, arcos y hélices en movimientos rotato-

rios, donde el daño se simula como una �sura super�cial, transversal a la super�cie del

elemento.

1.4. Objetivos:

El propósito de esta Tesis es el estudio de una clase particular del problema inverso

perteneciente a la Mecánica del Continuo. En concreto se pretende estudiar la factibilidad

de detectar daño en estructuras en situaciones de operatividad. Esto es, detectar si una

estructura esta dañada a través de mediciones indirectas no destructivas de su estado de

deformación o movimiento cuando la pieza mecánica está en régimen operativo.

Para poder concretar estos objetivos principales se plantearan objetivos secundarios

que consistirán en:

Construcción de un modelo matemático que cumpla las leyes de la Mecánica de los

Medios Continuos para una clase de sólidos elásticos e hiperelásticos. Esto es, balances de

masa, momento lineal y angular así como, consistencia termodinámica en las ecuaciones

constitutivas.

Reformular del problema a la forma material o lagrangeana.

Extender del problema de contacto a dos o más cuerpos �exibles que interactúen.

Estudiar la in�uencia de la fricción en distintos casos de contacto unilateral.

Estimar la capacidad de estos modelos para simular inestabilidad del tipo stick and

slip (alternancia entre �cción estática y dinámica) y vibro impacto en sistemas multic-

uerpos independientes al estudio de daño.

Formular el problema a optimizar y construir un algoritmo de búsqueda de daño.

Estudiar la in�uencia de los distintos parámetros del método evolutivo (Algoritmos

Genéticos).
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Estudiar la robustez del método de detección frente a incertezas en el modelo y errores

experimentales.

1.5. Metodología

En la dinámica clásica de partículas o cuerpos rígidos se distinguen dos tipos de

problemas generales:

Problema directo: Partiendo de las fuerzas dadas que actúan sobre un sistema de

masas en las que se conocen las restricciones de posición y velocidad en un instante de-

terminado, se requiere hallar el movimiento del sistema, es decir, la posición, la velocidad

y la aceleración como funciones del tiempo.

Problema inverso: Partiendo del movimiento conocido de un sistema (posición y ve-

locidad), se requiere hallar un posible conjunto de fuerzas que produciría tales movimien-

tos.

La generalización de problemas directo e inverso en Mecánica del Continuo podría ser

el siguiente:

Problema directo: Partiendo de la forma del contorno, las fuerzas de cuerpo en

el seno del mismo y las tensiones en el borde en un instante determinado, se requiere

hallar el movimiento del sistema es decir, la posición, la velocidad y la aceleración de cada

punto del cuerpo como funciones del tiempo. Éste es el problema que generalmente se

presenta en los libros de texto (al igual que el problema directo en mecánica de partículas

y cuerpos rígidos).

Problema inverso: Partiendo del movimiento de cada punto del cuerpo contin-

uo (posición y velocidad) en un instante dado, se requiere hallar un posible conjunto

de fuerzas de cuerpo, forma del contorno y tensiones sobre éste que produciría tales

movimientos.

En el problema inverso para el caso de cuerpos deformables (Mecánica del Continuo) es

necesario conocer el movimiento en cada punto del cuerpo. Disponer de esta información
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en la práctica es imposible, ya que a lo sumo se podrá medir el movimiento en algunos

puntos.

En el problema inverso, la forma del contorno es una de las incógnitas, es por ello

que la detección de �sura se materializa a través de un modelo del continuo en referencia

puramente lagrangiana para deformaciones y rotaciones �nitas que tiene en cuenta la

�sura. El esquema matemático que consta de un sistema de ecuaciones diferenciales en

derivadas parciales, altamente complejas y no lineales junto con sus condiciones de borde

no menos complicadas, se resuelve numéricamente con el programa de propósito general

FlexPDE que discretiza aquellas ecuaciones diferenciales en elementos �nitos. Luego el

problema inverso se trata como un problema de minimización de una función objetivo que

evaluará la diferencia de algunos parámetros de la solución del modelo (como la posición

o aceleración en algunos puntos del cuerpo) con una medición experimental del modelo

físico del que se pretende diagnosticar el daño.

Para ello se implementan Algoritmos Genéticos en el entorno del programa matemáti-

co MATLAB haciéndolo interactuar con FlexPDE. Se estudian distintas alternativas de

los parámetros evolutivos y la sensibilidad del algoritmo de detección con el intervalo de

tiempo empleado para construir la función objetivo. La robustez del método se pone a

prueba cuando exista alguna divergencia entre el modelo computacional propuesto para

detección y el eventual modelo físico.

1.5.1. Problema directo

La mecánica de problemas no suaves (ver [3]) trata sobre casos en donde las ecuaciones

constitutivas o las condiciones de borde contienen algún elemento descrito matemática-

mente por desigualdades o inecuaciones, también conocidos en la Mecánica Analítica

como restricciones no holónomas (ver [4]). Un ejemplo de esto es el contacto unilateral,

donde la tensión de contacto tendrá que ser del tipo compresivo o cero, la correspon-

diente separación tendrá que ser positiva (si los cuerpos están separados) o cero (si se

están tocando) y al mismo tiempo sólo una de estas dos cantidades tendrá que ser nula
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(ver [5]). Más aún, todo esto para cada punto del contorno de cada uno de los cuerpos

Este tipo de problemas �no suaves o no holónomos�, impulsa en este contexto, la

idea de discontinuidad en el propio modelo, exigiendo la activación o desactivación de

varias funciones �suaves�. Formulaciones rigurosas de la Mecánica Impulsiva, contacto y

problemas de inecuaciones en mecánica son tratados por ejemplo en [3,5�9].

En esta tesis la solución del problema directo de estructuras dañadas, se usará una

única técnica (resolución del problema diferencial), ya sea para el caso dinámico como

para el caso estático. Esta técnica esta basada en regularizar el problema de contacto

empleando un sistema equivalente de ecuaciones de borde a través de funciones continuas

de penalización.

1.5.2. Problema inverso

El problema inverso en Mecánica del Continuo, en particular en la mecánica de prob-

lemas no suaves, es formulado en esta tesis como un problema de mínimos cuadrados

de la diferencia entre la solución del problema directo con el problema propuesto. Por

ejemplo en el caso de detección de �sura se dispone de la solución de un caso en el que se

desconocen las causas que lo generan (posición y morfología de la �sura); éste es el caso

incógnita (CI). Luego se propone la posición y profundidad de la �sura en numerosas

ubicaciones: Estos son los casos de prueba (CP). Se resuelve el problema directo para

cada uno de los casos y se comparan estas soluciones con la correspondiente al CI. Es

claro que no se podrán resolver y evaluar los cuadrados para todos los casos en forma

manual.

En este esquema, se resuelve el problema inverso en dos niveles computacionales

como se describe en [3]. El nivel alto consiste en la minimización del error cuadrático o

cuadrados mínimos, que es la parte del algoritmo donde se resuelve el problema inverso

y el nivel bajo en la solución del problema mecánico directo. Sobre estudios del problema

de diseño óptimo en estructuras unilaterales, puede consultarse [10] y en problemas de

identi�cación en estructuras elastoplásticas, [11] y [12].
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En esta Tesis se presentan desarrollos en los dos campos, esto es en el método directo

e inverso. En el directo se presenta un modelo basado en la mecánica de cuerpos elásticos

y visco elásticos con contacto y fricción en la �sura. La construcción teórica del sistema

diferencial está planteada en forma consistente con la teoría de Coleman y Mizel (1964)

[13] y la Mecánica del Continuo de Truesdell [14�16] con la diferencia que los desarrollos

son en forma material o lagrangiana (ver [17]).

Como se dijo antes, la forma más común de resolver problemas inversos es a través de

cuadrados mínimos [20]. Una función de costo o función objetivo es de�nida a partir de

los datos medidos (CI) y los calculados (CP). Luego los parámetros del daño son los que

correspondan a la minimización de aquella función de costo. Generalmente se utilizan

métodos de minimización basados en búsqueda vía gradientes, esto es, bajo el supuesto

que la función de costo es diferenciable, se busca el punto donde el gradiente de la misma

es nulo. Estas técnicas presentan dos inconvenientes: Primero, la función objetivo tiene

que poseer propiedades de suavidad y diferenciabilidad y segundo, se tiene que disponer

de un valor inicial próximo (semilla) a la solución donde a partir de éste el método

empieza, mediante un proceso iterativo, a buscar la solución. Lamentablemente la función

de costo, en estos problemas inversos de la mecánica no suave, no cumple ninguna de las

propiedades exigidas para aplicar métodos basados en búsqueda por gradiente (ver [21]).

Además no siempre se dispone de un conjunto inicial de valores para la semilla.

La técnica de Algoritmos Genéticos atribuida a Holland en 1975 [22] imita la repro-

ducción sexual de las especies vivas y el supuesto evolutivo que a�rma que el más apto

tendrá más posibilidades de pasar su información genética a la próxima generación. Esto

es llevado adelante mediante la idea de tratar a cada CP como un individuo y al valor de

la función objetivo como indicador de qué tan apto genéticamente es ese individuo. El

algoritmo no requiere en ninguna etapa la evaluación de derivadas y como el cálculo de la

función objetivo es independiente para cada CP es fácilmente adaptable a la computación

en paralelo. Este algoritmo es relativamente nuevo [23] y se ha implementado en forma

exitosa para la detección de mínimos globales cuando no se dispone de una semilla y la
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Figura 1-1: Niveles de detección

función a optimizar presenta gran número de mínimos locales. En 1989, Goldberg, uno

de los alumnos de Holland, publicó [23�25] una recopilación organizada de la teoría y de

sus aplicaciones. El método ganó popularidad en la comunidad de los investigadores en

optimización a �nales de los 80s y principios de los 90s, Bick y Schwefel (1993) [26]. El

libro de Michalewicz [27] discute los distintos tipos de algoritmos evolutivos y detalles de

su programación.

1.5.3. Niveles de detección

El problema de detección puede ser clasi�cado en diferentes niveles dependiendo de las

bondades de la técnica o de las di�cultades del problema especí�co, ya sea por la forma

del cuerpo o por el tipo de material involucrado. Rytter 1993 [28] propone la siguiente

clasi�cación. Se dice que un método alcanza el nivel 1 si sólo es capaz de identi�car la

existencia del daño; de nivel 2 si además puede determinar la ubicación de la �sura;

y de nivel 3 si además puede estimar la magnitud del daño (ver Figura 1-1). Incluso

Rytter [28] de�ne un nivel 4 si el método tiene la capacidad de predecir la vida útil que
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le resta a la pieza o estructura. Se dice que este último nivel no forma parte de la misma

técnica de detección ya que la predicción sobre la vida útil restante de un determinado

elemento forma parte de la Mecánica de �sura.

1.6. Contenidos de esta tesis

Esta tesis está compuesta por siete capítulos y varios apéndices.

En el Capítulo 2 se hace una revisión de la literatura correspondiente a las técnicas de

identi�cación de daño publicadas en los últimos 30 años y a los métodos y teorías de la

Mecánica de Contacto. Estos dos tópicos se encuentran estudiados en formas separadas ya

que no se los ha utilizado frecuentemente juntos. Esto es: no se ha incluido la Mecánica de

Contacto tipo Signorini en la formulación del problema de detección de daño. El capítulo

culmina con antecedentes sobre la implementación de algoritmos genéticos en detección

de daño.

En el Capítulo 3 Se presentan tres técnicas de detección muy simples para sistemas

lineales dando lugar a los estudios más so�sticados donde se incluye el contacto, rotaciones

y deformaciones �nitas.

El Capítulo 4 trata los fundamentos y justi�caciones de una descripción lagrangiana

de la Mecánica del Continuo elástico y viscoelástico. Se presentan dos ecuaciones consti-

tutivas para cuerpos hiperelásticos y se desarrolla una teoría que limita la forma funcional

y justi�ca un caso muy simple de disipación interna (constitutiva viscoelástica) a partir

de la Termodinámica del Continuo en referencia lagrangiana. Los modelos de contacto

unilateral o no holónomo junto con modelos de fricción y su regularización son presen-

tados también en este capítulo que culmina con la presentación de las ecuaciones de

movimiento, sus condiciones iniciales y de contorno en forma débil.

El Capítulo 5 se presentan varios ejemplos de la implementación computacional para

problemas diversos de deformaciones �nitas, grandes rotaciones, contacto y fricción. Se

exhiben estudios cuantitativos sobre el tiempo de contacto, balances energéticos y fuerzas
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de interacción en un impacto entre un disco y un rígido en forma oblicua y normal así

como entre un disco y un semi espacio �exible o una esfera tridimensional que impacta

en forma normal contra un semi espacio rígido. También se estudia el movimiento de

un péndulo con grandes deformaciones y fricción en el pivote contrastándolo con otras

teorías técnicas. El capítulo termina con estudios cualitativos de la dinámica lineal y no

lineal de una viga �surada con inclusión del fenómeno de contacto cuando la misma se

cierra.

En el Capítulo 6 se trata la implementación especí�ca de los modelos anteriores a la

dinámica de vigas �suradas con contacto en la zona de daño. El breve estudio cualitativo

del �nal del Capítulo 5 de las complicadas vibraciones no lineales introduce a las técnicas

de optimización para detectar daño (problema inverso). Se explica en que consisten los

algoritmos genéticos y como se implementan para resolver el problema inverso tanto en

vigas como en cuerpos de otras formas como arcos o hélices giratorias mostrándose las

virtudes de la formulación general no lineal del continuo. Se realizan estudios estadísticos

sobre detección donde se estudia la in�uencia del error experimental y la capacidad de

detección cuando el modelado no sea exactamente igual a los fenómenos que pretende

simular. Dichos estudios estadísticos son llevados a cabo en experimentos simulados de de-

tección en situaciones estáticas y dinámicas. También se estudia la in�uencia del número

de sensores en la calidad de la detección. Un experimento para varios escenarios de daño

demuestra el éxito de esta técnica en el diagnóstico de elementos dañados reales. En este

experimento, se utiliza la teoría antes desarrollada para materiales visco elásticos.

En el Capítulo 7 se presentan las conclusiones de la tesis donde se exponen los ben-

e�cios y falencias de una teoría completa de la elasto y visco elasticidad con contacto

aplicada a la detección de fallas y la robustez del método a ruido experimental o diver-

gencias entre el modelo físico y el computacional. Una lista de posibles estudios futuros

concluye el capítulo.
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Capítulo 2

Revisión de la literatura

El problema de la detección de daño ha sido formulado en mayor frecuencia para el

caso de estructuras tipo vigas o placas utilizándose las teorías técnicas de resistencia de

materiales. Carneiro [2] señala que todos los modelos computacionales de detección de

daño se pueden incluir en tres familias. A saber �difusos�, localizados o del continuo. En

los primeros (ver [29] y [30]) se proponen modelos variacionales, que desembocan en mod-

elos de elementos �nitos, que tienen en cuenta a la �sura como una región debilitada de la

estructura (generalmente vigas). En la segunda familia, los modelos proponen fragmen-

tar la estructura en dos o más partes y unirlas por elementos tipo resortes que simulan

la localización de la falla. Las propiedades mecánicas de dicho resorte son derivadas de

consideraciones energéticas o dadas por otras teorías como la Mecánica de Fractura de-

pendiendo de la magnitud del daño. En 1944 Kirmser [31] propone remplazar un sistema

de esfuerzos equivalentes en la región de la falla. La última familia, la correspondiente a

modelos del continuo (ver en [32�34]), es la más moderna y modela a la �sura como una

disminución de la sección.

Estos modelos simpli�cados de la estructura dañada tienen la ventaja de presentar

un bajo un costo computacional y un planteo sencillo del problema, y la desventaja de

no poder incluir formas estructurales más generales o arbitrarias y efectos más complejos

como es el contacto de la �sura cuando ésta se cierra.
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Estas son desventajas que limitan la aplicación a problemas muy particulares de la

detección de daño y es éste el principal motivo junto con la potencia moderna de computo,

que impulsa el planteo de las ecuaciones completas de la teoría de Medios Continuos (ver

Truesdell y Noll [14], Truesdell y Toupin [16, 35] , Wang y Truesdell [36], Eringen [37],

Mase [38], Lai y Rubbin [39] o Gurtin [40].

Una gran ventaja de la teoría de Medios Continuos es la rigurosidad, generalidad

y consistencia en los conceptos físicos utilizados. Es por ello que es posible un estudio

riguroso en la deducción de las ecuaciones de movimiento y en la forma funcional de las

ecuaciones constitutivas.

En esta tesis el modelo se plantea en coordenadas lagrangianas o materiales y para

ello se transforman todos los sistemas de ecuaciones al volumen del cuerpo indeformado

(detalles de estas transformaciones en [17, 39, 40]), incluso las ecuaciones de energía y

segundo principio de la Termodinámica [15, 17]. Esto presenta ciertas ventajas en el

modelo de contacto y en la utilización de la conservación de la energía como diagnóstico

en la calidad de la solución numérica.

2.1. Modelos técnicos y Detección vía Frecuencias

Naturales

Según el artículo de revisión de Doebling [41] Los primeros trabajos de detección de

daño datan de 1969 y 1970, Lifshitz, Roten y Dimarigona [42], tratan sobre problemas en

la industria petrolera y sobre maquinaria de generación de energía. En estos trabajos se

utilizan las frecuencias naturales como información para detectar daño, especí�camente

el corrimiento de las frecuencias naturales. Con el paso de los años se implementaron

modelos más complejos y a principios de los 80 se migró de las técnicas de cambio de

frecuencias a las de variación de las formas modales como indicadores potenciales de

daño. Sin embargo el método del cambio en frecuencias es el más estudiado y publicado.

Un excelente sumario de técnicas y métodos basados únicamente en el corrimiento de
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frecuencias naturales es condensado en Salawu [43]. En 1978 Adams y otros. [44] y y

un año despúes Cawley y Adams [45] sistematizaron la búsqueda de daño en materiales

compuestos aunque sólo consiguen llegar al nivel 1 de detección. Comenzaron el análisis

con la proporción entre los cambios de frecuencia para dos modos vibratorios diferentes.

Una tabla de posibles posiciones de daño es considerada, y un término de error es de�nido

al comparar estos cambios con un modelo que tiene en cuenta el cambio local de rigidez

(debido a la �sura). El valor de la tabla que minimice el error es la ubicación buscada.

Friswell, y otros. (1994) [46] extiende la idea de Cawley y Adams [45] haciendo un análisis

estadístico. Juneja, y otros. (1997) [47] presentan una técnica llamada maximización de

contraste donde la idea es compatibilizar la respuesta de la estructura dañada con una

base de datos. También desarrollan una medida predictiva de la detectabilidad del daño.

Gudmundson, (1982) [48], Tracy y Pardoen, (1989) [49], y Penny, y otros. (1993) [50]

presentan otros avances para el método predictivo. Dicho método predictivo, que usual-

mente cae en el nivel 1 de identi�cación de daño, consiste en calcular cambios de la

frecuencia para un tipo de daño conocido. Generalmente, el daño es modelado matemáti-

camente, y luego para determinar la integridad estructural, las frecuencias detectadas

son comparadas con las frecuencias calculadas. Este método fue usado extensamente por

los investigadores de industria petrolera previamente mencionados.

2.1.1. Fallas en vigas tipo Bernoulli y Timoshenko

Los primeros modelos del continuo propuestos que incluían daño fueron publicados

por Christides y Barr en vigas tipo Euler-Bernoulli [32]. La idea básica era deducir un

sistema diferencial ordinario de viga dañada a partir de principios variacionales para la

discretización en elementos �nitos tipo método Hu-Washizu-Barr [34, 51]. La deducción

variacional hace posible incluir los efectos de disminución de rigidez en el entorno de la

�sura como una función de la posición y profundidad. Estudios sobre la precisión en el

método de detección a partir de las formas modales concluyen el resultado evidente que a

mayor número de modos utilizados mejor el grado de precisión en la detección [52]. Esto
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último tiene una desventaja ya que al utilizar modos normales de altas frecuencias la

teoría de Euler-Bernoulli diverge de los resultados experimentales lo que motiva modelos

un poco más complejos como vigas tipo Timoshenko como concluyen Christides y Barr

[32] y Shen y otros [53] [54].

2.2. Problema inverso

El problema inverso, que típicamente llega a Nivel 2 de identi�cación daño, consiste

en calcular los parámetros de daño, esto es, posición, profundidad o ambos en la �sura

como una función de los cambios de frecuencias naturales.

Stubbs y Osegueda (1990) [55,56] desarrollaron un método de detección de daño us-

ando la sensibilidad de cambios de frecuencia modales que se basa en trabajo de Cawley

y Adams (1979) [45]. En este método, una función de error para cada modo y cada

elemento estructural es computada asumiendo que un único elemento esta dañado. El

elemento que minimiza este error es el miembro dañado. Los autores señalaron que este

método de sensibilidad de cambio de frecuencia reposa en matrices de sensibilidad que

son computadas aparte usando Elementos Finitos. Este requisito eleva el costo computa-

cional incrementando la dependencia en la precisión del modelo numérico anterior. Para

vencer este inconveniente, Stubbs, y otros. (1992) [57] desarrollaron un método de in-

dexación de daño. Morassi (1997) [58] presento un método inverso para localizar daño

tipo muescas en pórticos de acero a través del cambio en las frecuencias modales. Este

estudio enfoca principalmente la atención en la exactitud de la con�guración estructural

sana referenciando cada frecuencia medida con la calculada.

Otros ejemplos de métodos inversos para los corrimientos de frecuencias modales

como indicaciones de daño se replantean en Adams, y otros. (1979) [44], Wang y Zhang

(1987) [59], Stubbs, y otros. (1990) [60], Hearn y Testa (1991) [61], Richardson y Mannan

(1992) [62], Narkis (1994) [63], Brincker, y otros. (1995) [64], Skjaerbaek, y otros. (1996)

[65], Al-Qaisia y Meneghetti (1997) [66] y Villemure, y otros. (1996) [67].
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2.3. Detección vía Formas Modales

West (1984) [68] presenta lo que es posiblemente el primer uso sistemático de la forma

modal para detectar la posición de daño estructural sin uso de un modelo de elementos

�nitos (según Carneiro [2] entraría en la categoría de detección sin modelo). El autor usa

criterios de correlación entre los modos de vibración de un alerón intacto del Orbitador

Espacial (Orbiter Space Shuttle) antes y después de que ha estado expuesta a carga

acústica para localizar el daño estructural. Mayes (1992) [69] presenta un método para

la localización del error del modelo basado en cambios de las formas modales conocido

como STRECH (structural translational y rotational error checking). STRECH puede ser

aplicado para comparar los resultados de una prueba con un modelo de elementos �nitos

o comparar los resultados de dos pruebas. Ratcli¤e (1997) [70] presenta una técnica

para localizar daño en una viga que usa una aproximación en diferencias �nitas de la

información de las formas modales. Cobb y Liebst (1997) [71] presentan un método para

�jar las posiciones optimas donde ubicar el (los) sensor (sensores) para identi�cación de

daño estructural basada en un análisis de sensibilidad. Una idea similar es presentada por

Skjaeraek, y otros. [72] que examina la localización óptima de la posición del sensor para

detectar daño estructural pero basado en los cambios en formas y frecuencias modales.

Yuen (1985) [73], Rizos, y otros. (1990) [74], Osegueda, y otros. (1992) [75], Kam y Lee

(1992) [76], Kim, y otros.(1992) [77], Srinivasan y Kot (1992) [78], Ko, y otros. (1994) [79],

Salawu yWilliams (1994, 1995) [80] y [81], Lam, y otros. (1995) [82], Salawu [83]; y Saitoh

y Takei [84] aportan otras técnicas al utilizar las formas modales para identi�car daño.

Otra idea interesante para detectar daño es estudiar las derivadas espaciales de las

formas modales ya que existe una clara dependencia de la curvatura con la tensión de

�exión. En 1991 Pandey, y otros. [85] demuestra que los cambios bruscos en la curvatura

de la forma modal pueden ser un buen indicador de daño para estructuras tipo viga. Los

valores de curvatura son computados directamente del desplazamiento de la forma modal

usando el operador de diferencias �nitas de punto central. Stubbs, y otros. [54] presenta

un método basado en la disminución en la energía de tensión modal (de�nida por la
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curvatura de las formas modales). Topole y Stubbs [86] y [87] examinan la viabilidad

de usar un set limitado de parámetros modales para la detección estructural de daño.

Stubbs y Kim (1996) [88] examinan la viabilidad de localizar daño usando esta técnica

sin implementar una puesta a punto previa de dichos parámetros modales.

2.4. Métodos de actualización de parámetros

Otra clase de métodos de identi�cación de daño se basan en la modi�cación del

propio modelo estructural como masa, rigidez y amortiguamiento para reproducir tan

estrechamente como sea posible la medición de la respuesta estática o dinámica de la

estructura sana (algunos autores llama a este proceso zero setting o ajuste a cero). Luego

estos métodos emplean los modelos actualizados o modi�cados para optimizar la posición

y morfología del daño comparando la solución de las ecuaciones de movimiento con los

datos medidos.

Algunos de estos modelos usan la idea de reemplazar las formas y frecuencias modales

del cuerpo dañado en las ecuaciones de movimiento del cuerpo sano. Al no tratarse del

mismo problema esos movimientos no serían solución del problema diferencial a menos

que se le incorpore al modelo una fuerza particular que haga vibrar la estructura de

esa manera. Luego si al modelo se le agrega el daño en alguna una ubicación y con

alguna magnitud, esa fuerza incorporada será función de estos parámetros. Por último

se tendría que minimizar dicha fuerza �cticia (o error). Smith y Beattie (1991a) [89],

Zimmerman y Smith (1992) [90], Hemez (1993) [91], y Kaouk (1993) [92] han publicado

revisiones de estos métodos. El problema es generalmente formulado como un problema de

multiplicadores de Lagrange o una optimización basada en penalidad. Kabe (1985) [93],

Baruch y Bar Itzhack (1978) [94], y Berman y Nagy (1983) [95] implementaron una

formulación común de la �Actualización del Problema Óptimo� que es esencialmente

minimización de la norma de Frobenius imponiendo nulidad en el error modal de fuerza.

Una variante de la actualización de parámetros a partir de formas y frecuencias
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modales es utilizar en forma directa la respuesta dinámica temporal. La ventaja de es-

ta técnica es que la información cruda posee valiosa información que no es reducida

al ser utilizada para calcular frecuencia o formas modales y que puede ser aplicada a

cualquier problema de detección de parámetros ya que no se presupone linealidad en el

fenómeno estudiado. Por supuesto esta gran ventaja acarrea consigo el defecto de deman-

dar un gran costo computacional. Defecto que por cierto cada vez lo es menos debido a

la continua evolución de la herramienta computacional. Qain y otros (1990) [96] propuso

un método basado en promedio móvil auto regresivo (en inglés: ARMA autoregressive

moving average) para estimar daño a partir de las máximas amplitudes en la respues-

ta temporal. Garcia y otros [97] Compararon las virtudes y defectos de las técnicas de

dominio temporal (ARMA) con las correspondientes al dominio en frecuencia. Banks y

otros. (1996) [20] desarrollaron un método basado en cuadrados mínimos de la respuesta

temporal para identi�car defectos circulares en vigas tipo Euler Bernoulli. Masri y otros.

(1996) [98] utilizaron redes neuronales arti�ciales entrenadas a partir de respuestas tem-

porales simuladas de especímenes dañados. Seibold y Weinert (1996) [99] propusieron

un modelo probabilístico basado en respuesta temporal para estudiar daño en un rotor.

Cattarius e Inman (1997) [100] propusieron un método de respuesta temporal para de-

tectar diferencias en la dinámica de estructuras sanas y dañadas sin hacer uso de modelo

alguno. Carneiro (2000) [2] utilizó la respuesta dinámica para detectar daño en vigas

rectas tomando en cuenta las distorsiones tensionales que causa la �sura.

Recientemente se ha innovado en modelos más completos en la dinámica de cuerpos

dañados e intentado variantes en las técnicas de detección. Atkinson y Aparicio 1999 [101]

proponen la detección de daño en estructuras bidimensionales estudiando el tensor de

energía � impulso. Dilena y Morassi 2002 [102] determinan la posición de la �sura a

partir de del cambio de los nodos en las formas modales. Kim y Stubbs 2003 [103]

detectan daño a partir de cambios en la energía modal. Owolabi y otros 2003 [104]

proponen técnicas para detectar daño múltiple a partir de cambios en frecuencias y

amplitudes reveladas en 7 puntos de una estructura tipo viga. Law y Lu 2005 [105]
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detectan daño a partir de la respuesta dinámica en algunos puntos de una viga, con esta

información reconstruyen la dinámica en todos los puntos de esta y luego vía problema

inverso aseguran detectar la posición y profundidad de la �sura. Patil, y Maiti 2005 [106]

implementan un método experimental para múltiples �suras. Mendes y Tadeo 2006 [107]

modelan la propagación y dispersión de una onda cuando incide en una �sura curva

en cuerpos tridimensionales. Rao y Rahman 2006 [108] presentan un modelo basado en

elasticidad lineal para identi�car daño en cuerpos funcionalmente graduados (functionally

graded materials) bidimensionales estudiando la intensidad de las tensiones en la zona

de la �sura. Peng y otros 2007 [109] emplean frecuencias no lineales para detectar daño.

Wang y He 2007 [110] implementan redes neuronales arti�ciales para identi�car �sura en

un domo curvo (represa)

2.5. Contacto

Desde el punto de vista teórico, la dinámica del contacto e impacto puede ser estudiada

de dos maneras:

-Contacto y colisión de cuerpos rígidos

-Contacto y colisión de cuerpos deformables.

El enfoque de la colisión de cuerpos rígidos se basa puramente en la Mecánica de

partículas y cuerpos rígidos de Newton donde se considera al impacto como un fenómeno

de duración in�nitesimal donde la pérdida de energía cinética en el rebote es modelada

por un factor conocido como coe�ciente de restitución. Las ecuaciones de movimiento son

resueltas hasta el instante antes en que comienza el choque y desde el instante después

que éste �naliza. Las características del tipo de rebote son obtenidas a partir de teoremas

de conservación de la cantidad de movimiento y de energía, ignorándose lo que ocurra

durante la propia colisión.

Desde el punto de vista de los cuerpos deformables, el impacto ya no es considerado

como un fenómeno instantáneo. En este enfoque, se toma en cuenta no sólo el intervalo
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�nito de duración del contacto, sino que además se considera las fuerzas involucradas,

tensiones internas, etc.

La Teoría de la Mecánica de Contacto de cuerpos elásticos nace en 1882 con la pub-

licación de Heinrich Hertz de su escrito clásico On the contact of elastic solids [111]. En

aquel entonces Hertz estaba trabajando como un auxiliar de investigación para Helinholtz

en el University de Berlín. Su interés en el problema fue animado por experimentos en

interferencia óptica entre lentes del vidrio. La pregunta trataba sobre que tipo de defor-

mación elástica de los lentes bajo la acción de la fuerza que los mantenían en contacto

podría tener una in�uencia signi�cativa en el patrón de interferencia. Es fácil de imagi-

nar cómo la hipótesis de un área de contacto elíptica pudo haber sido propuesta a partir

de las observaciones de de las franjas de interferencia. Su conocimiento de teoría poten-

cial electrostática le facultó a entender, por analogía, que una distribución elipsoidal - el

hertziano - de presión de contacto produciría desplazamientos elásticos en los dos cuerpos

que eran compatibles con un área de forma elíptica.

Hertz publico en su teoría en la Sociedad de Física de Berlín en enero de 1881 donde

los miembros de la audiencia entendieron rápidamente la importancia tecnología del tema

animándolo a que publique rápidamente su teoría en una revista técnica. Sin embargo

no se realizo ningún avance hasta empezado el siglo XX, seguramente animados por

el advenimiento del ferrocarril, maquinaria de engranajes cajas reductoras, o equipos

industriales.

La teoría Hertz está restringida para super�cies sin fricción y sólidos perfectamente

elásticos sometidos a pequeñas deformaciones. En la segunda mitad del siglo pasado,

grandes progresos se han realizado en la eliminación de estas hipótesis restrictivas a la

Mecánica de Contacto. Un tratamiento correcto de fricción ha posibilitado a la teoría

elástica quedar extendida para modelar deslizamiento y fricción de rodadura. Al mismo

tiempo que el desarrollo de las teorías de plasticidad y de viscoelasticidad lineal han posi-

bilitado examinar las tensiones y las deformaciones en el contacto de cuerpos inelásticos.

Algo sorprendente, en vista de la importancia tecnológica del tema, es que son pocos
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los libros sobre Mecánica de Contacto hasta el año 1980. En 1953 el libro, Contact

Problems in Theory of Elasticity, por L.A.Galin (en ruso existe traducción al ingles) [112]

muestra los nuevos rumbos de Muskhelishvili en mecánica de contacto de cuerpos elásticos

e incluso los Landau [113] incluye una sección donde estudia el problema de Hertz. Un

tratamiento moderno y completo del mismo campo fue escrito por Gladwell, Contact

Problems in Theory of Classical Elasticity, publicado en 1980 [114]. Estos libros excluyen

contacto de rodadura y están restringidos para sólidos perfectamente elásticos. En 1987

K.L. Johnson [115] publica el excelente tratado sobre la estática y dinámica del contacto

que incluye rodadura, lubricación, efectos dinámicos del impacto, efectos termoelásticos

y super�cies rugosas tratados desde el punto de vista analítico. Y más recientemente

Wriggers [116] en 2006 lo extiende al caso computacional.

En casos especí�cos donde el contacto se da en cuerpos muy duros contra cuerpos

blandos como goma contra vidrio se estudian fenómenos de ruido de deslizamiento por on-

das de tensión en [117]. Monerie y Raous 1998 [118] Estudian fenómenos de acoplamiento

entre adhesión y contacto unilateral entre interfases matriz/�bra con aplicaciones a mate-

riales compuestos. Distintos regimenes de fricción son estudiados en Challen y otros [119].

Utilizando estas teorías Chabrand y otros. [120] modelan fenómenos de plasticidad en el

conformado de metales y desarrollan varios modelos computacionales en [121]

Dados los enormes avances de las ciencias computacionales, sobre todo en lo que va

del siglo XXI, en los últimos años se han publicado una extensa cantidad de artículos y

trabajos relacionados con este tema [121]. Una centena de artículos referidos a la cuestión

matemática, numérica y computacional de la Mecánica de Contacto se pueden encontrar

en [122].

También es curioso que no se utilice la Mecánica de Contacto en la detección de daño.

El Autor de esta tesis no ha encontrado trabajo alguno sobre detección de daño donde

se modele el contacto en la fractura respiratoria a través de esta teoría. Sin embargo

Andreaus [123] y otros lo han aplicado simplemente para modelar la dinámica de una

viga recta dañada, pero no para detectar localización y magnitud de la �sura.
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2.6. Detección vía Algoritmos Genéticos

En detección de �sura Larson y Zimmerman [124] en el año 1993, propusieron una téc-

nica de búsqueda empleando Algoritmos Genéticos para la minimización de una función

de costo de�nida como las diferencia entre las frecuencias experimentales y numéricas

y sus correspondientes formas modales. Mares y Surace (1996) [125] usaron Algoritmos

Genéticos para minimizar la función objetivo que Smith y Beattie (en 1991), Zimmerman

y Smith (en 1992) propusieron [90]. Carlin y Garcia (1996) [126] investigaron la a�nación

óptima de un Algoritmo Génetico para la detección de daño usando modelos elementales

de masas y resortes. Ruotolo y Surace (1997) [127] aplicaron Algoritmo Genéticos para el

problema de grietas múltiples, y presentaron un estudio comparativo en el uso de difer-

entes funciones objetivos incluyendo frecuencias naturales, formas modales e información

de curvatura. Friswell y otros. (1998) [128] propusieron un método de diagnóstico de dos

etapas: Algoritmo Genéticos da la posición más probable de daño y luego utilizaron este

resultado como semilla para un método basado en gradientes para re�nar la posición y

determinar la magnitud del daño. Yap y Zimmerman (1998) [129] propusieron mejoras

en la programación.
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Capítulo 3

Detección de Fallas: Estudios

Preliminares

3.1. Introducción

En el presente capítulo se exponen someramente tres métodos examinados temprana-

mente por el autor sobre detección de daño mediante teorías técnicas, Redes Neuronales

Arti�ciales y Descomposición Ortogonal Propia. Las limitaciones que estos métodos pre-

sentan, motivan el desarrollo de un modelo muy general e interesante sobre la dinámica

y detección de fallas de cuerpos viscoelásticos dañados.

3.1.1. Problema Inverso y Series de Potencias

El esquema de detección basado en la teoría técnica de Bernoulli �Euler es resuelto

mediante series de potencias. El algoritmo de las series de potencias es una sistemati-

zación e�ciente para resolver problemas diferenciales ordinarios. Esta característica lo

hace apropiado para resolver el problema inverso de detección de daño.

En concreto, la falla es modelada como un resorte con una rigidez que depende de

la magnitud del daño. Se resuelve vía series de potencia el problema diferencial de auto

frecuencias descrito por este modelo. Esto es la solución del problema directo.
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La solución analítica en series de potencia es luego utilizada junto con los valores de

las frecuencias medidas de un experimento de una viga dañada, para dar por resultado

la posición y profundidad de la falla.

3.1.2. Detección vía Redes Neuronales Arti�ciales

La diferencia con el método anterior es que ahora no se dispone de ningún modelo

diferencial gobernante de la viga dañada. Pero por otro lado se necesita entrenar la

red neuronal con alguna información. La red Neuronal arti�cial con una capa oculta

es entrenada con resultados de más de 400 escenarios calculados por un modelo 2D de

elasticidad lineal resuelto por elementos �nitos.

3.1.3. Detección vía descomposición ortogonal de Karhunen-

Loève

Existe una técnica llamada de descomposición ortogonal de Karhunen-Loève que el

autor ha estudiado (ver [130]). Dicha técnica podría implementarse en el problema de

detección de daño para cuerpos que sufran grandes deformaciones e incluso contacto en

la falla.

3.2. Problema de vibraciones de una viga con un re-

sorte intermedio (Teoría Técnica)

La in�uencia de la falla es simulada como una disminución de la rigidez en la zona

dañada. Se introduce un resorte de constante k� en el modelo. La viga tiene una densidad

� y una constante elástica E. Se considera a la viga como compuesta por dos tramos L1

y L2 unidos por el resorte (ver Figura 3-1). Las ecuaciones gobernantes son:

v
0000

1 � 
21v1 = 0; v
0000

2 � 
22v2 = 0 (3.1)
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Figura 3-1: Esquema de la viga y el modelo de fractura simulado por un resorte de
constante k

con las siguientes condiciones de borde

v1(0) = 0; v01(0) = 0; v002(1) = 0; v0002 (1) = 0

v1(1) = v2(0);
EJ1
L1
v001(1) + k

h
v01(1)
L1

� v02(0)
L2

i
= 0

(3.2)

Se introducen los suguientes parametros adimensionales: x1 = X1=L1; x2 = X2=L2;

0 � X1 � L1; 0 � X2 � L2; 0 � x1 � 1; 0 � x2 � 1; 
2j = �Fj!
2L4j=EJj (j = 1; 2)

donde Fj y Jj son el área y el momento de inercia de la sección normal de cada tramo,

respectivamente y v1(x1) y v2(x2) son la elástica de cada tramo, ! es la frecuencia angular

y 
1, 
2 son las frecuencias adimensionales. Los símbolos (0) en las Ec.(3.1) y Ec.(3.2)

denotan derivadas ordinarias respecto de x1 o x2:

3.3. El problema directo e inverso

En el problema directo la constante del resorte y su posición son los datos de entrada

y la frecuencia los de salida. Si se proponen series de potencias para v1(x1) y v2(x2)

v1(x1) =

NX
i

Aix
i
1; v2(x2) =

NX
i

Bix
i
2; N !1 (3.3)
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que luego de ser introducidas en las ecuaciones de movimiento (3.1) y (3.2) se obtiene:

B0 =
X

Ai;
k

�
B1 =

X
'2iAi+2 + k

X
'1iAi+1;

2



�2
B2 =

X
'2iAi+2; 6




�3
B3 =

X
'3iAi+3 (3.4)

Ai+4 = 

2
1

Ai
'4i
; Bi+4 = 


2
2

Bi
'4i

donde 'ln = (n + l)!=n! con l; n números enteros, � = L1=L2; � = L1=(L1 + L2); 
 =

EJ2=(EJ1). Estas son las ecuaciones necesarias para construir la solución en series de po-

tencias. El dato de entrada son la constante del resorte k, y su posición � o los parámetros

de frecuencias 
�s. Dando uno de ellos el otro es calculado como valor propio.

Para resolver el problema inverso, se miden las primeras tres frecuencias naturales

(obtenidas en forma experimental) de la viga �surada. Luego de introducirlas en el algo-

ritmo de series de potencias se obtienen tres curvas de � vs k. La posición y constante del

resorte se consiguen donde estas tres curvas se intersecan. El parámetro � es proporcional

a L1 y la constante k esta relacionada con la profundidad de la �sura en por la Mecánica

de Fisura (ver [131]).

Como ilustración de esta técnica se proponen dos ejemplos. El primero consiste en

una simulación computacional de una viga 2D en elementos �nitos y el segundo en un

experimento de una barra �surada. La �sura se modela como una muesca. El paquete

comercial ALGOR R
 de elementos �nitos se emplea para simular el caso del primer

ejemplo. Los datos de la viga de sección transversal uniforme son: largo L = 100 cm,

sección rectangular uniforme con un alto de 5 cm y una profundidad de 1 cm, un módulo

elástico E = 2:1 � 1011 N/m2 y coe�ciente de Poisson de � = 0:3. El parámetro de

frecuencia es 
 = !L2
p
�A=EJ:

Caso 1: Se trata de una �sura con una profundidad de hc = 1cm. Caso 2: hc = 2cm.

Caso 3 hc = 3cm. En todos los casos el modelo 2D de elementos �nitos se construye

con una �sura tipo muesca de 2 cm de espesor posicionada en � = L1=L = 0:4. Las
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Figura 3-2: Curvas de � vs k para el Caso 1

tres primeras frecuencias calculadas por el modelo de elementos �nitos, son introducidas

en el algoritmo de series de potencias para dar las tres curvas de k vs �. La Figura 3-2

muestra las tres curvas del primer caso. Los otros dos casos son similares. Los puntos de

intersección dan los valores de k y �. El valor de la profundidad se obtiene de la formula

k = Ebh2=[72�f(r)] con f(r) = 0:6384r2 � 1:035r3 + 3:7201r4 � 5:1773r5 + 7:553r6 �

7:3324r7 + 2:4909r8: Los resultados de detección se muestran en la Tabla 3.1 donde los

errores son calculados por

errorxc =
(x�c � xc)

L
; errorhc =

(h�c � hc)
h

(3.5)

donde xc = L1 es la posición de la �sura.
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Caso 
1 
2 
3 k
Valores detectados
� hc

1 3.4905 21.7876 61.2885 23.63 0.4 (0%) 0.906(-1.9%)
2 3.3980 20.9411 59.9480 4.87 0.402(0.2%) 1.901(-1.98%)
3 3.1526 19.1435 57.2844 1.41 0.4(0%) 3.111(2.22%)

Tabla 3.1: Detección de fractura vía series de potencias

Figura 3-3: Esquema de la red neuronal y sus capas

3.4. Detección de daño por Redes Neuronales

Las Redes Neuronales Arti�ciales son otro enfoque diferente al método anterior. En

este caso no se dispone de un sistema de ecuaciones gobernantes como en el caso anterior.

La Red Neuronal Arti�cial es entrenada sin embargo con un modelo de elementos �nitos

que genera unos 400 escenarios de daño diferente. Estos casos se presentan en forma des-

ordenada para entrenar la red neuronal. Muchos parámetros de las redes neuronales son

modi�cados, como el número de neuronas de la capa oculta, la velocidad de aprendizaje

y el número de casos que usa para la validación (Figura 3-3).

Finalmente se presentan algunos resultados experimentales de una viga empotrada �

libre, de largo L = 0:50 m con la �sura ubicada en 0:2 m desde el empotramiento con una

profundidad de 0:0148 m. Las primeras cuatro frecuencias detectadas experimentalmente

son introducidas en la red neuronal entrenada con los 400 casos antes mencionados. Estas
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Una sola red neuronal
Dos salidas, 30 neuronas

Dos redes neuronales
una salida cada una,

30 neuronas

Dos redes neuronales
una salida cada una,

50 neuronas
xc = 0:258(14%) xc = 0:255(5%) xc = 0:281(9%)
hc = 0:0133(10%) hc = 0:01584(7%) hc = 0:01457(1:5%)

Tabla 3.2: Detección experimental de daño para una viaga mediante Redes Neuronales

frecuencias de valores 67:5; 358; 1187 y 2300 Hz son introducidas en la red neuronal

entrenada y ésta retorna los valores de posición y profundidad de la �sura. Los resudados

son detallados en la Tabla 3.2. Notable es el aumento del error en la posición de la

fractura el ultimo caso, esto es debido a un sobre entrenamiento de las redes neuronales.

Como es sabido: una red neuronal arti�cial mayor no asegura una mejor predicción de

los resultados buscados

3.5. Detección de daño por Descomposición Ortogo-

nal

Supongamos que se pudiera medir el desplazamiento para un intervalo de tiempo de

una gran cantidad de puntos de un cuerpo �surado. La técnica de reducción de Karhunen-

Loève consiste en construir una base de funciones en un espacio de Hilbert que contenga

gran parte de la información que tiene la solución de un problema diferencial espacial y

temporal en algunas pocas funciones. El método de construcción de estas funciones bases

es la siguiente: sea u(xi; yj; zk; t) el vector de desplazamientos de cada punto xi; yj; zk que

son los puntos de una malla prede�nida de un cuerpo posiblemente dañado (puntos

donde se colocarían los sensores que medirían movimiento), i = 1::Nx; j = 1::Ny; k =

1::Nz: Si los sensores detectan este movimiento en esos puntos del cuerpo, se tendrán

3�Nx�Ny�Nz = N puntos muestrales por cada instante de tiempo. Sea M el número

de instantes de tiempo que los sensores miden el movimiento. Si ordenamos la dinámica

de estos puntos de la forma

u1(t); u2(t); :::uN(t) (3.6)
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para cada instante de tiempo, se puede escribir:

U = [u1;u2; :::uN ] =

0BBBBBB@
u1(t1) u2(t1) � � � uN(t1)

u1(t2) u2(t2) � � � uN(t2)
...

...
. . .

...

u1(tM) u2(tM) � � � uN(tM)

1CCCCCCA : (3.7)

Suponiendo que el sistema es ergódico, esto es, que los promedios temporales sean equiv-

alentes a los promedios generales y así poder calcular la media.

E[u] =
1

M

0BBBBBB@

PM
i=0 u1(ti)

PM
i=0 u2(ti) � � �

PM
i=0 uN(ti)PM

i=0 u1(ti)
PM

i=0 u2(ti) � � �
PM

i=0 uN(ti)
...

...
. . .

...PM
i=0 u1(ti)

PM
i=0 u2(ti) � � �

PM
i=0 uN(ti)

1CCCCCCA
luego con la media se calcula

V = U� E[u] (3.8)

y por ultimo calculamos la matriz

R =
VTV

M

llamada matriz de correlación.

La matriz R por su construcción es simétrica y de�nida positiva; por lo tanto sus

autovalores son reales y positivos y sus autovectores ortogonales.

El algoritmo de implementación puede sintetizarse como sigue:

1- Dado un conjunto de datos u(x; t) se discretiza en M instantes de tiempo y en N

puntos del espacio.

2- Se calcula el promedio temporal y se construye la matriz E[u]:

3- Con la matriz E[u] y la matriz U se obtiene la matriz V:

4- Con V se construye la matriz de correlación R:

5- Se calculan los autovalores y los autovectores.
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Figura 3-4: Bases empíricas de Karhunen-Loève para una viga dañada. Primeros cuatro
modos Empíricos. Las �echas indican la región dañada

Los autovectores son las bases de Karhunen-Loève que son a veces llamados modos

normales no lineales del problema estudiado. Si la dinámica vibratoria fuera lineal, las

funciones de Karhunen-Loève coincidirían con las formas modales. Esta técnica presenta

un método de medir modos normales de vibración en forma experimental si el fenómeno

estudiado fuera lineal y modos empíricos no lineales si la dinámica fuera no lineal.

Sea cual fuera la dinámica, es de esperar que un quiebre en el lugar de la �sura se

mani�este en las bases empíricas de Karhunen-Loève.

La Figura 3-4 muestra la �bra media de los primeros cuatro modos empíricos de

Karhunen-Loève para una viga empotrada- libre de largo L = 0:5 m; sección rectangular

uniforme con un alto de 5 cm módulo elástico E = 2:1� 1011 N/m2 y un coe�ciente de

Poisson de � = 0:3: La base fue calculada de la simulación de la dinámica vibratoria de

una viga que tiene en cuenta el fenómeno de contacto en la �sura, con una cantidad de

puntos N = 100 y M = 100 instantes de tiempo que completan dos períodos del modo

fundamental de la correspondiente viga sana. Se puede observar un quiebre en x = 0:35m
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que es precisamente la ubicación de la �sura. El modelo con el que se simula la dinámica,

será explicado en el próximo capítulo.

3.6. Discusión

Los métodos presentados en este capítulo exhiben la virtud de ser extremadamente

simples y muy precisos, y la desventaja de no ser aplicables para tratar problemas más

complejos. En los dos primeros casos analizados se detecto daño a nivel tres con preci-

siones similares en modelos lineales. Si la �sura se cerrara, existiría contacto, produciendo

un fenómeno muy complejo de vibro impacto, tornando el movimiento en no lineal; dando

por resultado un número tan grande de frecuencias de resonancia que tornaría inaplicable

el método. Precisamente en el último caso (descomposición ortogonal) se detecta daño a

nivel 2 en un espécimen cuya dinámica es no lineal por causa del contacto en la �sura.

Téngase en cuenta que la técnica de Karhunen-Loève presenta la desventaja de tener

que disponer de mediciones en una gran cantidad de puntos para detectar el quiebre que

indica la posición de la �sura.

La imposibilidad de utilización de estas técnicas a problemas más complejos donde

existan no linealidades geometrías y materiales, y se disponga de una cantidad reducida

de puntos donde se midan las respuestas dinámicas, motiva teorías más generales que se

trataran en los próximos capítulos.
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Capítulo 4

Ecuaciones de movimiento

4.1. Introducción

En este capítulo se plantean las ecuaciones de movimiento para desplazamientos y

deformaciones �nitas, sus condiciones de borde e iniciales para uno o más cuerpos de

formas arbitras en dos y tres dimensiones. El tratamiento se hace para cuerpos de tipo

elástico y visco elástico. Se proponen modelos constitutivos de tipo lineal y no lineal. Ya

que se trata de problemas de Elasticidad Finita, se distinguen y se comparan las ventajas

de un planteo en la representación material (o lagrangiana) y la espacial (o euleriana). El

objetivo de este capítulo es doble ya que se formula el sistema de ecuaciones en derivadas

parciales para deformaciones �nitas (altamente no lineal) así como el modelo de contacto

unilateral entre dos o más cuerpos, o entre diferentes partes de un mismo cuerpo.

En los capítulos siguientes se utilizarán estos modelos para estudios computacionales

de los efectos de fricción como es la inestabilidad en el paso intermitente de la fricción

estática a la dinámica (micro slip and creep o stick-slip), rodadura e impacto y sus efectos

dinámicos. Así también se aplican estos modelos de contacto a cuerpos �surados para

incluir los efectos respiratorios del abrir y cerrar de la �sura que eventualmente podrían

ocurrir.
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4.2. Modelo bi y tri-dimensional para Deformaciones

Finitas

4.2.1. Ecuaciones de movimiento

El planteo de las ecuaciones gobernantes se realiza en el marco de la Mecánica del

Continuo en la representación lagrangiana o material con algunas ventajas respecto del

planteo euleriano o espacial para problemas de mecánica de sólidos. Por ejemplo, si el

problema del continuo está dado en la con�guración euleriana se plantean además de las

ecuaciones de movimiento (Ecuación de Cauchy) [18] (en notación directa) [37], [38]

rx � � + �b = �a (4.1)

la correspondiente a la conservación de masa

d�

dt
+ �rx � v = 0 (4.2)

donde � es el tensor de tensiones de Cauchy � es la densidad de masa, b son las fuerzas

de cuerpo y a y v son los campos de aceleración y velocidad respectivamente. Téngase en

cuenta que tanto a como v y d�
dt
están calculadas como derivadas materiales, lo que im-

pone una fuerte no linealidad en las ecuaciones diferenciales. Por ejemplo d�
dt
= @�

@t
+v �r�:

Los símbolos (rx) o (rx�) se re�eren respectivamente al gradiente o divergencia toma-

dos respecto de las coordenadas espaciales (x). No es ésta la principal di�cultad de tal

enfoque, ya que si el cuerpo realiza desplazamientos �nitos en el espacio, el planteo de

las ecuaciones de contorno es un problema que parece inconsistente ya que la posición

misma es una de las incógnitas del movimiento. Sin embargo existen técnicas de actual-

ización cuasi-estáticas de la posición del contorno que regularizan el problema [5] [19].

En cambio, si el problema se presenta en la con�guración lagrangiana o material sólo se
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tendrá que resolver el problema de movimiento [40]:

rX �P+ �0b = �0A (4.3)

donde P [36], es el primer tensor de tensiones de Piola - Kirchho¤, �0 = �(X; t0) es la

densidad en la con�guración inicial y A = _V = @V
@t
= @2x

@t2
(x = x(X;t) es el vector de

posición) es el campo de aceleraciones que es simplemente la derivada parcial del campo

de velocidades. Ahora los símbolos (rX) o (rX �) se re�eren respectivamente al gradiente

o divergencia tomados respecto de las coordenadas materiales (X)

En este esquema las condiciones de contorno son impuestas en el contorno inicial (cuya

posición por hipótesis es conocida), quedando el planteo del problema de contorno, junto

con las condiciones iniciales y las ecuaciones de movimiento consistentemente planteado.

Una vez resuelto dicho problema diferencial, tanto la posición del contorno como cualquier

parte del cuerpo será conocida.

Como se sabe el tensor P no es simétrico. Además es de difícil interpretación física.

Puede introducirse el segundo tensor de Piola - Kirchho¤, que en cambio es simétrico,

y viene dado por P = FS donde [F]ij = @xi=@Xj es el tensor gradiente de deformaciones,

xi es la i�ésima componente del vector de posición (campo espacial), Xj es la j�ésima

componente del campo material X: Luego las ecuaciones de movimiento son:

rX � (FS) + �0b = �0A: (4.4)

Falta relacionar S con el propio movimiento para cerrar el problema diferencial que

tiene por incógnita al vector x:

Las relaciones entre los tensores de tensiones P; S y � son

F � S =(detF) � (F�1)T = P (4.5)

En el Apéndice A se detalla como se obtiene estas relaciones entre los tensores de tensión
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P; S y � y cual es la de�nición de cada uno de ellos.

Por ultimo, la ecuación de continuidad de la masa (4.2) es transformada a la repre-

sentación material (o lagrangiana) de la siguiente manera. Dado que la masa se calcula

así

m =

ZZZ
v

�(x; t) dv =

ZZZ
V

�0(X; t) dV (4.6)

donde dv y dV son los elementos de volumen espacial y material respectivamente, y

teniendo en cuenta el movimiento x = x(X; t)

ZZZ
v

�(x(X; t); t) dv =

ZZZ
V

�(X; t) JdV (4.7)

donde J es el jacobiano de la transformación que coincide con el determinante del gradi-

ente de deformaciones J = det(F): Ahora si se compara (4.6) con (4.7):

ZZZ
V

�(X; t)J � �0(X; t) dV = 0

y ya que el volumen V es arbitrario se deduce que:

�(X; t) = �0=J (4.8)

Como se puede observar, la ecuación (4.8) esta desacoplada de las ecuaciones de

movimiento (4.4). Luego la densidad actual es calculada una vez encontrada la función

de movimiento x = x(X; t):

4.2.2. Ecuaciones constitutivas

Si se abandona el modelo lineal de los materiales Hookeanos para entrar en modelos de

deformaciones �nitas, se podrá ver que el tipo de ecuaciones constitutivas es un universo

de gran variedad [18]. Truesdell [14, 35], de�ne tres grandes familias, todas ellas consis-

tentes con la elasticidad lineal cuando se toman deformaciones in�nitesimales: materiales
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�elásticos�, �hiperelásticos� e �hipoelásticos�. En el Apéndice B se de�nen y detallan

los materiales elásticos, hiperelásticos e hipoelásticos. A los �nes prácticos de esta tesis

basta decir que se tendrán en cuenta materiales elásticos, hiperelásticos y viscoelásticos

con ecuaciones constitutivas del tipo:

S = g0(E; _E) (4.9)

donde [E]ij =
1
2

�
@ui
@Xj

+
@uj
@Xi

+ @uk
@Xi

@uk
@Xj

�
es el tensor de deformación �nita lagrangiano (de

Green). Como es costumbre, los índices repetidos indican suma de 1 a 3, en este caso el

índice k; y u = x(X;t)�X es el vector de desplazamiento.

En particular se utilizarán:

S = � tr(E)I+ 2
E (4.10)

donde � y 
 son constantes. La (4.10) es conocida también como modelo material de St.

Venant�Kirchho¤ (ver [14]). Un modelo interesante y simple de material hiperelástico es

el Neo-Hookeano compresible que está de�nido por

S = 

�
I�C�1�+ � (ln J)C�1 (4.11)

donde � y 
 son constantes,C = FT �F es el tensor de deformación de Green y J = det(F).

Incluso si se toma J = 1 en la Ec.(4.11) se tiene un material Neo-Hookeano incompresible.

4.2.3. Amortiguamiento

Existen dos tipos de amortiguamiento: interno y externo. El primero representa los

efectos de la viscosidad en el seno del cuerpo, por lo que se tendrá que modelar como

una ecuación constitutiva para el tensor S. El segundo por efectos de fricción contra el

medio deberá modelarse en las condiciones de borde de tipo natural, como una tensión

que dependerá de la velocidad de dicho contorno. Generalmente la fricción externa está
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relacionada a la resistencia del aire o al rozamiento seco contra otro cuerpo, es por eso que

se modela como condición de contorno. Por el contrario la fricción interna corresponde a

la disipación del propio material, es decir, corresponde a la viscoelasticidad.

En el Capítulo 6 se implementara la técnica de detección de daño utilizando la teoría

recién expuesta para un espécimen real a través de un experimento. Al existir tanto disi-

pación interna como externa en este cuerpo, se plantea la necesidad de investigar que

clase de ley constitutiva se puede implementar para modelar este fenómeno. Coleman y

Mizel [13] han desarrollado una teoría muy interesante sobre la existencia de las ecua-

ciones calóricas de estado que limita las posibles formas que puede adoptar las ecuaciones

constitutivas sin violar la Termodinámica de los Medios Continuos. Sin embargo los de-

sarrollos dados por ellos re�eren todo el estudio a la descripción euleriana de la mecánica.

En el Apéndice C el autor de esta tesis desarrolla en detalle la teoría en referencia la-

grangiana, que Coleman y Mizel [13] presentaron en referencia euleriana, que justi�ca la

forma funcional de la parte visco elástica de la constitutiva dada por la Ec.(4.9)

Se propone una relación del tipo lineal

Sd = �int _E (4.12)

donde �int � 0 es un coe�ciente de disipación interna. Justamente la Ec.(4.12) es la

forma funcional que se adoptara en la parte disipativa de la ecuación constitutiva en el

experimento del Capítulo 5. La termodinámica impone (ver Apéndice C Ec�s.(C.48) y

(C.49)) solamente que el coe�ciente �int � 0:

En el Apéndice C de restricciones de la termodinámica a las ecuaciones constitutivas se

demuestra el conjunto de restricciones que la termodinámica impone a la forma funcional

de la Ec.(4.12). Y es este análisis el que da un marco riguroso en la forma funcional entre

las tensiones, las deformaciones y las velocidades de deformación cuando se trate de

problemas visco elásticos (disipación interna). Para ello se transformaron las ecuaciones

de balance de masa, momento, energía y segundo principio de la Termodinámica a la

forma material. Como es mencionado más arriba, la ventaja de esto es un tratamiento
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homogéneo en el que todas las integrales son sobre el mismo dominio.

4.2.4. Condiciones de Borde

Tal como se aclaró antes, la ventaja de un planteo en coordenadas lagrangianas, es

el de aportar condiciones de borde impuestas sobre el contorno del cuerpo indeformado,

aunque éste efectué movimientos �nitos. Es decir, la condición impuesta en el contorno

material puede ser función de las coordenadas espaciales y del tiempo. Esta característica

es la principal ventaja de plantear el problema en la descripción lagrangiana para el

problema de contacto.

Las condiciones de borde pueden ser del tipo geométricas (Dirichlet) donde se especi-

�ca el valor de cada componente del vector u o x; o naturales donde se especi�ca el valor

de cada componente del vector tensión. Si el vector desplazamiento u o x es prescripto

en una parte de la super�cie del contorno (@V 1) y la tensión es dada en la otra parte

(@V 2), luego

x(@V 1) = �x (4.13)

t0(@V
2) = �t0 (4.14)

Con el objeto de aclarar la generalidad del tipo de condiciones de borde que se pueden

aplicar, consideraremos el ejemplo de un péndulo �exible, ejemplo que en el capítulo

siguiente será estudiado mediante simulaciones para probar la potencia y alcance de la

teoría.

Para un péndulo libre se imponen tensiones nulas para todo punto del contorno que

no sea el punto de pivote (p) y desplazamiento nulo en el propio pivote (p) (ver Figura

4-1).

t0 = 0 (4.15)

u(p) = 0 (4.16)
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Figura 4-1: Condiciones de borde para un péndulo. El vector tensión t es nulo para todo
punto que no sea el propio p. En este punto, punto p es nulo el vector desplazamiento
u(p) = 0

Si en cambio quisiéramos estudiar un péndulo que cuelga de un punto que se mueve

en el plano según una curva, se impondrían condiciones del tipo

t0 = 0 (4.17)

u(p) = cx(t)ex + cy(t)ey (4.18)

con ex y ey versores según x e y. Si además quisiéramos incluir una fuerza (tensión) que

dependa de la posición actual del borde tendríamos

t0 = tx(x; y)ex + ty(x; y)ey (4.19)

u(p) = cx(t)ex + cy(t)ey (4.20)

4.3. Modelos de contacto

Ya disponemos de las ecuaciones y las condiciones de borde de un cuerpo elástico y

visco elástico para deformaciones �nitas. En esta sección se presenta un modelo de con-
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Figura 4-2: Esquema del contacto entre un cuerpo duro y liso (arriba) contra uno blando
y áspero (abajo).

tacto unilateral entre cuerpos sometidos a deformaciones arbitrarias con la intención de

aplicarlo luego al contacto de la �sura que abre y cierra. Este tipo de problemas presenta

grandes di�cultades debidas en parte a las no linealidades y en parte a la di�cultad de

plantear y resolver un problema de restricciones de naturaleza no holonómica como el

aquí presente (ver por ejemplo [132]). La regularización a un problema holónomo lo hace

resoluble y abre las puertas a modelos complejos de fricción, adhesión, etc.

4.3.1. Super�cie real de contacto

La super�cie real de contacto entre dos cuerpos es de tipo parcial entre las asperezas

de ambos. A media que las presiones entre los cuerpos aumentan, las irregularidades de

los bordes se deforman aumentando el área de contacto. la Figura (4-2) esquematiza esta

situación.

No sólo el aspecto mecánico está presente en el contacto; también existen reacciones

químicas, efectos eléctricos y térmicos que en este desarrollo no se tendrán en cuenta. En

el presente trabajo tampoco se considerarán aspectos tribológicos físico-químicos.
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Figura 4-3: Esquema del contacto entre un cuerpo deformable contra un obstáculo rígido.

4.3.2. Contacto unilateral

Como primer acercamiento al modelo de contacto supongamos que un cuerpo de-

formable interactúa con obstáculos rígido y �jo. La condición de contacto es que no

exista penetración de dicho cuerpo deformable contra el obstáculo rígido.

Problema de Signorini

Sea un cuerpo B que ocupa un lugar 
 en el espacio (o en el plano). El cuerpo B

tiene un contorno � = �F [ �D [ �C su�cientemente suave y está en contacto con otro

cuerpo R que es rígido y está �jo en el espacio. La parte �F del contorno � corresponde

al borde donde las tensiones son prescritas (condiciones naturales del problema 4.3). �D

corresponde a la parte del contorno donde los desplazamientos son prescritos (condiciones

geométricas) y �C corresponde a la parte que está en contacto con el cuerpo rígido R

(ver Figura 4-3)

En la región de contacto entre estos dos cuerpos �C los desplazamientos v (diferencia

de la coordenada del punto del contorno del cuerpo deformable y el correspondiente
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al cuerpo rígido con el que hará contacto v = xB � xR ver Figura 4-3) y tensiones tc
se pueden descomponer en una dirección normal y una tangencial a �C de la siguiente

manera

v = vN en + vT et (4.21)

tc = tcN en + tcT et (4.22)

donde en y et son los versores normal y tangencial a 
 en la zona �C : En la Figura 4-3

esquematiza el contacto de un cuerpo �exible contra uno rígido.

El problema de Signorini (contacto unilateral) es formulado como sigue:

vN � 0

tcN � 0

uN tcN = 0

9>>>=>>>; (4.23)

Es fácil ver que las condiciones de Signorini (4.23) se satisfacen sólo por las siguientes

dos posibilidades

1. No hay contacto ) vN � 0 y tcN = 0

2. Sí hay contacto ) vN = 0 y tcN � 0

Las condiciones (4.23) forman un problema no continuo o no suave ya que tcN es

una aplicación multivaluada del campo vN (o simplemente tcN no es función de vN).

Desde el punto de vista de la Mecánica Analítica [4], las condiciones de Signorini forman

un problema de ligaduras no holonómicas dadas por desigualdades. Esto se re�eja en el

hecho de que ni las tensiones ni la propia super�cie en contacto son conocidas antes de

resolver el problema. Si éste fuera resuelto, podrían calcularse de la propia deformación

pero son necesarios para el planteo clásico del problema de contorno. En otras palabras:

en la Mecánica de Medios Continuos es necesario conocer las condiciones de contorno

para poder resolver el problema, pero por otro lado, el problema de Signorini da a las
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Figura 4-4: Ley de Signorini

condiciones de contorno el carácter de incógnita. En la Figura 4-4 se puede observar el

carácter multivaluado de la restricción dada en 4.23.

Extensiones del problema de contacto

Contacto entre dos cuerpos deformables

En deformaciones y desplazamientos in�nitesimales es posible resolver muy fácilmente

el problema de contacto haciendo un cambio de variables al problema de Signorini (4.23)

que ahora es doble (uno para cada cuerpo)

d(x1; x2) � 0

tcN1 � 0

x1 tcN1 = 0

9>>>=>>>;
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d(x2; x1) � 0

tcN2 � 0

x2 tcN2 = 0

9>>>=>>>;
donde d(x1; x2) es la distancia entre los puntos espaciales x1 que corresponde al cuerpo

1 y el x2 que corresponde al 2. Cuando se aceptan desplazamientos in�nitésimos los

versoresN2 = �N1 y el par de puntos x1 y x2 son conocidos antes de resolver el problema

encontrándose sobre la normal a cada super�cie.

Si en cambio los desplazamientos o las deformaciones fueran �nitas, ya no se sabrá qué

par de puntos harán el contacto ni los correspondientes versores normales. En ese caso

se tienen que calcular la menor de las distancias entre todos los puntos de la super�cie

de cada cuerpo con respecto a la super�cie del otro y evaluar los vectores normales a ese

par de puntos de distancia mínima para todo tiempo.

m��n(d(x1; x2)) � 0

tcN1 � 0

x1 tcN1 = 0

9>>>=>>>;
m��n(d(x2; x1)) � 0

tcN2 � 0

x2 tcN2 = 0

9>>>=>>>;
(4.24)

Regularización del problema no holónomo de Signorini

La ley de contacto (4.23) formulada en el apartado anterior es de carácter no holónomo,

ya que no existe una ecuación regular de restricción dada por una igualdad. En lugar de

ello el problema de contacto tiene una restricción dada por un conjunto de desigualdades.

Además, cuando se presenta el contacto, el valor de la tensión no está de�nido y, cuando

no se establece, no está de�nido el valor del desplazamiento. Esta alternancia entre una

condición de tipo natural con otra del tipo geométrica es lo que le da el carácter de

no regular al problema del contacto ya que es incógnita del problema conocer en qué
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Figura 4-5: Regularización del problema de Signorini

momento vale una u otra.

La idea de la regularización del problema de contacto consiste en remplazar la condi-

ción rígida 4.23 por una suave o regular. Se reemplaza el problema de restricción no

holonómica por un problema sin ligaduras. La condición de contorno siempre será del

tipo natural, imponiendo una relación funcional entre tensión y desplazamiento

tcN =

8<: �k (vN)m si vN > 0

0 si vN 6 0
(4.25)

donde k es un número lo su�cientemente grande de manera que el problema dado por la

tensión dada en (4.25) se aproximará a (4.23).
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4.3.3. Fricción

Fricción de Coulomb

Este modelo fue introducido por Amontons en 1699 [133] y luego fue desarrollado por

Coulomb en 1785 [134]. Sin embargo el carácter global, por tratarse de cuerpos rígidos,

daba a este modelo una aproximación muy burda. Sin embargo cuando se aplica a cuerpos

deformables, este modelo resulta más realista, pudiéndose reproducir fenómenos como el

llamado �stick and slip�que es la alternancia entre fricción estática y dinámica. La fuerza

de rozamiento que un cuerpo ejerce sobre otro, es siempre menor o igual a un factor por

la fuerza normal a la super�cie de contacto (llamada fuerza de contacto entre los dos

cuerpos). Esta fuerza de fricción es además colineal con dicha super�cie de contacto y en

sentido contrario a la velocidad con que los dos cuerpos deslizan.

tT � �tN

8<: si tT < �tN ! _vT = 0

si tT = �tN ! _vT = ��tT
(4.26)

donde � (no confundir con el coe�ciente de Lame) es el coe�ciente de fricción, � un

número real y _vT es la componente tangencial de la velocidad. Como se puede observar,

la ley de rozamiento tiene que ser expresada no sólo en términos de la fuerza normal,

sino también de la velocidad ya que depende de la evolución previa. La fricción estática

estará contenida en la anterior ley (4.26)

Regularización del modelo de Coulomb

La ley de fricción formulada en el apartado anterior es de carácter no regular, ya que

no existe una forma funcional unívoca que relacione tT = tT ( _vt) para todos los valores de

la velocidad. Por ejemplo cuando la velocidad es nula no está de�nida la fuerza de fricción.

Para esta situación la dependencia funcional de dicha fuerza de fricción es con respecto

a otras cantidades cinemáticas; de hecho será igual y opuesta a la fuerza que tienda a

hacer deslizar un cuerpo sobre el otro. Sin embargo esta ley se puede regularizar [132],
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Figura 4-6: Ley de Fricción de Coulomb

aproximándola con una función �( _vT ) similar a un escalón, de tal forma que la ley de

fricción se puede escribir así

tT = ���"( _vT ) jtN j (4.27)

donde " es un parámetro que al tender a cero hace que �"( _vT ) ! step( _vT ) por ejemplo:

�1"( _vT ) =
_vTp
_v2T+"

2
; �2"( _vT ) = tanh _vT

"
son distintas maneras de regularizar el problema

(4.27). En esta tesis se usa:

�3"( _vT ) =

8>>><>>>:
�1 si _vT < �"

_vT
2"
si � " < _vT < "

1 si _vT < "

(4.28)

Desde el punto de vista numérico esta aproximación será valida tomando un " lo

su�cientemente pequeño. Es fácil ver que el l��m"!0 �
1;2;3
" ( _vT ) = step( _vT ):

Como corrientemente se acepta, la fricción por contacto tiene dos comportamientos

levemente diferentes cuando se trata de rozamiento estático o dinámico. Para incluir en el
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Figura 4-7: Tres regularizaciones de la ley de fricción con " = 10�5

modelo la fricción estática se modi�ca la ley (4.28). Se considera estática a la fricción en

el caso en que �" < _vT < " y dinámica en el caso contrario. En la Ec.(4.27) se remplaza

el coe�ciente � por �e ó �d donde �e se corresponde con el módulo estático y �d con el

dinámico que es generalmente inferior al primero (�e). En la Figura(4-8) se muestra la

ley de Coulomb regularizada con fricción estática distinta a la dinámica.

En esta tesis se utiliza el modelo de Coulomb que incluye fricciones estáticas y dinámi-

cas diferentes (Figura (4-8)). Otros modelos de fricción son presentados en el Apéndice

D.

4.4. Formulación débil

Cuando se pretenda resolver un problema diferencial en derivadas parciales con múlti-

ples complejidades en la forma del contorno, sea este lineal o no lineal, es de gran utilidad

plantear estas ecuaciones en forma débil, un ejemplo de esto es el método de elementos

�nitos que utiliza dicha forma débil de las ecuaciones diferenciales a resolver [136] (ver
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Figura 4-8: Ley de Coulomb que incluye el caso estático y dinámico

Apéndice E). Además al integrar por partes, utilizando los teoremas integrales del cálculo

vectorial [17], se puede tener una idea clara (sin ambigüedades) del tipo de condiciones

de borde a imponer.

4.4.1. Ecuaciones de movimiento en forma débil

Es muy simple pasar a la llamada forma débil o formulación débil de las ecuaciones

de movimiento. SeaW cualquier campo vectorial de variable perteneciente al cuerpo en

su con�guración indeformada (coordenadas materiales o lagrangianas), y de cuadrado

integrable. Multiplicando escalarmente las ecuaciones de movimiento (4.3) por W se

obtiene:

ZZZ
(rX �P+ �0b��0A) �W dV = 0 (4.29)ZZ

@V

(t0�W) dA0 +

ZZZ
[�0 (b�A) �W �P � rXW] dV = 0 (4.30)
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donde la Ec.(4.30) se obtiene de la Ec.(4.29) al integrar por partes (usando el teorema

de Gauss). Recuérdese que (rX) signi�ca gradiente y (rX �) divergencia respecto de la

coordenada X.

La integral de super�cie, se divide en dos partes. Supóngase que el desplazamiento u

y por consiguiente la velocidad V es prescripta en una parte de la super�cie del contorno

(@V 1) y la tensión es dada en la otra parte (@V 2). Con el objeto de incorporar las

condiciones de borde Ec�s.(4.13) y .(4.14) en la forma débil (4.30), primero se toman

funciones de prueba W nulas en @V 1. Luego la integral de super�cie en la Ec.(4.30) se

reduce a ZZ
@V

(t0�W) dA0 =

ZZ
@V 2

(t0�W) dA0 =

ZZ
@V 2

�t0�W dA0

Finalmente la formulación debil consiste en las siguientes igualdades:

ZZ
@V 2

(t0�W) dA0 =

ZZZ
[�0 (b�A) �W �P � rXW] dV (4.31)

x= �x en @V 1 (4.32)

x(X;t0) = x0(X) y _x(X;t0) = V0(X) (4.33)

para todoW nulo en @V 1:

63



Capítulo 5

Implementación computacional

Uno de los enfoques más utilizados para la solución de las ecuaciones de movimiento

altamente no lineales con geometrías que podrían modelar o aproximar la forma misma

de defectos en cuerpos �surados, es la discretización numérica con el objeto de reducir el

problema en derivadas parciales a un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias de-

pendientes del tiempo. En los casos estáticos, la reducción de las ecuaciones diferenciales

parciales, dará un sistema algebraico.

El método de Galerkin presenta una interesante alternativa a la solución de proble-

mas con geometrías complejas ya que la única di�cultad es disponer de un conjunto de

funciones que sean nulas en las partes del dominio donde las condiciones de borde sean

del tipo geométricas. La técnica de elementos �nitos garantiza que una discretización lo

su�cientemente densa podrá aproximar la forma del contorno por más compleja que esta

sea.

No es el objetivo de esta tesis desarrollar técnicas novedosas en los métodos de elemen-

tos �nitos sino utilizar la metodología con el �n de resolver el problema de detección de

fallas teniendo en cuenta no linealidades, cierre de la �sura, etc. para luego implementar

la optimización. Es por eso que se utiliza el software comercial FlexPDE de gran potencia

para realizar la discretización numérica. Importantes trabajos publicados en revistas de

gran prestigio utilizan esta poderosa herramienta para resolver problemas de todo tipo,
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por ejemplo ver [137,138].

FlexPDE no es un programa de diseño. El usuario tiene que comprenderel problema

que resuelve ya que el modelo estará construido en forma completa por éste. Condiciones

de borde, condiciones iniciales, ecuaciones diferenciales y formas del contorno serán dadas

por el usuario. FlexPDE discretiza estas ecuaciones en elementos �nitos [136].

Sin embargo es necesario tener un entendimiento de los algoritmos involucrados para

interpretar las aproximaciones en los resultados numéricos, posibles inestabilidades, efec-

tos de amortiguamiento o falta de convergencia. En el Apéndice E se da una breve

descripción de la técnica de Galerkin usando elementos triangulares con funciones aprox-

imantes polinómicas de orden uno, dos o tres.

5.1. Sobre la convergencia de la solución

Ya que el objetivo primero de esta tesis es construir un método para modelar el

contacto y detectar una falla o �sura en un elemento estructural, y que la dinámica es

muy poco sensible a la posición y profundidad de la �sura, se estudia qué tanto se tendrá

que re�nar la precisión del cálculo.

Existen, sin embargo, diferentes estrategias de análisis para la convergencia del cálculo

numérico. En este Capítulo se utilizará la conservación de la energía, cuando el sistema

sea conservativo, e incluso cuando no lo sea se tendrá en cuenta el trabajo hecho por

las fuerzas disipativas, sean estas internas (disipación interna) o externas (fricción por

contacto �seca�o fricción con el medio: �viscosa�).

El propio software FlexPDE utiliza dos formas de evaluar el error en la resolución

de cada problema diferencial. Uno de ellos es el error espacial y el otro el temporal.

La estrategia de medir el primero (error espacial) consiste en de�nir el error local como

la integral de cada celda unidad de la ecuación diferencial multiplicada por la función

aproximante correspondiente a dicha celda. Luego el error global será el valor cuadrático

medio de todos los errores locales. Por otra parte, el error temporal local se de�ne como

65



el valor de la aproximación de 3er orden en el método de Gear (ver Apéndice E.1) de

2do orden (error de truncado para cada celda) y el error temporal global será el valor

cuadrático medio de todos los errores temporales locales.

Cuando se implemente el mallado adaptativo se de�nirá un error de tolerancia o

umbral; luego si el error �local� supera dicha tolerancia, la malla será re�nada. Si se

implementa la integración temporal adaptativa, se de�nirá un error temporal límite o

umbral del paso de tiempo. Éste será comparado, en este caso, con el error �global�

temporal. Si dicho umbral es superado, el paso de tiempo se reducirá hasta que dicho

error sea inferior al umbral.

El remallado, junto con el paso de tiempo adaptativo puede provocar falta de con-

vergencia (típico en los problemas de contacto y de fricción) ya que una malla muy �na

inestabiliza al integrador temporal que reducirá el paso de tiempo haciendo crecer los er-

rores espaciales que harán la malla más �na, etc. En los ejemplos presentados en la sección

siguiente se deshabilitará la opción de remallado y se implementara el paso adaptativo.

La última opción para el estudio de convergencia consiste en �jar la malla y el paso

de tiempo, e ir re�nándolas hasta que para un determinado tiempo de simulación t las

diferencias entre las con�guraciones �nales hagan

ZZZ
(u� ~u)2dV < " (5.1)

donde ~u corresponde a la aproximación de la con�guración del cuerpo en un instante

pre�jado (con�guración �nal), u corresponde a la solución exacta y " la tolerancia pre-

de�nida. Como la solución exacta es desconocida se tomara una aproximación con una

malla muy re�nada y un paso de tiempo muy corto.
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5.2. Ejemplos en Mecánica de Contacto con Fricción

5.2.1. El péndulo y viga rotante deformable con �cción en el

pivote

Con el objeto de ver las ventajas que presenta el modelo general del continuo elástico

referido a coordenadas lagrangianas (4.4), se compara el ejemplo del péndulo (ver Figura

4-1) con condiciones de borde (4.15) y (4.16) y ecuación constitutiva (4.10), con dos

modelos técnicos de pequeñas deformaciones para vigas, en donde se tienen en cuenta las

rotaciones �nitas.

Planteo del modelo de superposición

En este modelo, las ecuaciones de movimiento son tratadas por una superposición de

dos movimientos, el de deformación y el rígido [139].

Las ecuaciones de vibración longitudinales y transversales de una viga según la teoría

de la Resistencia de Materiales son:

EA
@2u

@X2
� �A@

2u

@t2
= f1 (5.2)

EI
@4v

@X4
+ �A

@2v

@t2
= f2 (5.3)

donde E es el módulo elástico, A e I son respectivamente el área y el momento

de inercia de la sección transversal de la barra, � es la densidad volumétrica, u y v

son los desplazamientos longitudinales y transversales respectivamente de tal forma que

u = (u; v)T es el vector corrimiento, y X es la coordenada del eje de la barra. Las

funciones f1 y f2 son las eventuales fuerzas normales y transversales aplicadas.

Se asume que el movimiento del cuerpo es una superposición de un movimiento rígido

y un movimiento de deformaciones pequeñas
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u = ur + ud

donde ur(t) = (ur(t); vr(t))T es la parte rígida del movimiento y ud(X; t) = (ud(X; t); vd(X; t))
T

es la parte relativa a la deformación. Luego de remplazar en las Ec.(5.2) y Ec.(5.3) obten-

emos

EA
@2ud
@X2

� �A
�
@2ur
@t2

+
@2ud
@t2

�
= f1 (5.4)

EI
@4vd
@X4

+ �A

�
@2vr
@t2

+
@2vd
@t2

�
= f2 (5.5)

donde ur(t) será obtenido de las ecuaciones del movimiento del cuerpo rígido que luego

será remplazado en las ecs.(5.4) y (5.5). Para el caso del péndulo de largo L en la dirección

y con una aceleración gravitatoria g (Figura 5-1) la ecuación del movimiento rígido del

péndulo es �� + 3
2L
g sin � = 0: Una vez resuelta �(t) se encuentra ur = X(sin � � 1); vr =

�X cos �:

Ecuaciones de movimiento deducidas del planteo del principio de Hamilton

Las ecuaciones de transformación cinemáticas son (Figura 5-1)

x(X; t) = X sin � + u(X; t) cos � + v(X; t) cos � (5.6)

y(X; t) = �X cos � � u(X; t) cos � + v(X; t) cos � (5.7)

Las contribuciones energéticas que se incluirán son las siguentes: W1 contiene la de-

formación axial y torsional, W2 es la energía generada por la tensión axial debida a

la fuerza centrifuga en la deformación torsional bien conocida por ingenieros en la Re-

sistencia de Materiales como efectos de segundo orden en la teoría de Inestabilidad del

Equilibrio (pandeo). T es la energía cinética y P es la energía potencial gravitatoria. Sea
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Figura 5-1: El péndulo y sus desplazamientos.

� = �!2(L2 �X2)=2 la tensión producida por la fuerza centrifuga, luego

2W1 = EA

Z L

0

�
@ud
@X

�2
dX + EI

Z L

0

�
@2vd
@X2

�2
dX (5.8)

2W2 =

Z
(A)

Z L

0

�

�
@vd
@X

�2
dX dA (5.9)

T = �A

Z L

0

( _x+ _y)2dX (5.10)

P = ��g
Z
(A)

Z L

0

y dX dA (5.11)

Luego el lagrangiano es L =T � (W1 +W2 + P ) y el principio de Hamilton [4]

�

Z t2

t1

L dt = 0 (5.12)
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dará las ecuaciones de movimiento

kL
@2ud
@z2

�
�
�u� !2u� 2! _v

�
= F (z; t) (5.13)

kv
@4vd
@z4

+ ( _vd � !2vd � 2! _v) + !2
�
z2 � 1
2

@2vd
@z2

+ z
@vd
@z

�
= G(z; t) (5.14)

donde kL = E=�L2; kv = EI=�AL4; F (z; t) = �(!2Lz+g cos!t); G(z; t) = �g sin(!t):

y z = X=L es la variable espacial adimensional:

Simulaciones y resultados

Ya que el modelo de superposición de efectos (5.4) y (5.5) no tiene incorporado el

efecto de segundo orden Ec.(5.9) sólo es valido para movimiento pendulares suaves. El

modelo deducido a partir del Principio de Hamilton sí lo incorpora y es por ello que se

lo usa para simular movimientos rotatorios rápidos.

El péndulo es de largo L = 5 m; con una sección normal de A = 0:01 m2; E =

4 � 107 N m�2; � = 0:3 y una densidad de � = 7850 kg m�3: Como condición inicial,

se asume que el péndulo está en reposo en posición horizontal sin ser deformado y con

velocidad nula. En este caso la barra rotante la llamaremos péndulo.

La Figura 5-2 compara el movimiento del péndulo según los modelos de a) superposi-

ción y b) teoría no lineal de en la referencia lagrangiana, utilizándose las ecuaciones

de movimiento (4.4) con constitutiva (4.10) para el primer segundo a intervalos de

�t = 0:1 s: En ambos casos ,los pasos de tiempo y la cantidad de elementos �nitos

utilizados son ajustados para que la solución no supere un error mayor a 1% de�nido

en la Ec.(5.1) antes del primer segundo.

La variación de energía es útil en el estudio de la calidad de la solución numérica. En

el problema del péndulo, no existen fuerzas de carácter disipativo, por lo que la energía

total del mismo debe permanecer constante. Si bien ésta no es una condición su�ciente

para la exactitud de la solución, es necesaria y se la puede tomar como un parámetro

más de convergencia para analizar la solución.
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Figura 5-2: Instantáneas para el movimiento del péndulo según: a) Modelo de superposi-
ción y b) Teoría general 2d para movimientos arbitrarios

La energía total es:

ETotal = T + Ue + Ug (5.15)

donde las energías en la referencia lagrangiana son: cinética

T =
1

2

ZZZ
�0V �V dV (5.16)

la potencial gravitatoria

Ug = g

ZZZ
�0y dV (5.17)

y la potencia elástica

_Ue =

ZZZ
tr

�
S
DE

Dt

�
dV (5.18)

donde y es la coordenada espacial de cada punto del péndulo. Integrando una vez en el

tiempo la Ec.(5.18) se puede remplazar todo en (5.15). La Figura 5-3 muestra cada uno
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Figura 5-3: Energía del péndulo en Joules. Curvas (1) E; (2) T; (3) Ue y (4) Ug

de los términos de la energía total E (5.15). Como se puede observar ETotal permanece

inalterado (al menos en el orden de cada término).

Se toma ahora L = 1 m; A = 0:01 m2 densidad de � = 7850 kg m�3 un módulo

elástico de E = 2:1 � 1011N m�2 y un � = 0:3: Se impone una velocidad angular de

! = 3000 rad=s y en este caso lo llamamos viga rotante. Se propone condición inicial de

desplazamiento nulo y velocidad consistente con los 3000 rad=s: La variación temporal de

la coordenada X de la punta se muestra en la Figura 5-4. Las curvas son cualitativamente

similares, pero como se puede observar las curva correspondiente a la Resistencia de

Materiales vía Principio de Hamilton, tiene picos más grandes. Esto es debido a que

a pesar de usarse idénticos valores en las constantes elásticas, en el caso de la Teoría

de la Elasticidad no lineal, la ley constitutiva se propone en referencia lagrangiana vía

segundo tensor de tensiones de Piola Kirchho¤: S. Si se transforma según la Ec.(A.13)

de S 7! � (�:tensor de tensiones de Cauchy), la relación tensión - deformación ya no es
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Figura 5-4: Coordenada x de la punta de la viga rotante para la primera centésima de
segundo TENL: Teoría de elasticidad no lineal. MS: Modelo de Resistencia de Materiales
vía principio de Hamilton

lineal sino que es de tipo rigidizadora, es decir a mayor deformación el cuerpo se comporta

como si fuera cada vez más rígido.

La Figura 5-5 muestra la variación de las cinco primeras frecuencias de vibración de

la viga rotante según la Elasticidad no lineal en referencia lagrangiana (linea punteada)

y la Resistencia de Materiales (linea continua).

Como se puede observar en la Figura 5-5, los resultados son muy parecidos con un

aumento en dichas frecuencias en función con la velocidad angular !: Este efecto de

rigidización que resulta natural en la teoría de la Elasticidad no lineal en referencia

lagrangiana, no se daría en la Resistencia de Materiales si no se incluyera el aporte

energético Ec.(5.9), más aun, si se lo ignorara, como en la Teoría de superposición de

movimiento (5.4) y (5.5), las frecuencias naturales disminuirían con la velocidad angular

hasta anularse por completo cuando ! coincida con las frecuencias de la correspondiente

viga en reposo, resultado inconsistente con la experiencia.

Como se trata de un problema de movimiento plano es de esperar que las simulaciones
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Figura 5-5: Variación de las primeras cinco frecuencias en función de !: - - Teoría de
la Elasticidad no lineal referencia lagrangeana. �Teoría de Resistencia de Materiales vía
Hamilton.

Figura 5-6: Secuencia del movimiento de rotación para la viga 3D
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Figura 5-7: Esquema de las condiciones de borde para el péndulo con fricción en el pivote

en 3D no di�eran mucho de las 2D. La Figura 5-6 muestra la secuencia de rotación para

la barra en 2 y 3 dimensiones, caso a) y b) respectivamente. En el caso a) se muestran

los primeros 2.3�10�3s del modelo 2D y en el caso b) los primeros 1:6 � 10�3s:

Fricción en el eje

En lo que sigue, se tratará al péndulo utilizando un modelo 2D. El pivote (pasante

del eje del péndulo) que antes era puntual se remplazará por un círculo (ver Figura 5-7).

Las condiciones de borde impuestas sobre el péndulo son las siguientes. En la super�cie

exterior el vector tensión t es nulo y en el caso que no hubiera fricción en el pivote, la

componente normal del desplazamiento y la componente tangencial de la tensión también

serán nulas. Para el caso que se considere la fricción, en el pivote del péndulo vale un = 0; y

t = tT T̂ viene dada por (4.27).

Ya que la fuerza de fricción depende de la fuerza normal en el pivote (que es de-

sconocida) se reformula el problema para que todas las condiciones de borde queden en

término de las tensiones: se supone que a cada punto del pivote (eje) le corresponde una

tensión normal proporcional al desplazamiento tn = �k un: Luego dada una constante k
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Figura 5-8: a) Coordenadas x e y del punto C (eje) en el tiempo. b) Trayectorias del
punto B (extremo libre del péndulo).

lo su�cientemente grande se podrá aproximar el problema anterior. Luego

t = �k un N̂+ tT T̂ (5.19)

Resultados numéricos

Se trata de un péndulo plano de longitud L = 1 m, ancho d = 0:15 m, material con

un módulo elástico de E = 6 � 106N=m2 y � = 0:3 girando alrededor de un eje de radio

R = d=4 que se supondrá con distintas �exibilidades a través de valores de rigidez k

(N/m/m). También se estudian variaciones en la fricción entre péndulo y eje. Se utiliza

un modelo 2D con 132 elementos cuadráticos. El péndulo es liberado desde la posición

horizontal en reposo.

In�uencia de la �exibilidad del eje La respuesta en el tiempo del péndulo en

movimiento fue hallada para distintos valores de la rigidez del eje con k1 = 0:1
m
E; k2 =

E; k3 =
10
m
E; k4 =

100
m
E; k5 =

1000
m
E (donde E es el valor del módulo de elasticidad). Esto
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Figura 5-9: Valores y direcciones de tensiones Piola �Kircho¤ en una región cercana a la
junta para t = 1 s con k = 1000

m
E

es, el eje varía de más �exible a más rígido. Para evaluar la in�uencia de este parámetro

se muestran en la Figura 5-8 a las variaciones en el tiempo de las coordenadas x e y

correspondientes al punto C (ver Figura 5-7).

Puede observarse que si el eje es muy �exible (k1) el punto sufre oscilaciones notables.

A medida que se rigidiza (k5), el punto tiende a mantenerse en reposo. El efecto de la

�exibilidad es también visible en la Figura 5-8 b que representa las trayectorias del punto

B (en el extremo libre del péndulo) correspondientes aproximadamente a medio período

del modelo rígido análogo. Puede verse que a mayor �exibilidad del eje el punto B tiene

una trayectoria más baja, como era de esperar.

Otro resultado interesante que permite evaluar el comportamiento de la junta es un

mapeo de las tensiones en una región cercana al eje, en un instante. En la Figura 5-9 se

muestran los vectores tensión de Piola �Kirccho¤ correspondientes al plano cuya normal

es el eje y, para el instante t = 1 s con k = 1000
m
E, en una zona alrededor de la junta.
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In�uencia de la fricción en el eje La fricción entre el material del péndulo y el eje

es tenida en cuenta con el modelo de fricción seca (modelo de Coulomb). Se consideran

dos coe�cientes, uno estático �e = 0:7 � a y otro dinámico �d = 0:5 � a; siendo a un

parámetro que puede valer a = 0:1; 0:25; 0:5; 0:75; 1. Durante el movimiento las super�cies

en contacto alternarán entre fricción estática y dinámica dependiendo de las condiciones

en cada instante.

En la Figura 5-10a se muestran las coordenadas x del punto C para dos valores del

parámetro a, en todos los casos con k5 = 1000
m
E. Dado que el período del péndulo rígido

es de aproximadamente � = 1 s, puede observarse que cada segundo se produce una

inestabilidad (�stick y slip�en inglés) en el movimiento debido a una alternancia entre

el rozamiento estático y dinámico que se hace más evidente cuanto mayor es el valor de

los coe�cientes de fricción o sea del valor del parámetro a. Se advierte que luego de 6

segundos se aumenta la inestabilidad, coincidiendo con una disminución en la velocidad

pendular. La Figura 5-10b muestra los valores instantáneos de la relación Fuerza de

fricción / Fuerza normal en el punto A (ver Figura 5-7). Es notable la inestabilidad a

partir de los 6 segundos o sea la alternancia entre fricción estática y dinámica.

La Figura 5-11 incluye los diagramas de variación de energía para el péndulo sin

rozamiento (k5 = 1000
m
E) y con rozamiento para el mismo k y a5 = 1: Es de notar la

conservación de la energía total Etotal en el primer caso. En forma similar que en el caso

rígido, la energía cinética T va en contrafase con la energía potencial gravitatoria Ug.

Una pequeña cantidad de la energía se intercambia con la energía elástica Ue. Dado que

el sistema, en este caso, es conservativo, este análisis es útil para controlar la calidad de

la solución numérica. En el otro caso, péndulo con fricción, se observa la disipación de la

energía total.

Para resumir fue modelado el péndulo �exible con distintas �exibilidades en el eje sin y

con fricción seca, teniendo en cuenta coe�cientes estáticos y dinámicos en el rozamiento.

En este último caso pudo reproducirse exitosamente el fenómeno de inestabilidad por

fricción, llamado en inglés, stick y slip, responsable de ruidos como el emitido por una
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Figura 5-10: In�uencia de la fricción en el eje a) variación temporal de la coordenada x
del punto C, a1 = 0:1 y a5 = 1: b) Relación (Fuerza de fricción)/(Fuerza normal) en el
punto A vs. Tiempo. a5 = 1:

Figura 5-11: Energía (en kJ) en función del tiempo para a) movimiento sin fricción, b)
movimiento con fricción (a5 = 1 y k = 1000

m
E)
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bisagra sin aceite, una rueda rozando en el pavimento al resbalar, la rueda de los trenes con

la vía, etc. De hecho, la señal proveniente de este ejemplo fue procesada en MatLab para

reproducir una señal cáustica lográndose percibir los sonidos propios de un vínculo rotante

sin lubricación (chirrido de una bisagra seca). En de�nitiva, se cuenta con una herramienta

que permite analizar efectivamente un problema por demás complejo y realizar estudios

paramétricos como el presente, y posteriores estudios cualitativos y cuantitativos, con la

potencia de haber sido derivada de principios rigurosos y generales.

5.2.2. Cilindro que choca y rueda contra un cuerpo rígido

Con el objeto de entender la dinámica de contacto entre un cuerpo �exible y otro

rígido y calibrar el modelo computacional se estudia el comportamiento del impacto

entre un disco plano contra un sólido rígido en el que existe fricción tipo Coulomb (seca).

Se deja caer el disco (movil) hasta impactar con un rígido. Dicho disco tiene un radio

r = 0:05 m: una densidad de � = 1722 kg=m3 y una ley constitutiva del tipo lineal

(en la referencia lagrangiana) S = � tr(E)I + 2
E con valores de � y 
 tales que en

pequeñas deformaciones están en el rango de los elastómeros (gomas). Recuérdese que

� = �E=(1+�)(1�2�); 
 = E=2(1+�) donde E es el módulo elástico y � es el coe�ciente

de Poisson, E = 7 � 106Nm�2 y � ! 0:5: La ecuación de movimiento en la referencia

lagrangiana (4.4) es utilizada junto con las condiciones de borde dadas por las Ec�s.(4.23)

y (4.26) con las regularizaciones dadas por (4.25) y (4.27).

La Figura 5-12 esquematiza la geometría del problema, que para distintas condiciones

iniciales dará dinámicas diferentes.

Disco que cae y rebota

El problema más simple de estudiar para esta dinámica, es el que corresponde al disco

cayendo verticalmente. La Figura 5-13 muestra cómo el cuerpo es deformado durante la

colisión contra el obstáculo rígido para distintos instantes de tiempo para un caso de

incidencia oblicua con un ángulo �1 y una velocidad v1. Estudios de este tipo en modelos
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Figura 5-12: Esquema del disco plano que rebota contra una super�cie lisa.

más simples se pueden encontrar en [140].

En este caso la simulación es realizada con un ángulo �1 = �=3 y una velocidad de

v1 = 12 m=s: Contra el cuerpo rígido existe en este caso una fricción del tipo (4.27) con

un coe�ciente dinámico �d = 0:5 y uno estático �e = 0:7.

Ya que toda la dinámica es simulada, cualquier parámetro construido a partir de ella

podrá ser calculado. Por ejemplo la fuerza total que el sólido rígido transmite al disco

elástico es la integral del producto las aceleraciones con las densidades en todo el dominio

F(t) =

ZZZ
V ol

A(X; t)�0 dV (5.20)

La componente vertical de esta fuerza, que da el impulso del disco efectuado por

el rígido, es gra�cado en la Figura 5-14 a. Las oscilaciones son debidas a las múltiples

re�exiones de la onda de impacto en el contorno del disco. La fuerza de fricción se

gra�ca en la Figura 5-14 b, el detalle corresponde a la inestabilidad entre la fricción

estática y dinámica del disco mientras éste se desliza contra el rígido. Esta inestabilidad

es caracterizada por una discontinuidad en la aceleración ya que repentinamente cambia

entre la fricción estática y dinámica.
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Figura 5-13: Colisión contra el obstáculo rígido para distintos instantes de tiempo.

Figura 5-14: a) Fuerzas de contacto: Fuerza normal. b) Fuerzas de contacto. Fuerza
tangencial (de fricción)
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Figura 5-15: Energías del disco en función del tiempo durante el choque contra el sólido
rígido.
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Figura 5-16: Tiempo que permanece en contacto el disco con el rígido en función de la
velocidad inicial.

La variación de la energía del disco es gra�cada en la Figura 5-15. En ella se puede ob-

servar como la energía total es constante hasta que empieza el contacto, en ese momento

comienza a disminuir y luego, antes que termine el contacto, vuelve a ser constante. Esto

es porque en el primer momento la fricción es de carácter dinámica y luego, aproximada-

mente el último tercio del tiempo de contacto, ésta es de carácter estática que es de tipo

conservativo. Es decir en el último tercio del contacto el disco gira sin deslizar. También

es interesante observar como la energía elástica es nula antes del impacto y luego de éste,

es �uctuante junto con la energía cinética.

Otro aspecto interesante de este estudio, es la determinación del tiempo que per-

manecen en contacto los dos cuerpos. Esto puede ser calculado entre los instantes en que

la fuerza deja de ser nula hasta que vuelve a serlo. Por ejemplo, en este caso, el tiempo

de contacto es �t = 0:0045 s.

La Figura 5-16 muestra el tiempo que están en contacto los dos cuerpos (disco de-

formable y semi-espacio rígido) en función de la velocidad inicial del disco. En este caso,

el disco incide en forma normal al semi-espacio (rígido), es decir que �1 = �=2, y no están
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Figura 5-17: Ángulo de rebote en función del ángulo de incidencia para distintos coe�-
cientes de fricción dados por el parámetro de fricción a

presentes ni la fricción de contacto ni la gravedad.

Puede observarse cómo en términos generales el tiempo de contacto disminuye con la

velocidad de incidencia. Un resultado inesperado es que esta disminución del tiempo de

contacto no es monotónica, sino que parece escalonada con leves aumentos entre escalones.

Esto es debido a que a medida que la velocidad aumenta, las ondas son re�ejadas en el

contorno del disco menos veces; estos escalones están relacionados con el número de

re�exiones internas.

Cuando un cuerpo impacta en forma oblicua contra un rígido �jo y no existe fricción

entre estos cuerpos, el cuerpo será re�ejado con el mismo ángulo con el que incidió. Este

resultado, de fácil demostración en la mecánica del rígido, puede extenderse también al

caso en que la fricción sea considerada. En este último caso el ángulo de salida no tiene

por que ser el mismo. Sin embargo, si el cuerpo es deformable, es de esperar diferencias

con los modelos rígidos. Precisamente en la Figura 5-13 se puede advertir que el ángulo

de salida (�2) no es igual al de incidencia.

Un estudio paramétrico es reportado en la Figura 5-17, donde se gra�can los ángulos
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Figura 5-18: Comparación de la fuerza de contacto durante el impacto del disco entre
las constitutivas tipo St Venant Kircho¤ y Neo Hookean. a) Velocidad de incidencia del
disco: 1 m=s. b) Velocidad de incidencia del disco: 10 m=s

de rebote en función de los ángulos de incidencia para distintos parámetros de fricción. En

todos los casos el valor de la velocidad inicial es de 2 m=s: Aquí �e = 0:7 a y �d = 0:5 a;

y a varia entre 0 y 1. Como era de esperar, en el caso de fricción nula (a = 0), el ángulo

de incidencia en igual al de rebote y en los otros casos (con fricción) el ángulo de rebote

siempre es mayor al de incidencia ya que la fricción es en el sentido contrario a la velocidad

tangente del disco sobre el semi espacio rígido.

Un modelo más realista para la deformación de un cuerpo tipo elastómero, está dado

por la Ec.(4.11) donde la constantes 
 y � coinciden con � y 
 dadas por la Ec.(4.10).

Este modelo constitutivo, altisimamente no lineal, insume un tiempo de cálculo con-

siderablemente mayor. Sin embargo en el caso de un impacto suave, Figura 5-18 a) no

presenta grandes diferencias en la respuesta dinamica. Por el contrario cuando el im-

pacto demanda grandes deformaciones, Figura 5-18 b), las dinámicas resultan diferentes.

Las fuerzas de los impactos gra�cados en la Figuras 5-18 a) y 5-18 b) corresponden

a incidencias normales sobre el semiespacio rígido con velocidades de v1 = 1 m=s y

v1 = 10 m=s respectivamente. En estos grá�cos se puede apreciar como el tiempo de
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Figura 5-19: Tiempo que permanece en contacto el disco con el rígido en función de la
velocidad inicial cuando el material está gobernado por la ley (4.11)

contacto es mayor para el material dado por (4.10) que para el Neo Hokeano (4.11).

La Figura 5-19 muestra el tiempo que están en contacto los dos cuerpos (disco de-

formable y semi-espacio rígido) cuando el disco es modelado por una ley constitutiva tipo

NeoHookeano (4.11) en función de la velocidad inicial del disco. Como en el caso anterior,

el disco incide en forma normal al semi-espacio (rígido), es decir que �1 = �=2, y no se

consideran la fricción ni la gravedad.

Puede observarse como el tiempo de contacto disminuye con la velocidad de incidencia.

A diferencia de antes (Figura 5-16) la disminución ahora es monotónica.

5.2.3. Cilindro que choca contra un cuerpo deformable

Si ahora se replaza el cuerpo rígido (semi espacio rígido) por otro cuerpo deformable, el

problema se torna más complicado ya que las posiciones de los puntos de cada contorno

que efectuarán el contacto no sólo son desconocidas sino que los propios puntos que

realizaran el contacto son desconocidos. Es por eso que se utiliza la (4.24), donde el precio
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a pagar por tal generalidad es el considerable aumento de recursos computacionales, ya

que no sólo se tienen que seguir la trayectoria de los contornos de los cuerpos para evaluar

la condición de borde sino que también hay que calcular un mínimo de distancia en cada

instante de tiempo.

Una estrategia que evita el cálculo del mínimo de las distancias, tal como lo indica la

(4.24), es construir una nueva función a(c) regularizadora del problema de contacto tal

que

a(c1) =

8<: �k (d(x1; x2)) si d < "

0 si d > "
a(c2) =

8<: �k (d(x2; x1)) si d < "

0 si d > "

donde c1 y c2 son los contornos del cuerpo 1 y 2, d(x1; x2) es la distancia entre el punto

x1 que corresponde a c1 y el punto x2 que corresponde a c2 y " es un número lo su�cien-

temente pequeño. Luego la componente normal de la tensión de Piola- Kirchho¤ en el

borde del cuerpo 1 efectuada por la interacción con el cuerpo 2 y, la componente normal

de la tensión en el borde del cuerpo 2 efectuada por la interacción con el cuerpo 1 será:

tcN1 =
X

8 x 2 c1

a(c1) (5.21)

tcN2 =
X

8 x 2 c2

a(c2) (5.22)

Si " es aproximadamente del orden de la separación de los puntos de cada contorno y

el número k es lo su�cientemente grande se podrá garantizar que cada punto del cuerpo

1 interactuará con un único punto del cuerpo 2, ya que sólo existirá un a(c1) 6= 0 y

un a(c1) 6= 0 para cada uno de los contornos y luego la suma se reducirá a esos únicos

valores. De esta forma no será necesario buscar el punto que minimiza la distancia y por

lo tanto, tampoco, el que efectúa el contacto.

La Figura 5-20 muestra una instantánea del impacto entre los dos cuerpos donde el

correspondiente al rígido es reemplazado por uno deformable con dimensiones de 10 m�

2 m de idénticas características elásticas que el disco que tiene un radio de r = 0:5 m.

Dicho cuerpo no tiene vínculos externos, es decir está libre. En esta simulación no están
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Figura 5-20: Instantánea del impacto entre los dos cuerpos deformables. A la izquierda
se detalla la con�guración deformada. A la derecha se detalla el estado tensional de los
dos cuerpos según el versor normal ny es decir t(ny) = P � n̂y

presentes las fuerzas de fricción entre los cuerpos ni la fuerzas gravitacionales y la ley

constitutiva es la de�nida por la Ec.(4.10) con E = 7 �106Nm�2 y 
 ! 0:5 y densidad de

� = 1722 kg=m3. Las condiciones iniciales del disco corresponden a un impacto con una

velocidad de incidencia de v = 10 m=s en dirección normal a la orientación del cuerpo

grande que está en reposo. Luego del impacto, el disco es re�ejado y el rectángulo (cuerpo

grande) es impulsado hacia abajo. La parte derecha de dicha Figura muestra el campo

tensional según el plano cuyo versor normal coincide con el eje Y .

La Figura 5-21 corresponde al mismo impacto que la Figura 5-20. En este caso se

gra�can las fuerzas de contacto en función del tiempo (parte izquierda de la �gura) y

la distribución de la tensión en el cuerpo grande (rectángulo) en el momento en que la

fuerza de contacto es máxima (derecha).

Por ultimo, la Figura 5-22 muestra las variaciones de energía. En la �gura de la

izquierda a) se gra�can las energías del disco solo, en la parte derecha (caso b) se tiene
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Figura 5-21: Impacto entre dos cuerpos deformables. Izquierda: fuerza correspondiente al
disco impresa por el rectángulo (azul), reacción de dicha fuerza, es decir la fuerza sobre
el rectángulo producida por el disco (rojo). Derecha: Tensión de Piola - Kircho¤ en el
cuerpo grande producida por el disco.

en cuenta la energía total, esto es disco más rectángulo. Es de notar la constancia en la

energía total ya que el sistema es conservativo. Esta propiedad es usada como prueba en

la convergencia numérica de las soluciones.

5.2.4. Esfera que choca con un rígido

Los ejemplos antes estudiados corresponden a modelos 2D de la dinámica no lineal de

cuerpos deformables. No existe ninguna limitación, más que los requerimientos computa-

cionales, para el modelado de cuerpos tridimensionales. El contacto se modela en forma

idéntica.

La Figura 5-23 muestra una instantánea para el impacto entre la esfera contra un

semi espacio rígido. La ecuación constitutiva de la esfera es del tipo (4.10) y como antes

E = 7 � 106Nm�2 y � ! 0:5 y densidad de � = 1722 kg=m3 y un radio r = 0:05 m:

La condición inicial es de v = 8 m=s en la dirección normal al plano z = 0 que es
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Figura 5-22: Variaciones de energía entre los dos cuerpos que impactan. a) Disco solo. b)
Disco más rectángulo

Figura 5-23: Instantánea del choque entre una esfera tridimensional contra un rígido
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Figura 5-24: Grá�cos de energía y fuerza en función del tiempo para la esfera. A la
izquierda se gra�can las energías en Joules. A la derecha la fuerza de contacto en Newton

donde se encuentra la interfase con el semi espacio rígido.

Para este impacto el tiempo de contacto es de �t = 0:00603 s siendo de �t = 0:0048 s

para la simulación análoga en 2D (disco).

Como antes, los controles en el paso de tiempo adaptativo son testeados por la con-

stancia en la energía ya que este es otro caso de choque conservativo, Figura 5-24. A la

derecha de esta �gura se gra�ca la fuerza de impacto en función del tiempo.

La aceleración del centro de masa es calculada por

ACM =
1

V

ZZZ
A(X; t) dV (5.23)

donde como siempre V es el volumen indeformado del cuerpo. La Figura 5-25 muestra las

gra�cas de la aceleración en función del tiempo para el disco 2D con leyes constitutivas

tipo (4.10) y (4.11) y la esfera 3D (que modelada con una ley constitutiva tipo Ec.(4.10))

cuando son impactados contra un semi espacio rígido. Es de notar como la aceleración en
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Figura 5-25: Comparación de las aceleraciones de los centros de masa para los discos con
sus dos modelos constitutivos y la esfera 3D.

en caso de la esfera no es oscilatoria como en los casos de los discos ya sea con cualquiera

de los dos materiales simulados. El tiempo de contacto es siempre mayor en una esfera

que en un disco cuando las ecuaciones constitutivas son, al menos, similares.

La simulación del contacto, sea con fricción o no, es el paso principal para la construc-

ción de un modelo general de cuerpo �surado que tenga en cuenta la clausura de dicha

�sura en el movimiento por deformación. Los tiempos computacionales para la resolución

numérica de estos tipos de modelos altamente no lineales son considerablemente mayores

que los análogos modelos 1D. Aun así, son justi�cables modelos 2D o 3D cuando los

cuerpos a los que se les pretenda aplicar la detección de una �sura o detección de algún

otro parámetro indeterminado no sean, del tipo esbeltos. Además la limitación computa-

cional es un problema cada vez menos importante que ya la ciencia de la computación

evoluciona a pasos agigantados.
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Figura 5-26: Esquema de la viga fallada

5.3. Dinámica de un cuerpo �surado

Los modelos anteriores, correspondientes tanto a la dinámica de deformaciones �nitas

y contacto, serán aplicados a la simulación de cuerpos que presentan, en alguna región

de su dominio, una falla o �sura. Al deformarse un cuerpo �surado las interfases de dicha

falla, podrían tocarse, por las solicitudes externas, provocando la clausura de la �sura.

Este tipo de deformaciones presenta una discontinuidad en el movimiento que se traducirá

en una fuerte no linealidad de las ecuaciones gobernantes (o de sus condiciones de borde).

El modelo de contacto presentado en los ejemplos anteriores es usado ahora para simular

el contacto de esta �sura respiratoria. En lo que sigue no se tendrá en cuenta los efectos

de fricción por contacto en la �sura.

5.4. Forma de la �sura y condición de contacto

En esta tesis se presentan distintos tipos de cuerpos con diferentes formas. Pero con el

objeto de calibración del modelo, se usará un cuerpo tipo viga empotrado en un extremo

y libre en el otro.
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Figura 5-27: Los dos tipos de modelos para la �sura

La Figura 5-26 esquematiza los dos tipos de modelos de �sura que se usaran para

simpli�car el una �sura real en una viga tridimensional.

Ya sea el modelo de �sura tipo muesca o tipo cuña, será caracterizado por dos números

xc y hc que indican la posición y profundidad de dicha �sura respectivamente. El espesor

de ésta se tomara como un número �jo, (ver Figura 5-27) pero podría ser un parámetro

más a determinar.

5.5. Estudio cualitativo de la dinámica lineal y no

lineal de una barra �surada

Cuando se aplica la teoría clásica de la elasticidad (ecuaciones de Navier) se pueden

determinar las formas modales de una viga y sus correspondientes frecuencias propias.

De hecho las ecuaciones de Navier son


r2u+ (�+ 
) grad div(u) = �0
@2u

@t2
(5.24)

donde � y 
 son las constantes de Lamé ya de�nidas en (4.10) para el caso no lineal.

Si se descompone el movimiento en una parte temporal y otra espacial, esto es: u =
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Figura 5-28: Primeros 4 modos normales solución de las ecuaciones de Navier

Modo 1 2 3 4 5 6
Frecuencias en Hz 27.76 168.84 452.5 539.6 838.5 1302

Tabla 5.1: Frecuencias para la viga sana

u0(x) sin(!t) las ecuaciones de Navier (5.24) se reducen al problema de valores y funciones

propias


r2u0 + (�+ 
) grad div(u0) +
�
�0!

2
�
u0 = 0 (5.25)

del cual se podrán calcular los valores de las frecuencias libres y sus correspondientes

formas modales una vez de�nidas las condiciones de borde.

La Figura 5-28 muestra las formas modales de una viga empotrada libre, solución de

las ecuaciones de Navier en dos dimensiones. Con un módulo elástico E = 7:3 � 1010 N

m�2 coe�ciente de Poisson � = 0:3 densidad �0 = 2766 Kgm
�3 y dimensiones en metros,

largo L = 2:5 m y alto h = 0:5 m

Por otro lado, si se resuelven las ecuaciones completas de movimiento, es decir las

dependientes del tiempo (5.24) para alguna condición inicial y se evalúa la transformada

de Fourier se pueden encontrar las frecuencias de vibración. La Figura 5-29 muestra
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Figura 5-29: Movimiento oscilatorio transversal de la barra empotrada libre en cuatro
puntos

la dinámica en cuatro puntos de una barra o viga lineal gobernada por la ecuación de

Navier cuando la condición inicial es de desplazamiento nulo y velocidad transversal

vy(X; Y ) = 2 X ms�1

La Figura 5-30 muestra el espectro de Fourier para la barra o viga en deformaciones

pequeñas (lineal) sana: las frecuencias coinciden con las obtenidas a partir del cálculo

modal (Tabla 5.1).

De idéntica forma se calcula la transformada de Fourier para el caso no lineal (aunque

sana) (4.4), con ley constitutiva (4.10) para idéntica condición inicial (Figura 5-31).

En este caso las deformaciones son muy pequeñas pero aun así se empieza a observar

un interesante fenómeno no lineal: el espectro de Fourier revela nuevos picos que son

combinaciones lineales de los correspondientes a la teoria lineal. El primero, de valor

56 Hz; corresponde a 2f1 = 2 � 28 Hz = 56 Hz, el segundo de valor 142 Hz es f2� f1; el

tercer pico de valor 192 Hz es f2 + f1; el cuarto de valor 338 Hz corresponde a f2 +6f1;

el quinto y sexto pico de valores 426 Hz y 482 Hz son f3 � f1; y los ultimos dos aquí
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Figura 5-30: Logaritmo de la transformada rápida de Fourier (FFT) para la barra (lineal)

presentados 1274 Hz y 1330 Hz corresponden a f5 � f1:

Mucho más rico es el espectro de Fourier para el caso en que las deformaciones sean

mayores a los casos antes analizados. En la Figura 5-32 se puede observar la comparativa

entre el especto de la barra correspondiente a la condición inicial de vy(X; Y ) = 2 X ms�1

(línea contínua), donde los ejes x e y corresponden a los de la Figura 5-28, con el espectro

de la misma barra pero excitada por una condición inicial de vy(X; Y ) = 50X ms�1 (línea

punteada). Es decir, en los dos casos, la condición inicial corresponde a una velocidad

transversal (según Y ) que aumenta linealmente con X:

En el caso lineal, cuando la �sura se supone siempre abierta, se puede encontrar

una relación funcional suave entre la frecuencia y las características de la �sura (ya sean

calculadas vía FFT omodos normales). Sin embargo la dinámica tiene que ser de pequeñas

deformaciones y más importante aun es que la �sura tendrá que ser lo su�cientemente

grande como para permanecer abierta durante el movimiento oscilatorio. Estas hipótesis

son las que se supusieron en el caso del problema inverso del Capítulo 3. En la Figura
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Figura 5-31: Logaritmo de la transformada rápida de Fourier (FFT) para la barra no
lineal

Figura 5-32: Comparativa del espectro para grandes y pequeñas deformaciones de la
misma viga no lineal. Se puede observar una multitud de nuevas frecuencias.
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Figura 5-33: Dependencia Funcional de las primeras cuatro frecuencias naturales con la
posición y profundidad de la fractura para una viga empotrada libre (sin contacto y sin
fricción).

5-33 se puede observar la dependencia funcional de la frecuencia natural con la posición

y profundidad de la �sura para las primeros cuatro modos normales de vibración de una

viga empotrada libre, solución de las ecuaciones de Navier de auto frecuencias (5.25).

Con un módulo elástico E = 2:1 � 1011 N m�2; coe�ciente de Poisson � = 0:3 densidad,

�0 = 7850 Kg m
�3 y dimensiones en metros, largo L = 1 m y alto h = 0:05 m

Ahora, cuando la �sura es lo su�cientemente delgada o la deformación lo su�ciente-

mente grande, las super�cies límites de las caras de la �sura se cerrarán. En una situación

estática permanecerá cerrada pero en el caso que exista dinámica, estará presente un

movimiento muy complejo de vibro-impacto. Es interesante observar que ahora no sólo

estarán presentes las frecuencias de los movimientos cuasi - periódicos encontrados en

las grandes deformaciones, sino que además, debido al vibro impacto de la clausura en

�sura, aparecerán nuevas frecuencias de vibración como se puede observar en la Figura
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Figura 5-34: Espectro de la viga fracturada con �sura en forma de cuña y con contacto
entre las fases de �sura.

5-34, que corresponde a una viga de idénticas propiedades que la tratada en el ejemplo

de la Figura 5-32, pero con una �sura del tipo triangular (ver imagen izquierda de la

Figura 5-27) localizada a 1:6 m del empotramiento y con una profundidad de 0:05 m:

La Figura 5-35 muestra precisamente la distancia entre los vértices de la �sura. En

esta �gura se puede observar cómo es la dinámica de vibro-impacto entre las super�cies

de la �sura cuando ésta se cierra.

En de�nitiva, la dinámica no lineal de un cuerpo presenta nuevas frecuencias de vi-

bración que son combinaciones lineales de las correspondientes al caso lineal. Sin embargo,

cuando el cuerpo presenta una �sura, la no linealidad debida al contacto e impacto en

las interfases, da por resultado un espectro sumamente rico. Esta riqueza en el espectro

hace imposible el diagnóstico de daño analizando los cambios en las frecuencias. Por lo

tanto las hipótesis de linealidad del problema inverso presentado en el Capítulo 3 tienen

que ser cuidadosamente estudiadas ya que, dependiendo del tipo de dinámica y forma de

la falla, podría darse el caso de contacto intermitente en la �sura.

Por otro lado, al hacer un estudio en frecuencias se desecha mucha información impor-

tante. La información relevante para la resolución de este problema inverso se encuentra
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Figura 5-35: Distancia entre los vértices superiores de la fractura en funcion del tiempo

en las funciones dinámicas del tiempo como son por ejemplo la posición, velocidad o

aceleración en algunos puntos del cuerpo. En el capítulo que sigue se implementara una

técnica de optimización que dará como resultado la posición y profundidad de una �sura

en un espécimen dañado.

En este capítulo se trato la dinámica de multi - cuerpos cuyas deformaciones, rota-

ciones y desplazamientos pueden ser arbitrariamente grandes, con contactos unilaterales

fuera del equilibrio. Cualquier parámetro que se quiera caracterizar a partir del problema

inverso podría ser aplicado a este tipo de modelo como se vera en el Capítulo 6.
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Capítulo 6

Problema Inverso

La detección de daño puede ser abordada por distintos enfoques. Frisewell [52] hace

un estudio de comparación de las bondades de distintos métodos de detección. Estos

métodos podrían ser incluidos en tres categorías de diagnostico:

1 - Series temporales: Valor temporal de algún parámetro cinemático como la posición

o la aceleración, que podría ser adquirido de la propia pieza a estudiar con sensores de

movimiento, acelerómetros o sensores de proximidad.

2 �Respuesta en frecuencia: Ya sea haciendo resonar la pieza o de la propia series

temporales mediante transformadas de Fourier, se obtiene la respuesta en frecuencia.

3 �Parámetros modales: Obtenidos de la forma modal o de parte de esta midiendo

el desplazamiento en algunos puntos.

Friswell [52] concluye que los métodos dos y tres pierden valiosa información al con-

densar la riqueza de datos que se extiende en el tiempo y que como el método tres es

deducible del dos resultan de predicción similar. Pero a pesar que podrían ser útiles para

diagnosticar daño en los niveles 1 y 2 presentan las siguientes dos limitaciones:

1 - Insu�ciente variación de frecuencia respecto al daño, lo que da una limitada res-

olución a la detección y además generalmente queda por debajo del nivel de ruido exper-

imental.

2 �Se aproxima el fenómeno no lineal por un modelo que sí lo es.
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Por otra parte usando series temporales Banks y otros [20] prueban que pueden de-

tectar daño muy leve usando series temporales para lo que utilizan modelos no lineales

aunque simples. Estos tienen la limitación de no modelar el contacto parcial de la frac-

tura, ni la capacidad de implementación en detección de otro tipo de cuerpos como arcos,

placas, etc, ni en movimientos que involucren grandes deformaciones y rotaciones rígidas.

A continuación se presentará una técnica basada en series temporales pero en modelos

más complejos que los estudiados por Banks y otros [20] donde se tendrán en cuenta los

efectos de contacto total y parcial, fricción etc, en deformaciones y rotaciones �nitas.

6.1. Función objetivo

Para la detección de falla se implementa, en forma exitosa, un método de optimización

basado en Algoritmos Genéticos, para cuerpos en equilibrio y también en movimiento.

Esto se lleva a cabo mediante cuadrados mínimos, es decir se comparan las respuestas

dinámicas (o estáticas) en algunos puntos de la estructura dañada con la solución del

modelo computacional (elementos �nitos) donde se propone una localización y una pro-

fundidad de la �sura. De esta comparación se construye una función objetivo que luego

es optimizada dando por resultado dicha posición y profundidad.

Supóngase que se desea estudiar si un cuerpo tipo viga está dañado o no y en el caso

que lo esté, determinar dónde se encuentra la falla y cuál es su magnitud. Para ello se

miden los desplazamientos, en caso estático o dinámico, en algunos pocos puntos (no

más de 5). El problema de la detección consiste, entonces, en reconstruir la dinámica con

esa limitada información para así resolver un problema inverso y utilizar como dato el

movimiento, e incógnita la forma del contorno (en este caso la �sura caracterizada por

dos números, profundidad y ubicación).

La Figura 6-1 esquematiza el experimento dinámico donde una perturbación (por

ejemplo: un golpe con martillo) da inicio al movimiento (en este caso transversal, pero

podría ser de cualquier tipo). Sensores de movimiento (en la Figura son tres), por ej.
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Figura 6-1: Esquema del setup experimental para la detección de la falla en una estructura
tipo viga

acelerómetros, dispuestos en (dos o tres) lugares diferentes registran el movimiento. Por

último un adquisidor procesa estos datos para dar (dos o tres) funciones del tiempo

u(Xi; t) con i = 1::n ( n = 3 en la Figura 6-1 y n = 2 en la fotografía Figura 6-2)

Se procesa el modelo computacional para un caso de �sura arbitrario, es decir una

posición y una profundidad (Xc y hc) y se obtienen los desplazamientos u�(Xi; t) de los

mismos puntos Xi que en el experimento con i = 1::n , y se comparan con los obtenidos

experimentalmente u(Xi; t):

El modelo computacional puede ser bi o tri dimensional dependiendo del tipo de en-

sayo a realizar. Las ventajas de un modelo 2D es un menor costo computacional en la

resolución del problema de optimización aunque podría no ser su�ciente para movimien-

tos o geometrías más generales. Por supuesto las ecuaciones son las correspondientes a

deformaciones �nitas (4.4) con constitutivas dadas por (4.10).
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Figura 6-2: Fotografía del ensamble experimental con dos acelerómetros

La función objetivo usada en esta tesis para casos dinámicos se de�ne por

d(XC ; hC) =
1

t2 � t1

Z t2

t1

nX
i=1

[u�(xi; t)� u(xi; t)]2 dt (6.1)

donde, como se dijo antes, u�(Xi; t) es la respuesta de la simulación y u(Xi; t) es la

correspondiente al experimento.

En forma esquemática el algoritmo general es el siguiente:

1-Mediante una medición experimental se determinan funciones cinemáticas del tiem-

po, como posición o aceleración, en algunos puntos del cuerpo.

2-Se optimiza la función objetivo d(XC ; hC).

3-El valor buscado es el correspondiente al valor óptimo de dicha función objetivo.

Estas funciones objetivo presentan un gran número de mínimos, locales. Tal es el grado

de complejidad de este problema que resultan inadecuadas las técnicas convencionales de

optimización (basadas en métodos de gradiente).
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Figura 6-3: Logaritmo de la función objetivo. A primera vista parece una función suave
y diferenciable

A primera vista parece una función suave y diferenciable como se puede observar en

la Figura 6-3 donde se muestra la super�cie del logaritmo de la función objetivo Ec.(6.1)

para un tiempo t2 � t1 = 0:1 s. Se trata de un escenario de daño localizado en xc = 1 m

y profundidad hc = 0:13 m de una viga empotrada libre (como la esquematizada en la

Figura 6-1) de largo L = 2:5 m y alto A = 0:25 m

En la Figura 6-3 se puede observar una zona de mínimos con forma de canal levemente

curvado. Sobre ese canal se presentan una aglomeración de mínimos y máximos y es donde

se revela la falta de suavidad de la función objetivo (Figura 6-4)

La optimización de estas funciones objetivo se lleva a cabo mediante el llamado Algo-

ritmo Genético. La Figura 6-5 esquematiza el algoritmo físico-computacional de diagnós-

tico e identi�cación de daño en el que incluso se muestra como podría ser implementado,

si el resultado es usado como semilla para trabajar con otro algoritmo (método híbrido).

6.2. Las Bases de los Algoritmos Genéticos

El método de los Algoritmos Genéticos (AG) para resolver problemas de optimización

está basado en la selección natural, proceso por el cual se da la evolución de los sistemas
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Figura 6-4: Aglomeración de mínimos y máximos de la función objetivo d sobre la curva
del canal mínimo

Figura 6-5: Algoritmo de detección de daño vía series temporales optimizadas por algo-
ritmos genéticos
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biológicos.

El método AG genera una población, es decir, un conjunto de posibles soluciones a un

problema de optimización. Cada una de estas posibles soluciones se la llama individuo.

Aquel o aquellos individuos que estén más cerca de la solución real estarán mejores capac-

itados para pasar su información (genética) a la próxima generación. En cada generación

la población evoluciona a la solución óptima del problema entre manos y la información

genética que pasa de generación en generación cambiara según las tres siguientes reglas:

Reglas de selección: se hace una selección los individuos, llamados padres, según

algún criterio, que contribuye a la población en la siguiente generación.

Reglas de cruza: combinan a dos padres para crear a los niños para la siguiente

generación.

Reglas de mutación: ejercen cambios aleatorios de los padres individuales para

crear a los niños.

En el Apéndice F contiene una explicación detallada de loa Algoritmos Genéticos

utilizados en esta tesis.

6.3. Puesta a punto de los Algoritmos Genéticos

Se han probado distintas propuestas para ensayar la detección de �suras. En términos

generales el método usado para la puesta a punto del A-G consiste en dejar todos los

parámetros �jos menos uno y hacerlo variar hasta encontrar el óptimo, luego se deja

�jo este último parámetro y se hace variar otro. Estos parámetros pueden ser desde el

tiempo de la simulación, la cantidad de sensores colocados en la pieza a ensayar, las

posiciones y profundidades de la �sura, o cualquier otro parámetro inherente al propio

algoritmo genético (ver Apéndice F), a saber, cantidad de individuos, parámetros de

mutación, cantidad máxima de generaciones, tipos de cruza, etc. El objetivo es encontrar

los parámetros óptimos para el problema de detección de daño.

A �n de tratar un problema especi�co, sea una barra empotrada-libre, modelada como
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Población 20 40 120
xc 1.026 0.53 1.86
hc 0.051 0.031 0.194

Tabla 6.1: Variación de la población con una ventana temporal de t = 0.25s

antes según la elasticidad no lineal dada por la Ec.(4.4) con ley constitutivas dadas por

(4.10), de dimensiones en metros; largo L = 2:5 m alto A = 0:25 m; y material elástico

con un módulo de E = 7:3e10 Pa y � = 0:3 densidad � = 2766 m kg�3. En este caso

se toma la barra sin amortiguamiento. Se simula la dinámica y se obtiene la respuesta

del movimiento u(Xn; t) con n = 4 que simulan cuatro sensores ubicados en Xi = iL=5

(i = 1::n) que miden el desplazamiento transversal de la barra (Figura 6-1).

Escenario 1:

Tiempo de simulación 0:25 s (aproximadamente 9 veces el período del modo funda-

mental). La �sura está ubicada en xc = 2 m; y tiene profundidad hc = 0:2 m: El modelo

de la �sura será del tipo triangular de espesor d = 0:0002 m:

Respecto a los parámetros de los algoritmos genéticos, se aceptan: distribución inicial

uniforme, escala tipo ranking, la selección es de tipo estocástica, reproducción de elite con

contador igual a 2 recordar que esto signi�ca que los dos mejores pasan en forma inalter-

ada a la siguiente generación (ver Apéndice F). Fracción de cruza: 0.8 (esto corresponde

al 80% de la población que no sea elite) y de tipo dispersa. Recuérdese que la función

objetivo es sólo función de dos variables d(xc; hc). La mutación es de tipo gaussiana y el

criterio de parada es permitir un máximo de 10 generaciones y 5 repeticiones en el que

la función objetivo no mejore.

Se hace variar la población en el algoritmo de detección y los resultados obtenidos

se explicitan en la Tabla 6.1. Esto indica dos cosas: o que los tiempos de simulación son

muy grandes o que las poblaciones en el algoritmo genético muy chicas.

La Figura 6-6 muestra como al cambiar la ventana de tiempo la función objetivo tiene

un mínimo absoluto más profundo (más de�nido) pero una mayor cantidad de mínimos

locales.
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Figura 6-6: In�uencia de la ventana de tiempo sobre la función objetivo d

Población 20 40 120
xc 1.55 1.63 1.89
hc 0.151 0.131 0.182

Tabla 6.2: Variación de la población con una ventana temporal de t = 0.1s

Al tomar tiempos de simulación más cortos, es de esperar que los algoritmos genéticos

encuentren la solución óptima con mayor facilidad ya que la función objetivo d tendrá

menos cantidades de mínimos locales. Tomando una ventana de t = 0:1 s se repite el

experimento anterior obteniéndose nuevos resultados (ver Tabla 6.2). La diferencia ahora

es que con sólo 5 generaciones el Algoritmo Genético llega a la solución.

Ahora se cambia el tipo de cruza a heurística. Se hace variar el factor r que es la

posición promedio entre el segmento que une a los dos padres (ver apéndice) y se toman

200 individuos. La �sura se ubica ahora en xc = 1 m y una profundidad de hc = 0:1 m:

En el criterio de parada se toma un número máximo de 10 generaciones y 5 repeticiones

en el que la función objetivo no mejore. Todos los demás parámetros se dejan iguales que

antes. De la Tabla 6.3 se concluye que el óptimo para el método de cruza heurístico es
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r 1.2 1 0.8 0.6
xc 0.859 0.946 0.995 1.004
hc 0.086 0.103 0.095 0.097

Tabla 6.3: Variación del parámatro de mutación r

Caso 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
posición de la �sura xc 0.1 0.3 0.5 0.7 0.9 1.1 1.3 1.5 1.7 2

Profundidad de la �sura hc 0.1 0.1 0.2 0.2 0.1 0.2 0.1 0.2 0.1 0.2

Tabla 6.4: Diferentes escenarios o casos de localización y magnitud del daño ha ser estu-
diados

con r � 0:6. Este número no es absoluto, depende de cada caso, y es por eso esto que no

se hace un estudio más riguroso o re�nado.

En este punto es claro que una cruza heurística con factor del orden de r � 0:6 y

una ventana de 5 periodos del modo fundamental del cuerpo sano puede dar resultados

aceptables. Mas adelante se estudiaran con detalle la ventana optima.

Con el �n de hacer un estudio estadístico de la parametrización se proponen un

conjunto de escenarios diferentes (ver Tabla 6.4). Se simulan 10 casos, usando para el AG

cruza heurística con factor r = 0:6 y se hace variar el número de individuos. Se toma como

máximo de 5 generaciones. Se usa como condición inicial una velocidad transversal vy =

�2X m=s y como ventana temporal se toma t = 0:15 s:Con el �n de adimensionalizar

los errores en la búsqueda de la �sura, se usara en esta tesis el siguiente criterio.

ex =
xc � x�c
L

(6.2)

eh =
hc � h�c
A

donde xc y hc son la posición y profundidad de la �sura reales y; x�c y h
�
c son la posición

y profundidad que el AG encuentra respectivamente y como antes L y A son la longitud

de la barra y la altura de la misma. Los valores ex y eh son los errores relativos de la

ubicación y magnitud de la �sura. La suma er = jexj+ jehj será el error de cada escenario

simulado. Debe notarse que esta es una medida del error muy exigente. Con el �n de
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CasonPoblación 25 50 75 100 125 150
1 37.68 20.11 27.78 4.98 12.8 7.45
2 15.23 3.757 4.028 4.537 4.787 7.14
3 6.468 8.675 6.154 19.06 15.59 3.089
4 21.34 7.008 7.977 11.94 0.198 1.208
5 20.20 20.22 1.455 3.013 11.77 20.21
6 16.73 14.93 13.99 1.995 2.069 3.883
7 0.794 20.54 1.587 1.705 1.662 1.680
8 31.38 10.96 5.205 30.67 1.905 1.883
9 2.927 11.21 11.04 4.578 12.24 8.98
10 15.95 1.671 16.72 16.70 17.05 14.65

Tabla 6.5: Dependencia de los errores porcentuales con la población

entender cuántos individuos son necesarios para una detección aceptable, se corre el AG

con diferentes poblaciones. La Tabla 6.5 muestra el error porcentual, esto es, 100 er:

En la Figura 6-7 se puede apreciar el promedio de los errores porcentuales de la Tabla

6.5. Se puede observar como a medida que se aumenta la cantidad de individuos de la

población, el AG detecta más e�cientemente el daño, esto es, la posición y profundidad.

Un error en promedio menor al 10% según el criterio aquí utilizado, es más que

su�ciente, recuérdese que este error es la suma de las dos cantidades involucradas en la

detección, esto es, ubicación xc y profundidad hc:

Con el �n de evaluar que ventana de tiempo es necesaria (cuanto tiempo hay que

medir y simular) para una detección aceptable, se implementa el AG con una población

de 50 individuos usando diferentes tiempos de simulación.

En la Figura 6-8 se puede apreciar el promedio de los errores porcentuales de la Tabla

6.6. Se puede observar ahora como a medida que se aumenta el tiempo de simulación,

el AG detecta menos e�cientemente el daño. Esto es debido a que la función objetivo

d(xc; hc) presenta un número mayor de mínimos locales a medida que aumenta el tiempo

de la simulación (ver Figura 6-6) como se intuía al principio. Por lo tanto, si se desea

detectar una falla por dinámicas largas, se tendrán que usar poblaciones grandes. Se toma

en esta tesis, como regla empírica, un mínimo de 50 individuos por cada periodo y medio
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Figura 6-7: Error promedio en la detección de la falla como una función de la cantidad
de individuos en la población del AG

CasonTiempo (s) 0.05 0.15 0.25 0.35 0.5
1 27.747 20.11 27.747 75.677 90.16
2 27.59 3.7576 11.396 63.914 39.408
3 1.0236 8.6756 10.409 12.96 36.908
4 9.0388 7.008 2.7092 15.564 26.688
5 0.8136 2.2276 57.605 73.66 66.432
6 0.0104 14.939 3.7544 15.539 27.213
7 0.7672 2.0544 0.7672 2.9996 2.9518
8 1.1516 10.967 10.793 6.832 43.732
9 4.2488 11.21 5.6768 12.684 58.324
10 1.2132 1.6716 4.96 5.64 62.2

Tabla 6.6: Dependencia de los errores porcentuales en la detección con el tamaño de la
ventana temporal
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Figura 6-8: Error promedio en la detección del daño en función del tiempo de simulacion

de la fundamental de la pieza sana.

La Figura 6-9 se puede observar la el diagnóstico que MatLab calcula generación tras

generación durante el proceso de resolución del problema inverso. Este caso se trata de

un escenario de �sura ubicado en xc = 0:9 y con una profundidad de hc = 0:2: En el

cuadro izquierdo superior se detalla el valor de la función objetivo d(xc; hc) a medida que

el algoritmo evoluciona, se puede observar la convergencia a un valor cercano a cero. El

cuadro superior derecho se reporta el valor del mejor individuo (par xc; hc); el cuadro

inferior izquierdo muestra la distancia media entre todos los individuos de la población

donde se observa como a medida que el algoritmo evoluciona los individuos se agrupan.

El último cuadro (derecho inferior) ilustra el árbol genealógico en la evolución genética.

6.4. In�uencia del ruido.

Hasta aquí se trataron problemas de detección de �sura de una barra recta, cuya

dinámica es simulada y luego la función objetivo construida por comparación de esa
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Figura 6-9: Evolución de los Algoritmos Genéticos calculado por MatLab para un esce-
nario de fractura con posición en xc = 0:9 m y profundidad hc = 0:2 m

dinámica con otras igualmente preparadas ya que se utiliza el mismo modelo computa-

cional para simular el caso dañado como los que se implementan para detectarlo vía AG.

En este caso, no se tuvieron en cuenta ni incerteza en el modelo de la dinámica de la barra,

ni los inevitables errores experimentales presentes en cualquier medición experimental.

Con el �n de estudiar el desempeño del método de optimización basado en AG en

mediciones más realistas, se procede a incorporar ruido blanco a la señal de la dinámica

simulada, manteniendo los parámetros de población del método AG y duración de la

simulación de los casos anteriores. Estos parámetros serán: número de individuos de la

población en 50 y tiempo máximo 0.05 segundos (aproximadamente 1.5 periodos funda-

mentales de la barra sana).

La Figura 6-10 muestran el desplazamiento de la barra en el �sensor�de la extremidad

y la Figura 6-11 en el primer �sensor�desde el empotramiento (punto x = L=5); donde

se le incorporó ruido blanco. Cada uno de los ruidos tienen una magnitud relativa al

desplazamiento de la punta de 0:1, 0:2 y de 0:3.

La Tabla 6.7 indica los errores promedios calculados por la suma de los dos errores
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Figura 6-10: Desplazamiento transversal del ultimo "sensor"de la barra con distintas
magnitudes de ruido.

Figura 6-11: Desplazamiento en x = L=5 con distintas magnitudes de ruido
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Ruido relativo 0.1 0.2 0.3
Error medio% 6.28 7.71 5.39

Tabla 6.7: Error en la detección como función del error experimental

de�nidos por 6.2 para los mismos 10 escenarios, donde se puede observar la indiferencia

del método de detección a estos niveles de ruido aceptables en una medición real.

6.5. Fisura Difusa

Los resultados del apartado anterior son por demás alentadores y abren las puertas

a tratar sistemas en los que se tenga cierta incerteza en el propio modelo con el que

se hace la optimización. Se dispone de una teoría rigurosa, completa y muy exacta (sin

aproximaciones en la magnitud de la deformación o el desplazamiento), que simula de

forma muy realista la dinámica de un cuerpo �surado. Pero por más exacto que el modelo

sea, no es la realidad. En un problema real existen una variedad de incertezas en el

modelo físico que serán aproximadas por ciertos modelos teóricos (resueltos vía mecánica

computacional) que se acercaran más o menos al modelo físico. ¿Qué ocurrirá cuando

se pretenda detectar una �sura real de un espécimen verdadero usando este esquema?

Supóngase que la �sura real tenga una forma arbitraria como se indica en la parte inferior

izquierda de la Figura 6-12. ¿Se podrá identi�car dicha �sura si se proponen modelos de

ésta que tengan la forma de la parte inferior derecha de la Figura 6-12?

Para responder esta pregunta se propone simular la dinámica de una barra con una

�sura que di�era de la propuesta para ensayar la detección. En particular se trata de

una �sura tipo difusa compuesta por 5 �suras vecinas (ver Figura 6-13) como si fuera un

experimento real de un cuerpo real y el modelo de única �sura como el simulado para

realizar la detección. Los parámetros serán: número de individuos de la población en 50

y ventana temporal de 0:05 s (aproximadamente 1.5 periodo de la barra sana).

La Tabla 6.8 compila los 6 casos analizados donde el �Error%�es calculado, como

antes, por la suma de los dos errores dados en la Ec.(6.2). sólo en el 5to caso se puede
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Figura 6-12: Comparación entre una fractura real y dos modelos propuestos para la
detección

Figura 6-13: Esquema de la fractura difusa

119



Caso a detectar detectados por AG
caso (Error%) xc hc x�c h�c
1 (7.16) 0.3 0.1 0.32 0.115
2 (8.12) 0.7 0.1 0.55 0.105
3 (4.64) 1.3 0.2 1.25 0.206
4 (6.72) 1.5 0.2 1.36 0.197
5 (41.3) 1.9 0.1 2.37 0.044
6 (6.51) 1 0.12 0.98 0.134

Tabla 6.8: Resultados y errores para la detección en el caso de fractura tipo difusa

considerar fracaso.

6.6. Detección en un arco

Antes de pasar a un experimento de detección de daño real, se estudiará nuevamente

el problema de detección pero ahora en una estructura no recta como una viga.

En principio cualquier forma bi o tridimensional podrá ser utilizada. Un arco circular

como el esquematizado en la Figura 6-14 es propuesto. Dicho arco se encuentra �jo en

sus dos extremos, por lo tanto se impone nulidad en el desplazamiento u; y libre en el

resto del contorno esto es tensión nula (t0 = 0) en todo el borde salvo en la región de la

�sura, donde, como antes, se imponen condiciones de contacto de Signorini.

Lo interesante de esta geometría es que ya no existe simetría entre la parte superior y la

inferior. Y aunque, en lo tratado para el modelo de viga recta, el problema fue formulado

de manera de poder detectar si la �sura se encuentra la cara superior o inferior de la

viga, no fue mencionada la técnica que discriminaría entre las dos alternativas. Esta idea

es muy simple. La posición de la �sura tendrá un valor que va desde 0 a L y desde L a L0

es decir, se duplica el dominio de de�nición de la variable xc en la función objetivo.

En particular se estudia un arco circular de 1800 de circunferencia con un radio interno

de 6 m y un radio externo de 9 m. Luego la parte de xc que va desde 0 a L (radio externo)

va de 0 a 9� y la correspondiente al radio interno va de 9� a (9 + 6)�. En de�nitiva

xc 2 (0; 15�)m ' (0; 47m): El modelo es plano por lo que se asume la dimensión normal
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Figura 6-14: Arco plano �surado

al plano de 1 m. En este caso el material será modelado por un módulo elástico E =

7 � 109Pa con una densidad �0 = 2000 kg=m3: Se simula un �t = 0:035 s para construir

la función objetivo (ventana temporal); intervalo que se corresponde aproximadamente

a 1.5 periodos del primer modo del arco sano correspondiente al caso lineal. Se trataron

seis casos o escenarios de �sura.

Los escenarios de �sura son detallados en la Tabla 6.9 donde se mantienen los parámet-

ros de población del método AG de la simulación de los casos anteriores. Los errores re-

sultantes para la detección de �sura en el arco son de magnitud similar a los encontrados

en la viga recta.

6.7. Detección en una viga recta (Experimento físi-

co)

Una vez elegidos los parámetros de AG, los tiempos de simulación en la dinámica y

aceptando que existe cierta insensibilidad en la forma de la �sura y en el ruido experi-
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Caso a detectar Detectados por AG
caso (Error%) xc hc x�c h�c
1 (6.864) 10 0.1 12.91 0.0798
2 (36.81) 10 1 15.55 1.75
3 (9.152) 23 1.2 25.52 1.314
4 (6,724) 35.5 2 34.93 2.101
5 (9.032) 39 1 41.13 1.135
6 (9.198) 45 0.12 48.98 0.0981

Tabla 6.9: Resultados y errores para la detección de daño en un arco

mental. Se procede a la detección de �sura de un espécimen real.

Se usan dos acelerómetros pasco, cada uno con una masa m = 34:7g: La barra es de

aluminio con una densidad de � = 2700 kg=m3 y un módulo elástico E = 63 �109 Pa: Las

dimensiones son: largo L = 41:5 cm (la parte que vuela) Sección cuadrada de lado

a = 0:788 cm. La barra está empotrada a la mesa y los acelerómetros se ubican en

x1 = 0:2325 m y x2 = 0:34 m del empotramiento. La Figura 6-2 es una forografía del

montaje experimental.

Proponiendo para este caso, una ecuación constitutiva del tipo (4.10) con disipación

interna del tipo (4.12) y una disipación externa (viscosidad del aire) modelada por el

siguiente vector tensión en las condiciones de de borde del tipo

t0d = ��dV (6.3)

donde como es costumbre t0d es el vector tensión de Piola Kirchho¤ (el sub índice d es

para indicar que se trata de la disipación por fricción externa viscosa, a diferencia de �

que se utilizó antes para fricción por rozamiento) y V = V(X;t) es el vector velocidad

lagrangiano o material.

Dado que siempre existen incertezas en el modelo, ya sea en las condiciones de con-

torno, coe�cientes de amortiguamiento, módulos elásticos o inhomogeneidades en el ma-

terial, se realiza un ajuste (zero setting) para homogeneizar dichos parámetros de tal

forma que la diferencia del modelo computacional con el modelo físico sea mínima.
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Vía algoritmos genéticos (A-G) se optimiza la función

d(E; �d; �int) =
1

t2 � t1

Z t2

t1

2X
i=1

[u�(xi; t)� u(xi; t)]2 dt

esta vez para encontrar los parámetros de ajuste que serán, el módulo elástico E y

los coe�cientes de disipación externo �d (viscosidad del aire) e interno �int este ultimo

consistente con las restricciones de la Termodinámica (ver Apéndice C). Para un periodo

de t2 � t1 = 0:1 s

Los AG se �jaron con una población de 50 individuos, cruza heurística hasta 5 gen-

eraciones hallándose los siguientes parámetros óptimos: E = 36:567 109Pa; �d = 840:57

Pa s=m y �int = 7:35 Pa s. De esta manera, el módulo elástico del aluminio es corregido

a este nuevo valor que junto con los coe�cientes de fricción viscosa �d y �int dan el ajuste

necesario del modelo computacional haciéndolo consistente al modelo físico

Para asegurar la misma condición inicial en el experimento que en la simulación, se

cuelga con un hilo una pesa de masa m = 266:12 g de la punta de la barra. Luego, para

iniciar la dinámica, se corta el hilo quemándolo con una pequeña �ama (fuego). De esta

manera se garantiza una perturbación mínima en dicha condición inicial.

Los dos sensores de movimiento (acelerómetros) registran la dinámica vibratoria de

la barra sana en el adquisidor. La Figura 6-15 muestra la aceleración en los puntos x1

y x2 para el experimento y la Figura 6-16 la correspondiente a la simulación con los

parámetros óptimos encontrados por AG, donde también se tienen en cuenta las masas

y ubicaciones de los acelerómetros.

Se puede observar cierta similitud en las amplitudes de las aceleraciones como también

en el decaimiento producido por la disipación.

Analizaremos ahora la barra dañada. Una vez calibrado el modelo se práctican muescas

de 2:6mm; 4mm y 5mm de profundo y 1mm de ancho a unos 14 cm del empotramiento

(ver Figura 6-17).

Nuevamente se optimiza vía AG la función d(xc; hc) para un intervalo (ventana) de

tiempo de t2� t1 = 0:1 s utilizando los parámetros óptimos para el caso de la barra sana,
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Figura 6-15: Aceleración en los dos x1 y x2 puntos para la barra sana. Experimento físico

Figura 6-16: Aceleración en los dos x1 y x2 puntos para la barra sana. Simulación Com-
putacional
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Figura 6-17: Esquema de la barra de aluminio fracturada de aluminio

Caso xc=L hc=a xc=L detectado hc=a detectado Error%
1 0:337 0:329 0:378 0:257 11:2
2 0:337 0:507 0:282 0:366 19:6
3 0:337 0:634 0:357 0:548 10:6

Tabla 6.10: Escenarios de daño para el experimento físico

E = 36:567 109Pa; �d = 840:57 y �int = 7:35 con los mismos parámetros evolutivos de

antes, es decir: una población de 50 individuos, cruza heurística hasta 5 generaciones

Los resultados de detección para cada unos de los tres escenarios de daño son explic-

itados en la Tabla 6.10 Como se puede observar, los valores de posición y profundidad

de daño son determinados con muy buena precisión. Esto muestra que el método puede

ser utilizado para detectar posición y profundidad de una �sura que abra y cierre en un

experimento dinámico de un espécimen dañado. En este caso se realizo el experimento

con instrumental de poca precisión, el fenómeno de contacto en la �sura introduce fuertes

no linealidades y aun así los resultados pueden considerarse alentadores ya que el error

total (suma de los correspondientes a la posición y profundidad de la �sura de�nidos en

(6.2)) no supera el 20%.
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Figura 6-18: Forma del contorno de la hélice. Construcción a partir de un spline de tercer
grado

6.8. Detección en una hélice

Dado que el modelo mecánico desarrollado es general en cuanto al tipo de movimiento

y geometría (grandes deformaciones, rotaciones y desplazamientos), se puede implemen-

tar en modelos 3D de elementos estructurales arbitrarios para realizar el análisis y la

detección de �sura en caso que exista.

En las Figuras 6-19 y 6-18 se esquematiza la pala de una hélice que podría ser, por

ejemplo, de un molino eólico de generación eléctrica.

Ésta es generada por un spline de tercer grado que pasa por los cinco puntos señal-

ados en la Figura 6-18. La punta redondeada es un arco circunferencial que une los

puntos de coordenadas (0;�8m) y (0:55m; 8:15m) con centro en el punto de coordenadas

(0:3m;�7:9m), trazando la forma recta de la pala que tiene un largo L = 8 m; y una

anchura máxima de a = 1:55 m. La pala es muy delgada, 0:04 m de espesor, y tiene un

alabeo a lo largo de su longitud dado por las super�cies construidas por las funciones

Z�(X; Y ) = �0:02 + 0:04 � Y � (X � 1)� 0:1 �X.

126



Caso xc [m] hc [m]
1 3 1
2 2.3 0.1
3 2.3 0.15
4 4.3 0.15
5 7.3 0.05

Tabla 6.11: Escenarios de daño para la hélice

Caso xc=L hc=a xc=L detectado hc=a detectado Error%
1 0:375 0:64516 0:3539 0:67806 5:4
2 0:2875 0:06 4516 0:31270 0:05805 3:166
3 0:2875 0:096774 0:29451 0:08857 1:521
4 0:5375 0:096774 0:767432 0:19112 32:42
5 0:9125 0:032258 0:885763 0:03363 2:811

Tabla 6.12: Resultados de detección para la hélice giratoria

La hélice gira a 10 rad=s respecto del eje Z y se simula casi una vuelta (t = 0:5s), sin

incluir ruido. El material de dicha hélice es modelado como acero. Esto es, como antes se

utiliza la ecuación de movimiento para grandes deformaciones y rotaciones (4.4) con el

modelo constitutivo dado por (4.10). Aquí las constantes de Lame son las correspondi-

entes al acero con módulo elástico E = 2:05� 1011 Pa y coe�ciente de Poisson � = 0:3:

Recordar que 
 = E=2(1 + nu) y � = �E= [(1 + �) � (1� 2�)] y densidad �0 = 7580

kg=m3

Se analizan 5 escenarios distintos de daño (Tabla 6.11) utilizándose como parámetros

de los AG, población de 75 individuos, maximo de 10 generaciones.

Los resultados se detallan en la Tabla 6.12. Nuevamente los valores detectados son

aceptables. Uno sólo de los casos (el 4to) es considerado fracaso. Los casos exitosos dan un

error por ciento promedio de poco más del 3.2%. Estos valores son más que aceptables

si se tiene en cuenta que la detección es efectuada en una situación de operatividad de la

hélice, ya que ésta se simula rotando a 10 rad=s.
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Figura 6-19: Esquema de la hélice 3d

Figura 6-20: Esquema del modelo de daño para la hélice del segundo caso
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6.9. Discusión

En términos generales una población entre 50 y 150 individuos con una cruza heurís-

tica con r = 0:6 es su�ciente para detectar daño a nivel 3 en menos de 10 generaciones

siempre que el lapso o ventana temporal de estudio estuviese entre 1 y 3 períodos de la

frecuencia fundamental del cuerpo sano. Cuanto más largas fueran dichas ventanas tem-

porales, más profundo sería el mínimo global de la función objetivo pero con un número

mayor de mínimos locales, demandando una población proporcionalmente mayor en el

método evolutivo.

La realización de estudios sobre un vasto conjunto de escenarios de �sura indica que

en más del 90% de los casos es posible detectar daño con un error compuesto entre

profundidad y localización menor de 7%.

Se simularon escenarios de daño con ruido experimental (ruido blanco) y curiosamente

se observo que éste no modi�ca la precisión del método; incluso con valores de dispersión

del orden del 30% del desplazamiento máximo. Esto es debido probablemente a que el

ruido sólo hace menos profundo el mínimo global de la función objetivo. Por lo tanto si

se presentan casos con un gran error experimental se recomienda aumentar la ventana

temporal.

Una prueba exigente para el método de detección es el ensayo experimental, en este

caso, de una barra de aluminio de 40 cm de largo con una sección cuadrada de 0.78 cm

lado. Con el objeto de compatibilizar el modelo computacional al modelo físico, se opti-

miza la función objetivo para el espécimen sano vía Algoritmos Genéticos obteniéndose

así los coe�cientes de amortiguamiento interno y externo y el módulo elástico. Ya que

las masas de los acelerómetros son del orden a la masa de la barra de aluminio fueron

tenidas en cuenta en el modelo. Una vez optimizado dicho modelo sano, se provoco dañó

a la barra y se pudo detectar en forma exitosa la posición y profundidad de la �sura.

Esto demuestra que no sólo se puede detectar daño con esta técnica, sino que también

puede ser utilizada para identi�cación de cualquier parámetro a partir de una medición

indirecta (en este caso aceleración en dos puntos).
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6.10. Detección utilizando medidas estáticas

En la práctica muchas veces se puede disponer de sensores precisos de desplazamiento

o deformación estática en algunos puntos especí�cos del cuerpo o también se pueden

utilizar técnicas ópticas de medición de deformación estática, como son las técnicas de

interferometria.

Para los casos en que el sea posible medir los desplazamientos en algún conjunto

reducido de puntos (como en el caso dinámico donde se disponían los acelerómetros) se

puede implementar la técnica antes utilizada para la detección de �sura.

Sea un cuerpo en estado de equilibrio, si la deformación es �nita satisfará la ecuación

de equilibrio

r � (FS) + �0b = 0

donde S = g0(E) es el segundo tensor de Piola-kirchho¤ dado por alguna relación consti-

tutiva como podrían ser las de�nidas por la Ec.(4.10) o la Ec.(4.11). Si por el contrario

la deformación es in�nitesima se podrá usar la elasticidad lineal (ecuaciones de Navier).

El modelo de contacto de Signorini (4.23) y su regularización (4.25) se aplica en forma

idéntica que para el caso dinámico. El caso estático es el caso particular del dinámico.

Con el �n de sistematizar la puesta a punto de los AG se procede a estudiar una barra

empotrada-libre simulada de dimensiones iguales que antes, esto es: largo L = 2:5m alto

A = 0:25 m; y material elástico con un módulo de E = 7:3e10 Pa y � = 0:3 densidad

�0 = 2766 kg m
�3:

Supóngase que se dispone de una cantidades n de sensores que miden desplazamiento

transversal dispuestos a lo largo de la barra como indica la Figura 6-1 equidistantes uno

de otro. Dicha barra es deformada por la aplicación de algún esfuerzo, por ejemplo un

peso conocido y los sensores miden dicha deformación.

Se simulan los escenarios dados en la Tabla 6.4 aplicando en este caso, una carga de

7840 kN en la punta libre de la barra. La aplicación de esta carga se hace dos veces, una

en cada sentido transversal (hacia arriba y hacia abajo en la Figura 6-21). Esto es debido
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Figura 6-21: Esquema de la barra dañada a) distancia entre las dos caras de la fractura.
b) tensión de contacto en la fractura. La variable s indica la longitud del segmento que
va desde 1 a 2 en la fractura

a que la �sura podría estar de un lado o del otro (arriba o abajo). Esto automáticamente,

daría el doble de datos para analizar teniendo en cuenta la falta de simetría del problema

La función objetivo será entonces

d(XC ; hC) =

nX
i=1

�
u"�(xi)� u"(xi)

�2
+

nX
i=1

�
u#�(xi)� u#(xi)

�2
(6.4)

Los símbolos " y # en (6.4) indican cuando la carga es hacia arriba o hacia abajo

Como en el caso dinámico, se corre el modelo para un caso de �sura arbitrario, es decir

una posición y una profundidad (XC y hC) y se obtiene el desplazamiento en los mismos

puntos xi que en el experimento simulado u�(xi) con i = 1::n (n número de sensores).

La Figura 6-21 muestra la deformación en el caso de que la carga sea hacia arriba. En

dicha Figura (a- izquierda) puede observarse como los 7840 kN no son su�cientes para

que toda la �sura se cierre aunque si lo son para producir una deformación mensurable.

En la Figura 6-21 b) puede notarse la tensión que soportan las caras de la super�cie de

la �sura donde se produce el contacto.
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Figura 6-22: Función log(d): Puede observarse un gran número de mínimos locales.

Como antes, la función objetivo presenta un gran número de mínimos locales. La

Figura 6-22 es la representación grá�ca, en escala logarítmica, de la función d; �jando el

valor de xc correspondiente a la posición de la �sura y variando el valor de la profundidad

hc. Puede observarse un gran número de mínimos locales.

La Figura 6-23 muestra como disminuye el error promediado en los 10 casos dados en

6.4 a medida que se aumenta el número de sensores en el experimento. Se puede observar

que cuatro sensores son su�cientes para la detección en una barra recta. Recuérdese que

10% de error es más que satisfactorio ya que el convenio utilizado para el cálculo del

mismo es la suma de los errores de los dos parámetros a encontrar, esto es, posición y

profundidad de la �sura.

6.10.1. Distribuciones Estadísticas en la Detección

Un intenso estudio estadístico es realizado con el �n de ilustrar las distribuciones

en los errores de detección en el caso de medidas estáticas a medida que se incrementa

el número de individuos en el AG. Es decir, se pretende estudiar la e�ciencia de los
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Figura 6-23: Error en función del número de sensores

algoritmos evolutivos a medida que se utilizan poblaciones más numerosas.

El estudio consiste en 70 escenarios de daño diferentes generados aleatoriamente para

la viga de la Figura 6-21. La detección de daño es a partir de la función objetivo de�nida

por la Ec.(6.4) utilizándose cuatro puntos donde se efectúa la medición del desplazamiento

(es decir n = 4) ubicándose como en el caso de detección dinámica en Xn = nL=5.

Este experimento numérico se efectúa cinco veces para poblaciones de 40, 60, 80, 100,

y 120 individuos respectivamente. Todos los demás parámetros de los AG se mantienen

inalterados. Cabe aclarar que este intenso estudio numérico - computacional implica el

cálculo de 70 X 5 = 350 escenarios diferentes.

La Figura 6-24 corresponde al caso de 40 individuos en la detección vía AG. En dicha

�gura puede observarse como los errores se distribuyen en forma simétrica alrededor

del centro. En este caso el promedio corresponde a 27.5% de error. La Figura 6-25

corresponde al caso de una población de 60 individuos. En este caso se puede apreciar

como los errores se distribuyen en forma sesgada a la izquierda del valor máximo. El error

promedio corresponde a 20.7%
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Figura 6-24: Distribución de los errores porcentuales para una población de 40 individuos
en la técnica de AG

Figura 6-25: Distribución de los errores porcentuales para una población de 60 individuos
en la técnica de AG
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Figura 6-26: Distribución de los errores porcentuales para una población de 80 individuos
en la técnica de AG

Figura 6-27: Distribución de los errores porcentuales para una población de 100 individuos
en la técnica de AG
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Figura 6-28: Distribución de los errores porcentuales para una población de 120 individuos
en la técnica de AG

La Figura 6-26 corresponde al caso de una población de 80 individuos. Ahora se

aprecia más claramente como los errores se distribuyen en forma sesgada a la izquierda

del valor máximo. En este caso el promedio corresponde a 18.7% de error.

La distribución de los errores correspondiente a 100 individuos es gra�cada en la

Figura 6-27. En esta distribución se aprecia como la máxima frecuencia de los errores se

ubica entre el 5% y el 10% a pesar de ser 14.5% el promedio de los mismos. Por ultimo

la distribución correspondiente al caso de 120 individuos se gra�ca en la Figura 6-28. En

este caso la dispersión es mínima con un máximo en los entre 0% y 5% y un promedio

de errores del 8.1%.

En todos los casos menos el primero, se puede apreciar como la distribución no es de

tipo normal. Esto es fácil de entender ya que no pueden existir valores negativos de error

y por lo tanto las distribuciones se corren a valores pequeños de error a medida que se

aumenta la cantidad de individuos. Empíricamente se podría postular que la distribución

de los errores de detección vía AG es del tipo de Weibull.
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Figura 6-29: Distribución de Weibull para el error de detección con una población de 60
individuos

Dicha distribución esta de�nida por

�(x) = ab xb�1e�ax
b

(6.5)

donde a y b son dos parámetros que caracterizan la distribución de�nidos por la varianza

�� y el promedio ��

�� = a�1=b �(1 + b)

��
2

= a�2=b
�
�(1 + 2=b)� �2(1 + 1=b)

�
Se encontró que un valor de b = 1:45 da una descripción razonable para todos los casos.

En la Figura 6-29 se gra�ca la distribución de Weibull para el error de detección con

una población de 60 individuos, es decir es comparable con la Figura 6-25. Pero ultimo

en la Figura 6-30 se puede apreciar el promedio de los errores porcentuales de estos ex-

perimentos numéricos para la detección vía mediciones estáticas. Se puede observar como

a medida que se aumenta la cantidad de individuos de la población, el error disminuye
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Figura 6-30: Error promedio en la detección de la falla vía experimento estático, como
una función de la cantidad de individuos en la población del AG

aproximadamente en forma lineal. Comparando este resultado con el de la Figura 6-7 se

puede concluir que la detección de daño vía experimentos dinámicos. Es precisamente

la riqueza de la información en la medición dinámica la que da la posibilidad de una

solución del problema inverso más exacta que en el caso estático.

6.10.2. In�uencia del error experimental en la medición estática

Dado que en un ensayo real existen errores de medición y como el objeto último de

estos estudios es la implementación experimental, se adiciona, a los resultados del exper-

imento simulado, una incerteza, un número aleatorio r para luego intentar la búsqueda

por AG. Es decir: se tomara como valor dato u(xi) + r y se busca el mínimo de (6.4) vía

AG.

La Figura 6-31 muestra el error promedio en los mismos 10 escenarios de la Tabla

6.4 a medida que el error de medición aumenta. Aquí el error experimental es tomado

como el porcentaje referido al desplazamiento de la punta de la barra (que es el máximo).
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Figura 6-31: Error medio en la detección como una función del error experimental

Puede observarse como se puede detectar (en promedio) una �sura cuando se dispone

de mediciones experimentales con un error hasta el 40 o 50% de la magnitud de la

deformación, usando sólo cuatro sensores (n = 4) en un único experimento.

En casos generales el método dinámico da resultados más exactos pero computa-

cionalmente es más caro que el estático. Por otra parte el ensamblaje experimental y la

puesta a punto para un experimento de detección de daño estático es más complejo y

menos exacto.

En términos generales, es interesante como una técnica basada en búsqueda de parámet-

ros vía AG es exitosa incluso en situaciones complejas con grandes errores experimentales

o con pequeñas diferencias e incertezas en entre el modelo computacional y el modelo

físico.

Al utilizar AG, el modelo computacional es resuelto en tantos casos diferentes como in-

dividuos tenga la población multiplicada por la cantidad de generaciones implementadas.

Por ejemplo si se utilizan 75 individuos y un máximo de 10 generaciones, el modelo de

búsqueda se deberá resolver, en el peor de los casos, 75 X 10 =750 veces. Se podría
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argüir que esto último demandaría un gran costo computacional, sin embargo cada caso

es independiente del anterior por lo que la técnica de búsqueda basada en AG puede ser

fácilmente implementada en computación distribuida (Computo paralelo). Precisamente

la tendencia en la manufactura de computadoras, en los últimos años se ha inclinado a

equipos multi procesadores. Actualmente son muy económicas las computadoras con 4

procesadores y no es de extrañar que en dos o tres años se vendan equipos hogareños con

16 o 32 procesadores. Lo dicho justi�ca implementar técnicas de búsqueda que utilicen

modelos complejos ya que el costo computacional será cada vez menor.
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Capítulo 7

Conclusiones

7.1. Estudio Realizado y Discusión

El objetivo de la presente investigación fue estudiar y desarrollar un método de diag-

nóstico y detección de �sura en elementos mecánico-estructurales. El principal aporte es

la construcción de un modelo general basado en la viscoelasticidad �nita para detectar

�suras en cuerpos de cualquier forma sometidos a cualquier tipo de movimiento mediante

algoritmos evolutivos. La mayoría de las investigaciones en este campo tratan sobre la

detección de daño en cuerpos de forma particular; en general sobre vigas rectas y algunas

pocas sobre placas. En algunos casos se proponen modelos más o menos realistas que in-

cluyen el contacto en la �sura. Andreaus y otros han aplicado contacto tipo Signorini en

para modelar la dinámica de una viga recta dañada, pero no para detectar localización

y magnitud de la �sura. El autor de esta tesis no conoce trabajo donde se incluya el

contacto de Signorini en la detección de daño.

7.1.1. Modelo de deformación �nita y contacto

Si bien la mayoría de los ejemplos tratados en esta tesis se re�eren a la detección de

daño en elementos rectos tipo vigas, la Elasticidad �nita, como rama de Mecánica del

Continuo, es completamente general como lo demuestran algunos ejemplos en los que se
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estudiaron cuerpos de formas curvas y en movimientos arbitrarios.

En la construcción teórica del modelo de cuerpo dañado, se intensi�có la atención

al problema de contacto de Signorini; un problema fascinante por su aparente compleji-

dad pero de resolución computacional simple ya que con poco esfuerzo se puede incluir

fricción de Coulomb y modelar fenómenos de contacto parcial, fenómenos de contacto

intermitente, stick �slip, vibro impacto, deslizamiento suave, etc.

Aunque en primera instancia se proyectaba la construcción de un modelo basado en

la teoría clásica de la Elasticidad (Elasticidad in�nitesimal), se observo la posibilidad

de incluirlo en la teoría no lineal de la Mecánica del Continuo. En dicho enfoque no se

hace hipótesis alguna sobre la pequeñez de la deformación y no sólo da la posibilidad de

tratar cuerpos que sean sometidos a grandes deformaciones, sino que también se pueden

tratar movimientos arbitrarios como grandes rotaciones y desplazamientos. De no ser

así, se tendría que elaborar un modelo ad hoc para cada caso particular. Como por

ejemplo, el péndulo tratado en el Capítulo 5 donde que fue comparada la teoría general

con dos modelos de Resistencia de Materiales. En estos modelos técnicos las ecuaciones

de deformación se tuvieron que plantear sobre un marco móvil rotatorio rígido. Dicho

marco rígido era gobernado por otro conjunto de ecuaciones: las del cuerpo rígido.

Cada una de estas construcciones tiene la desventaja de estar sustentadas por un

nuevo conjunto de hipótesis que muchas veces el investigador no puede asegurar que

a priori se cumplan. Sobre todo si el problema describe un fenómeno complejo como el

vibro impacto en la zona dañada o la inestabilidad en la alternancia entre fricción estática

y dinámica (stick y slip). O aún más, en un fuerte impacto entre un disco y un plano.

Aunque se podría haber propuesto una relación constitutiva para el tensor de tensiones

de Cauchy y luego transformarlo al tensor de Piola-Kirccho¤, al tratar el problema en

coordenadas puramente lagrangianas, se eligió proponer dichas constitutivas en esa misma

representación (material o lagrangiana) ya que homogeniza el planteo contribuyendo

a esclarecer y simpli�car el enfoque matemático del problema. El precio a pagar por

esto es la interpretación de otro vector de tensión. El vector tensión de Piola Kirchho¤
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que simplemente es la fuerza en la con�guración deformada por unidad de área en la

con�guración indeformada a diferencia del conocido vector tensión de Cauchy en el que

todo es referido a la con�guración actual o deformada.

El análisis de las posibles dependencias entre los tensores de tensiones en función de las

deformaciones, y de las velocidades de deformaciones, en coordenadas lagrangianas son

tratadas en forma consistente con la teoría de Coleman y Mizzel muy difundida aunque

formulada en coordenadas eulerianas. En el Capítulo 4 se mencionan los resultados que

son tratados en forma completa en el Apéndice C (restricciones de la termodinámica a

las ecuaciones constitutivas) donde son dos los caminos que se usaron para demostrar el

conjunto de restricciones que la termodinámica impone a la forma funcional de dichas

relaciones. Y es este análisis el que da un marco riguroso en la forma funcional entre

las tensiones, las deformaciones y las velocidades de deformación cuando de problemas

visco elásticos (disipación interna) se trata. Para ello se transformaron las ecuaciones

de balance de masa, momento, energía y segundo principio de la Termodinámica a la

forma material. Como es mencionado más arriba, la ventaja de esto es un tratamiento

homogéneo en el que todas las integrales son sobre el mismo dominio.

El bene�cio más notable de la formulación lagrangiana es cuando se trata de prob-

lemas de contacto. Cuando el cuerpo realiza desplazamientos �nitos en el espacio, el

planteo de las ecuaciones de contorno es matemáticamente incombeniente si se lo trata

en forma euleriana o espacial ya que la posición misma del contorno es una de las incóg-

nitas del movimiento. Es precisamente en este contorno lagrangiano donde se imponen

las condiciones de contacto.

En el Capítulo 4 el problema de Signiorini fue generalizado para el caso que exista

contacto entre dos cuerpos �exibles. Desde el punto de vista de la Mecánica Analítica,

un problema de restricciones en el que las ligaduras se puedan expresar en forma de

ecuaciones (que relacionen las posiciones de las partículas) se llama holónomo. Estos

problemas pueden ser planteados usando un conjunto de coordenadas (generalizadas) de

tal forma que sea posible integrarlos.
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El problema de contacto unilateral de Signiorini es no holónomo ya que éste im-

pone restricciones expresadas como inecuaciones entre las coordenadas espaciales de las

partículas; en este caso las del borde. En el Capítulo 4 se regularizaron dichas restricciones

transformando el problema de ligaduras rígidas en un problema de partículas libres. Esto

es: la interpenetración entre los cuerpos no está prohibida pero si fuertemente penalizada

a través de un vector de tensión que se activa cuando los cuerpos están lo su�cientemente

próximos. Es de esta forma que el problema de contacto pudo ser resuelto (integrado)

computacionalmente.

Desde el punto de vista del tipo de condiciones de borde, la regularización del problema

de contacto transforma las condiciones de desigualdad mixta entre tensiones (condiciones

naturales) y desplazamientos (condiciones geométricas) en un problema puramente de

condiciones naturales. Esto facilita notablemente la inclusión de fricción en el modelo ya

que se imponen relaciones fenomenológicas entre tensiones normales y tangenciales en la

zona donde los cuerpos se tocan.

En el Capítulo 5 se trataron varios problemas de grandes rotaciones, grandes defor-

maciones, fricción, contacto e impacto entre cuerpos �exibles planos y tridimensionales

contra cuerpos rígidos o entre dos cuerpos �exibles. Se pudieron estudiar relaciones de

fricción estática y dinámica en un mecanismo pendular �exible, tiempos y fuerzas de

contacto en el caso de impacto entre dos cuerpos �exibles y entre uno �exible y otro rígi-

do con distintas propuestas constitutivas. Se presentaron dependencias funcionales del

tipo fuerzas de contacto vs. tiempo durante el impacto (fuerzas de impulsión). Se estudió

exitosamente la dependencia de ángulos de retroceso en función de ángulos de incidencia

para distintos coe�cientes de fricción de un disco contra un plano rígido. En muchos de

estos casos fueron presentados los estudios energéticos que además de ser interesantes

son utilizados extensamente como herramienta de diagnóstico en la calidad de la solución

numérica.
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7.1.2. Detección de Daño

Un simple estudio cualitativo de la dinámica lineal y no lineal de una viga reveló

que la respuesta, cuando no existía �sura, era de tipo periódica en el caso lineal, cuasi

periódica en el caso no lineal, y no concluyente en el caso que exista �sura. La dinámica

de un cuerpo dañado presenta según este modelo, no linealidad geométrica, no linealidad

material y no linealidad en la condición de contacto en la que se pueden dar uniones de

tipo parciales contacto e impacto.

El problema inverso de detección de �sura a partir de la dinámica o de la deformación

estática es un problema mal condicionado. Incluso en el caso lineal como se anticipaba en

la Introducción. Los valores de frecuencia son poco sensibles a las posiciones y profundi-

dades de las �suras. Es por esto que se implementó un método de comparación entre la

dinámica real de un cuerpo dañado con la dinámica de un modelo computacional (modelo

de prueba) a través de una función que calculaba la diferencia cuadrática de los vectores

posición o aceleración en algunos puntos materiales. Tal como se idearía un experimento,

colocando no sólo un número �nito sino reducido de sensores de movimiento en algunos

puntos.

Tanto en problemas de detección estática como dinámica, se observo que la función

objetivo a optimizar presentaba una multitud de mínimos y máximos locales y posibles

discontinuidades. Esta propiedad hizo fracasar cualquier técnica de minimización funda-

mentada en métodos de derivación como gradientes conjugados o Newton Raphson.

En el Capítulo 6 se utilizó la técnica de los Algoritmos Genéticos para optimizar la

función objetivo. Esta técnica permite maximizar o minimizar una función sin recurrir

a ningún método de gradiente. El algoritmo imita la reproducción sexual de las especies

vivas y el supuesto evolutivo que a�rma que el más apto genéticamente tendrá más

posibilidades de pasar su información genética a la próxima generación.

Primero el método de Algoritmos Genéticos fue puesto a punto inspeccionando que

tipo de parámetros internos hubo que seleccionar o cambiar.

Se concluyo que población y tipo de cruza su�ciente para detectar daño a nivel 3 en
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menos de 10 generaciones siempre que el lapso o ventana temporal de estudio estuviese

relacionada con los períodos de la frecuencia fundamental del cuerpo sano. Cuanto más

largas fueran dichas ventanas temporales, más profundo sería el mínimo global de la fun-

ción objetivo pero con un número mayor de mínimos locales, demandando una población

proporcionalmente mayor en el método evolutivo.

En la detección de daño en el dominio temporal (experimentos simulados dinámicos)

se realizaron estudios sobre un vasto conjunto de escenarios de �sura y se determinó

que en más del 90% de los casos es posible detectarlo con un error compuesto entre

profundidad y localización menor de 7%.

Se simularon escenarios de daño con ruido experimental (ruido blanco) y curiosamente

se observo que éste no modi�ca la precisión del método; incluso con valores del orden del

30% del desplazamiento máximo. Esto es debido a que el ruido sólo hace menos profundo

el mínimo global de la función objetivo. Por lo tanto si se presentan casos con un gran

error experimental se recomienda aumentar la ventana temporal.

La robustez del método fue puesta a prueba incorporando una incerteza al propio

modelo. Se intentó exitosamente detectar daño en un caso en el que la �sura era del tipo

difusa. Dicha �sura fue modelada como 5 �suras delgadas cercanas de tamaños similares

pero no idénticos usando el modelo prueba de �sura única.

El método fue también implementado en el caso dinámico de un arco y una hélice en

régimen rotatorio demostrando que esta técnica puede ser utilizada para detectar �sura

en especimenes de forma arbitraria e incluso en movimientos �nitos como los rotatorios.

Una prueba exigente para el método fue el ensayo experimental de una barra de

aluminio. Con el objeto de compatibilizar el modelo computacional al modelo físico,

fueron dejados libres los valores de coe�cientes de amortiguamiento interno y externo y el

módulo elástico. Se optimizó una función objetivo para el espécimen sano vía Algoritmos

Genéticos. Dado que las masas de los acelerómetros eran del orden a la masa de la barra

de aluminio se tuvieron en cuenta en el modelo. Una vez optimizado dicho modelo sano,

se provoco dañó en forma de �sura transversal a la barra y se utilizaron los parámetros
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ajustados antes para detectar en forma exitosa la posición y profundidad de la �sura.

Esto demostró que no sólo se puede detectar daño con esta técnica, sino que también

puede ser utilizada para identi�cación de cualquier parámetro a partir de una medición

indirecta (en este caso aceleración en dos puntos).

También se implementó la detección de daño en caso estático, suponiendo que en

el hipotético experimento sólo se puede medir desplazamiento en algunos puntos. Esta

situación adversa se fuerza para justi�car el empleo de la técnica de optimización vía al-

goritmos evolutivos, ya que si se dispone de la deformada en todos los puntos del cuerpo

(elástica), el daño podría ser detectado vía problema inverso o directamente evaluando

la suavidad de dicha elástica. En este último caso, se observó, por un lado, que el número

de sensores mejora la precisión de detección como era de esperarse, y a diferencia del

caso dinámico los resultados son sensibles al error experimental. Fue realizado un estudio

paramétrico extensivo sobre 70 casos diferentes sobre la e�ciencia de detección en fun-

ción de la población en el AG. De este estudio se desprende que es más e�ciente detectar

daño en el caso dinámico que en el estático, resultado esperable ya que las series tempo-

rales aportan mayor cantidad de información a la función objetivo. En casos generales el

método dinámico da resultados más exactos pero computacionalmente es más caro que

el estático.

7.2. Conclusión

De los resultados de esta tesis se pueden extraer varias conclusiones concretas.

Con respecto al modelo Físico - Matemático se puede mencionar:

1- Implementación y formulación de una teoría de la Mecánica de Sólidos vis-

coelásticos consistente con la termodinámica

2- Implementación de la Mecánica de Contacto unilateral con deformaciones y

rotaciones arbitrarias en coordenadas lagrangianas.

3- Capacidad de modelar fricción tipo intermitente, efecto stick �slip, vibro im-
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pacto, deslizamiento suave.

4- Capacidad de estudios paramétricos en impacto y fricción entre dos cuerpos

deformables como son el tiempo de contacto y fuerzas impulsivas y comparación entre

diferentes modelos constitutivos.

5- Modelado simple del contacto unilateral en la �sura.

6- Planteo del problema inverso vía una función objetivo

7- Implementación exitosa de una técnica basada en Algoritmos Genéticos para

la resolución del problema inverso.

Con respecto a los resultados en modelos de contacto puede concluirse

1- La implementación de un modelo completo permite incluir diferentes tipos de

fricción como los observados en el ejemplo del péndulo en el que se modela la forma del

eje como un círculo, y obtener resultados como el efecto de endurecimiento por la fuerza

centrífuga en una barra giratoria, efecto que tiene que ser incluido ad hoc en los modelos

técnicos.

2- Los estudios energéticos permiten monitorear la calidad de la solución en el

caso que sean conservativos y entender como se disipa en fenómenos de fricción o casos

no conservativos.

3- Interesante resultado del tiempo de contacto en función de la velocidad de

incidencia entre un disco y un plano rígido. El tiempo de contacto disminuye con la

velocidad de incidencia en forma escalonada. Esto es debido a que al impactar, las ondas

elásticas se re�ejan un número entero de veces entre los límites del disco, luego, al ir

disminuyendo el tiempo de contacto, las ondas se re�ejan una vez menos produciendo el

escalón.

4- Cuando los impactos son a velocidades bajas, las deformaciones son pequeñas

y los modelos elásticos de St.Venant Kirchho¤ y Neo Hookeanos son similares. Pero al

incrementar las velocidades el modelo Neo Hookeanos resulta menos rígido.

5- Al implementar modelos de contacto en un cuerpo dañado se puede observar

un complejo fenómeno de vibración.
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Por ultimo, con respecto a los resultados de detección de daño puede decirse:

1- La función objetivo presenta una gran complejidad de mínimos locales. En el

caso de detección vía series temporales la cantidad de mínimos locales aumenta con la

ventana temporal.

2- La implementación de AG es exitosa con una población entre 50 y 150 individ-

uos con una cruza de tipo heurística con factor r =0.6.

3- A medida que se incrementa el número de individuos, la detección de daño es

más precisa tanto en el caso dinámico como en el estático, incrementando también el

costo computacional.

4- En el caso de detección vía series temporales, el error experimental en la re-

spuesta temporal no in�uye en la detección de daño al contrario que en el caso estático

5- Divergencias en el tipo de �sura entre el espécimen dañado y el modelo de

detección no in�uyen sustancialmente en la calidad de la detección.

7.3. Comentarios Finales

El problema de detectar daño en cuerpos eventualmente rotos, es sin duda un proble-

ma interesante no sólo por las ingeniosas técnicas de resolución del problema inverso, sino

que puede representar un avance tecnológico en el diagnóstico estructural en situación

operativa. A pesar de existir una gran cantidad de trabajos cientí�cos sobre el tema,

seguramente por las di�cultades computacionales, las técnicas de detección de daño a

través de las respuestas dinámicas o estáticas en las que se resuelve el problema inverso

son aún escasamente aplicadas a problemas reales. Gracias a la continua evolución de la

potencia computacional, es probable que en un futuro cercano sean utilizados modelos de

detección muy complejos al mismo nivel que las técnicas basadas en la emisión acústica

o rayos X en situaciones reales.

La gran ventaja de un modelo del continuo con grandes deformaciones y modelos

constitutivos generales es la variedad de geometrías, materiales y movimientos que se
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pueden simular ya que es posible implementar en diagnostico en tiempo real incremen-

tando la vida útil de la estructura monitoreada. La detección de daño utilizando AG

es una probable vía de solución del problema de identi�car el mínimo absoluto en una

función objetivo que presenta una formidable cantidad de mínimos locales. La desventa-

ja principal de esta técnica es el gran costo computacional en los tiempos de ejecución.

Desventaja por cierto cada vez menos importante.

7.4. Trabajo Futuro

Es claro que el tema de detección de fallas en elementos sometidos a rotaciones y

deformaciones arbitrarias no es un tema agotado. Un paso siguiente es la implementación

de la técnica de optimización vía Algoritmos Genéticos en problemas termo mecánicos.

Los problemas concretos que se proponen estudiar a futuro son:

1- Inclusión de modelos constitutivos más so�sticados para el amortiguamiento.

2- Caracterización del daño a partir de indicadores en el amortiguamiento.

3- Extensión del modelo desarrollado en la detección de daño con el �n de im-

plementarlo en la evolución de la �sura, esto es como herramienta de monitoreo de la

integridad estructural dañada.

4- Extensión de la técnica para detectar múltiples �suras desarrollando nuevas

estrategias de búsqueda.

5- Implementación en materiales compuestos y funcionalmente graduados (en in-

gles Functionally Greaded Materials, FGM)

6- Implementación experimental extensiva con el �n de identi�car las posibles

limitaciones de la técnica de detección de �sura y caracterización de parámetros consti-

tutivos.

7- Inclusión de modelos constitutivos más so�sticados que incluyan efectos térmi-

cos y su posible implementación en detección de daño a partir de parámetros caracterís-

ticos de conducción y generación de calor.
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8- Implementación de la deformación termo-plástica en detección de �sura y car-

acterización de parámetros constitutivos.

9- Estudio de la caracterización de incertezas y modelado estocástico a la Mecáni-

ca de Contacto.

10- Caracterización de incertezas y modelado estocástico en la detección de daño.

11- Optimización de las posiciones optimas de los sensores.

12- Estudio e implementación de técnicas híbridas de optimización en el problema

de detección.
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Apéndice A

Tensores de tensiones de Piola -

Kirchho¤

A.1. Primer tensor de Piola - Kirchho¤

Sea df el elemento de fuerza que actúa en el elemento de área dA deformada:

df = tdA (A.1)

de�niendo el vector tensión t como:

t = �n (A.2)

donde � es el tensor de tensiones de Cauchy y n es el versor normal a dA: La misma

fuerza df puede ser referida al elemento de área indeformada dA0

df = t0dA0 (A.3)

introduciendo t0 como el vector de tensión referido al área indeformada. El vector t0

es paralelo al vector t pero con diferente módulo ya que df = t0dA0 = tdA. Es decir:

suponer la misma fuerza referida a áreas diferentes (deformada e indeformada) da lugar
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a vectores de tensión de igual dirección, y magnitud proporcional al cambio de área

t0 = t
dA

dA0
: (A.4)

Se obtiene el primer tensor de Piola - Kirchho¤ de la relación t0= P �N; donde N es el

versor normal al área dA0; por analogía con la Ec.(A.2) del tensor de Cauchy �:

P �NdA0 = � � ndA (A.5)

Y como se sabe [37]

dA n = (detF) dA0 (F
�1)T N (A.6)

se obtiene

P = (detF) � (F�1)T : (A.7)

que es la relación entre el tensor de Cauchy y el primero de Piola - kirchho¤ [18] y donde

F es el tensor gradiente de deformación

A.2. Segundo Tensor de Piola - kirchho¤

Supongamos ahora que el vector de fuerza elemental df es el resultado de la transfor-

mación de otro vector de fuerza elemental df0 (respecto del cuerpo indeformado) a través

del tensor gradiente de deformaciones F (de la misma forma que son transformados los

vectores de desplazamiento dx = FdX)

df = Fdf0 (A.8)

con

df0 = t
�dA0 (A.9)
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admitamos que este nuevo vector de tensión t� está relacionado con el versor normal

según un nuevo tensor S

t� = SN; (A.10)

entonces:

df = F(t�dA0) = F � SN dA0 (A.11)

y puesto que df = tdA (A.1) resulta que tdA = F � SN dA0 y transformando dA0 a

dA [37] (A.6) se tiene que

F � SN dA0 = �ndA (A.12)

F � SNdA0 = �((detF) dA0 (F�1)T N) (A.13)

o sea que

F � S =(detF) � (F�1)T = P (A.14)

Es decir: suponer que la fuerza elemental se transforma como los vectores de desplaza-

miento a través de F da lugar al tensor simétrico de tensiones al llamado segundo tensor

de Piola - kirchho¤ .
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Apéndice B

Materiales elásticos, hiperelásticos e

hipoelásticos

Los más simples de modelar son los materiales �elásticos� que vienen dados por

relaciones constitutivas de la forma

� = g(e) (B.1)

S = g0(E) (B.2)

donde

e =
1

2
(I� c) y E =1

2
(C� I)

son los tensores de deformación �nita Euleriano (de Almansi) y lagrangiano (de Green)

respectivamente y c =(F�1)T � (F�1) y C = FT � F son los tensores de deformación de

Cauchy. También pueden ser de�nidos en términos de u = x(X;t) � X (vector de de-

splazamiento) por

[e]ij =
1

2

�
@ui
@xj

+
@uj
@xi

+
@uk
@xi

@uk
@xj

�
[E]ij =

1

2

�
@ui
@Xj

+
@uj
@Xi

+
@uk
@Xi

@uk
@Xj

�
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Como es costumbre, los índices repetidos indican suma de 1 a 3, en este caso el índice k:

Es decir: los materiales elásticos son aquellos cuyo comportamiento constitutivo es

sólo función del estado de deformación del cuerpo. En las ecuaciones (B.1) y (B.2) se

propone a los tensores de deformación �nita e y E como los que caracterizan el estado de

deformación, pero podrían ser cualquier par de tensores que sean función del gradiente

de deformaciones F, en la forma más general un material se lo denomina elástico si, por

ejemplo el primer tensor de tensiones de Piola - kirchho¤ [19] es :

P = # (F (X; t) ;X; t) (B.3)

donde la dependencia en X podría caracterizar cualquier inhomogeneidad del material.

Si el trabajo efectuado por el campo tensional durante la deformación depende sola-

mente de las con�guraciones iniciales y �nales (t0 y t) el comportamiento del material es

independiente de la trayectoria y se lo denomina material hiperelástico. La energía poten-

cial elástica 	 por unidad de volumen indeformado es de�nida como el trabajo efectuado

por la tensión desde la con�guración inicial (o de referencia) hasta la actual

	(F(X; t);X; t) =

Z t

t0

tr
�
# (F (X; t) ;X; t) � _F

�
dt (B.4)

o en forma indicial

	(F(X; t);X; t) =

Z t

t0

#ij (F (X; t) ;X; t) _Fij dt (B.5)

o, derivando en el tiempo, se obtiene la potencia elástica por unidad de volumen indefor-

mado

_	 = Pij _Fij (B.6)

pero por otra parte la velocidad de cambio de 	 puede expresarse como

_	 =
@	

@t
+
@	

@Fij
_Fij (B.7)

y si se acepta la propia 	 no es función explícita del tiempo @	=@t = 0 (material

170



conservativo) comparando (B.7) con (B.6) se obtiene:

Pij =
@	

@Fij
: (B.8)

Muchas veces se utiliza (B.8) como de�nición de material hiperelástico. Se puede demostrar

a través del principio de invarianza material (ver Truesdell y Noll [14] y Bonet y Wood

[19]) dado que F = R �U (teorema de la descomposición polar ver, por ejemplo, [37]

y [38]) donde R es el denominado tensor de rotación y U el tensor de deformación pura

que la dependencia de 	 con F es sólo a través de U e independiente de la rotación R:

Ya que C = U2= FTF

	(F(X);X) = 	(C(X);X) (B.9)

y así como _F es el conjugado de P; Ec.(B.6), 1
2
_C = _E es el conjugado de S

_	 = Sij _Eij =
@	

@Eij
_Eij (B.10)

El ejemplo más simple de un material hiperelástico es el llamado St. Venant�Kirchho¤

(ver [14] y [19]) de�nido a partir de la energía de deformación elástica como:

	(E) = �
(tr(E))2

2
+ 
E : E (B.11)

donde � y 
 son constantes si el material es homogéneo. Usando (B.10) se encuentra:

S = � tr(E)I+ 2
E (B.12)

La Ec.(B.12) es conocida también como modelo material de St. Venant�Kirchho¤ [14]

que para el caso de deformación in�nitésima coincide con la ley de Hooke para cuerpos

elásticos homogéneos e isotrópicos (si E! " entonces S! � = � tr(")I+ 2
" y donde

ahora � y 
 son las constantes de Lame � = �E=(1+ �)(1� 2�) ; 
 = E=2(1+ �) siendo

E el módulo elástico y � el coe�ciente de Poisson; además "ij = 1
2

�
@ui
@xj
+

@uj
@xi

�
es el tensor

171



de deformación in�nitesimal).

Un modelo interesante y simple de material hiperelástico es el Neo-Hookeano com-

presible que está de�nido a partir de la energía elástica [19]:

	 =



2
(tr(C)� 3)� 
 ln J + �

2
(ln J)2 (B.13)

donde � y 
 son constantes y J = det(F). El segundo tensor de Piola - kirchho¤ puede

ser calculado a partir de la ecuación (B.10) hallándose que:

S = 

�
I�C�1�+ � (ln J)C�1 (B.14)

Por último se de�nen los materiales hipolásticos si las componentes de tensor de

tensiones están de�nidas según una relación homogénea y lineal del tensor velocidad de

deformación:

_� = ĈD (B.15)

donde Ĉ es un tensor de cuarto orden y 2Dij = ( @vi
@xj

+
@vj
@xi
) es la parte simétrica del

tensor gradiente de velocidades. El lector interesado en el tema encontrará una vasta

información en [14].
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Apéndice C

Restricciones Termodinámicas.

Energía Interna y Desigualdad de

Clausius - Planck

La Termodiámica de los medios continuos [14], [15], [17] (generalización de la Ter-

moestática de los medios discretos) ofrece un enfoque riguroso para restringir las ecua-

ciones constitutivas con las que se pretenda modelar el comportamiento de un cuerpo.

Es abundante en la literatura el tratamiento de las ecuaciones constitutivas y sus restric-

ciones dadas por la Termodinámica cuando éstas se proponen en coordenadas espaciales

o eulerianas. El enfoque dado en esta Tesis es referido a las coordenadas materiales o

lagrangianas por lo cual se deducirán las ecuaciones de la termomecánica en dicha repre-

sentación lagrangiana. Aplicando esta teoría se estudiará un tipo particular de disipación

interna.

Como es costumbre, se de�ne a la potencia mecánica como el producto de la fuerza

por la velocidad. Esto en el continuo es

P =

ZZZ
�0b �V dV +

ZZ
t0�V dA0 (C.1)
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donde dV y dA0 se re�eren respectivamente al elemento de volumen y área del cuerpo

indeformado (no confundir con el vector velocidad V). De forma análoga la potencia

térmica o calorí�ca se de�ne como:

Q =

ZZZ
�0h dV �

ZZ
qR:N dA0 (C.2)

donde qR es el vector �ujo de calor lagrangiano y h es la radiación térmica (escalar); es

decir, se re�ere al calor que no se conduce por efecto de contacto. Todas las cantidades

y dominios están en coordenadas materiales.

C.1. Primer Principio de la Termodinámica

El primer principio de la Termodinámica o Ley de la conservación de la energía en

forma global establece que la variación de la energía �Total�E (no confundir con el

módulo elástico) por unidad de tiempo es igual a la suma de la potencia mecánica P más

la potencia térmica o calorí�ca Q entrante al sistema [15]:

dE

dt
= P +Q (C.3)

Se de�ne a la energía interna total E a la parte de E que no incluya la energía cinética

total T = 1
2

RRR
�0V �V dV del cuerpo:

E = E � T (C.4)

luego la parte mecánica de la potencia es:

P =

ZZZ
�0b �V dV +

ZZ
t0�V dA0 (C.5)

=

ZZZ
�0b �V dV +

ZZ
(P �V) �N dA0 (C.6)

=

ZZZ
[�0b �V+rX � (P �V) ] dV (C.7)
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donde en el último paso se utilizó el teorema de la divergencia. Sea la identidad

rX � (P �V) = (rX �P) �V+ tr
�
P � _F

�
(C.8)

donde tr
�
P � _F

�
= P : _F = P : (rXV) : Si se utiliza la Ec.(4.3) de movimiento y la

Ec.(C.8), factoreando V se podrán identi�car varios términos de la Ec.(C.7. )

P =

ZZZ h
(�0b+(rX �P)) �V+ tr

�
P � _F

� i
dV (C.9)

=

ZZZ h
�0 _V �V+ tr

�
P � _F

� i
dV (C.10)

=

ZZZ �
1

2
�0
d

dt
(V �V)+ tr

�
P � _F

� �
dV (C.11)

El primer término de (C.11) es la derivada temporal de la energía cinética d
dt

RRR
1
2
�0V

2 dV:

Si se remplaza al segundo tensor de Piola - Kirccho¤P = F � S en el segundo término

de (C.11) tr
�
P � _F

�
= tr

�
F � S � _F

�
= tr

�
S � _F � F

�
; y si se usa la propiedad de la

traza (ver [17] y [40])

tr(A �B �C) = tr(A �CT �B) = tr(B�T �A �C) (C.12)

para cualesquiera A;B;C, se puede ver que tr
�
S � _F � F

�
= tr

�
S � FT � _F

�
. Ahora,

teniendo en cuenta que S es simétrico, sólo aporta la parte simétrica de FT _F. Esto es�
_FTF

�
= 1

2

�
_FTF+

�
_FTF

�T�
= 1

2

�
_FTF+ FT _F

�
= _E y entonces:

tr
�
P � _F

�
= tr

�
S � _F

�
= tr

�
S � _E

�
(C.13)

propiedad que será deducida más abajo por otro camino. Luego la potencia mecánica se

reescribe como

P = T +

ZZZ h
tr
�
S � _E

�i
dV (C.14)

En cuanto a la potencia calorí�ca (C.2) aplicando nuevamente el teorema de la diver-
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gencia

Q =

ZZZ
�0h dV �

ZZ
qR:N dA0 (C.15)

=

ZZZ
(�0h �rX � qR) dV (C.16)

Remplazando (C.14) y (C.16) en (C.4) se encuentra:

dE
dt
=

ZZZ h
tr
�
S � _E

�
+ �0h �rX � qR

i
dV (C.17)

Por último pasemos a la forma local, de�namos a la energía interna local por unidad de

volumen como

E =
ZZZ

�0e(X; t)dV (C.18)

por lo cual por (C.17):

�0 _e = tr
�
S � _E

�
+ �0h �rX � qR (C.19)

La Ec.(C.19) fue deducida en forma directa a partir de las de�niciones de energía

interna y pasando a la forma local en coordenadas materiales. Sin embargo es muy común

encontrar estas relaciones en forma espacial [17].

� _e = tr (� �D)�rx � q+ �h (C.20)

Para ver que la conocida ecuación de la energía interna en coordenadas espaciales,

Ec.(C.20) es análoga a la Ec.(C.19), se puede transformar término a término. Como antes

e en (C.20) es la energía interna pero ahora función de x (espacial),D =1
2

�
L+ LT

�
; o Dij =

1
2

�
@vi
@xj
+

@vj
@xi

�
es la parte simétrica del tensor gradiente de velocidad, q es el vector

espacial del �ujo de calor espacial y h es la radiación térmica (escalar). El término

tr (� �D) = � : D es conocido como potencia mecánica o potencia de la tensión. In-

tegrando término a término, en el volumen espacial (volumen de control v) la Ec.(C.20),
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transformado al volumen material y recordando que la ecuación de continuidad o conser-

vación de la masa es en coordenadas materiales es �0(X) = J �(X; t) obtenemos:ZZZ
(� _e(x; t)) dv =

ZZZ
� _e(X; t)JdV =

ZZZ
�0 _e(X; t)dV

donde J = det(F) es el jacobiano de la transformación y como sabemos dv = JdV se re-

�ere al elemento de volumen euleriano. Luego queda demostrado que la derivada material

de la energía interna e se transforma del volumen espacial al material así:

ZZZ
v

� _e dv =

ZZZ
V

�0 _e dV (C.21)

Para el término tr (� �D) ; teniendo en cuenta la simetría de �

tr (� �D) = tr (� � L)

y dado que _F = LF (ver por ejemplo [37]), pasando a la descripción a material

ZZZ
tr (� � L) dv =

ZZZ
tr (� � L) JdV =

ZZZ
tr
�
� � _FF�1

�
JdV (C.22)

=

ZZZ
tr
�
�F�T � _FJ

�
dV =

ZZZ
tr
�
P � _F

�
dV

donde en el último paso se uso la Ec.(A.7) y la propiedad (C.12). Además como

_E =
1

2

d
�
FTF

�
dt

=
1

2

�
_FTF+ FT _F

�
=
1

2

h
(LF)TF+ FTLF

i
=

1

2

�
FTLTF+ FTLF

�
=
1

2
FT
�
LT+L

�
F = FTDF
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Luego por (A.14)

ZZZ
tr (� �D) dv =

ZZZ
tr (� �D) JdV =

ZZZ
tr
�
� � F�T _EF�1

�
JdV(C.23)

=

ZZZ
tr
�
JF�1�F�T � _E

�
dV =

ZZZ
tr
�
S � _E

�
dV

De (C.22) y (C.23) queda demostrado que las tres formas siguientes de potencia de la

tensión son equivalentes

ZZZ
tr (� �D) dv =

ZZZ
tr
�
P � _F

�
dV =

ZZZ
tr
�
S � _E

�
dV (C.24)

La última igualdad de (C.24) fue hallada más arriba por un camino diferente (C.13).

Nuevamente quedan claros los pares conjugados de �fuerza-velocidad� o tensión-

velocidad de deformación (�;D);
�
P; _F

�
;
�
S; _E

�
:

Para el término del �ujo de calor se pasa por la integral de super�cie y se transforma

la super�cie espacial a la material.

ZZZ
v

rx � q dv =
ZZ
@v

q � n dA =
ZZ
@V

F�1q J N dA0 =

ZZZ
V

rX �
�
F�1q J

�
dV

como qR = F�1q J el �ujo de calor se transforma a coordenadas materiales de la formaZZZ
v

rx � q dv =
ZZZ
V

rX � qR dV (C.25)

La relación qR = F�1q J [17] entre el �ujo de calor lagrangiano y el euleriano es análoga

a las relaciones entre el primer tensor de Piola-Kirccho¤ y el de Cauchy.

De los ultimos tres resultados se puede construir la ecuación de la energía en coorde-

nadas materiales

�0 _e = tr
�
S � _E

�
�rX � qR + �0h (C.26)

en donde todos los campos son ahora funciones de X.
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C.2. Segundo Principio de la Termodinámica

El segundo principio de la termodinámica establece los siguientes dos postulados

1- Existencia de una función denominada temperatura absoluta �(x; t) que es estric-

tamente positiva (� > 0)

2- a) Existencia de una función del tiempo denominada entropía S(t) que es extensiva

(la entropía del todo es la suma de las partes) por lo tanto

S(t) =

ZZZ
�s dv

donde s(x; t) es la densidad de entropía local por unidad de masa.

b) La irreversibilidad se de los procesos naturales viene representada por un límite

superior � en la potencia calorí�ca Q la cual representa conversión de calor en energía

con realización de trabajo mecánico. En otras palabras existe un límite en la velocidad

con la que se transforma el calor en energía. Sin embargo, no existe ningún límite para

la velocidad que se transforma la energía no térmica en calor. Luego es un hecho que

Q � � (C.27)

y en virtud de (C.3),

_E � P � � (C.28)

Se de�ne la entropía de un cuerpo por _S = �=� que junto con (C.28) se obtiene:

� _S � _E � P

o en términos del calor,

� _S � Q (C.29)
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Luego, si pasamos a la forma local se cumple que

_S �
ZZZ

�
h

�
dv �

ZZ
q

�
� n dA

Esto es un hecho Luego, transformando la integral de super�cie a una de volumen

usando el teorema de la divergencia se encuentra la forma local del segundo principio de

la Termodinámica en coordenadas espaciales o eulerianas es

� _s+rx �
�q
�

�
� �h
�
� 0 (C.30)

La desigualdad (C.30) es conocida también como ecuación de Clausius-Duhem o desigual-

dad de Truesdell [14] en descripción eulriana.

Por las transformaciones previas que desarrollamos, la desigualdad de Truesdell en

coordenadas espaciales puede expresarse como:

�0 _s+rX �
�qR
�

�
� �0 h

�
� 0 (C.31)

en coordenadas materiales. Por último si se multiplica la Ec.(C.31) por � y se le substrae

la Ec.(C.26) se obtiene la desigualdad de Clausius Planck en su versión material.

�0� _s� �0 _e+ tr
�
S � _E

�
� 1
�
qR � rX� � 0 (C.32)

Cualquier modelo constitutivo que se postule deberá cumplir con estas desigualdades.

C.3. Restricciones de la Termodinámica

A continuación se aplica la teoría de Coleman y Mizel [13] muy difundida en la

literatura en forma espacial. Aquí se presenta el enfoque material haciendo uso de los

resultados deducidos en la última sección. Para un sólido viscoelástico se supone que las
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ecuaciones constitutivas dependen de las siguientes variables impone

S = S(s;E; _E) (C.33)

qR = qR(s;E; _E) (C.34)

e = e(s;E; _E) (C.35)

� = �(s;E; _E) (C.36)

ahora se calcula

_e =
@e

@s
_s+

@e

@Eij
_Eij +

@e

@ _Eij
�Eij (C.37)

remplazando y agrupando en (C.32) se obtiene

�
�0� � �0

@e

@s

�
_s�
�
�0
@e

@Eij
� Sij

�
_Eij �

@e

@ _Eij
�Eij �

1

�
qR � rX� � 0 (C.38)

Esta inecuación es lineal en _s; �E y en rX�: y ya que S; qR; � y e no son funciones

que dependan de esas cantidades podrían variar en forma independiente de sus factores

(cantidades que están entre paréntesis), haciendo que no se cumpla la inecuación salvo

que dichos factores sean nulos, luego

� =
@e

@s
(C.39)

qR = 0 (C.40)
@e

@ _Eij
= 0 (C.41)

La Ec.(C.39) es la de�nición de temperatura Termodinámica, la Ec.(C.40) indica que

dicho sólido puede responder sólo a cambios adiabáticos y la Ec.(C.41) indica la imposi-

bilidad de que la energía interna dependa de _E. Las ecs.(C.40) y (C.41) son restricciones

impuestas por la Termodinámica a las ecuaciones constitutivas.

El término
�
�0

@e
@Eij

� Sij
�
_Eij merece un análisis más detallado.

Aceptando que el tensor S es analítico en sus variables, se puede desarrollar en una
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serie de Taylor en la variable _E o sea, dado que Sij = Sij(s;E; _E) = Sij(s; Emn; _Emn)

Sij(s; Emn; _Emn) = Sij(s; Emn; 0) +

@Sij

@ _Ers
(s; Emn; 0) _Ers +

1

2

@2Sij

@ _Ers@ _Epq
(s; Emn; 0) _Ers _Epq + :::

luego, llamando a

Seij = Sij(s; Emn; 0)

y a

Sdij =
@Sij

@ _Ers
(s; Emn; 0) _Ers +

1

2

@2Sij

@ _Ers@ _Epq
(s; Emn; 0) _Ers _Epq + :::

el tensor de tensiones S (segundo tensor de Piola Kirccho¤) se puede descomponer en

dos términos

S = Se+Sd (C.42)

el primero Se corresponde a la parte puramente elástica (o hiperelástica no disipativa)

ver Ec.(B.10) y y el segundo, Sd a la parte disipativa que será función de s; E y también

de _E. Es decir:

S(s;E; _E) = Se(s;E) + Sd(s;E; _E) (C.43)

luego la Ec.(C.38) se reduce a

�
�0
@e

@Eij
�
�
Seij(s;E) + S

d
ij(s;E; _E)

��
_Eij � 0 (C.44)�

�0
@e

@Eij
� Seij(s;E)

�
_Eij �

h
Sdij(s;E; _E)

i
_Eij � 0 (C.45)

ya que
h
�0

@e(s;E)
@Eij

� Seij(s;E)
i
; por (C.43) y (C.41) no es función de _E, se puede uti-

lizar el mismo argumento que se utilizó antes para asegurar que el único caso admisible

corresponde a la nulidad del paréntesis, luego resulta

Seij(s;E) = �0
@e(s;E)

@Eij
(C.46)
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esto es: cada componente de la parte puramente elástica del tensor de tensiones es igual

a la derivada parcial de la energía interna respecto de cada componente del tensor de de-

formaciones lagrangiano E: La energía interna resulta ser una función potencial (energía

potencial elástica) del campo tensorial elástico Seij:

Como el segundo término de la Ec.(C.45) Sd es función de _E; ya no se puede construir

un proceso donde _E sea arbitrario e independiente de Sd: La Ec.(C.45) se reduce a

Sdij(s;E; _E) _Eij � 0 (C.47)

o sea:

tr
�
Sd � _E

�
� 0 (C.48)

que físicamente puede interpretarse que la disipación mecánica siempre tiene que ser

positiva, es decir que la el trabajo siempre se disipara (y nunca en dirección contraria)

de manera irreversible en calor. Ningún avance más se puede realizar sin especi�car la

forma funcional del propio tensor Sd:

Una relación del tipo lineal se propone como primera aproximación

Sd = �int _E (C.49)

donde �int es un coe�ciente de disipación interna. Luego la Ec.(C.48) se reduce a

�int tr
�
_E � _E

�
� 0 ! �int � 0 (C.50)

La parte térmica queda completamente desacoplada de la mecánica.

Justamente la Ec.(C.49) es la forma funcional que se adopta en la parte disipativa

de la ecuación constitutiva en el experimento del Capítulo 5 y la termodinámica impone

solamente que el coe�ciente �int � 0:
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Apéndice D

Otros Modelos de Fricción

La ley de Coulomb no tiene en cuenta los aspectos tgribologicos, sólo es un modelo

fenomenológico de la fricción. A pesar de eso, puede ser usada para modelar no sólo un

problemas prácticos simples, sino en fenómenos complejos como inestabilidad [135].

a- Coe�ciente de fricción variable con la velocidad

La regularización de la ley de Coulomb (4.28) es de alguna manera una ley de coe�-

ciente variable con la velocidad. La forma más general es suponer una variación continua

con la velocidad. Incluso se pueden incluir efectos de fricción viscosa

b-Variantes de la ley de Coulomb.

Para tener en cuenta altas presiones de contacto (por ejemplo en el maquinado de

metales ref) o cambios en el contacto nominal de super�cies rugosas, se modi�ca la ley

de Coulomb (4.26) teniendo en cuenta que el coe�ciente de fricción pueda ser función de

algún otro parámetro.

tT � f(tN)

8<: si tT < f ! _vT = 0

si tT = f ! _vT = ��tT
(D.1)

La ley de Coulomb- Orowan se obtiene tomando a

f =Min [��"( _vT ) jtN j ; ko] (D.2)
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Figura D-1: Relaciones esquemáticas de las variantes a la ley de Coulomb

donde el valor ko es la saturación de la fricción

La ley de Shaw se obtiene tomando a

f =
�R
�C
k (D.3)

donde �R
�C
es la fracción de área real de contacto respecto al área aparente

La ley de Tresca es independiente del valor de la tensión normal.

Las tres variantes se esquematizan en la Figura D-1.
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Apéndice E

Método de Galerkin, Discretización

en elementos polinómicos

El software FlexPDE, de uso general para la resolución de ecuaciones diferenciales

parciales, discretiza el dominio en �celdas�ya sean en segmentos, triángulos o tetrahedo-

ros según sea el problema uni, bi o tri - dimensional respectivamente (Figura E-1). Luego

utiliza el método de Galerkin, con funciones aproximantes polinómicas �i(X); lineales,

cuadráticas o cúbicas, de�nidas a tozos en cada una de las celdas, de tal forma que una

solución aproximada para el problema diferencial dependiente del tiempo es dada por

u(X; t) '
NX
i=1

�i(X) ci(t) (E.1)

donde ci(t) son funciones del tiempo (incógnitas).

Los polinomios �i(X) =
�
�x1i(X); �x2i(X); �x3i(X)

�T
son funciones admisibles desde

el punto de vista de la formulación. Es decir cumplen con las condiciones impuestas a las

funciones de prueba W descriptas en la última sección del Capítulo 3, de tal forma que

cada �i(X) es nulo fuera del dominio i en el que esta de�nido. Para cada celda o elemento

i�esimo, el polinomio �i 6= 0 y el resto de los �j = 0 para toda j 6= i: El conjunto de

todos los polinomios �i genera el espacio de soluciones del problema diferencial entre
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Figura E-1: Forma de las celdas elementales y posición de los nodos para las aproxima-
ciones de 1, 2 o 3 dimensiones

manos.

Reemplazando la Ec.(E.1) en la Ec.(4.3) e integrando:

ZZZ "
rX �P(u) + �0b��0

 
NX
i=1

�i(X) �ci(t)

!#
� �i(X) dV (E.2)

donde P(u) signi�ca que el primer tensor de Piola - Kirchho¤ es calculado a partir de

u(X; t) mediante las muy complicadas y no lineales relaciones (4.4), (B.2) y las consti-

tutivas (4.10) o (4.11) y si existiera fricción interna también por (4.12).

La idea de integrar, en este caso las ecuaciones de movimiento, multiplicadas por los

polinomios �i está basada en un teorema del álgebra lineal que a�rma que dada una base

completa �i (que genera todo el espacio vectorial l) y dado un elemento u 2 l tal que si

el producto escalar de u con cada �i es nulo, esto es hu � �ii = 0 para todo �i; entonces

u es nulo.

Por último se integra por partes en el sentido general, es decir usando los teoremas del

cálculo vectorial: Teoremas de Gauss, Stokes o Green según corresponda en problemas
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de más de una dimensión (el software lo efectúa vía cálculo simbólico) para obtener

ZZ
@V

(t0(u)��i) dA0 +
ZZZ "

�0

 
b�

NX
i=1

�i �ci

!
��i(X)�P(u) � rX�i

#
dV = 0 (E.3)

igual que antes t0(u) signi�ca que el vector tensión de Piola - Kirchho¤ es calculado a

partir de u(X; t) mediante la regla t0 = P �N:

Por ser de�nidas a trozos las funciones base �i, la integral (E.3) se reducirá a la

integración en las celdas que rodean cada nodo, desacoplando el problema gobal en un

sistema ecuaciones ordinarias en ci(t) de segundo orden más otras dadas por la integral

de super�cie en el contorno de cada celda compatibilizando el valor de la incógnita u en

cada interfase o límite entre celdas. Al no ser un sistema lineal, no se podrán explicitar

las matrices que generalmente en problemas unidimensionales se llaman de masa, de

amortiguamiento y de rigidez.

Cuando las condiciones de contorno sean del tipo natural, es decir cuando se especi-

�quen condiciones para el vector tensión, se resolverá el problema (E.3). En las regiones

del borde en que las condiciones sean del tipo geométricas, es decir se especi�quen los

desplazamientos u, se resolverá el problema (E.3) sin la integral de super�cie ya que ésta

será nula, junto con las ecuaciones del tipo (4.32)

E.1. Integración temporal (Método Gear)

El problema diferencial ordinario de condiciones iniciales es resuelto por el méto-

do Gear de segundo orden [136], también conocido por second-order implicit Backward

Di¤erence Formula.

Para un sistema de N ecuaciones no lineales de primer orden

dci(t)

dt
= f(c1; :::cN ; t) (E.4)
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la formula de tercer orden para la j�esima ecuación es

cn+1j + a0c
n
j + a1c

n�1
j + a2c

n�2
j = fn+1 (E.5)

en donde los coe�cientes ak dependen del paso de tiempo �t y de los valores de la

funciones ci en otros instantes de tiempo

Para medir el error temporal, se usa una aproximación de tercer orden. El valor del

término de tercer orden es una estimación del error en la aproximación de segundo orden

y es usado para determinar el tamaño del paso de tiempo con el objeto de mantener el

error estimado por debajo de alguna cota. Esto último es usado en técnicas de paso �t

adaptativas o adaptivas.

Como es evidente el sistema (E.3) es de segundo orden en el tiempo y el método Gear

(E.4) es para sistemas de primer orden. Sin embargo adaptando el sistema de segundo

orden mediante la transformación

cp(t) =
d

dt
c(t)

d

dt
cp(t) = f(c; cp; t)

se desdobla en un sistema de 2N ecuaciones de primer orden y el método puede ser

implementado junto con las condiciones iniciales (4.33).
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Apéndice F

Funcionamiento de los Algoritmos

Genéticos

En el problema de detección de la �sura, se da un conjunto de duplas J = (XcJ ; hcJ).

Cada dupla es un individuo y la población es el conjunto de todas ellas. El AG comienza

generando una población inicial aleatoria de individuos. Es importante garantizar que

dentro de la población inicial, se tenga la diversidad estructural de estas soluciones para

tener una representación de la mayor parte de la población posible o al menos evitar la

convergencia prematura. Luego genera nuevas poblaciones o generaciones. Cada paso el

AG usa los individuos de la generación actual para generar los nuevos de la siguiente

manera:

1-Evalúa cada individuo de la población inicial (XcJ ; hcJ) para obtener d(XcJ ; hcJ)

2-Ordena a los individuos dándoles mayor puntaje a aquellos que den un ajuste mejor,

esto es un d(XcJ ; hcJ) menor.

3-Selecciona los individuos de puntaje mayor (padres).

4-Produce nuevos individuos (hijos) ya sea haciendo cambios aleatorios de un sólo

padre (mutación), combinando los elementos vectoriales de un par de ellos (cruza) o

repitiendo de forma idéntica un hijo de un padre.

5-Reemplaza la población de padres por hijos (nueva generación).
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6-La iteración genética termina cuando d(XcJ ; hcJ) veri�que algún criterio de conver-

gencia. Normalmente se usan dos criterios: correr el AG un número máximo de iteraciones

(generaciones) o detenerlo cuando no haya cambios en la población.

Existen distintas estrategias para realizar cada parte del algoritmo. En particular, en

el paso 1 se puede usar:

a) Una distribución aleatoria uniforme para un cierto rango de valores.

b) Una distribución aleatoria no uniforme para un cierto rango de valores de�niendo

una función densidad de probabilidad.

En el paso dos se puede optar por cualquier criterio que el usuario de esta técnica

crea conveniente o usar alguno de los siguientes criterios:

a) Una lista de individuos ordenada de menor a mayor valor d(XcJ ; hcJ), tipo ranking,

donde el individuo con mayor jerarquía será el primero, el siguiente el segundo, etc. Esta

forma de ordenar amortigua el ruido de las puntuaciones crudas. Sin importar cuanto

mejor sea el primero con respecto al segundo, etc.

b) Una lista de individuos ordenada de menor a mayor valor d(XcJ ; hcJ) donde el

individuo tendrá una jerarquía proporcional a la calidad de d(XcJ ; hcJ) :

c) Una lista de corte o escala con corte. En este caso una fracción prede�nida de la

población tendrá la misma jerarquía máxima. Supóngase que se de�ne el 5%, luego, los

individuos de la población que tengan un d(XcJ ; hcJ) que los coloque entre el 5% de los

mejores, tendrán la máxima jerarquía todos por igual. Y los que no entren en ese 5% no

comunicaran sus genes a la próxima generación.

d) Una lista de corrimiento lineal: se modi�ca las calidades crudas a �n de que el

puntaje del individuo más adecuado sea igual a una constante, la cuál se puede especi�car

como la tasa Máxima de supervivencia, multiplicado por el puntaje medio de la población.

De esta forma el número de individuos que pasen sus genes a la próxima generación no

será una constante.

El paso tres del algoritmo, corresponde a la selección y se puede optar por:

a) Una selección estocástica en la que se da a cada paso (generación), un número

191



aleatorio en que corresponde a cuántos individuos de la lista ordenada pasan a la siguiente

generación.

b) Una selección uniforme en la que se da a cada paso (generación) un número aleatorio

correspondiente a cuáles individuos de la lista ordenada pasan a la próxima generación.

c) Una selección uniforme en la que se da a cada paso (generación) un número aleato-

rio para cada padre que será multiplicado por su jerarquía, correspondiente a cuáles

individuos de la lista ordenada pasan a la próxima generación.

d) Una selección tipo torneo donde cada padre se selecciona aleatoriamente de una

sublista cuyo tamaño es de�nido previamente. Es decir si la lista ordenada tiene por

ejemplo 27 individuos y se de�ne un tamaño de sublista de tres individuos, se formaran 9

grupos cada uno de 3 individuos. Para cada grupo se elije aleatoriamente un individuo que

pasa a la siguiente ronda en la que competirá con los demás que han sido seleccionados

hasta que dé un ganador. Luego éste será uno de los padres.

El paso 4 del algoritmo, corresponde a la reproducción. Esta compuesta por un con-

tador de Elite, que garantiza que los mejores (contador) de cada generación pasen

automáticamente a la siguiente generación sin cambio alguno y una fracción de indi-

viduos, que no corresponden al contador de elite, para cruza sexual. La fracción que

quede, es decir la que no corresponde al contador de elite ni a la cruza sexual, pasara a

la siguiente generación con una mutación.

La cruza sexual puede ser:

a) De un punto, esto es: se da un número aleatorio entre 1 y la cantidad de variables

que tenga del problema a optimizar, luego se concatenan los dos padres tales que el hijo

sea idéntico al primer padre hasta el número generado y el resto igual al segundo progen-

itor por ejemplo: si los padres a cruzar son p1 = [a b c d e f g h] y p2 = [1 2 3 4 5 6 7 8] y

se genera un número aleatorio entre 1 y 8, digamos 3 luego el hijo será h = [a b c 4 5 6 7 8]

b) De dos puntos. La idea es similar a la anterior pero ahora se dan dos números

aleatoreos r1y r2 tales que 1 < r1 < r2 < número de variables; por ejemplo: para el

problema anterior se generan dos números aleatorio entre 1 y 8, digamos 3 y 5 luego el
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hijo será h = [a b c 4 5 f g h ]:

c) Cruza dispersa (Scattered, en inglés) es la generalización de lo anterior. Se da un

vector de dimensión igual a la cantidad de individuos y se generan 8 números aleatorios

que pueden ser 0 o 1. Luego el 1 corresponderá al primer padre y el 0 al segundo de

tal forma que el hijo tenga en las posiciones donde hay un 1 los genes del primer padre

y donde hay un 0 los del segundo. Por ejemplo: si los padres a cruzar son como antes

p1 = [a b c d e f g h] y p2 = [1 2 3 4 5 6 7 8] y, digamos que se genera el vector aleatorio

= [1 1 0 0 1 0 0 0] el hijo será h = [a b 3 4 e 6 7 8]

d) Intermedia, genera al hijo a partir de un promedio pesado y un número aleatorio

de la siguiente manera: dado un factor r y un número aleatorio 0 < ra < 1 el hijo =

padre1 + ra r (padre2 � padre1) si el número ra 2 (0; 1) entonces el hijo estará en algún

punto del hipercubo donde los dos padres ocuparan vértieces opuestos.

c) Cruza Heurística: crea a los hijos sobre la línea generada por los dos padres a una

distancia del padre con mejor puntaje dada por un parámetro r de igual manera que la

intermedia (pero sin número aleatorio) hijo = padre1 + r (padre2 � padre1)

La mutación puede ser:

a) Uniforme: se genera un vector aleatorio y se lo suma al individuo a mutar

b) Gaussiana: se genera un vector aleatorio con distribución gaussiana y se lo suma

al individuo a mutar

Criterios de Parada: El algoritmo geométrico podría evolucionar sin límites o es-

tancarse en una posible solución. Sea cual sea el caso, la �nalización del cálculo obliga

al usuario de esta técnica a implementar un criterio de parada. Para ello, se puede �jar

un número máximo de iteraciones (generaciones). Un umbral en el ajuste de la función

objetivo es otro criterio. En este caso cuando la función objetivo es menor que un valor

�jado a priori, el algoritmo interrumpe su ejecución. Puede también ocurrir, que nuevas

generaciones no alteren el valor de la función objetivo, para este caso se usa como criterio

de parada un límite máximo de generaciones en el que la función objetivo no mejora. Si

se supera dicho límite, el algoritmo genético se detiene.
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