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RESUMEN 
 
En este trabajo se estudian los principales esquemas de control del motor de inducción (MI) 
basados en el modelo de parámetros concentrados, o modelo fundamental. Todos los 
controladores estudiados se desarrollan a nivel teórico, acompañándolos con simulaciones, y la 
mayoría se desarrolla también a nivel práctico, mostrando los resultados experimentales 
obtenidos. Se comienza el estudio con el desarrollo teórico del modelo fundamental del MI, 
remarcando sus limitaciones. Luego, se analiza el control clásico que mantiene constante el 
cociente entre la tensión aplicada y la frecuencia aplicada (V/f=cte) en aplicaciones de lazo abierto 
y lazo cerrado, así como también algunos métodos para mejorar su desempeño en el rango de 
bajas velocidades. Se estudia un esquema V/f=cte sensorless. Finalizado el estudio de los 
controles escalares, se desarrolla la teoría del control vectorial. Se estudia la teoría tras el control 
orientado en campo (FOC). Se estudian varios estimadores de flujo, se realizan simulaciones y se 
obtienen resultados experimentales. También se analiza el control vectorial indirecto (IFOC). Se 
estudian estrategias de FOC sensorless, acompañadas de simulaciones y resultados 
experimentales. Finalmente, se muestran otras estrategias de control y estimación existentes, como 
direct torque control (DTC),  model reference adaptive system (MRAS) y estimación de velocidad 
por inyección de señales. Se presentan también las consideraciones prácticas más importantes para 
la implementación física de los controladores. 
 
ABSTRACT 
 
In this work the most important induction motor (IM) control schemes based on the fundamental 
model are reviewed. All the controllers are developed at a theorical level, complementing them 
with simulations, and most of them are also developed at a practical level, showing the obtained 
experimental results. The study begins with the theorical development of the IM fundamental 
model, showing its limitations. Then, the classical V/f=cte control is analyzed in open and closed 
loop applications, and some methods to improve its performance in the low speed range are also 
studied. A sensorless V/f=cte scheme is analyzed. After finishing the study of scalar control 
schemes, vector control theory is reviewed. The theory behind the field oriented control (FOC) 
scheme is developed. Indirect field oriented control (IFOC) is also analyzed. Sensorless FOC 
strategies are studied, complementing them with simulations and experimental results. Finally, 
alternative control and estimation strategies are shown, like direct torque control (DTC), model 
reference adaptive system (MRAS) and speed estimation through signal injection. Practical 
considerations regarding controller implementation are also presented. 
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Caṕıtulo 1

INTRODUCCIÓN

En la actualidad, la máquina o motor de inducción jaula de ardilla (MI) es muy uti-

lizada. Al ser de bajo costo y requerir muy poco mantenimiento, resulta muy atractivo

para aplicaciones industriales. Su principal desventaja es que es dif́ıcil lograr un control

dinámico con buen desempeño, ya que las ecuaciones diferenciales que lo modelan pre-

sentan no linealidades ([36], pág. 156). La teoŕıa de control del MI es extensa y está en

constante desarrollo. Existe un enorme número de esquemas de control disponibles. Este

trabajo no pretende abarcar todas las variaciones existentes, pero śı profundizar en los

esquemas más importantes, desarrollando su teoŕıa muy detalladamente y acompañándola

tanto con simulaciones como con resultados experimentales. Durante el estudio de dichos

esquemas se realizaron desarrollos propios, que también son expuestos en la presente tesis

([25] y [8]).

Algunos de los esquemas presentados son clásicos y pueden encontrarse en muchos

libros de control. Otros, más avanzados, se desarrollan en base a publicaciones académi-

cas. Una revisión de las principales estrategias de control puede encontrarse en [27], y

una revisión más actualizada en [19]. A continuación se presentan en ĺıneas generales las

principales variantes de control existentes.
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1.1. Estrategias clásicas

La estrategia de control más comúnmente utilizada en sistemas que no requieren alto

desempeño dinámico es el control que mantiene constante el cociente entre el módulo de

la tensión y la frecuencia aplicadas (V/f = cte) ([27]). Esto asegura que el módulo del

flujo magnético se mantenga aproximadamente constante en un amplio rango de opera-

ción. Eligiendo dicha constante para obtener el flujo nominal, se asegura que la máquina

entregará su torque nominal en el rango de operación a torque constante. Esta estrategia

está basada en las ecuaciones de estado estacionario del modelo del MI, por lo que su

desempeño será bueno en la medida en que la respuesta mecánica deseada sea mucho más

lenta que la respuesta eléctrica del sistema. Otro inconveniente que presenta es que si

se exigen variaciones muy rápidas de velocidad se puede superar la potencia máxima y

dañar el motor. Por este motivo, en los controles más básicos, suele ser necesario limitar

la derivada de la referencia de velocidad ([27]).

En la práctica, el control V/f = cte de lazo abierto falla a bajas velocidades. Esto se

debe a que la resistencia estatórica Rs, que es despreciada en el desarrollo de la teoŕıa

de este control, no puede ser ignorada a bajas velocidades. En dicho rango de operación,

la cáıda de tensión en Rs deja de ser despreciable, por lo que la tensión aplicada a la

inductancia estatórica es significativamente menor a la aplicada en bornes de la máquina.

Esto produce una disminución en el módulo del flujo y, por lo tanto, una disminución en

el torque eléctrico generado. Cerrar el lazo de control utilizando un sensor de velocidad

atenúa el efecto de Rs, pero no lo elimina por completo. Existen varios esquemas de

compensación para mitigarlo. Uno de los primeros fue propuesto en [52] y consiste en

medir la corriente estatórica Is y sumar la cáıda de tensión RsIs a la tensión aplicada

en bornes. En [41] se propone una compensación similar de la cáıda en Rs basada en

el modelo de estado estacionario del MI. Ambos métodos requieren conocer el valor de

Rs. En la práctica, estos métodos no dan muy buen resultado, ya que Rs puede variar

hasta un 100 % durante la operación de la máquina ([27]). También se puede compensar
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esta cáıda saturando la tensión aplicada en bornes del estator a un valor mı́nimo en la

región de baja velocidad. Sin embargo, esta no es una compensación muy adecuada ya

que no compensa la cáıda en Rs en todo el rango de torque de carga ([2]). En [25], trabajo

desarrollado por el autor durante el estudio de esta tesis, se propone estimar el flujo

rotórico en base al modelo de estado estacionario de la máquina. Utilizando un lazo de

control para mantener el flujo en su valor nominal se puede compensar la cáıda en Rs a

baja velocidad. El estimador propuesto sólo requiere la medición de la corriente estatórica,

la tensión estatórica y los parámetros magnéticos del MI (los cuales vaŕıan poco durante

la operación de la máquina).

Existen otras estrategias más elaboradas basadas en control V/f = cte que tienen

un mejor desempeño dinámico, ya que son estrategias de lazo cerrado. Una de ellas es el

control por deslizamiento ([6], pág. 339). En los MI, a diferencia de lo que sucede en los

motores sincrónicos (MS), la velocidad mecánica es ligeramente inferior a la velocidad del

campo rotante. Esta diferencia se llama velocidad de deslizamiento, y es la velocidad a la

que rota el flujo respecto del rotor, induciendo en él las corrientes que permiten generar

torque. El control por deslizamiento es una estrategia feedforward que permite obviar el

limitador de derivada en la referencia de velocidad. En su lugar, se limita la velocidad de

deslizamiento (t́ıpicamente a ±1 Hz), lo que limita la corriente que circula por el motor.

1.2. Estrategias de alto desempeño

Para sistemas que requieran un alto desempeño dinámico se utiliza el control vectorial,

o field oriented control (FOC). Este control consiste en aplicar una serie de transforma-

ciones a las ecuaciones del MI para llevarlas a una forma similar a las del motor de

corriente continua (MCC), lo que hace posible controlarlo de forma más sencilla ([42],

pág. 203). Aplicando la transformación de Clark ([34]) se reduce el modelo a un sistema

de 5 ecuaciones, dos estatóricas, dos rotóricas y una mecánica. Las nuevas variables de es-

tas ecuaciones se encuentran en un sistema de ejes cartesianos llamados ejes αβ solidarios
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al estator. Dichas ecuaciones pueden estar expresadas en función de las distintas variables

de la máquina. Las más comúnmente utilizadas tienen como variables el vector espacial

de flujo rotórico φr y el vector espacial de corriente estatórica is ([36]). Para obtener las

ecuaciones en la forma deseada, es necesario aplicar una nueva transformación que lleve

las variables de los ejes αβ a unos nuevos ejes llamados dq. A diferencia de los ejes αβ, los

ejes dq rotan solidarios al vector de flujo, con el eje d alineado con el φr rotante. Las ecua-

ciones obtenidas de esta transformación permiten controlar el módulo de φr a través de id,

la componente d de la corriente estatórica, y el torque eléctrico a través de la corriente iq,

componente q de la corriente estatórica, de forma similar a las corrientes de magnetización

y armadura en un MCC. Es importante destacar que para realizar esta transformación es

necesario conocer la posición del vector de flujo. Como no resulta práctico medirla, se es-

tima a partir del modelo del MI. Además, las ecuaciones resultantes de la transformación

contienen términos cruzados. Es decir, la ecuación del eje d contiene términos del eje q y

viceversa. La estrategia de control más simple utiliza controladores proporcional-integral

(PI) e ignora estos términos, considerándolos como perturbaciones. Sin embargo, dichos

términos son fáciles de computar, por lo que es posible cancelarlos haciendo un control

feedforward, desacoplando de esta forma las ecuaciones ([6], pág. 373).

Otra alternativa, muy utilizada en la industria por su relativa sencillez, es el control

vectorial indirecto (IFOC) ([6], pag. 368). Se basa en aplicar las mismas transformaciones

que en el caso del FOC, pero se supone que el marco de coordenadas dq está orientado

con el campo a priori, y se obtienen las condiciones para lograr que aśı sea en base a esta

suposición. Con las ecuaciones transformadas al plano dq, se supone el flujo alineado con

el eje d, es decir que φq = 0 y dφq/dt = 0. Esta restricción permite despejar una expresión

para el flujo en función de variables conocidas, evitando la necesidad de un estimador

complicado, y también permite despejar la velocidad de deslizamiento. Con la velocidad

de deslizamiento y la velocidad mecánica del motor se encuentra, de manera feedfoward,

la posición del vector de flujo. La desventaja principal de este esquema de control es que

es muy sensible a las variaciones paramétricas ([17]).
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Una estrategia más compleja es la linealización exacta ([14], [11] y [39]). Esta estrategia

convierte el modelo en un sistema lineal a través de una serie de transformaciones no

lineales. Esto permite controlarlo aplicando teoŕıa de control lineal. Otra estrategia similar

en complejidad es la de Interconnection and Damping Assignment (IDA), que se basa en

las propiedades de pasividad del modelo del MI ([37]). En esta estrategia la acción de

control se ejerce modificando la enerǵıa del sistema. En [15] se demuestra que bajo ciertas

condiciones IDA y linealización exacta son iguales. En dicho trabajo la demostración se

hace para MS, pero es fácilmente aplicable al caso de los MI.

1.3. Estimadores

Para todos estos métodos de alto desempeño dinámico es necesario conocer la posición

del vector de flujo, ya sea rotórico o estatórico. Como es una variable dif́ıcil de medir, se

utilizan estimadores (de lazo cerrado o de lazo abierto) basados en el modelo del MI

para hallar su valor ([27], [36], [42], [6]). El estimador más sencillo se obtiene integrando

la ecuación eléctrica estatórica expresada en función de la corriente estatórica y el flujo

estatórico. Sin embargo, un integrador puro tiene problemas de offset, por lo que cualquier

error en la medición de las corrientes produce una estimación errónea. El integrador suele

reemplazarse por un integrador real (pasabajos con alta ganancia de continua y baja

frecuencia de corte). Esto limita la velocidad mı́nima a la que puede operarse el MI, ya

que en frecuencias cercanas a la de corte del integrador real la estimación de flujo es

errónea. En [48] se propone un método para compensar el offset del integrador puro. Se

reemplaza el integrador continuo por uno discreto y se supone que la entrada al integrador

es sinusoidal. Como la salida debe ser sinusoidal, se calcula el valor medio de la misma

detectando los cruces por cero y se realimenta dicho valor para eliminar el offset. Este

método falla a velocidades muy bajas (frecuencia eléctrica baja), ya que el tiempo entre

los cruces por cero de la señal de entrada se hace muy largo. En general, los estimadores

de lazo cerrado son más robustos ante variaciones en las condiciones iniciales, y tienen un
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tiempo de convergencia menor que los de lazo abierto ([56]).

En los controles sensorless es necesario estimar tanto la velocidad como el flujo. El

esquema model reference adaptive system (MRAS) se basa en comparar el flujo calculado

a través del modelo de tensión (ecuación estatórica) y del modelo de corriente (ecuación

rotórica) ([47] y [46]). El modelo de tensión no depende de la velocidad rotórica y se usa

como modelo de referencia. El modelo de corriente śı depende de la velocidad rotórica

y se usa como modelo adaptable. Se estima el flujo con ambos modelos y en base al

error entre ellos se corrige la velocidad rotórica en el modelo de corriente. El resultado

es una estimación del flujo y de la velocidad rotórica. Este esquema requiere el uso de

integradores puros, que suelen reemplazarse por filtros pasa bajos.

Otro tipo de observador adaptable es el filtro de Kalman (ver [60] y [3]). Este logra

una estimación del flujo y de la velocidad precisos incluso ante desajuste de parámetros.

Su principal desventaja es que es dif́ıcil de calibrar. En [23] se presenta un resumen de

algunos métodos que mejoran el rendimiento de los estimadores de velocidad.

También existen observadores basados en redes neuronales, como los propuestos en

[59] y [10], y basados en lógica difusa, como el presentado en [38].

1.4. Estrategias sensorless

Actualmente, la tendencia en algunas aplicaciones industriales es reducir el número

de sensores utilizados en el control del MI, ya que los mismos aumentan el costo del

sistema y disminuyen su robustez. En particular, se busca eliminar el sensor de velocidad.

También es posible reducir el número de sensores de corriente midiendo sólo la corriente

del bus de continua, como se propone en [50]. Existen numerosas estrategias de control

sensorless basadas en el modelo de parámetros concentrados del MI. En [58] se propone

un esquema de control V/f = cte sensorless que evita los problemas de deriva que causan

los integradores puros utilizando filtros pasa altos en el estimador de flujo. Los mismos

tienen una frecuencia de corte proporcional a la frecuencia del voltaje estatórico aplicado.
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En [25], trabajo desarrollado por el autor de esta tesis, se propone un control V/f = cte

sensorless. La estrategia propuesta compensa la cáıda en Rs, lo que mejora su desempeño

en la zona da bajas velocidades, utilizando un estimador de flujo que sólo requiere la

medición de las corrientes y los parámetros magnéticos del MI. En [5] se propone un

FOC utilizando un estimador de flujo y velocidad para aplicaciones que no requieran una

estimación muy precisa de la velocidad. El estimador es de lazo cerrado y orden reducido.

No utiliza integradores puros, pero en su desarrollo se utiliza el modelo de corriente en

estado estacionario, lo que reduce su desempeño en los transitorios. En [26] se propone

una estrategia FOC con un estimador de flujo basado en MRAS, donde se reemplaza el

integrador puro por un pasa bajos, lo que limita su utilidad a bajas velocidades. En [8],

trabajo realizado por el autor de esta tesis, se utiliza FOC con un estimador de flujo

rotórico basado en estructura variable que no depende de la resistencia rotórica Rr y que

estima además la constante de tiempo rotórica y la velocidad. En [4] se propone un FOC

sensorless para motores de inducción trifásicos en aplicaciones de bajo costo. El algoritmo

se basa en un observador de flujo rotórico de lazo cerrado y sus principales ventajas son

la simplicidad y la robustéz ante desajuste de parámetros del motor. En [40] se hace un

IFOC donde la estimación de velocidad se realiza mediante un observador adaptable de

orden reducido basado en la dinámica torque-corriente. En [18] se presenta un análisis del

desempeño de un control sensorless con estimadores basados en MRAS ante la variación

de parámetros. Se compara el rango de operación estable para un MRAS con algoritmo de

adaptación clásico y uno con algoritmo de adaptación basado en lógica difusa. En general,

todas las estrategias fallan a velocidad cero, ya que este modelo del MI no es observable a

frecuencia cero ([9]). Además, muchas de las simplificaciones que se hacen en el desarrollo

del modelo de parámetros concentrados no son aplicables a baja velocidad, por lo que

el mismo no es representativo del sistema en dicho rango de operación. En la actualidad

se estudian modelos más detallados del motor. En [44] se consideran los efectos de la

saturación del hierro. En [7] se propone un método para modelar las inductancias del MI

considerando los efectos de la no uniformidad axial y radial que estas presentan (skew).
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En [53] se presenta un modelo diseñado para estudiar la interacción entre el inversor

y el MI. En [45] se estudian las pérdidas del núcleo utilizando un modelo basado en

técnicas de elementos finitos ([49]). El modelado representa cada vez más detalladamente

la realidad f́ısica del motor. Esto puede ser un problema en aplicaciones comerciales,

ya que se busca producir controladores genéricos que sirvan para una gran variedad de

motores. Las técnicas de modelado avanzadas escapan el alcance de la presente tesis, la

cual estudia técnicas de control basadas en el modelo a parámetros concentrados lineal,

en el sentido de la saturación magnética, o modelo fundamental.

1.5. Estimación de parámetros

Los parámetros que describen el modelo del MI vaŕıan durante la operación del mismo.

Estos están sujetos a variaciones de temperatura, frecuencia y efectos de saturación que los

desv́ıan de sus valores nominales. Un desajuste en los parámetros del modelo respecto a los

parámetros reales puede producir un grave deterioro en el desempeño de un controlador.

Esto se debe a los errores que se producen en la estimación de las variables de control.

Los parámetros que más vaŕıan son la resistencia estatórica y la resistencia rotórica,

que pueden desviarse hasta un 100 % de sus valores nominales ([27]). Existen muchas

técnicas de estimación. Algunas funcionan con el motor parado y otras requieren que

esté rotando. Las primeras se llaman técnicas de self commissioning. Se utilizan en drivers

comerciales, donde el relevamiento de parámetros debe ser necesariamente realizado con

el motor parado, como por ejemplo, cuando este está conectado a su carga. Por lo tanto,

la estimación se realiza alimentando sólo una fase del MI. En principio, pueden aplicarse

dos tipos de excitación, corriente continua (CC) o corriente alterna (CA). En las técnicas

que utilizan CC, Rs se estima a través de la corriente de estado estacionario que se genera

en el estator. Los parámetros restantes se estiman a partir del transitorio de corriente

que se produce luego de la aplicación del voltage de CC ([24]). Las técnicas que requieren

que el motor esté rotando se llaman técnicas de estimación online, y permiten corregir la

14



variación de los parámetros durante la operación de la máquina. En [61] se presenta un

algoritmo de estimación de Rs basado en estructura variable que funciona en el rango de

bajas velocidades. En [31] se presenta un estimador online de Rs y Rr basado en redes

neuronales. En [54] se presenta una revisión de los métodos más relevantes de estimación

de parámetros, tanto de self commissioning como online.

1.6. Compensación de las cáıdas de tensión del inver-

sor real

El desempeño de los controladores a baja velocidad se ve seriamente afectado por las

cáıdas de tensión que presenta el inversor real. Para controlar el motor a baja velocidad,

la tensión aplicada al mismo debe ser baja. Las cáıdas de tensión en los diodos y las cáıdas

colector-emisor de los IGBTs, aśı como también la disminución de la tensión media que

producen los tiempos muertos, distorsionan la tensión que efectivamente llega al motor.

Para lograr un buen control es necesario modelar estas caracteŕısticas y compensarlas

([62] y [29]).

1.7. Estructura de la tesis

En el caṕıtulo 2 se presenta el desarrollo teórico del modelo del MI. En el caṕıtulo

3 se estudian diferentes estrategias de control, en orden de complejidad creciente. Los

desarrollos teóricos van acompañados de resultados de simulación aśı como también, en

un gran número de casos, resultados experimentales. Al final de este caṕıtulo se presentan

otras técnicas de control y estimación. En el caṕıtulo 4 se presentan las conclusiones finales

del trabajo realizado. Finalmente, en el apéndice se presentan los datos del MI utilizado

para los ensayos experimentales y los datos del banco de pruebas con que se realizaron

los mismos.
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Caṕıtulo 2

MODELADO DEL MOTOR DE

INDUCCIÓN

2.1. Introducción

En este caṕıtulo se desarrolla un modelo matemático que describe el comportamiento

del MI. El mismo está sujeto a restricciones que limitan su validez a un cierto rango de

condiciones de operación. Para realizar un control en el rango de velocidades medianas

a altas este modelo tiene un buen desempeño. En la sección 2.2 se desarrolla el modelo

dinámico del MI. En la sección 2.3 se explica el concepto y las ventajas de la transfor-

mación de Clark, dándole una interpretación geométrica. En la sección 2.4 se obtiene el

modelo de estado estacionario del MI, y se explican los ensayos necesarios para obtener

sus parámetros.

2.2. Modelo matemático del MI

2.2.1. Inductancias y flujos

Para el desarrollo del modelo se harán las siguientes suposiciones ([36]): que el estator

de la máquina está representado por un cilindro hueco de hierro y de sección transversal
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circular; que dicho estator contiene un rotor ciĺındrico concéntrico al mismo, de manera

que existe un entrehierro angosto de longitud radial constante h entre ambas superficies

ciĺındricas; que en estas superficies hay bobinados trifásicos simétricos adosados y que los

mismos son de profundidad despreciable; que los bobinados estatóricos y rotóricos están

conectados en estrella, con sus neutros aislados entre śı; que la permeabilidad del hierro

de la máquina es infinita; que la máquina tiene simetŕıa axial. Los efectos de saturación,

las pérdidas en el hierro y los efectos de las ranuras son ignorados.

El desarrollo se hará en base a una máquina de dos polos, pero los resultados obtenidos

pueden ser fácilmente adaptados a una máquina de np pares de polos.

Las variables que se utilizarán para el modelado se muestran en la figura 2.1. El ángulo

α es la coordenada angular del estator medida respecto del eje central del bobinado a. Los

ejes centrales de los bobinados b y c están ubicados en α = γ y α = 2γ respectivamente,

con γ = 120o. Una definición similar vale para el rotor, donde β es la coordenada angular

del rotor medida respecto del bobinado a del rotor. El ángulo ξ mide la posición angular

del rotor medida respecto del eje central del bobinado a del estator, y ω(t) = dξ/dt es la

velocidad angular instantánea del rotor.

b

x

a

Isa

Isc Isb

a

c

b

Irb

Irc

Ira

Figura 2.1: Sección transversal del MI.
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El campo magnético en el entrehierro es radial, debido a que dicho entrehierro es

angosto, a que las superficies ciĺındricas son suaves, a la suposición de permeabilidad

magnética del hierro infinita y a que el campo magnético sigue siempre el camino de

menor reluctancia. Como también se desprecia el efecto del final de los bobinados, el

análisis puede hacerse en dos dimensiones.

Las corrientes estatóricas isa(t), isb(t) e isc(t) pueden tener cualquier forma de onda,

siempre que cumplan con la restricción

isa(t) + isb(t) + isc(t) = 0, (2.1)

que vale en todo instante de tiempo debido a la conexión en estrella sin neutro.

En la Figura 2.2 se muestra la distribución del bobinado a del estator y el sentido del

campo magnético Ha para la corriente supuesta en ese instante. Como los devanados se

suponen distribuidos sinusoidalmente, la densidad incremental de vueltas en función de

la coordenada angular λ está dado por

n(λ) =
Ns

2
sen(λ)

1

rad
, (2.2)

donde Ns es el número total de vueltas en cada bobinado estatórico. Puede comprobarse

que efectivamente Ns es el número total de vueltas integrando (2.2) entre 0 y π.

Aplicando la ley de Ampere al bobinado a sobre el camino cerrado Cs mostrado en la

Figura 2.1, y considerando la permeabilidad magnética del hierro, que se supuso infinita,

∮
Cs

Ha(l, t)dl = isa(t)

∫ α

α−π
n(λ)dλ,

−Ha(α, t)h−Ha(α− π, t)h = −isa(t)
[
Ns

2
cos(λ)

]∣∣∣∣α
α−π

,

donde h es el ancho del entrehierro y Ha el campo magnético producido por la bobina a.
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Figura 2.2: Bobinado distribuido, x corriente entrante a la hoja, • corriente saliente.

Por simetŕıa Ha(α, t) = Ha(α− π, t), entonces

2hHa(α, t) = isa(t)Ns cos(α),

y definiendo la fuerza magneto motriz (FMM) generada por el bobinado a como

θsa(α, t) = isa(t)Ns cos(α), (2.3)

se obtiene,

Ha(α, t) =
θsa(α, t)

2h
. (2.4)

De manera similar pueden obtenerse las contribuciones de los bobinados b y c a la

FMM estatórica, considerando sus desplazamientos espaciales de γ y 2γ respectivamente.

La FMM estatórica resultante se obtiene sumando estas contribuciones,

θs(α, t) = Ns[isa(t) cos(α) + isb(t) cos(α− γ) + isc(t) cos(α− 2γ)]. (2.5)

Cuando los bobinados se alimentan con corrientes alternantes, cada término de (2.5)
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produce una onda oscilante fija en el espacio, y su superposición produce una onda θs(α, t)

que viaja a través del estator en función del tiempo. Utilizando notación compleja,

cos(α) =
1

2
(ejα + e−jα), (2.6)

y aplicando esta ecuación a (2.5), se encuentra que

θs(α, t) = Ns[isa(t)
1

2
(ejα + e−jα) + isb(t)

1

2
(ej(α−γ) + e−j(α−γ))

+ ica(t)
1

2
(ej(α−2γ) + e−j(α−2γ))],

=
Ns

2
[(isa(t) + isb(t)e

jγ + isc(t)e
j2γ)e−jα + (isa(t) + isb(t)e

jγ + isc(t)e
j2γ)∗ejα],

=
1

2
Ns[i

s
s(t)e

−jα + is∗s (t)ejα], (2.7)

donde

iss(t) = isa(t) + isb(t)e
jγ + isc(t)e

j2γ (2.8)

es un vector de corriente definido en el plano complejo estatórico y dependiente del tiempo,

e is∗s (t) es su conjugado. El plano complejo estatórico tiene su eje real en la dirección del eje

central del bobinado a, y su eje imaginario en α = 90o (ver Figura 2.1). Cuando se refieran

variables a este plano complejo se dirá que las mismas están referidas a coordenadas

estatóricas. Para notar que un vector está referido a coordenadas estatóricas se utilizará el

supeŕındice s.

En la Figura 2.3 se muestra la construcción geométrica de iss(t) para isa > 0, isb < 0 e

isc < 0. Su módulo y su ángulo vaŕıan de acuerdo con

iss(t) = ||iss(t)|| ejζ(t), (2.9)

donde ζ(t) es la posición angular del vector de corriente iss.
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Figura 2.3: Vector de corriente estatórica.

De (2.7) y (2.9) se obtiene

θs(α, t) = Ns ||iss(t)|| cos(ζ(t)− α), (2.10)

que muestra que el módulo y el ángulo de la FMM producida por el estator están deter-

minados por el vector de corriente (2.9). Si las corrientes estatóricas son sinusoidales y

forman un sistema trifásico simétrico, entonces

isa(t) = I cos(ωt),

isb(t) = I cos(ωt− γ),

isc(t) = I cos(ωt− 2γ),

donde I es la amplitud de la corriente y ω la frecuencia angular. Reemplazando estas

corrientes en (2.8) y utilizando notación compleja,

iss = I
ejωt + e−jωt

2
+ I

ej(ωt−γ) + e−j(ωt−γ)

2
ejγ + I

ej(ωt−2γ) + e−j(ωt−2γ)

2
ej2γ,

=
1

2
I[3ejωt + (1 + e−jγ + e−j2γ)e−jωt] =

3

2
Iejωt. (2.11)
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Luego, reemplazando en (2.10) se obtiene

θs(α, t) =
3

2
NsI cos(ωt− α), (2.12)

lo que indica que la onda de FMM gira en el entrehierro a velocidad y módulo constantes

ante la aplicación de corrientes sinusoidales que formen un sistema trifásico simétrico.

El razonamiento utilizado para obtener la FMM estatórica (2.5) también es válido

para la FMM producida por los bobinados rotóricos,

θr(β, t) = Nr[ira(t) cos(β) + irb(t) cos(β − γ) + irc(t) cos(β − 2γ)], (2.13)

donde Nr es el número de vueltas del bobinado rotórico. De manera análoga a las coorde-

nadas estatóricas, se define un plano complejo cuyo eje real es solidario al eje central del

bobinado a del rotor, y cuyo eje imaginario se encuentra en β = 90o (ver Figura 2.1). Este

plano complejo rota solidario al rotor. Cuando se refieran variables a este plano complejo

se dirá que las mismas están referidas a coordenadas rotóricas. Para notar que un vector

está referido a coordenadas rotóricas se utilizará el supeŕındice r.

Definiendo el vector de corriente rotórica como

irr(t) = ira(t) + irb(t)e
jγ + irc(t)e

j2γ, (2.14)

la FMM producida por el rotor resulta

θr(β, t) =
1

2
Nr[i

r
r(t)e

−jβ + ir∗r (t)ejβ], (2.15)

con ir∗r (t) el conjugado de irr(t). Para encontrar el efecto de la FMM total sobre el estator,

se debe referir (2.15) a coordenadas estatóricas. Como el eje real de las coordenadas

rotóricas se encuentra en el ángulo ξ respecto al eje real de las coordenadas estatóricas,
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(2.15) puede referirse a coordenadas estatóricas reemplazando β = α− ξ,

θr(α, ξ, t) =
1

2
Nr[i

r
r(t)e

−j(α−ξ) + ir∗r (t)ej(α−ξ)]. (2.16)

La FMM total en el estator, se obtiene sumando las contribuciones de los bobinados

estatóricos y rotóricos. Esto es,

θ(α, ξ, t) = θs(α, t) + κθr(α, ξ, t), (2.17)

donde κ es un factor de acoplamiento introducido para tener en cuenta los efectos de las

dispersiones de campo magnético, ya que con las simplificaciones realizadas no es posible

hacer un análisis detallado de las mismas.

Utilizando (2.4), el campo magnético generado por la FMM total en el estator resulta,

Hs(α, ξ, t) =
1

2h
[θs(α, t) + κθr(α, ξ, t)]. (2.18)

La densidad de flujo estatórica es el campo magnético estatórico por la permeabilidad

magnética del material que atraviesa. Como la permeabilidad del hierro se supone infinita,

la densidad de flujo es

Bs(α, ξ, t) = µ0Hs(α, t) =
1

2h
µ0(θs(α, t) + θr(α, ξ, t)), (2.19)

donde µ0 es la permeabilidad magnética del aire en el entrehierro.

A partir de la densidad de flujo estatórica se encontrará el flujo estatórico concatenado,

φsa. En la Figura 2.4 se muestran las áreas atravesadas por las ĺıneas de campo generadas

por espiras de ancho diferencial. Dichas áreas están marcadas con ĺınea gruesa. En la

figura se muestra una espira diferencial cuyo eje central está en λ = 0 y otra cuyo eje

central está en λ = π/4.

Para hallar el flujo concatenado por todo el devanado a, se deben sumar los flujos
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4
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2
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Figura 2.4: Área atravesada por las ĺıneas de campo.

concatenados por cada espira diferencial. Para una espira diferencial cuyo eje central

está en λ, su densidad de vueltas se obtiene evaluando la ecuación (2.2) en λ + π/2. El

flujo concatenado por esta espira será, a partir de la Figura 2.4

φ(λ)dλ = n(λ+
π

2
)

[∫ λ+π/2

λ−π/2
lrBs(α, ξ, t)dα

]
dλ, (2.20)

donde l es la longitud axial del motor y r el radio del estator. Para hallar el flujo total

concatenado por el devanado a, se suman las contribuciones de cada espira integrando

(2.20) entre −π/2 y π/2,

φsa(t) =

∫ π/2

−π/2
φ(λ)dλ, (2.21)

donde φsa es el flujo total concatenado por el devanado a. Evaluando (2.21),

φsa(t) =
1

2
Ns

∫ π/2

−π/2
cos(λ)

∫ λ+π/2

λ−π/2
lrBs(α, ξ, t)dαdλ,

φsa(t) =
N2
s lr

16h
µ0

∫ π/2

−π/2
[ejλ + e−jλ]

∫ λ+π/2

λ−π/2
[iss(t)e

−jα + is∗s (t)ejα]dαdλ

+ κ
NsNrlr

16h
µ0

∫ π/2

−π/2
[ejλ + e−jλ]∫ λ+π/2

λ−π/2
[irr(t)e

−j(α−ξ) + ir∗r (t)ej(α−ξ)]dαdλ. (2.22)
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Definiendo,

1

3
Ls =

N2
s lr

8h
πµ0, (2.23)

1

3
M = κ

NsNrlr

8h
πµ0, (2.24)

donde Ls es la inductancia estatórica y M es la inductancia mutua, y evaluando las

integrales de (2.22), se llega a

φsa(t) =
1

3
Ls[i

s
s(t) + is∗s (t)] +

1

3
M [irr(t)e

jξ + ir∗r (t)e−jξ]. (2.25)

El flujo concatenado total en el bobinado b, φsb y en el bobinado c, φsc se calculan de

manera similar, teniendo en cuenta los desplazamientos espaciales de ±γ. Resolviendo las

integrales resulta que

φsb(t) =
1

3
Ls[i

s
s(t)e

−jγ + is∗s (t)ejγ] +
1

3
M [irr(t)e

j(ξ−γ) + ir∗r (t)e−j(ξ−γ)], (2.26)

φsc(t) =
1

3
Ls[i

s
s(t)e

−j2γ + is∗s (t)ej2γ] +
1

3
M [irr(t)e

j(ξ−2γ) + ir∗r (t)e−j(ξ−2γ)]. (2.27)

De manera similar a como se definió con las corrientes, puede definirse el vector espacial

de flujo en coordenadas estatóricas como

φss(t) = φsa(t) + φsb(t)e
jγ + φsc(t)e

j2γ, (2.28)

que, reemplazando con (2.25)-(2.27) resulta

φss(t) = Lsi
s
s(t) +Mirr(t)e

jξ. (2.29)

El vector espacial de corriente irr (que se encuentra en coordenadas rotóricas) en el segundo

término de esta ecuación es proyectado sobre el marco de coordenadas estatóricas por la

rotación ejξ. Se define entonces el vector de corriente rotórica en coordenadas estatóricas
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como

isr(t) = irre
jξ. (2.30)

Luego, la ecuación (2.29) resulta

φss(t) = Lsi
s
s(t) +Misr(t). (2.31)

El flujo concatenado rotórico se calcula de forma similar, refiriendo la FMM producida

por el estator a coordenadas rotóricas. Esto se hace evaluando (2.7) en α = β + ξ, de lo

que resulta

θs(β, ξ, t) =
1

2
Ns[i

s
s(t)e

−j(β+ξ) + is∗s (t)ej(β+ξ)], (2.32)

que, junto con la FMM rotórica de (2.15), genera la densidad de flujo sobre la superficie

rotórica

Br(β, ξ, t) =
1

2h
µ0[θr(β, t) + κθs(β, ξ, t)], (2.33)

donde nuevamente aparece el factor de acoplamiento κ que modela la dispersión de campo

magnético. Hallando el flujo concatenado e integrando se obtiene

φra(t) =
1

3
Lr[i

r
r(t) + ir∗r (t)] +

1

3
M [is(t)e

−jξ + is∗s e
jξ], (2.34)

φrb(t) =
1

3
Lr[i

r
r(t)e

−jγ + ir∗r (t)ejγ] +
1

3
M [is(t)e

−j(ξ+γ) + is∗s e
j(ξ+γ)], (2.35)

φrc(t) =
1

3
Lr[i

r
r(t)e

−j2γ + ir∗r (t)ej2γ] +
1

3
M [is(t)e

−j(ξ+2γ) + is∗s e
j(ξ+2γ)], (2.36)

donde

1

3
Lr =

N2
r lr

8h
πµ0, (2.37)

es la inductancia rotórica.

Definiendo el vector espacial de flujo rotórico en coordenadas rotóricas como,

φrr(t) = φra(t) + φrb(t)e
jγ + φrc(t)e

j2γ, (2.38)
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y combinando esta ecuación con (2.34)-(2.36),

φrr(t) = Lri
r
r(t) +Miss(t)e

−jξ. (2.39)

El vector espacial de corriente iss (que se encuentra en coordenadas estatóricas) en el

segundo término de esta ecuación es proyectado sobre el marco de coordenadas rotóricas

por la rotación e−jξ. Se define entonces el vector de corriente estatórica en coordenadas

rotóricas como

irs = isse
−jξ. (2.40)

Luego, (2.39) puede escribirse como

φrr(t) = Lri
r
r(t) +Mirs(t). (2.41)

Una vez hallados los flujos concatenados estatóricos y rotóricos, se utilizarán para

derivar las ecuaciones eléctricas de los circuitos rotóricos y estatóricos, que se muestran

en la Figura 2.5.

sR dt

d saj

sai

sR

sR

dt

d sbj

dt

d scj
sav

sbv

scv

dt

d raj

dt

d rcj

rR

rR

rR

rai

rbi

rci

rav

rbv

rcv

sci

sbi dt

d rbj

Figura 2.5: Circuitos eléctricos.
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2.2.2. Circuito eléctrico

Para el circuito estatórico las ecuaciones eléctricas son

Rsisa +
dφsa
dt

= vsa, (2.42)

Rsisb +
dφsb
dt

= vsb, (2.43)

Rsisc +
dφsc
dt

= vsc, (2.44)

donde Rs es la resistencia estatórica y vsa, vsb y vsc son las tensiones aplicadas entre los

terminales del estator y su neutro. Definiendo el vector complejo de tensiones estatóricas

como

vss(t) = vsa(t) + vsb(t)e
jγ + vsc(t)e

j2γ (2.45)

y utilizando en esta ecuación (2.31), (2.41) y (2.42)-(2.44) se llega a

Rsi
s
s + Ls

diss
dt

+M
disr
dt

= vss. (2.46)

Aplicando el mismo procedimiento se llega a que en el circuito rotórico

Rri
r
r + Lr

dirr
dt

+M
dirs
dt

= vrr . (2.47)

Es conveniente referir esta ecuación a coordenadas estatóricas, pues en los MI jaula de

ardilla las señales de excitación se aplican al estator. El cambio de coordenadas se hace

aplicando (2.30) y (2.40) a (2.47). Derivando (2.30), se tiene que

disr
dt

=
d(irre

jξ)

dt
=
dirr
dt
ejξ + jωri

r
re
jξ,

donde ωr = dξ/dt, y despejando se halla que

dirr
dt
ejξ =

disr
dt
− jωrisr. (2.48)
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Derivando (2.40),

dirs
dt

=
d(isse

−jξ)

dt
=
diss
dt
e−jξ − jωrisse−jξ,

lo que implica que

dirs
dt
ejξ =

diss
dt
− jωriss. (2.49)

Luego, multiplicando (2.47) por ejξ y utilizando (2.48)-(2.49) se obtiene

Rri
s
r + Lr

disr
dt

+M
diss
dt
− jωr(Lrisr +Miss) = vsr , (2.50)

que es la ecuación rotórica referida a coordenadas estatóricas.

2.2.3. Torque electromecánico

Hallado el modelo eléctrico, se derivará a continuación una ecuación para el torque

electromecánico generado. Para esto se aplicará la ecuación de la fuerza de Lorentz:

FLorentz = il ×B, (2.51)

donde Florentz es la fuerza que genera la densidad de flujo B sobre el conductor de largo

||l||, con l un vector en la dirección espacial del conductor, por el cual circula una corriente

i. El śımbolo × representa producto vectorial. El torque es producido por la densidad de

flujo producida por las corrientes estatóricas, Brs, cuando interactua con las corrientes

rotóricas. Esta densidad de flujo se calcula a partir de (2.32) como

Brs(β, ξ, t) =
µ0

2h
θs(β, ξ, t) =

Nsµ0

4h
[iss(t)e

−j(β+ξ) + is∗s e
j(β+ξ)]. (2.52)

Como los bobinados rotóricos también se suponen distribuidos sinusoidalmente en el es-

pacio, la densidad de conductores en función de β está dada por

nr(β) =
Nr

2
sen(β)

1

rad
(2.53)
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para el bobinado a, nr(β−γ) para el b, y nr(β−2γ) para el c. Para un β dado, Brs(β, ξ, t)

generará una fuerza, dada por (2.51), sobre los conductores que se encuentren en el rotor

a ese ángulo. Superponiendo los efectos de los tres bobinados rotóricos, la corriente neta

que circulará para ese β arbitrario será

N(β)dβ =
Nr

2
[ira sen(β) + irb sen(β − γ) + irc sen(β − 2γ)]dβ

= j
Nr

4
[irre

−jβ − ir∗r ejβ]dβ. (2.54)

De (2.51), el diferencial de torque generado sobre esta corriente neta será

dTe = rlBrs(β, ξ, t)N(β)dβ, (2.55)

pues, como se ve en la Figura 2.2, la corriente y la densidad de flujo son ortogonales en el

espacio. El torque total se obtiene sumando las contribuciones de todos los diferenciales

dTe integrando entre 0 y 2π,

Te =
NsNrlrµ0

16h
j

∫ 2π

0

[irre
−jβ − ir∗r ejβ][isse

−j(β+ξ) + is∗s e
j(β+ξ)]dβ,

Te =
M

3
j[is∗s i

r
re
jξ − issir∗r e−jξ] =

M

3
j[(iss(i

r
re
jξ)∗)∗ − iss(irrejξ)∗],

Te =
2

3
MImag[iss(i

r
re
jξ)∗] =

2

3
Misr × iss. (2.56)

La ecuación mecánica, por Newton, quedará entonces

J
dωr
dt

= Te − Tl −Bωr,

J
dωr
dt

=
2

3
Misr × iss − Tl −Bωr, (2.57)

donde J es el momento de inercia del motor, B es el coeficiente de fricción, ωr = dξ/dt es

la velocidad mecánica del rotor y Tl el torque de carga.
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2.2.4. Modelo completo

A continuación se repiten las ecuaciones (2.46), (2.50) y (2.57) que modelan el motor

de inducción:

vss = Rsi
s
s + Ls

diss
dt

+M
disr
dt
, (2.58)

vsr = Rri
s
r + Lr

disr
dt

+M
diss
dt
− jωr(Lrisr +Miss), (2.59)

J
dωr
dt

=
2

3
Misr × iss − Tl −Bωr. (2.60)

Para el control, usualmente se las escribe en función de iss y φsr. Transformando (2.41) a

coordenadas estatóricas aplicando la rotación ejξ, se obtiene

φsr = Lri
s
r +Miss, (2.61)

de donde

isr =
1

Lr
φsr −

M

Lr
iss. (2.62)

Reemplazando esta ecuación en (2.58), (2.59) y (2.60), se obtiene:

vss = Rsi
s
s + Lsσ

diss
dt

+
M

Lr

dφsr
dt
, (2.63)

dφsr
dt

=
M

τr
iss + (jωr −

1

τr
)φsr, (2.64)

J
dωr
dt

=
2

3

M

Lr
φsr × iss − Tl −Bωr, (2.65)

donde se ha supuesto un MI jaula de ardilla (vsr = 0), τr = Lr/Rr es la constante de

tiempo rotórica y σ = 1−M2/(LrLs). Para un motor con np pares de polos el modelo se

obtiene reemplazando ωr por npωr y multiplicando el torque eléctrico por np.
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2.3. Transformación αβ

En la sección anterior se desarrollaron las ecuaciones que describen el modelo del MI

en variables complejas. Se utilizó esta metodoloǵıa porque permite una escritura más

compacta, pero el modelo también puede obtenerse trabajando en variables reales ([42]).

En [34] se define una transformación conocida como transformación de Clark, que lleva

las ecuaciones a un nuevo sistema de coordenadas en el cual las inductancias no vaŕıan.

La transformación se muestra a continuación

Tabc/αβ = c


1 −0,5 −0,5

0
√

3/2 −
√

3/2

0,5 0,5 0,5

 , (2.66)

donde c es una constante arbitraria que se explicará en breve. Los vectores que conforman

esta matriz son ortogonales. Esto quiere decir que si se aplica la misma a un vector en

coordenadas abc, lo rotará a un nuevo sistema de coordenadas, definido como αβ0. Aplicar

esta transformación a la corriente de un MI jaula de ardilla produce el siguiente resultado


iα

iβ

i0

 = c


1 −0,5 −0,5

0
√

3/2 −
√

3/2

0,5 0,5 0,5



ia

ib

ic

 =


iα

iβ

0

 , (2.67)

donde la componente i0 = 0 por la restricción ia + ib + ic = 0 propia de la conexión

en estrella del motor sin neutro. Una interpretación geométrica es que esta restricción

determina un plano, con normal [1 1 1]′, en el sistema cartesiano de coordenadas [ia ib ic]
′.

Las corrientes pueden tomar sólo valores que estén contenidos en este plano. El nuevo

sistema de coordenadas, al que se llevan los vectores al aplicar (2.66), tiene su ejes iα e iβ

en este plano, y su eje i0 perpendicular al mismo como puede verse en la Figura 2.6.

El haber eliminado la componente i0 permite escribir (2.67) utilizando notación com-
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Figura 2.6: Relación entre abc y αβ0.

pleja como

iαβ = c(ia + ibe
jγ + ice

j2γ), γ =
2

3
π. (2.68)

Esta ecuación es igual a (2.8) con c = 1, que fue elegida de forma arbitraria. Si la constante

c se toma como c = 2/3, la inversa de la transformación se obtiene directamente aplicando

una simple proyección, como se muestra a continuación

ia = Re[iαβ],

ib = Re[iαβe
j2γ], (2.69)

ic = Re[iαβe
jγ].

Las dos transformaciones anteriores, la utilizada en (2.8) con la constante c = 1 y la

utilizada en (2.66) con la constante c = 2/3, no mantienen la potencia. Es decir, usando

estas transformaciones vaia + vbib + vcic 6= vαiα + vβiβ. Para mantener la potencia, se

utiliza la constante c =
√

2/3. Independientemente de qué constante se utilice en la

transformación, todas las ecuaciones desarrolladas en la sección anterior son válidas. La

única que cambia es la ecuación del torque pues, obviamente, depende de la potencia. En

la tabla 2.3 se resumen las distintas transformaciones usuales y cómo cambia la ecuación
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Tabla 2.1: Transformaciones abc− αβ.

Constante c Torque Observación

1 2
3
M
Lr
npφ

s
r × iss

2/3 3
2
M
Lr
npφ

s
r × iss La inversa se obtiene por proyección directa√

2/3 M
Lr
npφ

s
r × iss Mantiene la potencia

de torque con cada una de ellas.

2.4. Modelo de estado estacionario y relevamiento de

parámetros

En esta sección se obtiene el modelo de estado estacionario del MI, aśı como también la

metodoloǵıa para obtener los parámetros del mismo a partir de mediciones experimentales.

2.4.1. Modelo de estado estacionario

Las ecuaciones eléctricas que modelan el MI son, de acuerdo a (2.42), (2.59), (2.31) y

(2.61), las siguientes

vss = Rsi
s
s +

dφss
dt
, (2.70)

0 = Rri
s
r +

dφsr
dt
− jnpωrφsr, (2.71)

φss = Lsi
s
s +Misr, (2.72)

φsr = Lri
s
r +Miss. (2.73)

Suponiendo, sin perdida de generalidad, que Ns = Nr, se pueden introducir las induc-

tancias de dispersión utilizadas usualmente en los modelos de estado estacionario del MI.

Para esto se redefinen Ls = Lls + M y Lr = Llr + M , con Lls = σsM y Llr = σrM las

inductancias de dispersión estatóricas y rotóricas respectivamente, y σs y σr los factores
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de dispersión rotóricos y estatóricos respectivamente. De (2.11), en estado estacionario,

iss =
3

2

√
2 isse

jωt, (2.74)

isr =
3

2

√
2 isre

jωt, (2.75)

vss =
3

2

√
2 vsse

jωt, (2.76)

donde iss, i
s
r y vss son los fasores rms de corriente y tensión, y ω es la frecuencia eléctrica.

Reemplazando (2.72) en (2.70), (2.73) en (2.71) y utilizando las redefiniciones de Ls y Lr,

se obtiene

(Rs + jωLls)iss + jωM(iss + isr) = vss, (2.77)

(
Rr

S
+ jωLlr)isr + jωM(iss + isr) = 0, (2.78)

donde,

S =
ω − npωr

ω
, (2.79)

que se conoce con el nombre de deslizamiento. Estas ecuaciones representan el modelo de

estado estacionario del MI, y su representación circuital puede verse en la Figura 2.7.

Figura 2.7: Circuito eléctrico equivalente en estado estacionario

El modelo de estado estacionario en coordenadas αβ es excitado por los fasores de

tensión y corriente. En los ensayos de relevamiento de parámetros, estos fasores se miden

en bornes de la máquina. Utilizando estas mediciones y el modelo de estado estacionario,
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pueden obtenerse los parámetros del modelo.

2.4.2. Relevamiento de parámetros

El relevamiento de los parámetros de un MI se hace básicamente a través de dos

ensayos, uno con el motor en vaćıo y el otro con el rotor trabado. Las normas estándar

de la IEEE para la realización de estos ensayos pueden encontrarse en [1]. La resistencia

estatórica Rs se mide con un mult́ımetro con el motor desenergizado y su valor se corrige

utilizando la temperatura de operación normal del MI. En la Figura 2.8 se muestra el

circuito de estado estacionario cuando el motor está en vaćıo, donde Rc representa las

pérdidas en el núcleo. Como el motor está en vaćıo, el deslizamiento S es muy chico, por lo

Figura 2.8: Ensayo en vaćıo.

que 1−S
S
Rr es muy grande, lo que permite despreciar el lado rotórico del circuito para esta

prueba. Además, la reactancia de M será muy pequeña en comparación con la resistencia

de pérdidas en el núcleo, por lo que Rc puede despreciarse sin introducir demasiado error.

El circuito equivalente es el de la Figura 2.8, despreciando lo que se encuentra dentro del

rectángulo punteado. La inductancia equivalente puede hallarse como

Leq = Lls +M =

√
v2
sa − (isaRs)2

2πisaω
. (2.80)

En el ensayo de rotor trabado ωr = 0, por lo tanto s = 1. La impedancia equivalente en

el rotor es relativamente pequeña, por lo que M y Rc se desprecian. El circuito equivalente

utilizado para esta prueba se muestra en la Figura 2.9.

37



Figura 2.9: Ensayo de rotor trabado.

Del mismo se llega a que

cos(φ) =
P

vasias
, (2.81)

Rr =
vas
ias

cos(φ)−Rs, (2.82)

Lls = Llr =
1

4πω

vas
ias

sen(φ), (2.83)

M = Leq − Lls, (2.84)

donde P es la potencia medida. La distribución de las inductancias de pérdida puede variar

dependiendo de la clase del motor ([33] y [20]). Para el motor utilizado la distribución

es como se muestra en (2.83) (clase A). Con estos dos ensayos y la medición de Rs se

obtienen todos los parámetros eléctricos relevantes para el control. Los valores obtenidos

para el motor utilizado en los resultados experimentales se muestran en la sección A-4 del

apéndice.
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Caṕıtulo 3

CONTROL DEL MOTOR DE

INDUCCIÓN

3.1. Introducción

En este caṕıtulo se presentan los algoritmos de control que se han desarrollado en esta

tesis para el control del MI. Se presentan esquemas clásicos, comenzando por sencillos

controles de lazo abierto que utilizan el modelo de estado estacionario, hasta controles

más avanzados, que requieren estimación de flujo magnético y velocidad. En la sección 3.2

se explican los fundamentos teóricos del control V/f = cte, aśı como también los esquemas

de control a lazo abierto, a lazo cerrado, con compensación de Rs y un esquema sensorless.

Los desarrollos teóricos se complementan con simulaciones y resultados experimentales.

En la sección 3.3 se desarrollan los fundamentos teóricos del control vectorial. Se analiza el

control orientado en campo (FOC), el control vectorial indirecto (IFOC) y dos esquemas

de control sensorless basados en FOC. En la sección 3.4 se presentan otras ĺıneas de

control y estimación. Por último, en la sección 3.5 se comentan los resultados obtenidos.
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3.2. Control V/f=cte

3.2.1. Fundamentos teóricos

A continuación se desarrollarán las ecuaciones de estado estacionario para dar funda-

mento teórico al control v/f = cte.

En la Figura 3.1 puede verse un modelo de estado estacionario aproximado, donde se

ha desplazado la inductancia mutua hacia la entrada para simplificar las expresiones que

se obtendrán. Esta aproximación es válida siempre que ||Rs + jωLls|| << ωM ([6]). De

Figura 3.1: Modelo de estado estacionario aproximado.

la figura se obtiene que

||isr|| =
||vss||√

(Rs +Rr/S)2 + ω2(Lls + Llr)2
, (3.1)

donde ω es la frecuencia angular eléctrica de excitación, S es el deslizamiento e isr y vss

son de estado estacionario, donde se ha aplicado la transformación (2.66) con constante√
2/3, que mantiene la potencia, para obtener

isr =
√

3isre
jωt,

vss =
√

3vsse
jωt.

El torque electromecánico puede escribirse como el cociente entre la potencia de salida y
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la velocidad mecánica

Te =
Po
ωr

=
1

ωr
||isr||

2Rr
1− S
S

=
np ||isr||

2Rr

Sω
, (3.2)

donde

S =
ω − npωr

ω
,

es el deslizamiento. Utilizando (3.1) se obtiene

Te =
npRr

Sω

||vss||
2

(Rs +Rr/S)2 + ω2(Lls + Llr)2
. (3.3)

La Figura 3.2a muestra el torque eléctrico generado en función del deslizamiento a ten-

sión y frecuencia constantes. En el rango de media a alta velocidad puede hacerse una

Figura 3.2: a) Torque electromagnético de estado estacionario b) Torque electromagnético
a V/f=cte.

aproximación adicional omitiendo los efectos de Rs en (3.3), de manera que

Te ' npRr
||vss||

2

ω2

ωsl
R2
r + ω2

sl(Lls + Llr)2
, (3.4)

donde ωsl = ω − npωr. Como indica esta expresión, si el cociente ||vss|| /ω es constante,

entonces el torque generado sólo depende del deslizamiento. Es decir, a torque de carga
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constante, mantener la relación V/f = cte permite variar la velocidad mecánica sin variar

la forma de la curva de torque. Este es el fundamento principal de esta estrategia de

control. En la Figura 3.2b se grafica (3.3), que al considerar el efecto de Rs veŕıa levemente

la forma de la curva de torque a medida que la frecuencia disminuye. Planteando la

ecuación (2.46) del circuito estatórico en función de iss y de φss y en estado estacionario,

Rsi
s
s + jωφss = vss, (3.5)

y despreciando Rs, que es una aproximación válida para el rango de medias a altas velo-

cidades, se tiene que

||φss|| =
||vss||
ω

. (3.6)

Esto quiere decir que mantener constante la relación V/f implica mantener el flujo es-

tatórico constante, en el rango de velocidad donde Rs es despreciable. Además, como

el cociente entre la tensión y la frecuencia es igual al módulo del flujo estatórico, dicho

cociente se elige igual al flujo estatórico nominal.

3.2.2. Control de lazo abierto

En la Figura 3.3 se reproduce el diagrama en bloques del controlador V/f = cte de

lazo abierto, que se explicará a continuación. De acuerdo a lo establecido en la sección

3.2.1, el control V/f = cte implica aplicar al MI tres tensiones sinusoidales desfasadas

120o, y variar su amplitud y frecuencia en función de la velocidad deseada, respetando la

restricción (3.6). Estas tensiones se definen como,

vsa =
√

2vf cos(ωt),

vsb =
√

2vf cos(ωt− γ), (3.7)

vsc =
√

2vf cos(ωt− 2γ),
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Figura 3.3: Control V/f=cte de lazo abierto.

donde vf es la tensión rms de fase. El máximo valor de vf que se puede aplicar, sin

entrar en la zona de debilitamiento de campo, es Vn, la tensión nominal rms de fase.

Transformando estas ecuaciones a coordenadas αβ, se obtiene

vss =
√

3vfe
jωt = vsα + jvsβ, (3.8)

donde se ha utilizando la transformación con constante
√

2/3 definida en la tabla (2.1).

Esta ecuación indica que, en estado estacionario, el módulo de la tensión estatórica es
√

3 veces la amplitud rms de la tensión de fase. Durante el funcionamiento normal de un

MI el deslizamiento es pequeño (ωsl = ω − npωr ' 0), por lo que la velocidad angular

mecánica puede aproximarse como

ωr '
ω

np
, (3.9)

o, definiendo esta ecuación en función de las frecuencias,

fr '
f

np
. (3.10)

Como la velocidad mecánica se relaciona con la frecuencia eléctrica a través del número de

pares de polos np, cuando la frecuencia eléctrica sea dividida por np se dirá que está referida

a la velocidad mecánica. De esta forma, se define la frecuencia eléctrica referida a la

velocidad mecánica como

fmec =
f

np
. (3.11)
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En la Figura 3.3, el bloque Fref representa la referencia de velocidad deseada, expresada

en Hz. El bloque de ganancia que determina la amplitud de la tensión aplicada se obtiene

de (3.8), de la aproximación (3.10) y de la definición (3.11), y resulta

||vss|| =
√

3Vn
fnmec

Fref , (3.12)

donde fnmec = fn/np, con fn la frecuencia eléctrica nominal del motor. El segundo bloque

de ganancia produce la frecuencia angular ω a partir de (3.10) y (3.11) como

ω = 2πnpFref . (3.13)

A través del bloque Fref y los dos bloques de ganancia, se generan la amplitud y la

frecuencia eléctrica de la tensión definida en (3.8), que será luego aplicada al MI. El bloque

salida integra ω para obtener el ángulo θ y descompone (3.8) en sus componentes real

vsα e imaginaria vsβ. Luego, aplica la transformación inversa Tαβ/abc, obteniendo las tres

referencias de tensión en coordenadas abc que ingresan al inversor. Finalmente, el inversor

alimenta el MI controlado por dichas referencias. Las técnicas de modulación utilizadas

para sintetizar esta tensión, aśı como también el modelado del inversor se explican en la

sección A-1 del apéndice.

Simulaciones y resultados experimentales

Los parámetros del motor se presentan en la sección A-4 del apéndice. Para las simula-

ciones, realizadas en MATLAB, el controlador se implementó en un digital signal processor

(DSP) virtual, que emula al utilizado en las pruebas de laboratorio. Los detalles para la

implementación de los controladores en DSP, tanto en el virtual como en el real pueden

encontrarse en la subsección A-2 del apéndice.

La Figura 3.4a ilustra la simulación en MATLAB de este control. En la misma, Fref es

la velocidad de referencia en Hz, fr es la velocidad medida en Hz, Tl el torque aplicado en

Nm y error = Fref − fr. La referencia de velocidad aplicada fue una rampa entre ±10 Hz
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Figura 3.4: Control V/f=cte a lazo abierto. a) Simulación con Fref una rampa entre ±10
Hz y aplicando torque de carga de 2 Nm. Se muestra el error de seguimiento de velocidad.
b) Resultados experimentales ante la misma excitación que en la simulación pero sin
aplicar torque de carga. Ch1: velocidad de referencia Fref , Ch2: velocidad medida fr.
Escala: 20 Hz

3 div
X − 50 Hz

3
con X: número de divisiones.

con una pendiente de 2 Hz/seg. La pendiente fue baja para garantizar el seguimiento de

la referencia. En esta figura puede verse que el error entre la velocidad de referencia y la

medida aumenta en los cruces por cero. Esto concuerda con el hecho de haber despreciado

la cáıda de tensión en la resistencia estatórica en el desarrollo teórico, ya que a baja velo-

cidad dicha cáıda hace que el flujo estatórico sea menor que el nominal, disminuyendo el

torque generado. También, ante un escalón de 2 Nm de torque de carga (el torque nominal

es de 5 Nm), el error de seguimiento aumenta, como es de esperar en una estrategia de
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lazo abierto. Las oscilaciones presentes en la velocidad medida se deben a que el motor

está controlado a lazo abierto ([27]). En la Figura 3.4b se muestran los resultados experi-

mentales obtenidos en esta tesis. Como se observa en dicha figura, los mismos concuerdan

con los resultados de simulación. No se aplicó torque de carga en el ensayo experimental

debido a las limitaciones del hardware disponible (ver subsección A-5.2 del apéndice). Los

datos fueron capturados utilizando los convertidores digital/analógico (D/A) del DSP.

La salida de estos convertidores puede variar entre 0 V y 5 V. Por este motivo la escala

utilizada en la Figura 3.4b corresponde a la ecuación de la recta 20 Hz
3 div

X − 50 Hz
3

, donde X

es el número de divisiones. Por ejemplo, en la Figura 3.4, 2.5 div medidas corresponden

a 0 Hz, y 1 div a -10 Hz.

3.2.3. Control V/f=cte de lazo cerrado

Las estrategias de lazo abierto no rechazan perturbaciones, como se puede apreciar en

el error de velocidad de la Figura 3.4a ante la aplicación de torque de carga. Para mitigar el

efecto de las perturbaciones se utilizan estrategias de control de lazo cerrado. Un esquema

de control V/f = cte de lazo cerrado muy popular es el control por deslizamiento. El

esquema clásico requiere la utilización de un sensor de velocidad. Se define la frecuencia

de deslizamiento referida a la velocidad mecánica como

fslmec =
ω − npωr

2πnp
, (3.14)

donde ωr = 2πfr es la frecuencia mecánica angular medida. Como se ve en la Figura

3.2a, en la zona de bajo deslizamiento el torque generado, o equivalentemente la potencia

generada, es prácticamente proporcional a la velocidad de deslizamiento. La ventaja de

controlar el motor utilizando el deslizamiento es que se puede limitar el deslizamiento de

referencia para no superar la potencia máxima de la máquina durante los transitorios. El

esquema de control usual puede verse en la Figura 3.5. El error entre Fref y fr ingresa a

un controlador proporcional-integral (PI). El mismo genera la referencia de frecuencia de
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Figura 3.5: Control V/f=cte de lazo cerrado.

deslizamiento necesaria para disminuir este error. Esta referencia se satura para limitar la

potencia del motor durante los transitorios. Para este MI la saturación se eligió en ±1 Hz.

Puede comprobarse que no se supera el torque máximo evaluando (3.4) para ωsl = 2π con

los parámetros que se indican en la sección A-4 del apéndice. El torque eléctrico máximo

generado con esta saturación será 3.41 Nm, que es menor que el torque nominal de 5 Nm

de la máquina. El deslizamiento se suma luego a la velocidad medida para producir, como

muestra (3.14), la frecuencia eléctrica referida a la velocidad mecánica fmec = ω/(2πnp).

Los bloques de ganancia son iguales a los del control de lazo abierto de la Figura 3.3,

aśı como también el bloque salida.

Diseño del controlador

Para poder aplicar teoŕıa de control lineal al diseñar el controlador se realizan algunas

simplificaciones. Se supone torque de carga cero y se desprecia el efecto del rozamiento,

de manera que la ecuación mecánica resulta,

J
dωr
dt

= Te. (3.15)

También se linealiza la ecuación (3.4) para obtener una función de transferencia represen-

tativa del sistema. Derivando (3.4) respecto de ωsl se obtiene

Te = npRr
||vssn||

2

ω2
n

[
R2
r − ω2

sl(Lls + Llr)
2

(R2
r + ω2

sl(Lls + Llr)2)2

]∣∣∣∣
ωsl=ωsl0

ωsl, (3.16)
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donde ||vssn|| =
√

3Vn con Vn la tensión rms nominal de fase, ωn es la frecuencia nominal

eléctrica y ωsl0 es la velocidad angular de deslizamiento en vaćıo. Definiendo

Ke = npRr
||vssn||

2

ω2
n

[
R2
r − ω2

sl(Lls + Llr)
2

(R2
r + ω2

sl(Lls + Llr)2)2

]∣∣∣∣
ωsl=ωsl0

, (3.17)

y despreciando las pérdidas rotacionales, el deslizamiento en vaćıo tiende a cero, por lo

que Ke puede aproximarse como

Ke =
np
Rr

||vssn||
2

ω2
n

. (3.18)

Utilizando esta definición, se puede reescribir (3.16) como

Te = Keωsl = Ke(ω − npωr). (3.19)

De acuerdo a la Figura 3.5

ω = 2πnpfslmec + npωr, (3.20)

con

fslmec = (kp +
ki
s

)(Fref −
ωr
2π

), (3.21)

donde s es la variable del campo transformado de Laplace. Reemplazando (3.19), (3.20)

y (3.21) en (3.15), se obtiene

ωr =
npKe

J

(kps+ ki)

s2 + npKekp

J
s+ npKeki

J

ωref , (3.22)

donde ωref = 2πFref . Para el diseño del controlador se utiliza el criterio de la respuesta al

escalón para un sistema de orden dos ([22]). Como el sistema tiene ceros, los criterios de

elección del tiempo de trepada y sobrepico no son precisos. Estableciendo como criterio un
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tiempo de trepada menor a 0,05 seg y un sobrepico menor a 0,1 % se eligen las ganancias

kp = 0,4,

ki = 1.

La respuesta del sistema a un escalón de amplitud 1 rad/seg puede verse en la Figura 3.6.

En la misma se muestra también el tiempo de trepada, que es de 0,0229 seg.

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

Figura 3.6: Respuesta de la función transferencia ωr/ωref ante un escalón de 1 rad/seg.

Simulaciones y resultados experimentales

En la Figura 3.7a se muestran los resultados de simulación utilizando el DSP virtual.

En la misma, Fref es la velocidad de referencia en Hz, fr es la velocidad medida en Hz,

Tl el torque aplicado en Nm y error = Fref − fr. La referencia de velocidad aplicada

fue una rampa entre ±10 Hz con una pendiente de 2 Hz/seg. La pendiente fue baja

para garantizar el seguimiento de la referencia. En este control también hay error de

seguimiento de velocidad en las cercańıas de los cruces por cero debido a la resistencia

estatórica, pero al aplicar un torque de carga de 2 Nm, el error tiende exponencialmente a

cero. En la Figura 3.7b se muestran los resultados experimentales. En esta figura se ve que
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Figura 3.7: Control V/f=cte de lazo cerrado. a) Simulación con Fref una rampa entre
±10 Hz y aplicando torque de carga de 2 Nm. Se muestra el error de seguimiento de
velocidad. b) Resultados experimentales ante la misma excitación que en la simulación
pero sin aplicar torque de carga. Ch1: velocidad de referencia Fref , Ch2: velocidad medida
fr. Escala: 20 Hz

3 div
X − 50 Hz

3
con X: número de divisiones.

los mismos coinciden con los resultados de simulación. Para el ensayo experimental no se

aplicó torque de carga debido a las limitaciones del hardware disponible (ver subsección

A-5.2 del apéndice). La escala de esta figura es 20 Hz
3 div

X − 50 Hz
3

, donde X es el número de

divisiones.

50



3.2.4. Control V/f=cte de lazo cerrado con compensación de Rs

Como se vio en los dos esquemas de control presentados hasta el momento, la resis-

tencia estatórica afecta a los controladores en el rango de bajas velocidades. Para mejorar

el desempeño en este rango, es necesario compensar la cáıda en la misma. De acuerdo al

desarrollo teórico realizado en la sub-sección 3.2.1, la relación V/f = cte, que mantiene el

módulo del flujo estatórico constante, es el cociente entre el módulo de la tensión aplicada

a los bobinados estatóricos y la frecuencia angular eléctrica de dicha tensión. Esta tensión

se define en la Figura 2.7 mediante el fasor vss1. Entonces, para compensar la cáıda de

tensión en Rs, se debe hallar vss tal que

∣∣∣∣vss1∣∣∣∣ =
ω

ωn
Vn, (3.23)

donde ωn es la frecuencia angular eléctrica nominal y Vn es la tensión rms nominal por

fase. De la Figura 2.7, se puede hallar el fasor de corriente estatórica en función de vss1

como,

iss = vss1

[
jωLlr +

jωM(Rr

s
+ jωLlr)

Rr

s
+ jωLr

]−1

= vss1
(1 + jωslτr)

jωLs (1 + jωslστr)
, (3.24)

donde ωsl = ω−npωr es la frecuencia angular de deslizamiento, τr = Lr/Rr es la constante

de tiempo rotórica y σ = 1−M2/(LsLr) (ver [36] pag. 232). De la misma figura, se puede

hallar el módulo del fasor de tensión estatórica en función de vss1 como

||vss|| =
∣∣∣∣vss1 +Rsiss

∣∣∣∣ . (3.25)

Reemplazando (3.23) y (3.24) en (3.25) resulta,

||vss|| =
∣∣∣∣∣∣∣∣ ωωn +

Rs [1 + jωslτr]

jωnLs [1 + jωslστr]

∣∣∣∣∣∣∣∣Vn. (3.26)
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Esta ecuación indica cómo debe ser el módulo de la tensión aplicada en bornes del MI

para que (3.23) se cumpla en todo el rango de velocidades. La Figura 3.8a muestra una

gráfica de (3.26) como función de ω para un valor de ωsl arbitrario. Desde el punto de

vista de implementación no es práctico utilizar (3.26), pues resulta computacionalmente

compleja. En su lugar, se utiliza la siguiente aproximación,

||vss|| =


Vn

ωn
ω si ω > vs0

Vn
ωn,

vs0 si ω < vs0

Vn
ωn,

(3.27)

donde vs0 se obtiene evaluando (3.26) para ωsl = 0 y ω = 0,

vs0 =
Rs

ωnLs
Vn. (3.28)

La función aproximada se muestra en la Figura 3.8b.

Figura 3.8: a) Relación entre ||vss|| /Vn y ω/ωn que mantiene el módulo del flujo estatórico
constante para todo el rango de velocidades. b) Simplificación de (3.26) utilizada en la
implementación del controlador con compensación de Rs.

La ecuación (3.27) está escrita en función de variables fasoriales. Para utilizarla en el

controlador de la Figura 3.5, debe ser transformada a coordenadas αβ y su frecuencia an-
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gular referida a la velocidad mecánica. De (3.8) y (3.11), la ecuación (3.27) en coordenadas

αβ resulta

||vss|| =


√

3 Vn

fnmec
fmec si fmec >

vs0

Vn
fnmec,

vs0 si fmec <
vs0

Vn
fnmec.

(3.29)

El controlador con compensación aproximada de Rs se obtiene reemplazando el bloque de

ganancia
√

3Vn/fnmec de la Figura 3.5 por un bloque que implementa la ecuación (3.29).

Simulaciones y resultados experimentales

En la Figura 3.9a se muestran los resultados de simulación utilizando el DSP virtual.

En la misma, Fref es la velocidad de referencia en Hz, fr es la velocidad medida en Hz,

Tl el torque aplicado en Nm y error = Fref − fr. La referencia de velocidad aplicada

fue una rampa entre ±10 Hz con una pendiente de 2 Hz/seg. La pendiente fue baja para

garantizar el seguimiento de la referencia. Las ganancias del PI fueron las mismas que

para el controlador de lazo cerrado sin compensación de cáıda en Rs. Como se ve en

la figura, el error en las cercańıas de cero disminuye de manera apreciable respecto del

control sin compensación de cáıda en Rs. La respuesta ante el escalón de torque aplicado

es igual que en el control sin compensación. En la Figura 3.9b se muestran los resultados

experimentales obtenidos en esta tesis. Los mismos concuerdan con la simulación. La

captura de las señales comienza a partir de la ĺınea punteada vertical que se muestra

en el lado izquierdo de la figura. No se aplicó torque de carga debido a las limitaciones

del hardware disponible (ver subsección A-5.2 del apéndice). La escala de esta figura es

20 Hz
3 div

X − 50 Hz
3

, donde X es el número de divisiones.

Otra forma de compensar la cáıda en Rs es controlar el módulo del flujo rotórico. Esto

se puede hacer mediante un estimador de flujo rotórico y un lazo de control, como se

presenta en la siguiente sub-sección.
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Figura 3.9: Controlador V/f=cte de lazo cerrado con compensación aproximada de Rs.
a) Simulación con Fref una rampa entre ±10 Hz y aplicando torque de carga de 2 Nm.
Se muestra el error de seguimiento de velocidad. b) Resultados experimentales ante la
misma excitación que en la simulación pero sin aplicar torque de carga. Ch1: velocidad
de referencia Fref . Ch2: velocidad medida fr. Escala: 20 Hz

3 div
X − 50 Hz

3
con X: número de

divisiones.

3.2.5. Control V/f=cte de lazo cerrado con control de flujo rotóri-

co

El controlador presentado en la sub-sección anterior, controla la velocidad a lazo ce-

rrado, mientras que el módulo del flujo estatórico es controlado a lazo abierto mediante
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Figura 3.10: Control V/f=cte de lazo cerrado con control de flujo rotórico.

(3.29), compensando la cáıda de tensión en Rs. En [2] se muestra que esquemas como el de

(3.29), no compensan efectivamente la cáıda en Rs en todo el rango de velocidades. Para

lograr una mejor compensación de esta cáıda, se controlará el módulo del flujo rotórico

a lazo cerrado. Esto requiere la utilización de un estimador de flujo rotórico, ya que es

poco práctico utilizar sensores para medirlo ([36] pag. 247). Se desarrolla a continuación

el estimador descrito en [25], trabajo desarrollado por el autor de esta tesis.

A partir de las ecuaciones de estado estacionario del MI, se hallará un estimador del

módulo del flujo rotórico que sólo depende de los parámetros magnéticos del modelo.

En estado estacionario, las tensiones y corrientes en el circuito eléctrico del MI serán

sinusoidales, por lo que las derivadas de φsr e iss serán

dφsr
dt

= jωφsr, (3.30)

diss
dt

= jωiss. (3.31)

Reemplazando estas ecuaciones en (2.63) y (2.64), se obtiene el modelo de estado estacio-
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nario del MI en función del flujo rotórico y la corriente estatórica,

vss = Rsi
s
s + jω(Lsσi

s
s +

M

Lr
φsr), (3.32)

0 = (jωsl −
1

τr
)φsr −

M

τr
iss. (3.33)

Haciendo el producto vectorial de jφsr con (3.33) resulta que

0 = jφsr × (jωsl −
1

τr
)φsr −

M

τr
jφsr × iss,

= − ||φsr||
2 −Mjφsr × iss. (3.34)

Ahora, haciendo el producto vectorial de (3.32) con iss

vss × iss = Rsi
s
s × iss + jω(Lsσi

s
s +

M

Lr
φsr)× iss,

= −ωσLs ||iss||
2 + jω

M

Lr
φsr × iss, (3.35)

y combinando esta ecuación con (3.34) se obtiene la siguiente expresión para el módulo

del flujo rotórico:

||φsr||
2 = −Lr

ω
vss × iss − σLrLs ||iss||

2 . (3.36)

Esta ecuación puede ser utilizada para estimar el módulo del flujo en un esquema de con-

trol V/f=cte y aśı compensar las variaciones que pueda producir en él la cáıda de tensión

en Rs. Lo interesante de (3.36) es que no depende de Rs ni de Rr, que son parámetros

que vaŕıan mucho durante la operación de la máquina. Sólo requiere la medición de las

corrientes, ya que la tensión vss y la frecuencia angular ω son calculadas por el controlador.

Para la implementación del estimador en DSP, el hecho de tener que dividir por ω puede

presentar inconvenientes. Para reducir los tiempos de cómputo, esta división puede imple-

mentarse por tabla. Esto reduce la precisión del resultado obtenido, pero las simulaciones

y resultados experimentales obtenidos muestran que no afecta la estimación de manera

significativa. Otro inconveniente que presenta (3.36) es que no puede utilizarse a ω = 0,
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pues se indetermina. Puede comprobarse utilizando (3.32) y (3.33) que una expresión

alternativa para el módulo del flujo rotórico es

||φsr||
2 =

[
M2

1 + (τrωsl)2

]
||iss||

2 . (3.37)

Como se ve, esta ecuación no presenta inconvenientes cuando ω = 0, pero depende de

la constante de tiempo rotórica y, en consecuencia, de Rr. Para realizar la estimación de

||φsr||
2, se hallará una cota del mismo en un entorno de ω = 0 utilizando (3.37). Luego, se

realizará una transición lineal, en función de ω, entre (3.36) y dicha cota para evitar la

indeterminación de (3.36) a ω = 0. Evaluando (3.37) en ωsl = 2π rad/seg, que es el peor

caso, pues el flujo estimado será menor que el real, se obtiene

||φsr||
2 =

[
M2

1 + (τr2π
rad
seg

)2

]
||iss||

2 . (3.38)

Aplicando una transición lineal entre (3.36) y (3.38) resulta,

∣∣∣∣∣∣φ̂sr∣∣∣∣∣∣2 = α

([
M2

1 + (τr2π
rad
seg

)2

]
||iss||

2

)
+ (1− α)

(
−Lr
ω
vss × iss − σLrLs ||iss||

2

)
, (3.39)

donde α es una función lineal de ω que asegura una transición suave entre las dos ecua-

ciones. La función elegida para α es: α = −0,128|ω| + 1,2 saturada tal que 0 ≤ α ≤ 1.

Esto quiere decir que hasta 0,25 Hz actuará (3.38) y a partir de 1,5 Hz actuará (3.36). La

función α se muestra en la Figura 3.11.

En la Figura 3.10 se muestra el esquema de control. El controlador es idéntico al de

la sub-sección 3.2.3, salvo por el control de flujo. La corriente estatórica es medida en

dos fases del motor y la corriente de la tercer fase es calculada utilizando (2.1). Estas

corrientes son transformadas a coordenadas αβ para obtener iss. La tensión vss se obtiene

del bloque salida, que se muestra en detalle en la Figura 3.3. En esta figura se ve que vss

puede reconstruirse a partir de las señales de control, a través de sus componentes real e

imaginaria, y escribirse como vss = vsα+jvsβ. Con iss, v
s
s y ω, el bloque estimador de ||φsr||

2
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Figura 3.11: Función de transición lineal entre |ω| y α.

estima el módulo del flujo rotórico mediante la ecuación (3.39). Debido a que la cáıda de

tensión en Rs sólo afecta la amplitud de la tensión aplicada en los bobinados estatóricos,

el lazo de control de ||φsr||
2 sólo afecta la amplitud de las señales de control. El bloque

||φsr||
2
ref de la Figura 3.10 es la referencia del módulo del flujo rotórico, y su valor es

el del flujo rotórico nominal. El error entre esta referencia y el flujo estimado ingresa al

controlador proporcional-integral PI1. La salida de PI1 produce la señal de compensación

de flujo, que aumenta la amplitud de la señal de control cuando la cáıda de tensión en Rs

se vuelve significativa.

Simulaciones y resultados experimentales

Las simulaciones y resultados experimentales de este esquema de control se presentan

en la siguiente sub-sección en conjunto con los resultados del estimador de velocidad que

se desarrollará en la misma.

3.2.6. Control V/f=cte sensorless

A partir del módulo del flujo estimado en la sub-sección anterior y del modelo de estado

estacionario del MI, se puede hallar una estimación de la velocidad de deslizamiento.
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Figura 3.12: Control V/f=cte sensorless.

Combinando ambos estimadores, en esta sub-sección se realiza un control sensorless del

MI, con compensación de la cáıda en Rs mediante control del módulo del flujo rotórico.

A continuación se desarrolla el estimador de deslizamiento.

Despreciando las pérdidas en el núcleo, la potencia que cruza el entrehierro es la

potencia de entrada menos la disipada en Rs,

Pag = vss � iss −Rs ||iss||
2 , (3.40)

donde � representa el producto escalar. Parte de Pag se disipa en Rr, el resto es la potencia

de salida Po. Como

Pag = ||isr||
2 Rr

S
, (3.41)

y de (3.2),

Po = ||isr||
2 1− S

S
Rr, (3.42)

luego,

Po = (1− S)Pag = np
ωr
ω
Pag. (3.43)

De la tabla 2.1, el torque eléctrico puede escribirse, utilizando la transformación a coor-
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denadas αβ que mantiene potencia, como

Te = np
M

Lr
φsr × iss. (3.44)

Esta ecuación combinada con (3.33) resulta en

Te = np
M

Lr
φsr × [

1

M
(jωslτr − 1)φsr],

=
npωsl
Rr

||φsr||
2 . (3.45)

Ahora, recordando de (3.2) que Te = Po/ωr, de (3.43) y (3.45),

np
Pag
ω

=
npωsl
Rr

||φsr||
2 ,

de donde resulta

ωsl =
Rr

ω ||φsr||
2Pag. (3.46)

Finalmente, combinando (3.40) con (3.46) resulta

ωsl =
Rr

ω ||φsr||
2 (vss � iss −Rs ||iss||

2). (3.47)

Esta ecuación puede utilizarse para estimar la velocidad de deslizamiento. Sólo requiere

la medición de las corrientes, ya que la tensión vss y la frecuencia angular ω son calculadas

por el controlador, y la estimación del módulo del flujo rotórico. Esta puede obtenerse

del estimador desarrollado en la sub-sección anterior. También requiere el conocimiento

de Rs y Rr, que vaŕıan mucho durante la operación de la máquina. Esto puede afectar la

calidad de la estimación.

La ecuación (3.47) se indetermina cuando el producto ω ||φsr||
2 = 0. Para evitar pro-

blemas de cómputo cuando el resultado de este producto sea pequeño, se lo satura a un

valor mı́nimo. Esto implica que la velocidad de deslizamiento estimada será errónea a

frecuencias de excitación muy bajas, por lo que este esquema será incapaz de mantener
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el control del MI a baja velocidad por peŕıodos de tiempo prolongados. Considerando la

saturación, la velocidad de deslizamiento estimada resulta

ω̂sl =



Rr

ω||φ̂s
r||2

(vss � iss −Rs ||iss||
2) si ||φsr||

2 |ω| > 1
24T

2 rad/seg,

Rr
sign(ω)

24
T2 rad

seg

(vss � iss −Rs ||iss||
2) si ||φsr||

2 |ω| < 1
24T

2 rad/seg,

(3.48)

donde

sign(x) =


−1 si x < 0,

1 si x ≥ 0,

(3.49)

y el valor de saturación de ||φsr||
2 ω se elige 1/24 T2 rad/seg debido a la representación

digital que tiene este producto en la implementación en DSP (ver la subsección A-2.2 del

apéndice).

En la Figura 3.12 se muestra el esquema de control sensorless. El controlador de flujo

es el explicado en la subsección anterior. La velocidad de deslizamiento estimada a partir

de (3.48) se refiere a la velocidad mecánica y se divide por 2π para obtener f̂slmec. El

error entre el deslizamiento de referencia fslref y el estimado f̂slmec ingresa al controlador

proporcional-integral PI2, de cuya salida se obtiene la frecuencia eléctrica referida a la

velocidad mecánica, fmec. Esta frecuencia se suma al deslizamiento estimado para obtener

una estimación de la velocidad mecánica f̂r, que se utiliza en el lazo de control de velocidad.

A continuación se presentan las simulaciones y los resultados experimentales obtenidos

para este esquema.

Simulaciones y resultados experimentales

En la Figura 3.13 se muestran los resultados de simulación utilizando el DSP virtual.

Tanto en la Figura 3.13a como en la Figura 3.13b se presenta, de arriba hacia abajo, la

velocidad de referencia Fref en Hz, la velocidad del rotor fr en Hz, el módulo del flujo
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Figura 3.13: Simulación de control V/f=cte sensorless. a) Velocidad de referencia una
rampa entre 1 Hz y 10 Hz y se aplica un escalón de torque de 2,5 Nm. También se
muestra el módulo del flujo rotórico estimado. b) Idem para referencia de velocidad entre
±10 Hz.

estimado
∣∣∣∣∣∣φ̂sr∣∣∣∣∣∣ en T y el torque de carga Tl en Nm. En la Figura 3.13a, la referencia

de velocidad fue una rampa entre 1 Hz y 10 Hz con una pendiente de 9 Hz/5 seg. En la

Figura 3.13b, la referencia de velocidad fue una rampa entre ±10 Hz con una pendiente

de 2 Hz/seg. Las pendientes fueron bajas para garantizar el seguimiento de la referencia.

Las ganancias de PI fueron obtenidas como en la subsección 3.2.3, para un tiempo de

trepada menor que 0,01 seg. Las ganancias de PI1 y PI2 fueron obtenidas emṕıricamente.

Las ganancias de todos los controladores se resumen a continuación,

PI : kp = 5 ki = 5,

P I1 : kp1 = 150 ki1 = 50,

P I2 : kp2 = 150 ki2 = 0.

En las simulaciones puede apreciarse que se atenúa el error de seguimiento de la velocidad

producido por Rs en la zona de bajas velocidades, cuando no hay torque de carga aplicado.

Esto se debe al control del módulo del flujo rotórico. La Figura 3.13b muestra que el
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Figura 3.14: Resultados experimentales de control V/f=cte sensorless. a) Velocidad de
referencia una rampa entre 1 Hz y 10 Hz. Ch1: Velocidad de referencia Fref , Ch2: Velocidad
medida fr. El error = Fref − fr tiene un módulo menor a 0,33 Hz. Escala Ch1 y 2:
10 Hz
3 div

X − 10 Hz
3

con X: número de divisiones. b) Misma referencia de velocidad Ch1: Fref ,

Ch2:
∣∣∣∣∣∣φ̂sr∣∣∣∣∣∣2. Escala de Ch2: 1,34T 2

3 div
X. c) Velocidad de referencia una rampa entre ±10 Hz.

Ch1: Fref , Ch2: fr. Escala Ch1 y 2: 20 Hz
3 div

X − 50 Hz
3

. d) Misma referencia de velocidad.

Ch1: Fref , Ch2:
∣∣∣∣∣∣φ̂sr∣∣∣∣∣∣2.

controlador funciona ante cambios en el sentido de giro del rotor. Sin embargo, en los

cruces por velocidad cero se producen pequeños errores en el flujo estimado. Estos se

deben a las saturaciones introducidas para evitar la indeterminación de (3.39) y de (3.48).

En la Figura 3.14 se muestran los resultados experimentales obtenidos en esta tesis.

En las Figuras 3.14a y 3.14b la velocidad de referencia fue una rampa entre 1 Hz y 10 Hz.

En la Figura 3.14a se muestra la velocidad de referencia, la velocidad medida y el error

entre ambas en Hz. Este error es menor a 0,33 Hz, lo que muestra que la estimación de

velocidad tiene un error máximo del 3 % y comprueba el funcionamiento del esquema

de control. En la 3.14b se muestra la velocidad de referencia en Hz junto con
∣∣∣∣∣∣φ̂sr∣∣∣∣∣∣2

en T 2. Estos resultados coinciden con la simulación. En las Figuras 3.14c y 3.14d la

velocidad de referencia es una rampa entre ±10 Hz. En la Figura 3.14c se muestra la

velocidad de referencia y la velocidad medida. En la Figura 3.14d se muestra la velocidad
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de referencia y
∣∣∣∣∣∣φ̂sr∣∣∣∣∣∣2. En los cruces por velocidad cero el error en la estimación del módulo

del flujo rotórico es mucho mayor que en las simulaciones. Esto se atribuye a desajuste

de parámetros. En estas pruebas no se aplicó torque de carga.

3.3. Control vectorial

3.3.1. Fundamentos teóricos

El control dinámico del motor de inducción es dif́ıcil, pues las ecuaciones que lo mode-

lan son no lineales. La idea del control vectorial es aplicar transformaciones no lineales a

estas ecuaciones para llevarlas a un sistema de coordenadas donde el problema de control

tenga una solución conocida. Lo que se busca es lograr un control de torque independiente

del control del flujo, como el que se observa en un motor de corriente continua (MCC) de

excitación independiente. En el MCC, el torque eléctrico es

Te = K1φf ia, (3.50)

donde K1 es una constante, φf es el flujo generado por la bobina de campo e ia es la

corriente de armadura. Como el MCC está construido para que el campo generado por la

bobina de armadura y el generado por la bobina de campo sean siempre perpendiculares

espacialmente, las variaciones que se produzcan en cada uno no afectan al otro, salvo

efectos de segundo orden. Esto quiere decir que dejando fija la corriente de campo, el

flujo de campo φf se mantendrá constante, independientemente de las variaciones de la

corriente de armadura (siempre que la máquina disponga de devanados de reacción de

armadura). Es decir, el torque generado seguirá la dinámica de la corriente de armadura,

por lo que controlando esta corriente se controla la velocidad del motor.

La ecuación de torque del MI

Te =
M

Lr
φsr × iss, (3.51)
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puede ser llevada a una forma similar a (3.50) aplicando una transformación de rotación

a un nuevo sistema de coordenadas. Esta transformación debe alinear uno de los ejes

del nuevo sistema de coordenadas con el vector espacial de flujo. Llamando a este nuevo

sistema de coordenadas dq, si se alinea el eje d con el flujo entonces el flujo transformado

a dq tendrá su componente d igual a ||φsr|| y su componente q igual a cero. Esto permite

reescribir (3.51) como

Te =
M

Lr
φrdisq, (3.52)

donde

φdqr = [φrd 0]′ = Tαβ/dqφ
s
r,

idqs = [isd isq]
′ = Tαβ/dqi

s
s,

y con Tαβ/dq a definir en breve. Si fuera posible controlar φrd e isq independientemente,

entonces se podŕıa controlar el MI utilizando los mismos controladores lineales que para

el MCC de excitación independiente. La transformación propiamente dicha se define en

base a la Figura 3.15 como

Tαβ/dq =

 cos(θ) sen(θ)

− sen(θ) cos(θ)

 , (3.53)

donde θ es la posición del vector de flujo, medida desde el eje α. Este ángulo puede

obtenerse a partir de las componentes del flujo rotórico en coordenadas αβ de la siguiente

manera,

θ = atan(
φrβ
φrα

). (3.54)

Aplicando la transformación (3.53) a las ecuaciones (2.63)-(2.65), se obtiene el modelo
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Figura 3.15: Sistema de coordenadas dq.

en coordenadas dq,

vdqs = Rsi
dq
s + Lsσ(

didqs
dt

+ jωidqs ) +
M

Lr
(
dφdqr
dt

+ jωφdqr ), (3.55)

dφdqr
dt

=
M

τr
idqs − (jωsl +

1

τr
)φdqr , (3.56)

J
dωr
dt

=
M

Lr
φrdisq − Tl −Bωr. (3.57)

Separando (3.55) y (3.56) en parte real e imaginaria se obtiene

vsd = Rsisd + Lsσ
disd
dt

+
M

Lr

dφrd
dt

+ [−Lsσωisq], (3.58)

vsq = Rsisq + Lsσ
disq
dt

+ [Lsσωisd +
M

Lr
ωφrd], (3.59)

isd =
1

M
(τr

dφrd
dt

+ φrd), (3.60)

ωsl =
M

τr

isq
φrd

. (3.61)

De (3.60) se encuentra que isd controla el módulo del flujo a través de una ecuación

diferencial de primer orden con constante de tiempo 1/τr. De (3.61) se encuentra que,

para un flujo de módulo constante, isq controla la velocidad de deslizamiento y, por lo

tanto, el torque electromagnético generado, como muestra (3.57). Es lógico dejar φrd = cte

y controlar el torque con isq (siempre que no se trabaje en la zona de debilitamiento

de campo), pues su control sobre el torque es directo, mientras que la respuesta ante
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variaciones de isd está retardada por 1/τr ([36]). Si el motor se controla por corriente,

las ecuaciones (3.58) y (3.59) no tienen efecto sobre el control. En este caso, el control

es análogo al del MCC, donde isd representa la corriente de campo e isq la de armadura.

Si el motor se controla por tensión, los términos cruzados en (3.58) y (3.59), marcados

entre corchetes, no permiten controlar las corrientes independientemente. Estos términos

introducirán perturbaciones en el flujo ante variaciones de velocidad y viceversa. En esta

tesis el control del MI se realizó por tensión.

3.3.2. Estimadores de flujo

Para realizar un FOC es necesario conocer el vector de flujo, ya sea estatórico o rotórico.

En la práctica, el flujo es una variable dif́ıcil de medir ([27]). Por este motivo, se utilizan

estimadores basados en el modelo del MI. Los dos estimadores clásicos que existen son el

basado en la ecuación estatórica (modelo de tensión) y el basado en la ecuación rotórica

(modelo de corriente), que se presentan a continuación.

Estimación por modelo de tensión

Este estimador está basado en la ecuación estatórica del modelo del MI y es de lazo

abierto. Integrando la ecuación (2.63) se puede estimar φsr como

φ̂sr =
Lr
M

[

∫
(vss −Rsi

s
s)dt− Lsσiss] (3.62)

Por ser de lazo abierto, si las condiciones iniciales del estimador difieren de las del motor,

el flujo estimado nunca convergerá al flujo real. Además, otro problema de este estimador

es el integrador, pues en la práctica, introduce problemas de deriva. Esto se debe a que

el más mı́nimo error de offset en la medición de la corriente iss, inevitable en la práctica,

es integrado, produciendo aśı la deriva del flujo estimado. Para evitar este problema, por
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lo general se suele implementar el integrador como un filtro pasa bajos de la forma,

F (s) =
1

s+ 2πfc
, (3.63)

donde s es la variable del campo transformado de Laplace y fc es la frecuencia de corte.

Sin embargo, debido a que (3.63) no representa una integral para frecuencias cercanas y

menores a fc, la precisión del estimador se deteriora en el rango de bajas frecuencias y,

por lo tanto, en el rango de bajas velocidades.

Estimación por modelo de corriente

Este estimador está basado en la ecuación rotórica (2.64) del modelo del MI. Resol-

viendo esta ecuación diferencial, que se repite a continuación,

dφ̂sr
dt

=
M

τr
iss + (jnpωr −

1

τr
)φ̂sr, (3.64)

se obtiene el flujo estimado. Este estimador requiere, además de la medición de la corriente

iss, la medición de la velocidad mecánica del MI. Sin embargo, a diferencia del estimador

basado en el modelo de tensión, este funciona en todo el rango de velocidades, pues no

requiere el uso de integradores puros. Además, ante condiciones iniciales diferentes a las

del MI, este estimador converge, como se muestra a continuación. Planteando el error

entre el flujo rotórico (2.64) y el flujo rotórico estimado (3.64), se obtiene

deφr

dt
= (jnpωr − τ−1

r )eφr , (3.65)

donde eφr = φsr − φ̂sr. Definiendo la función candidata de Lyapunov,

V =
1

2
eφre

∗
φr
, (3.66)
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su derivada es

dV

dt
=

1

2
(
deφr

dt
e∗φr

+
de∗φr

dt
eφr). (3.67)

Reemplazando (3.65) en esta ecuación, se obtiene

dV

dt
= −τ−1

r ||eφr || , (3.68)

que es siempre negativa, lo que indica que el estimador converge para cualquier condición

inicial. Notando que de (3.66) esta ecuación puede escribirse como

d ||eφr ||
dt

= −2τ−1
r ||eφr || , (3.69)

se deduce que la velocidad de convergencia de este estimador es la mitad de la constante

de tiempo rotórica τr. En muchos casos, este tiempo de convergencia de la estimación

puede no ser aceptable. En estos casos se utiliza el observador de Luenberger.

Observador de Luenberger

El observador de Luenberger es un estimador de lazo cerrado que utiliza el modelo

de tensión y el de corriente del MI. En principio, es similar al estimador por modelo

de corriente, ya que requiere la medición de la corriente iss y de la velocidad del rotor.

Sin embargo, el observador de Luenberger permite elegir la velocidad de convergencia

de la estimadción de forma arbitraria. En este caso particular, se utiliza un observador

de orden reducido, para estimar sólo los estados desconocidos ([30] y [57]). Cuando las

mediciones son ruidosas se utilizan observadores de orden completo, ya que los estados

estimados correspondientes a estas mediciones ruidosas serán versiones filtradas de las

mismas ([57])). Reemplazando (2.64) en (2.63) y despejando diss/dt se obtiene

diss
dt

=
1

Lsσ

[
vss − (Rs +

M2

Lrτr
)iss −

M

Lr
(jnpωr −

1

τr
)φsr

]
. (3.70)
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Esta ecuación junto con el modelo de corriente dado por (2.64), permiten plantear el

observador de Luenberger de orden reducido como

dφ̂sr
dt

=
M

τr
iss + (jnpωr −

1

τr
)φ̂sr + g(

diss
dt
− d̂iss

dt
), (3.71)

d̂iss
dt

=
1

Lsσ

[
vss − (Rs +

M2

Lrτr
)iss −

M

Lr
(jnpωr −

1

τr
)φ̂sr

]
, (3.72)

donde g es la ganancia que controla la velocidad de convergencia del observador. Para

evitar calcular la derivada de iss se define

dε

dt
=
dφ̂sr
dt
− gdi

s
s

dt
. (3.73)

Utilizando esta ecuación junto con (3.71) y (3.72), el observador resulta,

dε

dt
=

M

τr
iss + (jnpωr −

1

τr
)φ̂sr +−g d̂i

s
s

dt
, (3.74)

d̂iss
dt

=
1

Lsσ

[
vss − (Rs +

M2

Lrτr
)iss −

M

Lr
(jnpωr −

1

τr
)φ̂sr

]
, (3.75)

φ̂sr = ε+ giss. (3.76)

A continuación se demostrará la estabilidad del estimador y se calculará su velocidad de

convergencia. De (3.70) y (3.75),

deis
dt

= − M

LsLrσ
(jnpωr − τ−1

r )eφr , (3.77)

donde eis = iss − îss y eφr = φsr − φ̂sr. De (2.64) y (3.71),

deφr

dt
= (jnpωr − τ−1

r )eφr − g
deis
dt

. (3.78)

Combinando estas dos últimas ecuaciones, se obtiene

deφr

dt
= (jnpωr − τ−1

r )(1 +
Mg

LsLrσ
)eφr . (3.79)
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Utilizando la función candidata de Lyapunov (3.66), se tiene que

dV

dt
= −τ−1

r [1 +
Mg

LsLrσ
] ||eφr || < 0 ∀ g > 0, (3.80)

o, lo que es equivalente

d ||eφr ||
dt

= −2τ−1
r [1 +

Mg

LsLrσ
] ||eφr || < 0 ∀ g > 0. (3.81)

Esta última ecuación demuestra convergencia exponencial a cero del error del estimador

para toda ganancia g > 0. Además, demuestra que la velocidad de convergencia es arbi-

traria y está dada por la constante de tiempo (τr/2)[1 +Mg/(LsLrσ)]−1. Este observador

será utilizado en la próxima sección para estimar el flujo en el esquema de control vectorial

directo.

3.3.3. Field Oriented Control (FOC) sin compensación de térmi-

nos cruzados

Un esquema de control vectorial directo, o field oriented control, se muestra en la Fi-

gura 3.16. Este controlador requiere la medición de la velocidad y de las corrientes del MI.

Las corrientes son capturadas por los ampeŕımetros A y son transformadas por el bloque

Tabc/αβ a coordenadas αβ utilizando la transformación (2.66). El bloque Estimador de φsr

estima el flujo rotórico. En este caso se utilizó el observador de Luenberger, que requiere

la corriente iss, la tensión vss y la velocidad angular del rotor ωr. Con las componentes del

flujo rotórico el estimador calcula θ̂, el ángulo espacial estimado del flujo rotórico, a partir

de la ecuación (3.54). Luego, el flujo rotórico y la corriente estatórica son transformados

a coordenadas dq, a través de (3.53), donde el MI queda representado por (3.58)-(3.61).

Como se mencionó en la subsección 3.3.1, si el control se realiza por tensión, los términos

cruzados en (3.58) y (3.59) impiden controlar el flujo y la velocidad de forma independien-

te. Si se considera que el término [−Lsσωisq] de (3.58) y el término [Lsσωisd+Mωφrd/Lr]
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de (3.59) son perturbaciones, entonces puede aplicarse teoŕıa de control lineal al sistema

vsd = Rsisd + Lsσ
disd
dt

+
M

Lr

dφrd
dt

, (3.82)

vsq = Rsisq + Lsσ
disq
dt

, (3.83)

isd =
1

M
(τr

dφrd
dt

+ φrd), (3.84)

ωsl =
M

τr

isq
φrd

, (3.85)

que son las ecuaciones del MI en coordenadas dq, ignorando los términos cruzados. Si las

ganancias de los controladores son suficientemente altas, el efecto de estas perturbaciones

será atenuado.

Figura 3.16: FOC sin compensación de términos cruzados.

Al diseñar los controladores para una aplicación práctica, se busca atenuar los efectos

de las perturbaciones. Sin embargo, con el fin de apreciar los efectos que producen los

términos cruzados de (3.58) y (3.59) en las variables de control, las ganancias utilizadas

en las simulaciones y resultados experimentales de esta subsección fueron elegidas emṕıri-

camente. A los fines de completitud, se presenta un criterio para la correcta elección de
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las mismas.

Diseño de los controladores

Como las ecuaciones (3.82) y (3.84) están desacopladas de (3.83) y (3.85), el diseño de

los controladores para la componente d es independiente del diseño para la componente

q. Tanto el control de flujo como el de velocidad, se pueden realizar mediante dos lazos.

Un lazo interno rápido, de control de corriente, y un lazo externo lento. El lazo externo

brindará una referencia de corriente al interno. Al ser el lazo interno más rápido que

el externo, para el lazo externo la corriente real seguirá casi instantáneamente a la de

referencia. Esto permite realizar el diseño del controlador lento y el rápido de forma

independiente.

Se presenta a continuación el criterio para el diseño del lazo de flujo.

Controlador PI1, lazo de flujo

La ecuación (3.84) puede escribirse en el campo transformado de Laplace como,

φsr =
M

τrs+ 1
isd. (3.86)

De la Figura 3.16 resulta que,

isd = (kp +
ki
s

)(φref − φsr). (3.87)

Combinando esta ecuación con (3.86) se obtiene

φsr =
M(kps+ ki)

τrs2 + (1 +Mkp)s+Mki
φref . (3.88)

Los valores de kp y ki pueden ser elegidos computando la respuesta al escalón de (3.88)

para obtener el tiempo de trepada deseado.

A continuación se desarrolla el criterio para la elección de las ganancias del lazo de
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corriente.

Controlador PI2, lazo de isd

Reemplazando (3.84) en (3.82) y planteando el resultado en el campo transformado

de Laplace, se obtiene

isd =
Lr(τrs+ 1)

(τrLsLrσ)s2 + (RsLrτr + LsLrσ +M2)s+ LrRs

vsd. (3.89)

De la Figura 3.16,

vsd = (kp +
ki
s

)(isdref − isd). (3.90)

Reemplazando esta ecuación en (3.89), resulta

isd =
Lr[τrkps

2 + (τrki + kp)s+ ki]isdref
b3s3 + b2s2 + b1s+ b0

. (3.91)

donde

b3 = τrLsLrσ,

b2 = RsLrτr + LsLrσ +M2 + Lrτrkp,

b1 = LrRs + Lrτrki+ Lrkp,

b0 = Lrki.

Los valores de kp y ki pueden ser elegidos computando la respuesta al escalón de (3.91)

para obtener el tiempo de trepada deseado. Notese que este tiempo de trepada debe ser

más rápido que el del lazo de control de flujo.

Controlador PI3, lazo de velocidad

Para el lazo de control de velocidad se utiliza la ecuación mecánica (3.57), suponiendo

torque de carga cero y flujo rotórico constante e igual al flujo rotórico nominal. En el
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campo transformado de Laplace, esta ecuación resulta

fr =
M

2πLr
φrd

1

Js+B
isq. (3.92)

De la Figura 3.16 se obtiene que

isq = (kp +
ki
s

)(Fref − fr). (3.93)

Combinando esta ecuación con (3.92) se obtiene,

fr =
M

2πLr
φrd

kps+ ki

Js2 + (B + M
Lr
φrdkp)s+ M

Lr
φrdki

Fref . (3.94)

Los valores de kp y ki pueden ser elegidos computando la respuesta al escalón de (3.91)

para obtener el tiempo de trepada deseado.

Controlador PI4, lazo de isq

De la Figura 3.16 se obtiene que

vsq = (kp +
ki
s

)(iqref − isq). (3.95)

Combinando esta ecuación con (3.83) expresada en el campo transformado de Laplace,

resulta

isq =
kps+ ki

Lsσs2 + (Rs + kp)s+ ki
Fref . (3.96)

Los valores de kp y ki pueden ser elegidos computando la respuesta al escalón de (3.91)

para obtener el tiempo de trepada deseado. Notese que este tiempo de trepada debe ser

más rápido que el del lazo de control de velocidad.

En la siguiente subsección se presentan las simulaciones y los resultados experimentales

obtenidos implementando este esquema de control.
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Simulaciones y resultados experimentales
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Figura 3.17: Controlador FOC sin compensación de términos cruzados. a) Referencia
de velocidad Fref y de flujo rotórico φref utilizada en la simulación y en los resultados
experimentales. Se introducen escalones en Fref y φref para observar el efecto de los
términos cruzados. b) Simulación. Se muestra el efecto de los términos cruzados en la
velocidad fr y el flujo rotórico φrd. c) Resultados experimentales. Se muestra el efecto de
los términos cruzados en fr y φ̂rd. Escala Ch1: 5 Hz

div
X − 5 Hz. Escala Ch2: 1,15T

div
X con X:

número de divisiones.

A continuación se presentan las simulaciones y resultados experimentales del FOC sin

compensación de términos cruzados. La transformación a coordenadas αβ utilizada para

la implementación del mismo fue la transformación con constante c =
√

2/3. Se imple-
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mentó el estimador de flujo rotórico basado en el observador de Luenberger presentado en

la subsección 3.3.2. Las ganancias de los controladores y del estimador fueron obtenidas

emṕıricamente, y se eligieron para que el efecto de perturbación de los términos cruzados

sea apreciable. Las mismas son

PI1 : kp1 = 25, ki1 = 50,

P I2 : kp2 = 20, ki2 = 20,

P I3 : kp3 = 5, ki3 = 50,

P I4 : kp4 = 5, ki4 = 10,

Ganancia del estimador : g = 0,03.

Para observar el efecto de los términos cruzados, se utilizó una referencia de velocidad

de tipo rampa, variante entre 1 Hz y 10 Hz, que contiene una variación brusca de tipo

escalón. También se introdujo una variación de tipo escalón en la referencia de flujo

rotórico. Esas referencias se muestran en la Figura 3.17a. En la misma se muestra la

velocidad de referencia Fref y el flujo rotórico de referencia φref . En la Figura 3.17b se

muestran los resultados de simulación obtenidos. En la misma se muestra la velocidad

medida fr y el flujo rotórico φrd. En esta figura puede verse que el escalón introducido

en la velocidad de referencia en t = 5 seg produce una pequeña variación en el flujo; sin

embargo, el escalón de flujo produce una variación importante en la velocidad medida.

Esto se debe en parte, a que el torque es proporcional al flujo φrd, pero se debe en una

medida aún mayor, a las perturbaciones introducidas por los términos cruzados de las

ecuaciones (3.58) y (3.59), ya que las ganancias de los controladores PI fueron elegidas lo

suficientemente chicas como para observar el efecto de estas perturbaciones. Finalmente,

en la Figura 3.17c se muestran los resultados experimentales obtenidos en esta tesis. En

esta figura se muestra la velocidad medida fr y el flujo rotórico estimado φ̂rd. Como

se puede observar, los resultados concuerdan exactamente con las simulaciones. La escala

utilizada para la velocidad en la Figura 3.17 es: 5 Hz
div
X−5 Hz, con X: número de divisiones.
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La escala utilizada para el flujo es: 1,15T
div

X, con con X: número de divisiones.

3.3.4. FOC con compensación de términos cruzados.

Figura 3.18: FOC con compensación de términos cruzados.

El esquema de control propuesto, con compensación de términos cruzados, se muestra

en la Figura 3.18. Para disminuir el efecto del acoplamiento entre las ecuaciones (3.58) y

(3.59), se puede intentar hacer una cancelación exacta de los términos de acoplamiento.

En la práctica, debido a que los parámetros del modelo no coinciden exactamente con

los parámetros reales, esta cancelación no será perfecta, pero atenuará los efectos de

acoplamiento entre las ecuaciones. Para realizar la cancelación de los términos cruzados,

se definen las siguientes variables auxiliares:

usd = vsd + Lsσωisq, (3.97)

usq = vsq − Lsσωisd −
M

Lr
ωφrd. (3.98)
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Utilizando estas variables auxiliares en (3.58) y (3.59), el sistema desacoplado resulta,

usd = Rsisd + Lsσ
disd
dt

+
M

Lr

dφrd
dt

, (3.99)

usq = Rsisq + Lsσ
disq
dt

. (3.100)

(3.101)

Estas ecuaciones son iguales a las que resultaron en la subsección anterior luego de des-

preciar los términos cruzados, y por lo tanto, pueden utilizarse los mismos criterios para

el diseño de sus controladores. Sin embargo, con el fin de comparar los resultados, se

utilizarán en la simulación y resultados experimentales las mismas ganancias emṕıricas

usadas en la subsección anterior. En la Figura 3.18 se muestra que la cancelación de los

términos cruzados se realiza implementando (3.97) y (3.98) en la salida de PI2 y PI4

respectivamente. La tensión aplicada al motor, se obtiene de estas ecuaciones como,

vsd = usd − Lsσωisq, (3.102)

vsq = usq + Lsσωisd +
M

Lr
ωφrd. (3.103)

Para implementar (3.102) y (3.103), es necesario calcular ω. De (3.61) y ωsl = ω − npωr

se obtiene,

ω =
M

τr

isq
φrd

+ npωr. (3.104)

Esta ecuación indica cómo puede calcularse ω a partir de la corriente estatórica, el flujo

estimado y la velocidad medida. A continuación se presentan las simulaciones y resultados

experimentales obtenidos con este controlador.

Simulaciones y resultados experimentales

En la Figura 3.19 se muestran los resultados de simulación y experimentales para

este controlador. La referencia de velocidad y flujo fue la misma que en la Figura 3.17a,

y las ganancias de los controladores fueron iguales a las del FOC sin compensación de
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Figura 3.19: Controlador FOC con compensación de términos cruzados. a) Simulación.
Se muestra que el efecto de los términos cruzados en la velocidad fr y el flujo rotórico
φrd es atenuado por la compensación. b) Resultados experimentales. Se muestra que el
efecto de los términos cruzados en fr y φ̂rd es atenuado por la compensación. Escala Ch1:
5 Hz
div
X − 5 Hz. Escala Ch2: 1,15T

div
X con X: número de divisiones.

términos cruzados. También se utilizó el observador de Luenberger para estimar el flujo

rotórico. La Figura 3.19a, muestra los resultados de simulación. En la misma se muestra

la velocidad medida fr y el flujo rotórico φrd. Se observa que la velocidad medida sigue

mejor el escalón de referencia que ocurre en t = 5 seg. Además, la compensación de

términos cruzados mejora notablemente la respuesta de la velocidad ante una variación

de tipo escalón en el flujo rotórico. Los pequeños picos que aún aparecen en la velocidad

medida, son atribuibles al efecto de control que ejerce el flujo rotórico sobre el torque

eléctrico generado, como muestra (3.57), y al hecho de que las ganancias de PI3 y PI4

no son suficientemente grandes como para atenuar este efecto. En la Figura 3.19b se

muestran los resultados experimentales obtenidos en esta tesis. En la misma se muestra

la velocidad medida fr junto con el flujo rotórico estimado φ̂rd. Los resultados obtenidos
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en este experimento coinciden con los resultados de simulación.

3.3.5. Indirect field oriented control (IFOC)

Figura 3.20: Esquema de control IFOC.

El IFOC, o control vectorial indirecto, es muy popular en aplicaciones industriales.

Esto se debe a que, a pesar de ser muy similar al FOC, es más sencillo de implementar,

pues la estimación del flujo suele hacerse, en principio, de una forma más simple. La

diferencia principal que tiene con el FOC es la forma en que se obtiene el ángulo del

vector de flujo rotórico. Este ángulo se calcula a partir del modelo del MI en coordenadas
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dq, el cual se repite a continuación:

vsd = Rsisd + Lsσ
disd
dt

+
M

Lr

dφrd
dt

+ [−Lsσωisq], (3.105)

vsq = Rsisq + Lsσ
disq
dt

+ [Lsσωisd +
M

Lr
ωφrd], (3.106)

isd =
1

M
(τr

dφrd
dt

+ φrd), (3.107)

ωsl =
M

τr

isq
φrd

. (3.108)

A partir de (3.107), se puede obtener una estimación de lazo abierto del flujo rotórico.

Expresando esta ecuación el el campo transformado de Laplace, se obtiene,

φrd =
M

τrs+ 1
isd. (3.109)

Como normalmente el flujo rotórico se mantiene constante y en su valor nominal (salvo

cuando se trabaja en la zona de debilitamiento de campo), la ecuación (3.109) se suele

aproximar por, ([6])

φrd = Misd. (3.110)

Este es, en apariencia, un estimador de flujo mucho más sencillo que los planteados en

la subsección 3.3.2. En realidad, en [17] se demuestra que este estimador es equivalente

al estimador basado en el modelo de corriente presentado en la subsección 3.3.2, y por

lo tanto, sufre de las mismas limitaciones. Para poder controlar el motor, es necesario

transformar las señales de control de coordenadas dq a coordenadas αβ. Para esto se debe

hallar la posición angular θ del vector de flujo rotórico. A partir de la definición de la

velocidad de deslizamiento y de la ecuación (3.108), la frecuencia angular eléctrica, que

es la derivada de la posición angular θ del vector de flujo, puede hallarse como,

ω = npωr +
M

τr

isq
φrd

, (3.111)

donde φrd = Misd y la velocidad del rotor ωr es una variable medida. Integrando ω,
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puede obtenerse la posición angular θ del vector de flujo. Este método es útil cuando la

velocidad del rotor ωr se obtiene mediante un tacómetro. Si ωr se obtiene procesando

la señal angular proveniente de un encoder, entonces es conveniente integrar ωsl y luego

hallar θ como

θ = npθr +

∫
M

τr

isq
φrd

dt. (3.112)

En la Figura 3.20 se muestra un esquema de IFOC, donde se utilizaron los mismos

controladores que en el FOC con compensación de términos cruzados. A continuación se

presentan las simulaciones realizadas a este esquema de control.

Simulaciones
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Figura 3.21: Simulación de IFOC. a) Velocidad de referencia Fref y torque de carga Tl. b)

Velocidad medida fr. c) Módulo del flujo del MI φrd. d) Módulo del flujo estimado φ̂rd.

Para la simulación se utilizaron las mismas ganancias que para el FOC. Estas se repiten
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a continuación:

PI1 : kp1 = 25, ki1 = 50,

P I2 : kp2 = 20, ki2 = 20,

P I3 : kp3 = 5, ki3 = 50,

P I4 : kp4 = 5, ki4 = 10,

(3.113)

En la Figura 3.21a se muestra la velocidad de referencia Fref en Hz y el torque de carga

aplicado Tl en Nm. La referencia Fref fue una rampa ente ±10 Hz. El torque de carga fue

un escalón de 5 Nm. En la Figura 3.21b se muestra la velocidad medida fr en Hz. En la

Figura 3.21c se muestra el módulo del flujo de la máquina φrd en T y en la Figura 3.21d

el módulo del flujo estimado φ̂rd en T. Como se ve en las figuras el controlador funciona

correctamente. No se obtuvieron resultados experimentales para este controlador.

3.3.6. Sensorless FOC

A continuación se presentan dos esquemas de FOC que utilizan estimadores de veloci-

dad. Esto permite evitar el uso de sensores mecánicos, los cuales disminuyen la confiabi-

lidad del sistema aumentando además su costo y la frecuencia con que requiere manteni-

miento. Ambas estrategias evitan el uso de filtros pasabajos en sus estimadores de flujo.

La segunda se basa en estructura variable.

Primera estrategia

Para este esquema de control se propone un estimador de flujo rotórico y velocidad que

no contiene integradores de lazo abierto en sus estimadores y, en consecuencia, no sufre de

las limitaciones en la zona de bajas velocidades que fueron vistas en la subsección 3.3.2.

El estimador propuesto está basado en el que se utiliza en [32], pero evita la utilización

de filtros pasabajos.
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Estimador de flujo y velocidad

El estimador que se propone está basado en las ecuaciones (2.63) y (2.64), estimando

la velocidad del rotor a través del producto vectorial entre la corriente estatórica medida

y la estimada:

d̂iss
dt

= k̂1

[
vss − îssR̂s − k̂2

dφ̂sr
dt

]
, (3.114)

dφ̂sr
dt

=
M̂

τ̂r
îss − (

1

τ̂r
− jnpω̂r)φ̂sr, (3.115)

dω̂r
dt

= K(iss × îss), (3.116)

donde k̂1 = 1/(σ̂L̂s), k̂2 = M̂/L̂r, × representa producto vectorial y K es una constante

definida por el diseñador. Los parámetros indicados con ˆ son los utilizados en el estimador,

que pueden diferir de los parámetros reales. En la Figura 3.22 se muestra el diagrama

en bloques que representa a estas ecuaciones. Este estimador es similar al MRAS (ver

sección 3.4) en el sentido de que se utiliza un modelo de referencia y uno adaptable. La

ecuación (3.114) se usa como modelo de referencia y la (3.115) como modelo adaptable.

En este caso, la adaptación se basa en comparar las fases de iss e îss a través del producto

vectorial planteado en (3.116). De acuerdo a esta ecuación, si las fases son diferentes el

producto vectorial genera una señal de corrección que lleva la velocidad estimada ω̂r en

la dirección correcta. Un esquema de adaptación similar fue propuesto en [35], donde se

utiliza un controlador PI y el producto vectorial entre el error de estimación de corriente

y el flujo estimado. A continuación se hará una descripción heuŕıstica del funcionamiento

del estimador para el caso en que los parámetros del estimador coinciden con los de la

máquina. Las ecuaciones (2.63) y (2.64) en estado estacionario pueden escribirse como

vss = (Rs + jωσLs)i
s
s + jωk2φ

s
r, (3.117)

φsr =
Mk2Rr

jωslM + k2Rr

iss, (3.118)
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Figura 3.22: Estimador propuesto, diagrama en bloques.

Figura 3.23: Representación circuital de (3.119).

que combinadas resultan en

vss = (Rs + jωσLs +
jωMk2k

2
2Rr

ω
ωsl

jωMk2 + k2
2Rr

ω
ωsl

)iss. (3.119)

La representación circuital de esta ecuación puede verse en la Figura 3.23. Cuando los

parámetros del estimador coinciden con los de la máquina, este circuito también es válido

para el estimador. En la Figura 3.24 se muestra el ángulo de la admitancia de entrada

de este circuito en función de ωsl para distintos valores de ω. Supóngase que la máquina

está trabajando a f = 50 Hz y a la frecuencia de deslizamiento que se marca en la

Figura 3.24 como punto A. Si la velocidad estimada ω̂r es menor que la velocidad real,

entonces el deslizamiento estimado será mayor al real (punto B en la Figura 3.24). Luego,

la corriente iss estará atrasada respecto a îss, por lo que el producto vectorial de (3.116)

será positivo. Esto hará que la velocidad estimada se incremente hasta igualar la velocidad
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real. El mismo razonamiento puede usarse para el caso en que la velocidad estimada

sea mayor que la real. Esto implica que, con la máquina en estado estacionario, (3.116)

siempre lleva la velocidad estimada en la dirección correcta. La convergencia del estimador

está determinada por la pendiente positiva de la admitancia en la Figura 3.24, sin embargo,

es notable que esta pendiente sólo es positiva para un intervalo acotado de ωsl/ω en torno

a cero. Para valores grandes de |ωsl/ω| esta pendiente se hace negativa para algunas

frecuencias f . Esto quiere decir que la convergencia del estimador es sólo de carácter

local. También es interesante notar que las pendientes de las curvas de la Figura 3.24

disminuyen a medida que la frecuencia disminuye, lo que indica que la convergencia del

estimador será más lenta a baja velocidad.
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Figura 3.24: Ángulo de la admitancia de entrada (grados), arg(iss(jω)/vss(jω)).

De la ecuación (3.114) puede escribirse, para la máquina

iss = − k1k2s

s+ k1Rs

φsr +
k1

s+ k1Rs

vss, (3.120)
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y para el estimador

îss = − k̂1k̂2s

s+ k̂1R̂s

φ̂sr +
k̂1

s+ k̂1R̂s

vss, (3.121)

donde se ha supuesto que puede haber desajuste de parámetros. Independientemente del

error que haya en los parámetros del estimador, (3.116) hará que îss tienda a iss. Suponiendo

que el transitorio de convergencia ha finalizado, se tiene que îss = iss, y de (3.120) y (3.121),

φ̂sr =
k1k2

k̂1k̂2

s+ k̂1R̂s

s+ k1Rs

φsr. (3.122)

Esta ecuación muestra que el flujo estimado no depende de Rr y cuantifica el error de

estimación ante incertidumbres paramétricas en k1, k2 y Rs. Sin embargo, la incertidumbre

en Rr introduce error en la velocidad estimada. Para ver esto, supongase que no haya

incertidumbre paramétrica en los demás parámetros. Es decir, R̂s = Rs, k̂1 = k1 y k̂2 = k2.

En estas condiciones, de acuerdo a (3.122) resulta que φ̂sr = φsr y dφ̂sr/dt = dφsr/dt, y la

ecuación (3.115) para el estimador resulta

dφsr
dt

=
M

Lr
R̂ri

s
s − (

1

Lr
R̂r − jnpω̂r)φsr, (3.123)

y para el motor

dφsr
dt

=
M

Lr
Rri

s
s − (

1

Lr
Rr − jnpωr)φsr. (3.124)

Restando estas dos ecuaciones y aplicando al resultado el producto vectorial por derecha

con φsr, se obtiene

ω̂r = ωr − k2
iss × φsr
np ||φsr||

2

[
R̂r −Rr

]
, (3.125)

que cuantifica el error de estimación en la velocidad ante el desajuste del parámetro Rr.
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Consideraciones prácticas

Al momento de implementar el estimador, es necesario discretizar sus ecuaciones. La

ecuación (3.115) es no lineal, y puede escribirse matricialmente de la siguiente forma,

d

dt

 φrα

φrβ

 = A

 φrα

φrβ

+B

 isα

isβ

 , (3.126)

donde,

A =

 −1/τ̂r −npω̂r

npω̂r −1/τ̂r

 , (3.127)

B = M/τ̂r. (3.128)

Para discretizar esta ecuación con un peŕıodo de muestreo TSAMPLE, es necesario calcular

la exponencial de la matriz A (ver [56]). Expandiendo eATSAMPLE en series de Taylor, y

despreciando los términos de orden mayor que dos, la discretización resulta

Ad = I + ATSAMPLE + A2T 2
SAMPLE/2, (3.129)

Bd = BTSAMPLE + ABT 2
SAMPLE/2, (3.130)

donde Ad y Bd son las discretizaciones de A y B respectivamente, e I es la matriz identi-

dad. La dependencia de la matriz A con respecto a la variable ω̂r presenta una desventaja,

pues las matrices Ad y Bd no pueden ser calculadas a priori, sino que deben ser recalcu-

ladas en cada instante de muestreo. Esto agrega un costo computacional adicional a la

implementación de este algoritmo.

Simulaciones y resultados experimentales

A continuación se presentan las simulaciones y resultados experimentales obtenidos

para un FOC, implementado utilizando el estimador de flujo y velocidad propuesto en
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Figura 3.25: FOC sensorless, rango de velocidad completo. a) Simulación donde se muestra
la referencia de velocidad Fref y la velocidad medida fr. b) Resultados experimentales

donde se muestra Fref y fr. c) Simulación donde se muestra fr y la velocidad estimada f̂r.

d) Resultados experimentales donde se muestra fr y f̂r. e) Simulación donde se muestra
fr y el flujo estimado φ̂rd. f) Resultados experimentales donde se muestra fr y φ̂rd. Escala
de velocidad: 20 Hz

3 div
X − 50 Hz

3
. Escala de flujo: 1,15T

div
X, donde X: número de divisiones.

esta subsección. Este esquema de control utilizado fue idéntico al de la Figura 3.18, re-

emplazando el estimador de flujo y el sensor de velocidad por los estimadores propuestos.

Las ganancias de los controladores fueron elegidas emṕıricamente, y se presentan a con-
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Figura 3.26: FOC sensorless, rango de baja velocidad. a) Simulación donde se muestra
la referencia de velocidad Fref y la velocidad medida fr. b) Resultados experimentales

donde se muestra Fref y fr. c) Simulación donde se muestra fr y la velocidad estimada f̂r.

d) Resultados experimentales donde se muestra fr y f̂r. e) Simulación donde se muestra
fr y el flujo estimado φ̂rd. f) Resultados experimentales donde se muestra fr y φ̂rd. Escala
de velocidad: 4 Hz

3 div
X − 10 Hz

3
. Escala de flujo: 1,15T

div
X, donde X: número de divisiones.

tinuación:
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PI1 : kp1 = 2,5, ki1 = 50,

P I2 : kp2 = 50, ki2 = 2,5,

P I3 : kp3 = 0,5, ki3 = 5,

P I4 : kp4 = 25, ki4 = 2,5,

ω̂r : K = 1000,

En la Figura 3.25 se muestran los resultados de simulación junto a los resultados

experimentales. La Figura 3.25a muestra la velocidad de referencia Fref junto a velocidad

medida fr, en una simulación. La referencia aplicada es una rampa variante entre ±10 Hz,

con un escalón de 5 Hz. El escalón se utiliza para probar la respuesta del controlador ante

cambios bruscos de referencia. La Figura 3.25b muestra las mismas variables, obtenidas

de resultados experimentales. La Figura 3.25c muestra la velocidad medida fr junto a la

velocidad estimada f̂r = ω̂r/2π, para una simulación. La Figura 3.25d muestra las mismas

variables, obtenidas de resultados experimentales. La Figura 3.25e muestra la velocidad

medida fr junto al flujo rotórico estimado φ̂rd, en una simulación. El flujo es llevado a

su valor nominal. La Figura 3.25f muestra las mismas variables, obtenidas de resultados

experimentales. Como se ve en todas estas figuras, los resultados experimentales coinciden

con las simulaciones. No se aplicó torque de carga.

En la Figura 3.26 se muestran los mismos resultados en la zona de baja velocidad,

donde la referencia aplicada fue un tren de pulsos variando entre ±1 Hz. Tanto en las

simulaciones, como en los resultados experimentales, la respuesta del motor presenta os-

cilaciones. Esto se debe, en parte, a los efectos de la cuantización de las variables en la

implementación en DSP (ver la subsección A-2.2 del apéndice). También se debe, como

se explicó, a que la velocidad de convergencia del estimador es menor a baja velocidad

que a alta velocidad. En este caso tampoco se aplicó torque de carga.
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Segunda estrategia

Esta estrategia utiliza un estimador de flujo rotórico basado en estructura variable

([55]). El estimador propuesto, que fue desarrollado por el autor de esta tesis en [8], no

depende de la resistencia rotórica Rr. Tampoco hace uso de integradores puros ni filtros

pasabajos. Sin embargo, el estimador de velocidad utilizado para el control sensorless

depende de Rr.

Estimador de flujo

A continuación, se desarrollarán las ecuaciones que describen el estimador de flujo

rotórico que se propone. Reescribiendo las ecuaciones eléctricas del MI en el campo trans-

formado de Laplace, se obtiene

siss = k1[v
s
s − issRs − k2sφ

s
r], (3.131)

sφsr = k3i
s
s + (jnpωr −

1

τr
)φsr, (3.132)

donde s es el operador derivada en el campo transformado de Laplace, k1 = 1/(σLs),

k2 = M/Lr, k3 = M/τr y τr = Lr/Rr. En la Figura 3.27 se muestra el diagrama en

Figura 3.27: Modelo eléctrico. Diagrama en bloques.

bloques que representa estas ecuaciones. Introduciendo la nueva variable

ξs = k3i
s
s − (

1

τr
− κ)φsr + jnpωrφ

s
r, (3.133)

93



donde κ > 0 es una constante arbitraria, y reemplazando esta ecuación en (3.131) y

(3.132), se obtiene

iss =
k1

s

(
vss −Rsi

s
s − k2

s

s+ κ
ξs
)
, (3.134)

φsr =
1

s+ κ
ξs. (3.135)

En la Figura 3.28 se muestra una representación alternativa de las ecuaciones de la máqui-

na utilizando la nueva variable definida. La relación entre ξs e iss no depende expĺıcita-

Figura 3.28: Representación alternativa. Diagrama en bloques.

mente de τr, por lo tanto, se espera que una estimación de ξs obtenida de las corrientes y

tensiones estatóricas sea insensible a las incertidumbres de τr.

El estimador de flujo rotórico propuesto utiliza estructura variable para calcular ξs y

tiene la siguiente forma:

îss =
k̂1

s

(
vss − R̂si

s
s − k̂2

s

s+ κ
ξ̂s
)
, (3.136)

ξ̂s = Ksign(e), (3.137)

φ̂sr = ĉ+
1

s+ κ
ξ̂s, (3.138)

donde e = îss− iss, K > 0 es una constante arbitraria, k̂1, k̂2 y R̂S son los valores nominales

del k1, k2 y Rs respectivamente y ĉ es una constante que se describe a continuación. En

la Figura 3.29 se muestra el esquema del estimador propuesto.
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Figura 3.29: Estimador de estructura variable.

Determinación de la constante ĉ

Planteando la ecuación del error de estimación de corriente utilizando (3.134) y (3.136),

y suponiendo todos los parámetros del estimador iguales a los parámetros reales de la

máquina, resulta

e =
1

s

[
k1k2

s+ κ
s[ξs − ξ̂s]

]
. (3.139)

Como se ve en esta ecuación, si e ≡ 0 entonces ξs− ξ̂s = c1, con c1 una constante. Luego,

ξ̂s + c1 = ξs, que reemplazado en (3.135) resulta en

φ̂sr =
c1
κ

+
1

s+ κ
ξ̂s, (3.140)

entonces ĉ = c1/κ. Esta constante se calcula en la práctica para cada componente del

vector φsr. El cálculo consiste en obtener el valor medio de ξsf en un ciclo. Ese valor

medio es ĉ. Este método de cálculo se debe a que cuando el módulo del flujo se mantiene

constante, en el plano αβ representa un vector rotante, y por lo tanto, su valor medio

debe ser cero. Para el cálculo, se captura el valor máximo y el mı́nimo de ξsf entre dos

cruces por cero simultáneos y se computa ĉ como

ĉi =


ξs
fimax−ξ

s
fimin

2
si t = tz2,

ĉi(tz2) si t > tz2,

(3.141)
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para i = α, β donde tz1 y tz2 son los tiempos de cruce por cero de ξsf que se muestran en

la Figura 3.30d. La ecuación (3.141) muestra que la velocidad actualización de ĉi depende

de la frecuencia de ξsf . El cálculo se habilita cuando se detectan dos cruces por cero

consecutivos cuyo intervalo de tiempo es menor que 200 mseg.

Análisis de estabilidad

A continuación se demostrará la estabilidad del estimador de flujo rotórico propuesto.

De (3.133)-(3.135) y de (3.136)-(3.138),

e =
k̂1k̂2

s+ κ
(ηs − ξ̂s), (3.142)

donde

ηs =
s+ κ

s
(avss − biss) + dξs, (3.143)

con a = (k̂1− k1)/(k̂1k̂2), b = (k̂1R̂s− k1Rs)/(k̂1k̂2) y d = k1k2/(k̂1k̂2). Derivando (3.142),

se = −κe+ k̂1k̂2(η
s −Ksign(e)). (3.144)

Definiendo la función candidata de Lyapunov como V = eT e/2, donde se toma e como un

vector columna, y usando (3.144) se obtiene

sV ≤ −κeT e+ k̂1k̂2(|ηs| −KI)T |e|, (3.145)

donde I es la matriz identidad y |x| representa el vector de los valores absolutos de las

componentes de x. Luego, si K > sup(|ηs|) entonces sV < 0 para ||e|| > 0, que prueba la

estabilidad del observador.

Estimador de velocidad

A continuación, se presenta el estimador de velocidad desarrollado. Obtenido el vector

de flujo rotórico, se puede calcular su posición angular θ a partir de (3.54). Conocido este
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ángulo, se puede aplicar la transformación dq a (3.133) para obtener,

ξq = Mτ−1
r isq + npωrφrd, (3.146)

donde Tαβ/dqξ
s = ξd + jξq. Utilizando esta ecuación, es posible despejar la velocidad

rotórica ωr como,

ωr =
ξq − k2Rrisq

npφrd
. (3.147)

La velocidad estimada puede obtenerse reemplazando las señales reales por sus estimacio-

nes. Sin embargo, debido a que la estimación ξ̂s de la variable ξs proviene de la estructura

variable, es una señal con gran contenido armónico de alta frecuencia. Como la velocidad

rotórica es de variación lenta en comparación con ξ̂s, es conveniente filtrar ξ̂s para eliminar

dichas componentes de alta frecuencia. Reemplazando las señales reales en (3.147) por sus

estimadas, se obtiene

ω̂r = LPF

[
ξ̂q − k̂2R̂r îsq

npφ̂rd

]
, (3.148)

donde Tαβ/dq(ξ̂
s+κĉ) = ξ̂d+jξ̂q, Tαβ/dqi

s
s = îsd+jîsq donde el ángulo θ̂ utilizado en Tαβ/dq

se obtiene a partir del flujo rotórico estimado, y LPF representa la aplicación del filtro

pasabajos que elimina las componentes de alta frecuencia en ξ̂s. Notese que el estimador

de velocidad depende de Rr. Utilizando el estimador de flujo rotórico y el estimador

de velocidad, se realiza un FOC. Los resultados de simulación obtenidos se muestran a

continuación.

Simulaciones

Para simular los estimadores propuestos, se utilizó un esquema de FOC. El mismo fue

idéntico al que se muestra en la Figura 3.18. Se reemplazó el estimador de flujo rotórico

por el de estructura variable y la medición de velocidad por el estimador de velocidad

propuesto. Las ganancias de los controladores fueron elegidas de forma emṕırica, y se
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muestran a continuación:

PI1 : kp1 = 25, ki1 = 50,

P I2 : kp2 = 20, ki2 = 20,

P I3 : kp3 = 10, ki3 = 50,

P I4 : kp4 = 5, ki4 = 10,

K = 500, κ = 100.

Los resultados de la simulación se muestran en la Figura 3.30. Para probar la conver-

gencia del estimador de flujo con el cálculo de ĉ, impuso un valor inicial al flujo del motor.

Este valor fue φrs(0) = [0,2 0,2]′T . En la Figura 3.30a se muestra la velocidad de referencia

Fref junto con el torque de carga aplicado Tl y la velocidad medida fr. Al principio, se

aplica una rampa de referencia de velocidad de pendiente baja, para magnetizar el motor

y que se estabilice la constante ĉ. Luego, cuando el flujo se establece en su valor nominal,

se vaŕıa la velocidad de referencia entre ±10 Hz con una pendiente de 103 Hz/seg. Tam-

bién se aplican escalones de torque nominal (5 Nm). Notese que se mantiene la velocidad

de referencia en cero durante breves peŕıodos de tiempo. La velocidad medida muestra

que se logra un bajo error de seguimiento de la referencia, inclusive a velocidad cero.

En la Figura 3.30b muestra que el error de estimación de velocidad fr − f̂r es pequeño

luego del transitorio inicial, que es producido por el tiempo de convergencia del cálculo

de ĉ. En esta figura también se muestra el error de estimación de flujo φsr − φ̂sr. El mismo

tiende a cero a medida que ĉ converge al valor real de c. En la Figura 3.30c se muestra

el módulo del flujo real φrd, que se lleva a su valor nominal, y las corrientes directa isd

y en cuadratura isq. Como puede apreciarse, la corriente directa se mantiene constante,

pues controla el flujo, mientras que la corriente en cuadratura vaŕıa para compensar el

torque de carga y aumentar o disminuir la velocidad del MI, de acuerdo a la referencia

dada. Finalmente, en la Figura 3.30d se muestra la convergencia de ĉα, que se calcula a

partir de la señal filtrada ξsfα que se muestra en la Figura 3.29. Ante la condición inicial
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Figura 3.30: Simulación de FOC sensorless con estimación de flujo rotórico por estructura
variable. Se estableció un flujo inicial φrs(0) = [0,2 0,2]′T en la máquina para ver la
convergencia de ĉ. a) Velocidad de referencia Fref , torque de carga Tl y velocidad rotórica

fr. b) Error de estimación de velocidad fr − f̂r y Error de estimación de flujo φsr − φ̂sr. c)
Amplitud del flujo φrd y corrientes directa isd y en cuadratura isq. d) Convergencia de ĉα
calculada a partir de ξsfα.

elegida en el flujo rotórico de la máquina, el tiempo de convergencia de ĉα que muestra

esta figura es de aproximadamente 0,6 seg. Este tiempo coincide con el tiempo en que

disminuye el error de estimación de flujo en la Figura 3.30b. No se obtuvieron resultados

experimentales sobre estos estimadores.
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3.4. Otras técnicas de control y estimación

En esta sección se presentan controladores y estimadores que explotan propiedades

adicionales del MI o que se basan en técnicas diferentes a las exploradas hasta este punto.

3.4.1. Direct torque control (DTC)

El DTC es una técnica alternativa al FOC. Su principal ventaja es que utiliza menos

parámetros del modelo, por lo que ejerce un control más robusto ante variaciones de los

mismos. Además, considera expĺıcitamente el inversor. En [51] se hace una derivación

formal del método DTC, basada en perturbaciones singulares y utilizando herramientas

de control no lineal. Para fundamentar el DTC, primero se derivará una expresión para

el torque en función de φsr y φss.

El torque eléctrico generado es, de acuerdo a (2.65),

Te =
2

3

M

Lr
npφ

s
r × iss. (3.149)

Combinando esta ecuación con,

φss = Lsi
s
s +Misr,

φsr = Lri
s
r +Miss,

se obtiene

Te =
2

3

M

LrLsσ
npφ

s
r × φss =

2

3

M

LrLsσ
np ||φsr|| ||φss|| sen(γ), (3.150)

donde γ es el ángulo entre φsr y φss. Si se desprecia la cáıda de tensión en Rs, la derivada

del flujo estatórico respecto al tiempo será aproximadamente

dφss
dt

= vss. (3.151)
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Si se considera un intervalo de tiempo finito ∆t, esta ecuación puede aproximarse por

∆φss = vss∆t, (3.152)

donde y ∆φss es la variación del flujo estatórico en este intervalo de tiempo. Como φsr

está filtrado por la constante de tiempo rotórica τr, si ∆t es pequeño, puede considerarse

que φsr se mantiene constante en ese intervalo de tiempo. Luego, ante una variación de

flujo estatórico, se produce una variación de torque eléctrico generado que resulta

∆Te =
2

3

M

LrLsσ
np ||φsr|| ||φss + ∆φss|| sen(∆γ), (3.153)

donde ∆γ y ∆Te son la variación del ángulo entre φsr y φss y la variación de torque eléctrico

generado respectivamente, producidas por la variación de φss. Esto implica que se puede

introducir una variación de torque directamente proporcional a la variación de la tensión

de entrada en un intervalo finito de tiempo.

Figura 3.31: DTC.
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En la Figura 3.31 se muestra el esquema de DTC. El control de flujo y de torque

se realiza a través de dos funciones de histéresis. Para el flujo estatórico, la salida de la

función de histéresis está dada por

Hφ =

 1 si eφ > HBφ,

−1 si eφ < −HBφ,
(3.154)

donde HBφ es el ancho de la banda de histéresis. Para el torque, la salida de la función

de histéresis está dada por

HTe =


1 si eTe > HBTe ,

0 si −HBTe < eTe < HBTe ,

−1 si eTe < −HBTe ,

(3.155)

donde HBTe es en ancho de la banda de histéresis para el torque. El bloque estimador

obtiene el flujo estatórico y el torque generado (no se desarrollaron estimadores de flujo

estatórico en esta tesis, pero son similares a los que se presentan en la sección 3.3.2). El

torque se estima a partir de (3.150) como

T̂e =
2

3

M

Lr
(φ̂sαisβ − φ̂sβisα), (3.156)

donde φ̂ss = φ̂sα + jφ̂sβ e iss = isα + jisβ. El bloque tabla de vectores, que se muestra en

la tabla 3.1, selecciona entre los 8 posibles estados del inversor en función de las entradas

que le entregan los bloques de histéresis y el sector en que se encuentra el vector de flujo,

calculado por el bloque estimador.

En la Figura 3.32 se muestra a modo de ejemplo la trayectoria del flujo a través

de distintos sectores. Primero se magnetiza la máquina a frecuencia cero utilizando un

algoritmo de arranque, llevando el flujo al punto A. Luego, para el ejemplo de la figura,

se requiere rotación en sentido anti horario, por lo que por la tabla se aplica el vector de

tensión V3. El tiempo que dura la aplicación de cada vector está dado por el ancho del
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Tabla 3.1: Tabla de vectores

Hφ HTe S(1) S(2) S(3) S(4) S(5) S(6)
1 1 V2 V3 V4 V5 V6 V1

1 0 V0 V7 V0 V7 V0 V7

1 −1 V6 V1 V2 V3 V4 V5

−1 1 V3 V4 V5 V6 V1 V2

−1 0 V7 V0 V7 V0 V7 V0

−1 −1 V5 V6 V1 V2 V3 V4

Figura 3.32: Trayectoria de φss y estados del inversor.

ciclo de histéresis (una combinación entre el ancho del ciclo de histéresis del control de

flujo y de el del control de torque).

A continuación se resumen las caracteŕısticas principales del DTC:

• No hay lazo de control de corriente.

• No requiere un algoritmo de PWM tradicional.

• No requiere transformación de las señales a un marco de referencia dq como en el

FOC.

• El control por banda de histéresis genera ripple en el flujo y en el torque, y la

frecuencia de conmutación no es constante.
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3.4.2. Model reference adaptive system (MRAS)

El MRAS es un estimador adaptable de flujo y velocidad. Utiliza el modelo de tensión

dado por la ecuación estatórica (2.63), que no depende de la velocidad mecánica, como

modelo de referencia y el modelo de corriente de la ecuación rotórica (2.64) como modelo

adaptable. Como el modelo de tensión no depende de la velocidad, se puede utilizar para

calcular el flujo rotórico a partir de las mediciones de corriente y tensión estatórica. Luego,

se compara este flujo con el calculado utilizando el modelo de corriente, que śı depende

de la velocidad mecánica. El error entre ambos flujos se utiliza para corregir la velocidad

estimada.

Figura 3.33: MRAS.

En la Figura 3.33 se muestra el esquema del MRAS. El algoritmo de adaptación debe

mantener la estabilidad del sistema y asegurar que la velocidad estimada convergerá con

una dinámica satisfactoria. Utilizando el criterio de Popov para hiperestabilidad para un

sistema globalmente asintóticamente estable, se puede derivar la siguiente expresión para

el algoritmo de adaptación,

ω̂r = (Kp +
Ki

s
)η, (3.157)

donde s es el operador de Laplace, Kp es la ganancia proporcional, Ki es la ganancia

integral y η = φ̂srαφ
s
rrefβ − φ̂srβφ

s
rrefα. Esto es equivalente a hacer el producto vectorial
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entre el flujo de referencia y el estimado. Por lo tanto, el algoritmo de adaptación tiende

a alinear el flujo estimado con el de referencia. Uno de los factores que determinan el

desempeño de este algoritmo de estimación es, como se vio en caṕıtulos anteriores, cómo

se aproxima el integrador puro del modelo de tensión. En [47] se describe un esquema de

control sensorless de un MI utilizando estimación por MRAS. Se reporta buen desempeño

para frecuencias estatóricas por encima de los 2 Hz. En [43] se presenta un MRAS con

mejor desempeño. Se asegura un control más robusto ante incertidumbres paramétricas,

en particular, incertidumbres en Rs.

3.4.3. Extended Kalman filter (EKF)

El EKF es un observador estocástico de orden completo. Se utiliza para la estimación

recursiva de los estados óptimos de un sistema dinámico no lineal en tiempo real. Las

señales que excitan el sistema se suponen ruidosas. El EKF también se utiliza para estimar

parámetros desconocidos, o para la estimación conjunta de estados y parámetros. Las

fuentes de ruido en el EKF se introducen para tener en cuenta los errores de medición

y modelado. Las ecuaciones presentadas en 2.2.4 que describen el modelo del MI pueden

escribirse en forma de variables de estado como

dX

dt
= AX +BU, (3.158)

Y = CX, (3.159)
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Figura 3.34: EKF.

donde

A =



−M2Rr+L2
rRs

σLsL2
r

0 MRr

σLsL2
r

Mωr

σLsLr
0

0 −M2Rr+L2
rRs

σLsL2
r

− Mωr

σLsLr

MRr

σLsL2
r

0

MRr

Lr
0 −Rr

Lr
−ωr 0

0 MRr

Lr
ωr −Rr

Lr
0

0 0 0 0 0


, (3.160)

B =



1
σLs

0

0 1
σLs

0 0

0 0

0 0


, (3.161)
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C =

 1 0 0 0 0

0 1 0 0 0

 , (3.162)

U = [vssα v
s
sβ]T , (3.163)

X = [issα i
s
sβ φ

s
rα φ

s
rβ ωr]

T , (3.164)

Y = [issα i
s
sβ]T . (3.165)

En la Figura 3.34 se muestra el esquema del estimador EKF. El estimador EKF utiliza

el modelo completo del MI, donde ωr se considera tanto un estado como un parámetro.

Si la variación de velocidad es despreciable, entonces dωr/dt = 0. Esta consideración es

válida si el peŕıodo de muestreo, utilizado al implementar el estimador en forma discreta,

es suficientemente pequeño o la inercia de la carga en el rotor es suficientemente grande.

Con ωr = cte, el modelo del MI utilizando en el estimador EKF es lineal. Como la

implementación es digital, el sistema discretizado tiene la siguiente forma,

X[k + 1] = AdX[k] +BdU [k] + V [k], (3.166)

Y [k] = CdX[k] +W [k], (3.167)

donde Ad, Bd y Cd son las discretizaciones de A, B y C respectivamente, y V [k] y W [k]

son las discretizaciones de los ruidos de los estados y de las mediciones respectivamente.

Las señales de ruido V [k] y W [k] tienen valor medio cero y son señales de ruido blanco

Gaussiano de X[k] e Y [k] respectivamente. Ambas son independientes de X[k] e Y [k].

Las caracteŕısticas estad́ısticas de los ruidos están dadas por tres matrices de covarianza:

la matriz de covarianza Q del vector de ruido del sistema, la matriz de covarianza R del

vector de ruido de medición, y la matriz de covarianza P del vector de estados del sistema.

A continuación se explica el algoritmo de actualización del estimador presentado en

[60]. El diagrama de flujo del algoritmo se presenta en la Figura 3.35. El algoritmo tiene

dos etapas principales, la etapa de predicción y la de filtrado. En la etapa de predicción

se calcula, a través del modelo de la máquina y de los estados estimados anteriores, el
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Figura 3.35: Algoritmo de EKF.

próximo valor predicho de los estados X∗[k+1]. También se calcula la matriz de covarianza

de estados predicha P ∗[k+ 1] utilizando el vector de covarianza Q. En la etapa de filtrado
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se obtiene el próximo valor de los estados estimados X̂[k+1] a partir del vector de estados

próximos predichos X∗[k+1] y del término de corrección Ke, donde e = Y [k+1]−Ŷ [k+1]

con K la ganancia del EKF. La ganancia K se optimiza para minimizar el error e, de

manera que este tienda a cero en las sucesivas iteraciones.

Es evidente que el DSP donde se implemente el EKF debe ser muy rápido, ya que el

algoritmo debe ser iterado varias veces ante las mismas señales de entrada para que el

error de estimación disminuya a valores aceptables.

3.4.4. Estimación de velocidad a través de inyección de señales

Los métodos de inyección de señales explotan propiedades de la máquina que no son

reproducidas por el modelo fundamental de la misma. Las señales inyectadas excitan la

máquina a frecuencias mayores que la fundamental. Las corrientes de alta frecuencia re-

sultantes generan concatenaciones de flujo que se cierran a través de los caminos de fuga

del estator y del rotor, dejando el flujo mutuo concatenado de la onda fundamental prácti-

camente inalterado. Por lo tanto, los efectos de alta frecuencia se consideran superpuestos

e independientes a los efectos de la frecuencia fundamental. La inyección de estas señales

de alta frecuencia se utiliza para identificar las propiedades anisotrópicas de la máquina.

Una anisotroṕıa magnética puede ser causada por la saturación de los caminos de fuga

que atraviesan el campo fundamental. La orientación espacial de la anisotroṕıa está co-

rrelacionada con el ángulo γ del campo (medido en un sistema de coordenadas αβ), y

puede ser identificada procesando la respuesta de la máquina a las señales inyectadas.

Otras estructuras anisotrópicas son las barras discretas en la jaula del rotor. También

pude diseñarse el rotor para lograr una variación espacial de las propiedades magnéticas.

Esto puede lograrse de varias formas, como por ejemplo, variando la resistencia de los

conductores exteriores en una jaula doble ([12]), variación de la profundidad de las barras

del rotor o variación en el ancho de las ranuras del rotor ([16]). Identificar la anisotroṕıa

sirve para identificar la posición del rotor, que luego se utiliza para obtener su velocidad

([13]).
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En general, el sistema de recuperación de la posición de las anisotroṕıas a partir

de inyección de señales es complejo, ya que la relación señal-ruido suele ser baja y la

separación espectral de las señales útiles es pobre. Un estudio detallado de los métodos

de inyección de señal puede encontrarse en [28].

3.4.5. Estimación de velocidad utilizando redes neuronales

Figura 3.36: IFOC con estimación de ωr por red neuronal.

En [21] se presenta una alternativa para la estimación de velocidad utilizando redes

neuronales. Se aplica a un IFOC del MI. Se utiliza una red neuronal de dos capas y

tres neuronas para realizar la estimación. Siguiendo la idea del estimador MRAS, se

utiliza el modelo de tensión del MI como modelo de referencia, y el modelo de corriente,

que es representado por la red neuronal, se utiliza como modelo adaptable. El estimador

propuesto sufre de las limitaciones de los integradores puros por usar el modelo de tensión.

110



A continuación se repiten las ecuaciones estatórica y rotórica

dφsr
dt

=
Lr
M

(vss −Rsi
s
s − Lsσ

diss
dt

), (3.168)

dφsr
dt

=
M

Tr
iss + (jnpωr −

1

Tr
)φsr. (3.169)

(3.170)

Definiendo la derivada discreta del flujo como

dφsr
dt

[k − 1] =
φsr[k]− φsr[k − 1]

TSAMPLE

, (3.171)

donde TSAMPLE es el peŕıodo de muestreo, se puede reescribir (3.169) como

φsr[k] = (1− TSAMPLE

τr
)φsr[k − 1] + (TSAMPLEnpωr[k − 1])(jφsr[k − 1])

+ (M
TSAMPLE

τr
)iss[k − 1]. (3.172)

Esta ecuación puede escribirse de la siguiente manera

Φ[k] = W1X1 + Ŵ2X2 +W3X3, (3.173)

donde Φ[k] es la salida de la red neuronal y representa el flujo estimado, X1 = φsr[k − 1],

X2 = jφsr[k − 1] que son entradas a la red neuronal obtenidas del modelo de tensión,

X3 = iss[k−1] que es la entrada a la tercera neurona medida del MI, W1 = 1−TSAMPLE/τr,

W2 = TSAMPLEnpωr[k − 1] y W3 = MTSAMPLE/τr. Tanto W1 como W3 se mantienen

constantes, mientras que W2 se actualiza a partir del error entre el flujo del modelo de

tensión y el flujo estimado por la red neuronal. Luego de suficientes iteraciones, cuando

el error se hace pequeño, se puede recuperar un estimado de la velocidad mecánica ωr

a partir de W2. El esquema de control del IFOC sensorless propuesto se muestra en la

Figura 3.36. La actualización del parámetro W2 se realiza a través de la regla delta, que

minimiza la enerǵıa de la función de error y se describe a continuación. La función de
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enerǵıa a minimizar se define como

E =
1

2
e[k]e[k]∗, (3.174)

donde e = Φ[k]− φsr[k]. La actualización de W2 se calcula como

∆W2[k] = − dE

dW2

= − dE
dφsr

dφsr
dW2

= Re[e[k]X∗2 ]. (3.175)

En otros trabajos, como [31] y [59], se proponen métodos para estimar la resistencia

estatórica y rotórica del MI utilizando redes neuronales.

3.5. Conclusiones

En este caṕıtulo se desarrollaron diversos esquemas de control, comenzando por los

esquemas clásicos más sencillos hasta llegar a controles sensorless de alto desempeño. Se

encontró que efectivamente los esquemas basados en FOC tienen una respuesta dinámica

más rápida que los basados en V/f = cte, y que la misma mejora si se realiza la cancelación

de términos cruzados en el controlador. Se estudiaron algunas estrategias sensorless y se

encontró que en general estas fallan en el rango de bajas velocidades. La mayoŕıa de los

controladores fueron implementados en un microcontrolador y probados en una banco

de pruebas de motores, comprobando aśı la validez de las simulaciones. Finalmente, se

presentaron, con carácter informativo, otras ĺıneas de control y estimación que no fueron

reproducidas experimentalmente en este trabajo.
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Caṕıtulo 4

CONCLUSIONES FINALES

En esta tesis se ha estudiado el modelo fundamental del MI y las principales estrategias

de control que se han desarrollado basadas en este modelo. El estudio se realizó en orden

de complejidad creciente, casi histórico, comenzando con controladores escalares básicos

hasta llegar al control vectorial sensorless. Se estudió el control que mantiene el cociente

V/f constante, a lazo abierto y lazo cerrado, compensando la cáıda en Rs a lazo abierto

y luego mediante un estimador de flujo. También se estudió este control en una estrategia

sensorless. Luego, se estudió el control vectorial directo. Se probó su funcionamiento

sin y con compensación de términos cruzados y utilizando diversos estimadores de flujo.

También se realizaron pruebas de estrategias sensorless. Se estudió el control vectorial

indirecto. Finalmente, se revisaron otras ĺıneas de control, como el direct torque control, y

de estimación, como el extended Kalman filter, inyección de señal y la utilización de redes

neuronales.

De acuerdo a las simulaciones y resultados experimentales obtenidos, los métodos de

control de lazo abierto sólo son útiles en aplicaciones de bajo desempeño, donde el torque

de carga es constante, o no es necesario un control preciso de la velocidad. Los métodos

de control escalar de lazo cerrado son útiles donde no se requiere un desempeño muy alto,

pero śı un buen control de la velocidad en estado estacionario. Por último, los métodos

de control vectorial tienen un desempeño equivalente al que se obtiene en motores de
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DC, y se utilizan cuando se requiere un buen seguimiento de trayectorias, tanto en estado

estacionario como en los transitorios. Cabe destacar dentro de los métodos de control

vectorial que, en general, los controles sensorless sólo funcionan adecuadamente en el

rango de medias a altas velocidades.

Además de desarrollar el modelo y los controladores a nivel teórico, se estudió y se

puso en funcionamiento un prototipo experimental para realizar ensayos de laboratorio.

La implementación f́ısica de los controladores aportó un conocimiento invaluable sobre

las dificultades y las distancias que existen entre el mundo teórico y el mundo práctico,

revelando que, en general, el poner en funcionamiento estos algoritmos requiere pensar

sobre un gran número de problemas adicionales que no se tienen en cuenta muchas veces

a la hora de realizar una simulación. Entre estos problemas se pueden enumerar:

1) Trabajar en aritmética de punto fijo para realizar la implementación en un DSP. La

aritmética de punto fijo produce ruido de cuantización, lo que limita el funcionamiento

de los controladores en regiones de trabajo donde los niveles de señal son pequeños (baja

velocidad).

2) El filtrado y acondicionamiento de las señales medidas, como por ejemplo las co-

rrientes, que suelen tener ruido y offset.

3) La medición de la velocidad a través de un encoder, que requiere algoritmos espe-

ciales para obtener buenos resultados cuando la velocidad es baja.

4) Los tiempos muertos y las no linealidades del inversor, que deben ser modelados y

debidamente compensados para lograr un funcionamiento adecuado de los controladores

en la zona de baja velocidad.

5) La carga computacional de los controladores a implementar, que puede en muchos

casos superar la capacidad del DSP utilizado.

6) La implementación de discretizaciones online para estimadores que tienen un paráme-

tro variante (ωr). La misma debe realizarse mediante aproximaciones de Taylor, pues

requiere el cálculo de la exponencial de una matriz.

7) Limitar las acciones de control, ya que los actuadores f́ısicos se saturan.
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8) Limitar la potencia máxima exigida al sistema, ya que es fácil superarla pidiendo

una respuesta dinámica muy veloz.

9) Implementar protecciones f́ısicas para proteger el hardware utilizado.

Al tratar de implementar controladores sensorless basados en el modelo fundamental

se hicieron evidentes las limitaciones de los mismos. Como se ha explicado en esta tesis,

el modelo fundamental del MI no es observable a frecuencia cero. Esto hace que, hasta la

fecha, no haya ninguna estrategia sensorless basada solamente en el modelo fundamental

que funcione con robustez a frecuencia cero. Sin embargo, existen infinidad de estrategias

que tratan de lograr un control estable a velocidades cada vez más bajas. Todas estas

estrategias, que a primera vista pueden parecer diferentes, son en última instancia el

resultado de combinar siempre el mismo número de ecuaciones y de incógnitas de formas

diferentes. El resultado generalmente es el mismo, y está claramente ilustrado en la Figura

3.24, donde se ve que la velocidad de convergencia del estimador propuesto se reduce a

medida que se reduce la frecuencia eléctrica aplicada. Ninguno de estos modelos puede

lograr un buen desempeño a velocidades arbitrariamente bajas.

Se puede concluir que en aplicaciones que requieran control en todo el rango de velo-

cidades sin utilizar sensores mecánicos, los controles basados en modelo fundamental han

llegado a su ĺımite. Para estas aplicaciones es necesario recurrir a técnicas más avanzadas

que exploten otras propiedades de la máquina, como los métodos de inyección de señales,

o la detección de las anisotroṕıas propias de la construcción del MI.
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APÉNDICE

En este apéndice se describen los detalles prácticos que es necesario conocer para

implementar el control del MI. En la sección A-1 se describe el esquema de modulación

space vector modulation, que fue la modulación utilizada para la implementación de los

controladores. En la sección A-2 se explica la estructura de programación utilizada para

implementar los controladores tanto en el DSP f́ısico TMS320F240 de Texas Instruments

como en el DSP virtual utilizado para las simulaciones. También se explica como se

implementaron los controladores trabajando en aritmética de punto fijo y cuales son las

limitaciones de la misma. En la sección A-3 se presenta un modelo para las cáıdas de

tensión del inversor real, aśı como también una forma de compensarlas. En la sección A-4

se presentan los resultados experimentales obtenidos de los ensayos realizados al motor

utilizado. Por último, en la sección A-5 se presentan consideraciones particulares para

los ensayos debidas al banco de pruebas utilizado para los mismos, y se presentan las

caracteŕısticas del DSP utilizado.

A-1. Modulación Space Vector Modulation (SVM)

En esta sección se presenta el esquema de modulación utilizado en la implementación

de los diversos controladores desarrollados a lo largo de este trabajo. En lugar de utilizar

la clásica modulación Pulse Width Modulation (PWM), donde se compara la señal de

referencia con una onda triangualr, se optó por utilizar SVM debido a que permite generar

tensiones sinusoidales de salida con amplitudes mayores que PWM sin necesidad de sobre
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modular ([64]). Una gúıa para la implementación de esta modulación en el DSP utilizado

puede encontrarse en [63]. En el esquema PWM, la máxima tensión sinusoidal de fase que

puede generar el inversor sin sobre modular es

vfPWM =
Vdc
2
, (A-1)

donde Vdc es la tensión del bus y vfPWM es la tensión pico de la salida de una pierna

del inversor, medida respecto del neutro del motor. En la modulación SVM, la máxima

tensión sinusoidal de fase que se puede alcanzar es

vfSVM =
Vdc√

3
. (A-2)

Esto quiere decir que si la tensión del bus de continua Vdc se genera a través de un

rectificador trifásico (Vdc =
√

3
√

2 220 V), la máxima tensión sinusoidal de fase que se

puede generar tiene la misma amplitud que la tensión de una fase de la red eléctrica. Esto

permite controlar motores trifásicos sin tener que utilizar elevadores de tensión en el bus

de continua. La ecuación (A-2) será demostrada más adelante. A continuación se presenta

el modelado del inversor en coordenadas αβ.

A-1.1. Modelo del inversor en coordenadas αβ

Figura A-1: Inversor trifásico.
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En la Figura A-1 se muestra el esquema de un inversor trifásico. Sea Vth la tensión de

disparo de los IGBTs, se definen las tensiones de gate normalizadas como,

vgatea = Vgatea/Vth,

vgateb = Vgateb/Vth,

vgatec = Vgatec/Vth.

(A-3)

En todo momento en cada pierna hay una llave cerrada y una abierta, por lo que para

describir el comportamiento del inversor alcanza con analizar el estado de las llaves su-

periores de cada pierna. Se supondrá que una tensión de gate normalizada de 1 implica

que la llave está cerrada y una tensión de gate normalizada de 0 que está abierta. Se ve

entonces que hay ocho estados posibles, que van desde 000 (todas las llaves superiores

abiertas) hasta 111 (todas las llaves superiores cerradas). Esto implica que

VaGND = Vdcvgatea, (A-4)

VbGND = Vdcvgateb, (A-5)

VcGND = Vdcvgatec. (A-6)

Las tensiones Va, Vb y Vc están medidas respecto al centro de una carga en estrella conec-

tada al inversor, como muestra la Figura A-2. Para hallar la relación entre estas tensiones

y los estados de las llaves se utiliza el hecho de que Va + Vb + Vc = 0 y las ecuaciones

(A-4)-(A-6),

Va = Vdc
2vgatea − vgateb − vgatec

3
, (A-7)

Vb = Vdc
2vgateb − vgatea − vgatec

3
, (A-8)

Vc = Vdc
2vgatec − vgatea − vgateb

3
. (A-9)

119



Figura A-2: Carga en estrella.

Tabla A-1: Estados posibles del inversor.

vgatea vgateb vgatec va vb vc vab vbc vca
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 −1/3 −1/3 2/3 0 1 −1
0 1 0 −1/3 2/3 −1/3 −1 1 0
0 1 1 −2/3 1/3 1/3 −1 0 1
1 0 0 2/3 −1/3 −1/3 1 0 −1
1 0 1 1/3 −2/3 1/3 1 −1 0
1 1 0 1/3 1/3 −2/3 0 1 −1
1 1 1 0 0 0 0 0 0

Normalizando estas tensiones respecto a Vdc se obtiene,

va = Va/Vdc,

vb = Vb/Vdc,

vc = Vc/Vdc.

(A-10)

En la tabla A-1 se muestran los estados posibles, las tensiones respecto del centro de la

estrella y las tensiones de linea normalizadas respecto a Vdc.

Aplicando la transformación (2.66) con constante
√

2/3 a las tensiones va, vb y vc

se obtiene el modelo del inversor en coordenadas αβ. La tabla A-2 muestra el resultado

de aplicar esta transformación, donde las tensiones vss = vsα + jvsβ están normalizadas

respecto de Vdc. En el mismo también se definen los vectores, en coordenadas αβ, que
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Tabla A-2: Estados posibles del inversor (αβ).

a b c vsα vsβ vector
0 0 0 0 0 V000(000)
0 0 1 −1/

√
6 −

√
3/2 V240(001)

0 1 0 −1/
√

6
√

3/2 V120(010)
0 1 1 −

√
2/3 0 V180(011)

1 0 0
√

2/3 0 V0(100)
1 0 1 1/

√
6 −

√
3/2 V300(101)

1 1 0 1/
√

6
√

3/2 V60(110)
1 1 1 0 0 V111(111)

Figura A-3: Estados del inversor.

representan cada estado. En la Figura A-3 se muestran los estados, representados en el

plano αβ a través de los vectores definidos en la tabla A-2. Los estados (000) y (111) son

vectores de módulo cero, y no se muestran en la figura.

Representación de una tensión arbitraria

Dos estados se dirán adyacentes cuando difieran sólo en el estado de una de las piernas

del inversor (por ejemplo, (000) y (001) son adyacentes, pero (000) y (101) no). Dada

una tensión arbitraria vss muestreada cada Tp segundos es posible representarla en cada

peŕıodo de muestreo, en valor medio, mediante tres estados del inversor. Dos estados

serán adyacentes y no nulos, mientras que el tercero será el estado nulo adyacente al

último estado no nulo. Es importante notar que para pasar de un estado cualquiera a
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otro adyacente sólo se requiere variar las llaves de una pierna. Esto es deseable, ya que

no es posible garantizar el pasaje de un estado a otro no adyacente. Si el inversor se

encontrara, por ejemplo, en el estado (001) y se deseara que pase al (100), habŕıa que

variar simultáneamente las llaves de las piernas a y c. Como las llaves son f́ısicamente

diferentes, tendrán tiempos de respuesta ligeramente distintos. Esto hará que el inversor

pase por un estado incierto, que puede ser el (000) si la pierna c responde primero, o el

(101) si la pierna a responde primero.

El valor medio de la tensión vss a representar en un peŕıodo de muestreo Tp, será

vss =
1

Tp

∫ Tp

0

vss(t)dt =
T1

Tp
Vx +

T2

Tp
Vx±60 +

T0

Tp
(V (000) o V (111)), (A-11)

donde Vx es uno de los dos estados entre los que se encuentra vss, Vx±60 es el estado

adyacente, T1 es el tiempo que se debe estar en el estado Vx, T2 es el tiempo que se debe

estar en el estado Vx±60 y T0 el tiempo en el estado cero. El estado cero será V (000)

o V (111) dependiendo cual sea el adyacente al estado Vx±60. El estado cero no aporta

tensión al valor de vss, sino que completa la duración del peŕıodo de manera que

T0 + T1 + T2 = Tp. (A-12)

Si la frecuencia de muestreo es lo suficientemente rápida cómo para que vss pueda consi-

derarse constante en un peŕıodo de muestreo, entonces (A-11) puede escribirse como

vss ' vss =
T1

Tp
Vx +

T2

Tp
Vx±60 +

T0

Tp
(V (000) o V (111)). (A-13)

La máxima amplitud de vss que puede representar el inversor se obtiene cuando T0 = 0.

En esta condición, utilizando (A-12) en la ecuación anterior se obtiene,

vss =
T1

Tp
Vx +

(
1− T1

Tp

)
Vx±60, (A-14)
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que es la ecuación de una recta que une el estado Vx con el adyacente. Esta ecuación

determina los ĺımites (aristas 1 a 6) que se muestran en el hexágono de la Figura A-3.

Para representar un valor arbitrario de vss, se deben conocer los estados entre los que

se encuentra. A continuación se describe un algoritmo para determinarlos.

La Figura A-3 está dividida en seis sectores, numerados de 1 a 6. Encontrando el sector

que contiene a vss se determinan los estados que lo representan.

Figura A-4: Signo de las funciones auxiliares.

Proyectando las componentes de vss sobre un eje perpendicular al estado V60, como se

muestra en la Figura A-4, y restando dichas proyecciones se obtiene la función auxiliar

Vaux1 = vsα sen 60o − vsβ sen 30o, (A-15)

y haciendo lo mismo con el estado V120 se obtiene la función auxiliar

Vaux2 = −vsα sen 60o − vsβ sen 30o. (A-16)

El signo de estas funciones puede verse en la Figura A-4. Utilizando como tercera función

auxiliar a

Vaux3 = vsβ, (A-17)
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Tabla A-3: Sectores.

N −1 −5 3 1 5 −3
sector 1 2 3 4 5 6

los sectores quedan determinados por los signos de las tres funciones. El sector que contiene

a vss puede obtenerse de

N = sign(Vaux3) + 2sign(Vaux1) + 4sign(Vaux2), (A-18)

utilizando la tabla A-3.

Conocidos los estados que representan a vss y el hecho de que el estado cero no aporta

al valor de esta tensión, pueden despejarse los tiempos T1 y T2 de (A-13) como

 T1

T2

 = Tp

 V(x)α V(x±60)α

V(x)β V(x±60)β


−1  vsα

vsβ

 , (A-19)

donde Vx = [V(x)α V(x)β]′ y Vx±60 = [V(x±60)α V(x±60)β]′. T0 se despeja de (A-12) una vez

hallados T1 y T2. En la Figura A-5 se muestra la implementación temporal de los seis

estados en la salida PWM del inversor para una vss dada en cada sector.

Máxima tensión por fase utilizando SVM

A continuación se mostrará que la relación entre la tensión del bus de continua y la

máxima tensión sinusoidal de fase representable utilizando SVM, está dada por (A-2).

El lugar geométrico de transformar tensiones sinusoidales al plano αβ es un ćırculo,

como muestra (3.8). Como la máxima tensión que puede representar el inversor en el

plano αβ está contenida por el hexágono de la Figura A-4, el ćırculo más grande que se

puede representar en dicho plano es el que tiene el radio que se muestra en la Figura A-6.
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Figura A-5: Estados SVM en PWM. Las señales a, b y c representan las tensiones de en
las compuertas de los IGBTs.

Este radio, por pitágoras, es

||V0||2 = ||vss||
2 + ||V0/2||2 ,

||vss|| =

√(√
2/3
)2

−
(

1/2
√

2/3
)2

Vdc =
Vdc√

2
, (A-20)
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Figura A-6: Maxima tensión sinusoidal representable en αβ utilizando SVM.

donde la hipotenusa del triángulo tiene módulo ||V0|| = ||V60|| =
√

2/3, de la tabla A-2,

y el cateto menor tiene módulo ||V0/2|| porque el triángulo formado por V0 y V60 tiene

ángulos internos de 60o. Utilizando (3.8) con (A-20) se obtiene

√
3

2
vfSVM =

Vdc√
2
,

vfSVM =
Vdc√

3
. (A-21)

Este resultado demuestra (A-2).

A-2. Implementación y simulación de los controlado-

res

En esta sección se muestra la estructura de programación utilizada tanto para simular

los controladores como para obtener los resultados experimentales. También se explica la

implementación de los controladores utilizando operaciones básicas de punto fijo y cuales

son sus limitaciones.

126



A-2.1. Programas

Para DSP

El DSP utilizado (descrito en la subsección A-5.1 de este apéndice) puede ser progra-

mado utilizando instrucciones de bajo nivel, tipo assembler, o utilizando el lenguaje C.

Para facilitar la programación se definió una estructura básica de programa que sirve para

implementar todos los controladores y que puede verse en la Figura A-7. En la misma,

PAN significa programa de alto nivel, que está escrito en C, y PBN programa de bajo

nivel, escrito tanto en C como en assembler. Primero, se configura el DSP, definiendo

el peŕıodo de muestreo TSAMPLE para el controlador discreto, eligiendo la lógica de las

salidas, el tipo de modulación a utilizar, la cantidad de entradas A/D a capturar, etc.

Luego, se inicializan todas las variables propias del programa del controlador que se desea

implementar. A continuación, el DSP ejecuta un bucle infinito en el cual se puede rea-

lizar operaciones largas, que requieran muchos peŕıodos de muestreo para completarse.

Finalmente, cada vez que transcurre un peŕıodo de muestreo, se produce una interrup-

ción en la que el PBN captura las señales de entrada y calcula la velocidad, se ejecuta

el PAN del controlador que se desea implementar y luego el PBN ejecuta las acciones de

control comandando las salidas del DSP. Cuando finalizan todas las operaciones dentro

de la interrupción, el programa retorna al bucle infinito hasta que se produce una nueva

interrupción, que corresponde al siguiente peŕıodo de muestreo.

La estructura presentada se crea en un archivo de bajo nivel (lenguaje del DSP) que

se encarga de todas las operaciones de configuración y repetitivas. El programa que se

ejecuta en el bucle infinito y el que se ejecuta durante las interrupciones se crean en un

archivo de alto nivel programado en C. Este es el archivo que cambiará cada vez que se

desee implementar un nuevo controlador. Las distintas configuraciones posibles se eligen

en tiempo de compilación, no en tiempo de corrida. Es decir, dependiendo de como se

desee configurar el DSP se compilará uno u otro sector del programa de bajo nivel. Las

variables de selección de qué sectores se compilan se encuentran al principio del programa
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Figura A-7: Estructura de programa.

de alto nivel. Algunas operaciones repetitivas también se codificaron en el programa de

bajo nivel. Entre estas se encuentran, el cálculo de la modulación SVM a partir de las

tensiones vsα y vsβ que calcula el programa de alto nivel, y el cálculo de la velocidad a

partir de los pulsos que env́ıa el encoder de medición de velocidad.

Para simulación

Como se explicó en la subsección anterior, el programa de alto nivel se encarga del

cálculo de las señales de control, mientras que el programa de bajo nivel se encarga de la

interfaz con el mundo exterior. La ventaja de esta estructura de programa es que se puede

reemplazar el programa de bajo nivel por uno que simule el funcionamiento del DSP. Este
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cambio es totalmente transparente para el programa de alto nivel e implica que una vez

simulado correctamente un controlador sólo se debe cambiar de programa de bajo nivel

para implementarlo en el DSP. El archivo de bajo nivel que simula el DSP está escrito en

lenguaje C y fue creado luego de un estudio minucioso del funcionamiento del DSP.

Medición de la velocidad

A continuación se describe el algoritmo utilizado para calcular la velocidad a partir de

los pulsos entregados por el encoder.

Existen dos algoritmos básicos para la medición de la velocidad utilizando un encoder.

El primero consiste en contar la cantidad de pulsos entregados por el encoder en una

ventana de tiempo fija. El tiempo que dura esta ventana determina la rapidez con la que

se actualiza la medición de velocidad. Cuanto más baja sea la velocidad que se quiere

detectar, mayor duración deberá tener ventana de tiempo utilizada. Por este motivo, este

algoritmo funciona bien sólo en el rango de velocidades medias a altas. La velocidad

estimada de esta forma a partir de los pulsos está dada por

ω̂r = 2π
p

Twprev
, (A-22)

donde Tw es el tiempo de duración de la ventana durante la cual se cuentan los pulsos, p es

el número de pulsos contados y prev es el número de pulsos por revolución que entrega el

encoder. El segundo algoritmo consiste en contar el tiempo entre pulso y pulso. En teoŕıa,

esto permite detectar velocidades arbitrariamente bajas, pero en la práctica es necesario

fijar un tiempo máximo luego del cual la velocidad se considera igual a cero. La velocidad

estimada de esta forma a partir de los pulsos está dada por

ω̂r = 2π
1

Tmedidoprev
, (A-23)

donde Tmedido es el tiempo que tarda en llegar un pulso durante el peŕıodo de cálculo de

la velocidad estimada.
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Figura A-8: Reconstrucción de la velocidad a partir de las señales de un encoder a)
Algoritmo de ventana de tiempo fija. b) Algoritmo propuesto.

El algoritmo propuesto e implementado en este trabajo es similar al primer algoritmo

presentado. Se utiliza una ventana de tiempo fija para contar pulsos, elegida lo suficiente-

mente grande como para detectar velocidades por debajo de 1Hz. En el primer algoritmo,

el valor de la velocidad se actualiza cada Tw y permanece constante, en el último valor

de velocidad calculado, durante el conteo de pulsos. En la Figura A-8a se muestra la

velocidad ω̂r, que se obtiene utilizando el primer algoritmo, junto a la velocidad real ωr.

Como se ve en esta figura, el error que se comete en la estimación de velocidad puede ser

grande durante el peŕıodo de cálculo de la misma. Como el peŕıodo de muestreo TSAMPLE

del controlador es mucho menor que Tw, la relativa lentitud con la que se actualiza la ve-

locidad estimada llevará al controlador a tomar acciones de control erróneas. Esto puede

provocar oscilaciones. Lo ideal es actualizar el valor de la velocidad estimada con la misma

frecuencia con que se toman las acciones de control, es decir, cada TSAMPLE. Para lograr

esto, y mantener la precisión de estimación de velocidad que brinda una ventana de ancho

Tw, se elige un Tw múltiplo de TSAMPLE. Durante el peŕıodo de cálculo de velocidad, el

controlador realizará n = Tw/TSAMPLE interrupciones para tomar acciones de control. En

el algoritmo propuesto, en cada interrupción se almacena en un arreglo la cantidad de

pulsos registrados hasta el momento en que ocurre dicha interrupción. Transcurridas las

n interrupciones, en el último lugar del arreglo se tiene el número total de pulsos ocurri-

dos durante la ventana de tiempo Tw. Al comienzo del siguiente ciclo, cuando ocurre la
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primera interrupción, la distancia temporal entre la cantidad de pulsos registrados hasta

el momento y los pulsos registrados en el primer lugar del arreglo es Tw. Esto puede verse

en la Figura A-9, donde P [i] es el iésimo elemento del arreglo de pulsos. Utilizando la

Figura A-9: Ciclos de cálculo de velocidad a partir de los pulsos entregados por un encoder
utilizando los pulsos anteriores guardados en el arreglo P .

diferencia entre la cantidad de pulsos actuales p y la cantidad de pulsos guardada en P [1]

se calcula la velocidad actual. Luego, se guardan los p pulsos en el arreglo para poder

utilizarlos durante el tercer ciclo. En la segunda interrupción, se utiliza para calcular la

velocidad la diferencia entre los p pulsos ocurridos hasta ese momento y los guardados en

P [2]. Nuevamente, los p pulsos se guardan en el arreglo. El proceso se repite hasta com-

pletar el segundo ciclo. Lo que se logra de esta forma es una actualización de la velocidad

cada TSAMPLE pero con la precisión de una ventana de Tw. El proceso podŕıa repetirse

en los siguientes ciclos, pero de esta forma se requiere un arreglo de longitud infinita. En

la práctica se utiliza un arreglo de longitud n, y los valores de p actuales se sobreescriben

en este arreglo a medida que se calcula la velocidad actual. Sólo se comete error en el

primer ciclo, donde no hay valores de pulsos anteriores almacenados. El algoritmo lógico
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utilizado en la práctica se muestra a continuación,

ω̂r = 2π
p− P [i]

Twprev
,

P [i] = p,

i = i+ 1,

Si i = n entonces i = 0.

En la Figura A-8b se muestra la velocidad recuperada a partir de los pulsos utilizando

el algoritmo propuesto. Como se ve en esta figura, la velocidad se actualiza mucho más

rápido manteniendo la precisión del primer algoritmo.

A-2.2. Implementación en punto fijo

El DSP utilizado para la implementación de los controladores realiza sumas, restas y

productos con números de 16 bits. Su unidad aritmética y lógica (ALU) realiza el producto

de dos números de 16 bits y guarda el resultado en un registro de 32 bits, conocido como

acumulador. En esta subsección se mostrará como utilizar aritmética de punto fijo para

implementar los controladores.

Tanto los estimadores propuestos como los controladores PI pueden describirse a través

de funciones de transferencia. Estas funciones de transferencia pueden ser discretizadas

una vez definido el peŕıodo de muestreo TSAMPLE que utilizará el DSP para capturar las

señales de entrada y aplicar las acciones de control. Dada la discretización de una función

de transferencia (ver [56]),

y(z) =
anz

−n + an−1z
−(n−1) + ...+ a1z

−1 + a0

bmz−m + bm−1z−(m−1) + ...+ b1z−1 + b0
x(z), (A-24)

donde los ai, 0 ≤ i ≤ n son los coeficientes del numerador y los bj, 0 ≤ j ≤ m los del
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denominador, siempre es posible escribir la salida ”y” como una ecuación a diferencias,

y[k] =
1

b0
{anx[k − n] + an−1x[k − (n− 1)] + ...+ a0x[k]

− bny[k − n]− bn−1y[k − (n− 1)]− ...− b1y[k − 1]}. (A-25)

Esto quiere decir que para implementar los controladores sólo es necesario, en principio,

poder realizar sumas de productos. A continuación se verá cómo representar los coeficien-

tes, y las variables, en punto fijo.

Representación de un número en punto fijo

La representación decimal standard de un número de 16 bits signado utilizando com-

plemento a dos es

Nq0 = −b152
15 + b142

14 + ...+ b12 + b0, (A-26)

donde los bi, 0 ≤ i ≤ 15 son los bits del número digital y pueden valer 0 o 1. Este número

puede variar entre −32768 ≤ Nq0 ≤ 32767. La resolución, o cuantificación que tiene esta

representación es el número decimal más chico que puede ser representado. En este caso,

todos los bits en cero y b0 = 1 dan el número decimal 1. Esto quiere decir que números

decimales con coma no pueden ser representados de esta forma. Supóngase ahora que ante

el mismo número binario se divide la representación decimal standard por una potencia

arbitraria de 2, entonces

Nqn =
−b152

15 + b142
14 + ...+ b12 + b0
2n

, (A-27)

donde el sub́ındice qn indica que el número decimal en representación standard se divi-

de por 2n. Con esta representación, el número puede estar entre −32768/2n ≤ Nqn ≤

32767/2n, y la resolución será 1/2n. Por ejemplo, para n = 15, −1 ≤ Nq15 ≤ 32767/32768

con una resolución de 1/215. Como se ve, hay una relación de compromiso entre el módulo

máximo representable y la resolución de representación del número decimal. En la tabla
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Tabla A-4: Representación decimal de un número binario

Q Rango
q0 32767/−32768
q1 16833.5/−16384
q2 8191.75/−8192
q3 4095.875/−4096
q4 2047.93/−2048
q5 1023.96/−1024
q6 511.98/−512
q7 255.99/−256
q8 127.99/−128
q9 63.99/−64
q10 31.99/−32
q11 15.99/−16
q12 7.99/−8
q13 3.99/−4
q14 1.99/−2
q15 0.99/−1

A-4 se muestran los rangos de los números decimales que se pueden representar utilizando

distintos valores de n.

Como se mencionó en la subsección A-2.1 los controladores se programan en lenguaje

C. El compilador de lenguaje C a lenguaje de DSP convierte las variables de C de tipo

short int a números binarios que se guardan en los registros del DSP. Un short int es un

número binario de 16 bits escrito en representación standard como se muestra en (A-26),

es decir, un número entero entre 32767 y −32768. Entonces, dado un número decimal

Nreal que se desea cargar a un registro del DSP, el procedimiento para convertirlo a un

short int es el siguiente: Primero, utilizando la tabla A-4 se determina el qn de Nreal.

Luego, su representación en short int será

Ndigital = trunc(Nreal2
n), (A-28)

donde la función trunc() trunca el valor entre paréntesis al entero más cercano a cero.

Notese que en la representación se comete un error máximo de 1/2n, por lo que es con-

veniente elegir siempre el qn más grande que contenga a Nreal en su rango. Esto puede
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verse al recuperar el número real a partir del número digital. De (A-28),

N ′real =
Ndigital

2n
=

trunc(Nreal2
n)

2n
, (A-29)

luego el error máximo será

emax = max(Nreal −N ′real) =
max(Nreal2

n − trunc(Nreal2
n))

2n
=

1

2n
, (A-30)

A modo de ejemplo, si Nreal = 2,73568 entonces qn = q13 y su representación digital

(a los fines de la programación en C) será

Ndigital = trunc(2,73568 213) = 22410. (A-31)

Haciendo el camino inverso, de (A-29) el número decimal que se obtiene a partir de esta

representación digital es

N ′real =
Ndigital

213
=

22410

213
= 2,73559, (A-32)

cuyo error es

e = Nreal −N ′real = 2,73568− 2,73559 = 84,297 10−6 <
1

213
, (A-33)

Suma de números en distinto q

Sean los números digitales Adqn y Bdqm, donde la d del sub́ındice indica números

representados en short int, con n = m + i, con i entero mayor que cero. Si se desea

sumarlos, se deben expresar los dos en el mismo q. El q a utilizar será el menor de los dos,

ya que el rango es mayor a menor q. Con la definición dada se debe pasar Adqn a qm. De

(A-29),

A′r =
Adqn
2n

, (A-34)
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que pasado a qm aplicando (A-28) queda

Adqm = trunc(A′r2
m) = trunc(

Adqn
2n

2m)

= trunc(
Adqn
2m+i

2m) = trunc(
Adqn

2i
). (A-35)

Luego de obtener Adqm se realiza la suma. La aparición de una división en (A-35) que debe

ser realizada en tiempo real no presenta ningún inconveniente a la hora de implementarla

en DSP, ya que dividir por potencias de 2 equivale a realizar un desplazamiento a derecha

de los bits del dividendo. En este caso se desplazarán i bits a la derecha. Notese que la

reducción de q introduce un error adicional por la pérdida de resolución que implica.

Es importante chequear que el resultado de la suma esté en 16 bits, ya que esta

operación puede dar overflow, por ejemplo, si se suman dos números mayores que 16384.

Si esto sucede basta con dividir el resultado de la suma por 2, reduciendo el q del resultado

en 1, pues como máximo la suma de dos números de 16 bits ocupa 17 bits.

A modo de ejemplo, sea Adq12 = 12853 y Bdq8 = 22451. Sus valores en decimal serán

A′real = Adq12/2
12 = 3,1379 y B′real = Bdq8/2

8 = 87,699. Su suma es A′real+B
′
real = 90,8371.

Entonces, de (A-35)

Adq8 = trunc(
12853

24
) = 803, (A-36)

luego

Cdq8 = Adq8 +Bdq8 = 23254, (A-37)

que representa el número real C ′real = 23254/28 = 90,8359. Se puede apreciar en este

ejemplo que el error introducido por la pérdida de resolución se manifiesta en el tercer

decimal.
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Multiplicación de dos números de distinto q

Sean los números digitales Adqn y Bdqm con n 6= m. Se desea multiplicarlos y que el

resultado del producto sea un número de 16 bits. Como

|A′r| = |Adqn
2n
| ≤ 215

2n
,

|B′r| = |Bdqm

2m
| ≤ 215

2m
,

entonces,

|A′rB′r| ≤
215+15

2n+m
=

215

2n+m−15
. (A-38)

Esto indica que para que el producto quede en 16 bits, la representación digital de C ′r =

A′rB
′
r deberá estar en q(n+m− 15). Luego, de (A-28)

Cdq(n+m−15) = trunc(A′rB
′
r2
n+m−15) = trunc(

AdqnBdqm

2n+m
2n+m−15)

= trunc(
AdqnBdqm

215
). (A-39)

Al implementar el producto en el DSP, el resultado del mismo se guarda en un registro de

32 bits, el acumulador. La ecuación (A-39) indica que para obtener dicho resultado en 16

bits, se debe realizar un desplazamiento de 15 bits hacia la derecha al registro acumulador.

Luego, el resultado en 16 bits estará dado por los 16 bits menos significativos de dicho

registro. En la Figura A-10 se muestra un diagrama en bloques que representa el producto

en punto fijo.

A modo de ejemplo, sea Adq4 = 2154 y Bdq9 = 12547. Entonces,

A′rB
′
r = (2154/24)(12547/29) = 3299,101.

Siguiendo el procedimiento para el producto digital se tiene que,

Cdq(−2) = trunc(
2154 12547

215
) = 824. (A-40)
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Luego C ′r = 824/2−2 = 3299,101.

Figura A-10: Producto en punto fijo.

A-3. Compensación de las cáıdas de tensión del in-

versor real

Debido a los tiempos muertos, las cáıdas de tensión colector-emisor de los IGBTs y

a las cáıdas en los diodos, la tensión que aplica el inversor al motor no es exactamente

la tensión de referencia. Cuando el motor trabaja en la zona de bajas velocidades, esta

diferencia se hace notable. Esto se debe a que el ciclo de trabajo es pequeño, lo que acentúa

el error introducido por los tiempos muertos, y las cáıdas de tensión en los componentes

son comparables a las tensiones que se desea generar. Para mejorar el comportamiento

del inversor en este rango de velocidades, es necesario modelar estas cáıdas de tensión

del inversor real y compensarlas sumándolas a la tensión de referencia. Para el modelado

se supondrá que siempre hay corriente circulando en algún sentido y que este no cambia

durante el peŕıodo de conmutación. Esta es una aproximación válida, ya que el motor es

básicamente una inductancia y en un peŕıodo de conmutación tendrá suficiente enerǵıa
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como para mantener una corriente circulando. Se supondrá que los diodos tienen una

cáıda de tensión infinita cuando se los polariza en inversa, y una cáıda constante cuando

se los polariza en directa. Además, se supondrá también que la tensión colector emisor de

los IGBTs es constante. Las transiciones de estado de los componentes se considerarán

instantáneas.

Figura A-11: a) Pierna del inversor. b) Efecto de los tiempos muertos y de las cáıdas en
los diodos y colector-emisor.

En la Figura A-11b se muestra el efecto de los tiempos muertos y las cáıdas de tensión

en los diodos y colector-emisor en la tensión de salida ante una referencia dada. En

la misma Tp es el peŕıodo de conmutación de los IGBTs y Tdt representa los tiempos

muertos. Cuando la corriente es positiva, los tiempos muertos disminuyen el valor medio
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de la tensión de salida. Cuando es negativa, lo incrementan. De la figura, cuando I > 0,

Vo =
Ton − Tdt

Tp
(Vdc − Vce)−

Tp − Ton + Tdt
Tp

Vd,

=
Ton − Tdt

Tp
(Vdc − Vce + Vd)− Vd. (A-41)

Cuando I < 0,

Vo =
Ton + Tdt

Tp
(Vdc + Vd) +

Tp − Ton + Tdt
Tp

Vce,

=
Ton + Tdt

Tp
(Vdc − Vce + Vd) + Vce. (A-42)

Combinando (A-41) y (A-42) se obtiene

Vo =
Ton
Tp

(Vdc − Vce + Vd)−
[
Tdt
Tp

(Vdc − Vce + Vd) +
Vce + Vd

2

]
sign(I) +

Vce − Vd
2

. (A-43)

A-3.1. Compensación

Debido a las cáıdas de tensión del inversor real, para lograr que este copie una tensión

de referencia vref se le debe aplicar una compensación. Se llamará v′ref a la tensión de

referencia compensada. Al aplicar v′ref al inversor real, sus salidas serán iguales a las que

se obtienen de un inversor ideal ante una referencia vref . En un peŕıodo Tp, el tiempo de

encendido Ton se calculará en base a la tensión de referencia a través de la relación

v′ref =
Ton
Tp

Vdc. (A-44)

De (A-43) y (A-44) la tensión de salida se relaciona con la de referencia de la siguiente

manera,

Vo =
v′ref
Vdc

(Vdc − Vce + Vd)−
[
Tdt
Tp

(Vdc − Vce + Vd) +
Vce + Vd

2

]
sign(I) +

Vce − Vd
2

. (A-45)
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Como se desea que la salida siga la tensión de referencia vref , entonces

vref = Vo, (A-46)

luego, de (A-45) y (A-46), la tensión compensada deberá ser

v′ref = κ1vref + κ2, (A-47)

donde,

κ1 =
Vdc

Vdc − Vce + Vd

κ2 =
Vdc

Vdc − Vce + Vd

{[
Tdt
Tp

(Vdc − Vce + Vd) +
Vce + Vd

2

]
sign(I)− Vce − Vd

2

}
.

Los valores de tensiones Vd, Vce y el valor de Tdt utilizados para las simulaciones y los

resultados experimentales se encuentran en el apéndice, en la sección A-5.2.

A-4. Ensayo del MI

A continuación se presentan los resultados de los ensayos realizados al motor utilizado

para obtener los resultados experimentales. En la tabla A-5 se muestran los datos de

chapa del motor utilizado.

A-4.1. Ensayo de CC para medir Rs

Utilizando un tester se midió la resistencia entre dos bobinados estatóricos,

2R25o

s = 19,6 Ω,

R25o

s = 9,8 Ω. (A-48)
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Tabla A-5: Datos de chapa del motor.

0,75 kW 1430 rpm 50 Hz cosφ 0,75 220 V rms 2.2 A rms np = 2

Tabla A-6: Ensayo de vaćıo.

Vfase (V rms) Ifase (A rms) P (W)
220 1.52 70

209.7 1.41 63
199.3 1.28 57
186.6 1.17 51
168.5 1.02 43
138.3 0.81 31
104.4 0.61 20
77.7 0.47 13
43.1 0.29 6.3

Utilizando el coeficiente de resistividad del cobre se obtiene la resistencia estatórica a

temperatura de operación normal (75 Co),

R75o

s = R25o

s [1 + 0,00382
Ω

Co (75 Co − 25 Co)] = 11,6718 Ω. (A-49)

A-4.2. Ensayo de vaćıo

En la tabla A-6 se muestran los datos capturados en la prueba de vaćıo. De (2.80),

Leq = Lls +M =

√
(220 V)2 − (1,52 A 11,6718 Ω)2

2π 1,52 A 50 rad
seg

= 459,211 mHy. (A-50)
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Tabla A-7: Ensayo de rotor trabado.

Vfase (V rms) Ifase (A rms) P (W)
46.53 2.3 89
45.33 2.21 83.4

Tabla A-8: Parámetros

Rs Rr Lls = Llr M
11.6718 5.404 18.0856 m 441.1253 m

A-4.3. Ensayo de rotor trabado

En la tabla A-7 se muestran los datos capturados en la prueba de rotor trabado. De

(2.82)

Rr =
45,33 W

(2,21 A)2
− 11,6718 Ω = 5,404 Ω, (A-51)

de (2.83),

Lls = Llr =
45,33 V

4π 50 rad
seg

2,21 A
sen(acos(

83,4 W

45,33 V 2,21 A
)) = 18,0856 mHy, (A-52)

y de (2.84),

M = 459,211 mHy− 18,0856 mHy = 441,1253 mHy. (A-53)

Los parámetros obtenidos se resumen en la tabla A-8.

A-5. Hardware utilizado

En esta sección se describe el hardware utilizado para obtener los resultados experi-

mentales.

A-5.1. DSP

Los controladores fueron implementados en el DSP TMS320F240 de Texas Instru-

ments. Debido a la complejidad de los mismos y a los retardos de captura de los converso-
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res A/D (6 µseg) se trabajó con una frecuencia de muestreo de 2500 Hz y una frecuencia de

conmutación de 1/Tp = 10 kHz. Se utilizó un encoder HEDS-5640 de Agilent Technologies

para capturar la velocidad. Todos los controladores fueron implementados a esta frecuen-

cia de muestreo. Las variables de interés fueron capturadas utilizando un osciloscopio y

los conversores D/A del DSP.

A-5.2. Banco de pruebas

Figura A-12: Descripción en bloques del hardware utilizado.

Para realizar los ensayos se utilizó un banco de pruebas desarrollado como proyecto

de grado por alumnos de la Universidad Nacional del Sur. Es un banco multipropósito

constituido por módulos interconectables. Los módulos utilizados y su conexión se mues-

tran en la Figura A-12. Los bloques que se encuentran dentro del rectángulo punteado

representan módulos del banco de pruebas, los demás son dispositivos externos al mismo.

Como se ve en este diagrama, el banco no dispone del hardware necesario para controlar

144



un motor adicional. Por este motivo no se pudieron aplicar torques de carga al motor

utilizado en los ensayos. Los IGBTs del inversor tienen una tensión de aislación de 600 V.

Alimentando el rectificador trifásico con tensión trifásica de 220 Vpor fase, la tensión del

bus de continua llega a 538 V. Trabajando a esta tensión, los picos de tensión produci-

dos por las inductancias del motor durante la conmutación de los IGBTs pueden superar

los 600 V y destruirlos. Por este motivo se optó por utilizar una tensión de bus menor.

En lugar de alimentar el rectificador con tensión monofásica, se utilizó un transformador

trifásico de 220 V/110 V para reducir la tensión de la red. Esta tensión trifásica, rectifica-

da, da un nivel de tensión en el bus de continua ligeramente menor que el que se logra con

una tensión de 220 Vmonofásica, pero el ripple de la misma es mucho menor. Con esta

configuración la tensión del bus es de
√

3
√

2110 V ' 270 V. Utilizando (A-2) se encuentra

que la amplitud máxima que puede tener una tensión sinusoidal generada por el inversor

es

vfSVM =
270 V√

3
= 155,88 V. (A-54)

Esto quiere decir que en un esquema de control V/f = cte, de (3.6) la máxima frecuencia

eléctrica que se puede aplicar al motor manteniendo dicha relación será

Vnominal
ωnominal

=
311 V

2π50 rad
seg

⇒ 155,88 V

ωmax
=

311 V

2π50 rad
seg

,

ωmax = 155,88 V
2π50 rad

seg

311 V
= 2π25,06

rad

seg
. (A-55)

Como la máquina utilizada tiene np = 2 pares de polos, para este caso su velocidad

angular mecánica será aproximadamente (A-55) dividida por np, es decir, 2π12,53 Hz.

Por este motivo, todos los ensayos se realizaron hasta una velocidad mecánica de 10 Hz,

de manera de poder controlar el motor sin llegar a saturar los actuadores. En la Figura A-

13 se muestran algunas fotos del banco de pruebas y del motor utilizado para los ensayos.
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Figura A-13: Fotos del banco de pruebas y motor.

Datos del banco

Para la compensación de las cáıdas de tensión del inversor real, se utilizaron los si-

guientes valores de tensiones y tiempos muertos:

Vd = 1,5 V,

Vce = 4 V,

Tdt = 1 µseg.

146



Referencias Bibliográficas
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