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Resumen

Se presenta en esta tesis la estructura de aproximacion LNet, la cual esta com-
puesta por un conjunto de sistemas discretos de Laguerre relacionados de forma
no lineal mediante un Perceptron de una capa oculta. Esta estructura es ca-
paz de aproximar a sistemas susceptibles de ser caracterizados como no lineales
discretos, causales, invariantes en el tiempo y que posean un cierto tipo de
continuidad denominada memoria evanescente. Dicha forma de continuidad
fundamenta la utilizacion de los denominados coe..cientes de Lipschitz para la
evaluacion del numero de sistemas de Laguerre. La cantidad de neuronas de la
capa oculta se estima mediante una técnica de poda basada en la descomposi-
cion en valores singulares de una cierta transformacion de los datos. El conjunto
de la metodologia de identi..cacion desarrollada se ilustra a través de diversos
ejemplos en los cuales se comparan los resultados de aproximacion obtenidos con
los de otros modelos. El primero de dichos ejemplos lo constituye un sistema no
lineal discreto, al cual prosigue uno de cancelacion de eco no lineal en una linea
telefénica. Como ultimo ejemplo se considera la aplicacion de la metodologia
propuesta en el modelado de una columna de destilacién binaria de alcoholes y
su control mediante una estrategia de control predictivo. Culmina la tesis con
una discusion de las futuras tendencias en el tema.



Abstract

This thesis introduces the LNet approximation structure, which is synthesized
with a set of linear discrete Laguerre systems nonlinearly related by a single
hidden layer Perceptron. This structure is able to approximate systems sus-
ceptible of been characterized as nonlinear, discrete, time invariant and with a
certain kind of continuity called fading memory. This kind of continuity pro-
vides the basis for using the so called Lipschitz coe€cients for the number of
Laguerre’ systems evaluation. The hidden layer neuron quantity is estimated
by a pruning technique based in the singular value descomposition of a certain
data transformation. The whole identi..cation methodology is illustrated by ex-
amples in which the approximation results are compared with similar results of
other models. The former of those examples is a nonlinear discrete system ap-
proximation followed by another one of nonlinear echo cancelling in a telephone
line. As the last example, the proposed methodology is applied into modeling
an alcohol binary distillation column and in its control by mean of a predictive
control strategy. The thesis ends with a discussion of the future tendencies in
this line of work.



Notaciones Generales.

A continuacion estableceremos las notaciones
generales. Una variable u representard a
una secuencia o a un valor escalar de acuerdo
al contexto. En el caso de una secuencia, su
valor en un tiempo dado k se notara como
uw(k). Los vectores se notardn en negrita
minGscula x y las matrices en negrita mays-
cula A. Para las funciones se utilizaran minus-
culas italicas f si son escalares y minuscu-
las negritas f si son vectoriales. Para fun-
cionales F'y operadores N mayusculas itali-
cas. Los espacios funcionales se notaran, por
ejemplo, como C (U).

Varios

X (k) : estados discretos del sistema en el

instante de tiempo k.

valor de la entrada en el instante de
tiempo k.

valor de la salida en el instante de
tiempo k.

: secuencia de entrada.

u (k) :

y (k) :

: secuencia de salida.
: funcién de transiciéon de estados.

i B I S~

: aproximacion de la funcién f de transi-
cién de estados.

h: funcion de salida.

& : aproximacion de la funcion h de salida.

z : variable compleja de la transformada Z.
A, B, c: descripcion del sistema lineal SISO.

Z : matriz de datos filtrados por los sistemas
de Laguerre.

X, : matriz Z propagada a través de la capa

oculta.

U,, %0, Vo : X, = UT.%,-Vy, descomposi-
cion en valores singulares de la matriz
Xo-

Cmomy--mp -

salida de un neurona antes de la no line-
alidad ¢.

S

Q

: salida de un neurona después de la no
linealidad ¢.

: no linealidad de la neurona.
: no linealidad de la capa.
: transformacion afin de la neurona.

Q L & &

: transformacion afin de la capa.
: funcion continua.

| R
Qigly---1m - COEficientes de la serie de Volterra.

I, (t) : sistemas continuos de Laguerre de or-
den p.

Q

nucleos de la serie de Volterra.

coeficientes de la serie de Wiener.

I (k) : sistemas discretos de Laguerre de or-
den n.

Phmy (+) : polinomios de Hermite.

vy (t) : variable auxiliar que representa la
convolucion de la sefial de entrada u (t)
con el sistema de Laguerre [, (t).

A : coeficientes de Lipschitz.

G; () : funcion transferencia matricial.

B, : bola de radio r.

T'p, : conjunto de funciones continuas en B,

con extension de gradiente finito.
Constantes.

numero de capas ocultas de un Percep-
tron.

nc:

no;: nUmero de neuronas de la capa oculta
i-ésima.
ImClongitud de memoria.

m : numero de polinomios de Laguerre en
la estructura LNet.

n, : Namero de términos de la entrada u
utilizados en una ecuacion recursiva.

ny: NUmero de términos de la salida y uti-
lizados en una ecuacion recursiva.

nz : nimero de sistemas de Laguerre en la
expansion de un sistema lineal.

np : numero de pares de datos entrada-salida
[u (k) ,y (k)] disponibles.

cx : cota en los coeficientes de Lipschitz.

kiip : constante de Lipschitz.

T : rango de la matriz X,

r : longitud de memoria de la respuesta im-
pulsiva hep; (k) -

Respuestas Impulsivas y Regreso-
res

hlin (k) : respuesta impulsiva del sistema li-
neal.
hge; (k) : respuesta impulsiva del modelo gen-

eral de bloques en cascadas para la
seccion i-ésima.

hepi (k) = respuesta impulsiva de modelo de
cascadas en paralelo para la seccion
i-ésima.

ur, (k) : es el vector de los sistemas de La-
guerre.

Un. (k) : vector regresor de entradas del sis-
tema hasta el orden k — nu.

Yny (k) : vector regresor de salidas del sis-
tema hasta el orden k£ — ny.

9., (k) : vector regresor de salidas del mod-
elo hasta el orden k& — ny.



Operadores y Funcionales.

P [u] (k) : operador de truncamiento aplicado
a la entrada u en el tiempo k.

q ' [-] : operador retardo de unitario.

q" [-] : operador retardo de = muestras.

R'™ [.] : operador linea de retardo de orden
Im.

N; [-] - operador transformacion de una capa.

L; [u] (k) : i-ésimo operador de Laguerre apli-
cado a la entrada u para el tiempo k.

G, [u] : Funcional asociada al i-ésimo op-
erador de Laguerre aplicada a la en-
trada u.

N [u] (k) : operador no lineal discreto apli-
cado a u en el tiempo k.

F[u] : funcional asociada al operador causal
e invariante al desplazamiento N apli-
cada a la entrada u.

Espacios.

R™ : espacio Euclideo de dimension n.
Z : espacio de los nimeros enteros.

[° . espacio de las secuencias acotadas, pro-
visto de la norma del supremo.

C (U) : espacio de funciones continuasnhuas
en el compacto U.

P (U) : espacio de expandido por polinomios
en el compacto U.

N (U) : espacio expandido por perceptrones
de una capa oculta en el compacto U.
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Capitulo 1
Introduccion.

Este capitulo presenta la problematica general de obtencién de modelos a través
de un proceso de identificaciéon mediante datos de entrada-salida. En primer lugar se ex-
ponen consideraciones generales que explicitan que se entiende por sistema, entradas,
salidas, modelos, etc., continuando con una clasificacién posible de tipos de modelos. Se
prosigue mostrando que el identificar las representaciones internas de modelos lineales
genera modelos de memoria infinita, mientras que la identificacién de su representacion
externa produce modelos de memoria finita. Estos conceptos se extienden a sistemas no
lineales con memoria evanescente. Para los sistemas susceptibles de ser caracterizados
como no lineales, con memoria evanescente, e invariantes al desplazamiento se muestra la
conveniencia de identificar a su representacion externa mediante la estructura de aproxi-
macion LNet propuesta. La estructura LNet es capaz de aproximar arbitrariamente bien
en forma uniforme a dichos sistemas mediante una combinacién no lineal de sistemas de
Laguerre efectuada mediante un Perceptrén de una capa oculta. Concluye el capitulo

con un comentario general sobre el desarrollo de los restantes capitulos de la tesis.

1.1 Sistemas y Modelos.

En términos generales un sistema es un objeto (o colecciéon de objetos) so-
bre el cual interactuan diversas clases de variables y del cual se desea estudiar algu-
nas propiedades. Seran denominadas salidas a las seniales observables producidas por
el sistema que son de interés; mientras que las variables que pueden ser manipuladas

para afectar al sistema se denominaran entradas. Un modelo es una herramienta con
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la cual se estudian y/o explican determinadas propiedades del sistema sin tener que
realizar una experimentacién sobre el mismo. El proceso de experimentacion, es el pro-
cedimiento mediante el cual se ponen de manifiesto las relaciones causa-efecto del sistema.
El conocimiento obtenido a través de la experimentacion se utiliza luego para postular
las hipétesis que pasaran a formar parte de los modelos. En general el grado de exac-
titud del modelo depende de su utilizacion futura. Sin embargo, ningiin modelo es lo
suficientemente exacto y/o general como para describir todos los aspectos del compor-
tamiento del sistema bajo estudio. Cabe destacar que un modelo, una ley, una teoria
o un paradigma pueden explicar parcialmente un fenémeno, y que tienen validez hasta
que surge otro (modelo, ley, teoria o paradigma) que lo supera. Si bien es improbable
que un modelo reproduzca en forma exacta el comportamiento de un sistema, lo que si
es dado esperar es que pueda reproducir aceptablemente determinados comportamientos
bajo ciertas condiciones. Y que ademas sea capaz de reproducir con resultados compa-
rables lo experimentado en condiciones andlogas. Esto habla de la reproductibilidad de
la experimentacién, paso fundamental de cualquier teoria cientifica. De esta forma cada
modelo elegido es valido para las condiciones en que se realizo la experimentacion, las
cuales constituyen su dominio de aplicacion o validez. La validacién del modelo, ley,
teoria o paradigma, usualmente se obtiene por contrastaciéon con la realidad.

En general la ciencia trata de inferir modelos de las observaciones y estudiar
sus propiedades. Dichos modelos pueden ser de un caracter mas o menos formal ya
sean hipdtesis, leyes de la naturaleza, paradigmas, etc. Sin embargo, todos comparten
la caracteristica de que intentan asociar lo observado con un patrén que lo explique.
Dependiendo de las cualidades del sistema estudiado, de las necesidades de precision
y de las herramientas de modelacién utilizadas, los modelos adoptaran caracteristicas,

muchas de las cuales son dicotémicas, de la siguiente clasificacion de modelos.

1.2 Taxonomia de Modelos.

El valor de esta clasificacion es orientativo y no pretende ser conclusiva dado que
existen una gran diversidad de sistemas (cadticos, etc.) que o bien no pueden encuadrarse
de acuerdo a ella o pueden ser clasificados de acuerdo a otros criterios.

Lineal /no-lineal.

Modelo lineal: expresa relaciones lineales entre sus variables. Es valido el principio de

LNet: una Estructura de Aproximacion para Sistemas No Lineales Discretos.
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superposicién de efectos. Ej. dy (t) /dt = ay (t) + bu (t)

Modelo no-lineal: expresa relaciones no lineales entre sus variables, no siendo valido el
principio de superposicién de efectos. Ej. dy (t) /dt = a/y () + bu (t)

Parametros Concentrados/Pardmetros Distribuidos:

Modelo de parametros concentrados: el sistema es descripto por un conjunto de ecua-
ciones diferenciales a derivadas totales. Los parametros de estas ecuaciones se expresan

mediante un conjunto finito (concentrado) de valores. Ej. dy/dt = ay (t) + bu ()

Modelo de parametros distribuidos: el sistema es descripto por un conjunto de ecua-
ciones diferenciales a derivadas parciales. Los parametros de estas ecuaciones se expresan
mediante un conjunto infinito (distribuido) de valores, como distribuciones, perfiles de
concentracién, dilucién ete. Ej. « (t) 0%y (t,x) /dx* = Oy (t, ) /Ot
Deterministico/Estocastico.

Modelo deterministico: el sistema es descripto por un conjunto de ecuaciones en las
cuales los eventos que ocurren pueden ser caracterizados en forma individual. Ej. Ley
termodinamica de los gases ideales.

Modelo Estocastico: el sistema es descripto por un conjunto de ecuaciones en las cuales
las variables solo pueden ser caracterizadas por sus caracteristicas estadisticas, como ser
distribucién de probabilidad, esperanza, varianzas etc. Ej. movimiento Browniano en un

gas.

Tiempo Continuo/Discreto.

Modelo de tiempo continuo: describen sistemas donde las variables dependen conti-
nuamente del tiempo. Estan descriptos por conjuntos de ecuaciones diferenciales. Ej.
dy (t) /dt = ay (t) +bu(t), t € [0,00)

Modelo de tiempo discreto: las variables de estos modelos solo estan definidas para ins-
tantes de tiempo discretos. Estos modelos estan descriptos por ecuaciones a diferencias.
Ej. y(k+1)=ay(k)+bu(k), k€]0,1,2,3,...,00)

Invariantes/Variantes en el Tiempo.

Modelo invariante en el tiempo: describen sistemas donde las relacién de las variables
con los parametros es constante. En consecuencia para estos modelos la respuesta a una
cierta entrada no depende en absoluto del tiempo en que ésta se aplica. Ej. dy (t) /dt =
ay (t) + bu (1)

Modelo variante en el tiempo: describen sistemas donde las relacién de las variables con

LNet: una Estructura de Aproximacion para Sistemas No Lineales Discretos.
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los pardmetros depende del tiempo. Ej. dy (t) /dt = a (t)y (t) +bu(t), a(t) = agsin (5t)
Externos/Internos.
Modelo externo o entrada-salida: describen al sistema estableciendo una relacién directa
entre las entradas y las salidas del mismo, sin considerar ninguna otra relaciéon. Ej. la
respuesta impulsiva en un sistema lineal.
Modelo interno o entrada-estados-salida: describen al sistema estableciendo las relaciones
entre las variables de entrada y las internas o estados, y entre estos estados y las salidas.
De esta forma describen tanto el comportamiento externo como el interno del sistema.
La descripcién del sistema en variables de estado es la tipica caracterizacién de esta clase.
Causales.
Modelo causal: se denomina asi a los modelos que responden a una relacién de causa-
efecto. En otras palabras, las salidas de ese modelo dependen solamente de la evolucién
previa del modelo y no de eventos futuros.

Una vez definido que tipo de modelo se requiere para la aplicacion particular,
existen basicamente dos caminos muy diferentes de obtenerlos: la modelacién tedrica y

la identificacion de sistemas.

1.2.1 Modelado Riguroso o Identificacion?

En general un sistema esta constituido por elementos, cada uno de los cuales
involucra una transformacién y/o un transporte de masa, energia y/o informacién. Un
modelo matematico refleja una parte de estos procesos, solo cuando han sido abstraidas
del sistema las propiedades de interés. El modelado tedrico riguroso provee de técnicas
para el planteo de ecuaciones que expresan el comportamiento dinamico del sistema a
partir de las leyes fisicas y fenomenolégicas de sus componentes. En el caso de aplicaciones
ingenieriles las leyes mas utilizadas, por citar algunas, son: balances de masa y energia,
leyes de Newton, ley de friccion de Coulomb, ley de los fluidos ideales de Bernoulli,
etc. Estas leyes modelan el comportamiento de determinadas subpartes constitutivas
del sistema en estudio, las cuales combinadas forman al modelo total, procediendo de lo
particular a lo general. Como vimos anteriormente, un modelo matematico puede ser una
simple ecuacion diferencial lineal con parametros concentrados. O podria ser un complejo
sistema de ecuaciones diferenciales no lineales en derivadas parciales, con parametros

dependiendo en forma temporal y espacial. Esta complejidad impone a menudo varios
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obstaculos para obtener los modelos procediendo de la manera anterior:

e Las suposiciones para obtener al modelo pueden ser muy restrictivas o poco realis-

tas, de forma tal que resulta imposible captar lo esencial del sistema.

e Algunos parametros suelen ser muy dificiles de medir o peor aun completamente

desconocidos.

e Modelos muy complejos obligan a resolver un gran conjunto de ecuaciones diferen-
ciales, que usualmente constituyen el cuello de botella en el momento de la inte-

gracion.

El otro camino para obtener un modelo matemético de un sistema dinamico,
consiste en construirlo directamente a partir de los datos obtenidos mediante un proceso
de experimentacién. El proceso de generar un modelo de los datos obtenidos del sistema se
denomina identificacion. Las caracteristicas de los modelos obtenidos mediante técnicas
de identificacién varian de acuerdo al tipo de enfoque utilizado, siendo 1til esclarecer
algunos conceptos. Estos seran ejemplificados para el caso lineal, haciendo luego las

respectivas extensiones para el caso no lineal.

1.3 Aproximacion de Sistemas Lineales.

Sea un sistema que admite ser modelado como lineal discreto e invariante en el
tiempo, con una entrada escalar u y una salida escalar y que en el instante de tiempo
discreto k toman los valores u (k) e y (k) respectivamente como el de la Figura 1.1. Y

sea una descripcion en variables de estado:

x(k+1)= Ax(k)+bu(k)

: 1.1
y(k) = cx(k) .

donde k € (—o0,...,—1,0,1,...,00), x (k) = [z1(k),z2(k), -, 2, (k)], representa a
los n estados, xg estado inicial, con A, b, y ¢ de dimensiones (n x n),(n x 1),y (1 X n)
respectivamente. Por claridad en la exposicion se tratara con un sistema de una entrada y
una salida. Con las debidas consideraciones, resultados andlogos pueden ser generalizados

a sistemas con multiples entradas y multiples salida.
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uk) —— N1 y(®)

Figura 1.1: Representacion Esquematica del Sistema.

Una caracterizacion alternativa de 1.1 se obtiene mediante la respuesta impul-

siva hlin (k) (o funcién de peso):
y (k) =>_ hlin(r) u(k — 7). (1.2)

Conocer {hlin (7)}>2, v u(l) para todo | < k permite conocer la salida y (I),! < k para
cualquier entrada. Consecuentemente la respuesta impulsiva provee una caracterizacion
completa del sistema. Dado que esta respuesta impulsiva es infinita, es util considerar
formas mas compactas como las recursivas que eviten tener que utilizar los infinitos

términos de hlin (k). Consiguientemente la ecuacion 1.2 puede ser expresada como
ny nu
y(k) =) ay (k—i)+ ) bu(k—j), (13)
i=1 =0

donde los pardmetros a; y b; tienen érdenes n, y n, respectivamente, n, > n,. Mediante
la utilizacién de la transformada Z en la expresion 1.3 se obtiene la siguiente funciéon

racional:
- b[) + b12*1 + ...+ bnuZ*”U
S l4az  4az 2.+ Ay 2™

y (2) u(z), (1.4)

donde y (z) = Zy(k)],u(z) = Z[u(k)]. Este cociente de polinomios es un operador
lineal en la variables compleja z que relaciona a la transformada de la entrada con la
transformada de la salida. Se denominan ceros a los ceros del polinomio numerador de
1.4 y polos a los ceros del polinomio denominador de 1.4 en la forma usual. Si suponemos
coprimos! a los polinomios numerador y denominador de la ecuacién 1.4 se obtiene la
siguiente relacion:

x(k+1)= Ax(k)+bu(k) | (1.5)

y(k) = cx(k)

1coprimos: son polinomios coprimos aquellos que no contienen factores en comun.
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donde x (k) = [z1(k),z2(k), -, 2y, (k)], k € (—00,...,—1,0,1,...,00) representa a
los n, estados; donde A :(n, xn,),b : (n,x1),y ¢ : (1xmn,). Los valores de las

matrices correspondientes son:

[ —aq —Qa9 - _a’nyfl —any | [ ]. ]
1 o - 0 0 0
A=| 0 1 - 0 0 |.,b=1|0
0 0 1 0 0

c= [O(lx(nyfnu))’ bl: b2a R bnu}

donde 0*(my=mu)) es un vector fila de ceros de longitud (n, — n,) .

Han sido presentadas cuatro diferentes caracterizaciones posibles para un mo-
delo lineal discreto e invariante al desplazamiento. Por un lado se encuentra la repre-
sentaciéon mediante una suma convolucién de infinitos términos 1.2 que no exige ningtn
conocimiento previo, constituyendo una caracterizacion externa del sistema. Por otro,
estdn las caracterizaciones en ecuaciones recursivas 1.3, las descripciones mediante un
operador lineal en la variable compleja z 1.4 y las descripciones en variables de estado
1.5. Para estas descripciones se necesita cierto conocimiento interno del sistema, el cual
se manifiesta en el orden de las recursiones, el nimero de polos y ceros y/o el orden del
sistema en variables de estado. Conocida la equivalencia entre las representaciones 1.3,
1.4 y 1.5 clasificaremos a estas representaciones del sistema lineal como internas. Cada
modelo al ser identificado, dependerd del tipo de descripcién y de las cualidades de los al-
goritmos de identificacion. En este sentido diremos un modelo tiene memoria finita si su
salida actual y (k) depende de un conjunto finito de valores; contrariamente diremos que
tiene memoria infinita. A continuacién se mostrara que al aproximar la representacion
interna de un sistema lineal se obtiene un modelo de memoria infinita, mientras que al

aproximar la representacion externa se obtiene un modelo de memoria finita.

1.3.1 Representacion Interna de Sistemas Lineales.

A continuacién veremos que el aproximar al sistema descripto por una ecuacién

recursiva como 1.3 conduce a un modelo IIR (Infinite Impulse Response, Figuras 1.2a y
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1.2b). La familia de modelos denominados ARMAX, AR, ARAMAX etc. como pueden
ser encontrados en la bibliografia [39, Ljung| deriva de este tipo de aproximaciones.

Definiremos dos operadores de suma utilidad en los futuros desarrollos: ¢” [-] es el ope-

u (k) u (k)
u (k —nu) ﬁ) u (k — nu) @ u (k) ﬂi)
yk—ny) | Tk —n
. ik —ny) — u(k — nu)
yk—1) ) Tk—1) )
(a) (b) (c)
Figura 1.2: Diferentes Tipos de Modelos.
rador retardo de 7 muestras definido por
Tlul (k)= u(k+T1
7 ) ()= (i +7) o
q " [u] (k)= u(k—7)
y R'™[] es el operador linea de retardo de érden Im definido por
R™ ] (k) = [u(k),u(k—1),...,u(k—Im+1)]". (1.7)

Se notard q"u (k) y R"™u (k) en lugar de q7 [u] (k) y R"™ [u] (k) respectivamente, siempre
que sea claro y distinguible en el contexto. El operador retardo unitario serda notado

como ¢~ !. En base a estos operadores definiremos a los vectores regresores de entrada
W (K) = R™ [u] (k) = [u (k) , ..., u (k — nu)]" (1.8)
y de salida,
Yay (k) = B [y] (k) = [y (k = 1), ..y (k —my)]" (1.9)
lo que permite expresar a la ecuaciéon 1.3 en una forma m&s compacta

y (k) =Ty, (k) + b, (k) (1.10)

con los vectores de pardmetros a = [al, el any}T y b = [by,... ,bnu]T.

Idealmente seria deseable generar el valor estimado y (k) de y (k) como en el

esquema de la Figural.2b:

7 (k) =b 3, (k) +aTuy, (k)
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utilizando el vector de regresores de la salida del modelo

Yoy (k) = |G (k—1),..,5 (k —ny)" |, (1.11)

con a, b los valores estimados de & y b respectivamente. Para ajustar los pardmetros
del modelo se procede como es usual minimizando alguna funcién de costo del error e =
y (k)—y (k). En el esquema de la Figura 1.2b se utilizan las salidas y,, (k) para generar al
préoxima valor y (k) . Procediendo de esta forma, se introduce una realimentacién dado que
el modelo es ajustado en base a u,,, (k) € ¥, (k) para estimar y (k). Desafortunadamente
la resolucién del problema de estimacion planteado en esta forma es altamente no lineal
y con graves problemas de estabilidad [68].

Una posible solucién consiste en utilizar la estructura de la Figura 1.2a, lo que
equivale a linearizar el problema de estimacién de parametros mediante la utilizacion de
las salidas reales [y (kK —1),...,y (k — ny)]:

e(k) = y(k)—y(k)
= y(k) = b7y (k) —aTun, (k) . (1.12)
= (5-D) yu 0+ @D u)

Como resultado el problema de estimacién puede ser resuelto utilizando minimos cuadra-
dos en una forma simple. Tanto los modelos de las Figura 1.2 a y b utilizan valores
retrasados de las salidas (y,, (k) 0 ¥ny (k) respectivamente). Lo cual genera una depen-
dencia continua del valor y (k) de la salida con el estado inicial, razén por la cual son
denominados modelos de memoria infinita. Veremos a continuacién que al aproximar la

representaciéon externa de un sistema lineal se obtienen un modelo de memoria finita.

1.3.2 Representaciéon Externa de Sistemas Lineales.

FIR.

Otra opcién para caracterizar al sistema 1.5 consiste en tomar un niimero finito
n, de términos de su respuesta impulsiva. Esto equivale a truncar la sumatoria 1.2
estimando solo los primeros n, términos de {hlin (T)}:Lial, lo cual conduce a obtener un
modelo de memoria finita denominado FIR (Finite Impulse Response, Figura 1.2¢). De
hecho un modelo FIR también se obtiene al eliminar la recursién en 1.10 haciendo a’ = 0

—T

y (k) =Db uny (k), (1.13)
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con u,, como en 1.8 para n, el orden del filtro. Es facil ver que la aproximacién externa
de este sistema tiene una representacion en series de infinitos términos que al ser truncada
genera un modelo de memoria finita. Resulta evidente que para mejorar la aproximacion
del modelo FIR es necesario aumentar el orden n,, hecho que implica incrementar la
cantidad de parametros que deben ser identificados. En este sentido el orden de un
filtro FIR para una misma realizacion es de aproximadamente un orden superior al que
tendria uno IIR. Sin embargo este tipo de modelos es de muy facil identificacion, se
obtienen estimaciones que son minimos globales, los algoritmos son estables y son muy
faciles de utilizar en simulacion.

Alternativamente es posible considerar a los modelos tipo FIR desde el punto

de vista de aproximaciones funcionales como:
y (k) =>_ big' [u] (k). (1.14)

Se puede apreciar que el sistema es expandido en una base ortonormal formada por re-
tardos unitarios. El operador retardo unitario ¢~! tiene una memoria de un solo valor,
lo que explicaria la gran cantidad de términos que hay que tomar para aproximar deter-
minados sistemas. Ademas su utilizaciéon no es adecuada cuando se utiliza para periodos
cortos de muestreo [46]. Una opcidn es usar otro operador, como pueden ser los sistemas
de Laguerre, que al tener mayor cantidad de memoria reduzca la cantidad de términos

involucrados en la aproximacion.

Laguerre.

Es bien conocido en la literatura el caso de aproximaciones de sistemas 1.5 en
base a sistemas de Laguerre [75], [76]. El conjunto de sistemas puede ser expresado en el

campo complejo como:

Li(2) = 27/ — a®) T—2 [1_“2

0 0, ... 1.15
7—a :| ) b ) y 00, ( )

Z—a

y donde:

L;(z) : esla transformada Z de [; (k), el sistema de orden i.

a : el polo generador tal que |a| < 1 lo que asegura la estabilidad.
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T : tiempo de muestreo. Cuando el sistema es discreto T' = 1.

nd : expresa un retardo puro del sistema de nd muestras.

Este conjunto de sistemas representa a una generalizacién de los presentados en
9], [75] y [76] dado que incluyen un retardo de nd muestras. En [75] se trata con sistemas
estrictamente propios, de forma que los sistemas definidos por 1.15 coinciden con los alli
presentados cuando nd = 1. Es conocido el hecho de que sistemas lineales con retardos
puros pueden ser modelados por sistemas de Laguerre [40] y [55]. Sin embargo cuando el
sistema es discreto, es mas 1util separar al retardo como un nimero de muestras exactas,
y aproximar al resto del sistema mediante las expansiones mencionadas. La inclusion
del término que modela al retardo puro tiene una explicacion relativamente sencilla.
Supongamos que se desea aproximar un sistema discreto lineal que es un retardo puro de
una muestra, es decir su respuesta impulsiva es hlin (k) = {0, 1}. Este simple sistema que
resulta tan sencillo de aproximar utilizando un operador retardo unitario ¢~!, demanda
una cantidad desmesurada de operadores de Laguerre. Dicho retardo resulta facilmente
detectable mediante un andlisis de correlacién y es mucho mas sencillo modelarlo en
forma separada, que mediante toda la expansion funcional de los sistemas de Laguerre.

El siguiente ejemplo aclarard este topico.

Ejemplo 1 Supongamos que se desea aproximar a una funcion continua g (z) : R — R
en un segmento de la recta que se elige como [—m, 7| por medio de dos aproximadores
distintos. Uno de ellos el polinomio

p(z)= Zcm:ci, (1.16)

con cp; € Ry el otro la serie de Fourier

sf(x) = zm:afi sin (27miz) + f:bfi cos (2mix) , (1.17)
i=0 i=0

con af;,bf; € R. De forma tal, la funcion g (x) puede ser expresada como

g9(z)=p(x),

donde = significa aproximadamente igual, para = € [, 7|, lo que es equivalente a decir

que el conjunto {1,z? 23, ...} forma una base en [—m,n]. En forma similar es posible
establecer que

g(x) = sf(x),
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para x € [—m,x|. Es bien conocido el hecho de que el conjunto de funciones {sin (2miz),
cos (2mizx)}, i : 0, ..., 00, tambien forma una base en [, 7|. Es decir que tanto el poli-
nomio de la ecuacion 1.16 como la serie de Fourier de la ecuacion 1.17 tienen similares
capacidades de aproximacion para funciones coninuas en [—, 7|. Ahora bien, si se elige
g (x) = sin (2wz) la cantidad de términos requeridos por un polinomio es elevada com-
parada con el Unico término sin (27z) necesario en una serie de Fourier. Similares resul-
tados se obtienen si por ejemplo se desea aproximar a g () = z? mediante una serie de
Fourier, comparado con el (inico elemento 22 necesario por un polinomio. Concretamen-
te, cada vez que se debe aproximar una funcidon que pertenece a una base por elementos de
otra base de caracteristicas distintas, la cantidad de terminos necesarios es generalmente
grande. Tanto el conjunto {q¢'},-, como {L;(-)};2, conforman bases ortonormales para
12(Z.) lo cual explica, siguiendo el razonamiento anterior, las dificultades para expresar
elementos de una base en la otra. =

Mediante un ligero abuso de notacion, la ecuacion 1.15 puede ser expresada en

base al operador retardo unitario ¢! en un forma muy utilizada:

1-a)T [qg'—al’
Li(gY) =¢g™ ( =0,...,00. 1.18
(') =4q ag ] ll—aq_l , i=0,...,00 (1.18)

Se puede apreciar que estos sistemas se generan con un pasabajos basico

(1—a®)T
1—ag™!

Lo(q7") =

b

. —1_
al que se le van agregando secciones pasabada en cascada de la forma <1qfaq,a1> . De esta

forma se puede expresar a cada nuevo sistema en base al anterior en una simple forma

recursiva

1—ag™!

L) - na ) (0.

Utilizando dichos sistemas como base, un sistema lineal estrictamente propio puede ser

representado (ver por ejemplo [75]) por medio de la ecuacién 1.18 con nd = 1, como:

]) =D L] () (1.19)

Con una correcta seleccién de a, se pueden lograr aproximaciones de hasta un orden

menor que las que se obtendrian con un FIR, siendo comparables a las aproximaciones
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logradas con un IIR (n, >> ny ~ n,). Wahlberg [75] sugiere que este hecho se debe a
que el operador de los sistemas utilizados tienen mas memoria que el operador retardo
unitario utilizado en un FIR. Las ventajas a considerar son apreciables desde el punto de
vista de la aproximacién y de la estabilidad. Utilizados en un esquema de identificacion
adaptativo, es facil asegurar la estabilidad de dicho esquema, dado que solo hay que
controlar que |a| < 1. Ademds es posible utilizar a estos modelos en simulacién para
horizontes de tiempo arbitrariamente largos.

Se ha visto por un lado, que al aproximar la representacién interna de un sistema
lineal discreto se obtienen modelos de memoria infinita denominados IIR. Estos modelos
son muy econdémicos respecto de la cantidad de términos que utilizan para representar
a un sistema dado. Por otro, al aproximar la representacion externa de un sistema
lineal discreto se obtiene un modelo de memoria finita denominado FIR. Otra opcién
consiste en utilizar sistemas de Laguerre para realizar la aproximacién. Al igual que en
un FIR, es posible tanto simular al sistema en horizontes de tiempo arbitrariamente
largos, como también mejorar la aproximacion obtenida simplemente aumentando el
orden del modelo. Seleccionando de una forma cuidadosa el valor del polo, se consiguen
aproximaciones cuya cantidad de términos es comparable a la de un IIR. En la siguiente
seccion seran expresados conceptos analogos desarrollados para sistemas no lineales con

memoria evanescente.

1.4 Aproximacion de SNL con Memoria Evanescente.

Dada la inherente complejidad de los sistemas no lineales, es usual que haya
que restringir el campo de estudio a una subclase de los mismos. En este caso tratare-
mos la subclase de los sistemas no lineales discretos que poseen memoria evanescente.
Comenzaremos por considerar la representacion Interna de sistemas no lineales discretos

conocida como representacion Entradas-Estados-Salidas:

x(k+1)= fx(k),u(k)] | (1.20)
y(k) = hix(k)]
k € (—o0,...,—1,0,1,...,00) donde u(k), x(k) e y (k) representan elementos de las

secuencias de entrada, estados y la salida en el instante de tiempo k, xq es el estado
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inicial. Sea [*°, espacio de secuencias acotadas provisto de la norma del supremo

llloo =stp fu (K)].

Un elemento de este espacio consiste en una secuencia de valores u que en el instante
de tiempo k toma el valor u (k). Sin embargo aproximar a un sistema no lineal en un
conjunto tan general es una tarea ardua. Una visién mas realista consiste en seleccionar

un subespacio K tal que
K, {uel*|ul, <mi, m >0}. (1.21)

Simplemente se pide que la entrada esté acotada dentro de una regiéon. Como ante-
riormente mencionamos este subespacio compone el dominio de aplicacion o validez del
modelo. Conjuntamente cada elemento de una secuencia pertenece a un espacio vectorial
de dimensién finita. Asi u (k) € U, espacio de entrada; x (k) € X, espacio de estados
e y(k) € Y, espacio de salidas. Las funciones f y h son transformaciones no lineales
estaticos definidos como f : X x U — X y h : X — Y. Para un sistema de una
entrada y una salida, U C R, X € R", Y C R con el vector de estados x (k) =

[z1 (k) , 22 (k), -+, 2, (k)] . Luego un sistema ¥ queda caracterizado por por el conjunto
> = (U,X,Y,f,h, o). (1.22)

Las funciones f y h en 1.20 describen al sistema desde un punto de vista de
sus variables de estado o de su representacion interna. Para expresar al sistema de esta
manera se requiere de una gran cantidad de conocimiento fisico del sistema, esto es
conocer sus estados. Consideremos a continuacién al equivalente no lineal de la ecuacién
1.3:

y(R)=g(yk=1), .y (k—ny)l, [u(k=1), .., uk —ny)]), (1.23)
o por 1.9 y 1.8 como
y (k) =g (Yny (k) , anu (K)), (1.24)
donde ¢ (+) es una cierta funcién no lineal sin memoria. Este tipo de modelo denominado
NARMAX [50] por su similitud con el caso el ARMAX lineal, sera considerado como una
representaciéon interna de 1.20.
Para caracterizar la representacion externa del sistema 1.22 consideraremos al

operador NN : [*° — [*° entrada-salida asociado a dicho sistema:

y (k) = N [u] (k). (1.25)
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Dicho operador puede no existir para toda la generalidad de los sistemas no lineales
discretos, a diferencia de lo que ocurre en los sistemas lineales para los cuales esta definida
la transformada Z. Sin embargo para sistemas con memoria evanescente este operador
puede ser aproximado. Pasaremos a definir qué se entiende por la aproximacion de este
operador y por memoria evanescente.

Dado un sistema y su modelo, intuitivamente cabe esperar que las salidas de
uno y otro permanezcan cercanas. Diremos que un modelo aproxima uniformemente a
un sistema en un subconjunto K (ver ecuacién 1.21) de la entrada con un € > 0, si para
toda la longitud de la secuencia de entrada u en K la salida permanece cercana a menos
de €. La representacién de la ecuacion 1.20 es general y describe a una gran diversidad
de sistemas no lineales discretos, de los cuales no todos pueden ser aproximados en
forma uniforme. Como ejemplo especifico, considérese un sistema no lineal auténomo
con multiples regiones de equilibrio. Un modelo inexacto puede converger a regiones
del espacio de estados que no coincidan con las del sistema. Si las condiciones iniciales
se encuentran cercanas al borde de dos regiones diferentes, es posible que el modelo
converja a una region distinta de la del sistema original. Una clase de sistemas que puede
ser aproximada bajo los anteriores criterios es la denominada de memoria evanescente.
Los sistemas lineales estables son buenos ejemplos de sistemas con memoria evanescente
Ante una secuencia constante de entrada, la salida converge asintoticamente al valor
correspondiente de estado estacionario independientemente de las condiciones iniciales.
Otros ejemplos los constituyen las cascadas de sistemas lineales dindmicos con sistemas
no lineales sin memoria? como los modelos de Wiener y Hammerstein. El concepto de
memoria evanescente, esta relacionado estrictamente a propiedades de entrada-salida.
Este hecho define una forma de continuidad en el operador de entrada-salida relacionado
al sistema. Por lo tanto pasaremos a definir el concepto de memoria evanescente desde
el punto de vista de continuidad de funciones. Una funcién se dice continua si elementos
cercanos en el dominio tienen imagenes cercanas. En forma similar un sistema se dice
continuo en un subconjunto K del espacio de secuencias de entrada, si secuencias de
entrada que en algin sentido estan préximas, producen secuencias de salida que estan
proximas. El sentido de proximidad sera determinado por una norma. En este sentido

se dice que, X es un sistema causal continuo en K, si dado € > 0 y para cada u,v € K,

2En un sistema no lineal sin memoria la salida en cada instante de tiempo es solo funcién de la
entrada en ese mismo tiempo. Ej.:y (k) = g (u (k))
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existe 6 (e,u) > 0 tal que
lu—wvll, <6 = |N[u] (0) = N [o] (0)] <&,

donde N [u] (k) por 1.25. |||, representa a una norma arbitraria en el espacio de entrada.

La influencia del pasado de la entrada sobre la salida en un sistema continuo es
independiente del tiempo transcurrido. Es decir lo que acontecié en un pasado remoto,
tiene igual influencia en la salida que lo ocurrido recientemente. Por el contrario, para
un sistema causal con memoria evanescente la influencia de la entrada sobre la salida va
disminuyendo a medida que se avanza en el pasado de las entradas. Por lo tanto, una
forma més conveniente de definir la norma ||-||, del espacio de entrada es considerar una
norma pesada ||-||,, por la secuencia w. Esta secuencia w : [0, 1,2, ...,) — (0, 1], que es no

creciente, no negativa y con limy_,., w (k) = 0, marca la influencia recién mencionada:
[ull,, =sup |u (k)] w(=k).
k<0

En este sentido, un sistema causal con memoria evanescente es un sistema que tiende a
‘olvidar’ sus entradas en una forma bien definida en el tiempo. En otras palabras en un
sistema con memoria evanescente, secuencias de entrada que estdn cercanas en su pasado
reciente (medidas por la norma ||u||,) producen secuencias de salida semejantes (Figura
1.3). Un sistema causal ¥ = (U, X, Y, f, h,z() tiene memoria evanescente (ME) en un
subconjunto K 1.21 ([6], [42]), si dado € > 0 y para cada u,v € K, existe 6 (g,u) > 0 tal
que

|lu—v|, <6 =|N[u](0) — N [v](0)] <e. (1.26)

La caracterizacién y (k) = N [u] (k) constituye la representacién externa de
un sistema con memoria evanescente. Ahora veremos que al aproximar la representacion
interna de un sistema con memoria evanescente, se obtiene un modelo de memoria infinita;
mientras que al aproximar su representacion externa se obtiene un modelo con memoria

finita.

1.4.1 Representacion Interna de Sistemas no Lineales.

Las funciones f y h constituyen la representacion interna del sistema 1.20. Para
obtener estas representaciones se requiere un conocimiento fisico a priori del sistema,

esto es conocer sus estados fisicos y tener acceso a ellos, los cuales en muchos casos
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Figura 1.3: Sistema con Memoria Evanescente.

resultan inaccesibles. Estimar a los estados inaccesibles se constituye en una solucion
posible, aunque cuando la dimension del espacio de estados es grande, este solucion
resulta impréctica. Se aplica en estos casos la teoria de estimadores de orden reducido.
Sin embargo por ser un problema no lineal existen dificultades para asegurar la estabilidad
de los observadores. Una opcion alternativa consiste en estimar modelos de la forma de

1.23:
g<k) = :qv([g(k - 1) s 7@(1{7 - ny)] ) [u (k - 1) ) 7u<k - nu)]) )

o en forma vectorial por 1.11 y 1.8

Y (k) =g (Yny (k) , upy (K)), (1.27)

donde ¢ (-) es una aproximacién de g (-) . Este modelo puede ser utilizado en simulacion,
esto es, dada una secuencia de entradas {u (k+1),u(k +2),...} de longitud arbitraria
predecir cual serd la de salida {y (k + 1),y (k+2),...} sin disponer de las salidas reales
del sistema {y (k + 1),y (k + 2),...}. Narendra [50] denomina estructura paralelo a la de
la Figura 1.2b, y expone la gran dificultad para conseguir estimadores estables con esta
estructura; consideraciones similares pueden ser halladas en [43]. Si se hace extensiva
la metodologia utilizada en el caso lineal para superar este inconveniente utilizando a
las entradas verdaderas en lugar de las del modelo, se llega a la siguiente formulacién

(Figura 1.2a):
Yy (k) =g (yny (k) , unu (k) - (1.28)
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Supongamos que el modelo fue estimado de acuerdo con 1.28 y que

y(k)=y(k)+e(k). (1.29)

En ciertas aplicaciones como las de control predictivo es necesario estimar el compor-
tamiento del sistema sobre horizontes tiempo arbitrariamente largos [44]. Supongamos
el caso en que fuera necesario predecir y (k + 20) en el instante de tiempo k. En este
caso, habria que utilizar al vector [y (k +19), ...,y (k + 19 — n,)]. Dado que el sistema es
causal, no es posible obtener y,, (k) por lo cual habria que realimentar [y (k + 19), ...,

y(k+19 —n,)]. Tomando en cuenta 1.29 se obtendria
7 (k+19) +e(k+19—n,), .. ¥ (k+19 — n,) + e (k + 19 —n,)] .

Se aprecia que el error se realimenta a través del modelo, produciendo tanto un gran
deterioro en la performance de prediccion para mas de un paso en el futuro como graves
problemas de inestabilidad. Es sabido que esta estructura es 1util para predecir sélo un
paso hacia adelante sin ser extremadamente inestable ni deteriorar la performance de
las predicciones. Se ha visto que el utilizar salidas (tanto y.,, (k) como y,, (k)) en la
representacién externa, conduce a modelos que dependen continuamente de los valores
iniciales, (equivalente no lineal de un IIR). Ademds que las caracteristicas de ambas
representaciones son muy diferentes. Por un lado, si se utiliza la formulacién 1.28 el
modelo puede ser ajustado por minimos cuadrados mediante manipulaciones muy simples.
Sin embargo, es posible simular solo un niimero pequeno de instantes en el futuro, dado la
rapida degradacién de las predicciones debido a la realimentacion del error. Por el otro,
cuando es necesario predecir sobre horizontes arbitrariamente extensos, hay que utilizar
una formulaciéon como la mostrada en 1.27. En este caso, la complejidad con el algoritmo
de estimacion, es muy grande y de dificultosa concrecién. Una posible solucién consiste

en aproximar a la representacién externa del sistema.

1.4.2 Representacion Externa de Sistemas no Lineales.

De la ecuacién 1.26 es claro que si a un sistema con memoria evanescente se
aplica la misma secuencia de entrada pero partiendo de dos condiciones iniciales distintas,
las salidas correspondientes convergeran asintoticamente. La propiedad asintética de

memoria evanescente implica que un sistema que tiene memoria finita, posee memoria

LNet: una Estructura de Aproximacion para Sistemas No Lineales Discretos.



Dto. Ing. Eléctrica, Universidad Nacional del Sur 25

evanescente. De hecho un sistema discreto en el que su salida depende de sélo un ntiimero

finito de valores pasados de la entrada (como en un FIR) tiene memoria evanescente.

FIR no Lineal.

Al aproximar la representacién externa de un sistema de memoria evanescente
se obtiene un modelo no lineal de memoria finita, en el cual la salida en cualquier ins-
tante de tiempo, es funcién de sélo un nimero finito de valores pasados de la entrada.
Existen algunos pocos resultados disponibles que prueban que un tipo especifico de es-
tructura puede aproximar a una representacion dada de un sistema no lineal. Para la
clase de sistemas de memoria evanescente no lineales Boyd y Chua [6] demostraron que
cualquier operador con memoria evanescente puede ser aproximado uniformemente bien
por un operador lineal invariante seguido de una transformacién polinomial. Cuando
ese operador lineal dindmico se toma como una linea de retardos se tiene un FIR no
lineal. Sandberg [60] demostré que cualquier sistema no lineal discreto causal y con
memoria aproximadamente finita, puede ser aproximado arbitrariamente bien por una
conjunto de valores retrasados de la entrada seguido de un Perceptrén de una sola capa
oculta. Un Perceptrén de una capa oculta es una red neuronal artificial compuesta por
una combinacion lineal de transformaciones lineales afines saturadas. El Perceptron es
un modelo paramétrico que permite modelar un conjunto de funciones continuas, siendo
uniformemente denso dentro del espacio de funciones continuas. En otras palabras, per-
mite aproximar uniformemente bien cualquier funcién continua en un conjunto compacto.
Cuando la memoria del sistema es grande, estos esquemas de aproximacién son de dificul-
tosa implementacion debido a la gran dimensién de la transformacion de entrada-salida
involucrada. Supongamos que la memoria del sistema fuera 40. Luego el vector de en-

tradas contendria valores de las 40 entradas pasadas:
uy (k) =[u(k),u(k—1),...,u(k—39)],
y la salida se expresaria como:
y (k) =g (k) = g ([uk),ulk—1),...,u(k39)]),

donde g : R* — R. Los resultados de Stone [71] sugieren que si la funcién es desconocida

y la dimension es elevada (por ejemplo mayor a 10), la inica posibilidad de estimar g (+)
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es asumir una gran suavidad. Si la funcién es desconocida como en el caso que tratamos
y no es suave, el total de informacién requerida para estimar a la funcién g (-) podria ser

totalmente impracticable.

Estructura Propuesta: LNet.

Como fuera visto para sistemas lineales, una aproximacién de la representacién
externa de dichos sistemas mediante series funcionales lleva a una importante reduccion
en la cantidad de parametros involucrados. En el caso de la estructura LNet, se busca
aproximar modelos de memoria evanescente no lineales mediante una combinacién no
lineal de sistemas discretos de Laguerre. Esta idea sigue los pasos de Wiener [77] en la
cual un sistema no lineal continuo es aproximado por una combinaciéon polinomial de
sistemas continuos de Laguerre. La utilizacién de un Perceptrén de una capa oculta para
realizar la combinacion no lineal se justifica por varias razones. Entre ellas se encuentra
la reconocida ventaja de las redes respecto de la cantidad de términos necesarios para
realizar una dada aproximacion, comparada con la cantidad desmesuradamente grande
de términos que utiliza un polinomio. También cuenta el inherente comportamiento
patolégico de los polinomios que ante una entrada desmesuradamente grande producen
una salida desmesuradamente grande. Consecuentemente la estructura LNet permite a-
proximar a la clase de sistemas que admiten una representacién como no lineales discretos,
causales, invariantes en el tiempo y que poseen ME, en forma similar a lo mostrado en
1.19 para el caso lineal. Se expresa mediante una combinacién no lineal de m sistemas

de Laguerre 1.15 como:
(k)= NN ([Lo[u] (k) , L1 [u] (k) ;.. Lip—1 [u] (K)]) , (1.30)

donde NN (-) representa un Perceptrén de una capa oculta. Considerando no neuronas
en la capa oculta:
g(k) =Y w2i¢ (w1 uy (k) +bl;) + b2, (1.31)
i=1
donde
ug (k) = [Lo [u] (k) , Ly [u] (k) , .., Lin—1 [u] (F)] (1.32)

es el vector de los sistemas de Laguerre con w1l € R™, bl;, w2;, b2 € R, ¢ cualquier

funcion sigmoidal continua.
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Para el céalculo de la estructura, hay que definir al polo generador de los sistemas
de Laguerre (a); cudntos de ellos utilizar (m), y al nimero de neuronas de la capa oculta.
Para seleccionar la cantidad m de sistemas se parte del concepto de continuidad del
operador asociado a la estructura LNet. Como este operador es continuo también es
Lipschitz acotado. De forma tal que definiendo convenientemente a los denominados
coeficientes de Lipschitz, es posible estimar al nimero m. Para evaluar la cantidad de
neuronas no se parte de una concepto de poda (“pruning”). Es decir, comenzando con un
numero elevado de neuronas se va decreciendo hasta llegar a una performance aceptable
con el minimo de neuronas. Para implementar esta técnica de poda, se utilizan valores
singulares. El modelo resultante es no lineal, facilmente identificable a partir de datos de
entrada-salida y puede ser utilizado en simulacién para predecir el comportamiento del

sistema sobre horizontes de tiempo arbitrariamente largos.

1.5 Objetivos de esta Tesis.

El objetivo de esta tesis es presentar a la estructura de aproximacion LNet
conjuntamente con una metodologia para su utilizacién en la identificacion de sistemas no
lineales discretos. Dicha estructura esta compuesta por un conjunto de sistemas discretos
de Laguerre relacionados de forma no lineal mediante un Perceptrén de una capa oculta.

Para cumplimentar el objetivo principal perseguido se desarrollaran los siguientes partes:

1. Presentar un marco general para especificar sistemas no lineales discretos que in-
cluyan redes neuronales, conjuntamente con resultados que ilustran la ventaja de

utilizar redes neuronales sobre otro tipo de aproximadores.

2. Demostrar que la estructura LNet es capaz de aproximar a sistemas susceptibles
de ser caracterizados como no lineales discretos, causales, invariantes en el tiempo

y que posean un cierto tipo de continuidad denominada memoria evanescente.
3. Desarrollar una metodologia de identificacion para dicha estructura.

4. Mostrar a través de ejemplos de aplicacién las ventajas de la estructura propuesta
sobre otros esquemas de identificacién, tanto convencionales como que contengan

redes neuronales, con fuertes basamentos tedricos.

A continuacién se presenta un esquema del desarrollo de la tesis.

LNet: una Estructura de Aproximacion para Sistemas No Lineales Discretos.
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1.6 Desarrollo de la Tesis.

Esta tesis estd estructurada de la siguiente forma. El Capitulo I esta consti-
tuido por la presente introducciéon. En el Capitulo II se referencian diversos métodos
de aproximacién y se presentan una revision de redes neuronales artificiales y un marco
general para notarlas. En el Capitulo III se formulan los resultados de aproximacién de
la estructura propuesta. En el Capitulo IV se desarrollan los métodos de caracterizacion
de la estructura, entrenamiento y validacion del modelo. En el Capitulo V se presentan
diversos ejemplos para ilustrar la aplicacion de la metodologia de modelacion propuesta,
resaltando cada uno facetas especificas de los aspectos de modelado. El primer ejemplo
ilustra la capacidad de la metodologia de modelacién presentada para hallar la estructura
correcta de un sistema no lineal discreto. En segundo término se presenta un caso de
cancelacién de eco no lineal en una linea telefénica, culminando con el modelado de una
columna de destilacion binaria de alcoholes. Adicionalmente se consideran una posible
extensién para sistemas MISO y pautas de disefio que permiten utilizar al modelo LNet
de la columna en una estrategia de control predictivo. Concluye el Capitulo VI con

algunas consideraciones y recomendaciones.
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Capitulo 2
Aproximacion de Sistemas.

En este capitulo se presentan varias estructuras de aproximacion entrada-salida,
basadas tanto en modelos convencionales como en redes neuronales. Para una correcta
comprension se definen los conceptos involucrados en la constitucion de una red neuronal:
neuronas, capas, topologias, etc. Conjuntamente se define un marco general en el cual es
posible especificar sistemas no lineales discretos que incluyan redes neuronales. Dentro
de este marco es factible notar diferentes clases de redes que permiten modelar tanto
sistemas dinamicos como estaticos. Respecto de este tltimo tépico, se ilustra sobre la
conveniencia de utilizar redes neuronales como aproximadores universales de funciones
no lineales en lugar de otros tipos de aproximadores (polinomios, splines, etc.). Concluye

el capitulo un resumen de lo presentado.

2.1 Introduccion.

La teoria de sistemas, que en los itimos anos ha evolucionado como una dis-
ciplina cientifica de gran aplicabilidad, trata sobre la sintesis y el andlisis de sistemas
dindmicos. Los aspectos de esta teoria mejor desarrollados tratan sistemas definidos por
operadores lineales utilizando técnicas bien establecidas basadas en el algebra lineal, la
teoria de variables complejas y la teoria de ecuaciones diferenciales lineales ordinarias.
Producto del gran avance de la teoria en este area existe una significativa cantidad de
técnicas diversas para el analisis y sintesis de sistemas lineales. Estas técnicas abordan
dichos problemas desde 6pticas variadas respecto del grado de conocimiento requerido

del sistema en cuestion. Abarcan desde las que requieren un total conocimiento, pasando



30 Guillermo B. Sentoni

por las que admiten un cierto grado de incertidumbre en la descripcién del sistema hasta
las que identifican por completo al sistema. En contraste, y a pesar del gran esfuerzo
hecho en el estudio de sistemas no lineales, la mayor parte del trabajo realizado en este
drea requiere del conocimiento total de los modelos (ver [2, Banks|, [29, Isidori]). En
muchos casos ese conocimiento no esta disponible al igual que el acceso a los estados que
describen al sistema, debiendo en dicho caso ser estimados. Cuando los sistemas son de
grandes dimensiones el hecho de estimar estados en sistemas no lineales se convierte en
prohibitivo. Sin embargo, en una variada cantidad de situaciones es posible recurrir a
modelos que se construyen en base a medidas de los datos provenientes de las entradas y
salidas disponibles del sistema. Lo cual naturalmente conduce a identificar modelos no

lineales entrada-salida.

En décadas pasadas fueron desarrollados una gran variedad de métodos de iden-
tificacion de sistemas no lineales dinamicos en base a datos entrada-salida. En la mayoria
de los casos (si no en todos) la identificacion de dichos esquemas involucra determinar
algun tipo de funcién no lineal, como por ejemplo los ntcleos en las series de Volterra.
Mas atin, la mayoria de ellos supone el conocimiento a priori de la estructura del sistema.
Y aun cuando existen formas de estimar dichas estructuras (por complicadas que estas
sean), estos métodos encontraron una escasa aplicacién debido a la inherente dificultad
de estimar a las funciones no lineales involucradas en sus estructuras. En este sentido la

aparicion de técnicas diversas como las de redes neuronales produjo cambios sustantivos.

La aplicaciéon de técnicas basadas en redes neuronales artificiales produce un
resurgimiento tonificado y una amplia expansion en el campo de los sistemas no linea-
les. Gran parte de este resurgimiento se explica por la relativa facilidad que poseen
ciertas estructuras como el Perceptrén Multicapas para modelar funciones no lineales
en espacios de grandes dimensiones. En este campo del conocimiento coexisten tanto
estructuras totalmente novedosas, como también una importante cantidad provenientes
de la modificacién de esquemas de aproximacién existentes. En esta capitulo seran pre-
sentados modelos convencionales y otros que utilizan redes neuronales, por lo que para

una correcta comprension, la tematica de redes sera definida en la siguiente seccién.
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2.2 Redes Neuronales.

Las redes neuronales artificiales (RNA) comenzaron a ser investigadas en un in-
tento por reproducir algunas de las propiedades destacables de sus homodlogas biolégicas:
extracciéon de caracterfsmos!, asociaciones causa-efecto, identificacién y reconocimiento
de patrones, etc. Desde los comienzos de Minsky en la década del ’50, el tépico conocido
en la literatura como redes neuronales artificiales, se ha constituido como un conjunto de
algoritmos y heuristicas que busca emular algunas de las tareas que un ser humano real-
iza muy bien en forma natural. Objetivo que no debe ser confundido con el de modelar
matematicamente al comportamiento de las neuronas bioldgicas, que es objeto de estudio
de otras dreas del conocimiento [73]. Por lo tanto, las semejanzas que las RNA mantienen
con las biolégicas se reducen a: imitar algunas de sus cualidades y compartir la termi-
nologia. De acuerdo a estas analogias, diremos que una neurona artificial es el minimo
elemento de procesamiento de informacion encontrado en una red artificial. Luego, una
red estd conformada por una gran cantidad de estos simples elementos densamente in-
terconectados. La forma en que las neuronas se conectan entre si definen en general a la
topologia de la red y en particular a subestructuras denominadas capas. Cabe aclarar que
no siempre es posible definir capas en la topologia de una red. Un hecho relevante en una
red lo constituye la posibilidad de que exista o no realimentacién entre cualesquiera de sus
partes, como por ejemplo, entre neuronas, entre entradas y salidas, y/o entre capas, etc.
Esta propiedad genera una primera gran divisiéon a saber de las redes existentes entre:
aquellas con realimentacion o recurrentes y aquellas sin realimentacion o feedfordward.
Estas ultimas generalmente son capaces de modelar a objetos sin dindmica (sistemas de
funciones no lineales) mientras que las primeras permiten modelar a objetos dindmicos
(sistemas de ecuaciones diferenciales no lineales). Ambos tipos de redes necesitan ajustar
sus parametros constitutivos y por analogia a lo que ocurre en una red neuronal biologica
se dice que una RNA aprende.

El concepto aprender se refiere a la manera en que los algoritmos utilizados
modifican a los parametros de la red en forma tal de lograr un objetivo dado. Por ejemplo,
si se desea clasificar a un conjunto de datos en varias clases distintas y se conoce a que clase
pertenece cada dato, un mecanismo de aprendizaje supervisado cumplira eficientemente

la tarea. Para implementar este tipo de algoritmo es usual proceder minimizando un

lcaracterismo: conjunto de rasgos que distinguen a una cosa de las demas.
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indice dado de performance entre lo que es deseado y la salida de la red. Dentro de
esta clase el algoritmo mds conocido es, sin duda, el “Back Error Propagation [58]”. Sin
embargo la informacion relativa a lo que es esperado obtener a la salida no siempre se
encuentra disponible. Un ejemplo tipico consiste en tener que clasificar a un conjunto de
datos en varias clases sin conocer a que clase pertenece cada dato (“clustering”). Esta
tarea es efectuada por un algoritmo de aprendizaje no supervisado. Dentro de esta
clase, los dos algoritmos més importantes son: “Kohonen’s Self-Organizing Map [30]”
y “Grossberg’s Adaptive Resonance Theory [10]”. La Figura 2.1 muestra a una posible
clasificacion de redes de acuerdo a la forma de interconectarse y al tipo de algoritmos de

entrenamiento.

‘ Redes ‘
Neuronales
Sn | Clon
Realimentacion Realimentacién
‘Supervisadas ‘ No ‘ Supervisadas ‘ ‘ No ‘
Supervisadas Supervisadas

Figura 2.1: Esquema de Clasificacién de Redes Neuronales Artificiales.

Como es posible inferir, existe una gran variedad de redes neuronales artifi-
ciales, muchas de ellas especializadas y con capacidades especificas como acontece con
su contraparte bioldgica. Estos modelos abarcan desde los mas simples, cuyas neuronas
calculan alguna medida de la distancia entre las entradas y sus pesos, hasta las que in-
tegran, correlacionan o realizan otras operaciones temporales aun mas complejas sobre
sus entradas [34]. Debido a la gran variedad de modelos neuronales artificiales existentes
se explicitara solamente el modelo de red con el que se ha de trabajar, brindando las
referencias bibliograficas necesaria cada vez que sea preciso. La Figura 2.2 muestra a una

neurona artificial con:
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Uy, U, . . ., Uy : un conjunto de entradas.

Wi, Wa, ..., Wy, : un conjunto de pesos sinapticos.

b : el valor de umbral (o “bias”).

¢ : la funcidon de activacion.

Figura 2.2: Esquema de una Neurona Artificial.

En este diagrama se muestra como puede ser interpretado el flujo de senales en
nuestra neurona tipica. Un pequeno cuadrado negro, representa a un valor escalar que
multiplica a la senal que “circula” por la linea llena (por ejemplo ujw;). Los circulos
con el simbolo > expresan la sumatoria de las sefiales que llegan a ellos (por ejemplo
Wiy + Wally + - - - + WUy + b). El cuadrado con el simbolo ¢ en su interior representa a
una transformacion no lineal estatica que puede adoptar diversas formas: funcién signo,
funcién arco tangente hiperbélica, o en general a una funcién cualquiera [35]. El valor
de umbral b serd considerado como un peso adicional (por simplicidad), suponiendo
que existe una entrada utilitaria que se mantiene constante en un valor unitario (por
convencién). Esta forma de interpretacién grafica es conveniente para comprender las

definiciones matematicas de neurona, capa y red. Por consiguiente el valor s de la salida
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de una neurona, puede ser expresado como

u

s:‘wa| = WUy + Wolly + - -+ + Wy Uy, + b,

donde u = [u; uy.. .um]T es el vector de entradas y w = [w; wsy.. .wm]T el vector de
pesos. Para una forma de notacién méas compacta sean U, S e Y espacios vectoriales
reales con dim (U) = m, dim (S) = dim(Y) = 1. Sea a : U — S una transformacién
real afin de la forma

s=a(u)=wu+b, (2.1)

donde be S, u=[uy uy...up]", w=[w; wy...wpl", (w,w)eU,ywlu:U—8S. Sea
¢ una funcién de activacién, ¢ : S — Y de forma tal que la salida de una neurona puede
ser expresada como
y=¢(a(w)=¢(wu+d).

Una capa se define por un agrupamiento de una cantidad no de neuronas a las que no les
estd permitido conectarse entre si. Sea ahora S un espacio vectorial real de dimensién
finita dim (S) = no, que define al orden de la capa. Cabe destacar que la dimensién
del espacios S varfa de acuerdo a se trate de una neurona dim (S) = 1, o de una capa

dim (S) = no. Sea a : U — S una transformacién afin tal que
s =a(u) = Wu+ b,

dondeb € S, W : [nox m|, W = [w; ws... Wm,]T, los w; € U representan a los vectores
de las neuronas, Wu : U — S. Sea ¢ la funcién de activacion de la capa, ¢ : S — Y de

forma tal que
o) (Sla 82,4, 3n0) = (¢1 (31) , P2 (32> yoes ®no (SnO)) ) (2'2)

donde cada ¢;,7 : 1,2,...,n0 es la funcién de activacion de una neurona. Interpretaremos
a una capa de orden no como a la realizacién de una funcién continuay : U — Y de la
forma y = ¢ (Wu + b). Este tipo de topologias conforman lo que denominaremos capas
planas. Luego una capa plana queda definida por el conjunto de valores (U, S, W, b, ¢)

o refiriéndose especificamente a la capa i — ésima mediante un operador de la forma
N;[u] = ¢ [Wi u+bi]. (2.3)

Se ilustrd sobre la forma en que un agrupamiento de neuronas produce una es-

tructura denominada capa. En las siguientes secciones se verd que una red esta compuesta

LNet: una Estructura de Aproximacion para Sistemas No Lineales Discretos.



Dto. Ing. Eléctrica, Universidad Nacional del Sur 35

por una determinada cantidad de capas interconectadas entre si. Las diversas forma de
interconectar a las capas da lugar a redes multicapas, redes recurrentes o redes genera-
lizadas. Cada categoria sera ilustrada con un ejemplo considerado tipico o sumamente
representativo de esta, brindandose las correspondientes referencias para otros tipos de

su clase.

2.2.1 Redes Multicapas.

La Figura 2.3 muestra una red multicapas, sin realimentacién o feedforward
tipica, compuesta de una capa de m entradas, dos capas con no; y no, neuronas respec-
tivamente y una capa de d salidas. En forma de operadores esta red se puede expresar

como

y = N [u] = N3sN,N; [u] = ¢ [W3¢ [W2¢p [Wlu + bl] + b2] + b3].

El agregado de mas capas no incorpora conceptualmente ninguna complejidad extra. En
la Figura 2.4 se muestra un diagrama en bloques de la misma red. La caracteristica
principal de este tipo de redes radica en que producen en su salida una transformacion
no lineal estatica de la senal de sus entradas. Cabe destacar que existen otros tipos de
redes multicapas como las Radial Basis Network [47], constituyendo un ejemplo clasico

de esta clase el denominado Perceptréon Multicapas.

Perceptron Multicapas.

Quizas sea esta la red neuronal mas conocida y que ha sido objeto de los mas
variados estudios, comenzando por Minsky en la década del ’50. El Perceptrén Multicapas
es un tipo de red neuronal artificial que consta de nc capas planas como las descriptas por
la ecuacién 2.3. Las capas que queden entre la salida y la entrada se denominan ocultas
por razones historicas, considerando que cada capa cuenta con no; nodos o neuronas,
1 :1,...,nc. La Figura 2.3 muestra tal disposicion de tres capas, para las capas ocultas
1y 2y lacapa 3 de salida. La Figura 2.4 muestra un diagrama pictérico en el cual
cada capa es representada sélo por su matriz W+i. Un lugar destacado lo ocupa dentro de
este tipo de redes, el Perceptréon de una tnica capa oculta. Esta red neuronal constituye

un aproximador de funciones continuas parametrizado por los pesos sindpticos de sus no
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Entradas
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Figura 2.3: Estructura de Red Multicapas.

/ yd

b2 1— b3

w1 P w2 @ w3 O

Figura 2.4: Diagrama Pictérico de una Red Multicapas.

neuronas en la capa oculta. Para el caso particular de y : R — R:

y=> w2 (Wliu+bly) + b2,
k=1

o en su forma de operador como
y= NN (u).

Dada su relativa importancia, cabe citar el siguiente teorema.

(2.4)

(2.5)

Teorema 1 (Cybenko, 1989) Sea C (I,,) el espacio de funciones continuas definidas

en el cubo unitario I,, de dimensidon m. Entonces, dadas cualquier g € C (I,,,) , cualquier

funcion sigmoidal continua ¢ y € > 0, existe un suma finita de no terminos

no

Gno (W) = > w2y (Wlfu+ bly) + b2,

k=1

donde w1l € R™, bly, w2, b2 € R, los parametros de la red neuronal, para los cuales

se cumple que

|gno (u) - g(ll>| <ée
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para todo u € I,,,.

Las diferentes formas de expresar a un Perceptrén de una capa oculta seran
de utilidad en los futuros desarrollos. Veremos en las siguientes secciones otros tipos de

redes: aquellas que incorporan realimentacion entre sus partes.

2.2.2 Redes Recurrentes.

Como fuera expresado en secciones anteriores las redes no recurrentes se dis-
tinguen de las que no lo son debido a que incorporan algin tipo de realimentacién en su
estructura. Existe una gran variedad de topologias que realimentan seniales provenientes
de otras neuronas, de estados internos y/o de las salidas. La forma légica de representar-
las es a través de sistemas no lineales dinamicos. Dentro de las aplicaciones destacables
en que se utilizan este tipo de redes cabe mencionar la identificacién de sistemas no
lineales, procesamiento no lineal de senales e identificacién y reconstruccién de patrones
con ruido. Es precisamente en esta ultima aplicacién donde se reconoce la aparicion
de redes recurrentes: la red de Hopfield. Por una recopilacion de esta clase de redes
referirse a [23] y a las referencias alli citadas. Las redes recurrentes fueron originalmente
presentadas en los primeros trabajos de Hopfield en el drea [27]. Desde ese instante han
sido extensamente investigadas como una alternativa de solucion a diversos problemas,
entre los que se encuentra la reconstruccién de patrones con ruido. A continuacion se
comentard la versién discreta de la red de Hopfield, esquematizada en la Figura 2.5. Se
puede apreciar que esta red consta de una tnica capa de neuronas con igual nimero de
entradas que de salidas, las cuales son respectivamente realimentadas a su entrada. La
realimentacién se realiza a través de un conjunto de operadores retardo ¢~*. Es facil ver

que esta red puede ser descripta por el siguiente sistema no lineal discreto
x(k+1)=¢[Wx(k), x(0)=xo, (2.6)

donde x (k) representa a los estados de la red en el instante k. Otra forma de representarlo

es mediante el operador Ny [-] de la capa plana que interviene:
x(k+1) =N, [x](k), x (0) = xo.

Supongamos que se dispone de un conjunto de patrones con ruido y se desea un medio

filtrado para quitarles el ruido. Para ello se dispone de una red como la que se trata,
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Figura 2.5: Representaciéon de la Red de Hopfield.

previamente entrenada con los patrones sin ruido cuya informacién se almacena en la
matriz W. La forma de funcionamiento de esta red es muy particular, ya que los patrones
sin ruido son almacenados como atractores extranos?. Luego, los patrones con ruido son
incluidos como el estado inicial x¢ de la red. De esta forma, el sistema dinamico descripto
por 2.6 evoluciona hasta llegar a un nuevo punto de equilibrio (atractor extrano) que
resulta ser el patrén sin ruido deseado (sin ruido). La Figura 2.6 muestra un diagrama
esquematico de esta red. Esta red tiene una evolucién dinamica muy compleja debido a
la particular forma de utilizaciéon. Este hecho pone de manifiesto una de las situaciones
que presenta mayor dificultad para ser tratada en las redes recurrentes: la estabilidad.
Condiciones de la estabilidad para la red de Hopfield han sido establecidas en términos
de la matriz W que representa al sistema no lineal discreto 2.6. Cabe resaltar como
hecho interesante que una red de una dindmica muy compleja, resulta de la combinaciéon
de capas estaticas como 2.3 y elementos de retardo muy simples como 1.6. Si en lugar de
un operador retardo simple se utilizan sistemas dinamicos lineales, este concepto puede

ser extendido a lo que se denominara Redes generalizadas.

2 Atractor extrafio: region del espacio de estados que produce la atraccion de las orbitas del sistema
que circulan cercanas sin ser ni un punto de equilibrio, ni un ciclo limite, ni un ciclo quasi-estacionario.
Una vez en la region del atractor extrafo, las orbitas permanecen en el.
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x(k) x(k+1)

o

Figura 2.6: Representacién en Diagrama de Bloques de la Red de Hopfield.

2.2.3 Redes Generalizadas.

En la seccién anterior fue ilustrado cémo a partir de elementos tales como
el operador capa N;[-] 2.3 y el operador retardo unitario ¢~'[-] 1.6 conectado en la
realimentacion, es posible construir redes recurrentes como la 2.6. Estos conceptos pueden
ser generalizados [50], dando lugar a estructuras més complejas desarrolladas en base a
elementos mas simples y bien conocidos. Este hecho es ventajoso ya que provee de
un marco generalizado para notar tanto a redes que realizan transformaciones estaticas
como a redes que al tener recurrencia, deben ser modeladas como sistemas dinamicos.

Los elementos generadores de las redes generalizadas son:

N, [] : capas de transformaciones no lineales estéticas.

G; (+) : matrices de funciones transferencias.

De la combinacién de estos elementos deviene una gran diversidad de redes
distintas. La Figura 2.7 ilustra sobre cuatro posibles estructuras generalizadas en las que
se encuentran representadas una gran variedad de modelos conocidos. En la siguiente
seccion seran descriptos diversos esquemas de aproximacién de entrada-salida, tanto que
utilizan redes neuronales en su estructura con otros convencionales que no hacen uso de

ellas.
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Figura 2.7: Estructuras de Redes Generalizadas: Diversos Esquemas.

2.3 Diversos Modelos de Aproximacion Entrada-Salida.

En esta seccién se presentaran diversos esquemas de aproximacion entrada-
salida que para una mejor diagramacién estan divididos en convencionales y no conven-
cionales. Entre los primeros se encuentran los métodos de aproximaciones funcionales
basados en series de Volterra y de Wiener, modelos de bloques en cascada y modelos
de bloques en cascada-paralelo. Entre los segundos, caracterizados por contar con re-
des neuronales en sus estructuras, se detallardan: FIR e IIR no lineales y un esquema
de aproximacion interna de sistemas no lineales con memoria evanescente. En todos los
casos seran tratados sistemas no lineales discretos como los descriptos por 1.20 con una
entrada u (k) y una salida y (k) que aproxima a la salida y (k) del sistema como se ve en

la Figura 2.8.

2.3.1 Esquemas Convencionales.
Métodos de Expansiones Funcionales.

Se entiende por expansion funcional de un sistema a una representacion del
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K
Sistema L
u k)
Modelo ﬂ,

Figura 2.8: Esquema del Sistema y el Modelo que lo Aproxima.
sistema desde el punto de entrada-salida como:
y(t) = Funu(t);t" <1,

donde y (t), u(t) constituyen la salida y entrada del sistema en el tiempo ¢t y Fun |
representa a la funcional deseada. De forma tal que resulta posible evaluar al valor de
la salida en cualquier instante de tiempo ¢, conociendo la evolucién de la entrada w (¢'),
para todo tiempo t' < t. La implementacién de estas estrategias de aproximacién en el
caso lineal lleva a representaciones como muestran las ecuaciones 1.14 y 1.19. Cuando se
trata de métodos de expansiones funcionales en el contexto de identificacién de sistemas

no lineales se habla naturalmente de las series de Volterra y de Wiener.

Método de la Serie de Volterra. El estudio de funcionales analiticas comenzd en

1887 con las investigaciones de Volterra quien introdujo la representacién

y(t) :Z / /kn (71,72, -3 Tn) H u(t —7)dm, (2.7)
n=1 7/ i=1
conocida ampliamente como serie de Volterra. Las funciones k, (11, 7,...,7,) en las

variables 7; de la ecuacién 2.7 se denominan nicleos de Volterra, validos en el dominio 2.
Para sistemas no lineales continuos, causales e invariantes al desplazamiento, los nicleos
son acotados, simétricos y continuos con respecto a cada 7;, con ky, (11,72,...,7,) = 0
para cualquier 7; < 0. La solucién del problema de identificacién basado en series de
Volterra, involucra la medicién de los nicleos de Volterra [1]. Se puede observar que la

serie 2.7 es infinita, lo que indica que para identificarla en primer lugar hay que truncarla.
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A continuacién se presenta a la serie de Volterra discreta:

k) =Y Z Z ke (i, -+ i) (k= 1) - w (b — i) - (2.8)

En la ecuacion 2.8 m es el orden de la serie, que tiene memoria finita Im y donde k,, es
un nicleo simétrico de orden e-mésimo. Esta serie puede aproximar arbitrariamente bien
en forma uniforme a sistemas discretos no lineales, que tengan memoria finita, causales
e invariantes, sobre un conjunto de entradas uniformemente acotadas, siempre y cuando
se consideren un orden m suficientemente alto. Precisamente este punto se constituye en
el cuello de botella del método de series de Volterra, atin para nicleos de dimensiones
moderadas. Para la medicién de los ntcleos k,, (-) se han utilizado desde técnicas de
minimizacion por gradiente, pasando por mediciones en el dominio de la frecuencia,
hasta correlaciones de érdenes superior [4]. Las dificultades de estimar a estos nicleos
han restringido las aplicaciones a expansiones con nicleos de dimensién < 2 [4], [43].

Los trabajos desarrollados por Volterra fueron retomados y continuados por Wiener en
la década del "50.

Método de la Serie de Wiener. Wiener fue uno de los primeros autores en considerar
la identificacion de sistemas no lineales. Consideremos un sistema no lineal continuo
causal e invariante en el tiempo con y (t), la salida y u (t) la entrada del sistema en el
tiempo t. La funcional utilizada por Wiener para expandir al sistema se puede expresar

como

y (t) :Z Z Z T Z Cmgmy-mnPPmg (V00 () Phumgy (V01 (8)) + + + Phuny, (V0 (1))

n=1mo=0m1=0 mn=0
(2.9)

donde Cpgm,.-my, representa a los coeficientes de la expansion, vv, (t) variables auxiliares
combinadas por los polinomios de Hermite ph,,, (-). Las variables auxiliares vu, (t) re-
presentan la convolucién de la senal de entrada u (¢) con el sistema de Laguerre [, (¢) de

orden
vvp(t):/ L (T)u(t —7)dr, p=0,1,...
0

El polinomio de Hermite ph,,, (-) parcialmente normalizado estd definido por

2
u dmn 5
B, (1) = (—1)™ 2=mn/2 S —{ o }
Plimy, (U,) ( ) n' dumn €
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La sintesis de un sistema no lineal utilizando el método de Wiener puede ser visualizado
como una cascada de tres bloques distintos como se ve en la Figura 2.9. El primero es
un sistema lineal con muiltiples salidas compuesto por los sistemas de Laguerre. Sigue
en cascada una transformacién no lineal sin memoria que representa a los polinomios
de Hermite. Culminando con una red de amplificadores y sumadores: los coeficientes

Cmomy--mn d€ la expansion.

Sistemas de Laguerre

N PPN I phq (w0, (1)

w, (t) Polinomios
L (1) : ph; (v, (t)| Amplificacion

u (t) ] y(t)

) de Hermite . y Sumadores
v,
1, (1) " ph,,,, (v, (1)

Figura 2.9: Método de Wiener

Aunque la formulacién de Wiener es tedricamente muy elegante, es impractica
y dificultosa de aplicar debido al alto nimero de coeficientes requerido. Si se utilizan
n sistemas de Laguerre y polinomios de Hermite de orden m,,, se necesitarén (m,,)"
coeficientes para caracterizar al sistema. Es asi que ain para un sistema compuesto por
una no linealidad de segundo orden utilizando 10 sistemas de Laguerre, se precisarian
del orden de 2'° coeficientes. Causa por la cual la mayoria de las aplicaciones practicas
se han restringido a sistemas cuadraticos [4] , aunque existen resultados tedricos que
muestran dificultades fundamentales para la evaluacién de nicleos de orden > 3 [54].
Por el contrario a lo que acontece en series de Volterra, las versiones discretas de estas
series han sido utilizadas en pocos casos [32].

Las expansiones en series de Wiener y Volterra se han limitado a realizaciones
donde el orden de los nicleos es bajo, debido a la gran cantidad de parametros asociados
que es necesario identificar. Los sistemas de bloque en cascada surgen como un intento de
resolver el problema de identificaciéon buscando representaciones mas compactas respecto

del niimero de parametros.
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Identificacién de Modelos de Bloques en Cascada.

Los sistemas de bloques en cascada comenzaron a ser estudiados por varios
autores en una busqueda por reducir la alta carga computacional asociada a las aproxi-
maciones mediante series funcionales. La Figura 2.10 esquematiza a estos modelos por
medio de la interconexién de sistemas dindmicos lineales y elementos no lineales estaticos

como se puede apreciar en [32]. El esquema consta de dos sistemas lineales dindmicos

u(k) 7 (k)
h (k) ff () ha (k) EE—

Figura 2.10: Modelo General de Cascadas.

representados por las respuestas impulsivas hge; (k) y hges (k) y un sistema no lineal sin
memoria representado por ff (-). Se trata de aproximar al sistema desde un punto de
vista entrada-salida teniendo en cuenta que las senales ¢ (k), y s (k) no son accesibles
para la medicién. Como una consecuencia directa, los métodos para la estimacién de
hgcy (k) y hges (k) han sido muy variados. Sin embargo todas estas técnicas tienen en
comun que requieren un gran tiempo de experimentacion y adquisiciéon de datos que
puede ser prohibitivo en muchos casos. Un método més simple de resolver el problema
de identificacién fue desarrollado por Korenberg [32], utilizando técnicas de correlacién
y transformadas de Fourier para identificar a los valores de hgc; (k) y hgcs (k). Una vez
estimadas estas respuestas impulsivas se pueden evaluar los valores de las senales t (k) y
s (k) procediéndose a graficar la funcién f f (-) . Las desventajas de este método consisten

en:
1. Es un método grafico (es necesario graficar a la funcién ff (+)).

2. Y de acuerdo a si esta funcién es par o impar, se deben calcular correlaciones de

orden superior para poder identificar completamente al modelo.

Como una forma de simplificar los calculos involucrados surgieron otros modelos
muy utilizados que constituyen subestructuras del modelo general. Se pueden citar a los

casos muy conocidos de los modelos de Wiener, con hgc, (k) = 6 (k)? y de Hammerstein

35 (k) : representa al impulso unitario.
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[49] con hgey (k) = 6 (k). Se ha visto que los métodos de bloques en cascadas aventajan
a los de expansiones funcionales respecto de la cantidad de términos que es necesario
utilizar. Sin embargo, por ser métodos graficos no han sido de amplia utilizacién. Los
métodos de cascada de bloques en paralelo constituyen una mejora respecto de ambos

topicos.

Modelos de Cascadas de Bloques en Paralelo.

Este método desarrollado por Korenberg [33], consiste en la conexién en paralelo
de varias secciones compuestas por la cascada de un sistema lineal dindmico y una no

linealidad estatica como se ve en la Figura 2.11. Se puede pensar que la filosofia de

i inami z, (k)
u (k) Lineal Dinamico ( NL Estitico
fcp o, (k) 2, ()
Lineal Dinémico | %7 (k) NL Estético
Lineal Dinamico | 7/ () | NL Estatico | % (%)
tep: () 20

Figura 2.11: Método de Secciones en Cascada/Paralelo.

aproximacién implicita, resume a la de los métodos de expansiones funcionales y cas-
cadas de bloques. Por un lado, se tienen cascadas de sistemas lineales dinamicos y no
lineales estaticos a semejanza de los sistemas de bloques en cascadas. Por otro, se van
incorporando ramas en paralelo de cascadas de bloques (como en las series funcionales),
hasta lograr paulatinamente la aproximacion deseada. La esencia del método consiste
en aproximar la salida del sistema no lineal por una primer cascada de un sistema lineal
con una no linealidad estatica. Luego se calcula el residuo entre la salida de esta primer
cascada y el sistema no lineal, ajustando dicho residuo por una segunda cascada. Con-

tinuando con este proceso se logra la convergencia del algoritmo en el sentido de la media
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cuadratica [33]. Este método es aplicable a cualquier sistema no lineal discreto invariante

en el tiempo y causal. Matematicamente esto puede ser expresado como:

y(0) =3 v (k) + e (k).

i=1
donde v; (k) es la salida del la i-&sima cascada e y (k) la salida del sistema como es
usual. El subsistema lineal de la i-8sima cascada queda caracterizado por su funcién
impulsiva hep; (m) , cuya longitud de memoria Im = r, mientras que la no linealidad esta
caracterizada por el polinomio p; (+). Suponiendo que ha sido calculada hasta la seccién

1 — 1y dados np datos:

i—1
1. se calcula ;1 (k), k = 0,1,...,np el residuo remanente (ﬂ(k) - > v (l{:))
j=1

luego de la (i — 1)-ésima iteracién, donde yq (k) = y (k)

2. SI el residuo y;_1 (k) es lo suficientemente pequenio, PARAR, si no aproximar a

yi—1 (k) con cascada i ésima.

3. La respuesta impulsiva hep; (m), m =0,1,...,r, es seleccionada al azar de entre

dos correlaciones a saber: la primera

k=np

hepi (k) =Y Giea (k) u (k —m),

6 como la correlacién de orden superior

k=np

hepi (m) =Y u(k — a)u(k —m) Gy (k) £ kk 6 (m — k),

donde:

e el signo del término 6 (m — k) es elegido aletoriamente.
e la constante a es seleccionada aleatoriamente entre {0,1,...,7}.

e ¢l término kk se hace tender a cero a medida que la media cuadratica de los

np np
residuos tiende a cero kk =>_ g2, (k) / Y. 92 (k).
k=0 k=0

r

4. Calcular t; (k) =>_ hep; (k)u(k—m), k=0,1,...,np.
m=1
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5. Luego se calcula al polinomio p; (-) con entrada ¢; que mejor ajusta a y;_1 sobre
el intervalo [0,1,...,np| con lo cual se determina la no linealidad en la cascada.

Luego se puede evaluar la salida v;, tomar ¢ = ¢ + 1 y volver al punto 1.

Con este tltimo caso se concluye con los métodos convencionales pasandose a

describir a los esquemas no convencionales.

2.3.2 Esquemas No Convencionales.

Dentro de esta seccion seran incluidos algunos de los modelos que utilizan redes
para la identificacién de sistemas. Dos modelos ampliamente utilizados que se ilustraran
son los casos de FIR y de IIR no lineales en los cuales las no linearidades son Perceptrones
de una capa oculta. En forma anexa serda presentado un caso de aproximacién de la
estructura interna de un sistama no lineal discreto con memoria evanescente, dado lo

particular de la estructura resultante.

Redes Valores Retrasados.

Este caso es el conocido como FIR no lineal, que en el marco de las redes
generalizadas corresponde al ilustrado por Figura 2.7b. Para este modelo Boyd y Chua
[6], demostraron que cualquier operador no lineal discreto invariante en el tiempo y
con memoria evanescente puede ser aproximado mediante una linea de retardo seguido
de una transformacion no lineal sin memoria, es decir un polinomio. Sandberg [60]
demostré que cualquier sistema no lineal discreto, invariante en el tiempo y con memoria
aproximadamente finita, puede ser aproximado uniformemente por una linea de retardos
seguido de un Perceptréon de una sola capa oculta. Mediante otras consideraciones, el
mismo tipo de estructura fue desarrollado en base a diferentes suposiciones por Matthews
[42]. Considérese al modelo con una sola entrada, una sola salida y longitud de memoria
ny. Luego G (¢71) = R™ (), donde R™ (-) estd expresado por 1.7, Ny = I, es el operador

identidad y un Perceptron de no neuronas en la capa oculta:

v (k) = i: w2 (W1, (k) + b1;) + b2,

i=1

donde u,,, (k) esta expresado por 1.8. Tambien puede ser expresado como

y (k) = w2¢[W1 u+ bi] + b2. (2.10)
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Este esquema de aproximacion, si bien es intuitivamente simple desde el punto de vista
conceptual, resulta de dificultosa concrecién al estimar los parametros de la red. Esto
acontece cuando la memoria del sistema n, es elevada. A continuacién veremos el caso
equivalente a un filtro ARMAX donde los regresores de entradas y salidas estan rela-

cionades por un Perceptron de una capa oculta.

Modelos NARMAX con Redes.

Este tipo de modelos, que fue presentado por Narendra y col. [50] consiste
simplemente de lineas de retardo de la entrada y la salida como en un filtro ARMAX
comun solo que relacionadas no linealmente por un Perceptron de una capa oculta. Este
modelo corresponde a la estructura de la Figura 2.7c. Suponiendo regresores de la entrada

de orden nu, de la salida de orden ny, y un Perceptrén de no neuronas en la capa oculta
Gi(¢h)=R"(), Ga(¢") = R" ()

no T
glk) =D w2g (wlT [ ()" oy (0] + b1¢> b2,
i=1
donde u,,, (k) esta expresado por 1.8 y y,, por 1.11. También puede ser expresado como

y (k) = w20 [W1 [y ¥ny] + bi] 4 b2.

Esta estructura, si bien es concisa en términos de la descripcién lograda, conserva prob-
lemas de estabilidad para su ajuste debido a la realimentacién presente [50]. La préoxima
seccion muestra un modelo de la representacion interna de sistemas con memoria evanes-

cente.

Representaciéon Interna de Esquemas de Memoria Evanescente.

El esquema de aproximacién que serd ilustrado a continuacion difiere de la
filosofia de los esquemas entrada-salida que han sido presentados en esta seccion, sin
embargo se incluye por la forma simple que adopta su estructura. Para aproximar la
representaciéon interna de un sistema no lineal discreto, invariante al desplazamiento y

que posea memoria evanescente, es suficiente utilizar la siguiente representacion

x(k+1)= ¢[Ax(K)+Bu(k)] keZ' (2.11)
y (k) = Cx(k)
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donde x (k) = [z1 (k),z2 (k),- -+, x, (k)], representa a los n estados; u (k) = [uy (k) , uz (k),
-+, up (k)], alas p entradas ey (k) = [y1 (k) ,y2 (k) ,- -+, ym (k)] a las m salidas. Las ma-
trices de las estructura se muestran como A : R® x R", B:R? - R"y C: R" — R™.
Este esquema puede ser notado en el marco de las redes generalizadas, coincidiendo con el
esquema que muestra la Figura 2.7d, para Nj [[| = ¢, Ny[-| = B, N3[] = A, Ny [[] = C,
G (q1) =¢ I Sin embargo, més alla de la simple estructura de aproximacién resultante,
este modelo conserva las dificultades encontradas en las redes recurrentes: dificultad en
asegurar la estabilidad, y algoritmos de entrenamiento dificiles de implementar. En [42]
se propone un algoritmo recursivo para estimar los parametros de 2.11, demostrandose
que si los autovalores de la matriz A son menores que 1(eig (A) < 1) el sistema es es-
table. Sin embargo son conocidos los inconvenientes que presenta para un algoritmo de
estimacién recursivo tener que calcular los autovalores de una matriz. Este hecho impone
una restricciéon severa en término de los cdlculos involucrados.

Han sido presentados diversos casos de esquemas de aproximacion que utilizan
redes y de tipo convencional. En la siguiente seccién serd tratado el caso de la estructura

LNet.

2.4 Estructura LNet.

En esta seccion se ilustrard sobre las ventajas que surgen de utilizar un Per-
ceptrén de una capa oculta en la estructura LNet en lugar de otros aproximadores como
podrian ser, por ejemplo polinomios. La clase de modelos que utilizan polinomios en sus
estructuras es conocida en la bibliografia como filtros polinomiales [43], [26], siendo el
modelo de la serie de Wiener 2.9 un ejemplo tipico. La Figura 2.9 muestra el esquema
de una realizacién del método de las serie de Wiener para sistemas no lineales continuos.
Como fuera mencionado en secciones previas, determinadas estructuras de aproximacion
que utilizan redes provienen de modificar modelos preexistentes. La Figura 2.12 muestra
a un esquema de la estructura LNet, donde se puede apreciar que existe un conjunto
de sistemas de Laguerre al igual que en la estructura de la Figura 2.9. Sin embargo,
ambas estructuras se diferencian en la manera en que dichos sistemas estan relacionados
en forma no lineal. En la estuctura de Wiener de la Figura 2.9 dicha relacién es llevada
a cabo por un conjunto de polinomios de Hermite. La Figura 2.12 representa la combi-

nacién no lineal de m sistemas de Laguerre 1.15 mediante un Perceptrén de no neuronas
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Figura 2.12: Estructura LNet

en su unica capa oculta. La salida 3 (k) es

g(k) = w2 (wijug (k) +b;) + b2,

i=1
donde uy, (k) esta indicado por 1.32. Una forma alternativa més compacta de expresar a

la anterior ecuacion resulta en
y (k) = w2¢ (W1 uy, (k) + b) + b2.

El Perceptrén de una tnica capa oculta resulta ser el elemento caracteristico de la estruc-
tura LNet. Su utilizacion se justifica por varias de las ventajas que presenta la estructura
desarrollada sobre los filtros polinomiales. La estructura LNet aventaja a los filtros poli-
nomiales en aspectos relacionados con la estabilidad, la cantidad de términos necesarios
para realizar una dada aproximacién y la capacidad de generalizacion. Estos factores se

detallaran a continuacién.

Enunciado 1 Supongamos que se desea aproximar a una funcion dada ¢:C (U) — R
sobre el dominio compacto U C R™ mediante g,, un polinomio homogéneo de orden n y
mediante un Perceptron de una capa oculta g,, con no neuronas. Con la red neuronal
Jno S€ obtendra un error de aproximacion integral de O (1/no) utilizando una cantidad
de parametros de O (m.no). Con el polinomio g,, se obtendra un error de aproximacion
integral de O (1/n?™) utilizando una cantidad de parametros de O (n™). Esto demuestra
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el hecho ventajoso de aproximar funciones con redes cuando la dimension del espacio U
involucrado es m > 3.

Este hecho fue demostrado por Barron [3] para funciones g € C' (U),g: U — R,
C' (U) espacio de funciones continuas que toman valores en el dominio compacto U C R™,
y que presentan ciertas condiciones de suavidad. Concretamente estamos interesados en
aproximar dichas funciones g mediante polinomios g,, de orden n y mediante g,, un Per-
ceptrén de una capa oculta con no neuronas. Para facilitar la comparacién utilizaremos
una notacion que permita expresar conjuntamente tanto a polinomios como a redes. Sean

por lo tanto g, : U — R los aproximadores de la forma

ga (0) :Z a;; (u) (2.12)

donde tantoV; (-), las funciones bases con que se realiza la aproximacién, como n; de-
penden del tipo de aproximador que se esta utilizando. En el caso de los polinomios al
subindice 7 le serd asociado un indice multiple [iy, s, . .., %,], para expresar a la potencias

involucradas, de la siguiente forma

i [i1, 89, - ., Gmet, ]
0 [0,0,...,0,0]
1 [1,0,...,0,0]
2 [0,1,...,0,0]

nt — 1 [0,0,...,n,0]

nt [0,0,...,0,n]
con la restriccion usual de que i1 + i + ... + i, < n . Tomando en cuenta la entrada
U = [ujuy...up|" yen base al indice multiple [i1, 4y, . . . , i) las funciones base toman la
forma
T, (u) = (ug)™ (ug)? ... ()™, (2.13)

donde (uj)iS define a la componente j—&sima de la entrada elevada a la potencia i,—€sima.
Luego ¥y (u) = 1, ¥y (u) = uy, ..., ¥y (u) = (u,,)"® de forma tal que los polinomios

homogéneos g,, de orden n pueden ser expresados como

9n (0) :Z a;¥; (u),
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donde a; € R son los coeficientes del polinomio y
" /m—i+1
nt :; (f) (2.14)
La ecuacion 2.14, donde () representa la operacion combinatoria, muestra la variacién
exponencial en la cantidad de términos producida en un polinomio respecto del orden n
y de la dimensién m.
En el caso de los Perceptrones de una capa oculta, las funciéones base toman la
forma
U, (u) = ¢ (Wlju+b), (2.15)
donde wl, € R™, b, € R con la funcién de activacion ¢ (s) tal que ¢ (s) — 1 cuando
s — 00y ¢(s) — 0 cuando s — —oo. El aproximador en este caso puede ser expresado

CcOomo no
Gno (ll) :Z wZZ\I/Z (u) )
=0

donde w2, € R son los pesos de la capa de salida.
Las funciones g : U — R deben ademés cumplir ciertas condiciones de suavidad

definidas a través de su transformada de Fourier:

— jwTu~ d
s s oo
glw) =0@2m)™" [gme?* g (u)dw
donde la funcién compleja g (w) es la transformada de g, siendo w = (wy,we, - -+, wp,) €l

vector de las frecuencias. La condicién de suavidad de g es caracterizada por la propiedad:

Cy = [ Nl [ )l do < o (217)

Tw) 12 Supongamos que se elije al espacio compacto U como la bola

donde [jw|| = (w
B, = {u:|u| <r,r>0}. La condicién 2.17 que impone que C, sea finito implica la
integrabilidad del gradiente de la funcién g. Denominaremos I'g, al conjunto de funciones
g con un gradiente integrable y una extensién continua del gradiente de B, hacia R™.

Luego es valido el siguiente teorema.

Teorema 2 (Barron, 1993) Para cada funcion g en I'g,, cada funcidn sigmoidal ¢,
cada medida de probabilidad 4, y cada no > 1, existe una combinacion lineal de funciones
sigmoidales g,, (u), de la forma mostrada en 2.4, tal que

2rC,)?
[ (60) = g () ) < 2L

no

r
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Si la medida de Lebesgue* es utilizada como medida de probabilidad s, se ob-
tiene el sorprendente resultado de que la relaciéon de aproximacion conseguida es indepen-
diente de la dimensién m, utilizando un nimero de pardmetros O (m.no), el cual crece
solo linealmente con m. Esto contrasta con el nimero exponencial O (n™) de parametros
requeridos por métodos como los polinomios tradicionales (ver ecuacién 2.14), splines y
expansiones en series para alcanzar una relacién de aproximacién no menor de O (1 /n? m)
(ver [3]). El factor ()™, que funciona como el “curso de la dimensionalidad” en los poli-
nomios, no se encuentra en las redes. Solo si se asume un alto grado de suavidad en las
funciones involucradas, es decir si [ |lw||™ |g (w)]? dw < 0o se pueden lograr para estos
aproximadores el mismo orden de aproximacion que las redes, pero a expensas de utilizar
del orden de O (n™) pardmetros. Lo que muestra una gran ventaja al aproximar con
redes dado su gran economia de términos utilizados para el caso de dimensiones m > 3,
como lo demuestra el teorema anterior. Una situacién maés usual en la problemética de
aproximar funciones, resulta ser aquella en la que solo se conocen np valores de la funcién
g (+). Es decir, se dispone de los valores de g (u;), para u; € B,.,i: 1,..,np. En este caso

el teorema anterior especifica la siguiente cota

: (g (W) = gno (u3))* < %, (2.18)

n no

P 3

para el error de aproximacién [3]. Una explicacién que parece razonable a los efectos de
ilustrar tal comportamiento, radica en que las redes pueden modificar las funciones base
con que realizan la aproximacién, de acuerdo a las caracteristicas de la misma funcién a

aproximar. El siguiente ejemplo busca aclarar tal punto.

Ejemplo 2 Es facil apreciar que las funciones V; (u) de la ecuacion 2.15 pueden adap-
tarse a la forma de la funcidon a ser aproximada variando los parametros wi; y b,. Este
comportamiento difiere del encontrado en los polinomios, donde estas funciones base son
tomadas de un conjunto que permanece fijo. Sea por ejemplo los polinomios en R de

4De funciones medibles solo se necesita conocer esta simple definicion dado que merece un tratado
en si mismo.

Definicién 1 (Funcién Medible:) Diremos que una funcion f : R+ — R es medible si y sblo si
£ (u) es el limite de una funcidn escalera o constante a tramos para todo u excepto para aquellos u que
pertenecen a un conjunto de medida nula ([74, pag. 271]).
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orden n para el cual el conjunto de funciones base de la ecuacidon 2.13 esta constituido
por

{0 (W)}, = {1,u,v?...,u"}.

Es facil ver que para dichas funciones no es posible cambiar su forma. Si en cambio se
considera a un Perceptron de una sola capa oculta con no neuronas el conjunto de las
funciones base de acuerdo a la ecuacion 2.15 seria

{9, (u)}fzoo_l ={¢ (wlou+by),p (wliu+by),...,0(wly_1u+bro_1)},

donde ¢ (-) es una sigmoide. La Figura 2.13 ilustra como es posible variar la forma de
las funciones ¥; ajustando los parametrors wl;, b;. ES quizas la posibilidad de ajustar su
forma respecto a funcion a aproximar el elemento que brinda tal flexibilidad a las redes.

W (u) 1

Figura 2.13: Sigmoide para Diversos Pardmetros a) b = cte. b) wl = cte.

Cabe destacar que el efecto de la dimensién, puede reflejarse indirectamente a

través de la constante Cy, ya que esta involucra una integral en m dimensiones. En estos
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casos se obtiene una relacién en la cual la dimensién m interviene exponencialmente a
través de la integral. Comparativamente, para este mismo caso la cantidad de términos
para un polinomio seria mucho mayor: seria superexponencial. Este efecto que en una
red neuronal puede ser subsanado agregando una capa oculta extra, no tiene forma de ser
atemperado en un polinomio. En [24] se muestra que ciertos problemas que requieren de
una cantidad exponencial de términos para una red de una tinica capa oculta, pueden ser
resueltos por una red de dos capas ocultas con un nimero polinomial de términos. Sin
embargo este topico, si bien ampliamente conocido en forma experimental, ain requiere
una demostracion rigurosa. Continia siendo completamente oscuro reconocer cuando es

ventajoso utilizar una red con una, dos o mas capas ocultas.

Enunciado 2 Cuando se utilizan polinomios para aproximar a una funcion no es facil
tratar con la estabilidad numérica aln para espacios de dimensiones moderadas. Adi-
cionalmente los polinomios presentan comportamientos patologicos en el sentido de que
si una sefal se encuentra fuera del compacto donde se realiza la aproximacion, esta puede
ser amplificada en forma desmesurada.

Supongamos que se desea realizar el ajuste de una funcion g : U — R | sobre
el compacto U CR?, mediante un polinomio de orden 10. Es facil apreciar que atin para
este espacio de dimensién 3, se necesitarfan alrededor de 3'° coeficientes, con lo cual la
matriz de datos requerida para realizar el ajuste estd normalmente mal condicionada.
Esto produce graves efectos en la estabilidad de los métodos numéricos utilizados para
el caculo de los coeficientes.

La caracteristica de los filtros polinomiales resulta ser justamente la utilizacién
de un polinomio. Mas alld del nimero desmesurado de parametros requeridos para
efectuar una buena aproximacion de un sistema de memoria evanescente, en un filtro
polinomial la salida crece sin limite para entradas fuera del conjunto compacto U donde
la aproximacion estd definida. En la mayoria de los sistemas de la naturaleza, se encuen-
tra algin mecanismo de saturacion por el cual sobre un determinado nivel de la entrada,
las salidas no cambian de valor. Dicho comportamiento que esta presente en los aproxi-
madores con redes, dado que las funciones de activacion producen una saturacién luego
de un determinado nivel de las entradas, es inexistente en los filtros polinomiales. En
otras palabras, senales de entrada que se encuentran fuera de U (denominado también

dominio de generalizacién), son amplificadas desmesuradamente por el filtro polinomial
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debiendo ser recortadas o bien a la entrada o bien a la salida [42]. En [26] se presenta una
aplicacion donde se resalta el problema de la estabilidad al que se le da una soluciéon me-
diante la utilizacién de una sigmoide a la salida del modelo polinomial, lo que lo asemeja
mas a una red que a un polinomio. Las propiedades algebraicas de los sistemas polino-
miales fueron estudiadas por Sontag [70]. Desafortunadamente los modelos polinomiales
no son inherentemente estables y no existe un criterio general de estabilidad para dichos
filtros. Asegurar la estabilidad es esencial para la implementacion de los algoritmos de

estimacion de parametros en linea.

Enunciado 3 En los polinomios es mas dificil tratar el fendmeno de sobreajuste de los
parametros, a diferencia de lo que ocurre en las redes para las cuales existen ciertos
mecanismos para morigerar este efecto indeseado.

Sea el caso de estimar mediante muestras una funcién continua y = g (u),
g : U — R que toman valores en el dominio compacto U C R™. Se dispone de dos

conjuntos de pares de datos disjuntos « y 8 con realizacién en U, es decir
o {(uivyi)|ui€U7yi:g(ui)ﬂ i: 17"7n]'}7 (219)
denominado de entrenamiento y

ﬂ : {(uzay1>’ u; € Uayz = g(“i): i ]-7 “7”2}7 (220)

denominado de prueba. En el caso tipico de estimacion de funciones el conjunto a se
utiliza para realizar el ajuste de parametros del estimador y el conjunto 3 se dispone
para verificar la generalizacién del estimador. El fenémeno de sobreajuste (conocido en
inglés como “overfiting”) se manifiesta en la medida en que el modelo obtenido repreduce
fielmente el conjunto « de datos de entrenamiento y muy mal al conjunto de prueba
B. La Figura 2.14 muestra a una funcion continua representada por la curva c, de la
que se dispone un conjunto de datos (puntos negros) para realizar la aproximacién y
dos estimaciones distintas representadas por las curvas a y b. La curva denominada a
pasa exactamente por los datos mostrando un comportamiento oscilatorio en el resto del
dominio. Dicha curva interpola a los datos mostrando claramente un caso de sobreajuste.
En cambio la curva b, es mds suave y atin sin pasar exactamente por los puntos aproxima a
la totalidad de la curva. Como se mostrara en el transcurso de la tesis, existen mecanismos
varios que sirven para evitar el sobreajuste de los pardmetros en redes, que no estan

disponibles para los polinomios.
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Figura 2.14: Interpolacién y Aproximacion.

2.5 Conclusiones.

En este capitulo han sido presentadas varias estructuras de aproximacion entrada-
salida, basadas tanto en modelos convencionales como en redes neuronales. Fueron
definidos los conceptos de neurona, capa y topologia conjuntamente con un marco general
para especificar sistemas no lineales discretos que incluyan redes neuronales. Se ilustro
respecto de la conveniencia de utilizar redes neuronales como aproximadores universales
de funciones no lineales en lugar de otros tipos de aproximadores como los polinomios.

En el préximo capitulo seran tratados temas tedricos concernientes a las capacidades de

aproximacién de la estructura propuesta.
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Capitulo 3

LNet: una Estructura para
Aproximar Sistemas No Lineales

Discretos.

En este capitulo se demuestra que la estructura LNet es capaz de aproximar
operadores no lineales, discretos, invariantes en el tiempo y que poseen memoria evanes-
cente. Un sistema puede ser considerado como un operador que transforma una secuencia
de entrada en una secuencia de salida. De forma tal que el operador aproximado es aquel
que representa el comportamiento entrada-salida del sistema.

El desarrollo del presente capitulo comienza con las definiciones de rigor, para
proseguir con una breve discusion sobre operadores y funcionales, lo que permite asimi-
lar el concepto de memoria evanescente. Contintiia con la presentacion del teorema de
aproximaciéon de la estructura LNet, el cual para ser demostrado utiliza una variacion
del Teorema de Stone-Weierstrass y tres lemas adicionales. Luego de la demostracién del
teorema que enuncia las capacidades de aproximacion de la estructura LNet, concluye el

capitulo con una discusion de los resultados y un resumen de lo visto.

3.1 Introduccion.

En esta seccién se haran precisos los conceptos necesarios para enunciar las ca-
pacidades de aproximacién de la estructura LNet esquematizada en la Figura 2.12. Dicha

estructura permite aproximar la representacion externa de un sistema caracterizado por
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un operador entrada-salida. Procediendo de forma tal, es posible aproximar operadores
no lineales discretos, invariantes en el tiempo, y que poseen memoria evanescente. La
prueba de los resultados obtenidos hace uso del concepto de memoria evanescente. For-
malmente introducido por Boyd y Chua [6], ha sido utilizado con diversos objetivos en
varios campos del conocimiento. Por ejemplo, en [66] se usa una versién modificada
del teorema de pequena ganancia y del concepto de ganancia asintotica de sistemas con
memoria evanescente, para establecer condiciones necesarias y suficientes de invertibil-
idad sobre ciertos operadores de realimentacion. Partiendo de premisas semejantes, en
[67] se establecen condiciones de estabilidad robusta en sistemas realimentados, lineales
y no lineales, con memoria evanescente. Relacionado con redes neuronales, permite el
desarrollo de algoritmos de identificaciéon recursivos para las representaciones internas y
externas de sistemas no lineales como en [42]. En [16] se caracteriza y define a un con-
junto especial de entradas que permite minimizar el peor caso del error de aproximacion
en la identificacién de sistemas con memoria evanescente. Relacionado con la identifi-
cacion de sistemas lineales variantes en el tiempo y con memoria evanescente, en [56] se
demuestran varios postulados respecto de la convergencia en norma, puntual y asintdtica
de los operadores involucrados. Se mostrara que el concepto de memoria evanescente se
puede asimilar a una modificacion del concepto de continuidad del operador que se desea
aproximar. Se obtiene como resultado que si un operador tiene memoria evanescente esto
implica la continuidad de dicho operador. Sin embargo que un operador sea continuo no
implica que dicho operador tiene memoria evanescente, lo cual sera ilustrado mediante el
ejemplo de un operador retenedor de pico maximo. Para ser mas preciso son necesarias

algunas definiciones y notacion extra.

3.1.1 Notacion, Definiciones y Comentarios Previos.

El conjunto Z notara a los enteros, los cuales son distinguidos entre enteros
positivos Z, y los enteros no positivos Z_ incluyendo al 0. Como espacio de trabajo
se selecciona a [*°, que representa al espacio de secuencias acotadas, es decir funciones

Z—R, provisto con la norma del supremo:
M
lulloo = stp fus (K)]

Por lo tanto un elemento u € I es una secuencia de nimeros reales tales que |u (k)| <

my, k € Z con m; > 0. La nociéon de tiempo en las secuencia sera expresada en una
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forma ligeramente diferente a lo habitual, lo cual permite formular ciertos conceptos con
mayor facilidad. Asi, una secuencia u que toma valores para k < 0, representa a eventos
del pasado, mientras que k > 0 expresa eventos del futuro, concluyendo légicamente que

el presente estd expresado por el elemento u (0) como lo muestra la siguiente tabla.

| Tiempo Pasado | Tiempo Presente | Tiempo Futuro |
| enteros negativos ‘ 0 | enteros positivos |

El espacio [* (Z_) representa a la restriccién de [ para los valores de enteros no positivos.
Luego una secuencia u € [*° (Z_) representa: desde los eventos acontecidos en un pasado
remoto (indicado por k — —o0), hasta lo que sucede en el presente (k = 0). Sin embargo
no contiene informacién sobre sucesos futuros (k > 0). A continuacién definiremos
dos funciones, relevantes para la exposicién, que utilizan secuencias como operandos:

funcionales y operadores.

Definicién 2 (Funcional) Sera denominada funcional, a toda funcion F : [~ (Z_) —R
gue transforma a una secuencia de [*° (Z_) en un nUmero real.

Definicién 3 (Operador) Serd denominado operador a toda funcion N : [*°—[> que
transforma a una secuencia de [* en otra secuencia de [*°.

Usualmente no seran utilizados los corchetes en los argumentos de funcionales y operado-
res siempre que en el contexto no se confunda su significado. De forma tal que se notara
Fu en lugar de F'[u] (un nimero) y Nu (k) por N [u] (k) (una secuencia en el instante
de tiempo k). Es facil ver que un sistema puede ser representado por un operador, en la

forma indicada por la siguiente definicién.

Definicién 4 (Sistema) Un sistema queda definido matematicamente por una funcion
u operador N que transforma una secuencia de entrada u, en una secuencia de salida
y [53]. Este hecho, representado esquematicamente en la Figura 1.1, sera notado como
y (k) = N [u] (k).

Estamos interesados en la capacidad de la estructura LNet de aproximar ope-
radores N : [*°—I[*°, no lineales, invariantes en el tiempo y causales. Dichos operadores
representan al comportamiento entrada-salida del sistema, transformando secuencias de

entrada acotadas en secuencias de salida acotadas (sistemas BIBO! estables). Estos

1BIBO: Bounded-Input-Bounded-Output.
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conceptos seran clarificados brindando las correspondientes definiciones, las cuales pueden

ser halladas en [53].

Definicién 5 (Invariancia en el Tiempo) Un operador N que transforma a la secuencia
u (k) en y (k) se dice invariante al desplazamiento, si para todo entero 7, y (k —7) es
igual a la trasformacion de « (k — 7). Cuando el indice & se refiere al tiempo, hablamos
de invariancia en el tiempo. Consecuentemente un operador es invariante en el tiempo
si ¢"N = Nq" para todo 7 € Z, donde ¢” es el operador retardo definido por la ecuacion
1.6.

Definicién 6 (Causalidad) En un sistema causal la salida para cualquier instante de
tiempo k£ = k, depende solamente de la evolucion de la entrada para todo tiempo & < k..
En términos coloquiales esto significa que el presente no depende del futuro. Entonces
diremos que el operador N es causal, si dado u (k) = v (k), k < k,, implica que Nu (k) =
Nuv (k), para k < k,.

Definicién 7 (Secuencia Causal) Extendiendo la idea de causalidad a secuencias, dire-
MOS gque una secuencia u es causal si toma valores solo para & < 0, es decir siu € [*(Z_).

La definiciéon anterior expresa que una secuencia causal no toma valores para
k > 0, y dado que estamos interesados en operadores N : [*°—I[>°, resulta necesario
definir una extensién no causal de una secuencia causal. Una posible forma de hacerlo,
consiste en decir que todos los futuros valores de la secuencia son iguales al valor actual.
Procediendo de manera tal que para toda secuencia causal u € [*° (Z_) definiremos una

extension continua no causal u, € [*° (Z) como

{ u(k), k<0 51)

u(0), k>0

El camino inverso, trocar una secuencia no causal en una casual, se realiza mediante el
operador de truncamiento P : [*° (Z) — [*° (Z_) que trunca a un elemento u € [*° (Z) en

otro elemento [* (Z_) en la siguiente forma:

k), k<0
Pu(ty ) %) para B =5
0, para k > 0
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Pasado Presente Futuro
~ A~ (@
0
ue (k) (b)
/’M 77777
0
A~ ©
0

Figura 3.1: Secuencia Causal, su Extension no Causal y uso del Operador de Trun-

camiento.

La Figura 3.1a muestra una secuencia causal con su correspondiente extensién no causal
en el apartado (b), mientras que el apartado (c) ilustra como puede obtenerse la secuencia
causal original mediante la utilizacién del operador de truncamiento P.

Hemos visto como un operador N puede representar el comportamiento entrada-
salida de un sistema. Si ademas el operador N es invariante en el tiempo, es posible

asociarle una funcional F' en [*° (Z_) (como en [6]) definida como
Fu Nu, (0), (3.2)

donde el valor u. es la extension no causal de u de la ecuacién 3.1. Es facil ver que
el nimero Nu, (0) representa al valor actual de la salida del sistema, el cual es 0 por
convencién. Esta consideracion permite interpretar que la funcional F' transforma al
pasado de la entrada u en la salida presente del sistema. Bajo esta éptica el operador N
puede ser visto como una funcional que transforma al pasado de la entrada en la salida
actual para cada instante de tiempo posible. Este consideracion, plantea la posibilidad
de reconstruir al operador N partiendo de su funcional F' asociada. Para realizar dicha

reconstruccién se utiliza la siguiente relacion
Nu (k) = FPq*u, (3.3)

mediante la cual se recupera al operador N a medida que la variables k& toma valores

distintos. A continuacién presentaremos un ejemplo de un sistema lineal para clarificar
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estos conceptos, donde la Figura 3.2 ilustra al procedimiento de extension de secuencias
y la Figura 3.3 al procedimiento utilizado para recuperar a un operador de su funcional

asociada.

Ejemplo 3 La Figura 3.2 esquematiza: en (a), la secuencia de entrada u (k); en (b), la
secuencia u. (k) extension no causal de u (k); en (c), Nu (k) , la respuesta del sistema a
la entrada « (k) y en (d), Nu. (k) la respuesta a la entradas u. (k). El valor de Fu se
muestra resaltado en el apartado (d).

A
u(k ) e (k)
[e) o
o ° o ° 0000000000
[e) o
(o) (o]
o (@)
o] [e)
4 ° o N o © o
10 5 0 5 10 -10 5 0 5 0
(a) (b)
A DNu(k) Nue(k)
0© 0© 50000000
[e)
o
O o
o] [e)
[eXe) [eXe)
o o o o S}
o o
o]
© — L L L 4
10 -5 0 5 10 -10 -5 0 5 10
(c) (d)

Figura 3.2: Secuencias Causal, Extendida y Respuestas Asociadas.

En la Figura 3.3 veremos como a partir del valor de la funcional F, es posible
recuperar al operador N, lo cual sera ejemplificado tomando el caso k£ = —1 en la ecuacion
3.3. En el apartado (a) se observa la sefial u (k) afectada por ¢!, secuencia sobre la que
actia el operador de truncamiento P generando la secuencia Pqg~'u (k) del apartado (b).
La version no causal (Pg~'u), (k) de la secuencia del anterior se puede observar en
el apartado (c), mientras que el apartado (d), muestra al valor de la funcional deseado
FPq'u (valor resaltado). Este proceso ha sido ilustrado par el valor ¥ = —1. El operador
N es recuperado de su funcional F repitiendo este procedimiento para cada k. =

Se ha visto la forma en que un operador representa a un sistema, se han definido

sus propiedades y expresado la forma de asociar a cada operador una funcional y como
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A
at u(k) 1 (Pgtu)(k)
O o]
o 9 |o o ©
o o
o o
o o 1
(o] o |
- °© . o . - o 00000000000
-10 -5 0 5 10 -10 -5 0 5 10
(a) (c)
Pgtu(k)
e N(Pg*u)(k)
o
o ° o 5 00000000
o e}
o oo o
© O
© o “
o FPq™y,
20 50 5 10 0 -5 0 5 0
(b) (d)

Figura 3.3: Reconstruccién del Operador N a Partir de su Funcional Asociada F.

recuperar al operador de su funcional asociada. En base a las definiciones y discusiones
previas es posible expresar en una forma compacta la nocién de continuidad y causalidad

para un operador que es invariante en el tiempo:

Definicién 8 Un operador N invariante en el tiempo es causal y continuo si y solo si
para cada u,v € [* (Z)y cada ¢ > 0, existe § > 0 tal que

sup |u (k) —v (k)| <6 = |Nu(0) — Nv(0)] <e. (3.4)

k<0

La definicién anterior expresa que para un operador continuo la salida actual del
sistema Nu (0), depende continuamente de toda la historia previa de la entrada. Es decir
que un suceso acontecido en su pasado remoto (k — —oo) afecta de igual manera a la
salida actual, que un evento ocurrido en su pasado reciente (k cercanos a 0). Un circuito
biestable es un ejemplo clasico de un sistema de este tipo: para conocer la salida actual,
es necesrio conocer toda la secuencia de entrada y el estado inicial. Sin embargo la meta
ultima de toda teoria es explicar la realidad, y para una gran cantidad de sistemas reales
la influencia del pasado de las entradas sobre la salida presente, disminuye a medida que
se retrocede en el tiempo. Cuando se incorpora este concepto, se arriba naturalmente al

tipo de sistemas que tienen memoria evanescente.
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3.2 Memoria Evanescente.

Intuitivamente un operador tiene memoria evanescente si dadas dos senales de
entrada que estan cercanas en algin sentido en el pasado reciente (pero no necesariamente
en su pasado remoto), producen salidas que en el presente se encuentran cercanas. El
concepto de memoria evanescente expresa que a medida que se retrocede en el pasado
(k — —o0), la influencia de la entrada u (k) sobre la salida presente Nu (0) se hace
despreciable 0 se evanesce. Una forma de expresar este efecto consiste en generar una
secuencia que decrezca a medida que k aumenta y que “pesa” distinto los efectos de la
entrada sobre la salida de acuerdo al tiempo transcurrido. Procediendo de dicho modo,
sea la secuencia decreciente w : Z, — (0,1], con ’}Lrgo w (k) = 0 en base a la cual se

define a la siguiente norma pesada
M
Jull,, = sup |u (k)| w (k). (3.5)
k<0

Es facil ver que el efecto practico de la norma 3.5 es hacer evanescer o desaparecer a la
entrada u (k) cuando k — —oo. Con estos elementos se esta en condiciones de definir al

concepto de memoria evanescente.

Definicién 9 (Memoria Evanescente) Un operador causal N : [*°—[* tiene memoria
evanescente en K C [* si dado £ > 0 existen: 1) una secuencia decreciente w : Z, —
(0,1], con klim w(k) =0y 2) 6 >0, tal que para cada u,v € K

sup |u (k) — v (k)|w(=k) <e = |Nu(0) — Nv (0)] < é. (3.6)

k<0
La definicién anterior expresa conceptualmente como la salida del sistema es influenciada
cada vez menos por senales remotas de la entrada. La funcion de peso w (k) simula hacer
desaparecer o evanescer al pasado remoto de la entrada hasta que en el limite lo anula.
De la comparacién de las ecuaciones 3.6 y 3.4 es facil ver que si un operador tiene
memoria evanescente también es continuo, es decir que puede interpretarse a la memoria
evanescente como a una forma mas “fisica” de la continuidad. Sin embargo la reciproca
no es valida como se muestra en el siguiente ejemplo de un operador que es continuo pero

que no posee memoria evanescente.

Ejemplo 4 (Operador Detector de Pico) : Sea Ny, : [*(Z) — [*°(Z), el operador de-
tector de pico definido como
Ny (k) =sup u(n),

n<k
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lo que significa que retiene el valor de pico de la sefal que ingresa. Es facil ver que el ope-
rador N4, no tiene memoria evanescente, dado que independientemente de lo que suceda
en su pasado, la salida mantiene al valor maximo de la sefial de entrada. Suponiendo
que la secuencia de entrada constara de un Unico valor distinto de cero, digamos ug = 1,
la salida mantendria indefinidamente el valor Ng,u (k) = 1. Sin embargo el operador N,
si es continuo, para lo que basta ver que para todo u,v € [*° (Z)

||Ndpu - Nde”oo < lu— v”oo .

Cabe aclarar que NNy, opera sobre secuencias discretas a pesar de que la grafica de la
Figura 3.4 utiliza senales continuas por facilidad en su visualizacion. =

=
(=
|

N W e Ot O N 0 ©

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

Figura 3.4: Operador Detector de Pico.

Hasta aqui han sido expuestos los conceptos y las definiciones necesarios para
poder comprender las capacidades de aproximacion de la estructura LNet, las cuales se

demuestran en un teorema de la siguiente seccién.

3.3 Teorema de Aproximacion de la Estructura LNet.

En esta seccion se enunciara el teorema que establece las capacidades de a-
proximacién de la estructura LNet. Una version de dicho teorema fue preliminarmente
demostrada por Sentoni y col. [65], siendo la versién completa la que se encuentra a

continuacion.
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Teorema 3 (Estructura LNet) Sea K unabolaen (>, K L {u el |||ul| <mi},con
my > 0, y sea N : [* — [* cualquier operador invariante en el tiempo, causal y con
memoria evanescente en K. Entonces, existen un conjunto de m operadores de Laguerre
{Lo(+),L1(*),...,Lm—1(-)} y un Perceptron de una capa oculta NN (-), tales que para
todo u € K

HNU — NUH <e,

donde Nu esta dado por
Nu (k) = NN (Lou (k) , Liuw (k) , ..., Lyy_u (k)

siendo NN (-) un Perceptron de una capa oculta de m entradas y no neuronas expresado
por2.5 mientras que los sistemas de Laguerre se toman de acuerdo a 1.15.

A continuacién seran descriptos los pasos involucrados en la demostracién del
teorema LNet los cuales son esquematizados por la Tabla 3.1. Estamos interesados en
demostrar que el operador LNet N es capaz de aproximar a cualquier operador N no
lineal, invariante en el tiempo, causal y que posea memoria evanescente. Dicho operador
N tiene una funcional asociada F, al igual que los operadores L; () tienen sus corres-
pondientes funcionales asociadas G;. El punto 1) de la tabla indica el comienzo de la
demostracion, que se realiza utilizando una version del Teorema de Stone-Weierstrass, el
cual expresa que cualquier funcional F' continua puede ser aproximada arbitrariamente
bien en un espacio compacto? E, por una combinacién polinomial de un conjunto G
de funcionales continuas que separan puntos en dicho compacto. Para utilizar dicho
teorema como herramienta es necesario demostrar previamente los lemas indicados en la
tabla como 1.1, 1.2 y 1.3. los cuales establecen que: el espacio involucrado es compacto
respecto de la norma |||, (ver [6]), las funcionales G; utilizadas separan puntos en E y
que son continuas con respecto a |||,

Una vez demostrados estos tres lemas, se cumple con las hipétesis del Teorema de Stone-
Weierstrass, por el cual se demuestra que la funcional F asociada al operador LNet N ,
puede aproximar a cualquier funcional en el espacio compacto E mediante una combi-

nacién de sistemas discretos de Laguerre realizada por un polinomio p (-).

2Un espacio métrico E es compacto si y solo si es totalmente acotado y completo [31, Teorema 2, pag
100]. Por ser completo toda secuencia en E tiene limite Como consecuencia un espacio métrico E es
compacto si y sblo si de toda secuencia infinita de E, se puede extraer una subsecuencia que también
converge en E.

Ejemplo: un subconjunto M del espacio R" es compacto si es cerrado y acotado.
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‘ ‘ Teorema Involucrado | Resultado Obtenido ‘
1 | Teorema de Stone-Weierstrass ‘Fu — Fu| <&
1.1 Lemal Compacidad de K_ con ||ul|,
1.2 Lema Il {G;} son continuas con ||ul|,
1.3 Lema IlI {G;} separa ptos. en [*(Z_)
2 | Teorema de Cybenko Fu— Fu| < &,
3 | Recuperar al operador N Nu— Nul|| <e

Tabla 3.1: Esquema de Teoremas y Resultados Involucrados en la Demostracion del

Teorema LNet.

Este punto de la demostracién estd indicado por el item 2) de la Tabla 3.1.
Haciendo uso del teorema 1, se muestra que a su vez ese polinomio p(-), puede ser
aproximado por una red neuronal NN ().

En este punto, indicado como 3) en la Tabla 3.1, se estd en condiciones de
culminar la demostraciéon recuperando al operador LNet N de su funcional asociada
mediante la ecuacion 3.3. La Tabla ayuda a seguir la demostracién indicando qué teorema
se utiliza y qué resultado es obtenido, por lo tanto comencemos entonces enunciando el

Teorema de Stone-Weierstrass.

3.3.1 Teorema de Stone-Weierstrass.

Teorema 4 (Stone-Weierstrass) Sea E un espacio métrico compacto y sea G un con-
junto de funcionales continuas en E que separan puntos, es decir que para cualquier
u,v € E existe G € G tal que Gu # Gv. Entonces dados £ > 0 y cualquier funcional
continua F' en E, existen un polinomio p : R™ — Ry funcionales {G1,Ga,---,G,} € G
tales que para todo v € E

|Fu — p(Giu, Gau, - - -, Gpu)| < e.

Como lo indica la Tabla 3.1, hay que demostrar tres lemas senalados como I, IT

y III los cuales especificamente expresan que:

1. El espacio K_ definido por B.1 con la norma ||u||,, es compacto en [* (Z_).
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2. El conjunto de las funcionales GG; asociado a los operadores discretos de Laguerre

es continuo respecto de la norma ||u||,,.

3. El conjunto de las funcionales G; separa puntos en [*° (Z_).

Comencemos entonces demostrando el siguiente Lema.

3.3.2 Lema I.

Lema 1 Debido a que la prueba de dicho lema sigue los lineamientos generales del propio
demostrado en [6], la demostracion se incluye como el Apéndice B.

3.3.3 Lema II.

Lema 2 El conjunto de las funcionales G,, asociado a los operadores discretos de La-
guerre es continuo respecto de la norma pesada ||-||,, de la ecuacion 3.5.

o0

Prueba. Considere el conjunto de funcionales G = {Go, Gy, -}, donde G,u =)
I (1) u (—1i) es la funcional asociada al operador L, (-). Diremos que la funcién de pé:(g
w' (7) domina a w (4), si w’' (¢) > w (7) para todo 4. Si se encuentra una secuencia w’ (7)
que domina simplemente se elige w (i) = w’ (i) y la demostracién no varia. Ademas ha
sido probado que si un sistema tiene memoria evanescente en una norma pesada por una
secuencia, luego posee memoria evanescente para toda secuencia pesante [42]. Por lo

tanto sea w (i) = 1/ (1 +4) la funcién de peso, entonces

Gt — Gou| = Z b (1) u (=) = > 1o (i) v (=),

=0

G = Gl <5 (fu (=) = (=90 () 3 1 (Dl w i)

i>0
|Gru — Gpu| < JJu(—1) — v (—1) Z |1, ( (3.7)

Los sistemas de Laguerre son exponencialmente estables como se demuestra en el Apéndice

A por lo tanto por la ecuacién A.1 el ultimo término en la ecuacién 3.7 se puede expresar

Z|ln(i>’w(i)_1§(n—i-l)Zri(H—l), la] <r < 1.

COo1mao:
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Sea

:Z ri = 1_r . (3.8)

la derivada del segundo término de 3.8

dl1—rN  1—pN-1

- = 3.10
dr 1—r (1— r)2 ’ (3.10)
e igualando obtenemos que
N
1—-2 N N+1
S i) (3.11)
P (1—r)
Utilizando esta tltima ecuacién se puede acotar a
1—-2 N N+1
G — G| < [lu (=) — v (=), ( + 1) ——— (3.12)

(1=r)”

donde la funcional GYu —Z Iy, (i) u(—1) utiliza solo N términos de la respuesta al

impulso [, (¢). Tomando el hmlte para N — oo, es decir considerando a la respuesta

infinita al impulso se obtiene

lim |GNu — G| = |Gru — G| < JJu(=1) — v (=i)|,

N—oo

(3.13)

Luego dado € > 0, elijiendo |lu (=) — v (=), <6 =€ (1 —r?) / (n+ 1), por la ecuacién
3.13

|Gru — Gpu| < e,

lo que prueba al Lema 2. W

3.3.4 Lema III.

Lema 3 EI conjunto de las funcionales G,, separa puntos en [~ (Z_).

Prueba. Hay que demostrar que el conjunto de las funcionales G,, separa puntos en

[*(Z_), es decir que para cualquier uy,us € [*°(Z_) existe G, tal que G uy # Gpus.
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Si no separan puntos, significa que para uy, us € [*° (Z_) existe G, tal que GLu; = GpLus
para todo n. Sea u = u; —us, de forma que G,u = 0 para todo n. Para demostrarlo basta
comprobar que v = 0 (la secuencia nula), lo que probara que las funcionales discretas de

Laguerre separan puntos en [* (Z_). Los G,, pueden ser expresados como
Ghu :Z I, (1) a™"%a"?u (—i) = 0
=0

donde a es polo generador de los sistemas de Laguerre 1.15. Es facil ver que los elementos
(u(=i)a"’?) y (L, (i)a="?) € 1*(Z4). Como el conjunto de las funciones {I,, (i)a~"/*}
forma una base para [ (Z.) es no nulo, por lo que se puede concluir que u (—i)a*/? =0
y por lo tanto u = 0. Expresado de otra forma, significa que como no es posible que una
combinacion de funcionales G,, genere la secuencia nula, la tnica forma posible de que
Gru =0, es que u = 0. Esto demuestra que las funcionales discretas de Laguerre separan

puntos en [* (Z_), probando al Lema 3. W

3.3.5 Prueba del Teorema de la Estructura LNet.

Prueba. Aplicando el Teorema 4 de Stone-Weierestrass, por los Lemas 1, 2 y 3, podemos
concluir que toda funcional F' asociada a un operador N no lineal invariante en el tiempo
y que posea memoria evanescente puede ser aproximada por un conjunto de funcionales

asociadas a los sistemas de Laguerre seguidos por un polinomio p (+) como
|Fu —p(Gou, Gyu, - -+, G_qu)| < e/2, con eq > 0.

Dicho polinomio debe ser ahora aproximado por una red neuronal por lo que
dado e > 0, y por el Teorema 1 existe un Perceptrén de una sola capa oculta NN (-)

para el cual

NN (z) —p(2)] < /2.

Como u € K = ||u|l,, < my, es ficil ver que |z;| < ||Li—qul, < ¢, ¢ >0, i:
1,...,m. Tomando & = z;/¢; 0, i :1,...,m es facil ver que § € I, y que p(§) €
C (1) . Por lo tanto dado € > 0, por el teorema 1, existe una red NN (§) que aproxima

a p (£) arbitrariamente bien y para la cual

|Fu — NN (Gou, Gyu, - -+, Grp_1u)| < €. (3.14)
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Hasta este punto fue demostrado que toda funcional F' asociada a un operador
N no lineal invariante en el tiempo, causal y que posee memoria evanescente puede
ser aproximada por un conjunto de funcionales asociadas a los sistemas de Laguerre
seguidos por un Perceptrén de una capa oculta NN (). Para probar que puede aproximar
cualquier operador con memoria evanescente primero se utiliza la ecuacién 3.3 mediante
la cual se recuperan los operadores asociados en la ecuacién 3.14. Sea k € Z, luego

PgFu € K_, entonces
|Fquu — NN (GOquu, G1Pd*u, - - -, Gm,lquu)‘ = ‘Nu (k) — Nu (k)| <e.
Como esta tltima ecuacién es valida para todo k € Z, concluimos que para todo u € K
HNU — NUH <,

lo que concluye la prueba. B
Este teorema asegura que la clase de sistemas no lineales discretos, causales y
con memoria evanescente, pueden ser aproximados por la estructura LNet. En la siguiente

seccién se haran ciertas consideraciones sobre la clase de aproximacion obtenida.

3.4 Consideraciones sobre la Aproximacion Obtenida.

Ha sido mostrado que para que un sistema pueda ser aproximado por la estruc-
tura LNet, son necesarias solo unas pocas suposiciones razonables desde un punto de vista
fisico: ser causal, invariante en el tiempo y poseer memoria evanescente. El concepto de
memoria evanescente esta relacionado con una caracteristica asociada al operador que
representa al sistema entrada-salida. Sin embargo, puede ser que no exista un operador
entrada-salida que represente al sistema; pero si el sistema tiene memoria evanescente,
este puede ser aproximado por una estructura LNet.

Es conocido el hecho de que todos los sistemas fisicos tienen un cierto grado de
saturacion. La Figura 3.5 muestra diversos tipos de saturaciéon encontrados cominmente
en los sistemas fisicos. La estructura LNet tiene capacidades de aproximacion similares
a las de una Serie de Volterra. Sin embargo, la estructura LNet aventaja a la Serie de
Volterra en la cantidad de parametros necesarios para realizar una aproximacion equiva-
lente, ventaja que se acrecienta cuando el sistema presenta algin tipo de saturacién como

lo hacen la mayorfa de los sistemas fisicos [43]. Dicha ventaja se encuentra relacionada
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a las que posee un Perceptrén de una capa oculta para aproximar funciones continuas

como fuera expresado en secciones anteriores.

Amplitud

Amplitud

0 . T .
%

C —1= !
© _ J Amplitud

Figura 3.5: Diversos Tipos de Saturacion.

La caracterizacion de sistemas que poseen memoria evanescente, sigue siendo
aun motivo de estudio como lo puntualiza Shamma [67]. Algunos ejemplos de sistemas
con memoria evanescente, se encuentran en los lineales, las cascadas de sistemas lineales
dindmicos con no linealidades estaticas (Modelos de Wiener y de Harmerstein) y sistemas
no lineales con unicidad de estado estacionario. Por ejemplo, si en un punto de equilibrio
el campo vectorial es continuamente diferenciable y el sistema linealizado en ese punto
es exponencialmente estable y controlable, luego para entradas suficientemente pequenas

el operador que relaciona la entrada con los estados tiene memoria evanescente.

3.5 Conclusiones.

Ha sido mostrado que la estructura LNet es capaz de aproximar operadores no
lineales, discretos, casuales, invariantes en el tiempo y que poseen memoria evanescente.
La aproximacién es realizada sobre el operador que representa al sistema desde el punto
de vista entrada-salida. Para realizar la demostracion de las capacidades de aproximacion
de la estructura LNet se definieron los conceptos necesarios, dentro de los cuales el de
memoria evanescente juega una papel importante. Fue mostrado que este concepto puede

ser visto como una cierta forma de continuidad del operador relacionado al sistema. Se
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concluyé el capitulo con un discusién de los resultados obtenidos. En el siguiente capitulo

seran tratadas las formas de identificar los pardametros de esta estructura.
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Capitulo 4

Determinacion de la Estructura

LNET.

Este capitulo presenta la metodologia a seguir para determinar la estructura
LNet: cantidad de sistemas de Laguerre y nimero de neuronas en la capa oculta. La
utilizacion de los denominados coeficientes de Lipschitz, cuyo uso se fundamenta en la
continuidad del operador LNet, servird para la evaluacion del ntimero de sistemas. En
la estimacién de la cantidad de neuronas de la capa oculta, se utilizara una variacion de
las técnicas de poda. Dicha técnica se basa en una descomposicion en valores singulares
de la matriz de datos propagada a través de la capa oculta. Concluye el capitulo, tras la
presentaciéon de los métodos utilizados para la validaciéon del modelo obtenido, con una

discusion sobre lo expuesto y algunas consideraciones generales.

4.1 Introduccion.

En este capitulo se desarrollaré el procedimiento de identificacién de la estruc-
tura LNet de orden (m,no) esquematizada por la Figura 2.12, para m sistemas de La-
guerre y un perceptrén de no neuronas en la capa oculta. En general la construcciéon de
un modelo a partir de datos involucra tres componentes basicos: la recoleccion de datos,
el conjunto de modelos candidatos y reglas mediante las cuales es posible determinar un
modelo de dicho conjunto utilizando los datos obtenidos.

En determinadas ocasiones los datos de entrada-salida pueden ser recolectados a

través de un experimento de identificacién. En tal caso es posible definir qué senales son
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medibles, cuando hacerlo y eventualmente hasta qué tipo de senales de entrada utilizar.
El objeto de disenar el experimento, sujeto a las restricciones que puedan existir, es
tomar las decisiones adecuadas de forma tal de que los datos recolectados brinden la
mayor cantidad de informacion posible. Cuando no es posible disenar al experimento de
recoleccién de datos, se deben utilizar aquellos que provienen de la operacién normal del
sistema. Aun asi, los datos obtenidos deben poseer la informacion suficiente para poder
obtener un modelo “suficientemente bueno” del conjunto de modelos candidatos.

El conjunto de modelos candidatos queda determinado cuando se especifica la
coleccion de modelos de la cual se espera determinar uno apropiado. Utilizaremos al
conjunto de modelos LNet, que como fuera demostrado en el capitulo anterior, es capaz
de aproximar en forma uniforme a la clase de sistemas no lineales discretos, invariantes
al desplazamiento, causales y que poseen memoria evanescente. Cada estructura LNet
queda definida por un conjunto de m sistemas de Laguerre generados por el polo a y
un Perceptrén de una capa oculta de no neuronas. El polo de la expansion puede ser

estimado de acuerdo a:

a=1-"T/ty, (4.1)

donde t; expresa a la constante de tiempo dominante del sistema y T" representa al periodo
de muestreo (para sistemas discretos T' = 1). Sera supuesto que esta constante se conoce
o puede ser facilmente estimada [80]. Un método que puede ser utilizado por su sencillez
consiste en tomar muestras de la respuesta al escaléon del sistema y luego aproximar
dicha respuesta en algtin sentido 6ptimo mediante el término pasabajos Ly (¢~!) de los
sistemas de Laguerre. Una vez estimado el polo a, el conjunto de sistemas de Laguerre
queda totalmente definido. De forma tal que sélo resta evaluar el nimero m de dichos
sistemas y la cantidad no de neuronas en la capa oculta del perceptron.

El niimero m de sistemas serda evaluado basandose en el concepto de continuidad
del operador LNet. Como dicho operador es continuo también debe serlo la transfor-
macién no lineal que produce el Perceptron. En base a este concepto se define un indice,
denominado coeficiente de Lipschitz, que sirve para evaluar la continuidad de la funcién
involucrada. La informacion asi obtenida es 1til para estimar la cantidad necesaria de
sistemas a utilizar, con lo cual solo resta evaluar la cantidad de neuronas de la capa

oculta.

Para acotar el nimero de neuronas de la capa oculta se utiliza una técnica
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basada en un concepto de poda (“pruning”) introducido por Sentoni y col. [63]. Dicha
técnica consiste en iniciar el entrenamiento con una cantidad sobreabundante de neu-
ronas, y mediante un cierto analisis en valores singulares de los datos de la capa oculta
acotar el nimero no de neuronas en dicha capa. Realizado lo antedicho se contintia con
el proceso de entrenamiento que permite identificar el valor de los parametros de la red

neuronal.

Una vez definida la estructura LNet por su orden (m,no) y el valor del polo a
solo resta obtener el valor de sus parametros. Estos son la matriz de pesos de la capa
de entrada W1 : (m X no) y su vector de bias bl : (no x 1) conjuntamente con el vector
de pesos de la capa de salida w2 : (1 X no) y el valor b2. Para obtener dichos valores se
utiliza un algoritmo de optimizacién, mediante el cual se minimiza algin criterio especifico
como puede ser el error de salida. Luego de proceder con la identificacion, se obtiene un
modelo ¥ de orden (m,n0o) (no necesariamente tinico) que aproxima en forma uniforme
al sistema > en subconjunto K de [*°; K dado por la ecuacion 1.21. Dicho modelo es
el que mejor describe a los datos de acuerdo al critrerio elegido. Solo resta comprobar
si este modelo en particular es “lo suficientemente bueno”, es decir si es vélido para el
proposito para el cual es pretendido. El conjunto de técnicas utilizadas para realizar
tal comprobacion es conocido bajo el nombre de validaciéon del modelo. Este proceso
involucra varios pasos para comprobar como se relaciona el modelo a los datos observados,
al conocimiento previo y al uso que se intenta hacer de él. El comportamiento deficiente
de un modelo lo es en relacion a dichos conceptos, mientras que una buen desempeno
estd siempre relacionado con una cierta confianza. De forma tal que un modelo nunca
debe ser aceptado como una descripcion final y acabada del sistema. A lo sumo debe ser
concebido como una descripcién suficientemente buena de ciertos aspectos del sistema
que son de particular interés. Lo cual da una idea de lo interactivo que resulta un proceso

de identificacion.

Planteado en esta forma, el proceso de identificar a un sistema tiene un flujo na-
tural: primero recolectar los datos, luego seleccionar la estructura del modelo y finalmente
estimar los parametros del mejor modelo para dicha estructura. Es bastante probable
que el primer modelo obtenido no pase las pruebas de validacién. En este caso se debe
volver atras y revisar varios pasos del procedimiento. El modelo puede ser deficiente por

varias razones:
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e El procedimiento numeérico utilizado no fue capaz de encontrar al mejor modelo de

acuerdo al criterio elegido.
e El criterio puede no estar correctamente seleccionado.

e La estructura del modelo puede no haber sido apropiada, es decir, no contiene

ninguna descripcién lo suficientemente buena del sistema.

e Los datos no contienen la cantidad de informacién necesaria para desarrollar la

identificacion.

La mayor parte de un proceso de identificacién implica la resolucién, guiada
por la experiencia obtenida en pasos previos, de los problemas planteados por los puntos
recientemente mencionados en una forma iterativa [39]. Culminada esta introduccién, a
continuacion se desarrollara la técnica que permiter estimar el niimero m de sistemas de

Laguerre que es necesario utilizar.

4.2 Evaluacion del Niimero de Sistemas de Laguerre.

La estructura LNet representa a un operador con memoria evanescente, que tal
como fuera establecido en el capitulo I1I, resulta ser una generalizacion de los operadores
continuos. Dicho operador transforma de manera continua las senales de entrada en
senales de salida mediante la composicion de dos transformaciones: la producida por
los sistemas de Laguerre seguida por la del Perceptrén. El Perceptron de una capa
oculta produce una transformacién multivariable y continua sobre una regién dada, de

las senales provista por los sistemas de Laguerre:
y (k) = Nu(k) = NN (Lou (k), Lyu(k), -+, Lyp_1u (k)) .

En forma individual cada transformacion es continua, por lo tanto, también debe serlo su
composicion. La técnica para determinar la cantidad de sistemas se basa en la posibilidad
de evaluar como varia la continuidad del operador LNet de acuerdo al niimero m de

sistemas utilizados. Por simplicidad notaremos a la estructura LNet como

gk: :g(zk> :g(['zl (k),Zg (k>7azm (kﬂ)v (42)
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Z1 |2 | 23|y
a) 010011
b) O]le|1]0

Tabla 4.1: Valores de la Funcién con la Totalidad de los Datos Utilizados.

donde g (-) representa al Perceptrén y z, es un vector fila de [1 x m]
2= [0 (K) 22 (8) - 2 (R)], (43)

donde cada componente z; (k) = L;_ju (k) representa a la sefial de entrada u (k) filtrada
por el (j — 1)&simo sistema de Laguerre. Sea Z : [np x m] la matriz en la cual son

agrupados los np datos disponibles:

YAl
Z
Z = , (4.4)
Zy
Znp
donde cada z; estd compuesta por el vector de la ecuacién 4.3 para k£ : 1,...,np. Una

vez determinado el valor del polo a que especifica a todo el conjunto de los sistemas de
Laguerre, es posible calcular a las sefiales z; (k). La cantidad m de sistemas utilizados
se refleja en la dimensién del dominio de la funcién g (-). Por ejemplo, sim =1, g (-) :
R—R;sim=2,¢():R?*— Ryen general g(-) : R™ — R. El problema de estimar la
cantidad de sistemas puede ser visto como el de estimar cual es la dimensién para la cual
la funcién desconocida g (-) es continua. Es decir qué puntos “cercanos” del espacio de
entradas que toma valores de la martiz Z deben ser tranformados por la funcién g (-) en

puntos “cercanos” en el espacio de salida. El siguiente ejemplo clarificard este concepto.

Ejemplo 5 Supongamos que se desea estimar la dimension del dominio de una funcion
continua ¢ : [0,1)°> — [0,1] a partir de los datos ilustrados por la Tabla 4.1 donde € > 0
es un infinitéesimo. Si solo se utilizaran las sefnales z; y 2z, se obtendria que la distancia
en el espacio de entradas seria

120 — Zb”g = (210 — Zlb>2 + (224 — Zgb)2 =,
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que es infinitesimal, donde |||, nota a la norma 2 en un espacio Euclideo. De acuerdo
al concepto de funcion continua, dos puntos que se encuentran cercanos en el espacio de
entradas deben ser transformados en puntos cercanos del espacio de salida. La distancia
en el espacio de salidas es igual a

2
19a = ol =1,

resultando en puntos alejados dado que la funcion g (-) transforma puntos del cubo uni-
tario [0, 1]* (donde la distancia méaxima es v/2) en el segmento [0, 1]. Sin embargo, cuando
se utiliza el nimero correcto de 3 dimensiones, la distancia entre los dos puntos en el
espacio de entradas resulta

120 — 212 = (210 — 215)° + (220 — 220)° + (230 — 236)° = 1 + €2,

lo cual indica que los puntos en el espacio de entradas ya no estan cercanos y se puede
establecer una funcion continua que pase por ellos. =

El concepto ilustrado por el ejemplo anterior, sugiere un primer método para
determinar la dimension del espacio de entradas basado en la continuidad de la funcién
g (+) que se desea estimar. Supongamos que la cantidad de datos (zg,vyx), k:1,...,np
disponibles para estimar la dimensién de g (-) es suficiente. Luego se procede de la

siguiente forma:

1. Comenzar con m = 1.

2. Verificar por definicién la continuidad de la funcién g () para la totalidad del con-

junto de datos disponible.

Es decir que, dado ¢ > 0 existe 6 > 0, tal que para todo par de puntos (i, j) :

1,...,np del espacio de entradas se cumple que

zi = z]] <6 = |ys —yy| <e.

3. La funcién g () resulta continua? Si, entonces m es el valor deseado. Parar.

4. No, hacer m = m + 1 y volver a #1.
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El algoritmo anterior propone una primera aproximacién a la soluciéon del pro-
blema de verificar la continuidad de la funcién desconocida g () a partir de los datos
disponibles [62]. Sin bien simple en su concepcién y efectivo cuando no existe ruido
en las mediciones, el método falla cuando hay ruido presente. Mas aun, resulta dificil
determinar los € y  que indican que esta “cercano” en el espacio de entradas y salida res-
pectivamente. Un refinamiento al anterior método consiste en utilizar a los denominados

coeficientes de Lipschitz.

4.2.1 Coeficientes de Lipschitz.

Una funcién continua que toma valores en una regién cerrada es Lipschitz aco-
tada. Basados en dicho principio Xiangdong y Asada [78] presentaron el método de los
coeficientes de Lipschitz para la evaluar la dimensién de una funcién multivariable g (-)
en modelos no lineales entrada-salida. A continuacién definiremos que se entiende por

condicion de Lipschitz.

Definicién 10 Se dice que la funcidn ¢ (-) : R™ — R es Lipschitz acotada en una bola
centrada en z,, B = {z € R™ : ||z — z,|| <r > 0} si existe una constante finita &, tal
que

19(2:) — 9 (2))| < g |12i—25]), V2,2, € B, (4.5)

donde k;;;, es conocida como la constante de Lipschitz y ||-||, representa a un norma
arbitraria en el espacio de entradas.

En el caso especifico de una Perceptrén de una capa oculta en [72] se demuestra
que la transformacién que produce la red es Lipschitz acotada, es decir cumple con lo
establecido por la ecuacién 4.5. Una funcién que cumple con la condicién 4.5 posee sus

derivadas parciales acotadas [74, pag. 45]:
|91 = 109/02;| < kuip, 52 1,...,m. (4.6)

Luego, los coeficientes de Lipschitz );; son definidos como

|y _yj’ . .
Nij =4 :
J ||Zi_zj|| (Z#])

donde y; = ¢ (z;) por la ecuacién 4.2 para i, j : 1,...,np. Estos cocientes se expresan como

la relacién de dos cantidades: ||z; — z;|| que es la distancia entre dos puntos del espacio de
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entradas y ||0y|| = |y; — y;|, la diferencia entre los valores g (z;) y ¢ (z;) . Como la funcién
g (+) es continua, la condicién de Lipschitz establece que los cocientes de Lipschitz deben

ser acotados:
’yi - ?/j|

< o0.
1z — 2]l

O<)\ij:

Aplicando andlisis de sensitividad a la formulacién entrada-salida de la ecuacion 4.2 se
obtiene que

0y = 1021 + 92029 + -+ + GmO2zm,

donde 6y = ¢ (z;) — ¢ (z;) y las g; notadas por la ecuacién 4.6 son las derivadas parciales

de g (z;) de 4.2 respecto a cada componente i. Luego

N — |6y @162 4 g2bza 4 -+ Gmbzm|
’L] - —_— .

V6207 4 (622) 4+ (620)* /(82 + (822)* + -+ + (82)?

De acuerdo con las definiciones previas, tomando 6 = max |6;| y |¢i| < kuip, la cota en

ie(1,..,m
los cocientes de Lipschitz puede ser obtenida mediante la desigualdad de Schwartz:
|621] + |6z2] + -+ - + |62m|

V620 + (522 + -+ (620)

m __

S ]{:lip m; (4 7)
2

donde el supraindice m en Aj} representa la cantidad de sistemas de Laguerre a ser
usados. Sea mg la cantidad deseada de estos sistemas de Laguerre. Por lo tanto si todas
las variables z;, 7 : 1,...,m se encuentran en la reconstruccién de la funcién g¢(z),
los cocientes de Lipschitz para todos los pares de datos (z;,y;) seran acotados. Dos
situaciones posibles pueden darse bajo estos supuestos: si alguna de las variables no se
encuentra presente en la reconstruccion, los cocientes de Lipschitz seran arbitrariamente
grandes; mientras que si existen mas variables que las necesarias, dichos coeficientes seran

acotados. Tal cuestién serd clarificada a continuacién.
1. m < my, es decir el nimero utilizado m es menor al nUmero deseado my.

Se desea mostrar que si alguna de las variables no se encuentra presente en la
reconstruccion, los cocientes de Lipschitz seran arbitrariamente grandes. Para lo cual
supongamos, sin perder generalidad, que la variable z,,, no estd incluida en la recons-
truccién de la funcién desconocida g (). Supongamos ademés que para algin par i, j
de los datos disponibles se cumple que 623 = -+ = 02,1 = 0 y que 6z,, = € una

cantidad infinitesimal. A continuacién evaluaremos los cocientes de Lipschitz verificando
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que con z,,, ausente los coeficientes de Lipschitz serdn arbitrarimente grandes y que con
Zmo Dresente el coeficiente de Lipschitz serd acotado. La distancia en el espacio de salida

en ambos casos es la misma
oy = Yi — Yy,

ya que es un dato. La distancia en el espacio de entradas con z,,, ausente serd

\/wzgz+md@f—%~-+méaw_g?
En estas condiciones el coeficiente de Lipschitz )\?;0_1 es

)\?;071 — ’5?/’ — ’gmo| € 0.

\/ (621)° + (622)° + -+ + (02mg 1)’ \/ (621)° + (622)° 4 - + (02mo1)°

Sin embargo si se incluye a la variable z,,, en la reconstruccién, el coeficiente A2 es
mo—1 __
>‘ij = | Grmo| -

7 - mo—1 . / ’ mo
Resulta facil ver que A" (con zy,, no incluida) serd mucho mayor que Aj;° (en el que

todas las variables han sido incluidas).
1. m > my, es decir el nUmero utilizado m es mayor al nUmero deseado m.

Cuando una variable redundante z,,,,, ha sido incluida, del anélisis anterior re-
sulta facil ver que AZFOH sera solo ligeramente menor que )\;;‘0, pero no significativamente.
La anterior discusion presenta las bases para que el nimero de entradas pueda
ser identificado usando la informacion provista por los cocientes de Lipschitz. Procedien-

do de acuerdo a este objetivo, se define el siguiente indice

mv 1/mv
AT = <H VmA™ (k)) , (4.8)
k=1

donde mv = cte - np, cte € [.01,.02], A™ (k) es el k-&simo mayor coeficiente de Lip-
schitz calculado con las variables (21,22, -, 2,) entre todos los A7} de la ecuacion 4.7
(1 #j; 4,5:1,2,...,np). El indice de la ecuacién 4.8 es definido como el promedio
geométrico de los mv mayores valores de los Aj} para disminuir el efecto producido por
el ruido que pudiera estar presente. Del andlisis previo se puede apreciar que si A" es el

nimero deseado de variables, ™! es muy préximo a A;;°. Sin embargo )\;’;0_1 es mucho
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Figura 4.1: Curva tipica de los coeficientes de Lipschitz.

mayor que Aj2° y )\?;072 es mucho mayor que )\ZLO*I. Si se grafica una curva en donde se
muestre el valor de A™ en la ordenada y el de m en la abscisa podra ser observado (Ver
Figura 4.1) que a partir de un dado punto que definiremos como A", la curva entra en
una region de saturacién. Es facil apreciar que si se selecciona un m menor que mg, A™
se incrementard significativamente. En cambio, si se selecciona un m > mg no se obtiene
una disminuicién significativa en el valor de A™. De forma tal que en el proceso de se-
leccién es conveniente tomar una constante de corte v, tal que mg pueda ser seleccionado

CcOomao:

mo =min A"/ < 4], (4.9)
m
La expuesto recientemente puede ser resumido en el siguiente algoritmo:
1. Comenzar con m = 1.

2. Verificar la continuidad de la funcién g (-) para la totalidad del conjunto de np

datos disponible mediante los coeficientes de Lipschitz.

Es decir que, dado una constante de corte ~ verificar que los coeficientes entraron

en la zona de saturacién indicada por

mo =min [\"/A" < 4]
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3. La funcién g () resulta continua? Si, entonces m es el valor mgy deseado. Parar.

4. No, hacer m = m + 1 y volver a #1.

Se presento la forma de estimar la cantidad de sistemas de Laguerre en base a
un concepto relacionado a la continuidad del operador LNet. A continuacion se trataran

algunos aspectos relacionados a las senales utilizadas para la identificacién.

Consideraciones sobre las Senales Utilizadas en el Calculo de los Coeficientes.

Un aspecto importante en la identificacion de sistemas es considerar el tipo
de senal de excitaciéon a utilizar. Dichas senales deben ser admisibles por el sistema
como entradas y deben poseer caracteristicas que las hagan tutiles para la identificacion
y posterior validacién del modelo. Para identificar sistemas lineales es necesario utilizar
sefiales que posean excitacién persistente!. En sistemas no lineales existen exigencias
adicionales para la senal de excitacion debido a la complejidad inherente a los mismos.
No solo es necesario que las senales utilizadas pertenezcan al rango de frecuencias de
interés, sino que ademas deben poseer los niveles apropiados para excitar al sistema, de
forma tal que manifieste su naturaleza no lineal, en diversas zonas de su region operativa.
Se debe tener en cuenta, como fuera mencionado, que las senales utilizadas deben ser
utiles en el momento de validar al modelo.

Billings y Voon [5] desarrollaron técnicas de validacion para modelos entrada-
salida para las cuales se requiere que las senales de excitacién utilizadas posean una
distribucién de probabilidad simétrica. La seniales PRBS (Pseudo Random Binary Sig-
nals) y aquellas que poseen tanto una distribucién normal como uniforme cumplen con
este requisito. Las senales tipo PRBS han sido ampliamente utilizadas en la identificacion
de sistemas lineales, sin embargo no son apropiadas para la identificacién de sistemas no
lineales. Las senales PRBS varian tnicamente entre dos niveles lo cual frecuentemente re-
sulta insuficiente [38] dado que no provee la riqueza de amplitudes necesaria para realizar
la identificacién. Leonaritis y Billings [38] propusieron la utilizacién de una sefial con
distribucién uniforme, que toma valores entre los rangos en los cuales interesa identificar
al sistema. Sin embargo este tipo de senales suele resultar inaplicable desde un punto

de vista practico: puede variar frecuentemente entre valores muy diferentes. Dificultades

Ipara un sistema lineal de orden n las sefiales con distribucion nomal, uniforme y una combinacion
de n sefales sinusoidales de frecuencias diferentes aseguran exitacion persitente.
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similares se producen al utilizar sefiales que tienen una distribucién normal. En [20] se
propone la utilizacién de una senal cuya amplitud varia de acuerdo a una distribucion
uniforme dentro de la region de interes y sobre la cual se puede especificar la probabi-

lidad de que cambie de valor al fin de cada instante de muestreo. Poder especificar la

1 \
pr=.1
0r A
_1 | | | | | | |
0 5 10 15 20 25 30 35 40 #muestras
(@
1
0 [
-1
0 5 10 15 20 30 35 40 #muestras

25
(b)

0 5 10 15 20 25 30 35 40 #muestras

Figura 4.2: Senal Equiprob para Tres Probabilidades pr Distintas.

probabilidad de cambio al final de cada intervalo de muestreo permite adaptar la rapidez
con que la senal de excitacién varia a las restricciones del sistema. Definiremos como
EquiProb (EP) al tipo de senal para la cual tanto su amplitud como la probabilidad de
cambio varian de acuerdo a una distribuciéon uniforme. La senal EP es ilustrada en la
Figura 4.2 para tres probabilidades de cambio pr distintas: en a) pr = .1, en b) pr = .5
y en c¢) pr = .9. Resulta fécil apreciar que el paramtro pr ajusta la frecuencia de cambio.
A continuacion se presenta un ejemplo que ilustra la variacion sufrida en el calculo de los
coeficientes de Lipschitz al utilizar senales con distintas distribuciones de probabilidad:

uniforme, normal y EP.

Ejemplo 6 El presente ejemplo ilustra el uso de los coeficientes de Lipschitz para la
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identificacion del drden de un filtro FIR utilizando tres sefhales de excitacion distintas.
El sistema utilizado es descripto por la ecuacion 1.13

y (k) =B ug (k),

donde u,,, esta expresado por la ecuacion 1.8 con n, = 5 para los siguientes coeficientes

— T

b=|9 7 5 -5 1 1
Resulta claro que son 6 los coeficientes significativos del filtro y que ese debiera ser el valor
identificado por los coeficientes de Lipschitz. Dichos coeficientes se calcularon utilizando
200 muestras entrada-salida para tres sefiales con distribuciones de probabilidad distintas:
una con distribucion uniforme, una con distribucion normal y una con distribucion EP
con pr = .5. En la Figura 4.3 se muestran los resultados obtenidos en los tres casos. Se
observa que los coeficientes de Lipschitz calculados tanto para la sefial con distribucion
uniforme del apartado a) como para la sefial con distribucidon normal del apartado b) se
estabilizan para un valor de 4. En el apartado c) es posible apreciar los coeficientes de
Lipschitz calculados con la entradsa EP. Los primeros 6 valores no son graficados, por
ser iguales a oo, estabilizandose para el valor 7. Dicho valor es el esperado de acuerdo a
lo expuesto en la seccidn anterior, ya que mas alla de 7, la curva entra en una region de

saturacion. =

En esta seccién se presenté la técnica que permite estimar la cantidad de sis-
temas de Laguerre mediante las utilizacion de los coeficientes de Lipschitz conjuntamente
con algunas consideraciones sobre las senales utilizadas para la identificacién. La siguien-
te seccion presentara la metodologia para estimar el niimero de neuronas de la capa oculta

del Perceptroén.

4.3 Estimacion de la Cantidad de Neuronas Median-

te Valores Singulares.

En esta seccién se presenta la metodologia para estimar el nimero de neuronas
no de la capa oculta del Perceptron, mediante una técnica basada en la descomposicion
en valores singulares de la matriz de datos propagada a través de la capa oculta. La eva-

luacion de los valores singulares permite detectar la existencia en la matriz mencionada
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Figura 4.3: Coeficientes de Lipschitz para Distribuciones: a) Uniforme, b) Normal y c)
EP.

de columnas que son linealmente dependientes, lo que indicaria un exceso de neuronas.
Tales neuronas no agregan mayor informaciéon, sin embargo incrementan el niimero de
parametros que es necesario estimar lo que reduce la capacidad de generalizacién del Per-
ceptron. Por lo expuesto, resulta deseable obtener un buen modelo con el menor niimero

posible de elementos. Existen basicamente dos formas de resolver este inconveniente:

Técnicas de Inclusidon. En este tipo de técnica se parte de una red con un ntmero re-
ducido de neuronas en la capa oculta, el cual se va incrementando hasta obtener la

precision deseada sin descuidar la capacidad de generalizacion.

Técnicas de Poda. En este tipo de técnica se parte de un nimero sobreabundante de
neuronas en la capa oculta y mediante algun criterio, se procede a la “poda” o

quita de algunas neuronas.
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El método que presentaremos puede ser incluido en esta ultima categoria dado
que partiendo de un niimero grande de neuronas, dicha cantidad se reduce tomando como
criterio el niimero de condicion de la matriz de datos propagada a través de la capa oculta.
Para hacerlo utilizaremos una técnica de descomposicion en valores singulares presentada
en [63] por Sentoni y col. y en [51] por Nebot y col. En [63] se utiliza la descomposicién
en valores singulares para acotar en nimero de neuronas de la capa oculta de una red
que modela a una funcion logistica cadtica, resultados que seran reproducidos en un
ejemplo. En [51] se utiliza la misma técnica de descomposicién en valores singulares
para determinar la cantidad de neuronas de la capa oculta, en la identificacién de un
brazo robot flexible mediante una red neuronal. Paralelamente, una variacion de dicha
metodologia fue publicada por Psichogios y Ungar [57].

Resultados previos muestran que para np patrones de entrenamiento es sufi-
ciente utilizar no = np — 1 neuronas en la capa oculta [61], [28]. Sin embargo di-
chos resultados fueron desarrollados para estudios de clasificacién de patrones. Cuando
son utilizados en estimacién de funciones, generalmente conllevan una sobreestimacion
del nimero de neuronas. Mas ain, dada esta primer aproximacién existen un variado
nimero de factores que pueden influir en la estimacién y que no pueden ser determinados
a priori del entrenamiento. Para estimar dicho parametro se dispone de np patrones de
entrenamiento con los cuales se forma la matriz Z : [np X m] como en la ecuacién 4.4,
compuesta por cada patrén de entrada formando una fila. Los restantes parametros de
la red tienen las siguientes dimensiones W1 : [m X no|, bl : [nox 1]y w2 : [nox 1] y
b2 : [1 x 1]. A continuacién expresaremos de una forma ligeramente distinta a las matri-
ces de pesos y de datos de forma tal de poder formular al problema de descomposicion
en valores singulares de una forma més simple. Acorde a lo expresado, a la matriz Z
se le anexara un vector unitario que puede ser considerado como una entrada de valor
constante unitario tal como fuera indicado en la seccién 2.2 (ver Figura 2.2). Al mismo

tiempo, en la matriz W1 se reagrupa al vector bl de la siguiente forma

W1

Z=7Z1,], Wl= ) (4.10)
b1?

donde I,,, : [1 x np] es un vector unitario. Como no introduce complejidad adicional y

en beneficio de la claridad, dichas matrices seran notadas con el mismo nombre. Ademas

se define a la matriz X, resultante de propagar la matriz de datos Z a través de la capa
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oculta como

X, = ¢ (ZW1), (4.11)

donde X, : [np X no], no el nimero de neuronas de la capa oculta, np el nimero de
patrones de entrenamiento y ¢ (+) es la funcién de activacién de la capa. Dicha funcién
de activacion es aplicada componente a componente como en 2.2, donde la funciéon de

activacion de cada neurona es

blz)= L)

)= —"—=.
(14 e 22)

Conjuntamente b2 = b2I,,, con lo cual la red transforma patrones de entrada en patrones

(4.12)

de salida en la siguiente forma

¥ = X,w2 + b2, (4.13)

donde y : [np x 1] es el vector de salidas de la red. La Figura 4.4 ilustra sobre la

reformulacion y las dimensiones de las matrices involucradas.

N m | } no | o no
W1
m
b1”
Z Xo
np Inp np
Z W1 Xo

Figura 4.4: Matrices Involucradas en el Entrenamiento.

El algoritmo de entrenamiento esta constituido por un algoritmo de optimizacién

que minimiza la siguiente funcional
o~ 2
min [[§ v (4.14)

donde © representa a los pesos y el bias de la red W1, bl, w2 y b2, y e y son los

vectores de la salida aproximada por la red y del sistema respectivamente. El algoritmo de
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minimizacion de “back error propagation” utilizado no serd descripto, dado que es comin
en la literatura [58] y disponible a través de cualquier paquete de software comercial como
por ejemplo, Matlab™. Adicionalmente consideraremos al valor b2 = 0 en la ecuacién
4.13 por el resto del desarrollo para facilitar la exposicién, con lo cual la salida adopta la
expresion

¥ =X, w2. (4.15)

Dicha consideracién no constituye una limitacién dado que tanto X, como w2 pueden ser
modificados utilizando un argumento similar al expuesto en la ecuacién 4.10. Finalmente
se esta en condiciones de comenzar la exposicion del tipo de técnica utilizada para acotar

al nimero de neuronas en la capa oculta, técnica esquematizada a continuacién:

1. Comenzar el proceso de entrenamiento (minimizacién) con un nimero sobreabun-

dante de neuronas.

2. Avanzar en el proceso de entrenamiento por un cierto periodo de tiempo luego del
cual este es detenido. Con los parametros obtenidos formar la matriz X, de la

ecuacion 4.11.

3. Acotar el nimero de neuronas no de la capa oculta en base a un andlisis de los

valores singulares de la matriz X,.

4. Continuar el entrenamiento del Perceptréon de no neuronas en la capa oculta hasta

finalizar.

5. Validar la red.

A continuacién se tratara como acotar el nimero de neuronas no de la capa
oculta en base a un analisis de los valores singulares de la matriz X,. Ha sido argumentado
que la mayor parte del tiempo de entrenamiento de un perceptréon es requerido para
ajustar los pesos de la capa de salida, dado que los primeros parametros en ajustarse
son los de la capa oculta [36]. Luego es esperable que aunque dichos pardmetros no
hayan convergido totalmente, estén mas cercanos de la convergencia que los parametros
de la capa de salida. Suponer esto es equivalente a decir que la matriz X, variara
en el proceso de entrenamiento en un forma mas lenta que w2, con lo cual es posible

analizar a la transformacién lineal de salida y = X,w2 mediante la descomposicién en
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valores singulares de la matriz X,. Cualquier matriz X, : [np X nol, puede ser expresada

mediante una descomposicién en valores singulares [52] como
X, =Ur.%, .V, (4.16)

donde U, : [np x no|, V, : [no x nol, y X, : [no x no|. La matriz ¥, = diag{o;},i :
1,...,no0, contiene a los denominados valores singulares de X, tales que o1 > 09 > -+ >
Ono > 0. Siuna matriz X, tiene rango= r, < no, entonces o,,11 = 0p,11 = -+ = 0o = 0.
En la practica o,,41 sera significativamente menor que o,,, lo cual implica que existen
no — r, columnas linealmente dependientes en X,. La informacién que esas no — r,
columnas linealmente dependientes aportan es practicamente nula y estda en relacion
directa con la magnitud del valor singular asociado®. De esta forma es posible determinar
el nimero de condicién de la matriz X, mediante el andlisis de los valores singulares ;. Y
asi evitar un alto nimero de condicion en la matriz X, ajustando el niimero de neuronas
en la capa oculta. De forma tal que el niimero de valores singulares diferentes de cero
brinda una valiosa informacién sobre la cantidad de neuronas en la capa oculta. Valores
de o; cercanos a cero, indican que un dado niimero de neuronas de la capa oculta que
estdn en exceso. Sea w2 la solucién en el sentido de minimos cuadrados de la ecuacion

4.14 obtenida mediante las ecuaciones 4.15 y 4.16 como
w2 = Vi [diag (1/0;)] Upy,

donde 1/0; = 0 para todo ¢; muy cercano a cero. Dicha solucién es numéricamente muy
robusta, y explicitamente esta indicando que no — r, no estan siendo utilizadas, por lo
que el nimero de neuronas seleccionado es r,. Una vez determinado dicho nimero, se
continiia con el entrenamiento para una red con la cantidad de neuronas r, evaluadas.
Luego de que el entrenamiento llega a su fin se procede a la validacién de la red obtenida.
La aplicacion de la presente metodologia permite arribar a una situacion de compromiso
entre la cantidad de neuronas y la calidad de la aproximacién lograda. Es sabido que a
mayor cantidad de parametros, las capacidades de generalizacién de una red se deterioran
para la misma cantidad de datos de entrenamiento. A continuacién serd presentado un

ejemplo para clarificar la metodologia propuesta.

2Si la matriz X, = Ul - 2, - Vo, Uy : [npxnol, Vo : [noxno], o : [noxno], Xo =
diag{oi},i 1 1,...,no, es aproximada por una matriz de rango=ro < no, X°=U! - %; - Vy, donde
31 =diag{oii},oni =oi,i:1,...,r0y 01i =0, i > ro, luego vale que || X, — X°||, = oro+1
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Ejemplo 7 El presente ejemplo es una reproduccion del presentado en [63]. Sea la

funcion logistica
zlk+1] =ax k] (1 —z[k]),

donde « es un parametro y £ > 1 es una variable discreta que representa al tiempo.
Esta ecuacion representa la dinamica de evolucion de la poblacion de algunos sistemas
bioldgicos. El problema que se plantea es el de predecir el valor de = [k + 1] dada la infor-
macion de x [k]. Este sistema es cabtico para algunos valores de o > 3. Consideraremos
z[1] = .1y al valor de o = 4 para el cual el sistema es reconocido como cadtico [7]. Se
desea predecir al valor x [k + 1] dado el valor presente x [k] para lo cual se genera un
vector de 50 valores como se aprecia en la Figura 4.5, de los cuales los primeros 15 son

0.8
0.6 -
04

0.2

0 ) 10 15 20 25 30 35 40 45 muestra

Figura 4.5: Dindamica Caodtica de la Poblacién de un Sistema Biolégico.

utilizados para el entrenamiento y los restantes para validar al modelo. De acuerdo a las
discusion previa, utilizando no = np — 1 neuronas en la capa oculta deberia ser suficiente
para reproducir al conjunto de los np valores de entrenamiento. Por lo cual se sintetizd
una red con una entrada y 14 neuronas en la capa oculta. Se comenzo el entrenamiento y
luego de un tiempo se lo detuvo, propagandose la matriz de datos Z para formar la matriz
X,, que tiene 15 filas por 14 columnas (np = 15, no = 14). Descomponiendo a X, en

valores singulares como en la ecuacion 4.16 se obtiene la matriz X, de valores singulares
Yo = diag {15.811, 5.817,0.274,0.121,0.005, 0.002, 0.000, . . ., 0.000} .

De acuerdo a los resultados de la presente seccion, se puede apreciar que solo 2 neuronas
parecen ser necesarias. Para evaluar la perfomance del método se entrenaron cuatro difer-
entes redes con no = 1, 2, 5y 14 neuronas en la capa oculta. Para su entrenamiento se
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utilizd un algoritmo de propagacion del error hacia atras (“Back Error Propagation™) con
los mismos parametros en los cuatro casos. El algoritmo de entrenamiento fue utilizado
con los 15 primeros datos durante unas 100 iteraciones. La Figura 4.6 ilustra los resul-
tados obtenidos en dichos casos donde se puede apreciar que para una neurona (parte a)

Error 1In
0.5
0 [
-0.5
| | | | | | | | | |
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 muestra
(a)
0.1 Error 14n — —
Sn _—____

5 10 15 20 25 30 35 40 45 muestra

Figura 4.6: Error de Aproximacién para el Sistema Cadtico para 1, 2, 5 y 14 Neuronas

en la Capa Oculta.

el error absoluto es comparable en valor a los datos. En el apartado b se pueden apreciar
que la diferencia entre los errores absolutos de aproximacion para las redes de 2, 5y 14
neuronas no es significativa, si bien ocurre que a mayor cantidad de neuronas menor
es el error. La Tabla 4.2 expresa el error de aproximacion para los 4 casos. Se puede
apreciar que el error disminuye aproximadamente con una relacién de 1/n de acuerdo a
los resultados de [3] que presenta la ecuacion 2.18. =
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Red Error
|zln — x|, | 2.5569
|z2n — x|, | 0.2577
|z5n — x|, | 0.1921
|z14n — z||, | 0.1157

Tabla 4.2: Error de Aproximacion para 1,2,5 y 14 Neuronas.

Se presentd la metodologia para evaluar la cantidad de m de sistemas de La-
guerre a utilizar y el nimero no de neuronas de la capa oculta del Perceptron, parametros
constituyentes de la estructura LNet. Una vez obtenido el modelo deseado, es necesario

validarlo.

4.4 Validacion.

La validacion del modelo forma la etapa final de un proceso de identificacién.

Béasicamente existen dos enfoques complementarios para la validacion del modelo:

Validacion cruzada (*“cross-validation™). Este enfoque consiste en dividir a los datos dis-
ponibles en dos conjuntos disjuntos denominados: « de entrenamiento (ver ecuacién
2.19) y [ de prueba (ver ecuacién 2.20). El conjunto de entrenamiento es utilizado
para la obtencién del modelo, mientras que el conjunto de prueba es usado en la
verificacién de la generalizacién del modelo. Este tltimo punto que constituye un
topico de investigacién en si mismo, se refiere a la capacidad del modelo de pre-
decir correctamente valores que no se encontraban en el conjunto de prueba. El
proceso de entrenamiento comienza con los datos del conjunto o mediante el cual
se ajusta al modelo. A medida que el proceso de entrenamiento avanza el error
de entrenamiento disminuye en forma mondtona, mientras que el error de prueba
disminuye hasta un cierto instante ¢ty a partir del cual comienza a incrementarse
como puede apreciarse en la Figura 4.7. Este instante ¢y indica en qué momento
comienza a producirse el sobreajuste de los parametros. De ésta forma, el conjunto
de datos de prueba se utiliza para evaluar como generaliza el modelo ajustado y

para prevenir el sobreajuste de pardmetros.

Autovalidacion (“autovalidation™). Este enfoque consiste en verificar la correlacion de

algunas senales, tipicamente entradas, salidas y residuos, del conjunto « de entre-
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. —— :Error deEntrenamiento

(S :Error de Prueba

\
to tiempo

Figura 4.7: Errores de Entrenamiento y Prueba en un Proceso Tipico de Aprendizaje.

namiento. Este tipo de prueba provee informacién valiosa sobre las estructuras de
los modelos y sobre posibles términos no modelados. Sin embargo si es utilizado
como unico elemento de validacién, tiende a producir un sobreajuste del conjunto de
datos de entrenamiento. Para aliviar este inconveniente han sido utilizado indices
similares al de Aikike (Aikike’s Prediction Index [48]) etc. Dichos indices pon-
deran en forma positiva a los modelos que tienen menor niimero de parametros en

detrimento de aquellos que utilizan un nimero mayor.

La mayoria de los pruebas cuantitativas o de autovalidacion estan basadas en
calculos de ciertas correlacidnes: se verifica si los residuos estdn correlacionados con las
senales de entrada o entre ellos mismos (autocorrelacionados). Llegada esta instancia
del proceso de identificacion se dispone de un modelo Y del sistema >, tal que para
un proceso aleatorio u de la entrada aplicado simultaneamente a 5 y a X, la diferencia
& = y—7y entre sus salidas, es un proceso aleatorio de media cero distribuido idénticamende
de forma independiente (i.d.d) y el cual es independiente del proceso de salida. Dicha
hipotesis debe ser verificada para lo cual se utilizan correlaciones. La correlacion entre

dos variables cualesquiera u, e y, se define como:

Guy (1) = Eu(k)y (k —7)] = Efu(k+7)y (k)]

donde F [-] representa al operador matemético esperanza. Cuando la cantidad de datos

de que se dispone es finita, la esperanza se convierte en la esperanza muestral, una
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sumatoria sobre los np valores disponibles
1 p
Qbuy = N ; k‘ + T )

Es deseable escalar a estos coefiecientes de forma tal que —1 < gguy (1) < 1, entonces el

coeficiente de correlacién se define como

z (4 7)y (1)

buy (7) = :
Guu (0) Gy (0)

Para validar sistemas lineales son suficientes correlaciones de entradas salidas y residuos
de primer orden, sin embargo para sistemas no lineales es necesario definir momentos de

érden superior [5]. Estas son

Gee (1) =6(7)
¢u§(7—) =0 Vr
Peeu (1) =E[(k)E(h—1-T)u(k—1-7)]=0 72>0 , (4.17)

Gze (1) =0 V7
¢u2§2 (7') =0 Vr

donde u (k) es la secuencia de entrada, y (k) e y (k) las secuencias de salida del sistemas
y modelo respectivamente y & (k) = y (k) — y (k) la secuencia de residuos en el instante
k, para k : 1,...,np. La tilde en una variable indica que le ha sido substraido su valor

medio,

u (k) =u (k) —.

Si el nimero de datos np es suficientemente grande el desvio estandar de la estimacién
de los coeficientes de correlacién es de 1/,/np. El intervalo de confianza para un valor
de un 95% estara dado entonces por £1.96/,/np. Este valor sugiere que con un nivel
de confianza del 95%, no se puede rechazar la hipétesis de que el modelo es valido si el
valor absoluto de los tests presentados estd por debajo de 1.96/,/np [5]. Dichas pruebas
representan un medio 1itil, que usados conjuntamente con la validacién cruzada, permite
establecer cualitativamente cuan bueno resulta un modelo. En la siguiente seccion se

muestra un resimen de la metodologia de identificacién propuesta.
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4.5 Sumario de la Metodologia de Modelado.

Se asumira que existen suficientes pares de datos np de entrada-salida para

realizar la aproximacion [u (k) ,y (k)], k = 1,...,np. Luego:

1. Evaluar el polo de los sistemas de Laguerre de acuerdo a la ecuacion 4.1.

2. Evaluar el nimero mq de sistemas de Laguerre utilizando los coeficientes de Lips-
chitz \.

Filtrar a los datos disponibles mediante los sistemas de Laguerre evaluados en
#1 para formar la matriz Z : [np x m| como en la ecuacién 4.4. Luego evaluar
my utilizando la ecuacién 4.9. Como resultado se obtiene la matriz Z : [np x my,]
con z (k) = [z1(k), - ,2me (k)] , k : 1,...,np. Luego comenzar el proceso de

entrenamiento con el conjunto de datos (z (k) ,yx) , k: 1,...,np.

3. Evaluar el nimero de neuronas de la capa oculta utilizando la técnica de valores

singulares.

Luego de un tiempo de que el proceso de entrenamiento comenzo, detenerlo y
propagar a la matriz de datos Z a través de la capa oculta para obtener a la
matriz X, = ¢(ZW)). En este punto la matriz X, : [np X no|, donde no es el
nimero de neuronas de la capa oculta y np el niimero de patrones de entrenamiento.
Descomponer en valores singulares a la matriz X, y seleccionar la cantidad de

neuronas adecuadas en la capa oculta de acuerdo al criterio expresado en la seccion
4.3

4. Continuar el entrenamiento y validar la estructura LNet.

4.6 Conclusiones.

En este capitulo fue presentada la metodologia para determinar la estructura
LNet: cantidad de sistemas de Laguerre y nimero de neuronas en la capa oculta. La
utilizacion de los denominados coeficientes de Lipschitz, cuyo uso se fundamenta en la
continuidad del operador LNet ha demostrado ser un instrumento 1til para la evaluacion

del nimero de sistemas. En la estimacién de la cantidad de neuronas de la capa oculta,
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se utilizé6 una variacién de las técnicas de “pruning”. Dicha técnica se basa en una
descomposicion en valores singulares de la matriz de datos propagada a través de la capa
oculta. Finalmente se presentaron los procedimientos necesarios para validar al modelo
obtenido. En el capitulo siguiente, se ilustrard con varios ejemplos la aplicacién de la

metodologia presentada.

LNet: una Estructura de Aproximacion para Sistemas No Lineales Discretos.
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Capitulo 5
Ejemplos de Aplicacion.

Este capitulo presenta diversos ejemplos para ilustrar la aplicacion de la meto-
dologia de modelacion presentada, resaltando cada uno facetas especificas de los aspectos
de modelado. El primer ejemplo ilustrara la capacidad de la metodologia de modelacion
presentada para hallar la estructura correcta de un sistema no lineal discreto, invariante
en el tiempo, causal y que posee memoria evanescente. En segundo término se presentara
un caso de cancelacién de eco no lineal para ilustrar las ventajas de la estructura LNet
sobre un FIR No Lineal, respecto de la cantidad de términos que son necesarios utilizar
para aproximar a un sistema dado. El ultimo de los ejemplos que seran presentados
considera la aplicacién de la metodologia propuesta en el modelado de una columna de
destilacion binaria de alcoholes. Incluido en el aspecto de modelado se considerara una
posible extensién a sistemas MISO, para la cual se expondran los resultados obtenidos.
Adicionalmente se presentardn pautas de diseno que permitan utilizar al modelo LNet de
la columna en una estrategia de control predictivo, concluyendo el capitulo con algunas

consideraciones generales.

5.1 Sistema no Lineal Discreto.

A través del presente ejemplo se ilustrara la capacidad de la metodologia de
modelacién presentada para obtener la estructura correcta de un sistema no lineal dis-
creto, invariante en el tiempo, causal y que posee memoria evanescente. El sistema de la
ecuacién 5.1 cumple evidentemente con las anteriores condiciones y ademas por su estruc-

tura posee una representacion LNet particular. Puede ser pensado como la expansion del
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sistema lineal mediante sistemas de Laguerre (cuyos coeficientes resultan ser los pesos de
una unica neurona), seguido por una funcién sigmoidal. Para dicho sistema se aplicara
la metodologia de aproximacién presentada, comparandose las aproximaciones obtenidas
por la estructura LNet y la estructura cascada-paralelo de Korenberg. En el caso del
modelo LNet se presentard los resultados de evaluaciéon de la estructura en presencia
de ruido aditivo de salida, culminando el ejemplo la validacién del modelo obtenido. A

continuacion se detallard el sistema a ser utilizado.

5.1.1 Descripcion del Sistema y Condiciones de Identificacion.

Sea el sistema no lineal discreto, similar al presentado en [64], descripto por el

siguiente conjunto de ecuaciones:

z(k+1)= Ax(k)+ Bu(k)
y (k) = Cxz(k)+ Du(k) , (5.1)
yn (k) = (L+exp(y (k) +7)"

donde las matrices involucradas se muestran a continuacion:

14 —61 .084 1 i
A=110 o o |.B=]o0 ,C:[1.6 —61 084 | ,D=10].
0 10 0 0

Claramente se puede apreciar que el sistema representado por el conjunto de ecua-

Avk)+Buy YW )
Cz (k) + Du (k) yn(k) = (L+exp(y(k)+7)

uk) | g (k+1)
y (k)

|

Figura 5.1: Sistema No Lineal Discreto.

ciones 5.1 tiene memoria evanescente dado que estd compuesto por un subsistema lineal
dindmico en cascada con una transformacién no lineal como se puede ver en la Figura
5.1. Cabe destacar que la funcién yn (k) = (1 4 exp (y (k) + 7)) " involucrada es del tipo
sigmoidal. Para proceder a la identificacion se generd un secuencia de entrada de 300
valores {u (k)}:2 en base a una distribucién Equiprob con una probabilidad de cambio

pr = .5, escalada entre [—1, 1] . Al aplicar dicha secuencia al sistema y registrar su salida
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se formé el conjunto de valores {u (k),yn (k)};, de los cuales los primeros 150 consti-
tuyeron el conjunto « de entrenamiento y los ultimos 150 el conjunto  de validacion.
Con dichos conjuntos se aplicé la metodologia de aproximacion propuesta obteniéndose

los siguientes resultados.

5.1.2 Resultados de Aproximacion.

El primer paso de la metodologia de aproximacién es evaluar el polo de los
sistemas de Laguerre. Un simple calculo muestra que los autovalores de la matriz A son
eig (A) = {.7, .4,.3}. Para mostrar la robustez del método respecto de la eleccién del polo,
dicho pardmetro fue seleccionado como a = .72 un valor muy cercano al polo dominante
que el subsistema lineal posee en .7. Una vez evaluado dicho polo se formé la matriz de
datos Z :[150 x 15] como en la ecuacién 4.4 mediante los 150 valores de la entrada del
conjunto de entrenamiento « filtrados por los sistemas ly (k) , ..., 14 (k). Para evaluar el
comportamiento de la metodologia en presencia de ruido aditivo de salida, se adiciond

ruido a la salida yn (k) de la siguiente forma

g (k) = yn (k) +C(k),

donde g7 (k) es la salida con ruido y ¢ (k) es una variable con distribucién gaussiana. El

porcentaje de ruido se midié de la siguiente forma

B
12100,
lyn (F)]l,

donde ||-||, representa la norma aplicada a una secuencia en l;. En la Figura 5.2 pueden

Porcentaje de ruido [%] =

ser apreciadas dos graficas que representan a los coeficientes de Lipschitz evaluados segin
la ecuacién 4.8 para la salida ym (k) con un ruido gaussiano del 10% y para yn (k) con
0% de ruido. En ambos casos es ficil apreciar que no existe un decrecimiento sensible
de los coeficientes de Lipzchits para un m > 7, hecho que esta indicando un relativa
robustez de los coeficientes respecto del ruido. En base a este andlisis la cantidad de
sistemas de Laguerre fue seleccionada como mg = 7. El siguiente paso en la metodologia,
fue comenzar a entrenar una red con 3 neuronas en al capa oculta y 7 entradas. En base
al andlisis de los valores singulares realizado con los primeros 30 valores de la senal de

entrenamiento se obtuvo la matriz 3, (ver ecuacién 4.16)

3, = diag {7.9366, 0.0781, 0.0059} ,

LNet: una Estructura de Aproximacion para Sistemas No Lineales Discretos.
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Figura 5.2: Coeficientes de Lipschitz del para el Sistema No Lineal Discreto.

por lo que se evalué que una neurona seria suficiente. Cabe destacar que dado la parti-
cular estructura de este sistema no lineal, una neurona es el nimero exacto que deberia
tener el Perceptron. Es facil ver que con una neurona, se cubren las necesidades de la
transformacién no lineal, por lo que el resto de la aproximacion realizado por la estructura
LNet consiste en aproximar al subsistema lineal mediante los sistemas de Laguerre. Con-
sideremos a continuacion la expansiéon del sistema lineal en base a sistemas de Laguerre.
La Figura 5.3 ilustra a los coeficiente escalados por un factor de 2 de la expansién en
sistemas de Laguerre del subsistema lineal y a los pesos de la neurona de la capa oculta
del Perceptréon. En este caso, los coeficientes de la expansién estdn estrechamente rela-
cionados a los pesos de la neurona de la capa oculta. La existencia de una factor de 2 se
explica por la diferencia en el dominio [—1,1] de la sigmoide utilizada en el Perceptrén
(ecuacion 4.12) y el dominio [0, 1] de la funcién del sistema no lineal en la ecuacién 5.1.
Cabe destacar que debido a la fuerte saturacién que esta incluida en el sistema discreto
es imposible aproximar al sistema no lineal por uno lineal: por ejemplo, la identificacion
del sistema no lineal mediante sistemas de Laguerre da como resultado un conjunto de
coeficientes oscilatorios que no converge. Finalmente el modelo LNet se constituyd con

siete sistemas de Laguerre y un Perceptron de una capa oculta con una tnica neurona.
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Valor Absoluto de los Coeficientes.
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Figura 5.3: Coeficientes de la Expansion de Laguerre del Subsistema Lineal y Pesos de

la Neurona de la Capa Oculta del Perceptron.

Los mismos datos fueron utilizados para la aproximacion de la estructura LNet y la de
Korenberg de cascadas en paralelo. El modelo de Korenberg fue ajustado de acuerdo al
procedimiento definido en la Seccién 2.3.1 bajo los siguientes supuestos. El ntimero de
cascadas en paralelo fue limitado a 12, debido a que al aumentar dicha cantidad solo se
conseguia un decrecimiento infimo en el error. La longitud de la respuesta impulsiva de
cada uno de los sistemas lineales dinamicos fue limitado a 30 dado que no se obtenian
mayores mejoras mas alla de este nimero. El orden de los polinomios fue limitado a 12
por la inestabilidad numérica que se producia para calcular los coeficientes de los poli-
nomios para un orden superior. Dentro de ese limite se implementé una busqueda del
orden 6ptimo. Los resultados de aproximacién se pueden apreciar en la Figura 5.4 donde
claramente se aprecia que la estructura LNet supera a la de Korenberg, al conseguir un
error de aproximacién de aproximadamente dos érdenes de magnitud. Los resultados
de la validacion del modelo pueden ser apreciados en la Figura 5.5 indicando un buen
ajuste del modelo LNet. Es facil apreciar que la correlacién ¢g¢ (7) es un impulso unitario

mientras que las restantes correlaciones se ecuentran dentro de los limites de confidencia

LNet: una Estructura de Aproximacion para Sistemas No Lineales Discretos.
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Figura 5.4: Aproximacién y Error de Aproximacién del Sistema No Lineal Discreto.

del 95%. Dicho comportamiento establece que los residuos no pueden ser predichos por

ninguna combinacién lineal o no lineal de las entradas y las salidas, reflejando un buen

ajuste del modelo LNet.

5.1.3 Discusion de los Resultados.

El presente ejemplo ilustro la capacidad de la metodologia de modelacion pre-

sentada para obtener la estructura correcta de un modelo LNet, al modelar a un sistema

no lineal discreto, invariante en el tiempo, causal y que posee memoria evanescente. Si

bien es cierto que el sistema utilizado no se corresponde con ninguno fisico, si cuenta con

una importante caracteristica presente en la mayoria de los sistemas reales: la saturacion

[43], [42]. Para dicho sistema se implement6 la metodologia de aproximacion presen-

tada, comparandose las aproximaciones obtenidas por la estructura LNet y la estructura

cascada-paralelo de Korenberg. Los resultados de aproximacion indican claramente que

la estructura LNet supera a la de Korenberg, al conseguir un error de aproximacion de
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aproximadamente dos ordenes de magnitud menor. Maés aun, la determinacién de los
parametros fundamentales se mostro relativamente robusta frente a la presencia de ruido

aditivo a la salida, otra caracteristica habitualmente presente en los sistemas reales.
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Figura 5.5: Validaciéon del Modelo LNet para el Sistema no Lineal Discreto.

5.2 Cancelacion de Eco en un Linea Telefonica.

En el presente ejemplo seran mostradas las ventajas de la estructura LNet so-
bre un FIR no Lineal respeto de la cantidad de términos que son necesarios utilizar
para aproximar un sistema dado. Dicha ventaja se debe a la mayor riqueza dinamica
de la estructura LNet y se manifiesta en sistemas que justamente no sean un FIR no
Lineal. La comparacion se basara en una aplicacion de cancelacion de eco en una linea
telefénica, cuyo esquema basico se encuentra detallado en la Figura 5.6. Dicho ejemplo
ha sido seleccionado por dos motivos. En primer lugar, resulta ser la reproduccion de
uno presentado en [42] lo cual brinda la posibilidad de realizar comparaciones entre los
resultados obtenidos. La segunda razon es que el sistema seleccionado pertenece a una

clase que resulta difilcultosa de aproximar mediante sistemas de Laguerre [6]. Se aproxi-
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mard la composicién hs o go 0 hy 0 g1 de elementos en cascadas no lineales estaticos (gz (+),
g1 (+)) v lineales dindmicos (hg (s), hy (s)) donde ¢ (-) impone un severa no linealidad en
la entrada. Este tipo de operadores es dificultoso de aproximar con sistemas de Laguerre,
debido a que resulta ser un sistema que contiene escencialmente la no linealidad en la
entrada, y se desea aproximarlo con un modelo que posee su no linealidad a la salida [6].
Se presentaran resultados de las aproximaciones obtenidas para diversas estructuras del

tipo LNet y FIR no Lineal, del sistema que se describe a continuacion.

5.2.1 Descripcion del Sistema.

La Figura 5.6 esquematiza a una aplicacion de cancelacién de eco en el extremo
cercano (“near-end”) de una linea telefénica. La senal digital r (k) en el extremo cercano
es convertida en analégica por el conversor digital analégico (CDA representado por la
funcién g;) y conformada por el filtro pasa-bajos lineal de transmisién (cuya respuesta
impulsiva es h; (s)) para producir la senal analégica 7 (¢). El circuito hibrido separa a
7 (t) de la senal s (t) recibida en el extremo lejano (“far-end”) direccionando a 7 (t) por
la linea de transmisién. Al mismo tiempo direcciona a s (t) a través del filtro lineal
de recepcion (cuya respuesta impulsiva es hy (s)) y del dispositivo mantenedor S/H. Se
supone que dicho dispositivo mantenedor es ideal. Debido a las pérdidas en el circuito
hibrido, la salida d (£) contiene contribuciones de s (¢) y de una forma de “eco” atenuada
proveniente de 7 (t) . El camino del eco a través del circuito hibrido estd representado por
la funcién gs, mientras que la funcién gs representa al camino de la senal del extremo
lejano. Las funciones g1, go, g3, g4 son estaticas y se suponen sin histéresis. La tarea
del cancelador de eco 3 (+) consiste en estimar el componente de eco presente en d (k) y
cancelarlo. Despreciando los efectos de la senal del extremo lejano, la tarea del cancelador
de eco no lineal® serfa la de realizar al sistema g; * o hy (s) 0 g3 0 hy (s) o g1. Siguiendo el

camino de la sefial 7 (k) es posible expresar que:

d(t) =gs(s(t) + g2 (7 (1)) -

Si se consideran despreciables los efectos de g3, la expresion anterior puede notarse como

d(t)=s(t)+ g2 (F(1))-

1Un cancelador de eco no lineal es necesario cuando se combinan ciertas condiciones de atenuacion
en el circuito hibrido y en la linea de transmicidon que imposibilitan la utilizacion de un cancelador de
eco lineal [42, pag. 747].
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Figura 5.6: Cancelacién de Eco en una Linea Telefénica

Por otro lado
7(t) = hiogi(r(k)),

lo cual lleva a considerar a d (£) = s (£) + g2 0 hy 0 g1 (r (k)) que luego del retenedor S/H
notaremos como
d(k)=hgos(t)+haogyohyog (r(k)).

La tarea a realizar por el cancelador de eco se puede expresar como g4 o % (r (k)) de
forma tal que al ser sumado a d (k) pueda cancelar a la componente no deseada del eco
expresada por hy o go 0 hy o g (7 (k)) . Matemdticamente:

0

d(k)=hyos(t)+hyogsohog (r(k)—gioX(r(k)).

Igualando este titimo término a cero (reduciendo la influencia del eco), se puede conseguir

la expresiéon del sistema que debera implementar el cancelador de eco
gaoX(r(k)) =hgogaohiog (r(k)),

con lo cual
S (k) =y (k) =g; ohyogyohyog (r(k)). (5.2)

Dicho operador no lineal posee claramente memoria evanescente, dado que resulta de

la composicién en cascada de funciones no lineales estaticas sin histéresis con sistemas
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lineales dindmicos. Para el presente ejemplo presentado en [42, ejemplo 3, pag. 748] se

haran las siguientes consideraciones:

® g3, g4 se consideran como la funcién identidad.
e g1 (u) = u?, (ver Figura 5.7)

e g2 (u) =2tan"! (5u) + .25u (ver Figura 5.7)

e hi(s)=(s+.75)"", filtro de transmisién.

e hy(s)=.2(s+.75)"", filtro de recepcién.

1 e 5
0.8 - 4
0.6 | 3
0.4 | 2
02 | 1
0 ¢ 0
0.2} 1 -1t
04/ 1 2 |
0.6 1 3t
0.8}/ 1 4 |
1 -5

-1 -08-06-04-02 0 02 04 06 08 1

a b

Figura 5.7: a) Funcién g;(conversor D/A). b) Funcién g, (retorno del eco).

A continuacién se compararan los resultados de aproximacién de la estructura

LNet con los logrados por un red de valores retrasados.

5.2.2 Resultados de Aproximacion.

Se muestra que la estructura LNet necesita de menor cantidad de parametros
que un FIR no lineal o red de valores retrasados descripta por la ecuacion 2.10, que
por simplicidad denominaremos NFIR. Expresado de forma alternativa, es lo mismo
que decir que para Perceptrones de las mismas cantidad de entradas y de neuronas,

la aproximacién lograda por la estructura LNet es superior a la lograda por un NFIR.
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Estructura | Sistemas/Entradas Atrasadas | Neuronas | Error en db.
LNet 4 7 -12.8151
NFIR 4 7 -5.3284

Tabla 5.1: Estructuras y Errores de Aproximacion: configuracién 1.

Para mostrarlo se procedera a identificar estructuras LNet y NFIR cuyos perceptrones
respectivos posean la misma cantidad de entradas y neuronas de la capa oculta. En el
caso de la estructura LNet las entradas al Perceptrén seran las salidas de los filtros de
Laguerre. En el caso de la estructura NFIR, simplemente seran las entradas atrasadas.
Para el caso de la estructura LNet no se seguird el procedimiento de modelado dado que
el objetivo perseguido es mostrar las ventajas de la estructura respecto a la economia de

términos. Las funciones transferencia de los filtros de transmisién y recepcion

hy(s)= (s+.75)""
ha(s)= 2(s+.75)"""

admiten una aproximacion discreta que considerando un tiempo de muestreo 7" = 1 puede

ser expresada como

hi(gY) = .5276¢71 (1 + .4724¢7 )"

s (5.3)
ho(¢71) = .1045¢7 (1 + .4724¢7Y)

donde claramente se aprecia un polo en .4724. Como una forma de mostrar la robustez
del método respecto de la eleccion del polo de los sistemas de Laguerre, dicho parametro
se seleccion6 como a = .49 cercano al valor .4724 del polo de los filtros de la ecuacion
5.3. Para proceder a la identificacion del operador 5.2 se generé un secuencia de entrada
de 1000 valores {r (k)};2% en base a una distribucién Equiprob con una probabilidad
de cambio pr = .1. Al aplicar dicha secuencia al sistema y registrar sus salida se formo
un conjunto de valores {r (k) ,y (k)} ) con los cuales se entrenaron diversas estructuras
LNet y NFIR. En primer término fueron comparadas una estructura LNet con cuatro
sistemas de Laguerre y un Perceptrén de 7 neuronas con una estructura NFIR con cuatro
entradas atrasadas y un Perceptrén de 7 neuronas como lo indica la Tabla 5.1. Fueron
utilizadas en ambos casos las mismas matrices de pesos inicializadas en valores aleatorios y
el mismo algoritmo de entrenamiento. Dicho algoritmo se utiliz6 en ambos casos durante

el mismo numero de 100 iteraciones, al final de las cuales se detuvo el entrenamiento y

se evaluaron las salidas aproximadas. La aproximacién del NFIR puede ser apreciada en
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Estructura | Sistemas/Entradas Atrasadas | Neuronas | Error en db.
LNet 6 15 -20.1111
NFIR 6 15 -9.6584

Tabla 5.2: Estructuras y Errores de Aproximacién: configuracion 2.

la Figura 5.8 y la de la estructura LNet en la Figura 5.9. Para una mayor facilidad en
la comparacién de los resultados, el error de aproximacion se expresé en db de acuerdo

a la siguiente ecuacién:

Error en db = 20 log (%) :
Ylla

donde y es la salida del sistema, y la salida aproximada y ||-||, la norma para secuencias en

l5. De la Tabla 5.1 se puede apreciar que la estructura LNet supera en este caso a la NFIR

Salida del Sistema
T T T

_5 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 tiempo

S‘alida del ‘Fir No L‘ineal ‘
0 MMW/\AWW

_5 1 1 1 1 1 1 1 1 1 -
0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 tiempo

Errqr Absolu“co del Fir‘ No Line‘al

_5 L L L L L L L L L
0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 tiempo

Figura 5.8: NFir con 4 Entradas y 7 Neuronas.

en aproximadamente 7db. Repitiendo el procededimiento anterior para una estructura
LNet con 6 sistemas de Laguerre y un Perceptrén de 15 neuronas y para una estructura
NFIR con 6 entradas atrasadas y un Perceptrén de 15 neuronas se obtuvieron los datos
indicados en la Tabla 5.2. Los resultados de las aproximaciones se pueden apreciar en la

Figura 5.10 para la estructura NFIR y en la Figura 5.11 para la estructura LNet. De

LNet: una Estructura de Aproximacion para Sistemas No Lineales Discretos.



Dto. Ing. Eléctrica, Universidad Nacional del Sur 115

§alida del‘ Sistema‘

t

=4 1 1 1 1 1 1 1 1 1

0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 tiempo

Sali‘da de la ‘Estructur‘a LNet

-5 | | | | | | | | |
0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 tiempo

Error Abs‘oluto de ‘la Estruc"cura LNe‘t

OWWM\NWMVMNLM

_5 1 1 1 1 1 1 1 1 1 -
0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 tiempo

Figura 5.9: LNet con 4 Sistemas de Laguerre y 7 Neuronas.

la Tabla 5.2 es facil ver que nuevamente la estructura LNet supera en la aproximacion
a la NFIR en aproximadamente 10 db. Para un resultado aproximadamente igual fue
necesario utilizar una NFIR con 15 entradas y 20 neuronas en la capa oculta lo cual
contrasta notablemente con en Perceptron de 6 entradas y 15 neuronas que precisa la
estructura LNet. Similares resultado son mostrados en el ejemplo 2 de [42], en el cual
el rechazo de 21 db es alcanzado por un NFIR (denominado Filtro Perceptrén) con una

estructura de 20 entradas y 50 neuronas para un sistema maés simple de memoria finita.

5.2.3 Discusion de los Resultados.

El presente ejemplo mostro las ventajas de la estructura LNet sobre un FIR no
Lineal respecto de la cantidad de términos que son necesarios utilizar para aproximar
un sistema dado. La comparacién se basdé en una aplicaciéon de cancelacién de eco en
una linea telefénica, sistema que resulta difilcultoso de aproximar mediante sistemas de
Laguerre (Ver [6]). Dicho sistema fue seleccionado para no favorecer en la comparacion
a una estructura en perjuicio de la otra. Los resultados fueron comparados con los

presentados en [42], mostrando una clara ventaja de la estructura LNet respecto de los
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Figura 5.10: NFir con 6 Entradas y 15 Neuronas.

NFIR. En el mismo trabajo [42] es presentada la estructura de aproximacién mostrada
por la ecuacion 2.11 siendo ilustrado su comportamiento en el caso de cancelacion de eco
no lineal para modelos de tercer y quinto érden. Dicha estructura recurrente de tercer
érden logra una mejor aproximacién (-29 db) con menor cantidad de términos que la
estructura LNet, pero a expensas de utilizar un algoritmo de entrenamiento mucho mas

complicado.

5.3 Columna Binaria de Alcoholes.

En este ejemplo aplicaremos la metodologia propuesta en el modelado de una
columna de destilacién binaria de alcoholes. Adicionalmente se presentaran pautas de
diseno que permitan utilizar al modelo LNet de la columna en una estrategia de control
predictivo. Se presentaran para dicha columna los resultados de aproximacién obtenidos
para las estructuras LNet y Cascada-Paralelo de Korenberg (para posibilitar su com-
paracién). Adicionalmente se mostrara como es posible extender las ideas de modelacién

presentadas para contemplar sistemas MISO, lo cual sera ejemplificado mediante la in-
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Figura 5.11: LNet con 6 Sistemas de Laguerre y 15 Neuronas.

clusién en el modelo LNet de otra entrada, resultante de considerar medible a la pertur-
bacién en el nivel de la linea de alimentacién (Ver Figura 5.12). Dicho modelo LNet MISO
serd comparado con un modelo MISO lineal en variables de estado. Concluird el ejemplo
con la presentacion de una estrategia de control predictivo en la cual se utiliza el modelo

LNet SISO. A continuacion presentaremos una descripcién del sistema involucrado.

5.3.1 Descripcion del Sistema.

Para realizar este estudio se emple6 un modelo dindmico (ver Apéndice C) cuya
aproximacién bilineal fuera implementada como en [13]. El modelo se aplicé para el caso
de una separacion de alcoholes considerando un flujo molar constante y definiéndose un
valor de volatilidad relativa invariante en el tiempo para cada plato. Resultados similares
de aproximacién y control para dicha columna binaria fueron presentados en [65]. Para
el modelo LNet SISO de esta seccién se considera como entrada al caudal de reflujo y
como salida a la concentracién del destilado (ver esquema en la Figura 5.12). Para el
sistema asi considerado, la Figura 5.13 ilustra como un aumento en el caudal de reflujo

introducido en la columna incrementa la pureza del producto destilado. Dicha figura
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Figura 5.12: Esquema de la Columna de Destilaciéon Binaria de Alcoholes.

permite apreciar tres regiones: baja pureza (X < .95), purezas medias (.95 < X < .99)
y alta pureza (X > .99). El sistema puede ser aproximado por sendos modelos lineales
en las regiones de baja pureza ( recta tangente l1) y de alta pureza ( recta tangente I5)
como es féacil ver del apartado de la Figura 5.13. De la apreciaciéon de dicha figura resulta
simple concluir que a medida que se transita de la region de baja pureza a la de alta
pureza el comportamiento no lineal se manifiesta claramente. La gran diferencia en las
pendientes de las rectas [; y ls constituye una muestra concreta de dicho comportamiento.
Ninguna linea recta pude aproximar la totalidad del rango comprendido entre .95 < X
y X < .99 independientemente de como se intente trazar. Esta constituye la razon por
la cual interesa un buen modelo en dicha regién, por lo que se decidié aproximar a la
concentracién del destilado de la columna para los valores comprendidos en [.94, 1]. Para
proceder a la identificacién se generé un secuencia de entrada (reflujo) de 600 valores
{u (k) }2% en base a una distribucién Equiprob con una probabilidad de cambio pr = .5.
Tal senal fue convenientemente escalada para producir una salida (concentracién del
destilado) en el rango deseado formando un conjunto de valores {u (k) ,y (k)}or, de los

cuales los primeros 300 constituyeron el conjunto a de entrenamiento y los tltimos 300

LNet: una Estructura de Aproximacion para Sistemas No Lineales Discretos.



Dto. Ing. Eléctrica, Universidad Nacional del Sur 119

0.95

0.9

0.85 | | | | | | | |
140 150 160 170 180 190 200 210 Refujo ss

Figura 5.13: Destilado en el Estado Estacionario para Diferentes Valores del Reflujo.

el conjunto § de validacién. Las variaciones de la salida en respuesta a las variaciones
en la entrada fueron obtenidas integrando el conjunto de ecuaciones diferenciales C.1
considerando un retenedor de orden cero incluido en la entrada para un periodo de
muestreo dt = .01. Las proxima dos secciones presentaran los resultados de aproximacion

obtenidos con la estructura LNet y por el método de Korenberg.

5.3.2 Resultados de Aproximacion.

Modelo Cascada Paralelo.

Para obtener el modelo de cascadas en paralelo de Korenberg se sigui6 el pro-
cedimiento definido en la Seccién 2.3.1 haciendo las siguientes suposiciones. El nimero
de cascadas en paralelo fue limitado 20, debido a que maés alla de dicho niimero solo se
conseguia un decrecimiento infimo al aumentar la cantidad de cascadas. La longitud de
la respuesta impulsiva de cada uno de los sistemas lineales fue limitada a 30 dado que
no se obtuvieron mayores mejoras mas alld de dicho nimero. El orden de los sistemas

fue limitado a 15 por la inestabilidad numérica que se producia para un orden superior.
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Dentro de ese limite se implementé una busqueda del orden éptimo. Los resultados de
aproximacién pueden ser apreciados para el modelo obtenido en la Figura 5.15. En el
apartado b) de dicha figura se puede apreciar al error de aproximacién para los con-
juntos ade prueba (cuya norma es ||Er,|l, = .0161) y § de validacién (cuya norma es

|Ersl, = .0489).

Estructura LNet.

El primer paso en el procedimiento de aproximacion consiste en estimar el polo
a de los sistemas de Laguerre. Dicho polo fue evaluado como a = .55 dado que para
ese valor la salida del sistema [y (k) refleja mejor a la constante de tiempo principal del
sistema. Para evaluar el nimero de sistemas de Laguerre se sigui6 el procedimiento de
la Seccién 4.2. La matriz Z (ver ecuacién 4.4) se formé utilizando la senal de entrada
filtrada por los sistemas [y (k) , ..., (k) procediéndose luego a evaluar a los coeficientes
de Lipschit. Los resultados de tal evaluacion se pueden apreciar en la Figura 5.14. Es
facil ver que para m > 5 no hay una mejora significativa al agregar mas sistemas, por
lo cual el nimero de sistemas seleccionados fue my = 5. Resta solamente definir la
cantidad de neuronas en la capa oculta. Siguiendo el procedimiento de la Seccion 4.3, se
comenzo el entrenamiento con 30 neuronas utilizando solo las primeras 40 muestras del
conjunto de entrenamiento . Luego de un tiempo se detuvo el proceso de entrenamiento
propagandose la matriz de datos Z a través de la capa oculta para obtener la matriz Xj.
Se muestran a continuacion los primeros cinco valores singulares de dicha matriz, dado

que los restantes resultaron practicamente cero
Yo = diag {7.9860, 5.0998, 1.9002, 0.1999, 0.0643} .

El nimero de neuronas de la capa oculta fue seleccionado en 5 procediéndose luego a
terminar el proceso de entrenamiento para la estructura seleccionada. Dicha estructura
LNet resulté compuesta por un conjunto de 5 sistemas de Laguerre y un Perceptréon de
5 neuronas en la capa oculta. El apartado a) de la Figura 5.15 ilustra la aproximacién
obtenida para la estructura LNet. En el apartado b) de dicha figura se puede apreciar el
error de aproximacién para los conjuntos de prueba a (cuya norma es ||Er, |, = .0034)
y 3 de validacién (cuya norma es ||Erg|l, = .012). Como tltimo paso se procedié a la
validacion de la estructura LNet cuyos resultados son ilustrados en la Figura 5.16. Es

facil apreciar que la correlacién ¢g (7) es un impulso unitario mientras que las restantes
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Figura 5.14: Coeficientes de Lipschitz para la Columna.

correlaciones se ecuentran dentro de los limites de confidencia del 95%. Dicho compor-
tamiento establece que los residuos no pueden ser predichos por ninguna combinacion
lineal o no lineal de las entradas y las salidas. Se comprueba facilmente que el mod-
elo LNet obtenido es valido y mejora ostensiblemente a los resultados obtenidos para
la estructura de cascadas en paralelo. A continuacién veremos un ejemplo de como la

estructura LNet puede ser extendida para considerar sistemas MISO.

Modelo MISO de la Columna.

E 1 modelo LNet fue expandido incluyendo una segunda entrada us (k) en la
forma esquematizada en la Figura 5.17. Dicha concepcién de un modelo LNet MISO
resulté ser 1til en la practica aun cuando resta formular una demostracion formal de sus
capacidades de aproximacion. Para realizar al modelo LNet MISO fueron utilizados cinco
sistemas de Laguerre (con un a; = .55) relacionados a la entrada u, (k) del reflujo y dos
sistemas de Laguerre (con as = 0) relacionados a la entrada us (k) de la perturbacién del
nivel de entrada (considerado medible). El modelo LNet resultante estuvo constituido
por 7 sistemas de Laguerre y un Perceptrén con 9 neuronas en la capa oculta. Para

comparar los resultados obtenidos se utilizé un modelo lineal en variables de estado de
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Figura 5.15: Aproximacion del Destilado por los Modelos SISO LNet y de Cascadas en

Paralelo.

orden 3, identificado utilizando el paquete de Identificacion de Matlab. En la Figura 5.18
pueden ser apreciados los resultados de la aproximaciéon de ambos modelos. Dicha figura
presenta las variaciones producidas en el destilado respecto de las variaciones del reflujo
(escala inferior izquierda) y de las variaciones porcentuales en el caudal de la alimentacién
(escala inferior derecha). Es fécil ver que la estructura LNet supera en la calidad de la
aproximacién al modelo lineal en todo el dominio de aproximaciéon. A continuacién se

desarrollaran aspectos relacionados al control predictivo.

5.3.3 Aspectos Generales de Control Predictivo.

La principal caracteristica de los esquemas de control predictivo radica en la
utilizacion explicita de un modelo dindmico del sistema para evaluar los efectos de las
futuras acciones de control sobre las salidas del sistema. Entre las aplicaciones particu-

lares que se pueden citar se encuentran los algoritmos de “Dinamic Matrix Control [25]”
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Figura 5.16: Validacién del Modelo LNet para la Columna.

y “Algorithmic Model Control [21]”. En ambos casos la accién de control en el tiempo ¢
proviene de minimizar un cierto indice de performance que puede involucrar tanto esta-
dos, salidas y entradas como también restricciones sobre algunos de ellos. Aplicaciones
particulares utilizanado modelos basados en redes neuronales pueden ser halladas en [18],
y [25], mientras que en [19] se utiliz6 un modelo basado en wavelets. Dichas implementa-
ciones se basan en esquemas tipo NARMAX como los de la Seccién 2.3.2. En [12] fueron
utilizados modelos basados en Redes Neuronales Recurrentes. En este tltimo trabajo se
utiliza una red recurrente para modelar la funcién no lineal que relaciona los estados con
sus derivadas asumiendo que todos los estados son medibles. Para el caso que dichos
estados no lo fueran, en [45] se plantea la utilizacién de observadores no lineales. Sin em-
bargo todos los esquemas mecionados resultan de gran complejidad requiriendo tiempos
de entrenamiento prolongados para la obtencion de los modelos.

En [44] es tratado el problema del denominado “Receding Horizon Control”

LNet: una Estructura de Aproximacion para Sistemas No Lineales Discretos.
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Figura 5.17: Extension MISO Propuesta para la Estructura LNet.

de sistemas no lineales que estén expresados en variables de estados. El problema esta
planteado como el de controlar el estado x del sistema en el tiempo ¢, determinando la
entrada de control u° que resuelve un problema de control 6ptimo con restricciones sobre
el intervalo [¢t,¢ +T]. El problema de control éptimo con restricciones es usualmente
planteado como el de minimizar una funcional cuadratica sobre el intervalo de tiempo
[t,t + T sujeto a que x (t + T') = 0. El pardmetro T es elegido de forma tal que sea mayor
que el maximo tiempo requerido para llevar al sistema desde cualquier estado al origen.
La restriccién z (t +T') = 0 impuesta en el tiempo T" asegura la estabilidad [44]. Como
es sugerido en [44] el problema de control puede ser ademads discretizado en el tiempo de
forma de reducir el problema de control 6ptimo a un problema de programacion no lineal
de dimensiones finitas. A continuacién se vera cémo se pueden utilizar los modelos LNet

en estrategias de control predictivo.
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Figura 5.18: Modelos Miso LNet y Lineal para la columna.

Control Predictivo LNet.

La formulacién del problema de control es planteada como:

T Ty
min 21 Yeqs — ydt+j||2mj+ 21 ||Aut+jfl||2”j
j= j=

: (54)
st Auj:uj—uj,lz(), j:Tl,...,T

donde {u;}, {y:}, {yd;}, son las secuencias de entrada, salida y referencia respectiva-
mente. La accion de control Awu en el tiempo t es elegida como el primer elemento de la
secuencia solucién del anterior problema de optimizacién {ug, ..., uf, n, 1} . Las secuen-
cias m; y n; se utilizan para variar las caracteristicas de control. Mayne [44] sugirié que
T deberia ser seleccionado como un valor mayor al tiempo de establecimiento del sistema
para brindar un cierto grado de estabilidad al problema de control. En la formulacién del
modelo LNet, la parte dindmica es lineal y esta representada por los sistemas de Laguerre.
El mayor comportamiento dindmico es debido al sistema de Laguerre [,, (k) de mayor or-
den utilizado en el modelo. Un forma de acotar el horizonte de tiempo T es aproximar
al sistema [, (k) por sus primeros N términos, como si fuera un FIR, suponiendo que
la contribucién de los términos de orden superior es despreciable y luego tomar 7' > N.
Sea G,u (ecuacién 3.12) la respuesta de [, (k) a la entrada u considerando la respuesta

impulsiva infinita de I, (k). Y sea GYu la aproximacién a G,u mediante los primeros
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N términos de la respuesta impulsiva de [, (k). Para acotar a T se procedera a evaluar
la relacién |GYul| /|Gyul, relacién que tiende a uno a medida que N — co. Luego es
necesario seleccionar un N para el cual dicha relaciéon sea aproximadamente igual a 1 y
tomar 7' > N. Haciendo G, v = 0 en las ecuaciones 3.13 y 3.12 se puede mostrar que
|G/l
|Grul

<1 27N 4N+ (5.5)

donde |a| < |r| < 1. El valor de 7 se selecciona para acotar al valor del médulo del polo a.
Como dicho valor es menor a 1, es facil ver que a medida que N — oo, es decir cuando se
toman todos los términos de la respuesta impulsiva, la relacion de la ecuaccion 5.5 tiende

a la unidad como lo esquematiza la Figura 5.19. Esto muestra una cota minima al mayor

1.2
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Figura 5.19: Cota al Horizonte de Control para la Columna.

comportamiento dindmico considerando solamente los primeros N términos de l,, (k) . De
esta forma se dispone de un medio para evaluar el T necesario, simplemente seleccionando
al valor de T" > N para el cual la relacién 5.5 se acerca a la unidad. A continuacion se
vera como se aplica el modelo LNet SISO de la seccién anterior en el presente esquema

de control predictivo. Dicho modelo esta constituido por 5 sistemas de Laguerre cuyo
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Modelo | Horizonte T' | Secuencia m; | Secuencia n;
Lineal 15 10 .05
LNet 15 10 .01

Tabla 5.3: Parametros Utilizados en el Algoritmo de Control.

polo es a = .55. En la Figura 5.19 se puede apreciar la cota minima en el horizonte
de control evaluada para un polo a = .55 como el del modelo con un valor de r = .56.
Del analisis precedente es facil ver que es necesario seleccionar a T' > 14 para asegurar
cierto grado de estabilidad. Finalmente el valor seleccionado para el horizonte de control
fue T = 15. Para comparar los resultados de control utilizando el modelo LNet, fue
identificado un modelo discreto lineal de tercer orden en variables de estado utilizando el
paquete de identificaciéon de MATLAB™. Para realizar las comparaciones en control se
utilizé el mismo algoritmo de control predictivo con ambos modelos. Dicho algoritmo fue
probado controlando al sistema en tres diferentes puntos de operacién sujeto a diversas
perturbaciones en el nivel de la linea de alimentacion. El perfil de composiciones deseado

yd fue determinado por la siguiente ecuacién a diferencias:

yd (k) = 4u (k) + .6yd (k — 1),

donde yd es la concentracién del destilado deseada y u es el reflujo (variable manipulada).
Los parametros del algoritmo de control de la ecuacién 5.4 pueden ser observados en la
Tabla 5.3 para el caso del modelo lineal y del modelo LNet. Los resultados de la utilizacién
de ambos modelos en la estrategia de control predictivo previamente discutida se pueden
apreciar en la Figura 5.20. En dicha figura se puede apreciar que se lleva al sistema a
operar en tres regiones distintas marcadas por la pureza de su destilado de .992,.962 y .977
lo que obliga al sistema a transitar por su region de maxima no linealidad. En la misma
figura se puede apreciar a las perturbaciones introducidas al caudal de la alimentacion,
cuyo nivel porcentual se aprecia en la escala inferior derecha. Es posible ver de la Tabla
5.3 que la secuencia n; debio ser incrementada en el caso del modelo lineal. Se tubo que
proceder de esta forma debido a que con un modelo lineal fue imposible conseguir un
control mas rapido sin oscilaciones. De la gréfica es claro deducir que el control logrado

con el modelo LNet supera al logrado utilizando el modelo lineal.
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Figura 5.20: Resultados de Control de la Columna.

5.3.4 Discusion de los Resultados.

En el presente ejemplo se aplicé la metodologia propuesta en el modelado de

una columna de destilacién binaria de alcoholes. El modelo LNet obtenido fue com-

parado con la estructura Cascada-Paralelo de Korenberg. Dicha comparacién resulto
favorable a la estructura LNet. Se mostré ademas como es posible extender las ideas
de modelacién presentadas para contemplar sistemas MISO, hecho que fue ejemplificado
a través de la reformulacién del modelo LNet de la columa incorporando otra entrada.
Dicho modelo LNet MISO fue comparado con un modelo MISO lineal en variables de
estado, concluyendo el ejmplo con la presentacién de una estrategia de control predictivo

en la cual se utilizé el modelo LNet SISO. A continuacion presentaremos las conclusiones
generales del Capitulo.
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5.4 Conclusiones.

En este capitulo se presentaron diversos ejemplos ilustrando facetas especificas
de la metodologia de modelacién desarrollada. El primer ejemplo ilustré la capacidad de
la metodologia de modelacién presentada para hallar la estructura correcta de un sistema
no lineal discreto, invariante en el tiempo, causal y que posee memoria evanescente. En
segundo término se presentd un caso de cancelaciéon de eco no lineal para ilustrar las
ventajas de la estructura LNet sobre un FIR No Lineal, respecto de la cantidad de
términos que son necesarios utilizar para aproximar a un sistema dado. El tltimo de los
ejemplos presentados consideré la aplicacion de la metodologia propuesta en el modelado
de una columna de destilacién binaria de alcoholes. El aspecto de modelado considerd
una extensién para sistemas MISO. Adicionalmente fueron presentadas pautas de diseno

que permiten utilizar los modelos LNet en una estrategia de control predictivo.
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Capitulo 6
Conclusiones y Recomendaciones.

En esta tesis se presenté a la estructura de aproximacion para sistemas no
lineales discretos LNet. Comenzé la exposicion con el planteamiento de la tematica
de aproximacion de sistemas, particularmente orientada a la identificacién de modelos
entrada-salida no lineales. De la gran variedad de dichos modelos fueron seleccionados
aquellos con una buena fundamentacion tedrica y representativos de su clase. Dentro de
los modelos tradicionales fueron citados la serie de Volterra, la serie de Wiener, el modelo
de bloques en cascadas y el modelo de cascadas de bloques en paralelo de Korenberg.
Dicho modelo fue elegido para ser comparado con la estructura LNet porque supera la
mayoria de las dificultades presentadas por los anteriores y por lo simple de su utilizacion.
Con igual criterio se procedié a seleccionar a los modelos citados basados en redes neu-
ronales: el modelo de red de valores retrasados y el modeo NARMAX. En este caso la
seleccion resulté ardua debido a la gran diversidad de modelos neuronales existentes y en
muchos casos, a la carencia de resultados que aseguran que un dado modelo es capaz de
aproximar a un sistema de determinadas caracteristicas. En este sentido la presente tesis
pretende realizar un aporte caracterizando a los sistemas que pueden ser aproximados por
la estructura LNet y desarrollando una metodologia para su identificaciéon. La estructura
clasica de entradas atrasadas o FIR no lineal fue elegida de los modelos neuronales para
ser comparada con la estructura LNet. Fueron definidos los conceptos de neurona, capa
y topologia conjuntamente con un marco general para especificar sistemas no lineales
discretos que contienen redes neuronales. Cabe aclarar que este marco si bien es sufi-
cientemente general como para incluir a una gran diversidad de modelos neuronales, no

admite a aquellos en los que no pueda ser desarrollado el concepto de capa. Dicho marco
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fue utilizado para definir a la estructura LNet.

La estructura LNet estd compuesta por un conjunto de sistemas discretos de
Laguerre relacionados de forma no lineal mediante un Perceptréon de una capa oculta.
Tal esquema si bien es similar al de Wiener, se diferencia principalmente de este por
la utilizacién de un Perceptron de una capa oculta. Dicho Perceptrén, elemento carac-
teristico de la estructura LNEt, es el que permite obtener aproximaciones realizables en
la practica. Si se compara a la estructura LNet con el esquema original de Wiener, es
facil apreciar que el Perceptrén reemplaza a los polinomios de Hermite. Se mostré que la
cantidad de coeficientes involucrados en el esquema de Wiener crece exponencialmente
con las dimensiones del modelo. Suponiendo que se utilizaran 10 sistemas de Laguerre y
un polinomio de Hermite de orden 2 serian necesarios del orden de 2'° coeficientes. Al
respecto fueron presentados resultados que demuestran la conveniencia de utilizar redes
neuronales como aproximadores universales de funciones no lineales en lugar de otros
tipos de aproximadores como los polinomios. Se demostré que la estructura LNet es
capaz de aproximar operadores no lineales, discretos, casuales, invariantes en el tiempo
y que poseen memoria evanescente. Para realizar la demostracion de las capacidades de
aproximacién de la estructura LNet fueron definidos los conceptos necesarios, dentro de
los cuales el de memoria evanescente juega un papel preponderante. Se mostrd que este
concepto puede ser visto como una cierta forma de continuidad del operador relacionado
al sistema. Cabe destacar que son pocos los resultados disponibles que permiten estable-
cer en qué condiciones un sistema dindmico posee memoria evanescente, siendo dicho
problema objeto de investigaciones actuales.

El desarrollo de la tesis continué con la presentacién de la metodologia para
determinar la estructura LNet. El polo de la expansién fue determinado suponiendo que
se dispone la constante de tiempo principal del sistema o que es facil de evaluar. Alter-
nativamente, dicho polo puede ser evaluado aproximando en algtin sentido la respuesta
del sistema a una secuencia de excitacion, mediante la seccion pasabajos de los sistemas
de Laguerre. Los parametros restantes de la estructura son la cantidad de sistemas de
Laguerre y el numero de neuronas en la capa oculta. La utilizacién de los denominados
coeficientes de Lipschitz, cuyo uso se fundamenta en la continuidad del operador LNet ha
mostrado ser un instrumento 1til para la evaluacion del niimero de sistemas de Laguerre.
Desde un punto de vista practico, se dispone de un medio que permite acotar la cantidad

de sistemas de Laguerre a utilizar basado en la informacién disponible. En la estimacién
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de la cantidad de neuronas de la capa oculta, se utilizdé una variacion de las técnicas de
poda. Dicha técnica se basa en una descomposicién en valores singulares de la matriz de
datos propagada a través de la capa oculta. Finalmente fueron presentados los procedi-
mientos necesarios para validar al modelo obtenido. Son validas algunas consideraciones
respecto a determinados aspectos del modelado.

Una de ellas es sobre la utilizacién de sistemas de Laguerre cuando el sistema
que se pretende modelar es muy oscilatorio. Es conocido que aiin en los casos lineales,
este problema conlleva a una convergencia lenta de los coeficientes del modelo de La-
guerre. Una solucién posible consistirfa en utilizar series de Kautz [76]. Dichas series
son ortogonales, pero a diferencia de las de Laguerre se generan en base a un tinico polo
complejo lo cual permite expresar a un sistema lineal, como una sumatoria de secciones
ortogonales de segundo orden. Otra posible base para expresar a un sistema muy os-
cilatorio, consiste en utilizar ciertas secciones ortogonales de segundo orden como en [14]
generadas por polos diferentes. FEl inconveniente con ambos métodos es que aplicado
a modelos no lineales sus algoritmos de entrenamiento se complicarian excesivamente
como consecuencia que de que se deberia estimar el valor de los polos y los parametros
del Perceptrén en forma conjunta. Resta una consideracion sobre el modelo obtenido
que debido a la forma de su evaluacién, no es éptimo en el sentido de la cantidad de
parametros que lo constituyen. Sin embargo, correctamente validado presenta una alter-
nativa razonable a esquemas con recurrencia, balanceando el esfuerzo de entrenamiento
y el de determinacién de la estructura.

La metodologia presentada fue ilustrada a través de diversos ejemplos que ilus-
tran facetas especificas de la estrategia de modelacion presentada. El primer ejemplo
ilustré la capacidad de la metodologia de modelacién presentada para hallar la estruc-
tura correcta de un sistema no lineal discreto, invariante en el tiempo, causal y que posee
memoria evanescente. La aproximacién obtenida por la estructura LNet superd sensi-
blemente a la obtenida mediante la estructura cascada-paralelo de Korenberg. Dicho
experimento contiene dos elementos comunmente hallados en la realidad: la presencia de
ruido y de saturacién. Se evalu6 en este ejemplo la capacidad de determinar la estructura
LNet en presencia de ruido de mediciéon de salida. En caso de que los datos contengan
ruido, es recomendable utilizar un algoritmo de propagacion del error hacia atras robusto
(“Robust Back Error propagation Algorithm”, [11]). Dicha técnica fue utilizada en la

estimacién de ciertas relaciones entre las variables de un horno de craqueo de etileno,
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con datos reales que contenian ruido de medicién y errores gruesos por Sanchez y col.
[59] con notable éxito. Dicho algoritmo es relativamente insensible al sobreajuste de
pardametros, lo cual plantea una alternativa interesante: la de comenzar el ajuste de la
estructura LNet con un nimero sobreabundante de sistemas de Laguerre y aplicar alguna
técnica de poda para obtener realizaciones con un menor nimero de parametros. Dicho
enfoque constituira el objeto de futuras investigaciones. En segundo término, se presento
un caso cancelacion de eco no lineal en una linea telefénica para ilustrar las ventajas
de la estructura LNet sobre un FIR No Lineal respecto de la cantidad de términos que
son necesarios para aproximar a un dado sistema. En este caso se mostrd la cantidad
sensiblemente menor de pardametros requeridos por la estructura LNet respecto del FIR
No Lineal. Ademads se contrasto la exactitud de los resultados de aproximacién obtenidos
para el FIR no Lineal con resultados previamente publicados. El 1iltimo de los ejemplos
presentados considerd la aplicacion de la metodologia propuesta en el modelado de una
columna de destilacion binaria de alcoholes. Los resultados de aproximacién obtenidos
fueron comparados con los de la estructura cascada-paralelo de Korenberg, resultando
sensiblemente mejores los de la estructura LNet. En dicho ejemplo fue considerada una
extensién para sistemas MISO de la metodologia presentada. Se mostré que las capaci-
dades de aproximacion de la estructura LNet MISO superaron a las obtenidas con un
modelo lineal. La obtencién de resultados tedricos que permitan establecer las capaci-
dades de aproximacién de la estructura LNet para sistemas MISO y MIMO serda objeto
de futuras investigaciones. Adicionalmente se presentaron pautas de disenio que
permiten utilizar a los modelos LNet en estrategias de control predictivo. Cabe
senalar dos posibles objetos de estudio para futuras lineas de investigacién en los aspec-
tos relacionados al control. Uno de ellos es la determinacion de condiciones de estabil-
idad para las estrategias de control predictivo utilizando los modelos LNet. Otro as-
pecto interesante que merece ser estudiado con detenimiento, es la aplicacion de técnicas
provenientes del algebra diferencial a modelos no lineales discretos. Resultados parciales
previos indican que es posible obtener un modelo aproximado discreto de un sistema no
lineal continuo, y luego aplicar técnicas de linealizacién entrada—salida [37] utilizando el
modelo obtenido. Procediendo de tal forma, seria posible utilizar un modelo discreto

LNet identificado a través de datos entrada-salida, para linealizar al sistema continuo.
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Apéndice A

Propiedades de los Sistemas de

Laguerre.

Seran expuestas algunas propiedades del conjunto de sistemas de Laguerre
L, (2), definidos por la ecuacién 1.15 para nd = 1, siendo su versién temporal [, (k) =

Z71[L, (z)] . Para dichos sistemas son vélidas las siguientes propiedades.

A) El conjunto de sistemas es exponencialmente estable.

o0

Los sistemas se pueden expresar en el campo transformado como L, (z) =)

k=0

I, (k)z7* para |a| < 1, lo cual implica que la serie es absolutamente convergente para
|z| > |a|. Seleccionando al valor z = z;, tal que |a| < |z;] < 1 implica la convergencia

oo
de Y |ln (k)z7"| < oo. Como la serie es absolutamente convergente, existe una cons-
k=0

tante finita A tal que |I, (k) z;*| < A. Una eleccién posible para acotar |I, (k)| es tomar

A=n+1,yr =]z, con lo cual
L, (k)| < (n41)r", (A.1)

Con esta eleccién de r, |a| < |r| < 1, |, (k)| se debe aproximar a cero 0 al menos

exponencialmente para n — oo B

B) El conjunto de los sistemas de Laguerre es ortonormal, es decir que vale
- 0 p#gq
S0 ()1, (k) = { . (A.2)

k=0 1 p=gq



144 Guillermo B. Sentoni

Esta propiedad puede demostrarse a través de la relacion de Parseval para

sistemas discretos [53, pag. 66] para lo cual se parte de

_ 1
- 27j

i L, (k) 1, (k) 7{ L, (z) Ly (z7) 27z, (A.3)
k=0 c

donde j = v/—1, L, (z) establecido por la ecuacién 1.15, I, (k) la antitransformada de
L, (z) . Para seleccionar la curva C' hay que tener en cuenta a la regién de integracion,
marcada por los polos de L, (2) L, (z7*)z™*. Los polos de L, (z) estén en z = a, mientras

quelosde L, (z7') estdnenz = a*

, por lo tanto elijiendo a C' : |z| = 1 se estd en la regién
de convergencia a < |z| < a™! donde |z] indica la operacién médulo de z. Reemplazando

los valores de L,, (z) de 1.15 en A.3 obtenemos

1 1 z [(1—az\? z7! 1—az71\*?
—]{ Ly,(2)Ly(z )z 'dz=-— ¢ 1-a’ ¢ ¢ 77 'dz
215 Jo 215 Je Z—a\Z—a zl—a\z1'-a

Agrupando términos

= 1—a? 11 z—a\"?
2 (Rl (k) = = jiz—al—az(l—az) a2, (A4)

k=0

se llega a la expresion deseada, que es necesario evaluar para los casos p =qy p # q.

p = q : En este caso es necesario evaluar a la integral de la ecuacién A.4 para p = q

1 1
740 i (A5)

lo que se hara utilizando el Teorema del los Residuos de Cauchy. El contorno C' debe
contener a la regién de convergencia, que en este caso es a < |z| < 1/a, de forma tal que
existe un solo polo z = a. El residuo de la ecuaciéon A.5 calculado en z = a toma el valor

de 27mj/1 — a2, con lo cual por la ecuacién A.4 se demuestra que

> b (k) (k) =1.

k

00
=0

p # q : En este caso es necesario evaluar a la integral de la ecuacion A.4 para p # q.

Supongamos que ¢ > p (dado que son intercambiables es indistinto)

1
fc Tt (A.6)
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Resulta facil ver que la integral A.6 no tiene polos dentro de la region de integracion

a < |z] < 1/a. Por lo tanto el residuo es nulo con lo cual por la ecuacion A.4 se
demuestra que para p # q :

> 1 (k)1 (k) =0.

k=0

o0
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Apéndice B
Lema 1.

Lema 4 Considérese la norma |||, definida por la ecuacion 3.5 en el espacio [~ (Z_).
Luego, dado m; > 0, el espacio

K- = {uel®(Z)] |lull  <mi} (B.1)

provisto de la norma ||u||,, es compacto.

Prueba. Debemos mostrar que el espacio K_ con la norma |ju|, es compacto en
[*(Z_), para lo cual elegimos cualquier secuencia {u,} en K_ con n =1,2,3,...Es un
resultado conocido que el espacio [ de las secuencias acotadas provisto de la norma ||-||
no es compacto [31]. Sin embargo la restricciéon de K_ en [—n, 0], notada como K _ [—n, 0]
es compacto por ser un conjunto de valores finitos para cada n y estar uniformemente
acotado por m;. Para la demostracién de la compacidad de K_ procederemos a encontrar
un uy € K_ y una subsecuencia de {u,} que converja a uy en la norma |||, . Sea N el
conjunto de los nimeros naturales. Como por hipétesis, |u, (0)| < m; es posible encontrar

un 4 (0) € K_[0] y un subconjunto infinito Ny C N tal que
|un (0) —up (0)] = 0 paran — oo, n € Np.

Si a su vez se considera a {u,|n € No} como a una secuencia en K_[—1,0] es posible

concluir que existe ug (—1) € K_[—1,0] y un subconjunto infinito N; C Ny tal que

sup |upn (k) —ug (k)] = 0 paran — oo, n € Nj.
—1<k<0
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Continuando con el razonamiento anterior encontramos a un uy € K_ y una
secuencia decreciente de subconjuntos infinitos Ng D Ny D Ny - - - tal que para cada m

sup |u, (k) —ug (k)] =0 paran — oo, n € N,y (B.2)

—m<k<0

Se procede ahora por un argumento diagonal a tomar una secuencia creciente n,, tal que
Ny € Ny, es decir se toman para cada k las subsecuencias que convergen a ug (k). Luego
por la ecuacion B.2 para cada mg tenemos que

SUD [ty (k) —ug (k)] — 0 paran — oo,
—mo<k<0

lo que significa que la secuencia u,,,converge en forma puntual a uy en subconjuntos
compactos.

Resta mostrar que lim,, . ||ty — wol|, = 0, es decir que u,,,,converge a uy en
la norma |lul|,. Como la secuencia pesante de la norma w (k) — 0 cuando k — oo, es
posible hallar un mg € N tal que w (mg) < €/2M;, con € > 0; y como uy,,, uy € K_ se
tiene que

SUp |up,, (k) — ug (k)| w (—k) < 2Myjw (mg) < e. (B.3)

k<—mg
Ahora se encuentra un mq tal que

sup  |up, (k) —ug (k)| <€,  param > m;. (B.4)
—mo<k<0

Luego por las ecuaciones B.3 y B.4, y como w (k) < 1 se concluye que
|t — woll,, <€ para m > m;.

La norma pesada ||-||,, actia de forma tal que hace aparecer compacto al subespacio K_.
Vimos que provisto de la norma ||-||  este subespacio no es compacto, pero que si lo es
si se considera la restriccién en un conjunto de valores K_[—n, 0]. La norma pesada ||-||,
hace compacto a K_ produciendo un evanescimiento de la cola de la secuencia, lo que
es equivalente a decir que lo pesa de forma tal que parece como si fuera K_[—n, 0]. Esto

concluye la prueba del Lema B
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Apéndice C

Modelo de la Columna de

Destilacion Binaria de Alcoholes.

A continuacion se procedera a explicitar el modelo de la columna de destilacion
de n platos cuyo proceso esquematiza la Figura 5.12, para lo cual sean las siguientes

definiciones:

Tk, 2 . son las concentraciones de liquido y vapor en el k-ésimo plato.
M, : coeficiente de equilibrio vapor-liquido en el k-ésimo plato.

Ly, : caudal de liquido en el k-ésimo plato.

Vi : caudal de vapor en el k-ésimo plato.

L : caudal de liquido en la alimentacion.

Xr : concentracion de liquido en la alimentacion.

H : liquido retenido en un plato (“holdup”).

Hp : holdup de liquido en el condensador.

Hpg : holdup de liquido en el rebullidor.

En cada plato existe una relacién no lineal entre el vapor y liquido en equilibrio
dada por
A

M, =
F 1+(ak—1>l‘]€7
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donde a4, es la volatilidad relativa correspondiente al k-ésimo plato, la cual se considera
constante. En la seccién del condensador, las ecuaciones de balance de masa resultan,

considerando al plato 1 como el de tope
Vozg — Ly — (V2 - Ll)xl = Hp 571 .

para el cual tomando V5 = V' constante para todos los elementos y expresando la con-

centracién del vapor en términos de la del liquido, zo = Msxs, resulta

v
v

I

MQQZ’Q — .Tl) .

Para un plato de la seccion de rectificacion, y considerando que la alimentaxion se realiza

en el plato k£ tenemos
Livviy — Lizy + Vigizip — Vizg = H; i,

y usando z; = M;x;, L; = L, V; =V, H; = H, obtenemos

= % (L (zim1 — z3) + V (Mipazi — Mizy)]
para?:1,...,k — 1. Finalmente
= % [L(zp—1 — x) + V (Mgy125+1 — Myxy) + Lp (xp — x1)]
zj= % [L(zj-1 — x;) + V (Mjazja — Myzj) + L (2j-1 — ;)]
para j: k+1,...,n— 1. De tal forma que el ultimo plato resulta modelado como
Tp= Hib [L(zn-1—2n) + Vi, — Myz, + Lp (Tn 1 — T,)]

En resumen, el conjunto de ecuaciones diferenciales que modela al sistema es:

( i‘lz H_V;g (MQ.CCQ - 33'1)
i’i: % [L (xi,1 — .fl?l) + \% (MiJrlxiJrl - szz)] para i 17 cee 7k -1
Tp= % (L (2p—1 — ;) + V (Mys1%p41 — Myay) + Lp (2p — 231)]
rj= %[L(zj_1—z;)+V (Mjzj — Mjz;) + Lp (1 — ;)] paraj:k+1,...,n—1
( Tn= 7 [L(2n1 — x0) + Vi, — Mywn + Lp (2,1 — 2,,)]
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Hpg

5[ 250 | 260 | 145 | .45 | 3.941

4.628

Tabla C.1: Pardmetros de la Columna

Definiendo como estado del sistema al vector z =

y salidas a

[< =~

151

T
[z1,...,2,] , como entradas

HEMEHEN!

respectivamente y de una forma normalizada a Lr v Xp

we ||
S| Lexe |
wWo H
el sistema en su versién final es

{rb: g@utpl@jw
y= h(x)

Para el presente ejemplo n = 10 y k£ = 5, por lo cual

H
0 (MQI'Q — ZL‘1) H_D
1 — X2 Mgl’g — MQQZ’Q
Ty — I3 M41‘4 — M3I3
T3 — X4 Msxs — Myxy
Ty4 — Ty MGI‘G — M51‘5
g(z)= , p(2)
Ty — Tg M7337 — Mﬁﬂfﬁ
Teg — X7 Mgl‘g — M71‘7
T7 — X8 Mgﬂfg — Mgﬂfg
Tg — Ty M9 — Myxg
H H
| (1179 - 9510) Hs (210 — Mioz10) Hs

o O o O O

Te — Tt
Tr — I3

Ty — Tg

(959 - 11710) HiB

o O O O = O O o o o

para los siguientes valores de volatilidad relativa a = [0, 4.5,4.2,4,3.8,3,2.9, 2.7, 2.6, 2.6]7
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