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Abstract en espanol

Esta tesis se centra en el estudio de la logica de primer orden de t-normas continuas
y algunos de sus fragmentos monadicos. Contribuye al campo de las logicas difusas, una
rama de las légicas no clasicas, que permite deducciones logicas con un grado de vaguedad
o imprecision. Investigadores como Hajek han propuesto el uso de t-normas, operaciones
definidas en el intervalo real [0, 1], para lograr esto. En la logica difusa estandar, las
t-normas modelan conjunciones fuertes, mientras que otros conectivos se interpretan a
través de operaciones derivadas del orden y/o la t-norma.

Nos concentramos en las t-normas continuas, que poseen una rica estructura alge-
braica, a saber, la estructura de las BL-algebras, una variedad de reticulos residuados
generados por t-normas continuas. La logica basica, o légica BL, sirve como la contra-
parte sintactica de las logicas con seméantica en BL-algebras. Notablemente, otras logicas
no clésicas estudiadas previamente, como la logica de Lukasiewicz, son casos particulares
de logicas basadas en BL-algebras. Si las BL-4lgebras tienen negacién involutiva, forman
MV-4lgebras, correspondientes a la légica proposicional de Lukasiewicz.

El estudio de las logicas de primer orden basadas en t-normas continuas, o logicas
de predicados difusos, es crucial en la logica difusa. Siguiendo la tradicion de Mostowski,
interpretamos los cuantificadores como supremos e infimos en un conjunto ordenado.
Comenzamos con el sistema BLV de Hajek, que axiomatiza la logica de primer orden de
BL-algebras totalmente ordenadas. Una caracteristica de estas logicas es su naturaleza
infinitaria, lo que nos lleva a introducir BLV,,, una extension que incorpora una regla y
un axioma infinitarios. Demostramos que BLV., es fuertemente completa con respecto a
las t-normas continuas, y sus extensiones a la légica de primer orden producto y la logica
de Lukasiewicz también son fuertemente completas.

Ademas, exploramos extensiones modales de la logica de Lukasiewicz, particularmente
la extension S5, equivalente al fragmento monadico de la l6gica de primer orden de f.uka-
siewicz. Realizamos un estudio algebraico de las MMV-algebras, MV-algebras enriquecidas
con operadores [ y ¢, mostrando que las algebras finitamente subdirectamente irreduci-
bles en esta variedad son dlgebras funcionales. Esto lleva a un resultado de completitud
fuertemente finita para la t-norma de Lukasiewicz. Al extender la légica S5 de FLukasie-
wicz con una regla infinitaria, logramos completitud fuerte con respecto a la t-norma de
FLukasiewicz.

Finalmente, presentamos extensiones axiomaticas para modelos de universo acotado,
incorporando un axioma esquema que limita el niimero de factores subdirectos de la MV-
algebra subyacente, permitiendo de esta manera conseguir resultados de completitud para
esta extension.



Abstract

This thesis focuses on the study of first-order logic of continuous t-norms and some of
their monadic fragments. It contributes to the field of fuzzy logics, a branch of non-classical
logics, which allows for logical deductions with a degree of vagueness or imprecision.
Researchers like Hajek have proposed using t-norms, operations defined on the real interval
[0, 1], to achieve this. In standard fuzzy logic, t-norms model strong conjunctions, while
other connectives are interpreted through operations derived from order and/or the t-
norm.

We concentrate on continuous t-norms, which possess a rich algebraic structure, na-
mely, the structure of BL-algebras, a variety of residuated lattices generated by continuous
t-norms. The basic logic, or BL logic, serves as the syntactic counterpart of logics with
semantics in BL-algebras. Notably, other previously studied non-classical logics, such as
Lukasiewicz logic, are particular cases of logics based on BL-algebras. If BL-algebras have
involutive negation, they form MV-algebras, corresponding to propositional Lukasiewicz
logic.

The study of first-order logics based on continuous t-norms, or fuzzy predicate logics, is
crucial in fuzzy logic. Following Mostowski’s tradition, we interpret quantifiers as suprema
and infima in an ordered set. We start with Hajek’s BLV system, which axiomatizes
the first-order logic of totally ordered BL-algebras. A characteristic of these logics is
their infinitary nature, leading us to introduce BLV,.,, an extension incorporating an
infinitary rule and an axiom. We demonstrate that BLV, is strongly complete concerning
continuous t-norms, and its extensions to first-order product logic and hLukasiewicz logic
are also strongly complete.

Additionally, we explore modal extensions of Lukasiewicz logic, particularly the S5
extension, equivalent to the monadic fragment of first-order Lukasiewicz logic. We con-
duct an algebraic study of MMV-algebras, enriched MV-algebras with operators [J and
¢, showing that finitely subdirectly irreducible algebras in this variety are functional al-
gebras. This leads to a finitely strong completeness result for the Lukasiewicz t-norm. By
extending SH Fukasiewicz logic with an infinitary rule, we achieve strong completeness
concerning the Lukasiewicz t-norm.

Finally, we present axiomatically complete extensions for bounded universe models, in-
corporating an axiom scheme that limits the number of subdirect factors of the underlying
MV-algebra, leading to completeness results.
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Capitulo 1

Introduccion

Esta tesis esta enfocada en estudiar la logica de primer orden de las t-normas continuas
y algunos de sus fragmentos monadicos.

El estudio de las légicas difusas [17], al cual este trabajo intenta contribuir, es una
rama dentro de las llamadas 16gicas no clésicas [18]. Como es sabido, las légicas difusas
buscan permitir deducciones légicas que admitan cierto grado de vaguedad o imprecision.
Diversos investigadores, como Héjek [24], han propuesto el uso de t-normas para lograr
este objetivo. Las t-normas son operaciones definidas en el intervalo real [0, 1] que respetan
el orden usual de los nimeros reales. Mientras que en la logica clasica los valores de verdad
se determinan mediante el algebra de Boole de dos elementos, en la logica difusa estdndar,
las t-normas modelan la interpretacion de una conjuncién fuerte y el resto de las conectivas
se interpretan mediante operaciones derivadas del orden y/o de la t-norma.

En esta tesis nos enfocaremos en las t-normas que son continuas. Hajek [24] demuestra
que las t-normas continuas poseen una estructura algebraica rica. Esto lo lleva a definir
una clase mas general de algebras de posibles valores de verdad, las BL-algebras, que
son la variedad de reticulados residuados generada por la clase de las t-normas continuas
[12] [29]. Ademés, introduce la légica bésica, o logica BL, un sistema formal que es la
contraparte sintactica de las logicas con semantica en BL-algebras. Curiosamente, otras
logicas no clasicas multivaluadas ya estudiadas previamente, resultan ser casos particulares
de logicas basadas en BL-algebras. De especial interés para esta tesis, hacemos notar el
caso de la logica de Lukasiewicz. Originalmente estudiada por autores como fukasiewicz,
Post y Tarski [43], [46], esta légica resulta ser un caso particular de las légicas difusas.
Si a las BL-dlgebras les pedimos que su negacion sea involutiva, conseguimos la clase de
las MV-dlgebras [15], y resulta que la légica de Lukasiewicz proposicional se corresponde
con la clase de las MV-algebras. Esta clase estd generada por una t-norma continua
especial, llamada t-norma de Lukasiewicz. Otros casos notables de légicas no clasicas que
estan dentro del marco de las logicas basicas son la logica producto basada en la t-norma
producto, t-norma donde el producto es el producto usual de los niimeros reales, y la
légica de Godel, donde la conjuncion fuerte y la conjuncién débil coinciden.

El estudio de las légicas de primer orden basadas en t-normas continuas, o logicas de
predicado difusas, constituye un aspecto importante de la légica difusa. Varios autores
han contribuido a su desarrollo [24], [25], [31], [38], [36]. En esta tesis seguiremos la
tradicion empezada por Mostowski [40] de interpretar los cuantificadores como supremos
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e infimos en un conjunto ordenado. El sistema formal del cual partiremos, es el sistema
BLY propuesto por Héjek en [24], donde el autor muestra ademds que la légica BLY
permite axiomatizar la légica de primer orden de las BL-algebras totalmente ordenadas.

Una caracteristica de la mayoria de las légicas basadas en t-normas continuas es que
resultan infinitarias. Diversas reglas infinitarias se han propuesto para su estudio [34] [27]
[37]. En esta tesis, introduciremos la légica BLV, como la extensién de BLY mediante
la incorporacién de la regla infinitaria

{oV(a—= ") :neN}>oV(a— akf),

y el axioma
Vr(pded) = ((Vrd)&(Veg)).

Nuestro interés principal es obtener resultados de completitud respecto a t-normas
continuas. Mostraremos que la logica B LV, es fuertemente completa respecto a la clase de
las t-normas continuas (Teorema 5.3.1). Gracias a este resultado, también demostraremos
que las extensiones de BLV, a la légica producto de primer orden y a la légica de
Lukasiewicz de primer orden son fuertemente completas respecto a sus respectivas t-
normas (Corolario 5.4.2 y Corolario 5.4.1). Algunos de estos resultados forman parte de
nuestro trabajo «Strong completeness for the predicate logic of the continuous t-norms»
publicado en la revista Fuzzy Sets and Systems [9].

Por otro lado, diversos autores han estudiado extensiones modales de la logica de
Fukasiewicz [44], [30], [6], [47]. En particular, la extension modal S5 de la légica de Lu-
kasiewicz fue estudiada originalmente por Rutledge [44]. Dicho autor muestra que esta
extensién es equivalente al fragmento monddico de la logica de Lukasiewicz de primer
orden y da un teorema de completitud débil respecto a la t-norma de Yukasiewicz. Con
el objetivo de obtener teoremas de completitud fuerte, realizamos un estudio algebraico
de las MMV-dlgebras, que son MV-algebras enriquecidas con dos operadores [1y . Mos-
traremos que las algebras finitamente subdirectamente irreducibles de esta variedad son
algebras funcionales, un tipo especial de algebra que tiene una conexion estrecha con los
modelos de Kripke utilizados para la interpretacién seméantica. Gracias a esto, logramos
demostrar un resultado de completitud finitamente fuerte respecto a la t-norma de Lu-
kasiewicz (Teorema 6.4.7). Asimismo, extenderemos la légica S5 de Lukasiewicz con una
regla infinitaria similar a la que introdujimos en el caso de primer orden para obtener una
extensiéon fuertemente completa respecto a la t-norma de Lukasiewicz (Teorema 6.5.4).

Finalmente, para los dos extensiones S5 de Ytukasiewicz mencionadas en el parrafo
anterior, mostraremos extensiones axioméaticas completas respecto de modelos de uni-
verso acotado (Teorema 6.6.5 y Teorema 6.6.6). Estas extensiones se logran gracias a la
incorporacién del axioma esquema correspondiente a la ecuacion

k+1
=1

1<i<j<k+1

que acota el nimero de factores subdirectos de la MV-algebra subyacente a una MV-
algebra monadica finitamente subdirectamente irreducible. Los resultados mencionados
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en los ultimos dos parrafos fueron publicados en nuestro articulo «Strong standard com-
pleteness theorems for S5-modal fukasiewicz logics» de la revista Annals of Pure and
Applied Logic [10].

Estructura de la tesis

La tesis esta organizada de manera que las estructuras algebraicas necesarias se in-
troducen junto con sus logicas de interés. Los capitulos se desarrollan de la siguiente
forma:

= Capitulo 1: Introduccion.

= Capitulo 2: Preliminares. Presentamos un resumen de algunos resultados béasicos
de algebra universal y reticulados residuados. Nuestro objetivo principal con este
capitulo es establecer la notacion y terminologia que utilizaremos en el resto de la
tesis.

= Capitulo 3: Conceptos generales de légica. Introducimos la nociéon de lengua-
jes, que nos permitird construir férmulas. La intencién es que esta nocién sea lo
suficientemente general para abarcar todos los lenguajes de interés en esta tesis. En
particular, la definicién que daremos de lenguaje nos permitird dar un tratamiento
unificado de las l6gicas tanto proposicionales como de primer orden, algo no muy ha-
bitual en la literatura. Definimos entonces el concepto de légica, y mostramos como
definir 16gicas tanto basadas en algebras como en sistemas axioméaticos. Finalmen-
te, hacemos un breve repaso de algunos resultados de logica algebraica abstracta y
explicamos en qué condiciones podemos aplicarlos.

s Capitulo 4: Légicas proposicionales de las t-normas continuas. Introduci-
mos las logicas proposicionales relevantes para esta tesis. A medida que presentamos
las logicas, también introducimos las dlgebras relevantes y describimos algunas de
sus propiedades necesarias para las secciones futuras. Comenzamos el capitulo con
las t-normas continuas y la légica basica. Continuamos recordando resultados de
completitud para algunas extensiones axiomaticas de la légica basica: 16gica de fu-
kasiewicz, logica producto y logica de Godel. Finalmente, concluimos recordando
resultados de completitud para la légica de la clase de las t-normas continuas.

= Capitulo 5: Loégicas de primer orden. Mostramos la légica BLYV, introducida
por Héjek como la extensién al primer orden de su légica proposicional basica. Con
el objetivo de tener un teorema de completitud fuerte respecto a las t-normas con-
tinuas, estudiamos propiedades de las t-normas. Esto nos muesta la necesidad de
agregar una regla esquema infinitaria y un axioma esquema. Estudiamos las pro-
piedades sintacticas de la extensién resultante, en particular las relacionadas con
la disyuncién. A pesar de que agregar una regla infinitaria hace mas dificil mostrar
que existen teorias de tipo Henkin, mostramos que esto es posible. Construimos el
algebra de Lindenbaum y obtenemos diversos resultados algebraicos que nos permi-
ten encontrar una inmersion de esta algebra en la clase de las t-normas continuas,
demostrando asi la completitud fuerte deseada. Como corolario, exploramos el caso
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de la extension al primer orden de la légica de fLukasiewicz y la l6gica producto. Los
resultados de este capitulo forman parte del trabajo [9].

Capitulo 6: Légicas Monadicas. Exploramos el fragmento monadico de la 16gica
BLY. Comenzamos explicando algunos detalles relacionados con el lenguaje. Lue-
go, introducimos la extension modal S5 de la légica béasica, el sistema axiomético
S5(BL), equivalente al fragmento monadico de BLYV. Presentamos la contraparte
algebraica de S5(BL), las BL-algebras monadicas, y revisamos algunas de sus pro-
piedades, ademas de definir las dlgebras funcionales, clave para el resto del capitulo.
A continuacion, definimos la clase de las MV-algebras monédicas, demostrando que
posee la propiedad de inmersion finita y mostrando que se genera como cuasiva-
riedad a partir de diferentes conjuntos de algebras funcionales. Todo lo anterior
nos permite trabajar con la extensién axiomatica de S5(BL), que denotamos como
S5(L). Esta extension es la extension modal S5 de la légica de Lukasiewicz y tam-
bién el fragmento monadico de la logica de primer orden de Lukasiewicz. Probamos
que esta légica es finitamente fuertemente completa respeto a la t-norma de f.uka-
siewicz. Extendemos esta légica con una regla infinitaria con el objetivo de conseguir
completitud fuerte. Luego de mostrar propiedades sintacticas de esta logica obtene-
mos un algebra de Lindenbaum que resulta ser una MV-algebra monédica simple.
En virtud de resultados algebraicos concernientes a MV-algebras monédicas sim-
ples, obtenemos el teorema de completitud fuerte deseado. Finalmente, exploramos
las extensiones de las logicas anteriores mediante un axioma esquema, que fuerza a
que el universo de los modelos sea acotado. Probamos sobre estas logicas resultados
de completitud fuerte. Los resultados de este capitulo forman parte del trabajo [10].
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Capitulo 2

Preliminares

2.1. Algebra universal

Asumimos que el lector esta familiarizado con algunos conceptos béasicos del algebra
universal, especificamente las nociones de dlgebra y tipo; asi como las nociones de subdl-
gebras, productos directos, cocientes y ultraproductos; y la nociéon de homomorfismos y
congruencias. El libro de Burris y Sankappanavar [4] aborda estas nociones en detalle en
sus primeros capitulos.

Utilizaremos las letras A, B, C y D para referirnos a algebras. Si el universo de un
algebra no tiene un nombre especifico, emplearemos la misma letra que designa al dlgebra,
pero sin resaltar, para referirnos a su universo. Denotaremos a los homomorfismos con las
letras f, g y h. En el caso de que estos homomorfismos sean proyecciones, utilizaremos
generalmente 7 en su lugar. Llamaremos inmersiones a los homomorfismos inyectivos,
y si ademas son sobreyectivos, los denominaremos isomorfismos. Para las congruencias,
emplearemos el simbolo # y designaremos el reticulado de congruencias de un algebra A
con la notacion Con(A). Denominamos A a la menor congruencia de Con(A) y V a la
mayor congruencia de Con(A). Si K es una clase de algebras del mismo tipo, utilizaremos
los siguientes operadores de clases:

» J(K) es la clase de todas las algebras isormorfas a algtin algebra de IC,
= S(K) es la clase de todas las dlgebras que sean subélgebra de algin algebra de IC,

» H(K) es la clase de todas las &lgebras que sean la imagen homomorfa de algin
algebra de K,

» P(K) es la clase de todas las dlgebras que sean el producto directo de una familia
de algebras en K,

» Py(K) es la clase de todas las dlgebras que sean el ultraproducto de una familia de
algebras en /.

Diremos que un dlgebra A de tipo F es un subreducto del algebra B de tipo F’' si A C B,
F C F'y ademés fA = fB para todo f € F.

13



Ecuaciones y cuasi-ecuaciones

Una clase K de algebras del mismo tipo se denomina variedad cuando es cerrada bajo
subalgebras, homomorfismos y productos directos. Por otro lado, si la clase es cerrada
bajo subalgebras, isomorfismos, productos directos y ultraproductos, entonces se dice que
KC es una cuasivariedad. Notar que toda variedad, es en particular, una cuasivariedad.

Si K es una clase de algebras de un mismo tipo, definimos V(K) como la menor
variedad, en términos de inclusién, que contiene a la clase K. De manera similar, definimos
Q(K) como la menor cuasivariedad que incluye a la clase K.

Teorema 2.1.1 (Tarski). Para toda clase de dlgebras KC del mismo tipo,
V(K) = HSP(K).

Teorema 2.1.2 (Maltsev). Para toda clase de dlgebras K del mismo tipo,
Q(K) = ISPPy(K).

Dado un tipo F y un conjunto de variables X (disjunto de F), el conjunto de los
términos de tipo F sobre el conjunto X es el menor conjunto Tx(X) (en el sentido de la
inclusion) tal que

n X g T]:(X),
» sic € F es O-ario, entonces ¢ € Tx(X); vy
» si f € Fesn-arioy ty,ty, ..., t, € Tr(X), entonces f(t1,ts,...,t,) € Tr(X).

Recordemos que si A es un algebra de tipo F y f € F tiene aridad n, entonces f#

es una operacién n-aria en A. Para un término t € Tx(X), escribimos t(z1,xs,. .., Zy,)
para indicar que las variables presentes en ¢ estan entre x1, To, ..., x,. Ademas, dada un
algebra A de tipo F y elementos aq,as, . ..,a, € A, definimos el elemento

A

t* (a1, a9, ..., ap)

de A de manera recursiva, basandonos en la estructura del término, de la siguiente forma:
1. Sit es una variable z;, entonces t* (a1, as, ..., a,) = a;.
2. Sit € Fy es O-ario, entonces t(ay, ay, ..., a,) =
3. Sit= f(t,ts,...,t,), entonces
tA(ay, ag, . .. an) = AR, ER.
Una cuasi-ecuacion generalizada de tipo F es una expresion @ de la forma
&icr(t:(T) = 5i(T)) = u(T) = v(T),
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donde t;, s; son términos de tipo F para todo ¢, y u, v también es un término de tipo F; =
es una sucesion de variables. La expresion ® es wvdlida en un algebra A de tipo F cuando,
para toda sucesiéon @ en A,

si t2(@) = s™(@) para todo i € I, entonces u® (@) = v (a).

En este caso, decimos que A satisface ®. Una cuasi-ecuacion generalizada se denomina
cuasi-ecuacion cuando el conjunto de indices I es finito. Una cuasi-ecuacion generalizada
se denomina ecuacion cuando el conjunto de indices [ es vacio.

Dada una clase de algebras K del mismo tipo, decimos que la clase puede ser axioma-
tizada por un conjunto de cuasi-ecuaciones generalizadas si existe un conjunto de cuasi-
ecuaciones generalizadas I' tal que A € ICsiy solo si A satisface todas las cuasi-ecuaciones
generalizadas de T'.

Teorema 2.1.3 (Maltsev). Una clase de dlgebras del mismo tipo es una cuasivariedad si
y solo si puede ser axiomatizada por un conjunto de cuasi-ecuaciones.

Teorema 2.1.4 (Birkhoff). Una clase de dlgebras del mismo tipo es una variedad si y
solo si puede ser axiomatizada por un conjunto de ecuaciones.

Productos subdirectos

Una inmersion subdirecta de un algebra A en un producto directo de dlgebras [[,_, B;
es una inmersién f : A — [[..; B; tal que, para todo i € I, el homomorfismo m; o f :
A — B; es sobreyectivo, donde 7; es la proyeccion sobre la i-ésima coordenada. En estos
casos, donde existe la inmersion subdirecta, afirmamos que A es un producto subdirecto
de las algebras B;.

Un algebra A se considera subdirectamente irreducible si no puede expresarse como
un producto subdirecto (no trivial) de ningin conjunto de dlgebras. Si en cambio solo
sabemos que no es un producto subdirecto de ninguna clase finita de algebras, diremos que
es finitamente subdirectamente irreducible. Los productos subdirectos estan intimamente
relacionados con la estructura del reticulado de congruencias, un ejemplo de esto es el
siguiente lema:

Lema 2.1.1 (Lema 8.2 [4]). Si 0; € Con(A) para todoi € I y(\,c;0; = A, entonces el
homomorfismo natural

v:A—J[A/6:

iel
definido por
v(a)(i) := a/0;

es una inmersion subdirecta.

Una inmersion subdirecta que siempre podemos utilizar se fundamenta en el siguiente
teoremas:
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Teorema 2.1.5 (Birkhoff). Toda dlgebra A es isomorfa a un producto subdirecto de
algebras que son subdirectamente irreducibles.

Como Corolario tenemos el siguiente resultado.

Teorema 2.1.6. Toda dlgebra A es isomorfa a un producto subdirecto de dlgebras que
son finitamente subdirectamente irreducibles.

Finalmente, presentamos algunas definiciones adicionales que utilizaremos mas ade-
lante. Un dlgebra A se denomina simple si solo posee dos congruencias. Un algebra A se
denomina semisimple si es isomorfa a un producto subdirecto de algebras simples.

Dada un algebra A y un subconjunto X de A, el algebra B generada por X es la
subalgebra de A mads pequenia (en el sentido de la inclusién) que contiene a X. Ademads
vale que b € B si y solo si existe un término ¢ y elementos ay, as,...,a, en X tales que
b=t2(ay,as,...,a,).

Por 1ltimo, decimos que A es finitamente generada si esta generada por uno de sus
subconjuntos es finito.

Inmersiones parciales

Sean A y B algebras del mismo tipo F, y consideremos un subconjunto S de A.
Definimos una inmersion parcial de S en B como una funciéon inyectiva h : S — B que
cumple las siguientes condiciones:

1. Para cualquier operacién n-aria f de F y para toda n-upla de elementos a4, ..., a,
en S, con n € N, que satisface f4(ai,...,a,) € S, se tiene que

h(fA(ar,. .. an) = fB(h(ar), ..., h(an)).

2. Para toda operacién 0-aria ¢ € S, se cumple que h(c?) = cB.

Sea K U {A} una clase de algebras del mismo tipo. Decimos que A es parcialmente
inmersible en IC si y solo si para cualquier subconjunto finito S C A, existe un algebra
B € K y una inmersion parcial de S en B. Si la clase K solo contiene un algebra B,
entonces decimos que A es parcialmente inmersible en B.

A continuacién, presentamos un resultado conocido que establece una relacién entre
las inmersiones parciales y los ultraproductos.

Proposiciéon 2.1.1. Sea K U {A} una clase de dlgebras del mismo tipo tal que A es
parcialmente inmersible en K. Entonces

= existe una inmersion de A en un ultraproducto de dlgebras de IC, y

s 57 A no satisface la cuasi-ecuacion @, entonces KC tampoco satisface .

Consideremos una clase K de algebras de un mismo tipo. Decimos que K tiene la
propiedad de inmersion finita si, para cada algebra A en K y cualquier conjunto finito
S C A, existe una dlgebra finita B en K y una inmersion parcial h : S — B. En inglés esta
propiedad se conoce como finite embedability property por lo que comtiinmente se abrevia
como FEP. Nosotros también optamos por utilizar esta abreviatura.
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Amalgamacion

Sea I una clase de algebras del mismo tipo. Decimos que K posee la propiedad de
amalgamacion si, para cualquier eleccion de algebras G, H y K en K, y para cualquier
par de inmersiones o1 : G — H y 09 : G — K, existe un algebra L en K junto con
inmersiones 1, : H — L y ny : K — L que satisfacen la condiciéon 1, o o1 = 15 0 09. Es
decir, el siguiente diagrama conmuta:

H
G L -
YV
K

Consideremos una clase KC de algebras del mismo tipo, un élgebra G en K y un conjunto
no vacio I. Si para cada i € I tenemos un algebra A; de K y una inmersion o; : G — A;,
denominamos como I-formacion en K a la 3-upla (G, {A; |i € I},{o; |1 € I}). Si dada
una [-formacion existe un dlgebra L en K e inmersiones 7; : A; — L para todo ¢ € [ tales
que

n; 0 0; = 1 o 0; para todo 4,7 € [

entonces decimos que (L, {n; | i € I'}) es una amalgama en K para la I-formacion (G, {A,; |
i€1},{o;|i€I}). Decimos que K posee la propiedad de amalgamacion infinita si toda
I-formacion en K tiene una amalgama en K.

2.2. Reticulados residuados

Las logicas subestructurales, logicas donde los sistemas de demostracién carecen de
alguna regla «estructural», tienen una base algebraica firme en lo que se conoce como reti-
culados residuados. En esta seccion damos la nocion de reticulado residuado que usaremos
en esta tesis. Para mas detalles consultar, por ejemplo, [22].

Definicion 2.2.1. Un reticulado residuado es un algebra (A, A, V, -, —,0,1) tal que
= (A, A,V,0,1) es un reticulado con 1ltimo elemento 1 y primer elemento 0,
» (A, -, 1) es un monoide conmutativo,
» c<(a—b) < a-c<bparatodoa,b,ce A.

A la operacién — la llamamos residuo de -, o simplemente residuo.
Algunas propiedades basicas de los reticulados residuados son recopiladas en la si-
guiente proposicion.

Proposicién 2.2.1. Sea A un reticulado residuado y sean a,b,c € A. Entonces

» 1l Sa=a,
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a<bsiysolosia—b=1,

- es monotono, es decir, si a < b, entonces a-c<b-c,

a-b<a,yen particular a-b < aAb,

n b<a—b,

a—(b—c)=(a-b) —c,
ma-(a—b)<aAb,

m aVb<(a—0b)—b,

» ((a—b)—b) >b=a—D,

= — es decreciente en el primer argumento y creciente en el sequndo, es decir, st
a<b, entoncesb »c<a—>cyc—a<c—Db,

w 5i Z CAy\ Z existe, entonces a-\/ Z =\{a-z |z € Z},
w 5t Z CAy\ Z existe, entonces \| Z - a= N{z—a|z€Z},

w 51 Z C Ay \Z existe, entoncesa — NZ = Na—z|z€ Z}.

Teorema 2.2.1. La clase de los reticulados residuados forma una variedad.
Una base ecuacional es (ver [26]):

» Ecuaciones para la variedad de los reticulados acotados,

Ecuaciones para la variedad de los monoides conmutativos,
 (zry) o zrr— (Yo 2) Ry — (x— 2),
w - (z—y) <y,esdecir, z-(r > y) ANy=z-(x—y),

» (zAy) sy~ 1L

Filtros implicativos

Un subconjunto no vacio F' de un reticulado residuado A se denomina filtro implicativo
(o simplemente filtro) si cumple las siguientes condiciones para todo a,b € A:

1. Sia < by a pertenece a F', entonces b también pertenece a F.
2. Si tanto a como b pertenecen a F', entonces el producto a-b también pertenece a F'.

También se pueden definir los filtros implicativos pidiendo que para todo a,b € A se
cumplan las siguientes condiciones (ambas definiciones son equivalentes):
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1. El elemento 1 pertenece a F'.
2. Siay a— bpertenecen a F', entonces b también pertenece a F'.

Sea S un subconjunto de A, donde A es un reticulado residuado. Llamamos filtro
generado por S al conjunto

Fg(S):={be€Al|ay-ay-... ap <bparaay,...,a; € S}.

Es facil demostrar que Fg(S) es un filtro, que S esta contenido en Fg(S) y que, ademas,
Fg(S) es el filtro mas pequetio que contiene a S. Més precisamente, la tltima propiedad
significa que si F' es un filtro de A tal que S C F, entonces se cumple que Fg(S) C F.

Las congruencias en un reticulado residuado A estan dadas por los filtros. Mas preci-
samente:

m si F'es un filtro de A la relacién
a~bsiysolosia—bb—aclF

es una congruencia de A que notamos como g,
» si 0 es una congruencia de A la clase de equivalencia 1/6 es un filtro,
» se cumple para todo filtro F' de A que 1/0p = F,

= se cumple para toda congruencia 6 de A que (/9 = 0.

Filtros primos y filtros maximales

Decimos que un filtro F' de un reticulado residuado A es primo si F' # A y para todo
a,b € A se tiene que aVb e F implicaa e Fo6beF.

Decimos que un filtro F' de un reticulado residuado A es mazimal si F' # A y dado
cualquier filtro G de A se tiene que F' C G implica G = F o G = A. Llamamos radical
de A al conjunto

Rad(A) := ﬂ{]\/[ | M es un filtro maximal de A}.

Proposicién 2.2.2. Sea A un reticulado residuado y F' un filtro de A.
» A/F es finitamente subdirectamente irreducible si y solo si F' es primo.

» A/F es simple siy solo si F' es maximal.

A es finitamente subdirectamente irreducible si y solo si 1 es V-irreducible, es decir,
si siempre que aV b =1 para a,b € A, entoncesa =1 0b=1.

A es subdirectamente irreducible si y solo si existe un elemento a # 1 tal que para
todo b # 1 existe un entero positivo m tal que b™ < a.

A es simple si y solo si para todo b # 1 existe un entero positivo m tal que b™ = 0.
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» A es semisimple si y solo si Rad(A) = {1}.

Teorema 2.2.2 (Teorema del Filtro Primo). [Lema 5.26 de [22]] Sea A un reticulado
residuado y F un filtro. Sia € A — F, entonces existe un filtro primo P tal que F C P y
a¢P.

Del Teorema se desprende como consecuencia que, si A es un reticulado residuado,
entonces

ﬂ{P | P es filtro primo de A} = {1}.

2.2.1. Hoops

Los {-, —, 1}-subreductos de los reticulados residuados son los pocrims (en inglés «par-
tially ordered commutative residuated integral monoids») [3]. Estos subreductos tienen
un orden parcial < dado por

rLy<=z—y=1

Los hoops son una subclase de los pocrims. Estos son aquellos pocrims que satisfacen
la siguiente condicién

x < y siy solo si existe un z tal que x =y - 2.

Esta condicion se conoce como divisibilidad, por lo que decimos que un hoop es un pocrim
divisible.

Denotamos la clase de los hoops como HQO. Llamamos hoops totalmente ordenados a
aquellos hoops cuyo orden sea total, y representamos la clase de todos estos hoops como
HQO,,.

Se puede demostrar que un hoop es un algebra A = (A, -, —,1) que cumple con las
siguientes propiedades:

» (A, -, 1) es un monoide conmutativo,
=z =z =1,

v (y—2)=(r-y) — 2,

=z (z—2y)=y-(y =)

Luego la clase de los hoops es una variedad.

Los primeros estudios sistematicos de las propiedades estructurales de los hoops se
encuentran en la tesis doctoral de Ferreirim [20] y en un trabajo posterior de Blok y
Ferreirim [2].

Observemos que todo hoop es un A-semirreticulado y que el infimo se puede definir
mediante

z ANy =x-(x—y).

En el siguiente lema recopilamos algunas propiedades bésicas de los hoops (ver [20] [2]).
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Lema 2.2.1. Sea A = (A,-,—,1) un hoop. Para todo a,b,c € A, se cumple:

Hoops de Wajsberg

Una subvariedad importante de HO es la variedad de los hoops de Wajsberg, los cuales
se definen como aquellos hoops que satisfacen la identidad

(x —=y) sy~ (y—z)—

El orden parcial subyacente a un hoop de Wajsberg es el de un reticulado distributivo
(ver [20]) y el supremo queda definido como

zVy:=(x—=y) =y

El siguiente lema enuncia algunas propiedades que verifican las operaciones de reticulado
en un hoop de Wajsberg.

Lema 2.2.2. Sea A = (A,-,—,1) un hoop de Wajsberg. Para todo a,b,c € A, se cumple:
(@) (aVb)—c=(a—c)N(b—c),

(b) c—= (aVb)=(c—a)V(c—b),

) ¢ ( )
(¢) (aANb) —c=(a—c)V(b—c),
(d) ¢ ( )

— (aANb)=(c—a)AN(c—D

Una propiedad importante que poseen los hoops de Wajsberg es la FEP (propiedad
de inmersién finita). Blok y Ferreirim demostraron esta propiedad en [2]. A continuacion,
presentamos el resultado para referencia futura.

Teorema 2.2.3 (Teorema 3.10 de [2]). La clase de los hoops de Wajsberg tiene la propiedad
de inmersion finita.

Un hoop A es un hoop de Wajsberg acotado si A es un hoop de Wajsberg y tiene
primer elemento.
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Hoops cancelativos

Un hoop A = (A,,—,1) es cancelativo si (A, -, 1) es cancelativo como monoide, es
decir, si a-¢=b-c implica a = b para todo a,b,c € A.

La clase de los hoops cancelativos es una variedad que queda axiomatizada dentro de
HO por la identidad (ver [2])

r— (z-y) =y
Ademés, todo hoop cancelativo es un hoop de Wajsberg [2].

Se puede demostrar que el conjunto de los enteros no positivos, denotado con Z~, junto
con la suma y el orden usuales, forma un hoop. Especificamente, definimos el producto
con x -y = x + y, donde + representa la suma usual de nimeros enteros. El orden es
el orden usual de los enteros. La implicacién se define con x — y := min(y — z,0), y el
ultimo elemento 1 es el niimero 0 € Z. Denotamos a este hoop con C,,. Resulta que C.,
genera la variedad de los hoops cancelativos (ver [2]).

Si un hoop es cancelativo, entonces no puede tener un primer elemento, excepto en el
caso de que sea un hoop trivial. Por lo tanto, la clase de hoops cancelativos es disjunta con
respecto a la clase de hoops de Wajsberg acotados (salvo por el hoop trivial). Ademaés,
se puede demostrar que todo hoop de Wajsberg totalmente ordenado es cancelativo o
acotado.

Congruencias en hoops

Es un hecho conocido que las congruencias en un hoop estan determinadas por la clase
de equivalencia del 1. Adicionalmente, de forma analoga a como se define la nociéon de
filtro implicativo en los reticulados residuados, es posible establecer dicha nocién en un
hoop. Se deduce que, para cada congruencia 6 en un hoop A, 1/6 constituye un filtro
implicativo. Reciprocamente, para cualquier filtro implicativo F' de A la relacién binaria

Op = {(a,b) € A> :a— bb—acF}

es una congruencia sobre A tal que F' = 1/0p. La correspondencia 6 — 1/6 es un isomor-
fismo de orden entre la familia de todas las congruencias de A y la familia de todos los
filtros implicativos de A, ambas ordenadas por inclusion.

Una caracteristica distintiva de los hoops es que, dado que los filtros implicativos
incluyen al elemento 1 y son cerrados bajo las operaciones — y -, constituyen también
subalgebras.

Suma ordinal

Definimos ahora la suma ordinal de hoops. Sea (I, <) un conjunto totalmente ordena-
do. Para cada i € I sea A; = (A;, i, —i, 1) un hoop de manera que A;NA; = {1} siempre
que 7 # j. Definimos la suma ordinal como el hoop €,.; A; := (U,c; 4i» -, —, 1) donde

Ty six,y € A,
Ty =< size A, —{lh,yeAjei<y,
Y siye A, —{l},reAjei<y
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1 Si$€Ai—{1},y€Ajei<ja
T—=yi=<r—>y siz,y€ A,
Y siye A,z € Ajei <.

Diremos que un hoop totalmente ordenado es irreducible cuando no puede ser escrito
como la suma ordinal de dos hoops totalmente ordenados no triviales.

Proposicién 2.2.3 ([1]). Para un hoop totalmente ordenado A las siguientes condiciones
son equivalentes:

s A es irreducible;
= para todo a,b € A, b —a=a implicab=16a=1;

= A es un Wajsberg hoop.
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Capitulo 3

Conceptos generales de légica

En este capitulo, presentaremos definiciones basicas que son comunes a todas las 16-
gicas que se abordaran mas adelante en la tesis. Definiremos el concepto de lenguaje,
los métodos para construir e interpretar féormulas, y los conceptos de logica y sistema
deductivo.

3.1. Lenguajes

En esta tesis, abordaremos légicas proposicionales, logicas de primer orden y logicas
modales. Para clarificar las diferencias entre estos distintos lenguajes, hemos decidido
considerarlos como casos particulares de una definicién de lenguaje mas general.

Definimos un lenguaje £ de tipo F como un conjunto de simbolos que incluye lo
siguiente:

= El conjunto F, cuyos elementos denominaremos conectivas;

= Un subconjunto, posiblemente vacio, del conjunto de simbolos de cuantificacion

{v,3h

Un conjunto, posiblemente vacio, de variables;

Un conjunto, posiblemente vacio, de constantes;

= Un conjunto, posiblemente vacio, de simbolos de predicado. Cada simbolo de pre-
dicado tiene asociada una aridad (un entero no negativo).

Observacion 3.1.1. En algunas ocasiones utilizaremos algiin simbolo de variable, como
la letra x, para referirnos al simbolo en si, y en otras ocasiones la emplearemos para aludir
a una variable genérica del lenguaje (metavariable). Aplicaremos un tratamiento similar
para los predicados y las constantes.

Llamaremos términos tanto a las variables como a las constantes de un lenguaje.

Dado un lenguaje £ de tipo F, llamaremos férmulas del lenguaje a cadenas de simbolos
construidas recursivamente a partir de simbolos del lenguaje, siguiendo las siguientes
reglas:
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= Si P es un simbolo de predicado de aridad 0, entonces P es una féormula.

= Si P es un simbolo de predicado de aridad n y t1,t,,...,t, son términos, entonces
P(ty,ta,...,t,) es una férmula.

= Si F' € F es una conectiva de aridad 0, entonces F' es una formula.

" Si¢y,...,¢,sonformulasy F' € F es una conectiva de aridad n, entonces F'(¢q, .. ., ¢y)
también es una férmula.

= Si ¢ es una formula, x es alguna variable y [J es un cuantificador, entonces Llz¢ es
una férmula.

Utilizaremos la notacion Fm para referirnos al conjunto de todas las féormulas de un
lenguaje.

Usaremos las letras griegas «a, 3, v, 9, 0, ¢, x y @ para referirnos a formulas. Para
referirnos a conjuntos de férmulas usaremos las letras griegas maytsculas I' y A.

3.2. Interpretacion

Veamos cémo interpretar formulas de un lenguaje utilizando algebras. Interpretaremos
las formulas cuantificadas empleando supremos e infimos, siguiendo el enfoque que Hajek
presenta en [24]. Histéricamente, Mostowski fue uno de los pioneros en proponer la inter-
pretacion de los cuantificadores a través de supremos e infimos en estructuras ordenadas
40].

Sea un lenguaje £ de tipo F y un dlgebra B de tipo F’, donde F contiene la conectiva
O-aria 1 y F C F'. Una B-estructura M = (M, f) se compone de un conjunto M,
que llamamos universo de la estructura, y una funciéon f, que llamamos asignacion, que
satisface las siguientes condiciones:

» A cada predicado P de aridad n de L le corresponde una funcién f(P): M™ — B,
» A cada constante ¢ de L se le asigna un elemento f(c) € M.

Dada una B-estructura M = (M, f), definimos una wvaluacion como una funcién v
que asigna a cada variable de £ un elemento de M. Si v y w son valuaciones y x es
una variable, utilizamos la notacién v =, w para indicar que v y w son idénticas, salvo
posiblemente por el valor que asignan a x.

Consideremos la B-estructura M y una valuacién v. A continuacion, explicamos como
interpretamos una féormula en la estructura M y la valuacion v. Definimos la interpretacion
de cada constante ¢ como ¢™M¥ := f(c) y la interpretacién de cada variable z como
oM .= p(z). Para una férmula ¢, definimos su interpretacién ||¢||M¥ de manera recursiva
de la siguiente formas:

= Si ¢ tiene la forma P(ty,...,t,), donde t1,...,t, son términos y P es un simbolo
de predicado de aridad n, entonces

loM = FP)R™,... . ).
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De manera similar, si ¢ es un predicado P de aridad 0, se tiene que
o™ = f(P),

Si ¢ = F(¢1,...,1,), donde F es un conectivo de aridad n, entonces ||¢||™M* se
define si y solo si para todo 1 <4 < n se cumple que |[¢;||M* estd definida. En tal
caso, se tiene que

I = FE(la ™, . M),

De manera similar, si ¢ es un conectivo F' de aridad 0, entonces ||¢||M* = FB,
Si ¢ = Vae), entonces ||¢||™M* se define si se cumplen las siguientes condiciones:

o Para toda valuacién w =, v, ||¢||M* estd definida, y

¢ /\wzmv ||¢||M’w existe en B.

Si ambas condiciones se satisfacen, entonces

oM = A\ lllM.

W=V

Si ¢ = Jx1), entonces ||¢||M* se define si se cumplen las siguientes condiciones:

o Para toda valuacién w =, v, ||¢||M®

° \/wzzv HwHM,w eXiSte en B

estd definida, y

Si ambas condiciones se satisfacen, entonces

oMY =\ [lwl™M.

W=Lv

Escribimos [|¢||M = 1B si ||¢||M* = 1B para toda valuacion v.
Una B-estructura M = (M, f) se dice segura si ||¢||M* estd definida para todas las

formulas ¢ y valuaciones v.

Llamaremos B-modelo de una féormula ¢ a toda B-estructura segura M que satisfaga
6™ = 1. De manera similar, llamaremos B-modelo de un conjunto de férmulas I' a toda
B-estructura segura M que satisfaga [|¢||M = 1 para todo ¢ € T.

3.3. Lobgicas

En esta seccion, definimos el concepto general de logica que usaremos.

Definicién 3.3.1. Sea £ un lenguaje. Una [dgica en L es una relaciéon de consecuencia
IF C P(Fm) x Fm que cumple las siguientes propiedades para todo conjunto de férmulas
I, conjunto de férmulas A y férmula ¢:

Identidad Si ¢ € I, entonces I I ¢.
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Monotonia SiT'lF ¢ y I' C A, entonces A I ¢.
Transitividad SiT' I ¢ y A IF ¢ para todo ¢ € T', entonces A IF ¢.

Como es costumbre, si I' = () denotamos I' IF ¢ como I ¢. Si escribimos ¢ IF T,
queremos decir que ¢ IF v para todo ¢ € I'. Si en cambio escribimos A |- I', donde A es
un conjunto de férmulas, queremos decir que A |- v para todo v € I'. Usamos la notacién
I' HF A para decir que I' IlF Ay AIFT.

Decimos que I es finitaria si, para cualquier conjunto de féormulas I' y cualquier
formula ¢, siempre que se cumple I' IF ¢, existe un subconjunto finito IV C I" tal que
I IF ¢. En caso de que IF no sea finitaria, decimos que es infinitaria.

Loégicas basadas en algebras

Usando la nocién de interpretacion y la nociéon de modelos de la seccion anterior
definimos una relacion de consecuencia légica.

Definicién 3.3.2. Sea £ un lenguaje de tipo F y sea K una clase de algebras de tipo F’,
donde F contiene la conectiva O-aria 1 y F’ contiene a F. Llamamos [dgica en L basada
en K y la denotamos por Fi, a toda légica Fx C P(Fm) x Fm que verifique lo siguiente:

I'Ex ¢ <= para todo B € K, todo B-modelo de I' es también un B-modelo de ¢,

donde I' es un conjunto de formulas y ¢ es una férmula.

Una férmula ¢ se considera una tautologia de Fx si se cumple que Fg ¢.

Loégicas sintacticas

Damos ahora las definiciones para poder hablar de la contraparte sintactica de una
légica semantica.

Consideremos un lenguaje L. Utilizaremos la notacion I' > ¢ para indicar que el par
(T, ¢) constituye una regla (para el lenguaje £), donde I representa un conjunto de férmu-
las, llamadas premisas, y ¢ es una férmula. Cuando I' = (), denominaremos a la férmula
¢y alaregla I' > ¢ como azioma. Llamaremos sistema aziomdtico (para un lenguaje L)
a un conjunto de reglas.

Los sistemas axiomaticos permiten la construccion de lo que denominamos demostra-
ciones. Sea H un sistema axiomatico en un lenguaje £, I' un conjunto de féormulas y ¢
una féormula. Una demostracion de ¢ a partir de I en H consiste en una sucesion {¢; }i<¢
de féormulas, donde ¢ es un ordinal, tal que se cumplen las siguientes condiciones:

» El altimo elemento de la sucesion es ¢, es decir, ¢¢ = ¢.
s Para todo j < &, se verifica al menos una de las siguientes opciones:

e 9l

« Existe un conjunto A de férmulas que aparecen en la sucesién {¢;};<¢ antes

de ¢;, tal que (A > ¢;) € H.
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Al ordinal ¢ lo llamaremos longitud de la demostracion.

Definicién 3.3.3. Sea H un sistema axiomatico en un lenguaje L. Llamamos [ldgica
sintdctica asociada a H y la denotamos por Fp, a toda légica -y € P(Fm) x Fm que
verifique lo siguiente:

'y ¢ < existe una demostracion de ¢ a partir de [' en H,
donde I' es un conjunto de formulas y ¢ es una féormula.

Una féormula ¢ se considera un teorema de Fp si se cumple que Fy ¢.

Si H y J son sistemas axiomaticos en un mismo lenguaje, con H C .J, entonces diremos
que la légica 5 es una extension de Fp. Si ademas sabemos que todos los elementos de
J — H son axiomas, entonces decimos que F; es una extension axiomdtica de Fg. Si T es
un conjunto de formulas y H es un sistema axiomatico, entonces al escribir H + I' nos
referimos a la extension de H que se obtiene al anadir las férmulas de I' como axiomas
al sistema axiomatico H. Si I' es el conjunto de todas las instancias de un conjunto de
formulas esquema, entonces llamamos a H + I' extension esquematica de H.

Las sucesiones que utilizamos para representar demostraciones son, en general, infini-
tas. Sin embargo, si todas las reglas del sistema axioméatico tienen un conjunto finito de
premisas, el siguiente resultado garantiza que siempre podemos sustituir una demostracion
infinita por una finita.

Proposicién 3.3.1. Sea H un sistema axiomatico y Fpy el sistema deductivo asociado.
Si para cada regla ' > ¢ de H se cumple que I es un conjunto finito, entonces g es
finitaria.

Demostracion. Demostraremos el resultado utilizando induccién transfinita sobre la lon-
gitud de la demostracién &. Especificamente, probaremos que para todo ordinal &, si I' es
un conjunto de formulas y ¢ es una féormula tal que existe una demostracion de ¢ a partir
de I' de longitud &, entonces existe un subconjunto finito [V C I' tal que I'' g ¢.

El resultado se cumple claramente si la longitud es 1. Consideremos ahora la siguiente
hipdtesis inductiva: el resultado se verifica si la longitud de la demostraciéon es menor
que el ordinal £&. Sea I' un conjunto de féormulas y ¢ una férmula tal que existe una
demostracion de ¢ a partir de I' de longitud £. Por la definicion de demostracion, tenemos
dos casos posibles: que ¢ € I" 0 que exista una regla A > ¢ € H donde las férmulas de A
aparecen en la demostracion antes de ¢.

Si ¢ € I, entonces {¢} C I' y se cumple que {¢} Fy ¢, lo que satisface el resultado.

Si, en cambio, existe una regla A> ¢ € H con todas las formulas de A presentes en la
demostracion antes de ¢, se verifica que para cada 1) € A existe una demostracién de ¥ a
partir de I' con longitud menor que £. Por hipdtesis inductiva, para cada ¢ € A existen
conjuntos finitos I'y, C I" tales que I'y, =g 9. Es evidente que Uwe ALy Fa @, y dado que
A es un conjunto finito, llegamos a la conclusion deseada. O

La siguiente definiciéon expresa a lo que nos referimos con que una logica sintactica sea
la contraparte sintactica de una logica basada en algebras.
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Definicién 3.3.4. Sea £ un lenguaje de tipo F y K una clase de algebras de tipo F’,
donde F’ contiene la conectiva 0-aria 1 y F C F'. Sea - una logica sintactica en Ly F
una légica en £ basada en K, decimos que

» es fuertemente completa respecto a K si para todo conjunto I' de féormulas y toda
formula ¢ se cumple que I' - ¢ <= T'F ¢;

= es finitamente fuertemente completa respecto a K si para todo conjunto finito I' de
formulas y toda formula ¢ se cumple que I' - ¢ <= T' E ¢;

» es completa respecto a IC (o débilmente completa) si para toda férmula ¢ se cumple
que - ¢ <= F ¢;

s es adecuada respecto a K si para todo conjunto I' de férmulas y toda férmula ¢ se
cumple que I' - ¢ = T' F ¢.

En inglés, se utiliza la expresion «sound» en lugar de «adecuada». Hemos decidido
traducir esta terminologia de esta manera, aunque algunos autores prefieren emplear otros
términos.

Observemos que si una logica es fuertemente completa respecto a alguna clase IC,
entonces es finitamente fuertemente completa respecto a la clase I, y de manera similar,
si una légica es finitamente fuertemente completa respecto a K, entonces es débilmente
completa respecto a K. Notemos también que si una légica es finitaria, entonces la nocion
de completitud fuerte y completitud finitamente fuerte coinciden.

Dada una légica F basada en una clase de dlgebras IC, siempre existe una manera trivial
de obtener una légica sintactica fuertemente completa con respecto a K. Para lograrlo,
basta con considerar el sistema axiomatico compuesto por las reglas I'™> ¢ tales que I' F ¢.
Sin embargo, cuando nos interesamos en resultados de completitud, buscamos demostrar la
completitud para sistemas axiomaticos que sean «mas simples» que el sistema axioméatico
recién mencionado.

3.4. Lobgicas proposicionales

En esta seccion, definimos lo que entendemos por un lenguaje proposicional y explica-
mos como se presentan las nociones de interpretacion y modelo en este contexto. Ademas,
enunciamos un resultado de logica algebraica abstracta relacionado con ciertas logicas
proposicionales, especificamente las logicas implicativas, que serd 1til en los capitulos
siguientes. Para obtener mas detalles sobre logica algebraica abstracta, recomendamos
consultar el libro de Font [21].

Diremos que un lenguaje £ de tipo F es un lenguaje proposicional de tipo F si cumple
lo siguiente:

= El conjunto de cuantificadores, el conjunto de variables y el conjunto de constantes
es vacio.

= Todos los simbolos de predicado son de aridad 0.
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A los predicados de aridad 0 de un lenguaje proposicional los denominamos letras
proposicionales y a las formulas de un lenguaje proposicional las llamamos proposiciones.
Denotamos el conjunto de todas las proposiciones como Prop. A las 16gicas definidas sobre
lenguajes proposicionales, las llamamos, por supuesto, ldgicas proposicionales.

Debido a que el lenguaje proposicional es mas simple, la nocién de interpretacién se
simplifica considerablemente. En particular, cuando consideramos B-estructuras, donde
B es un algebra de tipo F, el universo de las estructuras y las valuaciones no influyen
en la interpretacién. Ademas, si M es una B-estructura, la asignacién f de M es una
funcién de dominio {letras proposicionales} y codominio B. Con estas consideraciones en
cuenta, en el contexto proposicional, podemos pensar las B-estructuras como funciones f
de dominio {letras proposicionales} y codominio B.

Podemos decir atin mas. Consideremos el conjunto de todas las proposiciones Prop
para lenguaje dado de tipo F. De manera natural, podemos definir operaciones en Prop,
una por cada simbolo de F. Denotamos el algebra determinada por estas operaciones
como Prop. Notemos que esta algebra es un algebra de tipo F. Luego no es dificil ver
que la interpretacion ||.||/ asociada a una B-estructura f, donde B es un algebra de tipo
F, no es mas que un homomorfismo de Prop en B que extiende la asignacién f.

Loégicas implicativas

Sea L un lenguaje de tipo F. Llamamos a todos los homomorfismos ¢ : Prop — Prop
sustituciones proposicionales. Si I' es un conjunto de proposiciones y ¢ una sustitucién
proposicional, escribimos o(I") para representar al conjunto {o(¢) | ¢ € T'}. Si un conjunto
de proposiciones I' satisface la condicién o(I') = I, entonces decimos que I' es cerrado
bajo sustituciones.

Definicién 3.4.1. Sea F una légica proposicional sintactica. Diremos que F es estructural
si para todo conjunto de proposiciones I' y toda proposicién ¢ se cumple que:

Si I' F ¢, entonces o(I') F o(¢) para toda sustitucion o.

Una clase de logicas que nos resultara de gran utilidad es la clase de las logicas impli-
cativas. Esto se debe a un poderoso resultado de la légica algebraica abstracta que, para
cada légica implicativa, proporciona una clase de algebras con respecto a la que la logica
es fuertemente completa.

Definiciéon 3.4.2. Una ldgica implicativa es una logica proposicional sintactica estructural
F en un lenguaje de tipo F que contiene una conectiva — de aridad 2 tal que las siguientes
condiciones se verifican:

=Fp—=p,
= p—=qq—>rkp—r,
= para cada conectiva F' € F con aridad n > 1 se cumple que
PL—= Qs = Plye ey P = GnsGn — P F(p1y - y0n) = F(au, -, aqn),
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= pp—=qhg
=pFqg—=p,
donde p1,q1, ..., Pnsqn, P, q,r son letras proposicionales.

Teorema 3.4.1 (Proposicién 2.7 de [21]). Sea H un sistema aziomdtico en un lenguaje
de tipo F. Sitg es una logica implicativa finitaria, entonces g es fuertemente completa
respecto a la clase IC de dlgebras de tipo F dada por las siguientes cuasi-identidades
generalizadas:

sz yrliy—rrl=s>rry.

» L or1=>¢Y=x1, dondel'>y € H.
oel’
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Capitulo 4

Loégicas proposicionales de las
t-normas continuas

En este capitulo haremos una breve excursion por algunos resultados y definiciones co-
nocidos concernientes a proposiciones interpretadas en clases de BL-dlgebras. De particular
interés nos resultaran las proposiciones interpretadas en clases de t-normas continuas.

Los resultados presentados en este capitulo no son originales; sin embargo, es funda-
mental desarrollarlos, ya que establecen el contexto y la metodologia que hemos utilizado
para obtener los resultados que aparecen en los capitulos posteriores de esta tesis.

4.1. t-normas continuas

Una t-norma es una operacion binaria, denotada por -, definida en el intervalo real
0, 1], que satisface las siguientes propiedades para todo a,b, c € [0, 1]:

1. Conmutatividad: a - b= b - a para todos a,b € [0, 1].
2. Asociatividad: a - (b-c¢) = (a - b) - ¢ para todos a, b, ¢ € [0, 1].

3. Monotonia: Si b < ¢, entonces a -b < a - ¢ para todos a,b,c € [0,1]. El orden < es
el orden usual de los nimeros reales.

4. Elemento neutro: a -1 = a para todo a € [0, 1].

Las t-normas fueron introducidas por primera vez en un contexto no relacionado con
la 16gica [35]. Desde entonces, han sido investigadas utilizando herramientas de algebra y
ecuaciones funcionales, y se han aplicado en diversas disciplinas matematicas, incluyendo
teoria de juegos, teoria de medidas e integrales no aditivas, teoria de conjuntos difusos,
logica difusa, control difuso, modelado de preferencias y analisis de decisiones, e inteligen-
cia artificial. El lector puede encontrar una excelente revisién sobre las t-normas en [33],
que incluye referencias a los campos mencionados anteriormente.

En esta tesis nos enfocaremos exclusivamente en las t-normas que son continuas
(continuas en el sentido usual). Los resultados que describen las t-normas continuas y sus
propiedades fueron presentados originalmente en [39]. Si la t-norma es continua, podemos
definir las siguientes operaciones en el intervalo [0, 1]:
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= — como el residuo de -, es decir, la operaciéon binaria — que cumple

T yYy<z &= z<y—z

s ANy :=a- (v —y),
o Vy:=((z—y) =y A(y—x)— ).

Estas operaciones nos permiten establecer una estructura algebraica en el intervalo [0, 1]
del tipo (A,V,-,—,0,1). A esta estructura también la denominamos t-norma continua.
Denotamos la clase de todas las t-normas continuas con 7eont.

Llamaremos lenguaje proposicional BL a cualquier lenguaje proposicional de tipo
(&, —,0) cuyo conjunto de letras proposicionales es infinito numerable. A lo largo de
este capitulo, a menos que se indique lo contrario, asumiremos que trabajamos con un
lenguaje proposicional BL. Cada vez que utilicemos estos lenguajes, emplearemos de ma-
nera intercambiable las siguientes notaciones:

» Usaremos ¢ A en lugar de ¢p& (¢ — v),

Usaremos ¢ V ¢ en lugar de ((¢ — ) = ) A (¢ — &) — @),

Usaremos —¢ en lugar de ¢ — 0,

Usaremos ¢ <> ¢ en lugar de (¢ — )& — ¢),

Usaremos, para todo n < w, ¢" en lugar de ¢p&o&e ... &o,
—_———

n veces

donde ¢ y 1 denotan proposiciones.
El siguiente lema presenta algunas propiedades que son validas para todas las t-normas
continuas.

Lema 4.1.1 (Lema 2.1.6 y Lema 2.1.10 de [24]). Sea - una t-norma continua. Entonces,
para todo a,b € [0,1], se verifican las siguientes propiedades:

s 1 —2a=a.
» min(a,b) =aANb=a-(a—Db).
» max(a,b) =aVb=((a—b) = b)A((b—a)—a)

Observemos que el lema nos dice que las operaciones A y V son las funciones maximo
y minimo habituales en [0, 1], respectivamente.

Al considerar una t-norma continua B, denominamos elementos idempotentes, o sim-
plemente idempotentes, a aquellos elementos u € B que satisfacen la condicion u - u = u.

Lema 4.1.2. Sea - una t-norma continua. Entonces, para todo a,b,u € [0,1], se cumple:
Sia<u<byu esidempotente entonces a-b = a.

Las siguientes t-normas continuas seran muy importantes para nosotros:
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» La t-norma de fLukasiewicz [0, 1]y con su producto dado por a - b = max(a + b —
1,0). La légica basada en la t-norma de Lukasiewicz es conocida como la ldgica de
tukasiewicz y la denotamos con Fy,. Esta fue la primera logica infinitamente valuada,
es decir, con una cantidad infinita de posibles valores de verdad, que aparece en la
literatura [48].

» La t-norma de Godel [0, 1] con su producto dado por a - b = min(a,b). La logica
basada en la t-norma de Godel, que llamaremos ldgica de Gddel, no es méas que la
versién infinitamente valuada de las logicas finito valuadas introducidas por Godel
[23]. Denotaremos la 16gica de Gddel con F.

» La t-norma producto [0, 1];; con su producto dado por el producto usual de nimeros
reales. La logica basada en la t-norma producto la denotamos con Fy.

El siguiente resultado clasico de Mostert y Shields [39] nos muestra que estas t-normas
continuas se constituyen como los elementos fundamentales a partir de los cuales es posible
construir cualquier t-norma continua.

Teorema 4.1.1. Sea - una operacion binaria en [0, 1]. Entonces - es una t-norma continua
si y solo si existe una sucesion ay,by,as, by, ... en [0,1] tal que para todo numero natural

» [os intervalos (a;, b;) son disjuntos dos a dos,

w [a;,b;] es isomorfo a [0,1]; o a [0,1]n, donde en [a;,b;] estamos considerando el
producto - restringido a [a;,b;] junto con el orden usual de los reales,

w six,y € [0,1] no pertenecen simultdneamente a ningin intervalo (a;,b;), entonces
x -y =min(z,y),

4.2. Lobgica basica

Hajek, en su libro [24], menciona varias l6gicas infinitovaluadas existentes hasta ese
momento y las utiliza como punto de partida para proponer un marco general de estudio.
Entre estas logicas se encuentran algunas ya mencionadas, como la légica de Lukasiewicz
y la logica de Godel. El marco general que Héjek propone se basa en la ldgica bdsica, una
logica sintactica que introduce con el objetivo de que actie como la contraparte sintactica
de la logica basada en Teons.

Sea L un lenguaje proposicional BL. Denominaremos sistema azxiomdtico BL, repre-
sentado por BL, al sistema axiomatico en £ definido por los siguientes axiomas esquema
y regla esquema, donde ¢, ) y x son proposiciones:

» transitividad: (¢ — ¢) = (¥ — x) = (¢ = X)),
» simplificacion de la conjuncién fuerte: (¢p&1)) — ¢,

» conmutatividad de la conjuncion fuerte: (p&v)) — (Y&9),
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» conmutatividad de la conjuncién débil: (p& (¢ — ) — (V& (Y — ¢)),
» residuacion a: (¢ — (¥ — x)) — (&) = x),
» residuacion b: ((¢&)) — x) — (¢ — (¥ = X)),

» prelinealidad: ((¢ — ¥) = x) = (¥ = &) — x) — X),
= primer elemento: 0 — ¢.

La regla esquema es ¢, » — 1 > 9, conocida como Modus Ponens.
Denominamos logica basica, o logica proposicional BL, a la logica Fpgr,, que es la logica
sintactica asociada al sistema axiomatico BL.

Observaciéon 4.2.1. Al definir el sistema axiomatico BL, empleamos aziomas esquema 'y
una regla esquema. Esto implica que, para cada formula ¢, 1 y x, cada axioma esquema
determina un axioma particular. Definir el sistema axiomatico BL de esta manera asegura
que g, sea invariante bajo sustituciones proposicionales, es decir, que sea estructural.

El siguiente lema retne varios teoremas de Fpg;,.

Lema 4.2.1 (cf. Seccién 2.2 [24]). Las siguientes proposiciones son teoremas de gy,
donde ¢, 1 y x son proposiciones:

=0 =9,
= o= (Y —9),
n (¢ =) = ((9&ex) = (Y&x)).

Recordemos que gy, es estructural. Este lema permite mostrar que Fg;, es una logica
implicativa.

BL-algebras

Las BL-algebras son introducidas por Hajek como la contraparte algebraica de la logica
béasica.

Definicién 4.2.1. Un reticulado residuado (B, A, V, %, —,0, 1) es una BL-dlgebra si'y solo
si las siguientes dos identidades se satisfacen:

1. (Divisibilidad) x Ay = z - (z — y),
2. (Prelinearidad) (z — y) V (y — z) = 1.

Denotamos con BL a la clase de todas las BL-algebras, y con BlL;, a la clase de
todas las BL-algebras totalmente ordenadas. Ademas, nos referiremos a las BL-algebras
totalmente ordenadas como BL-cadenas.

Del Lema 4.1.1 tenemos que las t-normas continuas son BL-4lgebras totalmente orde-
nadas. También las dlgebras de Boole son casos particulares de BL-algebras.

Describamos brevemente algunas de las propiedades de la clase de las BL-algebras.
Recordemos que los reticulados residuados forman una variedad (Teorema 2.2.1). Luego
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Teorema 4.2.1. La clase BL es una variedad.

En la seccion sobre reticulados residuados, establecemos que las BL-algebras finita-
mente subdirectamente irreducibles son aquellas en las que el elemento 1 es V-irreducible
(Proposicién 2.2.2). Dado que en toda BL-dlgebra se cumple la ecuacién de Prelinearidad,
concluimos que cualquier BL-algebra finitamente subdirectamente irreducible debe ser to-
talmente ordenada. En consecuencia, las dlgebras subdirectamente irreducibles también
deben ser totalmente ordenadas. Aplicando el teorema de Birkhoff, obtenemos el siguiente
resultado:

Teorema 4.2.2. Para una BL-dlgebra B, existen BL-cadenas B;, donde i € I, tales que
B puede expresarse como un producto subdirecto de las dlgebras {B;}icr.

Observamos que esto nos indica que BL = ISP(BLy,). En particular, se cumple que
BL = V(BL,) y BL = Q(BLy,). Luego una cuasi-ecuacion es vélida en BL si y solo si
es valida en BlL,. El siguiente teorema nos muestra que esto sigue siendo valido para
cualquier subvariedad de BLL.

Teorema 4.2.3. Sea V una subvariedad de BL y sea Vi, la subclase de las dlgebras
totalmente ordenadas de V. Entonces una cuasi-ecuacion es vdlida en V' si y solo si es
valida en Vi,.

Volviendo a la logica basica, Hajek probod que cualquier extension axioméatica mediante
axiomas esquema de la légica gy, es fuertemente completa respecto a la subvariedad de
BILL determinada por los nuevos axiomas. El siguiente teorema muestra esto con precision.

Teorema 4.2.4 (Teorema 2.3.22 de [24]). Sea I' un conjunto de proposiciones cerrado
bajo sustituciones. Sea V' la subvariedad de BL que satisface las ecuaciones ¢ ~ 1 para
todo ¢ € I'. Tenemos entonces que Fprir es fuertemente completo respecto a V.

Tres aplicaciones interesantes de este resultado provienen de considerar las siguientes
extensiones axiomaticas:

» La extension de Fp; dada por el axioma esquema
=g — ¢.

Denotaremos esta extension con Fy.,.

= La extension de gy dada por los axiomas esquema
—x = ((9&ex = Y&x) = (¢ — ),
o N —¢p— 0.

Denotaremos esta extension con .

» La extension de Fp; dada por el axioma esquema
(@ A1) = (9&v)).
Denotaremos esta extension con kg.

En las préximas secciones exploraremos cada una de estas extensiones por separado.
Finalmente volveremos al problema de probar completitud para gy respecto a las t-
normas continuas.
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4.3. Estudio de completitud en [0, 1]g: débil, fuerte y
finitamente fuerte

Por el Teorema 4.2.4 sabemos que la logica -y, es fuertemente completa respecto a la
subvariedad de BIL dada por la identidad

-y = ~1.

Denotaremos esta variedad con MV y nos referiremos a sus elementos como M V-dlgebras.
Llamaremos M V-dlgebras totalmente ordenadas a aquellas MV-algebras que posean un
orden total. Representaremos la clase de todas las MV-algebras totalmente ordenadas
con MV,.

Por supuesto, la t-norma de Lukasiewicz [0, 1]y es un MV-algebra, al igual que cual-
quier algebra de Boole. Mas ejemplos de MV-algebras se pueden encontrar al considerar
subalgebras de [0, 1]¢. Los niimeros racionales en el intervalo [0, 1] constituyen una subél-
gebra de [0, 1],. Ademads, para cada entero n > 2, los conjuntos con n elementos

n—2

1
L, ={0,——,...,——,
{ n—1 n—1

1}
también determinan una subdlgebra de [0, 1]..

A menudo, al trabajar con MV-édlgebras, resulta muy 1til considerar el siguiente tér-
mino:

r @y :=(-x-y).

Se puede demostrar que, si B es una MV-dlgebra, entonces las dlgebras (B, -, 1) y (B, ®,0)
son monoides abelianos isomorfos. El isomorfismo se define mediante la funcion f(x) = —u.
Ademaés, para cualesquiera a,b € B, si a < b, entonces se cumple que f(b) < f(a).
Notemos que en [0, 1], la operacién & es simplemente la suma usual truncada. Una
consecuencia inmediata de esto, es que para todo a € (0, 1], se cumple que a @ ... da =1
—_———

n, veces
para algin natural n. Luego el siguiente lema es inmediato:

Lema 4.3.1. Sea a € [0,1]; con a # 1, entonces existe un natural n tal que a™ = 0.

Por lo mencionado al comienzo de la seccion, sabemos que Fy, es fuertemente completa
respecto a la variedad MV. El préximo teorema nos dice que también es completa respecto
a la t-norma [0, 1]g..

Teorema 4.3.1 (Teorema 2.5.3 de [15]). Una ecuacion es vdlida en [0, 1] si, y solo s,
es valida en cualquier MV-dlgebra.

De este resultado podemos también decir que la variedad MV esta generada por la
t-norma [0, 1]g,.
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(-grupos

Otra fuente significativa de ejemplos y resultados relacionados con las MV-algebras
proviene del uso del funtor de Mundici. Para esto vamos a introducir brevemente los
L-grupos.

Un grupo abeliano parcialmente ordenado es un grupo abeliano (G, +, —,0) dotado de
una relacién de orden < que satisface la siguiente propiedad de invarianza bajo traslacion

Sia<bentoncest+a <t+b,

para todo a,b,t € G.

Si la relacién de orden es total, entonces decimos que G es un grupo abeliano totalmente
ordenado. Si la relacion de orden determina una estructura de reticulado, entonces decimos
que G es un ¢-grupo abeliano.

Por ejemplo, los grupos Z, Q, R con su estructura aditiva de grupo usual y su orden
usual son f-grupos abelianos totalmente ordenados.

Se puede demostrar que los ¢-grupos abelianos constituyen una variedad, lo que implica
que los productos directos, cocientes y subalgebras de ¢-grupos abelianos también seran /-
grupos abelianos. Una construccion similar al producto directo es el producto lexicogrifico
de (-grupos abelianos, que resulta particularmente interesante cuando los /-grupos estan
totalmente ordenados.

Consideremos dos ¢-grupos abelianos totalmente ordenados, G y H. Denominamos
producto lexicogrifico de G y H al {-grupo abeliano cuya estructura de grupo corresponde
al producto directo de G y H, y cuyo orden se define de la siguiente manera:

(g1, h1) < (g2, h2) siy solosigi < g2 0bien g1 =goy by < ho,

donde g1, 92 € Gy hy, hy € H. Denotamos el producto lexicografico de G y H con GXH.
Es facil demostrar que el producto lexicografico de dos ¢-grupos abelianos totalmente orde-
nados resulta en otro ¢-grupo abeliano totalmente ordenado. En particular, los productos
lexicograficos ZXZ, RXR y ZXQ son ¢-grupos abelianos totalmente ordenados.

Para todo elemento a de un ¢-grupo abeliano G, la parte positiva a™, la parte negativa
a~, y el valor absoluto |a| de a se definen como:

at:==0Va, a :=0V-—a, l|a:=at+a =aV —a.

Una unidad de orden del ¢-grupo abeliano G es un elemento 0 < u € G tal que para todo
a € G, existe un entero n > 0 tal que |a| <u+ ...+ u = nu.
————

n-veces

Sean G y H /-grupos abelianos. Decimos que una funcién h : G — H es un homomor-
fismo de f-grupos si h acttia como un homomorfismo tanto de grupos como de reticulados.
Ademas, si u es una unidad de orden en G y v es una unidad de orden en H, y se cumple
que h(u) = v, entonces llamamos a h un homomorfismo unitario de (G, u) en (H,v).

Sea G un /-grupo abeliano y 0 < u € G. Sea el conjunto

0,u] ={ze€G|0<x<u},
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y para todo a,b € [0, u] definimos,
adb:=uN(a+b), ya:=u-—a.

A la estructura ([0, u],®, —,0) la denotamos con I'(G, u). Se puede probar que I'(G, u)
es una MV-édlgebra (Proposicién 2.1.2 de [15]). Ademés, si consideramos la categoria A
formada por pares (G,u) con G un f-grupo abeliano con unidad de orden w, y cuyos
homomorfimos son los homomorfismos unitarios, entonces I' es un funtor de A en la
categoria de las MV-dalgebras llamado funtor de Mundici.

Algunos ejemplos:

['(R,1) = [0, 1]y, LY .= T(ZXZ, (n,0)).
El siguiente resultado destaca la relevancia del ¢-grupo R.

Teorema 4.3.2 ([41]). Cualquier {-grupo abeliano totalmente ordenado es parcialmente
inmersible en R.

Utilizando el funtor de Mundici y considerando que I'(R, 1) = [0, 1], concluimos que
toda MV-algebra totalmente ordenada es parcialmente inmersible en [0, 1]g. A partir de
esto, y de acuerdo con la Proposicion 2.1.1 y el Teorema 4.2.3, obtenemos el siguiente
resultado:

Teorema 4.3.3 (Completitud finitamente fuerte). La ldgical- es finitamente fuertemente
completa con respecto a [0,1].

Ademés, podemos afirmar que [0, 1]y, genera como cuasi-variedad a la clase de las
MV-algebras.

Otro resultado importante que necesitaremos se relaciona con los ¢-grupos arquime-
dianos. Un ¢-grupo abeliano totalmente ordenado G se denomina arquimediano si, para
cualesquiera elementos a,b € G con a,b > 0, existe un entero positivo n tal que

a®...Da>b.
—————

n veces

Sean A = (A, <) y B = (B, <) conjuntos ordenados, y sea f una inmersién de orden
de A en B. Decimos que f es completa respecto al supremo si, para todo subconjunto
S de A que tiene supremo en A, se cumple que f(sup.S) = sup<(f(S)). De manera
dual, definimos completa respecto al infimo. Finalmente, si f es completa tanto respecto
al infimo como al supremo, simplemente decimos que f es completa.

Teorema 4.3.4 (Proposiciéon 3 de [37]). Si G es un (-grupo abeliano arquimediano to-
talmente ordenado, existe una inmersion completa de G en R.

Gracias al funtor de Mundici tenemos el siguiente corolario.

Corolario 4.3.1. Toda MV-dlgebra simple puede ser inmersa en [0,1]y mediante una
inmersion completa.
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Extension infinitaria de Fy,

La légica Fy, es infinitaria. Para probar esto, basta encontrar un par (I', ¢), donde I"
es un conjunto infinito de proposiciones y ¢ una proposicién, de manera que I' Fy, ¢ y
que para todo subconjunto finito A de I' se cumpla que A ¥y, ¢.

Lema 4.3.2. Sea K una clase no vacia de t-normas continuas. Entonces
{a—= 0" :n<w}Eea— (a&p),
donde o y B son proposiciones.

Demostracion. Consideremos una B-estructura f, donde B € IC, tal que se cumple:
|l — "] =1, para todo n < w.

Definamos a = ||a||f y b =||8]]/. Entonces, se tiene que a < b™ para todo n < w.
Segtn el Teorema 4.1.1, B = |J,,(a;, b;) U I, donde:

= J es un conjunto numerable totalmente ordenado de indices.

» Los conjuntos I, (a1, b1), (az, bs), ... son disjuntos dos a dos, con a; < a; y b; < b; si
i <.
= El conjunto I es el conjunto de los elementos idempotentes de B.

» Para todo i € J, los intervalos [a;, b;] determinan algebras isomorfas a la t-norma
producto [0,1];; o a la t-norma de Lukasiewicz [0, 1], donde en [a;,b;] estamos
considerando el producto - restringido a [a;, b;] y el orden usual de los niimeros
reales.

Sia€elobel,entonces, por el Lema 4.1.2, se tiene que a-b = a, lo que implica que
lJa = (a&B)||/ = 1. Supongamos ahora que a ¢ I y b ¢ I, 1o cual nos lleva a dos posibles
escenarios:

1. Existen i,j € J con i < j tales que a € (a;,b;) y b € (a;,b;).

2. Existe un ¢ € J tal que a,b € (a;, b;).

En el caso 1, es facil ver que b; es un idempotente que cumple a < b; < b. Por el Lema
4.1.2, se concluye que a - b = a.

Consideremos el caso 2. En este caso, [a;, b;] determina un dlgebra isomorfa a C, donde

C es la t-norma producto [0, 1]i; o la t-norma de F.ukasiewicz [0, 1]g. Se puede probar que,
para todo ¢ € C' con ¢ # 1, se verifica que:

lim " = a;.
n—o0

Dado que b ¢ I, sabemos que b # b;. Ademads, como a < b" para todo n, se tiene que:

a < lim b" = ay,
n—oo
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lo que implica que a = a;, contradiciendo la suposicién de que a ¢ I. Por lo tanto, este
caso no puede ocurrir. Asi, hemos demostrado que:

{a—= " :n<w}Eea— (a&p).
U

Proposicion 4.3.1. Sea K una clase no vacia de t-normas continuas tal que Fr ¢ —
(p& o). Entonces, la logica Ex es infinitaria.

Demostracion. Consideremos el subconjunto finito {p — ¢" :n € J} de {p — ¢" : n < w},
donde p y ¢ son letras proposicionales y J es un conjunto finito de niimeros naturales.
Definimos M como el maximo de J. Dado que Fx ¢ — (p&¢), debe existir una t-norma
continua A en K y un elemento ¢ € A tal que ¢- ¢ < ¢. Segin el Teorema 4.1.1, existen
a,b € [0,1], con a < ¢ < b, tales que la restriccién de A a [a,b] determina un algebra
isomorfa a la t-norma producto [0, 1] 6 a la t-norma de Lukasiewicz [0, 1];. Consideramos
dos casos:

Primer caso: [a,b] determina un &lgebra isomorfa a la t-norma producto [0, 1].
Denotemos por g al isomorfismo de [0, 1)1 en [a, b]. Sea f una A-estructura tal que f(p) =
9(57) ¥y f(q) = g(3). Es evidente que ||[p — ¢"||/ = 1 para todo n € J y que |[p —
(p&q)||’ # 1. Esto implica que {p — ¢" : n € J} ¥x p — (p&q), lo que, junto con el lema
anterior, indica que la légica Fx es infinitaria.

Segundo caso: [a,b] determina un algebra isomorfa a la t-norma de fukasiewicz
0, 1]g.. Denotemos por g al isomorfismo de [0, 1]y, en [a, b]. Sea f una A-estructura tal que
flp) = g(M;H) y f(q) = g(MiH) Observamos que f(¢") = MA;—_T para todo n € J. Es
claro que f(p) < f(q") para todo n € J, lo que implica que ||p — ¢"||// = 1 para todo
n € J. Sin embargo, no se cumple que ||p — (p&q)||’ = 1, ya que, de ser asi, tendrfamos

que f(p) - f(q) = f(p), pero

1010 =3 (575 5 )~ 90 =0

Esto demuestra que {p — ¢" : n € J} Fx p — (p&q), lo que, junto con el lema anterior,
indica que la logica Fi es infinitaria. O

Tenemos entonces que la logica Fy, es infinitaria. Luego para conseguir un resultado de
completitud fuerte es necesario construir una logica sintactica infinitaria. Con estos fines
en mente, Kulacka [34], extiende la légica by, con la regla esquema infinitaria

{pV (e = ") | n<w}l>oV(a— a&p)
consiguiendo una nueva logica infinitaria que denotamos con Fy,__.

Teorema 4.3.5 (Teorema 33 de [34]). La ldgica ¢ es fuertemente completa respecto a
[07 1]L

Durante el resto de la seccién, exploramos més propiedades de las MV-algebras. Aun-
que estas propiedades no son necesarias para demostrar ningin resultado de completitud
a nivel proposicional, las utilizaremos en los capitulos posteriores.
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MV-algebras simples, MV-algebras finitas y FEP para MV-algebras
Recordemos que una MV-algebra es simple si posee exactamente dos filtros.

Teorema 4.3.6 (Teorema 3.5.1 de [15]). Para toda MV-dlgebra A las siguientes condi-
ciones son equivalentes:

1. A es simple;

2. A contiene mds de un elemento, y para todo elemento a € A, con a # 0, existe un
natural n tal que a ® ... P a =1;
—————

n veces

3. A es isomorfa a una subdlgebra de [0, 1]g.

Proposicién 4.3.2 (Proposicién 3.6.5 de [15]). Una MV-dlgebra A es finita si y solo si
Angl X, XLdu;

donde dy,...,d, son enteros que cumplen 2 < dy < ... < d,. Esta representacion es
unica, excepto por el orden de los factores.

De esto se deduce inmediatamente que, si la MV-algebra es finita y ademas es total-
mente ordenada, entonces debe ser isomorfa a algun t.,,, donde m es un niimero natural.

Una fécil consecuencia del Teorema 2.2.3 es que las MV-algebras poseen la FEP (pro-
piedad de inmersién finita).

Teorema 4.3.7. La clase de las MV-dlgebras posee la propiedad de inmersion finita.

Demostracion. Sea A una MV-algebra y S un subconjunto finito de A. Dado que A
es un hoop de Wajsberg acotado, podemos aplicar el Teorema 2.2.3 para encontrar una
inmersion parcial h de S en un hoop de Wajsberg finito B. Es evidente que B es acotado,
por ser finito. Por lo tanto, es una MV-algebra. 0.

Propiedad de amalgamacién

El Corolario 2.2 de [42] establece que la clase de los ¢-grupos abelianos totalmente or-
denados posee la propiedad de amalgamacién. Utilizando el funtor de Mundici, es sencillo
conseguir el siguiente resultado:

Proposicion 4.3.3. La clase de las MV-dlgebras totalmente ordenadas posee la propiedad
de amalgamacion.

Ademaés, en [8], los autores demuestran que también se cumple la siguiente versién del
resultado:

Proposicion 4.3.4. La clase de las MV-dlgebras totalmente ordenadas posee la propiedad
de amalgamacion infinita.
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4.4. Estudio de completitud en [0, 1|: débil, fuerte y
finitamente fuerte

Nuevamente, por el Teorema 4.2.4, sabemos que la légica - es fuertemente completa
respecto a la subvariedad de BIL dada por las identidades

=z = ((2&z = y&2z) = (2 = y)) = 1,

(xA—z) = 0~ 1.

Denotaremos esta variedad con II y nos referiremos a sus elementos como dlgebras pro-
ducto. Llamaremos dlgebras producto totalmente ordenadas a aquellas dlgebras producto
que posean un orden total. Representaremos la clase de todas las dlgebras producto to-
talmente ordenadas con Il,. La variedad II fue introducida por Hajek, Godo y Esteva en
32].

La t-norma producto [0, 1] es un algebra producto. La suma ordinal de hoops {0} &
C,,, extendiendo el tipo de manera natural, es un algebra producto.

Dado un ¢-grupo abeliano totalmente ordenado G llamamos a los conjuntos

Gt ={reG|0< 1}, G ={xeG|lz<0}

parte positiva de G (o cono positivo) y parte negativa de G (o cono negativo), respecti-
vamente.

Sea G un /-grupo abeliano totalmente ordenado y consideremos un elemento L que
no pertenece a G. En el conjunto G~ U {_L}, definimos las operaciones binarias - y — de
la siguiente manera:

Para la operacion -, tenemos:

r+y six,ye G,
Ty = .
L en cualquier otro caso.

Para la operacion —, definimos:

min(0,y —x) siz,ye G,
r—>y: =<0 siz =1,
L sizre G yy=1.

Las operaciones V y A se definen de manera natural, garantizando que L actie co-
mo el elemento minimo. Con estas definiciones, resulta sencillo comprobar que (G~ U
{L}, A, V,-,—, L, 1) forma un algebra producto totalmente ordenada. Denotamos esta
algebra con P(G). En [11], los autores demuestran que P es un funtor entre los (-grupos
abelianos y una subcategoria de las algebras producto. Ademas, como caso particular,
muestran que B es un funtor entre los /-grupos abelianos totalmente ordenados y las
algebras producto totalmente ordenadas.

Usando el funtor 3 y el Teorema 4.3.2 tenemos que toda algebra producto totalmente
ordenada es parcialmente inmersible en [0, 1]11. Luego por la Proposicién 2.1.1 y el Teorema
4.2.3 tenemos el siguiente resultado:
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Teorema 4.4.1. La ldgica by es finitamente fuertemente completa con respecto a [0, 1)y.

Aplicando el funtor 8 junto con el Teorema 4.3.4, obtenemos el siguiente corolario
que nos sera de utilidad en el préximo capitulo:

Corolario 4.4.1. Si A es un dlgebra producto totalmente ordenada y (A—{0},-a, —a, 1a)
forma un hoop simple, entonces existe una inmersion completa de A en [0, 1]y.

Extension infinitaria de b

La légica Fy es infinitaria, al igual que la logica Fg, segiin lo establecido en la Propo-
sicion 4.3.1. Kutacka [34] introduce la regla esquema infinitaria

{pV(a—= ") | n<w}>oV(a— a&p)
en la légica 1, lo que da lugar a la légica Fp_.

Teorema 4.4.2 (Teorema 35 de [34]). La ldgica b, es fuertemente completa con respecto
a [0, ]-]H

4.5. Estudio de completitud en [0, 1];: débil, fuerte y
finitamente fuerte

Concentremos nuestra atencion ahora sobre la logica kg, la cual se obtiene a partir de
la logica basica agregando el axioma esquema

(@ AP) = (6&e)).

Por el Teorema 4.2.4, sabemos que la légica ¢ es fuertemente completa respecto a la
subvariedad de BIL dada por la identidad

(x ANy) — (z&y) ~ 1.

Denotamos esta variedad con G y llamamos algebras de Godel a sus elementos. Denotamos
con G, a la clase de las algebras de Godel totalmente ordenadas.

Observar que cuando trabajamos con algebras de Godel, las operaciones A y & coin-
ciden.

La t-norma de Godel es un algebra de Godel. Cualquier conjunto totalmente ordenado
acotado es naturalmente un algebra de Godel totalmente ordenada, donde a — b = b si
b<aya—b=1sia<b.

El siguiente resultado muestra una de las particularidades de la logica .

Teorema 4.5.1 (Teorema 4.2.10 de [24]). La ldgica ¢ cumple con el Teorema de la
Deduccion Clasico. Esto significa que, para cualquier conjunto de proposiciones I' y pro-
posiciones ¢ y P, se tiene que:

Fu{et ey <= T'ka (¢ — ).

Ademas, silF es una extension de la logica basica que también cumple con el Teorema de
la Deduccion Clasico, entonces g CIF.
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A diferencia de las logicas Fy v Fp, la logica Fg es finitaria. Ademas tenemos el
siguiente resultado de completitud:

Teorema 4.5.2 (Teorema 4.2.17 de [24]). La ldgica F¢ es fuertemente completa respecto
a la t-norma continua [0, 1]q.

4.6. Estudio de completitud en 7 q,: débil, fuerte y
finitamente fuerte

Al estudiar la légica -, resulté fundamental descomponer las BL-cadenas en sumas
ordinales de BL-cadenas o hoops arquimedianos. Decimos que un hoop totalmente ordena-
do o una BL-cadena es arquimediano si tiene, como maximo, dos elementos idempotentes:
su primer y/o ultimo elemento, en caso de que existan.

En [13], los autores presentan un resultado de descomposicién para BL-cadenas «satu-
radas», con el objetivo de generalizar el resultado de descomposicion de t-normas continuas
(Teorema 4.1.1). Sin embargo, preferimos enunciar y utilizar el teorema de descomposicién
propuesto por Busaniche en [5]. Este teorema fue originalmente enunciado, y demostrado
de manera mas compleja, utilizando, entre otras ideas, el axioma de eleccion, por Agliand
y Montagna en [1].

Teorema 4.6.1. Toda BL-cadena A es isomorfa a un dlgebra de la forma @, ; C;, donde
» (I,<) es un conjunto totalmente ordenado con un primer elemento 0,

= para cada i € I, se cumple que

es un hoop irreducible,

CiNC; ={T} para todo i # j, y
s Cy es un hoop acotado.

Observacién 4.6.1. Aunque A y @, ; C; son algebras de tipos diferentes, podemos
extender naturalmente el tipo de ,.; C; para que coincida con el tipo de las BL-algebras,
dado que tiene un primer elemento. Por lo tanto, el isomorfismo mencionado en el teorema
es un isomorfismo de BL-algebras.

Usando, entre otras ideas, la conexién entre los ¢-grupos abelianos totalmente orde-
nados y las BL-algebras mediante los funtores I' y B, el Teorema 4.3.2 y el teorema de
descomposicién para BlL-cadenas saturadas, los autores prueban en [12] que toda BL-
cadena es parcialmente inmersible en la clase de las t-normas continuas. Luego por la
Proposicién 2.1.1 y el Teorema 4.2.3 tenemos el siguiente resultado:

Teorema 4.6.2. La ldgica Fpy, es finitamente fuertemente completa respecto a Teons.
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Observacion 4.6.2. En ese mismo trabajo, en el apéndice, Cignoli y Torrens muestran
como podria haberse conseguido el mismo resultado usando en cambio la descomposicion
de BL-cadenas en hoops irreducibles.

Como consencuencia inmediata tenemos que 7o, genera como cuasivariedad a las
BL-4lgebras.

Extension infinitaria de g7,

Por la Proposicién 4.3.1, sabemos que la légica Fr . es infinitaria.
Kutacka, en su trabajo [34], extiende la légica gy incorporando la regla esquema
infinitaria

{6V (a—= ") |n<wt>oV(a— akf)

y asi obtiene una nueva logica, que denominamos gy, .

Teorema 4.6.3 (Teorema 12 de [34]). La ldgica Fpr_, es fuertemente completa respecto
a la clase Teont.
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Capitulo 5

Loégicas de primer orden

Empezamos el capitulo explorando los cambios en el lenguaje que el contexto de primer
orden impone. Luego procedemos a definir la l6gica BLV de Héjek y citar algunos de sus
resultados. También mencionamos algunas extensiones de interés, como la légica de primer
orden de tukasiewicz, la l6gica de primer orden producto y la loégica de primer orden de
Godel. Dedicamos el resto del capitulo a construir la contraparte sintactica de la logica
de primer orden de las t-normas continuas.

El objetivo es poder definir las extensiones BLV ., L.V v [IV, de BLY y demostrar que
BLVY, es fuertemente completa con respecto a la clase de las t-normas continuas. Luego,
utilizando las herramientas desarrolladas, mostrar que la extensién LV, es fuertemente
completa en relacion con la t-norma de Lukasiewicz, y que la extension 11V, es fuertemente
completa respecto a la t-norma producto. Parte de los resultados originales de este capitulo
fueron publicados en [9].

Las extensiones que consideramos surgen de la incorporacién de una regla infinitaria.
Esta regla estd fuertemente motivada por trabajos previos, como el de Kutacka, donde
se emplea una regla similar en el contexto proposicional [34]; el de Montagna, quien la
explora en un lenguaje de BL extendido con un nuevo operador [38]; y el de Hay donde
aparece en el contexto de la logica de primer orden de Lukasiewicz.

Ademas, como parte de la extension BLV,,, serd necesario incorporar un axioma en
el lenguaje propio de primer orden, el cual fue explorado por Hajek y Montagna [25] en el
contexto de tautologias de primer orden para BL-cadenas completas y t-normas continuas.

5.1. Lenguajes de primer orden

Llamaremos lenguaje de primer orden de tipo &, —, 0 o simplemente lenguaje de primer
orden a cualquier lenguaje de tipo &, —, 0 que cumpla con las siguientes condiciones:

» El conjunto de cuantificadores es {V,3};

= El conjunto de variables es un conjunto infinito numerable, que incluye, entre otros,
a los simbolos u, v, w, x, y y z;

= El conjunto de constantes es un conjunto infinito numerable, que incluye, entre
otros, a los simbolos a, b, ¢, d y e;
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= El conjunto de predicados, que puede incluir, entre otros, a los simbolos P, @, R, S
y T'. Cada simbolo de predicado tiene asociada una aridad (un entero no negativo).

Pedimos que el lenguaje tenga al menos un predicado de aridad mayor 6 igual que
1.

Sea ¢ una férmula, = una variable libre en ¢ y ¢ un término. Definimos ¢{z — t}
como la férmula resultante de sustituir todas las ocurrencias libres de la variable z por el
término ¢ en ¢. En el caso donde t es una variable, la sustitucion solo se puede hacer si
las ocurrencias libres de x no se transforman en ocurrencias ligadas de .

Denominaremos sentencias a las formulas que no poseen variables libres, y represen-
taremos al conjunto de todas las sentencias con Sen.

Si ¢ es una sentencia, podemos definir ||¢||™ := ||¢||M* para cualquier valuacién v.

En relacién a la l6gica proposicional

Recordemos que las deducciones en una logica basada en una clase de algebras K
dependen de los modelos que se pueden construir a partir de las algebras de IC. Al pasar
de un lenguaje proposicional a uno de primer orden, surge la pregunta sobre la influencia
de este cambio de lenguaje en los modelos y como afecta a las deducciones légicas. En el
resto de esta seccién, veremos que, para algunas formulas, no se produce ningiin cambio.

Podemos dotar al conjunto de sentencias Sen de una estructura algebraica conside-
rando las conectivas como operaciones en Sen. Asi, obtenemos el dlgebra (Sen, A, V, &, —
,0,1). De manera similar, al considerar el conjunto Prop de todas las proposiciones para
algtin lenguaje proposicional L', obtenemos el dlgebra (Prop, A, V, &, —, 0, 1). Observamos
que ambas algebras, (Sen, A, V, &, —,0,1) y (Prop, A, V,&,—,0,1), comparten el mismo
tipo.

Sit € Tiave—01) €s un término de aridad n (observar que término aqui es en el
contexto de &lgebra univeral, mirar Seccién de Algebra Universal en Preliminares), y
Y1,Y2s - - -y Y SON sentencias en L, mientras que aq, s, ..., q, son proposiciones en L',
entonces (1,72, ..,7,) pertenece a Sen y t(aq,ao,...,a,) pertenece a Prop. A estos
términos ¢ € T(x v &,—,0,1) los denominamos términos proposicionales.

Consideremos una BL-cadena B, un lenguaje de primer orden £ y un lenguaje proposi-
cional £'. Supongamos que tenemos una B-estructura M en £ y un conjunto de sentencias
I' en £. Asignamos, de manera inyectiva, a cada v € I' una letra proposicional p, en L.
Definimos una B-estructura N en £’ de tal manera que ||7||™ = ||p,||N para todo vy € T".
Llamamos a N un modelo proposicional de M y T'.

Es importante notar que si ' es un conjunto de sentencias, M es una estructura y
N es un modelo proposicional de M y I', entonces para cualquier subconjunto de sen-
tencias v1,...,7, de I', existen proposiciones ay, ..., a, tales que para cualquier término
proposicional ¢ de aridad n, se cumple que |[t(71, ..., 7)||[M = |[t(ad, .. ., an) [N

De manera analoga, definimos ahora, dada una B-estructura M en £’ y un conjunto de
proposiciones A en L', un modelo de primer orden de M y A. Sea P una letra de predicado
de aridad mayor o igual a 1. Por simplicidad, asumamos que la aridad es exactamente 1.
Asignamos, de manera inyectiva, a cada proposicién 6 en A una constante c¢s de £. Sea N
una B-estructura en £ tal que ||P(cs)||N = [|§]|M. Decimos entonces que N es un modelo
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de primer orden de M y A.
A continuacién, presentamos un lema que nos permitird aplicar deducciones légicas
validas en logicas proposicionales a logicas de primer orden.

Proposicién 5.1.1. Consideremos un lenguaje de primer orden L y un lenguaje proposi-
cional L'. Sea IC una clase de BL-cadenas y RU{t} un conjunto de términos proposicionales
de aridad n.

Para cualquier conjunto o, . .., «, de proposiciones en L' se cumple que
{r(aq,...,an) |7 € R} Ex t(ay,...,ay) en L,
si y solo si para cualquier conjunto de sentencias ¢1,...,¢, en L se cumple que

{r(¢1,...,0n) | 7 € R} Exc t(p1,...,0,) en L.

Demostracion. Probamos la implicacion directa. La reciproca se prueba de manera ana-

loga. Sea B € K. Consideremos un conjunto de sentencias ¢1,...,¢, en L y una B-
estructura M que es modelo de {r(¢1,...,¢,) | r € R}. Sea N el modelo proposicional
de M y ¢4, ..., ¢,. Existen proposiciones oy, ..., «a, tales que

li||™ = ||| [N para todo i < n,
y ademas

Hs(qﬁl,...,gbn)HM = Hs(al,...,an)HN para todo s € RU {t}.

Por lo tanto, N es modelo de {r(aq,...,a,) | r € R}, y por hipétesis, N debe ser modelo
de t(ay,...,an). Asi, |[t(aq,...,a,)||N = 1, lo que implica que |[t(¢q,...,0.)|[M = 1.
Esto demuestra que M es modelo de ¢. Por lo tanto, hemos probado que {r(¢1,...,¢,) |
r€ R} Fx t(¢1,...,6,) en L. O

Extension de la 16gica basica a primer orden

Con las definiciones previamente establecidas, estamos en condiciones de definir Fgrv,
la extension a primer orden de la légica Fpp. Sea £ un lenguaje de primer orden. Deno-
minaremos sistema axiomdtico BLY, representado por BLYV, al sistema axiomatico en £
definido por los siguientes aziomas esquema 'y regla esquema, donde ¢, 1 y x son férmulas,
x es una variable y t un término:

Axiomas:

(BL): todos los axiomas esquema de BL,

(V1): (Vag) = ¢{z — t},

(31): ¢z — t} — Jxo,

(V2): (Vz(vp — ¢)) — (¢ — VYa¢), x no es libre en 1,
(32): (Vx(o — ) — ((3x¢) — ¥), x no es libre en 1,

(¥3): (Vxz(o V) — (Vzg) V), 2 no es libre en 1.
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Reglas de Inferencia:

Modus Ponens: ¢ — ¢, ¢ > 1,

Generalizacién: ¢ > Vzo.

Llamamos logica basica de primer orden a Fpgry. Esta logica fue introducida por Hajek
en su libro [24].

Teorema 5.1.1 (Teorema 5.2.9 de [24]). Sea I' un conjunto de formulas en el lenguaje
proposicional BL cerrado bajo sustituciones. Sea V' la subvariedad de BL que satisface las
ecuaciones ¢ ~ 1 para todo ¢ € I'. Tenemos entonces que Fppvir es fuertemente completo
respecto a Vy,, donde Vy, es la clase de las dlgebras totalmente ordenadas de V.

En particular, cuando I' = (), se tiene que Fpry es fuertemente completa con respecto
a ]B]Lto-

5.2. Algunas extensiones de BLY

Si extendemos la légica Fppy andlogamente a lo hecho en el caso proposicional obte-
nemos las versiones de primer orden de las légicas ¢, b v Fg. Més precisamente:

= Si agregamos a gy el axioma esquema

g — @,
obtenemos la extensién tyy.

= Si agregamos a Fpgry los axiomas esquema

—=x = ((p&ex — v&x) = (¢ = ¥)),

¢ N =g — 0,

obtenemos la extensiéon Fy.
= Si agregamos a Fpgry el axioma esquema
(@ NY) = (0&v),
obtenemos la extension Fqy.
Tenemos entonces por el Teorema 5.1.1 que
= La légica Fpy es fuertemente completa respecto a MVy,.
s La logica Fpy es fuertemente completa respecto a Ili,.

= La légica Fqy es fuertemente completa respecto a Gy,.
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En relacién a la t-norma [0, 1], en el contexto de primer orden

En la Seccién 4.3, mostramos que la 16gica proposicional basada en [0, 1], es infinitaria.
Segun la Proposicién 5.1.1, esta propiedad también se extiende a la logica de primer orden
basada en [0, 1];. Esto implica que, al igual que en el caso proposicional, es necesario incluir
una regla infinitaria en el sistema axiomatico para alcanzar un resultado de completitud
fuerte.

El caso de primer orden presenta desafios atin mayores que el caso proposicional. En
su trabajo, Scarpellini [45] demuestra que las tautologias de F 1), en primer orden no son
axiomatizables. Esto significa que no existe un conjunto de reglas que sea recursivamente
enumerable del cual se puedan derivar todas las tautologias de F 13, . En particular, esto
indica que anadir una cantidad finita de axiomas esquema a la légica Fyy nunca serd
suficiente para lograr un resultado de completitud respecto a la t-norma [0, 1]g.

En [27], Hay propone un sistema axiomatico de primer orden que permite derivar
todas las tautologias de F 1), utilizando, como méximo, una tnica aplicaciéon de la regla
infinitaria

{pD¢" :neN}>¢

al final de cada derivacion. Mas precisamente, la autora establece el siguiente teorema:

Teorema 5.2.1 (Hay). Eziste una ldgica sintdctica finitaria & tal que para toda formula

P,

Foa1, @ sty solo si para todo entero positivo n se cumple que = ¢ @ ¢".

En [37] Montagna da una légica sintictica infinitaria que es fuertemente completa
respecto a [0, 1]y, sin embargo para lograrlo agrega un operador nuevo al lenguaje junto
con nuevos axiomas relacionados al operador.

Mas adelante en este capitulo, presentaremos una légica sintactica infinitaria que es
fuertemente completa con respecto a [0, 1]y, sin necesidad de agregar nuevas operaciones.

En relacién a la t-norma [0, 1];; en el contexto de primer orden

En el Corolario 5.4.35 de [24], Hajek presenta una inmersiéon que asigna a cada tautolo-
gia de primer orden de Fpy ;), una tautologia correspondiente en Fp ;). Dado que sabemos
que las tautologias de F 1), no son axiomatizables, concluimos que tampoco pueden serlo
las tautologias de Fig 1.

Nuevamente, Montagna [37] da una légica sintactica infinitaria que es fuertemente
completa respecto a [0, 1], sin embargo para lograrlo agrega un operador nuevo al lenguaje
junto con nuevos axiomas relacionados al operador.

Mas adelante en este capitulo, introduciremos una légica sintactica infinitaria que es
fuertemente completa con respecto a [0, 1]y, sin necesidad de agregar nuevas operaciones.

En relacién a la t-norma [0, 1] en el contexto de primer orden

En 1969, Horn [28] muestra que la légica gy es debilmente completa respecto a [0, 1]¢.
En [24], Hajek prueba la completitud fuerte.
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Teorema 5.2.2 (Teorema 5.3.3 de [24]). La ldgica bgy es fuertemente completa respecto
a [0, 1](;

5.3. La légica de primer orden de las t-normas conti-
nuas

En esta seccion, estudiamos la logica de primer orden Fr._ , es decir, la logica de
primer orden de las t-normas continuas.

A lo largo de esta seccion, justificamos la incorporacion de nuevas reglas y axiomas a
la 16gica BLV, y definimos la extension BLV,. Para esta extensién, demostramos varias
propiedades sintacticas que aseguran que el algebra de Lindenbaum de la logica posea las
caracteristicas deseadas. Finalmente, presentamos resultados algebraicos relacionados con
la saturacion de BL-cadenas, con el objetivo de construir una inmersion del algebra de
Lindenbaum en una t-norma continua. Habremos probado entonces, que la logica BLV,
es fuertemente completa con respecto a la clase de las t-normas continuas.

Este resultado de completitud fuerte mejora el logro previamente alcanzado por Mon-
tagna [37], donde fue necesaria la inclusién de una operacién adicional en el lenguaje.

5.3.1. Extendiendo BLY

Recordemos que la Proposicion 4.3.1 nos indicaba, entre otras cosas, que la logica
proposicional de la clase de todas las t-normas continuas es infinitaria. Demostramos
esto a partir del hecho de que, para cualesquiera proposiciones « y (3, se cumple que:

{a = 0" n<w}Er,., a—(a&p),

mientras que, si sustituimos el conjunto {a& — " : n < w} por un subconjunto finito,
la consecuencia logica deja de ser valida. Segin la Proposicién 5.1.1, podemos entonces
afirmar que la logica de primer orden de las t-normas continuas también es infinitaria.

En el contexto proposicional, Kutacka [34] logré obtener completitud fuerte al anadir
la regla esquema

{6V (a—="):neN}> oV (a— akp) (Inf)

a la légica Fpr. No obstante, incorporar esta regla a la légica sintactica de primer orden
Fprv no es suficiente para alcanzar completitud fuerte. Una explicacién de por qué ocurre
esto es considerar las diferencias entre las BL-cadenas y las t-normas continuas (vale
recordar que la légica Fpry es fuertemente completa respecto a las BL-cadenas). En el
caso de primer orden, los cuantificadores pueden comportarse de manera diferente en
una t-norma continua en comparacién con una BL-cadena genérica. En [25], los autores
comparan las tautologias de primer orden en t-normas continuas con las tautologias de
primer orden en BL-cadenas. Concluyen que son equivalentes si se consideran BL-cadenas
completas que satisfacen la formula

Vi(o&g) — ((Ved)&(Veg)). (RC)
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Una B-estructura satisface (RC) si

Aad) = (/\ @)’

% %

para toda sucesién {a;}; en B. Si B es una t-norma continua, esta igualdad se cumple
debido a la continuidad de la operacion -. Sin embargo, si consideramos la BL-dlgebra dada
por la suma ordinal L3 & C,, y la sucesion {a;}; = {—1,—2,—3,...} en Z~, obtenemos
que

1

21;

A=D2 (=2)% (=3)%, ...} = A{-2.—4,-6,...}

mientras que

1
2 2
(/\{_17_27_37"'}) - (§L5) _OLS'
Lg@cooi

» ()
L1
L2

1

2%
3 0L3

Ademas, el algebra t.3 ® C,, satisface la cuasi-identidad generalizada
(&pen(a = M) = 1) = (a—=a-f=1).

Por lo tanto, agregar la regla infinitaria (Inf) no sera suficiente para lograr completitud.

Definimos ahora entonces la légica sintactica Fppy._ . Sea £ un lenguaje de primer
orden. Sea Fpry. la logica sintactica que se obtiene al extender el sistema axiomatico
BLY con la regla esquema

{6V(ia—= ") :neN}>oV(a— akf), (Inf)
donde ¢, @ y 8 son sentencias de L, y el axioma esquema
Vi (p&o) = ((Vzg)&(Vzg)), (RC)

donde ¢ es una férmula de L.
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5.3.2. La légica Fpry_ es adecuada

Veamos ahora que la logica Fpry.. es adecuada respecto la clase de las t-normas
continuas.

Proposicién 5.3.1. Si ¢, a y 5 son formulas, entonces:
{oVvi(a—=p"):neNtFr, ¢V (a— akp).

Demostracion. Consideremos una t-norma continua B = ([0, 1],-) y una B-estructura,
M, tal que para cada n € N, M es un modelo de la férmula ¢ V (« — ™). Sea v una
valuacion. Nuestro objetivo es demostrar que ||¢ V (o — a&B)||MY = 1.

Dado que M es un modelo de ¢ V (aw — ™) para todo n € N, tenemos que

lov (a = "I = [lol* v (laf™* — (IB8I™*)") = 1 para todo n € N.

Para simplificar, llamemos a = ||a||M, b = ||5||M* v ¢ = ||¢||M+*. Sustituyendo en la
ultima expresion, obtenemos ¢V (a — b™) = 1.

Sic=1,esevidenteque 1l =cV (a = a-b) = oV (a— a&p)|M.

Si ¢ < 1, dado que B esta totalmente ordenada, tenemos a — " = 1 para todo n, lo
que implica a < b™ para todo n, y entonces

a A /\ b" = a.
Ahora, sustituyendo, obtenemos
a-b=(an/\v") b= (N\v"-(\V"—a)) b
Como - es continua, tenemos (A, b")-b= A b"T = A, b". Por lo tanto,

a-b=(N\v"-(\V"—=a)-b=A\"(\V"—a)=an \V"=a.

Por lo tanto, 1 =a — (a-b) =cV (a = (a-b)) = ||¢ V (o = (a&))||M. U

Observemos que la regla esquema que acabamos de probar «adecuada», no coincide
exactamente con la regla (Inf). En realidad, es un caso més general, ya que nos limitamos
a considerar la regla (Inf) inicamente para sentencias.

Corolario 5.3.1. La légica BLV, es adecuada respecto a la clase de las t-normas con-
tinuas.

5.3.3. Propiedades de BLV

Por simplicidad, en el resto de la seccion utilizaremos el simbolo - para denotar Fgpy.__ .
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Agregar constantes

La definiciéon de un lenguaje de primer orden requiere un conjunto infinito numerable
de constantes. Por lo tanto, al anadir un conjunto numerable de nuevas constantes a un
lenguaje de primer orden, obtenemos un nuevo lenguaje de primer orden. El resultado
mas relevante de esta subseccion se lograra, en parte, gracias a la capacidad de agregar
nuevas constantes al lenguaje. Por ello, haremos un breve andlisis de lo que ocurre a nivel
de deducciones légicas al modificar el lenguaje de esta manera.

Supongamos que £ es un lenguaje de primer orden y £ es el lenguaje resultante al
agregar un conjunto infinito numerable de nuevas constantes. Queremos demostrar que,
para todo conjunto I' U {¢} de férmulas de £, se cumple que I' = ¢ en L sii I' - ¢ en L'
Observemos que esta propiedad es inmediata para la contraparte semantica Fy, donde K
es una clase de BL-algebras.

Primero, necesitaremos algunos resultados. Sea £ un lenguaje de primer orden y sea
Liem €l conjunto de todas las constantes y variables de £. Si # : Ligm — Lierm €S
una funcién, entonces definimos para toda férmula 1 de £ la férmula 1# que resulta de
reemplazar cada aparicién del término ¢ por t#. Si I' es un conjunto de férmulas, I'# se
define de la manera natural.

Sea T'U {¢} un conjunto de férmulas en L. Es evidente que si I' F ¢ en L, entonces
'k ¢en L, ya que si I' F ¢, existe una demostracién D de ¢ a partir de I', donde cada
formula de la demostraciéon es una féormula de £. Como toda féormula de £ es también una
formula de £', entonces D también es una demostracion de ¢ a partir de I en el lenguaje
L.

Probemos ahora la reciproca.

Proposicién 5.3.2. Sea L un lenguaje de primer orden y L' el lenguaje que se obtiene
al agregar un conjunto infinito numerable de nuevas constantes a L. Consideremos un
conjunto de formulas T'U{¢} en L. SiT'F ¢ en L', entonces también T'+ ¢ en L.

Demostracion. Supongamos que {1;}i<¢ es una demostraciéon de ¢ a partir de I' en L.

Enumeremos las constantes de £ como c¢y,cs,... v las variables de £ como vy, vs,.. ..
Asimismo, enumeremos las constantes de £’ — £ como ¢}, c,, . ... Definamos la inyeccién
#1 mediante v' = vy; y ' = ¢; para todo i. Es facil demostrar que {7 '}i<¢ constituye

una demostracién de ¢#! a partir de I'”1. Cabe destacar que en {@Z)Z# '}i<e no aparecen
variables con indice impar.

Ahora, definamos #? mediante 02#2 = VUgi_1, CZ#Q =y vl# ? = v; para todo i. De
nuevo, {Y7#?},c es una demostracién de ¢#1#2 a partir de T#1#2. Ademéds, dado que
[#1U{¢#1} estan en L, se cumple que ¢p71%#2 = ¢#1 y ['#1#2 = I'#1_ También observamos
que {wi#l#Q}igg pertenece a L. Por lo tanto, hemos demostrado que I'*! - ¢71 en L.

Para completar la demostracion, notemos que I'#* 4T en L y ¢”' 4 ¢ en L. Por

la transitividad de -, obtenemos el resultado deseado. Il

Sentencias en lugar de férmulas

En ocasiones, preferimos trabajar con sentencias en lugar de féormulas. Sea ¢ una
formula; si zq,x9,...,x, son las variables libres de ¢, definimos ¢¢ como la sentencia
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ViV, ... Vr,¢. Por supuesto, si ' es un conjunto de férmulas, entonces I' es el conjunto
{o° |9 €T}

Lema 5.3.1. Sea I' U {¢} un conjunto de formulas. Entonces, se cumple que
k¢ <= I'F¢° <= T't¢° <= I ¢.

Demostracion. Demostraremos unicamente [' - ¢ <= ' |- ¢°.

Si ¢ es una férmula, por el principio de Generalizacion, tenemos que ¢ + Vr¢. Por
otro lado, el axioma (V1) establece que - (Vx¢) — ¢. Luego, aplicando Modus Ponens,
obtenemos que Vx¢ F ¢.

Es evidente, entonces, que para cualquier formula ¢, se cumple que ¢ - ¢° y ¢° - ¢.
Por lo tanto, si I' U {¢} es un conjunto de féormulas y I' - ¢, dado que I+ Ty ¢ I ¢¢,
por transitividad, tenemos que I'“ - ¢¢. La reciproca se demuestra de manera similar. [

Propiedades de la disyunciéon

Probemos ahora que la disyuncién satisface la conocida propiedad de prueba por casos.
Comenzaremos presentando un lema auxiliar, y luego procederemos a demostrar el lema
principal.

Lema 5.3.2. Sea a una sentencia, ¥ y B formulas, y I' un conjunto de formulas.

SiT, 8, entonces I';aV I a V.

Demostracion. Procedamos mediante induccién transfinita sobre la longitud de la demos-
tracién de ¢ a partir de I y 5. Méas precisamente, demostraremos que la propiedad P(¢)
es véalida para todo ordinal £. La propiedad P(€) se define como:

Si 'U{v, #} es un conjunto de férmulas y o es una sentencia, y existe una demostracion
D de v a partir de I y 8 con longitud &, entonces se cumple que I',a V 5+ a V4.

Supongamos entonces que I' U {1, 5} es un conjunto de férmulas, o es una sentencia,
y existe una demostraciéon D de ¢ a partir de I' y 5 de longitud 1. Se deduce entonces
que 9 es un axioma, un miembro de I', o igual a [.

» Supongamos que ¥ es un axioma. Debido a que F 1 — (a V 7)) es un teorema
de Fpr, es también trivialmente un teorema de g1y, entonces por Modus Ponens
obtenemos una demostracion de « V 1.

= Supongamos que ¥ es un elemento del conjunto I'. Se prueba de manera similar al
caso anterior.

= Supongamos que ) = . Entonces claramente I, oV = aV 3, donde la demostracion
consiste unicamente de la formula o Vv 3.

Ahora, pasemos al paso inductivo. Supongamos que P(§) es cierta para todo ordinal
& menor que 7. Sea Y una férmula con una demostraciéon D a partir de ', 3 de longitud
n, donde n > 1.
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= Si ¢ se deduce por Modus Ponens de las formulas 6 — ¢ y 6. Entonces T, 3
demuestra § — 1 y 6 con una longitud de demostracion menor que 7. Por la
hipétesis inductiva, I';a Vg F aV (0§ — ¢) y IaVv B F aV . Dado que
(avl) = (aVv (0 = ¢) = (aV)) es un teorema de Fpry, concluimos que
aVvikEaVvay.

= Si ¢ se deduce por Generalizacion, entonces ¢ debe ser de la forma Ve v I', 6 F x
con una longitud de demostraciéon menor que 7. Por la hipdtesis inductiva, tenemos
[, aVB F aVy, y mediante Generalizacion, obtenemos I', oV F Va(aVy). Dado que
« es una sentencia, podemos aplicar el axioma (Lin) para derivar I', oV 5 F aVVxy.

= Si 7 es un resultado de la Regla Infinitaria, entonces:

1 debe tener la forma p V (7 — (7&J)) para algunas sentencias p,v,d, y

o se cumple que I', B F pV (7 — &%) con una demostracién D; cuya longitud es
menor que 7 para todo i.

Por la hip6tesis inductiva, tenemos que I',a V B = aV (pV (v — %)) para todo i.
Luego, usando asociatividad y la Regla Infinitaria, podemos construir una demos-
traciéon de oV a partir de I, oV 8. Por lo tanto, se puede demostrar oV ¢/ a partir

deI',aV g.
O

Lema 5.3.3. Sea a una sentencia, ¢,v y 3 formulas, y I' un conjunto de formulas.
Sil,at¢ yI',BFEy, entonces I';aV F ¢V 1.

Demostracion. Procedamos por induccion transfinita sobre la longitud de la demostracién
de la formula ¢, de manera similar a lo hecho en la demostracion del lema anterior.

En el caso en que la longitud de la demostracién sea 1, la formula ¢ puede ser un
axioma, un miembro del conjunto I'; o igual a la formula «. Los métodos para demostrar
estos casos son similares a los demostrados en el lema anterior (ver Lema 5.3.2), con la
excepcion del caso en que ¢ = . En este escenario particular, el Lema 5.3.2 aborda este
caso.

Pasemos al paso inductivo. Sea ¢ una férmula con una demostracion a partir de I', v
de longitud 7, donde 1 > 1. Asumiremos que nuestro resultado deseado se cumple para
ordinales menores que 7.

Nos centraremos en el caso en que ¢ se deriva mediante Generalizacion, ya que los otros
casos son analogos a los ya demostrados en el lema anterior (ver Lema 5.3.2). Si ¢ es una
consecuencia de la Generalizacion, entonces ¢ es de la forma Vay para alguna férmula y
tal que I', a = x con una longitud de demostraciéon menor que 7. Aplicando generalizacién
a I, F 1, derivamos que ', 8 - Vi, y por nuestra hipdtesis inductiva, concluimos que
I'aV B F x VVry. Supongamos que 1 contiene una sola variable libre x, lo que hace
que Vz1) sea una sentencia. Esta suposiciéon es suficiente, ya que el caso con mas variables
libres es directo. Por lo tanto, mediante Generalizacion y (Lin), I';a V g F Vayx V V.
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Finalmente, dado que (Vxyx V Vxy) — (VYaxx V 1) es un teorema, podemos deducir que
IaVvpEYyVa. U

Corolario 5.3.2. Sean o y B sentencias, y ¢ una formula. Sil,a — oy, — at
¢, entonces I' = ¢.

Demostracion. Por el lema anterior, tenemos I', (&« — ) V (8 — «) F ¢ V ¢. Entonces
I'N(aw = B) V(B — a) F ¢. Y dado que (o — B) V (f — «) es un teorema de BLY,
tenemos que I' - ¢. O

Construccién de una teoria Henkin

Sea £ un lenguaje de primer orden y sea I' un conjunto de férmulas de £. Denotemos
por cl(I") al conjunto de todas las férmulas ¢ de £ para las cuales I' - ¢ y que contienen
exclusivamente constantes presentes en I'.

Una teoria es cualquier conjunto de férmulas. Una teoria prelineal o teoria completa
en el lenguaje £ es una teoria I' que satisface, para cada par de sentencias a y 3, que

'Fa—pBol'Fp—a.

Una teoria de Henkin I' en el lenguaje £ es una teoria I' que satisface, para todas las
sentencias Vxy, que

si. T'¥Vzx, entonces I'F x{z+— c}

para alguna constante ¢ de L.

Lema 5.3.4. Sea I' una teoria y ¢ una sentencia en el lenguaje L tal que T' ¥ ¢.
Entonces, existe un lenguaje de primer orden L' que extiende a L agregando un nimero
infinito numerable de nuevas constantes y una teoria I'* en L' que contiene a I' tal que
¥ ¢ yI'* es prelineal y de Henkin en L.

Demostracion. Sea L' el lenguaje de primer orden obtenido al anadir una cantidad infinito
numerable de constantes a L. Sea 1, 11, 1o, . . . una enumeracién de todas las formulas en
L'. Procederemos inductivamente, construyendo conjuntos I'; y sentencias ¢; para cada
numero natural 7. La unién de estos conjuntos sera el conjunto I'* que buscamos.

Tomemos I'y = I' y ¢9 = ¢. Supongamos que I'; y ¢; estan definidos. Tenemos varios
casos:

1. 1; es una sentencia de la forma Vry:

a) si I'; ¥ Vay: Tenemos dos posibles escenarios:

1) si [ ¥ ¢; vV Vxx, definimos
Lig1 =c(I) vy ¢iy1 = 0 V x{z — ¢},

donde ¢ es una constante del lenguaje que no aparece en I'; U {¢;, ¥; }.
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2) si [ F ¢; V Vax, definimos
Uipr = cl(T U{gi = Vax}) y div1 = ¢i
b) si I'; F Vay, definimos
Lipr =cl(I%) y ¢i1 = .
2. 1); es una sentencia de la forma vV (o — (a&f)):
a) si [y, ¢; ¥ ¢;, definimos
Livr = cl(I U{es}) ¥ i1 = .
b) si L'y, F ¢y, definimos
Doy =cl(T) y ¢op1 = di Vy V (a = B7),

donde k es tal que I'; ¥ ¢; VvV (o — B¥). La existencia de este k se justifica
en el Hecho 1.

3. ¥; no es de la forma de los items 1 y 2:

a) si [y, ¢; F ¢y, definimos

Lip1 = cl(ly) y dit1 = .
b) si L'y, 1 ¥ ¢y, definimos
Lipr = (iU {i}) ¥ div1 = o
Hecho 5.3.1. Para cada ntmero natural ¢:

1. I'; contiene solo un nimero finito de nuevas constantes,
2. T ¥ ¢,
3. Bajo las condiciones de 2.(b), existe un nimero natural k tal que

i ¥ Vv (a— 9.

Demostracion. Procederemos por induccion sobre i. El caso i = 0 es inmediato (podemos
asumir que v se elige de tal manera que I'g, Y ¥ ¢p).
Supongamos ahora que el resultado es cierto para un natural i.

1. Tenemos que I';; puede ser uno de los siguientes conjuntos:

Dado que ¢; y 1; contienen solo un ntimero finito de constantes, I'; contiene solo un
numero finito de nuevas constantes por hipétesis, y cl no anade nuevas constantes,
podemos concluir que I';;; contiene solo un nimero finito de nuevas constantes.
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2. Demostramos que I';;1 ¥ ¢;11 en el caso en que 9; es una sentencia de la forma
Veyx con I'; ¥ ¢, vy I'; F ¢; V Vxx; el resto de los casos son directos. En este caso, la
construccién nos dice que I'; 11 = cl(T; U {¢; — Vax}) v ¢ir1 = ¢;. Entonces, solo
debemos probar que I';, ¢; — Vay ¥ ¢;.

Supongamos que esto es falso, es decir, que I';,¢»; — Vax F ¢;. Observe que, por
hipdtesis, tenemos que I'; = ¢; V Vax, por lo que, dado que (Vax — ¢;) — ((¢; V
Vry) — ¢;) es un teorema, inferimos que I';, Vox — ¢; - ¢;.

Asi, tenemos que I';,Vaxy — ¢; F ¢; vy que I';, ¢; — Vax F ¢;. Dado que tanto Vry
como ¢; son sentencias por construccion, segtin el Corolario 5.3.2 podemos deducir
que I'; F ¢;, lo cual contradice la hipdtesis inductiva.

3. Supongamos las condiciones de 2.(b) y que no existe k tal que I'; ¥ ¢;VyV (a — 3F).
Por la Regla Infinitaria, vemos que I'; F (¢; V)V (a0 — (a&f)), es decir, I'; F ¢; V).

Recordemos que por Reflexividad tenemos I';,¢; = ¢;, y, por hipdtesis, tenemos
I';,; F ¢;, entonces, usando el Corolario 5.3.3, obtenemos I';, ¢; V 1; F ¢;, v dado
que I'; F ¢; V), podemos afirmar que I'; - ¢;, contradiciendo la hipdtesis inductiva.

i

La afirmacion recién demostrado muestra que los pasos 1.(a).iy 2.(b) de la construccién
son validos.

Hecho 5.3.2. Para todos los niimeros naturales ¢, j tales que ¢ < 7, tenemos que
1. I; € Ty,

Demostracion. Es inmediato a partir de la construccién. O

Hecho 5.3.3. Sea I'* = | J,I';. Si I'* I- 6 para una férmula 6, entonces § € I'*.

Demostracion. Procedamos por induccién sobre la longitud de la prueba de 6. Para el
caso inicial, tenemos que 6 es un axioma o pertenece a ['*. Dejamos estos casos al lector
cuidadoso.

Consideremos una prueba de 6 desde I'* con longitud 7. Tenemos 3 casos:

s 0 se deduce por Modus Ponens de v y v — 6. Entonces, I'* prueba v y v — 6 con
longitudes de prueba menores que 7. Luego, por la hipdtesis inductiva, obtenemos
vyeT*yy — 0 € I'. Asi, existe i tal que v € I'; vy v — 6 € TI';. Dado que
cl(I';) € I'y41, obtenemos que 6 € I'; ;1. Podemos concluir que 0 € I'™.

= 0 se deduce por Generalizacion. Este caso se puede demostrar de manera similar al
caso anterior.

62



» 0 se deduce por la Regla Infinitaria. Entonces, 6 debe ser de la forma vV (a — (a&f))
para algunas sentencias «, 3, 7.

Supongamos que 6 ¢ I'*. Sea ¢ tal que v; = 6. Entonces, v¢; ¢ I'; 1, por lo tanto,
por construccién, tenemos que

Lithi b ¢ y i1 = @i VYV (a — Y

para algin k. Dado que 1); se deduce por la Regla Infinitaria, tenemos que I'*
prueba vV (a — (*) con longitud de prueba menor que 7. Luego, por la hipotesis
inductiva, vV (a — %) € T'*. Asi, existe j tal que vV (a — %) € T, por lo que
L F¢iVyV(a— %), es decir, T'; F ¢;11. Tenemos dos casos:

J <1+ 1: Por el Hecho 2, tenemos que I'; C I';1;, luego, por la monotonia de I,
obtenemos I';11 F ¢;41, contradiciendo el Hecho 1.

Jj >+ 1: Por el Hecho 2, tenemos que = ¢;11 — ¢;, luego I'; F ¢;, contradiciendo
el Hecho 1.

0J

Hecho 5.3.4. I'* ¥ ¢; para todo 1.

Demostracion. Supongamos que [ = ¢;. Por el Hecho 3, tenemos ¢; € I'*. Esto muestra
que existe j tal que ¢; € I';. Entonces, I'; = ¢;. Podemos proceder desde este punto y
obtener una contradicciéon de manera similar a lo que se hace al final de la prueba de la
afirmacién anterior. O

Como consecuencia inmediata de el Hecho anterior, tenemos que ['* ¥ ¢.
Hecho 5.3.5. I'* es una teoria de Henkin.

Demostracion. Sea Vxy una sentencia tal que I'* ¥ Vry. Queremos probar que existe una
constante ¢ tal que I'* ¥ x{z — c}.
Sea @ tal que ¢; = V. Entonces, tenemos tres casos:

s ['; 1) Esto contradice que I' ¥ Vxy.

s I, F ) vy Ty ¢ VVax: En este caso, la construcciéon nos dice que ¢; — Vay € T'iiq.
Luego, dado que (¢; V Vxx) — ((¢; — Vox) — Vax) es un teorema, deducimos que
[ FVay. Asi, I' F Vay, una contradiccién.

w I ¥y Ty ¥ ¢ vV x: En este caso, la construccion nos dice que ¢, = ¢; Vx{z —
c}, donde ¢ es una constante que no aparece en I'; U {¢;,¢;}. Por el Hecho 4,
obtenemos que I ¥ ¢; V x{z — ¢}. Entonces, I'* ¥ x{z — ¢}, ya que x{z — ¢} —
(¢i V x{x + ¢}) es un teorema.

O
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Hecho 5.3.6. I'* es prelineal.

Demostracion. Sean a, 3 sentencias. Sean 4,j tales que « = 8 = ¢, y 8 = a = ;.
Supongamos que I'* ¥ ; y que I'* ¥ ;. Esto nos dice que ¢; ¢ I y que ¢; ¢ I'*.
Entonces, por construccion, obtenemos I';, ¢, = ¢; y I'j,4; F ¢;. Sea | = max(i, j). Por
el Hecho 2, deducimos que I',9; = ¢ v I';,9; = ¢. Luego, dado que ¢, = a = By
Y = B — «, y usando el Corolario 5.3.2, concluimos que I'; = ¢;, contradiciendo el Hecho
1. O

Esto concluye la demostracion del lema. O

5.3.4. Completitud respecto a las t-normas continuas

Consideremos el algebra Sen = (Sen, -, —, A, V,0,1), donde ¢ - ) = ¢p&1p. Dada una
teoria I', definimos la relacién de equivalencia =r en Sen como

p=rv <= I'Fo—>yvyl'FyY— .

Denotamos con [¢] a la clase de equivalencia de ¢ médulo =r. Recordemos del Capitulo
4, que la logica Fpr, es implicativa. De esto se deduce que la logica BLY, y en particular
la extension F, es implicativa. Tenemos entonces que la relacion =p es una congruencia
de Sen. Definimos entonces la BL-dlgebra Ly := Sen/= Llamamos a esta dlgebra dlgebra
de Lindenbaum asociada a T.

Referenciamos el Lema 5.2.6 de [24] para uso futuro.

Lema 5.3.5 (Hajek).

1. SiT' es una teoria de Henkin, entonces
Vo] = inf[¢{z — c}] y [Fw¢] = sup[p{z — c}],

donde ¢ recorre todas las constantes en I'.

2. Si T' es una teoria prelineal, entonces Lr es una cadena, es decir, un conjunto
totalmente ordenado.

Sea entonces I' una teoria prelineal y L el algebra de Lindenbaum asociada. Ahora
proporcionamos algunos lemas que nos permiten encontrar una inmersion de esta algebra
en una t-norma continua.

Recordemos que un algebra se llama simple cuando sus tnicos filtros son triviales.

Lema 5.3.6. Toda BL-cadena que satisface la cuasi-identidad generalizada
(&nen(a = L") = 1) = (a = a&f ~ 1) (K)
es una suma ordinal de hoops simples.
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Demostracion. El Lema 4.6.1 indica que podemos representar cada BL-cadena como una
suma ordinal de hoops de Wajsberg totalmente ordenados. Si una BL-cadena cumple con
(K), entonces los hoops en su descomposicién también lo cumplen. Ahora demostraremos
que cada hoop de Wajsberg totalmente ordenado que satisface (K) es simple.

Sea H un hoop de Wajsberg totalmente ordenado que cumple con la cuasi-identidad
generalizada (K). Para llegar a una contradiccién, supongamos que H no es simple.

Caso no acotado: Supongamos que H no esta acotado, por lo que H es un hoop
cancelativo. Dado que H no es simple, existe un filtro F' en H tal que hay elementos
a,b € Hdonde a ¢ F, b€ Fyb#1 Comoa < b" para todo n € N, al aplicar (K),
obtenemos que a < a-b. Esto implica que a = a -b. Dado que H es un hoop cancelativo y
a = a - b, concluimos que 1 = b. Esto contradice la suposicién de que b # 1, por lo tanto,
en este caso, H debe ser simple.

a=a-b ...0*b>H b
F

Caso acotado: Supongamos ahora que H esta acotado, por lo que tiene un elemento
minimo 0. Nuevamente, como H no es simple, existe un filtro F' en H tal que hay un
elemento b € H donde b € F 'y b # 1. Sea a = b — 0, y observemos que como b € F|
entonces b — 0 ¢ F. Como a < b" para todo n € N, al aplicar (K), obtenemos que
a < a-b. Tenemos:

Esto lleva a la conclusién de que a = 0. Pero a = b — 0, luego 0 = b — 0. Pero entonces

b =1, una contradiccién. Concluimos entonces que H debe ser simple.
O

Recordemos que un elemento a en una BL-algebra es idempotente si a - a = a. La
siguiente definicién proviene del trabajo [12].

Definicién 5.3.1. Un par (X,Y) se llama un corte en una BL-cadena A si se cumplen
las siguientes condiciones:

s XUY = A,
m a<b paratodoac XybeY,
= Y es cerrado bajo -, y

= a-b=a,paratodoac X ybeY.
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Un corte en una BL-cadena A se llama saturado si existe un idempotente u € A tal que
a <u<bparatodoa € X ybeY. Una BL-cadena A se llama saturada si cada corte
(X,Y) en A es saturado.

La siguiente definicién proviene del trabajo [25].
Definicién 5.3.2. Una BL-cadena A se dice débilmente saturada si se cumple lo siguiente:

= Sic € A no es idempotente, entonces existen idempotentes a, b tales que a < ¢ < b
y el conjunto

[a,b) :={r € A:a <z <b}

es el dominio de una MV-dlgebra o de un algebra producto, denotado por Ay, con
respecto a las operaciones

Tofap Y =T Yy T ey :=min(z—y,b). (5.1)

Ademds, A,y es arquimediana, es decir, si a < r < s < b, entonces existe n tal que
st <.

» Si ¢ € A es idempotente, entonces existen a < ¢y b > ¢ tales que [a,b] consiste
enteramente de idempotentes y

o para todo h < a existe b’ tal que h < h' < a y I/ no es idempotente;

o para todo k > b existe k' tal que b < K/ < k y k' no es idempotente; asi, si
a < b, entonces A,y definida como en (5.1) es un algebra de Godel.

El siguiente resultado es una variacién del Teorema 4 que aparece en [12].

Lema 5.3.7. Para toda BL-cadena A existe una inmersion en una BL-cadena saturada

A. Ademds:

1. los nuevos elementos son todos idempotentes,

2. 5iC C Ay \*C existe y es idempotente, entonces /\XC’ existe y \* C = /\KC.
Lo mismo es cierto para el supremo.

Demostracion. Este resultado se basa en el Teorema 4 de [12] donde no se prueba (2).
Proporcionaremos la prueba para esta afirmacion.

Sea A una BL-cadena y S el conjunto de todos los cortes no saturados de A. Para cada
a € S, la parte superior de o se denotard o, y la parte inferior, por a=. En A =AU S
definimos la relacion binaria < de la siguiente manera:

z,y€ Ay x<hy,
ryeSyz Sy,
reAyeSyxey,
reSyeCyyeat,

<y <<

66



Se sigue que < es un orden total en A. Las operaciones se extienden de manera natural.
Para maés detalles, consulte [12].

Sea C' C A tal que /\A C existe y es idempotente. En la extensién A, pueden insertarse
nuevos elementos que no estan presentes en A entre /\AC y C. Sea H el conjunto de
estos nuevos elementos. Tomemos un elemento h en H. Dado que h es un nuevo elemento,
debe ser un corte no saturado de A, lo que significa que los conjuntos {x € A | z < h},
{z € A| h <z} forman un corte no saturado de A. Sin embargo, el elemento idempotente
/\A C ya satura este corte, lo que lleva a una contradiccion. Por lo tanto, H debe estar
vacio, lo que implica /\A C = /\A C.

O

Si A = @,.; H; es una BL-cadena representada con una suma ordinal de hoops de
Wajsberg y C' C A es un subconjunto tal que A C existe, entonces decimos que C' es A-
conectado si existe i € [ 'y ¢ € C tal que AC € H; y ¢ € H;. El concepto de V-conectado
se define de manera dual.

Lema 5.3.8. Sea A = @, , H; una BL-cadena numerable que es una suma ordinal de
hoops de Wajsberg simples totalmente ordenados. Entonces existe una inmersion f de A
en una BL-cadena débilmente saturada numerable A*. Ademdas, si C' es un subconjunto de
A tal que N* C existe y C es A-conectado o N™* C' es idempotente, entonces f(\™ C) =
A F(C). Lo mismo es cierto para el supremo.

Demostracion. Sea A = @, ; H; una BL-cadena representada con una suma ordinal de
hoops de Wajsbherg simples totalmente ordenados. Por el Lema 5.3.7 podemos encontrar
una inmersién de A en una BL-cadena saturada A. Del Lema 3 en [12], sabemos que A es
débilmente saturada. Entonces, para cada ¢ € A—idp(A), existen elementos a,, b. € idp(A)
tales que ¢ € [ac., b, v K[ac,bc] es un algebra MV o un &algebra producto, y para cada
c € Idp(A), tenemos elementos a,, b, € Idp(A) tales que ¢ € [a,, b.] ¥ K[ambc] es un algebra
Godel maximal.

Definimos el conjunto S = {a., b. | ¢ € A}. Dado que A es numerable, S es numerable.
Todos los elementos de S son idempotentes, entonces S U A es un subalgebra de A. Es
facil ver que el algebra S U A es débilmente saturada.

Consideremos ahora un subconjunto C' C A tal que /\A C existe. Primero, supongamos
que C es A-conectado. Entonces, existe i € [ y ¢ € C' tal que /\A CeH;yce H;. Sic
no es idempotente, se puede observar facilmente que el conjunto {z € S | /\A C<zx<c}
esta vacio, dado que el tnico posible elemento idempotente en H; es su primer elemento.
Esto implica que /\A C = /\A* C. Si ¢ es idempotente, debe ser el primer elemento de
H;, lo que lleva a /\A C= /\A* C = c. Ahora, supongamos que /\A C' es idempotente. Es
una consecuencia del Lema 5.3.7 que /\A C= /\A* C. La prueba del caso del supremo es
similar.

OJ

Lema 5.3.9. Sea A una BL-cadena y {a,}zcx una sucesion en A.

» Si (inf, a,)? = inf, a2, entonces {a,} es A-conectado o inf, a, es idempotente.
x’
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» Si el supremo de {a,} existe, entonces {a,} es\V-conectado o sup, a, es idempotente.

Demostracion. Sea A = @
hoops de Wajsberg.

1) Sea y € X. Entonces a, € H; y inf, a, € H; para algunos ¢, j € I, y en consecuencia
ag € H;. Silasecuencia {a, } no es A-conectada, entonces j < i, lo que implica inf, a, < af/.
Dado que y fue elegido arbitrariamente, tenemos inf, a, < inf, a2. La otra desigualdad es
trivial. Por lo tanto, inf, a, = inf, a? = (inf, a,)%.

2) Tenemos que sup, a, € H; para algin i. Sea b € H;. Si la secuencia {a,} no es
V-conectada, entonces b > a, para todo z € X, lo que implica b > sup,, a,. Por lo tanto,

sup,, a, es el elemento minimo de H;, y asi, un elemento idempotente. Il

;e Hi una BL-cadena representada con una suma ordinal de

Sean Ay B conjuntos parcialmente ordenados. Recordemos que una funcion f : A — B
es una inmersion completa siy solo si infseg f(s) = f(infsess) y supsep f(t) = f(supsert)
siempre que /\ S exista en Ay \/ T exista en A.

Necesitamos ahora el Lema 3.6 y el Lema 3.7 de [25]. Por conveniencia, enunciamos
en cambio el siguiente lema, el cual es una consecuencia inmediata de los lemas recien
mencionados.

Lema 5.3.10 ([25]). Toda BL-cadena numerable y débilmente saturada A es inmersible
en una t-norma continua mediante una inmersion completa.

Teorema 5.3.1 (Completitud). Sea I' una teoria y ¢ una sentencia. Entonces
'c¢ <= I'Fr,, ¢

Demostracion. Solo tenemos que probar que I' Fr._ . ¢ = I I ¢. Supongamos que
tenemos una teoria I' y una sentencia ¢ tal que I' ¥ ¢. Por el Lema 5.3.4, podemos
establecer la existencia de una teoria I'* que contiene a I', satisface ['* ¥ ¢, y es tanto
prelineal como de Henkin.

A continuacién, sea L el algebra de Lindenbaum asociada a I'*. Aplicando el Lema
5.3.5, deducimos que L es totalmente ordenada. Dado que la légica F tiene la regla infi-
nitaria (Inf), es claro que L satisface la cuasi-identidad generalizada (&,en(a — ") =
1) = (o = a&f = 1). Entonces, por el Lema 5.3.6, tenemos que L = @,_, H;, donde /
es un poset totalmente ordenado con un minimo y cada H; es un hoop simple.

Dado que el lenguaje es numerable, L también es numerable. Esto nos permite aplicar
el Lema 5.3.8 para obtener una inmersion f : L — L*, donde L* es una BL-cadena
débilmente saturada numerable y si C' C A es A-conectado o si /\A C es idempotente,
entonces A* C' = A* C (lo mismo es cierto para el supremo). Subsecuentemente, segiin
el Lema 5.3.10, existe una inmersién completa g de L* en una t-norma continua ([0, 1], -).

Ahora procedemos a construir un modelo basado en ([0, 1],-). Sea M el conjunto de
todas las constantes del lenguaje. Para cada constante ¢ definimos ¢™ = c. Para cada
simbolo de predicado R de aridad n definimos RM(cy,...,c,) = g(f([R(cy,...,cn)])).
Esto completa la definicién de M = (M, . M).

Nuestro objetivo es probar que el valor g(f([¢])) de cualquier sentencia 1) es igual a su
interpretacion en la estructura M, es decir, g(f([2])) = ||¢[|M. Procedemos por induccién
sobre la estructura de la sentencia 1. Para cualquier féormula atémica, la afirmacion se
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sigue por definicion, y el paso inductivo para los conectivos es directo. Consideremos una
sentencia cuantificada universalmente ¢ = Vxy. Por el Lema 5.3.5 tenemos

g(f([vex])) = g(f (nflx{z — c}])).

Dado que (RC) es un axioma y el Lema 5.3.5, se sigue que (inf.[x{z + c}])? = inf.[x{z —
c}]?. Sabiendo esto, el Lema 5.3.9 implica que el conjunto {x{x — c}}. es A-conectado o
inf.[xy{x — c}| es idempotente. Por lo tanto, como f preserva el infimo en conjuntos que
son A-conectados o producen elementos idempotentes,

g(f(mflx{z = c}])) = g(inf f([x{z = c}])),
y dado que g es completo,

g(inf f(x{z = ¢}])) = mf g(f(Ix{z = c}]))-

Aplicando la hipdtesis inductiva y la definiciéon de la interpretacién del infimo se com-
pleta la prueba para las sentencias cuantificadas universalmente. El caso donde v es una
sentencia cuantificada existencialmente sigue de la misma manera, excepto que el axioma
(RC) no es necesario.

Tenemos [¢)] = 1 para toda ¢» € Ty, dado que I'™* ¥ ¢, también tenemos [¢] < 1.
Entonces |[]]M = g(£([11])) = 1 para toda ¢ € Ty [|6|[M = g(£([é])) < 1. Por lo tanto,
'E ¢. O

Recordemos que la regla infinitaria (Inf) esta definida dnicamente para sentencias.
Como un corolario sencillo del resultado de completitud y de la Proposicién 5.3.1, tenemos
el siguiente resultado.

Corolario 5.3.3. La regla
{oV(ia—= ") :neN}>oV(a— akf),

donde ¢, y B son féormulas, es admisible en la logica F.

5.4. Completitud en el contexto de las t-normas [0, 1],
y [07 1]1_[

En esta seccion, daremos dos extensiones de la logica BLY y utilizaremos los resultados
desarrollados anteriormente para probar completitud respecto a las t-normas continuas
mas relevantes.

Recordemos que en [37], Montagna estudia las 16gicas de primer orden asociadas a las
t-normas de Lukasiewicz y Producto. En su trabajo, introduce una regla infinitaria, asi
como un nuevo operador y axiomas correspondientes a dicho operador. En el Problema 1
de [37], se plantea la cuestion de si es posible obtener un resultado de completitud para
las 16gicas Producto y Lukasiewicz sin la necesidad de incorporar un operador adicional.
En esta seccién, demostramos que la respuesta a esta pregunta es afirmativa.

Procedemos a definir dos extensiones de BLV:
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= Al anadir a Fprv el axioma esquema

=g — ¢.

y la regla esquema infinitaria (Inf) obtenemos una extensiéon que denotamos con

= Si incorporamos a gy los axiomas esquema

—=x = ((p&ex = v&x) = (¢ = ¥)),
¢ N=p— 0,

y la regla esquema infinitaria (Inf) obtenemos una extensién que denotamos con
Frrv., -

Es importante notar que en ninguna de las légicas recien definidas hemos incluido el
axioma (RC).

Las observaciones que damos a continuacién nos seran de utilidad para probar los
proximos resultados.

Observaciéon 5.4.1. Consideremos una BL-cadena B y su descomposicién como suma or-
dinal de hoops de acuerdo a los resultados de la Seccién 2.2.1. Necesitaremos los siguientes
dos casos:

= Si B es una MV-algebra, la descomposicion se reduce a un tnico hoop de Wajsberg
acotado.

= Si B es un algebra producto, la descomposicion estd dada por un hoop de dos
elementos y un hoop de Wajsberg cancelativo.

Observacion 5.4.2. Observemos que el Lema 5.3.4 se mantiene valido si consideramos
una extension axiomatica de F mediante esquemas de axiomas de un lenguaje proposicio-
nal BL. En particular, el lema seguird siendo valido para las logicas Fry.. v Frv., -

Los siguientes resultados son variaciones del Teorema 5.3.1.

Corolario 5.4.1. Sea I" una teoria y ¢ una sentencia. Entonces
I'Frv, ¢ = ['Fpy, ¢

Demostracién. Demostraremos que si I' By ), ¢, entonces I' by ¢. Supongamos que
existe una teoria I' y una sentencia ¢ tal que I' Ky ¢. Segin la Observacion 5.4.2,
podemos encontrar una teoria I'* que contiene a I', cumple I'* Fpy_ ¢, v es tanto prelineal
como de Henkin.

Sea L el algebra de Lindenbaum asociada a I'*. Aplicando el Lema 5.3.5, concluimos
que L es totalmente ordenada. Dado que la légica by incluye el axioma ——¢ — ¢ para
toda formula ¢, es evidente que L es una MV-algebra. Ademas, debido a la regla infinitaria
(Inf), L satisface la cuasi-identidad generalizada (& en(a — 8%) = 1) = (a = a&f = 1).
Por lo tanto, segiin el Lema 5.3.6 y la Observacion 5.4.1, L es una MV-algebra simple.

El Corolario 4.3.1 garantiza la existencia de una inmersion completa de L en [0, 1]g.
A partir de aqui, el resultado se sigue de manera directa. O
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Corolario 5.4.2. Sea I' una teoria y ¢ una sentencia. Entonces
I l_HVoo qb — T ':[0?1]1_[ (]5

Demostracién. Demostraremos que si I Fp 1), ¢, entonces I' v, ¢. Supongamos que
existe una teoria I' y una sentencia ¢ tal que I' ¥y, ¢. Siguiendo un razonamiento similar
al de la demostracion anterior, llegamos a un algebra de Lindenbaum L, que es un algebra
producto totalmente ordenada, tal que L = B®C, donde B es el dlgebra de dos elementos
y C es un hoop cancelativo simple. Segiin el Corolario 4.4.1, existe una inmersiéon completa
de L en [0, 1]. A partir de aqui, el resultado se sigue de manera directa. |

5.5. Comentarios finales
En este capitulo, hemos logrado los siguientes resultados de completitud fuerte:

» La extensiéon BLV., de BLY, obtenida mediante la incorporacion de la regla (Inf)
y el axioma (RC), es fuertemente completa con respecto a Teont-

» La extension LV, de LV, obtenida mediante la incorporacion de la regla (Inf), es
fuertemente completa con respecto a [0, 1]y..

» La extension 11V, de IIV, obtenida mediante la incorporacion de la regla (Inf), es
fuertemente completa con respecto a [0, 1]y.

Aun queda por abordar el caso en el que se considera una clase arbitraria de t-normas
continuas.
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Capitulo 6

Loégicas monadicas

En este capitulo nos enfocamos en el estudio del fragmento monadico de la logica de
primer orden BLY. Comenzamos definiendo lo que consideraremos como lenguaje mo-
nadico y lenguaje modal, destacando la estrecha relacién entre ambos. A continuacion,
describimos diversas formas de interpretar semanticamente las formulas de estos lengua-
jes.

Procedemos con un repaso de las BL-algebras monadicas, con el objetivo de preparar
el terreno para el estudio de una de sus subvariedades: la clase de las MV-4lgebras mona-
dicas. Esta clase representa la contraparte algebraica de la extension S5 de la logica de
Lukasiewicz, conocida como S5(L), que es equivalente al fragmento monédico de la légica
de tukasiewicz de primer orden. Demostraremos diversas propiedades de la clase de las
MV-algebras monéadicas, como el hecho de que las algebras finitamente subdirectamente
irreducibles pueden ser parcialmente inmersibles en potencias de la t-norma [0, 1]. Pos-
teriormente, utilizaremos estos resultados para demostrar que el fragmento monadico de
BLY es finitamente fuertemente completo con respecto a la t-norma de Yukasiewicz.

El resto del capitulo se dedica al estudio de algunas extensiones de S5(L): las légicas
S5(E) oo, SBk(L) v S5k(E)s. La logica S5(L) es una extension infinitaria que permite
alcanzar la completitud fuerte estandar. Por otro lado, la légica S5; (L) es una extensién
axiomatica que captura la nocién de tamano o ancho del universo de una estructura. Fi-
nalmente, la 16gica S5 (L) es la extension infinitaria de la logica anterior, para la cual
probamos un resultado de completitud fuerte respecto a potencias de [0, 1]y, de grado me-
nor o igual que k. Demostraremos estos resultados utilizando y ampliando los desarrollos
algebraicos presentados en las secciones previas.

Los resultados originales de este capitulo forman parte del trabajo [10].

6.1. Lenguajes monadicos

Sea £ un lenguaje de primer orden de tipo (&, —,0). Diremos que el lenguaje Lon
de tipo (&, —,0) es el lenguaje monddico de L si se satisfacen las siguientes condiciones:

» El conjunto de cuantificadores es {V, 3}.

= El conjunto de variables solo contiene la variable x.

73



= El conjunto de predicados solo contiene los predicados de £ de aridad 1.

= El conjunto de constantes es vacio.

Interpretacion del lenguaje monadico como lenguaje proposicional

Sea un lenguaje monadico L,o,. Diremos que un lenguaje £ de tipo (¢, 0, &, —,0)
es el lenguaje modal de L,,,, si se satisfacen las siguientes condiciones:

= El conjunto de cuantificadores es vacio.

= El conjunto de predicados solo contiene predicados 0-arios. Ademads, existe una
correspondencia biyectiva entre predicados de L y predicados de Lp,oy.

= El conjunto de variables es vacio.
= El conjunto de constantes es vacio.

Observemos que L es un lenguaje proposicional. Recordemos entonces que llamamos
proposiciones a sus formulas y letras proposicionales a sus predicados.

Existe una traduccion natural entre las formulas monédicas en L., y las proposiciones
en L. Basta sustituir cada aparicién de los simbolos Va y 3z por O y ¢, respectivamente,
ademés de reemplazar cada aparicion de P(z) por su correspondiente predicado 0-ario p.
Por ejemplo, si VxQ(z) es una férmula de Lo, su correspondiente proposicion en Ln
seria [lgq.

El lenguaje modal £5 permite dos cosas: un estudio algebraico de la logica monédica
mediante las dlgebras monddicas, y un estudio modal mediante marcos de Kripke.

Interpretaciéon con marcos de Kripke

Sea Lo, un lenguaje monadico y L su respectivo lenguaje modal. En esta seccion,
mostraremos que nuestra nocién de interpretacion en L., coincide con una interpretacion
mediante marcos de Kripke en L. Para obtener méas detalles que no se abordaran aqui,
consulte, por ejemplo, [24].

Consideremos una BL-algebra B. Un B-marco de Kripke es una estructura (W, e,r),
donde W es un conjunto no vacio denominado conjunto de mundos posibles, e es una
funcion que asocia a cada elemento de W y a cada letra proposicional un elemento de B,
y r es una relacion binaria en W, conocida como relacion de accesibilidad.

Definimos la interpretacién modal [|¢||%* de una proposicién ¢ en L5 de manera
inductiva, considerando que B es una BL-dlgebra, K es un B-marco de Kripke y w es un
mundo posible:

= Si ¢ tiene la forma p, donde p es una letra proposicional, entonces
o] = e(w, p).

= Si ¢ =0, entonces ||¢[/¥* = 0B.

74



» Si ¢ =1, entonces ||¢||*v = 1B.

= Si ¢ = 1 o, donde o representa alguno de los conectivos A, V, & o —, entonces
|| 6]|%* se define si y solo si |[4]|%® y ||v]|¥* estdn definidas. En tal caso, se cumple

que [[¢[[*+ = [ oF [ly[*.
» Si ¢ = [y, entonces ||¢]|% se define si se satisfacen las siguientes condiciones:

o Para todo v € W tal que (w,v) € 7, se debe cumplir que ||¢|¥" esta definido.
« Elinfimo A, |4]|%? debe existir en B.

w,v)Eer |

Si ambas condiciones se cumplen, entonces ||¢|¥* = /\v’(wﬂ))er [[p]°.
» Si ¢ = Q1, entonces ||¢]|%% se define si se satisfacen las siguientes condiciones:

o Para todo v € W tal que (w,v) € r, se debe cumplir que ||¢|¥" esta definido.

« El supremo \/v’(ww)@« |¢||¥¥ debe existir en B.

. .. Kw __ Kv

Si ambas condiciones se cumplen, entonces g™ =\/, ., e, [0
Si K es un B-marco de Kripke de manera que existe |¢[|%% para todo w y toda
proposiciéon ¢, entonces decimos que K es un marco de Kripke sequro.

Con el propésito de demostrar la existencia de una biyeccién entre estructuras y marcos
de Kripke, consideremos una BL-algebra B, un conjunto M, una B-estructura M y una
valuacién v. A esta estructura le asignamos el B-marco de Kripke K = (M, e, ), definido
de la siguiente manera:

» La funcién e se define como e(w,p) = ||P(x)||™", donde v’ es la valuaciéon que

asigna el elemento w € M a la variable x y P es el predicado unario asociado a p.
» La relacién r es una relacién de equivalencia total, es decir, r = M x M.

Luego, si ¢ es una férmula en L., v ¢’ su traduccién en Lg, es evidente que se cumple
la igualdad

o[ = [l M.

Esta construccion es facilmente inversible. Por lo tanto, ambas nociones de interpretacion
son equivalentes.

6.2. El fragmento monadico de BLY

Sea L un lenguaje de primer orden. Definimos el fragmento monddico de la logica BLY
como la restriccion de la légica BLY al lenguaje monadico Lyn. Si 'U{¢} son férmulas de
Lion ¥ se cumple que I' Fgry ¢, entonces el par (I', ¢) pertenece al fragmento monédico.
Es importante notar que, aunque ¢ y I' esten en el lenguaje monadico, la demostracion
de ¢ a partir de I' en BLV podria involucrar féormulas que utilicen mas de una variable.
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En [24], Hajek demuestra que la férmula

(Frxod&Txrg) = (Fxe)& (), (6.1)

es demostrable en BLV. Aunque la férmula contiene solo una variable, Hajek no logré
encontrar una demostracién que empleara solo una variable.
Esto lleva a Hajek a proponer el siguiente sistema axiomatico para el fragmento mo-

nadico:

= Los esquemas de axiomas de BLY,

» El esquema de axioma (Fzp&Ird) = (Fxd)&(Ixe),

= La regla de inferencia Modus Ponens, y

= La regla Generalizacion.

Denotamos este sistema con BLV ,on.

Para demostrar que la logica Fgry

es efectivamente el fragmento monadico de BLY,

mon

es necesario probar que es fuertemente completa respecto a las BL-cadenas. En [30], Hajek
prueba este hecho, aunque la demostraciéon que presenta ha resultado poco convincente
para varios investigadores.

La légica S5(BL)

Al traducir al lenguaje modal, el sistema axiomatico BLV ., adopta la siguiente forma:

= Axiomas esquema de BL.

s [os axiomas adicionales:

Uo — ¢,

¢ — 09,

O — ¢) = (v — 0¢),
O(¢ — v) = (Op — v),
D¢ vv) — (Ogvw),
(@ A @) = (00) A (09).

Aqui, ¢ representa cualquier proposicion de Lo, y v = t(aq,...,q,), donde t es
un término proposicional, «; es una proposicién de L que comienza con [J o ¢,y
a = [ es una abreviatura para (o — ) A (6 — «).

= Regla de inferencia Modus Ponens: ¢, ¢ — 1 > 9, donde ¢ y 1 son proposiciones
de [’D'

= Regla de inferencia de Generalizacion: ¢ > [l¢, donde ¢ es una proposicion de L.
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Denotamos este sistema como S5(BL). Si A es un conjunto de axiomas esquema en
un lenguaje proposicional BL, definimos la extensién S5(BL + A) de manera natural.
En [6], los autores presentan un ejemplo para demostrar la necesidad del axioma

(@ N 9) = (09) A(00).

Ejemplo 6.2.1. Consideremos A, la MV-algebra de tres elementos, cuyo universo es el
conjunto {0, %,1}. Denotemos por B al dlgebra (A, ¢,0), donde [0 = D% =00=0
y 01 = O% = {1 = 1. Es facil demostrar que el algebra B satisface las identidades
asociadas a todos los axiomas de S5(BL), excepto algunas derivadas del axioma Q(pA@) =
(Op) A (O¢). Por lo tanto, concluimos que este axioma es independiente de los otros

axiomas.

Al trasladar esto al lenguaje monédico, el Axioma (6.1) resulta ser independiente del
resto de los axiomas de BLV ,op.

Como hemos discutido anteriormente, si ¢ es una férmula en un lenguaje Lo, interpre-
tar la traduccion de ¢ en el lenguaje monadico es equivalente a interpretar ¢ en marcos
de Kripke en los que la relacion de accesibilidad es total. En logica modal, los sistemas
axiomaticos S5 se utilizan para describir modalidades dadas por modelos de Kripke con
relaciones de accesibilidad total. Luego la notacién S5(BL) es apropiada.

6.3. BL-algebras monadicas

En [6], los autores presentan la variedad MBL de BL-dlgebras monddicas. Esta variedad
se compone de BL-algebras que incorporan dos nuevas operaciones unarias, [1y ¢, las
cuales cumplen con las siguientes identidades.

s M1: Oz — 2z ~1,
» M2: Oz — Oy) ~ Oz — Oy,
» M3: OOz — y) ~ Oz — Oy,
» M4: OOz Vy)~ OxVy,

» M5: Oz 1) =~ Oz - Q.

En una BL-4lgebra monédica (A, ¢,0), definimos los conjuntos 0A = {Qa | a € A}
yOA={0a|ae€ A}.

En el resto de la seccién, nos enfocaremos en repasar las propiedades mas importantes
de las BL-algebras monédicas.

Lema 6.3.1 (Lema 2.3 de [6]). Sea (A,0, Q) una BL-dlgebra monddica, y sean a,b € A
y c € JA. Entonces

» (1):01=901=1y00=300=0. » (8): Ua <a< Qa.
» (2):0c=0c=c. v (4): sia < b, entonces Oa < Ob y
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Qa < Ob.

(5): J(aVe)=0aVe.
(6): OlaVb) = OaV Ob.
(7): O(a Ab) = Oa A Ob.
= (8): Olanc)=0aNec.

» (9):0(a—c¢)=0a— c.

(10): O(a — ¢) <Oa — c.

(11): O(c = a) = ¢ — Oa.

(12): O(c — a) < ¢ — Qa.

(13): O-a = —{a.

(14): O—a < —-Ua.

Como corolario del lema anterior, podemos concluir que para cualquier BL-algebra
mondadica (A, , ), se cumple que 0 A = A. Ademas, el conjunto [JA es cerrado bajo
las operaciones de las BL-algebras, lo que implica que [JA forma una subélgebra de A, la
cual denotamos con [LJA.

Lema 6.3.2 (Lema 2.9 de [6]). Sea (A,{,0) una BL-dlgebra monddica. Entonces el
reticulado de congruencias de (A,O,0) es isomorfo al reticulado de congruencias de la
BL-dlgebra LJA.

Como consecuencia del lema anterior tenemos que toda BL-algebra monadica (A, ¢, )
cumple las siguientes propiedades:

» Es simple si y solo si JA es simple.
= Es subdirectamente irreducible si y solo si [JA es subdirectamente irreducible.

» Es finitamente subdirectamente irreducible si y solo si [JA es finitamente subdirec-
tamente irreducible.

En particular, dado que una BL-algebra es finitamente subdirectamente irreducible si y
solo si es totalmente ordenada, podemos afirmar que (A, {, ) es finitamente subdirecta-
mente irreducible si y solo si [JA es una BL-algebra totalmente ordenada.

Teorema 6.3.1 (Teorema 2.13 de [6]). Sea (A, Q,0) una BL-dlgebra monddica que es
finitamente subdirectamente irreducible. Entonces, existe una inmersion subdirecta
a de A en un producto directo de BL-cadenas [[ A;. Ademds, para cada i, la composicion
T o v constituye una inmersion de LJA en A;.

Algebras monadicas m-relativamente completas

Dada una BL-algebra A, decimos que una subalgebra C < A es m-relativamente
completa si se cumplen las siguientes condiciones:

» (s1): Para todo a € A, el subconjunto {c € C' | ¢ < a} tiene maximo y el subconjunto
{c € C'| ¢ > a} tiene minimo.

» (s2): Paratodoa € Ay c,d € C tal que ¢ < dVa, existe un ¢ € C tal que ¢ < dV
y d <a.
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s (s3): Paratodoa € AyceCtalquea-a<c existeund € C'talque - <cy
d > a.

El interés de las subalgebras m-relativamente completas proviene de la siguiente pro-
piedad. Si A es una Bl-algebra y C < A es una subdlgebra m-relativamente completa,
entonces A junto con las operaciones

Oa =min{ce C|c>a}, Oa =méx{ce C|c<a},

es una BL-algebra monadica, donde [JA = C. Ademas, se puede probar que, en cualquier
BL-4lgebra monadica, la subdlgebra [JA es m-relativamente completa. Esta caracteriza-
cién de los cuantificadores se logré inicialmente en [19], en el contexto de las MV-algebras
monddicas. La versién que presentamos aqui proviene de [6].

Algebras funcionales

Consideremos una BlL-algebra B y un conjunto no vacio X. Definimos S como el
conjunto de funciones f en BY para las cuales existen inf f := inf,cy f(x) y sup f :=
sup,cx f(x). Para cada f € S, definimos (O, f)(x) =inf f y (Ovf)(x) = sup f para todo
x € X. Denominamos dlgebra B-funcional a cualquier subélgebra A de B, donde A C S,
que satisface la condicién de que (A,Ox, Ov) constituye un dlgebra monadica.

De particular interés es el caso en que B es una BL-algebra totalmente ordenada.
Sea Lon un lenguaje monadico, £ su respectivo lenguaje modal y B una BL-dlgebra
totalmente ordenada. Podemos encontrar para cada B-estructura segura (X, f) en Lyon
una A-estructura fg en £ de manera que, si ¢ es una féormula de £, v ¢’ su traduccién
en L, se cumple que

(X, f) es modelo de la férmula ¢ si y solo si fn es modelo de la proposicién ¢’. (*)

La BL-algebra monadica A es un algebra B-funcional que se construye de la siguiente
manera: Consideramos el conjunto A formado por las sucesiones {b, },cx de elementos de
B que cumplen que para alguna férmula ¢ de L., se tiene que

ol =,
para todo x € X. Las operaciones [J y { se definen de la siguiente manera:

(b }eex)e = ig}f({bx}xex, para todo x,

(O4bs}eex)s := sup{b, }zex para todo z.
rxeX

Debido a que la estructura es segura, estos infimos y supremos existen para todas las suce-
siones de A. Se puede probar que la BL-algebra A < B¥, enriquecida con las operaciones
[0y ¢ recién definidas, es una BL-algebra monadica.

Definamos ahora quién es fg. Si P es un predicado de L0, v p en Lo es su corres-
pondiente letra proposicional, definimos f(p) := f(P).
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De forma andaloga, se puede construir una B-estructura a partir de un algebra B-
funcional de manera que se cumpla (*). Esta correspondencia entre modelos nos per-
mite afirmar lo siguiente: si denotamos con Func(BLi,) la clase de todas las algebras
B-funcionales, donde B es una BL-cadena, la légica Fpgp,, en Lyon €s equivalente a la
16gica Frunc(BL,,) €0 Lo. Més precisamente, si I'U {¢} es un conjunto de férmulas de Lyon
y IV U {¢'} es el conjunto de proposiciones correspondientes en L£n, entonces

/

I' Fgr, ¢ <= I F Func(BLy) @ -

Por supuesto, si en la discusién anterior reemplazamos BLy, por una clase K cualquiera
de BL-algebras totalmente ordenadas, todo sigue siendo valido.

Completitud fuerte mediante algebras funcionales

No resulta complicado demostrar que la légica Fg5pr1a) €s implicativa. Para ello,
basta con recordar que Fgr 1A ya era una logica implicativa y observar que para cualquier
par de letras proposicionales p y ¢, se cumple lo siguiente:

p—q,q = pFssprra) Up — Ug,

P—q,q = pFssrra) Op = Og.
Llamemos MBL + A a la subvariedad de MBI caracterizada por las identidades § &
1,6 € A. Dado que la légica Fg5pr+a) €s implicativa, el Teorema 3.4.1 establece que esta

logica es fuertemente completa con respecto a la variedad MBI + A.
En el trabajo [8], los autores enuncian el siguiente resultado.

Teorema 6.3.2 (Teorema 2.1 de [8]). Sea Lo un lenguaje modal y A un conjunto de
axiomas esquema en el lenguaje proposicional BL.

I—S5(BL+A) en Lo es fuertemente completa con respecto a Func((]B%]L + A)to) sty solo si
Func((BL + A)y,) genera como cuasivariedad a MBIL 4+ A,

donde BL + A es la subvariedad de BIL caracterizada por las identidades 6 ~ 1,6 € A y
(BL + A)y, son las dlgebras de BL + A totalmente ordenadas.

6.4. MMV-algebras

En esta secciéon, analizamos la subvariedad de las algebras monéadicas que se define
mediante la identidad

- R T (Idemp)

Esta variedad nos permite el estudio algebraico de la extension S5 de la légica de
Lukasiewicz.

Presentaremos un resumen de algunas propiedades de las MMV-algebras, enfocando-
nos en ciertos resultados de [8]. En dicho trabajo, los autores proponen un teorema de
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representacion funcional para las algebras que son finitamente subdirectamente irreduci-
bles y demuestran que las MMV-algebras poseen la propiedad de inmersion finita. Gracias
a esto, logran demostrar que la clase de las MMV-algebras se genera como cuasivariedad
a partir de sus algebras funcionales.

Definicién y algunas propiedades
Denotamos MMV a la subvariedad de MIBIL que se caracteriza por la identidad
- AT

Rutledge fue el primero en estudiar esta variedad en su tesis doctoral [44]. Nos referimos
a los elementos de MMV como MMV-algebras o también como MV-algebras monadicas.

Al inicio del capitulo, describimos los operadores modales de las BL-algebras mona-
dicas utilizando las subdlgebras m-relativamente completas. Esta descripcién se aplica
también a MMV, lo que nos permite interpretar las MMV-algebras como MV-algebras
que poseen una subalgebra m-relativamente completa.

El siguiente lema contiene algunas propiedades de las MV-algebras monadicas que nos
seran de utilidad méas adelante.

Lema 6.4.1. Sea (A, O,0) una MV-dlgebra monddica y a,b € A. Entonces
» Qa = -0-a y Oa = -0—a;
w O(Oa — b) = Qa — Ob;
» O(Qa—a)=1;
w Oa” = (Qa)” y O(na) = n(Qa) para todo n € N;
» Oa" = (Oa)™ y O(na) = n(0a) para todo n € N;
dondena=a®a® ... Da.

n-veces

Demostracion. El item 1 es una consecuencia directa de del Item (13) del Lema 6.3.1 y
de la identidad ==z & z. El item 2 proviene de [6]. El item 3 se sigue del {tem anterior.
Los items 4 y 5 se pueden encontrar en el Lema 4.2 de [16]. 0

El siguiente resultado sera fundamental para las discusiones futuras.

Teorema 6.4.1 (Corolario 3.7 de [8]). Dada una MV-dlgebra monddica (A, ¢,0) fi-
nitamente subdirectamente irreducible, criste una inmersion subdirecta o : A —

[Lic; Ai, donde

s cada A; es una MV-dlgebra totalmente ordenada,

para todo i la proyeccion restringida m; o aloa : OA — A; es una inmersion,

para todo a € A existe i € I tal que (m; 0 a)(Qa) = (m; 0 ) (a),

para todo a € A existe i € I tal que (m; o a)(Ua) = (m; 0 a)(a).
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Representacion funcional

Sea C una MV-cadena. En la clase MMV, un algebra C-funcional es un algebra
(A, O,0) tal que existe un conjunto no vacio X con A < C¥ y se cumple lo siguiente:

(0a)(x) =\{aw):ye X} vy (@a)x) = Afaly) 1y € X} (%)

para todoa € A, x € X.
Debido a que C es una MV-algebra totalmente ordenada, estas dlgebras funcionales
son MV-algebras monadicas finitamente subdirectamente irreducibles.

Ejemplo 6.4.1. Consideremos un conjunto no vacio X y la MV-4lgebra [0, 1];, que
consiste en todas las funciones de X en la t-norma de Lukasiewicz [0, 1]g.. Dado que [0, 1]
es un conjunto ordenado completo, podemos definir las siguientes funciones para todo

felo1fyzeX:

Ov(N@) = \{fw) lye X} v OuH)) = \{fy) |y X},

El dlgebra A = ([0,1];, 0, 0) es un algebra [0, 1]p-funcional. Para cualquier funcién f €
[0, 1]%, las funciones Oy (f) y Ox(f) son constantes. Por lo tanto, el conjunto CJA coincide
exactamente con el conjunto de todas las funciones constantes de [0, 1]5.

Si dos conjuntos X e Y son isomorfos, es decir, tienen la misma cardinalidad, enton-
ces [0, 1) es isomorfo a [0,1]} como MMV-algebras. De manera similar, si existe una
inyeccién de X en Y, entonces [0, 1] puede inmersarse en [0,1]} como MMV-4lgebra.
Consideremos, sin pérdida de generalidad, el caso en que X C Y y tomemos un elemen-
to zp € X. La inmersién se define asignando a cada funcién f : X — [0,1] la funcién

f Y —[0,1], donde
oy . J W) siye X,
f<y)'_{f(xo) siyeY — X.

Si X tiene un ntimero finito & de elementos, escribimos simplemente [0, 1]¥. Si X es
infinito, entonces [0, 1] genera a MMV como variedad ([8], [44]).

Recordemos que la MV-dlgebra L., es la subalgebra de [0, 1]y, cuyo universo esta dado
por el conjunto {0, ﬁ, ce 2—:?, 1}. De manera similar a la definicién de ([0, 1];%, ¢, 0),
definimos para todo conjunto no vacio X las algebras L-funcionales (£, ¢, ). Claramen-
te, las algebras (L;-, ¢, 0) son inmersibles en ([0, 1], ¢, 0).

Sea A un &algebra C-funcional, donde C es una MV-cadena. Si A satisface que para
cada a € A existe z, € X tal que (Oa)(x) = a(z,) para todo x € X, decimos que A es
una dlgebra funcional con testigos. Observemos que, dado que la identidad Qz ~ —[-zx
se cumple en cada MV-algebra monadica, la condicién recién mencionada es equivalente
a la correspondiente para .

En [8], combinando 6.4.1 junto con la propiedad de amalgamacién infinita (Proposiciéon
4.3.4) los autores llegan al siguiente resultado.

Teorema 6.4.2. Toda MV-dlgebra monddica finitamente subdirectamente irreducible es
isomorfa a un dlgebra funcional con testigos.
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Demostracion. Se deduce de la demostracién del Teorema 3.8 en [8]. O]

Corolario 6.4.1. La clase de dlgebras funcionales con testigos genera MMV como una
cuastvariedad.

Denotemos con S5(L) a la légica S5(BL +—~—¢ — ¢). Recordemos que la légica g5,
es fuertemente completa con respecto a la clase Func(MVy,) si y solo si Func(MVy,)
genera a MMV como cuasivariedad. Entonces, como consecuencia del corolario anterior,
obtenemos el siguiente resultado:

Teorema 6.4.3. La logica g5y es fuertemente completa con respecto a la clase Func(MV,).
Al traducir al lenguaje monadico, se obtiene el siguiente resultado:

Teorema 6.4.4. La ldgica Fpy,,,, €s fuertemente completa con respecto a MV,,, donde
FEv,0n €5 la extension aziomdtica de Fpry,,,, mediante el esquema de axioma —-—x — x.

6.4.1. Propiedad de inmersion finita

En esta seccion, probamos que la clase MMV tiene la FEP.

Gracias al Teorema 2.1.6, podemos afirmar que toda MV-algebra monadica se repre-
senta como un producto subdirecto de algebras FSI. Si la clase MMV gg;, que corresponde
a las algebras finitamente subdirectamente irreducibles de MMV, posee la FEP, entonces
no resulta dificil concluir que la clase de todas las MV-algebras monadicas también po-
see la FEP. Recordar, ademas, que en la seccién anterior vimos que las dlgebras FSI de
MMV son las algebras C-funcionales con testigos, donde C es una MV-algebra totalmente
ordenada.

A continuacion, demostramos que la clase de las algebras funcionales con testigos es
parcialmente inmersible en algebras finitas de la forma (L., Oy, 0x) (estas dlgebras fueron
introducidas en el Ejemplo 6.4.1).

Lema 6.4.2. Sea C una MV-cadena. Sea B := (A,Q,0) un dlgebra C-funcional con
testigos, y supongamos que X es un conjunto no wvacio tal que para cada a € A existe
ze € X tal que (Oa)(z) = a(x,) para todo x € X. Entonces:

Para cualquier subconjunto finito S C A existen un dlgebra D = (£, Oy, 0n), donde n
y m son numeros naturales, n < |X|, y una funcién biyectiva h: S — LI tal que:

= h(0B)=0P si0B e S,
» h(ap =B ay) = h(ay) =P hiay) si ay,as,a; =B ay €9,
» 1(OBa) = OPh(a) sia,0Ba € S.

Demostracion. Sea Xy un subconjunto finito de X tal que:

= 1z, € Xgparaa €9,
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» para a,b € S con a # b, existe x € X, tal que a(x) # b(z).

Definamos Cy := {a(z) : a € S,z € Xy} U{0,1}. Dado que la clase de MV-cadenas tiene
la propiedad de inmersién finita (Teorema 4.3.7), existe una MV-cadena finita L, y una
funcién biyectiva f: Cy — L,, tal que

= f(0€) =08, f(1€) = 1Fm,
n flcr =C ) = fler) = fle) si i, e, 00 =€ ¢ € O,

Consideremos el dlgebra D := (EX°, Oy, 0,). Definamos h: S — LX° por h(a)(z) =
f(a(x)) para a € S, x € X,. Demostramos ahora que h tiene las propiedades deseadas.

» h es biyectiva: Sean a,b € S con a # b. Existe x € X, tal que a(x) # b(x). Dado
que f es biyectiva, f(a(x)) # f(b(z)), por lo que h(a)(x) # h(b)(x). Esto demuestra
que h(a) # h(b).

= Supongamos 0B € S. Entonces, para todo z € X tenemos h(0B)(x) = f(0B(z)) =
f(0€) = 0t» = 0P (z). Esto demuestra que h(0B) = 0P.

» Supongamos ai, as, a; —° ay € S. Entonces, para todo z € X tenemos que

h(ay = a)(z) = f((ar =7 ag)(x))
(a1(2) =€ as(x))
(a1 (z)) =" f(az(z))
(a1) () =" h(ag)(x)
) =P h(az))(x)

a1\T

f
f
h

a1

(h(a1 .

Esto demuestra que h(a; —B ay) = h(a;) =P h(as).
(

» Supongamos a,[1Ba € S. Por suposicion, ((0Ba)(x) ( «) Para todo z € X.
En particular, para todo z € X, tenemos que a(z,) —C a(x) = 1€, y, dado que
a(
i

|¢||

alia),a(2), 1 € Co, se sigue aue f(a(za) € a(z)) = f(o(z) = fla(e)) =
f(1€) = 1E»_ Esto demuestra que f(a(z,)) <!~ f(a(z)) para todo z € Xy, es decir,
h(a)(z,) <t h(a)(x) para todo x € Xy. Por lo tanto, para todo x € X, tenemos que
(BPh(a))(z) = h(a)(za) = fla(z.)) = f(OPa)(z)) = h(OPa)(z). Esto demuestra
que OPh(a) = h(TBa).

g

Corolario 6.4.2. Las MMV tienen la propiedad de inmersion finita.

Familias que generan a MMV como cuasivariedad

Como otra consecuencia del Lema 6.4.2, mostramos varias familias de MV-algebras
monadicas que generan MMV como una cuasivariedad.
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Teorema 6.4.5. MMV es generada como una cuasivariedad por {(£l Oy, 0x) | m,n >

1)

Demostracion. Sea

p:=0x,...,2, (51(7) = t1(2) & ... & 5,(T) = t,,(T) = s(T) = t(T))

una cuasi-identidad que no es valida en MMYV. Podemos asumir, sin pérdida de generali-
dad, que ¢ estd en el lenguaje {—, 0,0}, ya que todas las demds operaciones bésicas son
expresables por términos en este sublenguaje.

Por el Corolario 6.4.1, ¢ no se cumple en alguna dlgebra funcional B := (A, {, ) con
testigos. Por lo tanto, existen elementos ay, ..., a, € A tales que s2(a) = tB(a) para 1 <
i < n,pero sB(a) # tB( ). Sea S := {rB(a) : ( ) subtérmino de un término que aparece en p}.
Por el Lema 6.4.2, existen nimeros naturales m, ¢ y una funcién biyectiva f: S — LI tal
que:

= h(0B) =0Csi 0B € S,

» hia =B b) = h(a) =»C h(b) sia,b,a—-BbeS,

» h(OBa) = OCh(a) si a,0Ba € 9,
donde C := (L Oy,04). Una simple induccién demuestra que para cada subtérmino
7(z) de un término en o, h(rB(a)) = r€(h(a)), donde h(a) representa (h(ay),...,h(ay)).
Por lo tanto, para 1 < i < r tenemos que sC(h(a)) = h(sB(a)) = h(tB(’)) = tc( (a));
sin embargo, dado que sB(a) # tB(a) y h es biyectiva, tenemos que h(sB(a)) # h(tB(&)),
por lo que s€(h(a)) # tC(h(a)). Esto demuestra que ¢ no se cumple en C.
Corolario 6.4.3.
(1) MMV se genera como una cuasivariedad por el conjunto {(£2, Oy, 0x) | m > 1}.
(2) MMV se genera como una cuasivariedad por el conjunto {([0,1]F, Oy, Tx) | k > 1}.
(3) MMV se genera como una cuasivariedad por el conjunto {([0, 1], Ov,TA)}.

Demostracion. La demostracion es inmediata a partir del hecho de que existe una in-
mersion de (£ Oy, 04) en (E2,0y,0,), en ([0,1]F, 0y, 0,) v en ([0,1]¢, 0y, 0,) (ver
Ejemplo 6.4.1). O

Como consecuencia del Corolario anterior, tenemos el siguiente teorema.

Teorema 6.4.6. La [dgica Fg5z) es finitamente fuertemente completa con respecto a la
clase Func(]0,1]z).

Traduciendo al lenguaje monadico, obtenemos el siguiente teorema.

Teorema 6.4.7. La ldgica Fyy, . es finitamente fuertemente completa con respecto a la
t-norma [0, 1].
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Teorema de deduccién

Sea Lon un lenguaje monadico y L5 su respectivo lenguaje modal.

La siguiente versién del teorema de deduccién se puede demostrar facilmente como
verdadera en la 16gica S5(L): para cualquier conjunto de formulas I en £ y férmulas ¢
y 1 en Lo, se cumple que

I obgsm) ¥ <= T'lkgs@) (Op)" — 4, para algin n.

El resultado de completitud previamente demostrado nos permite derivar una version
semantica, donde para cualquier conjunto finito I' en L., y férmulas ¢ y ¥ en L0, se
tiene que

Lo Fpu, v <= T Fp, (Op)" — 9, para algin n. (DT)

6.5. Una légica monadica fuertemente completa res-
pecto a [0, 1],

Recordemos de capitulos anteriores que, en un lenguaje de primer orden, la logica
Flo,1], es infinitaria. Al aplicar un razonamiento similar al que presentamos en la Seccién
5.3.1, podemos concluir que la logica monddica Fgj, también posee esta caracteristica.
Por consiguiente, la logica modal Fpune((o,1);) €s también infinitaria.

En la seccion anterior vimos que la logica g1, es finitamente fuertemente completa
respecto a la clase Func([0, 1]g,).

En esta seccion, estudiamos una extension infinitaria de S5(L), para la cual probaremos
completitud fuerte respecto a Func([0, 1]y,).

La légica S5(E) .

Nuevamente, imitando la regla infinitaria que aparece en [34], incorporamos una regla
infinitaria para tratar de conseguir un teorema de completitud fuerte. Consideramos la
siguiente modificacion de la regla infinitaria de Kutacka:

Olnf: {Op vV (Oa — (O8)") | n € w} > Op V (Oa — Oa&Op).

Definimos la légica S5(L.)s como el resultado de anadir OInf a S5(L).
Si U {¢} es un conjunto de férmulas de S5(¥.), recordemos que la notacién

I' Fssr)e @

indica que existe una demostracién {1; : i < £} indexada por un ordinal sucesor £ tal que
e = @ y para cada ¢ < ¢, la férmula ); pertenece a I', es una instancia de un axioma o es
la formula inferior de una instancia de una regla de inferencia cuyas férmulas superiores
estan contenidas en el conjunto {¢; : j < i}.

Para evitar la notacion engorrosa Fgsy).,., simplemente escribimos = en el resto de la
seccion.

Comenzamos probando que esta nueva regla infinitaria es adecuada.
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Teorema 6.5.1. Sea I'U{p} un conjunto de proposiciones en un lenguaje Lp, entonces
I' = @ implica T’ ¥ punc(o,11y,) #-
Demostracion. Es suficiente demostrar que
{O¢ Vv (Oa— (O8)") : n € w} Frunc(o]y) D¢ V (Oa — Oa&Op)

para cualquier proposicion «, 3, ¢ en Lq.
Sea A := [0, 1]{ un 4lgebra [0, 1];-funcional. Sea M un A-modelo de OV (Da—(08)"
para todo n € w, es decir, [Ty V (Oa — (O8)")||M(x) = 1 para todo r € X y n € w.
Fijemos z € X. Si ||[Jg|M(x) = 1, entonces |Op V (Oa — Oa&OB)|M(x) = 1.
Por lo tanto, podemos suponer que [|Op|[M(z) # 1. Entonces, |[Oa — (O8)"||M(z) =
1 para todo n € w, asi que ||Oa|M(z) < (]|[OB|M)"(x) para todo n € w. Dado que
0, 1]y, es simple, concluimos que ||J3[M(z) = 1 o |Da||M(x) = 0. En cualquier caso,

10¢ V (Oa — Da&0B) M (z) = 1. O
Observacién 6.5.1. Sea « cualquier proposicion y v = t(ay,...,q,) donde t es un
término proposicional y aq, ..., a, son proposiciones que comienzan con [J o ¢. En las

pruebas siguientes utilizamos los siguientes hechos:
(1) FO(aVv)— (Ba V),

(2) FOWVa) = (vVvOa),

(3) Fv<+ Ov.

Demostracion. (1) es un axioma de S5(L), mientras que (2) y (3) son evidentes. O

Damos ahora unos lemas que nos describen como se comporta la disyuncién en esta
logica. En particular, nos interesa que se cumpla la propiedad de demostracion por casos.

Lema 6.5.1. Sea I' U {«, B,%} un conjunto de proposiciones. Entonces,
08 4 implica T',Oa vV OB F Qa V4.

Demostracion. Procedemos por induccion sobre la longitud de la prueba de ¢ a partir de
r,Og.

Supongamos primero que existe una prueba de 1 a partir de I', 3 de longitud 1. Si
1 es un axioma o ¥ € I'; entonces I', o VvV OB F Oa V ¢ ya que ¥ - Oa V. Si ¢ = [0,
entonces Ua V¢ = Oa VOB y la conclusion es trivial.

Supongamos ahora que existe una prueba de ¢ a partir de I', 13 de longitud £ y que
la conclusién se cumple para proposiciones 10’ cuyas pruebas a partir de I',[J3 son més
cortas que &. Podemos suponer que v se deriva por Modus Ponens, Necesitacion o Ulnf.

En el primer caso, existe una proposicion 6 tal que I'OF + 6 y I',058 + 6 — ¢ con
pruebas mas cortas que &. Por la hipétesis inductiva, I', a VOB F Oa Ve y I', Ua VLS F
Oa V(0 — ). Dado que = (x V#) = ((x V(0 =) — (x V1)) (esto se cumple en la 16gica
BL), obtenemos que I', Ja vV OB F Oa V 4.
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Si ¢ se deriva de aplicar Necesitaciéon, entonces v = Oy y ;058 F x en menos
de & pasos. Por la hipdtesis inductiva, I', Oa VvV 8 F Oa V x. Usando Necesitacion, la
Observacion 6.5.1 (2) y Modus Ponens, obtenemos que I', Oa vV OB F Oa Vv Oy, como se
queria demostrar.

Finalmente, si ¢ se deriva de aplicar OInf, entonces v = Oy VvV (Op — Op&Oo) y
OB F Ox Vv (Op — (Oo)") en menos de & pasos para cada n € w. Por la hipotesis
inductiva, I', OavOS F OavVOx VvV (Op— (Oo)™) para cada n € w. Usando la Observacion
6.5.1. (3), obtenemos que I', Ja vV OF + O(0Oa v Ox) V (Op — (0o )™) para cada n € w.
Usando ahora OlInf, obtenemos que I', Do v OF = O(0a vV Oy) Vv (Op — Op&Oo). Dado
que F (Ovy V) — (v V), finalmente obtenemos I', Do VOB F Do v Oy V (Op — Op&Oo),
es decir, I', Oa vV G F Oa V . O

Lema 6.5.2. Sea I' U {a, 8,0, %} un conjunto de proposiciones. Entonces,
IOakF ey OB F Y implican I',Oa VB F @ V.

Demostracion. Procedemos por induccion transfinita sobre la longitud de una prueba de
@ a partir de I', o

Supongamos primero que existe una prueba de longitud 1. Luego ¢ es un axioma o
pertenece a I', entonces claramente I', Ja VOB F ¢ V¢ ya que ¢ = o V. Si o =Ua, la
conclusion se sigue del lema anterior.

Supongamos ahora que existe una prueba de ¢ a partir de I', Do de longitud & y que el
teorema se cumple (para todas 5y 1) si esta longitud es menor que §. Podemos suponer
que ¢ se deriva por Modus Ponens, Necesitaciéon o OInf. El primer caso se sigue como
antes y se deja al lector.

En caso de que ¢ se derive de Necesitacion, tenemos que ¢ = Uy y I',Ua = x.
Dado que I',J8 F v, también tenemos que I',3 F Y. Usando la hipdtesis inductiva
sobre I'.Ua F ¢ y I', 113 F Y, obtenemos que I',Ha VvV LS = x V Ui Por Necesitacion,
[, OaVvOBE Oy VIEY) y, usando el axioma O(y VvV Oy) — (Oy VvV Oy) y Modus Ponens,
obtenemos que I', Do VOS = Oy vV Oy, Finalmente, del hecho de que = (yVOd) — (v V),
concluimos que I', Oa vV OB = Oy V 4.

En caso de que ¢ se derive de OInf, tenemos que ¢ = Ox V (Op — Op&o) vy que
I''Oa F Ox Vv (Hp — (Oo)™) en menos de & pasos para cada n € w. Al igual que en
el segundo caso, tenemos que I', 13 = [y, por lo que la hipotesis inductiva implica que
I',OavOp F (OxV(0p—(Oo)™)) vOy. Conmutando la dltima disyuncién y procediendo
como en el parrafo anterior, obtenemos que I', Do vV O F Oy v Ox V (Op — Op&o).
Usando nuevamente la conmutatividad y el hecho de que = (v Vv d) — (v V §), concluimos
que I',Oa v OB F Ox V (Op — Op&lo) V 1, como se queria demostrar. O

Corolario 6.5.1. Sea I' U{«, 8, ¢} un conjunto de proposiciones. Entonces,
INOa—08F ¢y ',0O8 — Ua F ¢ implican T = .

Demostracion. Aplicamos el lema notando que - O(Oa — OpB) < (Do — 0OF) para
obtener que I', (Oa — Op) vV (O — Oa) F ¢ V ¢. Luego, usamos Légica Bésica para
obtener el resultado final. O
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Corolario 6.5.2. Sea I' U{«, 8, ¢} un conjunto de proposiciones. Entonces,
'FevUy y 'Oy F e implican T+ .

Demostracion. Dado que I';Up F ¢ y I',J¢ F ¢, por el Lema 6.5.2 y el hecho de que

F (e V) = ¢, tenemos que I', Oy VvV Oy F . Por hipétesis, I' F ¢V [y, asi que, usando

Necesitacion, la Observacién 6.5.1.(1) y Modus Ponens, obtenemos que I' F O v ). Por
lo tanto, I' - ¢. O

Un conjunto de proposiciones I' se dice que es una teoria cerrada de S5(L.)s si para
cada proposicién ¢ tal que I' - ¢, se cumple que ¢ € I'. Decimos que una teoria cerrada
I' es O-prelineal si para cada par de proposiciones «, 8 se cumple que o — OF € T’
o 08 — Oa € I'. El siguiente teorema es una adaptacién de [34, Teorema 14| al caso
monadico.

Teorema 6.5.2. Sea 'U{p} un conjunto de proposiciones tal que I' ¥ . Entonces, existe
una teoria cerrada I Ul-prelineal que contiene a I' tal que I' ¥ .

Demostracion. Definimos una secuencia de conjuntos I'g, 'y, ... y una secuencia de pro-
posiciones ¢, ¢1, ... tal que I'), ¥ ¢, para cada n > 0. Sea I'g := I' y ¢y := ¢. Sea
g, a1, . .. una enumeracion de todas las proposiciones. Supongamos que I',, y ¢, ya han

sido definidas de modo que I'), ¥ ¢,,. Definimos I',, ;1 y ¢, 1 de acuerdo con las siguientes
reglas:

= Si [, o, ¥ @, entonces
oy =T U{an} v ©ng1 = pn.
Por lo tanto, I',, 11 ¥ ©,1 en este caso.

= Sil,,a, F ¢, entonces
FnJrl =1,

 si a, no es de la forma Oy vV (Oa — Oa&p), entonces

Pn+1 ‘= Pn.

Por lo tanto, I',,11 ¥ ¢, 11 en este caso.

e siqy, es de la forma Oy V (Oa — Oa&f), entonces
Oni1 = op VOV (Oa — (OB)F)

donde k es el menor niimero natural tal que T',, ¥ ¢, V¢ V (Oa — (OB)F)

(*)-
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(*) Tal k existe porque, si
Iy F e, VO Vv (Oa— (O5)™) para cada m € w,
entonces, usando Necesitacién, la Observacion 6.5.1.(1) y Modus Ponens, obtenemos que
Ly EO(p, VEY) V (O — (OB)™) para cada m € w;
asi, por UInf, tenemos que
Ly FO(en VEY) vV (Oa — Oa&Op).
Dado que F (v V d) — (v V), concluimos que
Ly F oo, VY VvV (Ooa — Oa&Op),

es decir, I', F ¢, Va,,. Notemos que «,, es una combinacién proposicional de proposiciones
BL que comienzan con [J; por lo tanto, por la Observacién 6.5.1.(3), tenemos que F o, <>
Oa,. Usando propiedades de Légica Béasica, podemos derivar que I',, F ¢, VOa,,. Ademas,
dado que I',,, a,, F ¢,,, también tenemos que I',,,Ua,, F ¢,. Usando el Corolario 6.5.2,
obtenemos I';, F ¢,, lo cual es una contradiccién. Por lo tanto, I';i 1 ¥ @rny1.

Observemos que, por construccion, para n < m tenemos que I';, C T, v F 0, — @
Claramente, I',, ¥ @, para cada n > 0. Ademas, para cada n, m > 0 tenemos que I',, ¥ ©,,.
De hecho, supongamos que I', - ¢,,. Sin < m, entonces I, C I',, v I')y B v, lo
cual es una contradicciéon. Si m < n, entonces - ¢,, = ¢, v I', F ¢,, nuevamente una
contradiccion.

Definimos I'* := |JI',. Demostraremos que I'* es una teorfa cerrada de S5(L). Es
suficiente mostrar que ['* contiene todas las instancias de axiomas y es cerrada bajo las
reglas de inferencia. Sea o una instancia de un axioma de S5(L)... Entonces, existe n > 0
tal que o, = «a. Siendo «,, una instancia de un axioma, si I';,, s, = ¢, entonces I, - ¢,
lo cual es una contradiccién. Por lo tanto, I, a, ¥ ¢, de donde, por construccion, o, €
[ € I'™. Supongamos ahora que a,« — 3 € I'*. Sea n tal que g = «a,,. Si [y, o ¥ o,
entonces f = «,, € I',;1 € I y hemos terminado. De lo contrario, I',,, 8 F ¢,. Sea m
suficientemente grande tal que n < my a,a — € I',. Entonces, I',, - 8y I',,, B+ ¢,
por lo que I';,, - ¢,, lo cual es una contradiccion. Esto demuestra que ['* es cerrada bajo
Modus Ponens. Ahora mostramos que I'* es cerrada bajo Necesitacion. Supongamos que
a € I'™ y sea n tal que o, = Ua. Si 'y, oy ¥ 0, entonces Ua = v, € T'y11 € T y hemos
terminado. De lo contrario, I',,, Ja F ¢,. Sea m suficientemente grande tal que m > n
y a € I',. Entonces, I',, F a y I';,,Ua = ¢,. De '), F a v Necesitacion, obtenemos que
I',, - Ua, por lo que I'), F ¢,, lo cual es una contradicciéon. Finalmente, probemos que
['* es cerrada bajo OInf. Supongamos que Oy V (Oa — (OG)™)) € I'* para cada m € w.
Sea n tal que o, = Oy V (Oa — Oa&Op). Si Ty, a, ¥ @, entonces o, € I'y g CT Ty
hemos terminado. De lo contrario, I, o, F ¢,. Por construccion, existe k£ € w tal que
Oni1 = ©n VIO V (Oa — (OB)%). Dado que v V (0o — (OB)*) € T'*, existe un m
suficientemente grande tal que m > n y Oy V (Oa — (OB)*) € T',,. Por lo tanto, dado
que = § — (v V §), tenemos que I, F 11, lo cual es una contradiccion.

Resta demostrar que I'* es [l-prelineal. Sean «, # proposiciones y sean n, m tales que
a, =Ua—08y ap, = 0B — Ua. Si T, a0 ¥ @, entonces «,, € I',,1; € I'™ y hemos
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terminado. De manera analoga, en caso de que I',,,a,, ¥ ¢, tenemos que «,, € I'*.
Por lo tanto, podemos suponer que 'y, o, F @, v Ty B . Sea k := max{m,n},
tenemos que 'y, v, F o v Ik, = @r. Por el Corolario 6.5.1, I'y F ¢k, lo cual es una
contradiccion. O

Observemos que la logica S5(L.) es implicativa, ya que es una extensién de S5(L.), que
es implicativa. Dado un conjunto I' C Prop, definimos la relacién = en Prop dada por
p=r¢¥siysolosil'Fyp—1y I F1yY— ¢ Entonces, =r es una relacion de equivalencia
en Prop. Escribimos [p]r para la clase de equivalencia de ¢ médulo =p. Podemos definir
un algebra Ly := (Prop/=r, A, V,+,—,0,1,0,0) donde

» 0:=[0]p, 1:=[1]r,
= [p]r x [Y]r = [p* ¢]r para x € {A,V, -, =},
= Olglr = [Oe]r, Ole)r = [O¢lr.
Entonces, como la légica S5(L.) es implicativa, Lr es una MV-dlgebra monadica.

Lema 6.5.3. Sea A una MV-cadena con la siguiente propiedad: para a,b € A, si a < b"
para cada n > 1, entonces a = a - b. Entonces, A es simple.

Demostracion. Fijemos b € A con b # 1. Si a es una cota inferior del conjunto {b" :
n € w}, entonces, por hipdtesis, a = a - b. Por lo tanto, ~a = —a & =b = b — —a. Asi,
bV -a = (b——a)— —a=-a— —a=1. Dado que A es una cadena y b # 1, concluimos
que —a = 1, es decir, a = 0. Esto prueba que inf{b" : n € w} = 0. Ahora, dado que
b # 1, tenemos que —b # 0, por lo que debe existir n € w tal que b" < =b, asi que
bl <bh-=b=0. O

Lema 6.5.4. Si " es U-prelinear, entonces Ly es una MV-dlgebra monddica simple.

Demostracion. Claramente, la [l-prelinealidad implica que QL es totalmente ordenada.
Sin embargo, la regla Ulnf implica una condicién més fuerte sobre Lr. Notemos que al
tomar ¢ = 0 en OlInf, tenemos que I' + Do — Da&Op siempre que T' = Oa — (OB)"
para cada n € w. Esto se traduce en la siguiente propiedad de Ly: para a,b € Lr, si
Ca < (Ob)™ para cada n € w, entonces (a = a - (0. El Lema 6.5.3 implica que OLr es
un algebra MV simple y, por lo tanto, L es un algebra MV monédica simple. 0

Las MV-algebras mondadicas simples admiten una representacién funcional agradable
que se presenta en el siguiente teorema.

Teorema 6.5.3. Sea (A, Q,0) una MV-dlgebra monddica simple. Entonces, existe un
conjunto I y una inmersion de (A, O, 0) en ([0,1]L, Oy, 04). Ademds, el conjunto I puede
tomarse como el conjunto de filtros maximales de A.

Demostracion. Sea I el conjunto de filtros maximales de A. Recordemos que el filtro
R = (WM : M € I} se conoce como el radical de A. Es conocido que R = {a €
A : 2a™ = 1 paracadan € w} (ver Lema 1.8 en [14]). Supongamos que existe a € R
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con a # 1. Entonces, 24" = 1 para cada n € w. Usando el Lema 6.4.1, tenemos que
1 =01 =0(2a™) = 2(0a)" para cada n € w. Por lo tanto, Ca € R. Dado que a < a < 1
y OA es una MV-dlgebra simple, debe existir m € w tal que (Oa)™ = 0. Por lo tanto,
1 =2(0a)™ =0, lo cual es una contradiccién. Esto demuestra que R = {1}.

Para cada M € I, sea gp: A/M — [0, 1]y, la inmersion tnica de la MV-dlgebra simple
A /M en [0,1]g, (ver [15, Teorema 3.5.1 y Corolario 7.2.6]). Ademads, dado que M N QA es
un filtro propio de la MV-élgebra simple QA tenemos que M NOA = {1}. Definiendo ¢y,
como la restriccién a QA de la inmersion candnica, tenemos que gy o qpr: OA — [0, 1],
es una inmersién. Dado que existe una tnica inmersion de QA en [0, 1], debemos tener
que (gar © qar)(0a) = (gnr © qur)(Oa), es decir, gy ((0a)/M) = gn((Oa)/M') para cada
a€Ay M, M € 1.

Definimos f: A — [0,1]{ por f(a)(M) = ga(a/M) para cada M € I. Como R = {1},
la funcién f es una inmersién. Para demostrar que f: (A, ¢,0) — ([0, 1)L, Ov,0A) es
una inmersién, resta mostrar que f(Qa)(M) = sup{f(a)(M') : M' € I} y f(Oa)(M) =
inf{f(a)(M') : M" € I} para cada a € Ay M € I. Por el Lema 6.4.1, sabemos que
Oxr = =0—x en toda MV-algebra monédica, por lo que es suficiente mostrar la primera
de las igualdades anteriores. Fijemos a € A. Notemos que (Qa — a)" # 0 para cada
n € w. De hecho, si (0a — a)™ = 0, entonces, usando el Lema 6.4.1, obtenemos que
0=2300=90(0a—a)" = (0(Qa— a))” =1, lo cual es una contradiccién. Por lo tanto,
debe existir M* € I tal que Qa — a € M*. Dado que a < {Qa, tenemos que a — Qa =
1 € M* también; asi que a/M* = (Qa)/M*. Por lo tanto, f(a)(M*) = gu+(a/M*) =
gur((Oa)/M*) = f(Qa)(M*). Ademas, para cada M’ € I tenemos que a/M' < (Oa)/M’,
por lo que f(@)(M") = garr(a/M') < gar ((0a)/M') = gar-((0a)/M*) = F(0a) (M*). Esto
demuestra que sup{f(a)(M'): M' € I} = f(Oa)(M*) = f(Qa)(M) para cada M € I.

O

Finalmente, estamos preparados para demostrar el teorema de completitud fuerte que
hemos estado buscando.

Teorema 6.5.4. Sea I' U {p} un conjunto de proposiciones en un lenguaje modal L,
entonces

I' = siy solo si I Fpune(o],) -

Demostracion. La implicacién respectiva a probar adecuamiento ya se demostré en el
Teorema 6.5.1.

Supongamos que ' ¥ ¢. Por el Teorema 6.5.2, existe una teoria cerrada I'* [-prelineal
que contiene a I' tal que I'* ¥ ¢, y, por el Lema 6.5.4, Ly es una MV-dlgebra monadica
simple. Usando ahora el Teorema 6.5.3, sea h: Lr — ([0, 1], 0\, 0,) una inmersién para
algtin conjunto no vacio I. Sea la ([0, 1)1, O\, 0, )-estructura f, de manera que f(p) :=
h([p]r-) para toda letra proposicional p. Luego se sigue que |[¢||/ = h([¢)]r~) para toda
1 € Prop. Por lo tanto, f es un modelo seguro de I'*, y también de I". Sin embargo, dado
que ' ¥ ¢, tenemos que [p]r- # 1, asi que ||¢||7 = h([¢]r-) # 1. Esto demuestra que
I Frunc(0,1]5) - U
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Axiomatizacién alternativa de S5(¥).,

Consideremos la regla (introducida por Kutacka en [34]):
Inf: {pV(a—=p") | ncw}>pV(a—a&f)
Definimos S5(L). como la extensién de S5(L) que incluye la regla Inf.
Teorema 6.5.5. Sea I' U {p} C Prop. Entonces, se cumple que
I' Fsst)e @ Sty s0lo si T gy, .

Demostracion. Dado que cada instancia de OInf es también una instancia de Inf, la impli-
cacion directa resulta trivial. Para la implicacion reciproca, supongamos que I" g5y ©.
De manera andloga a lo que se demuestra en el Teorema 6.5.1, concluimos que I' Fpune((o,1)5.)
¢. Finalmente, aplicando el Teorema 6.5.4, obtenemos que I' kg5, ©. ]

6.6. |0, 1]g-estructuras de universo acotado

Sea Lyon un lenguaje monddico. Podemos definir una logica interesante de [0, 1]y, al
restringir los universos de los modelos. Mas precisamente, dado un nimero natural k,
decimos que una [0, 1]g-estructura M = (M, f) en Ly, es una [0, 1]g-estructura con
universo acotado por k si se cumple que |M| < k. De manera similar, definimos un [0, 1]-
modelo con universo acotado por k.

Con estas nuevas estructuras, podemos introducir una nueva logica en el lenguaje

£m0n-

Definicién 6.6.1. Denotamos con I=f0 1y, & la l6gica en Lo, que cumple: T’ ':FOJ]L ¢ sii
todo [0, 1]g-modelo con universo acotado por k de I' es también un [0, 1]p-modelo de ¢,
donde I' es un conjunto de proposiciones en Ly, v ¢ es una proposicién en L.

Las nociones de k-completitud fuerte y k-completitud finitamente fuerte se definen de
la manera esperable.

Denotemos con Func®([0,1];) al conjunto formado por todas las subalgebras de alge-
bras [0, 1]g-funcionales ([0, 1]%, O\, 0,) donde | X| < k. Observemos que, la 1gica I=f/’0,1]h
en Limon €8 equivalente a la logica Fpy,er (0.1, €0 Lo

En esta seccién, demostramos que basta con anadir un axioma a S5(L) para obtener
una légica que sea finitamente fuertemente completa respecto a Func®([0, 1]y). Ademas,
mostramos la relacion entre esta logica y las MV-algebras monadicas de ancho < k, ya
estudiadas en [16].

Definimos S5;(L) como la extensién axiomética de S5(1) mediante el axioma esquema

N Olpive) =\ O (W)

1<i<j<k+1 i=1
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Como S5(L.) es una légica implicativa, se deduce que S5 (L) es fuertemente completa
respecto a MMV, donde MMV, es la subvariedad de MMV determinada por la ecuacion:

k+1

/\ O(x; V ;) — \/ Oz; ~ 1. (W)

1<i<j<k+1

Una MV-éalgebra monadica que satisface la identidad W, se dice que tiene ancho menor
o igual a k. El siguiente teorema explica esta terminologia. Un conjunto ortogonal en una
MV-algebra (monddica) A es un subconjunto S C A\ {1} tal que  Vy = 1 para cada
x,y €5, con x #y.

Teorema 6.6.1. Sea (A, ¢,0) una MV-dlgebra monddica FSI. Las siguientes condiciones
son equivalentes:

(1) (A, 9,0) satisface la identidad (Wy);
(2) cualquier conjunto ortogonal en A tiene como maximo k elementos;

(3) Eumisten filtros primos Py, ..., P, en A, conr <k, tales que (\;_, P, = {1} y BNOA =
{1} para 1 <i <.

Demostracion. La demostracién es idéntica a la de [7, Teorema 2.1]. O

Como consecuencia del ultimo teorema, es evidente que MMV, C MMV}, para todo
k. Si una MV-algebra monadica satisface W}, pero no satisface Wj_;, decimos que tiene
ancho k. Observa que, segtn el tltimo teorema, una MV-algebra monadica FSI de ancho
k debe tener k filtros primos Py, ..., P. que satisfacen las condiciones del item (3).

Para obtener el teorema de representacién necesario para las algebras FSI en MMV,
que da lugar al teorema de completitud deseado, primero necesitamos el siguiente teorema
de representacion.

Lema 6.6.1. Sea (A, ¢,0) una MV-dlgebra monddica FSI y sea {P; : i € I} una familia
de filtros primos de A tal que P,N QA = {1} para cada i € I y (\,c; P; = {1}. Entonces,
existe una familia de filtros primos {Q; :i € 1} de A tal que:

(1) P, C Q; para cada i € 1,
(2) QiNOA = {1} para cadai € I,
(3) Mier @i = {1},
(4)

4) Para cadai € I ya € A\Q;, existen un entero positivo n y un elemento ¢ € OA\ {1}
tal que a™ — ¢ € Q;.

Demostracion. Primero probamos una propiedad de la familia {P; : ¢ € I'}: para cada
a € A, existe i € I tal que a®> — Oa € P;. Supongamos que a?> — Oa ¢ P; para cada i € 1.
Entonces, (a — a® € P, para cada i € I, por lo que Oa < a?. Asi, Oa < U(a?) = (Oa)? <
Oa, lo que muestra que (a)? = Oa. Dado que QA es una MV-cadena, se deduce que
(a = 0 o Oa = 1. Por hipétesis, Ja # 1, asi que Ja =0y 2(—a) = ~a®> =a®* -0 & B,

94



para cada i € I. Sin embargo, 2a V 2(—a) = 2(aV —a) = 1 € P;, por lo que 2a € P, para
cada ¢ € I. Por lo tanto, 2a = 1, y 1 = [J2a = 2l]a = 0, lo que es una contradiccion.

Para definir el filtro @;, primero definimos un filtro F; del algebra cociente A /P;. Para
cada ¢ € I, definimos

F,:={a/P, € A/P,: ¢/P; < a" /P, para cada c € QA \ {1} y cada entero positivo n}.

Afirmamos que F; es un filtro de A/P;. Es facil ver que 1/P;, € F; y que F; es un
subconjunto creciente de A/P;. Ademads, sean ai/P;,a3/P; € Fj;, y consideremos un
entero positivo n y un elemento ¢ € QA \ {1}. Dado que, como P; es un filtro pri-

mo, A/P; es totalmente ordenado, podemos suponer que a;/P; < as/P;. Por lo tanto,
(a1a2)"/P; > (a1 A ap)®"/P; = a? /P, > ¢/ P;. Asi, ayas/P; € F;.

Ahora definimos Q; := {a € A : a/P; € F;} para i € I. Claramente, ); es un filtro
primo en A que contiene a P;. Solo queda demostrar que la familia {Q; : i € I} tiene las
propiedades 2-4 mencionadas en el Lema. Para demostrar la propiedad 2, supongamos que
QiNOQA# {1}. Sea c € QA\ {1} tal que ¢ € Q;. t Entonces, ¢/P; € F;, lo que contradice
la definicién de F; (tomando n = 1). Ahora probamos la propiedad 3. Sea a € (),c; Q-
Usando la propiedad de la familia {P; : i € I} demostrada al inicio de la prueba, existe
i € I tal que a®> — Oa € P;, por lo que a?> — Oa € Q;. Dado que a € Q;, se sigue que
Ua € Q;. Por lo tanto, Lla = 1, asi que a = 1. Finalmente, probamos la propiedad 4. Sea
a € A\ Q;. Entonces, existe ¢ € 0A\ {1} y un entero positivo n tal que a"/P; < ¢/P;, es
decir, a" - c € P, C Q. O

Observemos que, si aplicamos el Teorema 6.4.2 a una MV-algebra monadica FSI
(A, O,0) de ancho k, obtenemos una MV-cadena C y un conjunto no vacio X tal que
A < C¥ y se satisfacen las ecuaciones

(0a)(x) = \{aw):ye X} vy (@a)(x) = N{aly) :y € X}.

Sin embargo, el Teorema 6.4.2 no dice nada sobre | X|. El siguiente teorema garantiza
que podemos tomar | X| = k para algebras de ancho k.

Teorema 6.6.2. Sea (A, ,0) una MV-dlgebra monddica FSI de ancho k. Entonces existe
una MV-dlgebra totalmente ordenada V y una inmersion a: (A, O, 0) — (VF Oy, 00).

Demostracion. Dado que (A, ¢,) es una MV-élgebra monédica FSI de ancho k, existen
filtros primos P, ..., Py tales que P, = {1} y P,N OA = {1} para i € {1,...,k}.
Por el Lema 6.6.1, existen filtros primos )1, ...,Qr que cumplen las propiedades 1-4
mencionadas en el Lema. Afirmamos que para cada a € A, existe i € {1,...,k} tal
que 0a — a € ;. Supongamos que Qa — a ¢ (); para ningin i € {1,...,k}. Usando
la propiedad 4, existen elementos ci,...,c; € QA \ {1} y enteros positivos ny,...,ng
tales que (Qa — a)™ — ¢; € Q; para © € {1,...,k}. Sea n := max{ny,...,nx} y ¢ :=
max{cy, ..., cx}, obtenemos que (Ga—a)*—c € (| Q; = {1}. Por lo tanto, (0a—a)" < c.
Asi, ¢ > O((0a— a)™) = (O(Oa — a))™ =1, lo que es una contradiccion.

Ahora consideramos las inmersiones v;|o4: OA — A/Q; parai € {1,...,k}, obtenidas
por restriccion de los mapeos canénicos v;: A — A /Q);. Dado que la clase de MV-élgebras
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totalmente ordenadas tiene la propiedad de amalgamacion, existe una MV-algebra to-
talmente ordenada V e inmersiones 3;: A/Q; — V tales que (; o viloa = B © Vjloa
para i,j € {1,...,k}. Definimos a: A — V* como la inmersion dada por a(z) :=
(Bi(x/Q1),- .., Be(x/Qy)). Afirmamos que a(Qa) = Qya(a) para cada a € A. De hecho,
para a € A, existei € {1,...,k} tal que Qa—a € @, por lo que a/Q; = $a/Q;, lo que im-

plica que 3;(a/Q;) < 8;(0a/Q;) = Bi(Qa/Q:) = Bi(a/Q;) para cualquier j € {1,...,k}.
0J

Teorema 6.6.3. La clase MMV} esta generada como cuasivariedad por el conjunto
{(Lﬁ’wo\/;l:'/\) ‘ 1 S m}

Demostracion. La demostracion es la misma que la del Teorema 6.4.5 utilizando el Teo-
rema 6.6.2 y el Lema 6.4.2. 0

Corolario 6.6.1. La clase MMV, esta generada como cuasivariedad por el dlgebra
([0,1]%,Ov,0,). En particular, la clase MMV, esta generada como cuasivariedad por
la clase Func®([0,1]z).

Tenemos entonces el siguiente teorema.

Teorema 6.6.4. La ldgica l-g5, (1) es finitamente fuertemente completa respecto a la clase
Func®([0,1]3).

Traduciendo al lenguaje monadico obtenemos el siguiente teorema.

Teorema 6.6.5. La logica v, es finitamente fuertemente k-completa respecto a la
t-norma [0, 1] .

Extension infinitaria

Dado un ndmero natural k, definimos S5;(L), como la extensién axiomética de
S5(1) s mediante el axioma (W},). Probaremos en esta subseccion que Fgs, (1), es fuerte-
mente completa respecto a Func® ([0, 1]y.).

Comenzamos con el siguiente resultado basico.

Lema 6.6.2. Sea (A, O,0) una MV-dlgebra monddica FSI de ancho < k. Entonces, A
tiene como maximo k filtros maximales.

Demostracion. De acuerdo con el Teorema 6.6.1, A es un producto subdirecto de como
maximo k& MV-cadenas. Por lo tanto, probamos lo que buscabamos. U

Como consecuencia de este lema y del Teorema 6.5.3, obtenemos el siguiente resultado.

Corolario 6.6.2. Sea (A, (,0) una MV-dlgebra monddica simple de ancho < k. En-
tonces, existe una inmersion de (A, O,0) en ([0,1];, Ov,0n) para algin nimero natural
r<k.
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Estamos listos para demostrar el resultado de completitud fuerte.

Teorema 6.6.6. La logica g5, (1) s fuertemente completa respecto a la clase Func®([0,1]3).

oo

Demostracion. La implicaciéon que nos dice que el sistema axiomatico es adecuado se
sigue como en las pruebas de los Teoremas 6.6.4 y 6.5.1.

Para la implicacién de completitud, supongamos que I' ¥gs, (1), ¢. Observamos que
el Teorema 6.5.2 y los lemas necesarios en su demostraciéon también son validos para
la extension axiomatica S5;(L).. Por lo tanto, existe una teoria cerrada O-prelineal I'*
de S5,(L)o que extiende I' tal que I'* Fgs, 1y . Asi, por el Lema 6.5.4 y dado que
['* es una teoria cerrada de S5i(%.)s, concluimos que Lr+ es una MV-dlgebra monédica
simple que satisface la ecuacién (Wy), es decir, L+ tiene ancho < k. Por lo tanto, segin
el Corolario 6.6.2, existe una inyeccion h: Lp- — ([0,1]],Ov,0,) para algin nimero
natural r < k. Finalmente, procedemos como en la prueba del Teorema 6.5.4 y definimos
una ([0, 1]7, Ov, O )-estructura M que es modelo de I'* y que no es un modelo de . O

6.7. Comentarios finales
En este capitulo, hemos logrado los siguientes resultados de completitud:

» La logica S5(L) es finitamente fuertemente completa respecto a Func([0, 1]g).

» La extension S5(L)., de S5(L), obtenida mediante la incorporacién de la regla
O(Inf), es fuertemente completa respecto a Func([0, 1]g).

» La extensién S5;(L) de S5(L), obtenida mediante la incorporacién de el axioma
Wi, es finitamente fuertemente completa respecto a Funcy ([0, 1]3).

» La extension S5;(L)s de S5(L), obtenida mediante la incorporacién de la regla
O(Inf) y el axioma Wy, es fuertemente completa respecto a Func ([0, 1]).

La pregunta de si la extension S5 de la légica producto tiene resultados de completitud
respecto a su t-norma continua atn no ha sido resuelta.
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