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Resumen

En este trabajo, se utilizó un modelo de Anderson de enlace fuerte para estudiar
teóricamente la formación de momentos magnéticos locales cuando una impureza es
adsorbida en un sitio hueco o en un sitio superior en X-enos bidimensionales del grupo
14 –específicamente siliceno, germaneno y estaneno– y se compararon los resultados
con aquellos obtenidos para grafeno. Las partes real e imaginaria de la autoenergía de
la impureza fueron calculadas analíticamente en la aproximación de bajas energías a fin
de derivar expresiones para la densidad de estados polarizada en espín. Con el objetivo
de calcular los momentos magnéticos locales en la impureza, se implementó un cálculo
numérico autoconsistente, teniendo en cuenta el efecto de un campo eléctrico externo
aplicado. Para cada uno de los X-enos considerados, se identificó un dominio magnético
en función de la fuerza de hibridización de la impureza con las subredes, la energía
de Fermi y el parámetro de Hubbard para diferentes intensidades de campo eléctrico,
generalizando los resultados encontrados en la literatura para grafeno. Se estudiaron las
consecuencias de la aplicación del campo eléctrico para energías positivas y negativas
en el nivel de la impureza, medidas respecto del punto de Dirac. Se encontró un efecto
protector del parámetro de espín-órbita que permitió ampliar la región magnética
respecto de la intensidad de la hibridización y del nivel de Fermi, inclusive para valores
pequeños del parámetro de Hubbard. Por otro lado, a través de un modelo de Anderson,
se estudió la adsorción de dos impurezas sobre una monocapa de X-eno y se encontró una
interacción efectiva entre ellas a través de una transformación de Schrieffer-Wolff. Los
resultados obtenidos tienen potenciales aplicaciones en nanoelectrónica y espintrónica,
particularmente cuando se requiere la variabilidad de momentos magnéticos locales, la
cual puede ser lograda utilizando un campo eléctrico externo.





Abstract

In this work, a tight-binding Anderson model was used to theoretically study
the formation of local magnetic moments when an impurity is adsorbed at either a
hollow or top site in two-dimensional group-14 Xenes—namely, silicene, germanene and
stanene—and the results were compared with those obtained for graphene. The real and
imaginary parts of the self-energy of the impurity were analytically calculated in the
low-energy approximation in order to derive expressions for the spin-polarized density
of states. With the aim of calculating the local magnetic moments at the impurity, a
self-consistent numerical calculation was implemented, taking into account the effect of
an applied external electric field. For each of the Xenes considered, a magnetic domain
was identified in terms of the hybridization strength of the impurity with the sublattices,
the Fermi energy and the Hubbard parameter for different electric field intensities,
generalizing the results found in the literature for graphene. The consequences of the
aplication of the electric field were studied for negative and positive on-site impurity
energies. The spin-orbit parameter was found to have a protective effect allowing the
broadening of the magnetic region with respect to the intensity of the hybridization
and the Fermi level, even for small values of the Hubbard parameter. On the other
hand, starting from an Anderson model,the adsorption of two impurities on a Xene
monolayer was considered and an effective interaction between them was found via
a Schrieffer-Wolff transformation. The results obtained have potential applications
in nanoelectronics and spintronics, particularly where tunability of local magnetic
moments is required, which can be achieved through the application of an external
electric field.
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Capítulo 1

Introducción

1.1. Materiales bidimensionales

En 2004, Novoselov y Geim lograron obtener experimentalmente una capa de un
átomo de espesor conformada por átomos de carbono dispuestos en una estructura
cristalina tipo panal de abejas (honeycomb), a la que se llamó grafeno, mediante un
sencillo proceso de exfoliación mecánica con cinta adhesiva [1].

Además, en 2005 Novoselov et al. concluyeron que el transporte electrónico en
grafeno puede ser modelado usando la ecuación de Dirac relativista en vez de la
ecuación de Schrödinger, con una velocidad de la luz efectiva dada por la velocidad
de Fermi de los electrones en grafeno ∼ 106 m/s [2]. En base a esto, analizaron una
variedad de fenómenos característicos de fermiones de Dirac bidimensionales, como
una conductancia siempre mayor a un valor mínimo y un efecto Hall cuántico anómalo,
proponiendo el uso de grafeno para observar fenómenos propios de la teoría cuántica
de campos (QFT) en un sistema perteneciente a materia condensada.

Posteriormente, Kane y Mele teorizaron un sencillo Hamiltoniano que predecía dife-
rentes efectos en grafeno en la aproximación de bajas energías [3, 4]. Este Hamiltoniano
permitía describir las bandas de valencia y de conducción más cercanas al nivel de
Fermi y tenía una forma similar a aquel que aparece en la ecuación de Dirac, pero que
también incluía un término de masa obtenido a partir del acoplamiento espín-órbita.

El término de acoplamiento espín-órbita en este Hamiltoniano teórico daba lugar
a efectos muy interesantes a causa del desdoblamiento de sus bandas en espín, como
la presencia del efecto Hall de espín cuántico (QSHE) [3]. Sin embargo, la baja masa
atómica del C (∼ 12 u) implicaba una magnitud muy baja de acoplamiento espín-
órbita para el grafeno (∼ 10−3 meV), con una consecuente dificultad experimental en
la detección de QSHE debido a la bajísima temperatura requerida para el proceso
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de medición (T < 10−2 K [5, 6] o T < 0.2 K [7]), lo que explica el comportamiento
semi-metálico observado experimentalmente [8]. Esto llevó a proponer otras estructuras
de un átomo de espesor, en reemplazo del grafeno, a fin de observar experimentalmente
estas novedosas propiedades.

Por otro lado, la naturaleza semi-metálica del grafeno limita significativamente
su uso en muchas aplicaciones donde se requieren materiales semiconductores con un
ancho de banda prohibida (bandgap) adecuado, como en transistores de efecto de campo
(FET) para aplicaciones de lógica digital, en los cuales la ausencia de un bandgap hace
difícil apagarlos completamente, lo que conlleva a una baja relación entre la corriente
de encendido y la de apagado [9].

Debido a todo lo expuesto anteriormente, diferentes tipos de estructuras bidimen-
sionales, es decir de un átomo de espesor, fueron propuestas teóricamente y obtenidas
experimentalmente, tales como nitruro de boro hexagonal (2D-hBN) [10, 11], disulfuro
de molibdeno (MoS2) [12, 13], dicalcogenuros de metales de transición (TMDCs) [14,
15], monocapas bidimensionales de carburo de silicio (SiC) [16, 17] y X-enos. En este
último grupo se encuentran aquellos formados por elementos del grupo 14 de la tabla
periódica, a saber, siliceno [18, 19, 20, 21], germaneno [22, 23] y estaneno [24, 25];
así como también aquellos formados a partir de otros elementos, como fosforeno [26],
arseneno [27] y antimoneno [28].

1.2. Siliceno

1.2.1. Estructura del siliceno

La estructura denominada siliceno está formada por átomos de silicio, elemento de
símbolo químico Si que se ubica en la posición 14 de la tabla periódica, en el grupo
14 y periodo 3, es decir, inmediatamente por debajo del C, por lo que la estructura
electrónica del Si es muy similar a la del C, con 4 electrones de valencia en total en sus
orbitales s y p más externos. La estructura cristalina del siliceno es muy similar a la
del grafeno, pero tiene una diferencia particular en que no es estrictamente plana, sino
que posee un leve pandeo o corrugación, más conocido por su término inglés buckling,
como se puede observar en la Figura 1.1.

Comparado con lo que ocurre en grafeno, en siliceno la mayor distancia interatómica
entre los átomos de Si debilita los enlaces π-π, por lo que este último no puede mantener
su estructura plana, dando como resultado una estructura con baja corrugación y
orbitales híbridos más similares a orbitales sp3. El ángulo θ entre el enlace interatómico
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δ

dSi-Si

Figura 1.1: Anillo hexagonal de siliceno, donde dSi−Si es la distancia entre primeros
vecinos y δ es el valor del buckling. Imagen extraída de [29].

y la dirección normal al plano de siliceno, como se muestra en la Figura 1.2(d), se calcula
que es de 101.73◦ [30]. Este ángulo se puede comparar con aquellos característicos para
las hibridizaciones sp2 y sp3, de θ = 90◦ y θ = 109.47◦, respectivamente.

Figura 1.2: (a) La geometría de la red de siliceno vista lateralmente. (b) La geo-
metría de la red de siliceno vista superiormente. Nótese los átomos rojos y amarillos
pertenecientes a las subredes A y B, respectivamente. (c) Primera zona de Brillouin de
siliceno y sus puntos de alta simetría. (d) El ángulo θ definido entre el enlace Si-Si y la
dirección Z normal al plano. Imagen extraída de [30].
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Resulta interesante destacar la temprana predicción teórica del siliceno y el germa-
neno a partir de cálculos de la Teoría del Funcional de la Densidad (DFT) realizados
por Takeda y Shiraishi en 1994 [31]. En este trabajo, los autores estudian la tendencia
del Si y Ge a formar estructuras aromáticas corrugadas, a diferencia del C que tiende
a formar hexágonos planos.

Takeda y Shiraishi compararon las contribuciones energéticas del potencial repulsivo
de la red, el potencial repulsivo de Hartree, el potencial atractivo núcleo-electrón, el
potencial atractivo cinético y el potencial de intercambio-correlación, a la formación de
grafeno, siliceno y germaneno, en sus formas planas y corrugadas [31]. En dicho trabajo,
concluyeron que la menor distancia interatómica en grafeno, ∼ 1.435 Å respecto de
siliceno ∼ 2.247 Å y germaneno ∼ 2.331 Å, implicaba una contribución extremada-
mente grande del potencial atractivo núcleo-electrón, lo que conllevaba que el grafeno
“preferiera” permanecer en su fase plana, a diferencia de lo que ocurriría para siliceno y
germaneno.

El término siliceno es usado por primera vez por Guzmán-Verri y Van Yoon en
2007 en un trabajo en el que proponen un modelo de la Teoría del Enlace Fuerte (tight-
binding) para describir láminas de átomos de Si similares a grafeno [32]. Curiosamente,
en ese trabajo se usa la palabra siliceno para describir a una estructura análoga a la
del grafeno, es decir, sin corrugación, pero formada por átomos de Si en vez de átomos
de C; mientras que se utiliza Si(111) para hacer referencia a la estructura corrugada
que hoy en día conocemos como siliceno.

En un trabajo pionero de 2009, Cahangirov et al. concluyeron mediante cálculos de
primeros principios de optimización estructural, modos fonónicos y dinámica molecular
de temperatura finita que un ordenamiento bidimensional tipo honeycomb con baja
corrugación, para el Si y el Ge, resultaba en una estuctura estable [33]; ver Figura 1.3.
Además, obtuvieron frecuencias imaginarias en la zona de Brillouin para los modos
fonónicos de siliceno y germaneno no corrugados, indicando su carácter inestable.

1.2.2. Síntesis experimental de siliceno

Respecto de la síntesis experimental de siliceno nos podemos remontar a 2005, año
en el que el grupo de Le Lay reportó en [34] (Leandri et al.) el crecimiento epitaxial por
haces moleculares (MBE) de nanocintas hexagonales de Si sobre Ag(110), las cuales
posteriormente fueron identificadas como siliceno [35, 36, 37, 38, 39]. Sin embargo, en
2013, Bernard et al. encontraron, usando imágenes de microscopía de efecto túnel (STM)
y difracción de rayos X de incidencia rasante (GIXD), que el crecimiento de nanocintas
de Si sobre Ag(110) induce una recontrucción superficial de fila ausente (missing row)
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Figura 1.3: Energía en función de la constante de red para las estructuras panal de
abejas 2D de Si y Ge. Las curvas de energía fueron calculadas con LDA, mediante
un potencial PAW (negro) y un pseudopotencial ultrasoft (verde) para las estructuras
planas (PL), con baja corrugación (LB) y con alta corrugación (HB). Imagen extraída
de [33].

a partir de la liberación de átomos de Ag, cuestionando los modelos estructurales
previamente propuestos que presentaban a estas nanocintas como nanocintas de siliceno
[40]. Aún más, en ese mismo año, Colonna et al. realizaron cientos de mediciones STM
de la adsorción de Si en Ag(110), cuidadosamente modificando las distintas condiciones
de medición, como el voltaje de bias, la corriente, la temperatura de la muestra y la
fracción de cubrimiento; y sugirieron que las imágenes de STM previamente reportadas,
que muestran hexágonos, son producto de efectos anómalos de la punta del microscopio
[41].

Por otro lado, en 2010, Lalmi et al. afimaron haber obtenido láminas de siliceno en
Ag(111) mediante crecimiento epitaxial utilizando imágenes de microscopía de efecto
túnel (STM) [42]. Este trabajo levantó sospechas debido a que la constante de red
reportada de (1.9 ± 0.1) Å para el supuesto compuesto hexagonal formado por átomos
de Si era muy chica en comparación con los valores de entre 2.2 Å y 2.3 Å obtenidos
a partir de cálculos DFT [33, 43, 44, 45]. En este mismo sentido, en 2012, Le Lay
et al. argumentaron que un régimen compresivo tan alto (∼ 17 %) para los enlaces
entre los átomos de Si no resultaría en una configuración energéticamente estable [46].
Sumado a esto, las topografías STM sorprendentemente no presentaban defectos en
áreas de varios centenares de nm2 [47, pág. 10]. En este mismo trabajo, Le Lay et al.
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comprobaron que esas imágenes correspondían a la superficie limpia de Ag(111) y el
origen de la confusión era una inversión de contraste generado por el efecto de una
interacción entre la punta y la muestra [46].

Finalmente, en 2012, se consiguió la síntesis de siliceno sobre Ag(111) [48, 49, 50,
51, 52], por un lado; y sobre láminas delgadas de ZrB2(0001) crecidas epitaxialmente
mediante haces moleculares (MBE) sobre obleas de Si(111) [53], por otro lado. Además,
en 2013 se obtuvo la síntesis de siliceno sobre un sustrato de Ir(111) [54] y, en 2014, se
logró sintetizar siliceno sobre un sustrato no metálico de MoS2 [55].

En particular, en 2012, Vogt et al. emplearon microscopía de efecto túnel (STM),
difracción de electrones de bajas energías (LEED), espectrocopía de fotoemisión resuelta
en ángulo (ARPES) y simulación de imágenes de STM a partir de cálculos de la Teoría
del Funcional de la Densidad (DFT) para probar de manera concluyente que la
estructura laminar de átomos de Si obtenida podía denominarse siliceno, debido al
buen grado de acuerdo de las propiedades estructurales y electrónicas medidas con
aquellas predichas teóricamente [49]. En la estructura reportada en dicho trabajo, 3 × 3
celdas unidades de siliceno coincidían de manera conmesurada con una supercelda
de 4 × 4 de Ag(111), como se ve en la Figura 1.4, dando lugar a un “patrón de flor”
(flower pattern).

En 2013, Cahangirov et al. afirmaron que no es posible atribuir las bandas lineales
observadas usando ARPES por Vogt et al. en [49] a los conos de Dirac de siliceno,
sino que debían ser atribuídas a un estado hibridizado localizado en la superficie que
emerge de la interacción entre siliceno y Ag(111) [56].

Posteriormente, la formación de la estructura (
√

3 ×
√

3)R30◦ de siliceno observada
en [51, 52, 57] sobre Ag(111) fue explicada en 2014 por Cahangirov et al. mediante un
modelo de reconstrucción basado en unidades de átomos de Si en forma de “mancuerna”
(dumbbell) [58] a partir de cálculos DFT [59].

1.2.3. Propiedades del siliceno

El siliceno suscita una particular atención debido a su compatibilidad con la
tecnología electrónica ya existente basada en silicio. En esta línea resulta relevante la
idea expuesta en 2012 por Ni et al., que consiste en proponer un modelo de transistor
de efecto de campo (FET) de siliceno con doble compuerta, capa intermedia dieléctrica
de dióxido de silicio SiO2 y una capa de nitruro de boro hexagonal (h-BN) entre la
monocapa de siliceno y el dieléctrico que actuaba como buffer, a fin de preservar
la integridad estructural y la alta movilidad electrónica (ver Figura 1.5) [60]. Otros
trabajos también propusieron FETs a partir de nanocintas de siliceno [61].
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Figura 1.4: Construcción del modelo para la estructura atómica de la capa 2D
adsorbida de Si. (a) Imagen de STM de los estados ocupados de la superficie limpia
de Ag(111). (b) Lámina de siliceno 3 × 3 sobre una supercelda de 4 × 4 de Ag(111).
(c) Modelo de siliceno sobre Ag(111). Las esferas naranjas más grandes representan
aquellos átomos de Si ubicados más arriba, los cuales adoptan la forma que muestra
la imagen STM. En la esquina inferior derecha se muestra un modelo atómico para
una monocapa de siliceno libre, con una distancia interátomica de 0.22 nm. Imagen
extraída de [49].

Figura 1.5: Modelo esquemático de transistor de efecto de campo (FET) de siliceno
con doble compuerta propuesto por Ni et al. Imagen extraída de [60].

Ampliando este aspecto, Drummond et al. mostraron en 2012, mediante cálculos de
DFT, que un campo eléctrico perpendicular al plano de siliceno es capaz de modificar el
bandgap de la estructura de bandas en el punto K de la zona de Brillouin, al contribuir
a la ruptura de la simetría entre las subredes A y B situadas a distintas alturas [45]. A
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su vez, reportaron que el bandgap se cerraba para Ez ≈ 20 mV/Å, valor para el cual
predijeron una transición de fase topológica, mientras que señalaron la inestabilidad de
la estructura para campos Ez ≥ 2.6 V/Å.

Respecto del interés que suscitan las propiedades topológicas de estos materiales,
podemos resaltar que en 2011, Liu et al. determinaron el invariante topológico Z2

[30], cuya importancia fue explicada por Kane y Mele [4], del siliceno y el germaneno
utilizando el método propuesto por Fukui y Hatsugai en 2007 [62], basado en cálculos
de primeros principios. Argumentaron que el efecto Hall de espín cuántico (QSHE)
podría ser observado a 34 K en siliceno y 277 K en germaneno, en base a la amplitud
del gap en el punto K de la estructura de bandas, temperaturas que resultarían mucho
más accesibles experimentalmente que aquellas correspondientes al minúsculo gap
en grafeno [5, 6, 7]. Además, en otro trabajo publicado en el mimso año, Liu et al.
derivaron detalladamente un Hamiltoniano efectivo de bajas energías para siliceno,
germaneno y estaneno, el cual tenía en cuenta el efecto del acoplamiento espín-órbita
[63].

A su vez, en 2012, basándose en cálculos analíticos de tight-binding, Ezawa reportó
el diagrama de fases topológicas de siliceno y germaneno en función de un campo
eléctrico perpendicular y un campo de magnetización de intercambio, reportando las
fases de aislante con efecto Hall anómalo cuántico (QAHI), metal con polarización de
valle (VPM), metal con polarización de valle marginal (M-VPM), aislante con efecto
Hall de espín cuántico (QSHI) y aislante trivial (BI) [64].

Por otra parte, también resultan de gran interés las mediciones de espectroscopía
de fotoemisión resuelta en ángulo (ARPES) realizadas en siliceno a fin de determinar
experimentalmente su estructura de bandas [65, 66].

La primera aplicación del siliceno en el mundo real se dio en 2015, cuando se demostró
su uso en un FET a temperatura ambiente [67]. Más allá de las aplicaciones electrónicas
convencionales del siliceno, también se han estudiado aplicaciones no convencionales,
como en espintrónica. La espintrónica es un nuevo campo de la electrónica que consiste
en el uso del espín, además de la carga del electrón, para representar información
binaria. Algunos dispositivos espintrónicos basados en siliceno propuestos son los filtros
de espín [68, 69] y FETs de espín [70].

1.2.4. Recomendaciones bibliográficas

Si se desea ahondar en los estudios de primeros principios y de síntesis experimental
de siliceno y siliceno funcionalizado, se recomienda consultar la revisión de la literatura
realizada por Houssa et al. [18], mientras que Chowdhury et al. se centran en las
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propiedades electrónicas, magnéticas y ópticas del siliceno [19]. Además, Zhao et al.
ofrecen una revisión extremadamente completa que cubre todos los avances teóricos
y experimentales significativos y sus aplicaciones en dispositivos [20]. Finalmente, el
libro editado por Spencer y Morishita dedicado a discutir la estructura, propiedades y
aplicaciones del siliceno, consiste en un vasto trabajo que incluye numerosos autores de
renombre y se constituye en una referencia obligatoria en el tema [71].

1.3. También germaneno y estaneno

El germaneno y el estaneno son estructuras similares al siliceno al estar también
formadas por átomos del grupo 14 de la tabla periódica, Ge y Sn, respectivamente.
Como dichos átomos son más pesados, también será mayor el efecto de la interacción
espín-órbita presente en ellos (ver Tabla 2.1), así como el ancho del gap resultante en
sus estructuras de bandas. A su vez, esto los convierte en mejores candidatos para la
detección experimental del QSHE y de transiciones de fase topológicas [72, 73, 74].

En 2014, Dávila et al. obtuvieron germaneno sobre Au(111) mediante MBE, con-
firmando su estructura con imágenes STM, patrón de LEED y espectroscopía con
radiación de sincrotrón, así como también contrastaron la estabilidad del sitema com-
pleto mediante cálculos DFT [75], mientras que Li et al. crecieron germaneno sobre
Pt(111). Al año siguiente, se mostró la capacidad de los átomos de Ge de reconstruirse
en forma de mancuerna sobre los sustratos [76], mientras que, en 2015, el estaneno
también pudo ser sintetizado por MBE [77].

1.4. Momentos magnéticos locales

La magnetización refleja la propiedad de los materiales de adquirir un campo
magnético y se puede definir, clásicamente, como el momento magnético por unidad de
volumen [78, pág. 275]. A su vez, un momento magnético local es, tal como su nombre
lo indica, aquel que se encuentra localizado espacialmente, en general alrededor de una
impureza adsorbida en una superficie.

Microscópicamente, el momento magnético es proporcional a la diferencia entre
las ocupaciones medias de los electrones con espín up y down, ⟨n↑⟩ y ⟨n↓⟩, respectiva-
mente; entonces evidentemente la condición necesaria para la existencia de momentos
magnéticos locales es que ⟨n↑⟩ ≠ ⟨n↓⟩ en el nivel de la impureza.
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Más formalmente, se puede definir al momento magnético localizado en la impureza
como

m = µe (⟨n↑⟩ − ⟨n↓⟩) , (1.1)

donde ⟨n↑⟩ y ⟨n↓⟩ son los números de ocupación electrónica con espín up y down,
respectivamente, en el nivel de la impureza; mientras que µe es el momento magnético
del electrón.

Por otro lado, el momento magnético de una partícula se define [79, pág. 340] como

µs = gs
q

2mS, (1.2)

con gs el factor g de espín y q, m y S la carga, la masa y el momento angular de espín
de la partícula, respectivamente.

Para el caso particular del electrón q = −e, m = me y S = sℏ2 ẑ, suponiendo el espín
alineado con la dirección z y donde s = ±1 de acuerdo a si el electrón tiene espín up o
down, con lo cual obtenemos

µe = −µBs, (1.3)

donde se utilizó que gs ≈ 2 y µB = eℏ
2me

es el magnetón de Bohr. Se puede apreciar que
el momento magnético de un electrón es antiparalelo al momento angular de espín.

Reemplazando la expresión anterior en (1.1), se obtiene que el momento magnético
local en el sitio de la impureza es

m = −µB (⟨n↑⟩ − ⟨n↓⟩) . (1.4)

En 1960, los resultados experimentales de Matthias [80] y de Clogston [81] mostraron
que la ocurrencia de los momentos magnéticos locales en iones magnéticos adsorbidos en
un metal no magnético era un fenómeno complejo, dependiendo tanto de la naturaleza
del metal como de la concentración del ion involucrado.

Por su parte, Friedel fue el primero en introducir un modelo fenomenológico para
explicar la formación de momentos magnéticos locales, utilizando un potencial de
impureza actuando sobre el gas de electrones libres en el metal [82]. En 1961, adaptando
las ideas de Friedel, Anderson desarrolla su modelo [83], el cual se explica brevemente
en la siguiente sección.
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1.5. Modelo de Anderson

En un trabajo pionero de 1961, Anderson plantea un sencillo modelo de tight-binding
que pretende explicar el magnetismo local en una impureza, con capas internas s y
p llenas, adsorbida en un metal [83]. Su modelo asume que si existe un momento
magnético localizado, entonces un estado φd con un cierto espín, supongamos con espín
up, estará ocupado, mientras que otro estado de la misma capa con espín opuesto, espín
down, estará vacío.

Anderson enfatiza que la condición esencial para la existencia de un momento
magnético es la repulsión de Coulomb entre electrones con distinto espín en el mismo
orbital φd, la cual viene dada por la integral de Coulomb

U =
∫

|φd(r1)|2
e2

|r1 − r2|
|φd(r2)|2 d3r1d

3r2. (1.5)

De esta manera, la energía del estado con espín up sin perturbar estará debajo
del nivel de Fermi, con un valor dado E, mientras que la energía del estado con espín
down sin perturbar se encontrará en E+U . Si se cumple que |U | > |E|, esto permitiría
que el nivel de la impureza con espín up esté ocupado, al estar debajo del nivel de
Fermi, mientras que el correspondiente con espín down estará vacío, al ubicarse por
encima del nivel de Fermi, como se puede ver en la figura 1.6. Es justamente esto lo
que provoca la formación de un momento magnético local, ya que ⟨nd↑⟩ ≠ ⟨nd↓⟩.

Vale aclarar que el modelo no considera la interacción entre electrones libres, debido
a que dichos electrones se encuentran mucho más extendidos a lo largo de la celda
unidad, por lo que estarán mucho más apantallados que aquellos más localizados en el
átomo. Por otro lado, el modelo supone que es uno sólo el estado de la impureza que
contribuye a la magnetización, aunque puede generalizarse fácilmente a un modelo de
varios niveles.

Teniendo en cuenta la repulsión Coulombiana U y despreciando la interacción entre
electrones libres, el Hamiltoniano que propone Anderson viene dado por

H = H0f +H0d +Hcorr +Hsd, (1.6)

donde H0f es la energía de los electrones libres en el metal, H0d es la energía de los
electrones en el nivel de la impureza sin perturbar, Hcorr es el término de interacción
de Coulomb y Hsd es la hibridización entre el orbital s del metal y el orbital d de la
impureza.
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Figura 1.6: Niveles de energía sin perturbar, es decir, en ausencia de hibridización
con la banda de electrones libres. Los segmentos representan deltas de Dirac en las
densidades de estados polarizadas en espín de los electrones en la impureza ρ↑ = δ(ϵ−E)
y ρ↓ = δ(ϵ− (E + U)). Imagen extraída de [83].

La expresión explícita para cada uno de estos términos en el formalismo de opera-
dores de segunda cuantización [84, cap. 2] es

H0f =
∑
k,σ

ϵkc
†
kσckσ (1.7)

H0d =
∑

σ

Ec†
dσcdσ (1.8)

Hcorr = Und↑nd↓ (1.9)
Hsd =

∑
k,σ

Vdk(c†
kσcdσ + c†

dσckσ). (1.10)

La pregunta que corresponde hacerse es, ¿cómo se modifican los niveles de energía
de la impureza sin perturbar (Figura 1.6) al agregar las interacciones causadas por el
término de hibridización? Para responder a este interrogante, se puede hacer uso de la
relación existente entre la parte retardada de la función de Green en el estado de la
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impureza GR
dd,σ y la densidad de estados en la impureza ρdσ [85, pág. 7]

ρdσ(ϵ) = − 1
π

Im(GR
dd,σ(ϵ)), (1.11)

donde la parte retardada se define a partir del siguiente límite de la función de Green
en la impureza Gdd,σ

GR
dd,σ(ϵ) = ĺım

s→0+
Gdd,σ(ϵ+ is). (1.12)

A este fin, debemos recordar que las funciones de Green Gνκ son las soluciones a
las ecuaciones diferenciales

∑
ν

(ϵ+ is−H)µνGνκ = δµκ, (1.13)

donde los índices ν, µ y κ son iguales a k o d, según si es un estado de la banda o de
la impureza, respectivamente.

Utilizando la aproximación de campo medio [86, cap. 4]

nd↑nd↓ ≈
∑

σ

ndσ ⟨nd−σ⟩ − ⟨nd↑⟩ ⟨nd↓⟩ , (1.14)

resulta sencillo hallar la parte retardada de la función de Green GR
dd,σ, a partir de la

cual se puede calcular la densidad de estados polarizada en espín.
Anderson absorbe el corrimiento del pico de la densidad de estados en el valor de

E, por lo que la expresión que obtiene para ρdσ(ϵ) es

ρdσ(ϵ) = 1
π

∆
(ϵ− Eσ)2 + ∆2 , (1.15)

donde Eσ = E + U ⟨nd,−σ⟩ y ∆ define el ancho del pico de la densidad de estados. Una
representación gráfica de estas densidades se muestra en la Figura 1.7.

En la Figura 1.7 se puede observar que el efecto de la hibridización entre el orbital
d de la impureza con el orbital s del metal es el de convertir las deltas de Dirac en
funciones con un pico de altura finita, con corrimientos respecto de las energías sin
perturbar E y E + U y de un ancho determinado ∆ ∝ V 2

dk, i.e., que es proporcional al
cuadrado de la intensidad de la hibridización del orbital de la impureza con la banda.

A continuación, recordemos que la ocupación media ⟨ndσ⟩ del estado localizado en
la impureza para el espín σ es

⟨ndσ⟩ =
∫ ϵF

−∞
ρdσ(ϵ) dϵ, (1.16)
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Figura 1.7: Densidades de estados polarizadas en espín para un caso magnético. ρ↑ y
ρ↓ poseen picos en E + U ⟨nd↓⟩ y E + U ⟨nd↑⟩, respectivamente, con un ancho de 2∆.
Los números de ocupación ⟨nd↑⟩ y ⟨nd↓⟩ se calculan a partir del área debajo de las
curvas ρd↑ y ρd↓ hasta el nivel de Fermi ϵF . Imagen extraída de [83].

la cual es justamente el área debajo de la curva de la densidad de estados polarizada
en espín ρdσ(ϵ) hasta el nivel de Fermi ϵF .

De esta manera, a fin de obtener cuándo ⟨nd↑⟩ ̸= ⟨nd↓⟩, vemos que, reemplazando
(1.15) en (1.16), se debe resolver el siguiente sistema de ecuaciones

⟨nd↑⟩ =
∫ ϵF

−∞

1
π

∆
(ϵ− E↑)2 + ∆2 dϵ

⟨nd↓⟩ =
∫ ϵF

−∞

1
π

∆
(ϵ− E↓)2 + ∆2 dϵ;

(1.17)

que a simple vista parece no revestir mayores dificultades, pero que luego de ponderarse
detenidamente se observa que, como Eσ = E + U ⟨nd,−σ⟩, el sistema de ecuaciones es
acoplado y autoconsistente.

Anderson resuelve este sistema suponiendo constante el ancho ∆ de las densidades
de estados con respecto a ϵ y grafica la región magnética en función de las variables
π∆/U en el eje horizontal y x = (ϵF − E)/U en el eje vertical, como se muestra en la
Figura 1.8. De esa forma, x = 0 indica que el nivel de Fermi coincide con el nivel de
la impureza ϵF = E, mientras que x = 1 indica que el nivel de Fermi coincide con la
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energía del segundo nivel de la impureza ϵF = E + U . Es por eso que resulta esperable
que la magnetización local pueda producirse entre estos valores de x, siendo x = 1/2 el
valor más favorable, caso en el que los niveles E y E + U se encuentran dispuestos de
manera simétrica respecto de ϵF , tal como se muestra en la Figura 1.9.

Figura 1.8: Regiones de comportamiento magnético y no-magnético para un metal
con una impureza extraída del trabajo de Anderson [83]. En el eje horizontal usó π∆/U ,
donde ∆ ∝ V 2

dk mide el ancho de los picos de las densidades de estados polarizadas en
espín, mientras que en el eje vertical usó (ϵF − E)/U .

En el eje horizontal ∆/U representa el cociente entre el ancho del estado y la inten-
sidad de la interacción Coulombiana. Cuando este cociente es pequeño, la correlación
es alta y el proceso de formación de momentos magnéticos locales se ve favorecido,
mientras que lo contrario ocurre cuando el cociente es grande.
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Figura 1.9: Gráficas de ⟨n↑⟩ y ⟨n↓⟩ (mostradas como ⟨n+⟩ y ⟨n−⟩) en función de
π/y = π∆/U para casos particulares de x = (ϵF − E)/U . (a) x = 1/4 y (b) x = 1/2.
Imagen extraída de [83].

Finalmente, Anderson concluye que la competencia entre la correlación de Coulomb
U y la interacción Vdk de la impureza con los estados de la banda del metal es el factor
determinante para establecer si va a existir magnetismo localizado en la impureza
adsorbida.

1.6. Objetivo de esta tesis

En esta tesis se propone estudiar la formación de momentos magnéticos locales
causada por la adsorción de una impureza en materiales bidimensionales corrugados que



1.6 Objetivo de esta tesis 17

poseen una red tipo panal de abejas (honeycomb), haciendo uso además de la posibilidad
de introducir una diferencia de potencial entre las subredes que conforman la estructura
mediante la aplicación de un campo eléctrico externo. Se busca identificar los dominios
magnéticos combinando el modelo de tight-binding para materiales bidimensionales con
estructura honeycomb propuesto por Kane y Mele en 2005 [3], con el modelo de adsorción
de una impureza de Anderson [83]. Se pretende comparar los resultados obtenidos con
aquellos reportados previamente por Uchoa et al. [87, 88] para adsorción de impurezas
en grafeno, que en nuestro modelo equivale al caso particular de corrugación nula e
interacción espín-órbita despreciable.

Dado que el siliceno pristino aún no ha logrado ser sintetizado sin un sustrato, los
resultados reportados en esta tesis son de naturaleza teórica. Esto sugiere una posible
dirección para futuras investigaciones, especialmente en lo referente a la formación de
momentos magnéticos locales como resultado de la adsorción de impurezas magnéticas
en siliceno depositado sobre distintos substratos, tales como Ag(111), ZrB2(0001),
Ir(111) y MoS2, entre otros.





Capítulo 2

Formación de momentos magnéticos
locales en siliceno

2.1. Objetivo

El objetivo de este capítulo es estudiar la formación de momentos magnéticos locales
en una capa pristina de siliceno que posee una impureza adsorbida en: (i) un sitio
hollow o (ii) un sitio top, considerando los efectos de la aplicación de un campo eléctrico
externo perpendicular a la capa. Se buscan extender los resultados para germaneno y
estaneno y compararlos con grafeno.

2.2. Desarrollo teórico

2.2.1. Hamiltoniano de tight-binding para siliceno

Una monocapa de siliceno, germaneno o estaneno pristina puede ser representada
mediante una estructura cristalina, como se muestra en la Fig. 2.1, que consta de:

(i) una red de Bravais hexagonal formada por los puntos Rnm = na1 +ma2, cuyos
vectores primitivos son 

a1 = a

2(3,−
√

3, 0)

a2 = a

2(3,
√

3, 0),
(2.1)

donde a es la distancia entre primeros vecinos, y

(ii) una base formada por dos átomos de Si, Ge o Sn en las posiciones (0,−a
2 , l) y

(0, a
2 ,−l), donde 2l es la altura del buckling.
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De manera equivalente, podemos considerar dos subredes de Bravais hexagonales,
A y B, generadas a partir de la traslación de cada uno de los átomos de Si, Ge o Sn
utilizando los mismos vectores primitivos. De esta manera, la subred A estará formada
por todos los átomos que se encuentren a la altura z = l, mientras que la subred B

estará constituída por aquellos posicionados en z = −l, como se muestra en la Figura
2.1.

a

a1

a2

δ3

δ1

δ2

n1

-n3

n2

-n1

n3

-n2

l

l

Figura 2.1: Vista superior (arriba) y lateral (abajo) de una monocapa de siliceno,
germaneno o estaneno. Los átomos negros componen la subred A y los blancos la
subred B. El hexágono discontinuo rojo representa la celda unidad, ai son los vectores
de red, δi son los vectores a primeros vecinos y ni son los vectores a segundos vecinos.
a es la distancia entre primeros vecinos y 2l es la altura del buckling.

En la misma Figura 2.1, se puede observar que los vectores a primeros vecinos son


δ1 = (a, 0, 2l)

δ2 =
(

−a

2 ,
√

3
2 a, 2l

)

δ3 =
(

−a

2 ,−
√

3
2 a, 2l

)
,

(2.2)
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mientras que los vectores a segundos vecinos vienen dados por


n1 = a1

n2 = a2 − a1

n3 = −a2,

(2.3)

Trabajando en el formalismo de la segunda cuantización, se puede aplicar un modelo
de enlace fuerte, más conocido como modelo de tight-binding, a una capa bidimensional
de siliceno pristino, considerando interacción hasta segundos vecinos. Para ello se utiliza
un Hamiltoniano que incluye un término de salto electrónico (hopping) a primeros
vecinos, un término de acoplamiento espín-órbita (SOC) y, además, un término que da
cuenta de la energía potencial que aporta un campo eléctrico perpendicular a la capa
de siliceno.

Dicho Hamiltoniano se puede escribir [89]

H0 = −t
∑

⟨i,j⟩,s
d†

isdjs + iλSO

3
√

3
∑

⟨⟨i,j⟩⟩,s
sνijd

†
isdjs − el

∑
i,s

µiEzd
†
isdis, (2.4)

donde ⟨i, j⟩ corre sobre todos los sitios de salto entre primeros vecinos, ⟨⟨i, j⟩⟩ corre
sobre todos los sitios de salto entre segundos vecinos y d†

is (dis) son los operadores de
creación (destrucción) de un electrón en el sitio i con espín s. En los términos donde
aparece el índice de espín, s = ±1, correspondiendo a espín ↑ o ↓, respectivamente.
Nótese que t es el parámetro de hopping a primeros vecinos, λSO es el valor del
acoplamiento espín-órbita efectivo, e es la carga del electrón, l representa la mitad
del buckling y Ez es la intensidad del campo eléctrico externo perpendicular al plano
aplicado. νij = ±1 de acuerdo a si el átomo considerado, visto desde arriba, se encuentra
a la izquierda del segmento que une al átomo i con su segundo vecino j o a la derecha,
respectivamente [3, 4, 63]; y µi = ±1 para los sitios correspondientes a las subredes A
y B, respectivamente.

Los dos primeros términos del Hamiltoniano (2.4) corresponden a aquel propuesto
por Kane y Mele en [3], desarrollado en detalle en [63], donde el término de acoplamiento
espín-órbita permite la manifestación del efecto Hall de espín cuántico (QSHE). La
adición de un término de campo eléctrico genera una diferencia de potencial debido al
desplazamiento vertical entre las subredes, lo cual permite modificar la amplitud del
bandgap e incluso producir una transición de fase topológica, pasando de un aislante
topológico a un aislante trivial [4, 90].
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Se reproduce la Tabla 2.1 extraída de [71], en la cual se comparan distintos paráme-
tros que caracterizan al hamiltanino de tight-binding empleado para grafeno, siliceno,
germaneno y estaneno. Para el caso particular de siliceno, en el Hamiltoniano (2.4),
t ∼ 1.6 eV, λSO ∼ 3.9 meV, mientras que l ∼ 0.23 Å [63].

Resulta relevante aclarar lo que ocurre al considerar un salto a segundos vecinos
entre un sitio i y un sitio j. Denotando vi y vj a los vectores que unen al átomo
intermedio entre los sitios i y j con los átomos de los sitios i y j, respectivamente,
entonces νij = ±1 en (2.4) es un valor que corresponde a la componente en la dirección
z de (vi × vj) /∥vi × vj∥ [3, 4, 63].

t (eV) vF (105 m/s) d (Å) λSO (meV) l (Å) θ (°)
Grafeno 2.8 9.8 2.46 10−3 0 90
Siliceno 1.6 5.5 3.86 3.9 0.23 101.7
Germaneno 1.3 4.6 4.02 43 0.33 106.5
Estaneno 1.3 4.9 4.70 100 0.40 107.1

Tabla 2.1: Parámetros que caracterizan al grafeno, siliceno, germaneno y estaneno. t
es la energía de hopping, vF es la velocidad de Fermi, d es el parámtero de red, λSO es
la intensidad del acoplamiento espin-órbita, l es la mitad de la altura del buckling y θ
es el ángulo entre el enlace y la dirección normal al plano. Traducida de [71, pág. 39],
la cual a su vez se basa en [63].

Se debe tener en cuenta que se desprecian las contribuciones que podrían aportar
términos de interacción de tipo Rashba [91] tanto intrínsecos, causados por el buckling
de la red de siliceno, como extrínsecos, producidos por la aplicación de un campo
eléctrico perpendicular o por la interacción de la monocapa de siliceno con un sustrato
[63]. Esto se basa en que, si consideramos la aproximación de onda larga alrededor de
los puntos K o K′ de la zona de Brillouin, el término que contiene al parámetro de
Rashba λR resulta lineal en el momento k, a diferencia del término que contiene a λSO

que es de orden cero en el momento [92]. Por ello, ambos términos serán comparables
sólo cuando la distancia al punto K o K′ sea k ∼ 2π/d (con d el parámetro de red),
con lo cual vamos a asumir que λR = 0.

Si reescribimos el Hamiltoniano en la base de las subredes A y B, obtenemos

H0 = − t
∑

⟨i,j⟩,s
a†

isbjs + h.c. + iλSO

3
√

3
∑

⟨⟨i,j⟩⟩,s
sνij

(
a†

isajs + b†
isbjs

)
− elEz

∑
i,s

(
a†

isais − b†
isbis

)
, (2.5)
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donde a†
is (ais) es el operador de creación (destrucción) en la subred A y b†

is (bis) es el
operador de creación (destrucción) en la subred B de siliceno. Teniendo en cuenta que N
es el número de celdas primitivas en la red de siliceno, se introducen las transformadas
de Fourier discretas de los operadores de creación y destrucción para cada una de las
subredes

a†
is = 1√

N

Z.B.∑
k
e−ik·Ria†

ks b†
is = 1√

N

Z.B.∑
k
e−ik·Rib†

ks

ais = 1√
N

Z.B.∑
k
eik·Riaks, bis = 1√

N

Z.B.∑
k
eik·Ribks,

(2.6)

donde las sumas en k corren sobre todos los vectores de la primera zona de Brillouin.
El Hamiltoniano H0 queda

H0 = −t
∑
k,s

ϕka
†
ksbks + h.c. +

∑
k,s

(
iλSO

3
√

3
sξk − elEz

)(
a†

ksaks − b†
ksbks

)
, (2.7)

donde ϕk y ξk son

ϕk =
3∑

i=1
eik·δi (2.8)

ξk = −2i
3∑

i=1
sen(k · ni), (2.9)

sabiendo que los vectores a primeros vecinos δi y a segundos vecinos ni vienen dados
por (2.2) y (2.3), respectivamente.

Se puede observar que la interacción espín-órbita (SOI) y el campo eléctrico externo
introducen términos diagonales en el Hamiltoniano expresado en la base vectorial que
distingue a las subredes.

Para escribir de manera más compacta al Hamiltoniano del siliceno H0 podemos
definir

∆ks = iλSO

3
√

3
sξk − elEz, (2.10)

de manera tal que

H0 = −t
∑
k,s

ϕka
†
ksbks + h.c. +

∑
k,s

∆ks

(
a†

ksaks − b†
ksbks

)
. (2.11)

Nótese que ξk es puramente imaginario, convirtiendo a ∆ks en un coeficiente
enteramente real, salvando la hermiticidad del Hamiltoniano.
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2.2.2. Base de operadores de la banda de valencia y banda de
conducción

El Hamiltoniano de tight-binding introducido en (2.11) puede ser expresado en
forma matricial, a fin de ser diagonalizado

H0 =
∑
k,s

(
a†

ks b†
ks

) ∆ks −tϕk

−tϕ∗
k −∆ks

aks

bks

 . (2.12)

De esta forma, el Hamiltoniano de tight-binding diagonalizado en la nueva base de
operadores

{
c

(−1)†
ks , c

(+1)†
ks

}
es

H0 =
∑

α=±1

∑
k,s

ϵα
ksc

α†
ksc

α
ks. (2.13)

Los autovalores ϵα
ks definen la relación de dispersión de los electrones en siliceno

con acoplamiento espín-órbita

ϵα
ks = αϵks = α

√
∆2

ks + t2|ϕk|2, (2.14)

donde α = −1 representa la banda de valencia y α = +1 la banda de conducción.
La Ecuación (2.14) es válida para una monocapa de siliceno lejos de los bordes de

dicha monocapa, es decir si consideramos una monocapa infinita. Se puede observar
que el gap entre las bandas de valencia y conducción difiere para diferentes espines,
fenómeno necesario, pero no suficiente, para que se cumpla el efecto Hall cuántico de
espín [3].

Además, escribiendo en forma polar ϕk = |ϕk|eiθ, los operadores cα†
ks que diagonalizan

la matriz son
c

(−1)†
ks = t|ϕk|√

2ϵks(ϵks + ∆ks)

[
a†

ks + e−iθ

(
ϵks + ∆ks

t|ϕk|

)
b†

ks

]

c
(+1)†
ks = t|ϕk|√

2ϵks(ϵks − ∆ks)

[
a†

ks − e−iθ

(
ϵks − ∆ks

t|ϕk|

)
b†

ks

]
.

(2.15)

Estos operadores c(−1)†
ks y c(+1)†

ks representan la creación de un electrón en la banda
de valencia con energía −ϵks y de un electrón en la banda de conducción con energía
ϵks, respectivamente.
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Inviertiendo las relaciones (2.15), encontramos las expresiones para los operadores
a†

ks y b†
ks en función de c(−1)†

ks y c(+1)†
ks

a†
ks =

∑
α

√
ϵks + α∆ks

2ϵks

cα†
ks

b†
ks =

∑
α

(−α)eiθ

√
ϵks − α∆ks

2ϵks

cα†
ks.

(2.16)

2.2.3. Modelo de Anderson en siliceno

Los posibles sitios de adsorción en siliceno son los sitios top (encima de un átomo A),
valley (encima de un átomo B), bridge (en el medio de un enlace atómico) y hollow (en
el medio de un hexágono). De estudios de Teoría del Funcional de la Densidad (DFT)
realizados para siliceno, se puede concluir que los sitios de adsorción más favorables son
los sitios hollow y top para los metales de transición Sc, Ti, V, Cr, Mn, Fe, Co, Ni, Pd,
Pt, Au [48, 93]. Para nuestro estudio, se consideran los casos de adsorción en un sitio
hollow o en un sitio top (Fig. 2.2), a una altura h con respecto a la mitad del buckling.

A fin de explicar el comportamiento magnético en el sitio de adsorción de una
impureza se utiliza el modelo de Anderson [83] (ver Sección 1.5). Se incluye la interacción
entre electrones en el sitio de la impureza teniendo en cuenta un término de repulsión
electrónica

Hf = ϵ
∑

s

f †
sfs + Un↑n↓, (2.17)

donde ϵ es la energía de un electrón en la impureza, f †
s (fs) son los operadores de

creación (destrucción) de un electrón con espín s en la impureza, ns = f †
sfs es el

operador número de ocupación en la impureza y U es el parámetro de Hubbard [94],
que caracteriza la intensidad de la interacción electrónica en los estados correspondientes
a la impureza si están doblemente ocupados. Se puede observar que este último término
es cero si el sitio está vacío o solo tiene un electrón.

La energía de un electrón ϵ en la impureza se calcula teniendo en cuenta que a la
energía de un electrón en el estado de la impureza ϵ0 se le debe sumar la interacción
con el campo eléctrico externo aplicado. La energía ϵ en la impureza es

ϵ = ϵ0 + (1 + r)elEz, (2.18)

donde se definió
r = h− l

l
. (2.19)
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h

δ3
δ1

δ2

l

l

h
l

l

Figura 2.2: Vista superior (arriba) y lateral (abajo) de la adsorción de una impureza
(azul) en un sitio hollow (izquierda) o top (derecha) de una capa de siliceno a una
altura h respecto de la mitad del buckling.

Expresando los operadores número de ocupación a partir de la desviación con
respecto a sus valores medios n↑ = ⟨n↑⟩ + ∆n↑

n↓ = ⟨n↓⟩ + ∆n↓,
(2.20)

se puede expresar el término de Hubbard utilizando la aproximación de campo medio
[86, cap. 4]

n↑n↓ = ⟨n↑⟩ ⟨n↓⟩ + ⟨n↓⟩ ∆n↑ + ⟨n↑⟩ ∆n↓ + ∆n↑∆n↓︸ ︷︷ ︸
∼0

≈
∑

s

⟨n−s⟩ns + ⟨n↑⟩ ⟨n↓⟩︸ ︷︷ ︸
cte.

. (2.21)

Este último término es constante por lo que sólo producirá una contribución diagonal
en el Hamiltoniano, modificando los autovalores de energía en una constante aditiva,
razón por la cual puede ser ignorado, quedando escrito el Hamiltoniano de la impureza
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como
Hf =

∑
s

ϵsf
†
sfs , ϵs = ϵ+ U ⟨n−s⟩ . (2.22)

En el modelo de Anderson, para modelar la interacción entre la impureza y las
bandas se utiliza un término de hibridización. Para el caso de adsorción de un átomo en
un sitio hollow, se modela la hibridización del adátomo con las subredes A y B mediante
dos intensidades distintas VA y VB, respectivamente, que representan la energía de
hopping electrónico entre el estado localizado de la impureza magnética y los estados
de los átomos de silicio de cada una de las subredes

Hhollow
V =

3∑
i=1

∑
s=↑,↓

[
VAa

†
is (δ′

iA) + VBb
†
is (δ′

iB)
]
fs + h.c., (2.23)

donde δ′
iA = −δi + [2l − (h− l)]êz y δ′

iB = δi + [−2l − (h+ l)]êz.
Es importante notar que se considera que la amplitud de la hibridización de la

impureza con los tres átomos de la subred A más cercanos es la misma, al igual que lo
que ocurre con la amplitud de la hibridización con aquellos pertenecientes a la subred
B. Esto implica que estamos suponiendo que el orbital de la impureza relevante para el
modelo es uno que respeta una simetría de tipo C3v, lo cual incluiría tanto a un orbital
tipo s, en cuyo caso sgn(VA) = sgn(VB), como a un orbital tipo f con sus lóbulos
paralelos a la monocapa de siliceno, para el cual sgn(VA) ̸= sgn(VB) [95], tal como
se muestra en la Figura 2.3. Además, se tiene en cuenta que las magnitudes de las
amplitudes VA y VB pueden ser distintas, a diferencia de lo que ocurre en grafeno [95],
debido a que las distancias entre el adátomo y los átomos más cercanos de las subredes
A y B serán diferentes a causa del buckling (Fig. 2.2).

También es relevante aclarar que se va a trabajar bajo la aproximación de que la
adsorción de la impureza no produce una deformación local de la red lo suficientemente
significativa como para afectar al Hamiltoniano (2.5).

Aplicando una transformada de Fourier discreta a los operadores de creación y de
destrucción correpondientes a cada una de las subredes, Hhollow

V queda escrito como

Hhollow
V = 1√

N

∑
k,s

[
VAϕ

∗
ka

†
ks + VBϕkb

†
ks

]
fs + h.c. (2.24)

Llamando η al cociente de las hibridizaciones VB/VA, podemos escribir que VA = V

y VB = ηV , con lo cual

Hhollow
V = V√

N

∑
k,s

[
ϕ∗

ka
†
ks + ηϕkb

†
ks

]
fs + h.c. (2.25)
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Figura 2.3: Orbitales invariantes bajo simetría C3v para átomos adsorbidos en un
sitio hollow de grafeno. A la izquierda: orbitales de tipo s, con momento angular cero
(m = 0); a la derecha: orbitales de tipo f con sus lóbulos paralelos al plano (m = ±3).
En ambos casos, los átomos adsorbidos hibridizan de igual manera con los átomos de
la misma subred. Imagen extraída del trabajo de Uchoa et al. [95].

Por otro lado, para el caso de adsorción de una impureza magnética en sitio top
de la subred superior A a una altura h con respecto a la mitad del buckling, como se
observa en la Figura 2.2, consideramos un orbital que no es necesario que posea ningún
tipo particular de simetría, el cual hibridiza con un solo átomo de la subred A con una
intensidad V

Htop
V =

∑
s

V
[
a†

0s(δ′
0A)fs + f †

sa0s(δ′
0A)
]
, (2.26)

donde (δ′
0A) = −(h− l)êz.

Este Hamiltoniano de hibridización Htop
V puede ser expresado en el espacio de

momentos como
Htop

V = V√
N

∑
k,s

a†
ksfs + h.c. (2.27)

Además, utilizando (2.16), podemos expresar las hibridizaciones de la impureza con
el plano de siliceno en función de los operadores de segunda cuantización de la banda
de valencia y de conducción

Hhollow
V = V√

N

∑
αks

Θhollow
αks cα†

ksfs + h.c. (2.28)

Htop
V = V√

N

∑
αks

Θtop
αksc

α†
ksfs + h.c. (2.29)
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donde Θαks es una generalización de las fases de tight-binding para grafeno, definidas
en la Ecuación (5) de [88]

Θhollow
αks =

√
ϵks + α∆ks

2ϵks

ϕ∗
k − αη

√
ϵks − α∆ks

2ϵks

ϕ2
k

|ϕk|
(2.30)

Θtop
αks =

√
ϵks + α∆ks

2ϵks

, (2.31)

De este modo, teniendo en cuenta el Hamiltoniano de tight-binding (2.11), el de
la impureza (2.22) y el de hibridización para cada uno de los casos (2.25) y (2.27), el
Hamiltoniano completo en el espacio de momentos se puede escribir de la siguiente
manera

H =
∑
αks

ϵα
ksc

α†
ksc

α
ks +

∑
s

ϵsf
†
sfs + V√

N

∑
αks

Θαksc
α†
ksfs + h.c. (2.32)

donde Θαks = Θhollow
αks —Ecuación (2.30)— para adsorción en sitio hollow y Θαks = Θtop

αks

—Ecuación (2.31)— para el caso top.

2.2.4. Planteo del problema

Recordemos que el objetivo es estudiar los momentos magnéticos localizados en la
impureza (ver Sección 1.4 y Ecuación 1.4)

m = −µB (⟨n↑⟩ − ⟨n↓⟩) . (2.33)

Para conocer m se deben calcular los números de ocupación ⟨ns⟩ de los electrones
con espín s en el sitio de la impureza. Para ello se integra la densidad local de estados en
la impureza ρs desde −D, donde D es el ancho de banda que sirve como una magnitud
de corte de la energía (cutoff ) [87], hasta la energía de Fermi µ

⟨ns⟩ =
∫ µ

−D
ρs(ω) dω. (2.34)

La densidad local de estados en la impureza puede ser obtenida a partir del elemento
de matriz de la función de Green retardada en el nivel de la impureza [85, pág. 7]

ρs(ω) = − 1
π

Im(GR
ff,s(ω)), (2.35)



30 Formación de momentos magnéticos locales en siliceno

donde la parte retardada se define como

GR
ff,s(ω) = ĺım

ζ→0+
Gff,s(ω + iζ) (2.36)

Se debe recordar que la función de Green G(z) es una solución a la ecuación
diferencial no-homogénea (z −H)G(z) = I. El elemento Gff,s(z) = ⟨fs|G |fs⟩ (z) de
la función G(z) se encuentra de la manera más sencilla a partir de la resolución del
sistema de ecuaciones ⟨fs| [z −H]G |fs⟩ = ⟨fs|fs⟩ = 1

⟨cα
ks| [z −H]G |fs⟩ = ⟨cα

ks|fs⟩ = 0.
(2.37)

La evaluación de cada una de estas ecuaciones arroja
(z − ϵs) ⟨fs|G |fs⟩ −

∑
αk

V√
N

Θ∗
αks ⟨cα

ks|G |fs⟩ = 1

(z − αϵks) ⟨cα
ks|G |fs⟩ − V√

N
Θαks ⟨fs|G |fs⟩ = 0.

(2.38)

Resolviendo para Gff,s(z) y expresando en términos de la autoenergía, recuperamos
la ecuación de Dyson [96, pág. 86]

Gff,s(z) = 1
z − ϵs − Σff,s(z)

, (2.39)

donde, en el denominador, la corrección al propagador libre G0
ff,s(z) = (z − ϵs)−1 es la

autoenergía Σff,s(z), la cual toma la forma

Σff,s(z) = V 2

N

∑
αk

|Θαks|2

z − αϵks

. (2.40)

En la Ecuación (2.40), |Θαks|2 en el caso hollow cumple

|Θhollow
αks |2 = |ϕk|2

2

{
(1 + η2) + 1

αϵks

[
(1 − η2)∆ks − ηt

(ϕ3
k + ϕ∗3

k )
|ϕk|2

]}
; (2.41)

mientras que en el caso top

|Θtop
αks|2 = 1

2

(
1 + ∆ks

αϵks

)
. (2.42)
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Podemos observar que, si en la Ecuación (2.41) hacemos η = 0, recuperamos la
misma expresión que en (2.42) pero con un factor multiplicativo de |ϕk|2, lo que ocurre
debido a la diferencia horizontal entre las posiciones de los sitios de adsorción.

Nótese que la expresión (2.39) para Gff,s contiene a la energía ϵs, la cual en su
definición (2.22) incluye al valor medio del número de ocupación con espín opuesto
⟨n−s⟩. Por ello, para calcular el número de ocupación ⟨n↑⟩ (⟨n↓⟩), dado por (2.34),
necesitamos la densidad de estados ρ↑ (ρ↓), en cuya definición (2.35) se observa su
dependencia de la función de Green Gff,↑ (Gff,↓). A su vez, por (2.40), esta última
depende del número de ocupación de los electrones con espín opuesto ⟨n↓⟩ (⟨n↑⟩) a
través de ϵ↑ (ϵ↓). De esta manera, queda claro que para conocer ⟨n↑⟩ se debe conocer a
⟨n↓⟩ y viceversa, generándose una recursividad entre los números de ocupación, la cual
se esquematiza en la figura 2.4.

⟨n↑⟩ =
∫ µ

−D

ρ↑(ω) dω

ρ↑(ω) = − 1
π Im[GR

ff,↑(ω)]

GR
ff,↑(ω) = lim

ζ→0+

1

ω + iζ − ϵ↑ − ΣR
ff,↑

ϵ↑ = ϵ0 + (1 + r)elEz + U⟨n↓⟩

⟨n↓⟩ =
∫ µ

−D

ρ↓(ω) dω

ρ↓(ω) = − 1
π Im[GR

ff,↓(ω)]

GR
ff,↓(ω) = lim

ζ→0+

1

ω + iζ − ϵ↓ − ΣR
ff,↓

ϵ↓ = ϵ0 + (1 + r)elEz + U⟨n↑⟩

Figura 2.4: Recursividad de los números de ocupación de los electrones en la impureza.
Las relaciones correspondientes a espín ↑ y ↓ se muestran en rojo y azul, respectivamente.
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2.2.5. Propagador y diagramas de Feynman

Otra manera instructiva, aunque más laboriosa, de encontrar Gff,s, es utilizando el
formalismo de teoría cuántica de campos. En este caso, se puede pensar a la función
de Green como un propagador de dos puntos

Gff,s(t) = −i ⟨T [fs(t)f †
s (0)]⟩ , (2.43)

donde T representa el operador de ordenamiento temporal.
La solución formal para este propagador es conocida como ecuación de Dyson [96,

pág. 86] y se escribe en términos del propagador libre G0
ff,s, es decir, aquel para cuyo

cálculo se considera el Hamiltoniano no interactuante, y la autoenergía Σff,s, la cual
representa la contribución de las hibridizaciones a la energía de un electrón con espín s
que ocupa el sitio de la impureza

Gff,s = 1
[G0

ff,s]−1 + Σff,s

. (2.44)

En teoría de perturbaciones, el propagador se puede encontrar sumando todos
los diagramas de Feynman conexos con dos piernas externas. De manera similar, la
autoenergía se puede considerar como la suma de todos los diagramas de Feynman
irreducibles amputados [97, pág. 296]. Vale aclarar que un diagrama irreducible es aquel
diagrama conexo que no puede ser desconectado cortando a través de un segmento
interno de propagador libre.

A fin de conocer cuáles son los diagramas de Feynman irreducibles para el sistema,
podemos considerar la expansión perturbativa del propagador, siendo el Hamiltoniano
de interacción HV aquel compuesto por todos los términos de hibridización —Ecuación
(2.25)— mientras que se considera que los términos restantes pertenecen al Hamiltoniano
sin perturbar H −HV .

De esta manera, vemos que el Hamiltoniano de interacción consta de 2 términos (4
si explicitamos la sumatoria en α), lo que implica que la expansión de ⟨T [fs(t)f †

s (0)]⟩
en la constante V√

N
constará de 2 términos a primer orden, 4 términos a segundo orden,
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8 términos a tercer orden y así sucesivamente

G
(0)
ff,s = −i ⟨T [fs(t)f †

s (0)]⟩0 (2.45)

G
(1)
ff,s = V√

N
(−i)

{
⟨T
[
fs(t)

∑
α1k1s1

Θα1k1s1c
α1†
k1s1

(t1)fs1(t1)f †
s (0)

]
⟩0

+ ⟨T [fs(t)
∑

α1k1s1

Θ∗
α1k1s1f

†
s1(t1)cα1

k1s1
(t1)f †

s (0)]⟩0

}
(2.46)

G
(2)
ff,s = 1

2!

(
V√
N

)2

(−i)
{

⟨T
[
fs(t)

∑
α2k2s2

Θα2k2s2c
α2†
k2s2

(t2)fs2(t2)×

... ×
∑

α1k1s1

Θα1k1s1c
α1†
k1s1

(t1)fs1(t1)f †
s (0)

]
⟩0 + · · ·

}
(2.47)

G
(n)
ff,s = 1

n!

(
V√
N

)n

(−i)
{

⟨T
[
fs(t)

n∏
i=1

∑
αikisi

Θαikisi
cαi†

kisi
(ti)fsi

(ti)f †
s (0)

]
⟩0 + · · ·

}
.

(2.48)

Teniendo en cuenta el Teorema de Wick [96, pág. 76], una manera sencilla de
abordar esta tarea es utilizar diagramas de Feynman de modo que se pueda visualizar
fácilmente cuáles son los términos distintos de cero que contribuyen a la expansión.
Utilizaremos un punto para representar cada coordenada temporal y un segmento,
llamado “pierna”, para representar a cada operador. La unión de dos puntos mediante
un segmento representa una función de Green libre, como se muestra en la Figura
2.5, la cual corresponde al caso particular del término de orden 0 de la expansión
perturbativa de Gff,s(t), que resulta ser el propagador libre G0

ff,s(t).

f†
s (0)fs(t)

G0
ff,s(t− 0)

Figura 2.5: Formación del diagrama de Feynman correspondiente al propagador libre
de la impureza G0

ff,s(t) = −i⟨T [fs(t)f †
s (0)]⟩ a partir de los operadores fs(t) y f †

s (0).

Cada vez que aparece una interacción se agrega un vértice, que consta de un punto
correspondiente a un tiempo intermedio ti, una pierna continua representando a un
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operador de la impureza y una pierna discontinua (punteada) representando a un
operador de la banda de conducción (valencia).

+

Figura 2.6: Elementos correspondientes al primer orden de la expansión perturbativa
de Gff,s. Los segmentos representan: operadores de la impureza (continuos negros),
operadores de la banda de conducción (discontinuos rojos) y operadores de la banda de
valencia (punteados azules). Resulta imposible unir las piernas para armar un diagrama
de Feynman de primer orden en cualquiera de los términos.

En las Figuras 2.6, 2.7, 2.8 y 2.9 se puede observar lo que ocurre a primer, segundo y
cuarto orden. Mirando los elementos que aparecen a primer orden en la Figura 2.6, nos
damos cuenta que aparece un número de operadores impar, tanto de impureza como
de banda, por lo que resulta imposible formar diagramas de Feynman que representen
un estado final idéntico al estado inicial. Generalizando este razonamiento para todo
orden impar, se evidencia que sólo pueden ser distintos de cero los términos de orden
par.

G0
ff,s(t− t2)G

0
(+)(+),s(t2 − t1)G

0
ff,s(t1 − 0) G0

ff,s(t− t2)G
0
(−)(−),s(t2 − t1)G

0
ff,s(t1 − 0)

+

+

Figura 2.7: Formación de los dos diagramas de Feynman irreducibles a segundo orden.
(+) representa a la banda de conducción y (−) a la banda de valencia.

A segundo orden, se observa en la Figura 2.7 que existen sólo dos diagramas de
Feynamn posibles. Es importante tener en cuenta que, al considerarse temperatura
nula, el estado fundamental viene dado por la existencia de dos electrones en la banda
de valencia (−) y ninguno en la banda de conducción (+), |ψ0⟩ = |(−) :↑↓ ; (+) : 0⟩.
Las piernas que representan a los operadores de las distintas bandas no pueden
unirse debido a que la aplicación sucesiva de un operador de destrucción de un
electrón en la banda de valencia c(−)

ks y de uno de creación en la banda de conducción
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c
(+)†
ks representa un proceso de excitación del sistema, lo cual hace que el término

“cruzado” ⟨T
[
fs(t)c(+)†

ks (t2)fs(t2)f †
s (t1)c(−)

ks (t1)f †
s (0)

]
⟩0 y su complejo conjugado sean

necesariamente nulos, como se ve en la Figura 2.8.

Figura 2.8: Elementos correspondientes al término cruzado de segundo orden de la
expansión perturbativa de Gff,s. Resulta imposible unir las piernas para armar un
diagrama de Feynman para el término “cruzado” de segundo orden.

A cuarto orden, como se ve en la Figura 2.9, se da una situación similar a la de la
Figura 2.7, pero en este orden los diagramas son reducibles debido a que pueden ser
“cortados” por el segmento negro que representa al propagador libre G0

ff,s.

G0
ff,s(t− t4)G

0
(+)(+),s(t4 − t3)G

0
ff,s(t3 − t2)G

0
(+)(+),s(t2 − t1)G

0
ff,s(t1 − 0)

Figura 2.9: Diagrama de Feynman correspondiente a la perturbación de cuarto orden
de la banda de conducción. El diagrama resultante es reducible porque se puede “cortar”
por el segmento que representa al propagador libre G0

ff,s(t3 − t2).

De manera análoga, podemos convencernos de que la misma situación ocurrirá a
órdenes pares superiores, por lo que los únicos diagramas de Feynman irreducibles
serán aquellos que aparecen a segundo orden, siendo éstos los únicos que, amputándoles
sus piernas externas, contribuirán a la autoenergía, la cual consecuentemente será

Σff,s(ω) = V 2

N

∑
αk

|Θαks|2G0
αα,s(k, ω). (2.49)
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De la Ecuación (2.49) vemos que para obtener la autoenergía se debe calcular
G0

αα,s(k, ω). Para ello, se puede calcular G0
αα,s(k, t) y aplicarle una transformada de

Fourier para expresarlo en términos de energías complejas y, posteriormente, reem-
plazarlo en la expresión (2.49) de la autoenergía. A continuación se detalla el cálculo
del propagador libre G0

αα,s(k, t), teniendo en cuenta que H(t) denota a la función de
Heaviside

G0
αα,s(k, t) = −i⟨T [cα

ks(t)c
α†
ks(0)]⟩0

= −iH(t)⟨cα
ks(t)a

α†
ks(0)⟩0 + iH(−t)⟨cα†

ks(0)cα
ks(t)⟩0

= −iH(t) ⟨ψ0| ⟨eiH0tcα
kse

−iH0tcα†
ks⟩ |ψ0⟩

+ iH(−t) ⟨ψ0| ⟨cα†
kse

iH0tcα
kse

−iH0t⟩ |ψ0⟩ . (2.50)

Como dijimos previamente, el estado fundamental |ψ0⟩ consta de la banda de
valencia (−) poblada por dos electrones de distinto espín y la banda de conducción (+)
vacía, es decir, |ψ0⟩ = |(−) :↑↓; (+) : 0⟩. Se puede observar claramente el efecto de la
aplicación de los operadores cα†

ks y cα
ks sobre el estado fundamental

cα†
ks |ψ0⟩ = δα(+) |(−) :↑↓ ; (+) : s⟩ (2.51)

cα
ks |ψ0⟩ = δα(−) |(−) : −s ; (+) : 0⟩ , (2.52)

donde δα(+) y δα(−) denotan deltas de Kronecker, con lo cual

G0
αα,s(k, t) = −iδα(+) H(t)e−iϵkst + iδα(−) H(−t)eiϵkst. (2.53)

Transformando en Fourier,

G0
aa,s(k, ω) =

∫ +∞

−∞
G0

aa,s(k, t)eiωt dt

= −iδα(+)

∫ +∞

−∞
H(t)ei(ω−ϵks)t dt+ iδα(−)

∫ +∞

−∞
H(−t)ei(ω+ϵks)t dt

= −iδα(+)
i

ω + i0+ − ϵks

+ iδα(−)
−i

ω − i0+ + ϵks

.

De esta manera, el resultado que se obtiene para G0
αα,s(z) es

G0
αα,s(k, z) =

∑
α′

δαα′

z − α′ϵks

= 1
z − αϵks

. (2.54)
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Finalmente, reemplazando en (2.49), recuperamos el resultado previamente obtenido
en (2.40).

2.2.6. Densidad de estados en la impureza

Para calcular la densidad de estados nos interesa calcular la parte retardada de la
función de Green, y para ello, se debe calcular la autoenergía retardada (2.40)

ΣR
ff,s(ω) = ĺım

ζ→0+

V 2

N

∑
αk

|Θαks|2

ω + iζ − αϵks

=V
2

N

∑
αk

|Θαks|2
[

ĺım
ζ→0+

ω − αϵks

(ω − αϵks)2 + ζ2
− i ĺım

ζ→0+

ζ

(ω − αϵks)2 + ζ2

]
.

Calculando los límites para la parte real e imaginaria obtenemos

ΣR
ff,s = V 2

N

∑
αk

|Θαks|2
[
V.P.

( 1
ω − αϵks

)
− iπ δ(ω − αϵks)

]
, (2.55)

donde V.P.(x) representa el valor principal de Cauchy, mientras que para la parte
imaginaria se utilizó que una función Lorentziana L(x) = 1

π
ζ

x2+ζ2 representa una función
delta de Dirac δ(x) en el límite ζ → 0+ [98, pág. 77].

A partir de este punto, resulta conveniente aclarar que, para simplificar la notación,
escribiremos a la autoenergía retardada ΣR

ff,s simplemente como Σs, haciendo referencia
a ella directamente con el nombre de autoenergía.

Se sigue que las partes real e imaginaria de la autoenergía son

Re Σs = V 2

N

∑
αk

|Θαks|2 V.P.
( 1
ω − αϵks

)
(2.56)

Im Σs = −V 2

N
π
∑
αk

|Θαks|2 δ(ω − αϵks). (2.57)

Teniendo en cuenta la expresión de Gff,s(z) en términos de la autoenergía (2.39), po-
demos calcular GR

ff,s(ω) = ĺımζ→0+ Gff,s(ω+ iζ), a fin de introducir su parte imaginaria
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en la densidad local de estados

GR
ff,s(ω) = ĺım

ζ→0+

1
ω + iζ − ϵs − Σs

= ĺım
ζ→0+

ω − ϵs − Re Σs

(ω − ϵs − Re Σs)2 + (ζ − Im Σs)2

− i ĺım
ζ→0+

ζ − Im Σs

(ω − ϵs − Re Σs)2 + (ζ − Im Σs)2 .

Calculando los límites para la parte real e imaginaria obtenemos

GR
ff,s(ω) = ω − ϵs − Re Σs

(ω − ϵs − Re Σs)2 + Im2 Σs

+ i
Im Σs

(ω − ϵs − Re Σs)2 + Im2 Σs

.

De esta manera, tomando la parte imaginaria de la expresión anterior y sustituyendo
en la densidad de estados en la impureza (2.35)

ρs(ω) = − 1
π

Im Σs

(ωZ−1
s (ω) − ϵs)2 + Im2 Σs

, (2.58)

donde se define el residuo de cuasipartícula [87] como

Z−1
s (ω) = 1 − Re Σs(ω)

ω
. (2.59)

Reemplazando ρs(ω), dada por (2.58), en la expresión para el número de ocupación
(2.34), podemos condensar la recursividad de los números de ocupación (Fig. 2.4) en
un sistema autoconsistente de dos ecuaciones acopladas


⟨n↑⟩ = − 1

π

∫ µ

−D

Im Σ↑

[ω − (ϵ0 + (1 + r)elEz + U ⟨n↓⟩) − Re Σ↑]2 + Im2 Σ↑
dω

⟨n↓⟩ = − 1
π

∫ µ

−D

Im Σ↓

[ω − (ϵ0 + (1 + r)elEz + U ⟨n↑⟩) − Re Σ↓]2 + Im2 Σ↓
dω,

(2.60)

donde D es el ancho de banda.
Este sistema de ecuaciones puede ser tratado numéricamente, trabajando previa-

mente las expresiones (2.56) y (2.57) para Re Σs y Im Σs, respectivamente.
Cabe destacar que la densidad de estados (2.58) es de particular relevancia ya que

puede ser obtenida de manera directa en experimentos de microscopía de efecto túnel
(STM) [99, 100, 101].
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2.2.7. Efectos de la autoenergía sobre la densidad de estados

Se puede mostrar mediante un procedimiento análogo al desarrollado en la sección
2.2.6, que a partir de la parte retardada del propagador libre

G 0,R
ff,s = ĺım

ζ→0+

1
ω + iζ − ϵs

; (2.61)

esto es, considerando Σs = 0, la densidad de estados que se obtiene toma la forma de
una delta de Dirac centrada en ω = ϵs, a saber,

ρ0
s(ω) = δ(ω − ϵs). (2.62)

A su vez, sabiendo que Im Σs(ω) < 0 ∀ ω, si consideramos el siguiente límite por
izquierda de (2.58)

ĺım
Im Σs→0−

ρs(ω) = δ(ω − ϵs − Re Σs(ω)), (2.63)

obtendremos una delta de Dirac centrada en ω = ϵs + Re Σs, por lo que se evidencia
que la parte real de la autoenergía provee un shift (corrimiento) en la densidad de
estados.

Por la propiedad de la composición de la función delta de Dirac δ(ω) con una
función continuamente diferenciable f(ω), esto es, que

δ(f(ω)) =
∑

i

δ(ω − ωi)
|f ′(ωi)|

, (2.64)

donde ωi son todas las raíces reales que se suponen simples de f(ω) [98, pág 79], se
deduce que

ĺım
Im Σs→0−

ρs(ω) = δ(ω − ϵs − Re Σs(ω)) = Z0,s δ(ω − ω0,s), (2.65)

donde Z0,s es el conocido factor de renormalización de la densidad de estados [96, pág.
127], que viene dado por

Z0,s =
∣∣∣∣∣1 − ∂ Re Σs

∂ω
(ω0,s)

∣∣∣∣∣
−1

, (2.66)

mientras que ω0,s son los valores de energía que determinan la posición de los picos de
ρs(ω), los cuales son las raíces de fs(ω) = ω − ϵs − Re Σs(ω) para cada espín, es decir,
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surgen de resolver la ecuación

ω0,s − [ϵ0 + (1 + r)elEz + U ⟨n−s⟩] − Re Σs(ω0,s) = 0. (2.67)

El mencionado factor de renormalización de la densidad de estados Z−1
0,s puede ser

recuperado de (2.59), expandiendo Z−1
s (ω) en una serie de Taylor a primer orden y

evaluándola en ω0,s

Z−1
s (ω) ≈ 1 − Re Σs(ω0,s)

ω0,s

+
(

Re Σs(ω0,s)
ω0,s

2 − 1
ω0,s

∂ Re Σs

∂ω
(ω0,s)

)
ω

Z−1
s (ω0,s) ≈ 1 − ∂ Re Σs

∂ω
(ω0,s) = Z−1

0,s . (2.68)

Por otra parte, se observa que a medida que Im Σs se va alejando de cero, la densidad
de estados (2.58) deja de ser una delta de Dirac centrada en ω0,s = ϵs + Re Σs(ω0,s),
pasando a tomar un valor finito máximo para dicho valor de ω, es decir, formándose
un pico y produciéndose también un ensanchamiento (broadening) de la densidad de
estados en la impureza alrededor de este centro.

Además, la parte imaginaria de la autoenergía puede ser relacionada con la vida
media de cuasipartícula. Para expresar GR

ff,s(ω) en función de t debemos transformar
en Fourier

GR
ff,s(t) = 1

2π

∫ +∞

−∞
ĺım

ζ→0+

1
ω + iζ − ϵs − Σs

e−iωt dω.

Sabemos que e−iωt = e−i(Re Σs(ω)+i Im Σs(ω))t = e−i Re Σs(ω)teIm Σs(ω)t, y como considera-
mos la parte retardada, t > 0, entonces eIm Σs(ω)t → 0 para Im Σs(ω) → −∞. Por ello,
podemos asegurar que la integral anterior será igual a aquella que se realice sobre un
contorno C en el plano complejo de ω, que consista del eje real de −∞ a +∞ y de un
semicírculo en el infinito de la parte inferior del semiplano complejo (ver Figura 2.10)

GR
ff,s(t) = ĺım

ζ→0+

1
2π

∮
C

1
ω + iζ − ϵs − Σs

e−iωt dω.

Para resolver esta integral, a partir del conocimiento de que el único polo del
integrando para cada espín s es ω0,s = ϵs + Re Σs(ω0,s) + i(Im Σs(ω0,s) − ζ) y este
queda encerrado por el contorno de integración, se puede hacer uso del teorema de los
residuos [103, pág 256] ∮

C
f(ω) dω = 2πi

∑
k

Res(f, ωk), (2.69)
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Figura 2.10: Contorno de integración alrededor del polo en el plano complejo ω.
Extraído de [102, pág. 198].

donde ωk son todas las singularidades de f(ω) que encierra la curva cerrada simple C.
En este caso, al tener un polo simple Res(f, ω0,s) = ĺımω→ω0,s(ω − ω0,s) e−iωt

ω−ω0,s
=

e−iω0,st, con lo cual finalmente, al calcular el límite para ζ → 0+ se obtiene

GR
ff,s(t) = −iH(t)e−i(ϵs+Re Σs(ω))teIm Σs(ω)t, (2.70)

donde el signo negativo surge de haber recorrido C en sentido horario y H(t) asegura
que t > 0. Como se sabe que Im Σs(ω) < 0 ∀ ω, entonces eIm Σs(ω)t es una exponencial
decreciente, lo que indica que podemos definir un tiempo característico τ para los
estados hibridizados de espín up y espín down, conocido como el tiempo de vida de
cuasipartícula [102, pág. 198],

τs = − 1
2 Im Σs(ω0,s)

. (2.71)

2.2.8. Aproximación de onda larga

Para realizar un estudio más detallado, podemos realizar una expansión en serie de
Taylor a primer orden alrededor del punto K = 2π

3a

(
1, 1√

3

)
de la zona de Brillouin del

espacio recíproco, la cual consiste en considerar vectores de onda q cercanos a K. Si
escribimos a q como q = K + k, podemos decir que la desviación k es un vector de
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escasa magnitud. De esta manera,

ϕk =
3∑

i=1
eiq·δi =

3∑
i=1

eiK·δieik·δi

≈
3∑

i=1
eiK·δi(1 + ik · δi)

≈ −3
4a
[(√

3kx + ky

)
+ i
(
kx −

√
3ky

)]
.

Si a partir de la expresión anterior calculamos el módulo, vemos que

|ϕk| ≈ 3
2ak = ℏvF

t
k, (2.72)

donde se utiliza que la velocidad de Fermi es vF = 3
2

at
ℏ .

Además, podemos expresar ϕk en su forma polar |ϕk|eiθ a fin de reescribir

ϕk
3 + ϕ∗

k
3 = 2|ϕk|3 cos(3θ). (2.73)

Análogamente, se puede aproximar ξk alrededor del punto K

ξk = −2i
3∑

i=1
sen(k · ni) = −2i

3∑
i=1

sen(K · ni + q · ni)

≈ −2i
3∑

i=1
sen(K · ni) + cos(K · ni)q · ni

ξk ≈ −3
√

3i. (2.74)

Utilizando (2.72) y (2.74), La relación de dispersión (2.14) cerca del punto K en la
zona de Brillouin (ver Figura 2.11) se puede aproximar como

ϵα
ks ≈ α

√
∆2

s + ℏ2v2
Fk

2 = α
√

(λSOs− elEz)2 + ℏ2v2
Fk

2, (2.75)

definiendo a la aproximación de ∆ks (2.10) como ∆s

∆s = λSOs− elEz. (2.76)

En el punto K, el bandgap de 2|∆s| convierte al siliceno en un semiconductor, en
contraste con lo que ocurre en grafeno, para el cual la interacción espín-órbita es muy
pequeña (λSO ∼ 10−3 meV), con lo cual ϵα

ks ≈ αℏvFk, pudiéndoselo considerar como un
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Figura 2.11: Relación de dispersión en la aproximación de onda larga para grafeno y
estaneno, donde eEz = 0.5 eV/Å, utilizando para t, λSO y l los valores de la Tabla 2.1.
La banda de conducción se indica con (+) y la banda de valencia con (−).

semimetal. Además se puede ver que el ancho del bandgap depende de manera explícita
del momento magnético de espín, siendo más grande para espín ↓ que para espín ↑.

De esta manera, reemplazando (2.72), (2.73), (2.74) y (2.75) en la expresión (2.41)
y utilizando la definición (2.76), se llega a

|Θhollow
αks |2 ≈ ℏ2v2

Fk
2

2t2
{

(1 + η2) + 1
αϵks

[
(1 − η2)∆s − 2ℏvFkη cos(3θ)

]}
. (2.77)

De forma similar, para el caso top, reemplazando (2.74) y (2.75) en (2.42) y usando
(2.76), se obtiene

|Θtop
αks|2 ≈ 1

2

(
1 + ∆s

αϵks

)
. (2.78)

2.2.9. Aproximación de la parte real de la autoenergía

Si seguimos trabajando en la aproximación de onda larga, sustituyendo |Θhollow
αks |2,

dada por (2.77), en la parte real de la autoenergía (2.56), obtenemos

Re Σhollow
s ≈ V 2

2N
ℏ2v2

F

t2
∑
αk
k2
{

(1 + η2)

+ 1
αϵks

[
(1 − η2)∆s − 2ℏvFkη cos(3θ)

]}
V.P.

( 1
ω − αϵks

)
.
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Como consideramos un área grande para la monocapa de siliceno, los estados
corespondientes a cada partícula en el espacio recíproco se encuentran muy cercanos
entre sí, por lo que podemos aproximar las sumatorias en k como integrales ∑k →∫∫ A

(2π)2 dkx dky, lo cual expresado en coordenadas polares nos queda
∫∫ A

(2π)2k dk dθ.
Resulta necesario definir una energía de corte D = ℏvfkc, donde kc es el cutoff de
momento.

De esta forma, la parte real de la autoenergía se puede escribir

Re Σhollow
s ≈ V 2

2N
ℏ2v2

F

t2
A

(2π)2

∑
α

{
(1 + η2) V.P.

[∫ D/ℏvF

0

1
ω − αϵks

k3 dk

] ∫ 2π

0
dθ

+ (1 − η2)∆s V.P.
[∫ D/ℏvF

0

1
ω − αϵks

k3

αϵks

dk

] ∫ 2π

0
dθ

− 2ℏvFηV.P.
[∫ D/ℏvF

0

1
ω − αϵks

k4

αϵks

dk

] ∫ 2π

0
cos(3θ) dθ︸ ︷︷ ︸

=0

}

≈ V 2

2N
ℏ2v2

F

t2
A

2π
∑

α

{
(1 + η2) V.P.

[∫ D/ℏvF

0

1
ω − αϵks

k3 dk

]

+ (1 − η2)∆s V.P.
[∫ D/ℏvF

0

1
ω − αϵks

k3

αϵks

dk

]}
.

Nótese que el integrando posee una singularidad para ω > 0 en el caso de la banda
de conducción α = +1 y para ω < 0 en el caso de la banda de valencia α = −1. El
valor principal cumple un rol importante debido a que, al considerar simétricamente el
límite alrededor de esta singularidad ks =

√
∆s

2−ω2

ℏvF
, define las integrales de manera

que se evita esta divergencia. Por ejemplo, en el caso de la primera integral,

V.P.
[∫ D/ℏvF

0

1
ω − αϵks

k3 dk

]
= ĺım

ζ→0+

[∫ ks−ζ

0

1
ω − αϵks

k3 dk

+
∫ ks+ζ

ks−ζ

1
ω − αϵks

k3 dk︸ ︷︷ ︸
=0

+
∫ D/ℏvF

ks+ζ

1
ω − αϵks

k3 dk

]
.

Los resultados de las integrales son

∑
α

V.P.
[∫ D/ℏvF

0

1
ω − αϵks

k3 dk

]
= − ω

ℏ4v4
F

D2 + (ω2 − ∆2
s) ln

∣∣∣∣∣ω2 − ∆2
s −D2

ω2 − ∆2
s

∣∣∣∣∣


∑
α

V.P.
[∫ D/ℏvF

0

1
ω − αϵks

k3

αϵks

dk

]
= − 1

ℏ4v4
F

D2 + (ω2 − ∆2
s) ln

∣∣∣∣∣ω2 − ∆2
s −D2

ω2 − ∆2
s

∣∣∣∣∣
.
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De esta manera, la parte real de la autoenergía para el caso hollow queda

Re Σhollow
s ≈ − V 2

t2D2

[
(1+η2)ω+(1−η2)∆s

]D2+(ω2−∆2
s) ln

∣∣∣∣∣ω2 − ∆2
s −D2

ω2 − ∆2
s

∣∣∣∣∣
, (2.79)

donde se utiliza que el ancho de banda es D = ℏvF

√
4πN

A
.

En la Ecuación (2.79) se puede notar que Re Σhollow
s depende cuadráticamente de η,

por lo que la expresión se mantendrá igual si se considera la hibridización de un orbital
tipo s de la impureza (η = |η|) o de tipo f paralelo al plano de siliceno (η = −|η|).
En la Figura 2.12 se compara la parte real de la autoenergía cuando la impureza
considerada se adsorbe en un sitio hollow en grafeno, para el cual necesariamente
|η| = 1.0, con lo que ocurre en siliceno para |η| = 0.0 —hibridización sólo con la subred
A—, |η| = 0.5 —hibridización del doble de intensidad con la subred A que con la
subred B— y |η| = 1.0 —hibridización de igual intensidad con ambas subredes—.
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Figura 2.12: Comparación de la parte real de la autoenergía para grafeno con |η| = 1
y siliceno para |η| = 0.0, |η| = 0.5 y |η| = 1.0. Se usó V = 1 eV, D = 7 eV y para t,
λSO y l se utilizaron los valores de la Tabla 2.1. Además, para siliceno se utilizó que
eEz = 0.5 eV/Å.
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Debido a que la dependencia de Re Σhollow
s en espín para |η| ̸= 1.0 se hace más

marcada a medida que ω se aleja del cero, es de esperar que el desplazamiento relativo
entre los picos de las densidades de estados ρ↑ y ρ↓ sea más significativo a medida
que se consideren energías efectivas en el sitio de la impureza ϵ0 más lejanas a cero.
Para |η| = 1.0, se observa en la Figura 2.12 que no se distingue diferencia apreciable
entre espines, lo cual ocurre porque bajo dicha condición el término lineal en ∆s de la
Ecuación (2.79) se hace cero.

Resulta interesante comparar Re Σhollow
s para grafeno, siliceno, germaneno y estaneno,

a fin de analizar el efecto de la magnitud del acoplamiento espín-órbita λSO sobre la
dependencia de la parte real de la autoenergía en el espín, para lo cual se muestran
las gráficas de Re Σhollow

s para dichos materiales en la Figura 2.13. Para grafeno se
utilizó un valor de |η| = 1 debido a que, al ser una estructura sin buckling, el cociente
de hibridización η entre subredes sólo puede ser η = 1 para un orbital s o η = −1
para un orbital f paralelo al plano [95]. En cambio, para el resto de los materiales
se utlizó un valor de |η| = 0.5 a fin de considerar una asimetría en la intensidad de
las hibridizaciones con cada una de las subredes causada por el buckling en estas
estructuras, así como también un valor de campo eléctrico de eEz = 0.25 eV/Å para
magnificar el desdoblamiento en espín de Re Σhollow

s .
Como es de esperar, se observa en 2.13 que a mayor acoplamiento espín-órbita

λSO, mayor diferencia entre Re Σhollow
↑ y Re Σhollow

↓ cerca de ω = 0 con una consecuente
mayor distancia entre los picos de las densidades de estados polarizadas en espín en la
impureza, lo cual es el fenómeno precursor de la formación de momentos magnéticos
locales si el nivel de Fermi se encuentra situado entre ambos picos, debido a la diferencia
entre el valor medio de los números de ocupación ⟨n↑⟩ y ⟨n↓⟩. Para estaneno se muestra
el caso particular en que elEz = λSO, por lo que ∆s = 0, recuperándose para Re Σ↑ la
misma forma que en grafeno, excepto por un parámetro de hopping t menor, que hace
que el coeficiente del término que posee un término lineal en ω, dominante cerca de
ω = 0, sea menor.

Volviendo al caso de adsorción en sitio top, se aplica el mismo procedimiento que
antes, reemplazando |Θtop

αks|2, dada por (2.78), en la parte real de la autoenergía (2.56)
y sustituyendo la sumatoria en k por una integral

Re Σtop
s ≈ V 2

2N
A

2π
∑

α

{
V.P.

[∫ D/ℏvF

0

1
ω − αϵks

k dk

]

+ ∆s V.P.
[∫ D/ℏvF

0

1
ω − αϵks

k

αϵks

dk

]}
.
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Figura 2.13: Comparación de la parte real de la autoenergía para la adsorción de
una impureza en un sitio hollow en grafeno, siliceno, germaneno y estaneno. Se usó
V = 1 eV, D = 7 eV y para t, λSO y l se utilizaron los valores de la Tabla 2.1. Además,
para grafeno se utilizó |η| = 1 y para el resto |η| = 0.5 y eEz = 0.25 eV/Å.

Se resuelven las integrales

∑
α

V.P.
[∫ D/ℏvF

0

1
ω − αϵks

k dk

]
= − ω

ℏ2v2
F

ln
∣∣∣∣∣ω2 − ∆2

s −D2

ω2 − ∆2
s

∣∣∣∣∣∑
α

V.P.
[∫ D/ℏvF

0

1
ω − αϵks

k

αϵks

dk

]
= − 1

ℏ2v2
F

ln
∣∣∣∣∣ω2 − ∆2

s −D2

ω2 − ∆2
s

∣∣∣∣∣,
obteniendo en este caso

Re Σtop
s ≈ −V 2

D2 (ω + ∆s) ln
∣∣∣∣∣ω2 − ∆2

s −D2

ω2 − ∆2
s

∣∣∣∣∣. (2.80)

En la Figura 2.14, se puede ver que, en contraste con lo que ocurre en grafeno,
Re Σtop

s no es impar con respecto a ω = 0 para el resto de los X-enos. Esto se debe
a la presencia de ∆s, que genera una asimetría que aumenta con la intensidad del
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campo eléctrico externo aplicado. Además, a diferencia de grafeno, en ω = 0 ocurre que
Re Σtop

s ̸= 0 para los demás X-enos, excepto en el caso particular en que elEz = λSOs,
situación que se muestra en el gráfico correspondiente a estaneno de la Figura 2.14.

En la gráfica de la Figura 2.14 se observan singularidades ubicadas en ω = ∆s,
producidas por el denominador presente en el argumento del logaritmo de la expresión
(2.80) para Re Σtop

s . En cambio, para ω = −∆s, el factor multiplicativo ω + ∆s hace
que Re Σs → 0 cuando ω → −∆s. Esta divergencia presente en la parte real de la
autoenergía no ocurre para el caso hollow debido a que en la expresión (2.79) para
Re Σhollow

s , el término en el que aparece el logaritmo natural posee el prefactor ω2 − ∆2
s,

lo cual hace tender ese término a cero tanto en el límite de ω → ∆s, como en el de
ω → −∆s.
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Figura 2.14: Comparación de la parte real de la autoenergía para el caso de adsorción
en sitio top en grafeno, siliceno, germaneno y estaneno. Se usó V = 1 eV, D = 7 eV y
para t, λSO y l se utilizaron los valores de la Tabla 2.1. Además, para los X-enos se usó
eEz = 0.25 eV/Å.
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Adicionalmente, en el panel inferior derecho de la figura 2.14, correspondiente
a estaneno, se muestra una situación en la cual elEz = λSO con lo cual ∆↑ = 0,
recuperándose la forma de Re Σtop

↑ observada para grafeno.

2.2.10. Aproximación de la parte imaginaria de la autoenergía

Por otro lado, si sustituímos |Θhollow
αks |2, dada por (2.77), en la parte imaginaria de

la autoenergía (2.57) y aproximamos ∑k →
∫∫ A

(2π)2k dk dθ, obtenemos

Im Σhollow
s ≈ −π V

2

2N
ℏ2v2

F

t2
A

2π
∑

α

{
(1 + η2)

∫ D/ℏvF

0
δ(ω − αϵks)k3 dk

+ (1 − η2)∆s

∫ D/ℏvF

0
δ(ω − αϵks)

k3

αϵks

dk

}
.

Para calcular estas integrales, en primer lugar se utiliza la propiedad de la compo-
sición de la función delta de Dirac δ(x) con una función continuamente diferenciable
g(x) que nos dice que δ(g(x)) = ∑

i
δ(x−xi)
|g′(xi)| , donde xi son todas las raíces reales que se

suponen simples de g [98, pág. 79]; en nuestro caso

δ(ω − αϵks) = H(αω) 1
ℏvF

|ω|√
ω2 − ∆2

s

δ

k −

√
ω2 − ∆2

s

ℏvF

 ,
donde se agrega H(αω) debido a que f(k) = ω − αϵks sólo podrá tener una raíz real
si ω > 0 para la banda de conducción (α = +1) o si ω < 0 para la banda de valencia
(α = −1).

En segundo lugar, se tiene en cuenta la propiedad de muestreo de la función delta
de Dirac, según la cual

∫ b
a f(x)δ(x − x0) dx = f(x0) si x0 ∈ [a, b] [98, pág. 78]. En

nuestro caso, teniendo en cuenta los extremos de integración, para que se cumpla
que

√
ω2−∆2

s

ℏvF
∈ [0, D

ℏvF
] requerimos que ∆2

s < ω2 < ∆2
s + D2 por lo que tenemos que

multiplicar por H(ω2 − ∆2
s). El factor H(∆2

s + D2 − ω2) se obvia debido a que ya
estamos considerando una energía de corte D, por lo que |w| < D.

Teniendo en cuenta que H(ω) + H(−ω) = 1, los resultados de las integrales son

∑
α

∫ D/ℏvF

0
δ(ω − αϵks)k3 dk = |ω|ω

2 − ∆2
s

ℏ4v4
F

H(ω2 − ∆2
s)

∑
α

∫ D/ℏvF

0
δ(ω − αϵks)

k3

αϵks

dk = sgn(ω)ω
2 − ∆2

s

ℏ4v4
F

H(ω2 − ∆2
s).
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Así se puede observar que, para la parte imaginaria de la autoenergía se obtiene

Im Σhollow
s ≈ − πV 2

t2D2 (ω2 − ∆2
s)
[
(1 + η2)|ω| + (1 − η2) sgn(ω)∆s

]
H(ω2 − ∆2

s). (2.81)

En la Figura 2.15 se muestra cómo se modifica la forma de Im Σhollow
s al variar el

cociente de hibridización entre subredes |η|. Por un lado, en el eje vertical se puede
ver que los valores son muy pequeños, lo que necesariamente se va a traducir en un
broadening muy pequeño de los picos de las densidades de estados polarizadas en espín
(2.58).
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Figura 2.15: Comparación de la parte imaginaria de la autoenergía en el caso hollow
para grafeno y siliceno, usando V = 1 eV, D = 7 eV, eEz = 0.5 eV/Å y para t, λSO y l
los valores de la Tabla 2.1, para distintos valores de cociente de hibridiazación entre
las subredes |η|.

Por otro lado, se puede observar que Im Σhollow
s es una función par de ω cuando

|η| = 1. Para otros valores de |η|, la parte imaginaria de la autoenergía para adsorción
de una impureza en el sitio hollow posee una contribución par y otra impar, las cuales
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se pueden desacoplar de la Ecuación (2.81), definiendo

as(ω) = − πV 2

t2D2 |ω|(ω2 − ∆2
s) H(ω2 − ∆2

s)

bs(ω) = − πV 2

t2D2 sgn(ω)∆s(ω2 − ∆2
s) H(ω2 − ∆2

s).

Las contribuciones as(ω) y bs(ω) se pueden graficar (Fig. 2.16) y Im Σhollow
s puede

ser expresada en función de estas

Im Σhollow
s ≈

[
(1 + η2) as(ω) + (1 − η2) bs(ω)

]
. (2.82)

Resulta evidente que al aumentar el valor de |η|, la contribución del término impar
pierde peso y Im Σhollow

s poseerá mayor simetría con respecto al eje vertical.
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Figura 2.16: Contribuciones impar as(ω) y par bs(ω) a la parte imaginaria de la
autoenergía en el caso hollow para siliceno con V = 1 eV, D = 7 eV, eEz = 0.35 eV/Å
y t, λSO y l según la Tabla 2.1.

Por otra parte, comparando las gráficas para Im Σs de grafeno, siliceno, germaneno
y estaneno (Figura 2.17), vemos que se observa una marcada diferencia en los valores
alcanzados; mientras que en grafeno y siliceno son del orden de −10−4 eV, en germaneno
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y estaneno son del orden de −10−3 eV, lo cual implica que se espera un broadening
significativamente mayor de la densidad de estados para estos últimos.
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Figura 2.17: Comparación de la parte imaginaria de la autoenergía para la adsorción
de una impureza en un sitio hollow en grafeno, siliceno, germaneno y estaneno. Se usó
V = 1 eV, D = 7 eV y para t, λSO y l se utilizaron los valores de la Tabla 2.1. Además,
para grafeno se utilizó |η| = 1 y para el resto |η| = 0.5 y eEz = 0.25 eV/Å.

Para el caso top, la sustitución de |Θtop
αks|2, dada por (2.78), en Im Σs (2.57) arroja

Im Σtop
s ≈ −π V

2

2N
A

2π
∑

α

{∫ D/ℏvF

0
δ(ω − αϵks)k dk + ∆s

∫ D/ℏvF

0
δ(ω − αϵks)

k

αϵks

dk

}
.

Computando las integrales

∑
α

∫ D/ℏvF

0
δ(ω − αϵks)k dk = |ω|

ℏ2v2
F

H(ω2 − ∆2
s)

∑
α

∫ D/ℏvF

0
δ(ω − αϵks)

k

αϵks

dk = sgn(ω) 1
ℏ2v2

F

H(ω2 − ∆2
s),
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finalmente se llega a

Im Σtop
s ≈ −πV 2

D2 [|ω| + sgn(ω)∆s] H(ω2 − ∆2
s). (2.83)

Una comparación de Im Σtop
s para grafeno, siliceno, germaneno y estaneno es

mostrada en la Figura 2.18. En ella se advierte que la función de Heaviside provoca
que la parte imaginaria de la autoenergía se haga cero para |ω| < |∆s| en los X-enos,
lo que a su vez causará que la densidad de estados se haga infinitamente angosta en
el intervalo |ω| < |∆s| cuando ω0,s pertenezca a dicho intervalo. Se observa que la
presencia de ∆s rompe la paridad de Im Σtop

s ; ruptura que se hace más pronunciada
al aumentar la intensidad del campo eléctrico. Un detalle muy importante consiste
en la discontinuidad que el campo eléctrico aplicado genera en Im Σtop

s . Para el valor
de campo eléctrico ilustrado en la Figura 2.18,

∣∣∣Im Σtop
↑

∣∣∣ < ∣∣∣Im Σtop
↓

∣∣∣ para ω < ∆↓,
mientras que

∣∣∣Im Σtop
↑

∣∣∣ ≥
∣∣∣Im Σtop

↓

∣∣∣ para ω > ∆↓. Dependiendo de la energía de Fermi
con la que se trabaje, esto podría provocar una transición de una fase magnética a otra
no magnética.

Por otra parte, se puede observar que los valores alcanzados son del orden de
−10−2 eV, significativamente más grandes que para el caso hollow (ver Figura 2.17),
por lo que se espera que el ensanchamiento de la densidad de estados sea también
mayor.

2.2.11. Resultados para la autoenergía

Las resultados para Re Σs y Im Σs, tanto para adsorción en sitio hollow como para
adsorción en sitio top, ecuaciones (2.79), (2.80), (2.81), (2.83), se agrupan en la Tabla
2.2, donde también se comparan con los encontrados para grafeno [87, 95]. Vemos que
las expresiones de Re Σs y Im Σs encontradas para siliceno utilizando el Hamiltoniano
(2.32) se reducen a aquellas correspondientes a grafeno al hacer ∆s = λSOs−elEz = 0, lo
cual es consistente con el hecho de que para grafeno el efecto espín-órbita es despreciable
(λSO ∼ 0 meV) y el campo eléctrico no puede introducir una diferencia de potencial
entre las subredes debido a que el grafeno no posee buckling (l = 0).

Es de destacar que cuando una impureza se adsorbe en un sitio hollow, la parte
imaginaria de la autoenergía depende de la integral de solapamiento t, no siendo éste
el caso para el sitio top. Además, Im Σhollow

s posee contribuciones hasta de grado tres
en ω, mientras que para Im Σtop

s las contribuciones en ω son sólo hasta de grado uno.
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Figura 2.18: Comparación de la parte imaginaria de la autoenergía para el caso de
adsorción en sitio top en grafeno, siliceno, germaneno y estaneno. Se usó V = 1 eV,
D = 7 eV y para t, λSO y l se utilizaron los valores de la Tabla 2.1. Además, para los
X-enos se usó eEz = 0.25 eV/Å.

2.2.12. Cálculo autoconsistente para determinar magnetiza-
ción

Para determinar las condiciones bajo las cuales se produce formación de momentos
magnéticos locales, se buscó calcular los valores medios de los números de ocupación
electrónica para los dos estados de espín en el sitio de la impureza. Cuando estos dos
valores son distintos, es decir ⟨n↑⟩ ≠ ⟨n↓⟩, se puede decir que hay magnetización.

Con este fin, el sistema de ecuaciones acopladas autoconsistente


⟨n↑⟩ = − 1
π

∫ µ

−D

Im Σ↑

[ω − (ϵ0 + (1 + r)elEz + U ⟨n↓⟩) − Re Σ↑]2 + Im2 Σ↑
dω

⟨n↓⟩ = − 1
π

∫ µ

−D

Im Σ↓

[ω − (ϵ0 + (1 + r)elEz + U ⟨n↑⟩) − Re Σ↓]2 + Im2 Σ↓
dω,

(2.84)
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Siliceno, Germaneno y Estaneno

Re Σhollow
s ≈ − V 2

t2D2

[
(1 + η2)ω + (1 − η2)∆s

][
D2 + (ω2 − ∆2

s) ln
∣∣∣ω2−∆2

s−D2

ω2−∆2
s

∣∣∣]
Im Σhollow

s ≈ − πV 2

t2D2 (ω2 − ∆2
s)
[
(1 + η2)|ω| + (1 − η2) sgn(ω)∆s

]
H(ω2 − ∆2

s)

Re Σtop
s ≈ −V 2

D2 (ω + ∆s) ln
∣∣∣ω2−∆2

s−D2

ω2−∆2
s

∣∣∣
Im Σtop

s ≈ −πV 2

D2 [|ω| + sgn(ω)∆s] H(ω2 − ∆2
s)

Grafeno

Re Σhollow ≈ − V 2

t2D2 (1 + η2)ω
[
D2 + ω2 ln

∣∣∣ω2−D2

ω2

∣∣∣]
Im Σhollow ≈ − πV 2

t2D2ω
2(1 + η2)|ω|

Re Σtop ≈ −V 2

D2ω ln
∣∣∣ω2−D2

ω2

∣∣∣
Im Σtop ≈ −πV 2

D2 |ω|

Tabla 2.2: Comparación de la parte imaginaria y la parte real de la autoenergía en la
aproximación de onda larga para siliceno y grafeno con un adátomo adsorbido en un
sitio hollow y en un sitio top. Los resultados para grafeno coinciden con los encontrados
en [87, 95].

se resolvió numéricamente utilizando el software Mathematica [104], a través de un
método de punto fijo [105, pág. 141], teniendo en cuenta las expresiones de la Tabla
2.2.

Se plantearon números de ocupación iniciales ⟨n↑⟩ (0) y ⟨n↓⟩ (0) que actuaron como
seeds (semillas) en el ciclo iterativo mostrado en 2.4, utilizándose ⟨n↑⟩ (0) ̸= ⟨n↓⟩ (0).
Se realizó de esta manera para evitar arribar a soluciones no magnéticas que no
fueran físicamente correctas, debido a que no minimizan la energía del sistema. Para
mayor detalle sobre este último punto se recomienda consultar el trabajo de Anderson
de 1961 [83]. Se estableció como criterio de convergencia que la diferencia entre los
números de ocupaciones del paso (i+ 1)-ésimo y el i-ésimo cumplieran la condición
|⟨ns(i+ 1)⟩ − ⟨ns(i)⟩| < 10−4.
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2.3. Resultados

2.3.1. Análisis de la obtención de un momento magnético local

Habiendo ya obtenido las aproximaciones analíticas para la autoenergía (Tabla 2.2)
y sabiendo cómo obtener numéricamente los números de ocupación de manera iterativa
a partir del sistema de ecuaciones (2.84), se está en condiciones de analizar el origen
de la formación de un momento magnético local.

Comenzamos analizando dos casos de adsorción de una impureza en el sitio top de
una monocapa de grafeno, uno de los cuales resulta en magnetización y el otro no. Se
eligió una energía en el sitio de la impureza ϵ0 = 0.2 eV, un parámetro de Hubbard
U = 0.1 eV, una intensidad de hibridización V = 0.5 eV y una altura de adsorción
que resulta en un cociente r = 0.1 (ver Ecuación (2.19)). Para cada uno de los casos
se eligió una energía de Fermi medida respecto del punto de Dirac con valores de
µ = 0.25 eV y µ = 0.30 eV, respectivamente.

Es importante destacar que la variación de la energía de Fermi resulta en una
modificación en el corrimiento con respecto al nivel ϵ0 de los picos de las densidades de
estados en la impureza polarizadas en espín, debido a que la posición de dichos picos
viene dada por el valor de ω0,s que resulta de resolver la Ecuación (2.67).

La energía de Fermi µ aparece en la Ecuación (2.67) a través del número de ocupación
⟨n−s⟩, debido a que para calcularlo se debe integrar hasta µ. En particular, tal como
se muestra en la Figura 2.19, para el caso magnético y no magnético considerados
obtenemos: (i) ⟨n↑⟩ ≈ 0.958, ⟨n↓⟩ ≈ 0.034, ω0,↑ ≈ 0.196 eV y ω0,↓ ≈ 0.286 eV; y
(ii) ⟨n↑⟩ = ⟨n↓⟩ ≈ 0.901 y ω0,↑ = ω0,↓ ≈ 0.281 eV, respectivamente.

Las densidades de estados polarizadas en espín en el nivel de la impureza para los
ejemplos considerados se grafican en la Figura 2.20. En el panel izquierdo se ve que
el nivel de Fermi µ = 0.25 eV se sitúa entre los picos de las densidades de estados,
fenómeno que claramente resulta en magnetización. Por otro lado, en el panel derecho,
se observa un solapamiento completo de ρ↑ y ρ↓, lo que implicará que ⟨n↑⟩ = ⟨n↓⟩,
imposibilitando el magnetismo.

Además, utilizando las expresiones para la autoenergía y conociendo los números de
ocupación, también se puede conocer tanto el factor de renormalización de la densidad
de estados Z0,s —Ecuación (2.68)—, como el tiempo de vida de cuasipartícula τs

—Ecuación (2.71)—, tal como se señala en la Figura 2.21. Recordemos que Z0,s se
obtiene a través del residuo de cuasipartícula, el cual a su vez depende de la parte real
de la autoenergía. Como en grafeno, ∆s = 0, entonces Re Σ↑(ω) = Re Σ↓(ω) = Re Σ(ω).
Consecuentemente, también Z−1

↑ (ω) = Z−1
↓ (ω) = Z−1(ω), como se muestra en la Figura
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Figura 2.19: Raíces de fs(ω) dada por (2.67) que determinan las posiciones de los picos
de ρs(ω) para un caso magnético y uno no magnético de adsorción de una impureza
en un sitio top de grafeno. Se utilizó ϵ0 = 0.2 eV, U = 0.1 eV, V = 0.5 eV y r = 0.1.
Izq.: Caso magnético: µ = 0.25 eV, ω0,↑ ≈ 0.196 eV y ω0,↓ ≈ 0.286 eV. Der.: Caso no
magnético: µ = 0.30 eV y ω0,↑ = ω0,↓ ≈ 0.281 eV.
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Figura 2.20: Densidades de estados polarizadas en espín en el nivel de la impureza
para un caso magnético (izquierda) y otro no magnético (derecha) de adsorción de una
impureza en un sitio top de grafeno. Se utilizó ϵ0 = 0.2 eV, U = 0.1 eV, V = 0.5 eV y
r = 0.1. Izq.: µ = 0.25 eV. Der.: µ = 0.30 eV. La línea continua vertical marca el nivel
de Fermi µ hasta el cual se deben computar las integrales para obtener ⟨n↑⟩ y ⟨n↓⟩. En
el panel derecho hay un solapamiento de ρ↑ y ρ↓.

2.21. Para el caso considerado de adsorción en un sitio top de una impureza en grafeno,
se obtuvieron tiempos de vida de ∼ 10−13 s, consistentes con los resultados reportados
en la literatura [106, 107].
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Figura 2.21: En el panel izquierdo, se grafica el residuo de cuasipartícula Z−1(ω) y se
muestran las inversas de los factores de renormalización de la densidad de estados, a
saber, Z0,↑ ≈ 0.965 eV y Z0,↓ ≈ 0.968 eV. En el panel derecho, se observan los tiempos
de vida de cuasipartícula τ↑ ≈ 1.04×10−13 s y τ↓ ≈ 0.72×10−13 s. Se utilizó ϵ0 = 0.2 eV,
U = 0.1 eV, V = 0.5 eV, r = 0.1 y µ = 0.25 eV.

Resulta interesante comparar la forma de las densidades de estados típicas para
adsorción entre los sitios top y hollow. Se puede observar que las densidades presentadas
en la Figura 2.22 poseen un ancho mucho menor a aquellas vistas anteriormente en
la Figura 2.20 para un caso top. Esto tiene su origen en los diferentes órdenes de
magnitud de los valores que alcanza Im Σs para cada uno de los sitios de adsorción
(ver Figuras 2.18 y 2.17). También se puede encontrar el factor de renormalización
de la densidad de estados Z0,s y el tiempo de vida τs, que se muestran en la Figura
2.23 para adsorción hollow. Los valores de tiempo de vida encontrados para este caso
particular son ∼ 10−12 s, i.e. de un orden de magnitud mayores que aquellos que se
hallaron para adsorción top en grafeno, Figura 2.21. Nuevamente este fenómeno se
atribuye a la discrepancia entre las partes imaginarias de la autoenergía en ambos
casos de adsorción.

2.3.2. Efectos de la interacción espín-órbita y del campo eléc-
trico perpendicular sobre la magnetización

Resulta interesante conocer cuáles son las consecuencias de la inclusión del efecto
espín-órbita y de un campo eléctrico perpendicular a la capa de X-eno. En el panel
superior izquierdo de la Figura 2.24, se muestran las gráficas de ρs(ω) para adsorción
en un sitio top de grafeno, siliceno, germaneno y estaneno cuando la cantidad de
portadores de carga en el material es tal que µ = −0.075 eV y la intensidad de la
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Figura 2.22: Densidades de estados polarizadas en espín en el nivel de la impureza
para un caso magnético (izquierda) y otro no magnético (derecha) de adsorción de una
impureza en un sitio hollow de siliceno. Se utilizó ϵ0 = 0.2 eV, U = 0.1 eV, V = 0.5 eV,
r = 0.1 y |η| = 0.5. También se fijó eEz ≈ 0.395 eV/Å y para t, λSO y l se utilizaron los
valores de la Tabla 2.1. Izq.: µ = 0.35 eV. Der.: µ = 0.40 eV. La línea continua vertical
marca el nivel de Fermi µ hasta el cual se deben computar las integrales para obtener
⟨n↑⟩ y ⟨n↓⟩. En el panel derecho hay un solapamiento de ρ↑ y ρ↓.
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Figura 2.23: En el panel izquierdo, se grafica el residuo de cuasipartícula Z−1(ω) y
se muestran las inversas de los factores de renormalización de la densidad de estados,
a saber, Z0,↑ ≈ 0.909 eV y Z0,↓ ≈ 0.906 eV. En el panel derecho, se observa el tiempo
de vida de cuasipartícula τ↑ ≈ 2.68 × 10−12 s y τ↓ ≈ 1.19 × 10−12 s. En ambos casos
se consideró un caso particular de adsorción de una impureza en el sitio hollow de
siliceno. Se utilizó ϵ0 = 0.2 eV, U = 0.1 eV, V = 0.5 eV, r = 0.1, µ = 0.35 eV, |η| = 0.5
y eEz ≈ 0.395 eV/Å.

hibridización es lo suficientemente grande V = 2.0 eV como para que la diferencia
de ocupación de espines sea muy chica ⟨n↑⟩ − ⟨n↓⟩ ≈ 0.047. Se consideró que el
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nivel de la impureza se encontraba debajo del punto de Dirac ϵ0 = −0.2 eV, que la
correlación electrónica era U = 0.1 eV y que r = 0.1. Al cambiar de material, se
produce un aumento en el parámetro de espín-órbita, lo que incrementa el valor de la
magnetización calculada, a saber, ≈ 0.249, ≈ 0.476 y ≈ 0.558, para siliceno, germaneno
y estaneno, respectivamente. Esto indicaría que una mayor interacción espín-órbita
produciría un efecto protector de la magnetización frente al aumento de la hibridización
V con las subredes. El abrupto descenso a cero del ensanchamiento de ρs(ω) —Ecuación
(2.58)—, que se ve muy claramente en germaneno y estaneno a partir de ω = −λSO, se
debe a la función de Heaviside presente en Im Σtop

s (ω), Ecuación (2.83).
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Figura 2.24: Densidades de estados polarizadas en espín en el nivel de la impureza
para adsorción de una impureza en un sitio top de grafeno, siliceno, germaneno y
estaneno. Se utilizó ϵ0 = −0.2 eV, µ = −0.075 eV (línea continua verde vertical),
U = 0.1 eV, V = 2.0 eV y r = 0.1. A medida que aumenta λSO se observa un aumento
en la diferencia ⟨n↑⟩ − ⟨n↓⟩, a saber ≈ 0.047, ≈ 0.249, ≈ 0.476 y ≈ 0.558.
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Por otra parte, la adición de un campo eléctrico perpendicular desplazará el nivel
de energía de la impureza a ϵ = ϵ0 + (1 + r)elEz, que serán las abscisas de los picos
de las densidades de estados en el nivel de la impureza sin perturbar. La variación
de la intensidad de un campo eléctrico normal a la monocapa permite modificar la
intensidad de la magnetización, e inclusive pasar de una fase magnética a una no
magnética y viceversa, como se observa en la Figura 2.25. El cálculo de dicha imagen
se realizó modificando eEz de valores negativos a valores positivos, mostrándose
los casos representativos correspondientes a eEz ≈ −0.198 eV/Å, eEz = 0.0 eV/Å,
eEz ≈ 0.198 eV/Å y eEz ≈ 0.395 eV/Å; para los cuales los valores encontrados de
⟨nuparrow⟩ − ⟨ndownarrow⟩ fueron ≈ 0.000, ≈ 0.177, ≈ 0.645 y ≈ 0.005, respectivamente.

2.3.3. Regiones magnéticas en función de la hibridización con
las subredes y la energía de Fermi

Se buscó caracterizar el efecto de modificar el nivel de Fermi µ en la formación de
momentos magnéticos locales en los dos sitios de adsorción estudiados. Dicho nivel de
Fermi puede ser manipulado a través de la aplicación de un voltaje de compuerta Vg

de manera perpendicular a la monocapa del material [1]. Un ejemplo que ilustra lo
que ocurre al variar µ se muestra en la Figura 2.26 para adsorción top, U = 0.1 eV,
V = 1.0 eV y r = 0.1. En un principio, los números de ocupación crecen en la misma
medida hasta que µ ≈ 0.175 eV, valor a partir del cual la ocupación de espín up
aumenta mientras que aquella correspondiente a espín down disminuye. Al alcanzar el
nivel de Fermi un valor de µ ≈ 0.195 eV la población de espín down vuelve a crecer.
Un poco más adelante, para µ ≈ 0.235 eV, la ocupación up disminuye. Finalmente,
cuando µ ≈ 0.255 eV, ambas poblaciones de espines vuelven a igualarse y a aumentar
en sintonía. Es por ello que, en este caso, se espera magnetización para valores en el
rango 0.175 eV a 0.255 eV.

En cambio, cuando consideramos adsorción en un sitio hollow, la gráfica de número
de ocupación en función de la variación de la energía de Fermi es distinta, como se
muestra en la Figura 2.27 para grafeno. En esta situación los números de ocupación
para ambos espines presentan cambios mucho más abruptos, provocando un pasaje
mucho más marcado de una fase no magnética a una magnética, o viceversa. Esta
característica de la adsorción en sitio hollow tiene su origen en el menor ensanchamiento
de sus densidades de estados típicas (ver Figura 2.22 para siliceno), lo cual provoca
que ante la variación de un parámetro como la energía de Fermi que produce un
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Figura 2.25: Densidades de estados polarizadas en espín en el nivel de la impureza
para adsorción de una impureza en un sitio top de siliceno para diferentes valores de
campo eléctrico perpendicular aplicado, con ϵ0 = 0.2 eV y ϵ = ϵ0 + (1 + r)elEz. La
línea continua roja vertical denota el nivel de Fermi µ = 0.25 eV. Además, se utilizó
U = 0.1 eV, V = 1.0 eV y r = 0.1. Se evidencia que variando la intensidad de eEz

se puede pasar de una fase no magnética a una magnética y viceversa. Los valores
obtenidos de ⟨n↑⟩ − ⟨n↓⟩ son ≈ 0.000, ≈ 0.177, ≈ 0.645 y ≈ 0.005.

desplazamiento de los picos angostos, necesariamente se obtenga una magnetización o
desmagnetización muy marcada.

Se buscó graficar las regiones magnéticas para cada uno de los sitios de adsorción
considerados (hollow y top), así como también para los diferentes materiales conside-
rados (con sus respectivos parámetros t, l y λSO), diferentes intensidades de campo
eléctrico externo aplicado eEz y para valores del nivel de la impureza ϵ0 por encima y
por debajo del punto de Dirac en el caso de grafeno, y de la mitad del bandgap en el
caso de los X-enos. En el eje x se varió la intensidad de la hibridización V , mientras en
el eje y se hizo lo mismo con la energía de Fermi µ.
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Figura 2.26: Evolución de los números de ocupación de cada espín en el nivel de
la impureza (izq.) y diferencia entre ellos (der.), al variar la energía de Fermi µ para
adsorción de una impureza con ϵ0 = 0.2 eV, en un sitio top de grafeno. Se utilizó
U = 0.1 eV y V = 1.0 eV.
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Figura 2.27: Evolución de los números de ocupación de cada espín en el nivel de
la impureza (izq.) y diferencia entre ellos (der.), al variar la energía de Fermi µ para
adsorción de una impureza con ϵ0 = 0.2 eV, en un sitio hollow de grafeno. Se utilizó
U = 0.1 eV y V = 1.0 eV. Se muestra una mayor densidad de puntos cerca de los niveles
de Fermi correspondientes a los saltos en la magnetización.

Con este fin, se definieron las variables

x = πV 2

UD
(2.85)

y = µ− ϵ0 − (1 + r)elEz

U
, (2.86)
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de manera muy similar a los trabajos de Anderson [83] y Uchoa et al. ya citados [87].
La única diferencia radica en la adición del término −(1+r)elEz/U a la definición de la
variable y, debido al corrimiento de la energía de un electrón en la impureza introducido
por el campo eléctrico. Al haberse agregado un término independiente de µ, dicho
cambio no afecta a la escala en el eje y, constituyéndose en un mero desplazamiento
vertical.

En particular, para µ = ϵ0 + (1 + r)elEz, es decir cuando la energía de Fermi es del
valor de la de un solo electrón en la impureza sin hibridizar, el valor de la ordenada es
y = 0. Asimismo, para µ = ϵ0 + (1 + r)elEz + U , nos encontramos en la condición de
que la energía de Fermi iguala la energía del segundo electrón que pobla la impureza
sin hibridizar, siendo y = 1. Recordemos que para un metal es sólo entre estos valores
donde se puede encontrar formación de momentos magnéticos locales (consulte la
Sección 1.5).

Trabajos anteriores [108, 87] usaron la condición de Debye para elegir el cutoff de
momento kc de manera que se conservase el número total de estados en la zona de
Brillouin. Teniendo en cuenta el bandgap inducido por el acoplamiento espín-órbita y
el campo eléctrico externo, obtendríamos π(k2

c − ∆2
s) = (2π)2

Au
, donde Au = 3

√
3a2

2 es el
área de la celda unidad hexagonal en el espacio real. En este trabajo, utilizamos un
mismo valor de D en todos los casos, argumentando que los picos de las densidades de
estados polarizadas en espín localizadas en la impureza ρs(ω) siempre se encuentran
relativamente cerca de los valores utilizados para la energía de un electrón en el nivel
de la impureza ϵ0; por lo que ρs decae a valores prácticamente nulos al alejarnos una
distancia del orden de 1 eV de estos valores. Es por ello que la elección particular de D
no modifica los resultados obtenidos.

Por esta razón, para los cálculos se utilizaron valores típicos de energía de corte
D = 7 eV para todos los materiales analizados. Se eligió este valor para facilitar la
comparación con gráficas publicadas anteriormente por Uchoa et al. para grafeno [87],
las cuales se reproducen en la Figura 2.28, ya que en ellas se utiliza la variable x
definida en la Ecuación (2.85), lo que implica que modificar el valor de D modifica el
aspecto de las gráficas obtenidas, dificultando la comparación.

Para adsorción en sitio top se realizaron gráficas de la magnetización como un
gradiente de color en función de las variables x e y en los ejes cartesianos, las que
se muestran en las Figuras 2.29, 2.30, 2.31 y 2.32. Se consideró un parámetro de
Hubbard U = 0.1 eV y un valor de r = 0.1 para modelar la correlación electrónica
en el nivel de la impureza y la altura de adsorción de la impureza, respectivamente.
Además, se utilizaron valores de campo eléctrico sustancialmente menores a aquel de
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Figura 2.28: Frontera entre los estados magnéticos y no magnéticos de la impureza
reportada por Uchoa et al. para grafeno en las variables adimensionales x e y, para
adsorción en sitio top. a) ϵ0 > 0 y b) ϵ0 < 0. Círculos: |ϵ0| = 0.203 y V = 0.98 eV;
cuadrados: |ϵ0| = 0.301 y V = 0.98 eV; y triángulos: |ϵ0| = 0.203 y V = 0.21 eV. Imagen
extraída de [87].

eEmax
z ≈ 2.6 eV/Å, reportado por Drummond et al., para el cual la estructura panal

de abejas del siliceno se hace inestable [45]. Las Figuras 2.29 y 2.31 representan casos
en los que la energía en el nivel de la impureza ϵ0 = 0.2 eV se encuentra sobre el punto
de Dirac (o mitad del bandgap), mientras que las Figuras 2.30 y 2.32 muestran el caso
opuesto, ϵ0 = −0.2 eV.

Para todos los casos de adsorción estudiados, se puede observar que el área magnética
no es simétrica respecto de y = 0.5, a diferencia de lo que ocurre en metales [83],
debido a la ruptura de la simetría entre la banda de valencia y de conducción inducida
por la presencia del nivel de la impureza. Se produce un efecto conjunto de la parte
real de la autoenergía que corre el centro del pico de una de las densidades de estados
polarizadas en espín de la impureza por debajo de ϵ0 + (1 + r)elEz y de la parte
imaginaria de la autoenergía que ensancha este mismo pico. Para el caso ϵ0 > 0, esto
implica que se puede producir una ocupación desigual de estados con diferente espín
para valores de energía de Fermi µ < ϵ0 + (1 + r)elEz, lo que permite que se encuentre
magnetización por debajo de y = 0. En cambio, cuando ϵ0 < 0 habrá formación de
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momentos magnéticos inclusive para µ > ϵ0 + (1 + r)elEz + U , i.e., por encima de
y = 1.

Las densidades de estados para µ = 0.25 eV y µ = 0.30 eV representadas en la
Figura 2.20 corresponden a los puntos (1.12, 0.5) y (1.12, 1.0), respectivamente, de
la gráfica de magnetización en grafeno mostrada en el panel superior izquierdo de la
Figura 2.29. Hay concordancia entre ambas figuras debido a que las densidades de
estados calculadas para cada una de las energías de Fermi predicen un estado magnético
en (1.12, 0.5) y uno no magnético en (1.12, 1.0). Por otro lado, las densidades de los
dos paneles superiores de la Figura 2.24 para grafeno y siliceno se corresponden al
punto (17.95, 1.25) de los cuadros superiores de la Figura 2.30, evidenciándose también
una gran correspondencia al ser dicho punto no magnético (o con una magnetización
ínfima) en grafeno y magnético para siliceno sin campo eléctrico aplicado. Finalmente,
la evolución del momento magnético en función de la energía de Fermi ilustrada en la
Figura 2.26 constituye un análisis de una parte de la gráfica para grafeno de la Figura
2.29. Dicho parte de la gráfica comprende el segmento vertical que comienza en el
punto (1.12,−0.5) y culmina en el punto (1.12, 1.0).

Por otra parte, se puede observar que, si consideramos cortes paralelos al eje y,
como el de la Figura 2.26, los segmentos magnéticos que obtenemos van disminuyendo
en longitud a medida que V aumenta para grafeno y siliceno (Figuras 2.29 y 2.30). No
ocurre lo mismo en el caso de germaneno y estaneno, para los cuales, a medida que V
aumenta los segmentos magnéticos también aumentan. Si se continúa la gráfica hacia
valores más grandes de V y de |µ| se podrá observar que dichos segmentos vuelven
a disminuir hasta desaparecer. No se debe pensar que este fenómeno es exclusivo de
germaneno y estaneno, y que en grafeno y siliceno no ocurre, sino que no se puede
observar debido al valor particular de |ϵ0| escogido. En el otro límite, en el que V → 0,
lo que implica x → 0, se recupera el caso metálico [83] para el cual la magnetización
ocurre para 0 < y < 1.

En las gráficas 2.30 y 2.32 se puede apreciar, comparando los diferentes materiales
—grafeno, siliceno, germaneno y estaneno—, una clara ampliación de la región magnética
a medida que aumenta λSO. De ello, se deduce que el acoplamiento espín-órbita posee
un efecto protector de la magnetización respecto de la variación de la hibridización con
las subredes y la energía de Fermi. Esto se explica a partir de dos razones principales
que favorecen la formación de momentos magnéticos locales. La primera es el súbito
estrechamiento de ciertas regiones de las densidades de estados en el nivel de la
impureza para |ω| < λSO, causadas por H(ω2 − ∆2

S) en la Ecuación (2.83). La segunda
es la presencia del factor ω + ∆s en la Ecuación (2.80), que difiere para cada espín
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Figura 2.29: Área de estados magnéticos de la impureza para ϵ0 = 0.2 eV en grafeno
y siliceno para distintos valores de eEz en las variables adimensionales x e y, para
adsorción en sitio top, considerando r = 0.1 y U = 0.1 eV. Se dibujaron los contornos
correspondientes a ⟨n↑⟩ − ⟨n↓⟩ iguales a 0.1 (violeta), 0.5 y 0.9.

y provoca un desplazamiento desigual en los centros de las densidades de estados.
Ambas situaciones se observan claramente en la Figura 2.24 para siliceno, germaneno y
estaneno.

Por el contrario, la región magnética se achica al incrementarse el valor del campo
eléctrico perpendicular aplicado. En este sentido, la curva de nivel correspondiente a
una diferencia en la población de espines ⟨n↑⟩ − ⟨n↓⟩ igual a 0.1 se contrae tanto hacia
el eje x, como hacia el eje y, mientras que aquellas correspondientes a una diferencia
de 0.5 y 0.9 prácticamente no se ven afectadas. Esto se relaciona con el hecho de que
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Figura 2.30: Área de estados magnéticos de la impureza para ϵ0 = −0.2 eV en grafeno
y siliceno para distintos valores de eEz en las variables adimensionales x e y, para
adsorción en sitio top, considerando r = 0.1 y U = 0.1 eV. Se dibujaron los contornos
correspondientes a ⟨n↑⟩ − ⟨n↓⟩ iguales a 0.1 (violeta), 0.5 y 0.9.

el aumento en la intensidad del campo eléctrico tiende a mover los picos de ρ↑(ω) y
ρ↓(ω) por encima del nivel de Fermi, como se ilustra en la Figura 2.25 para siliceno,
disminuyendo las poblaciones de espines.

Para el caso de adsorción en sitio hollow la situación es similar, sólo que se tiene un
parámetro extra |η| para dar cuenta del cociente entre las intensidades de hibridización
de la impureza con cada una de las subredes. Recordemos que para grafeno |η| = 1
siempre, debido a la ausencia de buckling. Se graficaron las regiones magnéticas para
los casos extremos |η| = 1 y |η| = 0 en las Figuras 2.33, 2.34 y 2.35.
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Figura 2.31: Región magnética para germaneno y estaneno para eEz = 1.0 eV/Å en
las variables adimensionales x e y, para adsorción en sitio top, considerando r = 0.1 y
U = 0.1 eV. En la figura ϵ0 = 0.2 eV, es decir, por encima de la mitad del bandgap. Se
dibujaron los contornos correspondientes a ⟨n↑⟩ − ⟨n↓⟩ iguales a 0.1 (violeta), 0.5 y 0.9.
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Figura 2.32: Región magnética para germaneno y estaneno para eEz = 1.0 eV/Å en
las variables adimensionales x e y, para adsorción en sitio top, considerando r = 0.1 y
U = 0.1 eV. En la figura ϵ0 = −0.2 eV, es decir, por debajo de la mitad del bandgap. Se
dibujaron los contornos correspondientes a ⟨n↑⟩ − ⟨n↓⟩ iguales a 0.1 (violeta), 0.5 y 0.9.

Se puede observar en la Figura 2.33 para |η| = 1 que la región magnética no
crece a medida que se modifica el material, aumentando λSO. En la Figura 2.35,
correspondientes a |η| = 0, podemos apreciar que la situación se modifica y en esta
ocasión sí se agranda la zona de magnetización a medida que aumenta tanto la
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Figura 2.33: Área de estados magnéticos de la impureza en grafeno, siliceno, germaneno
y estaneno en las variables adimensionales x e y, para adsorción en sitio hollow y
|η| = 1, considerando ϵ0 = 0.2 eV, eEz = 0.0 eV/Å, r = 0.1 y U = 0.1 eV. Se dibujaron
los contornos correspondientes a ⟨n↑⟩ − ⟨n↓⟩ iguales a 0.1 (violeta), 0.5 y 0.9.

interacción espín-órbita como el campo eléctrico. Se debe tener en cuenta que la
expresión para Im Σhollow

s presente en el numerador de ρs(ω) posee una factor de 1 − η2

multiplicando un término lineal en ∆s. Cuando |η| = 0 el término está presente en su
totalidad, pero a medida que |η| aumenta, este término se va atenuando hasta hacerse
cero para |η| = 1.

Por otro lafdo, en la Figura 2.34 se ve el efecto del campo eléctrico, que modifica la
región magnética, moviéndola hacia la izquierda.
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Figura 2.34: Variación del área magnética con el campo eléctrico en siliceno, para
adsorción en sitio hollow y |η| = 1, considerando ϵ0 = 0.2 eV, r = 0.1 y U = 0.1 eV. Se
dibujaron los contornos correspondientes a ⟨n↑⟩ − ⟨n↓⟩ iguales a 0.1 (violeta), 0.5 y 0.9.

El cambio en las densidades de estados en función de la energía de Fermi que se
muestra en la Figura 2.27 representa un análisis de un segmento de la gráfica para
grafeno de la Figura 2.33. Dicho segmento vertical inicia en el punto (1.12,−0.5) y
finaliza en (1.12, 1.0). Se puede observar en las gráficas para grafeno, siliceno, germaneno
y estaneno que los segmentos magnéticos verticales disminuyen en longitud a medida
que aumenta el valor de x considerado. Si se continúa estudiando para valores más
elevados de hibridización y energías de Fermi más negativas, se alcanza a observar que
las regiones magnéticas son finitas, reduciéndose los segmentos magnéticos verticales
hasta alcanzar una longitud nula.
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Figura 2.35: Área de estados magnéticos de la impureza para ϵ0 = 0.2 eV en siliceno
con eEz = 0.0 eV/Å y siliceno, germaneno y estaneno con eEz = 1.0 eV/Å en las
variables adimensionales x e y, para adsorción en sitio hollow, considerando |η| = 0,
r = 0.1 y U = 0.1 eV. Se dibujaron los contornos correspondientes a ⟨n↑⟩ − ⟨n↓⟩ iguales
a 0.1 (violeta), 0.5 y 0.9.

En la Figura 2.36 se muestra la diferencia entre los números de ocupación en función
de la energía de Fermi µ para diferentes valores del parámetro de hibridización |η|,
teniendo en cuenta que |η| = 1 implica una intensidad de hibridización idéntica entre
la impureza y cada una de las dos subredes, y |η| = 0 implica hibridización sólo con la
subred A. Se consideró tanto un nivel de la impureza ϵ0 < 0 —por debajo de la mitad
del bandgap— y ϵ0 > 0 —por encima de la mitad del bandgap—. Se puede observar en
ambos casos un desplazamiento hacia el cero de energía y un estrechamiento del rango
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de energías del nivel de Fermi µ en el que se produce magnetización a medida que se
considera una mayor hibridización con la subred inferior B. Se encontró que, dado un
mismo conjunto de parámetros fijos, la magnetización es máxima en el caso en que
η = 0 y para valores más grandes de η, la magnetizacón va disminuyendo.
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Figura 2.36: Diferencia entre los números de ocupación en función de la energía
de Fermi µ para distintos valores del parámetro de hibridización en siliceno para
ϵ0 = 0.2 eV (izq.) y ϵ0 = −0.2 eV (der.). Se usó V = 0.8 eV, U = 0.1 eV, r = 0.1 y
eEz = 0.0 eV/Å.

2.3.4. Dependencia de la magnetización en los parámetros de
Hubbard, de hibridización y de energía en el nivel de
la impureza

Resulta particularmente importante conocer la dependencia de la magnetización del
parámetro de Hubbard U . La diferencia entre las ocupaciones de espines en términos
de U y µ se muestra en la Figura 2.37 para adsorción en sitio top y hollow de siliceno,
considerando ϵ0 = 0.2 eV, V = 1 eV, r = 0.1 y, en el caso hollow, |η| = 0.5. Se puede
observar que las regiones poseen formas muy similares, particularmente para valores
grandes de U . Para valores chicos del parámetro de Hubbard se alcanza a apreciar que,
para el sitio top, la región magnética en el plano Uµ recién empieza en U ∼ 0.04 eV,
mientras que para el sitio hollow esto ocurre para valores extremadamente chicos
de U ∼ 10−3 eV. Otro contrapunto a destacar es que para el sitio hollow la región
magnética posee un mayor nivel de definición en el gráfico que la correspondiente al caso
top, a pesar de estar usándose la misma cantidad de puntos de muestreo. Esto ocurre
debido a que las densidades de estados en el caso hollow son mucho más estrechas (ver
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Figura 2.22), provocando una modificación en la magnetización mucho más súbita (ver
Figura 2.27).
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Figura 2.37: Región magnética en función del parámetro de Hubbard U y la energía
de Fermi µ para adsorción en los sitios top (izquierda) y hollow (derecha) en siliceno
para |η| = 0.5, ϵ0 = 0.2 eV, V = 1.0 eV, r = 0.1 y elEz = 0.0 eV. Se dibujaron los
contornos correspondientes a ⟨n↑⟩ − ⟨n↓⟩ iguales a 0.1 (violeta), 0.5 y 0.9.

En segundo lugar, en la Figura 2.39 se muestra la diferencia en los números de
ocupación para un parámetro de hibridización V y energía de Fermi µ variables. Para
adsorción en el sitio hollow se puede observar que la magnetización persiste aún para
valores elevados de V ∼ 4.3 eV, si bien para un rango de energías de Fermi muy pequeño,
en claro contraste con lo que ocurre para el sitio top, que posee una magnetización
remanente muy pequeña por encima de V ∼ 1.8 eV. Estas figuras guardan una estrecha
correlación con aquellas mostradas en la Sección 2.3.3, radicando su principal diferencia
en que en aquellas la variable x del eje horizontal depende cuadráticamente de la
intensidad de la hibridización V , mientras que en éstas la dependencia es lineal.

En la Figura 2.38 se puede apreciar la zona de estados magnéticos en función de la
energía del orbital de la impureza ϵ0 y de la energía de Fermi µ, comparando ambos
sitios de adsorción. En el sitio top se observa que la franja vertical de energías de Fermi
en las que es posible la formación de momentos magnéticos locales se va afinando y
alejando de la mitad del bandgap a medida que aumenta el valor de la energía de la
impureza ϵ0, desapareciendo para valores de ϵ0 ∼ 0.5 eV. No ocurre lo mismo para el
sitio hollow, para el cual la franja se mantiene prácticamente constante en longitud para
los valores considerados, esperándose que se anule para valores de µ extremadamente
grandes en los que presumiblemente la aproximación de onda larga deje de ser válida
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Figura 2.38: Región magnética en función de la energía del nivel de la impureza ϵ0 y
la energía de Fermi µ para adsorción en los sitios top (izquierda) y hollow (derecha) en
siliceno para |η| = 0.5, U = 0.1 eV, V = 1.0 eV, r = 0.1 y elEz = 0.0 eV. Se dibujaron
los contornos correspondientes a ⟨n↑⟩ − ⟨n↓⟩ iguales a 0.1 (violeta), 0.5 y 0.9.

(µ ≪ t = 1.6 eV). Las Figuras 2.37, 2.38 y 2.39 para siliceno pueden ser comparadas
con aquellas correspondientes a grafeno consultando el trabajo [109]. Por otro lado, al
igual que en el resto de las gráficas, también se puede percibir la marcada definición de
la zona magnética, ocasionada por los abruptos cambios en los números de ocupación.

Desde el punto de vista experimental, cabe destacar que el nivel de Fermi µ es
pasible de ser manipulado, variando la cantidad de portadores de carga a través de la
aplicación de un voltaje de gate Vg, lo que se conoce como efecto de campo eléctrico
[1], que permite desplazarse en las gráficas de forma paralela al eje vertical y. Es
importante aclarar que este voltaje produce un campo eléctrico externo perpendicular
a la monocapa Ez = −Vg/2l y además producirá un cambio en el nivel de la energía de
Fermi µ, que depende de ciertas características experimentales, tales como la naturaleza
y el grosor del aislante presente en el dispositivo utilizado para provocar la diferencia
de potencial. De esta manera, la magnetización puede ser, en principio, prendida o
apagada, de acuerdo a la intensidad del voltaje Vg aplicado a la monocapa.

De esta manera, se podría obtener un momento magnético local oscilante si se
variara el campo eléctrico, lo cual sería apropiado para dispositivos espintrónicos.
Existiría la posibilidad de crear ondas de espín en X-enos mediante la introducción de
varias impurezas en diferentes sitios y un campo eléctrico variable. Se debe tener en
cuenta que los diferentes cubrimientos de impurezas introducirían perturbaciones en
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Figura 2.39: Región magnética en función de la intensidad de la hibridización con las
subredes V y la energía de Fermi µ para adsorción en los sitios top (izquierda) y hollow
(derecha) en siliceno para |η| = 0.5, U = 0.1 eV, V = 1.0 eV, r = 0.1 y elEz = 0.0 eV.
Se dibujaron los contornos correspondientes a ⟨n↑⟩ − ⟨n↓⟩ iguales a 0.1 (violeta), 0.5 y
0.9.

las densidades de estados, que deben ser consideradas en los cálculos autoconsistente
de los números de ocupación, debido a las interacciones entre las impurezas [110].

2.4. Conclusiones

En este capítulo se estudió la formación de momentos magnéticos locales en una
impureza magnética adsorbida en un sitio top o hollow en una monocapa de X-eno
sometido a un campo eléctrico externo perpendicular, a través de un modelo de
Anderson, utilizando un Hamiltoniano de tight-binding en el formalismo de segunda
cuantización que consideraba interacción espín-órbita. Se encontraron expresiones
analíticas para las densidades de estados polarizadas en espín en el nivel de la impureza
en la aproximación de onda larga.

Posteriormente, mediante la resolución de un sistema de ecuaciones acopladas
autoconsistente se pudieron caracterizar los estados magnéticos del sistema en función
de diferentes parámetros como la energía ϵ0 del orbital de la impureza, la energía U de
repulsión electrostática entre electrones en el nivel de la impureza, la hibridización V

(VA y VB para adsorción hollow) de la impureza con las subredes del X-eno, la energía
de Fermi µ del X-eno y el campo eléctrico perpendicular aplicado eEz. En particular,
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se graficaron los estados magnéticos en términos de las variables x = πV 2/(UD) e
y = [µ− ϵ0 − (1 + r)elEz]/U .

Para el caso de adsorción en un sitio top, se evidenció que la interacción espín-órbita
tenía un efecto protector de la magnetización con respecto a la hibridización con la
subred y al nivel de Fermi. El campo eléctrico, en cambio, tendió a disminuir los rangos
de valores de estos parámetros para los cuales ocurría una ocupación desigual de espines
en la impureza.

Para el caso hollow, se mostró que la magnetización también era sensible a la
hibridización relativa de la impureza con cada una de las subredes, medida a través
del parámetro η = VB/VA. A medida que se consideró un valor más grande de |η|, el
área de la región magnética en el plano xy disminuyó. Asimismo, para |η| = 1, ni la
modificación del material ni la aplicación de un campo eléctrico resultaron favorables
para la formación de momentos magnéticos respecto de los valores de V y µ. En
contraste, para |η| = 0 se volvió a apreciar el efecto amplificador de la zona magnética
propio de la interacción espín-órbita.

La aplicación de un voltaje de gate en la monocapa permitiría variar el nivel de
Fermi, modificando el carácter magnético o no magnético del nivel de la impureza.
Esto podría tener potenciales aplicaciones en dispositivos espintrónicos, en los cuales
fuese necesaria la variación de un momento magnético local. Además, si se consideraran
campos eléctricos oscilantes, se podrían obtener ondas de espín utilizando diferentes
cubrimientos de impurezas magnéticas en siliceno.





Capítulo 3

Interacción efectiva entre impurezas
magnéticas en siliceno

3.1. Objetivo

El objetivo de este capítulo fue el de estudiar la interacción efectiva entre dos
impurezas no interactuantes adsorbidas en dos sitios top de una monocapa de X-eno,
como se muestra en la Figura 3.1, considerando los efectos de la aplicación de un campo
eléctrico externo perpendicular a la capa.

3.2. Desarrollo teórico

3.2.1. Hamiltoniano de tight-binding para dos impurezas ad-
sorbidas

A fin de resolver el problema planteado se usó un modelo de Anderson de adsorción
de impurezas (ver Sección 1.5). Para denotar a cada una de las impurezas consideradas
se usó J = 1 y J = 2. Los primeros tres términos del Hamiltoniano consistían en
términos propios de la subred, a saber, un término de hopping a primeros vecinos,
un término de hopping a segundos vecinos y el potencial electrostático generado por
un campo eléctrico perpendicular aplicado a la monocapa de X-eno [89]. Además, se
adicionaron términos correspondientes al modelo de Anderson sobre X-eno, i.e. un
término para caracterizar la energía de un electrón en el nivel de la impureza, otro
para caracterizar la repulsión electrostática al estar doblemente ocupado este nivel y,
finalmente, un término que da cuenta de la hibridización entre el nivel de la impureza
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adsorbida y el átomo de la subred A que se encuentra inmediatamente debajo de la
impureza [83, 87, 95]. De esta manera, el Hamiltoniano utilizado fue

H = −t
∑

⟨i,j⟩,s
a†

isbjs + h.c. + iλSO

3
√

3
∑

⟨⟨i,j⟩⟩,s
sνij

(
a†

isajs + b†
isbjs

)
− elEz

∑
i,s

(a†
isais − b†

isbis)

+
∑
J,s

ϵ0f
†
JsfJs +

∑
J

UnJ↑nJ↓ +
∑
J,s

V a†
Js(RJ)fJs + h.c., (3.1)

que consiste en una extensión para dos impurezas de aquel correspondiente al caso top
explicado en detalle en la Sección 2.2.3.

h
l

l

h

r

Figura 3.1: Adsorción de dos impurezas (azules) en sitios top de una capa de X-eno a
una altura h respecto de la mitad del buckling.
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Aplicando una transformación de Fourier discreta, el Hamiltoniano en el espacio
recíproco k quedó escrito

H = −
∑
ks

tϕka
†
ksbks + h.c. +

∑
ks

∆ks

(
a†

ksaks − b†
ksbks

)
+
∑
Js

ϵ0f
†
J,sfJ,s +

∑
J

UnJ↑nJ↓ +
∑
Jks

V√
N
e−ik·RJa†

ksfJs + h.c. (3.2)

donde, de la misma manera que en la Sección 2.2.1, se usó

ϕk =
∑

δ

eik·δ (3.3)

∆ks = iλSO

3
√

3
sξk − elEz (3.4)

ξk =
∑

n
νne

ik·n =
∑

n
2i sen(k · n). (3.5)

Los tres primeros términos describen las interacciones sobre un electrón en la banda
de valencia o de conducción, sin tener en cuenta los efectos de las impurezas y están
escritos en la base B =

{
a†

ks, b
†
ks

}
de operadores de creación en la subred A y en la

subred B de un electrón con momento k y espín s. Estos términos del Hamiltoniano
fueron diagonalizados, realizando una transformación de Bogoliubov, para pasar a la
base B′ =

{
c

(−1)†
ks , c

(+1)†
ks

}
de operadores de creación en la banda de valencia (−) y en

la banda de conducción (+) de un electrón con momento k y espín s.
Evidentemente, el Hamiltoniano de las subredes diagonalizado en la base B′ es

Hsil =
∑
αks

ϵα
ksc

α†
ksc

α
ks, (3.6)

donde los autovalores satisfacen la conocida relación de dispersión

ϵα
ks = αϵks =

√
t2|ϕk|2 + ∆2

ks (3.7)

y los operadores de creación cα†
ks (ver Ecuación (2.15)) que diagonalizan esta parte del

Hamiltoniano se pueden escribir, expresando ϕk = |ϕk|eiθ, como

c

(+1)†
ks = t|ϕk|√

2ϵks(ϵks − ∆ks)

[
a†

ks − e−iθ

(
ϵks − ∆ks

t|ϕk|

)
b†

ks

]

c
(−1)†
ks = t|ϕk|√

2ϵks(ϵks + ∆ks)

[
a†

ks + e−iθ

(
ϵks + ∆ks

t|ϕk|

)
b†

ks

]
.

(3.8)
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Al invertir estas relaciones, se expresaron a†
ks y b†

ks en función de c(+1)†
ks y c(−1)†

ks
a†

ks =
∑

α

√
ϵks + α∆ks

2ϵks

cα†
ks

b†
ks =

∑
α

(−α)eiθ

√
ϵks − α∆ks

2ϵks

cα†
ks.

(3.9)

Además, usando (3.9) se transformó el término de hibridización, obteniéndose

HV =
∑

Jαks

V Jα
ks c

α†
ksfJs + h.c., (3.10)

donde el coeficiente V Jα
ks se define como

V Jα
ks = V√

N
e−ik·RJ Θtop

αks, (3.11)

haciendo referencia a la fase de tight-binding Θtop
αks (ver Ecuación (2.31)), cuya expresión

es
Θtop

αks =
√
ϵks + α∆ks

2ϵks

. (3.12)

Habiendo reexpresado el Hamiltoniano de hibridización en la nueva base, se estuvo
finalmente en condiciones de reescribir el Hamiltoniano completo en la base B′ ={
c

(−1)†
ks , c

(+1)†
ks , f †

Js

}
. La expresión resultante es

H =
∑
αks

ϵα
ks c

α†
ksc

α
ks +

∑
Js

ϵ0 f
†
JsfJs +

∑
J

UnJ↑nJ↓ +
∑

Jαks

V Jα
ks cα†

ksfJs + h.c. (3.13)

3.2.2. Transformación de Schrieffer-Wolff

Como se mencionó anteriormente, nuestro objetivo era estudiar la interacción efectiva
entre las dos impurezas no interactuantes. Para ello, se hizo uso de la transformación
de Schrieffer-Wolff [111, pág. 109], considerando al término de hibridización HV como
nuestra perturbación. Por ello, se reescribió

H = H0 +HV , (3.14)
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donde H0 y HV son

H0 =
∑
αks

ϵα
ks c

α†
ksc

α
ks +

∑
Js

ϵ0 f
†
JsfJs +

∑
J

UnJ↑nJ↓ (3.15)

HV =
∑

Jαks

V Jα
ks cα†

ksfJs + h.c. (3.16)

Se le aplicó una transformación de similaridad al Hamiltoniano completo y se realizó
una expansión en Taylor

H̃ = eSHe−S

= H + [S,H] + 1
2[S, [S,H]] + . . .

= H0 +HV + [S,H0] + [S,HV ] + 1
2[S, [S,H0]] + 1

2[S, [S,HV ]] + . . .

A fin de eliminar algunos términos de la expansión, se le pidió a S que cumpla la
condición

HV + [S,H0] = 0, (3.17)

por lo que el Hamiltoniano transformado, reemplazando [S,H0] por −HV , adoptó la
forma

H̃ = H0 + [S,HV ] − 1
2[S,HV ] + 1

2[S, [S,HV ]]︸ ︷︷ ︸
O(V 3)

+ . . .

Finalmente, se consideró hasta el menor orden perturbativo en HV , i.e., hasta
segundo orden en la perturbación V ; por ende, el Hamiltoniano tranformado al que se
buscó arribar es

H̃ ≈ H0 + 1
2[S,HV ]. (3.18)

Para encontrar H̃, antes debe hallarse S que cumpla con (3.17), para luego calcular
[S,HV ] y reemplazar el conmutador en (3.18). Con este fin, se propuso como ansatz
para el operador S a

S =
∑

Jαks

(AJα
ks +BJα

ks )cα†
ksfJs − h.c. (3.19)

AJα
ks y BJα

ks son coeficientes a determinar, a través de requerir que se cumpla la
condición (3.17). Se buscó hallar [H0, S], para lo cual previamente se calcularon los
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conmutadores

[nα
ks, c

α′†
k′s′fs′ ] = δαα′ δkk′ δss′ cα†

ksfJs′ (3.20)
[nJs, c

α′†
k′s′fJ ′s′ ] = −δJJ ′ δss′ cα′†

k′s′fJs (3.21)
[nJ↑nJ↓, c

α′†
k′s′fJ ′s′ ] = −

∑
s

δJJ ′ δss′ cα′†
k′s′nJ−sfJs, (3.22)

así como también

[nα
ks, nJ−s′cα′†

k′s′fJs′ ] = δJJ ′ δαα′ δkk′ δss′ nJ−s′cα†
ksfJs′ (3.23)

[nJs, nJ ′−s′cα′†
k′s′fJ ′s′ ] = −δJJ ′ δss′ nJ ′−s′cα′†

k′s′fJs (3.24)
[nJ↑nJ↓, nJ ′−s′cα′†

k′s′fJ ′s′ ] = −
∑

s

δJJ ′ δss′ nJ ′−s′cα′†
k′s′nJ−sfJs. (3.25)

Sabiendo además que A† = A =⇒ [A,B†] = −[A,B]†, se obtuvo

[H0, S] =
∑

Jαks

ϵα
ks(AJα

ks +BJα
ks nJ−s)cα†

ksfJs + h.c.

−
∑

Jαks

ϵ0(AJα
ks +BJα

ks nJ−s)cα†
ksfJs + h.c.

−
∑

Jαks

U(AJα
ks +BJα

ks nJ−s)nJ−sc
α†
ksfJs + h.c. (3.26)

Agrupando los términos de acuerdo a los operadores que forman parte de los mismos

[H0, S] =
∑

Jαks

(ϵα
ks − ϵ0)AJα

ks c
α†
ksfJs + h.c.

+
∑

Jαks

[(ϵα
ks − ϵ0 − U)BJα

ks − UAJα
ks ]nJ−sc

α†
ksfJs + h.c. (3.27)

y comparando con (3.10) se pudo ver que para que [H0, S] = HV se necesita que se
cumplan simultáneamente las siguientes condiciones(ϵα

ks − ϵ0)AJα
ks = V Jα

ks

(ϵα
ks − ϵ0 − U)BJα

ks − UAJα
ks = 0

(3.28)
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Despejando de (3.28) se encontraron los coeficientes AJα
ks y BJα

ks que forman parte
de la expresión (3.19) para S

AJα
ks = V Jα

ks

ϵα
ks − ϵ0

(3.29)

BJα
ks = UV Jα

ks

(ϵα
ks − ϵ0 − U)(ϵα

ks − ϵ0)
. (3.30)

A fin de conocer la expresión transformada (3.18) del Hamiltoniano se debió calcular
[S,HV ]. Para ahorrar esfuerzo de cálculo, se reescribió al conmutador como la suma de
dos conmutadores más su conjugado hermítico

[S,HV ] = [(S1 − S†
1), (H1 +H†

1)]
= [S1, H1] + [S1, H

†
1] + h.c., (3.31)

donde S1 y H1 se definieron como

S1 =
∑

Jαks

(AJα
ks +BJα

ks n−s) cα†
ksfJs (3.32)

H1 =
∑

Jαks

V Jα
ks cα†

ksfJs. (3.33)

El cálculo de [S,HV ] requerió que, previamente, se calcularan los conmutadores

[cα†
ksfJs, c

α′†
k′s′fJ ′s′ ] = 0 (3.34)

[cα†
ksfJs, f

†
J ′s′cα′

k′s′ ] = −δαα′ δkk′ δss′ f †
J ′s′fJs + δJJ ′ δss′ cα†

ksc
α′

k′s′ , (3.35)

así como también

[nJ−s c
α†
ksfJs, c

α′†
k′s′fJ ′s′ ] = −δJJ ′ δ−ss′ cα′†

k′s′fJ−sc
α†
ksfJs (3.36)

[nJ−s c
α†
ksfJs, f

†
J ′s′cα′

k′s′ ] = −δαα′ δkk′ δss′ nJ−s f
†
J ′s′fJs + δJJ ′ δss′ nJ−s c

α†
ksc

α′

k′s′

+ δJJ ′ δ−ss′ f †
J−s c

α′

k′s′c
α†
ksfJs (3.37)
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De esta manera, se arribó a que

[S,HV ] = −
∑

JJ ′αks

V J ′α∗
ks (AJα

ks +BJα
ks nJ−s)f †

J ′sfJs + h.c.

+
∑

Jαks
α′k′

V Jα′∗
k′s (AJα

ks +BJα
ks nJ−s)cα†

ksc
α′

k′s + h.c.

+
∑

Jαks
α′k′

V Jα′

k′−s B
Jα
ks f

†
J−s c

α′

k′s c
α†
ks fJs + h.c.

−
∑

Jαks
α′k′

V Jα′∗
k′−s B

Jα
ks c

α′†
k′−s fJ−s c

α†
ks fJs + h.c. (3.38)

El primer término se separó en dos partes de acuerdo a si J ′ = J o si J ′ ̸= J , es
decir, conforme a si los índices de los operadores hacían referencia a la misma impureza
o a distintas impurezas, respectivamente. El primer caso corresponde a un término que
aporta una corrección a la energía en el sitio de la impureza y a la correlación electrónica,
mientras que el segundo caso es el que nos interesa, que corresponde a interacción
efectiva entre impurezas. Reemplazando (3.38) en (3.18) se obtuvo finalmente

H̃ = Hsil +HU +Hsil
′ +HU

′ +Hch +Hhop +Hdir +Hexch, (3.39)
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donde

Hsil =
∑
αks

ϵα
ks c

α†
ksc

α
ks (3.40)

HU =
∑

J

(∑
s

ϵ0f
†
JsfJs + UnJ↑nJ↓

)
(3.41)

Hsil
′ =

∑
Jαks
α′k′

V Jα′∗
k′s AJα

ks c
α†
ksc

α′

k′s + h.c. (3.42)

HU
′ = −1

2
∑

Jαks

V α∗
ks (AJα

ks +BJα
ks nJ−s)nJs + h.c. (3.43)

Hch = −1
2
∑

Jαks
α′k′

V Jα′

k′−s B
Jα
ks c

α′†
k′−s fJ−s c

α†
ks fJs + h.c. (3.44)

Hhop = −1
2

∑
JJ ′αks
J ′ ̸=J

V J ′α′∗
k′s (AJα

ks +BJα
ks nJ−s)f †

J ′sfJs + h.c. (3.45)

Hdir = 1
4
∑

Jαks
α′k′

V Jα′∗
k′s BJα

ks (nJs + nJ−s)cα†
ksc

α′

k′s + h.c. (3.46)

Hexch = 1
2
∑

Jαks
α′k′

[
V Jα′∗

k′−s B
Jα
ks f

†
J−s c

α′

k′−s c
α†
ks fJs − 1

2V
Jα′∗

k′s BJα
ks (nJs − nJ−s)cα†

ksc
α′

k′s

]
+ h.c.

(3.47)

En (3.39), los términos Hsil y HU son los ya conocidos términos de energía de un
electrón en las bandas y energía en el sitio y correlación electrónica U de las impurezas.
En cambio, el resto de los términos son nuevos. H ′

sil y H ′
U representan correcciones

a estas energías, introducidas por la hibridización. Hch representa la energía de un
proceso en el que dos electrones de espín opuesto que ocupan una impureza saltan a las
bandas α y α′ con momentos k y k′. Hhop es el término que nos interesa analizar, que
cuantifica la energía de salto de un electrón de una impureza a la otra, pudiendo haber
ocupación de un electrón con espín opuesto en alguna de las dos impurezas. Finalmente,
Hdir es un término de salto electrónico intrabanda o interbandas y Hexch simboliza
procesos de intercambio electrónico. Este último término da lugar a la interacción de
Kondo [112].



88 Interacción efectiva entre impurezas magnéticas en siliceno

3.2.3. Interacción efectiva entre impurezas

Llegado a este punto, se procedió a analizar el término de hopping que era el que
nos interesaba,

Hhop = −1
2
∑

Jαks
J ′ ̸=J

[
V J ′α∗

ks (AJα
ks +BJα

ks nJ−s)f †
J ′sfJs + V J ′α

ks (AJα∗
ks +BJα∗

ks nJ−s)f †
JsfJ ′s

]

Hhop =
∑

s

(Ts + T 1s n1−s + T
∗
2s n2−s)f †

1sf2s + h.c., (3.48)

donde las amplitudes Ts y T Js son

Ts = −1
2
∑
αk

(
V 2α

ks A
1α∗
ks + V 1α∗

ks A2α′

k′s

)
(3.49)

T 1s = −1
2
∑
αk

V 2α
ks B

1α∗
ks (3.50)

T
∗
2s = −1

2
∑
αk

V 1α∗
ks B2α

ks . (3.51)

Utilizando (3.11), (3.12), (3.29) y (3.30), se pudo escribir de manera más explícita
a las amplitudes de hopping efectivo entre impurezas

Ts = −
∑
αk

V 2

N

ϵks + α∆ks

2ϵks(αϵks − ϵ0)
e−ik·(R2−R1) (3.52)

T s = −
∑
αk

UV 2

2N
ϵks + α∆ks

2ϵks(αϵks − ϵ0)(αϵks − ϵ0 − U)e
−ik·(R2−R1), (3.53)

donde escribimos simplemente T s, ya que T 1s = T
∗
2s = T s.

Las expresiones se simplifican al computar la suma en el índice de las bandas

Ts = −V 2

N

∑
k

ϵ0 + ∆ks

ϵ2
ks − ϵ2

0
e−ik·(R2−R1) (3.54)

T s = −UV 2

2N
∑

k

ϵ2
ks + (ϵ0 + ∆ks)(ϵ0 + U) + ∆ksϵ0

(ϵ2
ks − ϵ2

0)(ϵ2
ks − (ϵ0 + U)2) e−ik·(R2−R1), (3.55)
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Llegado a este punto se hizo uso de la aproximación de onda larga (ver Sección
2.2.8), según la cual

∆ks ≈ ∆s = λSOs− elEz (3.56)

ϵks ≈
√

∆2
s + ℏ2v2

Fk
2 (3.57)∑

k
f(k) ≈

∫ D

0

∫ 2π

0

A

(2π)2 f(k) k dk dθ. (3.58)

De esta forma, definiendo r = ∥R2 − R1∥, en la aproximación de onda larga resulta
válido que

Ts ≈ −V 2

N

A

(2π)2

∫ D/ℏvF

0

∫ 2π

0

ϵ0 + ∆s

ϵ2
ks − ϵ2

0
e−ikr cos θk dk dθ (3.59)

T s ≈ −UV 2

2N
A

(2π)2

∫ D/ℏvF

0

∫ 2π

0

ϵ2
ks + (ϵ0 + ∆s)(ϵ0 + U) + ϵ0∆s

(ϵ2
ks − ϵ2

0)(ϵ2
ks − (ϵ0 + U)2) e−ikr cos θk dk dθ. (3.60)
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Figura 3.2: Función de Bessel J0
(

ε
ℏvF

r
)

en términos de la distancia entre impurezas a
medida que se modifica la energía ε.

Llegado a este punto, se debe recordar la representación integral de las funciones
de Bessel del primer tipo [113, pág. 360], según la cual para orden n = 0

J0(z) = 1
π

∫ π

0
eizcosθ dθ. (3.61)
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Fácilmente se demuestra, utilizando la paridad de J0(z), que
∫ 2π

0
eizcosθ dθ =

∫ π

0
eizcosθ dθ = 2πJ0(−kr) = 2πJ0(kr). (3.62)

De esta manera, realizando la sustitución ε = ℏvFk de manera que ϵ2
ks ≈ ε2 + ∆2

s,
las amplitudes de hopping efectivo entre las impurezas encontradas son

Ts(r) ≈ −2V
2

D2

∫ D

0

ϵ0 + ∆s

ε2 + ∆2
s − ϵ2

0
ε J0

( r

ℏvF

ε
)
dε (3.63)

T s(r) ≈ −UV 2

D2

∫ D

0

ε2 + ∆2
s + (ϵ0 + ∆s)(ϵ0 + U) + ϵ0∆s

(ε2 + ∆2
s − ϵ2

0)(ε2 + ∆2
s − (ϵ0 + U)2) ε J0

( r

ℏvF

ε
)
dε. (3.64)

donde se usó que D = ℏvF

√
4πN

A
.

3.3. Resultados

Recordando el Hamiltoniano efectivo obtenido para el salto electrónico entre impu-
rezas (3.48), Ts nos brinda una medida cuantitativa de la energía de salto de un electrón
entre impurezas no pobladas por ningún otro electrón, mientras que T s representa la
amplitud de hopping efectivo suponiendo la presencia de un electrón con espín opuesto
en una de las dos impurezas. Ambas amplitudes se expresaron como una función de
la distancia entre impurezas r = ∥R2 − R1∥ —Ecuaciones (3.63) y (3.64)—. Dicha
variable r se encuentra dentro del argumento de la función de Bessel del primer tipo de
orden cero J0

(
r

ℏvF
ε
)
, la cual tiene un comportamiento oscilatorio alrededor de y = 0, a

la vez que tiende a cero en el límite r → ∞. A medida que se va recorriendo el ancho
de la banda, de ε = 0 a ε = D, J0

(
r

ℏvF
ε
)

va disminuyendo en amplitud y aumentando
la frecuencia de sus oscilaciones, como se muestra en la Figura 3.2.

Los integrandos de las amplitudes Ts(r) y T s(r) en la aproximación de bajas energías
—Ecuaciones (3.63) y (3.64), respectivamente—, poseen singularidades, como se muestra
para grafeno en la Figura 3.3. En el caso que |∆s| < |ϵ0 + U |, el integrando de la
expresión para T s tiene una singularidad en ε1 =

√
(ϵ0 + U)2 − ∆2

s. Por otro lado, si
se cumple que |∆s| < |ϵ0| entonces ambos integrandos tendrán una singularidad en
ε2 =

√
ϵ2

0 − ∆2
s. Como los límites laterales por izquierda y por derecha de los integrandos

cuando ε tiende a una singularidad εi nos dan −∞ y +∞, o viceversa, se utilizó una
estrategia numérica para resolver esta integral definida, la cual consistió en dividir
el segmento de integración de manera de evitar integrar en un entorno de centro εi
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Figura 3.3: Integrandos presentes en las expresiones para Ts (izq.) y T s (der.) en
términos de la energía ε para r = 1 nm en grafeno, i.e. l = 0 Å y λSO ∼ 0 meV. Se usó
V = 1 eV, ϵ0 = 0.85 eV y U = 1.82 eV. Para este caso, Ts posee una singularidad en
ε ≈ ϵ0 y T s tiene una en ε ≈ ϵ0 y otra en ε ≈ ϵ0 + U .

y radio δ, donde ϵi es cada singularidad y δ es un valor positivo muy pequeño. En
nuestro caso, se eligió δ = 0.0001 eV.
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Figura 3.4: Ts(r) (izq.) y T s(r) (der.) obtenida numéricamente para grafeno. Se usó
V = 1 eV, ϵ0 = 0.5 eV y U = 0.5 eV.

El caso más simple se da si se considera buckling nulo e interacción espín-órbita
despreciable, como sería el caso de una monocapa de grafeno con dos impurezas
adsorbidas; caso para el cual se muestran Ts(r) y T s(r) en la Figura 3.4 para valores
particulares de V = 1 eV, ϵ0 = 0.5 eV y U = 0.5 eV. Evidentemente, como en este caso
∆s = 0, las amplitudes de hopping consideradas no están polarizadas en espín.

Por otro lado, para una monocapa de siliceno con un campo eléctrico perpendicular
de eEz = 1.0 eV/Å, se muestra en la Figura 3.5 cómo se modifica T s a medida que se
consideran diferentes valores para el parámetro de Hubbard U , es decir, considerando
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Figura 3.5: Modificación de la amplitud de hopping efectivo T s(r) en siliceno al
variar el parámetro U de interacción Coulombiana. Se usó V = 1 eV, ϵ0 = 0.2 eV y
eEz = 1.0 eV/Å. De izquierda a derecha y de arriba a abajo: U = 0.1 eV, U = 0.3 eV,
U = 0.5 eV y U = 1.0 eV.

diferentes intensidades de la correlación electrónica Coulombiana. Se puede observar
que la amplitud de hopping oscila más rápidamente con la distancia entre impurezas a
medida que aumenta el parámetro de Hubbard U . Cuando ϵ0 y U son ambos chicos,
como en el panel superior izquierdo de la Figura 3.5, T s oscila muy poco en el rango
de distancias considerado. Evidentemente, en ausencia de correlación Coulombiana
U = 0.0 eV, esta amplitud de salto se anula. Para siliceno, al no ser demasiado grande
el efecto espín-órbita, apenas se distingue la dependencia en el espín. En cambio, en la
Figura 3.6 el efecto conjunto de la interacción espín-órbita y el campo eléctrico externo
aplicado se puede observar muy claramente.

Por su parte, Ts no variará al modificarse U , ya que esta amplitud de hopping solo
debe ser considerada cuando las impurezas no están pobladas por otro electrón además
de aquel que efectúa el salto, como se refleja en el hecho de que en la Ecuación (3.64)
no aparece U .
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Figura 3.6: Modificación de la amplitud de hopping efectivo T s(r) en estaneno al
variar el parámetro U de interacción Coulombiana. Se usó V = 1 eV, ϵ0 = 0.2 eV y
eEz = 1.0 eV/Å. De izquierda a derecha y de arriba a abajo: U = 0.1 eV, U = 0.3 eV,
U = 0.5 eV y U = 1.0 eV.

Otro parámetro cuyos efectos sobre Ts(r) y T s(r) son interesantes de observar es
el valor de energía ϵ0 de un electrón en el orbital de la impureza que participa en el
modelo. El aumento de ϵ0 resulta en un fenómeno muy similar al que se observa para
U en el que las oscilaciones se suceden de manera más frecuente en el espacio. Un caso
particular (ver panel superior izquierdo de la Figura 3.7) ocurre cuando la impureza,
al adsorber, aporta un nivel electrónico en ϵ0 = 0.0 eV, es decir exactamente a la mitad
del bandgap. En esta situación no se observan oscilaciones en Ts(r), la cual decrece
asintóticamente.

Otra circunsancia particular ocurre cuando ∆s = ϵ0 (ver el panel superior derecho
de la Figura 3.7), condición en la que Ts(r) se anula por la presencia del factor ϵ0 + ∆S

en el numerador. Esto implica que en este caso, no es posible que un electrón con espín
s pueda saltar de una impureza a la otra de no haber un electrón con espín −s en
alguna de las dos impurezas. Sin embargo, el salto electrónico sí está permitido cuando



94 Interacción efectiva entre impurezas magnéticas en siliceno

T↑

T↓

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

0.00

0.01

0.02

0.03

0.04

0.05

r (nm)

T
↑
,T

↓
(e
V
)

Estaneno, ϵ0=0.0 eV

T↑

T↓

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
-0.025

-0.020

-0.015

-0.010

-0.005

0.000

0.005

r (nm)

T
↑
,T

↓
(e
V
)

Estaneno, ϵ0=0.5 eV

T↑

T↓

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
-0.06

-0.04

-0.02

0.00

0.02

r (nm)

T
↑
,T

↓
(e
V
)

Estaneno, ϵ0=1.0 eV

T↑

T↓

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

-0.08

-0.06

-0.04

-0.02

0.00

0.02

0.04

0.06

r (nm)

T
↑
,T

↓
(e
V
)

Estaneno, ϵ0=2.0 eV

Figura 3.7: Modificación de Ts(r) en estaneno al variar ϵ0. Se usó V = 1 eV, U = 1.0 eV
y eEz = 1.0 eV/Å. De izquierda a derecha y de arriba a abajo: ϵ0 = 0.0 eV, ϵ0 = 0.5 eV,
ϵ0 = 1.0 eV y ϵ0 = 2.0 eV.

una de las impurezas está ocupada por un electrón con espín opuesto al que realiza el
salto, como se infiere del panel superior derecho de la Figura 3.8.

A partir de una observación conjunta de las figuras 3.4, 3.5, 3.6, 3.7 y 3.8, se puede
determinar que los valores de la imagen de las funciones graficadas son relativamente
pequeños, ya que en ninguno de los casos mostrados se superan los 0.1 eV en valor
absoluto, en contraste con el valor de hopping a primeros vecinos en siliceno de
t = 1.6 eV.

Finalmente, cabe mencionar que, cuando las dos impurezas se sitúen en subredes
distintas, las hibridizaciones de cada una de las impurezas con las subredes corres-
pondientes van a ser diferentes, por lo que necesariamente se deben considerar dos
intensidades V1 y V2 distintas en el modelo.
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Figura 3.8: Modificación de T s(r) en estaneno al variar ϵ0. Se usó V = 1 eV, U = 1.0 eV
y eEz = 1.0 eV/Å. De izquierda a derecha y de arriba a abajo: ϵ0 = 0.0 eV, ϵ0 = 0.5 eV,
ϵ0 = 1.0 eV y ϵ0 = 2.0 eV.

3.4. Conclusiones

En este capítulo se estudió la interacción efectiva entre dos impurezas no interac-
tuantes adsorbidas en sitios top de una monocapa de X-eno, a través de la aplicación
de una transformación de Schrieffer-Wolff. Se encontraron términos de hopping efectivo
entre las impurezas y se aplicó la aproximación de onda larga para encontrar una
expresión analítica para sus amplitudes. Se encontraron dos amplitudes características,
una que caracterizaba al salto electrónico entre impurezas que no estuvieran pobladas
por otro electrón y otra para el caso en que sí hubiera ocupación por parte de un
electrón con espín opuesto. Se encontró una representación integral para las expresiones
analíticas de ambas amplitudes en función de la distancia r entre las impurezas, cuyos
integrandos dependián de la función de Bessel del primer tipo de orden cero y de
funciones racionales con singularidades. Debido a que en ambos casos la distancia entre
impurezas formaba parte del argumento de la función de Bessel, el comportamiento de
las amplitudes fue de tipo oscilatorio, convergiendo a cero en valor absoluto para r → ∞.
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Se estudió su sensibilidad a los parámetros de energía en el sitio ϵ0 y de correlación
Coulombiana U , mostrándose que para ambas variables, su aumento implicaba un
incremento tanto en la frecuencia como en la amplitud de las oscilaciones de Ts y T s

en función de la distancia. Se individualizó un caso particular en el que la interacción
efectiva Ts se anulaba totalmente, a saber, ∆s = ϵ0. Finalmente, se argumentó que la
interacción efectiva era relativamente pequeña, nunca superando los 0.1 eV en valor
absoluto en ninguno de los casos mostrados.
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