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Resumen

En esta tesis, profundizamos en la exploración y análisis de soluciones periódicas

de ecuaciones diferenciales ordinarias y con retardo, aprovechando el potencial del

Método de Análisis Homotópico (HAM). La relevancia de las órbitas periódicas en di-

versos campos, desde la física hasta la biología, subraya su importancia para la com-

prensión de los comportamientos a largo plazo de los sistemas. En el ámbito de las

ecuaciones no lineales, donde a menudo las soluciones analíticas resultan esquivas,

el HAM emerge como una herramienta potente, ofreciendo un enfoque semianalíti-

co para obtener soluciones aproximadas mediante la homotopía, que es un concepto

clave de la topología.

Presentamos el HAM reformado, que es una adaptación original del HAM para la

obtención de aproximaciones de soluciones periódicas. Una innovación importante de

esta técnica radica en el rol que le asignamos al parámetro de frecuenciaω de la órbita,

que al ser introducido en el operador no lineal, le otorga al HAM reformado una carac-

terística espectral. Posteriormente determinamos esta frecuencia, junto con el clásico

parámetro de convergencia h del HAM, mediante un enfoque heurístico. El método

que proponemos demuestra su eficiencia al proporcionar aproximaciones analíticas

precisas, eliminando la necesidad de expandir la frecuencia y amplitud de la órbita en
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serie respecto al parámetro de la homotopía. Este método es aplicable tanto a ecuacio-

nes diferenciales ordinarias como con retardo.

Nuestro trabajo también se aboca al estudio detallado de un modelo biológico de

interés de 6 dimensiones que captura la dinámica de la infección por el virus linfotró-

pico de células T de humanos tipo I (HTLV-I), la respuesta inmunitaria y el desarrollo

de la leucemia de células T del adulto (ATL). Mostramos que el sistema refleja com-

portamientos interesantes como bifurcaciones de Hopf y oscilaciones alrededor de un

centro no lineal, a la vez que indagamos en las interpretaciones desde el punto de vista

médico de los resultados hallados. Este modelo biológico también sirve como cam-

po de prueba para el Método de Análisis Homotópico por múltiples etapas (MSHAM),

confirmando su efectividad en sistemas que abarcan periodos temporales prolonga-

dos.

Finalmente, presentamos el concepto de isocronía respecto de un parámetro, que

involucra familias de órbitas obtenidas variando un parámetro. Este concepto se apli-

ca a ecuaciones diferenciales no lineales de segundo orden, ordinarias y con retardo.

Enunciamos los teoremas que permiten determinar bajo qué condiciones una familia

de órbitas periódicas exhibe una frecuencia constante ante variaciones de un paráme-

tro específico del sistema. Probamos la isocronía de la familia de ciclos analizando un

sistema lineal auxiliar asociado al problema no lineal original, con una metodología

esencialmente geométrica. Aplicamos el método a ODEs y discutimos la extensión de

la técnica para ecuaciones con retardo.



Abstract

In this thesis, we delve into the exploration and analysis of periodic solutions in

ordinary and delay differential equations, harnessing the potential of the Homotopy

Analysis Method (HAM). The relevance of periodic orbits across diverse fields, from

physics to biology, underscores their importance for understanding long-term beha-

viors of systems. In the realm of nonlinear equations, where analytical solutions are

often elusive, HAM emerges as a powerful tool, offering a semi-analytic approach to

obtain approximate solutions through homotopy, which is a key concept in topology.

We present the reformed HAM, which is an original adaptation of HAM for obtai-

ning approximations to periodic solutions. An important innovation of this technique

lies in the role we assign to the frequency parameter of the orbit, which, when intro-

duced into the nonlinear operator, imparts a spectral characteristic to the reformed

HAM. Subsequently, we determine this frequency, along with the classic convergence

parameter h of HAM, through a heuristic approach. The method we propose demons-

trates its efficiency in providing accurate analytical approximations, eliminating the

need to expand the frequency and amplitude of the orbit in series with respect to the

homotopy parameter. This method is applicable to both ordinary and delay differential

equations.
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Our work also focuses on the detailed study of a 6-dimensional biological model of

interest that captures the dynamics of infection by Human T-Cell Lymphotropic Virus

Type I (HTLV-I), the immune response, and the development of Adult T-Cell Leukemia

(ATL). We show that the system exhibits interesting behaviors such as Hopf bifurca-

tions and oscillations around a nonlinear center, while exploring medical interpreta-

tions of the findings. This biological model also serves as a testbed for the Multi-Stage

Homotopy Analysis Method (MSHAM), confirming its effectiveness in systems span-

ning long time periods.

Finally, we present the concept of isochrony with respect to a parameter, which in-

volves families of orbits obtained by varying a parameter. This concept is applied to

second-order nonlinear differential equations, both ordinary and with delay. We state

the theorems that allow determining under what conditions a family of periodic orbits

exhibits a constant frequency in the face of variations in a specific parameter of the

system. We test the isochrony of the family of cycles by analyzing an auxiliary linear

system associated with the original nonlinear problem, using an essentially geometric

methodology. The method applies to ODE’s and we discuss the extension of the tech-

nique for a delay differential equations.
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CAPÍTULO 1

Introducción

Existe un acuerdo general sobre la enorme utilidad que presentan las ecuaciones

diferenciales en el modelado matemático de fenómenos naturales o producidos por el

hombre. En la multiplicidad de comportamientos dinámicos que se presentan al estu-

diar un sistema de ecuaciones diferenciales, las órbitas periódicas en especial ocupan

un rol central debido a su relevancia en una amplia gama de disciplinas, desde la física

y la ingeniería hasta la biología y la economía. Las órbitas periódicas representan solu-

ciones recurrentes y estables en el tiempo, brindando una comprensión profunda de

los comportamientos a largo plazo en los sistemas estudiados.

En los modelos de ecuaciones diferenciales no lineales, aún en los casos más sen-

cillos, la solución analítica puede resultar inalcanzable. Las técnicas computacionales

actuales nos permiten aproximarnos a la resolución de estos sistemas mediante méto-

dos numéricos. Sin embargo, las expresiones obtenidas con estos algoritmos sólo nos

proporcionan información en puntos discretos. Es por esto que en muchos casos se

hace necesario encontrar expresiones analíticas continuas de la solución aproximada,

que nos conduzcan a una mejor comprensión del comportamiento del sistema.

1
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Entre los diversos métodos disponibles para la búsqueda de soluciones en sistemas

dinámicos, el Método de Análisis Homotópico (o HAM, por sus siglas en inglés) emer-

ge como una herramienta poderosa y novedosa que permite abordar problemas com-

plejos de una manera sistemática en la exploración de las órbitas periódicas, ver por

ejemplo [71, 129, 130, 131, 134, 135, 206]. Este enfoque proporciona una perspectiva

original para entender la formación, estabilidad y bifurcaciones de órbitas periódicas

[31], ofreciendo una contribución valiosa al campo de los sistemas dinámicos.

El HAM es un procedimiento semianalítico útil en la resolución de ecuaciones dife-

renciales de diversos tipos (ordinarias, parciales, con retardo, etc.) que permite obtener

la solución en series de funciones. En esta tesis consideramos solamente ecuaciones

ordinarias y ecuaciones diferenciales con retardo.

En el HAM se utiliza el concepto de homotopía para descomponer un problema no

lineal en un conjunto infinito de problemas lineales. Ésto se consigue a nivel teórico

proponiendo una deformación continua desde una estimación inicial hasta la solución

del problema no lineal. Una de sus características es la presencia de un parámetro de

convergencia, que es una variable sin contenido físico, que permite controlar la con-

vergencia hacia la solución, ver [4, 136, 195]. Además es no perturbativo, en el sentido

de no depender de algún parámetro pequeño (o grande como es el caso en desarro-

llos asintóticos) y por lo tanto puede aplicarse a problemas altamente no lineales, ver

por ejemplo [98, 133, 180]. Otra de sus ventajas, es la flexibilidad en la elección de las

bases de funciones que se utilizan en las soluciones. De cierta forma se puede decir

que el HAM generaliza los métodos de parámetro artificial pequeño de Lyapunov, el

de expansión δ, el de descomposición de Adomian y el de perturbación homotópica

[125, 130, 132].

Las características antes mencionadas le otorgan al HAM un enorme potencial, a

la vez que incentivan a la exploración de posibles variantes y adaptaciones que apor-

ten nuevos enfoques a la búsqueda y estudio de las órbitas periódicas. En ese sentido,

propondremos en esta tesis una versión del HAM para la búsqueda de órbitas periódi-

cas, que difiere significativamente de la técnica enunciada por Liao para este tipo de
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soluciones. En nuestro planteo le otorgamos un rol distinguido al parámetroω, que re-

presenta la frecuencia del ciclo que se intenta aproximar, y mediante un procedimien-

to fuertemente heurístico buscaremos seleccionar los valores más apropiados para la

frecuencia ω y el parámetro h, al tiempo que buscaremos innovar en el uso y la inter-

pretación de las h–curvas del HAM.

Las órbitas periódicas y los conceptos derivados de la teoría de sistemas dinámi-

cos han encontrado aplicaciones significativas en diversas áreas de las ciencias de la

vida, incluyendo los procesos biológicos relacionados con el ser humano. Algunas de

las aplicaciones que se pueden nombrar son las siguientes: la modelización y análisis

de la dinámica de redes neuronales [30, 103]; para modelar ciclos celulares, procesos

de regulación genética o la dinámica de crecimiento tumoral [18, 112, 142, 160]; el es-

tudio de la dinámica de poblaciones [56, 116, 166, 183]; la medicina y el estudio de

arritmias cardíacas [39, 90, 88], la propagación de una infección o el desarrollo de una

enfermedad en el organismo, con su correspondiente respuesta inmunitaria.

No hay duda que los modelos matemáticos son uno de los aportes más revolu-

cionarios que nos proporcionó la matemática para ampliar nuestra comprensión del

mundo que nos rodea y de nosotros mismos. Más aún, estos modelos son clave a la

hora de interpretar los datos empíricos que recolectamos, sacar conclusiones y reali-

zar predicciones en base a ellos. Sin embargo, requieren cautela en su formulación y en

el análisis de sus resultados. La formulación de cualquier modelo matemático requiere

asumir ciertas condiciones idealizadas y simplificadas para que nuestro modelo pueda

ser estudiado con las herramientas de las que disponemos, pero sin dejar de represen-

tar el sistema físico del que partimos. Ésto es particularmente importante en biología,

dado la enorme cantidad de variables a tener en cuenta en un sistema y el número aún

mayor de parámetros medioambientales que influyen en ellas.

A pesar de ésto, los investigadores han empleado con éxito los modelos matemáti-

cos para estudiar el desarrollo de infecciones en el organismo humano, y la incidencia

de las células del sistema inmunitario en el avance o eliminación de la enfermedad.

Aún los modelos más simples pueden aportar información sobre los procesos alta-
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mente dinámicos que subyacen a la evolución de una enfermedad. No obstante, se

debe ser prudente al sacar conclusiones a partir de la información que obtenemos de

estos modelos. Las conclusiones intuitivas que podemos tomar al analizar los resulta-

dos nos pueden conducir a interpretaciones sesgadas que no reflejen fielmente toda la

complejidad de los procesos estudiados.

Retomando una de las aplicaciones mencionadas anteriormente, uno de los fenó-

menos más interesantes donde se emplean los modelos matemáticos es el avance de

una infección viral en el cuerpo humano. La riqueza de la interacción entre las células

infectadas y aquellas que buscan combatir la infección a capturado nuestro interés.

Trabajos como el de Perelson et al. [162], donde se examina un modelo de infección

viral por VIH, o el de Stilianakis y Seydel [186], que plantea un modelo de ecuaciones

diferenciales para representar la infección por HTLV-I, han influído notablemente en

nuestra investigación. En el primero, los autores hacen un completo estudio analíti-

co del escenario dinámico del sistema y, luego de asignarle cuidadosamente valores a

los parámetros biológicos, realizan un tratamiento numérico de las soluciones, estu-

diando también las oscilaciones periódicas presentes en el modelo y discutiendo los

efectos de la terapia antiretroviral. En el segundo, plantean la transmisión del virus cé-

lula a célula y la posible progresión a ATL, reflejando el largo estado de latencia que

normalmente presentan las células T infectadas con HTLV-I mediante la introducción

de una variable al sistema que represente esta población celular. Con el análisis de los

resultados, los autores muestran que el modelo permite reflejar algunos de los proce-

sos más relevantes de una infección persistente por este virus.

En la revisión de las investigaciones precedentes que nos han influenciado, debe-

mos mencionar el artículo de Lim y Maini [137], en él los autores presentan un mo-

delo de dinámica viral para HTLV-I con latencia celular y respuesta inmunitaria. Una

de las variables del sistema representa los linfocitos citotóxicos, que proliferan fren-

te al progreso de la infección y combaten las células afectadas por el virus. Mediante

un completo análisis cualitativo del comportamiento de las soluciones realizan infe-

rencias sobre cuestiones inherentes a la infección que revisten gran interés, como la
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expresión viral espontánea, la interacción compleja del virus con la respuesta inmuni-

taria del huésped, o los factores clave que inciden en el desarrollo de TSP (enfermedad

inflamatoria asociada al HTLV-I).

En esta tesis propondremos un modelo 6-dimensional de infección por HTLV-I,

con respuesta inmunitaria y desarrollo de ATL, buscando capturar las complejas rela-

ciones entre la replicación viral, la respuesta inmunitaria celular y las consecuencias

patológicas asociadas. Trataremos de darle una interpretación biológica a los resulta-

dos que arroja el modelo, mediante una revisión sistemática de la bibliografía concer-

niente.

Utilizaremos este sistema para probar el Método de Análisis Homotópico por múl-

tiples etapas (MSHAM), variante del HAM que resulta más efectiva para aquellos casos

en que la convergencia del HAM es lenta y por consiguiente las aproximaciones que

este último arroja sólo son aceptables para tiempos muy cortos. Esta versión, que no

ha sido tan ampliamente extendida como otras modificaciones del HAM, es de muy

simple aplicación y otorga resultados sumamente eficientes, presentando un potencial

muy interesante para estudiar una amplia gama de sistemas dinámicos que involucran

procesos a largo plazo.

La búsqueda y análisis de soluciones oscilatorias, y el estudio de la frecuencia de

aquellas que resultan periódicas, han contribuido a la comprensión profunda de fe-

nómenos complejos en la dinámica no lineal, como las bifurcaciones, la teoría de es-

tabilidad, los teoremas de existencia de órbitas periódicas, la resonancia, la sincroni-

zación de osciladores, el caos o la isocronía, entre otros. Particularmente, el concepto

de isocronía considerado hace referencia al comportamiento periódico con frecuen-

cia constante de las trayectorias de un sistema dinámico. La definición de isocronía se

extiende incluso al caso de órbitas oscilatorias no periódicas, como es el caso de los

focos.

Dentro de las investigaciones previas sobre este tema que han influido en nuestro

enfoque y motivación, debemos destacar el trabajo de Bel y Reartes [32], donde se de-

fine la noción de bifurcación isocrónica y se emplea el HAM para probar la regularidad
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de la frecuencia de los ciclos emergentes de una bifurcación de Hopf en una ecua-

ción diferencial con retardo. Partiendo de esta idea, nos propusimos ampliar la defi-

nición de isocronía a una familia paramétrica de órbitas periódicas. Es decir, cuando

una familia de ciclos dependientes de un parámetro del sistema mantienen constante

su frecuencia frente a las variaciones de dicho parámetro. De esta manera, llamaremos

órbitas isocrónicas a aquellas que verifican tal condición. Nuestro estudio en relación

a este tema tendrá por objeto desarrollar una metodología que nos permita arrojar luz

sobre la existencia o no de tales órbitas en un sistema de ecuaciones diferenciales or-

dinarias. Al mismo tiempo, indagaremos en la posibilidad de aplicar dicho método en

el caso de ecuaciones con retardo.

Con la exploración de este aspecto de las soluciones periódicas, es nuestro objetivo

ampliar el entendimiento que tenemos de la rica variedad de fenómenos ligados a las

trayectorias periódicas. Así mismo pretendemos enriquecer el conjunto de herramien-

tas de las que disponemos para el estudio de tales órbitas y el cambio o invariancia que

estas trayectorias presentan frente a las perturbaciones de algún parámetro del siste-

ma.

1.1. Estructura de la tesis

En el capítulo 2 daremos una descripción del HAM de Liao, focalizándonos en la

versión orientada a la búsqueda de soluciones periódicas. Éste será el punto de partida

para plantear una modificación original del método en el capítulo siguiente. También

describiremos en qué consiste el MSHAM, que es una variante del HAM adecuada a

la obtención de soluciones válidas en intervalos temporales largos. En el mismo ca-

pítulo haremos una breve introducción a un concepto relacionado a la frecuencia de

las órbitas periódicas, el de isocronía. A partir de esta idea vamos a plantear una nue-

va concepción de isocronía en un capítulo posterior, en este caso para una familia de

órbitas periódicas paramétricas. El propósito de todo el capítulo 2 es el de exponer

las bases y fundamentos para las ideas que desarrollaremos a lo largo de la tesis, pero
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ofreciendo un adelanto de los resultados novedosos que se presentarán más adelante.

En el capítulo 3 vamos a plantear una variante innovadora del HAM para órbitas

periódicas que llamaremos HAM reformado. En esta versión no será necesario expan-

dir en serie de potencias en función del parámetro de la homotopía a la amplitud y la

frecuencia del ciclo buscado, sino que será la frecuencia que tomará un rol preponde-

rante como un parámetro dentro del operador no lineal determinado por la ecuación.

Posteriormente daremos los lineamientos a seguir para hallar el valor óptimo para es-

te parámetro, simultáneamente que obtenemos el mejor valor para el parámetro de

convergencia h, readaptando así las conocidas h–curvas que constituyen un concepto

clave del HAM. Pondremos a prueba nuestro método aplicándolo a diversos ejemplos.

En el capítulo 4 extendemos la aplicación del método presentado en el capítulo

anterior al caso con retardo, mostrando que siguen siendo válidos los criterios de con-

vergencia expuestos para EDOs y que conforman el proceso de búsqueda heurística

que caracteriza nuestro enfoque. Elegimos dos ejemplos de interés para su aplicación,

que mostrarán la efectividad y utilidad del método en ecuaciones con retardo.

En el capítulo 5 planteamos un modelo de infección por el virus linfotrópico hu-

mano de células T de tipo I (HTLV-I), que contempla la acción del sistema inmunita-

rio y la aparición de células oncológicas como resultado de la infección prolongada.

Haremos una exploración de las características dinámicas más relevantes del modelo,

estimando el parámetro R0, hallando soluciones oscilatorias relacionadas a un centro

no lineal y considerando el efecto de saturación de los linfocitos citotóxicos. Haremos

uso del MSHAM como herramienta para calcular algunas soluciones del modelo, estu-

diando el error de éste respecto de la solución numérica.

Finalmente, en el capítulo 6 definiremos una nueva noción de isocronía de órbitas

periódicas, ligada a un parámetro determinado, en un sistema de ecuaciones diferen-

ciales en el plano. Mediante la formulación de un sistema lineal asociado a la familia

paramétrica de ciclos que llamamos sistema auxiliar, mostraremos que podemos in-

ferir la presencia de isocronía estudiando la existencia de una órbita periódica de pe-

riodo 2π del sistema auxiliar. Este resultado lo resumimos en el Teorema 6.1. Algunos
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ejemplos seleccionados van a ser mostrados para ejemplificar la aplicación del méto-

do. Abordaremos también el caso de ecuaciones diferenciales con retardo, discutiendo

las dificultades que surgen de intentar extender el procedimiento que desarrollamos

para hallar la órbita 2π-periódica del sistema auxiliar, que debido al retardo ahora es

un sistema infinito-dimensional.

Órbitas
periódicas

HAM IsocrońıaMSHAM

HAM
reformado

Isocrońıa
de una familia

de ciclos
cap. 6

Modelo de
infección por

HTLV-I
cap. 5

Aplicaciones

EDO

EDR

Bel y Reartes

[32]

Teo. 6.2

cap. 3

cap. 4

Teo. 6.1

motivación

Figura 1.1: Esquema temático de la tesis.

En el desarrollo de los temas de esta tesis, se obtuvieron resultados que fueron pu-

blicados en los siguientes trabajos:

• R. Cobiaga y W. Reartes. A new approach in the search for periodic orbits. Inter-

national Journal of Bifurcation and Chaos, 23(11), 2013.

• R. Cobiaga y W. Reartes. Search for periodic orbits in delay differential equations.

International Journal of Bifurcation and Chaos, 24(6), 2014.

• R. Cobiaga y W. Reartes. Isochronous families of limit cycles. Electronic Journal

of Differential Equations, 2018(117):1–17, 2018.
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• R. Cobiaga y W. Reartes. Dynamic scenario in HTLV-I infection. Journal of Applied

Nonlinear Dynamics, 9(3):349–359, 2020.



CAPÍTULO 2

Método de Análisis Homotópico

2.1. Introducción

El Método de Análisis Homotópico (también denominado HAM que es su acróni-

mo inglés) es una técnica muy poderosa que permite resolver ecuaciones diferenciales

no lineales. Este método fue presentado por el Dr. Shijun Liao en su tesis doctoral [127]

y trabajos sucesivos [128, 131], y rápidamente se convirtió en una herramienta muy im-

portante por la posibilidad de aplicarla a muy diversos problemas, algunos de ellos se

encuentran en los siguientes trabajos [1, 3, 9, 12, 14, 28, 54, 118, 145, 148, 154, 178]. Con

el HAM podemos hallar aproximaciones convergentes para soluciones de ecuaciones

diferenciales ordinarias, parciales y con retardo, entre otras. El HAM también ha sido

modificado, extendido y combinado con otros métodos, con el objetivo de adaptarlo a

la resolución de problemas particulares, ampliar su aplicabilidad, mejorar su eficacia

o acelerar su convergencia. Los siguientes son algunos trabajos donde se aplican estas

adaptaciones [29, 64, 99, 144, 151, 170, 176, 207].

Podemos resumir la idea general del método como sigue: a partir de un problema

10
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no lineal dado, la técnica consiste en la construcción de una homotopía en un espacio

de funciones que deforma la solución conocida de una ecuación lineal, elegida apro-

piadamente, en la solución buscada de la ecuación no lineal.

Las siguientes son algunas de las ventajas que este método presenta:

Es aplicable a problemas altamente no lineales [133, 171].

A diferencia de los métodos perturbativos, el HAM no depende de la introduc-

ción de parámetros pequeños o grandes al sistema [2].

La libertad a la hora de elegir el operador lineal y la aproximación inicial nos da

la posibilidad de mejorar la aproximación de la solución obtenida [70, 192].

Se puede elegir entre diferentes bases de funciones para desarrollar la solución

del problema no lineal, destacando las características del tipo de solución que se

busca (periodicidad, comportamiento asintótico, etc.) [6, 156].

Brinda un control sobre la convergencia de la serie solución a través de la in-

clusión de un parámetro en la homotopía denominado parámetro de control de

convergencia [7, 126, 155].

El Método de Análisis Homotópico emplea la homotopía, un concepto fundamen-

tal de la topología, para reducir el problema de hallar la solución de una ecuación no

lineal a resolver una serie de ecuaciones lineales más simples. Esto nos permite encon-

trar una aproximación en serie de funciones de la solución del sistema no lineal.

Si bien a menudo la aplicación del HAM resulta en expresiones muy largas, aún con

órdenes bajos de aproximación, las altas capacidades de cálculo de las computadoras

modernas y los programas de matemática simbólica disponibles, hacen posible hallar

tales expresiones en pocos minutos y con una gran precisión.

El HAM es una técnica relativamente nueva y con un gran potencial. A modo de

ejemplo, podemos mencionar algunos trabajos de los últimos años donde se emplea

esta herramienta en sistemas dinámicos aplicados a la ciencia y la ingeniería. En [40],
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los autores usan el Método de Análisis Homotópico para investigar la falla por pan-

deo de una tubería submarina con presencia de corrosión. Considerando tres tipos

distintos de corrosión idealizada, muestran a través de ejemplos numéricos que los re-

sultados arrojados por el HAM concuerdan muy bien con las predicciones obtenidas

con otros métodos. En [161], aplican el HAM a un modelo de reacción-difusión para

la dispersión espacial de células invasoras en biología, concluyendo que éste es muy

superior a otros métodos analíticos debido a la presencia de un parámetro de control

de la convergencia.

En [94] hacen un tratamiento analítico para el problema del flujo de Jeffery-Hamel

magnetohidrodinámico con inyección/succión. Aplican con éxito el HAM y señalan

una muy buena concordancia con los resultados numéricos (método de Runge-Kutta

de orden 4) en todos los casos estudiados. En [121], los autores proponen un modelo

para estudiar el campo de temperatura de un generador termoeléctrico y obtienen la

solución mediante el Método de Análisis Homotópico. Concluyen que los resultados

del HAM, comparados con los obtenidos por métodos numéricos utilizando el soft-

ware COMSOL Multiphysics, presentan una alta precisión, con errores relativos de la

termperatura del orden de 10−5.

En [152] aplican el HAM en la búsqueda de soluciones para un modelo de diná-

mica viral del VIH. Utilizan las funciones de error residual y absoluto para mostrar la

precisión del método. En [184], los autores analizan un modelo compartimental de

transmisión de la oncocercosis con estratégias de control óptimo. Utilizan el Método

de Análisis Homotópico junto con el principio del máximo de Pontryagin para derivar

la existencia de una ley de control óptima de la infección.

Altaie et al. en [15] extienden el HAM a una nueva forma para obtener aproxima-

ciones de soluciones en ecuaciones diferenciales parciales difusas (fuzzy). Prueban la

técnica en ecuaciones difusas de calor y de onda, demostrando la capacidad del méto-

do. En sus conclusiones, hacen énfasis en recomendar la utilización del HAM por sobre

los otros enfoques analíticos tradicionales, resaltando la rápida convergencia del mé-

todo. En el artículo de Hashim et al. [97] también se extiende el Método de Análisis
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Homotópico para ecuaciones diferenciales de orden fraccionario en dominio difuso.

Nuevamente se resalta al HAM por sobre otros enfoques debido a la eficacia, fácil apli-

cación y la capacidad de controlar la región de convergencia.

Li et al. en [124] aplican un método mejorado basado en el HAM (el iHAM) para

resolver ecuaciones diferenciales con no linealidades fuertes. Como aplicación, lo uti-

lizan para obtener una solución explícita del ángulo de rotación en el caso de gran de-

formación de una viga en voladizo. Si bien para este problema existen soluciones exac-

tas, éstas involucran integrales elípticas que hacen a la solución obtenida por el iHAM

mucho más práctica y fácil de calcular. Por otro lado, Doeva et al. en [58], implementan

tanto el HAM tradicional como el iHAM en el análisis estático de vigas apoyadas sobre

cimentaciones elásticas.

Por último, también podemos nombrar el trabajo de Al-Hayani [8] donde el HAM

es usado para hallar soluciones en sistemas stiff de ecuaciones ordinarias lineales y no

lineales. El autor muestra la eficiencia del HAM, donde el error de este método es me-

nor que los presentados por el método de descomposición de Adomian y los métodos

numéricos.

Está claro que el Método de Análisis Homotópico, tanto en su forma tradicional

como en sus múltiples variantes y adaptaciones, es una técnica análitica de gran vi-

gencia y enorme potencialidad para atacar problemas tanto lineales como no lineales,

ecuaciones ordinarias o parciales, sistemas donde los algoritmos numéricos fallan o

incluso aquellos para los cuales existen soluciones exactas pero que por su forma y

complejidad son poco prácticas.

En la sección 2.2 damos una descripción del HAM en su versión tradicional, enfo-

cándonos en la búsqueda de órbitas periódicas, ya que será el objetivo principal de es-

tudio en gran parte de esta tesis. Mostraremos las ventajas de la aplicación del método

en un ejemplo. Más adelante, en el capítulo 3, propondremos una variante innovado-

ra del HAM para la búsqueda de soluciones periódicas, introduciendo modificaciones

significativas a la técnica original de Liao y comprobando la efectividad del método en

ejemplos de interés.
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En 2.3 explicamos brevemente en qué consiste el Método de Análisis Homotópico

por múltiples etapas (MSHAM), una variación del HAM que se aplica en casos donde

este último converge muy lentamente y sus soluciones no son válidas para tiempos lar-

gos. El MSHAM será una de las técnicas que usaremos en el capítulo 5 para encontrar

las soluciones del modelo biológico que proponemos y analizamos en dicho capítulo.

En la sección 2.4 hablaremos de ecuaciones diferenciales con retardo (EDR), que

será otro de los tópicos de interés para este trabajo. Particularmente la búsqueda y

obtención de aproximaciones de las soluciones periódicas en este tipo de ecuaciones

puede ser abordada con el HAM, de la misma manera que sucede con ecuaciones or-

dinarias. Es por esto, y considerando la relevancia fundamental que tienen este tipo de

modelos para la ciencia y la ingeniería, que en el capítulo 4 adaptaremos la metodolo-

gía presentada en el capítulo 3 para el caso con retardo, mostrando la efectividad de la

técnica a través de varios ejemplos.

Finalmente, en 2.4.1, presentamos la noción de isocronía de una familia de órbitas

periódicas respecto de un parámetro, una idea que está conectada con las ecuaciones

con retardo a través de un artículo impulsor, del cual tomamos un resultado funda-

mental como punto de partida para construir nuestro concepto de isocronía. Poste-

riormente, en el capítulo 6 desarrollaremos un método que nos permite decidir sobre

la isocronía de las soluciones en un sistema de ecuaciones ordinarias o con retardo en

el plano.

2.2. Descripción general del HAM

En lo que sigue damos una breve descripción del HAM en su versión tradicional,

comenzando por su forma general y luego dirigido a la búsqueda de soluciones perió-

dicas.

Consideremos una ecuación diferencial ordinaria

x ′ = f (x, t ) (2.1)
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sujeta a la condición inicial x(0) = y0, donde x : R→ Rn y f : Rn → Rn es una función

no lineal. La variedad de problemas que pueden ser atacados con el HAM hace im-

posible definir la forma general que debe tener f . La ecuación a tratar puede ser una

ecuación diferencial, integral, integro-diferencial, funcional, etc. Por eso aquí vamos

a limitarnos a nombrar una función no lineal, en los capítulos siguientes se verán las

aplicaciones que nos interesan, principalmente orientadas a la búsqueda de órbitas

periódicas. Para aplicar el HAM es conveniente reescribir (2.1) en términos de un ope-

rador no lineal, cambiando x por φ, la ecuación anterior se transforma en

N [φ] = 0, (2.2)

siendo N el operador no lineal correspondiente.

Eligiendo una aproximación inicial x0(t ) y un operador lineal L con la propiedad

L [y] = 0 cuando y = 0, (2.3)

podemos construir la homotopía

Hq [φ] = (1−q)L [φ−x0]−q h N [φ]. (2.4)

Aquí q ∈ [0,1] es el parámetro de la homotopía y h es el llamado parámetro de control

de convergencia del que hablaremos más adelante.

El objetivo del método es hallar una función φ(t , q), analítica en la variable q , que

verifique

Hq [φ] = 0 para todo q ∈ [0,1] (2.5)

y además verifique la condición inicial para todo q , es decir φ(0, q) = y0.

Si existe tal φ, cuando q = 0 la ecuación anterior se reduce a

H0[φ] =L [φ−x0] = 0, (2.6)

que tiene la solución φ(t ,0) = x0(t ).

Por otro lado cuando q = 1 y h ̸= 0 se tiene

H1[φ] =−hN [φ] = 0 ⇒ N [φ] = 0. (2.7)



Capítulo 2. Método de Análisis Homotópico 16

De esta manera φ(t ,1) es solución de la ecuación (2.1) y verifica la condición inicial

φ(0,1) = y0. Por lo tanto, cuando el parámetro q varía de 0 a 1 la homotopía deforma

continuamente la función φ desde la aproximación inicial x0 a la solución buscada de

la ecuación original.

Hemos supuesto que la función φ es analítica en q por lo tanto la podemos desa-

rrollar en serie de potencias

φ(t , q) =
+∞∑

m=0
xm(t )qm (2.8)

donde xm(t ) = 1

m!

∂mφ(t , q)

∂qm

∣∣∣
q=0

.

Para hallar los coeficientes xm reemplazamos la serie anterior en (2.5), derivando

m −1 veces con respecto al parámetro q y evaluando en q = 0 obtenemos las ecuacio-

nes

L [xm − (1−δ1m)xm−1] = h

(m −1)!

∂m−1N [φ]

∂qm−1

∣∣∣
q=0

, m = 1, ..., (2.9)

donde δ es la delta de Kronecker. A estas ecuaciones Liao las llama ecuación de defor-

mación de orden cero para el caso especial de m = 1, y ecuaciones de deformación de

alto orden para m = 2, .... Notar que de estas ecuaciones se deduce que los distintos

coeficientes de (2.8), es decir los xm , son funciones de t que también dependen alge-

braicamente de h. El valor de este parámetro será determinado después de manera

que la serie deφ converja. En la siguiente sección vamos a ilustrar esto con un ejemplo

y se podrá observar la dependencia de h en estos términos.

Vemos que, al evaluar en q = 0, el lado derecho de la ecuación (2.9) solo depende

de los xk para k < m, esto nos permite hallar xm conociendo los coeficientes x1, ...,

xm−1. Por lo tanto resolviendo sucesivamente las ecuaciones que resultan de (2.9) para

los diferentes órdenes, vamos hallando los términos de la serie de φ hasta el orden que

queremos.

Llamemos xs a la función φ en q = 1, es decir xs = ∑+∞
m=0 xm . Tenemos el siguiente

teorema de convergencia

Teorema 2.1. Sean xm las soluciones de las ecuaciones de deformación (2.9) y x0 una

función que verifica la condición inicial x0(0) = y0. Sea L un operador lineal con la
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propiedad (2.3). Supongamos que la serie
∑+∞

m=0 xm converge a xs , supongamos además

que la serie
∑+∞

m=0 L [xm] también converge. Si N [φ] es analítico en q para q ∈ [0,1],

entonces la función xs verifica la ecuación N [x] = 0 y la condición inicial xs(0) = y0.

Para la demostración, ver [134]. El teorema anterior nos muestra la relevancia de

la convergencia de la serie de xs obtenida con el HAM. Mediante la introducción del

parámetro h en (2.4), dicha serie dependerá de h y encontrando un valor óptimo para

este parámetro podemos controlar la convergencia de la serie solución, abordamos

este punto en la subsección 2.2.2.

2.2.1. Búsqueda de órbitas periódicas

Como se mencionó antes, el Método de Análisis Homotópico es una herramienta

muy flexible que nos permite aproximar la solución de una gran variedad de ecuacio-

nes. En esta tesis nos interesan especialmente los sistemas que presentan soluciones

oscilatorias, es por eso que en esta sección vamos a introducir las variaciones que per-

miten al HAM enfocarse en la búsqueda de este tipo de soluciones, siguiendo el es-

quema desarrollado por Liao [129]. Para lograr esto elegiremos un operador lineal L

y una aproximación inicial x0 que permitan obtener coeficientes xm de (2.8) periódi-

cos en t . Dos magnitudes que caracterizan a una órbita periódica son su frecuencia y

su amplitud, ω y a respectivamente. Introduciendo previamente estas cantidades en

la ecuación mediante cambios de variables, finalmente obtendremos tres series de po-

tencias en q : la serie solución del problema normalizado, una serie que convergerá a la

frecuencia ω de la órbita original y otra que convergerá a su amplitud a. Así podemos

reconstruir la solución de (2.1) con la frecuencia y amplitud correctas.

De acuerdo con lo dicho, supongamos por lo tanto que la ecuación (2.2) tiene una

solución periódica de frecuencia ω y amplitud a. Podemos reescribir esta ecuación

normalizando la frecuencia y la amplitud

N [a x(t/ω)] = 0. (2.10)
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Definiendo

φ(t , q) = x0(t )+
∞∑

m=1
xm(t )qm ,

Ω(q) =ω0 +
∞∑

m=1
ωm qm ,

A(q) = a0 +
∞∑

m=1
am qm ,

(2.11)

y considerando que el operador N de (2.10) depende también deΩ y A, la homotopía

(2.4) se transforma en

Hq [φ,Ω, A] = (1−q)L [φ−x0]−q h N [φ,Ω, A]. (2.12)

Vamos a continuar con un ejemplo académico para comprender mejor la aplica-

ción del método. Consideremos el oscilador de Rayleigh

y ′′(s)− (β− y ′(s)2)y ′(s)+ y(s) = 0, (2.13)

que como es sabido presenta una bifurcación de Hopf supercrítica para β= 0. Llama-

mosω a la frecuencia y a a la amplitud del ciclo límite que vamos a aproximar, para un

cierto valor de β> 0, donde las condiciones iniciales de (2.13) serán y(0) = a, y ′(0) = 0.

Bajo las transformaciones t =ωs e y = ax la ecuación se convirte en

ω2x ′′(t )−ω(β−ω2a2x ′(t )2)x ′(t )+x(t ) = 0. (2.14)

Esta ecuación diferencial tiene una solución x(t ) de frecuencia y amplitud 1, y verifica

las condiciones iniciales x(0) = 1, x ′(0) = 0.

El operador no lineal N en este caso es

N [φ,Ω, A] =Ω2∂
2φ

∂t 2
−Ω

(
β−Ω2 A2

(
∂φ

∂t

)2) ∂φ
∂t

+φ (2.15)

Como estamos buscando una solución periódica en torno al origen tomamos la

base de soluciones {cos(nt ),sen(nt ),n = 1,2, ...} y el operador lineal

L [φ] = ∂2φ

∂t 2
+φ, (2.16)
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con la propiedad

L [c1 cos(t )+ c2 sen(t )] = 0, (2.17)

para c1 y c2 coeficientes cualquiera.

Observación 2.1. Cuando la oscilación no es en torno al 0 haciendo una traslación se

puede llevar al origen. Esta traslación se representará con un término δ, al que también

hay que desarrollar en serie de potencias de q.

Elegimos la aproximación inicial

x0(t ) = cos(t ). (2.18)

De (2.9) para m = 1, (2.18) y (2.11) podemos despejar x1 en función deω0 y a0 mediante

la ecuación

L [x1] = h N [φ,Ω, A]. (2.19)

Como las funciones sen(t ) y cos(t ) pertenecen al núcleo del operador lineal L debe-

mos elegir los valores de ω0 y a0 para que los coeficientes de estas funciones en el se-

gundo miembro de la ecuación se anulen, de esta manera evitamos obtener términos

no periódicos en x1. Por lo tanto resulta el sistema

1−ω2
0 = 0, βω0 − 3

4
a2

0ω
3
0 = 0, (2.20)

que nos da ω0 = 1 y a0 = 2
√
β/3.

Si tomamos, por ejemplo, β= 0,2 la ecuación (2.19) tiene la solución

x1(t ) =− h

120
sen(3t )+ c1 cos(t )+ c2 sen(t ). (2.21)

Elegimos c1 y c2 de manera que x1(0) = 0 y x ′
1(0) = 0, luego

x1(t ) = 1

40
h sen t − 1

120
h sen3t . (2.22)

Volviendo a (2.9) calculamos ω1 y a1

ω1 = h

400
, a1 =− h

200
p

15
, (2.23)
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y de la misma manera obtenemos

x2(t ) = h

(
1

40
+ 401h

16000

)
sen(t )− h2

960
cos(t )−h

(
1

120
+ 401h

48000

)
sen(3t )

+ h2

800
cos(3t )− h2

4800
cos(5t ). (2.24)

Repitiendo el procedimiento hallamos los sucesivos términos de las series de (2.11)

que verifican xi (0) = 0 y x ′
i (0) = 0, por lo tanto se verifican las condiciones iniciales para

todo q ∈ [0,1]

φ(0, q) = 1,
∂φ(t , q)

∂t

∣∣∣
q=0

= 0. (2.25)

Vemos que cuando q = 0 resulta

φ(t ,0) = x0(t ), Ω(0) =ω0, A(0) = a0, (2.26)

y cuando q = 1

φ(t ,1) = x(t ), Ω(1) =ω, A(1) = a. (2.27)

Lo que significa que φ varia continuamente de la aproximación inicial que dimos a la

solución buscada con frecuencia ω y amplitud a.

En este caso hemos aplicado el HAM directamente a la ecuación de segundo orden

(2.13), pero también es posible transformarla en un sistema de dos ecuaciones y traba-

jar vectorialmente. En tal caso dicha ecuación, luego de aplicar las transformaciones

para normalizarla en frecuencia y amplitud, resulta

ωy ′
1(t ) = y2(t ),

ωy ′
2(t ) = βy2(t )−a2 y2(t )3 − y1(t ).

(2.28)

2.2.2. Parámetro de control de convergencia

Una vez obtenida la aproximación de x(t ), vemos que los coeficientes dependen

del parámetro h que fue introducido cuando definimos la homotopía (2.4). Para deter-

minar el valor de h podemos utilizar ciertas cantidades físicas relevantes en la ecua-

ción, como por ejemplo la frecuencia y la amplitud del ciclo límite (ω y a). Es claro que



Capítulo 2. Método de Análisis Homotópico 21
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Figura 2.1: h–curvas de la ecuación (2.14), orden de aproximación 10 y β= 0,2.

si la serie φ(t ,1) = x(t ) es convergente entonces estas cantidades físicas no deberían

depender de h.

Consideramos por lo tanto al parámetro h como una variable independiente y gra-

ficamos, por ejemplo,ω en función de h. Si la solución es única y el orden de la aproxi-

mación es lo suficientemente grande, entonces existe un segmento aproximadamente

horizontal en el gráfico dondeω se mantiene cercana a un valor constante. De esta ma-

nera podemos elegir cualquier valor de h en esta región para asegurar la convergencia

de la solución. Al parámetro h lo llamamos parámetro de control de convergencia y a

este tipo de gráficos los llamamos h–curvas.

En la Figura 2.1 se muestran varias h–curvas para la ecuación de Rayleigh con

β= 0,2 y la aproximación de orden 10. Se observa claramente la región donde las cur-

vas de estas cantidades elegidas, que son polinomios en h, se comportan de manera

aproximadamente constante. En las Figuras 2.2 y 2.3 se muestra la comparación entre

la aproximación de orden 10 obtenida por el HAM, para el valor deβ= 0,2, y la solución

numérica (calculada con las rutinas del programa Mathematica de Wolfram), tomando

h =−1 en la región de validez de las h–curvas observadas.
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Figura 2.2: HAM de orden 10 de la ecuación de Rayleigh para β= 0,2.
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Figura 2.3: HAM de orden 10 de la ecuación de Rayleigh para β= 0,2 en el plano x-x ′.

2.3. Método por etapas múltiples (MSHAM)

En esta sección exponemos una descripción sintética del Método de Análisis Ho-

motópico por etapas múltiples. Esta variante del HAM busca obtener expresiones ana-

líticas que aproximen a la solución, periódica o no, en un intervalo de tiempo más am-

plio, para aquellos casos en los que se necesita una solución adecuada para tiempos
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largos y no se puede obtener con el HAM en un orden razonable.

En la práctica se calculan los términos sucesivos de la serie sólo hasta un cierto

orden m, es decir la solución obtenida es una aproximación

x(t ) ≈
m∑

k=0
xk (t ,h∗), (2.29)

eligiendo el valor del parámetro de control de convergencia h = h∗ a través de la ob-

servación de las h–curvas.

Si bien hay una muy extensa variedad de métodos, analíticos y numéricos, que nos

llevan a soluciones aproximadas para una amplia gama de problemas lineales y no li-

neales, es común que muchos de ellos tengan evidentes desventajas. Algunas de ellas

los hacen poco convenientes para ser aplicados en cierto tipo de ecuaciones, aquellas

con soluciones caóticas, problemas con no linealidades fuertes o ecuaciones diferen-

ciales de orden fraccionario son un ejemplo de esto. A pesar de que el HAM es un mé-

todo muy efectivo y de una gran precisión, no está exento de estas mismas desventajas.

Efectivamente, el carácter local del HAM hace que en algunos casos la solución

(2.29) sea válida en un intervalo temporal demasiado pequeño y la convergencia se

vuelva muy lenta. Esto es, por supuesto, especialmente perjudicial en problemas que

demandan una duración temporal extensa. En el capítulo 5 estudiamos un ejemplo de

interés en el que vemos cómo la aproximación obtenida con el HAM primero coincide

con la numérica y cuando t crece más allá de un cierto valor la primera se separa rápi-

damente, tomando valores cada vez más grandes. Otros ejemplos se pueden encontrar

en [100, 104, 205], donde se muestran gráficos de las soluciones del HAM que tienen

comportamientos similares a lo observado en la Figura 5.2.

Para hacer frente a este tipo de situaciones se ha introducido una modificación al

HAM, muy elemental pero a la vez eficaz, denominada Método de Análisis Homotópi-

co por etapas múltiples (Multi-stage Homotopy Analysis Method o MSHAM, también

es llamado Multi-step Homotopy Analysis Method). Esta técnica ha sido aplicada en

diversos casos, ver por ejemplo [13, 57, 63, 77, 87, 95, 165, 172, 207], en todos estos tra-

bajos los autores destacan la precisión y la fiabilidad del MSHAM al comparar sus re-



Capítulo 2. Método de Análisis Homotópico 24

sultados con aquellos obtenidos mediante métodos numéricos en periodos de tiempo

grandes. En particular, en [57] se realiza un estudio intensivo del impacto de la varia-

ción del parámetro de control h, considerando aspectos como el error, el tiempo de

ejecución o el paso temporal en varios modelos de sistemas de energía.

El principio del MSHAM es muy simple, procedemos a dividir el intervalo de tiem-

po [0,T ) en el que queremos encontrar la solución en N subintervalos de igual longitud

[t0 = 0, t1), [t1, t2), ..., [tN−1, tN = T ) y aplicamos el HAM en cada uno de ellos. Para es-

to elegimos como aproximación inicial x j
0 para el segmento [t j−1, t j ), j = 1, ..., N , el

valor de la aproximación encontrada en el intervalo anterior evaluada en el extremo

final, es decir x j
0(t ) = x j−1

m (t j−1) donde m es el orden de aproximación elegido. De esta

manera conservamos la continuidad y sólo queda empalmar las soluciones sucesiva-

mente. Con respecto a la elección del valor del parámetro de control de convergencia

h esto lo hacemos al comienzo, observando las h–curvas obtenidas para la solución

del primer intervalo [0, t1). Una vez elegido el h∗ de esta forma lo utilizamos en todos

los intervalos porque hemos observado, en los ejemplos que tratamos, que la región

de convergencia de la serie se mantiene.

2.4. Introducción al HAM para ecuaciones diferenciales

con retardo e isocronía de soluciones

En esta sección comenzaremos considerando un caso particular de las ecuaciones

diferenciales funcionales, puntualmente hablaremos de la aplicación del Método de

Análisis Homotópico a las ecuaciones con retardo. Como consecuencia del tratamien-

to de las ecuaciones con retardo vamos a citar un teorema interesante que introduce la

noción de bifurcación isocrónica. Este resultado encauzará nuestra investigación ha-

cia el concepto de familia de órbitas periódicas isocrónicas, como mencionaremos en

la subsección 2.4.1.

Cuando el fenómeno a modelar no solo está influenciado por el estado presente
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sino también por el pasado se emplean las ecuaciones diferenciales con retardo (EDRs)

[67, 93, 183]. A diferencia de las ecuaciones diferenciales ordinarias, donde la condi-

ción inicial es el valor de la solución en el punto inicial, en las EDRs esta condición es

una función inicial definida sobre un intervalo de tiempo finito.

Otra diferencia fundamental entre las EDOs y las EDRs es que en éstas últimas se

pueden presentar escenarios aún más complejos, como comportamientos periódicos

y caos, aún en el caso de primer orden [185]. El retardo temporal ofrece una mane-

ra de representar más fielmente aquellos fenómenos reales con memoria y serán una

aplicación de gran interés a lo largo de esta tesis.

Las ecuaciones diferenciales con retardo son un caso particular de las ecuaciones

diferenciales funcionales. Estas últimas son de la forma

x ′(t ) = F (t , x(t +·)), (2.30)

donde x(t ) ∈ Rn , x(t +·) : [−τ,0] → Rn es la función continua x(t +θ) con −τ ≤ θ ≤ 0 y

F : D ⊂R×C ([−τ,0],Rn) →Rn es continua.

En el caso de ecuaciones diferenciales con retardo, el funcional F es de la forma

F (t , x(t +·)) = h(t , x(t ), x(t −τ1), x(t −τ2), . . .) (2.31)

donde h : U ⊂ R×Rnk → Rn es continua y hay una constante τ tal que 0 < τi ≤ τ,

i = 1, . . . ,k. Los τi son los retardos de la ecuación, en esta tesis vamos a considerar

ecuaciones diferenciales con un único retardo τ. La aparente simplicidad del sistema

no debe engañarnos, el sistema es todavía infinito-dimensional y su espacio de fases

es C ([−τ,0],Rn).

El HAM se ha utilizado también para aproximar soluciones de ecuaciones diferen-

ciales con retardo (ver por ejemplo [14, 27, 110, 122, 181, 204]). En la exploración de

soluciones periódicas utilizando el HAM para EDRs, se sigue un procedimiento análo-

go al descripto en la sección 2.2. Sin embargo, es importante destacar que se incorpora

además el parámetro del retardo τ en la formulación de la ecuación diferencial.

Por otro lado, este método también constituye un instrumento teórico muy útil en

el análisis de las propiedades dinámicas de un sistema. A continuación, vamos a men-
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cionar un ejemplo particular de ecuaciones con retardo. Éste nos servirá tanto para

ilustrar la forma que tiene una EDR, como para remitirnos a una importante cualidad

de algunas órbitas oscilatorias, la isocronía.

En el trabajo [32] nos encontramos con una aplicación del HAM como herramienta

teórica en un caso específico de EDRs. Los autores de este artículo inician consideran-

do la ecuación diferencial de un movimiento unidimensional bajo la acción de una

fuerza conservativa, es decir

x ′′ =−g (x,β), (2.32)

siendo β un parámetro adicional. Si x̂ es un equilibrio de la ecuación y ∂g /∂x(x̂,β) > 0,

entonces x̂ es un centro. En diversos trabajos (ver [38, 44, 143, 175]) se abordó el caso

para el cual este centro es isocrónico, esto significa que todas las órbitas periódicas en

el entorno de x̂ tienen la misma frecuencia.

Posteriormente, en el trabajo citado se agrega a (2.32) un término lineal propor-

cional a la diferencia entre la posición en el instante t y la posición retardada para un

retardo τ, es decir γ f (x(t )− x(t −τ)). El sentido de esta modificación es hacer que el

término con retardo rompa el centro dando lugar a una bifurcación de Hopf para β o

γ.

Recapitulando, los autores consideran una ecuación de la forma

x ′′+ g (x,β) = γ f (x −xτ), (2.33)

donde la función f : R→ R es analítica, g : R×R→ R es continua, con τ > 0, xτ es la

función retardada definida por xτ(t ) = x(t −τ) y γ ̸= 0. A través del HAM probarán la

isocronía de las trayectorias periódicas que surgen de la bifurcación de Hopf.

Observación 2.2. En el desarrollo de esta tesis trabajaremos con EDRs en varias oportu-

nidades, notaremos xτ(t ) = x(t −τ) para referirnos a la función retardada.

El artículo antes mencionado resulta un disparador para el abordaje de un tema

que atrajo especialmente nuestro interés, la isocronía de una familia de soluciones

periódicas. En la siguiente subsección introducimos este concepto, el que será desa-

rrollado en profundidad en un capítulo posterior.
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2.4.1. Isocronía

Una noción fundamental que surge del estudio del movimiento periódico es la iso-

cronía, que se refiere a la constancia del periodo de oscilación en un sistema. Este

concepto ha sido ampliamente estudiado en décadas recientes [38, 43, 44, 85, 102],

sin embargo la idea de la independencia del periodo de la oscilación respecto de la

amplitud es mucho más antigua. De hecho fue Galileo Galilei uno de los primeros en

estudiar y describir la isocronía en el péndulo, un resultado que tendría aplicaciones

muy importantes en la medición del tiempo [101].

Para sistemas bidimensionales cabe mencionar los llamados centros isocrónicos,

se trata de centros para los cuales todas las órbitas tienen la misma frecuencia (ver por

ejemplo [16, 38, 44, 59, 80, 102, 143, 149, 159, 175]). Relacionados a los centros isocró-

nicos están los focos isocrónicos, en este caso no hay órbitas periódicas y se estudia el

tiempo de retorno a una sección transversal a la órbita en el foco (ver [17, 84, 86, 174]).

En el artículo de Gasull et al. [81] se estudia el periodo de las órbitas emergentes de

ciertas bifurcaciones, este es un caso particular de una familia de ciclos dependientes

de un parámetro. Dichas familias han sido estudiadas por ejemplo en los trabajos de

Duff [62] y Perko [164]. Andersen y Geer [19] también analizaron los ciclos límite de

ecuaciones particulares.

En el trabajo de Bel y Reartes [32] se aborda el tema de la isocronía de una bifurca-

ción de Hopf para un caso particular de ecuaciones diferenciales con retardo. En dicho

artículo se utiliza el Método de Análisis Homotópico como una herramienta teórica

para probar que en las ramas de la bifurcación, que emergen debido al retardo del sis-

tema, todos los ciclos tienen la misma frecuencia, esto es lo que los autores llaman

bifurcación isocrónica.

El resultado principal de [32] es el siguiente.

Teorema 2.2. Consideremos la ecuación diferencial (2.33) con f : R → R analítica y

g : R×R→ R de clase C 1, γ ̸= 0 y τ > 0. Supongamos que la ecuación tiene una bifur-

cación de Hopf en el valor µ0 (µ es el parámetro de bifurcación β o γ) y que f (0) = 0 y
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f ′(0) ̸= 0. Supongamos además que para algún valor del parámetro de control de con-

vergencia h las series obtenidas para soluciones periódicas con el HAM convergen. En-

tonces, en un entorno de la bifurcación, los ciclos emergentes son isocrónicos. Además,

la frecuencia de estas soluciones coincide con la frecuencia en el punto de bifurcación

ωµ0 .

El teorema anterior establece la isocronía de las órbitas que surgen de la bifurca-

ción para un tipo específico de ecuaciones con retardo, y es válido bajo ciertas condi-

ciones de no degeneración y de convergencia de las soluciones periódicas obtenidas

con el HAM. Partiendo de la utilidad de este resultado, surge la cuestión más general

de cuándo las soluciones periódicas de un sistema son isocrónicas respecto de un pa-

rámetro determinado, es decir, cuándo la frecuencia de dichas soluciones se mantiene

constante al variar este parámetro.

El estudio de la frecuencia de las órbitas de una ecuación diferencial es un proble-

ma de interés recurrente, sin embargo presenta desafíos tanto teóricos como prácticos.

La determinación de expresiones analíticas del periodo en problemas no lineales es

una tarea muy difícil de abordar y un tema de constante estudio [51, 52, 78, 79, 113]. La

variación de los parámetros que presenta el sistema pueden provocar cambios drásti-

cos en el comportamiento de las soluciones, y la relevancia de la isocronía también es

una cuestión de creciente interés en campos como la física, la ingeniería o la biología,

donde la sincronización de las soluciones periódicas son fundamentales.

Por lo expuesto anteriormente nos planteamos la problemática de determinar bajo

qué condiciones las órbitas periódicas de un sistema mantienen su frecuencia cuando

cambia un parámetro, esto lo desarrollamos en el capítulo 6 de esta tesis.

2.5. Síntesis y anticipo

En la versión original del HAM de Liao, se introducen dos parámetros ω y a me-

diante cambio de variables, representando la frecuencia y la amplitud de la solución.

Posteriormente se introduce un h en la construcción de la homotopía, que es un pará-
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metro que busca controlar la región de validez de la solución. El método nos permite

obtener tres series en potencias del parámetro de la homotopía, a saber, la de la solu-

ción periódica, la de su frecuencia ω y la de su amplitud a. Por último se determina el

valor de h, mediante el análisis de las denominadas h–curvas, para el cual estas tres

series convergen y permiten construir la aproximación de la solución buscada.

Hemos hablado de la eficacia y la flexibilidad del HAM como herramienta semi-

análitica para hallar soluciones de ecuaciones diferenciales ordinarias, parciales o fun-

cionales, tanto lineales como no lineales, entre otras. Las distintas bases en las cuales

podemos desarrollar dichas soluciones y la potencia del método nos permiten encon-

trar soluciones aproximadas a muy diversos tipos de órbitas, entre ellas las órbitas pe-

riódicas, que constituyen una parte fundamental del análisis de la dinámica del siste-

ma estudiado modelado por las ecuaciones diferenciales correspondientes.

En esta tesis, propondremos una modificación innovadora del Método de Análisis

Homotópico de Liao, enfocada específicamente en la búsqueda de órbitas periódicas.

Nuestra modificación se basa en la incorporación de la frecuencia de la solución pe-

riódica buscada, representada por el parámetro ω, de una manera que difiere signifi-

cativamente de la metodología original.

En nuestro enfoque, sugerimos una redefinición de la introducción del parámetro

ω. A diferencia de la versión original, no desarrollaremos la frecuencia ω en una serie

de potencias del parámetro de la homotopía. En cambio, nos vamos a enfocar en en-

contrar una única serie de potencias para la solución periódica, la cual ahora depen-

derá de ω y del parámetro de control h. Así mismo plantearemos un procedimiento

a seguir para elegir valores de ω y h que nos lleven a la aproximación de la solución

periódica buscada, en ecuaciones diferenciales ordinarias primero (capítulo 3) y pos-

teriormente en ecuaciones con retardo (capítulo 4).

Otro punto que resulta de nuestro interés son los modelos matemáticos de inter-

pretación biológica. En esta tesis vamos a plantear un modelo de infección por el vi-

rus linfotrópico humano de células T de tipo I (HTLV-I). Partiendo de los modelos en

epidemiología, en los cuales las variables del sistema representan las diferentes po-
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blaciones de individuos que intervienen en el contagio, en nuestro sistema las varia-

bles de estado serán las poblaciones de células sanguineas relevantes en la extensión

de la infección en el cuerpo del huésped. Con el objetivo de proporcionar una visión

más completa de la dinámica de la infección, involucramos seis poblaciones celula-

res interdependientes, el posible desarrollo de una de las enfermedades más graves

asociadas al virus (la leucemia de células T del adulto), y la respuesta inmunitaria del

organismo frente al virus y al cáncer.

Para abordar este sistema complejo, vamos a emplear la variante del HAM llamada

HAM por múltiples etapas, demostrando su eficacia y versatilidad al encontrar solucio-

nes aproximadas del sistema. Desde una perspectiva biológica, el modelo que plantea-

mos se enfocará en los aspectos más cruciales de la infección por el HTLV-I. Así mismo

buscaremos ofrecer una interpretación de los resultados, respaldada por la literatura

científica pertinente, a pesar de los desafíos inherentes a la interpretación biológica de

un modelo matemático.

En otro orden de ideas, vamos a introducir un concepto destacado en el estudio

de las trayectorias periódicas de un sistema en el plano, la isocronía de una familia de

ciclos paramétricos. Enfocándonos en sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias

en un principio, examinaremos el carácter isocrónico de las soluciones a través del es-

tudio de un sistemas lineal auxiliar cuyos coeficientes son periódicos. El objetivo será

establecer criterios precisos para decidir sobre la isocronía de una familia de órbitas

dependientes de un parámetro en un amplio rango de ecuaciones de segundo orden

no lineales ordinarias. Y luego extenderemos estos criterios para el caso con retardo,

buscando ofrecer resultados teóricos sólidos para la identificación y predicción de la

isocronía, realizado en el capítulo 6.



CAPÍTULO 3

Búsqueda heurística de órbitas periódicas

3.1. Introducción

El estudio de las órbitas periódicas en sistemas dinámicos modelados por ecua-

ciones diferenciales ha sido de permanente importancia desde sus inicios. Ésto ocurre

tanto desde el punto de vista teórico como práctico. Basta mencionar la teoría del índi-

ce, la teoría de Poincaré–Bendixon o el célebre problema dieciseisavo de Hilbert para

comprobar la enorme repercusión de este tema en el ámbito de las matemáticas y sus

aplicaciones ([89, 92, 114, 117, 187]).

Las soluciones periódicas constituyen un punto fundamental en la comprensión

y el control del comportamiento de los sistemas dinámicos, y su análisis resulta im-

portante en muy diversos campos de la ciencia. Desde las trayectorias de los cuerpos

celestes hasta el movimiento del péndulo o las características de muchos de los proce-

sos biológicos de los seres vivos, la ubicuidad de las oscilaciones en la naturaleza y la

ingeniería hacen del comportamiento oscilatorio uno de los conceptos primarios que

se estudian cuando se busca entender la evolución de un sistema.

31
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Incluso en presencia de caos, situación que en principio involucra un desarrollo

aperiódico e impredecible a corto plazo, se ha comprobado que las órbitas periódicas

subyacentes constituyen una estructura sobre la que se sostienen los atractores caó-

ticos [50], por lo que su comprensión es de fundamental importancia para entender

el patrón caótico del sistema. Así mismo, identificar las órbitas periódicas inestables

inmersas en el mar caótico es especialmente útil cuando se busca controlar el caos. La

actividad sísmica, la predicción climática, el crecimiento de poblaciones, la arritmia

cardíaca, el comportamiento fluctuante de la economía y las vibraciones irregulares

en sistemas mecánicos son algunas de las aplicaciones de estos procedimientos de

control [20, 66, 72, 76, 140, 179].

La necesidad de encontrar expresiones explícitas de las órbitas ha motivado el de-

sarrollo de diversos métodos. Entre los métodos perturbativos podemos nombrar el

método de Poincaré-Lindstedt, el de averaging y el de escalas múltiples [68, 177, 197].

Los métodos basados en el balance de energía, la técnica de iteración variacional y

el método de descomposición de Adomian [105, 153, 158] también son herramientas

usualmente aplicadas en la búsqueda de soluciones oscilatorias.

Cada procedimiento presenta ventajas y desventajas, es por esto que la elección de

un método específico está sujeta a las características del sistema a estudiar. Una herra-

mienta que ha sido ampliamente utilizada en diversas situaciones, debido a su flexibi-

lidad y a su alta eficiencia, es el Método de Análisis Homotópico de Liao [130, 131]. Co-

mo ejemplos de algunas de sus aplicaciones, podemos nombrar los trabajos de Chen

y Liu, donde el HAM es utilizado para aproximar el ciclo límite de la ecuación de van

der Pol [42] y las oscilaciones de un perfil aerodinámico en un sistema aeroelástico

[41]. En [199], Wang et al. lo usan para encontrar soluciones ondulatorias de la ecua-

ción mKdV. Pirbodaghi et al. [167] obtienen soluciones para la ecuación de Duffing no

forzada y no amortiguada con términos cúbicos y quínticos mediante el Método de

Análisis Homotópico y la técnica de Homotopía-Padé. En el artículo de Bel et al. [33] se

emplea el HAM para hallar ciclos alrededor de un centro para el péndulo simple. Final-

mente, Cui et al. [49] utilizan el método para resolver ecuaciones oscilantes periódicas
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no suaves con un término de valor absoluto.

En todos estos casos, siguiendo el espíritu del método de Poincaré–Lindstedt [109],

los sucesivos términos de la solución se encuentran imponiendo condiciones que ase-

guren la anulación de los términos seculares en las soluciones del operador lineal ele-

gido. Una vez construida una aproximación de cierto orden se estudia su comporta-

miento en función del parámetro h, éste es el rasgo distintivo del método. En el capí-

tulo 2 dimos una versión abreviada de este procedimento.

En la metodología propuesta, que también está basada en el HAM, procedemos de

la siguiente manera: encontramos primero una solución formal que depende de dos

parámetros, ω y h. Luego estudiamos la expresión obtenida con el fin de determinar

los valores de dichos parámetros, si los hay, para los cuales la serie converge. Luego,

evaluando la expresión en esos valores de los parámetros, finalmente tenemos la solu-

ción.

Es importante destacar que esta modificación no invalida la efectividad del Mé-

todo de Análisis Homotópico de Liao, sino que agrega una dimensión novedosa a su

aplicabilidad. La inclusión de la frecuenciaω como una variable independiente dentro

de la serie de potencias de la solución permite una mayor flexibilidad y le confiere un

carácter más espectral a la búsqueda de órbitas periódicas, más aún cuando conviven

múltiples soluciones periódicas de distintas frecuencias.

En la sección 3.2, partiendo de la versión del HAM para hallar soluciones periódi-

cas, introducimos una modificación al método que nos lleva a encontrar una solución

dependiente de dos parámetros (ω y h), en lugar de sólo una solución que dependa de

h como en la versión tradicional. Aquí también enumeramos algunas pautas a seguir

para orientar el método a resultados más adecuados y precisos. En la subsección 3.2.1,

explicamos cómo hallar los valores de h yω de la solución, minimizando la desviación

media cuadrática y analizando los gráficos de algunas expresiones relevantes, de una

manera análoga al estudio de las h–curvas.

En la sección 3.3, usamos cuatro ejemplos académicos para probar el método en

diferentes tipos de trayectorias, de esta manera evaluamos los resultados en un centro
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no lineal, en el caso de un único ciclo límite y cuando hay presencia de varios ciclos

con diferente estabilidad.

Finamente en la sección 3.4 presentamos un ejemplo en dimensión tres, con el

propósito de profundizar en las limitaciones del método y en cómo se puede proceder

en estos casos. También analizamos los resultados obtenidos por este HAM cuando es

empleado en una región donde no hay soluciones periódicas.

Gran parte de los resultados presentados en este capítulo se encuentran publicados

en el trabajo [45].

3.2. Descripción del Método: HAM reformado

En el capítulo 2 hicimos una descripción del HAM como lo presenta Liao [130],

haciendo incapié en la búsqueda de órbitas periódicas. En esta sección vamos a pre-

sentar el método que proponemos, que en esencia es una reformulación del HAM pa-

ra encontrar soluciones periódicas. Primeramente introduciremos con un cambio de

variables un parámetro ω, que representa la frecuencia del ciclo buscado, y procede-

remos a calcular las ecuaciones de deformación (2.9) del HAM. Mediante la elección

de un operador lineal especial para la construcción de la homotopía y ciertas consi-

deraciones que tomaremos para seleccionar apropiadamente una condición inicial,

podremos obtener la solución formal de la ecuación dependiente de ω y un paráme-

tro de control de convergencia, h. Luego vamos a explicar los criterios a seguir para

encontrar los valores de ω y h que nos llevan a una mejor solución en el caso de que

ésta exista. Cuando la ecuación no tiene una solución periódica, estas mismas reglas

pueden ser usadas para confirmar la no existencia de las mismas.

Consideramos la ecuación diferencial

x ′ = f (x, s), (3.1)

con x ∈ Rn , f : Rn ×R→ Rn una función no lineal suficientemente diferenciable y la

prima representa la derivada respecto de s. Supongamos que el sistema tiene una so-
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lución periódica de frecuenciaω. Entonces luego de reemplazar t =ωs, y(t ) = x(t/ω) y

considerando ahora la prima como derivada respecto de t , obtenemos la ecuación

ωy ′ = f (y, t/ω), (3.2)

para la cual buscamos una solución de frecuencia unidad. Escribimos la ecuación an-

terior, cambiando y por φ, como Nω[φ] = 0, siendo Nω el operador no lineal que de-

pende algebraicamente de ω.

Luego consideramos la homotopía dada por la familia de operadores Hq que de-

penden de un parámetro de deformación q ∈ [0,1]

Hq [φ] = (1−q) L [φ− y0]−q h Nω[φ], (3.3)

donde h ̸= 0 es un parámetro real, y0(t ) es una aproximación inicial, y L es el operador

lineal

L [φ] = ∂φ

∂t
+φ. (3.4)

El procedimiento se basa en la búsqueda de una función φ(t , q,ω), periódica en la

variable t y analítica en q tal que Hq [φ] = 0 para q ∈ [0,1]. Entonces s(t ,ω) =φ(t ,1,ω),

será solución del sistema (3.2).

Para encontrar la función analítica en q , φ(t , q,ω), consideramos su expansión en

serie

φ(t , q,ω) =
+∞∑
k=0

yk (t ,ω)qk . (3.5)

Reemplazando esta serie en Hq [φ] = 0, y tomando la k-ésima derivada con respec-

to a q evaluada en q = 0 se obtiene el siguiente conjunto de ecuaciones de deformación

L [yk − (1−δ1k )yk−1] = h

(k −1)!

∂k−1Nω[φ]

∂qk−1

∣∣∣∣
q=0

, k = 1, . . . , (3.6)

donde δ es la delta de Kronecker. En (3.5), y0(t ,ω) coincide con la aproximación inicial

y0(t ) elegida y, por ende, en realidad no depende de ω. A partir de y0(t ) y (3.6) se ob-

tiene y1(t ,ω), que sí depende de ω en este caso. Procediendo de manera recursiva se

calculan las restantes funciones yk (t ,ω) hasta el orden deseado.
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A continuación hacemos algunas observaciones importantes sobre las elecciones

que tomamos para guiar el método a una solución aceptable y de más rápida conver-

gencia.

• Sobre el operador L : Elegimos el operador lineal L , dado por la fórmula (3.4),

debido a que éste tiene la propiedad de que para cualquier función p de frecuen-

cia unitaria, la ecuación L [ψ] = p siempre tiene una solución periódica de la

misma frecuencia. Entonces para cualquierω, aplicando las últimas ecuaciones,

obtenemos los sucesivos términos de una aproximación de una serie solución

formal del sistema que resulta periódica.

Observación 3.1. Aquí queremos hacer notar que el desarrollo que hemos implementa-

do del método está orientado a la búsqueda de órbitas periódicas alrededor del origen.

En general nos interesa encontrar las mismas alrededor de cualquier equilibrio fijo. En

el caso de que el punto de equilibrio no sea el origen, simplemente hacemos un cambio

de coordenadas para centrar el equilibrio.

• Sobre la aproximación inicial: Otro punto a recalcar es que en toda búsqueda

de órbitas periódicas en un sistema autónomo, cualquier solución da lugar a un

continuo de soluciones variando la fase en un periodo (ver por ejemplo [24]).

Por lo tanto se debe proceder a una elección arbitraria en el origen de la variable

temporal. Para hacer esta elección tomamos un ciclo inicial particular, parece

lógico elegir el ciclo más elemental, es decir una circunferencia. En el caso de

sistemas bidimensionales elegimos una circunferencia que en t = 0 corte el eje

positivo de la primera variable. En más dimensiones, la situación es notoriamen-

te más complicada. De todos modos, si se tiene información sobre la forma y la

ubicación del ciclo, se puede proceder a una elección análoga. En la subsección

3.4.1 profundizamos sobre este tema y presentamos un caso a modo de ejemplo.

• Sobre la amplitud de la aproximación inicial: Resta por fijar la amplitud de este

ciclo inicial, este es un punto delicado. Mientras más cerca se encuentre esta am-

plitud de la del ciclo buscado más rápida será la convergencia del método. Más
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aún, en el caso de existir más de un ciclo, resulta que distintas amplitudes ini-

ciales conducen a distintos ciclos. La interpretación sugiere que cada una de las

diversas soluciones posee una cuenca de atracción, y según la amplitud inicial

establecida, el ciclo resultante se ubicará dentro de alguna de ellas.

Para optimizar el tiempo de procesamiento y el uso de la memoria para hallar

las órbitas periódicas, en algunos casos, procedimos a un ciclo de iteraciones en

la aproximación inicial. El mismo se realiza de la siguiente forma, primeramen-

te elegimos una amplitud inicial, luego obtenemos los primeros términos de la

solución. Aplicamos los criterios que se explican en la siguiente subsección, ob-

teniendo un resultado preliminar y observamos la amplitud del ciclo obtenido.

Si ésta difiere apreciablemente de la inicial hacemos otra corrida tomándola co-

mo amplitud inicial. Procedemos de este modo hasta que entre dos iteraciones

la amplitud no varíe más que una cantidad prefijada. Aclaramos que, en los pró-

ximos resultados, el orden del HAM que se informa corresponde al de la última

iteración.

Hacemos notar que la aproximación finita del ciclo que va obteniéndose con las

fórmulas (3.6) es una serie de Fourier formal con coeficientes que, en el caso autóno-

mo, dependen polinómicamente de h y de ω. En la siguiente subsección se describe

cómo a partir de estas expresiones puede hallarse, cuando existe, una aproximación a

la solución verdadera.

3.2.1. Búsqueda heurística de soluciones

Como se dijo anteriormente hemos obtenido una aproximación finita de s(t ,ω),

que además de depender de t y ω, depende del parámetro h. Llamamos ỹ(ω,h) a esta

expresión para un tiempo fijo.

Luego elegimos un rectángulo en el plano h-ω. En la dirección de ω tomamos un

intervalo en donde suponemos que se encontrará la frecuencia y en la de h seleccio-

namos el intervalo [−1,0], que es el usual para este parámetro.
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Si existe una solución periódica de (3.1) con frecuenciaω0 entonces colocando este

valor en (3.2) el Método de Análisis Homotópico procede a encontrar dicha solución y

la convergencia del mismo puede ajustarse con el parámetro h.

Las aproximaciones de y(t ) y sus derivadas para t fijo son polinomios en h que

denominamos h–curvas. Como se mostró en la subsección 2.2.2 (ver también el libro

de Liao [130]) la observación del comportamiento de las h–curvas permite seleccionar

un valor adecuado para h. En los valores de h para los cuales la serie converge, las h–

curvas tienden, cuando el orden tiende a infinito, a un valor independiente de h. Así,

graficando dichas funciones podemos tener una idea aproximada del lugar en que se

encuentran estas regiones y seleccionar un valor apropiado para h. En las Figuras 3.1,

3.4 y 3.11 se muestran varias h–curvas de problemas particulares, donde se distinguen

claramente las zonas mencionadas. El intervalo [−1,0] fue elegido porque allí es donde

típicamente, por la forma en que escribimos la homotopía, están ubicadas las regiones

aproximadamente constantes de las h–curvas.

Convertimos estas observaciones en un procedimiento que nos permite decidir so-

bre la presencia de órbitas periódicas y al mismo tiempo nos guía en la búsqueda de

los valores óptimos para ω y h. Lo describimos a continuación.

Comenzamos calculando la función m(ω,h) que da el promedio de los valores de

la superficie en la dirección de h en un intervalo de ancho 2α, de la siguiente manera

m(ω,h) = 1

2α

∫ h+α

h−α
ỹ(ω,η)dη. (3.7)

Encontramos, por ejemplo, que el valor α= 0,1 es adecuado en la mayoría de los casos

considerados. Sólo para el oscilador anarmónico cambiamos este valor a α= 0,05.

Luego calculamos la desviación cuadrática respecto de la media con la siguiente

fórmula

ρ(ω,h) = 1

2α

∫ h+α

h−α
(ỹ(ω,η)−m(ω,η))2 dη. (3.8)

Finalmente buscamos el mínimo de ρ y llamamos ωmi n y hmi n a las coordenadas

de este mínimo. A continuación analizamos si el mismo corresponde a un ciclo. Para

ello estudiamos lo siguiente:
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En todos los pasos, los cálculos pueden efectuarse de manera relativamente sen-

cilla usando programas de matemática simbólica. En particular, en este capítulo usa-

mos el programa Mathematica de Wolfram. Además, todos los resultados numéricos

que presentamos en este capítulo han sido obtenidas utilizando las rutinas de dicho

software.
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3.3. Ejemplos

En lo que sigue vamos a probar el método descripto en ejemplos que presentan

diferentes dinámicas. En el primero de ellos no hay un ciclo límite, sino que la ecuación

tiene un centro no lineal, por lo tanto se obtendrá un ciclo que aproxime a una solución

periódica con amplitud cercana a la fijada en la condición inicial. Luego lo aplicamos

a dos ecuaciones clásicas obteniendo excelentes resultados en un amplio rango de los

parámetros. Por último consideramos un ejemplo con una dinámica más rica y vemos

nuevamente que el método permite hallar con mucha precisión los múltiples ciclos

límite presentes, independientemente de su estabilidad.

3.3.1. Oscilador anarmónico

Consideramos la ecuación de un oscilador anarmónico con un término cúbico

x ′′+x +x3 = 0. (3.9)

Se trata de la ecuación de movimiento de un sistema hamiltoniano que presenta un

equilibrio con una dinámica correspondiente a un centro no lineal. El periodo de las

oscilaciones puede obtenerse explícitamente con la siguiente expresión:

T (E) =p
2
∫ x+

x−

d x√
E − x2

2
− x4

4

, (3.10)

donde E es la energía correspondiente al ciclo dada por E = a2/2+ a4/4, siendo a la

amplitud del ciclo. Los límites de la integral son

x± =±
√

−1+
p

1+4E . (3.11)

Para aplicar el método antes descripto a esta ecuación la escribimos como sistema

en el plano e introducimos explícitamente la frecuencia ω. En este caso particular la

ecuación (3.2) queda

ωy ′
1 = y2

ωy ′
2 =−y1 − y3

1 .
(3.12)
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Tomamos distintas amplitudes iniciales y obtenemos los ciclos correspondientes

utilizando el método descripto. Para cada amplitud se obtiene un ciclo diferente por-

que el sistema tiene un centro en torno al origen. En particular calculamos los periodos

de estos ciclos. En la Figura 3.1 se observan la desviación cuadrática ρ en función de la

frecuencia, la h–ω–superficie donde se ve el segmento horizontal, las h–curvas corres-

pondientes y el gráfico de la aproximación de y1 obtenida con el método, junto con la

solución numérica. Todos los gráficos corresponden a la amplitud inicial 0,5 y HAM de

orden 15. Las coordenadas del mínimo de ρ que obtuvimos fueron

(ωmi n ,hmi n) = (1,08094,−0,185186). (3.13)

Lo primero que notamos es que la curva de ρ(ω,hmi n) presenta un pico muy pronun-

ciado en el valor ωmi n , además este mínimo es muy pequeño, del orden de 10−8. La

h–ω–superficie que mostramos, que en este caso es la coordenada y2 de la solución

evaluada en t = π/4, como se dijo tiene un segmento horizontal en la dirección de h

para el valor mínimo de ω. Por último, y como es de esperarse, las h–curvas presentan

la forma típica del HAM.

Observación 3.2. Por tratarse de un centro el método no permite hallar un ciclo con

una amplitud predeterminada con exactitud. En cambio al dar como condición inicial

un ciclo de cierta amplitud, se obtiene una solución periódica con una amplitud cer-

cana a la inicial. Por ejemplo, en la Figura 3.2 se muestra el ciclo que se obtuvo al fijar

como condición inicial una circunferencia de radio 2, sin embargo la aproximación re-

sultante tiene amplitud 1,66. En la misma figura se ve la frecuencia (2π/T ) en función

de la energía, obtenida con el método propuesto comparado con la solución exacta, esta

última obtenida con la ecuación (3.10).

Observación 3.3. Otra observación de interés es que la energía no es conservada exac-

tamente por la solución obtenida. Sin embargo, la variación es pequeña, del orden del

1% para un HAM de orden 15, como se ve en la Figura 3.2.
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Figura 3.1: Resultados para el oscilador anarmónico.

3.3.2. Ecuación de van der Pol

Consideramos ahora un sistema dinámico muy conocido, el oscilador de van der

Pol

x ′′+ϵ(x2 −1)x ′+x = 0. (3.14)

Mediante el cambio de coordenadas al plano e introduciendo la frecuencia el sis-

tema queda

ωy ′
1 = y2

ωy ′
2 =−y1 −ϵ(y2

1 −1)y2.
(3.15)

Este sistema presenta una solución periódica estable en torno al origen para ϵ> 0.
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Figura 3.2: Oscilador anarmónico.

El método propuesto permite hallar este ciclo límite con mucha exactitud, aún para

valores no pequeños del parámetro. En la Figura 3.3 podemos ver los ciclos correspon-

dientes a un HAM de orden 15 para ϵ = 0,1 y ϵ = 1 en el espacio de fase, superpuestos

a los obtenidos numéricamente con la rutina de integración de Mathematica. En la

Figura 3.4 mostramos la desviación cuadrática en función de la frecuencia, la h–ω–

superficie y las h–curvas correspondientes al valor de parámetro ϵ = 1. Nuevamente

notamos que los criterios que indican la presencia de una solución periódica se cum-

plen, la curva ρ tiene la forma esperada y se puede distinguir claramente el segmento

aproximadamente paralelo al eje h que se obtiene al intersectar la h–ω–superficie con
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Figura 3.3: Ciclos del oscilador de van der Pol, curva continua = HAM reformado, puntos = integración

numérica con Mathematica.

el plano horizontal de valor y1(π/4) con los siguientes valores mínimos para ω y h

(ωmi n ,hmi n) = (0,938342,−0,371754). (3.16)

3.3.3. Bifurcación de Hopf

Consideramos el oscilador de Rayleigh, dado por la siguiente ecuación [117]:

x ′′− (β−x ′2)x ′+x = 0. (3.17)

En este caso, aplicando los cambios de variables para expresar el sistema en el plano e

introducir la frecuencia ω, se obtiene el siguiente sistema

ωy ′
1 = y2

ωy ′
2 =−y1 + (β− y2

2)y2.
(3.18)

Éste presenta una bifurcación de Hopf supercrítica para el valor del parámetro β= 0.

Como en los casos anteriores el método permite hallar los ciclos y las frecuencias

con mucha precisión. En la Figura 3.5 observamos los ciclos correspondientes aβ= 0,2
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Figura 3.4: Resultados de la ecuación de van de Pol para ϵ= 1.

y a β= 1,5 y HAM de orden 12. En la Figura 3.6 mostramos la desviación cuadrática en

función de la frecuencia, la h–ω–superficie y las h–curvas correspondientes a β = 1,5.

Para este caso los valores de ω y h obtenidos fueron

(ωmi n ,hmi n) = (0,885389,−0,781299). (3.19)

Resulta interesante analizar la amplitud de la órbita emergente en función del pará-

metro de bifurcación. Para diferentes valores deβ aplicamos el método y calculamos la

amplitud de la órbita resultante en cada caso. Mostramos esas amplitudes en la Figura

3.7, comparadas con las obtenidas utilizando el programa de continuación MATCONT

para MATLAB ([55]). Como puede observarse la comparación arroja un muy buen re-

sultado para una excursión importante del parámetro. El método es capaz de funcio-



Capítulo 3. Búsqueda heurística de órbitas periódicas 46

-0.4 -0.2 0.0 0.2 0.4

-0.4

-0.2

0.0

0.2

0.4

y1

y2

(a) β= 0,2.

-1.5 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 1.5

-1.5

-1.0

-0.5

0.0

0.5

1.0

1.5

y1

y2

(b) β= 1,5.

Figura 3.5: Oscilador de Rayleigh, curva continua = HAM reformado, curva a trozos = integración numé-

rica con Mathematica.

nar bien para valores del parámetro alejados del punto de bifurcación, este carácter

global del método es típico del HAM.

También calculamos los errores relativos de cada variable en todo un periodo. Para

esto comparamos la aproximación obtenida con el HAM frente a la solución numérica

calculada con la rutina del programa Mathematica de Wolfram. La fórmula utilizada es

la siguiente

δ2
i =

∫ T

0
(ynum

i (t )− y H AM
i (t ))2d t∫ T

0
ynum

i (t )2d t

, i = 1,2, (3.20)

donde (ynum
1 , ynum

2 ) es la solución numérica del sistema, (y H AM
1 , y H AM

2 ) es la solución

dada por el HAM reformado y T es el periodo del ciclo numérico. En la tabla 3.1, para

distintos valores deβ, listamos los errores relativos de y1 e y2 (δ1 y δ2 respectivamente),

el periodo numérico T y el periodo del ciclo HAM TH AM . En todos los casos el orden

del HAM que tomamos es 12.

Observación 3.4. Entre las ventajas del Método de Análisis Homotópico se encuentra

la libertad para controlar la convergencia de la serie solución a través de la elección del
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Figura 3.6: Oscilador de Rayleigh para β= 1,5.

valor del parámetro h. El HAM proporciona una familia de soluciones dependientes de

h y el análisis de las h–curvas es una herramienta fundamental que permite finalmente

obtener una solución válida del problema.

En nuestro caso, además de estas curvas, también contamos con las h–ω–superfi-

cies. Al minimizar la función ρ, de manera análoga a lo que ocurre con la región de

validez de las h–curvas, puede que hallemos más de un valor mínimo apropiado para

el parámetro de control de convergencia h. Es decir, al ajustar la región donde se busca

este extremo podrían surgir diferentes valores para hmi n , a diferencia de ωmi n que es en

esencia único, la elección de h presenta más libertad.

Por ejemplo, para la ecuación (3.17) con β = 1,7, obtenemos dos valores adecuados

para el mínimo en h pero muy diferentes, a saber hmi n =−0,758871 y hmi n =−0,497768.



Capítulo 3. Búsqueda heurística de órbitas periódicas 48

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0
0.0

0.5

1.0

1.5

2.0

β

0. 0.05 0.1

0.

0.2

0.35

Figura 3.7: Diagrama de bifurcación para la ecuación (3.17): puntos = amplitudes HAM reformado, curva

continua = MATCONT.

Ambos valores nos dan, para orden 12, aproximaciones con errores pequeños que se

muestran a continuación.

hmi n δ1 δ2 TH AM

−0,758871 0,053477 0,132109 7,300081

−0,497768 0,10356 0,10677 7,277833

Como podemos ver en el primer caso resulta una solución con un error más peque-

ño en la primera componente y un periodo más cercano al numérico (que para este β

es T = 7,300368). Sin embargo la segunda componente, que representa la derivada de

la solución, tiene un error relativo ligeramente mayor que para el segundo valor de h,

esta situación se puede observar claramente en el gráfico de las soluciones. En la Figura

3.8 mostramos el gráfico de ρ(ωmi n ,h) donde se aprecian claramente dos mínimos pa-

ra sendos valores de h. Además se muestran las dos aproximaciones comparadas con la

solución numérica en ambos casos.
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β δ1 δ2 T TH AM

0,001 0,061703 0,061704 6,28319 6,28319

0,01 0,06304 0,063055 6,283226 6,283211

0,2 0,030785 0,030469 6,298877 6,300131

0,4 0,01266 0,014321 6,345743 6,346074

0,6 0,015334 0,015444 6,423101 6,423108

0,8 0,018524 0,021057 6,529638 6,528892

1,0 0,0140196 0,01458 6,663287 6,663116

1,2 0,018489 0,019879 6,82123 6,821195

1,4 0,020275 0,048898 7,000139 6,999332

1,6 0,0363 0,095804 7,196574 7,196862

1,8 0,072028 0,173894 7,407369 7,405575

2,0 0,091675 0,12068 7,629869 7,610609

Tabla 3.1: Errores relativos de las variables y1 e y2 para la ecuación (3.18).

3.3.4. Múltiples ciclos y equilibrios

Para este último ejemplo tomamos como punto de partida la forma normal de una

bifurcación de Bautin [117]

x ′
1 =β1x1 −x2 +β2x1(x2

1 +x2
2)−x1(x2

1 +x2
2)2

x ′
2 = x1 +β1x2 +β2x2(x2

1 +x2
2)−x2(x2

1 +x2
2)2.

(3.21)

Sin embargo modificamos la misma alterando la parte lineal de la primera ecuación al

multiplicar el término β1x1 por un factor adicional x3
2 , esto es

x ′
1 =β1x1x3

2 −x2 +β2x1(x2
1 +x2

2)−x1(x2
1 +x2

2)2

x ′
2 = x1 +β1x2 +β2x2(x2

1 +x2
2)−x2(x2

1 +x2
2)2.

(3.22)

El objetivo de esta modificación es provocar la aparición de nuevos equilibrios ade-

más del trivial. De esta manera se genera una dinámica mucho más compleja que la

del sistema original.
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Figura 3.8: Dos valores diferentes de hmi n para la ecuación de Rayleigh con β= 1,7 y HAM de orden 12.

Para aplicar el método aquí desarrollado transformamos la ecuación (3.22) en el

siguiente sistema

ωy ′
1 =β1 y1 y3

2 − y2 +β2 y1(y2
1 + y2

2)− y1(y2
1 + y2

2)2

ωy ′
2 = y1 +β1 y2 +β2 y2(y2

1 + y2
2)− y2(y2

1 + y2
2)2.

(3.23)

Este sistema presenta una bifurcación de Bautin para β1 = β2 = 0. En una región

cercana a estos valores el comportamiento es similar al del sistema de ecuaciones
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Figura 3.9: Diagrama de bifurcación para el sistema 3.22.

(3.21). El diagrama de bifurcación en esta zona lo vemos en la Figura 3.9, éste ha si-

do obtenido con el paquete de continuación MATCONT para MATLAB. La recta β1 = 0

corresponde a una bifurcación de Hopf, supercrítica en H− y subcrítica en H+. Se dis-

tinguen las siguientes regiones:

[Foco] Bajo la curva LPC, cuando β1 < 0, no hay órbitas periódicas y el equilibrio es

un foco estable.

[1C] En la región β1 > 0 hay un único ciclo límite estable que surge de la bifurcación

H−.

[LPC] La curva LPC es una bifurcación silla-nodo de ciclos, sobre ésta el sistema pre-

senta una única órbita periódica semiestable.

[2C] En la región por encima de la curva LPC conviven dos ciclos, el externo que es

estable y uno interno que emerge de la bifurcación H+.

Sin embargo para valores de los parámetros más alejados al origen surgen nuevos

equilibrios que dan lugar a órbitas homóclinas y heteróclinas. En la Figura 3.10 obser-

vamos el número de equilibrios para valores de los parámetros cercanos al origen y
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la trayectoria de dos de los equilibrios para β2 = 2 fijo cuando β1 varía partiendo de

valores negativos grandes. Éstos colisionan para el valor de β1 = −0,86575 donde se

produce una bifurcación silla-nodo de equilibrios subcrítica. También mostramos un

retrato de fase obtenido numéricamente con el programa Mathematica, se observa un

ciclo límite inestable en torno al origen y una órbita homóclina por fuera. En el se-

gundo retrato de fase, para β1 =−1, vemos el ciclo inestable y las órbitas heteróclinas

que lo rodean. Si β1 <−2,34592 aparecen nuevos equilibrios y el sistema presenta una

dinámica diferente.
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(a) Número de equilibrios al variar β1 y

β2.
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β2 = 2.

Figura 3.10: Sistema de Bautin modificado 3.22.
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Figura 3.11: Resultados del sistema de Bautin modificado (3.22) para β1 = 0,5 y β2 = 1 en la ecuación.

Elegimos un punto en cada una de las regiones [1C], [2C], [LPC] de la Figura 3.9

para hallar las órbitas periódicas usando el método propuesto.

En la Figura 3.11 observamos el ciclo límite para β1 = 0,5 y β2 = 1. Se muestra

el ciclo obtenido con el HAM de orden 12 superpuesto al obtenido numéricamente.

También mostramos la desviación cuadrática en función de la frecuencia, la h–ω–

superficie y las h–curvas pertenecientes al ciclo, correspondiente al caso [1C] de la

Figura 3.9. Se usó orden 12. Los otros casos son similares.

En la Figura 3.12 observamos las dos soluciones periódicas existentes paraβ1 =−0,5

y β2 = 2. El ciclo interior es el obtenido con el HAM reformado de orden 18 superpues-
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Figura 3.12: Ciclos del sistema de Bautin modificado (3.22), curva continua = HAM reformado, puntos =

integración numérica.

to al obtenido numéricamente. El ciclo exterior es el correspondiente al HAM reforma-

do de orden 9 comparado con el resultado numérico. Para obtener los distintos ciclos

variamos la condición inicial, por ejemplo para el ciclo interior la amplitud inicial es

a0 = 0,355 y en el exterior es a0 = 1,4.

En la misma figura vemos el ciclo límite en la región [LPC], es decir sobre la lí-

nea de bifurcación silla–nodo de órbitas periódicas. Los valores de los parámetros son

β1 =−0,486 y β2 = 1. Mostramos el ciclo obtenido con el HAM de orden 9 superpuesto

al obtenido numéricamente.

En todos los ejemplos mencionados aplicamos los criterios de búsqueda explica-

dos en las secciones anteriores.
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3.4. Discusiones

3.4.1. El caso tridimensional. Sistema de Rössler

En la sección 3.2 mencionamos que para sistemas de tres dimensiones la elección

de una condición inicial no es tan simple como en el plano. En efecto, para un sistema

bidimensional basta tomar una circunferencia que tenga la dirección correcta y una

amplitud cercana a la del ciclo buscado. Sin embargo, en el espacio, elegir una circun-

ferencia próxima a la órbita periódica del sistema no será posible en la mayoría de los

casos.

Con la intensión de probar el método en un sistema de tres dimensiones, buscamos

un ejemplo que nos facilite la elección de la condición inicial. Consideramos el sistema

de Rössler

x ′
1 =−x2 −x3

x ′
2 = x1 +ax2

x ′
3 = b +x3(x1 − c),

(3.24)

donde a, b y c son los parámetros reales de la ecuación y los siguientes son sus equili-

brios

P1 =
(

c −
p

c2 −4ab

2
,
−c +

p
c2 −4ab

2a
,

c −
p

c2 −4ab

2a

)
,

P2 =
(

c +
p

c2 −4ab

2
,
−c −

p
c2 −4ab

2a
,

c +
p

c2 −4ab

2a

)
.

(3.25)

La ecuación (3.24) es un ejemplo conocido de sistemas caóticos. Para ciertos va-

lores de los parámetros, en torno al equilibrio P1 hay un atractor extraño que fue es-

tudiado por Rössler en su artículo original [173] y en muchos trabajos posteriores de

diversos autores.

Este ejemplo es en especial interesante pues, como se puede ver, la única no linea-

lidad que presenta es el término x1x3 de la tercera ecuación. Es así que, si hacemos

x3 = 0, el sistema (3.24) se reduce a un sistema bidimensional lineal. La dinámica que

generan estas ecuaciones hace que, en cierta región del espacio paramétrico, encon-

tremos una solución periódica que se sitúa muy próxima al plano x1-x2. Vamos a tratar
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sol. numérica HAM

Figura 3.13: Comparación del ciclo del sistema de Rössler (3.24) con la aproximación obtenida con el

método.

de hallar una aproximación a este ciclo límite con el método presentado en este capí-

tulo.

Primeramente trasladamos el sistema para centrarlo en el equilibrio P1, introdu-

cimos la frecuencia ω y formando la homotopía buscamos la aproximación del ciclo

estable que existe para los valores de los parámetros a = 0,1, b = 0,1 y c = 4. La forma

particular del ciclo en este caso nos facilita la selección de una condición inicial que

no está muy alejada de la órbita periódica buscada. Es así que tomamos como apro-

ximación inicial para el HAM una circunferencia sobre el plano x1-x2 donde, como ya

mencionamos, tiene lugar mayoritariamente la dinámica oscilatoria del sistema.

En la Figura 3.13 vemos el ciclo obtenido con el HAM reformado de orden 17, com-

parado con la solución obtenida mediante integración numérica. Se puede apreciar el

momento en que el ciclo se aleja del plano x1-x2 y cómo la aproximación que obtuvi-

mos muestra el mismo comportamiento.

Las h–curvas y la h–ω–superficie se pueden ver en la Figura 3.15, así como el grá-

fico de la desviación cuadrática ρ. Vemos que las h–curvas tienen la forma esperada y

se distingue el pico de ρ en el valor de ω = 0,90664, sin embargo en la h–ω–superficie

se hace difícil distinguir el segmento horizontal paralelo al eje h. Así mismo al realizar
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Figura 3.14: Distintas proyecciones del oscilador de Rössler.

la búsqueda de los mínimos ωmi n y hmi n notamos que el segmento donde se encuen-

tran los posibles valores de hmi n es muy pequeño, como se ve claramente al graficar

las h–curvas y ubicar su región de validez (que está aproximadamente en el intervalo

−0,1 < h < 0); y las magnitudes de h en esa región son también muy pequeñas, lo que

hace que la convergencia sea muy lenta.

En la Figura 3.14 mostramos algunas proyecciones del ciclo de la Figura 3.13. Co-

mo vemos si bien en el plano x1-x2 el HAM parece no dar muy buenos resultados,

en los otros planos observamos una correlación importante. Basándonos en las difi-

cultades que nos encontramos al intentar definir una aproximación inicial para este

caso, creemos que el método nos permite obtener una solución aceptable para el os-

cilador de Rössler en esta región de los parámetros. Sin embargo, como ya mencio-

namos anteriormente, este ejemplo constituye un caso muy particular. Para abordar
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Figura 3.15: a) Resultados de la ecuación (3.24) con condición inicial (6,5cos t ;6,5sen t ,0).

otros ejemplos de sistemas dinámicos en tres dimensiones se debe disponer de mu-

cha información sobre el ciclo límite buscado y una aproximación inicial apropiada,

de otra manera la obtención de una solución razonable podría ser un desafío.

3.4.2. Ausencia de órbitas periódicas

Finalmente probamos el método en algunas regiones en las cuales no hay solucio-

nes periódicas. Los resultados son muy interesantes y dan luz sobre cierto aspecto de

la búsqueda heurística. Por ser el caso más interesante consideramos el ejemplo de la

subsección 3.3.4.

Primeramente tomamos un punto en la región [Foco] de la Figura 3.9, elegimos los

valores β1 =−1 y β2 = 0. Para estos valores el sistema solamente tiene el equilibrio es-
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(b) h–curvas para ω=−12,9405.
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Figura 3.16: Resultados para β1 =−1 y β2 = 0 en la ecuación (3.22) con amplitud inicial a0 = 2.

table trivial. Al asignarle un valor grande a la amplitud inicial, en este caso la elegimos

igual a 2, el método no muestra indicios de covergencia. En la Figura 3.16 se puede

ver que el mínimo de ρ se da para un valor negativo de la frecuencia, además el valor

del error en dicho mínimo es extremadamente grande, del orden de 105. La forma de

la h–ω–superficie no es la esperada, lo que se manifiesta en que las mejores h–curvas

posibles expresan solamente variaciones casuales de las funciones en un intevalo muy

pequeño cerca del cero.

Sin embargo si la amplitud inicial es pequeña el método muestra un indicio de con-

vergencia. En la Figura 3.17 observamos que para una amplitud inicial de 0,1 el error

presenta un mínimo con forma de pico bastante pronunciado. También las h–curvas

parecen indicar una pequeña región de convergencia. Este fenómeno se debe en parte

a que los valores de las funciones involucradas son muy pequeños. Sin embargo de-
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Figura 3.17: Resultados para β1 =−1 y β2 = 0 en la ecuación (3.22) con amplitud inicial a0 = 0,1

bemos resaltar que el ciclo que se obtiene resulta con amplitud mucho menor que el

inicial, en este caso más de 10 veces, lo que indicaría la necesidad de iterar corrigiendo

la condición inicial tal como se describió más arriba. Al hacer ésto el proceso pare-

ce converger a un ciclo de amplitud nula. En otras palabras el equilibrio se comporta

como una cuenca de atracción de ciclos en un entorno muy pequeño.

El fenómeno anteriormente mencionado vuelve a encontrarse si buscamos un ci-

clo en una región en donde hay una órbita homóclina. Por supuesto se trata de un caso

singular y deben extremarse las precauciones al interpretar los resultados de cualquier

método para estudiar la dinámica. En la Figura 3.18 podemos ver la homóclina que

ocurre para los valores de β1 = −0,86575 y β2 = 2. En la misma figura se puede ver el

ciclo obtenido por medio del método propuesto, la trayectoria de dicho ciclo mimetiza

a la de la homóclina. También mostramos la desviación cuadrática, la h–ω–superficie y
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Figura 3.18: Resultados para β1 =−0,86575 y β2 = 2 en la ecuación (3.22).

las h–curvas correspondientes. Como puede observarse las mismas parecen indicar la

convergencia sin ser del todo concluyentes, además la frecuencia obtenida no parece

tender a cero como ocurre para ciclos del sistema perturbado cerca de la homóclina.

En este caso una pequeña perturbación del sistema puede conducir a la aparición

de una órbita periódica. En parte la presencia de este ciclo podría justificar el resultado,

sin embargo la observación del caso anterior del equilibrio y el hecho de no tener una

tendencia clara en la frecuencia nos induce a pensar que la homóclina genera una

cuenca de atracción de ciclos produciendo el resultado.
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3.5. Conclusiones

En este capítulo desarrollamos una nueva forma de aplicar el HAM para hallar so-

luciones periódicas en ecuaciones diferenciales. Aplicamos el método en la búsqueda

de ciclos aislados, ciclos emergentes de una bifurcación de Hopf y ciclos en un cen-

tro no lineal. En todos los casos obtuvimos aproximaciones analíticas de dichos ciclos

que tienen una gran precisión, como lo muestra la comparación gráfica con resultados

numéricos y la lista de errores calculados.

Así mismo probamos el método en un sistema en tres dimensiones y en ausencia

de soluciones periódicas, esclareciendo ciertos aspectos del comportamiento del HAM

reformado, como la manifestación de cuencas de atracción. En el caso tridimensional

mostramos con un ejemplo que, a pesar de las dificultades que surgen en el plantea-

miento de la solución, el método es capaz de arrojar resultados satisfactorios.

El método permite hallar soluciones en un amplio rango de los parámetros y es in-

dependiente de la estabilidad de la órbita, características que son heredadas del HAM.

Las frecuencias obtenidas están en excelente concordancia con las calculadas por mé-

todos analíticos basados en la integración del sistema cuando éstos están disponibles.

El análisis del error cuadrático medio y de las h-ω–superficies, que hemos desa-

rrollado como parte integral de nuestro enfoque, proporciona un método simple pero

a la vez eficaz para determinar los valores óptimos de ω y h. Esta metodología es de

un carácter marcadamente heurístico, se basa en la observación y búsqueda de ciertas

características de las expresiones obtenidas. Para que dicha búsqueda sea existosa se

deben ajustar algunos valores, como el ancho del intervalo de prueba para la h-curva

o la región de búsqueda, de acuerdo a los resultados observados. Las h-ω–superficies

mencionadas agregan una dimensión más a las clásicas h–curvas de Liao y proveen

una visión actualizada de estos gráficos, innovando en la búsqueda de los valores más

eficientes para los parámetros involucrados en la validez de la aproximación de la so-

lución obtenida con el método.

Con este trabajo, pretendemos abrir nuevas perspectivas en el campo del análi-
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sis de sistemas dinámicos no lineales al presentar una metodología alternativa para la

búsqueda de soluciones periódicas mediante el Método de Análisis Homotópico. La

comprensión y el uso adecuado de esta modificación podrían tener implicaciones sig-

nificativas en el cálculo y estudio de órbitas periódicas. Por ejemplo el carácter analíti-

co de las soluciones obtendidas permite, entre otras cosas, decidir sobre la estabilidad

con facilidad.



CAPÍTULO 4

Búsqueda heurística de órbitas periódicas en ecuaciones con

retardo

4.1. Introducción

En muchos fenómenos naturales y artificiales, puede ocurrir que las variables inter-

vinientes y sus derivadas interactúen entre sí de manera no instantánea, es decir que

los efectos del cambio de estado de algunas de ellas impactan en el sistema en un tiem-

po posterior. Para estos casos existe un tipo de ecuaciones funcionales denominadas

ecuaciones diferenciales con retardo. Estas ecuaciones se han aplicado al modelado

de problemas en ecología, biología, física, química, economía, ingeniería, entre otros.

Para entender mejor este concepto, podemos mencionar uno de los ejemplos más

claros de aplicación del retardo temporal al campo de la ingeniería: los sistemas de

control. En estos sistemas se monitorean las variables, o algunas de ellas, mediante un

sensor y a partir de los valores obtenidos se aplica una acción que permite ajustar el

valor de la o las variables controladas, con el objetivo de que el sistema se comporte

64
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de cierta manera. Como es de esperarse es muy usual que este procedimiento no se

efectúe de manera instantánea, debido a la naturaleza interna del fenómeno modela-

do, la propagación de señales o las componentes que actuan en el sistema físico. En

estos casos existe una demora temporal que retrasa la acción de control. Dicho de otra

manera, el control que se debe aplicar en cada momento depende de los valores de las

variables de estado en tiempos anteriores, aquí es donde las ecuaciones con retardo

adquieren importancia.

La introducción del retardo en el modelado del sistema ofrece grandes ventajas,

amplía la capacidad de describir el fenómeno modelado y permite mejorar la estabili-

dad de las soluciones. Sin embargo, el retardo también añade complejidad a las ecua-

ciones, dificultando significativamente su resolución. Debido a estas consideraciones,

resulta de gran importancia contar con adaptaciones de aquellos métodos conocidos

para ecuaciones diferenciales ordinarias al estudio y resolución de las ecuaciones re-

tardadas. En el capítulo anterior presentamos un método que permite encontar apro-

ximaciones de órbitas periódicas en sistemas dinámicos modelados por ecuaciones

diferenciales ordinarias. En éste mostraremos que el método puede extenderse al caso

de ecuaciones diferenciales con retardo.

Muchas de las técnicas usadas para estudiar ecuaciones diferenciales con retardo

son generalizaciones de las correspondientes para ecuaciones diferenciales ordinarias.

Ésto ocurre en especial para la búsqueda de órbitas periódicas o en el estudio de bifur-

caciones, ver por ejemplo [25, 82, 93, 201]. Así mismo el Método de Análisis Homotópi-

co, formulado inicialmente para hallar soluciones de ecuaciones diferenciales, ha sido

extendido para aplicarse en otros tipos de ecuaciones, en particular para encontrar

soluciones en ecuaciones diferenciales con retardo [31].

En el capítulo anterior desarrollamos una adaptación original del HAM que cuen-

ta con dos características principales. Por un lado, la búsqueda de la solución hacia un

resultado óptimo es guiada por una fuerte estrategia heurística: explorando las propie-

dades de las expresiones obtenidas con el método, se añade información que permite

ajustar ciertos parámetros en función de la evaluación de los resultados alcanzados
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hasta ese momento. Esto permite finalmente llegar a las soluciones aproximadas idea-

les para el problema abordado. Por otro lado, el método tiene una cierta característica

espectral, los criterios de búsqueda mencionados permiten explorar el espacio de fre-

cuencias y hallar la que corresponde a la órbita periódica en cada caso.

En la sección 4.2 describimos la adaptación del método que presentamos en el ca-

pítulo 3 al caso de ecuaciones diferenciales con retardo. En la subsección 4.2.1, de for-

ma análoga a lo expuesto en 3.2.1 para el caso de EDOs, se enumeran las pautas a seguir

para determinar los valores de la frecuencia ω del ciclo, y del parámetro de control de

convergencia h.

En la sección 4.3 probamos el método en un tipo particular de ecuaciones diferen-

ciales con retardo: aquellas en las que se agrega un término retardado, a modo de re-

alimentación, en un sistema que originalmente representa una dinámica de una ecua-

ción de segundo orden.

Los resultados de este capítulo fueron publicados en el artículo [46].

4.2. Descripción del método: HAM reformado para EDRs

Consideremos la ecuación diferencial con un retardo y autónoma

x ′ = f (x, xτ), (4.1)

donde x ∈ Rn , x = x(s) y s es la variable independente, xτ ∈ Rn es la función evaluada

en el tiempo retardado s −τ, es decir xτ(s) = x(s −τ) y f : Rn ×Rn → Rn una función

suficientemente diferenciable.

Nos interesa especialmente estudiar orbitas periódicas relacionadas con equili-

brios, por ejemplo órbitas emegentes de bifurcaciones de Hopf. Para aplicar el método

reescribimos la ecuación centrándola en el equilibrio, es decir, suponemos que en (4.1)

se cumple f = 0 si x = 0.

Un aspecto importante a tener en cuenta es que en general los ciclos alrededor de

un equilibrio no suelen estar ubicados simétricamente alrededor del mismo. Ésto es
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particularmente notable en el caso de ecuaciones diferenciales con retardo. Este efecto

puede ser tan marcado que, como veremos en el ejemplo 4.3.2 en un sistema con dos

ecuaciones, un equilibrio del cual emerge un ciclo puede quedar afuera de dicho ciclo.

Para manejar este efecto hemos hecho un corrimiento de la coordenada x mediante

un término δ que calculamos en el proceso.

Supongamos además que el sistema tiene un solución periódioca, xP, con frecuen-

cia ω, que queremos encontrar. Entonces, tomando en cuenta lo mencionado previa-

mente, reemplazamos t =ωs, y(t )+δ= x(t/ω) en (4.1) y obtenemos la ecuación

ωy ′ = f (δ+ y,δ+ yωτ). (4.2)

Para esta ecuación buscaremos una solución de frecuencia unidad. Sustituyendo la

función y con φ y el término δ con ∆, escribimos la ecuación (4.2) como Nω[φ,∆] = 0,

donde el operador no lineal Nω presenta una dependencia algebraica con ω y ∆. En

los capítulos previos, donde reformulamos la ecuación diferencial original en términos

del operador no lineal correspondiente, éste se evaluaba sólo en la función φ. En este

caso introducimos explícitamente un nuevo argumento ∆, pues este término también

será desarrollado en serie de potencias del parámetro de la homotopía, al igual que φ.

El objetivo del método finalmente será obtener los sucesivos términos que componen

ambas series.

Ahora consideramos la familia de operadores Hq que dependen del parámetro de

deformación q ∈ [0,1]

Hq [φ,∆] = (1−q) L [φ− y0]−q h Nω[φ,∆]. (4.3)

Aquí h ̸= 0 es un parámetro real, y0(t ) es una aproximación inicial, y L es el operador

lineal

L [φ] = ∂φ

∂t
+φ. (4.4)

Como vimos en el capítulo anterior, este operador de primer orden tiene la propiedad

de que para cualquier función periódica g de frecuencia uno, la ecuación Lψ= g tiene
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una solución periódica de la misma frecuencia, la cual puede encontrarse ajustando la

condición inicial.

Buscamos ahora una solución formal de Hq [φ,∆] = 0 en serie de potencias de q

con coeficientes periódicos en t . Supongamos que∆(q,ω) y φ(t , q,ω) son analíticas en

q y que φ(t , q,ω) es periódica in t . Supongamos además que Hq [φ,∆] = 0 se cumple

para todo q ∈ [0,1]. Entonces s(t ,ω) =φ(t ,1,ω) y δ(ω) =∆(1,ω) es una solución formal

de (4.2).

Consideremos las expansiones en serie

φ(t , q,ω) =
+∞∑
k=0

yk (t ,ω)qk y ∆(q,ω) =
+∞∑
k=0

δk (ω)qk , (4.5)

la primera correspondiente a la función y(t ) y la segunda al corrimiento δ. Reempla-

zando estas series en Hq [φ,∆] = 0, y derivando k veces con respecto a q se obtiene el

siguiente sistema

L [yk − (1−δ1k )yk−1] = h

(k −1)!

∂k−1Nω[φ,∆]

∂qk−1

∣∣∣∣
q=0

, k = 1,2, . . . , (4.6)

donde δ1k es la delta de Kronecker, éstas son las llamadas ecuaciones de deformación.

Dada una función periódica y0 la ecuación (4.6) permite encontrar, para cadaω> 0

y cada h ̸= 0 los sucesivos términos de una solución formal de (4.2). Los coeficientes

δk (ω) se obtienen imponiendo la condición∫ 2π

0

∂k−1Nω[φ,∆]

∂qk−1

∣∣∣∣
q=0

d t = 0. (4.7)

Hacemos notar que la invariancia por traslaciones temporales de (4.1) tiene como con-

secuencia que cada solución periódica da lugar a un continuo de soluciones al variar

la fase (ver por ejemplo [24]). La elección de una solución particular, de entre todas

estas soluciones equivalentes se hace al elegir la aproximación inicial y0. En particu-

lar, para sistemas bidimensionales, como los mostrados en los ejemplos más adelante,

elegimos una circunferencia que corte el eje y en t = 0. Tomando distintos valores de

la amplitud de este ciclo inicial es posible encontrar distintos ciclos cuando los haya.

Cada ciclo tiene su cuenca de atracción en la condición inicial.
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Las expresiones finitas encontradas con la metodología anterior hasta el orden de-

seado, obtenidas resolviendo las ecuaciones (4.6), tienen coeficientes que dependen

de ω pero también de h. En la siguiente subsección describimos cómo encontrar los

valores de dichos parámetros para los cuales la solución obtenida converge, y por lo

tanto poder encontrar así las soluciones de (4.1).

4.2.1. Búsqueda heurística de las soluciones

Como mencionamos anteriormente, la expresión s(t ,ω)+δ(ω) obtenida con el mé-

todo descripto es una solución de (4.2). Llamemos ỹ(ω,h) a la aproximación de s +δ
para un cierto orden N , calculada en un tiempo fijo t̃ . Agregamos a h entre los argu-

mentos de ỹ para destacar la dependencia que dicha función tiene de este parámetro,

así como de ω, pues usaremos ỹ para encontrar los valores óptimos de h y ω que nos

lleven a la solución buscada.

Si la ecuación (4.1) tiene una solución periódica de frecuencia ω0, entonces al re-

emplazar este valor en (4.2) el método descripto procederá a dar la solución, depen-

diendo la convergencia del parámetro h solamente.

De la misma manera que en el capítulo anterior para el caso de EDOs (ver sección

3.2.1), notamos que la función ỹ(ω0,h) se comporta de la siguiente manera: para valo-

res de h para los cuales la serie converge, la función es aproximadamente constante; en

cambio, para valores de h donde no hay convergencia, la función varía bruscamente.

Analizando el comportamiento de la h–curvas, podemos hallar los valores del paráme-

tro de control de convergencia para los cuales la serie converge.

Buscaremos la frecuencia ω0 del ciclo, en un cierto intervalo (0,Ω), y suponemos

que los valores adecuados de h se encuentran en el intervalo (−1,0), como ocurre ha-

bitualmente. A continuación definimos la función

m(ω,h) = 1

2α

∫ h+α

h−α
ỹ(ω,η)dη, (4.8)

la cual da, para cada valor de ω y de h en el rectángulo (0,Ω)× (−1,0), el valor del pro-

medio de ỹ(ω,h) en un intervalo de ancho 2α, centrado en ω y en la dirección de h.
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Luego calculamos el error cuadrático respecto de la media en la dirección de h con

la fórmula

ρ(ω,h) = 1

2α

∫ h+α

h−α
(ỹ(ω,η)−m(ω,η))2 dη. (4.9)

Finalmente buscamos el mínimo de ρ en el mencionado rectángulo. Llamamos

ωmi n y hmi n a las coordenadas de este mínimo. Así como en el caso de EDOs, tene-

mos que decidir si este mínimo corresponde a una órbita periódica o no. Nuevamente

las condiciones que deben cumplirse son las mismas que enumeramos en el capítulo

precedente, a saber:

La curva de la desviación cuadrática ρ(ω,hmi n), debe tener un pico muy pronun-

ciado en un único valor de ω en el cual el error cuadrático caiga varios órdenes

de magnitud, acercándose a cero.

La intersección de la superficie ỹ(ω,h), que llamamos h–ω–superficie, con el

plano ỹ(ωmi n ,hmi n) debe tener un segmento horizontal aproximadamente pa-

ralelo al eje h.

Las h–curvas ỹ(ωmi n ,h) deben tener el aspecto típico que tienen las h–curvas en

el HAM, ésta es una representación bidimensional de la condición anterior.

Si se cumplen estas condiciones, entonces hemos encontrado los mejores valores

de ω y h para los cuales se minimiza la desviación cuadrática media y se verifican los

requisitos sobre h que indican la convergencia del HAM, debido a esto afirmamos que

hemos encontrado una órbita periódica de frecuencia ω0 = ωmi n . Todos los cálculos

pueden realizarse con software de programación símbolica y cálculo numérico, en es-

te caso hemos usado el programa Mathematica de Wolfram. Más aún, en los ejemplos

que mostramos a continuación, las soluciones numéricas se calcularon con dicho pro-

grama.
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4.3. Resultados

4.3.1. Ecuación de van der Pol realimentada con retardo

Desde que Balthasar van der Pol introdujo su ecuación homónima en 1920, ésta se

ha vuelto un ejemplo emblemático de los sistemas que presentan comportamientos

oscilatorios complejos. Dada su importancia se pueden encontrar diversas aplicacio-

nes en múltiples ramas de la ciencia y la ingeniería, debido a esto vamos a aplicar el

método a este sistema.

Consideramos en este caso el oscilador de van der Pol sujeto a una retroalimenta-

ción retardada, la ecuación es la siguiente

x ′′+ϵ(x2 −1)x ′+x = dϵxτ (4.10)

donde d , ϵ, y τ ∈ R+, acá τ es el retardo y d representa la intensidad de la realimen-

tación. Cuando d = 0 la ecuación (4.10) se convierte en el clásico sistema no forzado,

que utilizamos como ejemplo en la subsección 3.3.2, donde aplicamos el HAM refor-

mado como fue presentado en el capítulo anterior. Cuando d > 0 la ecuación también

presenta soluciones periódicas para ciertas combinaciones de sus tres parámetros (ver

[31]).

Para aplicar el método debemos escribir la ecuación anterior en la forma (4.2). Me-

diante un cambio de variables, introducimos la frecuencia ω y obtenemos el sistema

ωy ′
1 = y2

ωy ′
2 =−ϵ(y2

1 −1)y2 − y1 +dϵy1τ.
(4.11)

Buscaremos soluciones simétricas alrededor del origen, por lo tanto no es nece-

sario introducir el corrimiento δ. Este sistema ha sido estudiado en numerosos tra-

bajos, por ejemplo en [23] utilizando técnicas de teoría de perturbaciones y en [201]

poniendo foco en cuestiones de estabilidad. En el trabajo de Bel y Reartes [31] se es-

tudió utilizando el HAM, pero dicho estudio se realizó en el espíritu del método de

Poincaré–Lindstedt, es decir los sucesivos términos de la solución se hallan imponien-
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Figura 4.1: Oscilador de van der Pol. Amplitud de las oscilaciones en la rama de bifurcación para ϵ= 0,5

y τ= 1; curva continua = DDE–BIFTOOL, puntos = HAM.

do condiciones para la anulación de los términos seculares en las soluciones del ope-

rador lineal. También aquí se demostró la utilidad de la aplicación del HAM al estudio

de bifurcaciones.

En este trabajo utilizamos la técnica presentada para encotrar los ciclos emergentes

en un entorno de las bifurcaciones que surgen del equilibrio trivial. Tomando ϵ= 0,5 y

τ= 1 se procedió a encontrar los ciclos para la bifurcación que aparece en d = 1,1084.

En las aproximaciones obtenidas, por ejemplo, con el método de balance armónico

[11, 141, 150], el error crece al alejarse de la bifurcación, debido fundamentalmente a

que ese tipo de métodos se basa en desarrollos en serie de la amplitud, a diferencia

de las obtenidas con el HAM reformado. En la Figura 4.1 se observan los valores de la

amplitud de los ciclos obtenidos en este trabajo, comparados con los calculados con

el programa DDE-BIFTOOL [65]. Como se ve éstos están en óptima concordancia en

todo el rango estudiado. La distribución del error tiende a ser uniforme, esta situación

es por supuesto una consecuencia del carácter no perturbativo del HAM. En la Figura

4.2 se muestran las frecuencias de los ciclos en esta bifurcación comparadas con los

resultados obtenidos con DDE-BIFTOOL. Otra vez la coincidencia es excelente en todo

el rango del parámetro considerado.

En ciertas regiones de los parámetros este sistema presenta numerosas soluciones
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Figura 4.2: Frecuencia ω en función de d para la ecuación (4.11) con ϵ= 0,5 y τ= 1.

periódicas. Utilizando el método descripto hemos obtenido expresiones analíticas que

aproximan las órbitas periódicas para ϵ= 1,4142, d = 0,3 y τ= 9. En esta región de los

parámetros hay tres ciclos correspondientes a bifurcaciones alrededor del equilibrio

trivial. En la Figura 4.3 podemos ver una comparación de estos ciclos, la curva conti-

nua corresponde al cálculo realizado con el método presentado en este capítulo y los

puntos son los ciclos tomados del trabajo de Bel y Reartes [31] donde aplican el HAM

en su forma original. En ambos métodos las diversas órbitas se obtienen tomando dis-

tintos valores de la amplitud de la aproximación inicial. En la misma figura se obser-

van, para una amplitud inicial de a0 = 1,5, la desviación cuadrática (4.9) en función de

la frecuencia, dos h–curvas y la h–ω–superficie correspondiente. Puede apreciarse que

se verifican los criterios de convergencia enunciados en 4.2.1.

4.3.2. Oscilador anarmónico realimentado con retardo

K. Pyragas propuso en 1992 un método de control de sistemas caóticos mediante

una retroalimentación retardada (ver por ejemplo [73, 168, 169]). Dicha herramienta

se basa en la introducción de un forzamiento al sistema determinado por la diferencia

entre el valor del estado actual y el retardado, y desde su planteamiento se evidencia

como un mecanismo efectivo y potente de estabilización de sistemas. Como ejemplo
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Figura 4.3: Resultados de la ecuación de van der Pol para amplitud inicial a0 = 1,5.

de aplicación del HAM reformado vamos a considerar un modelo simple, aunque sin

presencia de caos en este caso, que ilustra este tipo de sistemas con un término de

control de Pyragas. La ecuación es la siguiente

x ′′+x +βx3 = γ(x −xτ), (4.12)
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Figura 4.4: Curvas de bifurcación en el espacio de parámetros para el oscilador anarmónico con retardo.

— equilibrio x0, −−− equilibrios x1 y x2, −·− τ= 2,5.

donde β es el parámetro del sistema, τ es el retardo temporal y γ es el peso de la

retroalimentación. Para β < 0 los equilibrios del sistema son x0 = 0, x1 = √−1/β y

x2 =−√−1/β. Cuando β> 0 el único equilibrio es el origen.

Consideramos a la ganancia γ como parámetro de bifurcación. Para τ fijo, existe

una bifurcación de Hopf del equilibrio x0, en los puntos

γH = 1

2

(
1− k2π2

τ2

)
con k = 2n +1, n ∈N. (4.13)

La frecuencia en el punto de bifurcación es ωγH = √
1−2γH = kπ/τ. Para k par se ob-

tienen curvas de bifurcación en el espacio de los parámetros γ–τ que no dependen de

γ, son las rectas horizontales de la Figura 4.4.

En la Figura 4.4 vemos las curvas de Hopf en el plano γ–τ para el equilibrio x0 = 0,

éstas son independientes de β. En la misma figura se observan las curvas de Hopf para

el equilibrio x1 = 1, correspondientes al caso β=−1, éstas coinciden con las del equili-

brio x2. La línea horizontal compuesta por guiones y puntos indica el valor τ= 2,5 que

se ha utilizado en los cálculos de este ejemplo, sobre la misma se indican los puntos de

Hopf γH0 y γH1 .

Escribiendo la ecuación (4.12) en el plano e introduciendo el parámetro ω, como
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Figura 4.5: Amplitud de las oscilaciones en las ramas de bifurcación para los equilibrios x0 = 0, x1 = 1 y

x2 =−1.

en el ejemplo anterior se obtiene

ωy ′
1 = y2

ωy ′
2 =−y1 −βy3

1 +γ(y1 − y1τ).
(4.14)

El sistema escrito de esta manera es adecuado para estudiar la bifurcación de Hopf

del equilibrio x0. Nótese que el mismo es invariante por la transformación y 7→ −y.

En la Figura 4.5 se muestra la curva de amplitudes de la rama de bifurcación que

surge de γH0 = −0,2896. Los puntos corresponden al cálculo con el procedimiento

desarrollado en este capítulo y la curva continua al obtenido con el programa DDE-

BIFTOOL. Los círculos llenos indican ciclos estables y los círculos huecos indican ci-

clos inestables. Como puede verse se produce un cambio de estabilidad en γ=−0,558,

en este punto se produce la colisión de tres ciclos, que coinciden. El ciclo de la rama de

bifurcación correspondiente al equilibrio alrededor del origen colisiona con los ciclos

que provienen de las ramas de bifurcación alrededor de los equilibrios x1 = 1 y x2 =−1.

Para calcular los ciclos emegentes del equilibrio x1 correspondientes a β=−1, ha-

cemos un cambio de coordenadas poniendo el origen en el equilibrio. Este cambio

rompe la simetría del sistema original, ésto sugiere introducir el corrimiento δ en el
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Figura 4.6: Ciclos de la rama de bifurcación del equilibrio x0 = 0 (ciclo externo en color rojo), x1 = 1 (ciclo

interno a la derecha en azul) y x2 =−1 (ciclo interno a la izquierda en verde).

cambio de coordenadas (4.2) obteniendo

ωy ′
1 =y2

ωy ′
2 =−β−1− (1+3β)(y1 +δ)−

β(y3
1 +δ3 +3δy2

1 +3δ2 y1 +3y2
1 +3δ2 +6y1δ)+γ(y1 − y1τ).

(4.15)

Aplicando el método aquí desarrollado se han encontrado los ciclos correspon-

dientes a la rama de bifurcación que surge de γH1 =−1,7896 correspondiente el equili-

brio x1. Ellos se muestran en la Figura 4.5. Como en la rama anterior la línea continua

es la obtenida con DDE-BIFTOOL y los círculos, con su estabilidad indicada, los cal-

culados con el HAM reformado. Podemos interpretar que los ciclos que surgen de los
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Figura 4.7: Resultados del oscilador anarmónico con β=−1, γ=−1,2 y τ= 2,5, amplitud inicial 0,612.

equilibrios x1 = 1 y x2 = −1 crecen y se desplazan hacia el origen conforme γ crece a

partir del punto de bifurcación. Al llegar al punto de colisión la rama es recorrida en

sentido contrario y los ciclos se vuelven hacia el equilibrio, como si se tratase de un

fold de ciclos pegado sobre sí mismo. Nótese que en γ=−0,73 se produce un cambio

de estabilidad en esta rama por una bifurcación de Neimark–Sacker. En la Figura 4.6 se

muestra el desplazamiento de estos ciclos al variar el parámetro γ, así como los ciclos

simétricos de la bifurcación del equilibrio x0 = 0.

Por la simetría del sistema los ciclos correspondientes a esta rama pero que surgen

el equilibrio x2 =−1 tienen un comportamiento simétrico. Por lo tanto cada punto de

esta rama corresponde a dos ciclos ubicados simétricamente respecto del origen.

En la Figura 4.7 se observan la desviación cuadrática (4.9) en función de la frecuen-
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cia, también se muestran dos h–curvas, y la h–ω–superficie correspondiente. Como en

el ejemplo anterior se verifican los criterios de convergencia enunciados en 4.2.1.

4.4. Discusión y conclusiones

En este capítulo mostramos que el método propuesto en el capítulo anterior para

ecuaciones diferenciales ordinarias es aplicable al estudio de ecuaciones diferencia-

les con retardo, donde valen las consideraciones generales previamente propuestas.

En particular la búsqueda de la solución a través de este procedimiento conserva su

carácter heurístico, sobre todo en lo que respecta a la exploración del paisaje de la h-

ω–superficie y la elección de la ventana de búsqueda α.

El método presentado, al tratarse de una aplicación del HAM, es de carácter semi-

analítico ya que combina técnicas analíticas y numéricas para resolver la homotopía

planteada. El resultado obtenido al aplicar esta técnica es una expresión explícita en

forma de polinomio trigonométrico. Una solución de este tipo tiene ciertas ventajas,

por ejemplo en el análisis de la estabilidad de los ciclos. Este análisis puede realizar-

se de manera analítica por medio de métodos de colocación, como el de Chebyshev

[31, 36].

Otra caraterística distintiva del método es que la obtención de las soluciones es

independiente de la estabilidad de las mismas. Ésto lo diferencia de los métodos nu-

méricos basados en la integración directa de las ecuaciones, como el método de Euler

o de Runge-Kutta [34, 69, 107, 120, 147], para los que las soluciones inestables son en

general difíciles de encontrar debido a la estrategia paso a paso que emplean tales mé-

todos y el error que involucra el cálculo.

Probamos el HAM reformado en ejemplos en los cuales el análisis se centra en el

estudio de las bifuraciones que presenta el sistema. Los dos corresponden a ecuacio-

nes de segundo orden modificadas con el agregado de un término lineal con retardo,

la presencia del retardo en estos casos es la causa habitual de la aparición de bifurca-

ciones de Hopf de los equilibrios. El método tuvo un desempeño excepcional, aún en
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situaciones complejas, con multiplicidad de ciclos y cambios de estabilidad.

Como puede apreciarse en los ejemplos, los resultados muestran una coincidencia

remarcable comparada con los obtenidos numéricamente. Más aún, puede observarse

que el método opera en un amplio rango de los parámetros, a diferencia de los méto-

dos perturbativos.

Hacemos notar la importancia de las consideraciones sobre la simetría del sistema

en el momento de elegir la representación particular más conveniente de las solucio-

nes a encontrar. En particular en el ejemplo dado en 4.3.2 por la ausencia de dege-

neración las soluciones periódicas alrededor del equilibrio trivial deben ser siméticas.

Esto implica que tenemos que buscar soluciones sin el corrimiento δ en el cambio de

coordenadas que nos lleva a (4.2). Por el contrario al buscar soluciones alrededor de

los equibrios no triviales la introducción del corrimiento es necesaria.

Finalmente hay que remarcar que la solución inicial y0 debe pertenecer a la cuenca

de atracción de las distintas soluciones. Ésto no es siempre posible, al menos si toma-

mos como aproximación inicial una circunferencia. Más aún, en los casos en que es

posible la tasa de convergencia puede ser muy baja. Ya hemos observado que la forma

en que escribimos la ecuación es crucial a la hora de encontrar los distintos ciclos.

Para encontrar los ciclos estables de la rama de bifurcación del equilibrio x1 = 1

resulta que tomando una amplitud inicial mayor que
p

2/3 no existen valores de δ0

que cumplan con la condición (4.7). Si tomamos amplitudes más pequeñas la conver-

gencia es muy lenta y no se llega a una solución razonable. Hemos solucionado este

problema dándole un valor grande pero arbitrario a δ0 y eligiendo δ1 para que se cum-

pla (4.7).

Para mejorar la convergencia del método y ahorrar memoria recurrimos a un pro-

cedimiento iterativo, en la amplitud de la aproximación inicial, como se explicó en el

capítulo 3. Se procede como sigue, primero elegimos una amplitud inicial, luego obte-

nemos los primeros términos de la solución. Si la amplitud del ciclo obtenido difiere

significativamente de la dada inicialmente, hacemos otra corrida cambiando la ampli-

tud inicial. Procedemos de esta forma hasta que la diferencia entre dos iteraciones no
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varíe más que una cantidad predeterminada.

En conclusión, en este capítulo implementamos el HAM reformado para modelos

con retardo, ampliando así la utilidad y aplicabilidad de la técnica desarrollada en el

capítulo precedente. Esperamos, con esto, impulsar su empleo y estudio, confiando en

que la diversidad de enfoques metodológicos incrementa y refuerza la comprensión

de los investigadores dedicados a esta disciplina.



CAPÍTULO 5

Un modelo biológico (6-dimensional)

5.1. Introducción

En este capítulo presentamos un modelo que describe la propagación de una in-

fección por HTLV-I en el torrente sanguíneo de una persona infectada. Así como los

modelos epidemiológicos reflejan las interacciones entre los grupos de individuos en

los distintos estadíos de infección, en este caso las variables del sistema representan

a los diferentes grupos celulares que intervienen en la propagación y lucha contra el

virus y contra las células que se vuelven malignas durante el proceso. El modelo que

proponemos está formado por seis ecuaciones diferenciales ordinarias no lineales, a

lo largo del capítulo analizaremos la dinámica del sistema y discutiremos sus implica-

ciones biológicas.

Se estima que el virus linfotrópico humano de células T de tipo I (o HTLV-I por su

acrónimo inglés) infecta a casi 20 millones de personas en el mundo. Es el primer retro-

virus humano descubierto, cuatro años antes del descubrimiento del HIV, y el primer

virus relacionado al surgimiento de cáncer [196].

82
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El HTVL-I está asociado al desarrollo de varias enfermedades, entre ellas podemos

mencionar dos de mayor gravedad: leucemia de células T del adulto (ATL), que es un

tipo muy agresivo de linfoma, y paraparesis espástica tropical (TSP), también llamada

mielopatía asociada al HTLV-I.

La infección en un ser humano puede ser modelada utilizando un sistema dinámi-

co compuesto por ecuaciones diferenciales ordinarias, donde las variables del sistema

describen un comportamiento de dinámica poblacional. En este caso las especies que

compiten son los distintos tipos de células del sistema inmunitario [202]. El contagio

se produce por contacto celular, a diferencia de otros virus en donde el contenido de

viriones en el medio celular es el responsable de la infección.

Los modelos matemáticos de dinámica de poblaciones son ampliamente utilizados

para describir el curso de una infección con algunos virus porque puede considerarse

a la sangre como un medio homogéneo donde conviven todos los tipos celulares [186].

El modelo que usamos en este capítulo para describir la dinámica de la infección es

del tipo considerado en los siguientes trabajos [22, 37, 91, 108, 137, 162, 163, 186, 200].

En Perelson et al. [162] y Stilianakis y Seydel [186] se presentan modelos de infección

por HIV y HTLV-I respectivamente que han servido de inspiración para muchos tra-

bajos posteriores. En el trabajo de Wang y Li [200], por ejemplo, se estudia un modelo

de dimensión tres basado en el trabajo de Perelson et al. [162]. En el artículo de Katri

y Ruan [108] se introduce un retardo temporal al modelo de Stilianakis y Seydel [186]

para representar el tiempo entre emisión de partículas de contagio y la infección de las

células. En Perelson y Ribeiro [163] se hace una revisión de la evolución del modelado

del HIV, mostrando las características dinámicas de la infección que son reflejadas por

estos modelos. En el trabajo de Asquith y Bangham [22] se ilustra con ejemplos la apli-

cación del modelado a la inmunología, al mismo tiempo que se discute la robustez de

los modelos matemáticos en biología. En el trabajo de Chan y Yu [37] y en el de Lim y

Maini [137] se analizan dos modelos que presentan respuesta de linfocitos T citotóxi-

cos. En el primero se hace un estudio dinámico y se buscan bifurcaciones de Hopf. En

el otro se realiza un estudio exhaustivo de las implicaciones de la respuesta inmunita-
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ria en el desarrollo de TSP para un modelo de infección por HTLV-I. Por último en el

trabajo de Gökdogan y Merdan [91] el Método de Perturbación Homotópica por múti-

ples etapas es aplicado a un sistema de dimensión cuatro que modela la infección por

HTLV-I.

En lo que sigue presentaremos un modelo que considera los estadíos de latencia e

incorpora la respuesta por linfocitos T citotóxicos y el desarrollo de ATL. Consideramos

que es de gran interés porque nos permite estudiar nuevos fenómenos que aparecen

y son suficientemente simples para ser analizados exhaustivamente desde el punto

de vista dinámico. Como por ejemplo, bifurcaciones, órbitas periódicas, etc. También

analizamos una modificación del modelo para tomar en cuenta el efecto de saturación

que se ha mencionado en el libro de Wodarz [202].

Entre los métodos analíticos o semianalíticos desarrollados para resolver sistemas

de ecuaciones diferenciales, como las necesarias para modelar el progreso del virus

en el torrente sanguíneo, se destaca el Método de Análisis Homotópico (HAM) que se

describió en el capítulo 2. Si bien el HAM ha sido utilizado para resolver varios tipos de

problemas [5, 31, 32, 45, 46, 83], en muy pocos casos se lo ha empleado en sistemas de

más de dos ecuaciones. Esto se debe en parte a que la elección de la base de funciones

para expresar la solución, el operador diferencial lineal y sobre todo la aproximación

inicial son más difíciles de determinar.

Como se mencionó anteriormente, uno de los problemas que se presenta al in-

tegrar un sistema, especialmente de dimensión mayor a dos, utilizando una base de

polinomios en la variable t , es que el intervalo de tiempo en el que la aproximación

tiene un error aceptable suele ser pequeño. En este capítulo nos interesa observar la

evolución de la infección y el desarrollo de ATL, para lo que es necesario una solución

que sea válida en un periodo de tiempo significativamente largo. Por este motivo utili-

zamos una versión adaptada del HAM conocida como MSHAM (Multistage Homotopy

Analysis Method), que fue descripta en la sección 2.3. El MSHAM consiste en aplicar

el HAM en sucesivos intervalos de longitud corta conectando las soluciones obtenidas

por condiciones iniciales fijas.
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En la sección 5.2, presentamos el modelo propuesto, detallando los parámetros

biológicos y las diferentes poblaciones celulares intervinientes. En la sección 5.3, da-

mos una descripción breve del Método de Análisis Homotópico por etapas múltiples

aplicado a este sistema. En 5.4 analizamos la estabilidad de los equilibrios, damos el

número reproductivo básico R0 y describimos dos tipos de soluciones en torno a dos

de esos equilibrios. En el primer caso nos referimos a órbitas periódicas de un centro

no lineal. Para el segundo tipo utilizamos el MSHAM para hallar las aproximaciones a

las órbitas que convergen al equilibrio estable que representa la infección crónica con

HTLV-I.

En todo este capítulo, llamaremos solución numérica a la calculada con las rutinas

de integración del programa Mathematica de Wolfram. En 5.5 estudiamos el error que

resulta de la aplicación del MSHAM respecto del resultado obtenido con el método

numérico, en el caso de este último asumimos que tiene la precisión suficiente para

considerarlo como la solución real. Obtenemos estos errores para diferentes órdenes

del HAM, así como para distintos pasos temporales, con el objetivo de elegir los valores

más adecuados para éstos.

Por último, en la sección 5.6, introducimos una modificación a una de las ecuacio-

nes del modelo para tomar en cuenta el efecto de saturación de los linfocitos citotóxi-

cos, analizando los resultados de este cambio para distintos valores del parámetro de

saturación.

La mayoría de los resultados aquí desarrollados están publicados en el trabajo [48].

5.2. Descripción del modelo de infección

El HTLV-I infecta a las células T del sistema inmunitario, tiene como diana princi-

pal a los linfocitos T CD4+ (helpers), que son los encargados de guiar cierta parte de

la respuesta inmunitaria. Por ser el principal reservorio del virus ésta será la pobla-

ción celular mayoritaria que tendremos en cuenta en el modelo. Asumiremos que el

organismo produce estos linfocitos a un ritmo constante. En menor medida el virus
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también infecta a los linfocitos T CD8+ (killers), estos también son conocidos como

linfocitos T citotóxicos (CTL) y su principal función es la de destruir células infectadas

con virus, de cáncer o cualquier otra célula dañada. Los linfocitos T CD8+ tienen un

rol fundamental en el control del avance del virus y del progreso del cáncer. Hay estu-

dios que sugieren que la función de los linfocitos citotóxicos infectados con el virus se

ve reducida (ver [115]). Por lo tanto resulta de interés considerar la infección de estas

células dentro del modelo.

La infección de los linfocitos con el HTLV-I procede en dos etapas. Cuando el virus

entra en la célula por primera vez, ésta entra en una etapa de latencia durante la cual

no es blanco de los linfocitos citotóxicos y tampoco es capaz de infectar nuevas células.

A pesar de que el número de linfocitos T CD4+ infectados latentes prevalece sobre los

que expresan el virus de manera activa (ver por ejemplo [26, 186]), las células latentes

se vuelven eventualmente activas. En el modelo que proponemos vamos a represen-

tar este proceso con una probabilidad de activación por unidad de tiempo fija para la

población de células latentes. Un pequeño porcentaje de estas células activas pueden

degenerar en células cancerosas, dando lugar a ATL.

x1(t ) Linfocitos T CD4+ sanos

x2(t ) Linfocitos T CD4+ infectados de manera latente

x3(t ) Linfocitos T CD4+ infectados de manera activa

x4(t ) Células ATL

x5(t ) Linfocitos T CD8+ (CTL) sanos

x6(t ) Linfocitos T CD8+ (CTL) infectados

Tabla 5.1: Variables del modelo

Para la construcción del modelo consideramos seis variables que se detallan en la

tabla 5.1. Las primeras tres variables representan a los linfocitos T CD4+ sanos, latentes

e infectados. A la población de linfocitos T CD8+ la dividimos en las dos subpoblacio-

nes mencionadas, sanos e infectados. Como se dijo antes, los linfocitos T CD8+ que
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Figura 5.1: Diagrama de interacción entre los tipos celulares.

se encuentran infectados con el virus reducen su funcionalidad y además se vuelven

blanco de los restantes linfocitos citotóxicos en un proceso que se denomina fratricidio

[96]. Un punto que merece especial atención es la proliferación de estos linfocitos, en

una primera aproximación podemos representar este fenómeno con tasas proporcio-

nales a las células enfermas (linfocitos T CD4+ infectados activamente y células ATL)

sin embargo esto no es del todo realista en general. Por un lado el organismo no es

capaz de generar un crecimiento indiscriminado de células CTL. Por otro lado la acti-

vación de las células CTL es un proceso que puede descomponerse como una cascada

de más de dos etapas de diferenciación. Este último fenómeno involucra la introduc-

ción de nuevas variables que describan las sucesivas generaciones de linfocitos hasta

su activación, en este trabajo no consideraremos este caso. El problema del crecimien-

to de las células CTL se puede afrontar modificando la ecuación correspondiente, en

la sección 5.6 analizamos este efecto.

Así mismo, nos interesa incorporar en nuestro modelo el potencial desarrollo de

leucemia, es por eso que una de las variables representa la cantidad de células ATL.

Las células de cáncer se caracterizan por su elavada taza de reproducción, agregamos

un término de proliferación a la cuarta ecuación del sistema, que corresponde a estas
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células. Elegimos un crecimiento con tasa constante en lugar de logístico (como por

ejemplo se ha tomado en [91, 108, 186]) fundamentalmente porque nos interesan si-

tuaciones en donde el número de células ATL es bajo, y para este escenario ambos mo-

delos dan resultados similares (ver [137]). En la tabla 5.1 se identifican las seis variables

y en la Figura 5.1 se representan simbólicamente las interacciones entre los distintos

tipos de células.

Las ecuaciones son las siguientes

x ′
1 =λ−µ1x1−α1x1x3

x ′
2 =α1x1x3−µ2x2−β1x2

x ′
3 =β1x2−µ3x3−γ1x3x5−β2x3

x ′
4 =β2x3+κx4−µ4x4−γ2x4x5

x ′
5 = δx3x5+ηx4x5−µ5x5−α2x3x5

x ′
6 =α2x3x5−µ6x6−γ3x5x6

(5.1)

El significado de los parámetros se muestra en la tabla 5.2 al final del capítulo, allí

también se dan valores típicos que fueron tomados de la literatura específica [137, 186].

La estimación de estos valores es un problema complejo ya que se necesitan una gran

cantidad de datos. En el caso de las infecciones en el ser humano tales datos son difíci-

les de obtener, por ese motivo en algunos casos en que resulta válido se pueden utilizar

los valores de algunos parámetros que han sido estimados a partir de información ob-

tenida para retrovirus más estudiados, como es el caso del HIV.

5.3. Método de Análisis Homotópico por múltiples eta-

pas

En esta sección vamos a aplicar el Método de Análisis Homotópico por múltiples

etapas, que ya fue presentado en el capítulo 2, al sistema (5.1). Llamamos

x(t ) = (x1(t ), x2(t ), x3(t ), x4(t ), x5(t ), x6(t )) (5.2)
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al vector de los estados. Sea N el operador no lineal para el cual el sistema (5.1) se

convierte en N (x) = 0 y consideramos el operador lineal

L = ∂

∂t
⊗ I , (5.3)

donde I es la matriz identidad de 6×6.

Ahora podemos construirnos la homotopía

Hq [φ] = (1−q)L [φ−x0]−q h N [φ], q ∈ [0,1], (5.4)

para una aproximación inicial x0(t ). Como se describió en el capítulo 2, suponiendo

que φ es analítica en q , la desarrollamos en serie de potencias

φ(t , q) =
+∞∑

m=0
xm(t )qm , (5.5)

y ésta deberá verificar Hq [φ] = 0, 0 ≤ q ≤ 1.

Los términos de la serie (5.5) los hallamos con las ecuaciones de deformación

L [xm − (1−δ1m)xm−1] = h

(m −1)!

∂m−1N [φ]

∂qm−1

∣∣∣∣
q=0

, m = 1, . . . . (5.6)

Y posteriormente, evaluando en q = 1 la serie (5.5) y asignándole un valor adecuado

h∗ a h, obtenemos la serie solución de (5.1)

x(t ) =
∞∑

m=0
xm(t ). (5.7)

Los términos de esta serie pueden ser calculados hasta un cierto orden k, por lo

tanto la solución obtenida será una aproximación

x(t ) ≈
k∑

m=0
xm(t ). (5.8)

La flexibilidad del HAM nos permite decidir entre varias bases de funciones para

desarrollar las soluciones. En este caso, por su simplicidad, hemos elegido utilizar po-

tencias de la variable independiente t . Sin embargo, las soluciones obtenidas no son

válidas para tiempos grandes, podemos ver en la Figura 5.2 que la solución se apar-

ta bruscamente de la real luego de un intervalo de tiempo en donde las dos coinci-

den apreciablemente. Más aún, este fenómeno todavía se puede continuar observan-

do cuando se cambia la base de funciones en la que se escribe la solución.
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Para estos casos el MSHAM es una herramienta más apropiada. Usando este méto-

do, procedemos de la siguiente manera:

1. Dividimos el intervalo [0,T ) en subintervalos de la misma longitud ∆t .

2. Calculamos la solución con el HAM para el orden k en el primer intervalo [0,∆t ).

3. Por medio de las h–curvas seleccionamos el valor apropiado para el parámetro

de control de convergencia h.

4. Tomando el valor de la solución así obtenida en t =∆t y usándolo como aproxi-

mación inicial constante para el HAM en el intervalo siguiente, hallamos la apro-

ximación con el HAM de orden k en [∆t ,2∆t ), asignándole al parámetro h el mis-

mo valor tomado previamente.

5. Procediendo de igual forma en cada intervalo y empalmando los resultados, cons-

truimos una serie solución que resulta continua.

En la Figura 5.5 mostramos los resultados obtenidos con este método comparados

con sus respectivas soluciones numéricas, se puede observar claramente que las apro-

ximaciones siguen siendo muy buenas aún para valores de t grandes. En la Figura 5.6

vemos las h–curvas de las variables xi , i = 1,...,6. Este método ha sido poco aplicado a

este tipo de problemas, por lo tanto, hemos presentado un breve análisis del error de

la solución, poniendo énfasis en el paso temporal y en el orden del HAM, ver Figuras

5.8 y 5.9.

Observación 5.1. Si bien la base elegida para aproximar la solución con el HAM es una

de las más simples, las expresiones que resultan de la aplicación del MSHAM son en

extremo largas y no resulta posible incluír ninguna de ellas en esta tesis.

5.4. Resultados

El escenario dinámico que surge del modelo propuesto es muy complejo. En parte

debido a la cantidad de parámetros y a la dimensión del sistema, que para este tipo de
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Figura 5.2: Comparación de la solución obtenida por el HAM del sistema 5.1 con κ= 0,0016, y la solución

numérica para valores grandes del tiempo t .

estudios es muy alta. Por esto procedemos primero a estudiar los equilibrios y su es-

tabilidad, seleccionando sólo los que tienen significado biológico. Encontramos cinco

equilibrios que hemos llamado Pi , i = 1,...,5.

P1: Este es el equilibrio libre de infección, que permite obtener el número reproduc-

tivo básico por medio del estudio de su estabilidad (ver [10, 193]).

P2: En este equilibrio desaparece la infección viral y queda un remanente de células

canceroras que oscilan al ser combatidas por el sistema inmunológico.

P3: Aquí no hay respuesta de linfocitos T citotóxicos (equilibrios de este tipo han

sido reportados en [119, 123]).

P4: Representa el estado de infección crónica, éste exhibe una bifurcación de Hopf

que analizamos en 5.4.2.

P5: Este equilibrio parece no tener regiones relevantes y no lo hemos considerado.

A continuación, procedemos a estudiar las dinámicas generadas por estos centros

organizadores.
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Como ya se dijo, el sistema (5.1) presenta cinco equilibrios

P1 =
(
λ

µ1
,0,0,0,0,0

)
P2 =

(
λ

µ1
,0,0,

µ5

η
,
κ−µ4

γ2
,0

)
P3 =

(
(β1 +µ2)(β2 +µ3)

α1β1
,
α1β1λ−µ1(β1 +µ2)(β2 +µ3)

α1β1(β1 +µ2)
,
α1β1λ−µ1(β1 +µ2)(β2 +µ3)

α1(β1 +µ2)(β2 +µ3)
,

−β2(α1β1λ−µ1(β1 +µ2)(β2 +µ3))

α1(β1 +µ2)(β2 +µ3)(κ−µ4)
,0,0

)
P4 =

(
α1β1γ2λ(δ−α2)+α1µ5(β1 +µ2)(γ2(β2 +µ3)+γ1(κ−µ4))−µ1(β1 +µ2)(α2 A+

C

β2γ1η−β2γ2δ−γ1δκ+γ1δµ4 −γ2δµ3)+R1

C
,

2α2
1β1γ2λµ5 +α1µ1(β1γ2λ(δ−α2)−

C (β1 +µ2)

Aµ5(β1 +µ2))+µ1(µ1(β1 +µ2)(α2(γ2(β2 +µ3)+γ1(κ−µ4))+β2γ1η−β2γ2δ−γ1δκ+
C (β1 +µ2)

γ1δµ4 −γ2δµ3)−R2)

C (β1 +µ2)
,
−Bµ1(β1 +µ2)−α1β1γ2λ(α2 −δ)+α1 Aµ5(β1 +µ2)−R1

2Bα1(β1 +µ2)
,

α1µ5(β1 +µ2)(B −β2γ1η)− (α2 −δ)(R2 +Bµ1(β1 +µ2))−α1β1γ2λ(α2 −δ)2

2Bα1η(β1 +µ2)
,

− α1β1(α1β1γ2λ(α2 −δ)+α1µ5(β1 +µ2)(γ2(β2 +µ3)+γ1(µ4 −κ))−R1)

γ1C (β1 +µ2)
−

α1β1(µ1(β1 +µ2)(−α2(γ2(β2 +µ3)+γ1(µ4 −κ))+β2γ1η+β2γ2δ−γ1δκ+γ1δµ4 +γ2δµ3))

γ1C (β1 +µ2)
,

−α2(Bµ1(β1 +µ2)+α1β1γ2λ(α2 −δ)−α1 Aµ5(β1 +µ2)+R1)(E −µ6R1)

D

)
P5 =

(
α1β1γ2λ(δ−α2)+α1µ5(β1 +µ2)(γ2(β2 +µ3)+γ1(κ−µ4))−µ1(β1 +µ2)(α2 A+

C

β2γ1η−β2γ2δ−γ1δκ+γ1δµ4 −γ2δµ3)−R1

C
,

2α2
1β1γ2λµ5 +α1µ1(β1γ2λ(δ−α2)−

C (β1 +µ2)

Aµ5(β1 +µ2))+µ1(µ1(β1 +µ2)(α2(γ2(β2 +µ3)+γ1(κ−µ4))+β2γ1η−β2γ2δ−γ1δκ+
C (β1 +µ2)

γ1δµ4 −γ2δµ3)+R2)

C (β1 +µ2)
,
−Bµ1(β1 +µ2)−α1β1γ2λ(α2 −δ)+α1 Aµ5(β1 +µ2)+R1

2Bα1(β1 +µ2)
,

(5.9)

α1µ5(β1 +µ2)(B −β2γ1η)+ (α2 −δ)(R2 −Bµ1(β1 +µ2))−α1β1γ2λ(α2 −δ)2

2Bα1η(β1 +µ2)
,

− α1β1(α1β1γ2λ(α2 −δ)+α1µ5(β1 +µ2)(γ2(β2 +µ3)+γ1(µ4 −κ))+R1)

γ1C (β1 +µ2)
−

α1β1(µ1(β1 +µ2)(−α2(γ2(β2 +µ3)+γ1(µ4 −κ))+β2γ1η+β2γ2δ−γ1δκ+γ1δµ4 +γ2δµ3))

γ1C (β1 +µ2)
,

−α2(Bµ1(β1 +µ2)+α1β1γ2λ(α2 −δ)−α1 Aµ5(β1 +µ2)−R1)(E +µ6R1)

D

)
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Donde

A = γ2(β2 +µ3)+γ1(κ−µ4)

B = β2γ2δ−β2γ1η+γ1δκ+γ2δµ3 −α2 A−γ1δµ4

C = 2α1β1γ2(−α2µ1 +δµ1 +α1µ5)

D = 4Bα1(β1 +µ2)
(
α1

(
γ3µ6(β1γ2λ(α2 −δ)+µ5(β1 +µ2)(γ2(β2 +µ3)+γ1(µ4 −κ)))+

γ2
3(β1λ((α2 −δ)(κ−µ4)+β2η)+µ5(β1 +µ2)(β2 +µ3)(κ−µ4))−γ1γ2µ5µ

2
6(β1 +µ2)

)−
µ1(β1 +µ2)(γ3(β2 +µ3)−γ1µ6)((α2 −δ)(γ2µ6 +γ3(κ−µ4))+β2γ3η)

)
E = µ6

(
α1β1γ2λ(α2 −δ)+α1µ5(β1 +µ2)(γ2(β2 +µ3)+γ1(µ4 −κ))+µ1(β1 +µ2)(−α2

(
γ2(β2 +µ3)+γ1(µ4 −κ)

)+β2γ1η+β2γ2δ−γ1δκ+γ1δµ4 +γ2δµ3
)) −

2γ3((α2 −δ)(κ−µ4)+β2η)(µ1(β1 +µ2)(β2 +µ3)−α1β1λ)+

2α1γ3µ5(β1 +µ2)(β2 +µ3)(κ−µ4)

R1 =
(
(α1β1γ2λ(δ−α2)+α1µ5(β1 +µ2)(γ2(β2 +µ3)+γ1(κ−µ4))−µ1β1 +µ2)

(−α2(γ2(β2 +µ3)+γ1(κ−µ4))−β2γ1η+β2γ2δ+γ1δκ−γ1δµ4 +γ2δµ3))2 +4α1µ5

(β1 +µ2)(−α2(γ2(β2 +µ3)+γ1(κ−µ4))−β2γ1η+β2γ2δ+γ1δκ−γ1δµ4 +γ2δµ3)

(µ1(β1 +µ2)(γ2(β2 +µ3)+γ1(κ−µ4))−α1β1γ2λ)
)1/2

R2 =
(
α2

1

(
β2

1γ
2
2λ

2(α2 −δ)2 −2β1γ2λµ5(β1 +µ2)
(−α2(γ2(β2 +µ3)+γ1(κ−µ4))−2β2γ1η

+β2γ2δ+γ1δκ−γ1δµ4 +γ2δµ3
)+µ2

5(β1 +µ2)2(γ2(β2 +µ3)+γ1(κ−µ4))2)+2α1µ1

(β1 +µ2)(−α2(γ2(β2 +µ3)+γ1(κ−µ4))−β2γ1η+β2γ2δ+γ1δκ−γ1δµ4 +γ2δµ3)

(β1γ2λ(α2 −δ)+µ5(β1 +µ2)(γ2(β2 +µ3)+γ1(κ−µ4)))+µ2
1(β1 +µ2)2

(−α2(γ2(β2 +µ3)+γ1(κ−µ4))−β2γ1η+β2γ2δ+γ1δκ−γ1δµ4 +γ2δµ3)2)1/2

Salvo el equilibrio trivial P1, los demás tienen valores negativos en algunas regiones

del espacio de parámetros y por lo tanto no son biológicamente relevantes en esas

zonas.
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El jacobiano en un equilibrio genérico P = (x1, x2, x3, x4, x5, x6) es

J (P ) =



−x3α1−µ1 0 −x1α1 0 0 0

α1x3 −β1−µ2 α1x1 0 0 0

0 β1 −β2−µ3−γ1x5 0 −x3γ1 0

0 0 β2 κ−µ4−x5γ2 −x4γ2 0

0 0 δx5−α2x5 ηx5 ηx4−µ5+x3(δ−α2) 0

0 0 α2x5 0 α2x3−γ3x6 −x5γ3−µ6



(5.10)

En P1 el jacobiano es

J (P1) =



−µ1 0 −α1λ/µ1 0 0 0

0 −β1 −µ2 α1λ/µ1 0 0 0

0 β1 −β2 −µ3 0 0 0

0 0 β2 κ−µ4 0 0

0 0 0 0 −µ5 0

0 0 0 0 0 −µ6



(5.11)

y los autovalores son

a1 =−µ1; a4 = κ−µ4;

a2 =−
√
µ1

(
4α1β1λ+µ1(β1 −β2 +µ2 −µ3)2

)+µ1(β1 +β2 +µ2 +µ3)

2µ1
; a5 =−µ5;

a3 =
√
µ1

(
4α1β1λ+µ1(β1 −β2 +µ2 −µ3)2

)−µ1(β1 +β2 +µ2 +µ3)

2µ1
; a6 =−µ6.

(5.12)

Estudiando estas expresiones vemos que si κ>µ4, es decir que la tasa de reproduc-

ción de las células del linfoma es mayor que la de muerte, el autovalor a4 es siempre

positivo y por lo tanto el equilibrio es inestable. Por otro lado, si κ< µ4 y la muerte de

las células leucémicas controla su proliferación, a4 es negativo y de a3 se obtiene el

número reproductivo básico R0 (ver por ejemplo [53, 106, 194]). Este valor puede ser

interpretado como el número promedio de células nuevas que se infectan a partir de

una única célula infectada de manera activa

R0 = α1β1λ

µ1(β1 +µ2)(β2 +µ3)
(5.13)
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De esta forma si R0 < 1, P1 es estable y el virus es eliminado, y si R0 > 1, P1 es

inestable y la infección se instaura.

Cuando R0 = 1 los equilibrios P1 y P3 coinciden. Si bien P3 existe, desde el punto

de vista matemático, para casi todos los valores de los parámetros, sólo cuando R0 > 1

y κ<µ4 sus valores son todos positivos y tiene sentido biológico. De la misma manera

P2 tiene sentido cuando κ>µ4. En la sección 5.4.1 veremos que en torno a este último

se producen oscilaciones.

El jacobiano en P2 es

J (P2) =



−µ1 0 −α1λ/µ1 0 0 0

0 −β1−µ2 α1λ/µ1 0 0 0

0 β1 −β2−µ3−γ1(κ−µ4)/γ2 0 0 0

0 0 β2 0 −γ2µ5/η 0

0 0 (δ−α2)(κ−µ4)/γ2 η(κ−µ4)/γ2 0 0

0 0 α2(κ−µ4)/γ2 0 0 −γ3(κ−µ4)/γ2−µ6



(5.14)

Los autovalores en este caso son

b1 =−µ1; b4 =− i
√
µ5(κ−µ4);

b2 =−
p
∆+ηµ1(γ2(β1 +β2 +µ2 +µ3)+γ1(κ−µ4))

2γ2ηµ1
; b5 =i

√
µ5(κ−µ4);

b3 =
p
∆−ηµ1(γ2(β1 +β2 +µ2 +µ3)+γ1(κ−µ4))

2γ2ηµ1
; b6 =− γ2µ6 +γ3(κ−µ4)

γ2
.

(5.15)

con∆= η2µ1
(
4α1β1γ

2
2λ+µ1(γ2(β1 −β2 +µ2 −µ3)+γ1(µ4 −κ))2

)
. Por lo tanto, si κ>µ4

el equilibrio P2 existe, desde el punto de vista biológico, y será estable siempre que

κ>µ4 + γ2(α1β1λ−µ1(β1 +µ2)(β2 +µ3))

µ1γ1(β1 +µ4)
(5.16)

Cuando se cumple la igualdad en la ecuación anterior el equilibrio P2 se cruza con P4.

Este último representa el equilibrio infectado y es descripto en la sección 5.4.2.

Mostraremos dos tipos de soluciones de las ecuaciones (5.1). Las primeras corres-

ponden a oscilaciones periódicas alrededor del centro no lineal en el equilibrio P2. Las

otras soluciones describen la evolución de una infección hacia el equilibrio P4, que

resulta ser estable.

En las próximas secciones describiremos las soluciones mencionadas.
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5.4.1. Oscilaciones periódicas de células leucémicas, centro no lineal

Para analizar la dinámica alrededor del equilibrio P2, le asignamos a los paráme-

tros los valores mostrados en la Tabla 5.2. En la ecuación (5.16) el segundo miembro

de la desigualdad puede ser llamado κc , con los valores mencionados κc = 0,001746.

Para κ > κc , la matriz jacobiana en el equilibrio P2 tiene dos autovalores complejos

imaginarios puros y el resto son reales negativos. Observando el comportamiento de

las soluciones vemos que cuatro de las seis componentes convergen a valores cons-

tantes cuando t crece. Por consiguiente, la dinámica del sistema tiende a simplificarse,

concentrándose en el plano formado por las variables restantes. Para poder hallar las

expresiones de estas órbitas en el plano, que como se verá son periódicas, le asignamos

a x1, x2, x3 y x6 los valores a los cuales tienden, y así podemos reducir el sistema a un

sistema de Lotka-Volterra en el plano x4-x5,

x ′
4 =x4(κ−µ4 −γ2x5)

x ′
5 =x5(ηx4 −µ5)

(5.17)

Integrando obtenemos una expresión implícita de las curvas en el plano de fase

x4-x5:

xµ5
4 xκ−µ4

5 e−ηx4−γ2x5 =C (x∗
4 , x∗

5 ) (5.18)

Donde C (x∗
4 , x∗

5 ) es una constante que depende de las condiciones iniciales.

Las curvas de la ecuación (5.18) son cerradas. En la Figura 5.3 mostramos el retrato

de fase de (5.17). En la Figura 5.4 podemos ver una comparación entre la solución nu-

mérica de las ecuaciones (5.1) (con condiciones iniciales en el plano) representada por

la línea continua, y la aproximación obtenida con el MSHAM representada por puntos.

También mostramos una órbita en el espacio x2-x4-x5 y su correspondiente evolución

hacia el plano.

Cabe destacar que, en relación a la dinámica entre las células de cáncer y las ci-

totóxicas en torno al equilibrio P2, no hemos encontrado en la literatura referida al

tema una mención a un estado de este tipo, sin embargo, oscilaciones de este tipo se

han reportado en numerosos artículos. En efecto, las oscilaciones alrededor del centro
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Figura 5.3: Retrato de fase del sistema (5.17) para los valores de los parámetros dados en la tabla 5.2.

Figura 5.4: Izquierda: órbitas periódicas del sistema (5.1) para κ = 0,0019 y diferentes condiciones ini-

ciales. Derecha: Órbita del sistema para el mismo κ.
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son pequeñas pero son consistentes con la forma no aguda de ATL, ver por ejemplo

[146, 157, 182].

Por otro lado, en los trabajos de Drobnjak y Fowler [61] y Fortin y Mackey [75] un

régimen oscilatorio es descripto en leucemia mielógena crónica. En este tipo de leuce-

mia el recuento de leucocitos es muy alto comparado con el de ATL, donde como ya se

dijo estos recuentos pueden ser, en los casos no agudos, del orden del 1% del total de

células sanas. También en Dritschel et al. [60] y Liu et al. [138] se describen oscilaciones

en otros tipos de tumores.

También podemos mencionar el trabajo de Wodarz et al. [203], donde se propone

un modelo de HTLV-I con respuesta de CTL que presenta oscilaciones en la carga pro-

viral fuertemente influidas por la eficacia de la respuesta inmunitaria. Así mismo, los

autores logran comparar los resultados del modelo con datos experimentales de sólo

una paciente, que exhibe oscilaciones luego de comenzar un tratamiento con fárma-

cos (ver también [188]).

Los comportamientos oscilatorios, periódicos o no, de las células cancerosas y la

correspondiente respuesta inmunológica son estudiados permanentemente. En la li-

teratura se reportan numerosos fenómenos relacionados a estos comportamientos,

como el fenómeno de Jeff, donde los niveles tumorales comienzan a oscilar de forma

desincronizada con la quimioterapia (ver por ejemplo [21, 189, 191, 198]), y los ciclos

límite para tumores con una antigenicidad media (ver [111]). Dilucidar la relevancia

del fenómeno descripto aquí requiere más investigación desde un punto de vista bio-

lógico, sin embargo, no se pude descartar que las oscilaciones de las células leucémicas

podrían representar una situación médica significativa.

5.4.2. Equilibrio infectado y bifurcación de Hopf

Para los valores dados en la tabla 5.2, el equilibrio P4 resulta

P4 = (980,62; 18,17; 0,12; 0,19; 0,39; 0,01). (5.19)
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Figura 5.5: Células CD4+ sanas a la izquierda y células leucémicas a la derecha para κ= 0,0016.

Calculamos la evolución de la infección desde condiciones iniciales cercanas a este

equilibrio, que representa el estado de infección crónica.

En la Figura 5.5 mostramos los cálculos realizados con MSHAM para las variables

x1 y x4 en función del tiempo t (en días). Tomamos x0 = (1000; 20; 1; 0,4 ; 0,38; 0,74)

como condición inicial fija y cercana a P4. Calculamos la solución hasta un tiempo

T = 10000, dividiendo el intervalo [0,T ) en 1000 subintervalos de igual longitud, es de-

cir ∆t = 10. El orden del HAM en cada subintervalo es 6. Como antes la línea continua

representa la solución numérica y la línea de puntos la aproximación obtenida con el

MSHAM. Se observa una convergencia con oscilaciones hacia el equilibrio. En la Figu-

ra 5.6 vemos las h–curvas correspondientes a la solución para cada una de las variables

del sistema, estas curvas muestran el comportamiento típico y permiten identificar el

correspondiente intervalo de convergencia. Podemos identificar una región de validez

[−1,5;−0,5] para el parámetro de convergencia h, que es adecuado para las seis varia-

bles. En este caso seleccionamos el valor h =−1.

También estudiamos la dinámica alrededor de este equilibrio en otra región de

los parámetros. Tomando los valores mostrados en la tabla 5.2, asignamos a κ el va-

lor κ = 0,0004. Además, dejando libre a β2, tomando β1 = 10β2 y considerando β2

como parámetro de bifurcación, hallamos una bifurcación de Hopf supercrítica en

β2 = 0,1546. La Figura 5.7 muestra los valores de las amplitudes de los ciclos en la bi-
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Figura 5.6: h–curvas para κ= 0,0016.
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Figura 5.7: Diagrama de bifurcación de Hopf del equilibrio P4 obtenido con MATCONT.
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furcación para la variable x1 como una función de β2. Los cálculos fueron realizados

usando el paquete MATCONT de MATLAB [55].

5.5. Análisis del error

Para cada una de las variables xi del sistema, calculamos el error relativo de la solu-

ción obtenida con MSHAM con respecto a la solución obtenida numéricamente. Utili-

zamos la siguiente expresión

δ2
i =

∫ T

0
(x̃i (t )−xi (t ))2d t∫ T

0
x̃i (t )2d t

, (5.20)

donde x̃i es la solución numérica de la variable i -ésima y xi es la aproximación obte-

nida con MSHAM de orden N calculada en el [0,T ), donde cada subintervalo tiene una

longitud ∆t .

Analizamos el comportamiento del error en función del orden del HAM en cada

paso y del ancho del intervalo de tiempo en cada paso. Todos los cálculos de esta sec-

ción se realizaron tomando T = 5000 días. En la Figura 5.8 puede observarse que hay

una región entre los órdenes 5 y 9 aproximadamente donde el error es constante y pe-

queño. Si el orden es menor el error crece como es de esperar. El crecimiento del error

para órdenes altos se debe a la representación finita de la aritmética en los cálculos.

A los fines de las integraciones que realizamos para este sistema el error es aceptable

con el orden 6, sin necesidad de mejorar la precisión aritmética. Este número es sufi-

cientemente pequeño para que el tiempo total de cálculo sea razonable. En la figura

se muestra la variable x1, las otras variables tienen el mismo compartamiento. El paso

temporal que tomamos en este caso es igual a 10.

También analizamos el error en función del paso temporal. En la Figura 5.9 se pue-

de observar que el error se mantiene en valores pequeños hasta un paso del orden de

10, como puede verse en la ampliación de la primera parte de la escala temporal. No

hemos mirado pasos más pequeños (menores a 1) por no considerarlo necesario ya



Capítulo 5. Un modelo biológico (6-dimensional) 102

2 4 6 8 10

0.000

0.005

0.010

0.015

0.020

0.025

0.030

orden del HAM

δ1

Figura 5.8: Error en el cálculo de la variable x1 como una función del orden N del HAM en cada paso.
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Figura 5.9: Error en los valores calculados de la variable x1 como una función de la longitud ∆t de los

intervalos.

que para estos valores crece mucho el tiempo de cómputo.

5.6. Efecto de saturación en la proliferación de células CTL

Como se mencionó en la sección 5.2 la tasa de crecimiento lineal de las células CTL

en función de las células enfermas puede no coincidir con los resultados experimen-

tales, fundamentalmente porque no se tiene en cuenta el efecto de saturación en la

proliferación de CTL’s. Para tener en cuenta este efecto puede reemplazarse la ecua-

ción correspondiente a la variable x5 en el sistema (5.1) por la siguiente ecuación

x ′
5 =

(δx3 +ηx4)

1+ϵx5
x5 −µ5x5 −α2x3x5. (5.21)
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Figura 5.10: Efecto de saturación en las variables x1 y x5 para diferentes valores de ϵ usando la ecuación

(5.21).

Aquí el parámetro ϵ expresa el nivel en el que se satura la expansión de células citotó-

xicas. De esta manera, cuando la cantidad de CTL’s crece considerablemente, la proli-

feración de estas células se ve mermada por el término 1+ϵx5.

En la Figura 5.10 pueden observarse la evolución de las variables x1 y x5, para dis-

tintos valores del parámetro de saturación ϵ, en función del tiempo. El valor de este

parámetro tomado de la literatura (ver [202]) es pequeño, del orden de unas milési-

mas. El efecto es apreciable solamente para valores mucho más grandes del mismo.

Como es de esperarse se nota una amortiguación en los valores de x5. Sin embargo

el comportamiento es similar manteniéndose la frecuencia de las oscilaciones amor-

tiguadas que se observan para este caso. Puede decirse que las ecuaciones originales

describen adecuadamente al sistema para valores realistas del parámetro ϵ.

5.7. Discusión y conclusiones

En este capítulo presentamos un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias

que modela matemáticamente el proceso para la infección con el HTLV-I. En el mismo

se considera el desarrollo de la leucemia y la respuesta inmunitaria. El modelo descri-

be adecuadamente muchos de los fenómenos asociados con la infección por HTLV-I,

permitiendo encontrar comportamientos interesantes como bifurcaciones de Hopf y

oscilaciones alrededor de un centro no lineal.
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Las soluciones del sistema las aproximamos utilizando el Método de Análisis Ho-

motópico en etapas múltiples. Vemos que la integración del sistema es suficientemen-

te precisa a los fines de analizar los resultados. Estos resultados nos ayudan a com-

prender el comportamiento del subsistema (5.17), dándonos a la vez la oportunidad

para probar la efectividad del MSHAM para estos sistemas en los cuales el HAM está

limitado. Llevamos a cabo un suscinto análisis del error que demuestra que no es ne-

cesario un alto orden en el HAM ni un paso de tiempo excesivante pequeño, logrando

tiempos de cómputo razonables.

Por otro lado, del análisis realizado surgen nuevas preguntas, a continuación des-

cribimos los puntos más importantes.

Cuando la activación de las células ATL predomina sobre su muerte natural (κ>µ4),

el equilibrio libre de infección es inestable. Esta estabilidad ocurre independientemen-

te del valor de otros parámetros. Esto confiere una característica preponderante a la

posibilidad de activación de células ATL en el modelo, lo que conduce a la posibili-

dad de una forma crónica de leucemia o, eventualmente, si las condiciones cambian,

a formas más agresivas.

Cuando κ < µ4, situación que representa una baja activación de las células ATL,

aparece un equilibrio en el que no hay respuesta citotóxica. Este tipo de equilibrio

ya se ha informado en la literatura [119, 123]. En este caso, a partir del estudio de la

estabilidad del equilibrio sano, se puede determinar el número reproductivo básico

dado en (5.13). Una expresión idéntica se muestra en [162].

El periodo de latencia afecta a R0 a través del cociente µ2/β1, como se puede ver en

la expresión

R0 = α1λ

µ1(1+µ2/β1)(β2 +µ3)
, (5.22)

cuanto mayor sea β1, mayor será el R0 como se podría esperar.

Se observa un sistema de oscilaciones Lotka-Volterra entre una baja cantidad de

células ATL (presa) y linfocitos T citotóxicos (depredador), alrededor del equilibrio P2,

sin la presencia de células infectadas. Este centro es estable. En la derecha de la Figura

5.4 se muestra la convergencia de una órbita en espiral hacia el centro, hasta donde
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sabemos, hay muy poca literatura sobre este tipo de comportamiento. Dado que un

fenómeno de este tipo puede ser de vital importancia en el desarrollo de la leucemia,

creemos que merece más atención desde el punto de vista médico.

En resumen, nuestro modelo matemático representa una útil y poderosa herra-

mienta para describir una variedad de fenómenos relacionados con la infección por el

HTLV-I, la evolución hacia la leucemia y la respuesta inmunitaria del huésped. Nueva-

mente mostramos que el Método de Análisis Homotópico, en este caso en la variante

por múltiples etapas, es sumamente eficiente y robusto, destacando como una técnica

matemática considerable para ser aplicada a la comprensión de los procesos biológi-

cos complejos.

Por último, la exploración de las implicaciones biológicas de los resultados presen-

tados en este capítulo, como por ejemplo la interpretación del centro no lineal descu-

bierto, nos señalan caminos prometedores en la investigación futura, consolidando así

la originalidad de este trabajo y subrayando la importancia de una colaboración multi-

disciplinaria para abordar los desafíos en la investigación de enfermedades infecciosas

y su impacto en la salud pública.
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Parámetro Significado Valor

λ producción de CD4+ independiente del virus 6 (mm3día)−1

α1 contagio de CD4+ 0.001 mm3día−1

α2 contagio de CD8+ 0.001 mm3día−1

µ1 muerte natural de CD4+ sanas 0.006 día−1

µ2 muerte natural de CD4+ infectadas latentes 0.006 día−1

µ3 muerte natural de CD4+ infectadas activas 0.05 día−1

µ4 muerte natural de células ATL 0.0005 día−1

µ5 muerte natural de CD8+ sanas 0.006 día−1

µ6 muerte natural de CD8+ infectadas 0.006 día−1

β1 índice de activación expontánea 0.0004 día−1

β2 índice de leucemogénesis 0.00004 día−1

γ1 índice de lisis de CD4+ infectadas activas 0.029 mm3día−1

γ2 índice de lisis de células ATL 0.0029 mm3día−1

γ3 índice de lisis de CD8+ infectadas 0.001 mm3día−1

κ proliferación por mitosis de células ATL 0.002 día−1

δ producción de CD8+ dependiente del virus 0.05 mm3día−1

η producción de CD8+ dependiente del cáncer 0.001 mm3día−1

Tabla 5.2: Parámetros del modelo



CAPÍTULO 6

Familias isocrónicas de órbitas periódicas

6.1. Introducción

El estudio de la frecuencia de las oscilaciones, y más específicamente el concep-

to de isocronía aquí propuesto, esto es la invariancia de la frecuencia con respecto a

ciertos parámetros o condiciones del sistema, ha despertado gran interés en diversas

áreas de la ciencia; por ejemplo en el campo de la física teórica y los sistemas estelares,

en el estudio de las reacciones químicas o en el ámbito de la biología y el análisis de

la motricidad y la estructura rítmica en humanos o animales. Claramente los compor-

tamientos isocrónicos son de gran utilidad porque permiten predecir y controlar un

sistema, incluso ante una perturbación del mismo.

Tal como se explicó en la subsección 2.4.1, los centros y los focos isocrónicos repre-

sentan dos de los conceptos más ampliamente investigados en relación con la isocro-

nía. No obstante, también resulta de interés una noción diferente de isocronía, donde

se examina la independencia de la frecuencia respecto de un parámetro y no de la am-

plitud de la trayectoria. Este enfoque constituirá el tema central del presente capítulo.

107
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En 2.4.1 citamos un resultado importante de Bel y Reartes [32], el teorema 2.2, don-

de se muestra que para ciertas ecuaciones de segundo orden con retardo, las ramas de

bifurcación que aparecen en un entorno de una bifurcación de Hopf debido al retardo

resultan isocrónicas. En este caso la propiedad de isocronía hace referencia a que todos

los ciclos límite emergentes de la bifurcación tienen la misma frecuencia. El conoci-

miento de la isocronía de las órbitas simplifica el sistema y permite la construcción de

modelos matemáticos más precisos y predecibles. Esto motiva a preguntarse cuándo

la frecuencia de la oscilación no depende de un parámetro particular del sistema.

En este capítulo desarrollamos una metodología que permite estudiar si la frecuen-

cia de una órbita periódica, en sistemas bidimensionales de ecuaciones diferenciales

y diferenciales con retardo, se mantiene constante al variar un parámetro. A una ór-

bita con estas características la llamamos órbita isocrónica respecto del parámetro. De

la misma manera a una familia de este tipo la llamamos familia isocrónica de ciclos

límite.

En un espíritu similar al utilizado al aplicar la teoría de Floquet en la determina-

ción de la estabilidad de un ciclo límite, mostramos que el problema de determinar

si una órbita periódica es isocrónica se reduce a estudiar un sistema lineal con coefi-

cientes periódicos. En este caso la existencia de ciertas soluciones periódicas de este

nuevo sistema, que llamamos sistema auxiliar, es equivalente al carácter isocrónico de

la órbita.

En la sección 6.2 derivamos el sistema lineal no autónomo asociado a la ecuación

original y probamos el teorema 6.1, donde mostramos que el estudio de la isocronía

de la familia de órbitas se transforma en la búsqueda de una solución 2π-periódica del

sistema auxiliar, este es el resultado central del capítulo. En 6.2.1, a modo ilustrativo,

aplicamos el método a varios ejemplos de familias tanto isocrónicas como no isocró-

nicas.

En la sección 6.3 proponemos una metodología para inferir el carácter isocróni-

co de las órbitas periódicas en una ecuación diferencial con retardo en el plano. La

naturaleza de las ecuaciones con retardo, donde el espacio en el que se encuentra la
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condición inicial es infinito-dimensional, hace que no sea posible extender directa-

mente el método desarrollado para ecuaciones diferenciales ordinarias a este caso, así

mismo es debido al retardo que se obtienen expresiones algebraicas más complejas en

notación, que en EDOs. Para el caso con retardo, usamos una estrategia heurística para

atacar el problema en el caso en que los ciclos sean estables. En 6.3.1 presentamos tres

ejemplos que muestran la aplicación de este método para deducir la presencia o no de

isocronía.

Los principales resultados de este capítulo están publicados en el trabajo [47].

6.2. El sistema auxiliar

Comenzamos estudiando el caso en que la órbita periódica es un ciclo límite en un

sistema de ecuaciones diferenciales en el plano. Más adelante mostraremos las modi-

ficaciones necesarias para tratar el caso de ecuaciones diferenciales con retardo.

Consideramos el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias

x̄ ′
1 = f1(x̄1, x̄2,µ)

x̄ ′
2 = f2(x̄1, x̄2,µ).

(6.1)

Aquíµ es un parámetro real destacado, x̄1 y x̄2 son funciones de la variable temporal t̄ y

las funciones reales f1 y f2 son suficientemente diferenciables. Supongamos que el sis-

tema tiene un ciclo límite con frecuenciaω(µ) > 0. Llamando x̄(t̄ ,µ) = (x̄1(t̄ ,µ), x̄2(t̄ ,µ))

a la µ-familia de órbitas periódicas y f = ( f1, f2) al campo, tenemos que la misma veri-

fica

x̄′(t̄ ,µ) = f(x̄(t̄ ,µ),µ), donde x̄(t̄ ,µ) = x̄(t̄ +2π/ω(µ),µ), (6.2)

y la prima significa derivada respecto de t̄ .

Reescalamos el tiempo haciendo t =ω(µ)t̄ , de esta manera el sistema (6.2) se con-

vierte en

ω(µ)x′(t ,µ) = f(x(t ,µ),µ), (6.3)
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donde la función 2π-periódica x(t ,µ) = (x1(t ,µ), x2(t ,µ)) es continua en la nueva varia-

ble t y ahora la prima representa derivada respecto de t .

Si llamamos Ω al espacio de funciones continuas de la circunferencia S1 en R2

entonces la órbita que es solución del sistema (6.3) brinda una aplicación continua,

µ 7→ x(·,µ), de algún intervalo I ⊂ R en Ω. Sin pérdida de generalidad podemos su-

poner que la órbita rodea el origen y llamemos x̂1(t0,µ) a un punto donde intersecta

transversalmente al eje x1 positivo. Debido a la invariancia S1 de las órbitas se debe

fijar una condición adicional para definir la familia xµ. Ésto puede hacerse imponien-

do la condición que las órbitas crucen el eje x1 en el tiempo t0 = 0 (por supuesto para

esta construcción podemos tomar cualquier recta que pase por el origen). Entonces

tenemos

x(0,µ) = (x̂1(0,µ),0). (6.4)

Asumimos que la función x̂1 es diferenciable respecto de µ. En consecuencia x es con-

tinua tanto de µ como de t .

Construcción de un sistema auxiliar asociado al de la µ-familia de órbitas

Derivando (6.3) con respecto a µ y asumiendo que la frecuencia es constante, es

decir ω(µ) =ω0, y por lo tanto ∂ω(µ)/∂µ= 0, obtenemos el siguiente sistema de ecua-

ciones diferenciales ordinarias lineales no autónomas

ω0ξ
′(t ,µ) = ∂f

∂x
ξ(t ,µ)+ ∂f

∂µ
, (6.5)

donde llamamos ξ al vector

ξ= ξ(t ,µ) =

 ξ1(t ,µ)

ξ2(t ,µ)

=

 ∂x1
∂µ

(t ,µ)

∂x2
∂µ (t ,µ)

 (6.6)

y ∂f/∂x a la matriz jacobiana de f respecto de x1 y x2, donde los coeficientes son fun-

ciones periódicas de periodo 2π al estar evaluadas sobre la órbita periódica x. A este

sistema lo llamamos sistema auxiliar asociado a la µ-familia (6.3).
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Figura 6.1: Diagrama del recorrido de x̂1(µ) = x̂1(0,µ) cuando el parámetro µ varía.

Observación 6.1. La variación del ciclo límite respecto a µ es tal que en t = 0 se mueve

horizontalmente con velocidad

ξ(0,µ) =

 ∂x̂1/∂µ

0

 . (6.7)

Aquí ξ(0,µ) está en el eje horizontal por la elección particular (6.4) que hemos tomado.

El siguiente teorema muestra que el problema de estudiar la isocronía de la µ-

familia de ciclos límite de la ecuación (6.1) se transforma en hallar soluciones periódi-

cas, de periodo 2π, del sistema auxiliar (6.5).

Teorema 6.1. Supongamos que el sistema (6.1) tiene un ciclo límite para todos los pun-

tos de algún intervalo I ⊂ R del parámetro µ. También, supongamos que éste intersecta

transversalmente el eje horizontal en t = 0. Entonces la familia es isocrónica respecto de

µ, es decir la frecuencia no depende del parámetro en el intervalo, sí y sólo sí para algún

µ = µ0 el ciclo límite tiene frecuencia ω0 y para todo µ en I el sistema (6.5) tienen una

solución periódica de periodo 2π, con condición inicial (6.7).
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Demostración. Vamos a suponer que el sistema (6.1) tiene una familia de ciclos iso-

crónicos en algún intervalo del parámetro µ, es decir, tiene una solución periódica

x̄(t ,µ) = (x̄1(t ,µ), x̄2(t ,µ)) de frecuencia constante ω(µ) =ω0. Entonces el sistema (6.3)

se convierte en

ω0x′(t ,µ) = f(x(t ,µ),µ), (6.8)

con x(t ,µ) = (x1(t ,µ), x2(t ,µ)) periódica de periodo 2π. Derivando con respecto aµ, ob-

tenemos que las funciones (6.6) verifican las ecuaciones (6.5). Por lo tanto ξ= (∂x/∂µ)T

es la solución periódica de periodo 2π buscada.

Para la recíproca, supongamos que para cada µ el sistema (6.5) tiene una solución,

ξ(t ,µ), de periodo 2π con condición inicial (6.7). Tomemos µ = µ0 en el intervalo I y

x(t ,µ0) la solución periódica correspondiente a ese valor del parámetro. Definamos x

de la siguiente manera

x(t ,µ) = x(t ,µ0)+
∫ µ

µ0

ξ(t ,ν)T dν. (6.9)

Puede verificarse fácilmente que esta x es solución de (6.3) con las condiciones inicia-

les adecuadas y con ω(µ) =ω0 constante. ■

Solución periódica del sistema auxiliar

Una vez construido el sistema auxiliar (6.5), el próximo paso es hallar la solución

periódica de periodo 2π que verifica la condición (6.7). Para hallar dicha órbita proce-

demos a calcular una recta asociada al sistema auxiliar formada por los puntos finales,

a tiempo t = 2π, de las trayectorias que comienzan en el eje ξ1. Esta recta nos permite

asegurar que no existe el ciclo límite buscado, y de existir nos ayuda a hallarlo para un

valor de µ fijo.

El sistema (6.5) es lineal y puede ser escrito como

ξ′(t ) = A(t )ξ(t )+b(t ) (6.10)
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Remarcamos sólo la dependencia de t ya que esto se hace para cada µ. Si conocemos

una matriz fundamental principal Φ(t ), del sistema homogeneo asociado, tenemos la

siguiente expresión para la solución

ξ(t ) =Φ(t )c +Φ(t )
∫ t

0
Φ−1(s)b(s)d s, (6.11)

donde c es la condición inicial constante.

Condición geométrica

Como consecuencia de la linealidad, las órbitas que comienzan en el eje ξ1, es decir

ξ(0) =Φ(0)c = c =

 ξ̂1

0

 , (6.12)

se encuentran a tiempo t = 2π sobre una misma recta asociada al sistema auxiliar en

el plano ξ1-ξ2. Llamando (ξ1(2π),ξ2(2π)) = (ξ∗1 ,ξ∗2 ) al punto final de esta trayectoria en

el plano ξ1-ξ2, estos puntos obedecen a la ecuación paramétrica en función de ξ̂1
ξ∗1 =Φ11ξ̂1 +γ1

ξ∗2 =Φ21ξ̂1 +γ2

(6.13)

donde

(γ1,γ2)T =Φ(2π)
∫ 2π

0
Φ−1(s)b(s)d s (6.14)

yΦi j son las componentes de la matrizΦ(2π).

Como todas las trayectorias del sistema auxiliar que comienzan en el eje ξ1 termi-

nan sobre una misma recta para t = 2π, entonces graficando dos de ellas podemos

determinar esta recta.

En los casos en que ésta no corte el eje ξ1 podemos asegurar que la familia de ci-

clos no es isocrónica. Esta situación puede ocurrir cuando la recta es horizontal en un

valor no nulo de la variable ξ2 (en la Figura 6.3 vemos este escenario para el oscilador

armónico, tal ejemplo se detalla más adelante). Sin embargo, el hecho de cruzar el eje
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ξ1 no garantiza la existencia de órbitas periódicas como se muestra en los ejemplos de

la sección 6.2.1. En este caso, basta encontrar la órbita que parte del punto de corte

para comprobar su periodicidad.

En la figura 6.2 vemos representada esta situación, donde se grafican algunas órbi-

tas, para distintas condiciones iniciales (6.12), que finalizan sobre la recta (6.13) para

t = 2π. La órbita punteada, de color azul, es la que parte del punto donde dicha recta

cruza al eje ξ1 y resulta ser la trayectoria periódica.

Figura 6.2: Órbitas a modo de ejemplo de un sistema auxiliar y su recta asociada (6.13).

Observación 6.2. Observamos que al encontrar la órbita periódica en el plano ξ1-ξ2

no sólo probamos que la familia de órbitas es isocrónica, también descubrimos cómo

cambia el ciclo en la dirección del eje x1 cuando varía µ. Como se indicó anteriormente,

este eje puede ser cambiado por cualquiera que pase por el origen, con una adecuada

sincronización de la familia de ciclos. Por otra parte, se puede elegir una dirección que

no pase por el origen usando como línea de sincronización una curva diferenciable que

pasa a través del origen y divide el plano en exactamente dos regiones.

Familia isocrónica de órbitas periódicas en un centro

El concepto de familia isocrónica de ciclos límite puede ser generalizado, en princi-

pio, para el caso en que los ciclos pertenezcan a un centro. En este caso los llamaríamos
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familia isocrónica de órbitas periódicas en un centro. Debemos aclarar que este con-

cepto no se relaciona con el de centros isocrónicos, donde las diferentes órbitas, para

un mismo valor del parámetro tienen la misma frecuencia. Además, se puede cons-

truir una familia de órbitas periódicas en un centro en casi cualquier centro, con la

única condición de que la frecuencia de las órbitas varíe de órbita a órbita, como se

verá a continuación.

Supongamos que un sistema como (6.1) tiene un centro y que además éste es es-

tructuralmente estable. Sin pérdida de generalidad asumimos que el mismo rodea al

origen, entonces podemos suponer, como en el caso de ciclos límite, que en t = 0 una

órbita periódica particular cruza el eje x1 en el punto x̂1. La frecuencia de esta órbita

depende del parámetro µ y del punto x̂1. Llamamos x̄(t̄ ,µ, x̂1) a la órbita, ésta verifica

la ecuación

x̄′(t̄ ,µ, x̂1) = f(x̄(t̄ ,µ, x̂1),µ), donde x̄(t̄ ,µ, x̂1) = x̄(t̄ +2π/ω,µ, x̂1). (6.15)

Análogamente al caso de ciclos límite, si llamamos ω(µ, x̂1) a la frecuencia, enton-

ces, reescalando el tiempo, podemos escribir

ω(µ, x̂1)x′(t ,µ, x̂1) = f(x(t ,µ, x̂1),µ), (6.16)

asumiendo que ahora la prima representa derivada con respecto a t .

La frecuencia de este ciclo depende del valor de µ= µ0 y del punto x̂1 = x10 donde

cruza el eje x1. Si la frecuencia cambia al variar x̂1, es decir

∂ω

∂x̂1
(µ0, x10) ̸= 0 (6.17)

entonces, en un entorno de µ0 puede hallarse una función x̂1(µ) que verifica

ω(µ, x̂1(µ)) =ω0. (6.18)

Se puede definir una familia de órbitas periódicas isocrónicas variando x̂1 con la fun-

ción x̂1(µ). Esta familia da lugar a la siguiente ecuación auxiliar

ω0ξ
′(t ,µ) = ∂f

∂x
ξ(t ,µ)+ ∂f

∂µ
. (6.19)
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Donde llamamos ξ al vector

ξ= ξ(t ,µ) =

 ξ1(t ,µ)

ξ2(t ,µ)

=

 ∂x1
∂µ

(t ,µ, x̂1)

∂x2
∂µ (t ,µ, x̂1)

 . (6.20)

Dos ejemplos serán suficientes para aclarar estos puntos. Primeramente consideramos

el centro lineal en un oscilador armónico de ecuación

x ′
1 = x2

x ′
2 =−µ2x1.

(6.21)

La frecuencia depende de µ pero no de la condición inicial x0, por lo tanto ninguna de

las familias de ciclos será isocrónica. La ecuación auxiliar para (6.21) resulta

ξ′1(t ,µ) = ξ2(t ,µ)

ξ′2(t ,µ) =−µ2ξ1(t ,µ)−2x1(t ,µ, x0)µ=−µ2ξ1(t ,µ)−2x0 cos(µt ).
(6.22)

En la Figura 6.3 vemos que el sistema (6.22) (con µ= 1) no tiene órbitas periódicas, ya

que la recta asociada al sistema auxiliar es horizontal y no cruza el eje ξ1.

En cambio, si consideramos el oscilador anarmónico de ecuación

x ′
1 = x2

x ′
2 =−x1 −µx3

1 ,
(6.23)

el sistema auxiliar resulta

ξ′1(t ,µ) = ξ2(t ,µ)

ξ′2(t ,µ) =−(1+3µx2
1(t ,µ, x0))ξ1(t ,µ)−x3

1(t ,µ, x0),
(6.24)

En la Figura 6.4 podemos ver la presencia de una órbita periódica de periodo 2π, re-

presentada por la curva roja punteada, que comienza en ξ1 = −1. Este valor negativo

muestra que la amplitud del ciclo decrece cuando µ se incrementa.

6.2.1. Ejemplos

A continuación vamos a aplicar el método a dos tipos de ejemplos. En el primer

caso la familia de ciclos es isocrónica. Para el segundo caso mostraremos dos ejemplos
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Figura 6.3: Órbitas del sistema (6.22) para el osciclador armónico con recta asociada horizontal

ξ2 =−12,57.

similares en donde no hay isocronía, pero se tiene una expresión para la frecuencia de

las órbitas que nos permite reducir el sistema a uno con ciclos isocrónicos.

Sistemas con velocidad angular independiente del parámetro

Un tipo de sistemas que tiene una µ-familia de ciclos trivialmente isocrónicos es

aquel en el cual la velocidad angular es constante e independiente de µ. Por ejemplo,

vamos a considerar el siguiente sistema

x ′
1 =µx1 −x2 −x1(2x2

1 +x2
2)

x ′
2 = x1 +µx2 −x2(2x2

1 +x2
2),

(6.25)

que presenta una bifurcación de Hopf supercrítica en µ= 0.

Transformándolo a coordenadas polares obtenemos

r ′ =µr − r 3
(

3

2
+ 1

2
cos(2θ)

)
θ′ = 1.

(6.26)
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Figura 6.4: Órbitas del sistema (6.24) para el oscilador anarmónico con µ = 1 y recta

ξ2 =−11,726−11,726ξ1.

Como vemos, en este caso, la velocidad angular es constante igual a 1, es decir, el ciclo

límite emergente de la bifurcación tendrá frecuencia unitaria independiente del pa-

rámetro µ. Vamos a verificar la existencia de la órbita 2π-periódica que menciona el

teorema de isocronía 6.1 para algún valor de µ fijo.

Primero hallamos la ecuación auxiliar, que en este caso es

ξ′1(t ,µ) = (−6x2
1(t ,µ)−x2

2(t ,µ)+µ)ξ1(t ,µ)− (1+2x1(t ,µ)x2(t ,µ))ξ2(t ,µ)+x1(t ,µ)

ξ′2(t ,µ) = (1−4x1(t ,µ)x2(t ,µ))ξ1(t ,µ)− (2x2
1(t ,µ)+3x2

2(t ,µ)+µ)ξ2(t ,µ)+x2(t ,µ).

(6.27)

A continuación, para encontrar la órbita periódica de periodo 2π del sistema, calcula-

mos un par de trayectorias del sistema (6.27) partiendo de condiciones iniciales sobre

el eje ξ1 positivo. En este ejemplo y en todos los demás de este capítulo las soluciones

de la ecuación auxiliar se calcularon mediante simulaciones numéricas empleando las

rutinas del programa Mathematica de Wolfram. Luego, evaluando esas soluciones en

t = 2π encontramos la recta asociada (6.13), que pasa por esos puntos.

En la Figura 6.5 mostramos las soluciones calculadas de la ecuación auxiliar para
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Figura 6.5: Órbitas del sistema (6.5) para la ecuación (6.25) con ω0 = 1 y µ= 1.

µ = 1, y vemos que la recta (6.13) no corta al eje ξ1 de manera transversal, sino que

coincide con este eje. Sin embargo, las trayectorias que parten del eje ξ1 positivo con-

vergen al ciclo que se muestra en la imagen, ésta es la solución 2π-periódica buscada.

Ecuaciones de van der Pol y Rayleigh

En esta sección mostraremos dos ejemplos de ecuaciones muy conocidas cuyas fa-

milias de ciclos no son isocrónicas, la ecuación de van der Pol y el oscilador de Rayleigh

(ver por ejemplo [35, 190]). Sin embargo, la frecuencia de esos ciclos sí es conocida co-

mo función del parámetro con precisión arbitraria, en Andersen y Geer [19] podemos

encontrar una expresión para ésta. Por consiguiente, se puede efectuar un cambio de

variables para obtener sistemas donde la familia de ciclos límite es isocrónica.

Consideremos primero uno de los ejemplos clásicos de la dinámica no lineal, la

ecuación de van der Pol no forzada

y ′′+µ(y2 −1)y ′+ y = 0. (6.28)

Esta ecuación representa el flujo de corriente en cierto tipo de tubos de vacío y ha sido

ampliamente estudiada. Para µ= 0 la ecuación (6.28) se reduce al oscilador armónico.
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Pero cuando µ> 0 el término de amortiguamiento es proporcional al factor y2 −1, por

este motivo el signo que tome este término depende de si el tamaño de las oscilaciones

|y | supera o no el valor 1. Debido a esto el sistema presenta oscilaciones de amplitud

finita en una dinámica denominada auto-oscilatoria.

Vamos a reescribir la ecuación anterior como un sistema

x ′
1 = x2

x ′
2 =−µ(x2

1 −1)x2 −x1.
(6.29)

Como se mencionó, este sistema, que es un caso particular de las ecuaciones de Lié-

nard, tiene un ciclo límite para µ> 0 y se sabe que no es isocrónico respecto de µ.

Aquí la ecuación auxiliar toma la forma

ω0ξ
′
1(t ,µ) =ξ2(t ,µ)

ω0ξ
′
2(t ,µ) =− (1+2µx1(t ,µ)x2(t ,µ))ξ1(t ,µ)+µ(1−x2

1(t ,µ))ξ2(t ,µ)+
(1−x2

1(t ,µ))x2(t ,µ).

(6.30)

Hallamos numéricamente varias órbitas de esta ecuación con condición inicial sobre

el eje ξ1, con éstas calculamos la recta asociada dada por la ecuación (6.13)

ξ2 = 3174,5ξ1 −42,58, (6.31)

que intersecta al eje ξ1 en ξ̂1 = 0,0134.

En la Figura 6.6 mostramos las trayectorias de la ecuación auxiliar (6.30) y la recta

anterior, observando su comportamiento vemos que el sistema no tiene órbitas pe-

riódicas de periodo 2π. En efecto, al trazar la curva que comienza en el punto (ξ̂1,0),

la curva verde punteada en la figura, observamos que no es una órbita cerrada (en el

gráfico ampliamos este sector para que se aprecie mejor).

Como se mencionó anteriormente, la frecuenciaω(µ) del ciclo límite se conoce con

suficiente aproximación en serie de potencias del parámetro µ, ver [19]. Mediante un

cambio sobre la variable t , el sistema (6.29) se transforma en

x ′
1 =ω(µ)−1x2

x ′
2 =−ω(µ)−1(µ(x2

1 −1)x2 −x1),
(6.32)
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Figura 6.6: Órbitas del sistema (6.30) para la ecuación de van der Pol con µ = 1 y su correspondiente

recta (6.31).

donde tomamos la aproximación

ω(µ) = 1− 1

16
µ2 + 17

3072
µ4 + 35

884736
µ6 − 678899

5096079360
µ8 + 28160413

2293235712000
µ10, (6.33)

y se han conservado los nombres de las variables por simplicidad. En este sistema la

familia de ciclos es isocrónica (considerando la aproximación dada por (6.33)). En la

Figura 6.7 observamos el ciclo límite del sistema auxiliar para µ= 1, éste es una órbita

periódica de periodo 2π.

Otro ejemplo muy conocido es la ecuación del oscilador de Rayleigh

y ′′+µ(y ′2 −1)y ′+ y = 0. (6.34)

La diferencia de este sistema con el oscilador de van der Pol es que el cambio de signo

del término de amortiguación se da a partir de la magnitud de la velocidad |y ′|. A pesar

de esta variación, el comportamiento es similar al de (6.28) y la ecuación de Rayleigh

también presenta un único ciclo límite estable paraµ> 0 que no es isocrónico respecto

de µ.
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Figura 6.7: Ciclo del sistema auxiliar para la ecuación de van der Pol (6.32), con µ= 1.

Transformando (6.35) a un sistema obtenemos

x ′
1 = x2

x ′
2 =−µ(x2

2 −1)x2 −x1.
(6.35)

En la Figura 6.8 podemos ver las órbitas del sistema auxiliar para este caso y la corres-

pondiente recta asociada (6.13), que en este caso está dada por la ecuación

ξ2 =−112,5+587,59ξ1. (6.36)

Esta recta intersecta el eje ξ1 en el valor ξ̂1 = 0,1915, pero en el gráfico se observa que

la órbita que parte de ese punto, la curva verde punteada, no es periódica con periodo

2π.

Procediendo de la misma manera que con la ecuación de van der Pol, transforma-

mos el sistema (6.35) en el siguiente

x ′
1 =ω(µ)−1x2

x ′
2 =−ω(µ)−1(µ(x2

2 −1)x2 −x1).
(6.37)
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Figura 6.8: Órbitas del sistema auxiliar para la ecuación de Rayleigh (6.35) con µ= 1 y la recta (6.36).

La frecuencia de esos ciclos límite puede ser aproximada con el método de Poincaré-

Lindstedt (ver [197]), de hecho, la fórmula para ω(µ) es la misma que en (6.33). Nueva-

mente el sistema obtenido es isocrónico, vemos en la Figura 6.9 el ciclo de periodo 2π

del sistema auxiliar para µ= 1.

6.3. Ecuaciones diferenciales con retardo

En esta sección discutiremos la forma de aplicar el método antes descripto para

el caso de ecuaciones con retardo, algunas de las ecuaciones mostradas en [32] serán

tratadas más adelante a modo de ejemplo.

Consideramos ecuaciones diferenciales con retardo en el plano, del tipo

x̄′(t̄ ) = f(x̄(t̄ ), x̄τ(t̄ ),µ). (6.38)

Como en la sección anterior, suponemos que el sistema tiene un ciclo límite, x̄(t̄ ,µ),

con frecuenciaω(µ). Reescalando el tiempo y asumiendo que la prima ahora represen-

ta derivada respecto de la nueva variable temporal t , puede escribirse

ω(µ)x′(t ,µ) = f(x(t ,µ),xωτ(t ,µ),µ). (6.39)
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Figura 6.9: Ciclo del sistema auxiliar para la ecuación de Rayleigh (6.37), con µ= 1.

Derivando respecto a µ y suponiendo que la frecuencia no depende de µ, obtene-

mos el siguiente sistema auxiliar con retardo

ω0ξ
′(t ,µ) = ∂f

∂x
ξ(t ,µ)+ ∂f

∂xω0τ
ξω0τ(t ,µ)+ ∂f

∂µ
, (6.40)

donde ξ está dada otra vez por la ecuación (6.6) y ∂f/∂x, ∂f/∂xω0τ son los jacobianos

respecto de las variables y las variables retardadas respectivamente.

Por supuesto que la interpretación de la solución del sistema (6.40) es mucho más

complicada que en el caso de una ecuación diferencial ordinaria. La diferencia radica

esencialmente en que la condición inicial está en un espacio de dimensión infinita y

no es un punto en R2. Utilizamos un enfoque heurístico para estudiar este problema.

Supongamos que el sistema (6.38) tiene una única solución periódica a través del

punto (x̂1,0), por ejemplo desde una bifurcación de Hopf. Vamos a suponer además

que con una pequeña variación de µ se obtiene otro ciclo y que estos ciclos son esta-

bles. Bajo estas condiciones, si integramos la ecuación (6.39) con una función constan-

te en el intervalo [−τ,0], de valor (x̂1,0), entonces la órbita probablemente convergerá

al nuevo ciclo. Es interesante conocer si, con esta variación de µ, la frecuencia del nue-

vo ciclo permanece constante.
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El sistema auxiliar (6.40) nos ayuda a responder esta pregunta. Si los puntos del eje

ξ1 son usados como el origen de órbitas con una condición inicial constante durante el

tiempo de retardo, entonces esas órbitas pueden converger a órbitas periódicas de pe-

riodo 2π. Si esto ocurre podemos considerarlo como un indicativo de que la µ-familia

de ciclos es isocrónica. Por otro lado, si no se puede hallar ciclos de periodo 2π con

condición inicial constante del tipo aquí considerado, es una fuerte evidencia de que

la familia de ciclos límite no es isocrónica. La dificultad al interpretar las soluciones del

sistema auxiliar en ecuaciones con retardo radica en la imposibilidad de cubrir todas

las condiciones iniciales para probar la existencia de órbitas periódicas.

Una situación interesante que hemos hallado es que puede haber infinitas órbitas

de periodo 2π, como se verá en los siguientes ejemplos. Esto sucede de la siguiente

manera, supongamos que ξ es una solución de periodo 2π del sistema auxiliar, así la

familia ξ+η también será solución de periodo 2π si η = η(t ,µ) verifica la ecuación

homogénea

ω0η
′(t ,µ) = ∂f

∂x
η(t ,µ)+ ∂f

∂xω0τ
ηω0τ

(t ,µ). (6.41)

Siω0τ es múltiplo de π entonces esta ecuación tiene infinitas soluciones proporciona-

les de periodo 2π. Una de ellas es la que nos permite escribir a x(t ,µ) como función de

x(t ,µ0) usando la ecuación (6.9), esta es

x(t ,µ) = x(t ,µ0)+
∫ µ

µ0

ξ(t ,ν)dν.

Podemos enunciar el siguiente teorema

Teorema 6.2. Supongamos que el sistema (6.38) tiene un ciclo límite para todos los pun-

tos de algún intervalo I ⊂ R del parámetro µ. Además, supongamos que este ciclo cruza

transversalmente el eje horizontal en t = 0. Entonces la familia es isocrónica con respec-

to a µ, es decir, la frecuencia no depende del parámetro en el intervalo, si y sólo si para

algún µ= µ0 el ciclo límite tiene frecuencia ω0 y para todo µ en I el sistema (6.40) tiene

una solución periódica de periodo 2π que es igual a la derivada de x con respecto a µ

para t ∈ [−ω0τ,0].
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Observación 6.3. La presencia de un número infinito de ciclos de periodo 2π en el siste-

ma auxiliar también puede ocurrir en sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias.

Aquí η debe verificar la ecuación

ω0η
′(t ,µ) = ∂f

∂x
η(t ,µ). (6.42)

De acuerdo a la teoría de Floquet [74] la matriz fundamental de soluciones del sis-

tema es de la forma P (t )e tR , donde P es una matriz 2π-periódica y R es una matriz

constante. Es decir, puede haber soluciones periódicas de periodo 2π sólo si alguno de

los autovalores de R (valores característicos) es 2πi .

En lo que sigue vamos a mostrar tres ejemplos, en el primero los ciclos límite no

son isocrónicos (ver [31]). Y para los otros dos fue probado en [32] que las ramas de

bifurcación de Hopf son isocrónicas.

6.3.1. Ejemplos

van der Pol realimentado con retardo

Consideramos la ecuación, que fue estudiada en [31],

x ′′+ (x2 −1)x ′+x =µxτ. (6.43)

Cuando el parámetro µ es cero, tenemos una ecuación de van der Pol. Para µ suficien-

temente pequeño, el ciclo límite se mantiene pero se deforma generando una familia

que no es isocrónica. Esos ciclos de frecuencia ω(µ) dan lugar a ciclos de frecuencia 1

del sistema

ω(µ)x ′
1(t ,µ) = x2(t ,µ)

ω(µ)x ′
2(t ,µ) =−(x2

1(t ,µ)−1)x2(t ,µ)−x1(t ,µ)+µx1ω(µ)τ(t ,µ).
(6.44)

El sistema auxiliar toma la forma

ω0ξ
′
1(t ,µ) =ξ2(t ,µ)

ω0ξ
′
2(t ,µ) =− (1+2x1(t ,µ)x2(t ,µ))ξ1(t ,µ)+ (1−x2

1(t ,µ))ξ2(t ,µ)+
µξ1ω0τ(t ,µ)+x1ω0τ(t ,µ).

(6.45)
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También aparecen bifurcaciones de Hopf en el sistema variando el parámetro µ, esas

ramas tampoco son isocrónicas.
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Figura 6.10: Órbita del sistema auxiliar (6.45) para µ= 0,1, τ= 9 y ω0 = 0,99315.

Como se puede ver en la Figura 6.10 las órbitas del sistema auxiliar (6.45) no son

acotadas, se alejan del origen. Esto es un indicativo del carácter no isocrónico de la

familia. La órbita de la figura fue calculada con una condición inicial constante durante

el tiempo de retardo en un punto del eje ξ1.

Péndulo rotatorio con retardo

En [32] los autores estudian la siguiente ecuación diferencial con retardo

x ′′+ (β−cos x)sen x =µsen(x −xτ). (6.46)

Ésta representa el movimiento de un péndulo restringido a moverse sobre la superficie

de un plano vertical que gira con velocidad angular constante. Se agregó una realimen-

tación con retardo, que puede ser interpretada como un torque actuando sobre el pivo-

te. Esta ecuación tiene dos equilibrios, uno alrededor de x = 0 y otro en x∗ = arccosβ.

Se probó que las ramas de bifurcación de Hopf en torno a x∗ que aparecen debido al
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retardo son isocrónicas, es decir, los ciclos emergentes de esta bifurcación alrededor

del equilibrio no nulo tienen frecuencia constante. Las bifurcaciones de Hopf ocurren

en la frecuencia ω= (2n +1)π/τ para n = 0,1, . . ..

Para aplicar el método desarrollado reescribimos la ecuación (6.46) alrededor del

equilibrio no nulo. Después de reescalar el tiempo, las órbitas 2π-periódicas verifican

la ecuación

ω(µ)x ′
1(t ,µ) = x2(t ,µ)

ω(µ)x ′
2(t ,µ) =−(β−cos(x1(t ,µ)−x∗))sen(x1(t ,µ)−x∗)+µsen(x1(t ,µ)−x1ω(µ)τ(t ,µ)).

(6.47)

El sistema auxiliar para este problema es

ω0ξ1(t ,µ)′ =ξ2(t ,µ)

ω0ξ2(t ,µ)′ =(cos2(x1(t ,µ)−x∗)−βcos(x1(t ,µ)−x∗)+µcos(x1(t ,µ)−x∗))ξ1(t ,µ)+
µcos(x1(t ,µ)−x∗)ξ1ω0τ(t ,µ).

(6.48)

Las órbitas del sistema (6.48) convergen a ciclos de periodo 2π para condiciones

iniciales constantes durante el tiempo de retardo en un punto del eje ξ1. Esto propor-

ciona una verificación del carácter isocrónico de los ciclos de Hopf es este sistema. En

este caso los ciclos no son únicos, como se datalló en la sección 6.3. Como el retardo es

un múltiplo de π, se obtienen infinitas soluciones de periodo 2π de la ecuación (6.41).

Si graficamos los ciclos a los cuales convergen las soluciones de (6.48) y en un tercer

eje el valor inicial de la coordenada ξ1 donde comienza la integración, obtenemos la

Figura 6.11. La superficie determinada por todos esos ciclos es una superficie reglada

como también se muestra en la Figura 6.11, donde las líneas están representadas por

puntos sobre las líneas rectas que unen los ciclos correspondientes. Esto es una con-

secuencia de la linealidad de la ecuación. Si, en lugar de tomar condiciones iniciales

durante el tiempo de retardo como se mencionó arriba, se toman otras condiciones

(por ejemplo una función del tiempo no constante o comenzando desde otra recta), se

obtienen los mismos ciclos.
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Figura 6.11: Izquierda: ciclos del sistema auxiliar (6.48) para el péndulo rotatorio con retardo, conµ=−1,

β= 0,5, τ= 2 y ω0 =π/τ. Derecha: líneas rectas punteadas que unen diferentes ciclos.

Oscilador anarmónico con retardo

Otro ejemplo similar se muestra en [32] y corresponde a la siguiente ecuación dife-

rencial con retardo

x ′′+x +βx3 =µ(x −xτ). (6.49)

Esta ecuación también fue presentada en la subsección 4.3.2. Como en el caso ante-

rior, cuando el parámetro µ varía esta ecuación experimenta bifurcaciones de Hopf.

Los ciclos emergentes tienen frecuencia ω = (2n + 1)π/τ para n = 0,1, . . .. Luego del

reescalado, la ecuación (6.49) se convierte en

ω(µ)x ′
1 = x2

ω(µ)x ′
2 =−βx3

1 −x1 +µ(x1 −x1ω(µ)τ),
(6.50)

y la ecuación auxiliar es

ω0ξ
′
1(t ,µ) = ξ2(t ,µ)

ω0ξ
′
2(t ,µ) = (µ−3βx2

1(t ,µ)−1)ξ1(t ,µ)−µξ1ω0τ(t ,µ)+x1(t ,µ)−x1ω0τ(t ,µ).
(6.51)

El comportamiento de este sistema es muy similar al anterior, en la Figura 6.12

observamos los ciclos obtenidos integrando la ecuación (6.51) desde diferentes puntos
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Figura 6.12: Izquierda: ciclos del sistema auxiliar (6.51) para el oscilador anarmónico con retardo, con

µ=−0,4, β=−1, τ= 2,5 y ω0 =π/τ. Derecha: líneas rectas punteadas que unen diferentes ciclos.

del eje ξ1 (estos valores iniciales están representados en el eje vertical). Las rectas que

conectan los círculos son también observadas como líneas punteadas. Nuevamente,

esto muestra que los ciclos en este sistema son isocrónicos.

6.4. Conclusiones

Hemos desarrollado una metodología para indicar un tipo de comportamiento de

la frecuencia de unaµ-familia de ciclos límite en ecuaciones diferenciales y ecuaciones

diferenciales con retardo en el plano. En particular, esta metodología nos permite co-

nocer si la familia tiene frecuencia constante cuando el parámetro cambia. El proble-

ma se reduce a estudiar las soluciones periódicas de ecuaciones diferenciales lineales

no homogéneas y no autónomas.

Si bien el método presentado en este capítulo funciona para sistemas en el plano,

podría ser extendido a más dimensiones. Sin embargo, su utilidad se vería compro-

metida por el hecho de que la búsqueda de soluciones periódicas del sistema auxiliar

debería realizarse en un plano.

Para el caso de ecuaciones diferenciales con retardo la búsqueda de ciclos de perio-

do 2π de la ecuación auxiliar es mucho más complicada que en ecuaciones ordinarias.



Capítulo 6. Familias isocrónicas de órbitas periódicas 131

En particular, la recta a través de la cual pasan las soluciones después de la integra-

ción para tiempo 2π corresponde a una subvariedad lineal en el espacio de Banach de

funciones continuas y, por lo tanto, no es accesible con los métodos gráficos desarro-

llados aquí. El problema merecería más estudio, quizás con la aplicación de técnicas

topológicas tales como la teoría del grado [139].

Finalmente, creemos que el presente trabajo es muy prometedor, puesto que au-

menta nuestra comprensión sobre un aspecto significativo de las familias de órbitas

periódicas como es la condición de isocronía. Esta área del estudio de las soluciones

oscilatorias es de fundamental importancia en varios campos de la ciencia y, en par-

ticular, el análisis de la isocronía en relación a la perturbación de un parámetro es un

aspecto poco explorado. La técnica aquí presentada incrementa nuestro conocimiento

del sistema tratado, potenciando la capacidad de predicción y control del mismo, por

lo tanto alentamos la adopción y el examen de este procedimiento.



CAPÍTULO 7

Conclusiones

En esta tesis presentamos una metodología de búsqueda para el estudio de solu-

ciones periódicas en ecuaciones diferenciales con y sin retardo. También se presentó

el planteo y estudio detallado de un modelo biológico de interés. Además se definió y

estudió un nuevo enfoque sobre la idea de isocronía para una familia de órbitas en el

plano.

Propusimos una modificación del HAM de Liao, para hallar soluciones periódicas

en ecuaciones diferenciales ordinarias con y sin retardo. Obtuvimos aproximaciones

analíticas de gran precisión de los ciclos en varios ejemplos, que fueron seleccionados

cuidadosamente para poner a prueba de manera integral el método expuesto en esta

tesis. Con este nuevo procedimiento eliminamos la necesidad de expandir la amplitud

y la frecuencia de la solución en serie de potencias del parámetro q de la homotopía.

Desarrollamos un proceso de búsqueda heurística para determinar los valores de dicha

frecuencia y del parámetro de convergencia, renovando y ampliando el análisis clásico

de las h–curvas del HAM. Esta metodología está orientada a la obtensión de caminos

alternativos para el estudio de órbitas periódicas en sistemas dinámicos no lineales.

132
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En el desarrollo de este enfoque, aspiramos a fomentar la investigación en la explora-

ción y hallazgo de soluciones periódicas, y esperamos que este trabajo contribuya a

enriquecer aún más este interesante campo de estudio.

El proceso de búsqueda heurística en matemática, implica explorar las posibles so-

luciones de manera general, con estrategias creativas, reduciendo la complejidad del

problema y agregando elementos que nos conduzcan a una mejor solución aproxima-

da. Dentro de los objetivos de las investigaciones no sólo son relevantes los resulta-

dos obtenidos al resolver problemas específicos, sino que también debemos destacar

el desarrollo de métodos que nos permitan llegar a estas soluciones. Con el procedi-

miento de búsqueda heurística que presentamos, pretendemos aportar una estrategia

innovadora que constituya un aporte valioso por sí mismo.

Además planteamos y exploramos en detalle un modelo de infección por el virus

linfotrópico humano de células T de tipo I (HTLV-I). Utilizando varias herramientas,

incluido el MSHAM, realizamos el estudio de este complejo sistema de ecuaciones di-

ferenciales, dedicando especial atención a realizar una interpretación biológica de los

hallazgos, con el objeto de presentar una perspectiva más completa y significativa del

proceso de infección. Dentro de los resultados obtenidos se encuentran una variedad

de fenómenos relacionados con la infección por el HTLV-I, la evolución hacia la leuce-

mia y la respuesta inmunológica del huésped.

En el capítulo final, introdujimos el concepto de isocronía de una familia de ór-

bitas paramétrica en sistemas bidimensionales de ecuaciones diferenciales ordinarias

con y sin retardo. Establecimos las condiciones que nos permiten decidir sobre la iso-

cronía en un amplio rango de ecuaciones de segundo orden no lineales ordinarias,

permitiendo determinar si la familia tiene frecuencia constante cuando el parámetro

cambia. Discutimos la posibilidad de extender este método a ecuaciones con retardo.

Las dificultades que nacen al interpretar las soluciones del sistema auxiliar a raíz del

retardo destacan la necesidad de investigaciones adicionales en este campo.

En resumen, esta tesis proporciona contribuciones originales al campo de las so-

luciones periódicas en ecuaciones diferenciales ordinarias y con retardo. Las nuevas
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variantes del HAM, el análisis de modelos relativos a procesos biológicos y el teore-

ma sobre ciclos límite isocrónicos pretenden ampliar los conceptos relacionados a la

caracterización de órbitas periódicas y las técnicas disponibles para su estudio.
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