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Secretaŕıa General de Posgrado y Educación Continua

La presente tesis ha sido aprobada el ..../..../...... , mereciendo

la calificación de ......(............................)

1



Agradecimientos

Quiero agradecer a mis directores de tesis, Leopoldo y Daniel. La carrera de grado te enseña a

pensar problemas cuya solución existe y perseverar en la lectura y el esfuerzo, pero el verdadero

desaf́ıo empieza cuando no existe libro ni bibliograf́ıa capaz de asistirte en tus investigaciones.

Tales esfuerzos, para un principiante como yo, hubiese sido en vano sin una dirección clara y

una asistencia continua en los trabajos. Con su desinteresada ayuda y pasión me enseñaron el
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por brindarme horas de cómputos en supercomputadoras.

Por último quiero a agradecer a todos los miembros del departamento de f́ısica de Uni-

versidad Nacional del Sur, especialmente a Alfredo, por ayudarme en mis primeros años de

doctorado y a Estela, con quien he trabajado en su cátedra y siempre me ha otorgado el tiempo
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Resumen

La materia blanda desempeña un rol clave en prácticamente todas las áreas de la tecnoloǵıa,

desde la biomedicina hasta la industria aeroespacial. La capacidad de controlar la estructura

molecular de estos materiales ha permitido ajustar propiedades como las viscoelásticas, ópticas

y electrónicas, entre otras, para diversidad de aplicaciones que van desde la nano- hasta la

macro-escala. Aunque al presente se ha desarrollado un cuerpo de conocimientos suficiente en

aplicaciones que implican condiciones moderadas de tensión-deformación, todav́ıa se conoce

realmente muy poco sobre el comportamiento de estos materiales bajo condiciones extremas.

La falta de información detallada sobre los mecanismos microscópicos en condiciones extre-

mas ha obstaculizado la determinación de parámetros fundamentales para el diseño inteligente

de materiales. La ausencia de un marco teórico sólido y de técnicas de caracterización adecua-

das ha limitado la comprensión de fenómenos tales como el impacto de micro-meteoritos en

materiales espaciales y la fractura hidráulica.

A pesar de su importancia tecnológica, la complejidad de la respuesta no-lineal bajo con-

diciones extremas ha llevado a depender en gran medida del método de prueba y error en el

diseño de materiales. En esta dirección, esta tesis estudia la respuesta de la materia blanda,

tanto frágil como dúctil, frente a condiciones extremas de tensión-deformación, combinando

técnicas experimentales, simulaciones numéricas a nivel molecular y de campo medio y teoŕıa.

La primera parte de esta tesis se dedica al análisis de la materia blanda con respuesta frágil.

A través de dispositivos experimentales diseñados para aplicar tensiones uniaxiales y de corte,

aśı como combinaciones de ambas, junto con el uso de tomograf́ıa de rayos X, investigamos la

propagación de fracturas en modo mixto en hidrogeles. Posteriormente, mediante análisis de

elementos finitos, evaluamos la validez del principio de simetŕıa local en ensayos de fracturas

mixtas y los efectos de la interacción entre fracturas. También estudiamos la propagación cris-

talina en superficies curvas mediante modelos de campos de fases. En este estudio, las tensiones

elásticas generadas por la curvatura del sustrato conducen a la aparición de fracturas en el

cristal como mecanismos para disipar tensiones.

En la segunda parte de la tesis estudiaremos mediante dinámica molecular sistemas po-

liméricos con respuesta dúctil ante ondas de choque e impactos. Inicialmente, estudiamos la

compresión por ondas de choque en copoĺımeros dibloque nanoestructurados en lamelas, reve-



lando que las morfoloǵıas observadas tras el choque se asemejan a las de equilibrio, a una tem-

peratura determinada por la velocidad de compresión. Posteriormente, investigamos el impacto

de nanoproyectiles en peĺıculas poliméricas altamente entrelazadas. Estos sistemas demuestran

eficacia en la disipación de ondas de choque por impacto, transfiriendo tensión a lo largo de

cadenas espacialmente distantes. Al cuantificar con precisión su densidad de entrelazamiento,

exploramos los mecanismos de disipación de impactos de nanoproyectiles en peĺıculas delgadas

poliméricas.

Más allá del interés intŕınseco de los estudios realizados, se espera que las herramientas

desarrolladas en esta tesis permitan avanzar en la obtención de un marco conceptual completo

para el diseño inteligente de materia blanda.



Abstract

Soft matter plays a key role in virtually all areas of technology, from biomedicine to aerospa-

ce. The ability to control the molecular structure of these materials has made it possible to tune

properties such as viscoelastic, optical and electronic properties, among others, for a variety of

applications ranging from the nano- to the macro-scale. Although at present a sufficient body

of knowledge has been developed in applications involving moderate stress-strain conditions,

very little is actually known about the behavior of these materials under extreme conditions.

The lack of detailed information on microscopic mechanisms under extreme conditions has

hindered the determination of fundamental parameters for intelligent material design. The ab-

sence of a solid theoretical framework and adequate characterization techniques has limited the

understanding of phenomena such as micro-meteorite impact on space materials and hydraulic

fracturing.

Despite their technological importance, the complexity of nonlinear response under extreme

conditions has led to a heavy reliance on trial and error in materials design. In this direction,

this thesis studies the response of soft matter, both brittle and ductile, to extreme stress-strain

conditions, combining experimental techniques, numerical simulations at the molecular and

mean-field levels, and theory.

The first part of this thesis is devoted to the analysis of soft matter with brittle response.

Through experimental devices designed to apply uniaxial and shear stresses, as well as combi-

nations of both, together with the use of X-ray tomography, we investigate mixed-mode fracture

propagation in hydrogels. Subsequently, using finite element analysis, we evaluated the validity

of the local symmetry principle in mixed fracture tests and the effects of fracture interaction.

We also studied crystalline propagation on curved surfaces using phase field models. In this

study, the elastic stresses generated by the curvature of the substrate lead to the appearance

of fractures in the crystal as mechanisms to dissipate stresses.

In the second part of the thesis we will study, by means of molecular dynamics, polyme-

ric systems with ductile response to shock waves and impacts. Initially, we study shock wave

compression in nanostructured diblock copolymers in lamellae, revealing that the morphologies

observed after shock resemble those at equilibrium, at a temperature determined by the com-

pression velocity. Subsequently, we investigated the impact of nanoprojectiles on highly cross-



linked polymer films. These systems demonstrate efficiency in impact shock wave dissipation,

transferring stress along spatially distant chains. By precisely quantifying their entanglement

density, we explore the mechanisms of nanoprojectile shock dissipation in polymeric thin films.

Beyond the intrinsic interest of the studies performed, the tools developed in this thesis

are expected to make progress in obtaining a comprehensive conceptual framework for the

intelligent design of soft matter.
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L. Ortellado, D. A. Vega y L. R. Gómez. Shock melting of lamellae-forming block copoly-

mers. Physical Review E. 16, 044502 (2022).

A. Santarossa, L. Ortellado, A. Sack L. R. Gómez y T. Pöschel. A device for studying
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Caṕıtulo 1

Introducción General

La materia blanda comprende el estudio de los materiales que poseen propiedades interme-

dias entre las de los sólidos y los ĺıquidos convencionales. Estos sistemas abarcan una amplia

gama de materiales como poĺımeros, coloides, cristales ĺıquidos, geles y espumas, entre otros. Si

bien el término ’matière molle’ surgió en la década de 1970 en Orsay, Paŕıs como una broma por

su doble significado en Francés, esté terminó por ganar importancia gracias a su difusión por

el premio nobel Pierre de Genes hasta convertirse en un campo de estudio amplio y fascinante

con importantes aplicaciones tecnológicas.

Inicialmente existieron varios nombres para el estudio de estos materiales tan diversos[1]. Los

norteamericanos prefeŕıan llamarlos fluidos complejos, nombre que denota dos caracteŕısticas

distintivas de estos sistemas[2]. Una es la complejidad, que emerge de las débiles interacciones

entre las partes que la componen, generando complejas estructuras en distintas escalas espa-

ciales. Otra propiedad distintiva es la flexibilidad/plasticidad de estos sistemas. A diferencia

de la materia ‘dura’, donde generalmente sus componentes están en posiciones ordenadas y sus

fuertes interacciones generan mucha resistencia ante la deformación, la materia blanda ofrece

menos resistencia debido a las débiles interacciones de sus componentes. Esto también facilita

la transición entre distintos estados de la materia debido a pequeños est́ımulos externos. Ejem-

plo de esto es la vulcanización del caucho. En donde pequeñas cantidades disueltas de aditivo

(sulfuro) bastan para transformar un sistema ĺıquido compuesto por cadenas poliméricas (el

latex de árbol del caucho) a un sólido viscoelástico: el caucho. Otro ejemplo proviene de los

cristales ĺıquidos. Una modesta aplicación de un campo externo (sea eléctrico o magnético)

basta para perturbar fuertemente al sistema produciendo el realineamiento de sus moléculas y
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por lo tanto, afectando sus propiedades ópticas[3].

Sobre esta última caracteŕıstica, el campo de la materia blanda fue creciendo para hoy en

d́ıa representar el estudio de todos los procesos fisicoqúımicos que tiene funciones de respuesta

no lineales frente a est́ımulos externos [4]. En otras palabras, ya no se limita a los sistemas

‘blandos’ (‘squishy’), sino que son las interrogantes planteadas, las preguntas formuladas y las

herramientas utilizadas para abordar el problema lo que hacen blando al sistema de estudio [5].

Estas grandes funciones de respuesta van a estar determinadas por las interacciones entre

los componentes del sistema. Para ejemplificar esto, podemos utilizar una investigación reciente

de propagación de ondas de deformación en sólidos granulares amorfos [6, 7]. Generalmente,

cualquier perturbación mecánica (cuya amplitud no sea muy grande) se propaga en el medio

sólido a la velocidad del sonido c0. Por ejemplo, en el panel izquierdo Figura 1.1 se observan

dos capturas de una compresión de pistón para un sólido amorfo 2D generado por part́ıculas

granulares. Para evitar la cristalización, el radio de los granos vaŕıa uniformemente entre 0.8 y

1.2 con respecto del radio medio R. El estado inicial del sistema está determinado por la presión

P y la superposición δ0 entre las part́ıculas. δ0 se define para part́ıculas i y j en posiciones r⃗i

y r⃗j como δij = Ri + Rj − |r⃗i − r⃗j|. Las part́ıculas interactúan de acuerdo a la ley de Hertz1.

Cuando el pistón comprime el sistema a una velocidad Up, se genera una onda mecánica que

se propaga en el sistema a una velocidad superior vs. Esto genera una transición adiabática

entre dos estados, uno comprimido y otro sin comprimir, como se observa en el panel izquierdo

inferior de la Figura 1.1. Lejos del estado de jamming, es decir, a presiones altas, la velocidad

de propagación de la onda es la velocidad del sonido para ondas longitudinales vs = c0.

El panel derecho de la Figura 1.1 muestra la velocidad de la onda mecánica vs normalizada

por la velocidad de propagación de la onda dentro del grano vg en función de la velocidad de

compresión Up, también normalizada por vg. Cuando la compresión es a velocidades bajas, la

velocidad de propagación vs es indiferente de la tasa de compresión, dando lugar al régimen de

respuesta lineal (vs = c0). A medida que la superposición inicial de las part́ıculas disminuye, el

tamaño de este régimen se acorta. A partir de una velocidad de compresión U∗
p , la respuesta

no lineal crece generando ondas de choque supersónicas (vs > c0). En el punto de jamming,

1Part́ıculas i y j en posiciones interactúan bajo un potencial repulsivo Vij =
ϵij
5/2δ

5/2
ij , donde Vij = 0 cuando

δij ≤ 0. El parámetro de interacción es ϵij =
4

3

RiRj

Ri+Rj
E∗

ij es expresado en término del módulo de young efectivo

entre las dos part́ıculas E∗

ij que es igualado a 1. Esta elección asegura que la velocidad del sonido dentro del
grano vg es igual a 1
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Figura 1.1: Propagación de una onda de deformación en un sólido granular amorfo.
Panel izquierdo, capturas de la simulación de compresión de pistón. La compresión del sistema
granular a una velocidad Up genera una onda de choque que propaga a una velocidad vs. Esto

genera una transición de fase adiabática entre dos estados, sin comprimir y comprimido.
Panel derecho, vs en función de la velocidad de compresión Up para distintas superposiciones
iniciales δ0. Todas las velocidades están normalizadas por la velocidad de propagación de la

onda mecánica en el grano vg que es igual a 1. Figura extráıda y adaptada de Ref. [6].

cualquier perturbación mecánica propagaŕıa a velocidades supersónica. Esta dinámica da mues-

tra de cómo al disminuir la interacciones en la materia, caracterizadas en nuestro caso por la

presión P o la superposición δ0, la respuesta del sistema pasa de ser lineal a completamente

no-lineal.

La facilidad de la materia blanda para salir del régimen lineal la vuelve un excelente medio

para estudiar la propagación de fenómenos no lineales. Por ejemplo, para estudiar la propaga-

ción de ondas supersónicas en metales, son necesarios impactos a altas velocidades obtenidos

generalmente mediante explosivos. Sin embargo, sencillas pistolas de gas pueden construirse

para estudiar el impacto de micropart́ıculas en materia blanda [8, 9]. La respuesta no lineal de

la materia blanda tiene importantes aplicaciones tecnológicas en una amplia gama de campos
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de estudio, como la ciencia de los materiales, la bioloǵıa y la ingenieŕıa. A modo de ejemplo, los

poĺımeros han demostrado una alta capacidad de absorción de impactos como también capaci-

dad de regeneración ante fracturas [10, 11]. La habilidad de los cristales ĺıquidos para cambiar

las propiedades ópticas mediante la presecencia de campos eléctricos han sido ampliamente

utilizadas en la industria de las pantallas electrónicas [12, 13].

En ĺıneas generales, los ensayos de tracción revelan dos comportamientos fundamentales

en sólidos (tanto ‘duros’ como ‘blandos’): frágil y dúctil, como se observa en la figura 1.2a.

Los materiales con respuesta frágil tienden a exhibir un módulo de Young E más elevado,

manifestando un significativo aumento de tensión al aplicar una deformación. Idealmente, estos

materiales son elásticos, lo que implica que la tensión induce deformaciones reversibles que

retornan al estado inicial al cesar la aplicación de la tensión. Sin embargo, una vez que el

material supera una deformación ĺımite cŕıtica, se origina una fractura que se propaga por toda

la estructura, culminando en una falla total. A pesar de la fractura, debido a las deformaciones

elásticas, seŕıa idelamente factible reunir las partes de la probeta de ensayo, observando que el

material permanece ı́ntegro.

En contraste, los materiales con respuesta dúctil suelen caracterizarse por un menor módulo

de Young E. Después de una fase inicial elástica, el material no puede retornar a su configura-

ción inicial debido a deformaciones plásticas. El punto que marca el cambio entre ambas fases

se denomina punto de fluencia (’yielding point’). En la región plástica, el material se endurece,

incrementando progresivamente la tensión hasta alcanzar un máximo conocido como tensión

de rotura. A partir de este punto, en ensayos de tracción, el espécimen experimenta un estre-

chamiento (’necking’) y su sección transversal disminuye debido a un flujo plástico. A pesar

de que el material sigue endureciéndose, la reducción de la sección transversal conduce a una

disminución de la tensión hasta el punto de fractura.

Debido a que una de las caracteŕısticas principales de la materia blanda es la débil inter-

acción entre sus partes constituyentes, podŕıa pensarse que su comportamiento es inherente-

mente dúctil. Sin embargo, existen otros sistemas blandos cuyo comportamiento es frágil, como

poĺımeros amorfos a temperaturas por debajo de la transición v́ıtrea Tg, algunos metales v́ıtreos

e hidrogeles, entre otros. La propensión del material a fallar de manera dúctil puede estar de-

terminada por la composición del material [14, 15], la historia térmica [16], la temperatura [17]
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Figura 1.2: Fallas en materiales dúctiles y frágiles. a) Esquema de un ensayo de tracción
en materiales frágiles (curva roja) y dúctiles (curva azul). La falla total del material se denota
con una cruz, el punto de fluencia se representa con una estrella y la tensión de rotura, con un
punto. Nótese que las probetas de ensayos dúctiles han experimentado un flujo plástico. b)

Fotograf́ıa de un experimento de fractura hidráulica en hidrogeles. Debido a las
inhomogeneidades del material y la falta de calibración de las tapas del experimento, la

fractura se propaga más en un lado que en el otro, llegando incluso a fracturar el borde de la
muestra. Al estar sometida a modos mixtos de carga, el frente de fractura se presenta

segmentado en hojas. c) Captura de simulación de impactos en peĺıcula delgada polimérica.
Al atravesar la muestra, el proyectil arrastra consigo parte de las cadenas que conforman la

peĺıcula delgada.

o la velocidad de carga (‘loading rate’) [18]. Aunque el movimiento colectivo de estructuras

locales, conocidos como “shear transformation zones”, está relacionado con el surgimiento de

fallas dúctiles [19, 20], el origen f́ısico de este fenómeno aún permanece desconocido [21].

Cabe destacar que, si bien esta imagen clásica de frágil o dúctil es especialmente válida para

metales, resulta poco representativa de los diversos comportamientos encontrados en la materia

blanda, como elastómeros, espumas, entre otros. Sin embargo, es una imagen útil, al menos en

términos generales, para distinguir los sistemas estudiados en esta tesis: hidrogeles (frágil),

cristales con altos niveles de enerǵıa de núcleo (‘core energy’) (frágil) y sistemas poliméricos

por encima de su temperatura de transición v́ıtrea (dúctil). En particular estudiaremos la

respuesta de estos sistemas ante eventos extremos de tensión/deformación que inducen cambios

estructurales en todo el sistema, tales como:

Propagación de fracturas en hidrogeles

Ondas de choque en sistemas poliméricos

Frentes de cirstalización sobre sustratos curvos

El primer caso versa sobre el estudio de la propagación de fracturas en hidrogeles en modo
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mixtos I+III. Cuando una fractura que propaga de manera plana encuentra una región expuesta

a carga de tensión y corte, el frente de fractura se segmenta e inclina respecto de plano original

de fractura. En el segundo caso se estudiaron ondas de choque en sistemas poliméricos generados

tanto por una compresión de pistón, como por el impacto de nanoproyectiles. El tercer caso

se estudia la propagación de frente de cristalización sobre sustratos curvos, estos procesos

replican distintos mecanismos como la de formación de cristales coloidales, la dispoción de

peĺıculas delgadas metálicas en superficies curvas como también formación de aleaciones, hielo

y minerales.

La Figura 1.2 b) muestra una fractura hidráulica en hidrogeles. Debido a la naturaleza

frágil de estos hidrogeles, no se observan deformaciones plásticas en el entorno de la fractura.

En cambio, en la Figura 1.2 c), se observa el impacto de un nanoproyectil sobre una peĺıcula

polimérica delgada, donde se aprecia claramente el flujo plástico alrededor del proyectil.

La tesis está organizada de la siguiente manera: consta de dos partes abocadas el estudio

de la respuesta de materiales frágiles y dúctiles respectivamente. En cuanto a los materiales

frágiles, el segundo caṕıtulo es una breve introducción a la mecánica de fracturas en hidrogeles.

El tercer versa sobre el estudio experimental de la fractura hidráulica en modo I y I+III y se

caracterizan las propiedades mecánicas del gel. Para este fin, se desarrolla un dispositivo que

permite controlar de manera efectiva la elongación y la cizalla. Mediante el análisis por tomo-

graf́ıa rayos X se obtiene la geometŕıa final de fractura. En el siguiente caṕıtulo, mediante un

análisis de elementos finitos sobre la geometŕıa obtenida por tomograf́ıa, se estudia las tensiones

y los mecanismos f́ısicos que gobiernan la propagación del frente de fractura. Estos caṕıtulos

han sido desarrollados en colaboración con el Prof. Thorsten Pöschel, el Dr. Achim Sack y el Lic.

Ángel Santarossa, quienes pertenecen a la Friedrich-Alexander-Universität Erlangen-Nürnberg

en Alemania. Parte de la investigación fue financiada mediante una beca de estad́ıas cortas de

la DAAD.

Los caṕıtulos cinco y seis tratan sobre el estudio de cristalización sobre sustratos curvos.

El quinto caṕıtulo es una introducción temática. En el sexto, se analiza el crecimiento de un

cristal dendŕıtico sobre esferas de distintos radios mediante el uso del funcional de enerǵıa libre

de Ginzburg-Landau y ecuaciones de evolución de campo de fases. En particular, este modelo

estudia la interacción entre la orientación cristalina y como la curvatura del sustrato produce un
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exceso de desplazamiento en los enlaces cristalinos (frustración elástica), desarrollando fracturas

para aliviar la tensión.

En cuanto a eventos extremos en materiales dúctiles, los caṕıtulos del séptimo al noveno,

están abocados al estudio sobre la respuesta de poĺımeros ante deformaciones extremas. El

séptimo es una introducción general a la propagación de ondas de choque en poĺımeros. El

octavo versa sobre estudios de dinámica molecular en las transiciones de fase de copoĺımeros

en bloque nanoestructurados en lamelas generados por la enerǵıa inyectada por la compresión

de pistón. El noveno caṕıtulo trata sobre el estudio de nanoimpactos en peĺıculas delgadas

de homopoĺımeros altamente entrelazados mediante simulaciones de dinámica molecular. Alĺı,

se estudia como la densidad de entrelazamiento afecta la capacidad absorción de la peĺıcula

delgada. El último caṕıtulo correspondiente a esta sección fue desarrollado con ayuda del Prof.

Jean Louis Barrat de la universidad Grenoble-Alpes en Francia. Las simulaciones de impactos

en peĺıculas delgadas fueron desarrollados en la supercomputadora Jay Zay de la compañ́ıa civil

francesa GENCI (Grand Equipement National de Calcul Intensif).

En el décimo caṕıtulo se presentan las conclusiones generales de la tesis, y las perspectivas

de trabajos futuros. Usando un modelo de campos de fases similar al del caṕıtulo sexto, en el

apéndice se analiza el crecimiento de un cristal dendŕıtico sobre esferas de distintos radios al

considerar los flujos de calor entre las fases cristalina y desordenada. La curvatura del sustrato

afecta al grado de ramificación, aśı como la velocidad de propagación.
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Parte I

Materia Blanda con Respuesta Frágil
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Caṕıtulo 2

Introducción a la Mecánica de

Fracturas en Materiales con Respuesta

Frágil

Durante la Segunda Guerra Mundial, el bloque aliado se enfrentaba a un problema: los

hundimientos de los buques mercantes provocados por los submarinos alemanes generaban

cortocircuitos en el suministro de Estados Unidos al resto del bloque. En respuesta, Estados

Unidos implementó un programa de construcción urgente de buques que otorgaba al gobierno la

autoridad para establecer nuevos astilleros y utilizar instalaciones privadas. Para la fabricación

de estos buques mercantes, se adoptó un modelo inglés, seleccionado por su simplicidad y costo

reducido. Pronto, este nuevo modelo, bautizado como Barcos de la Libertad (Liberty ships), se

convirtió en un śımbolo de la producción industrial en masa estadounidense. En un lapso de

seis años, se construyeron 2,710 buques de la libertad. Esto se traduce en un promedio de 2.5

barcos cada dos d́ıas [22, 23].

Sin embargo, poco después de zarpar, los buques de la libertad presentaron graves fallas

estructurales. Los cascos de las embarcaciones sufrieron fracturas, lo que resultó en la ruptura de

12 buques por la mitad, véase figura 2.1 a), y en fallas menores en otros 1400 buques adicionales

[24]. Estas fallas se manifestaron especialmente cerca de las esquinas de las escotillas, donde se

acumula la tensión. Con el objetivo de acelerar la construcción, los astilleros estadounidenses

optaron por soldar las piezas en lugar de remacharlas, lo cual provocó que, una vez que la

fractura comenzaba a propagarse, esta pudiera expandirse hasta convertirse en una falla total.
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Además, muchos de los soldadores carećıan de la capacitación adecuada, lo que resultó en

soldaduras defectuosas. Por último, las bajas temperaturas provocaron la pérdida de tenacidad

en el metal, convirtiéndolo en un material frágil [24, 25].

Claramente, los Barcos de la Libertad se hubieran beneficiado de un estudio más detallado

de su respuesta mecánica en alta mar. Este es un ejemplo clásico de la importancia del es-

tudio de fracturas en materiales frágiles. Una forma simplificada de modelar una fractura es

mediante la ruptura de enlaces atómicos. Sin embargo, la tenacidad de fractura KIC (‘fracture

toughness’) obtenida por este modelo es de 1 a 4 órdenes de magnitud más alta que los valores

experimentales. Incluso Galileo Galilei intúıa que estos problemas no pod́ıan abordarse median-

te un enfoque microscópico [25-27]. A pesar de su correcta intuición, durante siglos se avanzó

poco en este tema hasta 1913, cuando Inglis publicó sus investigaciones sobre fracturas eĺıpticas

en materiales elásticos. Estos materiales eran tensionados uniaxialmente, como se observa en la

figura 2.1 b). La tensión a lo largo de la elipse vaŕıa y alcanza su punto máximo en la punta A,

siendo σA = σ(1 + 2a
b
) (nótese que en un ćırculo a = b y la tensión es σA = 3σ). Este resultado

se puede reescribir en función del radio de curvatura ρ:

σA = σ

(

1 + 2

√

a

ρ

)

. (2.1)

Es por ello que cerca de las esquinas de las escotillas de los Barcos de la Libertad es un

lugar propicio para el crecimiento de fracturas. Además, siguiendo la suposición realizada por

Griffith en 1921 de que los materiales están plagados de fracturas pequeñas y tomando ρ = 1Å

y a = 1µm, obtenemos
√

a/ρ = 100 [26]. Esto explica la discrepancia en la tenacidad de

fractura; todos los materiales tienen fallas micrométricas que amplifican la tensión localmente,

provocando que la fractura se propague a tensiones aplicadas menores de las esperadas. En el

caso de los Barcos de la Libertad, las soldaduras realizadas por trabajadores poco calificados

pueden dar lugar a la aparición de pequeñas burbujas de hidrógeno, creando huecos que generan

aumentos de la tensión local [24].

Sin embargo, la propagación de la fractura crea inevitablemente dos nuevas superficies en

el material. Esto implica que la propagación de la fractura requiere que el decremento de

enerǵıa elástica ∆Uc sea mayor que el incremento de enerǵıa ∆Us necesario para crear las

nuevas superficies de fractura. Utilizando las fracturas elipsoidales de Inglis, Griffith consideró
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Figura 2.1: Fractura real e ideal. a) Buque de la libertad Schenectady fracturado desde la
cubierta hasta la quilla. Reproducido con permiso de ref. [28], Spinger, 2009. b) Fractura
transversal en una placa de ancho infinito sometida a un esfuerzo de tracción remoto.

el caso ĺımite de una elipse aplanada para formar una fractura ideal e integró los campos de

tensión y deformación, obteniendo que el decremento por enerǵıa elástica es ∆Uc = −πa2B σ2

E
,

donde E es el módulo de Young y B es el grosor del material. El incremento de enerǵıa de

superficie es ∆Us = 4aBγs, donde γs es la tensión superficial. Luego, en el ĺımite termodinámico

d∆Us

da
+ d∆Uc

da
= 0, es decir,

σf =

√

2Eγs
πa

(2.2)

donde σf es la tensión de fractura a la cual la fractura crece. Sin embargo, en primer lugar,

la fractura debe nuclearse. Entonces, si la tensión global y el tamaño de la fractura satisfacen

el criterio de enerǵıa de Griffith, existe suficiente fuerza termodinámica impulsora para que el

frente de fractura crezca, dando lugar aśı a un proceso de nucleación y crecimiento.

A pesar de la cantidad de factores que influyen en este proceso, como se observa en el

ejemplo de los Barcos de la Libertad, toda propagación de fractura se puede descomponer

en tres modos independientes, como se muestra en la figura 2.2 a). El primer modo (I) es el

modo de apertura, generado por la aplicación de tensión de manera perpendicular al plano

de la fractura. El segundo modo (II) es generado por la aplicación de corte en el plano de la

fractura. Por último, el tercer modo (III) se genera por la aplicación de corte fuera del plano

de la fractura. La orientación y geometŕıa de la fractura depende de estos modos; por ejemplo,

en materiales frágiles, una tensión aplicada en modo I genera una fractura plana perpendicular

a la dirección de la aplicación de la carga. Si luego la fractura interactúa con otros modos,
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Figura 2.2: Modos de fractura. a) Representación gráfica de los modo de fractura b)
Fractura en modo mixto. Una fractura que inicialmente propaga en perpendicular a la

dirección de aplicaciòn del primer modo, encuentra una zona de modo mixto, su frente se
inclina en una ángulo β para el modo I+II y se segmenta y se inclina en un ángulo ϕ para el

modo I+III. c) Esquema de un frente de fractura ideal con las coordenadas polares.

estas interacciones generan desviaciones del plano original de la fractura, como se observa en

la figura 2.2 b). Si los modos que interactúan son I+II, todo el frente de fractura se propaga

en una nueva dirección a un ángulo β con respecto al plano de la fractura en modo I. Por otro

lado, si las interacciones son I+III, el frente de fractura se segmenta y cada segmento se inclina

un ángulo ϕ con respecto al plano de la fractura madre plana [29, 30].

Según la teoŕıa lineal elástica, la tensión mecánica en la punta de una fractura ideal sigue

una divergencia representada por σij(r, α) =
K√
2πr
fij(α) [25]. Aqúı, r y α denotan coordenadas

polares centradas en la punta de la fractura, como se observa en la figura 2.2. fij(α) es una

función adimensional dependiente de la geometŕıa de la fractura y las condiciones de carga. El

factor de concentración de tensiones K (“stress intensity factor”), con unidades de presión ×

distancia1/2, modula la intensidad de la divergencia en la vecindad del frente de fractura. Este

factor K se expresa comúnmente como K = σ∞√
πaF (a/W ), donde σ∞ es la carga remota

aplicada al sistema, a es la longitud de la fractura, y F (a/W ) es una función adimensional que

depende de la relación entre la longitud de la fractura y el tamaño de la muestra. Dado que

la propagación de fracturas puede descomponerse en tres modos, se pueden definir tres valores
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independientes de K para cada modo. Siguiendo la orientación dada en la figura 2.2 (b),

KI = ĺım
r→0

√
2πrσzz(r, 0)

KII = ĺım
r→0

√
2πrσyz(r, 0)

KIII = ĺım
r→0

√
2πrσxz(r, 0)

(2.3)

A pesar de que la tensión aumenta en las proximidades de una fractura real, no diverge debido

a los desplazamientos plásticos en su entorno. Si el tamaño de la región plástica es menor al

tamaño de la región gobernada por la ecuaciones 2.3, la plasticidad del material no influye

en la propagación de la fractura y esta queda regulada principalmente por los factores de

concentración de tensiones.

2.1. Caracterización mecánica de hidrogeles

En los siguiente caṕıtulos, se utilizó hidrogel (gelatina comercial bovina) como muestra de

ensayo para la fractura, debido a su bajo costo económico y a su capacidad para responder

mecánicamente de manera similar a la roca permitiendo llevar nuestras conclusiones a contex-

tos geof́ısicos [31-33]. Los hidrogeles son matrices poliméricas tridimensionales hinchadas por

un ĺıquido. Estas matrices pueden formarse mediante la unión de poĺımeros a través de enlaces

covalentes (hidrogeles qúımicos) o mediante uniones no covalentes (hidrogeles f́ısicos). En nues-

tros experimentos, hemos empleado gelatina comercial bovina (250 blooms), que, disuelta en

agua, forma un gel termo-reversible. Esto se debe a que las cadenas de colágeno se organizan

en hélices superpuestas, actuando como enlaces f́ısicos, como se observa en la figura 2.3.

Para crear el gel se siguieron las siguientes proporciones: se disuelven 100 g de gelatina

comercial en una mezcla de 0,5 litros de agua destilada y 0,5 litros de glicerina. La solución se

calienta a 55° y se revuelve hasta lograr la disolución completa del precursor. A continuación, se

vierte en un molde y se cura a una temperatura de 5° durante aproximadamente 24 horas antes

de desmoldarla. La presencia de glicerina en la mezcla se debe a su capacidad para mejorar

la elasticidad del hidrogel. Se postula que la glicerina interactúa desfavorablemente con las

cadenas de colágeno, generando pequeñas regiones de agua que favorecen la nucleación de hélices

superpuestas, aumentando aśı la cantidad de enlaces entre las cadenas [34]. Las propiedades
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Figura 2.3: Esquema del proceso de gelación. Cuando la gelatina es disuelta en un ĺıquido
miscible a una temperatura supeior a la temperatura de gelación Tgel, las cadenas de colágeno
están diseultas. Cuando la temperatura disminye por debajo de Tgel, las cadenas de colágeno

se entrelazan formando un gel. Este proceso es reversible.

mecánicas de los hidrogeles se pueden determinar midiendo el módulo dinámico en cizalladura.

Las mediciones se realizaron utilizando un reómetro (modelo Rheometrics RMS-800) mediante

un análisis dinámico de platos paralelos (radio = 25 mm). Además, el reómetro fue modificado

para incorporar un sistema refrigerante que permitió realizar medidas a temperatura controlada

de hasta 5 grados. En primer lugar, para verificar el comportamiento elástico del hidrogel,

llevamos a cabo una prueba de deformación (ver figura 2.4 (a)), en la cual se midió el módulo de

pérdida y de almacenamiento a temperatura ambiente (T = 22◦) a una frecuencia ω = 5 rads−1.

Se observa que el módulo de almacenamiento es considerablemente mayor que el de pérdida

(G′ ≫ G′′), y que el primero es independiente de la deformación aplicada en todo el rango

de la prueba de deformaciones. Esto indica que la gelatina exhibe un comportamiento elástico

incluso a altas deformaciones, asegurando la aplicabilidad de la elasticidad lineal.

En la figura 2.4 b) se presentan las respuestas G′ y G′′ de un gel sometido a una prueba

de frecuencias, abarcando desde 0.1 rad s−1 hasta 100 rad s−1, con una deformación máxima

γ = 5% a dos temperaturas diferentes: ambiente (T = 22◦) y a menores temperaturas (T = 7◦).

Destaca que la reoloǵıa del gel exhibe una marcada dependencia de la temperatura, como

evidencia la figura. Esta evaluación no sólo proporciona información sobre la respuesta del gel a

diferentes frecuencias, sino que también permite la determinación del módulo elástico G0. Este

parámetro se obtiene a partir de G′(ω → 0), representando la elasticidad del gel en condiciones

estáticas. Para el gel a T = 7◦, se calculó un valor de G0 de 17 ± 1 [kPa], mientras que a

T = 22◦ se obtuvo G0 = 7± 1 [kPa]. Es importante señalar que la presencia de errores en estas
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Figura 2.4: Caracterización reológica del hidrogel. a) Prueba de deformación. En
naranja el módulo de pérdida G′′ y en azul, el módulo de almacenamiento G′. La deformación

es de 1% a 8%. b) Prueba de frecuencias a distintas temperaturas.

mediciones se atribuye a variaciones en el espacio entre las placas utilizadas, ya que este factor

influye en las mediciones realizadas [35].

A partir del módulo elástico, es posible obtener el módulo de Young E utilizando la rela-

ción E = 2G0(1 + ν). Los hidrogeles, debido a la gran cantidad de agua que poseen, suelen

considerarse incompresibles (ν = 0.5). No obstante, van Otterloo y Cruden han demostrado

que para concentraciones altas de gelatina el ratio de Poisson disminuye. Para un gel con una

concentración del 10 wt.%, el ratio de Poisson es ν = 0.43± 0.04 [33]. Utilizando este valor de

ν, se obtiene un módulo de Young: E = 22± 4 [kPa].

2.1.1. Hidrogeles como análogos de rocas

Como mencionamos anteriormente, los hidrogeles pueden ser usados como material śımil a

la roca para estudios geof́ısicos. Intrusiones magmáticas en la corteza o de sedimentos en rocas

(diques) poseen velocidades de 0.1 m/s a 0.5 m/s [36] y ondas śısmicas viajan a una velocidad

de hasta 8× 103 m/s [37], correspondiendo a velocidades de deformación de ∼ 10−4− 10−2 s−1.

Como el tiempo de relajación de la tierra es del orden de 1016 s, la corteza terrestre tiene una

respuesta frágil a esas velocidades de deformación [33].

Particularmente, es posible reescalar sus propiedades mecánicas según el proceso que se

quiera representar. Por ejemplo, Kavanagh, et. al., presentan una serie de factores de reescalado

para mapear el tiempo t∗ = tl/tr, las distancias L
∗ = Ll/Lr y el módulo de Young E∗ = tl/tr,

donde el sub́ındice l refiere a la escala de laboratorio y r corresponda a la escala naturales del
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proceso representado. En el caso de generar fracturas hidráulicas en gelatinas con aire como

fluido de inyección, que constituye el sistema estudiado en esta tesis, los factores de reescalado

son:



























L∗ = 10−4

t∗ = 2× 10−3

E∗ = 10−6 − 10−5

(2.4)

Estos cálculos son válidos para experimentos en hidrogeles a una temperatura ∼ 5 − 10°C

con una concentración de gelatina de 2−5 wt.%. En este caso, una longitud de 5 cm en escalas

de laboratorio corresponde a una longitud de 500 m en escalas naturales, lo cual es razonable

para representar un proceso de formación de diques [33]. Para procesos que incluyen procesos a

escalas tectónicas, Di Giuseppe, et. al., han desarrollado mapeos acordes a este proceso. En estos

casos, un experimento de laboratorio que dura unos pocos minutos es equivalente a decenas de

millones de años en escalas naturales.

Durante los siguientes dos caṕıtulos, abordaremos el problema del crecimiento de fracturas

mixtas I+III mediante tomograf́ıa de rayos X en hidrogeles como materiales de respuesta frágil.

Utilizando dos dispositivos, generamos fracturas de manera controlada en modo I y I+III. A

través de la geometŕıa obtenida mediante la tomograf́ıa, estudiaremos las tensiones durante la

propagación del frente de fractura.
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Caṕıtulo 3

Un Dispositivo para el Estudio de

Fracturas Hidráulicas en Modo Mixtos

I+III mediante Rayos X

3.1. Introducción

La fracturación hidráulica, comúnmente conocida como fracking, es un método frecuente

para estimular la producción de hidrocarburos mediante la creación de una red de fracturas

alrededor de un pozo [38, 39]. Este proceso consiste en inyectar fluido a alta presión en la

roca, lo que da lugar a una red de fracturas que mejoran la permeabilidad del yacimiento y

aumentan la superficie para la producción de hidrocarburos. Sin embargo, las técnicas actuales

sólo pueden recuperar un pequeño porcentaje de los hidrocarburos disponibles de la roca [38,

39].

Aunque la recuperación mejorada de hidrocarburos es una de las principales aplicaciones de

la fracturación hidráulica, también se emplea en otros contextos. Por ejemplo, la fracturación

hidráulica se utiliza en el secuestro de carbono, donde el dióxido de carbono se inyecta en for-

maciones rocosas subterráneas para mitigar las emisiones de gases de efecto invernadero [40].

Además, la fracturación hidráulica puede producirse de forma natural a partir de intrusiones

magmáticas [41] y grietas verticales impulsadas por el agua en los glaciares [42, 43]. Para opti-

mizar la producción y mantener la sostenibilidad medioambiental [44], es esencial comprender

en profundidad los mecanismos f́ısicos que rigen la fracturación y la extracción.
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Figura 3.1: Fractura hidráulica del hidrogel bajo modos de carga combinados.
Inicialmente se genera una fractura madre plana, denotada en la imagen, producida por la
inyección de aire desde la punta de la aguja. Aqúı la presencia de cizallamiento debido al

contenedor produce la inclinación (II), y segmentación (III) del frente de fractura.

El proceso de fracturación hidráulica es complejo y depende de la anisotroṕıa del sólido y de

la reoloǵıa del fluido de inyección. [45] Es esencial disponer de modelos f́ısicos fiables para com-

prender la geometŕıa de las fracturas. Aunque la fracturación hidráulica ha sido ampliamente

estudiada teórica y numéricamente [46, 47], hay comparativamente menos trabajos experimen-

tales sobre el tema. Sólo se ha publicado un pequeño número de experimentos sobre la geometŕıa

detallada de las fracturas hidráulicas. A finales de la década de 1950, Hubbert y Willis llevaron

a cabo los primeros experimentos cualitativos de laboratorio. [48] Posteriormente, varios grupos

llevaron a cabo mediciones de la forma del frente de fracturas en forma de moneda (“penny-

shape”). [49-52] Más recientemente, se ha estudiado la dinámica de la formación y evolución

de fracturas hidráulicas en hidrogeles, revelando la formación de ĺıneas de escalón debido a la

interacción entre el frente de fragmentación y la heterogeneidad del material. [53]

En general, cualquier tipo de fractura puede descomponerse en tres modos linealmente

independientes (ver figura 2.2a ) [54]. El modo I es el modo de apertura, en el caso de fractu-
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Figura 3.2: Dispositivo experimental. La muestra se monta en el módulo de medición (a) y
se fija en la base (b). Pueden aplicarse dos modos de carga: Tensión (c), mediante la

elongación de la muestra a través de la rotación de un anillo exterior y corte (d), mediante la
rotación de un anillo interior que induce la torsión.

ras hidraulicas, se produce al inyectar el fluido y es siempre el modo impulsor de la fractura

hidráulica. Los modos II y III son modos de cizallamiento, que tienen efectos diferentes en las

fracturas, como se muestra en la figura 2.2b. Mientras que el acoplamiento de los modos I y II

se ha estudiado ampliamente tanto teórica como experimentalmente, el efecto del modo III aún

no se conoce bien. [30, 55-57] La figura 3.1 ilustra la presencia de los tres modos en la fractura

hidráulica de un gel. Aqúı, la fractura inicial en forma de moneda (modo I) evoluciona hacia

una forma compleja debido a los modos de cizallamiento causados por los ĺımites del contenedor

(modos II y III).

Una representación precisa del patrón de fractura es esencial para comprender la mecánica

de la fractura hidráulica en condiciones de carga espećıficas. Se suelen utilizar materiales trans-

parentes para facilitar la observación de la geometŕıa y la dinámica de la fractura, [49-53, 55,

58-61] pero esto restringe el ámbito de estudio a determinados sistemas. Además, la mayoŕıa

de los estudios se limitan a observaciones 2D, que no captan plenamente la naturaleza 3D de

la geometŕıa de la fractura.

En este trabajo, presentamos un dispositivo para estudiar fracturas impulsadas por fluidos

en 3D mediante tomograf́ıa computarizada (TC) de rayos X. El dispositivo está diseñado para

ser utilizado en un tomógrafo de rayos X y puede visualizar la morfoloǵıa compleja de las
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fracturas. Está fabricado con componentes impresos en 3D, lo que lo hace asequible, adaptable

y ligero. El dispositivo también incluye sensores de tensión y torque para medir las propiedades

de la muestra durante el experimento de fractura, aśı como un sensor de presión para el fluido

de fracturación. Demostramos la funcionalidad del dispositivo realizando experimentos sobre

fracturas mixtas de modo I+III impulsadas por aire en hidrogeles.

3.2. Diseño del dispositivo experimental

El dispositivo de la figura 3.2 es un módulo de medición para ensayar fracturas hidráulicas en

condiciones de carga mixta. La muestra de fractura se obtiene a través de un molde. Se adhiere

a los soportes superior e inferior para su colocación en el módulo experimental para aplicar las

condiciones de carga (figura 3.2-a). Los soportes tienen componentes en forma de hongo para

evitar el desprendimiento de la muestra. Cuando se someten a ángulos de torsión superiores

a 80°, pueden producirse fracturas o delaminaciones que comienzan en estos componentes.

Para mitigar este problema, las componentes más cercanas al exterior del gel se liman para

eliminar los bordes afilados que puedan resultar del proceso de impresión 3D de manera tal de

evitar imperfecciones que permitan la nucleación de fracturas indeseadas. El soporte inferior

es fijo, mientras que el superior se puede desplazar y girar para imponer tensión uniaxial y de

cizallamiento (figura 3.2-b). El soporte superior también permite colocar una aguja de inyección

de fluido a la profundidad deseada. Se pueden utilizar diversos fluidos para las pruebas, siempre

que proporcionen suficiente contraste en las imágenes de rayos X.

El módulo de medición es una estructura fabricada en plástico (Poliamida 12) mediante

técnicas de impresión 3D, haciéndolo compatible con la tomograf́ıa de rayos X. La elección del

material plástico se basa en sus caracteŕısticas de baja absorción de rayos X y su resistencia

en comparación con los hidrogeles, lo que lo convierte en un dispositivo adecuado para las

pruebas de fractura de materiales blandos. El módulo tiene dos anillos en la parte superior,

que se utilizan para aplicar diferentes tipos de cargas sobre la muestra (figura 3.2-c). El anillo

exterior puede enroscarse para ajustar la altura de la muestra y aplicar tensión uniaxial. Se

utiliza un sensor de desplazamiento para medir el alargamiento de la muestra y prescribir un

valor de tensión inicial. El anillo interior permite girar la muestra hasta un ángulo determinado

y, a su vez, aplicar torsión. Dos abrazaderas mecánicas, una a cada lado del dispositivo, fijan
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Figura 3.3: Sensores. a-b) Los sensores de fuerza y torque están situados en la base del
módulo de medición. c) El soporte inferior de la muestra (1) está unido al sensor de fuerza,
mientras que el sensor de fuerza está conectado simultáneamente al sensor de torque (3) a
través de una pieza de aluminio (4, resaltada en rojo). Este dispositivo permite la medición

simultánea de la fuerza y el torque, ya que permite la deflexión de la viga.

la posición del anillo interior y, por tanto, el valor del ángulo de torsión de la muestra.

El módulo de medición está equipado con un sensor de fuerza (célula de carga DIYmalls de

5 kg) y un sensor de torsión (TS70a-10Nm, ME-Systeme) en su base para registrar la tensión y

el torque aplicados a la muestra durante un experimento de fractura (véase la figura 3.3a-b). La

figura 3.3c) muestra que la parte inferior de la muestra (1) se fija en los sensores de fuerza (2) y

torque (3). Para ello, la muestra se fija primero al extremo de un sensor de fuerza en cantilever

y después al sensor de torque a través de un soporte de aluminio, lo que permite medir la

deflexión del cantilever (4). Además, la presión del fluido inyectado se registra mediante un

sensor conectado a una manguera unida a la aguja.

Para bombear el fluido de fracturación, utilizamos un sistema de inyección de diseño propio.

Se fija a la bomba una jeringa de plástico de diámetro d = 2 cm y de volumen máximo

Vmax = 20 ml. El sistema de inyección consiste en un tornillo, cuya rotación desplaza el pistón

de la jeringa, forzando aśı el flujo del fluido contenido. El caudal del fluido puede ajustarse a

un valor aproximadamente constante (en el intervalo de 0, 005− 3 ml/s).

3.3. Muestra para ensayo de fractura

Con el fin de demostrar la utilidad del dispositivo, aqúı estudiamos la segmentación de

frentes de fractura en hidrogeles frágiles durante modos mixtos I+III impulsadas por aire. Los

hidrogeles sirven como sistemas modelo para la investigación de varios tipos de fracturas [59, 60]

y se han utilizado para analizar la coalescencia de fracturas coplanares en forma de moneda, [62]

la progresión de fracturas viscosas y dominadas por la tenacidad, [50] y la dinámica de fracturas

34



Figura 3.4: Proceso de fabricación de la muestra. (a) Vista transversal del molde lleno
de gel ĺıquido. Se emplea un recipiente flexible, alojado dentro de un contenedor ŕıgido, para
mantener la forma ciĺındrica de la muestra durante la solidificación. (b) Molde montado para

la preparación de la muestra. El gel fundido se introduce por las aberturas de la parte
superior del molde. (c) Muestra después del moldeo. La superficie exterior del gel permanece

sin confinar (superficie libre).

impulsadas por espuma [51]. El experimento consiste en inducir el modo mixto I+III a través

de la tensión mecánica durante la fractura hidráulica, y el uso de imágenes de tomograf́ıa

computarizada de rayos X para crear una representación 3D de la geometŕıa de la fractura.

3.3.1. Preparación de la muestra

Las muestras ciĺındricas, de 4,3 cm de diámetro y 13,5 cm de altura, se fabrican mediante

un proceso de moldeo como fue descripto en el caṕıtulo anterior, en la sección 2.1. La reoloǵıa

de baja frecuencia a 7°C (ver figura 2.4) muestra que el módulo de cizallamiento es ∼ 104 Pa

en buen acuerdo con un estudio reportado en condiciones similares [33]. Geles similares a base

de gelatina han reportado valores de tenacidad a la fractura ≲ 10 N/m [63]. Por lo general, los

hidrogeles comerciales tienen un módulo de cizallamiento limitado, que no suele superar los 105

Pa para el que este dispositivo es capaz de realizar experimentos de fractura [31, 35].

El molde utilizado en este proceso consta de cuatro partes, como se muestra en la Figura

3.4a,b). Los soportes superior e inferior, que permanecen adheridos a la muestra tras el curado,

se encuentran en un contenedor ciĺındrico flexible fabricado con resina mediante una impresora

3D Formlabs Form 3+. El contenedor está recubierto de silicona para evitar la adhesión de la

gelatina durante el proceso de curado. A continuación, el molde flexible se coloca dentro de un
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recipiente ŕıgido para mantener la forma ciĺındrica de la muestra de fractura tras el desmolde.

Tras la solidificación de la gelatina, tanto el recipiente flexible como el ŕıgido se separan, como

se ilustra en la Figura 3.4c. Tras el procedimiento de desmolde, el exterior del gel emerge como

una superficie sin restricciones. Para evitar la fractura de la matriz elástica durante la inyección,

se coloca una aguja de 2 mm de diámetro en el soporte superior antes del curado del gel. Para

evitar el bloqueo del fluido de fracturación, se coloca un alambre dentro de la aguja antes del

curado, que impide el flujo del gel ĺıquido dentro de la aguja debido a las fuerzas capilares.

3.4. Fractura hidráulica en modo mixto I+III

En un experimento t́ıpico de fractura hidráulica, se llevan a cabo los siguientes pasos:

1. La muestra de gel se monta en el módulo de medición y se fija firmemente al sensor de

fuerza.

2. Se retira el alambre del interior de la aguja.

3. Se aplica tensión a la muestra (modo I) ajustando la altura de la muestra mediante el

anillo exterior del módulo de medición, hasta que se forme una pequeña prefractura en

forma de moneda (penny-shape) junto a la aguja. El tamaño y la orientación de esta

fractura son relativamente uniformes en todos los experimentos, y suelen ser horizontales

y de aproximadamente un cent́ımetro de diámetro.

4. La fractura en forma de moneda se agranda inyectando 2 ml de aire a un ritmo lento

(0,01 ml/s) para evitar cambios bruscos de presión.

5. Se aplica torsión (modo III) a la muestra ajustando manualmente el anillo interior del

módulo de medición, hasta un ángulo deseado.

6. Se inyecta aire adicional a través de la aguja, creando una fractura hidráulica en condi-

ciones mixtas y dando lugar a la segmentación del frente de fractura.

7. Una vez que la fractura alcanza los ĺımites de la muestra, la inyección de aire se detiene

y la conexión de fluido se cierra con una válvula para evitar el reflujo y el cierre de la

fractura.

36



Parámetros Valores
Tensión de la fuente 140 kV
Corriente objetivo 270 µA
Proyecciones por escaneado 800
Mediciones por proyección 5
Tiempo de exposición 100ms
Resolución 85.44 µm−1

Cuadro 3.1: Parámetros usados por el tomografo de rayos X.

8. Se toma una tomograf́ıa de rayos X de la fractura.

Durante un experimento de fractura hidráulica, se registran tanto la fuerza y el torque que

actúan sobre la muestra aśı como la presión del fluido de fracturación. Para mantener una

temperatura constante, el experimento se realiza en un refrigerador. El panel izquierdo de la

figura 3.5 ilustra la evolución temporal t́ıpica de la tensión, el torque y la presión del fluido

durante el experimento, que muestra la formación y propagación de fracturas.

Inicialmente, la presión del fluido aumenta, alcanzando su punto máximo en el momento

de la fractura del gel. A medida que se propaga la fractura, disminuyen tanto la presión del

fluido como la tensión de la muestra. Al aplicar torsión a la muestra, ésta experimenta una

carga mixta de modo I+III. La fractura, a medida que progresa bajo estas condiciones de carga

mixta, se fragmenta, mostrando hojas inclinadas. Esta fragmentación aumenta la superficie de

la fractura, lo que requiere una mayor presión para seguir avanzando, como se ilustra en el

panel izquiedo de la figura 3.5(a).

Cabe destacar que el análisis de la evolución temporal de la presión, la fuerza y la torque

durante la fractura puede ser fundamental para comprender la mecánica de las fracturas impul-

sadas por fluidos que presentan propiedades reológicas complejas, como un comportamiento no

newtoniano [64]. Por ejemplo, la mayoŕıa de los fluidos utilizados en la fracturación hidráulica

para la estimulación de petróleo y gas muestran un comportamiento de adelgazamiento por

cizallamiento (“shear thinning”) [65]. Además, los fluidos acuosos-espumosos compresibles se

utilizan como alternativa sostenible en la fracturación hidráulica convencional para reducir el

uso de agua [66, 67]. En ambos casos, se ha demostrado que las caracteŕısticas reológicas del

fluido influyen fuertemente en la formación y propagación de fracturas inducidas por fluidos

[51, 65].

La geometŕıa final de la fractura producida en condiciones de carga mixta es compleja,
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y la medición precisa del ángulo de las hojas puede obtenerse mediante tomograf́ıa. Por lo

tanto, tras la fracturación hidráulica, empleamos la tomograf́ıa de rayos X para visualizar el

patrón de fragmentación. Las imágenes tomográficas se adquieren utilizando un tomógrafo de

laboratorio, y el software Xray-Office (v2.0) se utiliza para generar una representación 3D de la

fractura. Los parámetros de adquisición se proporcionan en la Tabla 3.1. El procesamiento de

imágenes y la segmentación se realizan con itk-SNAP [68]. Además de reconstruir una imagen

tridimensional mediante análisis de rayos X post mortem, el dispositivo también puede utilizarse

para mediciones in situ. En este enfoque, la muestra se escanea secuencialmente tras inyectar

pequeñas cantidades de fluido, lo que permite examinar el crecimiento de la fractura en etapas

consecutivas.

El panel superior derecho de la Figura 3.5 muestra una reconstrucción 3D de una fractura

en un hidrogel de gelatina. En este experimento, la muestra se sometió inicialmente a tensión

uniaxial desplazando el soporte superior 8 mm (6%), lo que provocó una prefractura en forma

de moneda (modo I). Posteriormente, se aplicó torque rotando el soporte superior 50°, lo que

dio lugar a una fractura segmentada con hojas inclinadas. La inclinación de las hojas se origina

debido al ajuste a trozos del plano frontal de la fractura a los cambios en las direcciones de la

tensión principal máxima en el frente de fractura en un plano perpendicular a la dirección de

propagación [29, 61]. Cabe destacar que las hojas inclinadas (también denominadas fracturas

de tipo A) no están conectadas por fracturas inclinadas (conocidas como fracturas de tipo B),

sino por una región que permanece sin fracturas o se rompe más tarde, como se ha observado en

otros estudios [57, 58, 61]. La formación de fracturas de tipo B es energéticamente desfavorable

debido a su orientación desfavorable respecto al modo de apertura local I [58, 69].

En este estudio, también realizamos experimentos de fractura con un equilibrio diferente

de modo I y modo III. El panel central derecho de la Figura 3.5 presenta la reconstrucción en

3D de una fractura creada utilizando el mismo método mencionado anteriormente pero con el

soporte superior girado 30°. En general, el número de hojas y el ángulo de inclinación dependen

del equilibrio entre los modos I y III durante la fractura [29, 57, 70], aumentando el ángulo

de inclinación de las hojas con el ángulo de la deformación por cizallamiento del gel. Como se

prevéıa, el ángulo de inclinación de las facetas es menor en este caso. Además, hay más hojas con

esta condición de carga. Por último, el panel inferior derecho de la Figura 3.5 ilustra la fractura
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obtenida sin rotación del soporte superior (sin torsión). En esta situación, la fractura adopta

la t́ıpica forma de moneda, comúnmente observada durante la fractura hidráulica cuando sólo

está presente el modo I.

3.5. Conclusiones

Presentamos un nuevo dispositivo experimental para investigar las fracturas inducidas por

fluidos bajo tensión uniaxial y corte combinados. El dispositivo, diseñado para la exploración por

tomograf́ıa de rayos X, permite el análisis tridimensional no invasivo de morfoloǵıas de fractura

complejas, que suelen ser dif́ıciles de observar y analizar con los métodos tradicionales. Incluye

sensores para medir la tensión, el torque y la presión del fluido. Sus componentes impresos en 3D

son de bajo costo y fáciles de modificar. Al demostrar su funcionalidad mediante un ejemplo

de segmentación del frente de la fractura en una fractura de modo mixto I+III impulsada

por aire en un hidrogel, hemos puesto de manifiesto la capacidad del dispositivo para aplicar

diferentes condiciones de carga de forma puramente mecánica. El dispositivo también puede

utilizarse para estudiar fracturas en otros tipos de geles y materiales blandos [64], como siliconas,

utilizando diversos fluidos de fracturación, [45] lo que lo convierte en una valiosa herramienta

para investigadores de diversos campos.

En este caṕıtulo se ha presentado un ejemplo de fracturación hidráulica en condiciones de

carga mixta en el que el proceso de fractura se rige predominantemente por la tenacidad a

la fractura del material [71]. No obstante, este dispositivo experimental puede adaptarse para

estudiar fracturas en otros reǵımenes, incluidos los reǵımenes dominados por fluidos viscosos,

entre otros. La capacidad del dispositivo para ofrecer una visión detallada y tridimensional de

la morfoloǵıa de la fractura abre el camino a nuevas posibilidades de comprensión y control de

las fracturas inducidas por fluidos.
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Figura 3.5: Caracterización experimental de las fracturas. Izquierda: presión del fluido
(a), tensión (b) y torque (c) sobre la muestra en función del tiempo en un experimento de
fracturas. Los datos mostrados corresponden a una fractura de modo mixto I+III realizada

con aire, para 6 mm de elongación del gel y 50° de ángulo de torsión. Derecha: La visualización
de las geometŕıas de fracturas de modos mixtos I+III. El ensayo se llevó a cabo utilizando
aire, con una elongación del gel de 8 mm. α representa el ángulo de torsión sometido a la
muestra, ϕ representa el ángulo de inclinación de la hoja con respecto a la fractura plana

madre, y n representa el número de hojas segmentadas. El panel inferior muestra una fractura
no segmentada en forma de moneda resultante de una torsión nula (una fractura impulsada
de modo I). La rugosidad a pequeña escala observada en las representaciones 3D de las

fracturas puede atribuirse principalmente a artefactos de digitalización tras el procesamiento
de imágenes. Las fracturas se producen a la altura de la punta de la aguja.
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Caṕıtulo 4

Verificación del Principio de Simetŕıa

Local en Fracturas Mixtas I+III

mediante Tomograf́ıa de Rayos X

4.1. Introducción

La propagación de frentes de fracturas constituye un fenómeno cotidiano cuyos mecanismos

f́ısicos aún permanecen en gran medida desconocidos, principalmente debido a que este proceso

ocurre en distintas escalas espaciales. A pesar de su complejidad intŕınseca, cada frente de

fractura puede propagarse mediante la combinación de tres modos independientes de carga. La

interacción entre los modos de corte (II y III) y el primer modo (I) genera desviaciones del

plano de propagación de la fractura (véase figura 2.2), fenómeno observable tanto en fracturas

por fatiga como en fracturas frágiles, y en diversos materiales como poĺımeros, rocas, geles y

vidrios [30, 61, 72-74]. Este estudio cobra relevancia en diversas aplicaciones, incluyendo fallas

geológicas [30, 75], fracturas hidráulicas (fracking) [76] y fallas estructurales [77].

Experimentos de laboratorio muestra una fractura que crece de manera perpendicular a la

carga remota (modo I) y se encuentra con una región con corte fuera del plano de la fractura

(modo III), el frente de fractura se segmenta en pequeñas hojas que se inclinan respecto de la

fractura madre [61] (veáse figura 4.1). La unión de las hojas en un mismo frente de propagación

implicaŕıa regiones inclinadas desfavorablemente con respecto a la carga aplicada, de manera tal

que las hojas están separadas por zonas sin fracturar o que fracturan más tarde. La propagación
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Figura 4.1: Fractura en modo mixto I+III. Esta fractura es generada con un dispositivo
de platos cónicos. La torsión de la muestra genera la inclinación en un ángulo ϕ de las hojas

por sobre el plano de la fractura madre.

de estas hojas está sujeto a un proceso de engrosamiento (coarsening) en el cual algunas hojas

crecen a mayor velocidad que otras. Simulaciones de propagación de frente de fracturas por

campo de fases muestran patrones similares [56, 57].

En el modo mixto I+II, el camino de propagación de fracturas frágiles es dictado por el

principio de simetŕıa local que establece que la fractura crece en la dirección que minimiza

el modo II local, es decir: KII = 0 y KI = KIC , donde KIC es la tenacidad del material [78].

De manera similar, basándose en experimentos, es posible generalizar este principio para

fracturas bajo cargas de modo I+III. En este caso la fractura propaga en la dirección que

minimice localmente el corte [30, 61, 79, 80]. De esta forma, los factores de concentración de

tensiones K locales son:

KI = KIC

KII = 0

KIII = 0.

(4.1)

Aplicando este principio a una fractura ideal, plana en un sólido frágil infinito es posible

encontrar el ángulo de inclinación [30]:

ϕ =
1

2
tan−1

[

K∞
III

K∞
I

(

1
2
− ν

)

]

(4.2)

donde K∞ son los factores de concentración de tensiones de la fractura madre y ν es el ratio

de poisson.
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Figura 4.2: Ángulo de inclinación en función de K∞
III/K

∞
I Experimentos en plexiglass

extráıdos de la referencia [57]. La curva de trazos representa la ecuación 4.2. Se observa que la
curva teórica sobreestima los valores experimentales.

Aunque existen otras fórmulas para el ángulo de inclinación ϕ basadas en diversos criterios,

la ecuación 4.2 cuenta con sólidos argumentos que la respaldan. En primer lugar, si el principio

de simetŕıa local es válido, se erige como un principio universal capaz de aplicarse a cualquier

modo mixto. En segundo lugar, Pollard y Cooke han descubierto que minimizar el corte en el

modo III equivale a maximizar el modo I, obteniendo, por ambos criterios, el mismo ángulo de

inclinación [29]. Además, esta formulación explicaŕıa la transición entre atracción y repulsión

entre fracturas interactuantes [81]. Finalmente, experimentos de propagación de fracturas bajo

modo III puro indican que el ángulo de inclinación es π
4
, concordando favorablemente con la

ecuación 4.2 [79].

A pesar de los sólidos argumentos, existe dificultad para observar experimentalmente un

buen acuerdo entre el ángulo de inclinación experimental y el teórico basado en la ecuación 4.2.

En primer lugar, es muy dif́ıcil experimentalmente controlar la propagación de las fracturas

debido a que impurezas en el material pueden generar tensiones que desv́ıen a la fractura

en otras direcciones [53, 82]. Esto conlleva a un significativo error experimental. En segundo

lugar, existe un clara tendencia de la ecuación 4.2 a sobrestimar el valor real del ángulo de

inclinación las fracturas [29, 56, 57] (véase figura 4.2). Esto puede deberse a que la ecuación 4.2

no contempla el tamaño finito de las hojas y sus interacciones y efectos de tamaño finito del

sistema. Aún peor, la segmentación e inclinación con respecto de la fractura madre implican

necesariamente una representación tridimensional del fenómeno, dificultando su análisis teórico

[82].
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Nuevos estudios son necesarios para determinar la validez del principio de simetŕıa local en

la propagación de fracturas. Particularmente, la ecuación 4.2 no contempla interacciones con

otras fracturas, efectos de tamaño finito, curvatura en la punta de la fractura ni la enerǵıa

de superficie necesaria para crear una fractura. Asimismo, no ofrece explicación alguna para

el fenómeno de engrosamiento (‘coarsening’) observado durante el crecimiento de fracturas en

modo mixto I+III.

En este caṕıtulo, analizaremos fracturas en modo mixto I+III mediante la ayuda de to-

mograf́ıas rayos X. Para esto, se desarrolla un dispositivo experimental que permite generar

fracturas en gelatina, en modo mixto I+III, de forma controlada. Utilizando tomograf́ıas ra-

yos X se obtuvo la geometŕıa final de las fracturas y su posterior segmentación del frente de

fractura. Mediante análisis por elementos finitos basados en la geometŕıa 3D de la fractura, se

calcularon los factores de concentraciones de tensión locales (K) para los frentes de fracturas,

permitiendo validar el principio de simetŕıa local. Con el objetivo de comprender la interacción

entre las hojas de las fracturas, se desarrollaron modelos numéricos que facilitan la comprensión

de este fenómeno.

4.2. Método

Se ha desarrollado un dispositivo experimental que, mediante un proceso de “control de

desplazamiento”, genera fracturas en modo mixto I+III. En este dispositivo, se utilizó hidrogel

(gelatina comercial bovina) como muestra de ensayo para la fractura. Para preparar la gelatina,

se siguieron los protoclos detallados en la sección 2.1.

4.2.1. Dispositivo experimental

Para estudiar correctamente fracturas en modo mixto I+III, es esencial contar con un dispo-

sitivo experimental que permita estimular ambos modos de manera independiente, y evitar la

propagación inestable de la fractura. Esto requiere una geometŕıa que permita que la fuerza im-

pulsora de la fractura disminuye a medida que la fractura se propaga. Un mecanismo apropiado

para esto es una fractura por control de desplazamiento. En general, estimular una fractura

en modo mixto es complicado, ya que la fuerza impulsora para el crecimiento de la fractura

es principalmente el primer modo. Esto significa que hacer crecer la fractura implica estimular
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Figura 4.3: Dispositivo experimental. La muestra se monta en el módulo de medición (a) y
se fija en la base (b). Pueden aplicarse dos modos de carga: cizalla (b), mediante la rotación
del anillo interior y tensión (c), mediante la rotación del anillo exterior. d)-f) Fotograf́ıas del

dispositivo experimental

K∞
I [58]. Para abordar esto, se diseñó un nuevo dispositivo experimental con una geometŕıa

de platos cónicos que, a diferencia de los platos paralelos del dispositivo del caṕıtulo anterior,

permite disminuir el primer modo a medida que la fractura se propaga. La figura 4.4 muestra

el cáclulo de tensiones desde el centro hasta el extremo lateral de la muestra. Cerca del centro,

los platos cónicos terminan con forma plana, generado aumento del corte en esta región. Luego,

debido a la geometŕıa cónica de las tapas, se observa una disminución de la tensión normal y un

ligero aumento en el corte a medida que nos alejamos del centro. Este enfoque tiene un doble

beneficio: por un lado, permite estimular el ratio K∞
III/K

∞
I , favoreciendo el engrosamiento de

las hojas; por otro lado, evita la propagación inestable de la fractura al reducir K∞
I a medi-
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Figura 4.4: Distribución de tensión normal y corte en el dispositivo de platos
cónicos. Utilizando análisis de elementos finitos, se determina la tensión normal a la tapa

inferior y el corte. El recuadro resalta en rojo el camino seguido para el cálculo de las
tensiones. La tapa superior presenta una elongación de 3 mm y una torsión de 20°, mientras
que la tapa inferior permanece fija. El ángulo de inclinación de las tapas cónicas es de 45°.

da que la fractura avanza. Además, el nuevo dispositivo posee tapas metálicas que permiten

corregir desalineaciones presentes en el dispositivo anterior. Estas desalineaciones, causaban la

estimulación del segundo modo, inclinando las fracturas respecto a las tapas.

La figura 4.3 muestra el dispositivo de medición diseñado para ensayar fracturas en condicio-

nes de carga mixtas. Similar al dispositivo del caṕıtulo anterior, la muestra se obtiene mediante

un molde que luego se adhiere al módulo experimental para aplicar las condiciones de carga

(ver figura 4.3 (a)). Los platos cónicos superiores e inferiores presentan huecos y tornillos con

forma de hongos para prevenir el desprendimiento de la muestra durante la aplicación de carga

(véase 4.3 (e)). El soporte inferior está fijo. El soporte superior consta de dos anillos para apli-

car carga a la muestra: un anillo exterior y un anillo interior. El anillo exterior tiene forma de

rosca, permitiendo estirar la muestra al desenroscarlo e imponer una tensión uniaxial. Además,

el soporte superior tiene una aguja que permite estimular la fractura mediante la inyección de

ĺıquidos, posibilitando el estudio de fracturas hidráulicas. La punta de la aguja se ubica en el

centro de la muestra de manera tal que los huecos y los tornilos de los soportes no disturben

la propagación de la fractura. El anillo interior puede girar, permitiendo torsionar la muestra

y generar cizallamiento (ver figura 4.3 b-c). También cuenta con una abrazadera mecánica que

permite fijar la posición del anillo, prescribiendo un ángulo de torsión a la muestra. El módulo

está construido de aluminio, a excepción de las columnas que separan la tapa superior de la
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inferior, las cuales son de grilon, un termoplástico transparente a los rayos X. La inyección de

fluido para fracturar puede realizarse manualmente o mediante el sistema de inyección descrito

en el caṕıtulo anterior.

El molde consta de tres partes, como se muestra en la figura 4.5. Las tapas superior e inferior

permanecen adheridas a la muestra tras el curado. Estas tapas están envueltas en un contenedor

ŕıgido de grilon, desmontable, que permite retener la gelatina hasta su solidificación. Luego, se

retira para llevar a cabo el ensayo de fractura, dejando las paredes ciĺındricas de la muestra

como borde libre. Este molde ŕıgido está recubierto de silicona para evitar la adherencia de la

gelatina durante el proceso de desmoldado. Al igual que en el dispositivo anterior, se coloca

una aguja de 2 mm de diámetro en el soporte superior antes del curado del gel. Para prevenir

el flujo del gel ĺıquido a través de la aguja debido a fuerzas capilares, se introduce un alambre

dentro de esta antes del curado.

Figura 4.5: Molde perteneciente al segundo dispositivo. Izquierda: Molde sellado. La
cobertura ŕıgida consta de dos partes y se sella ajustando tornillos en el lateral para unirlas.
La gelatina ĺıquida se vierte sobre el molde superior e ingresa a la cámara a través de agujeros
en el plato cónico. Derecha: Molde semiabierto. Una vez que la gelatina ha solidificado, se

retira la cobertura ŕıgida, dejando la superficie exterior del gel sin confinar.

4.2.2. Protocolo de fractura y tomograf́ıa de rayos X

El dispositivo está orientado a la medición secuencial del cambio en la geometŕıa de la

fractura, para su posterior simulación de la carga en el entorno de la fractura. Con este fin, se

opta por evitar la inyección de aire, ya que esto generaŕıa presión en la interfaz de la fractura,

distorsionando las simulaciones por elementos finitos. Por lo tanto, el protocolo de fractura para

el dispositivo fue el siguiente:
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1. La muestra de gel se monta en el módulo de medición y se fija firmemente a la base del

dispositivo.

2. Se retira el alambre del interior de la aguja.

3. Se aplica tensión a la muestra (modo I) ajustando la altura de la muestra mediante el anillo

exterior del módulo de medición, hasta que se forme una pequeña prefractura en forma

de penique junto a la aguja. El tamaño y la orientación de esta fractura son relativamente

uniformes en todos los experimentos, y suelen ser horizontales y de aproximadamente un

cent́ımetro de diámetro.

4. Se realiza una tomograf́ıa de rayos X de la fractura.

5. Se aplica torsión (modo III) a la muestra ajustando manualmente el anillo interior del

módulo de medición, hasta un ángulo deseado y se deja propagar la fractura en modo

mixto I+III.

6. Opcionalmente, si la fractura no propaga lo suficiente, se aplica tensión ajustando el anillo

externo de la muestra.

7. Una vez que la fractura deja de propagar y desarrolladas las hojas de la fractura en modo

mixto, se procede a una nueva tomograf́ıa de rayos X.

8. Se estimula nuevamente la propagación de la fractura, aumentado la elongación. Opcio-

nalmente, se puede inyectar una pequeña cantidad de aire (2-5 ml) para estimular el

crecimiento de fractura.

9. Se realiza una nueva tomograf́ıa cuando la fractura ha dejado de propagar.

10. Se repite el proceso de propagación y tomograf́ıa (último dos pasos) hasta que la fractura

alcanza los ĺımites de la muestra.

Las imágenes tomográficas se adquieren utilizando un tomógrafo de laboratorio, y el software

Xray-Office (v2.0) se utiliza para generar una representación 3D de la fractura. Los parámetros

de adquisición se encuentran en la tabla 3.1. El procesamiento de imágenes y la segmentación

se realizan con itk-SNAP [68].
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Figura 4.6: Grilla de la gelatina para el análisis por elementos finitos. El color denota
el tamaño de los elementos de la grilla. Cerca del frente de fractura los elementos la resolución

aumenta.

4.2.3. Obtención de K por análisis por elementos finitos

A fin de obtener la distribución de tensiones en los experimentos, una vez obtenida la

geometŕıa por medio de tomograf́ıas de rayos X, se procede a simular el experimento mediante

análisis por elementos finitos. La figura 4.6 muestra una malla t́ıpica para el cómputo de las

tensiones, en donde el hueco en el medio es la fractura. Esto se logra sustrayendo la geometŕıa

3D de la fractura obtenida por tomograf́ıa a la malla que representa la muestra de hidrogel

(sin tener en cuenta el hueco de la aguja). Debido a la alta resolución de la tomograf́ıa, es

necesario simplificar la malla de la fractura.Utilizando el programa MeshLab [83], se aplica

un suavizado laplaciano recurrente sobre la malla hasta eliminar el ruido del tomógrafo en la

malla [84]. Posteriormente, se reduce la cantidad de puntos de grilla realizando una estrategia

de decimación cuádrica por colapso de bordes. Esta simplificación permite crear una malla que

reproduce la gelatina una vez tomada la tomograf́ıa.

Luego, se impusieron las mismas condiciones a las que es sometido el experimento: se des-

plaza y rota la tapa superior, mientras que la tapa inferior permanece fija, y el resto de las

superficies se consideran libres. El análisis por elementos finitos se lleva a cabo con el programa
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Figura 4.7: Frente de fractura. Imagen de la tomograf́ıa de un ensayo de fractura luego de
suavizar la grilla. a) El color denota la curvatura media. Nótese que, en valor absoluto, la

curvatura media aumenta en la región del frente de fractura. b) En rojo las curvas del frente
de fractura. c) Tiedro de Frenet-Serret obtenido del frente de fractura.

COMSOL Multiphysics®. La resolución utilizada es lo suficientemente fina para capturar los

efectos de la fractura en la distribución de tensiones. Mallas ligeramente más finas muestran

resultados similares, pero con mayores costos computacionales. Debido a la gran cantidad de

puntos de la cuadŕıcula, se calculan las tensiones mediante un método iterativo definido por el

programa. El módulo de Young, la densidad y el coeficiente de Poisson se definen de acuerdo

con las propiedades reológicas de los hidrogeles 2.1.

Para obtener los factores de concentración de tensiones, es necesario definir un frente de

fractura. En fracturas bidimensionales, esto es trivial; no obstante, para un frente de fracturas

tridimensionales, el frente de fractura es una curva en el espacio tridimensional cuya ubicación,

forma y tamaño cambian a medida que la fractura se propaga. Sin embargo, el frente solo

propaga en zonas donde existe una mayor concentración de tensiones. Estas concentraciones

de tensiones son originadas por la curvatura de la fractura, por lo tanto, podemos definir las

regiones de alta curvatura como el frente de fractura. La curvatura media en un punto se calcula
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Figura 4.8: Método de cálculo de K a) Representación gráfica de la ecuación 4.3 para el
modo II extráıdo de un ensayo de fractura. El recuadro representa la tensión en función de la
distancia al frente de fractura. b) Esquema del modelo de fractura con forma de moneda bajo
cargas de tensión (σ = 1 [Pa]) y corte (por simplicidad, τ = σ). No está a escala para claridad

del lector. ν = 0.43. Dimensiones del cubo L = 10 [cm] y de la fractura a = 1 [cm]. c)
Representación de las ecuaciones 4.5 y el resultado obtenido por el análisis de elementos

finitos.

como el promedio de las curvaturas principales en ese punto y da noción de las deformaciones

locales de una superficie en el espacio. Una vez obtenida la geometŕıa tridimensional de la

fractura mediante tomograf́ıa de rayos X, es posible medir la curvatura media de la fractura,

como se observa en la figura 4.7 (a). Es fácil observar que en las zonas del frente de fractura que

tiene menor curvatura (mayor en términos absolutos) se corresponden con la región del frente

de fractura.

Para segmentar el frente de fractura, seleccionamos los puntos de grilla de menor curvatura

media de cada hoja y, mediante un algoritmo suavizador spline discretizado no supervisado, se

segmenta el frente de fractura [85, 86], como se muestra en la figura 4.7 (b). Una vez localizado

el frente de fractura, es necesario obtener ejes locales que permitan descomponer las tensiones

en cada modo de fractura. Utilizamos el triedro de Frenet-Serret, que permite obtener de cada

punto de una curva en el espacio una base ortonormal formada por los vectores tangente (T),

normal (N) y binormal (B). Este triedro (B,N,T) representa los ejes locales de cada modo de

fractura (KI , KII , KIII). Para obtener el vector tangente, simplemente se calcula la derivada

espacial entre los puntos que componen el frente de fractura. El vector binormal (B) se puede

calcular directamente de la curva en el espacio, pero esto implica el cálculo de derivadas segundas

que son ruidosas. Por lo tanto, B se calcula ajustando un plano sobre el frente de fractura. Este

plano intersecta a la hoja por la mitad y permite aproximar a la hoja por un plano, y a partir
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de este, se puede obtener la inclinación de la hoja, como también el normal del plano que es el

binormal de la curva del frente de fractura. Luego, el vector normal (N) se calcula como T×B.

La figura 4.7 (c) muestra el triedro de Frenet-Serret para un experimento de fractura en modo

mixto I+III.

Una vez obtenido el eje local y el frente de fractura, se procede a determinar los factores de

intensidad de tensiones (K) mediante el método de coincidencia de tensiones (stress matching)

[25], como se expone en las ecuaciones 2.3. A pesar de existir métodos más complejos, como

la integral J [25], el enfoque de coincidencia de tensiones resulta ventajoso por prescindir de

asunciones de carga o desplazamiento plano (plane stress/plane strain). De forma similar a las

ecuaciones 2.3, los perfiles de concentración de tensiones (K) locales son:

KI = ĺım
r→0

√
2πrσBB(r)

KII = ĺım
r→0

√
2πrσBN(r)

KIII = ĺım
r→0

√
2πrσBT (r)

(4.3)

donde la σBB, σBN y σBT representa el tensor de tensiones transformado en la base creada por

el triedro de Frenet-Serret. Esto sigue la regla de transformación de tensores contravariantes

σ′
ij = aimajnσmn, donde aij es la matriz de rotación de la creada a partir base generada por el

triedro de Frenet-Serret. Los śımbolos de la figura 4.8 (a) muestra la ecuación 4.3 el segundo

modo. La ordenada del ajuste lineal permite obtener el valor del KII . El comportamiento lineal

de la cantidad σij
√
2πr se debe a que la tensión es de la forma

σij =
∞
∑

n=1

rn−3/2fij(n) (4.4)

donde fij(n) es una función adimensional que depende del término n. De esta manera, la

cantidad σij
√
2πr es, idealmente, constante en un entorno pequeño, mientras que la mayores

distancias tiene un comportamiento lineal. Debido a que las divergencias de la tensión no son

capturadas correctamente por el algoritmo de elementos finitos, se observa un crecimiento lineal.

Es por ello que cerca de r = 0 la ecuación 4.3 deja de tener un comportamiento lineal y por lo

tanto no es tenido en cuenta. El parámetro r representa una porción del camino en la dirección

−N que va desde un punto del frente de la fractura hasta 1 cm.
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Figura 4.9: Crecimiento de una fractura. Secuencias de tomograf́ıas del crecimiento de
una fractura. La primera tomograf́ıa es la fractura plana generada sin torsión de la muestra.
Luego, la fractura en modo mixto es generada torciendo la muestra en 30° (fondo en azul). La

fractura crece mediante la sucesiva elongación de la muestra.

La elección de la distancia correcta del camino no es trivial. La tensión vaŕıa a lo largo del

camino como se muestra en el recuadro de la figura 4.8 (a). Muy lejos del frente de fractura,

no se puede observar el comportamiento divergente de la tensión, mientras que muy cerca

por errores propios del anaĺısis por elementos finitos, el incremento es menor a 1/
√
2πr. Para

calibrar esta distancia se calcula los K para un fractura con forma de moneda (‘penny-shape’)

sujeta a cargas de tensión uniaxial (σ) y corte (τ), como se muestra en la figura 4.8 (b). Las

soluciones exacta para los factores de concentración de tensiones de este problema [87-89] son:

KI = 2σ

√

a

π

KII =
4τcosθ

2− ν

√

a

π

KIII =
4τ(1− ν)sinθ

2− ν

√

a

π

(4.5)

donde a es el radio de la fractura, y θ denota el desplazamiento angular.

La figura 4.8 (c) muestra las curvas teóricas de las ecuaciones 4.5. Para encontrar la distancia

r adecuada, se realiza un barrido en distintos valores de r y se elige aquellos que mejor se

ajustan a la curvas teóricas 4.5. Nótese que las distancias pueden ser distintas entre los modos.

Los valores de K obtenidos a través de la distancia r ajustada son mostrado en la figura 4.8

(c). Se observa un buen acuerdo entre los resultados numéricos y las soluciones teóricas.
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4.3. Resultados

La figura 4.9 muestra la secuencia de crecimiento de una fractura. Inicialmente, se obtiene

una fractura plana. Después de aplicar torsión a la muestra, las hojas comienzan a desarrollarse.

Mediante la estimulación, ya sea incrementando la elongación de la muestra o inyectando aire,

las hojas crecen. Estas hojas, como se mostró en el caṕıtulo anterior usando otro dispositivo, en

lugar de estar conectadas por otras hojas, están concatenadas por regiones que no se fracturan

o fracturan más tarde, de forma tal que evita el crecimiento de fracturas inclinadas en dirección

desfavorable con respecto a la carga aplicada a la muestra.

La figura 4.10 presenta los factores de concentración de tensiones (K) para distintas hojas

de una misma fractura. Los tres modos pueden tener valores positivos y negativos. En el caso

del primer modo, KI < 0 implica el cierre de la fractura, ya que se han seleccionado zonas no

correspondientes como frente de fractura. Esto se debe a que no existe una correcta definición

del frente de fracturas en fracturas 3D[82]. Por otro lado, KI > 0 indica la apertura de la

fractura. Respecto a los modos de corte local KII y KIII , un resultado positivo significa que

la tracción local está orientada en la dirección de los modos locales. Un resultado negativo

implicaŕıa lo contrario, siendo f́ısicamente admisible, ya que existen dos sentidos de aplicación

de corte por modo. En nuestro caso, la tracción siempre está orientada en la misma dirección,

pero los versores −N y T que componen los modos locales cambian de orientación a lo largo

de la curva del frente de fractura (véase la figura 4.7 (c)).

Es fácil observar que los perfiles de K vaŕıa de hoja en hoja, aún dentro de una misma

fractura. Esto se debe a numerosos factores. En primer lugar, y como demostraremos más

adelante, existen interacciones mecánicas entre las hojas que aumentan o disminuyen K en

función de la posición y el tamaño de las hojas con respecto a sus vecinas. Luego, existen

inhomogeneidades en la gelatina que redistribuyen las tensiones, afectando el crecimiento de

cada hoja. Aunque estas inhomogeneidades no son capturadas por nuestro análisis de elementos

finitos, śı afectan a la geometŕıa final de la punta de la hoja, lo que se refleja en las variaciones

de K. Además, estas inhomogeneidades pueden causar que las hojas se generen de manera

descentrada y asimétrica, provocando que estén sujetas a distintas cargas.

A pesar de que existen diversos factores que afectan al perfil de los K para cada modo en

cada hoja, en promedio se observa que el principio de simetŕıa local (KI = constante, KII = 0,
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Figura 4.10: Factores de concentraciones de tensiones (K) en función de la longitud
del frente de fractura. Cada panel representa K para cada hoja de un mismo experimento
de fractura. El ensayo es realizado con una torsión de 30° y un desplazamiento de 4 mm. ϕ

representa el ángulo de inclinación de la hoja con respecto a la fractura madre. La leyenda del
panel de la izquierda es la misma para el resto de los paneles.

KIII = 0) parece cumplirse. La figura 4.11 muestra los perfiles de K en promedio para cada

modo en la última etapa de cada ensayo de fractura, en función de la longitud normalizada

s del frente de fractura. La barra de error representa 1σ de desviación estándar. Aunque el

error es grande debido a las diferencias entre los perfiles de cada hoja, se pueden observar

tendencias generales en estos resultados. Analicemos en primer lugar el primer modo (KI).

Cerca del centro de la hoja, el KI alcanza un plateau correspondiéndose con el KI máximo

predicho por el principio de simetŕıa local. Este plateau vaŕıa en los distintos ensayos, ya que la

tensión disminuye desde el centro del dispositivo hasta el borde libre, lo que hace que fracturas

más grandes estén sujetas a un menor KI local. Generalmente, el error disminuye cerca del

centro, ya que en el centro del frente de fractura la hoja está menos expuesta a interacciones

con las hojas vecinas. Cerca de los extremos, observamos el caso opuesto. El error aumenta

debido a las fuertes interacciones entre las hojas. Cuando las hojas están muy superpuestas,

suelen apantallarse la tensión, generando una cáıda en el KI , como se observa para los paneles

(a), (b) y (d) de la figura 4.11. Sin embargo, a una distancia adecuada, las interacciones pueden

aumentar el primer modo, lo cual sucede cuando los bordes de las hojas están enfrentados sin

superponerse. Esto se observa para el panel (c) de la figura 4.11. Modelos ideales de fracturas

analizados en la sección 4.3.1 muestran resultados similares.

Observemos ahora el tercer modo KIII . Cerca del centro de la hoja, se observa un buen

acuerdo con el principio de simetŕıa local KIII = 0 dentro del error experimental. Cerca del

borde de las hojas, las interacciones causan corte en los modos locales. Respecto del segundo

modoKII , se observa que para las hojas cuya inclinación (ϕ) es baja (paneles (a)-(c)), en general
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(a) α = 20°, ϕ = 22° ± 2° (b) α = 30°, ϕ = 24° ± 2°

(c) α = 40°, ϕ = 21° ± 2° (d) α = 50°, ϕ = 38° ± 4°

(e) α = 60°, ϕ = 31° ± 5° (f) α = 70°, ϕ = 37° ± 2°

Figura 4.11: Factor de concentración de tensiones (K) sobre la longitud
normalizada del frente de fractura (s). Las barras de error representan 1σ de desviación

estándar. α representa el ángulo de torsión de la muestra y ϕ es el ángulo de inclinación
promedio de las hojas para cada ensayo. Todas los ensayos de fracturas fueron elongados 4

mm al momento de la tomograf́ıa.
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Figura 4.12: Interacción entre las hojas. En los paneles superiores se observa la malla de
una fractura realizada en un ensayo de α = 30° y una elongción de la muestra de 3 mm. El

panel izquierdo la primer tomograf́ıa y en el panel derecho, la siguiente secuencia. Los paneles
inferiores muestra los K promedio un función de la longitud normalizada del frente de

fractura s.

se cumple que KII = 0. Sin embargo, cuando la inclinación de las hojas es grande, KII suele

tener un crecimiento lineal. El KII es siempre positivo en la zona superior del frente de fractura

y negativo en las zonas inferiores. Por cómo está diseñado nuestro dispositivo de ensayos de

fracturas, la muestra rota en sentido horario para los ángulos de α = 30°, 50° y 70° y en sentido

antihorario para el resto de los ángulos. Esto hace que las hojas crezcan inclinadas hacia una

dirección u otra. Sin embargo, el sentido del recorrido del frente de fractura es siempre horario.

Esto genera que la longitud s = 1 esté ubicada en la parte superior y s = 0 en la parte inferior

del frente de fractura en los ensayos con la muestra deformada en sentido horario y viceversa

en los ensayos rotados en sentido antihorario.

A medida que la fractura crece, los perfiles de los factores de concentración de tensiones

vaŕıan, especialmente cuando la inclinación de las hojas es pequeña y se inducen efectos de in-

teracción entre las hojas. Los paneles superiores de la figura 4.12 muestran dos etapas sucesivas
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de un ensayo de fractura en modo mixto I+III. Inicialmente, la fractura desarrolla numerosas

pequeñas protuberancias producto de la segmentación del frente de fractura (panel izquierdo).

A medida que la fractura se propaga, esas pequeñas protuberancias crecen y se engruesan, el

número de hojas disminuye y empiezan a acercarse entre ellas (panel derecho). Los paneles infe-

riores muestran los perfiles de los factores de concentración de tensiones. Cuando las distancias

entre las hojas son del orden del tamaño de las hojas y los extremos de los frentes de fractura

están enfrentados, el primer modo KI se magnifica (panel inferior izquierdo). Luego, las hojas

empiezan a crecer y a apantallarse. Esto genera una reducción general del primer modo en los

extremos del frente de fractura (panel inferior derecho). También aumentan los efectos de corte

local, evitando una perfecta correspondencia con el principio de simetŕıa local(KIII = 0).

4.3.1. Modelo de interacción entre hojas

A fin de entender mejor los resultados obtenidos en la sección anterior, desarrollamos un

modelo conceptual simplificado para ilustrar los cambios en K debido a la presencia de ho-

jas vecinas. El modelo consta de una geometŕıa de ensayo de fractura rectangular, con una

fractura plana en uno de los bordes como semilla para las fracturas secundarias, similar a los

experimentos realizados por Ronsin et al. [72]. De la fractura madre, se agregan 3 fracturas

secundarias con forma circular, como modelo de las hojas o pétalos de nuestro experimento.

El sistema de ensayo está expuesto a una tensión remota σ = 2 Pa en la parte superior y está

fijo en la parte inferior. La fractura madre está inclinada para distintos ensayos en diferentes

ángulos ϕ, lo que permite controlar el modo mixto I+III y el ángulo de inclinación. Las frac-

turas secundarias, siguiendo el principio de simetŕıa local, crecen perpendicular a la tensión,

tienen un radio r = 0.75 cm y están separadas por 2r∆, donde ∆ es el factor que controla

la separación. La figura 4.13 (a) muestra un diagrama (no a escala) del modelo utilizado. Los

factores de concentración de tensiones K se miden en la fractura del medio, como se observa

en la figura 4.13 (a) en rojo. El desplazamiento angular θ vaŕıa desde −π/2 hasta π/2, siendo

θ = 0 el extremo opuesto a la fractura plana. El resto de los parámetros de simulación están

disponibles en la tabla 4.1.

Para discernir entre el efecto de las interacciones con las hojas vecinas y los efectos propios

de la geometŕıa del ensayo de fractura, calculamos los factores de concentración de tensiones
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Figura 4.13: Modelo de interacción entre hojas. (a) Diagrama del modelo utilizado para
estudiar la interacción entre hojas. (b) Factores concentración de tensiones locales (K ′) para
una fractura aislada. (c) - (e) Factores de concentración de tensiones locales del modelo de
fracturas interactuantes (K) menos K ′ para cada modo respectivamente. Las leyendas de (c)

son válidas para (d) y (e).

para una fractura aislada (denotados como K ′), es decir, sin vecinas. Los perfiles de K ′ se

encuentran en la figura 4.13 (b). Por claridad, sólo se representan los ángulos de inclinación

ϕ = 20° y ϕ = 40°, que coinciden con los valores encontrados en las fracturas experimentales.

De estos perfiles se observa que el primer modo K ′
I tiene un mı́nimo cerca de θ = 0 que crece

de manera simétrica a medida que se aleja del centro. Cerca de los extremos, el primer modo

crece debido a la interacción con la fractura plana. Cuanto menor es la inclinación, mayor es el

efecto de esta interacción. Para el resto de los modos se observa que cumplen con el principio

de simetŕıa local, a excepción de los extremos debido a la interacción con la fractura madre.

Estas conclusiones pueden ser extrapoladas para otros ángulos de inclinación ϕ.
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Parámetros Valores
Lx = Ly 10 [cm]
Lx 20 [cm]
Longitud de la fractura plana 1 [cm]
ϕ 10° − 40°
∆ 0.2− 1.6
Modulo de Young 22 [kPa]
Ratio de poisson 0.43

Cuadro 4.1: Parámetros usados por el modelo de interacción entre hojas.

Para estudiar meramente los efectos de la interacción entre las hojas, los paneles (c)-(e) de la

figura 4.13 muestran las diferencias entre los factores de concentración de tensiones de la fractura

con hojas vecinas y la fractura aislada (K−K ′). El panel (c) muestra el primer modo. Se observa

que a ángulos de inclinación ϕ bajos y separaciones ∆ pequeñas, las interacciones generan, por

un lado, un crecimiento del primer modo alrededor de θ = 0, mientras que experimenta una

supresión por apantallamiento mecánico en los extremos. Este comportamiento disminuye para

hojas menos inclinadas y más separadas. A partir de una separación ∆ = 1, este efecto de

apantallamiento deja de existir para pasar a ser un efecto de aumento de KI . Esto se debe a

que los extremos de las hojas están enfrentados. Resultados similares han sido reportados en

trabajos anteriores [90-92]. Estos comportamientos están en buen acuerdo con los resultados

provenientes de las tomograf́ıas (véase figura 4.12). Otro efecto posible de interacción entre

hojas es el tamaño relativo entre las hojas. Pham y Ravi-Chandar [58] han investigado este

efecto para el primer modo, encontrando que una hoja de mayor tamaño apantalla y disminuye

el KI a sus primeros vecinos.

El panel (d) de la figura 4.13 muestra los efectos de la interacción con hojas vecinas para

el segundo modo. En primer lugar, se puede observar que la presencia de hojas vecinas genera

corte local. También es notorio el perfil antisimétrico (o impar) con respecto a θ. Esto se debe a

que la fractura en θ < 0 (θ > 0) posee otra fractura por debajo (arriba) del frente de fractura.

Para inclinaciones grandes (ϕ = 40°) y ∆ ≥ 1, se observa un perfil que decae de manera

similar a los perfiles para el segundo modo en los resultados por tomograf́ıa. Sin embargo, no

se puede afirmar que sólo se deba a las interacciones entre hojas vecinas. En primer lugar, esto

es observable para separaciones que superan el diámetro de las hojas, superior a las distancias

observadas en las tomograf́ıas. Luego, este modelo simplificado desprecia la geometŕıa real de

las hojas. Si bien este efecto puede contribuir al perfil lineal del segundo modo, se necesitan
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nuevos estudios. Para distancias más pequeñas, se observa un perfil que tiene máximos de corte

(siendo indistinto el signo) cerca de θ = ±π/4 y θ = ±π/2. El mayor corte se genera a distancias

cercanas a ∆ = 1.

El panel (e) muestra el corte del tercer modo generado por la interacción entre las hojas.

A diferencia del segundo modo, las interacciones generan un perfil simétrico en torno a θ = 0.

Para distancias menores a ∆ = 1, existe un aumento paulatino de corte local que posee dos

máximos en θ = ±π/4. A medida que la distancia decrece, el valor de estos máximos también

decrece. Para ∆ > 1, el corte que genera el efecto de las interacciones es más pequeño a medida

que la distancia ∆ aumenta. Debido a que la variación del modo III debido a las interacciones

entre hojas es pequeña, es dif́ıcil de contrastar estos resultados con las tomograf́ıas.

4.4. Conclusiones

En este caṕıtulo, se abordó el estudio de fracturas en modo mixto I+III, centrándose en la

verificación del principio de simetŕıa local. Este principio establece que las hojas de fractura se-

cundaria, expuestas a modos mixtos, se inclinan de tal manera que localmente eliminan el corte

y maximizan el primer modo. Para poner a prueba estas hipótesis, se desarrolló inicialmente un

dispositivo experimental que permitiera generar fracturas en modo mixto I+III en hidrogeles.

Posteriormente, se realizaron tomograf́ıas secuenciales del crecimiento del frente de fracturas,

lo que posibilitó la reconstrucción tridimensional de la geometŕıa de la fractura durante su

propagación.

La obtención de la geometŕıa permitió segmentar el frente de propagación de fracturas en

distintas curvas, y mediante un algoritmo basado en el método de los elementos finitos, se

logró obtener la distribución de tensiones en la muestra. De esta manera, se calcularon los

factores de concentración de tensiones (K) para cada frente de fractura. El análisis de K no

sólo permitió verificar el principio de simetŕıa local en los ensayos realizados, sino que también

posibilitó la observación del efecto de interacción entre las hojas. Para un estudio más detallado

de estos fenómenos, se desarrolló un modelo conceptual que involucra tres hojas circulares

conectadas a una fractura madre expuesta a modo mixto I+III. El análisis de estos resultados

reveló similitudes notables con los obtenidos a través del frente de fractura obtenido mediante

tomograf́ıa computada 3D.
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Caṕıtulo 5

Introducción al Fenómeno de

Nucleación y Crecimiento sobre

Sustratos Curvos

La formación de una estructura cristalina a partir de una fase desordenada inicial (cristaliza-

ción), es uno de los procesos de formación de patrones más ricos, con profundas consecuencias

en la f́ısica y la qúımica de la materia condensada, la ciencia de los materiales, e incluso la

bioloǵıa. Durante años se ha estudiado este proceso mediante experimentos, simulaciones y

modelos matemáticos, tanto en sistemas tridimensionales como bidimensionales.

En general, el mecanismo fundamental de la cristalización viene dado por el fenómeno

de nucleación y el crecimiento, donde una fluctuación inicial en la fase desordenada forma

espontáneamente una pequeña semilla del cristal de equilibrio. En la imagen más simple, sólo

hay dos enerǵıas asociadas a esta semilla [93, 94]. Hay una ganancia de enerǵıa libre debido

a la formación de una parte de la estructura de equilibrio (menos energética). Pero también

hay una penalización de enerǵıa debido a la formación de una interfaz entre el cristal y la fase

desordenada. Esta competición conduce a un proceso de activación en el que sólo las semillas que

superan un tamaño cŕıtico son capaces de crecer, mientras que el resto se colapsa y desaparece

por tensión superficial.

En un material bidimensional, podemos modelar este proceso como la formación de un

núcleo circular con radio R. La enerǵıa en volumen (‘bulk energy’) de este núcleo es πR2∆f ,

donde ∆f representa la diferencia local de enerǵıa libre entre el estado final e inicial de la fase
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en transición y, por lo tanto, negativo. Además, la enerǵıa superficial se expresa como 2πRγ,

siendo γ la tensión superficial. Por ende, la variación de enerǵıa libre ∆F debido a la formación

de núcleos queda definida por la ecuación [93, 94]:

∆F = 2πRγ − πR2|∆f | (5.1)

La figura 5.1 a) (ĺınea punteada) ilustra gráficamente la ecuación 5.1. La competencia entre

ambos términos determina la dinámica de la nucleación. Únicamente los núcleos cuyos tamaños

superen el radio cŕıtico R0
c = γ/∆f experimentarán un crecimiento.

Sin embargo, la geometŕıa que adopta el cristal puede imponer restricciones a la interac-

ciones locales, en un fenómeno conocido como frustración geométrica [95, 96]. La frustración

geométrica no es exclusiva de cristales; un ejemplo clásico de esto aparece en el ordenamiento

de sistema de espines en baja temperatura en una red triangular antiferromagnética [97]. Una

vez que dos de los espines se alinean en sentidos opuestos, independientemente de la dirección

en que se coloque al tercer esṕın, este no podrá ser antiparalelo a los otros dos simultánea-

mente. De manera global, podemos definir a la frustración geométrica como la inhabilidad del

sistema en propagar globalmente con el patrón de preferencia local [98]. Aplicados a sistemas

ŕıgidos, como cristales, puede implicar el impedimento de propagar más allá de cierta distan-

cia. Sistemas blandos, como part́ıculas coloidales [99, 100], copoĺımeros en bloque [101-103],

cristales ĺıquidos [104, 105], cápsides virales [106, 107], toleran mejor la frustración geométrica

permitiendo la propagación de un orden imperfecto sobre, al menos, alguna extensión finita

[98].

En los siguientes caṕıtulos presentaremos dos modelos para estudiar como la geometŕıa sub-

yacente afecta al proceso de crecimiento cristalino en geometŕıa curvas. En general, la geomtŕıa

de una superficie orientada (esto es, separando un región ‘interna’ de una región ‘externa’ en

un espacio tridimencional) puede ser completamente caracterizada por la curvatura principal

κi(r) = ±1/Ri (i = 1, 2), donde R1 (R2), es el radio de curvatura más pequeño (más grande) del

ćırculo tangente a la superficie en r y el signo es positivo (negativo) si el ćırculo está contenido

en la región interna (externa) de la superficie. De esta forma, podemos definir la curvatura

Gaussiana como G(r) = κ1(r)κ2(r) y la curvatura media como H(r) = (κ1(r) + κ2(r))/2 [108].

El caso de G = 0 y H ̸= 0 representa un plano doblado en una dirección. Como esta
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Figura 5.1: Nucleación y crecimiento de cristales. a) Esquema de la diferencia de enerǵıa
libre ∆F para un núcleo circular creciendo en un plano (ĺınea punteada) y para un núcleo con
forma de parche sobre una esfera (linea sólidas) de radio decreciente a1 > a2 > a3 y módulo de
Young creciente Y1 < Y2 < Y3. R

0
c muestra el radio de cŕıtico para un núcleo plano. Ri

eq con
i = 1, 2 muestra el radio de equilibrio para una un parche sobre una esfera. ∆f y γ

permanecen fijos. b) Radio (geodésico) cŕıtico Rc en función de radio a de la esfera (ĺınea
sólida) y del cilindro (ĺınea punteada). Ambas variables están normalizadas por el radio

cŕıtico R0
c .

superficie puede ser aplanada preservando áreas (teorema de Minding [108]), el proceso de

cristalización puede ser mapeada al caso de la superficie plana cuyos resultados son triviales,

por el ejemplo en el caso de cilindro (véase figura 5.1 b). Casos no-triviales ocurren cuando

la curvatura Gaussiana es distinta de cero, como es el caso de una esfera de radio a, donde

κ1 = κ2 = 1/a. En este caso, la superficie no puede ser aplanada preservando áreas y por

lo tanto, el proceso nucleación y crecimiento se ve afectado. En otras palabras, la curvatura

Gaussiana representa la curvatura ‘intŕınseca’ debido a que puede determinarse a partir de las

mediciones de longitud en la propia superficie y, dicho en otras palabras, es invariante ante

deformaciones que preserven la distancia entre puntos localmente (teorema Egregium [108]).

En nuestro trabajo estudiaremos el proceso de cristalización sobre esfera como modelo de

superficie curva. Sobre esta superficie el cristal no puede propagar libre de defectos. Cristales o

sistemas autoensamblantes blandos, propagan agregando dislocaciones, disclinaciones, cicatrices

por bordes de grano (‘grain boundary scars’) y pliegues (‘pleats’) [99, 100, 109]. Sin embargo,

si la enerǵıa de núcleo (‘core energy’) es muy grande, el cristal modifica su morfoloǵıa a fin de

evitar defectos. Para entender este proceso es posible calcular, usando la teoŕıa de elasticidad

continua, la contribución a la enerǵıa libre ∆F debido a deformación del cristal [110-112]. Para

un parche de cristal de radio R (casquete esférico), como se observa en la figura 5.1 b) que crece
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sobre una esfera de radio a, la diferencia enerǵıa libre es:

∆F = 2πRγ − πR2|∆f |+ π

384
Y
R6

a4
(5.2)

donde Y es el módulo de Young bidimensional del cristal. La figura 5.1 a) muestra la diferencia

de enerǵıa libre para tres módulo de Young y radio de esfera diferentes. Cuando el radio de la

esfera grande (a1) y el módulo de Young pequeño (Y1), el cristal puede crecer hasta un radio

de equilibrio R
(1)
eq sin defectos que representa un mı́nimo de enerǵıa local de la ecuación 5.2. A

medida que el radio de esfera (módulo de Young) disminuye (aumenta), el radio de equilibrio

disminuye hasta que pasado cierto punto, ya no es estable el crecimiento sin defectos (curva

a3, Y3). Para poder crecer, los cristales con altas enerǵıas de núcleo adoptan formas de listón

para seguir creciendo con una significativa reducción en la frustración geométrica, a expensas

de crear una mayor interface con la fase desordenada [110, 112].

El sustrato esférico también puede afectar al proceso de nucleación. El radio cŕıtico Rc por

el cuál sólo núcleos más grandes pueden crecer depende de la curvatura de la siguiente manera

[113]:

Rc = a arctan(R0
c/a) (5.3)

La figura 5.1 b) (ĺınea sólida) muestra el cómo vaŕıa el radio cŕıtico con respecto al radio de

la esfera. Se observa que el radio cŕıtico disminuye monótonamente al disminuir el radio del

sustrato esférico, lo que significa que, para una curvatura positiva, el proceso de nucleación y

crecimiento se ve favorecido por curvaturas más elevadas. La razón de ello es, una vez más,

geométrica: en la superficie de las esferas, los ćırculos tienen más superficie cerrada para un

peŕımetro dado en comparación con el caso plano, y la relación superficie-peŕımetro aumenta al

aumentar la curvatura [113]. A modo comparación, podemos ver el radio cŕıtico para un sustrato

ciĺındrico; cómo la curvatura Gaussiana es nula, el proceso de nucleación no es afectado y es

igual al de un sustrato plano.

5.1. Modelo de campos de fases

Para estudiar el efecto de la curvatura esférica en el proceso de crecimiento cristalino,

desarrollaremos un modelo de campos de fases. Este modelo está basado en el modelo de
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campos medios para las transiciones de fases desarrollado por Ginzburg y Landau a fines de

1930. Este modelo define un parámetro de orden ϕ(r) que cambia de manera discontinua en la

interfase de un cambio de fase de primer orden, aśı, el parámetro de orden define la densidad

local de una fase con respecto a la otra. Sus valores oscilan entre 0, cuando el sistema está

localmente totalmente desordenado en la fase ĺıquida, y 1, cuando el sistema está localmente

totalmente ordenado en una fase cristalina. En el caso de una transición de fase de primer

orden, la enerǵıa libre f(ϕ, T, P ) que describe la enerǵıa entre las dos fases local y es modelada

como un doble pozo que depende de ϕ(r), de la temperatura local T y la presión P . La enerǵıa

asociada a la interfase para un medio anisotrópico a primer orden es proporcional a |∇ϕ|2 ya

que es independiente de la orientación espacial. De esta manera, la enerǵıa libre F del sistema

se define para un sistema plano (G = 0) como:

F =

∫

d2r
[

e(r)|∇ϕ(r)|2 + f(ϕ(r), T, P )
]

(5.4)

donde el término e(r) determina la magnitud de la penalización inducida por la presencia de

interfases. La competencia entre el deseo del sistema en permanecer en uno de los mı́nimos de la

fase de volumen de f(ϕ) (ĺıquido o sólido) y el costo de gradientes altos resulta en un ancho de

interfaz finito [114]. En nuestros modelos asumimos un proceso isobárico, por lo que se puede

despreciar la presión P en el último término. Luego la propagación del cristal viene dado por

la ecuación de difusión:

∂ϕ

∂t
= −µϕ

δF

δϕ
(5.5)

donde µϕ es la movilidad del sistema y δF
δϕ

es la derivada variacional de F en función de ϕ.

Este modelo de campos de fases es modificado en los siguientes caṕıtulos para estudiar dos

procesos particulares en superficies curvas: cristalización con orientación cristalina y cristali-

zación dendŕıtica (en el apéndice). Este último proceso, ampliamente estudiado en superficies

planas [115, 116], implica agregar el calor latente de solidificación, de manera tal que se agrega

una ecuación para el campo de temperatura [114]. Más detalles del modelo se pueden encontrar

en el apéndice.

Para modelar la orientación cristalina, se define un nuevo campo Θ(r) que representa la

orientación local. Los parámetros de orden (ϕ,Θ) pueden ser interpretados como una descom-
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Figura 5.2: Orientación cristalográfica en superficies curvas. a) Coordenadas
cartesianas, la orientación cristalina es constante para un mismo vector q. b) Coordenadas
curviĺıneas, la orientación cristalina cambia para q. c) Representación gráfica del transporte

paralelo sobre una esfera.

posición polar de un parámetro de orden complejo, donde ϕ es la magnitud y Θ es el ángulo

de la fase en el plano complejo. La orientación local del campo Θ debe perder su significado en

la fase desordenada cuando ϕ 7→ 0. Una definición estad́ıstica plausible de este parámetro de

orden es Φ(r) = ϕeiNΘ = ⟨eiNΘj⟩ donde Θj es el ángulo de enlace con las part́ıculas vecinas

formando los bloques de construcción básicos del cristal. De las misma forma, ⟨⟩ representa un

promedio en el espacio sobre una gran distancia en comparación con las distancias atómicas

pero pequeñas en comparación con las caracteŕısticas microestructurales de interés [114]. La

fase Θ(r) define la orientación local del cristal que toma valores en el rango de −π a π. Los

cristales tienen una N-simetŕıa CN que restringe el dominio de Θ a estar en el rango irreducible

−π/N < Θ ≤ π/N [114, 117]. En el caṕıtulo 6 detalla el modelo usado.

5.2. Orientación cristalina en coordenadas curviĺıneas

La orientación del cristal Θ(r), aunque está bien definido en las coordenadas cartesianas

habituales en un plano 2D, necesita modificaciones en las coordenadas curviĺıneas. Definamos a

−→q como el vector que define la orientación local del cristal. En las coordenadas cartesianas, como

se muestra en la figura 5.2 a, el campo de orientación se puede obtener de Θ(r) = cos−1(−→q ·x̂), en

la que x̂ es el vector base de la dirección x. Como x̂ es constante en las coordenadas cartesianas,

Θ(r) también es constante dentro de un solo grano de cristal con la misma orientación local

−→q . Sin embargo, este no es el caso en coordenadas curviĺıneas, como se muestra en la 5.2 b.

Si nuevamente tomamos la orientación como el ángulo entre −→q y el marco de coordenadas, es
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decir, Θ(r) = cos−1(−→q · û), versor û = û(r) ahora es una función de la posición. Por lo tanto,

dos vectores paralelos −→q (r1), −→q (r2) darán lugar a diferentes orientaciones Θ(r1) ̸= Θ(r2), es

decir, la orientación Θ(r) se vuelve espacialmente variable, mientras que la orientación f́ısica

sigue siendo la misma.

Imaginemos ahora que un cristal propaga sobre la trayectoria del triángulo A-N -B, como

se muestra en la figura 5.2 c. A medida que la propagación sigue el transporte paralelo, cuando

está retorna al mismo punto A se observa que la orientación del cristal ha cambiado en ∆Θ. Esto

se debe a que no existe un campo vectorial constante sobre superficies curvas. En consecuencia,

el cálculo de la derivada de Θ debe incluir el cambio del versor de referencia û. Para una

superficie 2D, parametrizada de forma ortogonal, el diferencial correcto debe tomarse como

DΘ = dΘ− Λ · dr, donde

Λ =

(

− ∂vE

2E
√
EG

,
∂uG

2G
√
EG

)

(5.6)

donde E, G son elementos diagonales del tensor métrico g =







E F

F G






. Finalmente, se obtiene

el operador gradiente corregido para Θ:

∇Θ 7→ ∇Θ−Λ (5.7)

La sustitución de la ecuación 5.7 debe realizarse en el cálculo de la derivada de Θ permi-

tiendo la reproducción correcta de los orientación cristalina en la topograf́ıa [117]. Además,

esta ecuación permite calcular la desorientación total acumulada a lo largo de un camino que

conecta los puntos r1, r2 en la superficie, tomando la integral de camino δΘ =
∫ r2
r1
(∇Θ−Λ) ·dr.

Para un contorno cerrado C, la desorientación se puede calcular como

∆Θ =

∮

(∇Θ−Λ) · dr = −
∮

Λ · dr (5.8)

A partir de la ecuación 5.8, se puede ver claramente que la desorientación del circuito cerrado

∆Θ es invariable de la propagación del cristal. Además, a través del teorema de Gauss-Bonnet,

podemos transformar aún más la ecuación 5.8 en ∆Θ = −
∮

Λ · dr = −
∮

G · dS, donde dS es

el elemento de superficie.

En el siguiente caṕıtulo estudiaremos la propagación de frente de cristalización sobre su-
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perficies esféricas y como la curvatura del sustrato afecta a la orientación y propagación del

cristal. En el apéndice se desarrolla un estudio similar para el análisis de cristales dendŕıticos

sobre sustratos esféricos.
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Caṕıtulo 6

Modelado de Crecimiento de Cristales

sobre Superficies Esféricas: Cristales

Fracturados

6.1. Introducción

Tal como se describió en el caṕıtulo anterior, el crecimiento de una peĺıcula de cristal 2D

sobre un sustrato plano viene dictado por la competición entre una ganancia de enerǵıa, obte-

nida al formar un trozo del cristal de equilibrio, y una penalización por tensión lineal debida a

la interfase de los núcleos con el entorno [93, 94]. Esta competencia de enerǵıa libre produce un

tamaño cŕıtico para el crecimiento del cristal. Sólo los núcleos que superan este tamaño cŕıtico

pueden crecer añadiendo part́ıculas de cristal a su superficie. Los núcleos subcŕıticos se colapsan

por tensión superficial. Además de esta simple descripción de campo medio de la nucleación y

el crecimiento, pueden surgir algunas complejidades a partir de diferentes mecanismos de inter-

cambio de enerǵıa, difusión limitada de part́ıculas y tensión lineal anisotrópica de los núcleos,

entre otros efectos, que pueden dar lugar a una amplia variedad de dinámicas y geometŕıas de

los núcleos [93, 94].

Por el contrario, podŕıa ser simplemente imposible hacer crecer un cristal perfecto en un

sustrato curvado [113]. Esto se debe a que la curvatura subyacente puede inducir distorsiones de

la red cristalina, aumentando su enerǵıa de deformación (un efecto conocido como frustración

geométrica) [98, 118]. En este sentido, dependiendo de la geometŕıa subyacente, un cristal puede
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necesitar una gran deformación para poder cristalizar en la superficie curva, aumentando aśı la

enerǵıa elástica de la estructura de la red. Por ejemplo, la enerǵıa libre de un cristal circular

perfecto de tamaño R que crece sobre una esfera de radio a (casquete esférico) se ha modelado

mediante la ecuación 5.2. El último término es una penalización de enerǵıa libre inducida por

la geometŕıa no plana del sustrato, que inhibe un mayor crecimiento de los núcleos más allá

del tamaño de equilibrio Req ∼ (∆f/Y )
1

4a [110]. En un dominio plano, también es posible

frustrar un cristal bajo tensión si la curvatura intŕınseca está asociada a las interacciones de

las part́ıculas [119].

Sin embargo, el crecimiento de núcleos en superficies curvas podŕıa reducir la frustración

elástica de dos maneras. Una posibilidad es mediante la inclusión de defectos topológicos durante

el crecimiento [120, 121]. Esto se debe a que los defectos topológicos pueden contribuir a reducir

las distorsiones elásticas en la red, permitiendo una mayor propagación. La otra posibilidad es

cambiando la forma del cristal a estructuras tipo cinta o ramificadas, lo que se ha observado

recientemente en experimentos con cristales coloidales creciendo en esferas [110], en simulaciones

Monte Carlo de autoensamblado de cápsulas virales [122], y simulaciones de campo de fase [112,

123].

En este trabajo estudiamos el proceso de cristalización isotérmica sobre sustratos esféricos

utilizando un funcional de enerǵıa libre que tiene en cuenta el estrés elástico inducido por la

frustración geométrica. Demostramos que la tensión elástica dicta el proceso de crecimiento.

Los cristales en crecimiento pueden cambiar su forma y también agrietarse, dependiendo de la

curvatura del sustrato y de la rigidez de la red.

6.2. Modelo

Aqúı utilizamos una variación del modelo de Kobayashi, Warren y Carter (modelo KWC),

que puede utilizarse para estudiar la cristalización en geometŕıas curvas. Este modelo ha si-

do ampliamente utilizado para estudiar el crecimiento isotérmico de grano y la formación

y evolución de los ĺımites de grano [114, 117, 124, 125] tanto en sistemas eucĺıdeos 2D y

3D, como en sistemas cónicos [117]. El modelo KWC se compone de una enerǵıa interfa-

cial FI =
∫

e(∇ϕ,Θ)|∇ϕ|2dS, la enerǵıa de superficie FB =
∫

f(ϕ)dS, y la enerǵıa elástica

FE =
∫

(s0ϕ
2|∇Θ−Λ|+ t0ϕ

2|Θ−Λ|2)dS.
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Figura 6.1: Cristal esférico y parámetros geométricos que describen su forma. Esta
figura muestra la malla computacional utilizada para resolver la ecuación en coordenadas
esféricas. Los parámetros l y w representan la longitud y el ancho del casquete de cristal en

forma de cinta, respectivamente.

El funcional de enerǵıa libre total en el modelo KWC viene dado por:

F =

∫

{e(∇ϕ,Θ)|∇ϕ|2 + f(ϕ)

+ s0ϕ
2|∇Θ−Λ|+ t0ϕ

2|Θ−Λ|2} dS,
(6.1)

En geometŕıas curvas, el gradiente y el elemento de superficie se escriben en coordenadas cur-

viĺıneas como ∇ = gij∂j, donde g
ij = (g−1)ij es el tensor métrico, g es el determinante del

tensor métrico y ∂
∂xi

= ∂i, y dS =
√
g dx1dx2.

Obsérvese que en esta expresión el gradiente para la orientación cristalina Θ es ∇Θ → ∇Θ−

Λ, donde Λ es la conexión de esṕın que tiene en cuenta la variación espacial de los vectores base

debido a la geometŕıa no euclidiana. La conexión de esṕın puede considerarse como el “potencial

vectorial geométrico”, ya que el rotor de la conexión de esṕın es la curvatura gaussiana ∇ ×

Λ(r) = G(r)n̂ de la misma manera que el rotor del potencial vectorial electromagnético A es

el campo magnético ∇×A(r) = B(r), donde n̂ es la normal de la superficie [117].

En la ecuación funcional de la enerǵıa libre (6.1) f(ϕ) representa la enerǵıa libre local

de un sistema homogéneo que tiene un parámetro de orden ϕ. En el marco de las teoŕıas
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Guinzbug-Landau de transiciones de fase, esta contribución de enerǵıa libre se considera como

una expansión polinómica en términos del parámetro de orden ϕ. Este enfoque se ha utilizado

ampliamente en la literatura para describir una amplia diversidad de sistemas de formación de

cristales, que van desde patrones hexagonales de copoĺımeros en bloque blandos autoensambla-

bles hasta cristales duros (véase, por ejemplo: [121, 126-128] y sus referencias).

Para modelar transiciones de fase de primer orden f(ϕ) necesita tener la forma de un

potencial asimétrico de doble pozo, donde cada mı́nimo local representa una de las fases de

equilibrio (el mı́nimo local de mayor enerǵıa se localiza en el estado desordenado inicial ϕ = 0,

y el otro mı́nimo absoluto se localiza en el estado cristalino final ϕ = 1) [126]:

f(ϕ) =
w

4
ϕ4 − (

w

2
− m

3
)ϕ3 + (

w

4
− m

2
)ϕ2 (6.2)

donde el parámetro m controla la fuerza impulsora a la fase cristalina y w controla la fuerza

de la barrera del doble pozo. Para el crecimiento adiabático del cristal, m es una función de

la temperatura [116]. En este trabajo consideramos un crecimiento isotérmico, por lo tanto, m

es una constante. Para facilitar el crecimiento cristalino fijamos m = 0.5, es decir, fijamos la

temperatura del sistema donde f(ϕ) se convierte en un potencial de pozo único con un punto

de inflexión en ϕ = 0. El parámetro w controla la altura de la barrera de activación entre las

dos fases a la temperatura de fusión. Por tanto, éste fija el ancho de la interfase W , mediante la

relación W ∼
√

e
w
[125]. Además, w es una medida del calor latente por área de solidificación.

Aqúı hemos fijado w = 1.

El término e(∇ϕ,Θ) en la ecuación (6.1) representa la penalización para formar interfaces.

En el caso concreto de una interfase ĺıquido-sólido, el parámetro e(∇ϕ,Θ) representa la tensión

superficial del cristal que depende de la orientación del cristal. En coordenadas curviĺıneas, la

orientación del cristal viene definida por el ángulo ψ que se forma entre el frente de crecimiento

del cristal (-∇ϕ) y el versor x̂1, es decir, tan(ψ) =
(−∂x2ϕ/

√
g22

−∂x1ϕ/
√
g11

)

. También se puede definir como

la orientación relativa α que es la diferencia de ψ con el mapa orientativo Θ:

α = ψ −Θ (6.3)

Tal como discutimos en el caṕıtulo anterior, para cristales con N-simetŕıa, α debe reducirse al
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dominio principal [−π
n
, π
n
). Teniendo esto en cuenta, el parámetro e(α) puede definirse como:

e(α) =
1

2

[

e0(1 + δ0cos(nα) )
]2

(6.4)

donde e0 controla la magnitud de la penalización de la tensión lineal, n representa la simetŕıa

CN del sistema (n = 4 para un cuadrado, n = 6 para un hexágono, y aśı sucesivamente), y δ0

controla la fuerza de la anisotroṕıa. Los términos tercero y cuarto del funcional de enerǵıa libre

en la ecuación (6.1) garantizan la formación y el movimiento estable de granos de ancho finito,

respectivamente [114, 117]. Los coeficientes se escriben de tal manera que las variaciones en la

orientación de la red se penalizan para una fase bien ordenada. El cuarto término del funcional

de enerǵıa libre, relacionado con el movimiento de grano, es necesario en el caso de estudios

relativos al crecimiento y engrosamiento de grano a largo plazo en sistemas policristalinos.

Aqúı, por simplicidad, consideramos el caso t0 = 0. Como era de esperar, hemos encontrado

resultados numéricos similares para el crecimiento de una semilla monocristalina en una esfera

para t0 ̸= 0.

Para el modelo KWC, las ecuaciones de relajación que describen la dinámica de la transición

de fase adoptan la forma:

µϕ
∂ϕ

∂t
= −δF

δϕ

µΘ
∂Θ

∂t
= −δF

δΘ

(6.5)

donde µϕ y µΘ son los factores de escalado cinético del sistema. Definiendo la enerǵıa libre F

como F =
∫

L(ϕ,∇ϕ,Θ,∇Θ)dS, se escriben las derivadas funcionales:

δF

δϕ
=
∂L

∂ϕ
−∇ ·

( ∂L

∂∇ϕ
)

δF

δΘ
=
∂L

∂Θ
−∇ ·

( ∂L

∂∇Θ

)

(6.6)

donde el operador de divergencia en coordenadas curviĺıneas se escribe ∇· = 1√
g
∂i
√
g.
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Para el modelo KWC estas derivadas toman la forma:

δF

δϕ
= −

[

2∇e(α) · ∇ϕ+ 2e(α)∇2ϕ+ e′(α)
∂α

∂∇ϕ |∇ϕ|
2

]

+ f ′(ϕ) + 2s0ϕ|∇Θ−Λ|
δF

δΘ
= −∇ ·

[

s0ϕ
2 ∇Θ−Λ

|∇Θ−Λ|

]

+ e′(ϕ)
∂α

∂Θ
|∇ϕ|2

(6.7)

Para estudiar el crecimiento isotérmico de cristales en esferas escribimos las ecuaciones en

coordenadas esféricas (véase ecuaciones A.7 - A.9), donde los puntos de la esfera se especifican

mediante r(θ, φ), donde x1 = θ ∈ [0, π] es el ángulo polar medido desde una dirección cenital

fija, y x2 = φ ∈ [0, 2π) es el ángulo azimutal (Figura 6.1). En estas coordenadas, el elemento de

superficie ds viene dado por ds2 ≡ |dr|2 = a2dθ2+sin(θ)2a2dφ2. Las ecuaciones de evolución se

resuelven numéricamente en Python utilizando un esquema de diferencias finitas, adelante en

el tiempo y centrado en el espacio. Como se ha mencionado anteriormente, la orientación local

de la red se define como el ángulo entre la dirección cristalográfica y un vector base unitario.

Aqúı, por simplicidad, la orientación se mide con respecto al eje latitudinal utilizando el vector

base unitario θ̂. Como semilla cristalina inicial, utilizamos un pequeño casquete esférico que

tiene ϕ = 1, y fijamos ϕ = 0 en el resto de la esfera [129]. También, es posible modelar múltiples

núcleos en crecimiento sembrando en diferentes partes de la esfera. La posición temporal de la

interfase se identifica aqúı como la región donde el parámetro de orden toma su valor intermedio

ϕ = 0.5. Para el campo orientacional inicial Θ, utilizamos una orientación constante dentro de

la semilla de cristal, y una fase aleatoria para el resto de la esfera. T́ıpicamente, fijamos los

parámetros e0 = 0.01, µϕ = 3 · 10−4, µΘ = 3 · 10−5 y δ0 = 0.2, como se utiliza en otros estudios

numéricos [114, 116]. Debido a las coordenadas esféricas, nuestra malla de cálculo no es uniforme

y el tamaño de la celda disminuye en la dirección del ángulo polar hasta alcanzar un máximo

en el ecuador de la esfera, como puede verse en la figura 6.1. En el polo de la esfera, el tamaño

del elemento de grilla es cero y, por tanto, el polo es un punto singular. Sin embargo, debido

a la frustración geométrica, para los sistemas aqúı estudiados la cristalización se completa sin

llegar a los polos, incluso para los casos en que la rigidez del cristal es pequeña (s0 ∼ 0.01).

Para utilizar mallas equivalentes, variamos el número de puntos de la malla para las distintas

esferas (desde nθ x nφ = 200x400 para esferas de a = 1.5, hasta nθ x nφ = 466x932 para esferas

de a = 3.5). El paso angular viene dado por ∆θ = π
nθ−1

y ∆φ = 2π
nϕ−1

.
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Figura 6.2: Cristalización en una esfera. Esta figura muestra la evolución temporal de
paredes de dominio de un cristal ŕıgido con s0 = 0.05 sobre una esfera de radio a = 1.5. La

primera columna (a) representa el parámetro de orden ϕ y la segunda columna (b) representa
el campo de orientación Θ. Las dos primeras filas representan la vista desde los ejes normales

de la semilla inicial; la tercera fila representa la vista de uno de los lados del cristal, y la
última fila representa la vista desde el lado opuesto de la semilla inicial.
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6.3. Resultados

La figura 6.2 muestra el crecimiento de un núcleo circular inicial sobre un sustrato esférico

de radio a = 1.5. Aqúı el tiempo fluye de izquierda a derecha, y las filas superior e inferior co-

rresponden al parámetro de orden ϕ y a los mapas de orientación del cristal Θ, respectivamente.

De esta figura se desprende claramente que la curvatura subyacente modifica en gran medida

el proceso de crecimiento del cristal sobre sustratos esféricos. A medida que el núcleo va cre-

ciendo, la curvatura del sustrato induce un cambio continuo en la orientación de la red (véanse

las dos primeras figuras de la fila inferior). Esta variación en la orientación de la red produce

un gran incremento en la enerǵıa elástica, lo que inhibe un mayor crecimiento isótropo. Aqúı,

para continuar su crecimiento, el núcleo se agrieta en trozos de orientación aproximadamente

constante (dos últimas columnas). Obsérvese que, mientras que las paredes de dominio pueden

identificarse con variaciones en el campo orientacional Θ, las grietas pueden identificarse con

regiones que no llegaron a cristalizar, de modo que el parámetro de orden ϕ permanece próximo

a cero, incluso a tiempos largos. Este es un efecto puramente geométrico debido a la curvatura

del sustrato. Experimentos realizados por Mitchell et al., muestran patrones de cristalización

similares cuando las láminas de nanopart́ıculas son forzadas a cubrir superficies con curvatura

gaussiana positiva [130].

Nótese que las grietas que aparecen aqúı como mecanismo para relajar la enerǵıa elástica,

son similares a la ramificación de tipo fractal observada en cristales esféricos coloidales [110].

Aqúı, inicialmente el núcleo crece en un cristal hexagonal y aparecen grietas en las caras del

hexágono que son las regiones sometidas a mayor tensión, como se muestra en la primera

columna de la Figura 6.2. Un mecanismo similar se observó en simulaciones de crecimiento de

cristales en esferas, basadas en un modelo de campo de fases diferente [112].

Para entender la desviación del crecimiento isotrópico, evaluamos el exceso de enerǵıa libre

por frustración elástica de un núcleo circular en crecimiento:

FE =

∫

s0ϕ
2|∇Θ− Λ|dS ≈ 2

3
πs0

R3

a2
(6.8)

Considerando que en la fase cristalina, el modelo aqúı estudiado conduce a ϕ ∼ 1 y ∇Θ ∼ 0.

Para un cristal homogéneo circular que tiene un radio R, en la superficie de una esfera de
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Figura 6.3: Efectos de la curvatura del sustrato y la rigidez de los cristales. En la fila
superior comparamos las morfoloǵıas de los cristales para la misma rigidez s0 = 0.05 y dos

tamaños de sustrato diferentes a = 1.5 (a) y a = 3.5 (b) (el tamaño de la figura representa el
tamaño relativo del sustrato). En la fila inferior comparamos las morfoloǵıas cristalinas por
sustratos del mismo tamaño a = 1.5, y las distintas rigideces s0 = 0.015 (c), y s0 = 0.05 (d).

radio a, como R ≪ a, la enerǵıa de interfase puede aproximarse por la enerǵıa de un cristal

circular plano, es decir, FI ≈ 2πγR. Del mismo modo, la enerǵıa de superficie viene dada por

FB ≈ π∆fR2. Añadiendo a estos valores la enerǵıa elástica del casquete circular (eq. 6.8), la

enerǵıa libre total se obtiene como Fcap = 2πRγ − πR2∆f + 2π
3
s0

R3

a2
. Entonces, Req se calcula

simplemente minimizando esta enerǵıa libre del casquete cristalino. Aśı, a diferencia del espacio

euclidiano, aqúı el crecimiento homogéneo de los cristales se ve frustrado más allá de un tamaño

de equilibrio determinado por:

Req ≈
∆f +

√

(∆f)2 − 4γs0/a2

2s0/a2
(6.9)

Entonces, cuando el cristal alcanza el tamaño determinado por Req, no puede crecer más sin
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Figura 6.4: Ancho angular del cristal. Estas figuras muestran el ancho angular del cristal
en función del radio de la esfera a (arriba), y de la rigidez s0 (abajo). La curva teórica “sin
grietas” corresponde al ancho angular de equilibrio para una cristal con forma de cinta sin

fracturas.

reducir la frustración. Como se ha señalado en la introducción, anteriormente se ha descubierto

que la frustración geométrica puede aliviarse mediante defectos topológicos o cambiando la

forma del cristal en crecimiento. Como se observa en la figura 6.2, en este modelo los núcleos

isotrópicos iniciales acaban adquiriendo una forma de cinta fracturada. Como el grado de frus-

tración viene dictado por la curvatura y la rigidez del cristal, cabe esperar que la forma del

cristal dependa en gran medida de estos parámetros. La figura 6.3 muestra la forma final de

los cristales fracturados en forma de cinta para distintos sustratos de curvatura y rigidez del

cristal. En la fila superior (paneles a-b) se compara el efecto de la curvatura del sustrato sobre

la forma del cristal. Claramente, para curvaturas más altas (sustratos esféricos más pequeños)
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Figura 6.5: Grietas cristalinas y circularidad adimensional. Esta figura muestra el
efecto de la rigidez del cristal en la geometŕıa de las grietas del cristal a medida que el cristal
crece en la esfera. Los paneles a) y b) comparan el perfil del parámetro de orden ϕ en las

coordenadas esféricas θ - φ para un cristal hexagonal que crece en una esfera de radio a = 1.5
en escala de grises para indicar las grietas en el cristal. En la simulación del panel a) hemos
fijado s0 = 0.01 y en el panel b) hemos fijado s0 = 0.05. El panel c) muestra la circularidad

adimensional (ec. 6.18) para diferentes valores de s0.

los cristales se fracturan más y adquieren una forma más parecida a una cinta. Del mismo

modo, en la fila inferior se compara el efecto de la rigidez del cristal, para sustratos de la misma

curvatura. Aqúı también queda claro que, para redes cristalinas más ŕıgidas (panel d), el cristal

se fractura más y adquiere forma de cinta. Se observaron patrones similares en forma de cinta

en las simulaciones Monte Carlo de la formación de la cubierta de las cápsides de protéınas

v́ıricas [122].

Para estudiar los efectos de la curvatura del sustrato y la rigidez de la red, en la figura 6.4

mostramos cómo vaŕıa el ancho angular θw, donde w = aθw, de los cristales de cinta con el

tamaño del sustrato (arriba) y la rigidez s0 (abajo), tal como se obtiene de las simulaciones

(puntos negros). Esta figura muestra claramente que el ancho de los cristales en forma de cinta

se reduce para sustratos más curvados (a más pequeño) y redes más ŕıgidas (s0 más grande).

Para comprender mejor el ancho de equilibrio de los cristales sobre esferas, podemos apro-

ximar la enerǵıa libre (ecuación 6.1) para morfoloǵıas en forma de cinta de ancho w = aθw y

longitud l, como se muestra en la figura 6.1. Para un cristal en forma de cinta libre de defectos

en una esfera de radio a, podemos aproximar la enerǵıa de interfaz FI en coordenadas esféricas
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como:

FI =

∫ θ2

θ1

∫ ∆φ

0

e(α)|∇ϕ|2a2sin(θ)dφdθ (6.10)

donde θ1 y θ2 son los ángulos polares superior e inferior de la interfaz del cristal en forma

de cinta, respectivamente, mientras que ∆φ representa la longitud angular del cristal, como se

muestra en la figura 6.1. El parámetro e(α) puede aproximarse mediante el valor medio definido

como e = 1
2π/n

∫ π/n

−π/n
1
2
[e0(1 + δ0cos(nα))]

2dα =
e2
0

4π/n
π
n
(2 + δ20); para los parámetros empleados

en este trabajo tenemos 1 ≫ δ20, por tanto, e ∼
e2
0

2
.

Dado que ∇ϕ desaparece en todo el cristal excepto en la interfase, podemos expresar FI

como la tensión lineal e multiplicada por el peŕımetro del cristal, es decir, FI = e(a∆φ(sin(θ2)+

sin(θ1)) + 2a(θ2 − θ1)). Finalmente, suponiendo que el cristal crece simétricamente respecto al

eje del ecuador, podemos reescribir θ1 = π
2
− θw

2
, θ2 = π

2
+ θw

2
y que l = a∆φ, por lo tanto,

FI ≈ e
(

2 a∆φ cos
(

θw
2

)

+ 2aθw
)

. Por lo tanto, la enerǵıa de interfase (primer término de la

ecuación 6.1) de un cristal de cinta sobre una esfera puede aproximarse por:

FI =

∫

e(∇ϕ,Θ)|∇ϕ|2dS ≈ e
(

2l cos
( w

2a

)

+ 2w
)

, (6.11)

donde e ≈ e2
0

2
es la media de la penalización de la tensión de ĺınea. Esencialmente, FI es la

tensión superficial e multiplicada por el peŕımetro de la cinta. Del mismo modo, la enerǵıa libre

de la superficie (segundo término de la ecuación 6.1) puede expresarse en coordenadas esféricas

como:

FB =

∫ θ2

θ1

∫ ∆φ

0

f(ϕ)a2sin(θ)dθdφ (6.12)

Como ϕ ∼ 1 en el grueso del cristal, podemos tomarlo fuera de la integral FB ≈ f(ϕ =

1)
∫

dS y como f(ϕ = 1) = −|∆f | = −|f(ϕ = 1)− f(ϕ = 0)| obtenemos:

FB = −|∆f |
∫ θ2

θ1

∫ ∆φ

0

a2sin(θ)dθdφ. (6.13)

Tras integrar y sustituir los ángulos en función de θw obtenemos FB ≈ −|∆f |a2∆φ 2sin( θw
2
).

Finalmente, la enerǵıa de superficie del cristal puede aproximarse por:

FB =

∫

f(ϕ)dS ≈ −2|∆f | la sin
( w

2a

)

(6.14)
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donde |∆f | = |f(ϕ = 1)−f(ϕ = 0)| = 1
12
. Obsérvese que FB es la diferencia entre las densidades

de enerǵıa aparente correspondientes a las fases ordenada y desordenada, multiplicada por el

área de la cinta.

Por último, el tercer término de la enerǵıa libre puede expresarse en coordenadas esféricas

como:

FE =

∫ θ2

θ1

∫ ∆φ

0

s0ϕ
2|∇Θ− cot(θ)

a
êϕ|a2sin(θ)dθdφ (6.15)

Debido a las suposiciones descritas anteriormente, en el grueso del cristal, podemos aproximar la

integral a FE ≈ s0a ∆φ
∫ θ2
θ1

|cot(θ)|sin(θ)dθdφ = as0∆φ 2
(

1− cos
(

θw
2

))

= ls0 2
(

1− cos
(

w
2a

))

.

Sin embargo, como ∇Θ desaparece en el grueso del cristal excepto en la interfase, se aproxima

por una función delta. Por lo tanto, debemos añadir a la expresión anterior la enerǵıa evaluada

en las fronteras. Por simplicidad sólo consideramos las interfases en θ1 y θ2 y ϕ ∼ 1. Entonces,

en la interfaz, FE ≈ as0(
∫ ∆φ

0
|cot(θ1)|sin(θ1)dφ+

∫ ∆φ

0
|cot(θ2)|sin(θ2)dφ) = 2s0∆φasin

(

θw
2

)

=

2s0lsin
(

w
2a

)

. Finalmente, sumando los dos términos da la enerǵıa del tercer término de la enerǵıa

libre FE ≈ 2∆φas0
(

1− cos
(

θw
2

)

+ sin
(

θw
2

))

. Finalmente, la contribución elástica a la enerǵıa

libre para un cristal con forma de cinta puede aproximarse por:

FE =

∫

s0ϕ
2|∇Θ− Λ|dS ≈ 2ls0

(

1− cos
( w

2a

)

+ sin
( w

2a

))

(6.16)

Entonces, la enerǵıa libre total se obtiene sumando las diferentes contribuciones F = FI +

FB +FE. Como aqúı tenemos e≪ |∆f | ∼ s0, podemos obtener una primera visión de la forma

del cristal considerando que la contribución energética de la interfase a la enerǵıa libre total del

cristal-cinta puede despreciarse. En este caso, el ancho de equilibrio del cristal puede obtenerse

minimizando la enerǵıa libre ∂∆F
∂w

= 0, lo que conduce a:

θw = 2tan−1

( |∆f |a− s0
s0

)

(6.17)

que aproxima el ancho de los cristales en las esferas sin ninguna contribución de las fracturas.

En la figura 6.4 también se compara este modelo teórico (correspondiente a la etiqueta “sin

grietas”) con los resultados obtenidos a partir de las simulaciones, tanto para la ancho angular

de la cinta en función del radio de la esfera a, como para la rigidez s0. Para obtener el ancho

angular a partir de las simulaciones fijamos ϕ = 0.5 y promediamos θw a lo largo del contorno.

82



Aunque este modelo sencillo da una buena aproximación a los resultados de la simulación, la

figura 6.4 muestra que los anchos de los cristales obtenidos en las simulaciones son menores.

Obsérvese también que las desviaciones aumentan para sustratos de mayor curvatura (menor

radio de esfera a) o cristales más ŕıgidos. Esto es consecuencia de despreciar la contribución

de enerǵıa libre interfacial implicada en las fracturas, que no se tuvo en cuenta en la ecuación

6.17.

En cuanto a las grietas, la figura 6.5 compara el mapa de la proyección del parámetro de

orden ϕ en las coordenadas esféricas θ- φ para un cristal hexagonal que crece en una esfera

de radio a = 1.5. Para los cálculos hemos fijado s0 = 0.01 (panel a) y s0 = 0.05 (panel b). A

partir de estas figuras, se puede observar que el cristal se vuelve más agrietado e irregular a

medida que aumenta la rigidez del cristal. Para cuantificar la desviación de las formas compactas

esperadas para un sistema sin rigidez, aqúı calculamos el grado de circularidad C para cristales

con distintos valores de s0, como se muestra en el panel c). La circularidad adimensional se

define como:

C =
4πA

L2
, (6.18)

donde A es el área total y L es la longitud del contorno de la interfase cristalina. Obsérvese

que la circularidad de un núcleo circular plano es C ≡ 1, mientras que la circularidad de

un cristal fractal se aproxima a cero C ≡ 0. A medida que aumenta el número de grietas, el

cristal se vuelve más ramificado, disminuyendo la circularidad como se muestra en la Figura 6.5.

Obsérvese que la circularidad disminuye a medida que aumenta s0 y que para valores grandes

de s0 se aproxima a cero, lo que indica la formación de núcleos muy irregulares de tipo fractal,

similares a los patrones observados en sistemas coloidales [110].

6.4. Conclusiones

En este caṕıtulo hemos estudiado el efecto de la curvatura en el crecimiento cristalino

isotérmico bidimensional sobre sustratos esféricos. Hemos utilizado la enerǵıa libre de Landau

expandida en un parámetro de orden complejo que define tanto la cristalización local como la

orientación del cristal.

Como era de esperar, la curvatura del sustrato afecta a la forma y estructura de los cris-
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tales en crecimiento. Como consecuencia de la curvatura, se producen fracturas debido a las

tensiones elásticas en el plano inducidas por la curvatura. Obsérvese que, mientras que en los

modelos continuos clásicos las fracturas se relacionan con singularidades del campo de tensiones

alrededor de la punta de la fractura, aqúı identificamos las fracturas con regiones que, dentro

de la escala temporal de propagación del frente, no pueden cristalizar debido a la frustración

geométrica y permanecen en estado desordenado.

Para sustratos esféricos pequeños (o cristales duros) los núcleos isotrópicos iniciales adop-

tan una morfoloǵıa en forma de cinta agrietada. Derivamos una expresión para los factores

principales que controlan la geometŕıa de los cristales. A pesar de su simplicidad, el modelo

captura los parámetros principales que dictan el papel de la frustración elástica en los cristales

que crecen sobre esferas.
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Parte II

Materia Blanda con Respuesta Dúctil
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Caṕıtulo 7

Introducción a la Propagación de

Ondas de Choque en Poĺımeros

Las ondas de choque y las explosiones son fenómenos intensos que ponen a prueba riguro-

samente la integridad estructural y la respuesta del comportamiento de diversos materiales en

condiciones de presión extrema [131-133]. Estos sucesos abruptos pueden provocar un aumento

significativo de la presión, lo que provoca una respuesta no lineal pronunciada en el material.

Los resultados pueden variar desde una deformación significativa hasta el fallo total del material

o la fractura, que puede inducir transiciones de fase en la microestructura [134, 135].

Investigaciones recientes sugieren que los materiales poliméricos son prometedores a la hora

de ofrecer una robusta resistencia a estos eventos extremos. En comparación con los materiales

tradicionales de absorción de impactos, como los metales, los poĺımeros ofrecen varias venta-

jas claras. Su menor densidad, su comportamiento fuertemente dependiente de la velocidad,

su transparencia ajustable y su capacidad intŕınseca de autocuración los convierten en can-

didatos prometedores para diversas aplicaciones. El abanico de estas aplicaciones incluye la

industria aeroespacial, la defensa, la automoción y las infraestructuras, lo que pone de relieve

una dirección prometedora para los poĺımeros en la absorción y resistencia al impacto [136,

137].

Los poĺımeros destacan por la diversidad de sus componentes, fases e interacciones, lo que

los convierte en los principales candidatos para la absorción de impactos. Las técnicas modernas

de śıntesis permiten ahora manipular caracteŕısticas cruciales de los poĺımeros, como las tran-

siciones v́ıtreas, la cristalinidad, los entrelazamientos, la reticulación y la arquitectura de las
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Figura 7.1: Compresión de pistón. Posiciones sucesivas de un pistón idealizado que se
desplaza dentro de un cilindro con fluido compresible donde t2 > t1. La compresión de pistón
genera dos estados, un estado inicial definidos a P0, ρ0 y e0 y un estado de choque, definido
por un aumento de las variables térmodinamicas a Ps, ρs y es. La velocidad del frente de

choque vs es mayor a la velocidad de compresión de pistón Up.

cadenas, entre otras. Esto permite producir materiales como poĺımeros cristalinos y semicris-

talinos, copoĺımeros en bloque con composiciones controladas con precisión [138], elastómeros

[139] y sistemas más complejos como ionómeros [140] y vitŕımeros [141]. Aunque la investi-

gación sobre la respuesta de los poĺımeros a los impactos y ondas de choques se remonta a

mediados del siglo XX, los procesos f́ısicos precisos que dan lugar a la absorción de impactos

en los poĺımeros aún no se comprenden del todo.

Las ondas de choque son perturbaciones bruscas que pueden desplazarse a través de gases,

ĺıquidos o sólidos, provocando cambios rápidos en propiedades como la presión y la densidad.

La intensidad de la onda de choque suele definirse por las variaciones de presión, densidad y

temperatura. Una variación mayor en la presión indica una onda de choque más potente. El

número de Mach (M), o la relación entre la velocidad de la onda de choque vs y la velocidad

del sonido local c0, es otra medida. Un choque con M ≫ 1 es un choque “fuerte”, mientras que

uno con M ≳ 1 se considera un choque “débil”, que viaja aproximadamente a la velocidad del

sonido del medio.

En un experimento de compresión de choque controlada, un material es comprimido unifor-

memente a gran velocidad por un pistón o placa que se mueve con velocidad Up. Después de

un estado transitorio inicial, en el que se desarrolla una onda en el material, esta compresión

produce una onda de choque uniforme que viaja a través del medio a una velocidad más alta

vs, véase la figura 7.1. En general, el paso del choque induce una transición rápida en el estado

del material. Dado que la transición entre los estados inicial y de choque se produce rápida-

mente, el sistema carece de tiempo para el intercambio de calor. Aśı, desde una perspectiva

termodinámica, el paso del choque puede considerarse una transición adiabática.

El comportamiento de las ondas de choque se rige por las leyes de conservación, que describen

los cambios f́ısicos a través del frente de la onda de choque [131-133]. Derivadas de los principios
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básicos de conservación de la masa, el momento y la enerǵıa, estas leyes definen el sistema por

sus estados inicial y de choque (figura 7.1). Estos principios se recogen en las condiciones de

salto de Rankine-Hugoniot:































ρ0vs = ρs(vs − Up)

Ps − P0 = ρ0vsUp

PsUp = ρ0vs

(

U2
p

2
+ es − e0

)

(7.1)

donde los ı́ndices 0 y s representan el estado inicial y el estado de choque respectivamente de la

densidad ρ, la presión P y la enerǵıa interna e, vista desde un observador ubicado en el frente

de ondas.

A partir de las ecuaciones 7.1 es posible obtener relaciones el cambio de volumen espećıfi-

co (V ) y la presión en función de la densidad inicial, y de la velocidad de compresión y de

propagación de la onda de choque:











V

V0
= 1− Up

vs

P − P0 = ρ0vsUp

(7.2)

Dada la relación vs = vs(Up) es posible definir la curva presión-volumen (P − V ). Esta

relación suele presentarse de manera lineal conocida como ecuación de estado (EOS):

vs = c0 + S1Up (7.3)

donde c0 representa la velocidad del sonido en el material sin comprimir, mientras que S1

representa una constante adimensional que mide la inclinación de la curva de la ecuación de

estado.

En este caṕıtulo, con la finalidad de introducir y facilitar la comprensión de los caṕıtulos

subsiguientes, se examinarán diversas técnicas experimentales utilizadas para investigar la res-

puesta de poĺımeros frente a eventos extremos de deformación. A partir de estas técnicas se

encuentra la ecuación de estado para varios poĺımeros, destacando especialmente la presencia

de transiciones de fase inducidas por una compresión rápida.
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Figura 7.2: Dispositivos experimentales para el estudio de materiales a velocidades
altas deformación. (a) Representación de un experimento ‘Split-Hopkinson Pressure Bar’.
(b) Pistola de gas ligero de esquemas de dos etapas. (c) Esquema de un sistema LIPIT para la

aceleración de part́ıculas.

7.1. Técnicas Experimentales

Para estudiar la respuesta mecánica de los materiales poliméricos se han desarrollado diver-

sas técnicas experimentales que permiten generar condiciones de velocidades de deformación en

rangos muy amplios. La técnica pionera, desarrollada por Hopkinson [142] y modificada luego

por Kolsky [143] conocida como ‘Split-Hopkinson Pressure Bar’ (ver figura 7.2 a). Esta técnica

consta de una muestra intercalada entre dos barras relativamente largas, denominadas barra

incidente (o de entrada) y barra transmitida (o de salida). El extremo libre de la barra incidente

es golpeado por otra barra relativamente corta, enviando un impulso a través del sistema. Al

registrar el pulso tanto en la barra incidente como en la transmisora, pueden determinarse las

propiedades de la muestra, como la tensión y la deformación. Velocidades t́ıpicos de deformación

alcanzados con esta técnica vaŕıa de 100 s−1 a 104 s−1 [144, 145].

Varias técnicas experimentales hacen uso de la aceleración de un proyectil para investigar la

respuesta mecánica de materiales a velocidades altas de deformación. Estas técnicas incluyen

la expansión de gases livianos [146, 147], propulsión mediante laser [148-150] y aceleración

electromagnética [151]. La técnica más antigua es la propulsión por expansión de gases. Varias

pistolas de gas utilizan este principio, como los modelos de una etapa, dos etapas y tres etapas

(figura 7.1 b). El cañón de una etapa consta de un reservorio de gas a alta presión separado

del cañón por una válvula. Cuando la válvula se abre, el gas en expansión propulsa el proyectil

[9]. Para velocidades más altas, se utiliza la pistola de gas de dos etapas. Este sistema consta

de tres segmentos: una cámara de pólvora, un tubo de bombeo lleno de gas ligero y un tubo de
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Figura 7.3: Ecuación de estado de poĺımeros en el régimen de compresión. a) Para
algunos poĺımeros hay una clara transición de fase en el sistema alrededor ∼ 3km/s , donde

hay un cambio en la pendiente de la velocidad de choque vs frente a la velocidad de
compresión Up. b) Algunos sistemas muestran un comportamiento lineal en la velocidad de
choque con la velocidad de compresión, de manera que no se identifica claramente ninguna

transición. Ver detalles en Ref. [157]. En ambos paneles las curvas se han desplazado como se
indica para mejorar la visualización.

lanzamiento. La combustión en la cámara de pólvora comprime el gas, rompiendo un diafragma

e impulsando el proyectil hacia delante [146, 147]. El cañón de gas de tres fases ampĺıa este

concepto, añadiendo una cámara de pólvora, dos tubos de bombeo y un tubo de lanzamiento

[152, 153]. Aunque el aumento de las etapas aumenta la velocidad del proyectil, limita la masa

admisible y requiere una mayor superficie de instalación.

En las últimas décadas, ha surgido una nueva técnica de aceleración de proyectiles, conocida

como ensayo de impacto de proyectil inducido por láser (LIPIT), como se muestra en la figura

7.1 c), o Laser-Driven Flyer (LDF). Este método se basa en principios similares a la expansión

de gas utilizada en las pistolas de gas. En esta configuración, un pulso láser se dirige a un

material absorbente espećıfico, haciendo que se caliente y experimente una transición de fase.

Esto induce una rápida expansión del material que propulsa uno o varios proyectiles. Entre los

proyectiles empleados habitualmente se incluyen esferas [10, 154-156] y placas [148-150], con

microproyectiles que alcanzan velocidades de hasta aproximadamente 4 km/s [149, 154].

El acelerador Van der Graaff es un generador electroestático que permite acelerar part́ıculas
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por campos electromagnéticos recreando condiciones de impactos espaciales [158-161]. Este

dispositivo puede acelerar part́ıculas micrométricas y submicrométricas a velocidades de unos

80 km/s [158, 159]. No obstante, presenta una limitación relacionada con la necesidad de que

las part́ıculas mantengan la carga superficial, lo que, en la práctica, restringe su aplicación a

part́ıculas más pequeñas.

7.2. Ecuación de estado experimental en poĺımeros

El trabajo experimental de Carter y Marsh ha estudiado la respuesta mecánica de una

variedad de poĺımeros en un gran rango de ondas de choque de compresión [157]. Estas ondas

han sido generadas mediante explosivos [162] y permite alcanzar velocidades de compresión Up

en el rango de 1 − 5 Km/s. También se caracterizó la velocidad del sonido en el material c0

técnicas de pulso de eco. La caracteŕıstica más destacada de este trabajo fue la observación

de una transición de fase a alta presión (∼ 20 − 30Gpa) en varios poĺımeros estudiados. La

transición se observa como un cambio en la pendiente curva de la ecuación de estado vs − Up

(ver figura 7.3 a), y en general también se asocia con un cambio abrupto en la curva presión-

volumen (P−V ). Entre otros sistemas, esta transición se ha observado para el Poliuretano (PU),

el Acetato de Celulosa (CA), el Poliestireno (PS), la Polisulfona (PSU), el Phenoxy (PK), el

Policarbonato (PC) y la Poliimida (PI) [157]. Como esta transición es bastante general y se

observaba tanto en los poĺımeros termoestables como en los termoplásticos, se argumentó que

la naturaleza de esta transición se debe a una importante reordenación a nivel atómico, en la

que la alta presión comprime el sistema de tal manera que puede producirse la ruptura y la

recombinación de los enlaces covalentes.

Desgraciadamente, la naturaleza de esta transición aún no está completamente clara e in-

cluso los cálculos de mecánica cuántica no han podido utilizarse para captar la transición

[163]. Por el contrario, hay algunos sistemas poliméricos estudiados por Carter y Marsh que

no muestran una transición de fase tan clara en el régimen de velocidad de deformación de

hasta ∼ 0− 5km/s (figura 7.3 b). Entre otros sistemas se encuentran el polipropileno (PP), el

policlorotrifluoroetileno (PCFTE), el polietileno (PE), el fluoruro de polivinilideno (PVDF), el

politetrafluoroetileno (PFFE) y el poli-4-metil-1-penteno (PMP).

En los siguientes caṕıtulos estudiaremos la respuesta ante eventos extremos de deformación
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en poĺımeros con respuesta dúctil mediante dinámica molecular de grano grueso. En primer

lugar, se estudiará la transición de fases por compresión de pistón en copoĺımeros dibloque

nanoestructurados en lamelas. Sorprendentemente, la compresión inyecta enerǵıa en el estado

de choque generado que las lamelas se fundan de manera similar a tratamientos térmicos. Luego,

se estudian impactos de nanoproyectiles en homopoĺımeros altamente entrelazados, estudiando,

en particular, el rol de los entrelazamientos en la mitigación del impacto.
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Caṕıtulo 8

Fusión por Ondas de Choque en

Copoĺımeros en Bloque

Nanoestructurados en Lamelas

8.1. Introducción

Los copoĺımeros en bloque son materiales que se obtienen uniendo dos o más bloques de

cadenas poliméricas, mediante enlaces covalentes [138, 164]. Los copoĺımeros dibloque más sen-

cillos se obtienen simplemente uniendo dos cadenas de especies A y B qúımicamente diferentes.

Bajo condiciones controladas, cuando los bloques que conforman el copoĺımero son inmiscibles,

todo el sistema se autoensambla, por debajo de una temperatura caracteŕıstica TODT , en una

gama de estructuras ordenadas. Las morfoloǵıas autoensambladas (incluyendo entre otras lame-

las, cilindros de empaquetamiento hexagonal y esferas ordenadas en una red cúbica) dependen

de la fracción de volumen del bloque y de la temperatura, empaquetándose normalmente con

parámetros de red en el rango de los nanómetros (∼ 30− 500nm) [138, 164].

Las propiedades y aplicaciones de los sistemas de copoĺımeros en bloque se han investigado

ampliamente mediante experimentos, simulaciones y cálculos teóricos. Parte del gran interés

por estos materiales proviene de las posibles aplicaciones en nanotecnoloǵıa, que entre otras

incluyen máscaras de nanolitograf́ıa, cristales fotónicos y sensores [165-167].

Además, en los últimos años, también se ha observado que algunos copoĺımeros pueden

mostrar propiedades de absorción de impactos y un rendimiento baĺıstico excepcional [10, 139,
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168, 169]. Recientemente, Lee et al. han explorado experimentalmente la capacidad de los

copoĺımeros dibloque que forman lamelas para absorber el impacto de microproyectiles [10]. Se

demostró que la microestructura disipa la enerǵıa del impacto a través de diversos mecanismos,

como la deformación y compresión de las lamelas y la fragmentación de dominios y mezcla de

cadenas para formar una fase amorfa.

La compresión por choque es una de las condiciones más dif́ıciles para probar la respuesta

y la integridad de los materiales. Aqúı, el aumento local de la presión debido al paso del frente

de choque, puede inducir una fuerte respuesta no lineal en el material, que puede llegar a

producir su fallo o fractura [132, 170]. Aunque las ondas de choque se han estudiado desde hace

casi un siglo [171], la mayoŕıa de los trabajos se han centrado en la propagación de choques

en sistemas de materia condensada de bajo peso molecular, como gases y ĺıquidos simples, o

sólidos cristalinos. En todos estos sistemas, el paso del choque produce una transición de fase

adiabática, modificando las propiedades del material. Por ejemplo, en los sólidos cristalinos, la

compresión por choque puede dar lugar a la transición a estructuras más compactas (de BCC

a FCC, por ejemplo), y a la repentina proliferación y movimiento de dislocaciones y bordes de

grano [132, 135, 172-174].

A diferencia de la materia condensada de bajo peso molecular, los sistemas formados por

ensambles macromoleculares, como poĺımeros o copoĺımeros en bloque, presentan un amplio

espectro de tiempos de relajación, y la evolución equilibrio tiene una dinámica de respuesta

lenta en comparación con los tiempos microscópicos caracteŕısticos. Por lo tanto, no está claro

cómo respondeŕıan los sistemas macromoleculares a la compresión por choque, y si los choques

inducen transiciones de fase adiabáticas bien definidas en el material. En este sentido, los

experimentos de compresión por choque en varios homopoĺımeros revelaron una transformación

a alta presión (en el rango 20 − 30GPa), que podŕıa estar asociada a una recombinación de

enlaces covalentes (“crossbonding”) inducida por alta presión en las cadenas poliméricas [157,

175].

En este trabajo, utilizamos simulaciones de dinámica molecular para estudiar la compresión

de choque de copoĺımeros dibloque con morfoloǵıa de lamela. Demostramos que el paso del

choque produce una disminución tanto del peŕıodo de las lamelas, como del grado de segregación

en la estructura. Se muestra que los estados finales obtenidos tras el paso de los choques son
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Figura 8.1: Compresión por choque del copoĺımero en bloque estructurado en
lamelas. a) El panel superior muestra la compresión del sistema polimérico, en el que el

pistón se mueve paralelo a las interfaces lamelares. La compresión a alta velocidad induce dos
estados con propiedades termodinámicas distintivas denominados estado inicial y estado de
choque. b) El panel inferior muestra en color la velocidad vz de las part́ıculas. El campo de

velocidad vz permite identificar ambos estados. En esta figura N = 20 y Up = 18.

similares a los obtenidos en equilibrio, a una temperatura que viene fijada por la velocidad de

compresión.

8.2. Métodos

Debido al interés en materiales poliméricos nanoestructurados y a la larga escala temporal

y espacial inherentes a estos sistemas, es posible utilizar dinámica molecular en un modelo

tipo grano-grueso que permite estudiar los mecanismos de relajación presentes en estos eventos

extremos de tensión-deformación [168, 176, 177]. Estas técnicas han sido usadas para estudiar

la propagación de ondas de choques en diferentes materiales como, por ejemplo, sólidos, fluidos

y poĺımeros [135, 178]. En este trabajo se realizaron simulaciones de dinámica molecular utili-

zando una versión generalizada del modelo de Kremer-Grest (KG) [179, 180] para una cadena

polimérica.

Para generar una structura lamelar fuertemetente segregada, un potencial atractivo-repulsivo
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truncado y desplazado (LJTS) fue usado para modelar la interacción entre dos monómeros a

una distancia r [179]:

ULJTS(r) =











4εij

[

(σ

r

)12

−
(σ

r

)6
]

+ δ, r ≤ rc

0, r > rc

(8.1)

donde εij es la fuerza de interacción entre dos part́ıculas i y j, σ representa el diámetro de

un monómero que es igual para ambas especies A o B, rc = 2.5σ es la distancia de corte del

potencial, y δ es el valor del potencial de Lennard Jones a r = rc. En este trabajo, todos los

resultados están reportados en unidades reducidas donde σ = 1, el parámetro de la enerǵıa

ϵ = 1 y la masa de las part́ıculas m = 1. La interacción entre los bloques A y B es definida

como εAA = εBB = 1ϵ, en cambio εAB = 0.5ϵ.

Además, monómeros adyacentes a lo largo de la cadena están sujetos a través de un potencial

elástico no-lineal (FENNE) definido como:

UFENE(r) =
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2
kR2
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r

R0
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]

, r ≤ R0

∞, r > R0

(8.2)

donde k = 30 ϵ/σ2 y R0 = 1.5 σ [179-181]. Esta particular elección previene que las cadenas se

atraviesen entre śı.

Para construir la configuración inicial, las cadenas fueron ensambladas usando un algoritmo

de caminante al azar y luego ubicadas aleatoriamente dentro de una caja de simulación con

bordes periódicos. Copoĺımeros dibloque ensamblados en lamelas simétricas son obtenidos esta-

bleciendo f = 0.5 (fracción de N que pertenecen al bloque A). Como la separación en nanofases

requiere largos tiempos de simulación (prohibitivos en la práctica), los poĺımeros fueron ensam-

blados en lamelas por medio de un potencial periódico, cuya periodicidad espacial fue extráıda

de tablas [181], usando el programa de código abierto de dinámica molecular HOOMD-Blue

[182]. Luego, por medio de una simulación NPT, el largo de la caja Lz fue relajado hasta que

el sistema lamelar alcanzó el valor de equilibrio termodinámico [183]. Para esto, establecimos

P = 0.1 σ3

ϵ
y T = 1 kB

ϵ
alcanzando una densidad final (en número de part́ıculas) de ρ ≈ 0.87σ−3

. Mediante este proceso estructuras lamelares pueden ser generadas con una segregación fuerte,
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como es observado en el estado inicial de la figura 8.1. La simulación fue realizada en una caja

de dimensiones Lx, Ly = 30.5 y Lz = 172, y el número de part́ıculas fue NP = 137460.

Una vez que se obtuvo la configuración inicial, las condiciones de bordes periódicas a lo largo

del eje de compresión fueron eliminadas (los enlaces de las part́ıculas que cruzaban esos bordes

fueron eliminados). Luego, la onda de choque es generada por una simulación de compresión de

pistón en un ensamble NVE, donde una pared comprime la caja de simulación a una velocidad

constante Up, usando el programa de código abierto LAMMPS [184]. Esto conlleva la formación

de un frente de onda muy empinado y estrecho que viaja a una velocidad más alta vs (figura 8.1).

Debido a la alta de velocidad del pistón, un pequeño paso temporal fue utilizado ∆t = 5 · 10−6.

Durante la compresión, la otra pared de la caja de simulación se mantiene fija.

El modelo Kremer-Grest de grano-grueso es generalmente usado para describir propiedades

universales de los poĺımeros. Un mapeo directo a un tipo particular de poĺımero es posible al

ajustar parámetros como la rigidez de la cadena o la densidad [185]. En este trabajo reporta-

mos los resultados en unidades adimensionales de Lennard-Jones, que pueden ser convertidas

en unidades reales rescalando la masa, el diámetro σ y a la enerǵıa ϵ del monómero de KG

(KG-bead). Por ejemplo, es posible rescalar las velocidades usadas en nuestro trabajo para

simular un sistema polimérico de poli-(dimetil-siloxano) PDMS al multiplicarlas por un factor

de 124 m/s. Esto predeciŕıa una velocidad del sonido del orden de 850 m/s (figura 8.2), que

es levemente menor al resultado experimental ∼ 1000 m/s [186]. Simulaciones similares han

mostrado subestimaciones similares de la velocidad del sonido para poĺımeros y fluidos [177,

187]. Sin embargo, nótese que un modelo de grano grueso omite las fracciones locales de em-

paquetamiento de los átomos y las variaciones locales de densidad que son importantes para la

propagación de ondas de choques.

8.2.1. Teoŕıa de campos autoconsistentes

A fin de comparar las transiciones de estucturas fuertemente segregadas a estructuras menos

segregadas por compresión mecánica con transiciones mediantes tratamientos térmicos, desa-

rrollamos cálculos por teoŕıa de campos autoconsistentes. Consideremos copoĺımeros dibloque

lineales AB fundidos y confinados en un volumen periódico V . Cada molécula consta de N seg-

mentos de los cuáles una fracción f = 0, 5 forma el bloque A. Suponemos que los segmentos A y
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B tienen la misma longitud estad́ıstica b. El formalismo de la teoŕıa de campos autoconsistente

se basa en el cálculo de propiedades estad́ısticas para un poĺımero de caminante aleatorio en un

campo de potencial qúımico en el que monómeros de diferentes tipos son atráıdos a diferentes

regiones del espacio por estos campos [188, 189]. Las propiedades estad́ısticas pueden descri-

birse en términos de dos funciones ‘propagadoras’ q(r, s) y q†(r, s) con las condiciones iniciales

q(r, 0) = 1 y q†(r, N) = 1, donde los monómeros espećıficos se etiquetan mediante una variable

de contorno s, 0 < s < N . La cantidad q(r, s)q†(r, s) es proporcional a la probabilidad de en-

contrar un monómero espećıfico s en la posición r. Además, los propagadores deben satisfacer

las ecuaciones de difusión modificadas (MDEs):

∂q(r, s)

∂s
=

[

∇2 − ωα

]

q(r, s)

−∂q
†(r, s)

∂s
=

[

∇2 − ωα

]

q†(r, s)

(8.3)

donde ωα representa un campo de potencial qúımico efectivo que actúa sobre cualquier monóme-

ro de tipo α en la posición r, y que es creado por las interacciones entre cadenas. En nuestro

modelo de dibloques, tenemos

ωα(r, s) =











ωA(r, s) for 0 < s ≤ f

ωB(r, s) for f < s < N
(8.4)

La concentración ϕα(r) de monómeros de tipo α en la posición r viene dada en unidades de

volumen inverso de monómero como:

ϕα =
1

NQ

∫

α

ds q(r, s)q†(r, s) (8.5)

donde la integral se toma sobre 0 < s < f para el bloque A y f > s > N para el bloque

B. Siguiendo una convención útil, todas las longitudes se reducen a valores fraccionarios que

suman 1, por lo que se toma N = 1. Además,

Q =
1

V

∫

dr q(r, 1) (8.6)

es la función de partición para una cadena sin restricciones. La restricción de incompresibilidad
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de la mezcla se expresa como

ϕA + ϕB = 1. (8.7)

El potencial qúımico ωα viene dado por

ωα =
∑

β ̸=α

χαβϕβ + ξ(r) (8.8)

donde χαβ es un parámetro de interacción binaria de Flory-Huggins para monómeros de inter-

acción de tipo α y β, con χαα = 0, y ξ(r) es un campo de presión multiplicador lagrangiano que

debe elegirse de modo que satisfaga la restricción de incompresibilidad. Nótese que las ecua-

ciones 8.3 - 8.8 completan un conjunto de ecuaciones autoconsistentes necesarias de resolver

numéricamente para obtener el campo de potencial qúımico ωα y las fracciones de volumen ϕα.

Para resolver las ecuaciones autoconsistentes, utilizamos un software de código abierto lla-

mado Polymer Self-Consistent Field (PSCF) [188]. El algoritmo iterativo (para una celda de

unidad fija) toma como entrada los valores iniciales para el campo de potencial qúımico ωα,

luego, resuelve las ecuaciones MDEs, calcula ϕα(r), y finalmente actualiza el campo de potencial

ωα hasta que los errores en las ecuaciones 8.7 y 8.8 estén por debajo de un umbral. En nuestro

trabajo obtuvimos una primera estimación para el campo ω a partir de la solución de ejemplo

del software PSCF para un copoĺımero dibloque en la estructura laminar para un parámetro

χ fijo de Flory-Huggins. Luego, realizamos una continuación en el espacio de parámetros χ

empleando la solución anterior como estimación inicial para un nuevo cálculo utilizando un χ

ligeramente diferente hasta obtener el rango deseado del parámetro χ. La celda unidimensional

se discretizó espacialmente en una malla regular de 128 puntos. El resto de los parámetros

PSCF se obtuvieron a partir de la solución de ejemplo.

8.3. Resultados

La figura 8.1a muestra una captura de una compresión de choque t́ıpica de un copoĺımero en

bloque formador de lamelas. De la figura se desprende claramente que la compresión conduce

a una reducción del espaciado entre las lamelas y a una mezcla y difuminación de los dominios

debido a la inyección de enerǵıa. La ubicación del frente de compresión puede visualizarse

fácilmente al trazar las velocidades de las part́ıculas en la dirección de compresión (eje z), como
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Figura 8.2: Velocidades de part́ıculas y de la onda de choques. a) Perfil de la onda de
choque para diferentes velocidades de compresión Up. Obsérvese que detrás del frente de

choque todas las part́ıculas se mueven en promedio a la velocidad de compresión. b) Ecuación
de estado vs frente a Up para un sistema laminar. Aqúı los śımbolos representan las

velocidades de choque vs obtenidas para cada grado de polimerización N , y la ĺınea es un
ajuste lineal. El recuadro del panel derecho representa las velocidades de choque en términos
del número de Mach (M = vs/c) y las velocidades de compresión (Up) normalizadas por la

velocidad del sonido (c).

se muestra en la figura 8.1b.

La figura 8.2a muestra perfiles de velocidad para diferentes velocidades de compresión Up.

Esto se logra mediante la división del volumen de la caja de simulación en pequeños bloques

sobre los cuales se promedia la velocidad de los monómeros, sin distinguir entre las distintas

especies de monómero. Obsérvese que detrás del frente de choque las part́ıculas adquieren rápi-

damente la velocidad de pistón vz/Up ∼ 1. La velocidad de la onda de choque puede obtenerse

fácilmente siguiendo la posición del frente en función del tiempo. La figura 8.2b muestra la

velocidad de la onda de choque vs en función de la velocidad de compresión, conocida como

ecuación de estado (EOS) [132], para dos copoĺımeros estructurados en lamelas simétricos con

dos grados de polimerización diferentes (N = 20 y N = 100). De esta figura, se deduce clara-

mente que la velocidad de choque no depende del grado de polimerización, sino principalmente

de la densidad inicial. Del mismo modo, varios resultados experimentales han demostrado que

la velocidad del sonido de los poĺımeros depende principalmente de la temperatura y la densi-

dad [190, 191], y cualquier dependencia del peso molecular es bastante débil [192]. En realidad,

M. R. Rao descubrió experimentalmente una relación sencilla para la velocidad del sonido c

de ĺıquidos con densidad ρ y peso molecular M como c1/3M/ρ = R, donde R es independiente
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Figura 8.3: Segregación de copoĺımeros en bloque. El panel a) muestra el estado inicial
para N = 20. En la parte inferior se muestra el parámetro de orden. El panel b) muestra el

sistema cuando la onda de choque alcanza el final de la caja de simulación.

de la temperatura pero cambia linealmente con el peso molecular R = αM + β [193]. Esta

relación predice que a una temperatura dada la velocidad del sonido está dominada por la

densidad (c ∼ ρ3), o la distancia entre part́ıculas (c ∼ 1/σ9), y depende débilmente del peso

molecular (c ∼ β/M). Aśı, podŕıamos esperar una EOS dependiente de la polimerización sólo

para poĺımeros de bajo peso molecular.

La ĺınea de la figura 8.2b muestra que la EOS puede aproximarse bien mediante una función

lineal vs = c0+S1Up, donde c0 representa la velocidad del sonido [132]. Utilizando la conservación

de la masa a través del frente de choque, es posible encontrar que ρ0Up = ρ(vs − Up) [132], por

lo que la relación entre la densidad del estado inicial y el estado comprimido determinan la

velocidad del frente. Dado que tanto para N = 20 como para N = 100, la densidad inicial y

final son casi idénticas, los sistemas tienen la misma EOS. El recuadro de la figura 8.2b muestra

la EOS en términos del número de Mach M = vs/c.

Las ondas de choque que viajan a través de la materia condensada son eventos extremos, que

normalmente conducen a plasticidad y transiciones de fase. Por ejemplo, en sólidos cristalinos,

se ha observado que la compresión por choque puede inducir la formación y el movimiento de

una red de dislocaciones, la transición a estructuras más compactas (por ejemplo, la transición

de redes BCC a FCC), o incluso la fusión de la fase inicial [132, 135, 172-174]. Esto se debe a

que el paso del choque produce una inyección efectiva de enerǵıa en el sistema, induciendo una

rápida transición adiabática entre los estados inicial y comprimido.

En nuestra simulación también observamos que la compresión por choque produce distorsio-

nes en la morfoloǵıa inicial de las lamelas. En la figura 8.3 representamos el perfil del parámetro

de orden de las lamelas, obtenido como ϕ(r) = ρA(r)−ρB(r)
ρ(r)

, donde ρA(r) y ρb(r) representan la

densidad de los bloques A y B respectivamente. Aqúı el estado inicial (figura 8.3a) se caracte-
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riza por interfaces estrechas con un perfil que se aproxima mucho a una tangente hiperbólica

[194]. La compresión de choque del sistema tiende a mezclar las fases en el copoĺımero, de tal

manera que el sistema evoluciona hacia segregaciones más bajas (figura 8.3b). Obsérvese que

aunque hay una fuerte diferencia en el perfil de velocidad media vz detrás del frente de choque,

el copoĺımero permanece segregado tras el paso del choque (compárese los perfiles de velocidad

de la figura. 8.3a con el perfil de parámetros de orden de la figura 8.3b).

La figura 8.4 a) muestra el perfil de los parámetros de orden para la configuración inicial de

las lamelas (ćırculos rojos abiertos), y para los estados comprimidos, a diferentes velocidades de

compresión (ćırculos rellenos). Obsérvese que para velocidades de compresión crecientes, el perfil

de segregación fuerte inicial evoluciona hacia fases de segregación débil, con perfiles sinusoidales

t́ıpicos. Para comparar, en esta figura también incluimos los perfiles de segregación obtenidos

mediante cálculos autoconsistentes [188, 194], para diferentes parámetros de interacción χN ,

donde χ es el parámetro de Flory-Huggins que mide la enerǵıa de mezcla de los bloques, y N

es el grado de polimerización. De esta figura se desprende claramente que la compresión de

choque empuja el sistema hacia dominios menos segregados, que también podŕıan obtenerse

mediante tratamientos térmicos convencionales. Los choques fuertes fundiŕıan la morfoloǵıa

de las lamelas de forma similar a la obtenida para sistemas equilibrados por encima de la

temperatura de orden-desorden TODT .

La compresión del sistema también fuerza la reducción del peŕıodo D de las lamelas. A

medida que aumenta la velocidad de compresión Up, D/D0 disminuye, como se muestra en la

figura 8.4 b). Esto se debe a que el número de peŕıodos en la estructura (dominios), sigue siendo

el mismo en los estados inicial y comprimido (figura 8.3). Si inicialmente hay N∗ peŕıodos en

un sistema de longitud L0, entonces la longitud inicial D0 es tal que D0 = L0/N
∗. Un choque

que viaja a la velocidad vs atraviesa todo el sistema en el tiempo t∗ = L0/vs. Entonces, el nuevo

peŕıodo del sistema será D = L−Upt∗

N∗
= L

N∗

(

1− Up

vs

)

, tal que:

D

D0

= 1− Up

vs
(8.9)

Como se muestra en la figura 8.4 b) (ĺınea), esta sencilla expresión capta correctamente la

variación del peŕıodo con la velocidad de compresión. Esta relación es similar a una condición

Rankine-Hugoniot, que expresa la conservación de masa, momento y enerǵıa, a través del frente
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Figura 8.4: Transición a estados fundidos. a) Perfiles del parámetro de orden. Los ćırculos
rojos abiertos muestran el perfil del parámetro de orden en el estado inicial fuertemente
segregado. Los otros ćırculos rellenos representan los perfiles de los parámetros de orden,

obtenidos para diferentes velocidades de compresión. Las ĺıneas discontinuas son perfiles de
parámetros de orden de equilibrio, obtenidos para diferentes grados de segregación χN

mediante cálculos autoconsistentes. b) Contracción del peŕıodo lamerlar D/D0 sobre Up. Los
śımbolos representan la relación entre el peŕıodo laminar inicial D0 y el peŕıodo del estado de

choque. La curva sólida representa se obtiene utilizando el EOS de N = 20. El recuadro
muestra el peŕıodo D en función de 1/T como medida de χ en escala logaŕıtmica. Las ĺıneas

continuas representan un ajuste lineal para cada N .

de choque [132, 170].

En los copoĺımeros en bloque, las transiciones de fase son impulsadas por la entalṕıa de

mezcla, cuantificada mediante el parámetro de Flory-Huggins χ, que se ha encontrado relacio-

nado con la temperatura como χ = A
T
+ B, donde A y B dependen de la interacción entre los

bloques [195]. En el régimen de segregaciones fuertes, en el equilibrio, el peŕıodo de lamela D

toma la forma [196]:

D

aN1/2
= 2

(

8

3π4

)1/6

(χN)1/6 (8.10)

donde a es el radio de giro efectivo de un solo enlace. Para probar la ley de escala de la

ecuación 8.10 en nuestras simulaciones, el recuadro de la figura 8.4 b) muestra el peŕıodo de

la lamela D/D0 en función de la temperatura de choque inversa 1/T . La temperatura en el

estado de choque se obtiene a partir de las velocidades de las part́ıculas mediante el teorema

de equipartición. Comparable a un proceso termalizado, los cambios del peŕıodo de la lamela

para los diferentes choques se asemejan a la ley de potencia de 1/6 de la Ecuación 8.10 (ĺınea

negra).

Obsérvese que las cadenas poliméricas se desplazan grandes distancias en comparación con
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el radio de giro del poĺımero. Durante este proceso, el sistema se densifica y las cadenas mo-

difican sus conformaciones con la deformación externa, mientras que los tubos de restricción

alrededor de cada cadena se distorsionan debido al aumento del empaquetamiento [197, 198].

En consecuencia, en escalas de tiempo cortas, se espera que la dinámica esté dominada por

las no linealidades en el potencial de interacción. Además, como aqúı la temperatura está por

encima de la temperatura de transición v́ıtrea de ambos bloques, aunque se espera que las carac-

teŕısticas principales de estas no-linealidades sean similares en los homopoĺımeros, la transición

de fase inducida por la deformación es distintiva y afecta a la relajación de la cadena hacia el

equilibrio.

8.4. Conclusiones

En general, la deformación de una estructura lamelar implica una distorsión de las lamelas

y cambios en el régimen de segregación. En este trabajo se utilizaron simulaciones de dinámica

molecular para estudiar la compresión por choque de copoĺımeros dibloque en la morfoloǵıa de

lamelar, en la que la normal de las capas es paralela a la dirección de compresión. Demostramos

que una onda de choque inyecta enerǵıa cinética en el sistema, de forma que las morfoloǵıas

inicialmente fuertemente segregadas se calientan, evolucionando hacia fases menos segregadas.

Como la compresibilidad de la capa es proporcional al grado de segregación [199], el material

se ablanda, o incluso puede fundirse, en el caso de choques fuertes. Aśı, los copoĺımeros autoen-

samblados absorben los impactos mediante la deformación y fusión de las estructuras internas.

Aunque los tiempos de relajación microscópica pueden ser órdenes de magnitud mayores en

los sistemas poliméricos macromoleculares, en comparación con los ĺıquidos y sólidos mono-

atómicos o de bajo peso molecular, se observa que los mecanismos de absorción de impactos

son bastante similares. Sin embargo, hay que tener en cuenta que el exceso de enerǵıa necesa-

rio para mezclar las fases (o fundir la estructura) permitiŕıa, en general, que los copoĺımeros

absorbieran el impacto de forma más eficaz que los ĺıquidos simples o los homopoĺımeros.
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Caṕıtulo 9

Impacto de Nanoproyectiles en

Peĺıculas Poliméricas Altamente

Entrelazadas

9.1. Introducción

La creación de novedosos materiales resistentes a impactos y ondas de choque es de suma

importancia para distintas industrias. Por ejemplo, la cavitación genera desgastes en tubeŕıas y

turbinas[200], el impacto de pequeñas basuras espaciales pueden dañar satélites o ventanas de

estaciones espaciales [201], o las turbinas de aviones expuestas a pequeñas part́ıculas atmosféri-

cas pueden sufrir desgaste [202, 203]. En todos estos casos es deseable algún recubrimiento que

absorba eficientemente los impactos y, a su vez, que sea ligero, transparente y barato [204]. El

recubrimiento con peĺıculas poliméricas es una opción interesante que presenta varias ventajas

[10]. Sin embargo, cuando los poĺımeros están confinados, el empaquetamiento de la cadena se

hace más pronunciado, aumentando la influencia de los efectos entrópicos y potenciando las

interacciones interfaciales con la disminución del espesor [205]. En consecuencia, el confina-

miento provoca cambios significativos en las propiedades mecánicas de las peĺıculas delgadas

de poĺımeros con respecto al comportamiento en volumen (‘bulk’)[206, 207]. Por lo tanto, es

importante estudiar el comportamiento de peĺıculas poliméricas delgadas a altas velocidades de

deformación.

La llegada de los dispositivos LIPIT ha revolucionado las pruebas de ensayo mecánico en
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peĺıculas poliméricas en condiciones de alta velocidad de deformación [10]. Para medir la absor-

ción de impacto en peĺıculas delgadas, se suelen utilizar cámaras de alta velocidad para registrar

la velocidad del proyectil antes y después del impacto. Despreciando la resistencia del aire, la

enerǵıa de punción (Ep) se calcula como la diferencia de enerǵıa cinética:

Ep =
1

2
mp(v

2
i − v2r), (9.1)

donde vi es la velocidad del proyectil antes del impacto, vr es la velocidad después del impacto,

y mp es la masa del proyectil. La enerǵıa de punción (Ep) aumenta con la densidad (ρ) y el

grosor (h) de la peĺıcula. Para comparar la eficiencia de mitigación de diferentes materiales y

grosores, Ep se normaliza por la masa de la peĺıcula delgada perteneciente al área de impacto

del proyectil (A). Esta cantidad insensible a la masa se denomina enerǵıa de punción espećıfica

(E∗
p), definida como

E∗
p =

Ep

ρAh
. (9.2)

Asimismo, es posible modelar el impacto como un choque inelástico entre la masa del proyectil

mp y la masa del área de impacto mf . De esta manera, la velocidad residual vr puede ser

expresada como [156]:

v2r = αv2i − γ (9.3)

donde Ed representa la enerǵıa disipada. El primer coeficiente α = mp

mp+mf
representa la fracción

de la enerǵıa cinética que se conserva, mientras que el segundo coeficiente γ = 2Ed

mp+mf
representa

la enerǵıa espećıfica de disipación de la velocidad ĺımite de punción, también conocido como

ĺımite baĺıstico. Este ĺımite define la velocidad máxima en que el proyectil logra penetrar por

completo el material. En pruebas baĺısitcas experimentales suele definirse la cantidad v50 como

ĺımite baĺıstico definida como la velocidad en que 50% de los proyectiles penetran el material

y el 50% son detenidos.

Mediante el uso de dispositivos de impacto LIPIT, Hyon et al. llevaron a cabo experimentos

de impacto en peĺıculas autoportantes delgadas de poliestireno v́ıtreo con microproyectiles de

śılice (diámetro de 3.7µm) [208], como se ilustra en la figura 9.1 (a). Los resultados revelaron

que a velocidades de impacto elevadas (vi > 500m/s), se observa un significativo aumento en la

enerǵıa espećıfica de perforación para las peĺıculas más delgadas, siendo el doble en comparación
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Figura 9.1: Impactos de microproyectiles en peĺıculas poliméricas. (a) Enerǵıa de
punción E∗

p en ensayos de impactos de microproyectiles en poliestireno en función del espesor
de la peĺıcula, extráıdo de ref. [208]. E∗

p en ensayos de impactos en función de la densidad de
entrelazamiento en policarbonato v́ıtreo (b) y poliestireno (c), extráıdo de [209] y [154]

respectivamente. (d) Representación de la ecuación de Bersted (9.4) para poliestireno. νe(∞)
representa la densidad de entrelazamiento máxima. Cadenas más chicas que Mc no poseen

entrelazamientos.

con ensayos LIPIT utilizando multicapas de grafeno, y cinco veces mayor en comparación con

el acero a nivel macroscópico. Este incremento en la capacidad de absorción fue atribuido por

Hyon et al. en parte a los efectos de confinamiento, que resultan en un aumento de la movilidad

de las cadenas debido a la reducción de los entrelazamientos cerca de la superficie de la peĺıcula

delgada de poĺımero [210].

Para estudiar el rol de los entrelazamientos poliméricos, nuevos ensayos LIPIT han sido

realizados usando policarbonato v́ıtreo y poliestireno atáctico en peĺıculas delgadas [154, 209].

Ambos trabajos miden la E∗
p en función de la densidad volumétrica de entrelazamientos (νe),

y observan un correlación favorable entre ambas variables (veáse figura 9.1 (a) y (b)). Sin

embargo, no hay actualmente métodos adecuados que permitan mediciones directas de νe expe-

rimentalmente, lo que resulta en estimaciones de νe basadas en el modelo de entrelazamientos
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de Bersted [211]:

νe =

[

2ρNA

3Mc

(

1− Mc

Mn

)]

(9.4)

donde NA es el número de avogadro, Mn es el peso molecular promedio en número. Mc es

usualmente asumido como Mc ≈ 2Me, donde Me es el peso molecular entre entrelazamiento,

aunque esto no es válido para cualquier poĺımero [212]. Este modelo, además, desprecia cualquier

reducción de entrelazamientos por confinamiento. La figura 9.1 (d) muestra la representación

gráfica de la ecuación 9.4 (d).

A fin de poder analizar en detalle los efectos del entrelazamiento en la mitigación de ondas

de choques, este caṕıtulo estudia impactos de nanoproyectiles en peĺıculas delgadas altamente

entrelazadas, por medio de simulaciones computacionales. Usando un novedoso algoritmo basa-

do en modelo pseudocontinuo de las cadenas, tenemos la capacidad de crear peĺıculas delgadas

de poĺımeros altamente entrelazadas[210, 213]. Además, podemos calcular de manera precisa

la densidad de entrelazamientos νe [214]. Luego, mediante simulaciones de dinámica molecular

de grano grueso, estudiamos la disipación de impactos de las peĺıculas entrelazadas.

9.2. Métodos

La simulación de poĺımeros altamente entrelazados plantea el desaf́ıo de relajar cadenas

poliméricas largas, lo cual resultaŕıa en tiempos de simulación inaccesibles al emplear modelos

estándares como Kremer-Grest. Por ello, se ha elegido la aplicación de un modelo pseudo-

continuo de soluciones poliméricas, en el cual las cadenas interactúan mediante un campo de

potencial suave [213]. Este modelo innovador de soluciones poliméricas entrelazadas ha demos-

trado su eficacia en la simulación de cepillos poliméricos (‘polymer brush’) bajo flujos de corte

[215], soluciones de poĺımeros estrella [216] y, de particular relevancia para nuestro trabajo,

peĺıculas delgadas poliméricas [210].

El movimiento de las cadenas C, cada una descrita por una curva continua Rc(t, s), con las

variables t para el tiempo y s ∈ (0, 1) como ı́ndice de monómero, se resuelve numéricamente.

s utiliza un número finito de puntos discretos j = 1, 2, ..., J para sobremuestrear generalmente

las cadenas. Eligiendo J = N , la cadena se reduce al modelo estándar de resorte, que para este

potencial suave tiene huecos que pueden permitir que las cadenas se crucen entre śı. Este es un
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aspecto novedoso en este modelo de grano grueso, donde los cruces se evitan sobremuestreando

suficientemente las cadenas para suprimir los huecos a lo largo del poĺımero de forma efectiva.

En este trabajo, usamos N = J/4 debido a que es suficiente para describir bien las cadenas en

todas nuestras simulaciones, evitando cruces fantasmas entre las cadenas. En contraposición,

un muestreo de mayor definición volveŕıa innecesariamente lentas las simulaciones.

Cada cadena tiene N grados de libertad que corresponden a los modos habituales de Rouse

y sigue la ecuación estocástica de movimiento de primer orden:

ζ
∂Rc(t, s)

∂t
= Fs −N∇Vc +

√

2kBTζWc(t, c) (9.5)

Donde ζ = Nζ0 es el coeficiente de fricción del centro de masa de la cadena. La fuerza del ruido

termal es modelada por un proceso de Weiner ⟨Wc(t, c)Wc′(t
′, c′)⟩ = δcc′δ(t− t′)δ(s− s′).

En la ecuación 9.5 Fs modela la interacción de los enlaces mediante Fs =
(

3kbT
nb2

∂2
Rc(t,s)
∂s2

)

,

donde Nb2 es la distancia media cuadrática de extremo a extremo de una cadena libre y puede

combinarse con otros parámetros para definir la unidad microscópica de tiempo, τ = ζ0b
2/kbT .

Vc describe la interacción entre cadenas

Vc =
C
∑

c′=1

∫ 1

0

Φ[Rc(t, s)−Rc′(t
′, s′)]ds′ (9.6)

El potencial suave Φ(r) es una combinación entre una función Gausiana que simula un

potencial de volumen excluido y un potencial atractivo:

Φ(r) =
N

J
kbT [(w + 1)e−r2/2σ2 − we−r2/4σ2

] (9.7)

Donde w es un parámetro que controla el peso relativo de la parte atractiva del potencial y vale

w = 0.5 en este caṕıtulo, asegurando a la estabilidad termodinámica. Más detalles del modelo

pseudo-continuo puede encontrarse en la referencia [210].

La configuración inicial comienza ubicando aleatoriamente C monómeros en una caja de

condiciones de bordes periódicas con el tamaño adecuados para alcanzar las dimensiones de

la peĺıcula delgada deseada. Inicialmente, cada cadena posee un único monómero. A medida

que la simulación progresa, se agregan monómeros sistemáticamente a lo largo de la cadena,
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rescalando la caja para conservar la densidad de la solución polimérica. Este proceso se repite

hasta alcanzar el largo de cadena deseado. El potencial atractivo, dominado por el parámetro

w, genera que la formación espontánea de un film delgado.

La simulación de impacto requiere de un modelo de poĺımeros con potenciales que sean

estables frente a grandes velocidades de deformación. El modelo de Kremer-Grest es un modelo

simple, computacionalmente eficiente y exitoso para modelar la respuestas de poĺımeros ante

ondas de choque [168, 217, 218]. Los detalles de este modelo han sido detalladamente abordados

en el caṕıtulo anterior (véase la sección 8.2). Las simulaciones de impactos se realizaron usando

con el programa de código abierto de dinámica molecular HOOMD-Blue [182].

El pasaje entre ambos modelos para una misma configuración puede generar inestabilidades

que destruyen la peĺıcula delgada. Para evitar esto, se opta por relajar el sistema bajo el modelo

Kremer-Grest mediante un ensamble NVE con un ĺımite impuesto a la distancia máxima que

puede desplazarse un monómero en un paso de tiempo. Este ĺımite crece progresivamente hasta

desaparecer, asegurando la estabilidad de la configuración inicial. El cambio de modelo genera

decrecimiento del espesor de la peĺıcula. Finalmente, la peĺıcula delgada alcanza una densidad

numérica de ρ ≈ 0.97[σ].

La captura de la simulación en la figura 9.2 (a) presenta la configuración inicial del impacto

en una peĺıcula delgada. El proyectil esférico se construye mediante la subdivisión de un poliedro

esférico compuesto por 10,242 part́ıculas y se modela como un sólido ŕıgido que interactúa con

los monómeros a través de un potencial de Lennard-Jones (ecuación 8.1) con un radio de corte

rc = 21/6[σ]. El proyectil tiene un radio de R = 15[σ], y la masa vaŕıa según el espesor de la

peĺıcula delgada para garantizar su penetración de manera que α = 0.88 (ecuación 9.3). Por

simplicidad, se desprecia la rotación de la esfera durante el impacto.

La longitud de la caja de simulación es Lx = Ly = 81[σ] para h ≈ 11.5[σ], y Lx = Ly =

103[σ] para h ≈ 14[σ]. Dado que ambos espesores muestran resultados similares, por simplici-

dad, presentamos los correspondientes a h ≈ 11[σ]. En la dirección del impacto, la caja tiene

una longitud Lz = 200[σ]. Para comparar con los resultados experimentales, se fijó el 3% del

borde de la caja de las peĺıculas delgadas en cada lado. Esto implica que un pequeño porcen-

taje del contorno de la caja, espećıficamente el 3%, no experimenta deformaciones durante las

simulaciones de impacto. Dado que los impactos son eventos de corta duración, se modelan
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como procesos adiabáticos. En consecuencia, las simulaciones de impacto se llevan a cabo en

un conjunto NVE. Para garantizar la estabilidad de las simulaciones durante el impacto, se

selecciona un paso temporal pequeño ∆t = 1× 10−4.

9.3. Resultados

Como los tiempos de respuesta de una cadena dependen del peso molecular, se simularon

impactos de nanoproyectiles en peĺıculas delgadas conformadas por cadenas de N = 2n, donde

n vaŕıa de 6 a 10. La disposición de cadenas con longitudes espaciadas de esta manera se eligió

para garantizar una rápida convergencia del código pseudocontinuo. El impacto es generado al

liberar el proyectil a una velocidad inicial v0, que vaŕıa de 3 [σ/τ ] a 9 [σ/τ ], a una distancia

inicial 2 σ, asegurando aśı la ausencia de interacciones previas al choque. La transferencia de

momento lineal, resultado de la interacción entre el proyectil y la peĺıcula delgada, ocasiona una

disminución inicial en la velocidad del proyectil vp. Para comparar la pérdida de enerǵıa cinética

del proyectil entre simulaciones con distintos v0, la figura 9.2 muestra el perfil de (vp/v0)
2 en

función del tiempo de simulación. Debajo de cada perfil se observan capturas del impacto en

distintos momentos.

Los paneles superiores de la figura 9.2 muestran el impacto a dos velocidades iniciales

distintas, (a) v0 = 9 [σ/τ ] y (b) v0 = 3 [σ/τ ], para una misma peĺıcula polimérica conformada

por cadenas de N = 256. Al comparar estos paneles, se observa que a velocidades elevadas,

se produce una rápida transferencia de momento lineal entre el proyectil y la peĺıcula delgada,

mientras que a velocidades más bajas, dicha transferencia es gradual y más significativa.

Cuando el impacto ocurre a altas velocidades, la colisión entre el proyectil y la peĺıcula

genera una onda de choque que se propaga a una velocidad vs mayor que la velocidad del

proyectil (vs > vp). Esto conduce a la eyección de material de la peĺıcula por delante del

proyectil, como se evidencia en las capturas de la simulación. Como resultado, se establece

una breve interacción entre el proyectil y la peĺıcula delgada, la cual concluye una vez que el

proyectil ha transferido la enerǵıa necesaria para generar la onda de choque en el poĺımero. La

pérdida de enerǵıa cinética absorbida por la peĺıcula delgada es del 16%. De manera similar, la

ecuación 9.3 predice que a velocidades de impacto altas, se puede despreciar el segundo término

γ, y la absorción de enerǵıa cinética viene dada solo por el primer término α, lo que implicaŕıa
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Figura 9.2: Perfiles de enerǵıa cinética normalizada. (a) velocidad inicial v0 = 9 [σ/τ ] y
N = 256. (b) velocidad inicial v0 = 3 [σ/τ ] y N = 256. (c) velocidad inicial v0 = 4.5 [σ/τ ] y
N = 64. (d) velocidad inicial v0 = 4.5 [σ/τ ] y N = 64. Debajo de los perfiles de velocidad se
encuentran capturas de cada simulación. Los colores de los monómeros denotan la pertenencia

a distintas cadenas poliméricas.
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Figura 9.3: Enerǵıa de punción espećıfica. (a) E∗
p en función del largo de la cadena

polimérica N . (b) E∗
p normalizada por la enerǵıa cinética inicial del proyectil E0 en función de

N . Las barras y bandas de error representan el error estad́ıstico.

una pérdida de enerǵıa cinética del 12% en estas simulaciones. La discrepancia se debe a que

asumimos la masa del área Af de impacto mf en la ecuación 9.3 como Af = 2 ∗ π ∗R cuando,

en realidad, es mayor.

Cuando la velocidad de impacto es baja, los poĺımeros envuelven al proyectil, lo que lleva

a que este, para avanzar, deba desenredarlos y liberarse de su influencia, como se aprecia

en las imágenes capturadas durante el impacto. Esta situación genera tiempos de interacción

prolongados y, como consecuencia, se observa un perfil de enerǵıa cinética normalizada más

sinuoso (ondulado). La pérdida de enerǵıa cinética en este caso es del 23%. Resultados similares

son obtenidos por Bowman, et al., en simulaciones atomı́sticas de impactos de nanoproyectiles

en peĺıculas delgadas de polietileno y poliestireno [219].

Los paneles inferiores de la figura 9.2 muestran impactos en dos peĺıculas poliméricas de

distinto N , (c) N = 64 y (d) N = 1024, para una misma velocidad inicial del proyectil v0 =

4.5 [σ/τ ]. Sorprendentemente, se observan perfiles de enerǵıa cinética normalizada similares

a los paneles superiores. Cuando N es pequeño, los poĺımeros están poco entrelazados. En

consecuencia, se requiere poca enerǵıa cinética para arrancarlos, como se observa en las capturas

de la simulación. Esto conlleva a que el perfil de enerǵıa cinética del proyectil sea empinado y

poco profundo. La pérdida de enerǵıa cinética absorbida por la peĺıcula delgada es del 16%.

113



En cambio, las cadenas largas requieren mayor enerǵıa para moverlas debido a la masa

propia de la cadena y a que están más entrelazadas. Esto genera que envuelvan el proyectil y,

este, para poder avanzar, deba desenredarlas y liberarse de su influencia. En consecuencia, el

perfil de enerǵıa cinética es sinuoso y profundo, es decir, absorbiendo más enerǵıa cinética del

proyectil. La pérdida de enerǵıa cinética en este caso es del 20%.

A partir de los perfiles de velocidad, se obtiene la enerǵıa de punción espećıfica E∗
p , definida

en la ecuación 9.2, para comparar la enerǵıa absorbida entre cadenas poliméricas de distintos

tamaños N . Dado que la cantidad de entrelazamientos de la peĺıcula delgada y la densidad

local pueden variar entre distintas peĺıculas delgadas, se realizaron 3 simulaciones de impactos

con 3 peĺıculas diferentes para una misma velocidad v0 y longitud de cadena polimérica N .

La figura 9.3 (a) muestra la enerǵıa de punción espećıfica en función de la longitud de cadena

polimérica N para cada velocidad inicial de impacto v0. A primera vista, se observa que E∗
p

aumenta proporcionalmente con v0, aunque también se aprecia un aumento progresivo con la

longitud de la cadena polimérica N . Para visualizar mejor esta relación, se normaliza E∗
p por

la enerǵıa cinética inicial del proyectil E0 = 1
2
mpv

2
0, como se observa en el panel (b) de la

figura 9.3. De este panel se desprende que a velocidades bajas, existe una mayor absorción de

enerǵıa del impacto por parte de la peĺıcula delgada en relación a la enerǵıa cinética inicial E0,

la cual decrece a medida que la velocidad de impacto v0 aumenta. Para velocidades altas, el

decrecimiento entre E∗
p/E0 es pequeño. En todos los casos, se observa una correlación positiva

entre E∗
p/E0 y N .

Como se mencionó previamente (véase sección 8.2), es factible ajustar las unidades de la

simulación a unidades del Sistema Internacional (SI) para facilitar la comparación con los

resultados experimentales. Siguiendo la metodoloǵıa descrita en la referencia [185], ajustamos

la masa de cada monómero por un factor de 161 [g/mol] para representar el polidimetilsiloxano

(PDMS). Con este ajuste, la enerǵıa de punción normalizada en nuestro trabajo se encuentra

en el orden de 10−10 [g/mol]−1. Podemos comparar este resultado con el estudio de Hyon, et al.,

donde los proyectiles utilizados exhiben una enerǵıa cinética del orden de los nanojulios (10−9 J)

[208]. Por ende, la relación E∗
p/E0 se sitúa aproximadamente en 10−11 [g/mol]−1. Aunque ambos

órdenes de magnitud son similares, se esperan disparidades debido a que, en las simulaciones,

el tamaño del proyectil es tres órdenes de magnitud más pequeño, las peĺıculas delgadas son
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Figura 9.4: Influencia de los entrelazamientos en los impactos. (a) Densidad de
entrelazamientos νe en función del largo de cadena poĺımerico N . (b) E∗

p/E0 en función de la
densidad de entrelazamiento. En ambos paneles, las barras de error representan el error

estad́ıstico.

más finas y las velocidades de impacto suelen ser ligeramente superiores a las experimentales.

Es relevante destacar que otros estudios que han realizado ajustes similares en simulaciones

de dinámica molecular han obtenido un acuerdo satisfactorio con los datos experimentales en

ensayos de impactos [220, 221].

Como se mencionó anteriormente, una de las ventajas de analizar impactos por dinámica

molecular es la capacidad de calcular con precisión la densidad de entrelazamientos. Para ello, se

mide los entrelazamientos por cadena polimérica ⟨Z⟩ mediante el algoritmo Z1+ desarrollado

por Kröger, et. al. [214]. A partir de esto, se calcula la densidad de entrelazamientos en la

peĺıcula delgada como:

νe =
C⟨Z⟩
Vf

(9.8)

donde C es la cantidad de cadenas por peĺıcula, y Vf es el volumen de la peĺıcula delgada. Los

resultados de la ecuación 9.8 en función de N se observan en la figura 9.4 (a), donde las barras

de error muestran el error estad́ıstico de las 3 peĺıculas independientes por cada N . Se observa

un crecimiento sostenido de la densidad de entrelazamiento con el largo de la cadena polimérica

N en concordancia con el modelo de entrelazamientos de Bersted (veáse ecuación 9.4).

Una vez obtenida la densidad promedio por largo de cadena N , podemos comparar la
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enerǵıa de punción normalizada Ep/E0 en función de νe, como se observa en la figura 9.4

(b). De esta figura se observa una correlación positiva entre la densidad de entrelazamiento νe

y la enerǵıa absorbida Ep/E0. Sin embargo, la influencia de los entrelazamientos se acentúa

a velocidades bajas. Esto se debe a que a estas velocidades, el proyectil queda rodeado de

poĺımeros que debe desentrelazar para liberarse de su influencia. En contraste, a velocidades

altas, los entrelazamientos se vuelven menos relevantes, ya que la onda de choque generada por

el contacto entre el proyectil y la peĺıcula expulsa material por encima del proyectil, evitando

aśı el proceso de desentrelazamiento.

9.4. Conclusiones

En este caṕıtulo se analiza la mitigación de impactos de nanoproyectiles en peĺıculas delgadas

poliméricas por medio de dinámica molecular de grano grueso. Se implementó un innovador

modelo pseudocontinuo para generar peĺıculas delgadas poliméricas altamente entrelazadas.

Posteriormente, utilizando un modelo generalizado de Kremer-Grest, se simuló el impacto de

nanoproyectiles en estas peĺıculas. Esta metodoloǵıa proporcionó una precisa medición de la

densidad de entrelazamientos y su influencia en la mitigación de impactos.

Las simulaciones revelaron cuatro escenarios distintivos que dependen tanto del grado de

entrelazamiento entre las cadenas como de la velocidad del impacto. En impactos a velocida-

des altas, se genera una onda de choque que disipa la enerǵıa principalmente a través de la

transferencia de momento lineal, resultando en una baja disipación de enerǵıa. Por otro lado, a

velocidades bajas, los poĺımeros envuelven al proyectil, requiriendo un desentrelazamiento para

su avance. Esto genera un perfil de velocidades sinuoso y una mayor absorción de enerǵıa.

Escenarios similares se observaron en función de la longitud de la cadena polimérica N , y en

consecuencia, de su grado de entrelazamiento. Si las cadenas eran cortas y poco entrelazadas, el

impacto provoca desprendimientos de las cadenas de la peĺıcula polimérica, resultando en una

baja absorción de enerǵıa. Por el contrario, cadenas largas y altamente entrelazadas mostraron

menor movilidad y la capacidad de envolver el proyectil, mitigando aśı las ondas de choque, a

diferencia de las cadenas cortas que se desprend́ıan fácilmente de la peĺıcula delgada.

Finalmente, se analizó el rol del entrelazamiento y su correlación con la mitigación del

impacto, encontrando una relación positiva entre ambas variables. Estos resultados ofrecen
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perspectivas valiosas para comprender y optimizar la respuesta de peĺıculas delgadas poliméricas

ante impactos de nanoproyectiles.
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Caṕıtulo 10

Conclusiones y Propuesta de Trabajo

Futuro

Esta tesis resulta de una combinación de métodos teóricos, experimentales y numéricos a ni-

vel molecular y de campo medio para para obtener un cuerpo de conocimiento general sobre los

procesos dinámicos en materia blanda expuestos a eventos extremos de tensión-deformación.

Espećıficamente, se abordaron tres temas particulares: la propagación de fracturas en modo

mixto, la respuesta frente a ondas de choque e impactos en materiales poliméricos, y la propa-

gación cristalina en superficies curvas.

La caracterización experimental de la propagación de fracturas en modo mixto se aborda en

el caṕıtulo 3 de esta tesis. Para llevar a cabo este estudio, se diseñó un dispositivo experimental

mediante impresión 3D que permite generar de manera controlada fracturas hidráulicas en

hidrogeles. Este dispositivo posibilita la aplicación de tensiones uniaxiales y de corte, induciendo

fracturas en modo mixto. A través de la tomograf́ıa de rayos X, se examinó la geometŕıa final

de la fractura utilizando un método no invasivo. Además, el dispositivo cuenta con sensores

de presión, tensión y corte, lo que permite caracterizar de manera exhaustiva el proceso de

fracturas hidráulicas.

En el caṕıtulo 4, se examinó la validez del principio de simetŕıa local en fracturas de modo

mixto. Este principio postula que la propagación de fracturas sigue la dirección que minimiza el

corte local y maximiza la tensión. Con este propósito, se diseñó un nuevo dispositivo basado en

el anterior, introduciendo mejoras significativas. Utilizando tomograf́ıa de rayos X, se obtuvo

la geometŕıa tridimensional de la evolución de la fractura. Posteriormente, empleando esta
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geometŕıa, se aplicó el método de elementos finitos para analizar las tensiones cerca del frente

de la fractura, lo que permitió validar el principio de simetŕıa local. Además, mediante un

modelo conceptual, se estudiaron las interacciones entre las hojas en buen acuerdo con los

resultados derivados de la tomograf́ıa computarizada 3D.

En el caṕıtulo 6 se exploró el efecto de la curvatura en la estructura cristalina que crece

sobre esferas. El mecanismo de crecimiento de los cristales se describe mediante un modelo

de campos de fase en espacio curvo, teniendo en cuenta el exceso de tensión en los enlaces de

los cristales causado por la curvatura del sustrato. Se observó la presencia de fracturas en el

proceso de cristalización debido a las tensiones elásticas generadas por la curvatura del sustrato.

Mientras que los cristales compactos se observan cuando se puede despreciar la contribución

de la enerǵıa elástica, los cristales agrietados con forma de cinta emergen como los principales

mecanismos para reducir la frustración elástica en sistemas altamente curvados o con cristales

muy ŕıgidos.

En el caṕıtulo 8, se llevó a cabo un estudio sobre la compresión por choque de copoĺımeros

dibloque en la morfoloǵıa lamelar mediante simulaciones de dinámica molecular de grano grueso.

La compresión abrupta provoca que la morfoloǵıa inicialmente segregada experimente un calen-

tamiento, evolucionando hacia fases menos segregadas. Se comparó este proceso de evolución

con los procesos de equilibrio utilizando la teoŕıa de campos autoconsistentes, mostrando un

excelente acuerdo. Esto permite demostrar, por primera vez, que la transición orden-desorden

de la estructura lamelar mediante compresión mecánica se asemeja a la transición obtenida

mediante tratamientos térmicos clásicos.

Finalmente, en el caṕıtulo 9, se investigó la respuesta de peĺıculas poliméricas altamente

entrelazadas frente a impactos de nanoproyectiles. Utilizando un modelo pseudocontinuo, se

crearon peĺıculas delgadas fuertemente entrelazadas, las cuales fueron posteriormente impac-

tadas mediante una versión generalizada del modelo de Kremer-Grest. Se identificaron cuatro

tipos de respuestas, dependiendo de la velocidad del impacto y la longitud de la cadena poliméri-

ca. A través de un programa de análisis de entrelazamiento molecular, se calculó con precisión

la densidad de entrelazamientos, revelando una correlación positiva entre esta cantidad y la

enerǵıa disipada por área de impacto.

Los trabajos realizados en esta tesis podŕıan ser extendidos y complementados con diversos
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estudios teóricos y experimentales:

- El dispositivo experimental desarrollado en el caṕıtulo 3 presenta una oportunidad para

ampliar la investigación del efecto de diferentes fluidos de fracturación, más allá del aire. Inves-

tigaciones previas, como las de Lai et al. [51], han utilizado agua y espuma para explorar cómo

la velocidad y viscosidad del fluido afectan la propagación y geometŕıa final en modo I. Seŕıa

interesante extender estos estudios a modos combinados de tensión y corte utilizando el dis-

positivo desarrollado, mediante la inyección de fluidos viscoelásticos, por ejemplo. Además, se

podŕıa investigar la fractura en redes modelo de PDMS, variando la arquitectura de la red [222].

Otra posibilidad interesante seŕıa estudiar la inyección de un fluido en un medio granular en

suspensión, especialmente cerca del punto de atascamiento (‘jamming’), donde las propiedades

mecánicas del material experimentan cambios significativos. Esto podŕıa generar una transición

desde un sistema similar a un fluido hasta un sistema similar a un sólido elástico, afectando

la geometŕıa final de la fractura, generando desde la digitación viscosa a dendŕıtica hasta la

fractura hidráulica. La combinación de tomograf́ıa computada 3D y los sensores del dispositivo

permitiŕıa una caracterización detallada de la geometŕıa final [64, 223].

- La muestra compuesta por un gel homogéneo en el caṕıtulo 4 podŕıa ser reemplazada

por un gel poroso, cuya porosidad podŕıa influir en la propagación de la fractura [224-226].

Utilizando técnicas de tomograf́ıa de rayos X y cálculos de elementos finitos, seŕıa posible

calcular las tensiones en el entorno de los poros y estudiar los efectos individuales de cada

poro en la propagación de la fractura. Además, se podŕıa considerar cambiar el dispositivo

actual por uno similar al modelo conceptual presentado en este caṕıtulo (ver Figura 4.13). Esto

proporcionaŕıa un mejor control, ya que dependeŕıa únicamente del desplazamiento de la tapa

superior y del ángulo de la fractura inicial [72]. Otra posibilidad seŕıa modificar el dispositivo

según el enfoque de Richard y Kuna [227], que permite generar fracturas en cada modo por

separado, aśı como en combinaciones de los tres modos.

- Los modelos de campo de fases utilizados para investigar el proceso de cristalización en

esferas se examina en el caṕıtulo 6. Estos modelos podŕıan extenderse con cambios menores

para abordar otras geometŕıas más allá de la esférica. Por ejemplo, seŕıa interesante explorar

el efecto de la curvatura Gaussiana negativa. Además, se podŕıa investigar el comportamiento

de cristales delgados con un ancho finito para comprender los efectos de la curvatura media en
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estos procesos [113].

- En relación a las simulaciones de compresión de copoĺımeros dibloque nanoestructurados

en lamelas, exploradas en el caṕıtulo 8, existe la posibilidad de introducir modificaciones al

variar la masa de uno de los bloques en comparación con el otro. Este ajuste inducirá interfaces

con diferente impedancia mecánica, generando una onda transmitida sobre la siguiente interfaz

y una onda reflejada. Se cree que este proceso tiene el potencial de mitigar la propagación de

ondas de choque en poĺımeros [10, 228]. Además, se podŕıa explorar la generación de otras

nanoestructuras al cambiar la longitud relativa de cada bloque, por ejemplo, cilindros o esferas,

y estudiar su respuesta ante impactos.

- El caṕıtulo 9 se centra en los mecanismos de disipación de enerǵıa de una peĺıcula delgada

frente al impacto de un nanoproyectil. En futuras investigaciones, se podŕıa explorar el efecto

del ancho de la peĺıcula delgada y el radio del proyectil en estos mecanismos. Además, seŕıa

interesante extender el estudio a peĺıculas delgadas de copoĺımeros en bloque nanoestructurados

en lamelas y otras estructuras, para comprender mejor cómo las propiedades y la geometŕıa

influyen en la respuesta ante impactos.
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Apéndice A

Modelado de Crecimiento de Cristales

sobre Superficies Esféricas: Cristales

Dendŕıticos

A.1. Introducción

Tal como vimos anteriormente, la formación de un cristal, desde una perspectiva clásica,

requiere de una fase metaestable que favorece la unión espontánea de núcleos estables (proceso

de nucleación). Posteriormente, si la ganancia de enerǵıa libre en volumen (‘bulk energy’) es

superior a la pérdida de enerǵıa causada por la creación de interfaces, los núcleos seguirán

creciendo; de lo contrario, los núcleos se disolverán [93, 94]. La nucleación y el crecimiento

convencionales suelen conducir a la formación de núcleos compactos en crecimiento, con formas

poligonales t́ıpicas que dependen de las anisotroṕıas de la tensión superficial. Sin embargo,

inestabilidades en la interfase entre el cristal y la fase desordenada, originadas por ejemplo

por la difusión del calor necesario en la formación de la fase cristalina, pueden conducir a la

ramificación de los núcleos, en un proceso conocido como crecimiento cristalino dendŕıtico [115].

Por otro lado, en los últimos años, los cient́ıficos de la materia condensada también han

comenzado a estudiar las propiedades de fases 2D ordenadas depositadas sobre sustratos curvos

[100, 118, 121, 229-233]. En estos casos, se ha demostrado que la curvatura subyacente de los

sustratos modifica la estructura de las fases, de manera que los defectos topológicos, como

dislocaciones y disclinaciones, se equilibran y localizan en regiones particulares del sustrato.

122



Esto se debe a que, en geometŕıas curvas, los defectos topológicos pueden ayudar a reducir la

enerǵıa de deformación en las fases ordenadas (fases cristalinas o de cristal ĺıquido).

En la misma ĺınea, recientemente se ha demostrado que la curvatura de los sustratos también

puede afectar a la dinámica de cristalización y al mecanismo de crecimiento de cristales sobre

superficies curvas [110, 234]. Esto se debe a que la curvatura modifica las enerǵıas libres de

volumen y superficie de los núcleos que conducen a la cristalización, como se observa en al

ecuación 5.3. En superficies curvas, también se encontró que la curvatura modifica la forma de

los núcleos cŕıticos y en crecimiento [110, 112, 235-238]. Esto se observa principalmente cuando

los núcleos en crecimiento son incapaces (debido a las interacciones de las part́ıculas) de relajar

la enerǵıa de deformación nucleando defectos topológicos (dislocaciones y disclinaciones). En

tales casos, la curvatura induce una inestabilidad elástica que produce el crecimiento de núcleos

ramificados con baja densidad de defectos.

También interesa comprender las caracteŕısticas del crecimiento irregular de cristales en

superficies curvas. En este sentido, recientemente se ha estudiado experimentalmente el cre-

cimiento dendŕıtico de parches metálicos sobre part́ıculas coloidales [239], y también se ha

demostrado experimentalmente que el mecanismo de congelación de burbujas de jabón (crista-

lización sobre esferas) puede implicar flujos de convección que transportan semillas y pequeños

cristalitos a través del sistema [240]. Además de eso, el crecimiento de cristales en la superficie

no plana ha demostrado ser relevante en la comprensión de las estructuras de virus [241, 242].

Aqúı utilizamos el modelo campos de fases desarrollados el caṕıtulo 6 modificado para

estudiar las caracteŕısticas del crecimiento adiabático de cristales en superficies curvas. Debido

a su relevancia experimental y a que la simetŕıa del problema permite establecer los efectos

generales de la geometŕıa sobre el proceso de separación de fases, aqúı nos centraremos en

el crecimiento de cristales sobre sustratos esféricos. Utilizando modelos sencillos, mostraremos

cómo la curvatura de las esferas modifica el crecimiento de núcleos compactos y dendŕıticos

(ramificados).

A.2. Modelo de campo de fases

Aqúı estudiamos la cristalización en geometŕıas curvas dentro del marco del Modelo de

Campo de Fase [125], mediante el uso de un parámetro de orden escalar y real ϕ(r, t). Los
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puntos de la superficie del sustrato se especifican mediante coordenadas curviĺıneas r = (x1, x2).

En estas coordenadas, la métrica de la superficie toma la forma ds2 = gαβdx
αdxβ donde gαβ

es el tensor métrico [243]. El parámetro de orden ϕ es una medida del grado de orden en el

sistema durante la transición de fase, sus valores van de 0 cuando el sistema está en la fase

desordenada, a 1 cuando se ha formado la fase ordenada (cristal).

En este modelo, el equilibrio de fases se describe en términos de la enerǵıa libre total F del

sistema expandida como una función de ϕ(r, t). En general, la enerǵıa libre para un sistema de

estado mixto se expresa como [117]:

F =

∫

d2r
√
g
[

e(r)gαβ∂αϕ(r)∂βϕ(r) + f(ϕ, T )
]

(A.1)

El término e(r) representa la magnitud de la penalización en la enerǵıa libre por la interfase,

y f(ϕ, T ) es la densidad de enerǵıa libre local de un sistema homogéneo que tiene un parámetro

de orden ϕ a la temperatura T , y g es el determinante del tensor métrico. La temperatura adi-

mensional T es tal que T = 0 es la temperatura de subenfriamiento, y Te = 1 es la temperatura

de equilibrio bifásico. La función f tiene la forma t́ıpica de un potencial de doble pozo con dos

mı́nimos locales, uno de ellos ϕ = 0 correspondiente a la fase desordenada, y el otro en ϕ = 1

a la fase cristalina. La competencia entre el deseo del sistema de permanecer en uno de los

mı́nimos de fase de f (fase desorndenada o sólida) y el coste de grandes gradientes da lugar a

una amplitud de interfase finita [114]. La enerǵıa libre local f se representa como:

f(ϕ) =
w

4
ϕ4 −

(

w

2
− m(T )

3

)

ϕ3 +

(

w

4
− m(T )

2

)

ϕ2, (A.2)

donde el parámetro m(T ) controla la fuerza que conduce a la fase cristalina y w controla la

altura del doble pozo. Aqúı hemos fijado w = 1.

En el caso espećıfico de una interfase entre el sólido y la fase desordenada, el parámetro

e(r) representa la tensión superficial del cristal que depende de la dirección de la orientación

del cristal. En coordenadas curviĺıneas, la orientación del cristal se mide por el ángulo ψ que

forma el cristal con el versor x̂1, es decir, tan(ψ) =
(−∂x2ϕ/

√
g22

−∂x1ϕ/
√
g11

)

. Luego,

e(ψ) =
1

2

[

e0(1 + δ0cos(nψ) )
]2

(A.3)
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donde e0 controla la magnitud de la penalización en la enerǵıa libre, n representa la anisotroṕıa

del sistema (n = 4 para un cuadrado, n = 6 para un hexágono, y aśı sucesivamente), y δ0

controla la fuerza de la anisotroṕıa.

En este enfoque, la dinámica de la transición de fase puede estudiarse mediante la ecuación

5.5. Definiendo la enerǵıa libre F como F =
∫

L(ϕ,∇ϕ, T )d2r, se escribe la derivada funcional:

δF

δϕ
=
∂L

∂ϕ
−∇ ·

( ∂L

∂∇ϕ
)

(A.4)

donde el gradiente curviĺıneo y la divergencia son ∇ = gαβ∂α y ∇· = 1√
g
∂α

√
g.

En el caso del crecimiento adiabático de cristales, los efectos de la variación de temperatura

en la vecindad de la interfase entre el cristal y la fase desordenada son fundamentales y también

requiere una ecuación para la difusión del calor. Nótese que los cambios locales de temperatura

modifican el parámetro m(T ), que controla la profundidad del doble pozo (∆f = f(0,m) −

f(1,m) = m
6
). Se puede obtener una ecuación de evolución para el campo de temperatura a

partir de la conservación de la entalṕıa:

∂T

∂t
= ∆LBT +K

∂ϕ

∂t
(A.5)

donde ∆LB representa el operador de Laplace-Beltrami ∆LB = 1√
g
∂α

√
g(gαβ∂β). Aqúı K es

un parámetro adimensional, proporcional al calor latente e inversamente proporcional a la

capacidad caloŕıfica de la fase sólida. Por simplicidad, establecemos la misma constante de

difusión para las fases sólida y la desordenada.

Dado que la fuerza impulsora de la interfase es el subenfriamiento, el parámetro m debe ser

función de m(Te − T ). De ese modo, podemos modelar m como:

m(T ) =

(

K1

π

)

tan−1(K2(Te − T )) (A.6)

donde K1 y K2 son parámetros tales que K1 < 1 por tanto |m| < 1
2
.

Aśı, en este modelo la evolución adiabática del sistema viene dada por las ecuaciones dife-

renciales acopladas 5.5 y A.5. Para estudiar el crecimiento de los cristales en la esfera escribi-

mos las ecuaciones en coordenadas esféricas, donde los puntos de la esfera se especifican por

r = (θ, φ) donde x1 = θ ∈ [0, π] es el ángulo polar medido desde una dirección cenital fija,
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y x2 = φ ∈ [0, 2π) es el ángulo azimutal, la figura 6.1 muestra la malla en la esfera debido

a la parametrización esférica. En estas coordenadas, la longitud de arco ds viene dada por

ds2 ≡ |dr|2 = a2dθ2 + sin(θ)2a2dφ2, y los operadores diferenciales toman la forma:

∇ϕ =
1

a

∂ϕ

∂θ
θ̂ +

1

a sin(θ)

∂ϕ

∂φ
φ̂ (A.7)

∇ · φ =
1

a sin(θ)

∂

∂θ
(sin(θ)ϕθ) +

1

a sin(θ)

∂ϕφ

∂φ
(A.8)

∇2ϕ =
1

a2 sin(θ)

∂

∂θ

(

sin(θ)
∂ϕ

∂θ

)

+
1

a2 sin2(θ)

∂2ϕ

∂φ2
(A.9)

Las ecuaciones de evolución se resuelven numéricamente mediante un esquema de diferencias

finitas, progresiva en el tiempo y centrado en el espacio. Como semilla cristalina inicial uti-

lizamos un ćırculo geodésico. Utilizando este esquema es posible modelar múltiples núcleos

en crecimiento sembrando diferentes semillas circulares (geodésicas) en diferentes partes de la

esfera.

Normalmente, fijamos los parámetros e0 = 0.01, µϕ = 1
0.0003

, δ0 = 0.01. Para modelar

el pozo de doble potencial fijamos K1 = 0.9 y K2 = 10. Como mostramos en el caṕıtulo 6,

debido a las coordenadas esféricas, nuestra malla de cálculo no es uniforme, véase un esquema

en la figura 6.1. En consecuencia, en nuestro análisis, ignoramos el crecimiento cerca de los

polos. Para utilizar mallas equivalentes, variamos el número de puntos de malla para sustratos

esféricos de distinto radio (hasta nθ x nφ = 512x1024 para una esfera de radio 4). El paso

angular, son entonces, ∆θ = π
nθ−1

and ∆φ = 2π
nϕ−1

.

A.3. Resultados

Para probar el modelo, primero consideramos la cristalización isotérmica en esferas. La figura

A.1 muestra capturas en diferentes momentos del crecimiento isotérmico de los núcleos para

diferentes grados de anisotroṕıa. De arriba abajo las diferentes filas de esta figura muestran

la evolución del sistema para n = 1, n = 3, n = 4, y n = 6, respectivamente. Como se

ve claramente en los paneles, en las esferas, los núcleos circulares iniciales adquieren formas

simétricas como consecuencia de la simetŕıa en la tensión superficial, de forma similar a la

cristalización isotérmica en geometŕıas planas [93, 94].
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Figura A.1: Cristalización isotérmica en esferas. Esta figura muestra el crecimiento
isotérmico de núcleos circulares iniciales en esferas (el tiempo fluye de izquierda a derecha),
para diferentes anisotroṕıas de la tensión superficial. De arriba abajo las diferentes filas

muestran la evolución de los núcleos para anisotroṕıas n = 1, n = 3, n = 4, y n = 6. En la
parte inferior se muestra el mapa de colores del parámetro de orden ϕ.
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Figura A.2: Forma de las dendritas en función de la curvatura. Esta figura compara la
forma de las dendritas crecidas sobre sustratos de diferente curvatura. Los paneles a,b,c,d

corresponden a cristales crecidos en sustratos de radio a = 1.5, 2, 3, 4, respectivamente. Nótese
que para sustratos pequeños (mayor curvatura) las dendritas parecen menos ramificadas. La

barra de color muestra la amplitud del parámetro de orden ϕ.

Consideremos ahora las caracteŕısticas del crecimiento dendŕıtico en sustratos esféricos. La

figura A.2 muestra la forma de los núcleos dendŕıticos crecidos sobre sustratos esféricos de

diferentes radios a = 1, 5, 2, 3, 4. Para realizar esta comparación utilizamos la misma semilla

circular de radio geodésico r = 0.25, y los paneles muestran los cristales al mismo tiempo

t = 0.1.

De esta figura se puede observar cualitativamente que los núcleos parecen menos ramificados

en sustratos de menor tamaño (comparar los paneles a y d de la figura A.2). Esto sugiere que la

curvatura puede originar una reducción de las ramificaciones de los núcleos. Para estudiar esto

con más detalle calculamos el grado de Circularidad C de los núcleos en las mismas condiciones,

pero sobre sustratos esféricos de distinto radio (véase ecuación 6.18).
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Figura A.3: Circularidad de las dendritas. Esta figura muestra la Circularidad de las
dendritas en el tiempo t = 0, 1 para núcleos crecidos en sustratos de diferentes radios a, y
para diferentes valores de la constante K (las barras de error son del orden del tamaño del

śımbolo y se omiten para mayor claridad). Obsérvese que a menor tamaño (mayor curvatura)
los núcleos se ramifican menos.

La figura A.3, muestra la circularidad de los núcleos desarrollados en diferentes sustratos

esféricos. Obsérvese que para diferentes valores de K, la circularidad C aumenta continua-

mente para sustratos más pequeños, mostrando que la curvatura contribuye a la reducción de

ramificaciones y a la propagación de núcleos más compactos. Los modelos de campo de fase

pueden ser sensibles a la discretización (anisotroṕıa inducida por la malla). Para estudiar si

estos resultados están influenciados por las mallas, hemos realizado simulaciones de cristales

en crecimiento de diferentes orientaciones [244]. Las variaciones observadas en la circularidad

se representan como barras de error en la figura A.3, y son del orden del tamaño del śımbolo

mostrando la robustez de los resultados.

También es interesante estudiar cómo influye la curvatura del sustrato en la selección del

radio de la punta y la velocidad de propagación de las dendritas. Para obtener el radio de

la punta, medimos a partir de las simulaciones la curvatura geodésica de la interfaz en las

puntas en función del tamaño del sustrato esférico. Supongamos que la curvatura de una curva

C perteneciente a una superficie S es k. La curvatura de la curva en ese punto se puede
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Figura A.4: Esquema de la curvatura de una curva embebida en una superficie en
el espacio 3D. Esta figura muestra la curvatura k de la curva C que tiene una normal n en
una superficie S. La normal de la superficie es N , y su proyección con la curvatura k es la

curvatura normal kn. La curvatura geodésica kg, que es perpendicular a kn es, por definición,
k2g = k2 − k2n.

descomponer en dos componentes, la curvatura normal kn y la curvatura geodésica kg (ver

figura A.4) [243]. Mientras que la curvatura normal se obtiene proyectando el vector curvatura

sobre la normal de la superficie, la curvatura geodésica se obtiene proyectando sobre el plano

tangencial a ese punto. Las curvaturas están relacionadas por la identidad:

k2 = k2n + k2g (A.10)

Nótese que la curvatura geodésica es la curvatura intŕınseca de una curva dentro de la super-

ficie, y es la cantidad relevante relacionada con el crecimiento impulsado por la curvatura en

superficies. Para medir los radios de la punta a partir de las simulaciones, primero extraji-

mos la interfaz del contorno y calculamos la curvatura k en la punta mediante las fórmulas de

Frenet-Serret. Posteriormente, calculamos la curvatura normal kn proyectando a la normal de

la esfera y ese punto. A continuación, la curvatura geodésica de la punta se obtiene a partir

de la ecuación A.10. Finalmente, el radio de curvatura R de la punta puede aproximarse por

kg ≈ 1
R
, que es una aproximación válida para ćırculos pequeños sobre una esfera, tal como se

observa en la figura A.5 en donde se muestra el circulo de radio R ajustado en la punta.

Experimentos de laboratorios muestran una velocidad v constante de crecimiento de la punta

[115]. La identificación de los mecanismos f́ısicos que gobiernan la selección de la velocidad y
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Figura A.5: Punta de la dendrita. (a) Simulación de campo de fase de una dendrita (esfera
de radio 3 y tiempo t = 0.1). (b) Contorno de la interfaz. (c) Radio R aproximado de la punta.

forma de la punta de dendrita en un medio metaestable, conocidos como criterios de selección,

constituye un problema común en la propagación de frentes en sistemas no lineales. Algunos

avances en este ámbito se han logrado asumiendo sistemas isotérmicos y con enerǵıa de interfaz

nula. Por ejemplo, Isantov demostró que, para una punta parabólica, la velocidad está vinculada

al radio de curvatura R de la siguiente manera: v ∼ 1/R [245]. Por lo general, las aproximaciones

teóricas resultan complicadas debido a la necesidad de resolver ecuaciones diferenciales no

lineales, razón por la cual las soluciones numéricas se convierten en herramientas valiosas para

estudiar este fenómeno [246].

La figura A.6 muestra cómo la curvatura de la superficie afecta al criterio de selección. Aqúı

trazamos la velocidad seleccionada de las puntas en función del radio de la punta, para cristales

dendŕıticos que crecen sobre esferas de diferente curvatura (el radio de los sustratos esféricos

se indica justo al lado de los datos). Obsérvese que a medida que disminuye el tamaño del

sustrato esférico, aumenta el radio de la punta seleccionada. Esto es lo mismo que se ha indicado

anteriormente, las dendritas se redondean más para los sustratos esféricos de mayor curvatura

(esferas más pequeñas). Por el contrario, la velocidad seleccionada muestra un comportamiento

no monotónico. Para sustratos esféricos más pequeños, la velocidad de la punta aumenta al

principio, pero después empieza a disminuir. Es interesante señalar que también se observa un

comportamiento no monotónico similar de la velocidad de la punta en función del radio de

la punta en geometŕıas planas cuando se utiliza un grado diferente de subenfriamiento. Este

comportamiento se describe aproximadamente mediante la aproximación esférica que considera
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Figura A.6: Velocidad de la punta en función de su radio. Esta figura muestra la
velocidad de la punta en función del radio de la punta para dendritas que crecen en esferas de
diferentes radios (etiquetadas a la derecha de cada śımbolo). Las barras de error son del orden

del tamaño del śımbolo y se omiten para mayor claridad.

la punta de la dendrita como una esfera en crecimiento. Nuestras simulaciones muestran que no

sólo el subenfriamiento, sino también la curvatura del sustrato selecciona tanto el radio como

la velocidad de la punta.

Con el fin de racionalizar cómo la curvatura subyacente puede modificar la forma de las

dendritas en sustratos curvos, aqúı consideramos las inestabilidades interfaciales asociadas con

el crecimiento dendŕıtico. Para ello utilizamos una ecuación que describe la evolución temporal

de la curvatura de la interfase:

n̂ · d
−→x
dt

= V (κg) + γ
∂2κg
∂s2

(A.11)

donde V (κg) = κg + ακ2g − βκ3g, y s y κg son la longitud del arco y la curvatura geodésica

(intŕınseca) de la interfase. La posición de interface es descrita por −→x y n̂ representa la direc-

ción normal a la inerface. Originalmente, esta ecuación se utilizó como modelo geométrico para

la evolución de la interfaz en una variedad de problemas diferentes [247, 248], incluida la crista-

lización dendŕıtica. Aunque en el modelo original la propiedad fundamental de la interfase era

la curvatura total κ, aqúı modificamos ligeramente el modelo utilizando la curvatura geodésica

κg, que es la curvatura de la interfase vista desde el sustrato curvado. En general, la curvatura
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geodésica de una curva también se conoce como la curvatura intŕınseca de una curva [243].

Ahora utilizamos este modelo para desarrollar un análisis de inestabilidad de núcleos circu-

lares iniciales que crecen sobre un sustrato esférico. Esto puede hacerse considerando perturba-

ciones normales a un núcleo circular inicial de radio geodésico r, de forma que la ecuación de

la interfase puede escribirse como −→x (φ, t) = [r(t) + ϵ(φ, t)], donde ϵ es la perturbación y φ es

el ángulo azimutal.

En general, la curvatura geodésica de una curva cerrada en la esfera puede escribirse como

[249]:

κg =
a2 cos (r/a) sin (r/a)2 + 2 cos (r/a)( ∂r

∂φ
)2 − a sin (r/a) ∂2r

∂φ2

[a2 sin (r/a)2 + ( ∂r
∂φ
)2]3/2

(A.12)

donde r es el radio geodésico local de la curva (las coordenadas r, φ suelen conocerse como

coordenadas geodésicas polares [113]).

Aśı, a primer orden en la perturbación ϵ, podemos aproximar:

κg =
cos (r/a)

a sin (r/a)
− 1

a2 sin (r/a)2
[1 +

∂2

∂φ2
]ϵ

d2κg
ds2

=
1

a2r2 sin (r/a)2
∂2

∂φ2
[1 +

∂2

∂φ2
]ϵ

Ahora, expandiendo la perturbación en el ángulo polar utilizando las funciones propias ϵm =

ϵ0e
λmt cos (mφ), obtenemos el factor de crecimiento:

λm =
m2 − 1

a2 sin (r/a)2
[V ′(1/r)− γ

r2
m2] (A.13)

Observamos que para sustratos esféricos grandes (r ≪ a) la expresión anterior se reduce a la

tasa de crecimiento obtenida anteriormente para el crecimiento dendŕıtico en el plano λ0m =

(m2 − 1)[V ′(1/r)− γm2/r2]/r2 [247], [248].

Aśı, la primera corrección del factor de amplificación debido a la curvatura puede escribirse

como λm ≈ λ0m/(1 − r2/3a2), de forma que aunque los núcleos en crecimiento siguen siendo

linealmente inestables en las esferas, la amplificación exponencial de las perturbaciones se reduce

para curvaturas mayores.

Para estudiar la evolución de la interfase en tiempos tempranos (comportamiento lineal),

pero también en tiempos largos (comportamiento no lineal), resolvemos numéricamente la
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ecuación A.11, sobre sustratos esféricos de diferentes tamaños, utilizando el método predictor-

corrector. La figura A.7a muestra una morfoloǵıa t́ıpica de la interfaz obtenida en tiempos

tempranos, vista en el espacio θ−φ (t = 0.116). En la figura A.7b mostramos que el crecimien-

to dendŕıtico anisótropo en esferas también puede modelarse incluyendo un factor 1+ε cos(nθ),

multiplicando la mano derecha de la ecuación A.11 (esta figura corresponde a una simulación

con simetŕıa hexagonal n = 6). En el panel inferior de la figura A.7c mostramos la desviación

de la interfase respecto a un ćırculo geodésico ϵ, en función de φ (t = 0.056). Esto puede uti-

lizarse para analizar la evolución de los distintos modos durante el crecimiento dendŕıtico. En

los paneles superiores de la figura A.7c mostramos la potencia expectral de fourier de la figura

inferior, y la evolución del pico de la potencia expectral de fourier. Como predice el análisis

lineal existe un rango de modos inestables, y el factor de amplificación crece exponencialmente

en el tiempo, hasta que las no linealidades de la ecuación frenan el crecimiento, de forma similar

a como ocurre en otros sistemas inestables como la descomposición espinodal [250].

Merece la pena estudiar el grado de ramificación obtenido durante el crecimiento dendŕıtico

para este modelo de ecuación de interfase. En la figura A.7d mostramos la circularidad de

los núcleos en crecimiento, para sustratos esféricos de diferentes tamaños. De forma similar

a lo obtenido con el modelo de campo de fases, aqúı también observamos una reducción de

las ramificaciones a medida que se reduce el tamaño del sustrato. En este caso, observamos

que se obtuvo un resultado similar para un modelo de cristal de campo de fases, en el que

también se observó que el grado de ramificaciones de los núcleos en crecimiento se redućıa para

esferas más pequeñas. En tales casos, se observó que los núcleos en crecimiento evolucionan

de una geometŕıa de ramificación hexagonal a una cinta a medida que se reduce el tamaño

de la superficie esférica [112]. Nótese que nuestros resultados muestran que la reducción de

la ramificación por curvatura también se encuentra incluso cuando no se tienen en cuenta los

términos de interacción elástica debidos a la red cristalina, como en nuestro modelo.

Un análisis similar de expansión de modos se desarrolló para estudiar la inestabilidad de

una interfase que separa dos fluidos viscosos inmiscibles en una esfera (el problema de Saffman-

Taylor en una esfera) [249]. En dicho trabajo, un análisis de perturbaciones hasta segundo

orden en ϵ, revelaron dos mecanismos de propagación distintivos que dependen de la región de

la interfaz. Cuando la interfaz propaga antes del ecuador de la esfera, el mecanismo principal es
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Figura A.7: Análisis de la interfaz durante el crecimiento de los cristales. Esta figura
muestra el análisis de la interfaz de un núcleo en crecimiento. Los paneles a) y b)

corresponden a la interfaz cristalina de simetŕıa isotrópica y hexagonal respectivamente, vista
en el plano θ − φ (t = 0.116). El panel c) muestra la desviación de la interfaz cristalina

formando un ćırculo geodésico ϵ(φ) a t = 0.056 (abajo), la potencia expectral de fourier S de
esta configuración de interfaz (arriba a la izquierda), y el crecimiento exponencial del pico de
la potencia expectral de fourier (arriba a la derecha). El panel d) muestra la circularidad de
los núcleos en crecimiento para un sustrato esférico de distinto radio a, tal como se obtiene

mediante la solución numérica del modelo de interfaz (t = 0.0001, y α = β = γ = 1).
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Figura A.8: Evolución temporal de una semilla de cristal de gran tamaño. Esta
figura muestra la evolución temporal de una gran semilla de cristal (en rojo) de radio

geodésico de r/a = 4.78 sobre una esfera de radio a = 2, superando el ecuador de la esfera.
Los paneles a,b,c,d corresponden a t = 0.26, 0.11, 0.18, 0.26 respectivamente. Obsérvese que la
separación de puntas se sustituye por el estrechamiento de puntas. La barra de color muestra

la amplitud del parámetro de orden ϕ.

tip-splitting. Sin embargo, una vez que la interfaz se extiende más allá del ecuador de la esfera,

este mecanismo es reemplazado por tip-sharpening en la punta.

Aqúı también encontramos que el tip-splitting se suprime para los núcleos grandes cuya

interfaz va más allá del ecuador. La figura A.8 muestra la evolución temporal de un cristal

grande (en rojo). Obsérvese que la interfaz sigue siendo linealmente inestable, pero no se produce

el desdoblamiento de puntas que da lugar a patrones dendŕıticos. Como puede observarse en el

panel figura A.8 b)-c) hay un mecanismo de estrechamiento de la punta en lugar de división de

la punta, de forma similar a lo predicho para los fluidos [249]. Esto es una simple consecuencia

directa de la geometŕıa y topoloǵıa de la esfera, en la que núcleos de crecimiento tan grandes

producen un flujo convergente, en el que el mecanismo de desdoblamiento de la punta queda
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Figura A.9: Solución al modelo de campo de fases mediante una esfera discretizada
por una malla triangular. El panel a) muestra la discretización de la superficie de una
esfera de radio a a partir de la subdivisión de las caras de un icosaedro regular de forma

recursiva. El panel b) muestra la nucleación y crecimiento de varias semillas de cristales en
una esfera. El panel c) muestra la comparación entre la velocidad de la punta en función del
radio de la esfera según la solución del presente trabajo y la referencia [252]. Panel a) y b)

reproducidos con permiso de [252], Elsvier, 2022.

completamente suprimido [251].

Una desventaja asociada a la resolución en coordenadas esféricas del modelo de campos de

fases mediante diferencias finitas radica en la inevitable presencia de divergencias en los polos

de la esfera (observar el término 1
sin(θ)

en las ecuaciones A.8 y A.9). Aunque hemos abordado

este inconveniente resolviendo las ecuaciones de difusión lejos de los polos, existe la posibilidad

de discretizar la esfera mediante una malla triangular, de manera que la solución sea estable en

todos los puntos de la esfera (figura A.9 a)).

Lee, et. al. han propuesto un modelo numérico para resolver el modelo de campos de fases

presentado en este trabajo utilizando una esfera discretizada con una malla triangular [252].

Como se ilustra en la figura A.9 b), al no presentar divergencias en los polos, se puede propagar

varias semillas alrededor de toda la esfera. A modo de comparación entre el modelo de referencia

y el desarrollado en este trabajo, la figura A.9 c) muestra la velocidad de la punta en función del

radio de la esfera. Es destacable el buen acuerdo entre ambas soluciones, independientemente

del método utilizado para resolver la propagación del campo de fases.
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A.4. Conlcusiones

En este caṕıtulo, se estudió el crecimiento de cristales dendŕıticos sobre sustratos esféricos.

Uno de los aspectos que hemos investigado es la curvatura intŕınseca (Gaussiana) a estos sus-

tratos, que puede aprovecharse estratégicamente para controlar tanto la forma de los cristales

como su velocidad de propagación.

Mediante una exploración exhaustiva, observamos una reducción de la ramificación de los

núcleos en crecimiento debido a la curvatura de las esferas. Este fenómeno encuentra explicación

en un análisis de inestabilidad lineal de la interfaz del cristal y la fase desordenada. Curiosa-

mente, nuestros hallazgos revelan un comportamiento distintivo cuando se trata de núcleos

grandes cuyas dimensiones superan la mitad de la superficie de la esfera, extendiéndose más

allá de la región ecuatorial. En tales casos, el mecanismo convencional de separación de puntas

experimenta una notable transformación, desapareciendo esencialmente. Aunque la interfaz si-

gue siendo inestable para estos núcleos considerables, el proceso no lineal previsto de división

de puntas da paso a un comportamiento de estrechamiento de puntas. Lo que se desprende

de nuestro estudio es una demostración de que la interacción entre geometŕıa y topoloǵıa pue-

de ejercer una profunda influencia en los mecanismos que rigen los procesos de cristalización

en sustratos esféricos. Las implicaciones de nuestra investigación van más allá de la mera com-

prensión teórica y ofrecen conocimientos prácticos que podŕıan resultar importantes para afinar

las caracteŕısticas de las texturas cristalinas en micro/nano part́ıculas. Esta comprensión abre

nuevas v́ıas para la manipulación y el control deliberados de la dinámica de cristalización en

diversas aplicaciones tecnológica[103, 253, 254].
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7. Gómez, L. R., Turner, A. M. y Vitelli, V. Uniform shock waves in disordered granular

matter. Physical Review E 86, 041302 (2012).

8. Brown, J., Fritz, J. e Hixson, R. Hugoniot data for iron. Journal of Applied Physics 88,

5496-5498 (2000).

9. Barrios, S. y col. Velocity distributions in a gas-gun microparticle accelerator. Review of

Scientific Instruments 93, 105101 (2022).

10. Lee, J.-H. y col. High strain rate deformation of layered nanocomposites. Nature com-

munications 3, 1164 (2012).

11. Wang, S. y Urban, M. W. Self-healing polymers. Nature Reviews Materials 5, 562-583

(2020).

12. Kawamoto, H. The history of liquid-crystal displays. Proceedings of the IEEE 90, 460-500

(2002).

139



13. Schadt, M. Liquid crystal materials and liquid crystal displays. Annual review of mate-

rials science 27, 305-379 (1997).

14. Xi, X. y col. Fracture of brittle metallic glasses: Brittleness or plasticity. Physical review

letters 94, 125510 (2005).

15. Schroers, J. y Johnson, W. L. Ductile bulk metallic glass. Physical review letters 93,

255506 (2004).

16. Ketkaew, J. y col. Mechanical glass transition revealed by the fracture toughness of

metallic glasses. Nature communications 9, 3271 (2018).

17. Li, G, Jiang, M., Jiang, F, He, L y Sun, J. The ductile to brittle transition behavior in a

Zr-based bulk metallic glass. Materials Science and Engineering: A 625, 393-402 (2015).

18. Schuler, H., Mayrhofer, C. y Thoma, K. Spall experiments for the measurement of the

tensile strength and fracture energy of concrete at high strain rates. International Journal

of Impact Engineering 32, 1635-1650 (2006).

19. Ding, J., Patinet, S., Falk, M. L., Cheng, Y. y Ma, E. Soft spots and their structural

signature in a metallic glass. Proceedings of the National Academy of Sciences 111,

14052-14056 (2014).

20. Pan, D, Inoue, A, Sakurai, T y Chen, M. Experimental characterization of shear trans-

formation zones for plastic flow of bulk metallic glasses. Proceedings of the National

Academy of Sciences 105, 14769-14772 (2008).

21. Tang, L. y col. The energy landscape governs ductility in disordered materials. Materials

Horizons 8, 1242-1252 (2021).
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235. Köhler, C, Backofen, R y Voigt, A. Relaxation of curvature-induced elastic stress by the

Asaro-Tiller-Grinfeld instability. EPL (Europhysics Letters) 111, 48006 (2015).

157



236. Ma, L. y col. Growth of curved crystals: competition between topological defect nuclea-

tion and boundary branching. Soft Matter 15, 4391-4400 (2019).

237. Wang, K. y col. Strain tolerance of two-dimensional crystal growth on curved surfaces.

Science Advances 5, eaav4028 (2019).

238. Paquay, S., Both, G.-J. y van der Schoot, P. Impact of interaction range and curvature on

crystal growth of particles confined to spherical surfaces. Physical Review E 96, 012611

(2017).

239. Bihr, T., Sadafi, F.-Z., Seifert, U., Taylor, R. K. y Smith, A.-S. Radial growth in 2d revi-

sited: the effect of finite density, binding affinity, reaction rates, and diffusion. Advanced

Materials Interfaces 4, 1600310 (2017).

240. Ahmadi, S. F., Nath, S., Kingett, C. M., Yue, P. y Boreyko, J. B. How soap bubbles

freeze. Nature communications 10, 2531 (2019).

241. Dharmavaram, S., Xie, F., Klug, W., Rudnick, J. y Bruinsma, R. Physical Review E 95,

062402 (2017).

242. Ganser, B. K., Li, S., Klishko, V. Y., Finch, J. T. y Sundquist, W. I. Assembly and

analysis of conical models for the HIV-1 core. Science 283, 80-83 (1999).

243. O’Neill, B. Elementary differential geometry (Academic Press, New York, 1997).
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251. Thomé, H, Rabaud, M, Hakim, V y Couder, Y. The Saffman–Taylor instability: From the

linear to the circular geometry. Physics of Fluids A: Fluid Dynamics 1, 224-240 (1989).

252. Lee, C. y col. Phase-field computations of anisotropic ice crystal growth on a spherical

surface. Computers & Mathematics with Applications 125, 25-33 (2022).

253. DeVries, G. A. y col. Divalent metal nanoparticles. Science 315, 358-361 (2007).

254. Levy, N y col. Strain-induced pseudo–magnetic fields greater than 300 tesla in graphene

nanobubbles. Science 329, 544-547 (2010).

159



ORIGINAL RESEARCH
published: 03 June 2020

doi: 10.3389/fmats.2020.00163

Frontiers in Materials | www.frontiersin.org 1 June 2020 | Volume 7 | Article 163

Edited by:

P. Davide Cozzoli,

University of Salento, Italy

Reviewed by:

Junseok Kim,

Korea University, South Korea

Abhik Narayan Choudhury,

Indian Institute of Science (IISc), India

Božidar Šarler,

University of Ljubljana, Slovenia

*Correspondence:

Leopoldo R. Gómez

lgomez@uns.edu.ar

Specialty section:

This article was submitted to

Colloidal Materials and Interfaces,

a section of the journal

Frontiers in Materials

Received: 16 September 2019

Accepted: 04 May 2020

Published: 03 June 2020

Citation:

Ortellado L and Gómez LR (2020)

Phase Field Modeling of Dendritic

Growth on Spherical Surfaces.

Front. Mater. 7:163.

doi: 10.3389/fmats.2020.00163

Phase Field Modeling of Dendritic
Growth on Spherical Surfaces

Laureano Ortellado and Leopoldo R. Gómez*

Department of Physics, Universidad Nacional del Sur—IFISUR—CONICET, Bahía Blanca, Argentina

The spontaneous formation of a crystal phase is one of the most common and beautiful

pattern formation mechanisms in nature. Different instabilities in the crystal interface may

lead to the growth of ramified structures, known as dendritic crystal growth. In this work,

we use a Phase Field Model and numerical simulations to study 2D dendritic growth

on curved surfaces. We show how the degree of ramification of a growing nucleus is

modified by the underlying curvature of the substrate.

Keywords: dendritic growth, phase field, curvature, crystal interface, spherical substrate

1. INTRODUCTION

The formation of a crystalline structure from an initial liquid phase (crystallization), is one of
the richest pattern formation processes, with deep consequences in condensed matter physics and
chemistry, material science, and even biology (Kashchiev, 2000; Kelton and Greer, 2010). For years
this process has been scrutinized by means of experiments, simulations, and mathematical models,
in both 3D and 2D systems.

In general, the fundamental mechanism of crystallization is given by nucleation and growth,
where an initial fluctuation in the liquid spontaneously forms a small seed of the equilibrium
crystal. In the simplest picture, there are only two energies associated with this seed (Kashchiev,
2000; Kelton and Greer, 2010). There is an energy gain due to the formation of a piece of the
equilibrium (less energetic) structure. But there is also an energy penalty due to the formation of an
interface between the crystal and the liquid. This competition leads to an activated process where
only those seeds overcoming a critical size are able to grow, while the rest collapse and disappear
by surface tension.

Conventional nucleation and growth commonly leads to the formation of growing compact
nuclei, with typical polygonal shapes depending on the anisotropies of the surface tension.
However, instabilities in the liquid-crystal interface, originated for example by the diffusion of heat
needed in the formation of the crystal phase, may lead to the ramifications of the nuclei, in a process
known as dendritic crystal growth (Langer, 1980).

On the other side, in the last years, condensed matter scientists have also begun to study the
properties of 2D ordered phases deposited on curved substrates (Nelson, 2002; Vitelli and Nelson,
2004; Vitelli et al., 2006; Irvine et al., 2010; Tarjus et al., 2012; García et al., 2013, 2015; Gómez et al.,
2018). In such cases, it has been shown that the underlying curvature of the substrates modifies the
structure of the phases, such that topological defects, like dislocations and disclinations, equilibrate
and locate on particular regions of the substrate. This is because, on curved geometries, topological
defects may help to reduce the strain energy in the ordered phases (crystal or liquid crystal phases).

In the same line, it was recently shown that the curvature of substrates can also affect the
crystallization dynamics and mechanism of crystal growth on curved surfaces (Meng et al., 2014;
Horsley et al., 2018). This is because curvature modifies the imbalance of volume and surface free
energies of nuclei leading to crystallization. For example, in the case of nucleation on spherical
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Two-dimensional crystalization on spheres: Crystals grow cracked
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Here we study how curvature affects the structure of two-dimensional crystals growing on spheres. The

mechanism of crystal growth is described by means of a Landau model in curved space that accounts for the

excess of strain on crystal bonds caused by the substrate’s curvature (packing frustration). In curved space

elastic energy penalization strongly dictates the geometry of growing crystals. While compact faceted crystals

are observed when elastic energy contribution can be neglected, cracked crystals with ribbonlike forms appear

as the main mechanisms to reduce elastic frustration for highly curved systems.

DOI: 10.1103/PhysRevE.105.014801

I. INTRODUCTION

The growth of a two-dimensional (2D) crystal layer on a

planar substrate is dictated by the competition between an

energy gain, obtained by forming a piece of the equilibrium

crystal, and a line tension penalty due to the interface of the

nuclei with the surroundings [1,2]. This free-energy compe-

tition produces a critical size for crystal growth. Only those

nuclei overcoming this critical size can grow by adding crystal

particles to their surface. Sub-critical nuclei collapse by sur-

face tension. In addition to this simple mean-field description

of the nucleation and growth, some complexities may arise

from different energy exchange mechanisms, limited parti-

cle’s diffusion, and anisotropic nuclei line tension, between

other effects, which can lead to a variety of dynamics and

nuclei shapes [1,2].

On the contrary, it could be simply impossible to grow a

perfect crystal on a curved substrate [3]. This is because the

underlying curvature may induce distortions of the crystal lat-

tice, increasing its strain energy (an effect known as geometric

frustration) [4,5]. In this sense, depending on the underlying

geometry, a crystal may need to be highly deformed to wrap

on the curved surface, increasing thus the elastic energy of

the lattice structure. For example, the free energy of a perfect

circular crystal of size R growing on a sphere of radius a

(spherical cap) has been modeled through the free energy

[6,7]:

�Fcap = 2πRγ − π |� f |R2 +
π

384
Y

R6

a4
, (1)

where Y is the two-dimensional Young’s modulus of the crys-

tal, � f is the energy difference between crystal and melt, and

γ is the line tension of the interface between the two regions.

In this equation, the first two terms represent the com-

petition between surface and line tension energies discussed

above. The last term is a free-energy penalization induced

by the substrate’s nonplanar geometry, which inhibits fur-

*lgomez@uns.edu.ar

ther growth of the nuclei beyond the equilibrium size Req ∼

(� f /Y )
1
4 a [7]. In a planar domain, it is also possible to

frustrate a crystal under stress if the intrinsic curvature is

associated with the interactions of the particles [8].

However, growing nuclei on curved surfaces could reduce

the elastic frustration in two ways. One possibility is by the

inclusion of topological defects while growing [9,10]. This is

because topological defects can contribute to reducing elastic

distortions on the lattice, allowing further propagation. The

other possibility is by changing the shape of the crystal to

ribbonlike or ramified structures, which has been recently

observed in experiments with colloidal crystals growing in

spheres [7], in Monte Carlo simulations of self-assembly of

viral capsids [11], and phase field simulations [12,13].

In this work, we study the process of isothermal crystalliza-

tion on spherical substrates by using a free-energy functional

which takes into account the elastic stress induced by ge-

ometric frustration. We show that elastic stress dictates the

growth pathway. Growing crystals may change their shape and

also crack, depending on the substrate’s curvature and lattice

rigidity.

II. MODEL

In Landau’s theory of phase transitions, the free-energy

functional of the system is expanded in terms of an ap-

propriate order parameter �(r), which is mainly related to

the underlying symmetries of the system [14]. In studies of

crystallization, the complex order parameter � is commonly

chosen as scalar function representing the local density and

orientation of the material, and the dynamics of the phase

transition can be studied through a relaxational equation of

the form [15]

∂�

∂t
= −μ

δF

δ�
, (2)

where μ is the mobility coefficient of the system, F depends

on the details of the system studied, and δF/δ� is the func-

tional derivative of F in terms of the complex order para-

meter �.
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Shock melting of lamellae-forming block copolymers
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While the propagation of shocks through monoatomic liquids and solids is now well understood, the response

of macromolecular systems to shock compression remains far less studied. Here we use molecular dynamics

simulations to study the shock compression of diblock copolymers assembled in a lamellae morphology, which

may display outstanding ballistic performance. For the first time, we show that the morphologies observed after

the passage of the shock resemble those observed at equilibrium, at a temperature dictated by the compression

velocity. In copolymers, shock compression leads to a decrease in the lamellae period, favoring the mixing of

the polymer blocks, such that strongly segregated initial morphologies evolve into less segregated phases after

the passage of the shock, or can even melt into an isotropic phase for strong shocks.

DOI: 10.1103/PhysRevE.106.044502

I. INTRODUCTION

Block copolymers are materials obtained by joining two or

more blocks of polymer chains through covalent bonds [1,2].

The simplest diblock copolymers are obtained by joining two

chains of chemically different species A and B. When the

blocks that form the copolymer are immiscible, the whole sys-

tem self-assembles below a characteristic temperature TODT

in a variety of ordered structures. The self-assembled mor-

phologies (including between other lamellae, hexagonally

close-packed cylinders, and spheres ordered in a cubic lattice)

depend on the block volume fraction and temperature, dis-

playing lattice parameters in the range of nanometers (∼30 −

500 nm) [1,2].

The properties and applications of block copolymer sys-

tems have been extensively investigated through experiments,

simulations, and theoretical calculations. Part of the large in-

terest in these materials comes from the possible applications

in nanotechnology, which among others include nanolithogra-

phy masks, photonic crystals, and sensors [3–5].

In addition, in recent years it has also been observed that

some copolymers may display shock mitigation properties

and outstanding ballistic performance [6–9]. Recently, Lee

et al. have experimentally explored the ability of lamellae

forming diblock copolymers to absorb the impact of micro-

projectiles [8]. It was shown that the microstructure dissipates

the impact energy via a variety of mechanisms, including layer

kinking, compression and domain fragmentation, and chain

mixing to form an amorphous phase.

Shock compression is one of the hardest conditions to test

material response and integrity. Here, the local increase of

pressure due to the passage of the shock front, may induce

a strong nonlinear response in the material, which can even

produce its failure or fracture [10,11]. Although shock waves

have been studied for almost a century by now [12], most

*lgomez@uns.edu.ar

of the works have focused on the propagation of shocks in

low molecular condensed matter systems, like simple gases

and liquids, or crystalline solids. In all these systems, the

passage of the shock produces an adiabatic phase transition,

modifying the material properties. For example, in crystalline

solids, shock compression may lead to the transition to more

compact structures (from BCC to FCC ordering, between

others), the sudden proliferation and motion of dislocations,

and grain boundaries [10,13–16].

Contrary to low molecular condensed matter, systems

formed by macromolecular assemblies, like polymers or block

copolymers, display a large spectrum of relaxation times,

and the equilibration of the whole system can take much

longer. Thus, it is not clear how macromolecular systems

would respond to shock compression or if the shocks induce

well-defined adiabatic phase transitions in the material. In this

sense, shock compression experiments in several homopoly-

mers revealed a high-pressure transformation (in the range

20 − 30 GPa), which could be associated with a high pressure

induced crossbonding in the polymer chains [17,18].

In this work, we use molecular dynamics simulations to

study the shock compression of diblock copolymers with

lamellae morphology. We show that the passage of the shock

produces a decrease in both, the lamellae period, and the

degree of segregation in the structure. We show that the final

states obtained after the passage of the shocks are similar to

the ones obtained at equilibrium, at a temperature which is set

by the compression velocity.

II. MODEL

Due to our interest in polymeric nanostructure and the

large spatial and temporal scales inherent to these sys-

tems, it is possible to use a molecular dynamics approach

using a coarse-grained model that allows the study of mi-

croscopic relaxation mechanisms under extreme stress-strain

events [6,19,20]. These techniques have been used to study

shock waves in different materials such as solids, fluids, and

2470-0045/2022/106(4)/044502(6) 044502-1 ©2022 American Physical Society
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ABSTRACT

We introduce an innovative instrument designed to investigate fluid-induced fractures under mixed loading conditions, including uniaxial
tension and shear stress, in gels and similar soft materials. Equipped with sensors for measuring force, torque, and fluid pressure, the device is
tailored for compatibility with x-ray tomography scanners, enabling non-invasive 3D analysis of crack geometries. To showcase its capabilities,
we conducted a study examining crack-front segmentation in a hydrogel subjected to air pressure and a combination of tension and shear
stress.
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I. INTRODUCTION

Hydraulic fracturing, commonly known as fracking, is a preva-
lent method for stimulating hydrocarbon production by creating
a network of fractures around a wellbore.1,2 This process involves
injecting high-pressure fluid into the rock, resulting in a network
of fractures that enhance the reservoir’s permeability and increase
the surface area for hydrocarbon production. However, current
techniques can only recover a small percentage of the estimated
hydrocarbons within the rock.1,2

Although enhanced oil recovery is a primary application of
hydraulic fracturing, it is also employed in various other con-
texts. For instance, fracking is used in carbon sequestration, where
carbon dioxide is injected into underground rock formations to
mitigate greenhouse gas emissions.3 Moreover, natural occurrences
of hydraulic fracturing can arise from magmatic intrusions4 and
water-driven vertical crevassing in glaciers.5,6 To optimize produc-
tion and maintain environmental sustainability,7 a comprehensive
understanding of the physical mechanisms governing fracture and
extraction is essential.

The process of hydraulic fracturing is complex and depends on
the solid’s anisotropy and the fluid injection’s rheology.8 Reliable
physical models are essential to understand the geometry of frac-
tures. Although hydraulic fracturing has been extensively studied
theoretically and numerically,9,10 there is comparatively less exper-
imental work on the subject. Only a small number of experiments
on the detailed fracture geometry of hydraulic fractures have been
reported. In the late 1950s, Hubbert andWillis conducted early qual-
itative laboratory experiments.11 Subsequently, various groups car-
ried out shape measurements of penny-shaped crack tips.12–15 More
recently, the dynamics of the formation and evolution of hydraulic
fractures in hydrogels have been studied, revealing the formation of
step lines due to the interaction between the fragmentation front and
material heterogeneity.16

In general, any type of fracture can be decomposed into three
linearly independent modes (Fig. 1).17 Mode I is the opening mode,
which is caused by injecting the fluid and is always the driving mode
of hydraulic fracture. Modes II and III are shear modes, which have
different effects on fractures. Mode II results in a deviation of the
fracture path, while mode III leads to the breaking or segmentation
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