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Resumen

(k) formado por los k-conjuntos de I,, tiene una estructura na-

El conjunto X
tural de grafo donde dos k-conjuntos estan conectados si y solo si el cardinal de la
interseccion es k — 1. Este es conocido como el grafo de Johnson. El grupo simétrico

(mk) v este espacio tiene una

S, actia en el espacio de funciones complejas en X
descomposicién libre de multiplicidad como suma de representaciones irreducibles
de S, por lo tanto este tiene una base de Gelfand-Tsetlin bien definida. Definimos la
transformada de Fourier en el grafo de Johnson como la transformacién que asigna
a las coordenadas de una funcion en la base delta, las coordenadas de la misma en
la base de Gelfand-Tsetlin.

La aplicacion directa de la matriz cambio de base a un vector genérico requiere
(2)2 operaciones aritméticas. Nosotros demostramos que, en analogia con la Trans-
formada de Fourier Discreta Clasica, esta matriz puede ser factorizada como pro-
ducto de n — 1 matrices, cada una con a lo sumo dos elementos no nulos en cada
columna. La factorizacion se basa en la construccién de n — 1 bases intermedias, las
cuales estan parametrizadas via el algoritmo de inserciéon de Robinson-Schensted.
Esta factorizacion nos permite demostrar que el niimero de operaciones aritméticas
requeridas para aplicar la matriz cambio de base a un vector genérico esta acotado
superiormente por 2(n — 1) (7).

Presentamos un algoritmo para construir todos estos factores utilizando a lo su-
mo 289(n — 1)(2) operaciones aritméticas. Los coeficientes de estas matrices son
numeros racionales y la construccion no depende de métodos numéricos. Los obte-
nemos resolviendo pequenos sistemas de ecuaciones lineales con coeficientes enteros
derivados de los operadores de Jucys-Murphy. En particular, evitamos el uso de
raices cuadradas.

Como consecuencia de estos resultados, demostramos que el problema de compu-
tar todos los pesos de las componentes isotipicas de una funciéon dada se puede resol-

ver en O(n (Z)) operaciones aritméticas, mejorando la cota previa O(k? (Z)) cuando

IV
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k domina asintéticamente a /n. La misma mejora se logra para el problema de

computar la proyeccion isotipica en una tinica componente isotipica.



Abstract

The set X of k-subsets of an n-set has a natural graph structure where two
k-subsets are neighbors if and only if the size of their intersection is &k — 1. This is
known as the Johnson graph. The symmetric group S,, acts on the space of com-
plex functions on X and this space has a multiplicity-free decomposition as sum of
irreducible representations of S,, so it has a well-defined Gelfand-Tsetlin basis up
to scalars. The Fourier transform on the Johnson graph is defined as the change of

basis matrix from the delta function basis to the Gelfand-Tsetlin basis.

n
k

operations. We show that, in analogy with the classical Fast Fourier Transform on the

The direct application of this matrix to a generic vector requires ( )2 arithmetic
discrete circle, this matrix can be factorized as a product of n—1 orthogonal matrices,
each one with at most two nonzero elements in each column. The factorization is
based on the construction of n—1 intermediate bases which are parametrized via the
Robinson-Schensted insertion algorithm. This factorization shows that the number
of arithmetic operations required to apply this matrix to a generic vector is bounded
above by 2(n — 1)(}).

We give an algorithm that constructs all these factors using at most 289(n— 1) (Z)
arithmetic operations. The coefficients of these matrices are rational numbers and
the construction does not depend on numerical methods. Instead, they are obtained
by solving small linear systems with integer coefficients derived from the Jucys-
Murphy operators. In particular we avoid the use of square roots.

As a consequence, we show that the problem of computing all the weights of

n
k

improving the previous bound O(k*(})) when k asymptotically dominates y/n. The

the isotypic components of a given function can be solved in O(n( )) operations,

same improvement is achieved for the problem of computing the isotypic projection

onto a single component.

VI



Certifico que fueron incluidos los cambios y correcciones sugeridas por

los jurados.

Firma del Director






Indice general

Prefacio

Agradecimientos

Resumen

Abstarct

Introduccién

1. Preliminares

1.1.

1.2.

1.3.

Representaciones de Grupos . . . . . .. .. ..o
1.1.1. G-médulos . . . . ..o
1.1.2. Algebra de grupo . . . . . . .
1.1.3. Teorema de Maschke . . . . . . . ... ... ... ... ....
1.1.4. Representacion restringida y representacion inducida . . . . .
Representaciones del grupo simétrico . . . . . . . . .. .. ... ...
1.2.1. Grupo simétrico . . . . . . .. ...
1.2.2. Moédulos de Specht . . . . . .. ...
1.2.3. Regla de Ramificacion . . . . . . . ... ..o
La correspondencia de Robinson-Schensted . . . . . . . ... ... ..
1.3.1. Imsercién y colocacion . . . . . . . ...

1.3.2. El algoritmo de Robinson-Schensted . . . . . ... ... ...

IX

II1

IV

VI



INDICE GENERAL INDICE GENERAL

1.4. Descomposicién Isotipica . . . . . . . . . . ... ... L.
1.5. Transformada de Fourier . . . . . . . . . ... ... ... .. ...
1.5.1. Transformada de Fourier Clasica en Zy . . . . . . . . . ...
1.5.2. Transformada de Fourier Rapida para Zy . . . . . . . . . ..
1.5.3. Transformada de Fourier Generalizada . . . . . .. .. .. ..
1.6. El Grafo de Johnson . . . . . ... ... ..o
1.6.1. Paresde Gelfand . . . . . . ... ... ... ... ... ..
1.6.2. Par de Gelfand (S,,, S,k X Sg) . . . . . . . L

2. Una Transformada de Fourier Rapida para J(n,k)

2.1. Bases de Gelfand-Tsetlin . . . . . ... ... ... ... ... .
2.1.1. Bases de Gelfand-Tsetlin para representaciones del grupo S, .
2.1.2. Base de Gelfand-Tsetlin del espacio de funciones sobre el grafo

de Johnson . . . . . .. ..o

2.2. Transformada de Fourier para el grafo de Johnson . . . . . . . . . ..
2.2.1. Descomposiciones adaptadas de F . . . . . .. ... .. ...
2.2.2. Matrices diagonal por bloques . . . . . ... .. ... .. ...
2.2.3. Bases Intermedias . . . . ... ... oL
2.2.4. Ralitud de las matrices cambio de base . . . . . . . . .. ...
2.2.5. Conexién con el algoritmo de Robinson-Schensted . . . . . . .
2.2.6. Ejemplo . . . . ...

2.3. Elementos de Young-Jucys-Murphy . . . . . . ... ... ... ...

2.4. Construccion eficiente de las matrices cambio de base . . . . . . . ..
2.4.1. Primer paso: construccién de [Jiy1]p a partir de [Bi]p | v

Biitlp o oo e

k3

2.4.2. Segundo paso: construccién de [Bjy1]p a partir de [Ji1]p

1

2.4.3. Tercer paso: construccion de D; 1y [Bi]Bm a partir de [Bi1]p

i

2.4.4. Compilando todos los pasos . . . . . .. .. ... ... ....

90



INDICE GENERAL INDICE GENERAL

2.5. Resultados Principales . . . . . . . ... ... ... L. 91
2.6. Ejemplo . . . . . . . 94
2.6.1. Coémputo de [Bi]|p, vy [Balp, - - - - - v v v oo 94
2.6.2. Computo [Balp, v [Ba]y - « + « o v oo 97
2.6.3. Coémputo de [Bs|p, v [Balps «+ « «+ « v v v v v 100
2.6.4. Coémputo de la Transformada de Fourier y la Transformada
Inversa . . . . . .. 102
2.7. Aplicacion al computo de las proyecciones isotipicas . . . . . . . . .. 104
3. Trabajo a futuro 106

XI



Introduccion

El conjunto de todos los k-conjuntos (subconjuntos de cardinal k) de un conjunto
de cardinal n es un objeto combinatorial bésico que tiene una estructura natural
de espacio métrico, donde dos k-conjuntos estan a distancia d si el cardinal de su
interseccion es k — d. Esta estructura es capturada por el grafo de Johnson J(n, k),
cuyos vértices son los k-conjuntos y dos k-conjuntos estan conectados si sélo si ellos
estan a distancia 1.

El grafo de Johnson esta estrechamente relacionado con el esquema de Johnson,
un esquema de asociacion de gran importancia en la teoria de codificacion clasica
(ver [10] para un estudio sobre la teoria de esquemas de asociacién y su aplicacién a
la teoria de codificaciéon). El grafo de Johnson ha jugado un papel fundamental en el
algoritmo de tiempo cuasi-polinomial desarrollado para el problema del isomorfismo
de grafos presentado en [2] (ver [38] para conocer los antecedentes del problema del
isomorfismo de grafos).

Las funciones sobre el grafo de Johnson surgen en el analisis de clasificacién de
datos. En muchos contextos, agentes eligen un k-conjunto de un conjunto de cardinal
n, y los datos se recopilan como una funciéon que asigna al k-conjunto x el nimero
de agentes que eligen x. Esta situacion es considerada, por ejemplo, en el analisis
estadistico de ciertas loterias (ver [12], [13]).

El espacio vectorial de funciones sobre el grafo de Johnson es una representacion
del grupo simétrico. Aunque en esta tesis no haremos uso explicito de la estructura
de grafo del conjunto de k-conjuntos, nos basamos en una propiedad que es conse-

cuencia de que el grafo de Johnson es un grafo distancia transitivo. Esta propiedad
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establece que el espacio vectorial de funciones sobre el grafo de Johnson tiene una
descomposicion libre de multiplicidad como suma directa de representaciones irredu-
cibles (ver [37]). La informacién estadisticamente relevante acerca de la funcion esta
contenida en la proyeccién isotipica de la funcién en cada componente irreducible.
Este enfoque para el analisis de la clasificacién de datos fue llamado analisis espec-
tral por Diaconis y desarrollado en [11] y [12]. El problema del cémputo eficiente de
las proyecciones isotipicas ha sido estudiado por Diaconis y Rockmore en [13], y por
Maslen, Orrison y Rockmore en [24].

La Transformada de Fourier Discreta Clasica (DFT) en el grupo ciclico Z/2"Z
puede ser interpretada como la aplicacion de una matriz de cambio de base desde la
base By de funciones delta a la base B,, de caracteres del grupo Z/2"Z. La aplicacién
directa de esta matriz a un vector genérico requiere (2")? operaciones aritméticas.
La Transformada de Fourier Rapida es un algoritmo fundamental que computa la
DFT en O(n2") operaciones. Este algortimo fue descubierto por Cooley y Tukey
en [9] y la eficiencia del mismo se debe a la siguiente factorizaciéon de la matriz de

cambio de base

[Bolp, = [Bu-1lp, ... [Bil, [Bols,,

donde By, ..., B,_1 son bases ortonormales intermedias tales que cada matriz [B;_1]
tiene a lo sumo dos entradas no nulas en cada columna. Nosotros denotamos como
[B]p a la matriz de cambio de base desde la base B a la base B’

En [21] demostramos que el mismo fenémeno ocurre para el caso no abeliano de
la Transformada de Fourier en el grafo de Johnson. Esta transformada es definida
como la aplicacion de la matriz de cambio de base desde la base By de funciones delta
a la base B, de funciones de Gelfand-Tsetlin. La base de Gelfand-Tsetlin, definida
en la Seccién 2.1, se comporta bien con respecto a la accion del grupo simétrico S,,,
en el sentido que cada componente irreducible es generada por un subconjunto de

la base.

El modelo computacional que usamos es contar como una operacion aritmética
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a una multiplicaciéon seguida de una suma en el conjunto de ntimeros complejos. Es
importante remarcar que s6lo contamos estas operaciones algebraicas y no contamos
las operaciones involucradas en el almacenamiento de las matrices. Por ejemplo, no
contamos las operaciones necesarias para reordenar las filas y las columnas de una
matriz.

El cémputo directo de esta transformada de Fourier requiere (2)2 operaciones
aritméticas. Nosotros construimos bases ortogonales intermedias By, ..., B,_; tales
que cada matriz de cambio de base [B;_1]p, es una matriz rala, con a lo sumo dos
entradas no nulas en cada columna. Cada base intermedia B; estd parametrizada
por pares formados por una tabla de Young estandar con a lo sumo dos filas y
una palabra en el alfabeto {1,2} como muestra la Figura 1. Las bases intermedias
posibilitan el computo de esta transformada de Fourier, asi como también su inversa,
en a lo sumo 2(n — 1)(}) operaciones aritméticas. La construccién de las matrices
[Bi_1]p, se basa en las ideas desarrolladas por Vershik-Okounkov en [40] sobre la
teoria de representaciones del grupo simétrico, los cuales utilizan los operadores de
Jucys-Murphy como una herramienta fundamental.

En [27] Maslen, Rockmore y Wolff definieron las bases de Gelfand-Tsetlin en el
contexto de algebras semisimples y desarrollaron transformadas de Fourier rdpidas
para algebras BMW, Brauer y Temperley-Lieb. El espacio de funciones en el grafo
de Johnson no es un élgebra semisimple, pero éste puede ser visto como un C|[S,,]-
moédulo. Este trabajo es quizas un indicio de que el método en [27] puede extenderse
a interesantes modulos sobre algebras semisimples.

El algoritmo desarrollado para el computo de la transformada de Fourier rapida
en el grafo de Johnson puede ser aplicado al problema bien conocido del cémputo
de las componentes isotipicas de una funciéon. El algoritmo mas eficiente para el
cémputo de todas las componentes isotipicas, desarrollado por Maslen, Orrison y
Rockmore en [24], se basa en el método iterativo de Lanczos y su complejidad
computacional es O(k? (Z) ). Si el problema fuera el computo de la proyeccion isotipica

en una unica componente, no es claro como reducir la cota superior del algoritmo
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Base B Base B, Base B, Base B; Base B,

2211 211 11 3 1 =1

o1 1], 1] 3] 1]3
2121 [1] 121 51 21 5 1 51

21 [Toen [A[2]a [1[213]1 (2t

[

2112 112 é 12 ;3‘ ég|4|

1212 [1] 212 [1]2]12 ;2‘2 é2|4|
n2  [I]i2 [12Z]2 [1]2]3]2 [1]Z[3]4]

Figura 1: Etiquetas de las bases intermedias en el caso n = 4,k = 2. La ¢-ésima
columna parametriza la base B;.

presentado en [24].

Demostramos que, una vez que las matrices intermedias [B;_1] 5, han sido compu-
tadas para un par fijo (n, k), la proyeccién sobre una tnica componente isotipica
puede ser realizada en O(n (:)) operaciones, de manera que nuestra cota superior es
una mejora cuando k domina asintéticamente a y/n. Es importante remarcar que
nuestro algoritmo no depende de métodos numéricos. La construccién de las matri-
ces intermedias que permiten el computo eficiente de la transformada de Fourier se
basa en la realizacién de operaciones artiméticas exactas dadas por los operadores
de Jucys-Murphy.

Si f, es la proyeccion de f sobre la componente isotipica correspondiente a

|>. En esta

la representacién irreducible 7, el peso de ™ en f se define como ||f
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tesis demostramos que se logra la misma cota superior O(n (Z)) para el problema
del cémputo de todos los pesos de las componentes isotipicas que aparecen en la
descomposicion de una funcion. Este problema también podria resolverse calculando
todas las componentes isotipicas y computando cada una de sus longitudes, pero este
método requiere O(k?(}})) si utilizamos el algoritmo en [24].

Esta tesis esta organizada en tres capitulos. En el Capitulo 1 presentamos los
conceptos y resultados que son la base para el desarrollo de la tesis.

En la Seccién 1.1 presentamos las definiciones y resultados clésicos de la teoria
de representaciones de grupos finitos. Mas precisamente definimos los conceptos de
representacion lineal de un grupo sobre un cuerpo y de G-moédulos, y mostramos
la identificacién natural que existe entre ellos; definimos el concepto de represen-
tacion irreducible; enunciamos el Teorema de Maschke; definimos los conceptos de
representacion restringida y representacion inducida.

En la Seccién 1.2 presentamos la teoria de representaciones del grupo simétrico
y describimos las representaciones irreducibles de este grupo en términos de los
modulos de Specht. Més precisamente definimos los conceptos de particion, diagrama
de Young, tabla de Young estandar, A-tabloide, politabloide y moédulo de Specht;
presentamos el resultado que caracteriza a todas las representaciones irreducibles del
grupo simétrico como el conjunto de médulos de Specht; presentamos los resultados
que permiten determinar una base para los modulos de Specht, asi como también
determinar su dimension; y finalmente presentamos la Regla de Ramificacion, que
permite caracterizar al médulo que se obtiene cuando se restringe un médulo de
Specht de S,, a S,,_1 o se induce de S,, a S, ;.

En la Seccién 1.3 presentamos un algoritmo que permite establecer una corres-
pondencia biyectiva entre los elementos del grupo simétrico S,, y el conjunto de
pares de tablas de Young estandar con la misma forma y con n casillas. Este algo-
ritmo es conocido como Algoritmo de Robinson-Schensted, y puede extenderse para
establecer una correspondencia biyectiva entre el conjunto de palabras de longitud

m en el alfabeto I, y el conjunto de pares de tablas de Young semiestdandar con
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la misma forma y con m casillas. Esta tultima correspondencia resulta clave para
nuestro trabajo.

En la Seccién 1.4 presentamos una descomposicién del espacio L(X) de funcio-
nes definidas en X, siendo X un conjunto para el cual existe una acciéon transitiva
del grupo G, que se conoce como Descomposicion Isotipica. Cada subespacio de esta
descomposicion se denomina componente isotipica. Un problema que ha sido el mo-
tor de muchas investigaciones se puede describir como: dada una funcién de L(X)
construir un algoritmo que permita computar las proyecciones sobre cada compo-
nente isotipica. En esta seccion presentamos los principales algoritmos desarrollados
para resolver este problema y mostramos su complejidad computacional.

En la Seccion 1.5 definimos la Transformada de Fourier Discreta clasica y pre-
sentamos un algoritmo para el caso en el que N sea una potencia de 2, utilizando el
método de bases intermedias que luego generalizaremos para el caso de la Transfor-
mada de Fourier para el Grafo de Johnson. Este algoritmo se basa en la realizacién de
sucesivas proyecciones a los autoespacios de ciertos operadores, que nos permitiran
definir bases intermedias del espacio de funciones y descomponer la Transformada
de Fourier Discreta como producto de matrices cambio de base ralas. En esta seccion
también definimos la Transformada de Fourier Discreta generalizada para cualquier
grupo y presentamos la complejidad computacional de las principales transformadas
desarrolladas.

En la Seccién 1.6 definimos el grafo de Johnson, presentamos sus principales
caracteristicas y mostramos que el espacio de funciones definidas sobre los vértices
del grafo es una representacion del grupo simétrico que tiene una descomposicion
libre de multiplicidad. También caracterizamos las representaciones irreducibles que
aparecen en esta descomposicion. Estos resultados son clave para la definicién de la
Transformada de Fourier para el grafo de Johnson.

En el Capitulo 2 presentamos los resultados principales de esta tesis, que fueron
publicados en [21].

En la Seccion 2.1 definimos la base de Gelfand-Tsetlin para representaciones
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del grupo simétrico y mostramos que existe una correspondencia biyectiva entre los
elementos de esta base y un subconjunto de tablas de Young estandar. También
caracterizamos la base de Gelfand-Tsetlin para el espacio de funciones sobre el grafo
de Jonhson.

En la Seccion 2.2 definimos la Transformada de Fourier para el grafo de John-
son como la transformacién que cambia las coordenadas de una funciéon sobre los
vértices del grafo, de la base delta a la base de Gelfand-Tsetlin. También defini-
mos otras bases intermedias de este espacio de funciones, que estan adaptadas a
ciertas descomposiciones del espacio en subespacios ortogonales y que nos permi-
ten probar la existencia de una Transformada de Fourier Rapida para el grafo de
Johnson, que puede ser computada en 2(n — 1) (Z) operaciones aritméticas. Y por
ultimo mostramos la conexién que existe entre las bases intermedias y el algoritmo
de Robinson-Schensted.

En la Seccion 2.3 presentamos los operadores de Young-Jucys-Murphy y proba-
mos que los elementos de la base de Gelfand-Tsetlin son autovectores simultaneos de
todos estos operadores. También mostramos que los autovalores asociados pueden
ser calculados desde la tabla de Young estandar que parametriza al elemento de la
base de Gelfand-Tsetlin.

En la Seccion 2.4 realizamos la construccion eficiente de las matrices cambio
de base intermedias, que intervienen en la Transformada Rapida de Fourier en el
grafo de Johnson basandonos en las propiedades de los operadores Jucys-Murphy.
Realizamos la construccién en tres pasos: en el primero construimos la matriz [Ji 1] 5,
a partir de [B;] B, , en a lo sumo 272 (Z) operaciones aritméticas; en el segundo paso
utilizamos [J;41] 5 para construir [Bii1], en a lo sumo 4(}) operaciones aritméticas;
y en el tercer paso construimos D; 1 v [B] Biit utilizando las matrices [B;1] B, ¥ Di,
en a lo sumo 13(2) operaciones aritméticas.

En la Seccién 2.5 presentamos nuestros principales resultados. Probamos que
el conjunto de factores de la Transformada de Fourier en el grafo de Johnson y

el conjunto de factores de la transformada inversa pueden ser computados en a lo
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sumo 289(n —1) (Z) operaciones aritméticas. También damos una cota superior para
la cantidad de operaciones necesarias para aplicar estas transformadas a un vector
dado.

En la Seccién 2.6 ilustramos el algoritmo presentado para el cason =4y k = 2.

En la Seccién 2.7 presentamos un algoritmo para computar las proyecciones
isotipicas para el caso del espacio de funciones sobre los vértices del grafo de Johnson,
que presenta mejoras respecto de los algoritmos que se conocen.

En el Capitulo 3 realizamos una breve descripcion de posibles lineas de investi-

gacion que continuen el trabajo realizado en esta tesis.



Capitulo 1

Preliminares

1.1. Representaciones de Grupos

En esta seccién presentaremos los conceptos y propiedades principales de la teoria

de representaciones de grupos finitos sobre un cuerpo k.

Definicién 1.1.1. Sea GG un grupo, k un cuerpo y V un espacio vectorial de dimen-
si6on finita mayor o igual que 1 sobre k. Una representacion lineal de G sobre k es
un morfismo de grupos p : G — Auty (V); V se denomina el espacio de represen-
tacion de p y su dimension se llama grado de la representacién, que notaremos
con gr (p).

Fijada una base de V', cada endomorfismo de V' se asocia, en forma univoca, con
una matriz. De este modo, una representacion de un grupo G' podra definirse como

un morfismo de grupo p: G — GL (n,k),

[P (U)]B = [pij (U)hgmgnv

siendo GL (n,k) el conjunto de matrices inversibles de orden n, con valores en el

cuerpo k. Es decir, asociada con p, respecto de la base B, tenemos n? funciones:

pij - G — kparal <i,j<n,

9
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denominadas coeficientes matriciales.
Dos representaciones p y pu de G sobre los espacios V' y W respectivamente se
dicen representaciones equivalentes si existe un isomorfismo ¢ : V. — W tal que

el siguiente diagrama conmute para todo g € G:

vV 5w
p(9) L Lu(g)
vV 5

es decir,

ep(g) =nlg)e Vged.
Definicién 1.1.2. Sea p una representacién de G sobre el espacio vectorial V. Un
subespacio S de V' se dird p (G)-invariante si p (g) (S) € S, Vg € G. Si V no admite

subespacios propios p (G)-invariantes, entonces p se denominard representaciéon

irreducible de G.

Dada una representacion p de un grupo G y S es un subespacio p (G)-invariante,

la restriccién de p(g) al subespacio S da lugar al morfismo de grupos
p: G — Auty (S5).

Las representaciones de GG obtenidas al restringir una representacion p a subespacios
p (G)-invariantes se denominan subrepresentaciones de p. Es claro que encontrar
subrepresentaciones de una representacion p, es lo mismo que encontrar subespacios
p (G)-invariantes.

Una accién de un grupo GG en un conjunto X da lugar a representaciones del
grupo G. En efecto, consideremos V' el espacio vectorial k¥ = {1 : X — k} con las
operaciones usuales, y definimos la representacién p : G — Aut (V = kX ) inducida

por la accién x del grupo G en el conjunto X como sigue

p(g) (W) (x) =4 (g7 xz) siendo ge G, v eV =k¥ ze€X.

10



1.1 Representaciones de Grupos Preliminares

Un caso especial de representacién inducida por una accion es la llamada re-
presentacion regular. Asociada con un grupo G podemos considerar la accién de G

sobre si mismo dada por

oxT=0r (0,7 €@G).

Es decir, G acttia sobre si mismo por traslacién a izquierda.

Definicién 1.1.3. La representacién permutacional inducida por la traslacién a
izquierda del grupo G se denomina representacién regular de G y serd notada

con Q.

Observemos que el grado de la representacién regular coincide con el orden del

grupo G.

1.1.1. G-mo6dulos

Existe una identificacién natural entre las representaciones de un grupo G y los
G-médulos. A continuacion definimos esta estructura y presentamos la correspon-
dencia. Luego de esta seccion trabajaremos con médulos o representaciones en forma

indistinta.

Definicién 1.1.4. Sea G un grupo y V un k-espacio vectorial. Supongamos que
existe una aplicacién

x:GxV =V
que cumple Vu,v € V ., VA ek y Vg,h € G:
1. (gh)*v=gx* (hx*v),
2. 1xv=w,
3. g% (M) =XA(g*v),
4. gx (u+v)=g*u+g*v.

11



1.1 Representaciones de Grupos Preliminares

Entonces la estructura (V,*) se denomina G-mdédulo. Los subespacios W de V,

cerrados para * se denominan G-submoédulos.

Existe una estrecha relacién entre los G-modulos y las representaciones de G.

Sea p : G — Auty (V) una representacion de G sobre k, consideremos la aplicaciéon

x:GxV =V [ gxv=p(g) (v).

Entonces V' = k™ es un G-mddulo. Ahora bien, si V' es un G-médulo, definimos una

representacion de G' como

p:G = Aut (V) | plg)(v) =g+,
Definiciéon 1.1.5. Un G-mdédulo V' no nulo se denomina simple o irreducible si
no tiene submédulos propios, es decir, los tinicos submédulos de V' son {0} y V.

La definicién precedente es compatible con la definicién de representacion irre-

ducible.

Definicién 1.1.6. Sean V, W dos G-mddulos. Una aplicacién 6 : V. — W se deno-

mina GG-homomorfismo 6 morfismo de representaciones, si

1. 0 es una transformacién lineal.
2. 0(g*xv)=g=*0(v),Vge G YveV.

En el caso en que 6 sea un G-homomorfismo biyectivo, diremos que € es un
G-isomorfismo. Notaremos Homg (V, W) al subespacio de Homy (V, W) de los G-

homomorfismos.

1.1.2. Algebra de grupo

El algebra de grupo de un grupo finito GG es un espacio vectorial cuya dimension

coincide con el orden del grupo, y el cual posee una estructura adicional de algebra.

12



1.1 Representaciones de Grupos Preliminares

El algebra de grupo es la fuente de informacion necesaria para determinar todas las
representaciones de un grupo finito.
Sea G = {¢1,92,-..,9,} un grupo finito y k un cuerpo. Denotamos con k [G] al

espacio vectorial sobre k, con base formal {g1,¢2,...,9n}, es decir
k|G| = {zn:/\igi Niekyg GG}.
i=1
Definicién 1.1.7. En k [G] definimos la operacién
v = ikim (9:9;) para u = ikigi yu= iuigi.
jri=1 i=1 i=1

La estructura (k [G], +, -) es un algebra asociativa unitaria denominada algebra de

grupo de G sobre k.

Utilizamos el algebra de grupo para definir un destacado G-modulo, y su corres-

pondiente representacion asociada.

Definicién 1.1.8. Consideremos el dlgebra de grupo k [G] como espacio vectorial,

y la aplicacion

x: G xk[G] = k[G] | gx (Z)\zgz) :Z)\i(ggz‘)‘

Entonces V =k [G] es un G-médulo, denominado médulo regular.

Es sencillo de comprobar que la representacion asociada al médulo regular k [G]
es equivalente a la representacion regular.
Existe una identificacién natural entre los G-moédulo y los k [G]-m6dulo. Por un

lado, dado (V, %) un G-médulo, podemos definir la aplicacién

o k[GIxV =V / (Zz\gg> ov =Y N (gx0) .

geG geG

13



1.1 Representaciones de Grupos Preliminares

De esta forma (Vo) es un k [G]-médulo.

Por otro lado, si (V, o) es un k [G]-mdédulo, podemos definir la aplicacién
x:GxV =V /gxv=gow.

De esta forma (V) *) es un G-médulo.

En adelante enunciaremos y trabajaremos con propiedades para k [G]-mddulos

1.1.3. Teorema de Maschke

En esta subseccion presentaremos un resultado importante en la teoria de repre-
sentaciones, denominado Teorema de Maschke. Como consecuencia de este resultado

la teoria de representaciones se reduce al estudio de las representaciones irreducibles.

Teorema 1.1.9 (Teorema de Maschke). Sea G un grupo finito, k un cuerpo de
caracteristica cero y Vun k[G]-mddulo. Si Ues un k [G]-submddulo de V, entonces

eziste un k [G]-submddulo W de V' tal que V- =U & W.

Definicién 1.1.10. Un k [G]-médulo V' no nulo se denomina completamente re-

ducible si existen k [G]-submddulos simples de V', Uy, ..., U,, tales que

i=1
Esta descomposicién se denomina libre de multiplicidad si cada k [G]-submédulo

simple que aparece en la descomposicion lo hace sélo una vez.

Como consecuencia del Teorema de Maschke se demuestra que todo k [G]-mddulo
no nulo es una suma directa de k [G]-submddulos simples. Lo formalizamos en el

siguiente lema:

Lema 1.1.11. Sea G un grupo finito y k un cuerpo de caracteristica cero. Entonces

todo k [G]-mddulo V' no nulo es completamente reducible.

14



1.1 Representaciones de Grupos Preliminares

Consideremos ahora el dlgebra de grupo k [G] del grupo finito G sobre el cuerpo
k. Por el Lema 1.1.11 sabemos que existen k [G]-submddulos simples Uy, . .., U, tales

que

=1

Teorema 1.1.12. Sea G un grupo finito y k un cuerpo de caracteristica cero.

Entonces:
1. Todo k [G]-médulo simple es isomorfo a algin k [G]-submodulo U;.
2. m; = dim(U;).
3. 1 es igual al numero de clases de conjugacion de G.

El teorema precedente tiene dos importantes consecuencias: la primera conse-
cuencia es que en todo grupo finito G la cantidad de k[G]-md6dulos simples no
isomorfos dos a dos es conocida y esta determinada por la cantidad de clases de
conjugacion del grupo; la segunda consecuencia es que para determinar todos los
k [G]-mé6dulos simples es suficiente descomponer al k [G]-médulo regular como su-
ma directa de submodulos simples. Sin embargo, si el orden de G no es pequeno,

esta no es una técnica eficiente.

1.1.4. Representacion restringida y representacion inducida

En esta subseccion presentaremos dos formas de relacionar representaciones de

un grupo y representaciones de un subgrupo.

Definicién 1.1.13. Sea H un subgrupo de un grupo finito G, y V' un k [G]-médulo.
Debido a que k[H]| es un subconjunto de k|[G], V' es también un k[H]-médulo

denominado restriccién de V a H. Lo notaremos Res$ V.

Hagamos algunas observaciones sobre el médulo restriccién. Sea V' un k[G]-

moédulo, y H un subgrupo de G, entonces
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1.1 Representaciones de Grupos Preliminares

= dim (V) = dim Res% V.

= Si Res$ V es un k [H]-mé6dulo irreducible, entonces V es k [G]-médulo irredu-

cible.

= Si V es k [G]-médulo irreducible, podria suceder que la restriccion Res% V no

sea un k [H]-mo6dulo irreducible.

Sea G un grupo finito y H un subgrupo de GG. Supongamos p una representacion
de G con espacio de representacion V', y W un subespacio vectorial de V' invariante
bajo la accién de H. Para todo g € G, no es dificil de observar que el subespacio
gW depende tinicamente de la coclase a izquierda gH de g médulo H. Para cada

coclase 0 € G/H = {gH : g € G} escribimos oW para denotar este subconjunto.

Definicién 1.1.14. Sea p una representacion de G con espacio de representacion
V', vy W un subespacio vectorial de V' invariante bajo la acciéon de H. Diremos que

el k [G]-mé6dulo V' es inducido por el submédulo W si

V= ow

o€G/H
G
y lo notaremos V' = Indj W.

Ejemplo 1.1.15. La representacién regular (o, W) de H induce la representaciéon
regular (p,V') de G. La base de V esta dada por Bg = {e, : ¢ € G}, mientras que
la base de W esta dada por By = {e, : h € H}. Resulta evidente que W es un

H-submoédulo de V, por lo que sélo falta verificar la igualdad

V:@JW.

oceG/H

Por ser V' y W espacios de representacion de la representacion regular de G y H
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respectivamente, tenemos que

V=@ C e y W= C-e (1.1)
geG heH
Tomemos un representante g, de la coclase 0 € G/H, entonces g,.e;, = ey, para
todo h € H. Por lo tanto, la acciéon de g, transforma la base By en B,_p. Es claro que
la base no depende del representante elegido (salvo el orden), y asi obtenemos una
base del espacio o.W. Luego de las igualdades (1.1) se deduce que V = @ oW,
c€G/H

es decir, V = Ind$ W.
En el ejemplo precedente, una representaciéon de H induce una representacion
ya conocida de G. Esto nos lleva a preguntarnos si, dada cualquier representacion
de H existe la representacion inducida de G. La siguiente proposicién responde esta

pregunta.

Proposiciéon 1.1.16. Sea G un grupo finito y H un subgrupo de G. Eziste una vy
solo una representacion de G, salvo equivalencias, inducida por una representacion

prefija de H.
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1.2 Representaciones del grupo simétrico Preliminares

1.2. Representaciones del grupo simétrico

La teoria de representaciones del grupo simétrico fue estudiada en un principio
por Ferdinand Georg Frobenius, Issai Schur y Alfred Young. En trabajos mas re-
cientes, G. D. James describe las representaciones irreducibles de S,, en términos de
moédulos de Specht (ver [22]), y H. K. Farahat - M. H. Peel en términos de ideales
en el dlgebra de grupo (ver [16]).

En esta seccién describiremos las representaciones irreducibles del grupo simétri-
co sobre el cuerpo de los nimeros complejos en términos de médulos de Specht. Las
definiciones y resultados se generalizan sin mayores inconvenientes para un cuerpo
algebraicamente cerrado de caracteristica cero. La demostracion de los resultados

pueden seguirse de [34].

1.2.1. Grupo simétrico

Consideremos I, = {1,2,...,n} con n € N. Una funcién biyectiva de I,, en si
mismo se denomina permutacién de n nimeros. El grupo simétrico de grado
n, consiste en el conjunto de permutaciones de n nimeros junto con la operacién
composicion de funciones, y lo notaremos S,,.

Esto puede generalizarse al caso de un conjunto arbitrario X. El grupo simétrico
de X, que lo notaremos Sx, consiste en el conjunto de funciones biyectiva de X en si
mismo junto con la operacién composicién de funciones. SiY,Z C X con Y NZ = ()
entonces existe una identificaciéon natural de Sy y de Sy X Sz con subgrupos de Sx.

Fijado un elemento o € S, tenemos una acciéon del grupo aditivo Z en I,, dada
por

k-x=o"(x).
Las orbitas de esta accion se denominan ciclos de la permutacion o y se escriben
(i1 19 --- i;), siendo
U(il) = iQ, U(ig) = ig, . ,O'(ij) = il.
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1.2 Representaciones del grupo simétrico Preliminares

Luego I, se puede descomponer como la unién disjunta de las érbitas dadas por
la accién de Z, y por lo tanto como unién disjunta de ciclos. La accién de o en I, se
puede representar como el producto de ciclos disjuntos. Para simplificar la notacién,
los ciclos de longitud uno, o 1-ciclos, se omiten cuando se escribe la permutacion
como producto de ciclos. Las permutaciones formadas por un ciclo de longitud 2 y

ciclos de longitud 1 se denominan transposiciones.

Definicion 1.2.1. Decimos que A = (Aq, Ag,..., ;) es una particién de n, y la

notaremos A F n, si se cumplen las siguientes condiciones:
1. ;eNparai=1,... k.
2. M2 2> 2> A
3.5 Ni=n.

Definicién 1.2.2. Dada A = (A1, \a, ..., A\x) una particién de n y o € S,,, diremos
que la permutacion o es de tipo A si o se puede representar con ciclos disjuntos de

longitudes Ay > Ay > -+ > .

Proposicion 1.2.3. Las permutaciones o, 7 € S,, estan en la misma clase de con-

jugacion si y solo si son del mismo tipo.

A partir de esta proposiciéon podemos establecer la cantidad de representaciones

irreducibles no equivalentes de S,,, que formalizamos en el siguiente corolario.

Corolario 1.2.4. La cantidad de representaciones irreducibles no equivalentes de

S, es igual a la cantidad de particiones de n.

1.2.2. Mobdulos de Specht

En esta secciéon presentamos la construcciéon del médulo de Specht para cada
particion A de n. El conjunto de médulos de Specht resulta una lista completa de

representantes de las clases de isomorfismos de representaciones irreducibles de S,,.
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1.2 Representaciones del grupo simétrico Preliminares

Definicion 1.2.5. Sea A = (A1, \g, ..., \x) una particiéon de n. Un diagrama de
Young o diagrama de Ferrer de forma A es un arreglo de n casillas, formado por
k filas justificadas a izquierda y en el cual la fila ¢ tiene A; casillas. El diagrama de

Young de forma A lo notaremos [A].

Ejemplo 1.2.6. El diagrama de Young para la particion A = (4,3,2) de n = 9 es

el siguiente

Cada casilla de un diagrama de Young sera identificada por el par (i,j) donde i

es el nimero de la fila y j es el nimero de la columna en la que se ubica.

Definiciéon 1.2.7. Dada A F n, una tabla de Young de forma A es una tabla que
se obtiene al colocar en las casillas del diagrama de Young [A] los nimeros 1,...,n

sin repeticion.

Ejemplo 1.2.8. Una tabla de Young para la particién A = (4,3,2) de n =9 es

115]9]

oI |
D
W

Definicién 1.2.9. Dada A - n, una tabla de Young generalizada de forma \ es
una tabla que se obtiene de reemplazar las casillas del diagrama de Young [A] por n
numeros enteros positivos no necesariamente consecutivos, en los que puede haber

repeticion.

Ejemplo 1.2.10. Una tabla de Young generalizada para la particién A\ = (4, 3, 2)

de n =9 es la siguiente

4]3]3]5]
664
55

El grupo simétrico actia en el conjunto de tablas de Young de forma A\ de

manera natural permutando los valores de las casillas. Dada ¢ una tabla de Young,
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llamamos R; y C; a los subgrupos de S, que dejan invariantes a los conjuntos de

numeros determinados por cada fila y cada columna de t respectivamente.

Ejemplo 1.2.11. Los subgrupos R; y C; para la tabla de Young del Ejemplo 1.2.8
son

Ry = S350 X Sq24,6) X Sgrg) =Sy X S3 X Sy

Ct = S{2’3’8} X 8{1’677} X 8{475} X S{g} = Sg X Sg X Sg X Sl-

Sobre el conjunto de tablas de Young de forma A se define la siguiente relacion

de equivalencia:

t1 ~ty siysolosi o(t)) =ty para algin o € Ry,

es decir dos tablas de Young de forma A estan relacionadas si las correspondientes

filas de ambas tablas contienen los mismos ntmeros.

Definicién 1.2.12. Sea t una tabla de Young de forma A\, definimos el A\-tabloide

{t} como la clase de equivalencia de ¢ por la relacién antes mencionada.

Ejemplo 1.2.13. Un M-tabloide para la particion A = (4,3,2) de n = 9 es el

siguiente
1 3 5 8

2 69
4 7

Observemos que el grupo simétrico actiia naturalmente sobre el conjunto de \-
tabloides por o - {t} = {at}. Sea M* el espacio vectorial sobre C de dimensién finita
cuya base son los A-tabloides. Si extendemos linealmente la accién de S,, sobre este

espacio, vemos que M?* obtiene la estructura de C [S,]-mddulo.

Definicion 1.2.14. Dada una particion A = (A1, Ag, ..., Ax) F n, definimos el sub-
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grupo de Young S, de S, asociado a A como

Sx = S1, 000 X S+t a0l X X SO A1 A A )

Es claro que la accién del subgrupo de Young S, asociado a la particién A sobre
el modulo M* deja fijo a uno de los A-tabloides. Supongamos que este A-tabloide
es {t} y sea W el C[S,]-médulo generado por este tabloide. Notemos que W es el
moédulo trivial de Sy, y como la accién de S, sobre el conjunto de A-tabloides es de

permutacion, tenemos que

M = EB oW.

O'GSn/SA

Es decir que M* es el médulo inducido Indgz W.
Para cada tabla de Young ¢ de forma A, consideramos el elemento k; del dlgebra de
grupo C [S,], obtenido mediante las sumas signadas de los elementos del estabilizador

de columnas C; de t. Esto es

ky = Z sg(o)o.

oeCy

Definicién 1.2.15. Sea t una tabla de Young, definimos el politabloide asociado

a t, y lo notamos e;, como el elemento del médulo M* que se define como e; = k;{t}.

Ejemplo 1.2.16. Si consideremos la tabla de Young

41 2\7
315
el politabloide asociado es
4 1 2 31 2 4 5 2 3 5 2
€t = — - +
3 5 4 5 31 4 1

Notemos que el politabloide e; no s6lo depende del tabloide {t}, sino que también
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depende de la tabla de Young t.

Definicién 1.2.17. Dada una particiéon A de n, definimos el médulo de Specht
S asociado a A, como el submédulo de M* generado por los politabloides e;, donde

t es una tabla de Young de forma .
S* = (e, : t es una tabla de Young de forma \).
La accion del grupo simétrico en el conjunto de politabloides esta dada por
o-ep = 59(0)eqy.

Asi cada médulo de Specht S* es un médulo ciclico generado por cualquier polita-
bloide asociado a una tabla de Young de forma .

El siguiente teorema caracteriza los médulos irreducibles del grupo simétrico S,,,
los cuales quedan parametrizados por las particiones de n, o equivalentemente por

los diagramas de Young de n casillas.

Teorema 1.2.18. El conjunto de médulos de Specht {S* : A n} forman una lista

completa de S, -maodulos irreducibles no isomorfos dos a dos.

En adelante utilizaremos la notacién A para nombrar tanto a una particién de n
como al S,,-modulo irreducible correspondiente a dicha particién.

En general los politabloides que generan los médulos de Specht S* no son lineal-
mente independientes. Pero existe un conjunto de tabloides que pueden utilizarse

para definir una base de los mismos.

Definicién 1.2.19. Una tabla de Young ¢ se denomina estandar si las filas y las
columnas son sucesiones estrictamente crecientes. Si t es una tabla de Young estandar

también decimos que los correspondientes tabloides y politabloides son estandar.

Ejemplo 1.2.20. Una tabla de Young estdndar para la particiéon A = (4, 3,2) de
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n =9 es la siguiente

1/3]5]9]
2067
4]8

Definicién 1.2.21. Una tabla de Young generalizada ¢ se denomina semiestan-

dar si las filas son sucesiones débilmente crecientes y las columnas son sucesiones

estrictamente crecientes.

Ejemplo 1.2.22. Una tabla de Young semiestandar para la particién A = (4, 3, 2)

de n =9 es la siguiente

1/3[3]4]
516/6
719

Teorema 1.2.23. El conjunto formado por los politabloides ey, siendo t una tabla

de Young estdndar de forma X, es una base del médulo de Specht S*.

A partir de este ultimo resultado, se deduce inmediatamente que la dimension del
médulo de Specht S* coincide con la cantidad de tablas de Young estandar de forma
A. Esta cantidad se puede calcular utilizando diferentes férmulas. A continuacién

presentaremos una desarrollada por Frame, Robinson y Thrall.

Definicién 1.2.24. Sea (i,j) una casilla en el diagrama de Young de forma \, se

define H, ; el gancho de (i,j) como

Hi,j = {(27],) :j, ZJ}U {(1,7.]) s > l}

y su correspondiente longitud gancho como h; ; = |H, .

Ejemplo 1.2.25. Consideremos A = (4,4, 3,3,3,1) F 18. En el siguiente diagrama

aparecen coloreadas las casillas correspondientes al gancho Hs o
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Entonces la longitud gancho hy 9 = 6.

Teorema 1.2.26. Si A - n, entonces la dimension del médulo de Specht S* se puede

calcular utilizando la siguiente formula:

n!
dim(S*) = =————.
H(i,j)e/\ hi,j

Ejemplo 1.2.27. Calculemos la dimensién de S* para A = (n—k, k), con k < [n/2].

En cada casilla del diagrama de Young para A colocamos su longitud gancho

n—k+4+1 n—k n — 2k + 2 n — 2k n—2k—1 1

Luego utilizando el Teorema 1.2.26 tenemos que

n! ~nln—-2k+1) nln—k+1)—nlk

(n—2k)RIZE  Kn—k+ 1) K=k 1)!

(1) (1)

1.2.3. Regla de Ramificacion

dim(S*) =

Una pregunta natural que podemos hacernos es qué ocurre cuando restringimos
el médulo de Specht S* de S, a S,,_; o cuando inducimos el médulo de Specht S* de
S, a S,41. La regla de ramificacién es un teorema que responde a estas cuestiones.

Las siguientes definiciones son necesarias para poder enunciar este resultado.

Definicién 1.2.28. Sea [A] un diagrama de Young. Una casilla (i, j) € [A] se deno-
mina esquina interior de [)\] si al quitarla, el diagrama que se obtiene corresponde
a un diagrama de Young. Notaremos P*  al conjunto de las particiones correspon-

dientes a un diagrama de Young que se obtiene por remover una esquina interior de

[A]
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Observemos que las esquinas interiores de un diagrama de Young son exacta-

mente las casillas que estan ubicadas al final de una fila y de una columna.

Definicién 1.2.29. Sea [A] un diagrama de Young. Una casilla (i, j) ¢ [A] se deno-
mina esquina exterior de [)] si al agregarla, el diagrama que se obtiene corresponde
a un diagrama de Young. Notaremos P*" al conjunto de las particiones correspon-
dientes a un diagrama de Young que se obtiene por agregar una esquina exterior de

[A]-
Ejemplo 1.2.30. Si A = (5,4,4,2), el diagrama de Young de forma A es

Los diagramas que se obtienen al remover las esquinas interiores y las respectivas

particiones son

PN (4,4,4,2) (4,4,3,2) (4,4,4,1)

Y los diagramas que se obtienen al agregar las esquinas exteriores y las respectivas

particiones son

P (4,4,4,2) (5,5,4,2) (5,4,4,3) (5,4,4,2,1)

El siguiente teorema es conocido como Regla de Ramificacion.
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Teorema 1.2.31. Sea A\ Fn y S* el mddulo de Specht asociado a X\, entonces

Resg” | A = @ S

aePr”
Y
Indy"* $* = P 5.
aeprt
Demostracion. Ver Teorema 2.8.3 de [34]. |

A partir de este resultado se puede definir el siguiente grafo infinito.

Definicién 1.2.32. Definimos el grafo de Young de la siguiente manera: para
cada n € N, los vértices del n-ésimo nivel son los distintos diagramas de Young [A,,]
con A, una particién de n; hay una conexién desde el vértice [\,] al vértice [A, 1]
si Apy1 € P , es decir si el diagrama [\, 1] se obtiene de agregarle una esquina

exterior al diagrama [\,,].
La figura 1.1 corresponde a los primeros cuatro niveles del grafo de Young.

Observacion 1.2.33. Observemos que cada camino creciente en el grafo de Young,
que comienza en el diagrama que tiene una sola casilla y termina en el diagrama
[A], puede ser representado por una tnica tabla de Young estdndar de forma A. El
proceso para armar la tabla de Young estandar que le corresponde a un camino es el
siguiente: la casilla del primer diagrama se completa con el nimero 1, y cada casilla
que se agrega al pasar al siguiente nivel se completa con el niimero correspondiente

al nivel.

Ejemplo 1.2.34. Para el siguiente camino

27



1.2 Representaciones del grupo simétrico Preliminares

/D\B
/ \ /\

/\/\\/\

/\ /I\/X_I\/\

Figura 1.1: Grafo de Young

la tabla de Young estandar correspondiente es

112]4]
35
16
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1.3. La correspondencia de Robinson-Schensted

La correspondencia de Robinson-Schansted es un resultado que establece una
correspondencia biyectiva entre los elementos del grupo simétrico S,, y el conjunto
de pares de tablas de Young estandar con la misma forma y con n casillas. Fue
descubierta originalmente por G. Robinson al estudiar las representaciones del grupo
simétrico (ver [32]) y posteriormente redescubierto en forma independiente por C.
Schensted al estudiar la cantidad de subsecuencias crecientes y decrecientes en las

permutaciones (ver [36]), quien ademés generalizo el resultado a palabras arbitrarias.

1.3.1. Inserciéon y colocacién

A continuacién describiremos las operaciones de insercién y colocacion, que son

claves para establecer la correspondecia de Robinson-Schensted.

Definicién 1.3.1. Sea P una tabla de Young semiestdndar y x un ntimero entero
positivo, definimos la operacién de insercién de x en P, y notaremos r,(P) a la

tabla de Young resultante, siguiendo los siguientes pasos:

(P1) Sea R := la primera fila de P.
(P2) Mientras z sea menor que algin elemento de la fila R hacer:

(Pa) Sea y el elemento de R més chico que es mayor que z. Si y se repite mas
de una vez, considerar el que estd a la izquierda. Reemplazar y por x (lo

notaremos R <— ).

(Pb) Sean z :=y y R := la siguiente fila para abajo.

(P3) Ahora x es valor mayor para todos los elementos de R. Colocar x en el final

de la fila R y parar.

Ejemplo 1.3.2. Para ilustrar la operacién de insercion consideremos z =3 y P la
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siguiente tabla de Young semiestandar

P:2334
31415
6|78
719

El siguiente es el caminio de inserciéon de x en P. Coloreamos la casilla del

elemento que es desplazado en cada instancia del algoritmo.

233.<_3 2] 3]3]3 2 [3]3]3
3415 34. 1 3|44
6|78 6|78 .7 8 5
719 7|9 719
2333 23133
3|44 3|44
51718 5] 718
.9 “6 6|9

7

Teorema 1.3.3. Sea P una tabla de Young semiestindar y x un nimero entero

positivo, entonces r,(P) es una tabla de Young semiestindar.

Demostracion. Ver Teorema 2.4 de [4]. |

Definicién 1.3.4. Sean ) una tabla de Young estdndar de forma p, (i,j) una
esquina exterior del diagrama de Young [u] y & un nimero entero positivo mayor
que todos los elementos de (). Definimos la operacién de colocacién de k en la

casilla (i, 7) de @ siguiendo los siguientes pasos:
(P1) Agregar una casilla a @ en la posicién (i, 7).
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(P2) Colocar k en la casilla agregada.

Observacion 1.3.5. Es claro que luego de la operacién colocacién obtenemos una

tabla de Young estandar.

Ejemplo 1.3.6. Para ilustrar la operacién de colocacién consideremos la tabla de

Young estandar

11215
Q=416
7

11215
Q=468
7

1.3.2. El algoritmo de Robinson-Schensted

A continuacién describiremos el algoritmo de Robinson-Schensted; el input es
una permutacién w € S, y el output un par (P, Q) de tablas de Young estandar. El

algoritmo construye una secuencia de pares de tablas de Young generalizadas

(Po, Qo) = (0,0), (P1,Q1), (P2,Q2), ... , (Ph,Qn) = (P,Q).

Consideremos la permutacion 7 como una palabra de longitud n en el alfabeto
I,

T =1 o *+* Tp.

La secuencia de pares de tablas de Young generalizadas se construye de la siguiente

manera:
(P1) Sea (Fy,Qo) = (0,0).
(P2) Para k=1,...,n hacer:
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(Pa) Pk = T:ck<Pk:—1)‘

(Pb) Q= colocar k en Q)1 en la casilla (i, j) en la que termino la operacion

insercion.
(P3) (P, Q) := (P, Q).

Observemos que por la construccion de P, y (Qx, ambas tablas de Young tienen
la misma forma. La tabla de Young P se denomina tabla de insercién de 7 y la

tabla de Young () se denomina tabla de memoria de 7.

Ejemplo 1.3.7. Consideremos la permutacién

T=4236517.

La secuencia de pares de tablas de Young generalizadas que se construyen utilizando

el algoritmo de Robinson-Schensted es

e 1/3]5] 113[5]7]
. 2 2[3] 2[3/6] [2]3]5]
I 0 ) ) i ) i ) i " 1416 ) i 6 ) i 6
= 1/3[4] 1/3]4]7]
, 1 1]3] 1/3/4] 1/3/4]
R 2 P PR P R - LR P2t
Asi queda establecida la correspondencia
A 13]5]7] [1]3]4]7]
T—=49236517 Robinson—Schensted, 216 215
4] 6]

El siguiente teorema formaliza la correspondencia de Robinson-Schensted.

Teorema 1.3.8. Eziste una correspondencia biyectiva entre el conjunto S,, y el con-
junto de pares de tablas de Young estdndar de la misma forma X\, con A recorriendo

el conjunto de particiones de n.
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Demostracion. Ver Teorema 3.1.1 de [34]. |

El algoritmo de Robinson-Schensted puede extenderse para el caso de palabras
de longitud m en el alfabeto I,, con repeticion de letras. En este caso el output es
un par de tablas (P, Q) que tienen la misma forma A - m, siendo P es una tabla de

Young semiestandar y () una tabla de Young estandar.

Ejemplo 1.3.9. Consideremos la palabra w en el alfabeto {1, 2}

w=2122112.

La secuencia de pares de tablas de Young que se construyen utilizando el algoritmo

de Robinson-Schensted es

szw,,%, 2] (1l2l2) fafaf2] i) f1f1]1

Qk:(b,,%, 13\7 13\4\7 134\’ L3[4] 1]3]4

Asi queda establecida la correspondencia

w=2122112 Robinson—Schensted> < 1111 2‘7 1134 7) )

Teorema 1.3.10. Eziste una correspondencia biyectiva entre el conjunto de palabras
de longitud m en el alfabeto 1, con n < m, y el conjunto de pares de tablas (P, Q) de
forma A= m con a lo sumo n filas, en el que P es una tabla de Young semiestandar

y Q una tabla de Young estindar.

Demostracion. Ver Teorema 4.8.2 de [34]. [
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1.4. Descomposicion Isotipica

Dado G un grupo finito, un conjunto finito X se denomina espacio homogéneo
de G si existe una accién transitiva G' en X. Consideremos L(X) el espacio vectorial
de funciones a valores complejos con dominio en el conjunto X. La accién de G en

X induce una accién del grupo en L(X), que queda definida por:

g9+ f(z) = flg"2).

Asi L(X) determina naturalmente una representacién p de G, siendo este su espacio
de representacion. La representacion p es precisamente la representacion permuta-
cional de G en el espacio cociente G/stab(x) para cualquier x € X, siendo stab(z)
el estabilizador o grupo de isotropia de x.

Consideremos py, ..., p, un conjunto completo de representaciones irreducibles
no equivalentes de G' y notemos x; al caracter de p;. Debido a que L(X) es un
espacio de representacion de GG, este admite una descomposiciéon como suma directa

de G-médulos simples:

LX) =Pu. (1.2)

Para cada i € {1,...,m}, la representaciéon p restringida al subespacio U; es una
representacion irreducible de G. Consideramos para j € {1,...,n} el subespacio
V; de L(X) dado por la suma directa de los G-médulos simples U; que definen
representaciones equivalentes a p;. Asi la descomposicién (1.2) puede ser reescrita

como

Esta descomposicion de L(X) se conoce como descomposicién isotipica, y cada
subespacio V; se denomina componente isotipica.
Un problema relativo con la descomposicion isotipica, y que ha sido el motor de

muchas investigaciones, se puede describir de la siguiente manera: dado un elemento
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arbitrario f del espacio de funciones L(X), determinar un algoritmo para computar

de manera eficiente las funciones f; € V; para cada ¢ = 1,...,n tales que

f=fitet fo

La funcién f; se denomina proyeccién isotipica de f en la componente V;. Asi el
problema puede enunciarse como: dado f en el espacio de funciones L(X), deter-
minar un algoritmo que pueda computar de manera eficiente la proyeccién de f
en las distintas componentes isotipicas. Las herramientas desarrolladas para tratar
con este problema se las conoce como analisis espectral. Los primeros trabajos
relacionados a este problema fueron desarrollados por P. Diaconis (ver [11], [12]),
quien extiende las herramientas del analisis espectral clasico de serie de tiempos, al
estudio de algunos problemas en estadistica como por ejemplo clasificacién de datos,
clasificacion parcial de datos y analisis de varianza. Como motivacion del tema ex-
plicaremos brevemente el andlisis espectral aplicado al problema del juego de loteria
del estado de California, que fue presetado por P. Diaconis en [11] y [12].

Sea A = (Aq,...,\;) una particiéon de n. El correspondiente subgrupo de Young
S, permuta las primeras \; coordenadas entre si, las siguientes Ay coordenadas entre
si, v asi hasta las tltimas \; coordenadas. Consideremos X?* el espacio cociente
S./Sy, asi la correspondiente representaciéon permutacional de S, en M* = L(X?*)
tiene dimension H"—'/\,

El juego de Lotto de California consiste en la eleccién aleatoria de un subcon-
junto de cardinal 6 de {1,2,...,49}, que llamaremos 6-conjunto. El conjunto de

(49.6) ' puede ser representado como el conjunto cocien-

6-conjuntos, que notaremos X
te S49/(Sg X Sy3). De hecho el grupo Sy9 actiia transitivamente en el conjunto de
6-conjuntos y el subgrupo de isotropia de {1,...,6} es S¢ X Sy3. Todas las semanas
aproximadamente 10° personas participan de este juego apostando por uno de los

6-conjunto entre los 13983816 posibles; el estado toma aproximadamente la mitad

de las apuestas y reparte el resto entre las personas que hayan elegido el 6-conjunto
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ganador, pero si no hay ganadores el premio se acumula. Tanto el estado como los
jugadores estan interesados por la funcién f : X“96) — R que asigna a cada 6-
conjunto el niimero de personas que lo elegieron: los jugadores quieren apostar por
un 6-conjunto poco popular, para tener que dividir el premio entre pocos; el estado
debe realizar proyecciones fiscales, por lo que debe realizar la prediccion sobre la
cantidad de veces que el premio se acumularad y la funcién f es claramente un dato
relevante.

Un posible analisis de la funciéon f requiere observar la popularidad de los nu-
meros individualmente, luego la popularidad de pares de nimeros, de tripletas de
niimeros y asi sucesivamente. El espacio de funciones M#36) se descompone natu-

ralmente en distintos subespacios invariantes irreducibles, que notaremos S(49=79);
M) _ g1 gy gUS o . g GU36)

Cada subespacio S*°=79) mide la contribucién pura de la popularidad de los j-
conjuntos, y asi por el andlisis que describimos anteriormente es necesario computar
la proyeccion de la funciéon f en cada uno de estos subespacios. Es conocido que
M®=kk) se descompone libre de multiplicidad como espacio de representaciéon de
Sp, en k+1 componentes isotipicas. En la Subseccion 1.6.2 presentamos el resultado
que explica esta descomposicion.

La proyeccién isotipica de f € L(X) en la componente V; puede computarse

utilizando la férmula

fi= (hTIT(fl) Z xi(9~ " )p(9)
geG

(ver Teorema 8 en [35]). La cantidad de operaciones necesarias para computar la
proyeccion isotipica en las n componentes es O(n|G||X|), donde el modelo compu-
tacional que se asume cuenta una operacién por cada multiplicacion en los niimeros
complejos seguida de una suma. Este enfoque clasico es computacionalmente inefi-

ciente.
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En [13] Diaconis y Rockmore muestran que con una cuidadosa reorganizacién del
enfoque clasico y utilizando tinicamente conocimientos de los caracteres del grupo,
el ntimero de operaciones se puede reducir a O(n|X|?). En este mismo articulo, Dia-
conis y Rockmore estudian el problema de calcular las proyecciones isotipicas para

(n—k,k)

el caso del espacio M y su enfoque esta basado en la utilizacién de la trans-

formada Radon. Demuestran que el cémputo de la proyeccién de f € M®—kFk)

en
cada una de las k + 1 componentes isotipicas requiere O(k? (2)2 log k) operaciones.
En [14] Driscoll, Healy y Rockmore presentan un algoritmo eficiente para computar
la Transformada Polinomial Ortogonal Discreta, y como una aplicacion directa del
mismo, demuestran que si X es un grafo de distancia-transitivo, es posible compu-
tar la proyeccién de f € L(X) en las n componentes isotipicas utilizando a lo sumo
O(|X|? 4 | X |nlog® n) operaciones. Sin embargo el algoritmo desarrollado para ob-
tener esta cota asume la utilizacién de aritmética exacta y este hecho provoca la
emergencia de problemas de estabilidad cuando se lo implementa.

En [24], Maslen, Orrison y Rockmore presentan un algoritmo para computar la
proyeccion sobre las componentes isotipicas, basado en un método para computar
proyecciones sobre subespacios propios de una coleccion de transformaciones linea-
les simultaneamente diagonalizables. Esta coleccion de tranformaciones se denomina
conjunto separador, pues permiten descomponer una representacién como suma de
sus componentes isotipicas. Este enfoque puede ser visto como una generalizacion del
algoritmo conocido como Transformada de Fourier Rapida de Gentleman-Sande. La
eficiencia del algoritmo depende exclusivamente del método empleado para compu-
tar proyecciones sobre subespacios propios. El resultado principal de este articulo
establece que la cantidad de operaciones requeridas para computar la proyeccion de

f € L(X) en las n componentes isotipicas es

0 (Z(an” - nﬂxn)

i=1

siendo {77, ..., T} } un conjunto separador y T la cantidad de operaciones necesaria
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para multiplicar la matriz T con un vector arbitrario.

Luego Maslen, Orrison y Rockmore aplican el algoritmo desarrollado para el caso
en que X es un grafo de distancia-transitivo y determinan la cantidad de operaciones
necesarias para calcular la proyeccion de f € L(X) en las n componentes isotipicas
para el caso del grafo de Johnson J(n, k) y el grafo de Grassman G(n, k,q). Para
el primero de los casos la cantidad de operaciones necesarias es O (k2 (Z)), mientras
que para el segundo es O (k[k;] (Z)q), donde (Z)q es un polinomio en ¢ conocido como

polinomio Gaussiano que se define como

(Z) _ m SinZkZ()?

0 en otro caso

donde para cada entero no negativo m se define

l+q+¢@+--+¢™' si m>0

m] = | ,
0 si m=
]l = [m][m —1]---[1] S? m >0
1 si m=
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1.5. Transformada de Fourier

1.5.1. Transformada de Fourier Clasica en Zy

A continuacién describiremos la Transformada de Fourier Cléasica en Zy, en
términos de teoria de representaciones de grupo.

Consideremos el espacio de funciones F = {z : Zy — C} donde Zy es el grupo
ciclico de orden N, formado por las clases de equivalencias de la relacién congruencia

modulo N, y el producto interno usual

Existen dos bases ortogonales naturales para el espacio F, por un lado la base

canodnica o base delta {J;}1—0 1. n—1 donde

1 si t=1
0 si t#t

&(t) =

y por otro lado la base de caracteres del grupo Zy, {¢x}r=01,.. n—1 donde

o) == y w=em,

VN

Una funcion x del espacio F puede ser escrita como combinacion lineal de estas

dos bases distinguidas

Entonces los coeficientes x(t) y #(k) pueden calcularse como

o) = —— S Wy ) = —= ST a(t) w

\/N k=0 t=0

2}—‘
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Definicion 1.5.1. Sea z € F. La transformacién
T:CN —CY / T(x00),....,2(N—-1)) = (2(0),...,2(N = 1))

se denomina Transformada de Fourier Discreta de la funcién z.

El calculo de la Transformada de Fourier Discreta de una funcién x puede inter-
pretarse como la multiplicacién de la matriz cambio de base, de la base candnica a
la base de caracteres del grupo Zy, y el vector de coeficientes (z(0),...,z(N —1)).
La matriz cambio de base, que notaremos [7], es una matriz de Vandermonde que
tiene la siguiente forma:

[W(i—l)(j—l)] L<ijeN

1
7= 7%

Por lo que el célculo de la Tranformada de Fourier Discreta de manera directa requie-
re O(N?) operaciones aritméticas, donde una operacién aritmética es considerada
como una multiplicaciéon en complejos seguida de una suma en complejos. La com-
plejidad del calculo directo tiene importantes limitaciones cuando se trabaja con N
grande. Esto motivo el desarrollo de algoritmos mas eficientes para computar esta

transformada.

1.5.2. Transformada de Fourier Rapida para Zy

Se denomina Transformada de Fourier Rapida (FFT) a los algoritmos que compu-
tan la Transformada de Fourier Discreta de manera eficiente, considerando eficiente
aquellos que tienen una complejidad computacional de O(N - log(NV)).

El primer algoritmo FFT fue desarrollado alrededor de 1805 por Carl Friedrich
Gauss, quien lo utiliz6 para interpolar las trayectorias de dos asteroides, pero no
analizé la complejidad computacional del mismo. El trabajo de Gauss no fue muy
reconocido. En 1965 este mismo algoritmo fue redescubierto e implementado por

James William Cooley y John Wilder Tukey, y publicado en el articulo [9]. Desde
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aquel momento, la Transformada de Fourier Discreta y sus variaciones se volvieron
una herramienta extremadamente importante para distintas areas de la ciencia. Las
implementaciones de alto rendimiento realizan muchas modificaciones al algoritmo
desarrollado por Cooley y Tukey, pero todas ellas se basan en la misma idea.

A continuacién presentaremos una version de la Transformada de Fourier Rapida
para el caso clasico, y para NN igual a una potencia de 2, utilizando el método de
bases intermedias que luego generalizaremos para el caso del Grafo de Johnson. Este
algoritmo se basa en la realizacion de sucesivas proyecciones a los autoespacios de
ciertos operadores, que nos permitiran definir bases intermedias del espacio F y
descomponer la Transformada de Fourier Discreta [T] como producto de matrices
cambio de base que son ralas, es decir, matrices cambio de base con pocos elementos
no nulos.

Consideramos N = 2" con n € N, y L el operador definido en el espacio de

funciones F como
L:F—F /| (Lx)(t)=z(t—1) .

Observemos que LY = I, por lo que los autovalores de este operador son las rai-
ces N-ésimas de la unidad y los autovectores son los caracteres del grupo Zy,
{dk}r=01,. n—1. Asi el problema del computo de la Transformada de Fourier Discre-
ta es equivalente al problema de expresar una funcién como combinacién lineal de
las autofunciones de L.

Consideremos los operadores Ly := L?" " para k = 0,...,n. Como (L;)*> = I el
espacio F se descompone como suma directa de dos autoespacios ortogonales Fq y

F1 correspondientes a los autovalores 1 y —1 respectivamente
f == .F(] ©® fl.

Luego la primera base intermedia se adapta a esta descomposicion, es decir, es la
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unién de una base ortonormal de Fy y una base ortonormal de Fj.

Por un lado el operador L, restringido al espacio JFy satisface que (Ly)?* = I, por
lo que este espacio se descompone como suma directa de dos autoespacios ortogonales
Foo v Foi, correspondientes a los autovalores 1 y —1 respectivamente. Por otro lado la
restriccion de Ly al espacio JFy satisface que (Lo)? = —1I, por lo que F; se descompone
como suma directa de dos autoespacios ortogonales Fig y Fi; correspondientes a los

autovalores ¢ y —i¢ respectivamente. Luego
F = Foo ® For ® F1o ® Fu1

y asi la segunda base intermedia se adaptada a esta descomposicion.
Si realizamos este proceso iterativamente, luego de k pasos obtenemos la des-

composicion

F = @ ‘F.J'1]'2--~jk

Jij2.-Jr€{0,1}F

donde

Fiviaoge = Fingaein-10 D Fjrja. el

y la k-ésima base intermedia se adapta a esta descomposicion. Observemos que

un elemento = de F; es un autovector simultaneo de los operadores L, para

1920k
r=1,...,k tal que

s on—1_ s on—2_4 ... 5 on—r
LTI:(,U]12 +J22" T 442 T

Las bases intermedias pueden obtenerse en forma recursiva. Notaremos By a la

base canonica y a los elementos §; de esta base como

donde t = 12" 1 + 452" 2+ ... 4+4,,_12 +i,. Notaremos B,, a la base de caracteres
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Ly+1 Ly+w'l Ly+w’l Li+u’T  Ly+wl L+l Ly+w'I

Fooo Fom Fow Fon Fiomn Fim Fiio Fin

Figura 1.2: Descomposicion del espacio F de funciones para Zg

y a los elementos ¢, de esta base como

donde k = 512771+ 552" 2 4 o £ 5012+ .

Definicién 1.5.2. Dados ji...jx € {0,1}* v dpyq.. .4, € {0,1}"7%, definimos el

elemento (ji ... Jk | tk+1...14,) del espacio F; como

1--Jk
. o . . . . . fon—1 .4 i on—k, . , . .
(Jr- e | kg1 1) = E((]l o Tkt | Oy -Zn)"‘wj12 RN k(]l o Jr=1 | Liggr .o in)).

Definicién 1.5.3. Para j;...ji € {0,1}F, definimos la base Bj, ;, del espacio

Fji..j, como

Bj e = {01 gk | ks in) ik € {0,137}
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Definicién 1.5.4. Sea k =1,...,n—1 definimos la k-ésima base intermedia B;

de F como
B = || Bjujoii-

La construccion de las bases intermedias del espacio F permiten factorizar la

Transformada de Fourier Discreta como producto de n matrices

[7_] = [anl]Bn T [31]32 [BO]Bl .

donde [B] B, €S la matriz cambio de base de B; a B;;;. Observemos que una
consecuencia de la forma recursiva que utilizamos para definir cada elemento de una
base intermedia, es que estas matrices cambio de base tiene sélo dos entradas no
nulas en cada columna. Asi todas las matrices cambio de base son matrices ralas.
Como consecuencia inmediata de estas observaciones tenemos el siguiente resul-

tado.

Teorema 1.5.5. La cantidad de operaciones aritméticas para el computo de la

Transformada de Fourier Discreta es O(N -log(N)).

1.5.3. Transformada de Fourier Generalizada

El Teorema de Maschke permite generalizar la Transformada de Fourier Discreta
para todo grupo finito. Sea GG un grupo finito actuando en un conjunto también finito
X;; el espacio de funciones L(X) = {f : X — C} es el espacio de representacion
de la representacion inducida por la accién. Asi L(X) admite una descomposicién

como suma directa de moédulos simples
LX) =EPu. (1.3)

Al igual que en el caso clésico, fijamos dos bases para el espacio L(X): por un lado

la base delta o canénica B y por otro una base B’ adaptada a la descomposicién
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(1.3). Asi cada f € L(X) puede ser escrita como combinacién lineal de elementos

de estas dos bases distinguidas y

Definicién 1.5.6. Se define la Transformada de Fourier dada por la accién

de G en X, como la transformacién

T:CV—C" [/ T(flp)=fp-

La Transformada de Fourier dada por la accién natural izquierda (o derecha) de G

sobre si mismo, se denomina simplemente Transformada de Fourier de G.

Observemos que la transfomada queda basicamente determinada por la matriz
[B] 5. Podemos distiguir dos problemas computacionales que estan estrechamente
realacionados: por un lado construir algoritmos, llamados Transformada Rapida de
Fourier, para computar la transformada de Fourier dada por la accién de G en X
con una complejidad O(Nlog® N) siendo C' una constante, y por otro construir
un algoritmo para computar de manera eficiente las proyecciones de f € L(X)
sobre cada componente isotipica. Para obtener algoritmos eficientes se aprovecha la
estructura del grupo y las propiedades de sus representaciones irreducibles.

Los grupos no abelianos tienen representaciones irreducibles de grado mayor a
1, cuya forma matricial varfa segtin la base elegida en los correspondientes C [G]-
moédulos. Por lo tanto hay esencialmente diferentes Transformadas de Fourier, las
cuales pueden tener distintas complejidades en su construccién y evaluacion. El
modelo computacional que se define para evaluar la Transformada de Fourier y

CN*N es decir el minimo

su inversa es la complejidad C-lineal de la matriz [T] €
numero de operaciones aritméticas suficiente para computar el producto de la matriz
con un vector genérico. Se entiende por operacion aritmética a una multiplicacion

seguida de una suma en los niimeros complejos. Como en los grupos no abelianos se
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pueden definir distintas Transformadas de Fourier, se define la complejidad C-lineal
L¢(G) de un grupo finito G como el minimo entre la complejidad C-lineal de las
distintas Transformadas de Fourier de G.

Es claro que la complejidad L¢(G) de un grupo estd acotada inferiormente por

|G| — 1 y superiormente por |G|?
G| =1 < Le(G) < |G

En [9] y [41] se presentan Transformadas de Fourier Rapidas para el caso G = Z,,, y
la complejidad C-lineal de estos algoritmos es O(|G|-log |G|). En [3] Baum, Clausen
y Tiezt demuestran que si GG es un grupo abeliano finito, la complejidad k-lineal de
G es O(|G|log|GY).

En [7] Clausen demuestra que para un grupo finito G, la complejidad C-lineal de

una Transformada Réapida de Fourier generalizada esta acotada superiormente por

min{(s(C) — I(C)) - |G| + T/a(C)|GI"*}
donde el minimo es tomado bajo todas las posibles cadenas C de subgrupos de G
l=Go<...<G,=aG,

[(C) es la longitud de la cadena, y donde ¢, s son el maximo y la suma, respectiva-
mente, de los indices [G;41 : G;] determinados por la cadena.

Para ciertas familias de grupos se ha calculado una cota superior para su comple-
jidad C-lineal. En [8] Baum y Clausen demuestran que si G es grupo soluble o super-
soluble, L¢(G) < 8,5|G| -log |G|; en [25] Maslen prueba que el grupo simétrico tiene
una Transformada de Fourier Répida que puede ser evaluada en O(|S,| - log®(|S,|));
y en [26] Maslen y Rockmore prueban que la complejidad C-lineal de GL,,(F,) estd
acotada superiormente por 2271 . ¢*"=2 . |GL,(F,)|. Tal vez, el principal problema

abierto en este campo es determinar si existe una constante universal C' tal que para
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1.5 Transformada de Fourier Preliminares

todo grupo finito G' la complejidad C-lineal sea O(|G|log® |G|) (ver [26]).

La Transformada de Fourier para grupos finitos puede extenderse a grupos com-
pactos bajo ciertas restricciones (ver [33]), como por ejemplo a O(n), SO(n), U(n),
SU(n) y Sp(n). Los coeficientes de Fourier se calculan como integrales sobre el gru-
po con respecto a la medida de Haar. En [26] Maslen y Rockmore realizan progresos
en la cota para transformaciones de funciones en U(n), SU(n) y Sp(n) de banda
limitada. En [15] Driscoll y Healy consideran a la esferea S? como un espacio ho-
mogéneo de SO(3) para construir una Transformada de Fourier que produce una

descomposicién arménica para funciones en S? de banda limitada.
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1.6 El Grafo de Johnson Preliminares

1.6. EIl Grafo de Johnson

Consideremos I,, = {1,2,...,n} con n € Ny k < n. Definimos un k-conjunto

(n,k

como un subconjunto de I, de cardinal k. Notaremos X ™*) al conjunto de todos

los k-conjuntos y consideramos la distancia de Johnson entre z,y € X% definida

COo1mo

d(z,y) =k = [z Ny

y el conjunto E de pares de k-conjuntos que comparten k£ — 1 elementos,

E={(z,y) : d(z,y) = 1}.

Definicién 1.6.1. Definimos el Grafo de Johnson como el grafo no dirigido cuyo

(mk) v cuyo conjunto de aristas es E. Lo notaremos J(n, k).

conjunto de vértices es X
El grafo de Johnson J(n, k) tiene las siguientes caracteristicas:
1. Tiene (}) vértices.
2. Tiene M(Z) aristas.
3. Su didmetro es min{k,n — k}.
4. Es un grafo k(n — k)-regular.
5. Es isomorfo al grafo J(n,n — k).
El grupo simétrico S, actia naturalmente en X™): si o = {iy,...,ix} es un

k-conjunto y o € S,, entonces

ox =oc{iy,...,ix}t ={o(i1),...,0(ix)}.

Observemos que dos vértices x,y del grafo J(n,k) son adyacentes si existe una

transposicion (ij) € S,, coni € z 'y j ¢ y, tal que (ij)xr =y.
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Figura 1.3: Piesk, T. (2014). The Johnson graph J(5,2). Recuperado de
https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Johnson graph J(5,2).svg

Consideremos F"%* = L(X(™*)) el espacio de funciones a valores complejos en

el conjunto de vértices del grafo de Johnson J(n, k):
Frokk={f . x5 Cl.
Para cada k-conjunto x € X™*) consideremos la funcién 8§, € F*%* definida como:

1 si z=z2

0.(2) = ' :
0 si x#=2

El conjunto By = {8, : € X(™®} es una base del espacio de funciones F"~*F,
que denominaremos base Delta. Observemos que el espacio de funciones definido en

n,n—=k

X k) es isomorfo al espacio de funciones definido en X! ). Consideramos en
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Fr=kk el producto interno tal que la base Delta By es ortonormal.

(k) induce una accién de este

La accién del grupo simétrico en el conjunto X
sobre el espacio F*** que se define por of = f oo~!. Asi el espacio de funciones
F"FF es una representacién del grupo simétrico S,. Observemos que el producto
interno considerado anteriormente es invariante por esta accion.

Es bien conocido que el espacio F*** tiene una descomposicién libre de multi-

plicidad. A continuacién presentaremos las nociones necesarias para demostrar este

hecho.

1.6.1. Pares de Gelfand

Sea G un grupo finito. Notamos L(G) = {f : G — C} al espacio de las funciones

a valores complejos sobre el grupo, y consideramos el producto escalar en L(G)

(fi, f2) = ’_Cl;| Zfl(g)m-

geG

El espacio L(G) dotado con el producto * convoluciéon de funciones

[ fa) (9) =D filgh) fa(h7H)

heG

es un algebra.

Sea K un subgrupo de G. Una funcién f € L(G) se dice que es K-invariante a
derecha (respectivamente a izquierda) si cumple que f(gk) = f(g) (respectivamente
f(kg) = f(g)) paratodo g € Gy k € K.Si X = G/K es el correspondiente espacio
homogéneo, el espacio L(X) = {f : X — C} puede identificarse con el subespacio
de funciones K-invariante a derecha sobre G. Una funcién f € L(G) se dice que
es bi-K-invariante si cumple que f(kgk') = f(g) para todo g € G y k, k' € K.
En analogia con la situacion previa, el espacio de funciones bi- K-invariantes puede
ser indentificado con el espacio L(K\G/K) de funciones a valores complejos en el

conjunto de coclases dobles K\G/K = {K¢gK : g € G}.
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Es sencillo de probar que para fi, fo € L(G), fi*fs es K-invariante a derecha si f;
es K-invariante a derecha; y f; * fo es K-invariante a izquierda si f, es K-invariante
a izquierda. Por lo que los subespacios de funciones K-invariantes a derecha, K-

invariantes a izquierda y bi-K-invariantes son subdlgebras de L(G).

Definicién 1.6.2. Sea G un grupo finito y K un subgrupo de G. El par (G, K) se de-
nomina un Par de Gelfand si el dlgebra de funciones bi- K-invariantes L(K\G/K)

es conmutativa.

Mas generalmente, si G acttia transitivamente en un conjunto finito X y K es
el estabilizador de un elemento de X, diremos que la acciéon define un par de

Gelfand si (G, K) es un par de Gelfand.

Teorema 1.6.3. Sea G un grupo finito, K un subgrupo de G y X = G/K. Entonces

las siguientes afirmaciones son equivalentes:

a) (G, K) es un par de Gelfand;

b) Homg(L(X), L(X)) es conmutativa;

c¢) La representacion permutacional L(X) es libre de multiplicidad.

Demostracion. La equivalencia entre a) y b) se sigue inmediatamente del hecho
de que Homg(L(X), L(X)) = L(K\G/K) (ver Proposicién 4.2.1 de [6]).
Supongamos que L(X) es libre de multiplicidad, es decir, existen Vg,...,Vy
representaciones irreducibles no equivalentes tal que L(X) = @fio V;. Consideremos
T € Homg(L(X), L(X)), notaremos T; = T'|y; la restriccién de T' al subespacio V;.
Si T; no es trivial, como V; es irreducible, tiene que ser inyectiva y por lo tanto {Tv :
v € V;} es un subespacio G-invariante isomorfo a V;. Pero como la descomposicién
de L(X) es libre de multiplicidad, V; es igual a {Tv : v € V;}. Luego, por el Lema
de Schur podemos asegurar que existe A\; € C tal que Tv = \;v para todo v € V.
Toda f € L(X) tiene una descomposicién tnica f = vo+v+---+vy conv; € V.

Y por el hecho anterior para T, S € Homg(L(X), L(X)), existen valores complejos
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Aoy -3 AN Y Qp,...,ay tal que

N N
1=0 1=0

Luego para toda f € L(X) tenemos que
N N
STf=Tf=> advi=Tf=> Now;=TSf
i=0 =0

por lo que Homg(L(X), L(X)) es conmutativo. Asi hemos probado que ¢) implica
b).

Supongamos ahora que L(X) no es libre de multiplicidad. Por lo que en su
descomposicion existen dos subrepresentaciones irreducibles ortogonales isomorfas.
Sean V' y W dichas subrepresentaciones, R : V' — W un isomorfirmo y U el com-
plemento ortogonal de V' @& W. Definamos los operadores S, T : L(X) — L(X)
como:

To+w+u)=Rv y Sw+w+u)=R"w.

Luego T, S € Homg(L(X), L(X)), pero ST # TS (ej: ST|\w = 0y T'S|w = Ly).
Esto es una contradiccion que proviene de suponer que la descomposicion de L(X)

no es libre de multiplicidad. Asi hemos demostrado que b) implica c). [

Corolario 1.6.4. Sea (G, K) un par de Gelfand y L(X) = @, V; la descomposi-

cion en representaciones irreducibles. Se cumple que:
a) SiT € Homg(L(X), L(X)) entonces V; es un autoespacio de T

b) SiT € Homg(L(X), L(X)) y \; es el autovalor de T'|y, entoncesT — (Ao, ..., An)
es un isomorfismo entre Homg(L(X), L(X)) y CNTL.
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c¢) El nimero de orbitas de K en X es

N 41 = dim(Homg(L(X), L(X))) = dim(L(K\G/K)).

Demostracion. El conjunto de K-o6rbitas esté en correspondencia biyectiva con el
conjunto de coclases dobles K'\G/K. Luego el resultado se deduce de forma inme-

diata del Teorema 1.6.3. [ |

Teorema 1.6.5. Sea G un grupo finito, K un subgrupo y X = G/K el co-
rrespondiente espacio homogéneo. Supongamos que tenemos una descomposicion
L(X) = @?:0 Z; en subrepresentaciones de G no equivalentes dos a dos, y supon-
gamos que el numero de K-orbitas en X es h + 1. Entonces Z; es irreducible para

t=0,....,h y (G,K) es un par de Gelfand.

Demostracion. En caso de ser necesario podemos refinar la descomposicion de

L(X) con los Z; en representaciones irreducibles como en el Lema de Wielandt

L(X) = @ m;U;, donde m; es la multiplicidad de U; (ver Teorema 3.13.3 de [6]).
i=1

Luego tenemos que
N N
h+1< Zmi < Zmzz = numero de K- érbitas en X.
i=0 i=0

Y entonces por hipotesis h = N, por lo que la descomposicién considerada era en

representaciones irreducibles y (G, K) es un par de Gelfand. |

Definicién 1.6.6. Sea (X, d) un espacio métrico y G un grupo actuando en X por
isometria, es decir, d(gx, gy) = d(z,y) para todo z,y € X y g € G. Diremos que la
accion de G en X es distancia transitiva si para todo (x1,y1), (z2,92) € X X X

tal que d(x1,y1) = d(xs,y2), existe g € G tal que gry = 2 y gy1 = Yo.
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Teorema 1.6.7. Sea (X, d) un espacio métrico finito y G un grupo finito actuando
en X tal que la accion es distancia transitiva. St K es el estabilizador de un elemento

xg € X, entonces (G, K) es un par de Gelfand.

Demostracion. Como d(z,y) = d(y,x) para todo x,y € X, entonces existe g € G
tal que gr =y y gy = z, es decir (x,y) e (y,z) pertenecen a una misma érbita con

respecto a la acciéon de G en X x X. Lo notaremos (x,y) ~ (y,x). Luego

(20,9 '20) = g~ (g0, T0) ~ (g0, T0) ~ (20, gT0)

por lo que existe k € G tal que kxg = z9 v kg 'zg = gxg. Luego k € K y
g kg oy = 20, y entonces g kg™t € K, es decir g7 € KgK.

Luego si f € L(K\G/K) se cumple que f(g7!) = f(g) y entonces para todo
f1, fo € L(K\G/K) tenemos que

s fl(9) =D AW (g7 =D LlgT0AE) =[fax Al (671 = [f2+ Ai] (9).

teG teG

Asi (G, K) es un par de Gelfand. |

1.6.2. Par de Gelfand (S,,S,_ X S)

La accion del grupo simétrico S, en el conjunto de k-conjuntos X (™*) es transi-
tiva, por lo que X ™*) es un S,-espacio homogéneo. El estabilizador de z € X ™*) es
Sp_k X Sg, donde S,,_j es el grupo de todas las permutaciones de x y Sy es el grupo

de todas las permutaciones del complemento de z. Las distintas érbitas son
{y € X :d(z,y) =r} para r=0,1,..., min{k,n — k}.

Teorema 1.6.8. (S,,,S,,_x X Sg) es un par de Gelfand.
Demostracion. Sélo debemos probar que la accién de S, en X ™) es distancia
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transitiva. Sean z,y,2’,y € X™k tal que d(x,y) = d(«',%). Es suficiente probar
que existe o € S,, tal que ox = 2’ v oy = 1/. Este elemento o puede ser construido

tomando una biyeccion entre los siguientes pares de conjuntos:
r—y+— -y, y—w+—y -2, xny+—'ny, (xUy)° +— (' UY)"
Luego por el Teorema 1.6.7, (S,,,S,_r X Si) es un par de Gelfand. |

El siguiente teorema se sigue de la teoria general de pares de Gelfand y caracteriza
la descomposicién del espacio de funciones a valores complejos en el conjunto de

vértices del grafo de Johnson.

Teorema 1.6.9. Sea s = min{k,n — k}. El espacio F"** de funciones en el
conjunto de vértices del grafo de Johnson J(n, k) tiene una descomposicion libre de

multiplicidad en s + 1 representaciones irreducibles del grupo simétrico S,,.

Demostracion. Es consecuencia inmediata del Teorema 1.6.3 y el Corolario 1.6.4

para el par de Gelfand (S,,,S,_x X Sg). [ |

Consideremos el operador D : Fr—kk s Fr=k+Lk=1 definido como

(Df)() = > fly)

yeXmk): zcy

y el operador adjunto D* : Fr—ktLk=1 __ Fn=kk definido como

(D NHy) = >, [l

zeX(mk=1): zCy

No es dificil de mostrar que para todo f; € F*~%F y f, € Fr=k+Lk=1 g6 cumple que

<Df17 f2>]:"*k+1vk’1 = <f17 D*f2>]:”*kvk'
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Definicién 1.6.10. Para 0 < k < [n/2] definimos el subespacio S"** de Fr—r#
como

SmRE — Nu(D) = {f e F*""F . Df =0}
y S0 = Fro,
Estos subespacios cumplen las siguientes propiedades.
Teorema 1.6.11. Se cumple que:

a) Para 0 <m < [n/2]

b) Para 0 <k <n

min{n—k,k} . . min{n—k,k} .
fn—k,k _ @ (D*>k—25n—z,z ~ @ gn—isi.
=0 1=0

Demostracion. Primero observemos que la descomposicién
fn—l,l — Sn—l,l D D*Sn,O (1 4)

coincide con la descomposicion en funciones constantes y funciones de media cero.

Por otro lado, una funcién f; € F*~%F pertenece a S %F si y sélo si
)

0= (Dfi1, f2) pa-rrri-1 = (f1, D" f2) po-sr

para toda f, € F"F=Lk=1 Agi tenemos que

]:-n—k,k _ Sn—kz,kz e D*fn_k+1’k_1. (15)

Luego b) se obtiene por induccion en k utilizando las descomposiciones (1.4) y (1.5).
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Por la inyectividad de D* y la descomposicion (1.5), para 0 < m < [n/2] tenemos

que

dim(S"™™) = dim(F"*F N Nu(D)) = dim(F*™™) — dim(D*F="+mT)
— dim(f'n—m,m) - dim(fn_m+1’m_1) _ (n) . ( n )

m m—1

Asi hemos demostrado a). |

Observemos que para k < [n/2], un (n — k, k)-tabloide estd univocamente carac-

terizado por los k valores que aparecen en la segunda fila

Juoc Jk o Jnek

r=A{iy,...,ixg} <— {t.}=
iv e g

Asi M(=kF) el espacio vectorial sobre C cuya base son los (n — k, k)-tabloides,
es isomorfo al espacio F"%* de funciones en el conjunto de vértices del grafo de

Johnson J(n, k). Dicho isomorfismo es:

v MOTRR) L prokk Z At} | = Z €20y

zeX (n:k) ze X (n.k)

El siguiente teorema caracteriza las representaciones irreducibles que aparecen

en la descomposicién de Fr—Fk,

Teorema 1.6.12. Sea s = min{k,n — k}. La descomposicién del espacio F" *F
estd dada por .
Frbh = PV,
i=0
donde «; es un diagrama de Young de forma (n —i,1).
n—k,k)

Demostracion. Para cada politabloide e; perteneciente al médulo de Specht S¢
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se cumple que 7y(e;) pertenece al nicleo del operador D, es decir

’Y(S(n_k’k)) C Nu(D) _ Sn—k,k.

n=kk) y §n=kk coinciden (ver Ejemplo 1.2.27 y Teorema

Y como las dimensiones de S¢
1.6.11), tenemos que 7y (S(”’k’k)) = S"kF  Asi cada subespacio S" % define una
representacion irreducible de S,, que esta parametrizada por un diagrama de Young

de forma (n —4,4). Luego es inmediato a partir del Teorema 1.6.11 que

S
n—k,k __
F = @ Vi,
i=0

donde s = min{k,n — k} y o, es un diagrama de Young de forma (n —i,1). |

Ejemplo 1.6.13. Las representaciones irreducibles que aparecen en la descompo-
sicién del espacio F*? (espacio de funciones en los vértices del grafo J(6,2)) estéan

parametrizadas por los siguientes diagramas de Young:
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Capitulo 2

Una Transformada de Fourier

Rapida para J(n, k)

2.1. Bases de Gelfand-Tsetlin

Las bases de Gelfand-Tsetlin fueron definidas por I. M. Gelfand y M. L. Tsetlin en
la década del cincuenta para los grupos de matrices unitarias SU(n, F) en [19] y para
los grupos de matrices ortogonales SO(n, F) en [20]. Estas ideas fueron generalizadas

por A. M. Vershik y S. V. Kerov para familias inductivas de édlgebras [39].

2.1.1. Bases de Gelfand-Tsetlin para representaciones del
grupo S,

Sean n,k € N con k < n y sea S;, el subgrupo de S,, formado por las permutacio-
nes que fijan los ultimos n — k elementos de I,,. Consideremos la cadena inductiva
de subgrupos

S;CcS,c---C§,C---

Para ¢ = 1,2,... notaremos Irr(i) al conjunto de clases de equivalencia de repre-

sentaciones irreducibles complejas de S;. Un resultado fundamental de la teoria de
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representaciones del grupo simétrico, que hemos enunciado en el Teorema 1.2.31,
establece que si V) es un S,-moédulo irreducible correspondiente a la representa-
cién A € Irr(n) y consideramos su restriccién como un S,,_;-médulo, entonces éste
se descompone libre de multiplicidad como suma de S,,_;-mddulos irreducibles, los
cuales estan bien identificados. Es decir, que si V,, es un S,,_1-mddulo irreducible co-
rrespondiente a la representacion p € Irr(n — 1), entonces la dimensién del espacio

Homg, ,(V,,V)) es 0 6 1. Este hecho nos permite definir el siguiente grafo infinito.

Definicién 2.1.1. Definimos el grafo de ramificaciéon o diagrama de Bratteli
de la cadena

S;cS,c---CcS,C---

al siguiente grafo dirigido: el conjunto de vértices es la unién disjunta

|_| Irr(3).

i>1

y dadas dos representaciones A € Irr(i) y p € Irr(i — 1), hay una conexion de u a
A siy s6lo si la dimensién del espacio Homg, ,(V,, V)) es 1, es decir, si V,, aparece

en la descomposicion de V) como un S;_;-modulo.

Notaremos

pw/A

sip € Irr(i —1), A € Irr(i) y la dimensién del espacio Homs, ,(V,,V)) es 1, es

decir, hay una conexién de 1 a A en el grafo de ramificacién; y
wCA

si € Irr(k), A € Irr(n) y la dimensién del espacio Homg, (V,,, V) no es cero, es
decir existe un camino creciente que conecta i y A en el grafo de ramificacion.

Para cada S,,-moédulo irreducible V), tenemos una descomposicién canénica como
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2.1 Bases de Gelfand-Tsetlin

suma de S,,_;-modulos irreducibles

Vi=EPV,.

wA

Aplicando esta descomposicién iterativamente, queda determinada en forma tnica

una descomposicion de V), en subespacios de dimensién uno. A saber

Vi = @VT7
T

donde la suma directa esta indexada por todas las posibles cadenas

T=M/"X/""/"A,

con \; € Irr(i) y A, = A. Observemos que estas cadenas estan representadas por los
distintos caminos crecientes en el grafo de ramificacién, desde () hasta A. Si elegimos

un vector no nulo vy de cada espacio unidimensional V7 obtenemos una base {vr}

del S,-médulo irreducible V.

Definiciéon 2.1.2. Denominamos base de Gelfand-Tsetlin de V) a la base

B,\:{UTiTZ)\l/‘)Q/‘“'/‘)\n}

del S,-moédulo V), correspondiente a la representacion A € Irr(n).

El siguiente resultado es bien conocido y serd de gran importancia en este trabajo.
Dados A; € Irr(i) y Ai—1 € Irr(i—1) notaremos \;/\;_1 a la casilla en la que difieren

los diagramas de Young [A;] v [Ai_1].

Teorema 2.1.3. Sean V) un S,,-mddulo irreducible correspondiente a la represen-

tacion X € Irr(n), By una base de Gelfand-Tsetlin de V) y E\ el conjunto de tablas
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2.1 Bases de Gelfand-Tsetlin

de Young estandar de forma X\. Entonces la correspondencia
o:Bx— E\ |/ o(vr) =t,

donde T =X S Xy - N\, yt es una tabla de Young de forma \ que en la

casilla \;/X\i—1 contiene el valor i, es una biyeccion.

Demostracion. La biyeccion que existe entre el conjunto de diagramas de Young
de n casillas y el conjunto Irr(n) de representaciones irreducibles del grupo S,,, in-
duce un isomorfismo de grafos entre el grafo de ramificacién (ver Definicién 2.1.1)
y el grafo de Young (ver Definicién 1.2.32). Como ademds cada camino creciente en
el grafo de Young, que comienza en el diagrama que tiene una sola casilla y termina
en el diagrama [)\], puede ser representado por una tnica tabla de Young estdndar
de forma A (ver Observacion 1.2.33), entonces o : By — FE) / o(vr) =t es una

correspondencia biyectiva. ]

Observemos que si V' es una representacion libre de multiplicidad de S,,, unien-
do las bases de Gelfand-Tsetlin de los S,-mo6dulos irreducibles que aparecen en la
descomposicion de V', queda univocamente determinada, salvo escalares, una base

para V que formalizamos en la siguiente definicién.

Definiciéon 2.1.4. Sea V' una representacion de S,, libre de multiplicidad tal que

V= EB V.

AeSCIrr(n)

y By una base de Gelfand-Tsetlin de V). Entonces

B=|_|BA

AeSCIrr(n)

es una base de V' que denominaremos base de Gelfand-Tsetlin de V.
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2.1 Bases de Gelfand-Tsetlin

Corolario 2.1.5. Sea V' una representacion de S, libre de multiplicidad y B una
base de Gelfand-Tsetlin de V' como en la Definicion 2.1.J. Entonces existe una

correspondencia biyectiva entre B y el conjunto de tablas de Young estandar de tipo

res.

Demostracién. Es inmediata por el Teorema 2.1.3 y la Definicion 2.1.4. |

2.1.2. Base de Gelfand-Tsetlin del espacio de funciones sobre

el grafo de Johnson

El Teorema 1.6.12 nos permite asegurar que el espacio de funciones F para el
grafo de Johnson J(n, k), tiene bien definida, salvo escalares, una base de Gelfand-
Tsetlin, que notaremos B,,. A continuacién daremos una descripcién mas detallada

de esta base.

Corolario 2.1.6. La base de Gelfand-Tsetlin B, del espacio F estd en correspon-
dencia biyectiva con el conjunto de tablas de Young estindar de forma (n — a,a)

para a =0,1,...,s = min{k,n — k}.

Demostracion. Es consecuencia inmediata del Corolario 2.1.5 y del Teorema 1.6.12.

Consideremos el espacio F como un S;-médulo para ¢ = 1,...,n, y sea F; ) la
componente isotipica correspondiente a la representacion irreducible A de S;. Asi,

para cada ¢ tenemos la descomposicién

F= @D F

AETTT(S;)

donde F; \ L Fi v si A # N,
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2.1 Bases de Gelfand-Tsetlin

Para cada tabla de Young estandar T'= \; Ay 7 --- 7 A, consideremos el
espacio

Faredn = Fin N Fop, M- NFpa,.

Entonces por Corolario 2.1.6 podemos asegurar que el espacio F tiene una descom-

posicién ortogonal en subespacios de dimensién uno

F = @ .F)\l,\z...)\n

)\1/‘)\2/‘.../‘)\n

donde A\, corre a través de todas las representaciones de S,, correspondiente a los
diagramas de Young de forma (n — a,a) para a = 0,...,s = min{k,n — k} (ver
Figura 2.1).

Asi la Base de Gelfand-Tsetlin B,, del espacio F queda determinada elegiendo

un vector no nulo vy de cada espacio Fy,x,.--x,-

/
AN

T 1]2] 1]3]
! :
—1— 11213 11214 1] 2 113 11314
BFAEAEY (IELER ENEY ok K SENEY

Figura 2.1: Las hojas de este arbol parametrizan la base Gelfand-Tsetlin del espacio
de funciones F para J(4,2).
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2.2 'Transformada de Fourier para el grafo de Johnson

2.2. Transformada de Fourier para el grafo de John-
son

En adelante consideramos N = (Z) El espacio F de funciones a valores complejos
en el conjunto de vértices del grafo de Johnson J(n, k) tiene, al igual que el espacio de
funciones a valores complejos en el grupo ciclico, dos bases ortogonales distinguidas:
la base Delta By y la base de Gelfand-Tsetlin B,,. Este hecho nos permitira extender
la definicion de la Transformada de Fourier Discreta clasica para este nuevo espacio
de funciones.

Una funciéon f del espacio F puede escribirse como combinacién lineal de estas
dos bases distinguidas

-1

F=f@) 6 y f=) f(T)or

0

=

~
Il

r=

Definicién 2.2.1. Sea f € F como en el parrafo anterior. La transformacion

T.CV —CY [/ T(f0),...,f(N—1)) = (f(O),...,f(N_1))

se denomina Transformada de Fourier en el Grafo de Johnson de la funcién

f.

De manera analoga al caso clasico, el computo de la Transformada de Fourier en
el Grafo de Johnson de una funciéon f puede ser presentado como la multiplicacion
de la matriz cambio de base, de la base Delta a la base de Gelfand-Tsetlin, y el
vector de coeficientes (f(0),..., f(N — 1)). La matriz cambio de base, que notaremos
[T], es de N x N, por lo que el célculo de la Tranformada de Fourier de manera
directa requiere a lo sumo N? operaciones aritméticas. El objetivo de esta seccién
es presentar un algoritmo eficiente, denominado Transformada de Fourier Rapida,
para calcular la Transformada de Fourier en el Grafo de Johnson. El algoritmo se

basa fundamentalmente en la construccion de ciertas bases ortogonales intermedias
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By ... B, del espacio F, de manera que la matriz [T] se expresa como producto

de matrices ralas

[7—] = [anl]Bn T [31]32 [BO]Bl :

donde [B;] Bi.y €8 la matriz cambio de base de B; a B;, .

2.2.1. Descomposiciones adaptadas de F

Sea X el conjunto de los k-conjuntos. Cada elemento de X puede indentificarse
con una palabra en el alfabeto {1,2} de la siguiente forma: el elemento ¢ € I,
pertenece al k-conjunto si y sélo si hay un 1 en el lugar ¢ de la palabra y el elemento

1 € I, no pertenece al k-conjunto siy sélo si hay un 2 en el lugar ¢ de la palabra.
Ejemplo 2.2.2. El k-conjunto {2,3,6,8} C I se identifica con la palabra 211221212.

Notaremos P(™*) al conjunto de palabras de longitud n en el alfabeto {1,2} cuya
cantidad de unos es k. El grupo simétrico S,, actia de manera natural en P"*); s
i1 -+, es una palabra de longitud n en el alfabeto {1,2} cuya cantidad de unos es

ky o €S, entonces

O a1y = lg(1) ** lo(n)-

Para 1 <i < n el subgrupo S; actiia en las primeras ¢ letras de cada palabra y deja
fija las restantes n — i.

A partir de la identificacion precedente queda establecida una correspondencia
biyectiva entre el conjunto de k-conjuntos y el conjunto de palabras de longitud n
en el alfabeto {1,2} cuya cantidad de unos es k. En adelante haremos uso implicito
de esta identificacion.

Parai=1,...,ny c€ {1,2}, definimos F*¢ como el subespacio de F generado
por las funciones §(z) tal que la palabra z tiene la letra ¢ en el lugar i. Para cada i
tenemos la descomposicion

F = Filg Fi?
con Ful | Fi2,
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Definiciéon 2.2.3. Para ¢ = 1,...,n sea c,Cq41...¢, una palabra en el alfabeto
{1,2} y para ¢ = n+ 1, ¢,¢4+1 - - . ¢, denota la palabra sin letras. Para ¢ =1,...,n

definimos F*¢“+1-“» como el subespacio de F
FCaCat1Cn — ToCa N JT_‘Q+LCq+1 M- Fren

En el caso ¢ = n + 1 nosotros consideramos F“cat1-n = F.

Observemos que F°° no es el subespacio nulo si y solo si la cantidad de letras

1 en la palabra ¢, ... ¢, es mayor o igual que £ — ¢ + 1 y menor o igual que k.

Definicién 2.2.4. Para ¢ = 1,...,n definimos X como el subconjunto de las
palabras w; ... w, en X, tal que w,...w, es ¢;...c,. Para ¢ = n + 1 establecemos

Xewen = X,

Observemos que cada subconjunto X% es estabilizado por la acciéon del sub-

grupo S,_;. Asi tenemos la siguiente descomposicién de Fc“:
Feaon = @ C o(wy...wy).
W1 ... Wy €EX 1

Definicién 2.2.5. Para ¢ = 1,...,n definimos X, como el conjunto de palabras
Cq - - - ¢, donde la cantidad de letras 1 es mayor o igual que k — ¢+ 1 y menor o igual
que k. Para ¢ = n + 1 establecemos X, como el conjunto cuyo dnico elemento es la

palabra sin letras.

Luego tenemos la siguiente descomposicion de F:

F= P Foo (2.1)

cq.--cn€Xyq
cada subespacio F ¢ es invariante por la accién de S,_;.
q

Cn

Definicién 2.2.6. Para 1 < p < ¢ < n + 1 definimos el subespacio Fi‘i:::)\p como
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sigue:

Cq...Cn Cg..-Cn
fAZ)\p - ‘F)\l)\p ﬂ F q .

Teorema 2.2.7. Fijado 1 < q <n+1, el espacio F se descompone en subespacios

de dimension uno como sigue:

F=pr-s, (2.2)

donde la suma corre a través de las tablas de Young estdndar \y /Xy /- /7 N1
y palabras ¢y . . . ¢, tales que el nimero de letras 1 es k —r, donde 0 <r <k, y \j—1

es un diagrama de Young de forma (¢ —1 —a,a) cona=0,... min{r,q—1—r}.

Demostracion. Supongamos que la letra 1 aparece k — r veces en la palabra
Cq---Cpn, donde 0 < r < k. Entonces el subconjunto X“» estd formado por todas
las palabras w;...w, tal que w;...w,—; tiene r apariciones de la letra 1. Esto
significa que X tiene estructura de grafo de Johnson J(q¢ — 1,7) y, cuando
actia sobre éste el subgrupo S,_1, el espacio de funciones a valores complejos en
X se descompone libre de multiplicidad como un S,_;-médulo de acuerdo a lo
establecido por el Teorema 1.6.12. Como consecuencia, cada subespacio F¢ " tiene

una descomposicion de Gelfand-Tsetlin en subespacios ortogonales de dimensién uno
Cn Cq...Cn
Fearen — & Fes (2.3)
A1/ A e S Ag—1

donde A,_; corre bajo todos los diagramas de Young de forma (¢ — 1 — a,a) con

0 <a <min{r,q—1—r}. Luego el teorema sigue desde (2.1). |

Teorema 2.2.8. Fijado 1 <p < q<n-+1, el espacio F tiene una descomposicion

ortogonal
F=Brs
donde la suma corre a través de las tablas de Young estandar \y /" Ao /- /N,
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y palabras cq . .. c, tales que el nimero de letras 1 es k —r, donde 0 <r <k, y A,

es un diagrama de Young de forma (p — a,a) con a =0,... ,min{r,q — 1 —r,p/2}.

Demostracion. Fijado ¢, . . . ¢,,, agrupamos los subespacios de dimensién uno . ;‘ji’;_l
que aparecen en la descomposicién (2.3), segtin los diagramas de Young iniciales para
particiones de p que definen la tabla de Young estandar \; ... \,_1, y asi obtenemos
la descomposicion

Fa, = ® A

Ap+1,/ Apt2,/ g1

donde la suma directa corre a través de todos los diagramas de Young A, 11,12 ... Ag—1
tal que Ay 7 Ag -+ 7 Aj1 es una tabla de Young estdndar, siendo \,_; un dia-
grama de Young de forma (¢ — 1 —a/,a’) con 0 <o <min{r,qg—1—r}.

Luego obtenemos la descomposicién

Fe = P RN (24)

AL A2 e S Ap
donde A; ...\, corre a través de todas las secuencias de diagramas de Young para
los cuales hay una secuencia Apiq...A;—1 tal que Ay 7 Ay 7 -+ 7 A1 es una
tabla de Young estdndar de forma (¢ —1—da’,a’) con 0 < a’ < min{r,q—1—r}. La
secuencia A ...\, se caracteriza como aquella secuencia \; ' Xo -+ 7\, que es
una tabla de Young estandar de forma (p —a,a) con 0 < a < min{r,q—1—r,p/2}.

Luego de (2.1) y (2.4) obtenemos el teorema. |

2.2.2. Matrices diagonal por bloques

Cuando T es un operador lineal en un espacio vectorial V' de dimension finita y
B es una base de V', denotamos [T'] 5 a la matriz cuyas columnas son las coordenadas
en la base B de los vectores que resultan de la transformacién de los elementos de

dicha base por T.
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Definiciéon 2.2.9. Sea V' un espacio vectorial de dimension finita. Parai=1,...,n

sean V; subespacios de V tales que

Diremos que una base B de V esta adaptada a la descomposicion, si todo elemento de
B pertenece a V; para algin i. Diremos que un endomorfismo 7" de V' esta adaptado

a la descomposiciéon si cada subespacio V; es T-invariante.

En orden de establecer la ralitud de las matrices cambio de base, utilizaremos el

siguiente resultado simple de algebra lineal.

Lema 2.2.10. Sea V' un espacio vectorial de dimension finita con una descomposi-
cion en suma directa V = @_, V. Sean B y B’ dos bases de V', ambas adaptadas a
esta descomposicion y sea T un endomorfismo de V' adaptado a la descomposicion.

Entonces

a) Hay un orden para los elementos de las bases B y B’ tal que la matriz cambio de
base [B|p: es diagonal por bloques, con un bloque de tamarnio dim(V;) para cada

1=1,...,n.

b) Hay un orden en la base B tal que la matriz [T)p es diagonal por bloques, con un

bloque de tamano dim(V;) para cada i =1,... n.

2.2.3. Bases Intermedias

Sea 0 < i < n. Como observamos en la demostracion del Teorema 2.2.7, el
conjunto X+ tiene la estructura de grafo de Johnson J(i,r) donde k — 7 es el
ntmero de letras 1 en la palabra ¢;11...¢,. Y cuando actiia sobre este conjunto el
subgrupo S;, el espacio F¢t+1“m se descompone como un S;-modulo libre de multi-
plicidad segun la férmula del Teorema 1.6.12. Como consecuencia, cada subespacio

Feiti¢n tiene una descomposicion de Gelfand-Tsetlin en subespacios ortogonales de
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dimension uno

Feee = AR (25)
A1, A2 S

donde \; corre a través de todos los diagramas de Young de forma (i — a, a), siendo
0 <a <min{r,i —r}. Sea B+ la tnica, salvo escalares, base de F¢ -+ adap-
tada a la descomposicién (2.5). Luego el espacio F se descompone en subespacios

de dimensién uno como sigue

F= @D & A (2.6)
Cit1--n€Xip1 A1 A2 S SN
Definiciéon 2.2.11. Definimos la i-th base intermedia de F como la tnica, salvo

escalares, base B; de F adaptada a la descomposicion (2.6).

Asi
Bi _ |_| Beit1cn

Cit1.Ccn€Xit1
Del Teorema 1.6.12, tenemos que la base B¢+ estd parametrizada por el conjunto
de tablas estandar de forma (i — a,a) con 0 < a < min{r,i — r}. Por otro lado, la
palabra ¢;y1 ...c, corre a través del conjunto X;. Asi la i-ésima base intermedia B;
queda parametrizada por las duplas conformadas por una tabla de Young estandar
de forma (i — a,a) con 0 < a < min{r,i — r} y una palabra en el alfabeto {1,2} de
longitud n — ¢ y cuya cantidad de letras 1 es a lo sumo k. La Figura 2.2 ilustra la

estructura de las bases intermedias.

Ejemplo 2.2.12. A continuacién describiremos la parametrizaciéon de la segunda
base intermedia del espacio de funciones F en el conjunto de vértices del grafo de
Johnson J(4,2). X, es el conjuno de palabras en el alfabeto {1,2} de longitud dos
con a lo sumo dos letras 1, por lo que X, = {11, 21, 12,22}.

Si w = 11 entonces X™ = {2211} y las tablas de Young estandar que aparecen
son de forma (2,0).

Siw = 21 entonces X" = {2121,1221} y las tablas de Young estdndar que
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Figura 2.2: Parametrizacion de las bases intermedias para n = 4 y k = 2. Los
recuadros en cada columna representan la descomposicion B; = LIB¢+1¢n,

aparecen son de forma (1,1) y (2,0).

Si w = 12 entonces X* = {2112,1212} y las tablas de Young estdndar que
aparecen son de forma (1,1) y (2,0).

Si w = 22 entonces X" = {1122} y las tablas de Young estandar que aparecen

son de forma (2,0).

Lema 2.2.13. Para 1 <p <i<qg<n+1, la base intermedia B; estd adaptada a

la descomposicion dada en el Teorema 2.2.8

F=DAI,

Cn

Demostracién. A partir de la definicién de los subespacios F,"" x, €s claro que si
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1<p<p <q <qg<n+1 entonces
C,/...Cn C, Cn
]:)\j)\/—fq

Debido a que cada elemento de la base B; esta en uno de los subespacios de la forma

Furi, el lema se deduce del caso p =iy ¢’ =i+ 1. |

2.2.4. Ralitud de las matrices cambio de base

En esta subseccion probaremos que, para todo 7, cada columna de la matriz
cambio de base [B;]p,_, tiene a lo sumo dos entradas no nulas. Mds atn, probaremos
que si las bases intermedias estdn adecuadamente ordenadas, las matrices [B;]p,_,

son diagonal por bloques, con bloques de tamano a lo sumo dos.

Teorema 2.2.14. FExiste un orden para la base B; y un orden para la base B;_1 tal

que la matriz cambio de base [Bj|p, , es diagonal por bloque, con todos los bloques

—1

de tamano a lo sumo dos.

Demostracion. Por el Lema 2.2.13, ambas bases B; y B;_; estan adaptadas a la

descomposicion
Ci+1---Cn
‘F @ f 1 >\7. 1’

es decir, estan adaptadas a la descomposicién dada en el Teorema 2.2.8 conp =1—1

z+l Cn

y ¢ =i+ 1. Observemos que el subespacio F, "'y tiene dimension a lo sumo dos,

lc .c 2c .c
Ty By Ty, segin el Teo-

ya que este esta generado por los subespa01os Fy,
rema 2.2.7, estos subespacios tienen dimensién a lo sumo uno. Entonces el teorema

se sigue del Lema 2.2.10. [ |
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2.2.5. Conexion con el algoritmo de Robinson-Schensted

En las figuras 2.2 y 2.3 el orden vertical de las etiquetas en cada base intermedia
fue elegido para simplificar el esquema y esta relacionado con el algoritmo de inser-
cién de Robinson-Schensted, que fue presentado en la Seccién 1.3. A continuacion
explicamos con mas detalle la relacion que hay entre el orden de las etiquetas en las
bases intermedias y el algoritmo de Robinson-Schensted.

En las etiquetas de la base By el orden vertical, desde arriba hacia abajo, esta
dado por el orden lexicografico de derecha a izquierda en P™*): si w, w’ € P™F) tal

que w = 1o ¢y y W =iy e, entonces w < w' siexiste i tal que 1 <i<ny

/

/ / /
Cpn=1Cpy Cne1 =Cp_1y -+, Ciy1 =Cipy Y G <G

Cada linea horizontal en las figuras, leida de izquierda a derecha, es una secuencia
de tripletas
<P07Q0aw0)7 (Planaw1)7 7<Pn7Qn7wn)

donde wy € P™* (P;, Q;) es el par de tablas de Young que se obtienen en el paso
1-ésimo al aplicar el algoritmo de Robinson-Schensted a la palabra wy y w; es la
palabra que queda al insertar las primeras ¢ letras de wy.

Como wqy € P(”’k), las tablas de Young semiestdandar P; para 1 <4 < n, tienen a
lo sumo dos filas y sus casillas contienen letras del alfabeto {1,2}, en la que los 1’s
aparecen solo en las primeras casillas de la primera fila. Como consecuencia de este
hecho cada tripleta (P, Q;, w;) queda tinicamente determinada por el par (Q;, w;),

y asi P; puede ser omitida.

Ejemplo 2.2.15. Consideremos la etiqueta

( 1/3]4]5] 12)
l )

de un elemento de la quinta base intermedia, para n = 7y k = 3. Luego la tabla de

74



2.2 'Transformada de Fourier para el grafo de Johnson

Young semiestandar que fue omitida tiene la forma

y esta rellena con dos 1’s en las primeras casillas de la primera fila y tres 2’s en las

restantes casillas. Asi la tripleta asociada es

( 11]2]2] [1]3]4]5] 12)
72 ) *

Definicién 2.2.16. Para 1 <i < n,seab € B; 1 y b € B;. Diremos que by b’ estan

i+1...Cn

S-relacionados si ambos pertenecen al subespacio Fy "'

para alguna tabla de
Young estandar Ay Ay -+ 2\ y alguna palabra ¢;,q,...,c, en el alfabeto

{1,2} con a lo sumo k letras 1.

Definicién 2.2.17. Sean b € B;,_; y b € B;, diremos que b y b estan RS-
relacionados si las etiquetas de b y b’ forman parte de la misma secuencia, al

aplicar el algoritmo de Robinson-Schensted a una palabra de P(F)

El siguiente teorema es un resultado de esta tesis. Basicamente establace una
conexion entre un hecho puramente combinatorio y una construccién algebraica.
Si bien este resultado no se utiliza para demostrar los resultados principales, ini-

cialmente inspird los mismos y desde el punto de vista intuitivo resulta de mucha

utilidad.

Teorema 2.2.18. Sean b € B;_1 y V' € B;, tal que b y V' estan RS-relacionados.

Entonces b y b’ estan S-relacionados.

Demostracion. Es inmediata a partir de la Definicion 2.2.16 y la Definicion 2.2.17.
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2.2 'Transformada de Fourier para el grafo de Johnson

2.2.6. Ejemplo

Consideremos el caso n = 4, k = 2. Para cada vector b de la base B;, existe una
unica palabra ¢;y1...¢, € X;;1 y una unica tabla estandar Ay Xy & -+ 7N\
tal que b € .7-‘;11“)\16" Entonces b es combinacion lineal de los elementos de B;_; que

Cit+1---Cn f20i+1---cn

. 1 . .
pertenecen a los espacios F, "'\ "y Fy 17" Luego las matrices [B;]p,_, tienen la

siguiente forma:

* 000 0O
0 « «x 000
0« x 0 00
[Bl]BQ = )
000 % % O
000 % % 0
000 0 0 =
*+ 0 x 000
0O« 0 000
* 0 x 0 0 0
[32]33 =
000« 00
00 0 0 % =
00 0 0 % =
y _ .
* 00 0 % O
0« 0 % 00
00 = 0 0 =x
[33]34 =
0 * * 0

*
o
o O
o
*
o O
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2.3 Elementos de Young-Jucys-Murphy

Base By Base B, Base Bs Base B3 Base B,

2211 ]| e— 11 N ]2

- El B!
o1 I I U 1]3 1[3
2121 121 21 El | 514
9 9971 e—t 9 —k ; 1]2]3]
1221 221 21 1 -
2112 12— 12 é 3], - ; 3[1]
. — 1 1[2] , — 1]2]4]
1212 212 12 ] 2 i
1122 12 e 2 —d—T[1T7]3] >

Figura 2.3: Una ilustracién de la ralitud de las matrices cambio de base [B;_1]p,
paran =4y k = 2. Cada b € B;_; esta conectado con un elemento b’ € B; si y s6lo
si ellos estan S-relacionados. Dos etiquetas son adyacentes en forma horizontal si y
solo si ellos estan RS-relacionados, es decir, cada fila corresponde al proceso dado
por el algoritmo de insercién de Robinson-Schnsted.

2.3. Elementos de Young-Jucys-Murphy

Los elementos de Young-Jucys-Murphy fueron inicialmente introducidos por A.
Young y redescubiertos en forma independiente por A. A. Jucys en [23] y por G. E.
Murphy en [28].

Definicién 2.3.1. Definimos los elementos de Young-Jucys-Murphy, como los

elementos J; € C[S,] donde
Ji=0, J=0Qi)+Q2i)+...+(i—-14) con i=2,...,n.

Para i = 1,...,n consideremos el elemento Z; € C[S;] definido como la suma de

las trasposiciones en S;, esto es,

Zi =Y (jk).

j<k
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2.3 Elementos de Young-Jucys-Murphy

Observemos que

Ji=Z;— Z;_. (2.7)

Si bien cada Z; pertenece al centro de C [S;], los elementos J; no pertenecen a éste.
Notaremos s; a la transposicién (i(i + 1)). Los YJM-elementos satisfacen la in-

teresante y bien conocida relacion de recurrencia

SiJi +1= Ji+18i7 (28)

la cual puede ser reescrita como

SiJiSi + 5, = i1 (29)

Sea V' una representacién de S,,, consideremos la estructura de C [S,]-médulo en

V' e identificamos un elemento A € C[S,,] con el operador lineal

AV =V | A(v) = Av.

El siguiente resultado es conocido en la literatura (ver por ejemplo Seccién 3
de [30]), pero aqui presentamos una demostraciéon que no es tomada de ninguna

referencia.

Teorema 2.3.2. Sea V' una representacion libre de multiplicidad de S,,. Entonces
todo elemento de la base de Gelfand-Tsetlin de V' es un autovector de J; para todo

1€ L,.

Demostracion. Sea b un elemento de la base de Gelfand-Tsetlin de V. Para i = 1
el resultado es trivial, por lo que consideremos i € {2,...,n}. Luego el vector b
pertenece a alguna componente isotipica H; de la descomposicién de V' como una
representacion de S;.

Utilizaremos la siguiente caracterizacién de las componentes isotipicas. Sea End(V )"

el anillo de operadores de entrelazamiento, es decir, el conjunto de operadores li-

78



2.3 Elementos de Young-Jucys-Murphy

neales Z € End(V) tal que ZJ = JZ para todo J € C[S;]. Observemos que V
tiene una estructura natural de C[S,]-médulo. Entonces un subespacio de V' es
una componente isotipica de la accién de S; si y sélo si es un elemento minimal
en el reticulo de subespacios que son simultdneamente un C[S;]-submédulo y un
End(V)Si-submédulo de V.

Debido a que H; es una componente isotipica, entonces este es un C [S;]-submddulo
de V', y como Z; € C[S;] entonces H; es invariante bajo la accién de Z;. Sea H] un
autoespacio de la restricciéon Z; : H; — H; con autovalor «;. Como Z; € End(V)Si,

para cualquier J € C[S;] y cualquier h € H tenemos que

Esto muestra que H es un C [S;]-subméddulo de V.
Por otro lado, como Z; € CIS;], este conmuta con todos los elementos de
End(V)%. Entonces para cualquier J € End(V)% y cualquier h € H] tenemos

que

Esto muestra que H es un End(V)S-submédulo de V. As{ H! es simultdneamente
un C [S;]-submédulo y un End(V)%-submédulo de V., y H; C H;. Por ser H; una
componente isotipica, H; es minimal entre los subespacios con esta propiedad, en-
tonces H! = H;. Esto prueba que H; es un autoespacio de Z;. Debido a que b € H;,
entonces b es un autovector de Z; para todo i € {2,...,n}. Luego utilizando la fér-
mula 2.7, es sencillo ver que b es también un autovector de .J; con autovalor a; — ;1

para todo i € {2,...,n}. |

Corolario 2.3.3. Para 1 <i<nyl <j <1, el subespacio ]-“;Zl“/\zc” de dimension

uno es invariante por la accion del elemento J;.

Demostracion. De (2.3) tenemos que F+!°* es una representaciéon libre de mul-
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2.3 Elementos de Young-Jucys-Murphy

tiplicidad de S; tal que la descomposiciéon de Gelfand-Tsetlin esta dada por los

@
7

subespacios Fy 1", Luego por la Proposicion 2.3.2 tenemos que estos subespacios
PYIY

estan formados por autovectores de J; para j =1,... 1. |

Definicién 2.3.4. Sea V' una representacion de S, libre de multiplicidad tal que

v= P W,

AeSCIrr(n)

y b un vector de la base de Gelfand-Tsetlin de V. Notaremos

al vector perteneciente a C" tal que «a;(b) es el autovalor del i-ésimo elemento J;

asociado al autovector b,

y lo llamaremos el peso de b. Notaremos
Spec(n) = {a(b) : b pertenece a la base de Gelfand-Tsetlin de V}

al espectro de los elementos Young-Jucys-Murphy.

Por la definicion de la base de Gelfand-Tsetlin, es claro que existe una corres-
pondencia biyectiva entre Spec(n) y el conjunto de diagramas de Young estandar
de tipo A € S. En [40] (Proposicién 5.3 junto con el Teorema 5.8) se describe com-
pletamente esta correspondencia, dando una férmula explicita para los autovalores

a;(b), que desarrollaremos a continuacion.

Definicion 2.3.5. Sea 7 = (i, ) la casilla del diagrama de Young que se ubica en

la fila ¢ y la columna j. Se define el contenido de la casilla 7 como

c(r)=j—1.
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2.3 Elementos de Young-Jucys-Murphy

En la Figura 2.4 se pueden observar los contenidos de las distintas casillas de un
diagrama de Young. Cada linea punteada oblicua pasa sobre las casillas del diagrama

que tienen el mismo contenido.

- - Ly ~ b

~ ~ ~ ~
~ ~ -
\
. ~ . ~ ~
. . . . N
N ~
~ - - .
~
- l G ]_ 2 - h
~ ~ ~
~ ~ ~ ~ -
.
.
. .
N [ . .
~ N . . . .
- . . N
- . . .
- . . .
> b “ L8 LY
he .
~ . .
~ .
\ . . . . s
-
- - . . “~ .
v . ~ .
. . .
> a . . .
~ .
.
. .
- s *\ N . A
- ~
S . . pN ~
" . . AN .
~ \‘ .
.

Figura 2.4: Tlustracion de los contenidos de las distintas casillas de un diagrama de
Young.

Sea T una tabla de Young estandar de forma A F n, para todo ¢ € I,, notaremos
cr(i) al contenido de la i-ésima casilla de T, es decir al contenido de la casilla del

diagrama Young A que tiene escrito el niimero 1.

Ejemplo 2.3.6. Consideremos la siguiente tabla de Young estandar

113]6]8]
T=|2|5|7
14
Los contenidos de T" son
cr(1)=0 , er(2)=-1, er(3)=1 , cr(4)=-2
CT(5) =0 ) CT(6> =2 ) CT(7) =1 ) CT(S) = 3.

Sea T =X\ 7 X 2 --- 2 A, la tabla de Young estandar correspondiente

al elemento b de la base de Gelfand-Tsetlin, es decir b pertenece al subespacio de
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2.3 Elementos de Young-Jucys-Murphy

dimension uno

Faan =Vin N--NVy,

donde V; ,, es la componente isotipica de la accién de S; en V' correspondiente a la
representacion \;. Identificamos cada \; con su correspondiente diagrama de Young,
siendo \g = ). El diagrama de Young \; se obtiene de \;,_; agregando simplemente

una casilla

= /\z//\z—l

Teorema 2.3.7. Sea V una representacion de S,, libre de multiplicidad y b un vector

de la base de Gelfand-Tsetlin de V', entonces

a;(b) = er(i) = e(Ni/Xi1). (2.10)

Demostracion. Ver [40]. |

Luego es claro que existe una correspondencia biyectiva entre la base de Gelfand-

Tsetlin de V, el conjunto Spec(n) y el conjunto de vectores en C" de la forma

(A1 /o)y -y e A/ An=1)),
donde Ay 7 --- 7\, es una tabla de Young estandar con A, en la descomposicion
de V.

Observacién 2.3.8. Sea V' una representacion libre de multiplicidad de S,, y b €
Fx..a, un vector de la base de Gelfand-Tsetlin de V. Una consecuencia inmediata

del teorema precedente es que para todo ¢ € II,, se cumple que

Jl(b) = C()\i/)\i—l)b,

es decir, el autovalor del i-ésimo elemento Young-Jucys-Murphy asociado al vector

b, es el contenido de la i-ésima casilla de la tabla de Young estandar \; 7 --- 7 \,.
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2.3 Elementos de Young-Jucys-Murphy

Ejemplo 2.3.9. Sea V' una representacion libre de multiplicidad de Sg y b un vector

de la base de Gelfand-Tsetlin de V' tal que su tabla de Young estandar asociada es

111314 6\7\’
2

entonces el vector contenido correspondiente es (0,-1,1,2,0,3,4,2), y se cumple que
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2.4 Construccion eficiente de las matrices cambio de base

2.4. Construccion eficiente de las matrices cambio
de base

Hemos demostrado en secciones anteriores que la Transformada de Fourier en
el grafo de Johnson puede ser computada a partir de la sucesiva aplicacion de las
matrices [B;_1]p parai=1,...,ny que existe un orden para las bases B; y B;_1 tal
que éstas matrices son diagonal por bloques, con todos los bloques de tamafno a lo
sumo dos. En esta seccion probaremos que la matriz [B; ] p, buede ser computada a
partir de [B;] 5, utilizando O((Z)) operaciones. Este hecho nos permitird computar
la Transformada de Fourier en O(n(7})) operaciones.

Sea D; la matriz que en el lugar ki tiene el producto escalar (b, b;) de elementos
de la base B;. Notemos que D; es una matriz diagonal. Computamos las matrices
[Bisilp,: [Bilp

mos esto en tres pasos. En el primer paso computamos la matriz [J;,1] p, asumiendo
K2

Y D;,1 asumiendo que conocemos [B;] By [B;_1] g, v Di. Hare-

que conocemos las matrices [B]g | v [Bi-1]p . En el segundo paso computamos
[Bit1]p, asumiendo que conocemos [J;1]p . Y finalmente en el tercer paso compu-

tamos [Bj]p, | v Dit1 asumiendo que conocemos [Bji1]p y D;.

2.4.1. Primer paso: construccién de [J;;1]p a partir de [B;|p

Este primer paso se basa fundamentalmente en la férmula de recurrencia (2.8)
que cumplen los elementos Young-Jucys-Murphy, vy que podemos reescribir de la

siguiente forma

Ji—i—l = (SZJZ + 1)82
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2.4 Construccion eficiente de las matrices cambio de base

donde s; es la transposicion (i(i+1)) parai = 1,...,n— 1. A partir de esta férmula

obtenemos las siguientes identidades

[Ji-i-l]Bi = ( [Si]Bi [‘]i]Bi +1) [Si]Bi (2.11)

[Si]Bi = [Bi—l]Bi [Si]Bi_l [Bi]Bi_l' (2.12)

Las ecuaciones (2.11) y (2.12) muestran que podemos computar [Ji;1]p, a partir

de [Bi]p . v [Bi-1]p,, siempre que conozcamos las matrices [s;]p vy [Ji]5,- Por un

i—

lado, tenemos que [s;] 5 , es una matriz de permutacion que podemos describir de

manera simple en términos de las etiquetas de la base B;_;. Por otro lado, tenemos
que [J;] 5 es una matriz diagonal cuyos elementos no nulos son los autovalores de J;
y que quedan determinados por la férmula (2.10).

Una vez que hemos computado [s;]z _, [Ji] 5, [Bilp,_, ¥ [Bi-1]p, podemos compu-
tar [Ji11]p, a partir de (2.11) and (2.12) utilizando O((})) operaciones. El punto
clave es que todos los operadores y bases involucrados en estas ecuaciones estan
adaptados a la descomposicion

F =P Frrse (2.13)

1o Aim1

es decir estan adaptados a la descomposicion presentada en el Teorema 2.2.8 con
p=i—1yq=1i+2 (ver Figura 2.5). Debido a que cada subespacio en esta
descomposicion tiene dimensién a lo sumo 4, utilizando el Lema 2.2.10 tenemos
que si las bases B; y B;_; estan adecuadamente ordenadas, todas las matrices que
aparecen en (2.11) y (2.12) son diagonal por bloques, con bloques de tamano a lo

sumo 4. A continuacién probaremos estos resultados.

Lema 2.4.1. Parai=1,...,n—1 sea

o Cj42...Cn
F= @ f)\l---/\ifl
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Base B3 Base B; Base B,
[mm 211 ENE2EI Y 12”'1]
[ 2] 2 EE 21 R 1 ]
[ [1T2] 2 [1]2]3] = 2[314] 1 ]

2] 1]2
[ [(1]2] 12 = 12 =12 2 ]

—_—
E
e
i
b
E
g
—
(=3
-
| )
=
3%

—

(1]2] 12 3 I ;2“' 2

S N

[IIIE 22 O=IE] = (1[2[3[4] 2

Figura 2.5: Una ilustracién para el caso n = 5, k = 2, ¢ = 3. Las tres bases B;_,

B; y Biy1 estan adaptadas a la descomposicién @ F,*% . Cada elemento de estas

bases esta coloreado segiin al subespacio de la descomposicion al que pertenece.

la descomposicion presentada en el Teorema 2.2.8 conp =1—1 yq = 1+2. Entonces:
a) La dimension de cada subespacio Fy\' "> es a lo sumo 4.

b) Los operadores s; y J; estan adaptados a esta descomposicion.

¢) Las bases B;_1, B; y Biy1 estin adaptadas a esta descomposicion.

n

Demostracion. Para a) observemos que el subespacio 7" es suma directa de
Al

los siguientes cuatro subespacios

11ci42...cn 12¢i42...cn 21ciq2...cn 22¢i42...Cn
‘F)\l.‘.)\i_l ) ‘F)\l...)\i_l ) ‘F)\]_...)\Z‘_l ? F)\l...)\i_l (214)
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y por Teorema 2.2.7 cada uno de estos subespacios tiene dimensiéon a lo sumo uno.
Para b) observemos que el operador s; actiia intercambiando los subespacios

dados en (2.14), por lo que el espacio ‘7:51”/\2 es invariante por s;. Por otro lado,

i+2---Cn

observemos que ]:§1 L, se descompone como suma directa de subespacios de la
i

forma fif}?:f; donde A es un diagrama de Young y c¢ es una letra en el alfabeto
{1,2}. Por el Corolario 2.3.3 tenemos que cada uno de estos tltimos subespacios son
invariantes por el operador J;, por lo que el espacio f§1+2>\1i7; también es invariante

por J;.
La parte ¢) es inmediata utilizando el Lema 2.2.13 conp=i—1yqg=i+2. B

Proposicién 2.4.2. Asumimos que las matrices [By]g _ y [Bi-1]p, han sido compu-
tadas para i tal que 1 < i < n—1. Entonces la matriz [JiJrl]Bi puede ser computada

en 272 (Z) operaciones aritméticas.

Demostracion. Para computar la matriz [J; ] B,» €N primer lugar debemos res-
tringir las bases y los operadores que aparecen en (2.11) y (2.12) a cada uno de los
subespacios f\jljai que aparecen en la descomposicion (2.13), uno por vez. Luego
por el Lema 2.4.1 las matrices que representan a estos operadores restringidos son
matrices cuadradas de tamano a lo sumo 4.

Por un lado, la matriz [s;]; | es una matriz de permutacién que resulta de la

permutacién de los subespacios en (2.14). Por otro lado, por el Corolario 2.3.3, la
matriz [J;]p es una matriz diagonal cuya entradas no nulas son los autovalores de
los operadores Young-Jucys-Murphy y pueden ser computadas usando la férmula
(2.10).

En las férmulas (2.11) y (2.12) hay cuatro multiplicaciones matriciales y una
suma matricial. La cantidad de operaciones necesarias para computar cada multi-
plicacion es a lo sumo 4-4? = 64 y para computar la suma es a lo sumo 4% = 16, por

lo que la cantidad de operaciones aritméticas necesarias para computar [J;11]5 es a
1

lo sumo 272. Debido a que el niimero de subespacios en la descomposicién (2.13) es
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2.4 Construccion eficiente de las matrices cambio de base

a lo sumo (Z), entonces el nimero total de operaciones aritméticas requeridas para

el computo no excede a 272 (Z) |

2.4.2. Segundo paso: construccién de [B;,1]p a partir de [J;;1]p

Proposiciéon 2.4.3. Asumimos que la matriz [Ji+1]Bi ha sido computada para i
tal que 1 < i < n — 1. Entonces la matriz [Bi"rl]Bi puede ser computada en 4(2)

operaciones aritméticas.

Demostracion. Los elementos de la base B, 1 son vectores no nulos que pertenecen
a los subespacios de la forma ]:/(\:fzxi? Por el Corolario 2.3.3, dichos vectores son
autovectores del operador J;, ;. Con el objetivo de determinar las coordenadas de
estos autovectores en la base B;, nosotros deberiamos encontrar vectores columna
[v] g, tales que

([Jip]s, —al') [v]p, =0 (2.15)

para algtn autovalor o de J; 1. Nuevamente estos computos pueden simplificarse si
nos restringimos a subespacios adecuados. En efecto, el operador J;,1, y las bases

B;y1 v B; estan adaptadas a la descomposicion

F=Fie (2.16)

y los subespacios que aparecen tienen dimensiéon a lo sumo dos. Luego nos restrin-
gimos a cada subespacio y obtenemos los correspondientes bloques de [B;1]5,, un
por vez. Cuando el operador y las bases son restringidas a —7:§1+2,\ch, la ecuacion
(2.15) se convierte en un sistemas de ecuaciones lineales homogéneo en a lo sumo
dos variables.

Si Fy. "2 tiene dimensién uno, entonces el correspondiente bloque de [Bij1]p,

es de tamafio uno y su entrada tiene el valor 1. Si F{"*"" es un subespacio de

dimensiéon dos, entonces existen dos autovalores de J; 1 diferentes, los cuales corres-
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2.4 Construccion eficiente de las matrices cambio de base

ponden a las dos formas en las que una letra puede insertarse segiin la operacion de
insercién (Definicién 1.3.1) involucrada en el algoritmo de Robinson-Schented. Si el
diagrama de Young A; tiene la forma (i — a, a), entonces segun la férmula (2.10), los

dos autovalores del operador Ji4; restrigido a F,7"%" son i —a y a — 1 (ver Figura

2.6).

Resolviendo cada uno de los sistemas homogéneos de dos ecuaciones lineales
([Jisa]ls, = (i —a)l') [v]B, = 0 (2.17)

(il — (= 1DI ) [el, =0 (2.18)

obtenemos las coordenadas en la base B; de los dos autovectores de J;,; restringido
a F,'*%“". Debido a que cada sistema lienal puede ser reducido a una ecuacién de
la forma

N1V + Moty = 0

resolver cada sistema de ecuaciones no requiere operaciones extras. Luego si co-
locamos estos autovectores como vectores columna en una matriz de tamano dos,
obtenemos la matriz correspondiente a la restriccion de [Bii]p, a Fy 20"

Para construir los sistemas lineales (2.17) y (2.18) es suficiente sumar a la matriz
de tamano dos [J;11]p, las matrices diagonales (i — a)l y (a — 1)I respectivamente,
por lo que cuatro operaciones aritméticas son suficientes. Debido a que hay a lo su-
mo (Z) subespacios en la descomposicion (2.16), entonces el nimero de operaciones

aritméticas realizadas en el segundo paso es 4(2) |

2.4.3. Tercer paso: construccién de D, y [B;] By, & partir de
[Bisilp, ¥ D

Proposicién 2.4.4. Asumimos que las matrices [BiJrl]Bi y D; han sido computadas

para algun i tal que 1 <1 < n—1. Entonces las matrices [BZ-]BH1 y D;y 1 pueden ser
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2.4 Construccion eficiente de las matrices cambio de base

a a

Figura 2.6: El nimero en cada casilla indica su contenido. El contenido de la casilla
insertada es el autovalor del operador J;11, que puede ser i — a (izquierda) o a — 1
(derecha).

computadas utilizando a lo sumo 13(2) operaciones aritméticas.

Demostracién. Notaremos bi al k-ésimo elemento de la base B; y aji al elemento
que se encuentra en la fila 7 y en la columna k de la matriz [Berl] . Asi tenemos

que
b= ap b
J

Entonces el elemento que se encuentra en la fila 7 y en la columna s de la matriz

D1 es

b1+1 bz+1 Z ZCLJT aj i ij b; >

Debido a que las bases B; y B;y1 son ortogonales, esta entrada es cero si r # sy
16517 =D a1 165117
J

si r = s. Todos los valores involucrados son nimeros racionales, entonces esto es

equivalente a

072 =) (a)? (5))*

J
Y como hay a lo sumo dos términos en cada suma, el nimero de operaciones arit-
méticas necesarias para obtener D, a partir de [Bi41]5 v D; es a lo sumo 5(:)
1

Debido a que la base B; es ortogonal para todo i, entonces [B;] Biia puede ser
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facilmente computada a partir de la matriz transpuesta de [B;11]p, como sigue

[Bi]BiJr1 = Di_-i-ll ([Bi-i-l]Bi)t D;. (2-19)

Esta ecuacion matricial puede ser restringida a cada subespacio ]:f"l“;\'fcn nueva-

mente, por lo que tendriamos ecuaciones con matrices de tamano dos. El niimero

n

de operaciones aritméticas para computar [B;]5 | restringida a Fy; """ utilizando

n

(2.19) es a lo sumo 8. Debido a que hay a lo sumo (};

) subespacios en la descomposi-

ci6én (2.16), entonces el nimero de operaciones aritméticas necesarias para computar

[Bilp,,, no excede a 8(}). Asf el niimero total de operaciones aritméticas realizadas
k2

en el tercer paso no excede a 13(2). [ |

2.4.4. Compilando todos los pasos

Si compilamos los tres pasos obtenemos un algoritmo para construir las matrices

[Bi+ilp,, [Bilp,, , ¥ Di+1 asumiendo que conocemos [B;]p . [Bi-1lp, v D;.

Proposicién 2.4.5. Asumimos que las matrices Bz, [Bi-1]g y Di han sido
computadas para algin i tal que 1 < i < n — 1. Entonces las matrices [BZ-H]BZ_,
[BZ‘}Bi+1 y D1 pueden ser computadas utilizando a lo sumo 289(2) operaciones

aritméticas.

Demostracion. Es inmediata a partir de las Proposiciones 2.4.2, 2.4.3y 2.4.4. R

2.5. Resultados Principales

En esta seccion presentamos los resultados principales de esta tesis.

Teorema 2.5.1. El conjunto de factores {[Bilp._ ,i € {2,...,n}} necesarios para

computar la Transformada de Fourier en el grafo de Johnson J(n,k) y el conjunto
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de factores {[Bi_1]z.,1 € {2,...,n}} necesarios para computar la Transformada de
K3

Fourier inversa pueden ser computados en a lo sumo 289(n — 1)(2) operaciones

aritméticas. Estos conjuntos de matrices pueden ser almacenados como un conjunto

de nimeros racionales S, tal que |S] < 16(n —1)(7}).

Demostracion. Para i = 1 tenemos que [By]p = [Bo]g, = D1 = Id. Este es el paso
inicial en la recursion dada por la Proposicién 2.4.5. Aplicado el paso de recursion
n — 1 veces obtenemos ambos conjuntos de matrices y el niimero de operaciones
realizadas no excede 289(n — 1)(}).

Cada entrada de las matrices del conjunto {[B;]5 ,i € {2,...,n}} pueden ser
codificadas por una secuencia (i,7, s,c) de nimeros racionales siendo ¢ el valor de
que se encuentra en la fila r y en la columna s de la matriz [B]z . Debido a
que cada matriz tiene a lo sumo dos entradas no nulas por cada columna (Teore-
ma 2.2.14), hay a lo sumo 2(2) secuencias para guardar por cada matriz. Y como
hay n — 1 matrices en el conjunto, y tenemos que hacer lo mismo con el conjunto
{[Bi—1]p,.i € {2,...,n}}, son suficientes 16(n — 1)(}) ntimeros para almacenar am-

bos conjuntos de matrices. ]

Teorema 2.5.2. Sean By la base Delta y B, la base de Gelfand-Tsetlin del espacio
de funciones F. Asumimos que las matrices [B;_1]|p, y [Bi]p,_, han sido computadas
para i = 2,3,...,n. Entonces dado un vector columna [f]g, con f € F, el vector

columna [f]p, dado por

[f1B, = [Bols. [f]z

puede ser computado utilizando a lo sumo 2(n — 1) (Z) operaciones aritméticas. De

forma similar, dado un vector columna [f]g, con f € F, el vector columna [f]g,

n

dado por
[f]Bo = [Bn]Bo [f]Bn

puede ser computado utilizando a lo sumo 2(n —1)(}) operations.
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Demostracion. Por el Teorema 2.2.14 tenemos que cada fila de la matriz [B;_1]5,
tiene a lo sumo dos elementos no nulos. Entonces la aplicaciéon de esta matriz a
un vector columna genérico puede ser computado utilizando a lo sumo 2(2) ope-
raciones aritméticas. Observemos que [By|p, es la matriz identidad, por lo que la

Transformada de Fourier puede ser factorizada como

[Bols, = [Bn-ls, --- [Bi]s,-

Entonces la sucesiva aplicacion de las n — 1 matrices puede ser computada en a lo
sumo 2(n — 1)(}) operaciones aritméticas. El mismo argumento puede ser utilizado

para la Transformada de Fourier inversa, considerando la factorizacion

[BH]BO = [Bl]Bo [Bn]anl'
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2.6. Ejemplo

En esta seccion ilustraremos el algortimo presentado en la Seccion 2.4 para la
construccion de las matrices cambio de base, aplicado al caso n = 4, k = 2. Y
utilizaremos estas matrices para el computo de la Transformada de Fourier para

J(4,2) y la Transformada Inversa.

2.6.1. Coémputo de [Bi]p, y [Ba]s,
Primer paso

Debido a que [By]g, = I entonces [s1]p, = [s1],- De [/i]p, = 0, utilizando la

férmula de recurrencia (2.11) obtenemos que

[‘]2]31 = ([81}31 [‘]1]31 + I) [81]31 = [51]31 =

Segundo Paso

Consideramos la descomposicion
F=FileoFreFleFs.

Los subespacios F = Fil v F2? tienen dimensién 1 y cada uno es generado por
un autovector de Jo que pertenece a las bases By y Bs. Los subespacios .7-"1 y .7:2
tienen dimension 2, y cada uno de ellos son generados por dos autovectores de J,

asociados a los autovalores —1 y 1 respectivamente. Para determinar las coordenadas
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de estos autovectores en la base By, restringimos los operadores a estos subespacios

y resolvemos los siguientes sistemas de ecuaciones:

) 1 1 ) ) -1
([, + 1) [b3)B, =0 = o], =0 = [b3]p, =
1 1 1
2 -1 1 2 2
([J2]Bl - I) [b3]Bl =0 g [b3]Bl =0 — [63]31 =
1 -1 1
) 1 1 ) ) -1
([Lo]B, + 1) [bi]B, =0 = - by, =0 == [bi]p, = '
2 -1 1 2 2
([‘]2]31 - ]) [b5]31 =0 = 1 1 [b5]31 =0 = [65]31 = 1

Entonces

[BQ]Bl =
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Tercer Paso

En orden de construir Dy computamos:

61" = et = 1.

3117 = flosl|” + (=12 o3 ” = 2

131" = Ileal + flo5]1” = 2.

121" = (=02 il + s ]f” = 2

18317 = el + flo5]1” = 2.

Ie6* = floell” = 1.

Entonces

La matriz [By]p, estd dada por

[Bi]g, = Dy '([Ba],) D1 =
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2.6 Ejemplo

2.6.2. Cémputo [By)p, y [Bs]s,

Primer Paso

Utilizando las matrices cambio de base [B]p, y [Ba]s,, calculamos [ss]p,:

e}
I
—_
—_
e}
(@]
[a)

G ob b0 0o
5%%000

[s2]B, = [Bi],[52],[BalB, = ,

00 0 4ok
0 0 0 - kY

y debido a que la matriz [J5]p, es conocida

[J2]32 = ’
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podemos calcular la matriz [J3)p, utilizando la férmula de recurrencia (2.11):

0o 0 1 0 0 0

0o 1 0 0 0 O

[J3]Bz = ([82]32[J2]B2 + I) [82}32 =

Segundo Paso

Consideremos la descomposicion
F=Fim®Foy® F1& Fp -

Los subespacios .F y .7-" tienen dimension 1 y cada uno es generado por un auto-
vector de J3 que pertenece a las bases By v Bs. Los subespacios f y ]: tienen
dimensién 2, y cada uno es generado por dos autovectores de .J3 asociados a los
autovalores —1 y 2 respectivamente. Para determinar las coordenadas de estos au-
tovectores en la base Bs, restringimos los operadores a estos subespacios y resolvemos

los sistemas de ecuaciones lineales. Entonces

-2 0 1 0 0 0

0o 1 0 0 0 O

[Bs]s, =
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Tercer Paso

Ahora computamos D3 a partir de [Bs]p, y Ds.

(6 0 0 0
0 2 0 O
0O 0 3 O
D3 =
0O 0 0 2
0O 0 0 0
100 0 0
La matriz [Bs)p, estda dada por

[ 1

3

0

1

3

[Ba]p, = Dg,_l([B3]B2)tD2 =
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2.6 Ejemplo

2.6.3. Coémputo de [Bs]p, y [Bals,
Primer Paso

Utilizando las matrices cambio de base [Bs]p, v [Bs]s,, calculamos [s3]p,:

- 1 _
5 0 -3 0 3 3
00 0 1 0 0
~-2 9 1 2 2
3 3 3 3
[53]33 = [B2]Bs [83]32 [33]32 = s
O 1 0 0 0 0
1 1 2 1
s 0 5 0§ —3
2 2 2
5 0§ 0 -5 3|

y debido a que la matriz [J3)p, es conocida

[']3]33 = )
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podemos calcular la matriz [J4]p, utilizando la férmula de recurrencia (2.11):

[J4]B3 = ([33]53 [J3]B3 + I) [53]33 =

Segundo Paso

Consideramos la descomposicion

F:f@f@f.

Todos estos subespacios tienen dimension 2. Fqgm estd generado por dos autovec-
tores de J, asociados a los autovalores —1 y 3; ]: y ]: estan generados por dos
autovectores de J; asociados a los autovalores 0 y 2. Para determinar las coordenadas
de estos autovectores en la base B3, restringimos los operadores a estos subespacios

y resolvemos los sistemas de ecuaciones lineales correspondientes. Entonces

10 0 0 1 O

o 1 0 1 0 0

[Ba]p, =
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Tercer Paso

Obtenemos Dy a partir de [Bs)p, y Ds.

2.0 0 0 0 O

0 4 0 0 0 O

D, =

La matriz [Bs)p, esta dada por

10 0 0 1 0

0 3 0 -3 0 0

oo L& o o -1
[Bs]p, = Dy ([Ba]s,)' D3 =

o 2 0 1 0 0

10 0 0 -1 0

00 4 0 0 4

2.6.4. Coémputo de la Transformada de Fourier y la Trans-

formada Inversa

Finalmente computamos la Transformada de Fourier para J(4, 2)

[Bi]p, = [Bs]p,[B2]5,[B1]p,

y Su inversa

[Ba], = [Ba]p, [Bs],[Bal B,

102



2.6 Ejemplo

Asi obtenemos que

[ 1 1 1 1
6 12 12 12 12
1 1 1
O =3 2 1 3
1 1 i 1 _1
6 6 6 6 6

[Bi]s, =
1 1 1 1
0 -3 1 —1 1
_1 1 1 1 1
6 12 12 12 12
1 1 1 1 1
| 6 6 6 6 6

y —

-2 0 1 0 —2
1 -1 1 -1 1
1 1 1 1 1

[B4]31:
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2.7. Aplicacion al computo de las proyecciones iso-
tipicas

La cota superior que hemos obtenido para la complejidad algebraica de la Trans-
formada de Fourier para el grafo de Johnson, puede ser utilizada para obtener una
cota superior de la complejidad algebraica al problema del computo de la proyeccion
isotipica de una funcién en el grafo de Johnson.

Sea s = min{k,n — k} y para a =0,...,s, sea F, la componente isotipica de F
correspondiente al diagrama de Young de forma (n — a,a) bajo la accién del grupo
S,. Debido a que estas componentes son ortogonales y generan el espacio JF, dada

una funcion f € F hay univocamente determinada funciones f, € F, tal que

f=>fa
a=0

Para H C {0,...,s} sea fg definida por

fH:Zfa-

acH

Teorema 2.7.1. Asumimos que las matrices [B;_1|p, para i = 2,3,...,n han sido
computadas. Para f € F y H C{0,...,s} con s =min{k,n — k} consideramos fg
como se definid anteriormente. Entonces dado un vector columna [f]p,, el vector
columna [fy)p, puede ser computado utilizando a lo sumo 4(n —1)(}) operaciones

aritméticas.

Demostracion. Primero aplicamos la Transformada de Fourier a la funcién f, es
decir multiplicamos la matriz [By|g, y el vector columna [f]g,, y obtenemos el vector
columna [f]p,. En este paso realizamos a lo sumo 2(n — 1)(}) operaciones aritmé-
ticas. Luego como la base B, estd parametrizada por todas las tablas de Young
de forma (n — a,a) para a = 0,...,s, sustituimos por el valor 0 las entradas del

vector [f]p, que corresponden a tablas de Young de forma (n — a,a) con a ¢ H. El
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vector columna resultante es [fg]p,. Finalmente si multiplicamos la matriz [B,|g, vy
el vector columna [fx]p, obtenemos [fx]p, utilizando a lo sumo 2(n — 1)(}}) opera-
ciones aritméticas mas. En total hemos realizado a lo sumo 4(n — 1) (Z) operaciones

aritméticas. [ |

Teorema 2.7.2. Asumimos que las matrices [B;_1|p, para i = 2,3,...,n han sido

computadas. Dado un vector columna [f|p, con f € F, todos los pesos || fa||*, para

a=0,...,s con s =min{k,n—k}, pueden ser computados en a lo sumo (2n—1) (Z)
0peraciones.
Demostracion. Observemos que [|f,||* = ||[fulB.||*. Para obtener el vector co-

lumna [f,], podemos multiplicar la matriz [By|p, y el vector columna [f]g, para
obtener [f]p, utilizando 2(n — 1) (Z) operaciones. Luego seleccionamos las entradas
del vector [f]p, que correspondan a las tablas de Young de forma (n—a, a), y compu-
tamos la suma de los cuadrados de estas entradas. Realizando este procedimiento
I

para todos los valores de a, calculamos los pesos || f,]|%, para a = 0,...,s en a lo

sumo (Z) operaciones aritméticas. |
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Capitulo 3

Trabajo a futuro

Las funciones booleanas a valores reales f : {0,1}" — R, mapean cada vector
binario de n componentes, o string, en un tnico valor real. Estas funciones aparecen
en muchas areas de la matematica y la ciencia de la computaciéon como por ejemplo
en la teoria de aprendizaje computacional supervisado. El objetivo principal en este
area de investigacién es desarrollar algoritmos que puedan aprender una funcién a
partir de un conjunto de ejemplos (z, f(x)). Es decir dado un conjunto de valores del
dominio de la funcién f y sus respectivas imagenes, computar una funcién g tal que
se cumpla que f(y) = ¢g(y) para nuevos valores del dominio y con una probabilidad
alta.

Para el caso clasico de funciones booleanas un resultado conocido (ver [29])
establece que si la funcion f tiene ciertas propiedades de estabilidad, entonces la
expansion de Fourier de f estd mayormente concentrada en un conjunto pequefio
de coeficientes de Fourier de grado bajo, y este hecho es utilizado para obtener un
algortimo aleatorio de tiempo polinomial para aprender la funcion f.

Nosotros esperamos que estos resultados para el espacio {0, 1}" puedan ser tras-
ladados a resultados similares para el analisis de Fourier en el grafo de Johnson, y

(nk) s R. En este caso los coefi-

utilizarlos para aprender funciones del tipo f : X
cientes de Fourier parametrizados por diagramas de Young de forma (n — a, a) para

a pequeno, son los que cumplen el rol de los coeficientes de Fourier de grado bajo
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en la expansién de Fourier de funciones booleanas. Y entonces la Transformada de
Fourier rapida en el grafo de Johnson sera una herramienta necesaria para computar
de manera eficiente los coeficientes de Fourier significativos de f.

Los k-conjuntos pueden ser utilizados para representar datos de tamano k de un
conjunto de datos de cardinal n. Por ejemplo una imagen de n pixels en blanco y
negro con k pixels negros puede ser repesentada como un k-conjunto de I,,. Asi dada
una base de datos de imagenes con estas caracteristicas podemos considerar una
funcién del tipo f : X(™®) — {0,1} siendo f() igual a 1 si la imagen z pertenece a
la base de datos y 0 en caso contrario. Aprender una funcién de este tipo nos serviria

para resolver el problema de clasificacion binaria.
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