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Introduccién

Antonio Monteiro desarrollé varias técnicas para el estudio de sistemas algebraicos.
Una de las més importantes, es la caracterizacion de las congruencias mediante sistemas
deductivos para ciertas variedades semisimples de algebras. Esta caracterizacion permi-
ti6 desarrollar de un Teorema de Representacién, que generaliza el correspondiente a las
algebras de Boole. En [61, pag. 18] se puede encontrar la nocién de Systemes deductifs
liés a ““a”, donde a es un elemento de un dlgebra dada. En el caso que el reticulo sea un
algebra Boole, esta nocién de sistema deductivo caracteriza las congruencias méaximales.
En general, para cada algebra de una variedad dada, queremos tener una implicaciéon, pri-
mitiva o derivada, en términos de las operaciones del lenguaje, y vamos a requerir que los
sistemas deductivos caractericen las congruencias. Monteiro y muchos otros autores han
utilizado estas técnicas en algunos sistemas algebraicos; tales como, dlgebras de Nelson
semisimples, dlgebras de Lukasiewicz-Moisil, dlgebras tetravalentes modales, MV,,-dlge-
bras, dlgebras de Heyting simétricas n-valuadas, dlgebras de Tarski (Algebras de Hilbert
semisimples), dlgebras implicativas de Lukasiewicz con n-valuadas, dlgebras modales de
Hilbert n-valuadas entre otras. Para estas estructuras, es posible presentar un Teorema
de Representacién de forma unificada, (ver Lema 3.2.12).

En los parrafos siguientes, resumiremos los antecedentes necesarios para ubicar lo
desarrollado en este trabajo en relacién con otros de la literatura. Para empezar, la
légica Lukasiewicz L (infinito-valorada) fué introducida por razones filoséficas por Jan
Lukasiewicz, se encuentra entre las légicas no clésicas mas importantes y ampliamente
estudiadas. Posteriormente, Chang introdujo M V-algebras para probar la correctitud y

la completitud con respecto al célculo L. Estas dlgebras son equivalentes a las dlgebras
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de Wajsberg.

Recordemos que, dada un dlgebra de Wajsberg A = (A,=,~, 1), podemos definir
otras operaciones en ella. En particular, podemos definir 0 = ~1, Gy = ~x = v,
rOy=~(vrd~y),aVy=~(~z8y)dy=(@=y =y cAy=~(~zV~y),
donde A y V son operaciones reticulares. Si consideramos las operaciones @& y ® como
operaciones primitivas, entonces tenemos que (A, ®,®,~,0) es un MV-dlgebra, en la
formulacién de Chang. Por otro lado, cualquier MV-algebra en la formulacién de Chang
produce un algebra de Wajsberg mediante las definiciones apropiadas de ~ y =, donde
r =y =~z ®y (para detalles ver [24]). Ademds, es bien sabido que la categoria de
MV -algebras es equivalente a la categoria de l-grupos con unidad fuerte, [64].

Es importante destacar que la variedad de MV -algebras generadas por una MV-
cadena de longitud n < w a menudo se denota como MV,,-algebras. Esta nocion fue
introducida por Grigolia en [56].

Ahora, denotamos por C,, la MV,,-algebra cuyo universo es

{071727"'771_171}
n n n

dotado de las operaciones x = y := min{l,1 — z 4+ y}, ~ = := 1 — x. Se conoce que
si (A, ®,~,1) es un MV,-algebra, entonces L, (A) = (A, A,V,~,00,...,0,-1,0,1) es un

algebra de Lukasiewicz-Moisil n-valuada (ver [10]), donde los operadores o; : A — A

son ciertos homomorfismos reticulares, para 0 < i < n — 1, definidos en términos de las
operaciones MV y llamados operadores de Moisil. Estos operadores se definen en C), de

la siguiente manera:

< j) 0 sii+7<n

o |l=]= )

1 sii4+35>2n
Resulta interesante notar que el operador oq fue estudiado, bajo el nombre de operador
A, por Baaz, [6]; donde se trabajo la versién proposicional y cuantificada de la 16gica Godel
expandida por A. Posteriormente, Hajek introdujo y estudié las extensiones por A de la
Basic Fuzzy Logic (BL), la légica Lukasiewicz, la l6gica del producto y otras légicas Fuzzy
con el operador A, [50]. En este contexto, podemos mensionar a Esteva y Godo quienes
introdujeron la MTL-16gica y su extension MTLa por el operador A, [29], ver también

(30, 31]. Ademads, Héjek y Cintula llamaron a todos estos sistemas A-fuzzy y presentaron su
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versién cuantificada (sin predicado de identidad) con el respectivo Teorema de Correctitud
y Completitud en [51]. Su prueba de completitud para estas 16gicas de primer orden se
obtiene adicionando el axioma de dominios constantes y usando una estrategia similar a
la de Henkin, [51].

En esta tesis, se exponen estudios de los operadores de Moisil sobre la version proposi-
cional y cuantificada del fragmento {—, V} de la 16gica Godel n-valuada; la presentacién
axiomatica se obtiene mediante el uso de la nocion de algebras de Hilbert. La prueba de
completitud que exponendremos para la version cuantificada de la logica no se basa en
agregar el axioma de dominios constantes como veremos mas adelante, si no que se mues-
tra una prueba diferente a las deméds en la literatura, dado que se presenta una prueba
de la correctitud con modelo candnico construidos sobre féormulas en lugar de la clasica
sobre sentencias. Como subproducto de este trabajo, podemos ver que los operadores de
Moisil son operadores con un comportamiento fuzzy que abre la posibilidad de explorar
operadores similares a los de Baaz, permitiendo expandir una légica fuzzy de manera
similar a lo realizado por Baaz y el operador A.

Continuando con la teoria de las MV -algebras, es bien sabido que la implicacién de
Godel se puede reescribir con las operaciones de Moisil y de De Morgan, dada una MV,,-
algebra:

x—>y::17\/~0n_1y\/< \/ (Uiy/\aix/\waiy)>\/(aox/\aoy).

1<i<n—1
Esta implicacion fue descubierta por Cignoli en su tesis doctoral, como se puede ver en
los trabajos [21, 22, 23].

Vale la pena mencionar que Cignoli estudié la logica Lukasiewicz de primer orden
n-valuada en [23]. En ese trabajo, la légica de Lukasiewicz n-valuada se presenté como
una extensién del cdlculo intuicionista, véase el resumen de [22]. Cignoli basé su trabajo
en el hecho de que MV,,-algebras se pueden definir en términos de algebras de Heyting
simétricas con operaciones de Moisil agregando un conjunto especial de operaciones (ver
[23, Definicién 2.1]), a las que llamé algebras de Lukasiewicz n-valoradas propias; es decir,
estas algebras son equivalentes a MV,,-dlgebras en términos de las operaciones. Cignoli
también baso su trabajo en el articulo [53] de Iturrioz, donde se demostré que la clase
de dlgebras de Heyting simétricas, con una familia de operadores, es un equivalente, en

términos de las operaciones, a la clase de dlgebras Lukasiewicz-Moisil. Posteriormente, M.
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Canals-Frau y A. V. Figallo introdujeron otra clase semisimple de algebras en [16] (ver
también [17]). Ellos definieron la clase de algebras modales de Hilbert (n + 1)-valuadas
en la asignatura {—, {0;}o<i<n—1,1} donde los o; son operadores de Moisil. Estas élge-
bras pueden verse como reductos de las algebras estudiadas por Cignoli e Iturrioz antes
mencionadas. Uno de los propésitos de esta tesis fue continuar el trabajo iniciado en [16].

La clase de algebras propias de Lukasiewicz n-valuadas permitiéo a Cignoli presen-
tar Teoremas de Correctitud y Completitud para la légica Lukasiewicz de primer orden
n-valuada ([23]), por medio de Técnica de Rasiowa para los modelos estandar. Esta técni-
ca necesita probar la existencia de ciertas estructuras completas como la completacion
de Dedekind-MacNeille para algebras Boole o algebras de Heyting para interpretar las
formulas cuantificadas. Con este método, Cignoli necesitaba encontrar la completitud de
las algebras Lukasiewic n-valuadas, vea [22, Corolario 2.4].

Por otro lado, Cintula y Noguera generalizaron el trabajo de Rasiowa al contexto
de ciertas légicas algebrizables proporcionando pruebas estilo Henkin para los teoremas
de correctitud y completitud, [20]. En dicho articulo, los autores contintan el trabajo
desarrollado en [51].

En la tesis de Magister de Slagter, se expusieron resultados de una légica de primer
orden 3-valuada, que tiene como contrapartida algebraica la clase de dlgebra de Hilbert
3-valuada con supremo, enriquecido con operadores A y V (operador de Moisil o Baaz)
(vea [37]). Esta clase es, de hecho, una variedad semisimple de algebras. Para probar los
teoremas de correctitud para este sistema, utilizamos una estrategia al estilo de Henkin,
usando el hecho de que toda teorfa maximal consistente, en el sentido de Henkin (por co-
ciente), es un sistema deductivo maximal de Monteiro del dlgebra de Lindenbaum-Tarski
de primer orden. Es importante senalar que la relacién entre las teorias maximales con-
sistentes de Henkin y los sistemas deductivos maximales de Monteiro, solo funciona en
ciertas variedades semisimples de algebras estudiadas en la escuela de Monteiro. Por ejem-
plo, esta relacién no se verifica para dlgebras de Nelson, algebras de Heyting (n-valuadas),
algebras de Hilbert, reticulos residuados, los sistemas algebraicos implicacionales llamados
modelos estdndar por Rasiowa en [70] y otras clases de dlgebras donde la variedades no
sea semisimples. A diferencia del trabajo de Rasiowa, nuestra técnica simplifica la prueba
del teorema de completitud utilizando el hecho de que las algebras simples son reticulos
completos. Ademas, la prueba del teorema de completitud de [37] no se puede obtener

directamente de la presentacién genérica de Cintula y Noguera (]20]), debido a la presen-
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tacion del calculo que tiene dos axiomas en los que se exige que los operadores conmuten
con los cuantificadores.

Ademds, podemos aplicar la técnica a los trabajos de Cignoli, es mas, es posible
aplicarla a varias variedades semisimples de algebras estudiadas en la escuela de Monteiro
como mostraremos.

Uno de los objetivos principales de esta tesis es generalizar los resultados presentados
en [37] a la correspondiente 16gica n-valuada, pero ahora usando operadores o; con 0 <
1 < n — 1. Ademas, presentamos como funciona el teorema de completitud para ciertas
logicas a partir de variedades semisimples de dlgebras. En el estudio de la versiéon de
primer orden de las logicas, agregaremos un predicado de identidad y presentaremos un
calculo Hilbert adecuado, que funciona con esta identidad para cada logica.

Comparando esta presentacion con las de Rasiowa ([70]), Hajek-Cintula ([51]), y
Cintula-Noguera ([20]), podemos decir que sus presentaciones de 16gicas de primer orden
son sin identidad. Esta presentacién del predicado identidad es lo suficientemente general
como para ser aplicada a todas las 16gicas de primer orden mencionadas en [70, 51, 20].
En particular, podriamos proporcionar versiones cuantificadas de la 16gica A-fuzzy ([51])
con identidad, donde el predicado de identidad exhibiria un comportamiento fuzzy.

Mostraremos también el estudio de algunas logicas paraconsistentes que no son algebri-
zables con el método de Blok-Pigozzi y ofreceremos una prueba de su no algebrizabilidad,
ver Lema 4.1.3. Estas légicas fueron estudiadas por Avron y sus colaboradores, quienes
presentaron la semantica por medio de matrices no deterministas (Nmatrices) para el nivel
proposicional y de primer orden. El propdsito de esta tesis fue presentar la seméantica de
estas logicas de primer orden adaptando nuestras herramientas algebraicas desarrollada
en capitulos anteriores. Lo que nos va a permitir dar una presentacién simplificada com-
paradas con las ya existentes, ver [14]. Ademds, se podra ver que las Nmatrices finitas
dadas por Avron, que se utilizan en las demostraciones de los teoremas de completitud,
se comportan como algebras subdirectamente irreducibles. Es importante notar que estas
l6gicas no estan en el &mbito de las l6gicas tratadas en los trabajos [70, 51, 20].

En el Capitulo II, presentamos la clase de algebras de Hilbert modales n-valuadas con
supremo, y mostramos que esta clase ecuacional es una variedad semisimple, utilizando
una técnica desarrollada por Monteiro. Los operadores modales considerados en algebras
de Hilbert n-valuadas son operadores o;, con {0 < i < n — 1}. Luego, determinamos las

algebras generadoras y posteriormente presentamos un calculo proposicional, que resulta
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correcto y completo con respecto a la clase presentada. Luego presentamos un calculo de
primer orden sin identidades, que es correcto y completo con respecto a la clase de dlge-
bras de Hilbert n-valuadas modales con supremo. Posteriormente, anadimos un simbolo
de igualdad al calculo de primer orden tratado anteriormente y demostramos un Teore-
ma de adecuacién para este nuevo calculo. También presentamos la clase de dlgebras de
Monteiro, donde para cada algebra es posible definir una implicacion tal que la nocién
de sistema deductivo nos permita caracterizar las congruencias del algebra. Después, de-
mostramos que la clase es semisimple; y asi, exhibimos ejemplos importantes de dlgebras
de Monteiro. Asi, mostramos como trabajar la demostracién del teorema de correctitud
y completitud para la version de primer orden de las logicas asociadas con respecto a
la clase de algebras correspondiente. En el Capitulo III, presentaremos la clase de las o-
Godel logicas n-valentes. Esta clase de algebras se obtiene tomando algebras de Heyting
n-valentes expandidas por el operador de posibilidad de Moisil. Mas adelante, presen-
taremos las logicas proposicionales y cuantificadas que tienen la clase introducida como
contraparte algebraica. El teorema de correctitud y completitud se probara aplicando la
técnica desarrollada en [38] y [37], ver también [15]. Estos resultados seran extendidios
en el Capitulo III, donde se presentaran los operadores de Moisil para la légica de Godel
n-valente; vale aclarar quen uestra axiomatizacion sera diferente a la dada por Baaz en
6].

En el Capitulo IV, resumiremos brevemente los resultados y las definiciones necesarias
para tratar algunas logicas de inconsistencia formal y su seméantica a través de Nmatrices.
Para la version de primer orden de estas légicas, demostramos un resultado correcto y
completo adaptando nuestro trabajo algebraico. Esta presentacién simplifica la presentada
en [14] por Coniglio, Figallo-Orellano y Golzio, ya que no necesitamos usar la completa-
cion reticular de Dedekind-MacNeille para dlgebras booleanas y el modelo candnico es
construido sobre el conjunto de férmulas, entre otras.

En el Capitulo V, construimos modelos valuados de estructuras de Fidel siguiendo
la metodologia desarrollada para modelos valuados de Heyting; Recuérdese que las es-
tructuras de Fidel no son dlgebras en el sentido del algebra universal. Tomando modelos
que verifican la ley de Leibniz, podemos probar que todos los axiomas de la teoria de
conjuntos de ZF son validos sobre estos modelos. La prueba se basa fuertemente en la
existencia de modelos paraconsistentes de la ley de Leibniz. En este escenario, se discute

la dificultad de tener modelos algebraicos paraconsistentes para formulas con negacion
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usando el mapeo interpretacion estandar, mostrando que la existencia de modelos de la
ley de Leibniz es esencial para obtener modelos para ZF. Es importante remarcar que en
la literatura solo existen modelos valuados algebraicos sobre algebras de Boole, Heyting y
reticulos implicativos. Por lo que nuestros resultados, proporcionan nuevos modelos para
ZF que en particular son paraconsistentes. Los estudios sobre teoria paraconsistente de

conjuntos que esta en la literatura, son formulaciones sintacticas; es decir, sin modelos.
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Resumen

Antonio Monteiro realizd una caracterizacion de las congruencias maximales para cier-
tas variedades semisimples, permitiendo presentar un teorema de representacién de las
mismas; que bajo condiciones especificas, este teorema se le puede presentar una prueba
unificada. En esta tesis, mostramos que esta nocién de congruencia maximal estd intima-
mente ligada a la nocién de teorias maximales de Henkin para ciertas familias de 1égicas
de la literatura de logicas algebraicas. Para ver esta relacion, estudiamos la clase de alge-
bras de Hilbert n-valoradas con supremo enriquecidas con operadores de Moisil. Para esta
clase de algebras, presentamos un calculo proposicional y de primer orden correctos y
completos. Ademads, mostramos como funciona esta relacién para légicas de variedades
semisimples estudiadas en la escuela de Monteiro. Ampliando el alcance de las aplicacio-
nes, presentamos resultados de correctitud y completitud para légicas paraconsistentes
de primer orden a través de una seméntica matricial no determinista. A pesar de que
estas légicas no son algebraizables con el método general de Blok-Pigozzi, presentan un
comportamiento algebraico que nos permite dar una presentacién simplificada.

Por otro lado, construimos modelos valorados sobre estructuras de Fidel siguiendo la
metodologia desarrollada para modelos valorados de Heyting; recordemos que las estruc-
turas de Fidel no son dlgebras en el sentido del dlgebra universal. Tomando modelos que
verifican la ley de Leibniz, podemos probar que todos los axiomas de la teoria de conjuntos
de ZF son validos sobre estos modelos. La prueba se basa fuertemente en la existencia de
modelos paraconsistentes de la ley de Leibniz. En este escenario, se discute la dificultad
de tener modelos de ley algebraicos paraconsistentes para féormulas con negacion usando
el mapeo interpretacion estandar, mostrando que la existencia de modelos de la ley de

Leibniz es esencial para obtener modelos para ZF'.



Abstract

Antonio Monteiro gave a characterization of maximal congruences in certain semi-
simple varieties in order to present a representation theorem for them. Under specific
conditions, this theorem can be presented with the same proof for every semisimple va-
riety considered by him. In this thesis, we show that this notion of maximal congruence
is closely linked to Henkin’s notion of maximal theories for certain families of logics from
the literature of algebraic logic. To see this relation, we study the class of n-valued Hilbert
algebras with supremum enriched with Moisil operators. For this class of algebras, we pre-
sent a sound and complete propositional and first-order calculus. Moreover, we show how
this relation works for logics from semisimple varieties studied in the Monteiro’s school.
Extending the scope of applications, we present soundness and completeness results for
some first-order paraconsistent logics through non-deterministic matrix semantics. Des-
pite the fact that these logics are not algebraizable with the Blok-Pigozzi’s method, they
display an algebraic behaviour that allows us to give a simplified presentation.

On the other hand, we build Fidel-structures valued models following the methodology
developed for Heyting-valued models; recall that Fidel structures are not algebras in the
universal algebra sense. Taking models that verify Leibniz law, we are able to prove that
all set-theoretic axioms of ZF are valid over these models. The proof is strongly based
on the existence of paraconsistent models of Leibniz law. In this setting, the difficulty
of having algebraic paraconsistent models of law for formulas with negation using the
standard interpretation map is discussed, showing that the existence of models of Leibniz

law is essential to getting models for ZF.
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1. Capitulo I: La variedad de las H“-algebras

En este Capitulo introduciremos las clase de las H,?-dlgebras, presentaremos un es-
tudio de sus propiedades estructurales y sus congruencias. Probaremos que se trata de
una variedad semisimple, para esta tarea nos apoyaremos en las técnicas desarrolladas
por A. Monteiro para un teorema de representacién. En el Capitulo 2 serdn generalizadas
esta representacién a una familia grande de clases de algebras estudiadas en la escuela
de Bahia Blanca que llamaremos élgebras de Monteiro. Finalmente, se determinaran las

algebras simples que generan la variedad.

1.1. Introduccién

En esta introduccién resumiremos los antecedentes fundamentales que se utilizaran en
el resto de la tesis. Recordemos que en 1950, Henkin introdujo que las algebras de Hilbert
son considerados como la contrapartida algebraica del fragmento implicativo del célculo
proposicional intuicionista. Se dice que un algebra (A, —, 1) es un dlgebra de Hilbert si

satisface las siguientes identidades:

(H1) 1 - z ==z,

(H2) z —» z =1,

H3) (x—=(y—=2)=(@ -2y —(@—2),

(H4) 2 = (y—z) = 2)=(y = z) = ((x = y) = y).



Estas ecuaciones, que determinan las dlgebras de Hilbert, fueron aportadas por Diego
en [28], dénde también probé que las dlgebras de Hilbert son finitamente generadas. En

el siguiente Lema se presentaran propiedades ya conocidas sobre estas estructuras:

Lema 1.1.1. ([28]) Para toda dlgebra de Hilbert A y todo x,y,z € A, valen las siguientes
propiedades:

(H5) Six =1y x — y =1, entonces y = 1;

(H6) La relacién <, definida como = < y si, y solo si, x — y = 1, es un orden sobre A

con 1 como tltimo elemento;

(H7) 2 <y — ;

(H8) z —» 1=1;

(H9) Siz <y, entonces z — = < z — y;
(H10) Six <y — z, entonces y < x — z;
(H11) 2 = ((z = y) = y) =1
(H12) Siz <y, entonces y — z < = — z;
(H13) 2 — (y = 2) =y — (z — 2);
(H4) 2 - (z —y)=x—y;

(H15) ((z = y) = y) my=z—y.

Recordemos que para cualquier dlgebra de Hilbert A, se dice que un subconjunto D
es un sistema deductivo de A (d.s., para abreviar) si 1 € Dy, si z,x — y € D, luego
y € D. Denotamos por D(A) el conjunto de sistemas deductivos de A. Es bien sabido que
el conjunto de todas las congruencias de A es isomorfo reticularmente al conjunto D(A)
ordenado por la relacién de inclusién, véase, por ejemplo, [28]. Vale la pena senalar que
los sistemas deductivos también se conocen como filtros implicativos o simplemente filtros,
véase, por ejemplo, [19].



En [73], Thomas consider6 el célculo implicativo positivo n-valuado como un célcu-
lo que tiene una matriz caracteristica (A, {1}) donde {1} es el conjunto de elementos

designados y el algebra A = (C,, —, 1) se define de la siguiente manera:

1 2 —1
Cn_{07_7_7”'7n 71}
n n n

1 siz<y
T =y = :
y siy<w

Este autor demostré que para definir este cédlculo, tenemos que agregar el siguiente

axioma al calculo implicativo positivo:
(E3) Tn(a07 e 705n—1) - 671—2_) (ﬂn—3—> ( e (60—>Oéo) st )), donde
Bi = (a;— aiy1) = o para todo 1,0 < i <n— 2.

La contraparte algebraica del calculo implicativo positivo n-valuado se estudié en [63]

donde el axioma (E3) se traduce por la ecuacién T,, = 1 a élgebras de Hilbert.

1.2. Logicas tarskianas

Recordemos que una légica definida sobre un lenguaje S es un sistema £ = (For, )
donde For es el conjunto de férmulas sobre S y la relacién F.C P(For) x For, donde
P(A) es el conjunto de todos los subconjuntos de A. Se dice que la légica L es una logica
tarskiana si satisface las siguientes propiedades, para cada conjunto I' U Q U {a, 8} de

formulas:
(1) Si el entonces I' - a,
(2) Sil'F,ay ' CQ, entonces Q. «
(3) SiQF,ay 'k, B por cada § € Q, luego I' F, a.
Se dice que una logica L es finitaria si satisface lo siguiente:

(4) si ' F; «, entonces existe un subconjunto finito I'y de I" tal que I'y . .



La siguiente condicién agrega la estructuralidad a una logica tarskiana:
(5) Si 'k, a, entonces o['] b, o(«) para cada L-sustitucion o;
de esta manera obtenemos lo que se conoce como sistema deductivo.

Definicién 1.2.1. Sea L una logica tarskiana y sea I' un conjunto de formulas. Decimos
que todo conjunto de féormulas es una teoria. Se dice que I' es una teoria consistente si
existe una formula ¢ tal que I' V/p . Ademds, decimos que I es una teoria mazimal
consistente si I, 1) b o para cualquier formula ¢ ¢ T'; y, en este caso, decimos que I" es
mazximal con respecto a .

Un conjunto de férmulas I' es cerrado en L si la siguiente propiedad se cumple para
cada formula ¢: I' Fx ¢ si y solo si ¢ € I'. Es facil ver que cualquier teoria maximal

consistente es cerrada.

Lema 1.2.2 (Lindenbaum-Los). Sea £ una ldgica tarskiana y finitaria y sea T'U {p} un
conjunto de formulas tales que ' V/, ©. Entonces, existe un conjunto de formulas ) tal

que I' C Q) con ) una teoria mazimal consistente con respecto a la formula ¢ en L.

Demostracion. La prueba se puede encontrar en [74, Teorema 2.22]. O

1.3. La clase de algebras modales de Hilbert n-valuadas con su-

premo

Recordemos que M. Canals-Frau y A. V. Figallo estudiaron el fragmento implicativo
n-valuado con los operadores de posibilidad de Moisil, [16, 17]. Definieron las algebras

modales de Hilbert n-valuadas como
<A7 _>7 00, " y,0pn—1, 1>

donde el reducto (A, —, 1) es un dlgebra de Hilbert n-valuado y los operadores o, - - - , 0,1

verifican las siguientes condiciones:
(HM1) (o — y) = = ==z,

(HM2) o;(z = y) = (0,2 — o,y) = 1, para cualquier 0 < ¢ < j<n-—1,



(HMB) (O’Z‘QZ — O'ly) — ((O'Zurll’ — O-iJrly) — e ((O’n,ILU — Unfl’y) — O'Z‘(QI — ’y)) .- ) = 1,
(HM4) o,(z = ojy) = x — 0;y, para cualquier 0 <i < j <n —1,
Opn—1x = (x — 0;x) — oz, para cualquier 0 <i < j <n—1.
(HM5) ( ) JEA) lquier 0 <1< 5 < 1
La demostracién del siguiente Lema se puede consultar en [16] (ver también [17]).

Lema 1.3.1. Para cada A € H)°, las siguientes propiedades se cumplen para cada
x,y € A:

(HMT7) ooz < z,
(HMS8) o4(o;x) = oz,
(HM9) 0,1 =1,
(HM10) ooz < o1z < -+ < 0y 17,
(HM11) = < 0,17,
(HM12) z= <y entonces o;x < oy,
(HM13) o(0;x = y) = oj2 — 0.y,
(HM14) 2 = 0j(z = y) = 0;(z = ),
(HM15) z — o5y < oj(x = y),
(HM16) oj(z = y) < 0,2 — 05y,
(HM17) (oox — ooy) — ((o12 = 01y) = ...((0n12 = 0n1y) = (x = y)) -+ ) =1,
(HM18) o;x = oy para todo i, 0 < i <mn—1, luego x =y,
(HM19) (cjz = y) — o, = oz,
(HM20) 0,12 = (x — o12) —

(HM21) o1(o1y — x) = (o1(012 — t) = (o1y = t)) = 1.



A su vez, un édlgebra (A, —,V, 1) es un algebra de Hilbert con supremo si (A, —,1) es
un algebra de Hilbert, (A, V, 1) es un semirreticulo superior con ultimo elemento 1, y se

cumplen las siguientes condiciones:
(H'l)z — (zVy) =1

(HY2) (x = y) — ((x Vy) = y) = 1, para todo z,y € A (ver, por ejemplo, [37]).

1.4. Una nueva clase de algebras

Estamos en condiciones de definir una nueva clase de algebras para ser estudiadas.

Definicién 1.4.1. Se dice que un dlgebra (A, —,V, 00, ,0,_1, 1), es un dlgebra de Hil-
bert n-valente modal con supremo (H)7-dlgebra), si el reducto (A,—,V,1) es un dlgebra
de Hilbert con supremo, (A, —, 00, ,04_1,1) es un dlgebra de Hilbert n-valente modal

y satisface lo siguiente:
(HM6) o;(z Vy) = oz V oy, para todo 0 < i <n — 1.

Por HY-?, denotamos la variedad de las H?-dlgebras y, como es usual, denotaremos
a (A, —,V, 00, ,0,_1,1) como el H)?-algebra A.

Se dice que un subconjunto D de A € HY? es un sistema deductivo modal (s.d.m.)
si D € D(A), y x € D implica opz € D. Denotamos por D,,(A) el conjunto de todos
los s.d.m. de la HY?-dlgebra A. Supongamos que M es un s.d. de A. Diremos que M es
maximal si para todos los My s.d., tales que M C M, tenemos que M = My o My = A.
Podemos definir de forma analoga los s.d.m..

Notemos que no es dificil probar que, para cualquier s.d.m., si z € AAM e y € A,
entonces opr -y € My orzx =y € M.

Para un algebra A dada, la interseccién arbitraria de sistemas deductivos modales es
un sistema deductivo modal de A. Luego, como de costumbre, consideraremos la nocion
de sistema deductivo modal generado por un conjunto X, que denotaremos [X]. Tenemos

asi el siguiente lema:



Lema 1.4.2. Sean A € HY” y M C A. Entonces:

[M] ={y € A: existen z1,--- ,z, € M tales que
0021 — (0022 = (- (002n-1 = (002, = y) -+ ) = 1}.
Demostracion: Consideremos el conjunto
H={ye A:hay z,--- , 2, € A tales que

0021 — (0020 = (- (002n_1 — (002n — y) ) = 1}.

De (H8) del Lema 1.1.1, tenemos 1 € H. Ahora, supongamos que z,r — y € H, entonces
existen hy, -+, hg,t1, -+, 4 € M, tales que oghy — (- (0ohy — x)-+-) = 1y ooty —
(«++(ooti = (x — y))---) = 1 Entonces de (H13), z — (oot1 — (- (cot; = y))---) = 1.
Luego, por (H8) [ooh1 — (- (oohx — x) )] = [(60h1 — (- (hx = (oot — (- (& —
y))---)] = 1 Por lo tanto, por hipétesis y (H1), tenemos [(oohy — (--- (hx — (00t1 —
(«--(oot; — y))---)] = 1. Para ver que H es modal, consideremos z € H, entonces
existen [y, -+ ,l, € M, tales que ogly — (- (ooly — z)--+) = 1. Entonces, aplicando
(HM9) y (HM13) del Lema 1.3.1, tenemos que og(ooly — (- (ool — 2)--+)) = (0oly —
(«+(ooly = 002)--+) =1y asi, 0gz € H. Finalmente, supongamos que existe un sistema
deductivo modal D tal que M C D, y de esto se sigue inmediatamente que H C D, lo

que completa la demostracion. O

Lema 1.4.3. Sean A € HY?, B una subdlgebra de A y Dg € D,,(B). Entonces, eriste
D € D,,(A) tal que Dy = DN B; es decir, la variedad de H)?-dlgebra tiene la propiedad

de extension de congruencia.
Demostracion: Resulta inmediato del Lema 3.2.3. OJ
Proposicién 1.4.4. Sean A € H)?, z,y,z € A y A € D,,(A). Entonces:

(i) Six = y,y > z € D, entonces x — z € D,

(ii) Six — y,y = 2z € D, entonces x — z € D,

(iii) Sixz—y € D, entonces (xV z) = (yV z) € D,
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(iv) Six — z,y — z € D, entonces (xVy) — z € D.

Demostracion:

(i) Por hipétesis y (H7), tenemos © — (y — z) € D. Entonces, de (H3), obtenemos
que (x = y) = (x = z) =1 € D. Por lo tanto, x — z € D.

(ii) De (H3), tenemos z — (y — z) = (x = y) — (x — z) € D. Entonces, x — z € D.

(iii) Por Definicién 1.4.1 e (i), tenemos que x — (y V z) € D. Por otro lado, sabemos
por definicién que (z — (yV z)) = ((xVyVz) — (yV 2)) = 1. Entonces, (zVyV z) —
(y V z) € D. Ahora, por Definicién 1.4.1, (zV 2) — (zVyV z) = 1y asi, por (i),
(xVz)—(yVz)eD.

(iv) Por (iii), (z Vy) — (y V z) € D. Ademas, de la Definicién 1.4.1, (y — z) —
((yVz) = z) = 1. Asi, de (H13) tenemos que (y V z) — ((y — z) — z) = 1. Entonces,
(xVy) = ((y > 2) = 2)€ Dyasi, (y > z) - ((rtVy) — 2) € D. Por lo tanto,
(xVy) = ze€D. O

De la tltima Proposicién, (HM9) y (HM10), tenemos que para cualquier A € HY7 y
cualquier D € D,,(A), Con(A) = {R(D) : D € D,,(A)} donde R(D) = {(x,y) € A*:
r —y,y — x € D} y luego, existe un isomorfismo de reticulos entre Con(A) y D,,(A).

1.5. Sistemas deductivos débiles y un Teorema de Representa-
cién

A continuacién, utilizaremos la técnica de Monteiro para probar que la variedad HY-”

es semisimple, [61]. Con este fin, consideramos un algebra modal de Hilbert n-valente con

supremo A y podemos definir una nueva operacién binaria — llamada implicacién débil

tal que: x — y = opx — y para z,y € A.

Lema 1.5.1. Sea A € H!?, para cualquier z,y,z € A se cumplen las siguientes propie-
dades:

(wil) 1 — 2z =z,

(Wi2) z— 2 =1,
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(Wi3) = — ooz = 1,

(wid) @ (y = 2) = (2 = ) — (2 2),
(wi5) @ (y — 2) = 1,

(Wi6) (2 y) @) @ = 1.

Demostracion: Solo probaremos las siguientes propiedades:

(wid) De (H3) y (HM13), x — (y — 2) = ooz — (0oy — 2) = (0oz — ooy) — (0oz —
z) = og(opr = y) = (ogr — 2) = (x — y) — (x — 2) .

(wi6) De (HM13), (HM19) y (wi2), tenemos ((z — y) — z) — x = oo(cpz(0ox — y) —
) > x = ((ogxr = ogy) = 0px) > x =2 —x = 1. O

Sea A un H)“7-algebra y supongamos que D C A, decimos que D es un sistema
deductivo débil (s.d.d.)sil € D ,ysiz,x — y € D, entonces y € D. No es dificil ver que
el conjunto de sistemas deductivos modales es igual al conjunto de sistemas deductivos
débiles. Denotamos por D, (A) el conjunto de sistemas deductivos débiles de un algebra
de Hilbert. Ahora, para todo sistema deductivo (débil) D de A, decimos que D es maximal
si para todo sistema deductivo (débil) M tal que D C M, entonces M = A o M = D.
Ademas, consideremos el conjunto de todos las s.d.d. maximales, denotado por &, (A).

A. Monteiro dio la siguiente definicién para caracterizar los sistemas deductivos ma-

ximales en cierta clase de dlgebras, [61]:

Definicién 1.5.2. Sean A un H)7-dlgebra, D € D,(A) y p € A. Decimos que D es un
sistema deductivo débil ligado a p sip & D y para cualquier D" € D, (A) tal que D C D’

tenemos que p € D'.
Ahora estamos en condiciones de probar los resultados principales de esta seccidn.

Lema 1.5.3. Para una H)?-dlgebra A dada, todo sistema deductivo modal es un sistema

deductivo débil y viceversa.

Demostracion. No es dificil ver que todo sistema deductivo modal es un sistema deductivo
débil. Para la reciproca, sea D un sistema deductivo débil y supongamos que x,x — y €

D. De (wi3) del Lema 3.2.6, tenemos = ~— ogx € D y por lo tanto, ogz € D. Por otro
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lado, de (wi5) tenemos que (z — y) — (z — (z — y)). Entonces, x — (x — y) € D
y asi ooz — (x — y) € D. Teniendo en cuenta (H3) de la definicién de dlgebras de
Hilbert, tenemos que (cpx — x) — (0px — y) € D. De este tltimo y (HM7), tenemos

que opr — y € D, lo que completa la demostracion. O

Lema 1.5.4. Sea A un H)7-dlgebra y M un sistema deductivo mazimal de A. Entonces,

por cada x € A\ M, tenemos que ooz — y € M para cada y € A.

Lema 1.5.5. Sea A un H,)?-dlgebra, entonces {1} = (| M donde E,(A) es el con-
Meé&w(A)
Junto de s.d.d. maximales de A.

Demostracion. Primero veremos que por cada sistema deductivo débil D, existe un siste-
ma deductivo débil L, ligado a algin elemento p € A que lo contiene. Ahora, consideremos
el conjunto D, (D,p) ={S € D, : D C S,p ¢ S} donde D,, es el conjunto de todos los
sistemas deductivos débiles de A. No es dificil ver que cada cadena de D, (D,p) tiene
una cota superior, entonces por el Lema de Zorn hay un elemento méximo L, en ella. El
conjunto L, es el sistema deductivo débil deseado ligado a p tal que D C L,,.

Es claro que D C () L, y no es dificil ver que D = [\ L,.
peA\D peA\D
Es posible ver que todo sistema deductivo débil maximal es un sistema deductivo débil

ligado a algin elemento de A y viceversa. Para ver esto, debemos tener en cuenta el lema
1.5.4 y (wi6). Por lo tanto, dado que {1} es un sistema deductivo débil, la prueba estd

completa. n

Consideremos el dlgebra cociente A/M definida por a =y bsi, y solosi,a — b,b — a €
M, y la proyeccién candnica gy : A — A/M definido por gy = ||y, donde |x|y denota la
clase de equivalencia de x generada por M. A partir de los resultados del algebra universal,
tenemos que si M es un sistema deductivo maximal de A, entonces A/M es un H)“-
algebra simple. Decimos que una variedad es semisimple si toda algebra subdirectamente
irreducible es simple; o de manera equivalente, cada dlgebra de la variedad es un producto
subdirecto de dlgebras simples. Ahora, mostraremos que la variedad de H)?-algebras es
de hecho semisimple.

Lema 1.5.6. Sea A un H,7-dlgebra. El mapeo ® : A — [ A/M, definido por
Meé&w(A)
O(z)(M) = qu(x), es un homomorfismo uno a uno.
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Demostracién: Tomando  [[ A/M, donde &,(A) es el conjunto de s.d.d. maximales.
Mo €Ew(A)
Definamos ® : A — [[ A/M, tal que por cada a tenemos que ®(a) = f, donde
Ma€e&w(A)
fol@) = qala) = lalo € A/M, con a € A. No es dificil ver que ® es un H,*~homomorfismo

en vista del hecho de que =), es una relacién de congruencia. Ahora, por el hecho de que
{1} = [\ M, es posible ver que ® es una funcién uno a uno. O
MeE,(A)

La técnica utilizada en esta seccién para demostrar que la variedad es semisimple se
puede utilizar en una gran familia de algebras, ver Observacién 2.5.6 de la Seccion 2.5.
Ahora, nuestra préxima tarea es determinar las algebras generadoras de la variedad. En
primer lugar buscaremos determinar, para una H,°-dlgebra dada, la particién asociada

a una congruencia.

Lema 1.5.7. Sea A € H)” que contiene mds de un elemento y M € &,(A). Entonces,

la familia Fy = {E]M}ogjgm, m < n es una particion de A donde
EYf ={acA:a,00a ¢ M,1<k<j o010 M}

conl<j<n—-2,
EM ={ac€A:a,0, 1a¢ M}

y EY =M.

Demostracién: Supongamos que EM £ ) y EJM # (), i # j. Tenemos que demostrar
que EM N EJM = (). Supongamos que existe z € EM N EJM Sit=0yj >0, entonces
re Mn EJM Si0<i#j<n-—1y,sin pérdida de generalidad, podemos suponer que
i < j, entonces o;x ¢ M y por lo tanto 0,2 ¢ M Si0<i#n—1yj=n—1, entonces
giix € My o ¢ M.

Si x € A\M y para cualquier k, o}, ¢ M, entonces x € EM | if x € A\M y existe

n
k tal que op € M, luego x € EM con i < k. Por lo tanto, x € |JEM. A partir de esto

=0
n

tiltimo, es facil probar que |JEM = A. O
i=0

A continuacién, probaremos el resultado principal de esta seccion, donde necesitamos

construir un cierto homomorfismo para determinar las algebras generadoras de la variedad.

Para ello, consideremos el dlgebra estandar siguiente.
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Observacion 1.5.8. Llamamos H, " -dlgebra estindar al dlgebra definida de la siguiente

manera: 9 .
n J—
Cn: <{07_7_7"' ) al}a_hva{o-i}0<i<n—l71>
nn n -
donde:
1 siz<y . 0 sit+73<n
r—Yy= y oi(f)= -
y caso contrario 1 sii+53>n

Esté claro que en el algebra estandar, el operador oy coincide con el operador A de
Baaz para algebras Godel n-valentes, ver [6]. Ahora, estamos en condiciones de demostrar

el siguiente teorema.

Teorema 1.5.9. Sean A un H)"-dlgebra no trivial, M € E,(A) y Fu = {EM}bocj<m,
m < n — 1 la particion asociada con M. Entonces, el mapeo h : A — C, tal que

h(z) = nJ six € EJM es un homomorfismo tal que h=*({1}) = M.
n

Demostracién: Supongamos = € M, luego h(z) = 1y oxh(z) = 1. Como oy € M tenemos

orx € M para todo 1 < k < n — 1. Por lo tanto, h(opx) = 1. Ahora, supongamos

x ¢ M, luego x € E}Y por algin 1 < j <n—10x € E},. El primer caso implica
. o

que h(z) = n=J y luego, orh(x) = oy ( .Sik<joj<k<mn-—1, entonces
n

orh(z) = 0 o o, h(z) = 1, respectivamente. De esto tltimo, inferimos que k& < j implica
orx ¢ M,y luego h(oxx) = 1. Por otro lado, k < j implica opx ¢ M y 0,-1(0xx) ¢ M,
entonces opr € EM | v h(opz) = 0. Si j < k, entonces o,z € M y entonces h(opx) = 1.
Si z € EM | no es dificil ver que h(oyx) = oph(z).

Para probar h(z Vy) = h(z) V h(y), tenemos los siguientes casos a considerar:

(a) Six,y € M, entonces xVy € My por lo tanto h(z) V h(y) =1 = h(z Vy)

1
(b) Six,ye€ EJM, 1 <j<n-—1, entonces h(z)V h(y) = % Ademéds, x,y ¢ M,
n_

00T, 00y, 02,05y & My 017,050y € M. De (HY 2) y (HMG6) 0j11(vVy) €
My oj(xVy) ¢ M, entonces xVy € EM y h(zVy)=h(z)V h(y).



(c) Siz € EY, y € EM donde 0 < i < j < n— 1, entonces h(z) = . h(y) y
n

h(z)Vh(y) = % De y € EM, se sigue que 0,1y € M y luego 0,12V o1y € M,

por lo tanto o, 1(zVy) € M. Es ficil ver que zVy ¢ EM y luego h(zVy) = G-
n

h(z) V h(y).

(d) Si z,y € EM | entonces h(z) V h(y) = 0 y veamos que x V y,0, 1(x Vy) ¢ M.
Suponemos que x,y € EM | implica z — y € M y entonces que (z Vy) — y € M.
SixzVy € M, entonces y € M que es una contradiccién. Entonces x Vy ¢ M. Si
suponemos que o,_1(x Vy) € M, entonces o, _1y € M, lo cual es una contradiccién
por un argumento similar. Entonces x Vy € EM | v h(z Vy) = 0= h(z) V h(y).

(e) Six e EM vy e E]M, 0 <j<n-—1,entonces h(z) =0, h(y) = n-l-j

n—1—y

y
n—1
h(z)V h(y) = 1 Segun esto ultimo, o;(x Vy) ¢ M,y por (H" 2), tenemos
n—j

que 0;41(x Vy) € M. Por lo tanto h(zx Vy) = = h(z) V h(y).

(f) Siz e EM yye EYf, 1 < j <n—1, entonces h(z) V h(y) = 1 Es facil ver que
zVy € EM=M,yluego h(zVy)=1=h(z)V h(y).

Finalmente, no es dificil ver que h=*({1}) = M. O
De este ltimo teorema y resultados bien conocidos del algebra universal, tenemos que

las H)?-dlgebras simples son C,, y sus subdlgebras; son las tnicas dlgebras subdirecta-

mente irreducibles salvo isomorfismos.
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2. Capitulo II: El calculo proposicional y cuantificado
asociados a las H)“7-dlgebras y a las dlgebras de

Monteiro

2.1. Calculo proposicional

Sea Var un conjunto numerable de variables proposicionales. Los simbolos —, V y
0o, ,0,_1 se denominan operadores de implicacion, supremo y posibilidad de Moisil,
respectivamente. Denotamos por F'm el conjunto de férmulas y se define como de manera
usual. Ademds, denotamos por Fm = (Fm, —,V, 00, - ,0,_1) el dlgebra absolutamente

libre generada por el conjunto Var.

Definicién 2.1.1. Denotamos por HY7, el cdlculo de Hilbert determinado por los siguien-

tes axiomas y reglas de inferencia donde o, 3,7 € F'm:

Axiomas esquema

(Al) a = (B — a),

(A2) (a = (B—=7)) = ((a = B) = (a = 7)),
(A3) a = (aVp),

(Ad) B = (aVvp),
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(A5) (o =) = ((B =) = (Vv B) = 7))
(A6) ((opa = B) = a) — a,
(A7) oi(a = B) = (050 = 0;8), para todo i,j tal que 0 <i<j<n-—1,

(A8) (0, = 0:f) = ((oip100 = 0i318) = -+ (o100 = 0, 18) = o5(a — B)) -+ +) para
todo i tal que 0 <1< n—1,

(A9) (oi(a = 0;8)) <> (a — 0;8) para todo i,j tal que 0 <i < j<n-—1,
(A10) op_1a > ((v = 030) = o), para todo 4,5 tal que 0 < i< j<mn-—1,
(A11) oi(aV B) <> (o, V 0;), para todo i tal que 0 <i<mn—1,

(A12) ogax — oy, para todo i tal que 1 <7 <mn— 1.

Por a <> 3, denotamos o —  y B — «a.

Reglas de inferencia

a, a—f
g

Consideraremos la nocién usual de derivacién de una férmula o de H,/»°. Decimos que

«

(MP) (NEC)

oo’

« es derivable a partir I' en H?, denotado por I' I «, si existe una derivacién de a a
parir de I en /7. Si T = (), entonces lo denotamos por - «. En este caso, decimos que

« es un teorema de M. Los siguientes resultados se pueden probar de forma estdndar.
Proposicion 2.1.2.

(P1) Fa— a,

(P2) {B}Fa—45,

(P3) {a= (B =} E (@= ) = (=),

(P4) {a =8, B2t Fa—7,

(P5) {a = (B=}FEB = (a—7),



H OgQx

o;x

para todo 1 <1< j<n-—1.

Demostracion: Solo probaremos (P8) y (P9).
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(P8) (1) k(o= B) = (a =), [Hip.]
(2) FB = (a—p), [(A1)]

B) F(la=p) =)= (B =), [(2),(P7)]

4) Fla=((a=8)—=7) = (a=(8—=7)), [(3),(P6)]

() Fa—=(la—=p5) =), [(1),(P5)]

(6) Fa—=(8—=1). [(4),(5),(MP)]

(P9) (1) F (cpax — @) = (o100 — ), [(P1)]
(2) F o — ((1a = a) = «), [(1),(P5)]

3) F ((opa = a) = a) — «, [(A6)]

(4) F oo = . [(2),(3),(P4)]

O

Lema 2.1.3. = es una congruencia en §m, donde = se define como o = (3 si, y solo si,

Fa— Byt g —a.

Demostracion: Solo debemos probar que o = (3, entonces o, = ;3 para todo 0 < i <

i — 1. Pero esto resulta inmediato de (NEC), (A7), (P10) y

O

Del tltimo Lema, es posible considerar el dlgebra §m/ = que se conoce como algebra

de Lindenbaum-Tarski; ademds, no es dificil probar que esta dlgebra es una H,'”-algebra

donde & — @ es el mayor elemento y denotamos por @ la clase de o por =

Ahora veremos la siguiente Proposicion que sera tutil en la prueba de completitud:



Proposicion 2.1.4.

=0
(RP2) Foa— 3
(RP3) Fa—= (B—=17)

Fla—B) = (a—7)

Fa— B,FB =7

P4
(RP4) Fa— 7y

)

Fa—=(8—=7)

FB8— (a—7)
Fa—pf
F(v=a)= (v = 8)

Fa— [
(B—=7) = (a—=7)
I—ak(a—>ﬂ)
o — o8

(RP5)

(RP6)

(RPT) —

(NM2)

(NMS) - oj(o) ;

o;

(NMQ) + o;&0 — 00,0,

Fo;(oi) = 3
Foa— B

(NM10)

)

Demostracién: Solo probaremos (RP4), (RP5), (RP7), (NMS8) y (NM10).

(RP4)
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(RPT)

(NMS)

(NMO)

2) F(a—=6)— (a—=7),
3
4

8= (=) = (a—=1)),
(B = (@=0) = (B = (=),

(
(
(
(5) FB—=(a—19),

)
)
)
)

1) Fa— 8,

(1)

(2) E(B =)= (B—=),
(3) FB—=((B—=7) =),
4) Fa—=((8—=7) =),
(5) F(B=7) = (a—=).

(B = B) = gia) = 0;((B = B) = oi),

(1) F
(2) F
(3) F((B = B) = gia) = (0;(8 = B) = 0j(0iv)),
(4) Fo;(B—=B) = (8= B) = o) = gj(0:0)),
(5) F (8= B),
(6) Foj(B8—5),
(7) F

(B = B) = gia) = 0j(0i),

a;((8 = ) = 0ia) = (0;(8 = ) = 0;(0:0)),



8) F (8= B) = (B = B) = 0ir) = 0j(0ir)), [(7),(P2)]

9) F((B =) = gia) = (6= ) = gj(0:)), [(8),(P5)]

(10) = (B = B) = (i = 0(0r)), [(9),(P8)]

(11) F oya — oj(0sa). [(5),(10),(MP)]

(NM10) (1) F oj(0ia) — 5, [Hip.]
(2) Foa— oj(o), [(NM9)]

(3) Foja—p. [(2),(1),(RP4)]

0J

De la Seccién 1.2, podemos afirmar que H,/»? es una légica tarskiana y finitaria. Ahora,

estamos en condiciones de ver lo siguiente:

Proposicién 2.1.5. Sea 'U{a} un conjunto de formulas donde I' es una teoria mazximal

con respecto a « (ver Seccion 1.2), entonces:
(NM11) Sio;a €T, entonces o100, ,op 1 €0, con1 <i<n-—1,
(NM12) Si o, 10 ¢ T, entonces oy ¢ T con1 <i<n—1.

Demostracion:

(NM11) Se deduce a partir de (P1), (A7), (NEC), (MP) y la definicién de teorfa maximal
con respecto a a.

(NM12) Resulta inmediato a partir de (NM11). O

2.2. Teoremas de Correctitud y Completitud

Consideraremos una relacion de consecuencia F de la siguiente manera: para una
funcién v : Fm — C,,, decimos que v es una valoracién para H, 7 si satisface v(a#p) =
v(a)#v(B) con # € {—, V}, v(o;a) = o;v(«), para todo 0 < ¢ < n — 1. Ademds, decimos
que « es una férmula semanticamente valida si, para toda valoracién v, v(a) = 1, y lo
denotamos por F a. Ademds, decimos I' F « si, para toda valoracién v, si v(5) = 1 para
todo € I', entonces v(a) =1

Dada una teoria I' maximal con respecto a ¢, denotamos I'/ = el conjunto {@ : o € T'}.

Esta claro que I'/ = es un subconjunto del algebra de Hilbert n-valente modal §m/ =.
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Teorema 2.2.1. Sea I'U {p} C Fm, con I' mazimal no trivial con respecto a ¢ en H,°.

Entonces:
(i) sia €T ya =B, entonces B €T;
(ii) '/ = es un sistema deductivo modal ligado a @ de Fm/ =.

Demostracion: (i): En primer lugar supongamos que o € I' y @ = 3. Entonces tenemos
quel'Fa, 'Fa— fyI'F B — a. Porlo tanto, por (MP), I' - 3, y luego 5 € T'.

(ii): Es claro que @ —a = T. Asf, T € I'/ =. Supongamos que @, — € '/ =. Por
lo anterior, podemos afirmar que I' - o« y I' - o — . Luego, por (MP), I' + 8 y por
lo tanto $ € T lo que implica que 8 € I'/ =. Finalmente, supongamos que @ € I'/ =,
entonces I' = . Por (NEC) tenemos que I' - opa. Luego, I'/ = es un sistema deductivo
modal.

Sea D un s.d.m. tal que '/ =C Dy5 € D con 5 ¢ I'/ =. Es claro que v ¢ I' y por lo
tanto I' U {7} - ¢. Consideremos D = {a : @ € D}. Luego, ' € Dy D F . Veremos que
% € D por induccién sobre la longitud n de la derivacién oy, - - -, a, de ¢ a partir de D.
Sin =1, entonces a; = ¢ y ¢ es una instancia de un axioma o de lo contrario ay € D.
Si F ¢, entonces I' - ¢ que es una contradiccién. Entonces, tenemos que ¢ € D. Por lo
tanto, @ € D.

Supongamos que @ € D, con k menor que n. Entonces, tenemos los siguientes casos:

1. Si ¢ es la instancia de un axioma, entonces I' - ¢ que es una contradiccion.

2. Si p € D, entonces @ € D.

3. Si existe {j,t1, -+ ,tm} C {1,--- ,k — 1} tal que ay,, -+, es una derivacién de
a; — . Entonces, por hipdtesis de induccion, tenemos que a; — ¢ € D y por lo tanto
a; — @ € D. De esto tltimo y dado que j < k, tenemos que @; € D y por lo tanto,
eD.

4. Siexiste {j, t1, -+ ,tm} C{1,--- ,k—1} tal que oy, - - - , v, es una derivacién de

|

y supongamos oy, = ¢ = 0. Luego, o; € D. Ahora, dado que D es un s.d.m., tenemos

que ogQ; € D. Por lo tanto, € D que completa la demostracién. U

Es importante notar que de este dltimo Teorema, tenemos que I'/ = es un sistema
deductivo maximal en el sentido de Monteiro, tomando la Definicién 3.2.8.

Ahora, el siguiente Lema se puede probar usando el Teorema 2.2.1 y el Lema 1.5.4.
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Lema 2.2.2. Sea I'U {p} C Fm, con I' mdzimo no trivial con respecto a ¢ en H, 7. Si
a ¢ T entonces, oo — B € T para cualquier € Fm.

El siguiente Teorema es una adaptacion del Teorema 1.5.9 al contexto sintactico donde

usamos el algebra C,, alli mencionada.

Teorema 2.2.3. Sea I'U{p} C Fm, con I' mazimal no trivial con respecto a p en H, 7.

Consideremos el mapeo v : Fm — C,, definido por v(a) = nTJ st € E]-F, donde
n
Cn = <Cn7 -, \/,0'07 5, 0n—1, 1> )

E]r:{a¢F:0ka¢F,0§k§j,aj+1oz€F}
con0<j<n—1 E =Ty
E'  ={a¢T :0,1a¢T}.
Entonces, v es homomorfismo en HY7.

Demostraciéon: Probaremos que v es un homomorfismo. En efecto,

o v(o;a) = ojv(a).

Estd claro que si a € E}, entonces v(a) = 1. Luego, o;v(a) = 1 para cada i tal que
1 <i<n—1. Porotro lado, de I' F a y la regla (P10), tenemos que I' - o;a para cada
i, 0 <i<n—1y luego, o;a € I'. Por lo tanto, v(o;a) = 1.

Supongamos ahora que a € E]F con 1 < j5 < n — 1. Entonces, podemos inferir que

a, oge, 090, ..., 05 ¢ I''y 051 € T'. Por lo tanto, v(a) = nTJ y entonces, o;v(a) = 0
sin—j+i<mn;es decir, o;v(a) = 0sii < jyow(a) =1 en caso contrario. Ahora,
supongamos que i < j, entonces o;v(r) = 0. Como a € Ej, podemos afirmar que oy ¢ T.
De esto ultimo y (NMS8) obtenemos que ox(0;a) ¢ I para cada k, 1 < k < n-—-1y
o € E, 1. Luego v(o;a) = 0. Ahora, consideremos el caso j < i. Estd claro que
ov(a) = 1. Ademads, dado que a € E]F y o;a € T, entonces o;a € E}. Por lo tanto,
v(oya) = 1.

Supongamos que « € El_;, entonces v(a) = 0. Por lo tanto o;v(a) = 0. Ademds, dado
que 0,1 ¢ I y teniendo en cuenta (NM12), tenemos o;« ¢ T para cada i, 1 <7 <n—1.
De este ultimo y (NM8), se obtiene que ox(0;«) ¢ I' para todo k, 1 < k < n —1. En

particular, o, _;(0;a) € T, entonces o;a € EL_,. Por lo tanto, v(o;a) = 0.



24

e v(a— f) =v(a) = v(f).

Si tenemos el caso de que a, 3 € EL_|, entonces de (NM12) oy, 058 ¢ T con 0 < i <
n—1y entonces v(a) = v(B) = 0. Luego, v(a) — v(f) = 1. De acuerdo con el Lema 2.2.2,
tenemos og(0;a) — ;8 € I' y teniendo en cuenta (NM10), inferimos que o;a0 — 0;6 € T’
para todo ¢, 0 <i < n — 1. De este tdltimo y (NM13), tenemos o« — € T.

Si a € EY |, entonces v(a) = 0. Luego, para cada férmula 8 € Fm, v(a) — v(3) = 1.
Teniendo en cuenta el Lema 2.2.2, se observa que cpax — 8 € I', y luego I' F ogae — S.
De esto ultimo y (RP2), I' - @ — (09 — ) y por (RP3), tenemos I' F (a« — opa) —
(a« = B). Como o € EF | y (NM12) obtenemos I' - g ¢ T. Por lo tanto, oy (coa) & T'
por (NMS). Luego, oo € EX_|. De manera andloga al caso o, 3 € EL_,, podemos probar
que a — opa € I', entonces I' F a — f3.

Si 8 € EY =T entonces v(f) = 1. Asi, para cada férmula o € gm, v(a) — v(3) = 1.
Por otro lado, esta claro que I' - a — £. '

n—>

Consideremos o € Ej y 8 € Ej con 0 < k < j < n — 1, luego v(a) = <
n

—k
(B) = r ; es decir, v(a) — v(f) = 1. Ademas tenemos que «, opa, ..., Ok, ..., 0500 ¢ T

y segin (NM11), 041, ...,0,_1cc € I'. Por otro lado, oof3, ..., 0,8 ¢ I' y también tenemos
Okt10, - 0B, oy op_1f € I'. Dellema 2.2.2, og(0oa) — 00f3, 09(020t) — 020, ..., 0p(0j00) —
o;B € I'. Ademas, es claro que 0410, ...,0,-18 €I, por lo tanto

Ojp100 = 0jp1f3, ..., Op_1a = 0B €T

Luego, o;a — 0,6 € T' para todo i, 0 < i < n — 1. De esto dltimo y (NM13), podemos

inferir que « — g € I.
n—k

Supongamos ahora o € Ej y 3 € Ey con j < k, luego v(a) = nn;j yv(B) =
Estéd claro que v(a) > v(f), entonces v(a) — v(B) = v(B). Veamos que o — 8 € E};
es decir, basta con ver « — 8,00(a = f),...,0p(ac = ) ¢ I' y op11(a — 5) € T'. Por
hipdtesis tenemos que

a, 000, ..., 050, 3,008, ...,0;0,...,0p8 ¢ T

054100 ooy Ok, ooy O 1O O 1 B, .., 01 B € T

Por lo tanto, es facil ver que o,(a — ) ¢ T, entonces oy(av — () ¢ T' para todo t < k.

La demostracién de oy41(av — ) € I' se deja al lector.
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e v(aV ) =wv(a)Vu(s).

Supongamos que « € Ej =T, entonces v(a) = 1. Ademés, por cada 8 € Fm, podemos
afirmar que v(a) Vv(B) = 1. No es dificil ver ' -V 3.

Sean a € EJF y B € Ef con j <k, luego v(a) = n=J y v(B) = nT—k y entonces
v(a) Vo(f) = v(a). Ademds, es facil comprobar que I' F oj11(a — (a VvV 3)) y asi,
I'Fojia = oj41(a Vv B). De esto tltimo y de la hipdtesis tenemos que ;41 (a VvV §) € I
Ahora, si asumimos que oj(a V ) € T', entonces o,a V ;5 € I'. De (A5), tenemos
'k (oja = 0;8) = ((0;8 = 0;8) = ((0;a V 0;8 = 0;3)). Por otro lado, como o;a ¢ T
y por el Lema 2.2.2, obtenemos oy(c,;a) — 0;5 € I'. Luego, ojac = ;3 € I'. Por lo tanto,

o;3 € T', que es una contradiccién. Podemos probar que os(av V 3) € I' para todo s < j.

Por lo tanto, oV 3 € E]F y luego v(aV f3) = "7 J Bl resto de la prueba se deja al lector.
n
O

Teorema 2.2.4. Sea T U {p} CFm, T'F ¢ si, y solo si, T' E .

Demostracion: Supongamos [' = ¢, entonces existe aq,--- ,q,, una derivacion de ¢ a
partir de I'. Si la longitud de la derivacién es n = 1, entonces ¢ es un axioma o ¢ € I.
En ambos casos tenemos que I' F ¢.

Supongamos que I' F a; con 1 < ¢ < n, lo que nos arroja dos casos a analizar:

1. Existen {j, k1, -+ ,km} C {1,---,7 — 1} tal que ay,, -, a4, es una derivacién
de a; — . Supongamos que ¢ es obtenida mediante (MP). Por hipétesis de induccién
tenemos que v(o; — ¢) = 1y luego v(a;) — v(¢) = 1. Como j < i, entonces v(a;) = 1.
Por lo tanto, 1 — v(¢) = 1, entonces v(¢) = 1. Luego, I' F .

2. Existen {j, k1, -+ ,kn}t C {1,---,i— 1} tal que ay,, -, qy,, es una derivacién de
a; y ¢ es o;a;. Entonces, ¢ es obtenido a partir de la aplicacién de (NEC). Por hipétesis
de induccién v(a;) = 1. Como o;v(a;) = 1, entonces v(o;a;) = 1 = v(p). Luego, I' F ¢.

Para la reciproca, si I' I/ , entonces por el Teorema 1.2.2, existe 2 maximal no trivial
con respecto a ¢ tal que I' C €). Por el Teorema 2.2.3, existe una valoracion v : §m — C,
tal que v(¢)) = 1 i, y solosi, ¢ € Q. Por hip6tesis, sabemos que ¢ ¢ €. Entonces, v(p) # 1,
luego Q 7y v.e ¢. Dado que I' C €2, entonces I' 7;,v.c ¢, lo cual es una contradiccion. [
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2.3. Teoria de modelos y l6gica de primer orden de H,'“

En esta seccién, definiremos la légica de primer orden de H,°. Supongamos que ©
es la asignatura proposicional de H,/?, asi como los simbolos V (cuantificador universal)
y 3 (cuantificador existencial), junto con los signos de puntuacién (comas y paréntesis).
Ademas, sea Var un conjunto numerable de variables individuales. Como de costumbre,
una asignatura de primer orden ¥ es una terna (P, F,C), donde P denota un conjunto
no vacio de simbolos predicados, F es un conjunto de simbolos de funciones y C denota
un conjunto de constantes individuales. Las nociones de variables ligadas y libres, térmi-
nos cerrados, oraciones y sustituibilidad también se definen de manera estandar, ver por
ejemplo [60]. Denotamos por Fmy el conjunto de las férmulas y denotaremos por Ter al
dlgebra absolutamente libre de los términos. A continuacién, consideraremos una H,%-
algebra A completa como un reticulo en la que todos los subconjuntos tienen tanto un

supremo como un infimo.

Definicién 2.3.1. Una Y-estructura A es un par (A,S) donde A es un H,"-dlgebra
completa, S = (S, {Ps}pep,{fs}er, C, ™), S es un dominio no vacio y -* es el mapeo
interpretacion que asigna: a cada constante individual ¢ € C, el elemento ¢ de S; a cada

simbolo de predicado P de aridad n, la funcion P* : S™ — A; a cada simbolo de funcién

f, la funcién f*: 8" — S.

Por ¢(x/t), denotamos la férmula que resulta de ¢ reemplazando simultdneamente

todas las ocurrencias libres de la variable x por ¢.

Definicién 2.3.2. Sea X una asignatura de primer orden. La légica QH,"" sobre ¥ estd
definida por el cdlculo de Hilbert obtenido al extender H,” expresado en el nuevo lenguaje
agregando lo siguiente:

Axiomas Esquemas
(A13) @(x/t) — Jzp, sit es un término libre para x en ¢,
(A14) Yoo — o(x/t), sit es un término libre para x en ¢,
(A15) o;3xp <> Jzoyp, con 1 <i<n-—1,

(A16) o;Vxp <> Vrop, con 1 <i<n-—1.
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Reglas de Inferencia

a— [

(3-In) dra —

, Yy x no es libre en 3,

a— [

(v-In) a — VxS

, Yy x no es libre en «,

Denotamos por F a a la derivacién de una férmula o en QH,7, y con ' F « la
derivacion de « a partir del conjunto de premisas I'. Estas nociones se definen la manera
usual. Denotamos = ¢ <+ 1 para indicar que se cumplen - ¢ — ¥ y F ¢ — .

Una 2-valuacion es una asignacion v : Var — S. Por v[z — a] denotamos la siguiente
A-valuacion, vjx — a](x) = a y v[r — a](y) = v(y) para cualquier y € V tal que y # =.

Definicién 2.3.3. Sea & = (A, S) una X-estructura y v una S-valuacion. Definimos los
valores de los términos y los valores de verdad de las formulas en & para una valuacion
U COmMOo Sigue:
|c]|S = c® sice s,
[|2]|® = v(z) siz € Var,
1f (sl = FEUNT, - EallS), para todo f € F,
1Pty t)llg = PEUS, - [[tallT), para todo P € P,
o = BIIT = lledly = 118115,
llae v BIIS = llalls v 11BILY,
loiell5 = aillall3

IVzal|F = A llallf,
a€esS

Fzally =V o[-
acs
Es facil ver que se verifica la siguiente propiedad: ||o(z/t)|[* = ||o||*

vz |[E[3]

Definicién 2.3.4. Diremos que 2 y v satisfacen la formula ¢, y denotaremos 2L E [v],

si ||¢||* = 1. Ademds diremos que ¢ es verdadera & si ||p||* = 1 para cada A-valuacion
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v y lo denotaremos A E . Diremos que ¢ es una consecuencia semantica de I' en
QM7 si, para toda estructura A: A=~ para todo v € T, implica A E . En este caso lo

denotaremos I' E .
El siguiente resultado técnico es esencial para probar el Teorema de Correctitud.

Lema 2.3.5. Sea A una H)""-dlgebra completa y sea {a;}ic; €l conjunto de elementos

de A para cualquier conjunto no vacio I. Entonces, si existe \| a; ()\ a;), también existe

iel el
V o;a; (N oja;), y también se verifica \/ oja; = 0; \| a; y N\ oja; = 0; \ a;, para todo
i€l iel iel i€l i€l i€l

0<j<n-—1.

Demostracion. Teniendo en cuenta la Observacién 1.5.8, el H,/”-dlgebra estdndar es el

siguiente:
1 2 n—1
Cn: <{07_7_7"' ) al}a_%va{o-i}0<i<n—l71>
n'n n ==
1 six< , 0 sit+75<n
donde x — y = Y y O'Z'(%): J .
y siy<w 1 sii4+j53>2n
No es dificil ver que para todo z,y € {0, %, %, e ,”T_l, 1}, tenemos que o;(z#y) =

oi(x)#0;(y) donde # € {A,V} y 0 <i<n—1. Luego, como consecuencia del Teorema
1.5.9, existe un conjunto no vacio X y un homomorfismo uno a uno h : A — CX donde
CX es definido de la manera usual. Consideremos un conjunto arbitrario {z;};e; C A.

Entonces, por hipétesis tenemos que A x; y \/ z; pertenece a A. Luego tenemos que:

jel JeI
g; (/\.’ﬂJ) , 05 (V.’ﬂJ) ,/\O’i<$]’),\/0i($]’) cA
Jjel JeI JeI JjeI

para todo 7 tal que 0 < i < n — 1. Consideremos cualquier ¢ € X fijo, entonces A z,(¢) €

jel
C,. Consideremos ahora la proyeccién canénica 7 : A — C,, definida como m¢(a) = a()
para todo a € A donde A se expresa en su representacién. Asi, es claro que ¢ | A\ z; | =

jel

e (/\1 sz> debido a la finitud de C,, . Luego, [ai (/\I x]>] (C) =m¢ (01» (/\1 xj>
z= VIS JE

\—/\—/@
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o (Ax) = [ (A )] @ = [ A o] © v por to rauto [/\ m-(x»] © <

()]

Por otro lado, es claro que A z; < z;. Por lo anterior y (HM12) del Lema 1.3.1,

jer
tenemos que [ai (/\ a:j>] (€) < [oi(z;)](¢). Luego, [ai (/\ a:j) Q) < [/\ Ui(ilij)] ().
jel jel jel
Por lo tanto, o; | A z; | = A oi(z;).
jeI jeI
Y por lo tanto, podemos probar que o;(\/ ;) = \/ 0;(z;) de manera analoga. O

iel jel

El dltimo Lema es importante para probar el Teorema 2.3.6 que implica que toda
H)-4lgebra completa satisface los axiomas (A15) y (A16). Vale la pena mencionar que
estos axiomas fueron considerados en contextos algebraicos de la definicién de dlgebras
monddicas de Lukasiewicz-Moisil (ver Definicién 1.1 de [10, Capitulo 8] y [1, 2, 49]),
donde los operadores Moisil conmutan con los cuantificadores. Ademas, si consideramos
las MV-algebras méndicas introducidas por Rutledge en [71], entonces en la subvariedad
generada por MV-cadenas finitas es posible ver que los operadores de Moisil conmutan

con los cuantificadores, ver [34, Seccién 7).
Teorema 2.3.6. Sea I'U {p} C Fmy, si I'F ¢ entonces I'F ¢

Demostracién: Consideremos la estructura 9t = (A, S) fija, y sea ¢ una férmula tal que
I' - ¢. Entonces, existe aq,--- , a, una derivaciéon de ¢ a partir de I'. Si n = 1 entonces
p es un axioma o ¢ € I'. Si p € T', entonces se puede ver que I' F ¢. Si ¢ es un axioma.

A su vez, es sencillo ver la veracidad de (A1) a (A12).

(A13) Supongamos que ¢ es a(z/t) — Jra. Entonces, ||¢]|™ = ||04||27[;_>Ht“m} —
|[Fza||™. Es claro que ||a||%;—>||t||gﬁ] < VSHOZH%AHG]’ entonces ||a||23[tx_>”t”zn] < |[Fza||™.
ac

Por lo tanto ||a(x/t) — Jzal|™ = 1.
(A14) es andlogo a (A13).
(A15) resulta inmediato del Lema 2.3.5 y del hecho que ||Fzo;a||™ = \/ ||oia|™t =
acs

Voaillall7F = o V |||} = [|oi3zal[}.
a€eS a€esS
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(A16) es andlogo a (A15).
Supongamos, por hipdtesis de induccién que ||a;||™* = 1 para todo j < n. Entonces

puede suceder:

i. Existen {i, k1, -, kn} C{1,---,j — 1} tal que ag,, - ,ag, es una derivacién de
a; — . Supongamos que ¢ se obtiene a partir de aplicar (MP). Por hip6tesis de induccién
tenemos que ||o;||™t = [|a; — ¢||™ = 1. Luego, por la definicién 2.3.3 ||a; || = |]a] [T —
el = 1y por lo tanto, ||| = 1.

ii. Existen {s, ki, -+ ,kn} C{1,---,5— 1} tal que oy, -+ ,ag,, es una derivacion de
(5. Supongamos que oo es ¢ y se obtiene a partir de aplicar (NEC). Por hipétesis de
induccién tenemos que ||a,||™ = 1 y por la Definicién 2.3.3 ||oo| |7t = o¢l|a||* = 0ol = 1.

iii. Existen {j,k1,--- ,kn} C {1,---,7 — 1} tal que ay,, -+ ,a, es una derivacién

de o — . Supongamos que ¢ es dra — 3, donde z no ocurre libre en [ y se obtiene

al aplicar (3 - In). Por hipétesis de induccién tenemos que || — B||™ = 1, luego, por

la Definicién 2.3.3 ||3za — B[P = |[Fza||™ — |18]|™ = \E/SHaH%_}a] — ||8]|™. Como
a

o — Bl = [|af™* — ||8]|™ = 1, entonces tenemos que ||af|™ < [|B]|™* para cada

M-valuacién v. Luego, HO‘H%_@ < ||ﬁ||gj[tx_m] = ||8]|™ para todo a € S, y por lo tanto,

VS||04|%%] = |8 = [|Fza — B[R = [|¢ll7} = 1.
ac

iv. Existen {j, k1, -+ ,kn} C {1,---,7 — 1} tal que ag,, -+ ,qy, es una derivacién

m

de v — B. Supongamos que ¢ es a — V3, donde x no ocurre libre en «, y se obtiene

al aplicar (V-In). Por hipétesis de induccién tenemos que ||a — B||™ = 1 para cada

M-valuacion v. A su vez, a partir de la Definicién 2.3.3, tenemos que ||a — Va3||™

el l" = V2Bl = [lell]" — /\S\lﬁ\%ﬁa]- Como [l — I = [lal[f" = [IBIR" = 1,
ac

entonces tenemos que [Jal[® = [Jafl2_, < (|82, para todo a € S. Luego, [|af[ <

A ||ﬂ||%_>a]. Por lo tanto, ||¢||™ = 1, lo que completa la prueba. O

a€s

En lo que sigue, probaremos una versién fuerte del Teorema de Completitud para
QH,"? usando el dlgebra de Lindenbaum-Tarski, de manera similar al caso proposicional.
Observemos que el algebra de las formulas es un algebra absolutamente libre, generada
por las féormulas atomicas y sus féormulas cuantificadas.

Consideremos la relaciéon = definida por « =  si, y solosi, F > ay F a — £,
entonces tenemos que el dlgebra Fmy/ = es un H)7-algebra y la prueba es exactamente

la misma que en el caso proposicional. Por otro lado, estd claro que QH.”? es una légi-
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ca tarskiana y finitaria. Entonces, podemos considerar la nocién de teorias (maximales)
consistentes y cerradas con respecto a alguna férmula, de la misma manera que el caso
proposicional. Por lo tanto, tenemos que el Teorema de Lindenbaum-Lo$ se cumple para

QH,?, ver Seccién 1.2. Luego tenemos el siguiente Lema:

Lema 2.3.7. Sea I' U{p} C Fmy, con [' mazimal no trivial con respecto a o in QH,7.

Sea ') == {a: a € '} un subconjunto de §my/ =, entonces:

(i) Sia €T ya = B, entonces B € I'. Mas atin, se verifica que I') == {a: ' a},

en este caso diremos que es cerrado.

(ii) T/ = es un sistema deductivo modal de Fmy/ =. Ademds, sip ¢ T/ = y D es un
sistema deductivo modal cerrado en el sentido de (i), que contiene propiamente a
I/ =, entonces p € D.

Demostraciéon: Tomando la demostracion del Teorema 2.2.1, solo debemos considerar las
reglas (3-In) y (V-In). El hecho de que I'/ = sea cerrado se verifica de forma inmediata.
Para completar la prueba tenemos que considerar dos casos nuevos. Esta claro que
I'/ = es un subconjunto de D. Consideremos ahora ¢ € D, entonces ¢ ¢ I'/ = y recor-
demos que D = {a : @ € D}. Existen {j,t1,....,t,}+ C {1,...,k — 1} tal que ay,, ..., az,, s
una derivacién de a; = 8 — 3. Supngamos que «,, = 3z — 3 es obtenido a partir de
a; por la aplicacién de (3-In). Por hipétesis de induccién tenemos que # — € D. Luego
obtenemos que 320 — § € D. Supongmaos ahora que {j, t1,...,t,m} C {1,...,k—1} tal que

Qi ...y 0y, €s una derivacion de a; = 0 — 3. Y supongamos que o, = 0 — Vz3 se obtiene

m

a partir de a; mediante la aplicacién de (V-In). Por hipétesis de induccidn, tenemos que
9 — 5 € D y por lo tanto, § — Vz3 € D. O

Notemos que, para una teorfa maximal consistente I' de Fmy dada, tenemos que I'/ =
es un sistema deductivo modal maximal de §my/ =. Si denotamos A := Fmy/ =y
0 :=I'/ =, mediante resultados bien conocidos del dlgebra universal, tenemos el algebra
cociente A/6 es un algebra simple (ver Teorema 1.5.9). De esto tltimo y adaptando el
primer teorema de isomorfismo, tenemos que A/6 es isomorfa a Fmy /", que esta definida

por la congruencia a =r 3 si, y solosi, « = 3,8 - a €T

Teorema 2.3.8. Sea I' U {p} un conjunto de sentencias, si T' F ¢ entonces T'F .
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Demostracion: Supongamos I' E o y ' I/ . Luego, por el Lema de Lindenbaum- Lo$, existe
A una teoria maximal consistente con respecto a ¢ tal que I' C A. Consideremos ahora
el dlgebra Fmyg/A definida por la congruencia o = f si, y solo si, @« — 5,8 — a € A.
Sabemos que Fmyg/A es isomorfa a una subalgebra de C, que es completo como reticulo,
debido a las observaciones anteriores.

Asi, tomando la proyeccién canénica ma : Fm — Fmyg/A y considerando la estructura
M = (Fmy /A, Ter,-Te") donde Ter es el conjunto de los términos definido al comienzo
de la seccién, resulta claro que, para cada t € Ter, tenemos una constante ¢ de ¥. Ahora

podemos considerar la funcién p : Var — Ter definida por p(x) = 2. Y tenemos también

la interpretacién || - [ : §m — Fmyg/A definida de la siguiente forma: si t es una
constante, entonces ||f||zﬁ = t;si f € F, entonces ||f(ty, -+ t,)|[7F = f(t1,--- tn);
si P € P, entonces ||[P(ty, - ,tn)|[} = 7a(P(t1, - ,tn)). Nuestra interpretacién estd

definida para férmulas atémicas, se puede probar que HaHiﬁ = ma(a) para cada férmula
sin cuantificador o. Mds atn, es facil ver que para cada férmula ¢(z) y cada término ¢,

tenemos ||¢(x/8)|[7 = ||p(x/t)||™. Por lo tanto, de la tltima propiedad y por (Ax12) y (V-

m
plz—al’

In), tenemos ||Vza | = A |[|a]] y usando (Ax11) y (3- In), obtenemos ||3zal[} =
a€Tg

V ||a||fft[x%a}. Entonces, || - |} es un mapeo interpretacion tal que [|o|[?* = 1 si, y solo
a€Ty

si, & € A. Luego, para cada férmula § € T'U {a}, tenemos [|B|]>* = ||B|])} por cada
M-valuacion v, y por lo tanto, M F v para todo v € T" pero M K ¢. 0

Sea ¢ una férmula y supongamos que {1, -+, x,} es el conjunto de variables de ¢, la
clausura universal de ¢ esta definida por Vy - - - Va,p. Asi, si ¢ es una sentencia, entonces
la clausura universal de ¢ es ella misma. Ahora, estamos en condiciones de demostrar el

siguiente Teorema de Completitud para formulas:
Teorema 2.3.9. Sea I' U {¢} un conjunto de formulas, si I'F ¢ entonces T' F .

Demostracion: Supongamos que I' F ¢ y consideremos el conjunto VI la clausura universal
de I'. De esto ultimo y la definicién de F, tenemos VI' F Vz; - - - Va,¢. Entonces, segin el
Teorema 2.3.8, VI' F Vzy - - - Va,,0. Ahora, de esto tltimo, (Ax12) y (V-In), tenemos I' - ¢,

como queriamos demostrar. 0

Es claro que la demostracion del Teorema 2.3.9 no se puede obtener directamente para
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la presentacién genérica de Cintula-Noguera en [20] debido a los axiomas (A15) y (A16)
de QH7 .

2.4. La QH)“ légica con identidad

En esta seccién, presentaremos la versién de primer orden de H,”° con identidad. Por lo
tanto, es deseable que la versién cuantificada QH" de HY° se expanda con un simbolo
de predicado binario que represente la relacion de igualdad, satisfaciendo los axiomas
usuales. Como tal, el predicado serd visto, desde un punto de vista semantico, como un
simbolo légico afin a los conectivos y cuantificadores. Denotamos por §m. al algebra de
férmulas absolutamente libre, donde las férmulas atémicas se definen como de costumbre

para la légica de primer orden con identidad.

Definicién 2.4.1. Sea Y una asignatura de primer orden con identidad. La logica Q’HX:Z
sobre 33 se define mediante el cdlculo estilo Hilbert obtenido al extender QM) expresado
en el nuevo idioma agregando:

Axiomas Esquema

(A17) z =~ z,

(R—

Reglas de Inferencia
~)

TRy

o = p(xly) , .
formula obtenida a partir de ¢ remplazando algunas, y no neceseriamente todas,

donde y es una variable libre para x en ¢, y ¢(xly) denota cualquier

ocurrencias libres de x pory.

Para esta logica de primer orden con igualdad, definimos la relacién sintactica - de
la forma habitual. Luego, de los axiomas y la relacion sintactica obtenemos la siguiente

Proposicion.

Proposicién 2.4.2. Sean ty un término y x,y, z variables individuales, entonces:
(i) FVz(z =~ x),
(i) k1t =~ ty,

(iii) {z~yttFy~u,
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(iv) {r=y,y=z} o=z,

Demostracién: Solo probaremos (ii) y (iii), el resto se deja al lector.

(ii): Supongamos que t¢; es libre por z. Entonces, de (i) tenemos + Vz(z = ). Luego,
teniendo en cuenta (A14), podemos inferir que - Va(z ~ x) — (1 =~ t;). Por lo tanto,
Ft ~t.

(iii): Supongamos que p(z,x) es  ~ x. Entonces, p(y, z) es y &~ x. Ahora supongamos
Fx ~ yy luego por (R— =) tenemos que - (z ~ x) — (y &~ x). Asi, teniendo en cuenta
(A17) y (MP), obtenemos + y ~ x. O

Esta claro que Q?—LV:Z es una logica tarskiana y finitaria. Por lo tanto, se cumple el
Lema de Lindenbaum-Lo$ (ver Lema 1.2.2 y Seccién 1.2). Por otro lado, es posible ver que
la relacién = es una congruencia en §my, donde a« = fsi, ysolosi, Fa— [y F [ — a.

El siguiente Lema se puede demostrar de manera similar al Lema 2.3.7.

Lema 2.4.3. Sea I'U{p} C Fmy, con I' mazimal no trivial con respecto a ¢ en Q’HZ;
Sea T/ = idgual a {@ : a € T} (Ja| = @) un subconjunto del H, Z-dlgebra Fmy/ =,
entonces:

(i) Sia €T ya = B, entonces B € I'. Mas atin, se verifica que '/ == {a: ' F a},
en este caso diremos que es cerrado.

(ii) T/ = es un sistema deductivo modal de Fmy/ =. Ademds, si p ¢ T/ = y D es
un sistema deductivo modal cerrado en el sentido de 1, que contiene propiamente a
I/ =, entonces p € D.

Definicién 2.4.4. Sea A = (A, S) una X-estructura y v una A-valuacion, definimos los
valores de los términos y los valores de verdad de las formulas en A para v extendiendo la
Definicién 2.8.3, anadiendo la siguiente condicion: ||t; = to||* =1 si, y solo si, ||t:||* =
|[t2||*. Para un conjunto dado de férmulas T U {a}, la consecuencia semdntica de o a

partir de I', que denotamos por I' F «, se define como en la Definicion 2.3.4.

Teorema 2.4.5. Sea ' U {a} C Fmy, '+« si, y solo si, ' F a.
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Demostracion: De acuerdo a la demostraciéon del Teorema 2.3.6, el Teorema 2.3.9 y usando
la clausura universal de un conjunto de férmulas, solo tenemos que demostrar que los
axiomas (A17) y (R— =) son correctos. No es dificil ver que (A17) es correcto.
Consideremos la esturctura fija 2 y supongamos que ||z ~ y||™* = 1, para toda valua-
1

cién v. Luego, v(z) = v(y) y por lo tanto, ||¢ — ¢(z1y)||)* = 1 para toda valuacién v, lo

que completa la prueba. O

La siguiente Proposicion es una consecuencia inmediata de éste tltimo Teorema y la
Definicién 2.4.4.

Proposicién 2.4.6. Para los términos ty,t},--- ,t,, 1, tenemos que:
(1) {tl %tg} "tg %tl,
(11) {tl g, ty = tg} F t1 ~ i3,

i) {ty =t taxth tg=th - tpy =t _E f(t, - tn) = f(ty,--- ,t), para todo
( ) { 1 2 3 n—1 1 n
simbolo de funcion f de aridad n,

. - p

(iv) {th Rt ty mthts = th, - ta m Y F (T T) — 90(7/7), para toda formula
sin cuantificadores @ con dependencia en, a lo sumo, las variables x1,--- ,x,. En
lugar de &, -+ ,&, (donde los & son términos o formulas y n es arbitrario o fijado

por el contexto), escrimos & .

2.5. La clase de algebras de Monteiro

En esta seccién, presentaremos una clase de algebras donde sus pruebas de primer
orden asociadas nos permiten probar el Teorema de completitud a través del método
dado en la Seccién 2.3.

Primero, consideremos la clase de élgebras de Monteiro (o M-dlgebras) donde cada
algebra A = (A, F) tiene un conjunto finito de simbolos de operaciones finitarias denota-
dos por F'y supongamos que la clase esta caracterizada por el conjunto € de ecuaciones; es
decir, la clase de M-algebras constituye una variedad. Ademads, supongamos que tenemos

una operacion binaria — primitiva o derivada del lenguaje F' que verifica lo siguiente:
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L) = (y—=z)=1

L) (=@ —=2)=>(z—=y) = (@—=2)=1L
(I) = y=1,y — =1 implica = = y;

(L) ((z=y) 2 2) 2 z=1

Ademas, para cualquier M-dlgebra A consideraremos la nocion de sistema deductivo.
Para una M-algebra A y D C A, decimos que D es un M-sistema deductivo si es un

sistema, deductivo y para x;,1y; en A con 1 < i < n se cumple la siguiente condicion:

(m): z; — y; € D implica o(zy,--- ,2,) — o(y1, -+ ,y,) € D, para cualquier operacién
n-aria o de F'.

Supondremos que toda M-élgebra verifica la condicién (m). Denotamos por Dy (A) el
conjunto de M-sistemas deductivos.

Luego, tenemos la siguiente proposicion:

Proposicion 2.5.1. Sea A un M -dlgebra. Las siguientes propiedades se cumplen para
todo x,y,z € A:

I5. 1 > x=ux
Ig. Six=1yx—y=1, entoncesy = 1;
I;; x >2x=1;
. z—>1=1;

ly. La relacion <, definida como x <y si, y solo si, v — y =1, es un orden en A y 1

es el ultimo elemento;
Lig. Six <y, entoncesy — z < x — 2;
. e = (y—=2)=y— (r — 2);
L. 2= (x—y) =2—y.

Demostracion. Es rutina. OJ
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Para un M-algebra A, no es dificil ver que todo sistema deductivo D de A tiene
asociada una congruencia R(D) = {(x,y) : © — y,y — x € D} y viceversa. Ademsds,
es posible probar que existe una isomorfismo de reticulos entre Dy(A) y el conjunto de
congruencias de A. Ahora, recordemos que para una M-dlgebra A, decimos que un M-
sistema deductivo M es méaximo si M es propio y para cualquier D € Dy (A), M C D
implica D = Ao M = D.

Definicién 2.5.2. Sea A un M-dlgebra, D € Dy(A) y p € A\D. Diremos que D es
ligado a p sip ¢ D y para todo D' € Dy (A) tal que D C D', tenemos que p € D'.

Para una M-algebra A dada, no es dificil ver que una interseccién arbitraria de siste-
mas deductivos modales es un M-sistema deductivo de A. Entonces, como de costumbre,
consideraremos una nocion de M-sistema deductivo generado por el conjunto X, que

denotaremos [X]. Luego:

Lema 2.5.3. Sea A un M-dlgebra, y M C A. Entonces:

M| ={y e A: existen z,--- ,z, € M tales que
21— (= (zpar— (zn—=y)) =1}
Demostracion. Resulta inmediato de Ig, 111 v I5. O

Lema 2.5.4. Sea A un M-dlgebra y M un M -sistema deductivo maximal A. Entonces,
para cada v € A\ M, tenemos que x — y € A para todo y € A.

Para una M-élgebra A dada y gracias al Lema 2.5.4 y (I4), podemos probar que cada
M-sistema deductivo ligado a algin elemento de A es maximal y viceversa. Ademas,
es posible ver que todo M-sistema deductivo D es la intersecciéon de todos los sistemas
deductivos que contienen D; y, siguiendo un razonamiento analogo a la demostracion

del Lema 1.5.5, tenemos que {1} = () M donde E(A) es el conjunto de todos los
Meg(A)
M-sistemas deductivos maximales.

Consideremos ahora el algebra del cociente A/T definida por a = b si, y solo si,
a—bb—aecT,yseaqr: A— A/T la proyeccién candnica definida por ¢r = |z|r,

donde |z|r denota la clase de equivalencia de x generada por T
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Lema 2.5.5. Sea A un M-dlgebra. Luego, el mapeo ® : A — [] A/T, definido por
TEE(A)
O(x)(T) = qr(x), es un homomorfismo uno a uno; es decir, la clase de las M-dlgebras es

semastmple.

Demostracion: La demostracion se puede hacer de forma similar a la del Lema 1.5.6 [

Observacion 2.5.6. En la literatura hay diversos ejemplos de M-algebras, expondremos
algunas M-4lgebras con gran desarrollo. Para empezar, las MV, -algebras nos permiten de-
finir una nueva implicacién que se convierte en M-algebras, ver [23]. Esta clase fue llamada
por Cignoli como algebras propias de Lukasiewicz n-valentes. Otro ejemplo interesante es
la clase de dlgebras tetravalentes modales (ver [48]), es posible definir una implicacién
donde se convirtieron en M-élgebras, ver [41, 42, 40] y [75, Proposicién 3.3.2.]. Y ademas,
[turrioz estudié varias clases de algebras que en realidad son M-algebras, incluidas las
estudiadas en su tesis doctoral, véase, por ejemplo, [54].

Otras clases de algebras que se comportan como M-algebra son las de Lukasiwicz-
Moisil (ver [10]), las dlgebras de Hilbert n-valentes modales, las dlgebras de Tarski, las
algebras de residuacién Lukasiwicz n-valentes (ver [44]), la clase estudiada en [43, 45, 46],
las algebras de Nelson semisimples (ver [25]), las algebras de Heyting n-valentes simétricas
([61]), las algebras booleanas monédicas, las dlgebras Lukasiwicz-Moisil mondadicas ([1]),
las MV,-dlgebras mondadicas y biddicas ([34]), entre otras. En los casos monadicos, el
operador puede verse como un operador modal especial al estilo de las algebras modales.

Volviendo a esta presentacion, es claro que la clase de H,»7-dlgebras son M-algebras.
Para ver esto, definimos una implicacién débil (ver Seccién 1.5) en cada H,“-algebra y
ahora, teniendo en cuenta el Lema 1.5.3, es posible ver que las congruencias se caracterizan
por sistemas deductivos débiles. Usando el Lema 3.2.6, tenemos la prueba de nuestras

afirmaciones.

2.6. Calculo de primer orden finitario: la familia de légicas M

Andlogamente a la Seccién 2.3, consideramos la asignatura de primer orden ¥ =
(P, F,C) y el conjunto Var de variables. Ademés, decimos que una estructura > es un
par (A, S) donde A es una M-algebra y S se define como en la Definicién 2.3.1. Ademss,

denotamos por Fm al dlgebra absoluta libre de férmulas de primer orden con igualdad. Es
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importante senalar que tenemos un conjunto de ecuaciones que caracterizan al algebra.
De acuerdo con eso, y con la relacién definida en (Ig), podemos caracterizar al algebra
con otro conjunto de ecuaciones, todas ellas iguales a 1. Denotamos €z, la interpretacién

de estas ecuaciones en el conjunto F'm.

Definicién 2.6.1. Sea Y una asignatura de primer orden con igualdad. La légica M sobre
Y se define mediante el Cdlculo estilo Hilbert sobre el lenguaje Ly, anadiendo lo siguiente:

Axiomas Esquemas

(Ax1l) o — (8 — «),

(Ax2) (@ = (B = 7)) = (@ = B) = (@ =7)),

(Ax3) a, con a € Cxpy,

(Ax4) a(z/t) — Jza, sit es un término libre para x en «,
(AxD) Yea — a(x/t), sit es un término libre para x en «,
(Ax6) Vz(r ~ x),

Reglas de Inferencia

a,a— 3
R1) =2— "~ ©
(R1) 5
ar = P, P = aq, g = Bry B = g
(R2) ,
O(alv e ,Oék) — O(ﬂh T 7/8k)
(R3) %, y « no ocurre libre en 3,
(R4) a2 p 0 oc lib
————— v x no ocurre libre en «
a—veg ’
(R5) _r=Y donde y es una variable libre para x en ¢, y ¢(x {y) denota cualquier
@ — p(z 1Y)

formula obtenida a partir de ¢ remplazando algunas, y no neceseriamente todas,

ocurrencias libres de x por y.
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Denotamos por F « a la derivacién de la formula a en M y con I' F « la derivacion de
a a partir de un conjunto de premisas I'. Estas nociones se definen como de costumbre.

Denotamos a = 3 como una abreviatura de -a — fy - 8 — a.

Proposicion 2.6.2. Las siguientes son reglas en M.

(P1) Fa — a,

'«
'-8—a’

''ra—pg,I'EpB—~
F'Fa—~y ’

(P2)

(P3)

Consideremos ahora la Y-estructura 2 que resulta ser el par (A, S) donde A es una
M-algebra y
S = <Su {PS}PE’Pu {fS}fEJ‘—a C>7

donde S es un dominio no vacio, Ps es una funcién S™ — A, para todo simbolo de
predicado n-ario P € P,y fs es una funciéon S™ — S, para todo simbolo de funciéon n-ario
f € F y C el conjunto de constantes individuales. Mas ain, una 2-valuacién v es una
funcién de Var en A: donde v[z — a] denota una 2A-valuacién en la que v[z — al(z) = a

y v[z — a](y) = v(y) para cada variable y # .

Definicién 2.6.3. Sea S = (A, S) una L-estructura y v una S-valuacion. Definimos los
valores de los términos y los valores de verdad de las formulas en A para una valoracion

V COMO SiGUue:

c]|S =c® sice S,
l|2]|® = v(z) siz € Var,
f (s t)llg = fs(fallS, -+, [1Eall) para cada f € F,
[P(t1, -t = Ps([all7, - |[tally para cada P € P,

15

| o (ar, -+, a)||S = o(||a]|S, -+, [|aw]|S), donde o es un operador n-ario de F,
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(Vz)al [ = Al
a€esS

||(E|[E)C¥||? = \/ ||a||f[:c—>a]7
a€S

[ty ~ t]|S =1 si, y solo si, ||t1]|S = ||t2]|S.

Si el infimo o supremo no existe, tomamos el valor como indefinido. Para un conjunto
de férmulas I'U{a}, la consecuencia seméantica de « a partir I', que denotamos por I' F ¢
se define como en la Definicion 2.3.4.

Es claro que la relacion = es una congruencia en M. Ademds, el algebra de Lindenbaum-
Tarski §m/ = es un M-algebra. Notemos que M es una légica tarskiana y finitaria, vea

la Seccién 1.2.

Lema 2.6.4. Sea 'U{p} C §m una teoria mazimal consistente, y sea I'/ = el subconjunto
{la| : « € T} del M-dlgebra Fm/ =. Se verifica que I') == {@ : T' F a}; en este caso
decimos que es cerrado. Luego, I'/ = es un M-sistema deductivo cerrado ligado a algin

elemento de §m/ =.

Demostracién: Se obtiene de forma inmediata del Lema 2.3.7 pero utilizando ahora (R1),

(R2) y las reglas de la Proposicién 2.6.2. O
Teorema 2.6.5. Sea 'U {p} CFm. I'E ¢ si, y solo si I'F .

Demostracion: La demostracion se sigue de los Teoremas 2.3.6, 2.4.5 y 2.3.9. Pero ahora,
usando la estructura 9 = (Fm/A, Ter,-7¢") donde Ter es un conjunto de términos y A

es una teoria maximal con respecto a «a tal que I' C A. 0

Es claro que el dlgebra §m/A, de las clases de algebras consideradas en el Ejemplo

2.5.6, es un algebra semisimple y completa.
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3. Capitulo III: Operadores de posibilidad sobre al-
gebras de Godel

En el area de la logica fuzzy, se han estudiado intensamente las expansiones de estas
légicas mediante el operador A; el interés del operador A se debe a que presenta un
comportamiento fuzzy, se estudiaron los sistemas asociados a nivel proposicional y de
primer orden.

Por otro lado, los operadores de posibilidad que definen las algebras Lukasiewicz-Moisil
han sido estudiados sobre diferentes clases de dlgebras; estos operadores se conocen como
operadores de Moisil en la literatura. Uno de estos operadores coincide con A, mostrando
que hay otros operadores con comportamiento difuso.

En este capitulo se presentara el estudio de los operadores de Moisil sobre una extensién
de una légica fuzzy; a saber, la 16gica Godel n-valente, lo que abre la posibilidad de explorar

mas operadores difusos.

3.1. Introduccion

Moisil introdujo algebras de Lukasiewicz n-valentes, también conocidas como algebras
de Lukasiewicz-Moisil n-valentes, véase, por ejemplo, [10]. Recordemos que las dlgebras

estandar de Lukasiewicz-Moisil n-valentes estan definidas por C), cuyo universo es

1 2 n—1
07_7_7"'7 71
n n n
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dotado de las operaciones x A y := min{z,y}, * Vy := max{x,y}, ~ z:=1—x y los

operadores o; se definen de la siguiente manera:

< j) 0 sit+j5<n
o= = )
1 sit4+73>n

Estos operadores ¢; son homomorfismos de reticulos para 0 < ¢ < n—1. Curiosamente,
Cignoli e Iturrioz estudiaron extensiones de algebras de Heyting n-valentes expandidas
por los operadores de Moisil ¢;. Estas estructuras se consideraron con la intencion de
presentar clases equivalentes para las MV,,-algebras y Lukasiewicz-Moisil n-valentes, res-
pectivamente, [23, 53].

Posteriormente, Canals-Frau y Figallo estudiaron diferentes fragmentos de la clase es-
tudiada por Cignoli e Iturrios, [16, 17]. Recientemente, con Figallo-Orellano estudiamos
un fragmento implicacional con disyuncién y presentamos un calculo proposicional correc-
to, completo y cuantificado con respecto a la clase de estas dlgebras, [38]. Los Teoremas de
Correctitud se dieron a través de una nueva técnica de logica algebraica desarrollada en
esta tesis; ademas, esta técnica también se aplicd a una familia de variedades semisimples
estudiadas en la literatura de légica algebraica, ver [38].

Por otro lado, el operador oy fue estudiado y llamado operador A por Baaz, [6]; quien
estudio la version proposicional y cuantificada de la 16gica Godel expandida por A. Poste-
riormente, Héjek estudié la extensién de la Basic Fuzzy Logic (BL), la 1égica Lukasiewicz,
la 16gica producto y otras légicas fuzzy con operador A, [50]. En este escenario, Esteva
y Godo introdujeron la légica MTL y su extensién MTLa por el operador A, [29], ver
también [30, 31]. Ademads, Hajek y Cintula llamaron a todos estos sistemas A-fuzzy logics
y presentaron su version cuantificada con los respectivos teoremas de correctitud y com-
pletitud en [51]. Su prueba de completitud para estas légicas de primer orden es obtenida
sumando el axioma de dominios constantes y usando una estrategia similar de Henkin.

Recordemos que las dlgebras de Heyting n-valentes también se conocen como algebras
de Godel n-valentes y son la contraparte algebraica de la ldgica intuicionista con una
matriz basada en una cadena con n elementos. Para presentar esta légica, consideremos
que el lenguaje de la 16gica Godel (para abreviar, G) se construye como de costumbre a
partir de un conjunto contable de proposiciones V', la constante L, los conectores binarios

Ay —. Disyuncién y negacién definidas como ¢ V1 := ((¢ — ) = ) A (¥ — @) = @)
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y —p =@ — L, yla constante T como 1. — L. Los axiomas de G son los siguientes:

(Al) (¢ =) = (¥ = x) = (¢ = X))
(A2) (pAY) = o
(A3) (e AY) = (Y Ap)
(Ad) (e A (=) = (WAW = 9))
(Adba) (¢ = (¥ = x)) = ((p AY) = X))
(A5b) (¢ A ) = X)) = (¢ = (¥ = X))
(A6) ((p—=v) = x) = (¥ = ¢) = x) = X)
(A7) T =
(A8) ¢ = (¢ N o)

La tnica regla de inferecia de G es modus ponens. Este axiomatico proviene de agregar
(A8) de la logica BL de Hajek, [50]. Posteriormente, se demostré que los axiomas (A2) y
(A3) eran de hecho redundantes. Es bien sabido que la contraparte algebraica de G es la
clase de algebras Godel, que es una variedad generada por un algebra Godel con soporte
en el intervalo unitario [0, 1] . Si reemplazamos el intervalo por el conjunto de tablas de
verdad GV,, = {0,1/(n—1),--- ,(n—2)/(n —1),1}, obtenemos el dlgebra estandar de la
légica del Godel n-valente (para abreviar, G, ), que es la extensién axiomética de G con el

axioma:

(Gn) (1 = @2) V(03 = 04) V-V (@no1 = @n).

3.2. La clase de algebras 0-Godel n-valentes

En esta seccién, recordaremos algunos preliminares sobre las dlgebras de Godel n-
valentes que necesitaremos en lo que sigue. Més adelante, presentaremos la clase de
algebras modales de Godel n-valentes con supremo para presentar un céalculo correcto

y completo con respecto a la clase de dlgebras.
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Empezamos recordando que M. Canals-Frau y A. V. Figallo estudiaron el fragmento
implicativo n-valente con los operadores de posibilidad de Moisil, [16, 17]. Figallo-Orellano
y Slagter estudiaron el {—,V}-fragmento de las dlgebras de Hilbert n-valentes con opera-
dores de posibilidad de Moisil en [38]. Presentaremos una nueva clase de algebras donde
esto se puede ver como un {—,V, A, L, T }-fragmento n-valente de las dlgebras de Hilbert

distributivas ([35]) con operadores de posibilidad Moisil.

Definicién 3.2.1. Decimos que el dlgebra (A,V,N\,—, 00, -+ ,0n,-1,0,1) es un o-Gddel
dlgebra n-valente (o Hey?-dlgebras) si el reducto (A,V,N,—,0,1) es una dlgebra de Gddel

n-valente y los operadores g, - -+ ,0,_1 verifican las siguientes condiciones:
(0-Hel) (opgr —y) >z =1,
(0-He2) oi(x = y) — (0y2 — 0jy) = 1 para cualquier 0 <i < j<n-—1;
(0-He3) (o;x — 0;y) = (0i12 — 0i11y) = -+ ((0p12 = 0p1y) = oi(x — y)) -+ ) = 1;
(0-Hed) o;(x — 0jy) = — 0,y;
(0-Hed) 0,10 = (v — 0;2) — o2 para cualquier 0 < <j<n-—1;
(0-Heb6) o;(x Vy) = oz V oy para todo 0 <i<n—1;
(0-HeT) o;(z ANy) = o;x A oyy para todo 0 < i <n—1;

Por Hey?, denotamos la variedad de Hey?-algebras y, como de costumbre, en cier-
tas ocaciones abreviaremos denotando a una HeyZ-algebra (A, V, A, —, 00, ,0,-1,0,1)

como A.

Lema 3.2.2. Para cada A € Hey?, las siguientes propiedades se cumplen cualquiera sean
x,y € A:

(0-He8) ooz < =z,
(0-He9) o0;(0jz) = o)z,
(0-Hel0) 0,1 =1,

(0-Hell) ooz < o1z < -+ < 0,7,
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(0-Hel2) z <o, 1z,

(0-Hel3) = <y entonces o,z < 0;y,

(0-Held) oi(cjz — y) = ojo0 — 03y,

(0-Helb) x — oj(x = y) = 0j(x = y),

(0-Hel6) z — oy < 0(z = y),

(0-Hel7) oj(x — y) < ojz — 0jy,

(0-Hel8) (oor — ooy) — (012 — 01y) — ...((Op—12 = 0p1y) = (x — ) ---) =1,
(0-Hel9) o;x = oy para todo i, 0 < i <n—1, implica x =y,
(0-He20) (o;x = y) — oz = ojz,

(0-He2l) 0,12 = (x — o12) — =z,

(0-He22) oy(01y — x) = (o1(01x — t) — (o1y — t)) =1
(0-He23) o0j(—z) = =0z y 0,0 =0 donde -z :=x — 0.

Demostracién: La demostracién de (o-He8) hasta (0-He22) se puede consultar en [16] y

[17]. La demostracién de (o0-He23) se encuentra en [18, Proposicién 2.3]. O

Recuerde que para cualquier algebra de Hilbert A, se dice que un subconjunto D es
un sistema deductivo de A (s.d., para abreviar) si 1 € Dy, si z,# — y € D entonces
y € D. Denotamos por D(A) el conjunto de sistemas deductivos de A.

Se dice que un subconjunto D de A € Hey? es un sistema deductivo modal (s.d.m.)
si D € D(A), y « € D implica opx € D. Denotamos por D,,(A) el conjunto de todos los
s.d.m. de la Hey?-dlgebra A. Supongamos M un s.d. de A. Diremos que M es maximal si
para todos los My s.d., tales que M C M, entonces M = My o My = A. Podemos definir,
de mandera andloga, el mismo concepto para s.d.m.. Notemos que no es dificil probar que,
para cualquier s.d.m. si x € A\M e y € A, entonces opx —y € M y opx — y € M, ver
(38, Lemma 6.4].
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Para un algebra A dada, no es dificil ver que una interseccion arbitraria de sistemas
deductivos modales es también un sistema deductivo modal de A. Luego, como de cos-
tumbre, consideraremos la nocién de sistema deductivo modal generado por un conjunto

X, que denotaremos [X].

Lema 3.2.3. Sean A € Hey?, y M C A. Luego:

(M) ={y € A: existen z1,--- , 2z, € M tales que

00z1 a(0oz2 = (- (0ozn-1 = (002 — y)-++) = 1}

Lema 3.2.4. Sean A € Hey?, B una subdlgebra de A y Dp € D,,(B). Entonces, existe
D € D,,(A) tal que Dg = DN B; es decir, la variedad de Hey?-dlgebra tiene la propiedad

de extension de congruencia.
Demostracion: Se sigue inmediatamente del Lema 3.2.3. U

Teorema 3.2.5. Para cualquier A € Hey? y cualquier D € D,,(A), tenemos que Con(A) =
{R(D): D € D,,(A)} donde R(D) = {(z,y) € A% : x — y,y — x enD}. Entonces, existe

un isomorfismo reticular entre Con(A) y Dp,(A).

Demostracién: Es una consecuencia inmediata de (HM9), (HM10) y resultados bien co-

nocidos de la Teoria de las Algebras de Heyting. ([l

En lo que sigue, demostraremos que la variedad de las o-Godel adlgebras n-valentes es de
hecho una variedad semi-simple. Con este fin, comencemos considerando una Hey?-algebra
A, entonces podemos definir una nueva operacion binaria — denominada implicacion débil

tal que: x — y = ogr — y para z,y € A .

Lema 3.2.6. [38] Sea A € Hey? y para cualquier x,y,z € A, se cumplen las siguientes
propiedades:

(wil) 1 — 2z =z,
(wi2) z— x =1,

(Wi3) = — opx =1,
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(Wid) @ (y = 2) = (2 — y) — (@ — 2),
(Wi5) @ (y — 2) = 1,

(wi6) ((x — y) —z) — 2z =1.

Definicién 3.2.7. Sea A un Hey? -dlgebra y supongamos D C A, decimos que D es un
sistema deductivo débil (s.d.d.) si1 € D, y six,z —y € D, luego y € D.

Denotamos por Dy(A) el conjunto de sistemas deductivos débiles de una Heyg-algebra
A dada. No es dificil ver que el conjunto de sistemas deductivos modales es igual al
conjunto de sistemas deductivos débiles.

Ahora, para todo sistema deductivo (débil) D de A, decimos que D es maximal si para
todo sistema deductivo (débil) M tal que D C M, entonces M = A o M = D. Ademss,

consideremos el conjunto de todas los s.d.d. maximales. denotado por E4(A).

Definicién 3.2.8. Sean A un Hey?-dlgebra, D € Dy(A) y p € A. Decimos que D es un
sistema deductivo débil ligado a p si: p & D y, para cualquier D' € D(A) tal que D C D/,
entonces p € D’.

Lema 3.2.9. Para toda Hey? -dlgebra A dada, todo sistema deductivo modal es un sistema

deductivo débil y viceversa.

Lema 3.2.10. Sea A un Hey? -dlgebra y M un sistema deductivo mazimal de A. Entonces,

por cada x € A\ M, tenemos que ogx — y € A, para cada y € A.

Ahora estamos en condiciones de probar el resultado principal de esta seccion, el Lema
3.2.11.

Lema 3.2.11. Para toda HeyZ-dlgebra A, {1} = () M donde E;(A) es el conjunto
MeEd(A)
de s.d.d. mazimales de A.

Demostracion. Para ver que por cada sistema deductivo débil D, existe un sistema de-
ductivo débil L, ligado a algin elemento p € A que lo contiene, consideremos primero
el conjunto Dy(D,p) = {S € Dy, : D C S,p ¢ S} donde D, es el conjunto de todos
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los sistemas deductivos débiles de A. No es dificil ver que cada cadena de Dy(D, p) tiene
una cota superior, entonces por el Lema de Zorn hay un elemento maximal L, en ella. El
conjunto L, es el sistema deductivo débil deseado, ligado a p, tal que D C L,,.

Ahora, es claro que D C [\ L,, y no es dificil ver que D = (] L,.
peEA\D peA\D
Todo sistema deductivo débil maximal es un sistema deductivo débil ligado a algin

elemento de A y viceversa. Para ver esto, debemos tener en cuenta el lema 3.2.11 y (wi6).

Por lo tanto, dado que {1} es un sistema deductivo débil, la prueba esta completa. O

Luego consideraremos el élgebra del cociente A/M definida por a =), b si, y solo
si, @ — b,b — a € M, y la proyecciéon canénica gy : A — A/M definido por gy =
|z|ar, donde |z|p denota la clase de equivalencia de = generada por M. A partir de los
resultados del algebra universal, tenemos que si M es un sistema deductivo maximal de
A, entonces A/M es un Hey?-dlgebra simple. Decimos que una variedad es semisimple si
toda algebra subdirectamente irreducible es simple; o de manera equivalente, cada dlgebra
de la variedad es un producto subdirecto de algebras simples. Ahora, mostraremos que la
variedad de Hey/-algebras es, de hecho, semisimple.

Lema 3.2.12. Sea A un Hey?-dlgebra, luego el mapeo & : A — [ A/M, definido
MeEy(A)

por ®(x)(M) = qu(x), es un homomorfismo uno a uno.

Demostracién: Tomando  [[ A/M, donde &;(A) es el conjunto de s.d.d. maximales
Maegd(A)
definido antes. Definimos ® : A — [[ A/M, tal que, por cada « tenemos que ®(a) =
Ma€E4(A)
fa, donde f,(a) = qu(a) = |alo € A/M,, con a € A. No es dificil ver que ® es un

Hey?-homomorfismo, ya que =), es una relacién de congruencia. Ahora, por el hecho de

que {1} = ) M, es posible ver que ® es una funcién uno a uno, lo que completa la
Meé‘d(A)
prueba. O

Nuestra proxima tarea es determinar las dlgebras generadoras. Primero, para un Hey? -

algebra dada, queremos determinar la particion asociada a una determinada congruencia.

Lema 3.2.13. Sea A € Hey? que contiene mds de un elemento y M € E;(A). Entonces,

la. familia. Fyy = {E}" Yo<j<m, m < n es una particion de A donde

EJM:{aEA:a,akagéM,lSkgj,ajHaEM}
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conl<j<n—-2,
EM ={acA:a,0, 1a¢ M}

y EM =M.

A continuacién, presentaremos un algebra importante que llamamos Hey?-algebra

estandar y se define de la siguiente manera:

1 2 —1
C,= <{07_’_7... ,Tl ’1}7\/,/\,—){O'i}0<i<n—170a1>
n’'n o

n

1 siz< , 0 sit+7<n
donde z — y = Y y o;(%)= J :
Yy en caso contrario 1 ste+j5>n
Esté claro que el operador o coincide con el operador A de Baaz para dlgebras Godel

n-valentes, véase [6]. Entonces, estamos en condiciones de probar el siguiente teorema.

Teorema 3.2.14. Sea A un Heyy-dlgebra no trivial, M € E4(A) y Fu = {EM bo<j<m,
m < n —1 la particion asociada a M. Entonces, el mapeo h : A — C, tal que h(z) =

—J size EM es un homomorfismo y h™'({1}) = M.

n
Demostracién: En [38], se demostré que h(opzr) = oph(x), h(x — y) = h(z) — h(y) y
h(z Vy) = h(z) V h(y). Entonces, solo tenemos que probar que h(z A y) = h(x) A h(y).
De hecho, de (o — HeT) y el hecho de que (x Ay) — x = (x Ay) = y = 1, se sigue que
x,y € E} implica que z Ay € E}. Ademds, si z € E] yy € Ej,con0 < i <j <1,
entonces es facil ver que h(z Ay) = h(z) Ah(y). Esto ultimo se obtiene teniendo en cuenta
que oxr & M, opy ¢ M implica opx A opy ¢ M. El resto de la prueba se deja al lector.
Finalmente, no es dificil ver que h=*({1}) = M. O

Del ltimo teorema y conocidos resultados del algebra universal, tenemos que:

Corolario 3.2.15. Las Hey? -dlgebras simples son C,, y sus subdlgebras. Son las tunicas

algebras subdirectamente irreducibles, salvo isomorfismos.
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3.3. El Calculo Hey?

Sea Var un conjunto numerable de variables proposicionales. Los simbolos —, V, Ay
0o, ,0,_1 Se denominan operadores de implicacién, supremo, infimo y de posibilidad
de Moisil, respectivamente. Denotamos por F'm el conjunto de férmulas, que se define
como de costumbre. Ademéds, denotamos por §m = (F'm,V,A\,—, 09, , 01, L, T) el

algebra absolutamente libre generada por el conjunto Var.

Definicion 3.3.1. Denotamos por Hey? al cdlculo determinado por los aziomas logicos

de Gadel, y los siguientes axiomas y reglas de inferencia, donde o, 5,y € FM:

Axiomas esquema
(0-G1) ((opax — B) = ) — «,
(0-G2) oi(av = B) = (osa — 0;3), para cada i,7, tal que 0 <i<j<n-—1,

(0-G3) (osa — 0iB) = (i1 = 04418) — -+ - ((On—100 = 0,18) = oi(a = B)) - -+ ) para
cada 1, tal que 0 <1< n—1,

(0-G4) (oi(ac = 0j0)) <> (a = o) para cada i,j, tal que 0 <i < j<mn-—1,
(0-Gb) op1a < ((a = 0,0) = 0j0), para cada 1,7, tal que 0 <1 <j<mn-—1,
(0-G6) o;(aV B) <> (o V 0;3), para cada i, tal que 0 leqi <n — 1,

(0-G7) oi(a A B) <> (o0 N0y 3), para cada i, tal que 0 leqi < mn — 1,

(0-G8) opax — oy, para cada i, tal que 1 <i<n—1.

Por a < (3, denotamos que o« — B y B — « son azxiomas.

Reglas de inferencia
wazhB Npo) S

(MP) = -
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Consideraremos la nocién habitual de derivacién de una férmula a en Hey?. Decimos
que « es derivable a partir de I' en Hey?, denotado por I' - a, si existe una derivacion de
« a partir de " en Hey?. Si I' = (), entonces lo denotamos por - «. En este caso, decimos
que o es un teorema de Hey?. Los siguientes resultados se pueden probar de la forma
estandar.

Proposicién 3.3.2.
(P1) Fa — a,

(P2) {(a = p) = (@ =)} Fa—=(8—=1),
(P3) F opa — a,

e’

(RP1) para cada 1 <i<j<n-—1,

o;x

B

(RP2) Fa— [’

Fa— (8—=1)
Fa—B) = (a—=7v)’

Fa— B,FB =7
Fo—y

(RP3)

(RP4)

)

Fa—=(6—=1)

B = (a—7)
Fa—pf
Flv—=a) = (v —=B)

Fa—pf
(B—=7) = (@a—=7)
I_O'k(Oé—>B>
I_O'ka—>0'k57

(RP5)

(RP6)

(RPT) -

(NM2)

(NMS) M’

F o«

(NMQ) H o0 — 00,0,
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Fo;(oi0) = 3

NM10

( ) Foo— B
Demostraciéon: Rutina. [
Lema 3.3.3. = es una congruencia en §m, donde = estd definido por o = S si, y solo

si, Fa— 8yt p—a.

Demostracion: Solo tenemos que ver que si a = 3, entonces o;a = 0,3 para cada 0 <17 <
i — 1. Pero esto es inmediatamente de (NEC), (0-G2), (RP1) y (MP).

O

Por el ultimo Lema, es posible considerar el algebra §m/ =, que se conoce como

algebra de Lindenbaum-Tarski; ademés, no es dificil ver que:

Proposicién 3.3.4. El dlgebra §m/ = es un Hey?-dlgebra donde &@— & es el mayor

elemento, y denotamos por a la clase de a por =.

Ahora, expondremos las nociones necesarias para probar el teorema de completitud.
Para ello, comencemos recordando que una légica definida sobre un lenguaje S es un
sistema £ = (For,t), donde For es el conjunto de férmulas sobre S y la relacion F,C
P(For) x For, donde P(A) es la conjunto de todos los subconjuntos de A. Se dice que la
logica L es una légica tarskiana si satisface las siguientes propiedades, para cada conjunto
FruQu{a, s} de férmulas:

(1) sia €I, entonces I' k. «,

(2) sil'Fay ' CQ, entonces Q. «

(3) siQbFsay Ik, B porcada €, luego I' -, a.
Se dice que una légica L es finita si satisface lo siguiente:

(4) si Tk, «, entonces existe un subconjunto finito I'y de T tal que T'g b, .
La siguiente condicién agrega la estructuralidad a una logica tarskiana:

(5) si 'k, «, entonces o[I'] -, o(a) para cada L-sustitucién o;

de esta manera obtenemos lo que se conoce como sistema deductivo.
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Definicién 3.3.5. Sea L una logica tarskiana y sea I' un conjunto de formulas. Decimos
que todo conjunto de formulas es una teoria. Ademds, se dice que I' es una teoria con-
sistente si existe una formula ¢ tal que I' ¥ ¢. Ademds, decimos que I es una teoria
mazximal consistente si I';1 Fr @ para cualquier formula ¢ ¢ T'; y, en este caso, decimos
que I' es mazimal con respecto a .

Un conjunto de férmulas I' es cerrado en L si la siguiente propiedad se cumple para
cada formula ¢: I' -, ¢ si, y solo si, ¢ € I'. Es facil ver que cualquier teoria maximal

consistente es cerrada.

Lema 3.3.6 (Lindenbaum-Los). Sea £ una ldgica tarskiana y finitaria. Sea I' U {p} un
conjunto de formulas tales que " ¥ . Entonces, existe un conjunto de formulas §2, tal

que I' C Q) con ) teoria mazimal consistente con respecto a la formula ¢ en L.
Demostracion. La prueba se puede encontrar [74, Teorema 2.22]. ]

Volviendo a nuestra logica, podemos afirmar que Hey? es una légica tarskiana y fini-

taria. Ahora, estamos en condiciones de ver lo siguiente:

Proposicién 3.3.7. [38] Sea I' U {a} un conjunto de formulas donde I' es una teoria

maximal con respecto a o, entonces :
(NM11) Sio;a €T, entonces o100 1@ €0 con1 <i<n-—1,
(NM12) Si 0,10 ¢ T, entonces oy ¢ T con1 <i<n—1.
(NM13) a AB €T si, y solosi, «nel’ yferl.

Demostracion. La demostracién de (NM11) y (NM12) estd en [38, Proposition 4.5]. La
prueba de (NM13) se sigue inmediatamente de que la férmula o — (8 — (o A 3)) es un

teorema en la logica Godel toméandolo como una extension de la légica BL . O]

Consideraremos una relacion de consecuencia = de la siguiente manera: para una
funcién dada v : Fm — A, decimos que v es una valoracién de Hey? si satisface v(a#5) =
v(a)#v(B) con # € {—,V}, v(o;a) = o;v(a) por cada 0 < ¢ < n — 1. Ademads, decimos
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que « es una férmula seméanticamente valida si, para toda valoracién v y para toda Hey?-
algebra A |, v(a) = 1 y lo denotamos por F «. Ademads, decimos I' F « si para cada
valoracién v y cada HeyZ-algebra A, si v(f) = 1 para cada € T, luego v(a) = 1.

Ahora, para una teorfa maximal I" con respecto a ¢, denotamos por I'/ = al conjunto
{a:a €T} . Esta claro que I'/ = es un subconjunto del dlgebra de Gédel modal n-valente
§m/ =. Entonces:

Teorema 3.3.8. [38] Sea I'U {p} C Fm, con I' mazimal no trivial con respecto a ¢ en

Hey? . Entonces:
(i) sia €T ya =}, entonces B €T;

(ii) '/ = es un sistema deductivo modal ligado a @, de Fm/ =.

Es importante notar que, del ultimo Teorema, tenemos que I'/ = es un sistema deduc-
tivo maximal en el sentido de Definicién 3.2.8. Ahora, el siguiente Lema se puede probar
usando el Teorema 3.3.8 y el Lema 3.2.11.

Lema 3.3.9. Sea I' U {p} C §m, con I' mazimal no trivial con respecto a ¢ en Hey?. Si
a ¢ T entonces, oo — B € I' para cualquier f € Fm.

El siguiente Teorema es una adaptacion del Teorema 3.2.14 al contexto sintactico

donde usamos el algebra C,, mencionada.

Teorema 3.3.10. Sea I' U {p} C §m, con I' mazimal no trivial con respecto a ¢ en
Hey?. Considere el mapeo v : Fm — Cy, definido por v(a) = noJ st € EJF donde
n

Cn = <Cn7_>>v7007' e 70-n7171> Y

Ejr:{a¢F:aka§§f’,0§k§j,aj+1a6f}
con0<j<n—1yEl =Ty
Ef  ={aé¢Tl:0, 10¢T}.

Entonces, v es homomorfismo en Heyy .
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Demostracién: Tenemos que demostrar que v es un homomorfismo. En el trabajo [38]
se demostré que v(a — ) = v(a) = v(f), v(o;a) = g;u(a) vy v(iaV B) = v(a) Vu(B)
n—j

?

Entonces, solo mostramos que v(a A ) = v(a) Av(f). Supongamos que v(aAf) =
Entonces, aAf € E]F yos(anB) ¢TI (con0<s <j), o541 (aAp) € I'. Entonces, tenemos
que probar que o4(a),04(8) ¢ ' (con 0 < s < j) y 0j41(a),0;11(8) € I'. De hecho, si
os(a),04(f) € T, entonces de (6 — G7) obtenemos que os(a A ) € I' (con 0 < s < j),
lo cual es una contradiccién. Por lo tanto, os(a A f) ¢ T' con 0 < s < j. Teniendo en
cuenta (NM13), es facil ver que oj41(a),0,41(8) € T' implica o;41(a) Ao (B) € Ty
luego oj11(aw A 5) € I' como se desea.

O

Teorema 3.3.11. Sea 'U{p} CFm, ' ¢ si, y solo si, T'E .

Demostracion: No es dificil ver que todos los axiomas de Hey? son validos; ademas, las
reglas de inferencia preservan la validez.

Por el contrario, si I ¥ , entonces por el teorema 3.3.6, existe {2 un maximal no trivial
con respecto a ¢ tal que I' C 2 . Por el Teorema 3.3.10, existe una valoracién v : §m — C,
tal que v(¢)) = 1si, y solosi, ¢ € Q. Por hipétesis, sabemos que ¢ ¢ €. Entonces, v(p) # 1,
luego 2 ¥ . Desde I' C €, entonces I' ¥ ¢, lo cual es una contradiccién. U

3.4. La légica de primer orden de Hey’: la 16gica QHey?

En esta seccion, se presentara la légica de primer orden de Hey? . Para ello, comencemos
asumiendo © la asignatura proposicional de Hey?, asi como dos simbolos cuantificados
VY y 3, junto con signos de puntuacién, comas y paréntesis. Ademds, consideremos Var
como un conjunto numerable de variables individuales. Denotamos por §my el conjunto
de las férmulas y denotamos por Ter el algebra absolutamente libre de los términos. A
continuacion, consideraremos una Hey?-algebra A completa como un reticulo en el que
todos los subconjuntos tienen tanto un supremo como un infimo.

Como de costumbre, una asignatura de primer orden ¥ es una terna (P, F,C), donde
P denota un conjunto no vacio de simbolos predicados, F es un conjunto de simbolos

de funcién y C denota un conjunto de constantes individuales. Las nociones de variables
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ligadas y libres, términos cerrados, oraciones y sustituibilidad también se definen de la
manera estandar.

Una Y-estructura 2 es un par (A,S) donde A es un Hey?-dlgebra completa, S =
(S, {Ps}pep,{fs}ier,C,*), S es un dominio no vacio y -* es un mapeo interpretacién

que asigna:

e a cada constante individual ¢ € C, un elemento ¢ de S;
e a cada simbolo funcional f, una funcién f*: S — S;

e a cada simbolo de predicado P de aridad n, una funcién P* : S* — A.

Por ¢(z/t), denotamos la féormula que resulta de ¢ reemplazando simultdneamente
todas las ocurrencias libres de la variable x por t.

Sea X una asignatura de primer orden. La légica QHey? sobre ¥ se obtiene extendiendo
Hey? al nuevo lenguaje y agregando los siguientes axiomas y reglas:

Axiomas esquema
(Ql) ¢(x/t) — Jxp, si t es un término libre para x en ¢,
(Q2) Yy — p(x/t), si t es un término libre para = en ¢,
(Q3) o;3xp <> Jzoyp, con 1 <i<n-—1,
(Q4) oVxp <> Vro;p, con 1 <i<n—1.

Reglas de inferencia

a— [

(QR1) Jra —

, Y « no ocurre libre en f3,

a—B
a — VYV

(QR2)

, 'V « no ocurre libre en «,

Denotamos por F « la derivacién de una férmula o en QHey?, v con I' - « la
derivacién de « del conjunto de premisas I'. Estas nociones se definen como de costumbre.

Denotamos - ¢ <+ 1) como una abreviatura de - o — ¢ y =9 — .
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Una 2-valoracién es un mapeo v : Var — S. Por v[x — a] denotamos la siguiente
A-valoracién: v[z — a](x) = a y v[x — a|(y) = v(y) para cualquier y € V tal que y # x.

Es importante notar que el axioma (Q3) y (Q4) provienen de la definicién de MV,,-
algebras mondadicas, ver [34, Section 7]. Esto también se encuentra presente en la version
monadica de estructuras algebraicas con operadores de posibilidad o simplemente ope-
radores unarios donde estos operadores conmutan con los cuantificadores como podemos
ver en los articulos [2, 41, 49].

Volviendo a nuestra légica, sea & = (A, S) una Y-estructura y v una S-valoracion.
Definimos los valores de los términos y los valores de verdad de las férmulas en & para

una valoracién v como sigue:
c]|S =c®sice S,
|z||S = v(x) si z € Var,
1t t)IIT = FEUIAIIT, -+ [1EallY), para cualquier f € F,
[Pt t)||S = PO(||t]|S, -+, |[tal]®), para cualquier P € P,
o = BIIY = M|y — 118117,
o A BT = llellg AIBIL,
v BI5 = llally v 11817,
I=alls = =lladly,
loialls = aillallg,

[IVzallg = A lledS,oa:
a€esS

[Fzally =V [lal[f,a-
aEesS

Ahora, es facil ver que la propiedad [|o(z /)]l = ||¢l[3}, .,z Se mantiene.

Decimos que 2 y v satisfacen una férmula ¢, denotada por 2 E p[v], si ||¢][* = 1.
Ademas, decimos que ¢ es verdadero & si ||¢|[* = 1 para cada 2-valoracién v y lo
denotamos por 2 E ¢. Tenemos que ¢ es una consecuencia semantica de I' en OH, |
si, para cualquier estructura 2: si 2l F v por cada v € T, luego 2 F ¢. En este caso, lo
denotamos por I' F .
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El siguiente resultado técnico es esencial para probar el Teorema de Completitud.

Lema 3.4.1. [38] Sea A un Hey?-dlgebra completa y {a;}icr el conjunto de elementos de

A, con I un conjunto no vacio. Entonces, si existe \/ a; | \ a; |, entonces existe \/ o;a;
i€l icl icl
(/\ Jjai), y también \/ o;a;, = o; \/ a; y N\ o;a;, = 0; \ a; se mantienen, por cada

iel iel iel iel iel
0<3<n—1.

Teorema 3.4.2. Sea I'U {p} C Fmy, si ' F ¢ entonces I' F ¢

Demostracién: Consideremos la estructura fija 9t = (A, S). Sea ¢ una férmula tal que
I' - ¢. Entonces, existe aq,--- ,a, una derivaciéon de ¢ de I'. Si n = 1 entonces ¢ es un
axioma o ¢ € I'. Si p € T', entonces es facil ver que I' F . Si ¢ es un axioma tenemos

la veracidad de (0-G1) a (0-G8). Ahora, supongamos que ¢ es «(z/t) — Jzra. Entonces,

el = ||a||gj[tm_>||t\|gﬁ] — [zt Estd claro que ‘|05H?,j[tx_>\|t|\g}ﬁ] < \/SHO‘H%c—m]v luego
ac
HaH?f[tx%HtH% < ||Fza||™. Por lo tanto ||a(z/t) — Jza||™ = 1. Entonces, tenemos que el

axioma (Q1) es vélido en 9 = (A, S). De manera anédloga, tenemos que el axioma (Q2)
también es vélido. Para probar la validez de (Q3) y (Q4), necesitamos usar el Lema 3.4.1.

Ademas, no es dificil ver que las reglas de inferencia preservan la satisfaccién. 0

En lo que sigue, probaremos una version fuerte del Teorema de completitud para
QHey? usando el algebra de Lindenbaum-Tarski de manera similar al caso proposicio-
nal. Primero, consideremos la nocién de teorias consistentes y cerradas (maximales) con
respecto a alguna férmula de la misma manera que el caso proposicional. Por lo tanto,
tenemos que el teorema de Lindenbaum-Lo$ se cumple para QHey?, consulte la Seccién
3.3. La relacién = definida por « = fsiysit-  — ayF a — (. Asi, tenemos el
algebra §my/ = es un Hey?-algebra y la prueba es exactamente la misma que en el caso
proposicional. Por otro lado, es claro que QHey; es una logica Tarskiana y finitaria, ver

Seccion 3.3. Entonces, tenemos lo siguiente:

Lema 3.4.3. [38] Sea I' U {¢} C Fmy, con I' mazimal no trivial con respecto a ¢ en
/=

QHey?. Sea I') == {@: a € T'} un subconjunto de Fmy/ =, entonces:
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(i) Sia €T ya=f, entonces B € I'. Ademds se comprueba que T/ == {@: T F a}

en este caso decimos que es cerrado.

(ii) I'/ = es un sistema deductivo modal de Fmy/ =. Ademds, si g ¢ I'/ = y para
cualquier sistema deductivo modal D, cerrado en el sentido de (i), y conteniendo

propiamente a I'/ =, luego @ € D.

El Lema anterior es fundamental en la demostracién del Teorema de Completitud ya

que nos permite demostrar el siguiente resultado técnico:

Proposicién 3.4.4. Sea Fmyg/I" el Hey?-dlgebra definida como: o =r B si, y solo si,
a— 8,8 — a €T'. Entonces, mg /I es una cadena finita que es Hey?-dlgebra simple.

Demostracién: Para una teorfa maximal consistente I' de §my, tenemos I'/ = es un
sistema deductivo modal maximal de Fmy/ =, esto es gracias al Lema 3.4.3. Denotemos
A:=Fmyg/ =y 0 :=T/ = por los resultados conocidos del dlgebra universal, tenemos el
algebra de cociente A/6 es un algebra simple, ver Teorema 3.2.14.

De esto tltimo y adaptando el primer teorema de isomorfismo, tenemos que A/6 es
isomorfa a Fmy/I" donde estd definida por la congruencia o =r f si, y solo si, « — 3,5 —

a € I' como se desea. O

Ahora, estamos en condiciones de probar el siguiente Teorema central:
Teorema 3.4.5. Sea I' U {p} un conjunto de sentencias, si I' F ¢ entonces T' F .

Demostracion: Supongamos [I' F ¢ y I' ¥ ¢. Entonces, por el Lema de Lindenbaum-1Lo$,
existe A teoria maximal consistente con respecto a ¢ tal que I' C A. Ahora, consideremos
el algebra Fmy/A definida por la congruencia a =5 f si, y solo si, « — 5,8 — a € A.
Sabemos que §my /A es isomorfa a una subdlgebra de C,, (por la Proposicién 3.4.4) y es
completa como reticulo, en vista de las observaciones anteriores.

Consideremos la funcién 7ma : §m — Fmyg/A (la proyeccién candnica) y la estructura
M = (Fmy /A, Ter,-T¢) donde Ter es un conjunto de términos definidos al comienzo de
la seccién. Entonces, es claro que por cada t € Ter tenemos una constante ¢ de ¥. Ahora,
podemos considerar una funcién u : Var — Ter definida por u(z) = z y la interpretacion
|- |7 : Fm — Fmy /A definido por:
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= si £ es una constante, entonces Hinﬁ =t
= si f e F, entonces || f(ty, - )| = f(tr, - tn);
= si P € P, entonces |[P(ty, - 1))} = ma(P(t1, -+ ,1y).

Nuestra interpretacién estd definida para férmulas atémicas, pero es facil ver que
|||} = ma(e) para cada férmula sin cuantificador a. Ademds, es facil ver que para
cada férmula ¢(z) y cada término ¢, tenemos ||¢(z/1)|| = [|¢(x/t)||7". Por lo tanto, de

esta ultima propiedad y por (Q1) y (RQ1), tenemos ||Vza| = A ||0z||/93f

- z—al
a€Te

usando (Q2) y (RQ2), obtenemos |[Fza|] = \/ HOZH%HQ]- Entonces, ||-[[) es un mapeo
a€Ty

y ahora

interpretacién tal que |la|[?* = 1 si, y solo si, @ € A. Por otro lado, no es dificil ver que
para cada férmula 8 € I' U {a}, tenemos ||3|} = ||3||?* por cada 9M-valoracién v. Por lo
tanto, 9 F v por cada v € ' pero 9 F . U

Dada una férmula ¢ y supongamos que {xi,--- ,z,} es el conjunto de variables de
@, la clausura universal de ¢ esta definida por Vay - - -V, p. Asi, es claro que si ¢ es una
sentencia, entonces la clausura universal de ¢ es ella misma. Ahora, estamos en condiciones

de demostrar el siguiente teorema de completitud para férmulas:
Teorema 3.4.6. Sea I'U {p} un conjunto de formulas, si I F ¢ entonces I' F .

Demostracion: Supongamos I' F ¢ y consideremos el conjunto VI' la clausura universal
de I'. De este ultimo y la definicién de F, tenemos VI' F Vx; - - - Vx,¢0. Entonces, segin el
Teorema 3.4.5, VI' - Vzy - - - Va,0. Ahora, de este ultimo y (Q1) y (RQ1), tenemos I' - ¢

concluyendo la prueba. 0

3.5. Observaciones finales

En este capitulo, hemos estudiado légicas asociadas a la clase de logica o-Godel n-
valuadas. Estas logicas han sido presentadas en las versiones proposicional y de primer
orden. La axiomatica para la logica de Godel se muestra al extenderse a la Basic Fuzzy
Logic (BL) con un axioma especial. Ademas, el teorema de correctitud para las versio-

nes cuantificadas no se basa en agregar el axioma de dominios constantes, en general, la
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demostracion es diferente a la dada para la logica A-fuzzy. Como trabajo futuro, resulta
interesante estudiar la légica BL expandida por los operadores o; presentados aqui. Re-
cordemos que la logica BL tiene como extensién axiomatica la logica Lukasiewicz, y en
caso de n-valente, esta logica tiene poder expresivo suficiente para definir el operador o;
en términos del conectivo del lenguaje, véase, por ejemplo, [34, Seccién 7]. En esta tesis,
la axiomatizacién para los operadores o; es diferente a la dada por Baaz para el operador
A. Por lo tanto, exploraremos si nuestra axiomatizaciéon para la légica de Godel es lo

suficientemente buena para la logica de valores finitos de BL.
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4. Capitulo I'V: Légicas paraconsistentes no algebrai-

zables

En esta secciéon mostraremos el comportamiento algebraico de légicas no algebrai-
zables del area de la paraconsistencia Brasilera. En particular adaptaremos las técnicas
presentadas en los Capitulos 1 y 2 para logicas de primer orden para el contexto de multi-
algebras que en este caso son las Nmatrices de Avron. Nuestra presentacién simplifica a la
dada en [14] por Coniglio, Figallo-Orellano y Golzio, puesto que nosotros no necesitamos
de la completacion Dedekind-MacNeille para dlgebras de Boole y el modelos candnico es
construido sobre formulas en lugar del clasico sobre sentencias. Finalmete, presentamos
nuestra propuesta de primer orden que difiere de la dada en [14], puesto que segiin nuestra
comprension las propuesta en general del libro de Carnielli y Coniglio ([11]) desvirtuan la

esencia de la no algebrizabilidad de la logicas tratadas.

4.1. Introduccion

Los C-sistemas C), y C,, se encuentran entre las contribuciones mas conocidas de da
Costa, sus alumnos y colaboradores. En 1963, estos sistemas fueron introducidos en la
tesis de livre—docéncia de da Costa; en particular, para C,, da Costa procedié axiomati-
camente conservando la parte positiva de la légica intuicionista, cambiando los axiomas
por negacion, [26, 27]. La motivacién para inventar estos sistemas es tener la siguiente
propiedad: para cada férmula a y su negacién, —a, no debe ser posible en general deducir

una férmula arbitraria [3; es decir, son capaces de soportar teorias inconsistentes sin caer
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en la trivialidad, estos sistemas son tipicamente llamados sistemas paraconsistentes.

Entre las logicas paraconsistentes de la literatura, las Légicas de Inconsistencia For-
mal (LFIs), ver por ejemplo [12], juegan un papel importante ya que internalizan, en el
lenguaje objeto, la nocién misma de consistencia por medio de un conectivo especifico,
ya sea primitivo o no. Esto generaliza la estrategia de da Costa para C,, (n < w), [26].
Dicho brevemente, las LFI tienen una negacion no explosiva —, asi como un conectivo de
consistencia primitivo o derivado o que permite recuperar la ley de explosion de forma
controlada.

Sea > una asignatura proposicional y V un conjunto numerable de variables proposi-
cionales. El lenguaje proposicional generado por ¥ a partir de V serd denotado por Lsy.
Por otro lado, sea L = (¥',F) una l6gica tarskiana finitaria (ver Seccién 1.2) definida so-
bre una firma proposicional ', que contiene una negacién —, y sea o un conectivo unario
primitivo o definido. Se dice que L es una ldgica de inconsistencia formal con respecto a

-y o si se cumple lo siguiente:
(i) ¢, ¥ ¢ para algunos ¢ y v;
(ii) hay dos férmulas o y S tales que
(il.a) o, ¥
(ii.b) ocr, ¥ 3;
(iil) o, v, 7y = 1 para todo ¢ y 1.

Definicién 4.1.1. Sea ¥ = {A,V,—, 1,0} una asignatura proposicional para mbC. El
calculo mbC' sobre el lenguaje proposicional Lx. se define mediante el siguiente Cadlculo
Hilbert:

Axiomas Esquemas:
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) a—(f—a)
) (@a=(B—=7)—=(a=p)—=(a—=7)
) a—= (= (anp))
) (aAB) =«
A5) (anp)—p
) a—(aVp)
) B (avp)
) (@a—=7)=((B—=7)—=((aVp)—=7)
) aV(a—p)
A10) aV -«
Al1l) oa — (a— (-a — f))

Reglas de inferencia:

a a—pf

B
Definicién 4.1.2. (Vea [13, Section 8] )

(MP)

(i) La légica mbCeciw se obtiene de mbC' anadiendo el arioma esquema: (ciw) oa V
(A —a).

(ii) La ldgica mbCci se obtiene de mbC' sumando el axioma esquema: (ci) moaV (a A
).
(iii) La ldgica Ci se obtiene de mbCei anadiendo el azioma esquema: (cf) =—a — a.

Es posible probar que mbC, mbCciw, mbCci y Ci son légicas no algebraizables.
Para ver esto, consideraremos la matriz dada por Lewin (y otros) [57]. Para empezar,
considere la matriz A = (A, D) donde A es el dlgebra

<{O7 a? b? 17 u}’ \/’ /\7 _>7 o7 N? 07 u}

y el conjunto D = {1,u} de elementos distinguidos. Ahora, el orden de los elementos de

A se da de la siguiente manera: u es el ultimo elemento, y el conjunto B = {0,a,b,1}



66

puede considerarse como un algebra booleana con a y b como sus dtomos. La operacion ~
se define como una negacién booleana para {0,a,b,1} y ~ u = 1. Ahora, la implicacién
queda definida por la forma z — y =~ xVy para {0, a, b, 1}, y para el resto de elementos,
u—x =1xyx— u=u Ahora, tomando o(z) =~ (x A ~x), no es dificil ver que esta
algebra es simple. Por otro lado, es ficil comprobar que los axiomas de mbC, (ciw), (Ci)
y (cf) son vélidos con la matriz A = (A, D). Ahora, considere los filtros F} = {a,1,u}
y Fy = {b,1,u}. Es solo para comprobar que F; y F5 tienen las mismas congruencias
compatibles maximas A x A, entonces el operador de Leibniz no es 1-1. Del ultimo y
Teorema 5.1 de [9], tenemos que estas l6gicas no son algebraizables. Asi, tenemos la

demostracion del siguiente Lema:

Lema 4.1.3. Las légicas mbC, mbCeciw, mbCci y Ci no son algebraizables con el
método de Blok-Pigozzi.

4.2. Estructuras Swap

Las estructuras Swap se presentaron en [11] como generalizacién de Nmatrices de
Avron, ver [4] y [5]. Estas estructuras son de hecho multidlgebras. Recordemos que una
multidlgebra sobre una asignatura dada ¥ es un par A = (A, 0 4) tal que A es un conjunto
no vacio y o4 es un mapeo asignando a cada ¢ € ¥,,, una funcién ¢ : A® — (P(A) —{0}),
donde P(A) es el conjunto de todos los subconjuntos de A. En particular, f # ¢* C A si
¢ € Xg. Por otro lado, una matriz no determinista (o Nmatriz) es un par M = (A, D) tal
que A = (A, 04) es una multidlgebra sobre X con soporte A, y D es un subconjunto de
A. Los elementos en D se llaman elementos distinguidos.

Por otro lado, presentaremos una convencion para ser utilizada en el resto de la seccion.
Primero, sea A un algebra booleana con dominio A. Six € Ax Ax A, entonces x; denotara
la i-esima proyeccion de x, es decir, m;(x), donde 7; es la proyeccién i-ésima candnica para
1=1,2,3.

Definicién 4.2.1. Sea A = (A,A,V,—,0,1) un dlgebra booleana, y B¢ = {z €
AXAXA : x1Vaa=1 y x1 Axs Axg = 0}. Una estructura Swap para mbC sobre A

es cualquier multidlgebra sobre 33,
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tal que B = |B| C B4 y donde las multioperaciones satisfacen lo siguiente, para cada x e

y en B:
(1) 0 # a#ty C{z € B: 2z = x1#}, para todo # € {A,V,—=};
(i) 0 # =2 C{z€ B: 2z =x};

(iii) 0 #£6x C {2 € B: 2 = x3}.

Definicién 4.2.2. Dada un dlgebra booleana A y una estructura Swap B para mbC sobre
A con dominio B, sea D = {x € B: x1 = 1} el conjunto de elementos distinguidos. La
matriz no determinista asociada a B es M(B) = (B, Dg). La Nmatriz asociada a B4 se
denotard por M 4.

La clase de todas las Nmatrices definidas por estructuras Swap para mbC se denotard

KmbC

por , es decir,

K™C = {M(B) : B es una estructura Swap para mbC sobre A, para algin A}.

Definicién 4.2.3. Sea B € K™ y M(B) = (B, D) como definimos anteriormente. Una
valoracién sobre M(B) es una funcion v : Ly — |B| tal que, por cada ¢, € Lyx:

(i) v(e#) € v(p)#v(W), por cada # € {A,V,—};
(i) v(=p) € 7w (p);
(ili) v(op) € dv(p).

Sea M(B) = (B, D) una matriz no determinista definida por una estructura Swap
B por mbC, y sea I' U {¢} C Lyx. Decimos que ¢ es una consecuencia de I' en M(B),
denotada por I' =) ¢, si se cumple lo siguiente: para cada valoracién v sobre M(B), si
v[I'] € D entonces v(y) € D. En particular, ¢ es valida en M(B), y se denota =5y ¢,
si v(¢) € D para cada valoracion v sobre M(B). Finalmente, I' |=gmbe ¢ siempre que
I =) ¢ por cada M(B) € K™PC.

Teorema 4.2.4. (Correctitud y Completitud con respecto a las estructuras Swap mbC)
Para todo T'U{p} C Ls: T Fppe @ si, y solo si, T' Egme @.
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Demostracién: Véase el Teorema 7.1 de [13]. O

Ahora, presentaremos la clase de estructuras Swap de mbCciw, mbCeci y Ci. Las
siguientes estructuras Swap se definen siguiendo la intencién de validar los axiomas es-
pecificos de estas logicas, para los detalles se pueden encontrar en la Seccién 8 de [13].

Sea A un algebra booleana.

» El universo de estructuras swap para mbCciw sobre A es el conjunto:

B ={2e€ BY*C : »V(aAzn) =1}

= El universo de estructuras swap para mbCciw sobre A es el conjunto:

B ={2€ BV : zmV(xAz)=1}
donde 6(z) = {(—(21 A 22), (21 A 22), 1)}

» El universo de estructuras swap para Ci sobre A es el conjunto:

Bgi — Bciw
donde 5(2) = {u € B 1uy = 25 v uy < uy b

Sea X una de las logicas mbCciw, mbCeci y Ci. La clase de todas las Nmatrices de-
finidas por estructuras Swap para X se denotarad por K¥, es decir, K¥ = {M(B) :
B es una estructura Swap de X sobre A, por algunos A}. Ademas, las definiciones de Fx

y Fxx se dan de la misma forma que mbC.

Teorema 4.2.5. (Correctitud y Completitud de X con respecto a estructuras Swap para
X) Para todo T'U{p} C Ly: T'Fx ¢ si, y solo si, I’ Fxx .

Demostracién: Ver el Teorema 8.13 y la Proposicién 8.15 de [13]. O
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4.3. La logica QmbC y algunas de sus extensiones no algebriza-
bles

La légica de primer orden QmbC se introdujo en [5] como una extensién de mbC
a un lenguaje de primer orden, se recordara brevemente. Ahora, asumimos la asignatura
proposicional ¥ = {A,V, —, 1, o} para mbC, asi como los simbolos V (cuantificador uni-
versal) y 3 (cuantificador existencial), con los signos de puntuacién (comas y paréntesis).
Sea Var un conjunto numerable de variables individuales. Una asignatura de primer orden

© para QmbC estd compuesta por los siguientes elementos:
- un conjunto C de constantes individuales;
- para cada n > 1, un conjunto JF,, de simbolos de funcién de aridad n,

- para cada n > 1, un conjunto P, de simbolos predicados de aridad n,

Se supondrd, como de costumbre, que O tiene al menos un simbolo de predicado

binario ~.

Por otro lado, sea © una asignatura de primer orden para QmbC. Los conjuntos
de términos y férmulas generados por © a partir de Var se denotaran por Ter y For,
respectivamente. Sea ¢ una férmula, la formula obtenida de ¢ al sustituir cada aparicién

libre de una variable x por un término ¢ se denotard por p(z/t).
Definicién 4.3.1. Sea © una asignatura de primer orden con igualdad. La l6gica QmbC

se obtiene del Cdlculo Hilbert mbC ampliado por los siguientes axiomas y reglas:

Axiomas Esquema:

(Ax12) @(z/t) — Jzp, sit es un término libre para x en ¢
(Ax13) Vzp — p(x/t), sit es un término libre para x en ¢

(Ax14) z =~ uz,
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Reglas de inferencia:

%
(3-In) %, donde x no ocurre libre en
Ty
%
(V-In) S:—vww, donde x no ocurre libre en o,
© x
(R— =) % donde y es una variable libre para x en ¢,
Y Py

también, p(xy) denota cualquier formula obtenida a partir de ¢ reemplazando algunas,

pero no necesariamente todas, las ocurrencias libres de x por y.

La relacion de consecuencia de QmbC se denotard por Fqmbc. Si I'U {p} es un
conjunto de férmulas, entonces I' Fqmbc ¢ denotara que existe una derivacion en QmbC

de ¢ a partir de T'.

4.4. Estructuras Swap de primer orden

Las estructuras Swap de primer orden para QmbC se consideraron por primera vez
en [14] para presentar un Teorema de Correctitud y Completitud. En esta seccién, presen-
taremos una prueba alternativa del Teorema de Correctitud para QmbC con respecto a
la clase de estructuras Swap de primer orden que simplifica la anterior. Ademas, nuestra
prueba no requiere la completitud Dedekind-MacNeille.

Sea M(B) = (B, D) una matriz no determinista definida por una estructura Swap B
por mbC, y sea © una asignatura de primer orden. Una estructura de primer orden sobre
M(B) y © es una terna A = (M(B), A, Iy) tal que A es un conjunto no vacio (el dominio

de la estructura) y Iy es un mapeo de interpretacién que asigna:
- a cada constante ¢ de C, un elemento c* de A;
- a cada sfmbolo de funcién f de aridad n, una funcién Iy(f) = f*: A» — A;

- a cada sfmbolo de predicado P de aridad n, una funcién Iy(P) = P*: A® — |B].

Una -valoracién v es una funcién de Var en A: por v[x — a] denotamos una 2A-

valoracién donde vjx — a](z) = a y v[lx — a|](y) = v(y) para cada variable y # x.
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Ademas, observemos que el dlgebra Ter es un dlgebra absolutamente libre, por lo que

para cada funciéon v : Var — A tenemos un tunico homomorfismo tal que v : Ter — A .

Definicién 4.4.1. Sea M(B) = (B,D) una matriz no determinista definida por una
estructura swap B para mbC' sobre un dlgebra booleana completa, y sea también A una
estructura sobre M(B) y ©, entonces definimos los valores de los términos y los valores

de verdad de las formulas en 2 para una valoracion v como sigue:

1zl = v(z),
1t )| = fsUllS,  Elly), para cualquier f € F,
1Pty )y = Ps([tall3, - [1tallY), para cualquier P € P,

#4113 € #llell2, por cada # € {0},
lo#0l[3 € 1@l 3F# 13, por cada # € {A,V, =},
IVzelly € {z € 1Bl : 21 = A (l@ll3pma)t}

acA

[[Bzp||* € {z€|B|l:2z1=V (|lol|* _.)1} (ver la notacion de Definicion 4.2.1),

v[z—al
acA
Its = ta| [ € D si, y solo si, [[ta] [} = |[t2][7,
[ (z/t)||* = Hgon[IHHtH%], si t es un término libre para x en .

Vale la pena mencionar que la tltima condiciéon puede probarse para versiones de
primer orden de légicas algebraizables, pero para légicas no algebrizables, como mbC, no
se cumple en general.

Ahora decimos que 2 y v satisfacen una férmula ¢, y lo denotamos por 2 E ¢[v], si
|||* € D. Ademés, decimos que ¢ es verdadero G si ||p||* € D para cada 2-valoracién
v y lo denotamos por 2 E ¢. Decimos que ¢ es una consecuencia semantica de [' en
QmbC si, para cualquier estructura 2A: si 2 F v para cada v € I, luego A F . En este
caso, lo denotamos por I' F .

Teorema 4.4.2. Sea T'U {¢} un conjunto de férmulas en Q@mbC. Entonces, T F ¢
implica I' E .
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Demostracion. Solo demostramos que el axioma (Ax13) es correcto. El resto de la prueba

se deja al lector. Primero, tenemos

lo(a/t) = Jwplly € lle(a/tI5=>1E2elly = 1@l qm—11F2ll-

Teniendo en cuenta ||t|[* € A, podemos inferir que

(e gz < \/(||90||%[[:c—>a])1a

a€A

luego ||¢(z/t) — Jxp|[* € D para cada estructura 2l y valoracién v, que la demostracién

es completa. O

Definicién 4.4.3 ([14]). Sea (-)> : (Ter U For) — (Ter U For) el mapeo tal que (s)" es
la expresion obtenida de s sustituyendo cada aparicidn de una constante t por el propio

término t, port € Ter.

Ahora, mostraremos cémo trabajar la Definicién 4.4.3 en un ejemplo:

(PUE ) AQ(FTew)y) ) = P 2) AQUf(e.0). 1),

Este ejemplo fue tomado de [14], vea la Definicién 8.9.

Esta claro que QmbC es una logica tarskiana y finitaria. Entonces, se cumple el Lema
Lindenbaum-Lo$ (ver Seccién 1.2). Ahora, sea = la relacién equivalente definida sobre For

como sigue: « = fsi, ysolosi,Fa— Sy F g —a.

Lema 4.4.4. Sea For/ = un dlgebra booleana. Si tomamos una teoria mazimal consistente
A y definimos la relacion ¢ =a ¥ si, y solo si, AFa— yAF 58— «, entonces For/A

es el algebra booleana de dos cadenas.

Demostracion. En la Proposicién 8.6 de [14], se demostré que For/ = es un dlgebra
booleana. Ahora tomando una teoria maximal consistente A, del Lema 2.6.4, tenemos
que si tomamos A = For/ =y D = A/ =, entonces A/D es un algebra booleana simple

que es equivalente a For/A. O

Ahora estamos en posicion de probar el principal resultado de esta Seccion.
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Teorema 4.4.5 (Completitud de QmbC con respecto a estructuras Swap de primer

orden). Sea I' U {p} un conjunto de formulas. Si I’ |=gmpc ¢ entonces I' Fompe ¢-

Demostracion. Supongamos que I' i/gmbc ¢. Consideremos el conjunto VI' de todas las
clausuras universales de I'. Entonces, del Lema de Lindenbaum-Lo$, hay una teoria ma-
ximal consistente A tal que A CVI'y A Fqmbc ¢ . De esto tltimo y teniendo en cuenta
el Lema 2.6.4, tenemos que A/ = es un sistema deductivo maximal de For/ =. Del Lema
4.4.4, existe un homomorfismo booleano h : For/ =— For/A tal que h™1({1}) = A
donde For/A es equivalente a By (el dlgebra booleana de dos elementos). Ahora, con-

sideremos M(Bs) la estructura swap definida sobre By y consideremos la estructura

2A = (M(By), Ter,-Te") donde Ter es el dlgebra de términos. Ademds, consideremos
||-[[2 : For — M(By) definido por la descripcion [|a|[3 = (hog(a”), hog(—a”), hog(ca®)),
donde ¢ : For — For/ = es una proyeccién canénica. Es fécil verificar que || - |3 es una

QmbC-valuacién, ver Definicién 4.4.1; ademas, es facil ver que para cada férmula a(x),
cada término ¢ y su nombre £ como constante de C, tenemos ||a(x/f)||ﬁ = ||ou(z/t)| 7}
teniendo en cuenta Definicion 4.4.3.

Por lo tanto, ||7|[2 € D para cada v € VT, pero ||¢[|3 & D que es una contradiccion.

De esto ultimo y el Teorema 3.4.6, hemos demostrado el Teorema. [

La Nmatriz M(B;) considerada en la prueba del Teorema anterior fue originalmente
introducida por A. Avron en [3] para caracterizar semanticamente las mbC. Observemos
que Ba, = {T, t, to, F, fo} donde T = (1,0,1), t = (1,1,0), t, = (1,0,0), F = (0,1,1)
y fo = (0,1,0). El conjunto D de elementos distinguidos de M(B,) es D = {T t, to},
mientras que ND = {F ! fo} es el conjunto de valores de verdad no distinguidos. Las

multioperaciones se definen de la siguiente manera:

ME [ T [t [t [ F o] [VMBT]t 0] F | f]
T D|D| D|ND|ND T |p/pD|[D|D | D
t D|D|D/|ND|ND t D|/D|D| D | D
to D|D/|D/|ND|ND tv |D|/D|[D| D | D
F | ND|ND|ND|ND|ND F |D|/D|D|ND|ND
fo IND|ND|ND|ND|ND fb, |ID|/D|D|ND|ND
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oME [T w] F ] [ [ME] [ M
T D|D|D|ND|ND T ND T D
{ D|D|D|ND|ND t D t || ND
to D|D|D|ND|ND to | ND to || ND
F DI D|/D|D]|D r D r D
fo DI D|/D|D| D fo D f | ND

En [13, Teorema 7.6, se demostré un Teorema de Representaciéon para la clase de
estructura Swap para las mbC. Mas precisamente, es posible ver que toda estructura Swap
es una subestructura de un producto donde cada eje tiene M(Bs). Por tanto, M(Bs) se
comporta como un algebra subdirectamente irreducible. Veremos que esta conexion entre
la prueba y la Nmatrix de Avron se traducen a las extensiones de las mbC consideradas

en este trabajo.

4.5. El principio de a-conversion

En [5], Avron y Zamansky senalaron que el principio de intersustituibilidad de pro-
bables equivalentes (IPE) no se cumple en las LFT de primer orden. Este es un principio
importante que vale para toda légica algebraizable; y podemos caracterizarlo de la siguien-
te manera: Vo (z) <> Yy (y) es demostrable siempre que ¥ (z) <> 1(y) sea demostrable.
Sin embargo, es imposible validar el principio IPE dentro del alcance de la légica no
algebraizable. Este problema no esta relacionado con la paraconsistencia sino con el no
determinismo. En [5], el problema se resolvié introduciendo una relacién entre férmulas
llamada a-conversiéon para que se cumpla el principio IPE. Con el mismo fin, se axio-
matizé la valoracién de férmulas, [14]. Ademds, Ferguson discuti6 el tema en la Seccién
1.4 y propuso una solucién, [47]. Ahora, presentaremos una nueva solucién al problema.
Primero, comencemos definiendo la relacién a-conservativa de féormulas de la siguiente

manera:

Definicién 4.5.1. ([5, Definition 5] y [47, Definition 1.23]) Dada una relacion de con-
gruencia ~ entre formulas de primer orden, se dice que >~ es a-conservativa si se cumplen

las siguientes condiciones:

(i) Siv(z/z) ~ ¢(y/z), para todo z € Var, entonces Qrip(x) ~ Qyo(y) con Q € {3,V}.
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(ii) Siv ~ ¢, donde x no es una variable libre de 1, entonces Qxip ~ ¢ con Q) € {3,V}.

Corolario 4.5.2. Sea = la relacion de equivalencia definida sobre For como sigue: o = 3

st, y solo si, Fa — By B — «a. Entonces, = es a-conservativa.

Demostracién: Sean ¥ (z) y ¢(y) dos férmulas y supongamos que ¥ (z/z) ~ ¢(y/z), para
todo z € Var. De este ultimo y del Teorema 4.4.5, tenemos para cada estructura fija
A= (M(B), A, Iy) y cada valoracién v : Var — A, entonces

(‘|¢(x)|’%[x—>v(z)])1 = (H(b(y)Hil[y—w(z)])l'

Asi, los siguientes conjuntos son idénticos:

{Ul@)msar = a € ALy {UI6W)I[3, a1  a € A}

Por lo tanto, en vista de la Definicién 4.4.1, ||Qz(z)|* = ||Qyo(y)||* con Q € V,3
como se desea. La prueba de la condicién (ii) de la Definicion 4.5.1 se sigue inmediatamente
de las mismas definiciones. O

Estd claro que solo solucionamos una parte del problema que se senal6 [5, 47]. Analizan-
do las férmulas de primer orden, podriamos tener que 1(x) <+ ¥ (y) es demostrable, pero
las condiciones (x): ot)(x) <> otb(y) y —)(x) <> —)(y) no lo son. Pero si axiomatizamos la
valoracién o introducimos una relacién para tener la condicién (x), el sistema tendria una

semantica mediante M-algebras de la Seccion 2.5, lo que no seria una resultado deseable.

De manera andloga a la Definicién 4.1.1, definimos las 16gicas QmbCciw, QmbCci
y QCi. Sea QX una de estas 1dgicas. Ahora, consideremos la definicién de Fgox v Fgex
de la misma manera que QmbC. La demostracion del siguiente teorema es una facil

adaptacion de la demostracion del teorema 4.4.5.

Teorema 4.5.3 (Integridad de QX con respecto a estructuras Swap de primer orden).

Sea T'U{p} un conjunto de formulas. Si T’ =gx ¢ entonces I' Fgx ¢.

En la prueba del Teorema 4.5.3, necesitamos usar estructuras Swap finitas, que Avron
present6 inicialmente como Nmatrix semantica para mbCciw, mbCeci y Ci (ver [3]), ver

también pag. 24 de [13] de la Seccién 8. Ademads, los teoremas de representacion para la
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clase de estructuras Swap para mbCciw, mbCci y Ci se dieron usando estas Nmatrices
finitas de Avron.

Observacion 4.5.4. Se estudid una version de primer orden de mbC (QmbC) en [14].
Es posible ver que la QmbC no es equivalente a nuestra QmbC. Para el sistema (QmbC,
cuando una férmula es una variante de otra se define de la siguiente manera (ver [14,
Definicion 5.3]): sean formulas ¢ y . Si ¢ se puede obtener de ¢ mediante la adicion
o eliminacion de cuantificadores vacios, o cambiando el nombre de las variables ligadas
(manteniendo las mismas variables libres en los mismos lugares), decimos que ¢ y 1 son
variantes entre si. Posteriormente, se considero el azioma (AX14) o — B donde a es una
variante de [ (ver [14, Definicion 5.4]). Ademds, para cada valoracion v, se incluyo la
condicion: (x) si a es una variante de 3, entonces v(a) = v(f).

Por lo tanto, si agregamos el axioma (AX14) a nuestro @QmbC' y agregamos la con-
dicion (x) para formulas variantes a nuestra Definicion 4.4.1, entonces obtenemos un

sistema equivalente. Pero entendemos que esta restriccion no es necesaria y va en contra
del hecho de la no algebraizabilidad de mbC.
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5. Capitulo V: Teoria de Conjuntos paraconsistentes

basadas en las légicas de da Costa

En este capitulo, construimos modelos valuados de estructuras de Fidel siguiendo la
metodologia desarrollada para modelos valuados de Heyting; recuérdese que las estructu-
ras de Fidel no son algebras en el sentido del dlgebra universal. Tomando modelos que
verifican la ley de Leibniz, podemos probar que todos los axiomas de la teoria de conjuntos
de ZF son validos sobre estos modelos. La prueba se basa fuertemente en la existencia de
modelos paraconsistentes de la ley de Leibniz. En este escenario, se discute la dificultad
de tener modelos algebraicos paraconsistentes para férmulas con negacion usando la in-
terpretacién estandar para la identidad = y el predicado del pertenece €, mostrando que

la existencia de modelos de la ley de Leibniz es esencial para obtener modelos para ZF.

5.1. Introduccién

La paraconsistencia es el estudio de sistemas légicos que tienen una negacién — que
no es explosiva, es decir, existen féormulas a v 3 en el lenguaje de la logica tal que 5 no es
derivable de el conjunto contradictorio {«, -« }. Estos sistemas se denominan tipicamente
sistemas no triviales. Existen varios enfoques de la paraconsistencia en la literatura desde
su introduccién en 1948 del sistema de la l6gica Discussive de Jaskowski, como la légica
Relevant, la 16gica Adaptative, las l6gica multivaluada y muchas otras. Priest introdujo
la conocida légica 3-valuada de Paradox (LP) con el objetivo de formalizar la perspectiva

filoséfica que subyace al Dialeteismo de Priest y Sylvan. Como es bien sabido, la tesis
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principal detras del Dialeteismo es que existen verdaderas contradicciones, es decir, que
algunas oraciones pueden ser verdaderas y falsas al mismo tiempo, ver [69].

Del otro lado de la paraconsistencia, tenemos los C-sistemas, C,, y C,, que se encuentran
entre las contribuciones mas conocidas de da Costa, sus alumnas, alumnos y colaborado-
res. A principios de la década de 1960, estos sistemas fueron introducidos en la tesis de da
Costa; en particular, para C,, da Costa procedié axiomaticamente conservando la parte
positiva de la 16gica intuicionista, y cambiando los axiomas por negacién, [26]. La motiva-
cién de inventar estos sistemas fue tener sistemas no explosivos; como consecuencia causal,
estos sistemas no eran congruentes para férmulas con negacion, por lo que los sistemas
quedaron sin semantica durante varios anos. Posteriormente, Fidel presento la semantica
para C, y C, mediante la presentacion de una novedosa estructura algebraico-relacional
para dar un Teorema de Correctitud para estas légicas con respecto a esas estructuras a
principios de la década de 1970, [32]. Estos resultados fueron presentados por Fidel a da
Costa encuanto este 1ltimo era profesor visitante del Departamento de Matemdtica de la
UNS invitado por R. Panzone. Hoy en dia, estas estructuras se denominan estructuras de
Fidel y es importante senalar que no son algebras en el sentido del dlgebra universal. Mas
tarde resulto que, de hecho, los sistemas de da Costa no son algebraizables en el método
de Blok-Pigozzi, véase, por ejemplo, [67].

Recuerde que las estructuras de Fidel son pares (A, { N, },c4) donde A es un dlgebra de
Heyting generalizada y N, es un conjunto de todas las posibles negaciones de x € A. Este
tipo de semantica fue presentada como la légica paraconsistente de Nelson por Odintsov,
[65, Section 3]; en este caso, la légica es algebraizable, pero no congruente para férmulas
con negacion.

Centrandonos en el objetivo principal de esta Seccion, recordemos que los modelos
Booleanos de la teorfa de conjuntos (ZF) de Zermelo-Fraenkel fueron introducidos por
Scott, Solovay y Vopénka en 1965; el desarrollo de esta teoria se puede encontrar en el
libro de Bell, [7]. Con estos modelos, es posible probar la validez de los axiomas de la
teoria de conjuntos de ZF. Ahora, tomando el algebra de Heyting en lugar del algebra
Booleana, podemos construir modelos Heyting valuados donde la prueba de la validez
de los axiomas de ZF en estos modelos se obtiene adaptando el caso booleano, ver [8].
Se pueden presentar otras teorias de conjuntos, como las cuanticas y difusas, utilizando
modelos de valores reticulares apropiados; pero estas teorias de conjuntos no usan los

axiomas de ZF especificamente, si no unos modificados. Més recientemente, Lowe y Ta-
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rafder presentaron la clase de dlgebras de implicacion razonable para construir modelos
con valores algebraicos que validen todos los axiomas del fragmento libre de negacion de
ZF, [58]; en este articulo, la importancia de la Ley de Leibniz se establecié en secciones
anteriores. En la literatura, hay algunas generalizaciones de modelos con valores alge-
braicos (ver [59]) y varios enfoques de teorfas de conjuntos paraconsistentes con modelos
construidos sobre modelos de tipo algebraico, que no tienen relacién con esta presentacion
y no usan propiamente los axiomas de ZF. Por otro lado, Priest y Ferguson presentaron
modelos paraconsistentes para la aritmética, ver [68, 55]. En 2020, com Figallo-Orellano
presentamos modelos para la teoria de conjuntos paraconsistentes de da Costa a través
de modelos construidos sobre estructuras de Fidel en [36].

El propdsito principal de esta seccion es mostrar que la teoria de conjuntos de Zermelo-
Fraenkel tiene modelos paraconsistentes construidos sobre estructuras de Fidel para C,,.
Para ello, se parte de la construcciéon de modelos valuados con estructuras de Fidel si-
guiendo la metodologia desarrollada para los modelos Heyting valuados. Posteriormente,
tomamos modelos que verifican la ley de Leibniz, y luego probamos que tales modelos
existen. Al estudiar la ley de Leibniz en el entorno algebraico, observamos que la ley no se
verifica sobre un modelo de Hj, donde Hj es el modelo de tres valores Algebra de Heyting
con pseudocomplemento dual; ademas, es posible ver que al menos uno de los axiomas de
ZF no es valido sobre este modelo usando el mapeo interpretacién estandar, ver Seccién
5.5. En cambio, tomando un modelo sobre la estructura de Fidel saturada sobre cadena de
tres elementos, podemos ver que se verifica la ley de Leibniz; y lo que es méas importante,
este modelo es paraconsistente. Finalmente, presentamos una prueba de que los axiomas
de la teoria de conjuntos de Zermelo-Fraenkel son validos sobre los modelos especiales de

estructura de valores de Fidel; en concreto, las que verifican la ley de Leibniz.

5.2. Semantica de Fidel para la légica C, da Costa

En esta seccion, resumiremos brevemente los principales antecedentes sobre las estruc-
turas de Fidel para C, que se utilizaran en el resto del capitulo. Comencemos considerando
la asignatura ¥ = {A,V, —, -}, y el lenguaje §m, el conjunto de férmulas, sobre el con-
junto numerable de variables proposicionales Var. La légica C, se define mediante el

siguiente conjunto de axiomas esquema y la regla Modus Ponens ([26]):

(Al) a = (8 — a),
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(A2) (@ = (B = 7)) = ((a = B) = (= 7)),

(A3) (@A pB) = a,

(Ad) (N B) = B,

(AD) a = (B = (A p)),

(A6) a = (aVp),

(A7) B = (aVv D),

(A8) (a—=7) = (68— ) = ((aAB) = 7)),
(A9) oV —a,

(A10) =—a — «a.

La nocién de derivacién de una férmula a en C,, se define como de costumbre. Decimos
que « es derivable a partir de I" en C,,, denotado por I' - «, si existe una derivacién de o
de ' en C,,. Si I' = () denotamos F «; en este caso, decimos que « es un teorema de C,,.

Ahora, recordemos que un algebra A = (A, V, A, —,0,1) se dice que es un dlgebra de
Heyting si el reducto (A, V,A,0,1) es un reticulo distributivo acotado y, para cualquier
a,b € A, el valor de a — b es un pseudocomplemento de a con respecto a b; es decir, el
mayor elemento del conjunto {z € A : a A ¢ < b}. Como un caso més general, decimos
que B = (B, V,A,—,1) es un dlgebra de Heyting generalizada si (B, V, A, 1) es un reticulo
distributivo con el elemento mayor 1 y — se define como el caso de Heyting. Esta ultima
clase de dlgebras se llama Relatively pseudo-complemented lattices en [70, Capitulo IV] y

Implicative Lattices en [65].

Definicién 5.2.1. Una C,-estructura es un sistema (A, {N,}zca) donde A es un dlgebra
de Heyting generalizada y { N, }rca €s una familia de conjuntos de A tal que las siguientes

condiciones se cumplen para cada v € A
(i) para todo x € A existe 2’ € N, tal que xV 2’ =1,

(ii) para todo ' € N, existe " € N tal que x" < x.
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En lo que sigue escribimos (A, N) en lugar de (A, {N, }.ca). Como ejemplo de estruc-
tura C,,, podemos tomar un algebra de Heyting generalizada A y el conjunto N2 = {y €
A:xVy=1}. Sedice que la estructura (A, {N:},ca) es una C,-estructura saturada.

Para un conjunto dado de férmulas I' en C,,, consideraremos la relacion binaria entre

formulas de la siguiente manera:
a=r fsi,ysolosi'F (a— B)A (B — ).

Teniendo en cuenta los axiomas positivos de C,, (Al) a (A8), tenemos que =r es una
congruencia con respecto a los conectivos V, A y —. Con |a|r denotamos la clase de «
bajo =r y L, denota el conjunto de todas las clases. Podemos definir las operaciones V, A
y — en L, de la siguiente manera: |a#8|r = |a|r#8|r con # € {A,V,—}. Por lo tanto,
estd claro que (L,,A,V,—,1) es un algebra de Heyting generalizada con el elemento
mayor 1 = |o — «ar. Para extender esta ultima algebra a la estructura C,,, definamos el
conjunto N, para cada férmula a como sigue: Ny = {|=f|r : 8 =r a}. No es dificil ver
que (L, {Na/r tacgm) es un C,-estructura que llamaremos estructura de Lindenbaum.

La idea de tomar este tipo de estructura de Lindenbaum fue presentada por Fidel en
[32] ¥ [33]; v Odintsov lo adapté a la Ldgica Paraconsistente de Nelson, ver [65, Section
3]

Diremos que una C-estructura (A, { N, }.c4) es una subestructura de una C,-estructura
(B,{N.}sep) si (i) A es una subdlgebra de By (ii) N, C N/ vale para x € A. Es facil ver
que cada C,-estructura (A, {NN,}) es una subestructura de la saturada (A, {N;:}) definido
anteriormente.

A su vez, diremos que una funcién v : §m — (A, {N,},ca) es una C, -valuacion si se

cumplen las siguientes condiciones:

(vl) v(a) € A donde « es una férmula atémica,
(v2) v(a#B) = v(a)#v(B) donde # € {A,V, =},
(v3) v(—a) € Ny@) y v(——a) < v(a).

Diremos que una férmula a es semanticamente valida si para cada C,-estructura
(A, N) y cada valoracién v sobre la estructura, la condicién v(«) = 1 se verifica; y en este

caso denotamos F . Ademas, escribimos I'' F « si cada para C,-estructura (A, N) y cada
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oo of |
(=S k=

I e I
—_ —t —t k.

Cuadro 1: Tabla de — para el algebra de Godel 3-valente

valoracién v sobre la estructura, la condicién v(f8) = 1 por cada 5 € I" implica v(a) = 1.

Asi, tenemos el siguiente Teorema que es la version fuerte de la dada en [32, Teorema 5.

Teorema 5.2.2. [67, Teorema 6.3] Sea I'U{a} un conjunto de férmulas de C,,. Entonces,
I'-a sisolo si ' F a.

Para ver que C,, es una légica paraconsistente, consideraremos la estructura

M3 = <H37N0 = {1}7‘]\% = {1}7N1 = {07 %7 1}>

donde H; = ({0, %, 1},A,V,—,0,1) es un dlgebra de Godel 3-valente (o un élgebra de
Heyting 3-valente) donde A y V son minimo y supremo en la cadena de tres elementos y
— se da a través de la tabla 1. Consideremos una valuacién v tal que v(a) = 3, v(—a) =1
y v(5) = 0 Entonces, del Teorema 5.2.2, tenemos I/ (-ma A @) — [ y teniendo en cuenta
el teorema de (meta-)deduccién, tenemos {—a, a} I/ f.

En el articulo [67], las extensiones no algebraizables de las C,, se muestran mediante

la adicion de los siguientes axiomas:
(Gn) (1 = a2) V-V (2 = o),
(L) (B—=a)Via—p).

Las légicas C,,, v C, o se obtienen de la axiomatica para C,, mas (G,,) y (L), respec-
tivamente. Usando estructuras de Fidel para C,,,, y C, , se determiné que son sistemas

decidibles y se verifica el siguiente Teorema de Correctitud:

Teorema 5.2.3. [67, Teorema 6.4 y 6.5] Sea I' U {a} un conjunto de formulas de C,,,
(Cuoo)- Entonces, I' e, o) @ 8i, y solo si, I' Fany « para cada C,,-estructura
<A7 N> para Cw,n (Cw,oo)-
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5.3. Modelos valuados de la estructura de Fidel

En esta seccién, presentaremos los modelos de estructura de Fidel como una adaptacién
de los modelos de valor booleano, [7]. Con este fin, comenzamos considerando la estructura
C, (A, N) donde A es un reticulo completo; y en este caso, decimos que (A, N) es una
estructura C,, completa.

Fijamos un modelo de teoria de conjuntos V y una C_-estructura completa (A, N) y

construimos un universo de nombres por recursividad transfinita:

VAN = o zuna funcién y rango(z) € Ay dom(z) C VéA,M

para algun ¢ < &}

VAN — Lo 2 € VY para algunos ¢}

La clase V{4) se denomina modelo de valor de estructura C,, sobre (A, N). Obser-

vemos que solo necesitamos el conjunto A para definir V§<A’N )

. Por L, denotamos el
lenguaje de primer orden de la teoria de conjuntos que consta unicamente de los conec-
tores proposicionales {—, A, V,—~} de C, y dos predicados binarios € y ~. Expandimos
este lenguaje agregando todos los elementos de V&N el idioma expandido se denotard
Loany-

Principios de induccion. Los conjuntos

V¢ ={z:2 C Vg, paraalgunos £ < (}

son definibles para todo ordinal £ y luego, todo conjunto x pertenece a V,, para algin
«. Entonces, este hecho induce una funcién rango(zr) = minimo ordinal £ tal que x € V.
Como rango(z) < rango(y) esté bien definido, inducimos un principio de induccion sobre
el rango: sea ¥ una propiedad sobre conjuntos. Suponga que, para cada conjunto x, si
U(y) se cumple para cada y tal que rango(y) < rango(z), entonces ¥(x) se cumple.
Asi, ¥(x) se cumple para todo x. De este ultimo, los Principios de Induccién (PI) se
mantienen en V) Suponga lo siguiente para todo z € V&N g U(y) se cumple
para cada y € dom(z), entonces ¥(z) se mantiene. Por lo tanto, W(x) se cumple para
todo z € VAN Por simplicidad, notamos cada conjunto v € VN por su nombre u

de Lia,n). Ademds, escribiremos ¢p(u) en lugar de ¢(x/u). Ahora, vamos a definir una
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valoracién por induccién sobre la complejidad de una férmula cerrada en La ny de la
siguiente manera:

Definicién 5.3.1. Para una estructura C,, completa dada (A, N), el mapeo || - ||

Lany — (A, N) se define de la siguiente manera:

Jlu € o[ AN =V (v(z) Al ~ ul[AN);
xedom(v)
[Ju = vf| AN = d/\( )(u(:v)) = ||z € v|| ) A d/\ ( )(v(:c) = ||z € ul[AM);
rxeaom(u xrxedom(v

||p# |4 = ||S0H<A,N>#H¢H<A,N>7 para todo # € {A,V,—};
||_'OZ||<A’N> € NHQH(A,N) Y ||_|_\Of||<A7N> S ||a||(A,N>;

Bzl AN =\ @)Yy [Vapl AN = A e(u)] [N
ueVIaN) weVIAN)
||90H<A’N> es llamado valor de verdad de la setencia ¢ en el languaje Lia ny en la

C,-estructura-valuada modelo sobre (A, N).

Definicién 5.3.2. Una sentencia ¢ en el languaje Lia ny se dice vdlida en VAN

denota V&N = o si||p]|(AN) = 1.

;Y se

Es importante notar que para cada C_-estructura (A, N) completa, el elemento A x
€A
es el primer elemento de A y entonces, A es un algebra de Heyting completa; denotamos

este elemento por 70”.

Ahora, presentamos un lema que sera 1util en lo siguiente:
Lema 5.3.3. Dada una estructura C,, completa dada, (A, N). Entonces:
(i) Il | AN = 1;
(i) u(z) < | € u|[™N) para todo x € dom(u);
(iii) |Ju =~ v|[AN) = |jv = u|[AN) | para todo u,v € VAN
(1) [l ol A% Ao & w] AN < [u e w[ AV

(iv) [fu of &M A Jlu € wl| AV < [l € w]| A,
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Demostracion. Tiene la misma demostracion que la del caso intuicionista usando la ley de
Leibniz y el hecho de que para toda férmula cerrada ¢ de L£a vy, tenemos ||¢||AN) € A,
ver por ejemplo [8]. O

5.4. La ley de Leibniz y sus modelos

En la teoria de conjuntos clasica e intuicionista, tenemos que los nombres representan
objetos y si tenemos objetos equivalentes, tendrian que poseer las mismas propiedades.
Esto se conoce como indiscernibilidad de los idénticos y podria considerarse como Ley de

Leibniz por el siguiente axioma:
uvAp(u) = p)

A continuacién, tomaremos (A, N) una C,-estructura completa tal que VAN satis-
face la Ley de Leibniz; en este caso, los llamaremos modelo de Leibniz.

Teniendo en cuenta el problema de ver si tales modelos realmente existen, podemos
tomar C-estructuras completas B = (B, N) donde B es un dlgebra booleana completa y
cada conjunto N, = {~ z}, para cada x € B, siendo ~ la negacién booleana. Entonces,
es claro que todo B valida todo axioma de C,; ademés, V2 valida todos los axiomas de

ZF pero VZ es un modelo consistente. A continuacién analizaremos este hecho.

5.5. Caso algebraico

Cabe mencionar que actualmente la Ley de Leibniz no tiene modelos algebraicos para

formulas con negacion. Para ver esto, comenzamos considerando el algebra de Heyting con

pseudocomplemento dual siguiendo H} = <{0, %, 1} S AV, =, 1> donde definimos —
y = a través del Cuadro 2, ver [72]. Ahora, consideremos el modelo de VH3 con valores
duales de Heyting sobre Hj. Sea w € VHs y sea 1(z) la férmula “w € x” donde z es
una variable libre. Tomando v = {(w, 1)}, u = {{w, )}, tenemos que |ju ~ v|[%s = 3 y
ast ||u & v[|™5 < |y (u) = 9 (v)[|™5 se verifica. Pero, de [[¢(v)|[™ = 1y [[¢(u)|[™ = 3,
tenemos que ||=(u)|[H =1y ||[=¢(v)||H = 0, y por lo tanto la ley no se verifica.

El problema de la inexistencia de modelos algebraicos de la ley conduce a la imposi-

bilidad de probar la validez de al menos un axioma de ZF para férmulas con negacion;
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Cuadro 2: Tabla de los conectivos — y — en Hj

de hecho, si tomamos la férmula ¢(x) := —p(x), entonces no es dificil ver que el axioma
“Separacién”no es valido.

Cabe mencionar que es posible ver que existe una légica asociada a la matriz (Hj, {1})
que es una extension de C,,, [66, Seccién 3]; es decir, esta matriz valida todos los axiomas

de C,,.

5.6. C(,-estructura basada en algebras de Heyting de cadena con

tres elementos

Para ver que existen modelos paraconsistentes de la ley de Leibniz, podemos considerar
estructuras con los siguientes requisitos: 1 € N, para todo z € Ay Ny = A. Ahora,
consideremos la C,-estrucura modelo VAN sobre (A, N) tal que, para cada férmula
cerrada 1, definimos ||—¢||AN) = 1y [|==¢|[AN = ||4]|4N) donde la férmula 1 no
es de la forma —¢ para ninguna férmula cerrada ¢. Para ver que esta condicién funciona
bien para férmulas con mas negaciones, solo hay que tener en cuenta que ||~——||(A&N =
=[N =1y ||am==gp |AN) = [|a=gp] AN = [|g[| AN vale. En general, podemos
considerar la formula —.1, donde —--- =) tiene un nimero par de negaciones delante de
¥, y ¥ no es de la forma —¢; entonces ||—.1)||“4N) = |[¢||4N). Pero si la férmula —,),
donde — - -- =1 tiene un nimero impar de negaciones delante de v, y 1) no es de la forma
-, entonces ||=,1||AN = 1. En este caso, diremos que V4N) es un modelo estandar
de Leibniz sobre un (A, N) completo saturado.

Consideremos nuevamente la siguiente estructura C,, saturada (ver Seccién 5.2):

1
M3 = <{07ial}a/\ava_h_‘aN(hNéaNl>

donde Ny = N; = {1}, y Ni = {0,2,1} y — se define en el Cuadro 2. Ahora

)99
consideremos el modelo estdndar de Leibniz VM y w € VM3 y sea ¢() la férmula “w €
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x” donde x es una variable libre. Ademads, consideremos el conjunto v = {{w, 1)}, u =
{{(w, 2)}. Entonces, tenemos ||=¢)(v)|[M3 = 1 = [|=¢)(u) || y claramente, || =) (u)[|[Ms =

[ (w)||M3 v ||==ap(w)[|M2 = ||¢(u)][M2. Asi, el modelo VM3 verifica la Ley de Leibniz.
e :
verifica la Ley de Leibniz. En general, tomando un modelo que verifique la ley, no sabemos

Esté claro que podriamos haber tomado ||—=t(v)] 5 porque el par (1, 3) es el que
cual es el valor real de la valoracién de cualquier formula con negacién pero sabremos que
es la correcta. Otro aspecto interesante de VM3 es que es un modelo paraconsistente
como hemos visto en la Seccién 5.2. Ademés, VM3 es un modelo de la 16gica C,, 3, y mas
adelante se demostrara que es un modelo de ZF. Ahora, estamos en condiciones de ofrecer

una demostraciéon del siguiente Teorema.

Teorema 5.6.1. Sea (A, N) una C,-estructura completa saturada tal que VAN es un

modelo Leibniz estandar, entonces VAN verifica la Ley de Leibniz.

Demostracion. Sea ¢(z) una férmula de £ia ny v u, v € VAN Haremos la demostracién
por induccién sobre la estructura de la formula. Teniendo en cuenta el caso intuicionista, es
posible ver que, para la férmula libre de negacién o(z), tenemos ||u = v||‘AN) < ||p(u) —
o(v)||N). Ahora, supongamos que o(z) es =) (x) tal que ¥ (z) no es de la forma —¢(z)
donde ¢(z) es cualquier férmula, entonces ||—(w)|[4N) = 1 = || (v)||™. Por lo
tanto, estd claro que |[u ~ v|| < |lp(u) = ©@)||*™. Supongamos ahora que ()
es =—p(x) tal que ¥ (z) no es de la forma —¢, entonces ||——(u)|[AN) = || (u)||AN
v [~ () || = ||¢(v)||“4N). Por hipétesis inductiva, tenemos que o(z) verifica la
Ley de Leibniz. Ahora bien, si ¢(z) es una férmula tal que tiene la forma ——-- - —)(x),

podemos proceder como los dos ultimos casos. O

A continuacién, presentamos una observacion importante que nos mostrara como fun-

cionan los modelos de esta seccién.

Observacion 5.6.2.

El Teorema 5.6.1 evidencia que hay una forma de proporcionar modelos paraconsistentes
que verifican la Ley de Leibniz, pero podrian existir otras dependiendo de la eleccion de
la estructura saturada completa C,. Ademds, es importante notar que las oraciones ~
dx(x € z) junto con ~ Jzy(x % y) se mantienen en los modelos de esta Seccion 5.6.

Esta es una consecuencia inesperada, pero hay que tener en cuenta que la negacion es
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paraconsistente. Creemos que esto no es un problema en la configuracion paraconsistente.
Recordemos que esta seccion se presenta para ver que existen modelos paraconsistentes de
la Ley de Leibniz, pero tomar una estructura de Fidel basada en un dlgebra de Heyting
adecuada puede tener mejores opciones. Resulta interesante explorar este tipo adecuado

de modelos de la ley.

Adoptaremos la siguiente notacién, para cada férmula ¢(z) y cada u € VAN 3z €
up(x) = Fz(z € u N p(x)) y Vo € up(x) = Ve(z € u— ¢(z)).

Ahora, presentamos el siguiente Lema que usaremos en el resto del capitulo.

Lema 5.6.3. Sea (A, N) una estructura C,, completa tal que V&N es el modelo de

Leibniz. Entonces, para cada férmula o(x) y cada u € V&N tenemos:

132 € up(@)|“N = \/ (ul@) Allp()]|)
x€dom(u)
Y
V2 € up(z)|[MY = N\ (ulz) = [lp(@)]| ).
z€dom(u)

Demostracion. Tiene la misma demostracién que el caso intuicionista usando la Ley de
Leibniz, el Lema 5.3.3, y recordando que para cada oraciéon ¢ y en cada C,-estructura
completa (A, N), la interpretacién ||p||¥) pertenece al dlgebra de Heyting A, ver por
ejemplo [8]. O

5.7. Teoria de conjuntos de Zermelo-Fraenkel

El sistema basico de teoria de conjuntos paraconsistentes es llamado ZFC,, y consiste
en una versién de primer orden de C,, sobre la asignatura de primer orden O, que contiene

un predicado de igualdad ~ y un predicado binario €.

Definicién 5.7.1. El sistema ZFC,, es la teoria de primer orden obtenida de la logica

C,, sobre © anadiendo los siguientes axiomas esquemas de teoria de conjuntos:

(Extensionality) VaVyVz(z€x < z€y) — (2

Q
E

(Pairing) VaVyduwVz[z e w + (z =2V zry),
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(Colletion)  Vz[(Vy € x3z¢(y, 2)) — JwVy € 23z € wo(y, 2)],
(Powerset) VzdwVz[z € w <> Vy € z(y € z)],
(Separation) VzdwVz[z € w <> (z € x A ¢(2))],

(Empty set) JaVz[z € 2 < (2 = 2)],

El conjunto que satisface este axioma es, por Fxtensionality, unico y nos referimos

a él con notacion (.
(Union) Vz3wVz[z € w + Jy € (2 € y)],

(Infinity) 3z[0 € x AVy € z(yT € )],

De Union, Paring y Extensionality, podemos notar por y* al conjunto y U {y}.
(Induction) Vz[(Vy € z¢(y)) — ¢(x)] = Yao(z).

Los ultimos nueve axiomas se usan generalmente para definir la teoria de conjuntos de
Zermelo-Fraenkel, [7]. Ahora, mostraremos algunos resultados técnicos para ser utilizados

en el resto del capitulo.

Definicién 5.7.2. Sea (A, N) una C,,-substructura completa y dado {u; : i € I} C VAN

una familia de conguntos, con {a; : i € I} C A, la suma ) a; - u; es una funcion u con
i€l
dom(u) = | dom(u;) y, para x € dom(u), u(x) = \/ a; A ||z € ug|[AN).
iel iel
El siguiente resultado se conoce como Lema Mixing v su prueba es exactamente la
misma para el caso intuicionista porque es una afirmacién sobre férmulas positivas, véase,

por ejemplo, [7, 8.

Lema 5.7.3. Sea (A, N) una C,-substructura completa y u la miztura Yicra; - u; donde
{uj:i € I} C VAN gy La, i eI} CA SiaAaj < |u; = || para todo i,j € I,

entonces a; < |Ju; & ul[AN).

Un conjunto B refina un conjunto A si para todo b € B existe algin a € A tal que
b < a. Un élgebra de Heyting H es refinable si para cada subconjunto A C H existe
alguna anti-cadena B en H que refina A y verifica \/ A =/ B.
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Teorema 5.7.4. Sea (A, N) una C,-subestructura completa tal que A es refinable. Si
VAN | Jaih(x), entonces existe u € VAN tal que VAN ah(u).

Demostracién. Como tenemos que A es un conjunto entonces, la familia X = {||s(u)||¢4N)

u € VAN también lo es. Por el axioma de eleccién, existe un ordinal a y un con-

junto {u¢ @ ¢ < a} € VAN tal que X = {[[v(ue)]|[N : ¢ < a}. Por lo tan-

to, ||3zy(2)||AN) = \/ |[(ue)||AN). Sea {a; : i € I} un refinamiento del conjunto
(<a

{1 (ue)|[AN 2 ¢ < a} tal que \Va; = V [[¢(ue)||*N). Podemos tomar para cada

el (<o
a; un v; € VAN tal que a; < [|[¢(vs)]|™N). Sea u la mixtura Yeza; - v;. Por el Le-

ma Mixing y la Ley de Leibniz, tenemos que 1 = \/ a; = \ (a; A [Jv; = ul|[4N)) <
iel iel

V ([ ) [N A Jo; = ][ A) < g (w)][ AN, 1o que completa la prueba. O

i€l

Ahora, dada una C_-subestructura completa (A’, N') de (A, N), tenemos los modelos
asociados VANV y VAN Entonces, es facil ver que VAN C V(AN
Por otro lado, decimos que una férmula ¢ es restringida si todos los cuantificadores

son de la forma Jy € x o Vy € z, entonces tenemos:

Lema 5.7.5. Para cualquier C,-subestructura completa (A'; N') de (A, N) y cualquier
formula restringida sin negacion ¥ (xy,--- ,x,) con variables en VIASND se cumple la

siguiente iqualdad:

oG, )| [ = [, )[4,

Demostracion. Es inmediato del caso intuicionista, teniendo en cuenta que A’ y A son
algebras de Heyting completas, y ¥(z1,- - ,x,) es una férmula restringida libre de nega-

clones. ]

Consideremos ahora el dlgebra booleana 2 = ({0,1},A,V,—,0,1) y el mapeo natural
2 VAN 5 VZN2) donde Ny = {(0, 1), (1,0)} definido por @ = {{?,1) : v € u}. Esto estd
bien definido por recursividad en v € dom(u). Esta claro que (2, Na) es C,-subestructura

de cualquier (A, N), entonces vale el siguiente lema:

Lema 5.7.6.



91

(i) [lu€d|| =V ||u= 2| para todo v € V yu € VAN

TEV

(i) ucve VAN EGchyu=v VANV EG~ D,

(iii) para todo x € VN2 egiste un tinico v € V tal que VN2 E g ~ 0,

(iv) para cualquier formula libre de negaciones ¥(x1,--+ ,x,) y todo z1, -+ ,x, € V,
tenemos que Y(xy1,- - ,x,) & V&N B (s - 2,). Mds ain, para cualquier
formula restringida libre de negaciones ¢, tenemos que ¢(xy,--- ,x,) < V&N
G(Tr, -+, Tn).

La prueba del ultimo teorema es la misma para el caso intuicionista porque conside-
ramos formulas restringidas libres de negacion y esto sera ttil para probar la validez del

axioma del Infinito.

5.8. Validaciéon de axiomas de ZF

Ahora, probaremos la validez de todos los axiomas de la teoria de conjuntos de ZFC,,.
Primero, comencemos considerando un modelo fijo V&) sobre una C,,-estructura com-
pleta (A, N) y supongamos que V) verifica la ley de Leibniz; es decir, es un modelo
de Leibniz. En aras de la brevedad y de ahora en adelante, usaremos la notacién ||.|| en
lugar de |[.|[“4).

Extensionality

Dados z,y € V&N entonces

Vz(zex < zey)|| = |V2(z€x—2z€y)A(z€y — 2z € 1)
= A (zezll=llzeviln A (zeyll =zl
2€V(AN) 2€V(AN)
< A (zezll=llzeyihn A (lzeyll =z €=l
z€dom(z) z€dom(y)
< A G@E=llzeyhn A k) = llzezl)
z€dom(x) zedom(y)

= |lz=yll.
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Asi, tenemos que ||VaVyVz((z € © +» 2z € y) — (z = y))||. Por otro lado, para todo
z € VAN inferimos que ||z = y|| A ||z € z|| < ||z € y|| y por lo tanto ||z = y|| < ||z €
z|| = ||z € y||. Luego, ||VaVy((z = y) = Vz(z € x <> 2z € y))||.

Pairing
Let u,v € VAN vy consiramos la funcion w = {(u, 1), (v,1)}. Luego, tenemos que
|z € wl| = (w(u) Allz = ul[) V(w) Allz = vl]) = [z = ul[V]]z = 0| = ||z = uV 2z = v]],

Powerset
Sea u € V&N v supongamos que w es una funcién tal que dom(w) = {f : dom(u) —
A ffuncién} y w(z) = ||Vy € z(y € u)||. Luego,

loewll= "\ (IVyealyew)l|Allz=0l) <|¥y € vy €wl.
xedom(w)
Por otro lado, dado v € VAN y considerando la funcién a tal que dom(a) = dom(u) y
a(z) = ||z € u|| A]|z € v||. Luego, es claro que a(z) — ||z € v|| = 1 para todo z € dom(a),

por lo tanto

IVy € v(y € u)|| = ed/\()(v(y)—>IIyEUII)
= yed/\( )(v(y) = (Ily € ul[ Av(y)))
< yed/\()(v(y)%a(y))
< yed/\( )(v(y) — [ly € all) A Ed/\( )(G(Z) = [[z € f])
= |lv=adl

Como tenemos que a(y) < ||y € u|| para todo y € dom(a), entonces ||Vy € a(y € u)|| = 1.
Luego a € dom(w) y por lo tanto, ||Vy € v(y € u)|| < |[Vy € a(y € u)||A||lv = a|| =
w(a) Ao = al| < v € wl].
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Union

Dado u € V") y considerando la funciéon w con dom(w) = |J  dom(v) y w(z) =
vedom(u)

\V v(z) donde A, = {v € dom(u) : © € dom(v)}. Entonces,

’UEAI
lyewl = \ (z=ylr\ v@)
xedom(w) vEA:
=V V(lz=yllAv)
zE€dom(w) vEAL
=V V =yl Av@)
vedom(u) x€dom(v)
= ||Fv € u(y € v)||.
Separation
Dado u € V&N v supongamos dom(w) = dom(u) y w(z) = ||z € ul| A ||o(z)]|
entonces
lzewll = \/ (lyewl|AllswllAlly= =)
rzedom(w)
<\ @Ay = 21).
z€dom(w)
Mas aun,
lo) A lly~ =l =\ (@) Allz=yll Allo()])
yedom(u)
< 'V (lyedlrllz=ylrllow)])
yEdom(u)
=V @@Arllz=yl) =]z €wl
yEdom(u)

Empty set
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Notemos que ||u = ul| = 1 para todo u € VAN entonces, ||—~(u =~ u)|| € N;. Luego,
consideramos w € V&N tal que u € dom(w) y ran(w) C {||[-(u =~ u)||} entonces, es
claro que |lu e w|| =V (w(z) A |jlu=z||) = ||-(u = u)||.

xEdom(w)
Infinity

Sea t(x) la férmula “Q € x AVy € z(y* € x)”. Entonces, el axioma en cuestién es la
sentencia Jz1)(z). Por lo tanto, es claro que la férmula libre de negaciones () € x A Vy €
z(yt € x) es restringida y ademéds ¢ (w) es verdadera. Luego, por el Lema 5.7.6 (iv),
tenemos que ||¢(w)|| = 1, y por lo tanto ||Fzyp(z)|| = 1.

Collection

Dado u € V&N v 2 € dom(u), existe por el Axioma de Eleccién un ordinal a, tal

que V lo(x,y)|l =V ||o(z,y)||. Para o = {a, 1 @ € dom(u)} y v la funcién
yEVIAN) yevAN

(A,N)

con dominio V y rango {1}, tenemos que :

Ve € uyo(e il = N\ (@) =\ ozl

z€dom(u) yeVIAN)
zE€dom(u) eréA,N)

= N\ (ul@) =3y € vi(z,y)|l)
xz€dom(u)

V2 € uTy € vo(x,y)||

IN

|| FwVz € udy € wo(z,y)||.

Induction

Supongamos = € V{4

N} Tuego probaremos su validez por induccién sobre la relacién
bien fundada y € dom(z). Consideremos a = ||Va[(Vy € z(y)) — ¥ (z)]]].

Por otro lado, supongamos que a < ||1)(y)|| para todo y € dom(x). Entonces, es claro

quea< A OII< A (@@ AIROI) = [IVy € 2¢(y)ll. Pero a < ||(y €

yEdom(x) yEdom(x)
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2(y))ll = [l (@)]]. Por lo tanto, a < ([|(Vy € zv(y))l| — [[L(2)l) Allvy € 2y ()] <
[l (2)]]-

Por lo anterior, tenemos probado el siguiente teorema:

Teorema 5.8.1. Sea (A, N) una C,-estructura completa tal que VN werifica la Ley
de Leibniz (es decir, es un modelo de Leibniz). Entonces, todos los axiomas de teoria de

conjuntos de ZFC,, son vdlidos en VAN

Ahora, definimos las teorfas de conjuntos paraconsistentes ZFC,, con (n < w) (y
ZFC, ) de la versién de primer orden de C,,,, (y C,, ~, consulte la Seccién 5.2) sobre la
asignatura de primer orden ©, que contiene un predicado de igualdad =, y un predicado
binario € agregando los axiomas esquema de teoria de conjuntos de la Definicion 5.7.1.

Entonces, también probamos:

Corolario 5.8.2. Sea (A, N) una C,,,,(C,, ~ )-estructura completa tal que VAN) verifica
la Ley de Leibniz (es decir, es un modelo de Leibniz). Entonces, todos los axiomas de
teoria de conjuntos de ZFC,,,, (ZFC, ) son vdlidos en VAN

Por otro lado, tenemos que para nuestras teorias de conjuntos paraconsistentes el
axioma esquema Comprehension no es valido en nuestros modelos. Para probar esto,
basta ver que ||3xVy(y € x)|| = 0, esta férmula es una instancia de Comprehension,
ver [58, Teorema 6.3].
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6. Capitulo V: Conclusiones finales

6.1. Resumen

Monteiro present6 su nociéon de congruencia maximal a principios de los anos 60. Lo
motivé extender su Teorema de Representacion para algebras booleanas al ambito de
ciertas variedades semisimples, la mayoria de ellas con operaciones reticulares. Posterior-
mente, otros autores ampliaron esta representacién para estructuras sin ningin tipo de
operacion reticular. Estamos bastante seguros de que sus estudios no estan motivados
en los aspectos légicos, de los sistemas algebraicos estudiados, como podemos ver en la
Definicién 3.16 y los comentarios finales de [62] del trabajo de A. Monteiro.

En esta tesis, hemos utilizado este método para presentar un Teorema de Represen-
tacion para el dlgebra de Hilbert n-valuada con supremo y operadores de Moisil, para
abreviar H?-algebras. Ademds, hemos extendido esta representacién para la clase de
M-4algebras y hemos exhibido importantes clases de dlgebras que de hecho son M-alge-
bras.

Usando las propiedades algebraicas de la clase de H,'*-algebras, hemos probado resul-
tados de correctitud y completitud con respecto a la légica porposicional y de primer orden
de las H,“-algebras; ademéds, hemos extendido la presentacién a la clase de M-dlgebras.

Para extendernos mas alla del alcance de las logicas algebrizables, hemos adaptado
nuestras pruebas algebraicas a una familia de logicas paraconsistentes de primer orden,

que su version proposicional no son algebrizables, consulte el lema 4.4.4, simplificando la
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presentacién inicial dada en [14].

Para las logicas de primer orden tratadas en esta tesis, hemos presentado una identidad
a través de un axioma y una nueva regla, esta identidad no es cldsica. Esta presentacion
es diferente a otras de la literatura, y seria interesante explorar o desarrollar la Teoria de
Modelos asociada a estos sistemas utilizando la presentacion de la identidad. Nuestra pre-
sentaciéon del predicado identidad es lo suficientemente general como para ser presentada
a las légicas de primer orden estudiadas en [70, 51, 20]. Particularmente estamos intere-
sados en estudiar el caso en que la identidad presenta un comportamiento fuzzy sobre las

versiones cuantificadas de las 16gicas fuzzy y A-fuzzy, ver [51].

6.2. Propuesta como trabajo futuro

= Propongo el estudio de teoria de modelos para C,, y las extensiones estudiadas en
[67] usando las F-estructuras, que son seménticas de ellas. Exploraré las nociones
de estructura, subestructuras, morfismos, equivalencia elemental. Buscaré las con-
diciones necesarias y suficientes para tener la equivalencia elemental, nos interesara
desarrollar los contenidos técnicos de los teoremas: de compacidad, Lowenheim-
Skolemi, Eliminacién de cuantificadores, Beth’s, Craig’s Interpolation, el test de
Tarski-Vaught. En los trabajos de Fitting y Martinez, estos temas se abordaron pa-
ra otras légicas, pero como el comportamiento de la negaciéon es bastante diferente

son de esperar algunas adaptaciones no sean inmediatas.

= Habiendo desarrollado la teoria de modelos para C,,, intentaré establecer las con-
diciones para tratar el importante teorema de la teoria de modelos que se conoce
en inglés como Condensation Lemma. Fue probado por Goédel como una herramien-
ta para estudiar la Hipétesis del Continuum (HC) en el contexto de la teoria de

conjuntos de Zermelo-Fraenkel (ZF), versién clésica.
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