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Resumen

El autor expone el primer problema de Hilbert, relativo a la
hipétesis del continuo de Cantor, y luego sus variantes. Se relata su
desarrollo y las soluciones encontradas, especialmente la de Cohen.
Luego se exponen las criticas intuicionistas y constructivistas a los
teoremas demostrados mediante el método diagonal de Cantor y a su
concepcion absolutista de las nociones de enumerable y no enumerable.
El resultado es una concepcion relativista de este par de conceptos.
Finalmente se presenta una variante para la cuestion de la enumerabilidad
del continuo.

Abstract

The author displays the first Hilbert’s problem, namely that related
with Cantor’s continuum hypothesis, and then his variants. Its
development and the found solutions are narrated, in particular the
Cohen’s one. After that are expounded the intuitionist and constructivist
criticisms to the through Cantor’s diagonal method demonstrated
theorems and his absolutist criterion for the notions of countability and
uncountability. The outcome is a relativistic understanding concerning
this couple of concepts. Finally the author puts forward a variant for the
questions of continuum’s countability.
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1. El problema.

El primero de los veintitrés problemas del articulo
“Mathematische Probleme” de David Hilbert reza asi:

“Cada sistema de infinitos numeros reales, e. d. cada conjunto
de niimeros (o de puntos) , es equivalente, o bien a todos los numeros
naturales 1,2,3, ..., o bien al conjunto de todos los mimeros reales y por
consiguiente al continuo, e. d. a los puntos de un segmento; conforme a
esto en lo que concierne a la equivalencia hay sclamente dos conjuntos
numeéricos, el conjunto enumerable y el continuo.

A partir de esta tesis se seguiria inmediatamente que el continuo
constituye la siguiente potencia [cardinalidad] por encima de la potencia
de los conjuntos enumerables, la demostracion de esta tesis tenderia un
nuevo puente entre el conjunto enumerable y el continuo.”™

Como se ve, se trata de la hipotesis del continuo (Kontinuum-
hypothese) propuesta por primera vez por Georg Cantor en 1878.2 El
sentido de la hipétesis es claro: Dentro de la teoria cantoriana de los
cardinales transfinitos el primero de ellos es X, que corresponde por
definicién a la potencia k(N) del conjunto IV de los naturales, y por
construccion a la de los conjuntos Z, Q y A de los enteros, racionales y
algebraicos, entre infinitos otros.> Cantor crey6 demostrar la existencia

! Jedes System von unendlich vielen reellen Zahlen, d. h. jede unendliche Zahlen- (oder
Punkt)menge, ist entweder der ganzen natirlichen Zahlen 1, 2, 3, ... oder der Menge
sdmtlicher reellen Zahlen und mithin dem Kontinuum, d. h. etwa den Punkten einer Strecke,
dquivalent; im Sinne der Aquivalenz gibt es hiernach nur zwei Zahlenmengen, die
abzdhlbare Menge und das Kontinuum.

Aus diesem Satz wiirde zugleich folgen, daf8 das Kontinuum die ndichste Mdchtigkeit iiber
die Méchtigkeit der abzihlbaren Mengen hinaus bildet; der Beweis dieses Satzes wiirde
mithin eine neue Briicke schlagen zwischen der abzihibaren Menge und dem Kontinuum.
(HieerT 1900, 298-299.)

2 CANTOR 1878, esp. p. 257s. (132s).

3 Algunas de cuyas sucesiones se generan por procedimientos similares a los de Galilei.
En esta cuestion se considera a Nicolds de Cusa predecesor de Galilei. Luego fueron
conocidas paradojas del infinito por Descartes y Bolzano. La definicion positiva de infinitud
mediante una biyeccion entre un conjunto y un subconjunto propio fue dada por Dedekind.
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de otras potencias transfinitas mayores y afirmo la existencia de una
sucesion mondtona creciente de cardinales transfinitos:

(DR<R <SR, <SR <L LSRR <SR <SR, <.
<R,

in infinitum, de modo que a cada ordinal o le correspondiera un cardinal
R,. Segun la creencia cantoriana, esta sucesion no seria meramente
relativa al sistema lingiiistico en que se expresara la teoria, sino que
seria absoluta, independiente del lenguaje del caso.

Uno de los procedimientos fundamentales para “generar”
cardinales mayores que R, de acuerdo a los clasicos teoremas
impredicativos de Cantor, era la postulacion de sucesivos conjuntos
potencia o conjuntos de partes para el conjunto N, P(V), cuya existencia
era aceptada a pesar de tratarse de un procedimiento no constructivo de
introduccién de entidades. De ese modo se “generaba” ~ es decir, se
escribia (no se construia) - por iteracién de la “(pseudo)funcién” P
aplicada a N la siguiente sucesién mondtoma creciente de cardinales:

(2) R, = k() < K(P(N)) < KPP(V)) < kPEREPN)) < ... .

Cantor no pudo determinar una correspondencia entre las
sucesiones (1) y (2). Lo que é1 si creia haber podido determinar en forma
absoluta (e. d. no relativa al sistema simboélico empleado) era que la
potencia del continuo k(c), o la del nimero de elementos del hipotético
conjunto infinito actual de los nimeros reales R, o la de los puntos de
cualquier extension continua, coincidiria con la potencia de! conjunto
de partes P(V) del conjunto N de los naturales, es decir

Un ejemplo de procedimiento de reordenacion es el primer procedimiento diagonal de
Cantor, mejor Hlamado procedimiento diagonal de Cauchy, que permite la reordenacién de
una matriz infinita con » entradas, en una sucesion simple, procedimiento que permite
demostrar la enumerabilidad de Q y otros conjuntos, y la completitud de los reales. Para
los reales y el continuo la dificultad esencial consiste en la inexistencia de algoritmos para
generar todos los infinitos subconjuntos infinitos de cualesquiera de los conjuntos infinitos
enumerables que hemos mencionado.
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(3) k(c) = KR) = K(P(V)) = 2.

Las dos potencias fundamentales en la aritmética eran las de los
numeros naturales y sus equivalentes, y la del continuo y sus equivalentes.
Tradicionalmente se habia considerado que habia un solo infinito, al
que mayoritariamente se lo consideraba s6lo potencial, in fieri, no actual
o completo. Cantor postuld en cambio sus embriagantes sucesiones de
infinitudes ordinales y cardinales desiguales dos a dos, lo que es condicién
para la admisibilidad de las sucesiones (1) y (2), pero ademas las
considerd desigualdades absolutas, no relativas a los medios expresivos
del sistema simbdlico utilizado. Respecto de las dos potencias importantes
para la aritmética existian pues, para Cantor, y luego para Hilbert, dos
soluciones posibles:

@) (V)= R < R, <. < K(¢) = KR) = KRV = 2%, ....)
(5) (KUV) = X, < K, = k(c) = k(R) = K(P(N)) = 2%, ...

<

(Cual es la posicion de la potencia del continuo en esa sucesion
de los alefs? Aqui establece Cantor su hipotesis respecto de estas dos
potencias y postula, sin poderlo demostrar, que no existe ningtin cardinal
transfinito M cuya potencia sea mayor que la potencia de N (R ) y menor
que la potencia del continuo k(P(N)), es decir:

(6) ~VM(k(N) < k(M) < K(P(N))),

o bien, conforme a (2) y (3)
(7) =VM(R | < K(M) < Kc) = K(R) = 2%°),
que son dos formas tradicionales de la hipétesis del continuo.
Mas tarde la hipotesis generalizada del continuo postulara que,
para todo conjunto transfinito 7, entre su cardinalidad k(7) y la de su

hipotético conjunto potencia x(P(7)), no existe ninglin cardinal transfinito
intermedio, es decir:

(8) ATV U (T es transfinito — k(T) < k(U) < K(P(T)).
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En una teoria de conjuntos como ZF, en la que vale el principio
de buena ordenacion, que es equivalente el axioma de eleccion, se puede
hacer corresponder a todo conjunto transfinito un cardinal equivalente
R, (con subindice ordinal ). Por ello en una teoria tal se pueden expresar
las formas (6), (7) y (8) de la hipétesis del continuo de las siguientes
maneras;

(9) k(c) = KR) = K(P(V)) = 2% = R,
(10) K(P(R ) = 2% = X ..

Sin el axioma de buena ordenacion o el de eleccidon obtenemos
en lugar de (10) solo la llamada hipdtesis Alef general

(1) A(R® ~ R )

"en la cual R*2 es el conjunto idempotente con P(R o) de las funciones de

X al par {@, {O}} =2y ~ es la relacién de idempotencia, pues en tal
caso ya no es seguro que el conjunto potencia de X, (ni de X ) sea bien
ordenado y que por lo tanto le corresponda un “alef” como nimero
cardinal.* En ZF sdlo son equivalentes (8) y (11) si se admite el axioma
de regularidad de von Neumann (1925, 1929) o de fundamento de
Zermelo (1930), aunque la distincidn entre conjuntos fundados
(ensembles ordinaires) y no fundados (extraordinaires) se remonta al
matematico ruso Mirimanoff (1917). Las versiones mds usuales de este
axioma son:

(12) VxA(X) = VY(A(Y)aAz(zey > —A(2))) ¥
(13)Y Az(z# @ = VX(X€Z A XNZ = O))

(si A se predica de algiin x, entonces existe un y que es el menor respecto
de la relacion €).°

4 Cf. ScHROEDER-HEISTER, Peter 1995.
* El axioma de Mirimanoff dice que no existe una cadena descendente ...€a,ea ea, para
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2. Solucion.

Godel demostrd en 1938 que la hipodtesis del continuo es
compatible con la axiomatica de conjuntos vNBG de von Neumann-
Bernays-Godel (y en consecuencia también con ZF). Pero un concepto
esencial para la construccién de una teoria de conjuntos que evitara
antinomias era el de los conjuntos “definidos” y éste no estaba bien
definido. Unos de los primeros limites a la formacién de conjuntos fue
propuesta por Henri Poincaré cuando, para evitar el “cercle vicieux” en
las definiciones conjuntistas introduce la nocién de “impredicatividad”
y propone como norma de formacion conceptual rechazar expresiones
sobre cualquier totalidad que contenga elementos que solo sean definibles
mediante dicha totalidad.® Por su parte Zermelo usa ¢l concepto de
“definido” (definit, Definitheit) por primera vez en uno de sus trabajos
de 1908, pero su definicion es deficiente, pues considera “definida” una
cuestion o un enunciado, si “las relaciones fundamentales del dominio
deciden sin arbitrariedad sobre su validez o invalidez en virtud de los
axiomas y de las leyes 16gicas universalmente vélidas”,” pero no queda
claro qué significa “sin arbitrariedad”, y ademas en varias demostraciones
usa conceptos que considera “definidos”, pero que no son predicativos.
En la historia de la teoria de conjuntos hubo numerosos intentos de
precisar adecuadamente la nocién de “definido”, por ejemplo los de
Fraenkel (1922, 1923), de Skolem (1922/1923, 1929) y los del mismo
Zermelo (1929). La que se impuso fue la definicion de Skolem, segiin Ia
cual:

“es definido todo enunciado compuesto a partir de enunciados
elementales xe y con ayuda de juntores y cuantores”.

larelacion de pertenencia que sea infinita, Obviamente este axioma de teoria de conjuntos
esta intimamente vinculado con los principios filosoficos de fundamento (o razon) y el
rechazo del regressus in infinitum de la tradicion filoséfica, al menos desde Aristoteles.

¢ PoINCARE 1906.

7 ZERMELO 1908b, 263: definit ist “eine Frage oder Aussage E iiber deren Giiltigkeit oder
Ungiiltigkeit die Grundbeziehungen des Bereiches vermoge der Axiome und der
allgemeingiiltigen logischen Gesetze ohne Willkiir entscheiden”.
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El mismo Skolem demostré en 1930 que el sistema ZF no
transgrede dicha definicion. En 1963, con el uso de esa definicion de
Skolem, Cohen propuso un sistema modificado del ZF, denominado ZFS
(o sistema de Zermelo-Fraenkel-Skolem), y en un modelo enumerable
del mismo, con ayuda del procedimiento metamatematico de “forcing” o
"forzamiento” desarrollado por él, pudo mostrar que existe una extensién
del mismo con axioma de eleccion, denominado ZFC, en la que valen
tanto los axiomas de ZFC como la negacion de la hipotesis generalizada
del continuo. De ello se sigue la independencia de dicha hip6tesis respecto
del sistema ZFC. Ello implica que, bajo la hipdtesis de que ZF sea
consistente en sentido pleno o fuerte (vollkonsistent, nicht
parakonsistent), a hipotesis del continuo, sea en su version simple o en
su version generalizada, no puede ni ser demostrada ni ser refutada en
ZF, y esto independientemente de que se suponga el axioma de eleccion
o no (en este caso para la hipotesis Alef general (11)).

Estos resultados, especialmente los de Cohen, constituyen lo que
hoy podemos denominar la solucion a la hipotesis del continuo en una
teoria de conjuntos de estilo cantoriano. Se trata de una solucién
semejante a la del quinto postulado de la geometria euclidiana. En ambos
casos la respuesta no afirma ni niega la hipétesis, sino que muestra que
es independiente: asi como son posibles una geometria con el quinto
postulado —la geometria euclidiana - y otras con cada uno de sus opuestos
~las otras geometrias de Riemann-, asi es posible una teoria de conjuntos
con hipétesis del continuo como axioma adicional y otras sin €l, o con
axiomas incompatibles.

3. Dificultades.

Por supuesto existen quaestiones disputatae en todos estos temas.
La primera pregunta que nos podemos hacer es: ;“Existen” los conjuntos
de los reales y de los puntos de una linea? E inmediatamente: ;Cémo
entendemos el término “existencia” en matematica?

i. En sentido formalista se podria decir que, si para una teoria axiomatica
T se puede construir una prueba de consistencia fuerte (Vollkonsistenz)
del sistema con medios estrictamente finitistas, entonces se puede
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conceder “existencia matematica” a la teoria 7, a sus teoremas y a sus
objetos. La condicion formalista la podemos simbolizar asi:

(14) Ae C(T) = -Ae C(D),

e. d. si A pertenece a la clausura deductiva de T, entonces —A no pertenece
a dicha clausura (aqui no discutimos ni dicha funcién clausura, ni su
codominio). Dicha prueba de consistencia fuerte es conditio sine qua
non para la admisibilidad de los sistemas axiomaticos y de sus objetos.
Pero para teorias de conjuntos suficientemente completas, como ZF y
similares, no existe dicha prueba. Por lo tanto no cumplen con la
condicién de admisibilidad hilbertiana.

ii. En el caso de la 16gica y la matematica paraconsistente, de da Costa
por ejemplo, se exige algo més débil para admitir un sistema axiomatico
y la existencia de sus objetos, a saber, que exista una prueba de
consistencia absoluta o débil, o prueba de no trivialidad, que es una
condicion pragmdtica trascendental para todo sistema posible y que
simbolizamos asi:

(15) C(D) = F(D),

donde F(T) es el conjunto de las formulas bien formadas de 7. Newton
da Costa da interesantes precisiones acerca de la situacion de la teoria
de conjuntos y su no trivialidad. En varios trabajos presenta metateoremas
que, partiendo del sistema NF de Quine, produce el sistema NF, que
difiere de aquél en que su l6gica subyacente es la logica de predicados
paraconsistente con identidad C,~ de da Costa. Un resultado importante
es su teorema 42:

La no-trivialidad de NF | implica la consistencia de NF.
Da Costa afirma que NF, aparentemente “no es trivial, pero no

se puede demostrar su no-trivialidad mds o menos en el mismo sentido
en que no se puede demostrar la consistencia de los sistemas deductivos
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tradicionales suficientemente fuertes”®, lo que constituye una
generalizacion de los teoremas de Gdédel a ciertos sistemas
paraconsistentes. De modo que nos encontramos en una situacién
semejante a la de las teorias tradicionales de conjuntos respecto de la
consistencia plena y tampoco se demuestra la condicién de da Costa de
aceptabilidad de las teorias para NF,.

iii. Los constructivistas exigen condiciones mas duras para admitir la
existencia: no sélo la consistencia plena de los formalistas, sino ademds
la constructividad de las definiciones (entidades) matematicas y de las
demostraciones.

iv. También son posibles conceptos paraconsistente-constructivos,
relevantes, etc., de existencia, que aqui no consideraremos.

Resulta inmediato que, para una misma teoria, la existencia
constructiva garantiza la existencia clasica, y ésta la paraconsistente,
siendo en general invélidas las conversas. Adviértase que, si fuese posible
la demostracién de consistencia plena, o aun la de no-trivialidad para las
teorias de conjuntos tradicionales, éstos cdlculos serian admisibles incluso
para los matematicos constructivistas. Pero no se da al antecedente.

Retornemos pues a la cuestion de la existencia de los reales y del
continuo desde un punto de vista constructivo. Respecto de cualquier
numero de un conjunto enumerable, como N, Z, @, etc., se puede afirmar
su existencia actual, pues existe un algoritmo para construirlo en un
namero finito de pasos, y por lo tanto también se puede afirmar la
existencia potencial (in fieri) de esos conjuntos, pero no su existencia
actual. Respecto de los nitmeros reales no se puede afirmar ni siquiera
la existencia de uno cualquiera de ellos mientras no se disponga del
algoritmo para producirlo. Y en el caso del continuo geométrico no se
puede afirmar la existencia de todos sus puntos, sino sélo la de los puntos
efectivamente construidos.

8 DA Costa 1980, 249,
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El nacleo de las disensiones conecta la cuestion de la existencia
con la cuestién de qué es una demostracion. Una de las tesis basicas de
toda esta cuestion es la tesis cantoriana de que

(16) k() < k(R).

Su “demostracion” se realiza por reduccién al absurdo con el

segundo procedimiento diagonal, que es método de construccion de
nuevas entidades aceptable bajo las condiciones de infinitud potencial y
predicatibidad® La formacion del conjunto de los reales a partir del de
los naturales reposa sobre la hipotesis de la existencia del conjunto
potencia o conjunto de partes de N. Pero ello equivale a dar las reglas de
construccion de toda las funciones N = {0, 1},10 que nos proporcionaria
cada uno de los reales, pero ello es una tarea imposible. Paul Lorenzen
nos dice asi: [Cantor argumenta] “Supuesto pucs que el conjunto de todas
las funciones fuese enumerable y f, f,» Syp-ern fuese una enumeracion de
ese conjunto, la funcién f(n)+1 proporcionaria entonces una funcion,
que seria diferente de todas las funciones posibles en general. Puesto
que esto es una contradiccion, entonces €s falso el supuesto: el conjunto
de todas las funciones posibles en general no es enumerable. De este
modo Cantor llega a la conclusién de que la infinitud de los nimeros
fundamentales (Grundzahlen) es s6lo la menor infinitud, junto a la cual
existen todavia infinitudes superiores (incluso infinitas).

Este conviccién reposa ... sobre el supuesto de la existencia del
conjunto de todas las funciones. Se supone que existe ese conjunto.
Recién después se puede suponer que sea enumerable y deducir de este
segundo supuesto una contradiccion. En la “demostracion” cantoriana
s6lo es problematico el primer supuesto. [...] En este lugar hay pues dos
posibilidades: o bien uno se limita a conjuntos construibles de funciones
(entonces no existe el conjunto de todas las funciones posibles, luego no
se satisface el primer supuesto de la “demostracion” de cantoriana y

9 Zweites Cantorsches Diagonalverfahren. El uso que Cantor hace del método es
pseudoconstructivo por impredicatividady el supuesto de infinitud actual, lo que desbarata
la prueba. En otros casos, como en el analisis de antinomias y en demostraciones de
incompletitud e indecidibilidad su uso es constructivo. Cf. THIEL 1995, ’
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todas las consecuencias de ella son por ello fantasias que no obligan), o
se renuncia a una satisfaccion constructiva de los supuestos cantorianos.
En la segunda posibilidad los supuestos constituyen los axiomas de una
teoria axiomatica en la cual “funcién” o “conjunto” es entonces un
concepto fundamental indefinido.”'

.Si observamos la estructura de la argumentacién cantoriana,
advertimos que es la de un modus ponens cuya implicacion tiene la forma
de 1a variante constructiva de la ley de Cardano-Saccheri que contiene
un enunciado basico E que supone que “el conjunto [del caso] es
enumerable y estd completo”, es decir:

(17)  (E = —E) = —E, (E = —~E)—E.

Pero E puede considerarse imposible, pues no se ha dado para el
cgnjunto referido un algoritmo constructivo que permita su enumeracion,
ni es completable. En tal caso la implicacion antecedente £ — —FE seria
constructivamente verdadera, por ser imposible su antecedente E. Por lo
tanto, al ser constructivamente vélida esta forma de la ley de Cardano-
Saccheri, la inica debilidad del teorema de Cantor esta en el antecedente
E de la implicacion antecedente, que habla de un conjunto impredicativo
y completo (infinito actual). El constructivismo se decide entonces por
normas de buena formacién mas exigentes para la aceptacion de
expresiones. Si aceptaramos la restriccion de que las fbf de la teoria no
pueden admitir expresiones sobre totalidades infinitas hipotéticamente
completas, ni impredicativas, entonces toda la argumentacién cantoriana
se desbarata, pues el enunciado £ no se podria usar en (17) por la mala
formacion que surge de su impredicatividad y de la postulacién de su
infinitud actual.

Ademas, como admiten muchos autores, toda teoria axiomética
de conjuntos es por lo menos “ligeramente artificial "', o algo peor. Por

19 LorenzeN 1965, 35-36. En el caso de estas totalidades indefinidas podemos hablar de
clases no enumerables respecto de los medios expresivos utilizados. (Las itilicas del texto
son mias.)

"' Suppes 1960, 41: “[if] emphasizes the slightly artificial character of any form of axiomatic
set theory.”
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ejemplo, en ZF son teoremas - {x:x=x} = @ yl= " 0 = @, en tanto que
en VNBG lo son - {x:x=x} = Vyi- N @ =V, donde V es la clase
umversal.

A la luz de las dificultades relativas a la existencia de cardinales
transfinitos absolutamente irreducibles a la enumerabilidad, desde un
principio a muchos matematicos y filésofos les ha parecido mas
razonable:

1. o bien desarrollar una fundaméntacion de la matematica completamente
diferente de la conjuntista,

2. o bien desarrollar una teoria de conjuntos que no admita sino una
cardinalidad transfinita enumerable en sentido absoluto.

Un ejemplo del primero de esos caminos fue el llamado “camino
heroico” de Lesniewski, continuado por Richard Martin'? y otros autores,
que aqui no consideraremos. Ejemplos del segundo de los caminos, mas
exigente que el de las axiomaticas conjuntistas habituales de tipo
cantoriano, fue la de evitar el “paraiso de Cantor”, para estos autores
comparable a la “jungla de Meinong” (Meinongs Dschungel) o a los
“barrios bajos ontologicos” (ontological slum) de los que habla Quine
para otros temas. El problema estaba sobre todo en el universo cardinal
transfinito de Cantor, el cual deberia poderse reducir al menos a un
procedimiento notacional innocuo que dependa del sistema lingiiistico
en que nos expresamos. Este segundo camino comienza con Kronecker,
continua con los pre- y semiintuicionistas, sigue con Brouwer, Heyting,
y llega a los intuicionistas y constructivistas contemporaneos. En su faz
técnica podemos comenzar recordando algunos teoremas de Lowenheim
de 1915. Lo primero que demostrd este autor fue que en la logica
cuantificacional monédica, si una fbf 4 tiene n predicadores distintos y
es vélida en un dominio D(2") no vacio con al menos 2" elementos,
entonces es vélida en todo dominio no vacio D:

12 MaRTIN 1988, cap. xii: “On Mereology and the Heroic Course”.
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(18) si= 4 entonces = 4 (para todo D # @).
D(2") D

Luego el resultado fue generalizado para predicadores n-adicos,
obteniéndose el teorema:

(19) siE 4 entonces = A4 (para todo D # ©),
D, D

Donde D_ es un dominio enumerable. Es decir: “Si una fbf es vdlida en
un dominio infinito enumerable, entonces es valida en todo dominio no
vacio.” Skolem alcanza su famoso resultado por contraposicién,
generalizacion para un conjunto enumerable de fbf (o una conjuncién
enumerable de ellas), formas normales prenexas de Skolem (donde cada
cuantor universal precede a todo cuantor existencial) y el axioma de
eleccion. Sea ‘F,’ un conjunto enumerable de fbf, ‘{D, a} un modelo
de ‘F,’ en un dominio de objetos ‘D’ con una interpretacién ‘at’, que
hace corresponder una relacion n-adica definida en ‘D’ a cada letra
predicativa n-ddica de ‘F,’, y las letras ‘v’ 0 ‘f’a ‘F 'y *{D, &’} es un
modelo con dominio enumerable, entonces una de las variantes del
teorema de Skolem dice:

(20) “Si F, es satisfacible en un modelo {D, a}, entonces F, es
satisfacible en un submodelo enumerable {D_, &’} de {D, o}.”"*

Obviamente su demostracion no fue constructiva. Desde entonces
se comenzo a hablar de la “paradoja de Lowenheim-Skolem”, pero hay
que advertir que dicho teorema es paraddjico solo bajo el supuesto de
que la distincion entre conjuntos infinitos enumerables y no-enumerables
sea una distincion absoluta. Puesto que versiones de ZF se pueden
axiomatizar en el calculo de predicados de primer orden, entonces (20)
viene a decir que, si ZF (u otra axiomatizacion) tiene un modelo, entonces
tiene un modelo enumerable. Oscar Becker concluye que “Esto no

13 SkoLem 1920.



92 Cuadernos del Sur - Filosoffa 30, 2000 Jorge A. Roetti

significa otra cosa sino que no existe un no enumerable absoluto.”" El
segundo procedimiento diagonal no permite construir el conjunto de los
infinitos decimales presuntamente no-enumerable. Lo tinico que nos dice
la demostracion cantoriana es que dicho método diagonal no sirve para
construir una correspondencia biunivoca entre el conjunto de los
naturales y la coleccion indefinida de los reales. El intento de Cantor
con el segundo método diagonal solo prueba que la tarea de acomodar
a todos los reales en la “primera clase de los niimeros ordinales” es
irrealizable, pero no prueba de ninguna manera su no-enumerabilidad
ni excluye la posibilidad de otros métodos para producir dicha
correspondencia biunivoca. Esto significa relativizar los conceptos de
enumerable y no-enumerable a los métodos por los que se intenta
producir la biyeccion o a los lenguajes en que se la intenta establecer.
Una de las consecuencias es que “el soberbio edificio de la teoria de
conjuntos de Cantor ... parece manifestarse como una fantasmagoria,
como un cierto espejismo que se desvanece al acercarse a é1.”'5 Dicho
de otro modo, con el segundo procedimiento diagonal lo que
efectivamente descubrié Cantor fue el caracter de clase indefinida de
los reales.

4. Disolucion.

Lorenzen da un nuevo paso en la critica de la distincién absoluta
entre enumerable y no-enumerable mediante una construccién “en capas”
de entidades con métodos estrictamente predicativos. A partir de la 16gica
constructiva edifica un “lenguaje elemental” para la matematica operativa
entendida como “un operar esquematico con figuras”. Los 4tomos de
ese lenguaje son:

1. 4tomos de objeto a, ., a,

2. variables de objeto Xy e X,

3. simbolos de relacién,

4. particulas l6gicas y

5. operadores de abstraccion para conjuntos, relaciones, descripciones y
funciones respectivamente. '

' Becker 1966, 185.
' BECKER 1966, 186. Recordar lo dicho por Lorenzen en nota 10.
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A partir de alli se procede paso a paso, definiendo qué son
términos, enunciados elementales (Primaussagen), enunciados, formas
de enunciados, etc. Luego se reitera el proceso de construccién del
lenguaje elemental para definir “conjuntos de conjuntos”, “funciones
sobre conjuntos”, etc. La “capa lingiiistica 0” consta de 4tomos y variables
de objeto; la “capa 1” consta de figuras compuestas por 4tomos de las
especies 1 a 5. En la segunda capa se introducen nuevos dtomos y
variables, cuyos dominios (finitos) se encuentran en la primera capa.
Luego se presenta un procedimiento efectivo para traducir cada traducir
cada expresion o conjunto del lenguaje de la capa n al lenguaje de la
capa n+1. Esto permite prescindir de subindices y considerar a las capas
inferiores como fragmentos de las superiores. Si ‘Xe C,’ significa que
‘X es una figura de la capa lingiiistica 0’ y ‘Xe C’ que lo es de la capa
lingiiistica enésima, entonces se define:

(21) XeC, e V (Xe C), donde ne o,

es decir, X es una figura de la capa C,, siy solo si existe un » natural tal
que Xes una figura de la capa C.. Al construir C,,, advertimos que ésta
es la capa lingiiistica que habla sobre figuras de cualesquiera capas
lingiiisticas finitas. El proceso se contintia ad libitum hasta algun ordinal
determinado de la segunda clase numérica ordinal. Para la
fundamentacién constructiva de gran parte del analisis clasico sélo se
requiere superar la capa lingiiistica Ce pues la capa C,, | es la primera
que permite construir conjuntos infinitos a partir de sistemas finitos de
atomos, lo que no acontece en ninguna capa C conn<." Cada conjunto
finito de objetos bésicos es representanble en C.. En C, es representable
el conjunto de todos los conjuntos finitos de objetos basicos. Para alcanzar
el conjunto infinito mas simple, como

(@2)  Aa, {a}, {{a}}, ...},

se requiere llegar a la capa C,.,- En capas superiores no sélo son
representables nuevos conjuntos de conjuntos, sino nuevos objetos

1 Cf. LoreNzen 1969, 189,
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bésicos de capas superiores, como muestra el ejemplo de conjunto infinito
citado en (22). Uno de los resultados fundamentales de estas
“construcciones lingiiisticas” (Sprachkonstruktionen) es que todas sus
capas son enumerables en el sentido de que existe una biyeccion sobre
el conjunto de los enteros positivos. La biyeccién entre C, y una capa
enumerable ya es representable en C_ . Este teorema se demuestra por.
un procedimiento de goedelizacién.” Un corolario importante de este
teorema es que no existen conjuntos absolutamente no-enumerables en
la matemdtica constructiva'® : los conjuntos no-enumerables hasta la capa
C, ya son enumerables en C,.,- Luego cada conjunto [bien construido)
es enumerable en sentido absoluto, esto es en una capa lingiiistica
apropiada.’

De este modo muchos teoremas pierden su carécter paradojal: el '

teorema de Lwenheim-Skolem se vuelve natural, la tesis cantoriana de
que la clase indefinida de los reales R tiene cardinalidad 2¥° y que ésta
sea no-enumerable es correcta en la capa lingiiistica C,,, (en la que se
desarrolla el proceso diagonal), pero 2%° se torna enumerable’en una
capa superior, etc. La demostracion de la relatividad lingiiistica de los
conceptos de enumerable y no-enumerable es constructiva, como también
lo es la de la enumerabilidad en una capa superior de todo conjunto
representado como no enumerable en una capa lingiiistica determinada.
Pero lo que Lorenzen no nos da es la construccion de una biyeccion
concreta entre R y N, precisamente porque R no puede ser un conjunto
definido. Por lo tanto sus demostraciones respecto de una biyeccion tal
son de existencia débil, es decir precedida por una doble negacion. Lo
que queda firme es 1a no conclusividad absoluta (aunque si relativa) de
los teoremas cantorianos criticos, la relatividad de las nociones de
enumerabilidad y no-enumerabilidad, y la existencia débil de la
enumerabilidad de todo conjunto en una capa lingiiistica adecuada.

17 Lorenzen 1969, 191-192.

8 [ orenzeN 1969, 193: “..., daf es in der operativen Mathematik keine
“Uberabzihlbarkeit " gibt.”

19 Lorenzen 1969, 193: “..., dafl jede Menge abzdhlbar ist im absoluten Sinne, d. h.in
einer geeigneten Sprachschicht.”
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Hay otro argumento muy bien conducido por Karl H. Wolff*®,
quien también mediante un procedimiento de aritmetizacion en el sistema
binario y goedelizacion demuestra que no es demostrable la existencia
de los nimeros reales de la segunda clase, es decir aquetlos que no se
pueden representar en un lenguaje determinado mediante una sucesion
finita de signos de un alfabeto finito, que tampoco el segundo
procedimiento diagonal proporciona ninguna demostracion, y que la
existencia de conjuntos transenumerables tampoco se puede demostrar
mediante la formacidn de los conjuntos potencia. Por lo tanto los objetos
de la segunda clase real s6lo se pueden introducir axiomaticamente, pero
puesto que la fabricacion de algoritmos para representarlos no es posible,
salvo excepciones, entonces se requiere un axioma de eleccion, que es
un acto de magia matemdtica (“ocurre un milagro”).

Sin embargo, bajo circunstancias que especificaremos, podremos
considerar que el limite para n — X de la siguiente funcién recursiva es
un ejemplo entre otros posibles de una biyeccion entre conjuntos como
NYR:

(23) 2°=1,
2+ k=1+X2"+k (con1<n, 0Sk<2%k m,neN).
m<n

En un sistema de estilo cantoriano, como ZF, el limite para n —
X_ del miembro izquierdo es 2*°. Para el miembro derecho, recordando
que X_= wy las definiciones de exponenciacion para ordinales limite y
de numeros-Y, es posible deducir:

(24) 2%o= U2n= 1 +U2"S 1 +320< %0 2
new ne® neQ

Recordando otro famoso teorema de ZF para ordinales limites tenemos:

0 WoLrrF 1961, 399-404.
1 Monk 1969, 107ss.
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25) WM =M, si M es un ordinal limite.?

La cuestion decisiva es aqui la de cual es el ordinal limite, pues con

1 + 2, 2" podemos proceder de dos maneras diferentes, de las cuales
m<n

resultaran para ¢l limite dos expresiones cardinales lingliisticamente

diferentes:

1. O bien procedemos de la manera usual en los sistemas cantorianos,
conforme a la cual dicha sucesién converge hacia 29 0 2¥°, con lo cual,
considerando UM = M para ordinales limite obtenemos el resultado
tradicional:

(26) lim 1 + Yom=2%o,
n— m<n

con total beneplacito del clan cantoriano.

2. O bien en este caso nos aferramos al principio de permanencia de las
leyes formales de Hankel ~ con lo que nos vemos obligados a modificar
la estructura fundamental de la teoria de conjuntos cantoriana -y a
apelar a un teorema elemental (e intuitivamente razonable) que vale,
entre otros dominios, para limites de sucesiones en espacios métricos (0
como caso particular para sucesiones monétonas de niimeros reales),
que es compatible con (25) y que afirma que “si una sucesion infinita s,
(convergente o divergente) tiene un limite s, entonces toda subsucesion
infinita t s, tiene el mismo limite.” De acuerdo con ello, puesto que

@Q7) t=1+22"
m<n

€s una sucesion cuyo rango toma los valores 1, 2,4, 8, ..., es decir, es una

2 Cf. P. ¢j. Suppes 1960, 196, Th. 3. Obviamente para ordinales no limites vale UM =M.
Véase también ipse, idem, 134, Th. 14.
3 Cf. P. ¢j., 55-56, proposiciones 3.13.5 y 3.13.10, y Rey Pastor 1952, tomo [, 270-271.
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subsucesion de aquella cuyo rango ¢s €l conjunto de los naturales N,
argumentando de la siguiente manera para ordinales limites, aplicando
(25) y el citado teorema para subsucesiones obtenemos:

i. ¢ es una subsucesion de ®,

il. UM =M (25),

iii. lim¢ =L 1+ Y r=p(E=R o)» de donde tenemos:
n—® new n<

(28) lim1+22™ =R,
n->® m<n

De (26) y (28) surge la aparente paradoja
(29) X = 2Ro,

lo que implica modificaciones substanciales en las teorias de conjuntos
de estilo cantoriano con el propésito de conservar la vigencia transfinita
del principio de permanencia de las leyes formales de Hankel,
modificaciones que eliminan las dificultades de los teoremas
impredicativos de Cantor respecto a las potencias cardinales transfinitas
absolutas. (29) seria una paradoja e incluso una antinomia si
aceptdramos una teoria de conjuntos cantoriana en la que los conceptos
de enumerable y de no-enumerable fuesen absolutos. En cambio en una
teoria en la que las cardinalidades transfinitas son relativas a la capa
lingiiistica en que se expresan desaparece la antinomia y desaparece
incluso su cardcter paradojal.

Adoptar el primero o el segundo de los procedimientos
mencionados arriba tiene algo de decision tedrica. La segunda decision,
que recurre al principio de conservacion de Hankel y conserva la validez

* Cf. Suppes 1960, 51 y 222. Entendemos por antinomia una oposicion inwfﬁ;&i@?lg:dc

enunciados o fbf de un lenguaje y por paradoja un enunciado verdadero pero sorprendente;

por opuesto a la “intuicién” ingenua, que parece ser falso. Cf. pa Costa 1980, 194, y'
Konpakow 1983, 33 y 369. ,
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de los teoremas para sucesiones en la segunda clase ordinal, sélo puede
ser objetable bajo el indemostrable supuesto cantoriano del cardcter
absoluto de las cardinalidades transfinitas. Pero no lo es una vez que
esta demostrado que las cardinalidades transfinitas son relativas a la capa
lingiiistica en la que discurre la argumentacion, esto es, la construccion
lingiiistica de la entidad. Alguien podria ain insistir en que
lim_ 2"=2%°y que por lo tanto la sumatoria no puede tener un “limite
inferior”. Pero esto es falso, pues se apoya en el supuesto infundado del
carécter absoluto de los cardinales transfinitos y sus diferencias. Las
demostraciones del cardcter relativo a una capa lingiiistica de los
predicados ‘enumerable’ y 'no-enumerable’ y de que todo conjunto no
enumerable es reducible a uno enumerable en la capa lingiiistica adecuada
permiten justificar la extension del principio de conservacion de Hankel
a los teoremas de la teoria de sucesiones a fragmentos de la segunda
clase ordinal. La reconstruccion lorenziana de un fragmento de la teoria
de conjuntos, que es necesaria para la construccion de la matematica
constructiva, incluida en ella gran parte del analisis clasico, es una
modificacién adecuada que no requiere cardinales transfinitos
absolutamente inconmensurables y que permite conservar principios y
teoremas “intuitivamente razonables”, como los arriba mencionados, para
fragmentos de la segunda clase ordinal.

Los resultados de la reconstruccién de Lorenzen y otros han tenido
consecuencias importantes. Una de ellas tiene que ver con el problema
de Tarski acerca de los cardinales inaccesibles. En la reconstruccion
lorenziana el Ginico cardinal absolutamente inaccesible que se conserva
es X, 0 . Los restantes serian solamente una proliferacion lingistica
inocua no absoluta, sino relativa a la capa lingtiistica, de entidades de
una teoria de conjuntos demasiado vasta y no constructiva que seria, en
opinion de Lorenzen, un “fragmento de literatura fantastica”.”

25 Otro curioso resultado de Lorenzen 1969, 193 es el siguiente: “Esta enumerabilidad y
transenumerabilidad relativas difiere de los conceptos absolutos de la teoria de contoriana
de conjuntos ante todo en que un subconjunto de un conjunto enumerable en C no siempre
es también enumerable en C, En tanto ¢l conjunto de todos los objetos fundamentales ya
es p. ¢j. enumerable en C,, hay ... conjuntos de objetos fundamentales que no son
representables en C,, y que por lo tanto no son enumerables en C,.” (“Diese relative
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Todo esto produce una disolucion del problema del continuo, que
dice que el primer cardinal transfinito sélo es relativamente menor que
los siguientes, pero se puede afirmar que no existen cardinales
absolutamente “mds grandes” que él. Siempre podemos permanecer en
el ambito de lo enumerable.

Las teorias de conjuntos de estilo cantoriano con sus cardinales
transfinitos absolutos son teorias platonicas y barrocas. La objeccion
fundamental a las teorias de estilo cantoriano es entonces ¢para qué?, si
podemos prescindir de ellas, ya que no son necesarias para la construccion
de ningtin fragmento de matematica que se requiera en la organizacion
simbélica de alguna ciencia empirica. Hay varias respuestas posibles,
pero para las ciencias de medios y de fines bastan las teorias predicativas.
De todos modos es aqui importante sefialar que el conflicto esencial no
est4 tanto en (1) la admision unica del infinito potencial o también la del
infinito actual (ya que también diversas formas de constructivismo, en
la medida en que admiten ciertas formas de induccion transfinita, admiten
més o menos furtivamente infinitos actuales en el dominio ordinal), ni
(2) en la admision del predicado ‘no enumerable’ para numeros
cardinales, ya que la enumerabilidad o no enumerabilidad de un conjunto
es relativa al medio expresivo que se utilice, sino (3) que reside en la
pretension de las teorias de conjuntos clésicas de que existen cardinales
infinitos absolutamente diferentes, lo que no es aceptable para una
fundamentacion constructivista.

Sin embargo parece conveniente postular aqui un principio de
tolerancia como el siguiente: concédase a quienes plazca que sostengan
y desarrollen sus teorias de cardinales transfinitos no-enumerables
crecientes y de cardinales inaccesibles, en tanto eviten — al menos de
facto - la trivializacion o la aparicién de contradicciones (ad libitum) en
sus teorias. Pero, puesto que contamos con demostraciones de la

Abzéhibarkeit und Uberabzihlbarkeit unterscheidet sich von den absoluten Begriffen der
Cantorschen Mengenlehre vor allem dadurch, dafi eine Untermenge einer in S, abzdhlbaren
Menge nicht allemal auch in S, abzdhlbar ist. Wihrend die Menge aller Grundobjekte z.
B. schon in S, abzihlbar ist, gibt es ja ... Mengen von Grundobjekien, die in S, nicht
darstellbar sind, also erst recht nicht in S, abzihlbar sind.”)
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relatividad lingiiistica de la distincion entre enumerable y no-enumerable

y de la reducibilidad de los conjuntos no-enumerables a los enumerables,
permitase, a filosofos y a matematicos constructivos, permanecer en el
reino de lo enumerable, de acuerdo con la prudente regla de economia y
prudencia ontoldgica y epistemoldgica del “venerabilis inceptor’:
“pluralitas non est ponenda sine necessitate” o “frustra fit per plura,
quod potest fieri per pauciora”.*

Allatum est Sino Albo, die XXV Julii, A. D. MM.

21 a version “entia non sunt multiplicanda (también non multiplicentur) praeter (también
sine) necessitatem” u otras semejantes no aparecen en la obra de Guillermo de Occam.
Vease articulo Ockham s razor en Jirgen MittelstraB (ed.): Enzyplopddie Philosophie und
Wissenschaftstheorie, 11, 1063-1064.
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