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Resumen

El aporte principal de esta tesis es la definicion de wavelets sobre grillas tetraédricas
no anidadas, lo que permite representar funciones definidas sobre una tetraedrizaciéon
irregular dada. La aplicacion inmediata es la posibilidad de representar distintos atri-
butos definidos sobre un objeto como pueden ser su color, su brillo, su densidad, etc.
En general, un objeto 3D admite una representacion mediante una red tetraédrica no
anidada sobre la cual estan definidas algunas propiedades del objeto. Esta represen-
tacion consiste de un conjunto de coeficientes correspondientes a una aproximacion
gruesa seguida por una sucesion de coeficientes de detalle que, en el caso clasico, mi-
den el error entre dos aproximaciones sucesivas.

En esta tesis se hallan la matriz de anéalisis que permite pasar de una resolucion fina
a una mas gruesa y la de sintesis, necesaria para pasar de una resoluciéon gruesa a una
més fina, todo en el marco de grillas tetraédricas no anidadas.

En este trabajo se resuelve entonces el problema que se presenta en Computacion
Gréfica cuando se quiere representar alguna propiedad que posee un objeto represen-
tado por una grilla que se refina de manera irregular.

Para ilustrar esta aplicacion se desarrolla un ejemplo en el cual se define un operador
proyeccion sobre una tetraedrizacion dada y se hallan las matrices de anéalisis y de
sintesis para dos resoluciones consecutivas.






Abstract

The main contribution of this thesis is the definition of wavelets over non nested
tetrahedral grids, allowing the representation of functions defined on an irregular te-
trahedrization. In this way, it is possible to represent different attributes of a 3D
object such as its color, brightness, density, etc.

In general, a 3D object can be represented using a non nested tetrahedral grid over
which some of its properties are defined. This representation consists of a set of coef-
ficients corresponding to a coarse resolution followed by a set of detail coefficients
that measure the error between two successive approximations in the classic wavelet
theory.

In this thesis the analysis matrix that allows going from a fine to a coarser resolution
and the synthesis matrix needed for going from a coarse resolution to a finer one, are
found. All this is within the framework of non nested tetrahedral grids.

In this work is then completely solved the problem that appears in Graphic Compu-
ting when it is desired to represent a property of a given 3D object modeled by a
tetrahedral grid irregularly refined.

In order to illustrate the developed work, an example of a projection operator defined
over an irregular tetrahedrization, together with the analysis and synthesis matrices
that allow going from one resolution to the next are given.
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Objetivos y organizacion de la tesis

Objetivos

El trabajo realizado estd centrado en wavelets definidas sobre volimenes y es la conti-
nuacion del realizado en la Tesis de Magister, en la cual se definen wavelets de Haar sobre un
tetraedro, en el marco de trabajo de un analisis de multirresolucion para espacios anidados.
A partir de ellas, se realizé la extension de las mismas a grillas tetraédricas semirregulares
(]50]). El ultimo paso en este sentido es la representacion de funciones sobre una grilla te-
traédrica irregular que modela un objeto 3D. Esto exige pasar a un nuevo marco de trabajo,
el analisis multirresoluciéon definido sobre espacios no anidados. En este contexto se definen
operadores de aproximacion que pueden o no ser suryectivos. Por otro lado, los espacios
asociados al anélisis multirresolucion pueden generar cuadros con o sin la propiedad de se-
miortogonalidad.

Teniendo en cuenta lo mencionado arriba, los objetivos de esta investigacion son:

= Obtener una base de wavelets que permita representar funciones definidas sobre una
grilla tetraédrica irregular.

= Hallar las matrices de analisis y de sintesis para cuadros sin la propiedad de semiorto-
gonalidad y operadores suryectivos.

= Hallar las matrices de analisis y de sintesis para cuadros que pueden o no tener la
propiedad de semiortogonalidad y operadores no suryectivos.

Organizacion de la tesis

La tesis esta organizada como se describe a continuacion.

En el Capitulo 1 se da una breve resefia historica de las wavelets; se describe el entorno
relacionado con las wavelets de primera generacién y el marco tedrico para las de segunda
generacion. Se dan ejemplos de ambas clasificaciones de wavelets.



En el Capitulo 2 se presenta el modelado de superficies y modelado de voliimenes, enten-
diendo por ello a los métodos usados para representar y modelar los atributos de objetos
bidimensionales (2D), tridimensionales (3D) y sus respectivos interiores. Se describen las
técnicas mas utilizadas para la simplificacion de mallas triangulares y de mallas tetraédricas
regulares e irregulares.

En el Capitulo 3 se da una breve resena de las wavelets definidas sobre un tetraedro. También
se presentan las vertex wavelets y se indica como se calculan los coeficientes de anéalisis y de
sintesis en este caso. Para ambos casos se describe el método de lifting que permite obtener
wavelets con méas momentos nulos.

En el Capitulo 4 se presenta el marco de trabajo para espacios no anidados y la descomposi-
cion multirresolucion para funciones constantes por tramos sobre una triangulacion irregular

dada.

En el Capitulo 5 se encuentran los resultados principales de esta tesis. En primer lugar, se
describe la representacion multirresolucion de funciones definidas sobre grillas tetraédricas
irregulares y se presenta el operador proyecciéon ortogonal de un espacio sobre el siguiente
para el caso tridimensional. Como en el caso de representacion multirresolucion de funciones
definidas sobre grillas tetraédricas regulares y semirregulares, este marco de trabajo se aplica
a las funciones constantes por tramos.

Luego se indica como se realiza el calculo de las matrices de andlisis y de sintesis para opera-
dores de aproximacion suryectivos y cuadros no necesariamente semiortogonales. Se prueba
que este resultado generaliza al obtenido por Gerussi en [25|, Capitulo 5.

En la tercera parte se obtienen las matrices de analisis y de sintesis para operadores no
suryectivos y cuadros no necesariamente semiortogonales. Los resultados obtenidos son apli-
cables tanto al caso de mallas triangulares no anidadas como al de mallas tetraédricas no
anidadas. Por ultimo, se da una forma detallada de la reconstruccion para el caso en que el
operador de aproximacion es no suryectivo.



Capitulo 1

Wayvelets de primera y segunda
generacion

1.1. Introduccion

Las wavelets son funciones base que pueden o no tener una expresion explicita y que per-
miten la descomposicion de funciones en diferentes niveles de detalle. Si bien sus origenes
estan en la teoria de aproximacién y procesamiento de senales, actualmente se las utiliza
para resolver problemas en otras disciplinas: cartografia, infografia, computacion grafica, es-
tadistica, etc. Las primeras wavelets que se empezaron a utilizar estaban definidas en R 6 en
R"™ como dilataciones y traslaciones de una misma funciéon llamada “madre wavelet" o como
producto tensorial, respectivamente, y se las conoce con el nombre de wavelets de primera
generacion. La herramienta clasica para su construccion es la transformada de Fourier. Los
trabajos tradicionales sobre wavelets son los realizados por Mallat [45], Daubechies [16] y
Chui [6] quienes introducen las waveletes desde la 6ptica del procesamiento de senales.

El principal inconveniente de estas wavelets es que las senales que pueden representarse
en una base de wavelets son aquellas cuyas muestras estan igualmente espaciadas. Si bien
muchos datos sonoros y estadisticos verifican por naturaleza esta propiedad, la diversidad
de situaciones propuestas en otras aplicaciones como por ejemplo, visualizacion cientifica,
rapidamente motivaron la extension de la teoria original.

En los primeros anos de la década del 90 comenzaron a aparecer las wavelets de sequnda
generacion, denominacion atribuida a Wim Sweldens. El trabajo de Michael Lounsbery, [41]
extiende la teoria de wavelets a superficies topologicas de tipo arbitrario y pone en evidencia
la relacion entre el andlisis de multirresolucion y los esquemas de subdivision. Generalizando
la técnica de construccion de Lounsbery, Sweldens propone un modelo general de construc-
cion de wavelets de segunda generacion: el esquema de lifting [58].

Las wavelets actuales son una generalizacién del concepto de andlisis multirresoluciéon que
introdujo Stéphane Mallat [45] en 1989 y su construccion se basa en la creacion de esquemas
de subdivision adaptativos al dominio sobre el cual se definiran las wavelets. De todos ellos,
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los mas conocidos son los requlares que se caracterizan por tener una estrategia recursiva de
subdivision, dando lugar asi a mallas con subdivision de conectividad. Los esquemas que par-
ten de una malla arbitraria y luego la subdividen regularmente, dan lugar a mallas regulares
o semirregulares, segin que la malla de partida sea regular o irregular respectivamente.

Si bien el analisis multirresolucion surgioé y se formaliz6 con la teoria de wavelets, hizo su
propio camino en el campo del modelado geométrico y de la visualizacion cientifica. En estos
casos, analisis multirresolucion significa edicion en diferentes niveles de detalle de un volu-
men determinado. Algunos trabajos que se pueden consultar sobre este aspecto del anéalisis
de mutirresolucion son [29], [1], [34].

Este capitulo esta organizado como sigue: en la Seccidén 2 damos una breve resena historica;
en la Secciéon 3 y subsecciones describimos el entorno relacionado con las wavelets de primera
generacion; en la dltima subseccion damos los ejemplos clasicos de wavelets. En la seccion 4
introducimos el marco tedrico para las wavelets de segunda generacion.

1.2. Resena historica

Si bien la aplicacion de wavelets al procesamiento de senales data de hace unos anos, sus
origenes se remontan mucho més atras. En 1807, J. Fourier asegur6 que “cualquier funcion
periodica de periodo 27 es la suma de su serie de Fourier". Cuando J. Fourier anuncié este
resultado sorprendente, las definiciones de funcién e integral todavia no eran precisas y su
trabajo jug6 un rol fundamental en la evolucion de las ideas que los mateméticos tenian de
esos conceptos. Sin embargo, en 1873, P. Du Bois-Reymond construy6 una funciéon continua
periddica, de periodo 27, cuya serie de Fourier era divergente en un punto. Para solucionar
este problema, H. Lebesgue dio un nuevo concepto de funciones que se adecuaba a las series
de Fourier mediante la definicion de funciones medibles y del espacio L?[0, 27|. Este espacio,
formado por clases de funciones de cuadrado integrable en el intervalo [0, 27], tiene una base
ortonormal dada por las funciones:

1 1 1 1 1
— COs T, — sen x, — cos 2x, — sen 2, ...

VT VT

Los coeficientes de la descomposicion en esta base ortonormal forman una serie de funciones
de cuadrado integrable que se relacionan con la media cuadratica de la funcién desarrollada,
excepto por un factor de normalizacion, mediante la igualdad de Parseval. Por otro lado, hacia
1909, A. Haar trabajo en la bisqueda de otros sistemas ortonormales para los cuales no se
diera el fendmeno descubierto por P. Du Bois-Reymond para el caso de series trigonométricas.
Concretamente, él buscaba un sistema ortonormal ho(z), hi(2), ..., hn(x), ..., de funciones
definidas en el intervalo [0, 1], tal que para que cualquier funcion continua f(z) en [0, 1], la
serie:

(f, ho) ho(x) + (f, hn) ha(x) + oo+ (f, h) Bn() + ...
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fuera uniformemente convergente en [0, 1], donde: (u,v) = fol u(x)v(z)dz, siendo T(z) el
complejo conjugado de v(x). Si bien este problema no tiene solucion unica, en 1909 A. Haar
descubri6 la mas simple de ellas y al mismo tiempo abrié uno de los caminos que conducirian
a las wavelets. Comenzando con la funcion h(z) definida como:

1, si z€]0,1/2),
h(z)=4¢ —1, si zel[l/2,1),
0, otro caso;

paran > 1, toman =274k, j > 0,0 < k < 277, y define h,(z) = 27/2h(27x—k). El soporte
de h,(z) es el intervalo diadico I,, = [k277, (k + 1)277) que esta contenido en el intervalo
[0,1) cuando 0 < k < 277 . Para completar el conjunto, define ho(x) = 1,Vz € [0,1) y la
sucesion: ho(z), hi(x), ..., h,(z), ... asi construida resulta una base ortonormal para L?[0, 1].
La funcion de Haar se muestra en la Figura 1.1.

oz
of
04

oz

4z
ik )

il

Figura 1.1: Wavelet de Haar.

El inconveniente de la construccion de A. Haar es que la base solo es adecuada para funcio-
nes continuas, funciones de cuadrado integrable en [0, 1) o, mas generalmente, para funciones
cuyo indice de regularidad esté proximo a cero. Es decir si f(x) es una funcién de clase C!
en [0, 1], su aproximacion por funciones escalon es inapropiada. Estos defectos del sistema
de A. Haar y la idea de aproximar el grafico de f(z) por poligonales inscriptas, condujeron a
G. Faber y J. Schauder a reemplazar las funciones h,(x) por sus primitivas. Esta busqueda
comenzd en 1910 y continu6 hasta 1920. El sistema que ellos crearon es lo que se denomina
base de Schauder, Figura 1.2, y es una base para el espacio de Banach de las funciones conti-
nuas en el [0, 1] siendo la convergencia uniforme sobre este intervalo y tinicos los coeficientes
del desarrollo.

Algunos ejemplos, como la funcion atribuida a B. Riemann y el movimiento browniano [47],
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Solx)

1/2 1

Figura 1.2: Base de Schauder.

muestran que el sistema trigonométrico no da acceso rapido y directo a las propiedades lo-
cales de regularidad y que estas propiedades son claras cuando se analizan mediante otras
representaciones.

Dificultades similares se encuentran cuando se trata de localizar la energia fo% |f(x)]? dz de
una funcion f. Esta integral es, segtin la igualdad de Parseval, la suma de los cuadrados
de los coeficientes de Fourier. Sin embargo, a veces es importante conocer si la energia esta
concentrada alrededor de unos pocos puntos o si esta distribuida sobre todo el intervalo y
no es posible obtener esta informacién a partir de esta representacion. Alrededor de 1930, J.
Littlewood y R. Paley descubrieron que la informaciéon necesaria para resolver ese problema
se encontraba en el desarrollo de Fourier de f. Definieron asi los “bloques diadicos"de la
siguiente manera:

Aif(z) = Z (ag cos(kx) + by sen(kx))

27 <27+t
donde ag + Z(ak cos(kx) + bysen(kzx)) es la serie de Fourier de f. Luego f(z) = ag +

k=1

Z A, f(z) y el resultado fundamental de J. Littlewood y R. Paley es que para 1 < p < oo,
5=0

existen dos constantes C), > ¢, > 0, tales que:

o 1/2
e [1f1l, < (Iczol2 ) \Ajf($)2}> < G|l 11l
j=0

p

verificAndose la igualdad sip =2y C, = ¢, = 1. A. Zygmund y un grupo de matematicos de
la Universidad de Chicago extendieron al espacio euclideano n — dimensional los resultados
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obtenidos en el caso unidimensional perioédico por J. Littlewood y R. Paley. En otra direccion,
P. Franklin quien era profesor en el Instituto de Tecnologia de Massachusetts, cred en 1927
una base ortonormal para L?[0,1] a partir de la base de Schauder usando el proceso de
Gram-Schmidt. El problema de esta base es que no tiene una estructura algoritmica simple.
Las funciones que la forman, a diferencia de las que forman la base de Haar o la base de
Schauder, no se obtienen por traslaciones y dilataciones diddicas de una funcion fija. Esto
hizo que alrededor de los anos 40 el sistema de P. Franklin fuera olvidado. Sin embargo en
1963, Z. Ciesielski retomo6 este sistema y construyd uno nuevo que salvaba las falencias del
anterior. Las funciones del sistema que él cred, estan definidas como sigue:

fol) =222 — k), 0<2x <1, n=2+k 0< k<2,

siendo ¥ una funcién fija con decrecimiento exponencial. En 1980, J. Stromberg retoma el
trabajo hecho por P. Franklin y mejorado por Z. Ciesielski y da una expresion explicita para
la funcion 1, probando ademas que tal sistema es una base ortonormal para L?(R). También
N. Lusin trabajo, en la década del 30, en la btisqueda de bases para los espacios de Hardy
H,(R), 1 < p < oco. Su trabajo estd relacionado con el analisis y la sintesis de funciones
en estos espacios mediante el uso de elementos que después se llamarian 4tomos y que son
funciones elementales de H,(R). En la década del 70, estas descomposiciones atémicas fueron
ampliamente usadas en la teoria de los espacios de Hardy. Hacia 1980 e independientemente
de los desarrollos hechos en analisis armonico, A. Grossman y J. Morlet, [31], mostraron
como senales arbitrarias podian ser analizadas en términos de escalamientos y traslaciones
de una sola funcién. Desde principios y hasta mediados de la década del 80 se not6 que las
representaciones de J. Littlewood y R. Payley tenian sus andlogas discretizadas y que podian
dar una vision unificada de muchos de los resultados del andlisis armoénico. Esto fue hecho
independientemente por Y. Meyer y sus colaboradores por un lado, y por M. Frazier y B.
Jawerth por otro, en su trabajo sobre la transformada ¢. Se comenzo6 a comprender que estas
técnicas podian constituirse en sustitutos efectivos de las series de Fourier en aplicaciones
numéricas. El énfasis se puso entonces en las representaciones mismas y en los bloques
constructores o 4tomos involucrados. El objetivo de la teoria era entonces hallar los atomos
y las reglas que permitieran representar todos los elementos de un espacio funcional por
medio de esos d&tomos. Como resultado de esto, cambi6 el nombre de la teoria. Y. Meyer y J.
Morlet sugirieron la palabra wavelet para esos bloques primitivos y lo que hasta ese momento
se conocia como teorfa de Littlewood-Paley, a partir de ese momento se comenzé a denominar
teoria de wavelets. P. Lemarie e Y. Meyer, independientemente de J. Stromberg, construyeron
wavelets ortonormales. Con la nocién de analisis de multirresolucion introducida por Y.
Meyer y S. Mallat se desarrollé un método sisteméatico para comprender las expansiones
en wavelets ortogonales. Este tltimo, especialista en procesamiento de senales, descubre
(|45],[44]) las relaciones existentes entre filtros, algoritmos piramidales y bases ortonormales
de wavelets. Usando los resultados de S. Mallat, I. Daubechies crea bases ortonormales de
wavelets para L*(R), [16]. En general estas bases no pueden ser escritas en forma analitica
pero sus graficos pueden ser calculados con alta precision usando esquemas de refinamiento
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como los usados en diseno asistido por computadora.

Hasta el ano 1994 todos los resultados obtenidos estaban referidos a la teoria clasica de
wavelets, esto es a las funciones que se obtienen como traslaciones y dilataciones diadicas de
una funcién fija llamada wavelet madre. Esta teoria es conocida como wavelets de primera
generaciony la herramienta bésica que utiliza es la transformada de Fourier. En el ano 1994
comienzan a aparecer las wavelets de sequnda generacion, en las que las funciones de la base
no son traslaciones y dilataciones de una tinica wavelet madre y se pueden definir sobre curvas
y superficies de topologias arbitrarias. En las secciones siguientes trataremos las wavelets de
primera y segunda generacion.

1.3. Wavelets de primera generaciéon

En esta seccién trataremos los aspectos bésicos de las wavelets de primera generacion. Refe-
rencias clasicas de esta teoria son: [16], [45] vy [6]. También se pueden encontrar numerosos
articulos disponibles en linea en [63].

Desde que surgio la teoria de wavelets, muchos y variados métodos fueron utilizados para su
construccion. En 1989 Mallat, [45], describio el anélisis de multirresolucion que da un marco
natural y una explicacion satisfactoria para todas esas construcciones y provee una herra-
mienta para la construccion de nuevos ejemplos. Basicamente, en un analisis multirresolucion
de L?(R) es posible escribir cada funcion f de este espacio como limite de aproximaciones
sucesivas, siendo cada una de ellas una version mas detallada de f. Estas aproximaciones
sucesivas utilizan diferentes resoluciones o escalas y de alli surge el nombre de analisis mul-
tirresolucién. Formalmente, un analisis multirresolucion de L*(R) estd definido como una
sucesion de subespacios cerrados V; € L*(R), j € Z, con las siguientes propiedades:

1 ‘/; - ‘/j-l-l;

2) v(z) e V; & v(2x) € Vi,

1) U2 o Vj es densaen L*(R) y (;2_V; = {0},

j=—oc

)
)
3) v(z) € Vp & v(z+1) € Vg,
)
)

5) Existe una funcion ¢ € V), llamada funcidn de escala, con integral no nula, tal que la

coleccion {p(x — 1) : | € Z}, es una base de Riesz de V4.

Usaremos la siguiente terminologia: un nivel de un andlisis de multirresoluciéon es uno de
los subespacios V; y un nivel es méas grueso (respectivamente, mas fino) con respecto a otro
cuando el indice del correspondiente espacio es menor (respectivamente, mayor).
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1.3.1. La funcién de escala y los subespacios V

De la definiciéon anterior surgen las siguientes observaciones:

1)

dado que la funcion de escala o € Vi C V), existe una sucesion {h;} € I2 tal que:

p(r) =2 (2w — k), (1.1)

Esta ecuacion funcional se llama ecuacion de refinamiento o de dos escala y la sucesion
{ht} se denomina filtro.

de las propiedades 2) y 5) del analisis de multirresolucion, se concluye que la familia
de funciones: {¢;; : | € Z} donde {g;,;(z) = 27/20(27x — 1)}, es una base de Riesz
de Vj. Integrando ambos miembros de (1.1) y dividiendo por la integral de ¢, vemos que:

> hp=1.
k

bajo condiciones muy generales, la funcion de escala esta univocamente definida por
su ecuacion de refinamiento y la normalizacion, [17]:

/_OO o(x)dx = 1.

oo

En muchos casos no hay una expresion explicita para ¢, pero existen algoritmos que
usan la ecuacién de refinamiento para evaluar dicha funcién en los puntos diadicos;
algunos de estos algoritmos pueden onsultarse en [57]. En general, en las aplicaciones
no es necesario conocer la funcién ¢, sino que basta con conocer el filtro {hy} .

La descomposicion de L*(R) en subespacios anidados V; C Vj4, implica la descompo-
sicion de cada funcion f € L*(R) en “piezas" f; € V; . Estas piezas o proyecciones dan
informacion cada vez més fina o detallada de f. El requerimiento (J;Z__V; = L*(R),
asegura que lim; .. || f;(t) — f(t)|| = 0; por otro lado, cuando j — —oo, la propiedad
N>, V; = {0} indica que lim; ,_ || f;|| = 0.

Con el objetivo de aproximar funciones tan simples como las constantes mediante la coleccion
{pji,l € Z}, es natural asumir que la funciéon de escala y sus traslaciones enteras forman

una particion de la unidad, es decir satisfacen la ecuacion:

d plr-l)=1VreR

leZ
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Por (1.1), la transformada de Fourier de la funcion de escala debe satisfacer:

s =h(5)2(3) (1.2

donde h es una funcién periddica de periodo 27 definida por:

h(w) = Z hye “F. (1.3)

Como ¢(0) = 1, la aplicacion recursiva de (1.2) da, al menos formalmente, la formula:

P(w) = H h(27w). (1.4)

J=1

La convergencia de este producto infinito y los requerimientos para que ¢(z) sea una funcion
suficientemente regular (al menos continua), son analizados en [11] y [15]. La representacion
(1.4) de @ es 1til en muchas situaciones ya que permite construir ¢ a partir de la sucesion
{hi}. Teoremas sobre condiciones necesarias y sobre condiciones suficientes para que (1.3),
defina una funcion ¢(z) tal que la familia {¢(x — k), k € Z} es una base ortonormal para
el subespacio Vj, pueden consultarse en [44]. Para finalizar esta seccion, introduciremos la
siguiente funcion 27-periddica que necesitaremos en la seccion siguiente:

b(w) =D |B(w + 2km)|?, (1.5)
k
El hecho que ¢ y sus trasladadas formen una base de Riesz se corresponde con el hecho que

existen constantes positivas A y B tales que (|16], cap. 5):

0<A<bw) < B < oo (1.6)

1.3.2. La funcion wavelet y los espacios de detalle W,

Dada una sucesion de subespacios anidados V}, indicaremos con W a un subespacio que es
el complemento de V; en Vj,1, es decir que satisface:

V;‘.H:‘/j@Wj,jEZ, (17)

donde el simbolo @ denota suma directa. Observemos que el subespacio I¥; no necesariamente
es unico; puede haber varias formas de complementar V; en Vj;. Debido a (1.7), se que dice
W; contiene el “detalle"para pasar de la resolucién j a la j + 1. La suma de subespacios
puede comenzar en j =0 6 j = —oo. Cuando termina en J > 0, se tiene el subespacio Vj:

J
Vi =Vot Y W, (1.8)
=0
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J
VJ+1 - Z Wj. (19)
j=—o00
Cuando J — +00, se tiene:
+oo
LR = Y w, (1.10)
j=—00

y los espacios W; heredan la propiedad de escala de los V :

f(z) e W; & f(2z) € Wi

Una funcion 1 es una wavelet si la coleccion de funciones {¢)(x —1),l € Z} es una base de
Riesz de Wy. Entonces la familia {¢;;, = 2//?¢(27z — 1) : [,j € Z} es una base de Riesz de
L?(R). Como la wavelet ¢ es una funcion de Vi, existe una sucesion {gx} € (? tal que:

U(r) =23 gep(2r — k). (1.11)

Esta ecuacion funcional se conoce como relacion de dos escalas para wavelets 'y la sucesion
{gr} € I? se denomina filtro. Cada uno de los espacios V; y W, tienen un complemento en
L*(R) que indicaremos con V;¢ y W;°, respectivamente. Luego podemos escribir:

Vjc = @?ijvvi?

Wj© = @iz Wi

Definimos P; como el operador proyeccion sobre V; y paralelo a V;“ y @); como el operador
proyeccion sobre W, y paralelo a W;¢. Con esta notacion, las ecuaciones (1.9) y (1.10)pueden
ser escritas de la siguiente manera:

J

Pia(f)=P()+ ) _Qi(f) 6  Pu(f)= > Qif) (1.12)

=0 j=—o00

flz) = Z Qjf(r) = Z%‘,z%,z(l’)a (1.13)
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siendo f una funcion de L?(R). En la practica los indices j y [ nunca son infinitos; en general
se conocen los datos en un nivel 7 < J y se desea obtener una aproximaciéon en la resolucion
J + 1, motivo por el cual la descomposicion mas usada es la (1.12).

Como se menciond antes, el espacio W, que complementa a V; en V;;; no es necesariamente
tnico. Cuando estos espacios de wavelets son definidos como el complemento ortogonal de
Vi en Viiq , se dice que el analisis de multirresolucion es ortogonal. Consecuentemente los
espacios W; resultan mutuamente ortogonales, las proyecciones P; y (); son ortogonales y el
desarrollo:

flz) = Zij(x),

es un desarrollo ortogonal. Si la funcién de escala ¢ es tal que {p;;,l € Z}, es una base
ortonormal para V; y el andlisis de multirresolucion es ortogonal, entonces es posible hallar
una wavelet ortogonal, esto es, una funcion ¢ tal que {¢)(x—1),l € Z} es una base ortonormal
de Wy. Por la propiedad de escalado de W; | sigue que {¢;, k € Z} es una base ortonormal
para W; y como los W, son mutuamente ortogonales, resulta que {¢;x,j € Z,k € Z} es una
base ortonormal para L*(R), (|16]).

En este caso los operadores proyeccion P; y (); pueden ser escritos como sigue:

Pif(x) = Z Napia(x),  con A= (f,051),
.

Q;f(z) = Z’Yj,ﬂﬁj,l(l’), con v = (f,¥51),
.

y tienen la propiedad de dar la mejor apoximacion de la funcién f en los espacios V; y W,
respectivamente. Para una funcion f € L?(IR) se tiene el siguiente desarrollo ortogonal:

f(x) = Z%‘,ﬂ/)j,l(x)a con v = (f, 1)
Iy

De esta manera se logra construir una base ortonormal de wavelets para L*(R). Hay otra
manera de obtener wavelets ortonormales que consiste en ortonormalizar la base de Riesz
{p(x = 1),l € Z} de Vg, [16]. Concretamente, si ¢ y sus traladadas enteras forman una
base de Riesz para Vj, entonces la funcién ¢# y sus trasladadas enteras forman una base
ortonormal para V), siendo:

(1.14)
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con b(w) definido como en (1.5).

A partir de esta nueva base ortonormal, las propiedades de dilatacion y de traslacion de
V; aseguran que {gpfl} es una base ortonormal para V; . La elecciéon de los W; como el
complemento ortogonal de V; en Vj,; y la eleccion de una 1 tal que {¢(z — k), k € Z}
es una base ortonormal de W, aseguran que las funciones {¢;,,7,1 € Z} constituyen una
base ortonormal para L?*(R). El inconveniente de este proceso de ortonormalizacion es que
si las funciones {p(x — 1),1,€ Z} tienen soporte compacto, las funciones {¢#} obtenidas
por ortonormalizacion, en general no lo tendran. Las wavelets ortogonales antes descriptas
son una clase particularmente interesante dentro de la teoria de wavelets ya que permiten
desarrollos ortogonales. Pero la propiedad de ortogonalidad es una limitacion muy fuerte
en la construccion de wavelets. Daubechies demuestra en [15], que la wavelet de Haar es la
lnica wavelet a valores reales que tiene soporte compacto, es simétrica y ortogonal. Con la
finalidad de ganar més flexibilidad en la construccion, surgieron las wavelets biortogonales.
En este caso existen una funcidn de escala dual © y una wavelet dual 1Z que generan un
andlisis de multirresolucién dual con subespacios XZ y VIZ que satisfacen:

Vi LW,y VLW, (1.15)

y como consecuencia:

Wi LWy, si j#7.

El analisis de multirresolucion dual no es necesariamente el mismo que el generado por las
funciones bases originales. Una condicion equivalente a (1.15) es:

(Pok, Yoy) = <7ZO,k7 <Po,z> ,VE,l € Z.

Ademaés, las funciones duales deben satisfacer:

(Cok, Pog) =0k ¥ <¢0,k7¢o,z> = Ok,

P 1 sik=1
PR 0 sik £

Por las propiedades de escala, las dos tltimas ecuaciones implican:

donde:

(Pt pin) = Ok, Gk, 1EZ (1.16)
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(Bigtbya) = G000, G5 koL E L,

Las definiciones de ¢;; y {va,l son similares a las de ¢;; y ¥;,.
Usando la formula de Poisson, las relaciones de biortogonalidad son equivalentes a

para todo w € R.

Como las funciones duales definen un analisis multirresolucion, entonces satisfacen:

—22%0 2z — k

Si definimos las funciones h(w) y §(w) de manera andloga a como definimos h(w) en

Fr) =2 2z —k) y Uz

ng (w+ 2km)p(w + 2km)

Z w w + 2km)th(w + 2kn)

Z¢ w + 2km)P(w + 2k)

Z(pw+2k7r

w + 2/<:7r)

vemos que las condiciones anteriores se satisfacen si:

para todo w € R o en forma matricial:

W) Mt ]|

para todo w € R. Si notamos:

entonces:

— = = =

(1.17)

(1.18)

(1.19)

(1.3),

(1.20)

(1.21)
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m(w)mt(w) = 1.

Intercambiando las matrices en el miembro izquierdo de (1.21), obtenemos:

—_

h(w)h(w+ ) + g(w)g(w+7m) =

o

VweR: { hw) h(w) + 9()g(w) - (1.22)

Usando la regla de Cramer podemos hallar:

h(w) = Aw) (1.23)
G(w) = —h(z(z)ﬁ)7 (1.24)

donde:

A(w) = det m(w).

El espacio generado por el conjunto de funciones {¢;;,! € Z} complementa V; en V;;; siy
so6lo si A(w) no se anula. En este caso, los operadores proyeccion son los siguientes:

Pif(z) = ij,lsﬁj,l(x)a con Ny = {f, &),
.

Qjf(x) = Zfij,le,l(w)a con Y = <f7 Jj,l> ;
z

y si f € L*(R):

f= Z <f7 {/;j,l> V().
i

Es preciso notar que esta igualdad puede verse como una transformada wavelet discreta y
que las condiciones sobre 1) son menos restrictivas que en el caso ortogonal. De las ecuaciones
(1.16),(1.17) y (1.19) se observa que:

hia = (o = 1,22 = k) ¥ Gear = ($le— 1), (20— K))

En particular, escribiendo ¢(2z — k) € V; en las bases de V y Wy, obtenemos:
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o(2x — k) = Zﬁk—m@(ﬂf —1)+ Zﬁk_glw(z —1). (1.25)

Una ecuacion similar puede deducirse para ¢(2z — k) € Vi:

P2z — k) = Z hi—ap(x — 1) + ng—m/)(ﬁ —1). (1.26)

Una funciéon de escala y una wavelet biortogonales se dicen semiortogonales o prewavelets si
generan un analisis de multirresolucién ortogonal. En este caso, como los espacios W5 son
mutuamente ortogonales, se tiene que:

W, LW,y W; LW

—~

Como consecuencia, W; = W; y esto implica que V; = 17] . Luego las funciones originales y
sus duales generan el mismo analisis de multirresolucion. Al final del capitulo se presentaran
ejemplos de las wavelets mencionadas en esta seccion. Previamente indicaremos como calcular
los coeficientes del desarrollo en (1.13) mediante la transformada wavelet rapida.

Momentos de la wavelet y de la funcién de escala

Los momentos de la funciéon de escala y de la wavelet estan definidos por:

M, :/ 2Po(x)dr, pe N

N, = / T ()de, peN,

y analogamente para las funciones duales. Las funciones de escala estdn normalizadas to-
mando Mg = Mvo = 1. El hecho de que la wavelet dual tenga momentos nulos permite que
la funcion de escala y sus trasladadas puedan representar polinomios. Veamos qué significa
esta afirmacion. Sea N el nimero de momentos nulos de la wavelet dual, es decir:

/\7,,:0 para 0<p< N vy MVN#O.

Esto es lo mismo que decir que @(w) tiene una raiz de multiplicidad N en w = 0 pues:
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Como ?5(0) # 0, esto a su vez equivale a que g(w) tiene una raiz de multiplicidad N en w = 0.
Luego la sucesion {g;} tiene N momentos nulos discretos. Por lo tanto:

Z'gvkkp =0, para 0 <p<N.
k

Por (1.23) vemos que esto es equivalente a que h(w) tenga una raiz de multiplicidad N en
w = 7 lo que implica por (1.2) que:

PP (2kT) = 0 M, para0 <p < N.

Por la férmula de Poisson se obtiene:

Z(m —)Pp(x —1) =M,, para0<p< N.
I

Es decir, cualquier polinomio de grado menor que /N puede escribirse como combinacion lineal
de las funciones p(x —1), [ € Z y los coeficientes de la combinacion lineal son polinomios en [
del mismo grado que el polinomio que se quiere representar. En efecto, si A es un polinomio
de grado (N — 1), en la representacion:

los coeficientes B(l) se calculan como:

B(l) = /A(m)@(a: —)dx = /A(x + D)p(z)de,

y por lo tanto B es un polinomio en [. Mas atn, como:

Alx) =Y Bz = )p(l),

Ay B son del mismo grado.
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1.3.3. La transformada wavelet rapida

Supongamos que v; es una funciéon de V; . Es claro que v; es combinacién lineal de las
funciones ¢ de la base de V; . Por otro lado, como V; = V;_; ® W;_4, la funciéon v; es
combinacion lineal de las funciones ¢;_1 1 y 1¥j—1, bases de V;_; y W;_;, respectivamente.
Luego:

Z)‘Jk%k Z)\] 1ePj—1,6(@ +Z% s -1k(2)

Es decir, tenemos dos representaciones de la funcion v; : una como elemento de Vj asociado a
la sucesion {\;x} y otra como suma de elementos en V;_; y W;_; asociados a las sucesiones
{Nji21k} v {¥j-1.k}, respectivamente. Queremos hallar una relacion entre estos coeficientes
que nos permita pasar de una representacion a la otra. De (1.19):

N1 = (v, &o10) <%th 295, k> = V2 o (1.27)
k

y andlogamente:

%71,1 = <Uj7 ijl,l> = \/gzgkaZXj,k (1-28)
k

Es decir una funciéon v;(z) = Z Xj,kgoj,k(a:) en el espacio V; = V;_1 @ W,_; tiene coeficientes

i1 ¥ Y5 en la nueva base {p;_1 x(x),¥;j_1(x)}
Vayamos ahora en la direccion opuesta, es decir conociendo los coeficientes en la base
{pj_1(x),¥;—11(z)}, queremos hallar los coeficientes en la base ;. Usando (1.26), tenemos:

]k = th 2[)\j 1k+\/_zgk 2[7] 1,0 (1‘29)

Las formulas (1.27), (1.28)y (1.29) aplicadas recursivamente definen la transformada wavelet
rapida; las relaciones (1.27) y (1.28) definen la tranformada directa ( férmulas de descom-
posicion), mientras que ( 1.29), define la transformada inversa ( formula de reconstruccion).
Estos algoritmos pueden verse graficamente en la Figura 1.3 y en la Figura 1.4.

1.3.4. Propiedades de las wavelets

Enunciaremos a continuacion caracteriticas “deseables"de las wavelets, esto es propiedades
que se busca que tenga una wavelet cuando se la construye, para facilitar su uso. En general,
no es posible hallar una que tenga todas las propiedades simultaneamente.
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Figura 1.3: Transformada directa wavelet.
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Figura 1.4: Transformada inversa wavelet.

» Ortogonalidad: permite relacionar la norma L? de una funcién con la norma de sus
coeficientes wavelets mediante la igualdad:

1= />
il

En el caso biortogonal, estas dos magnitudes son s6lo equivalentes ya que {¢;, : | € Z}
es una base de Riesz de W; . Si el andlisis multirresolucién es ortogonal, los operadores
proyeccion sobre los diferentes subespacios dan aproximaciones 6ptimas en el sentido
de L2

= Soporte compacto: si la funciéon de escala y la wavelet tienen soporte compacto,
entonces los filtros h y ¢ son filtros de respuesta finita al impulso y esto beneficia las
implementaciones. Si no tienen soporte compacto, es deseable que tengan un decre-
cimiento rapido de manera tal que los filtros puedan ser aproximados por filtros de
respuesta finita.

» Coeficientes racionales: si los coeficientes {hy} v {gr} de los filtros son racionales
o racionales diddicos, se ve beneficiada la implementacion ya que las operaciones son
mas rapidas.

= Simetria: si la funcion de escala y la wavelet son simétricas, los filtros h y ¢ tienen
fase lineal generalizada. La ausencia de esta propiedad puede conducir a distorsion de
fase, [6], [16], paginas 160 y 254, respectivamente. Esta propiedad es importante en las
aplicaciones a procesamiento de senales.
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= Suavidad: es una propiedad importante en las aplicaciones de compresion. Si se desea,
por ejemplo, comprimir informacién en la representacion de una imagen I se descartan
los coeficientes 7y,; que son pequenos y se obtiene una representacion del tipo:

I= > i,

Jles

donde S es un subconjunto de todos los valores posibles. La diferencia entre I e I, es
decir el error cometido al eliminar las funciones 1;;, serd& menos perceptible cuanto
més suave sea 1.

= Nimero de momentos nulos de la wavelet dual: permite caracterizar clases de
funciones de suavidad o > 1. Esta propiedad esta relacionada con la propiedad de que
la funcion de escala v sus trasladadas puedan reproducir polinomios. Otra consecuencia
es que permite determinar la velocidad de convergencia del desarrollo en wavelets de
funciones suaves. Por otra parte, el nimero de momentos nulos de la wavelet dual esti
relacionado con la suavidad de la wavelet ([16], pagina 269).

= Expresiones analiticas: no siempre existe una expresion analitica de la funcién de
escala o de la wavelet. En estos casos, toda la informacion acerca de ¢ y 1 (ortogo-
nalidad, suavidad, momentos nulos, etc.) debe ser determinada a partir de los filtros.
Hay otros casos en los que existe una expresion analitica y es de gran utilidad su uso.

Como ya dijimos, no es posible construir wavelets que tengan todas estas propiedades.
En general las propiedades se eligen de acuerdo a la utilizacién que se vaya a dar a la
base que se desea construir.

1.3.5. Ejemplos

Ejemplo 1: Wavelets de Haar.

El ejemplo més antiguo de una funcién ¢ para la cual {¢;;} constituye una base ortonormal
para L*(R) es la funciéon de Haar:

1 0<z<1/2
Px)=¢ -1 1/2<z<1
0 en otro caso

La funcién de escala esta definida por:

(z) = 1 0<x<1
PAE)Z0 0 en otro caso
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El subespacio V estd generado por las funciones p(x — k) que son traslaciones enteras
de funciones constantes a trozos en el intervalo [0, 1]. El subespacio V; esta generado por
funciones ¢(2x — k) que son funciones trasladadas en k/2 de las funciones constantes a
trozos sobre el intervalo [0,1/2]. En general, el subespacio V; est4 generado por funciones
trasladadas en k/27 de funciones constantes a trozos en el intervalo [0,1/27]. La ecuacion de
refinamiento es:

px) =2 hip(2e — k) = p(x) + p(2x — 1),

y la ecuacion para la wavelet esta dada por:

Y(x) = p(z) — p(2r - 1).

Observemos que la wavelet tiene un solo momento nulo, es decir:

/_ O; W(z)dz = 0.

No es de mucha utilidad en la practica debido a su baja regularidad; los graficos de ambas
funciones pueden verse en la Figura 1.5.

A

l hyfx) holx)

1/2 1

-1

Figura 1.5: Funcion de escala y wavelet de Haar.

Ejemplo 2: wavelet de Shannon.

La funciéon de escala es:
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N AV

Figura 1.6: Funcién de escala de Shannon.

cuyo grafico se muestra la Figura 1.6.

De la ecuacién:

se pueden determinar los coeficientes hy:

1/2 k=0
hk:{ / Tk

#sen (7) k#0

La expresion de la wavelet de Shannon es:

sen(2m x) — sen(w x)

(r) = 7

™

y su grafico puede verse en la Figura 1.7.

Esta wavelet tampoco es muy ttil en la practica debido a su lento decrecimiento.

Ejemplo 3: Wavelets de Daubechies.

Las wavelets originales de Daubechies son probablemente las wavelets ortonormales més
conocidas y usadas.

En lugar de comenzar con la funcién de escala o los espacios V; , Daubechies basa su
construccion en una factorizacion de (1.3). Las wavelets asi obtenidas no tienen, en general,
una expresion analitica. Sus graficos pueden ser realizados con muy buena precision usando
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Figura 1.7: Wavelet de Shannon.

el algoritmo de la cascada y pueden verse en [16], Capitulo 6. Las mismas consisten en una
familia indexada con N € N, siendo N el ntmero de momentos nulos de la wavelet. Para
cada N hay una funciéon de escala y¢ y una wavelet v que tienen soporte en un intervalo
de longitud (2N — 1) y cuya regularidad aumenta con N. Ninguna de las funciones de esta
familia es simétrica o antisimétrica. Mas atin, Daubechies prueba en [16], Capitulo 8, que
no es posible obtener simetria para las funciones de escala y la wavelet dentro del marco de
las bases ortonormales de wavelets con soporte compacto. En la Figura 1.8 mostramos la
funciéon de escala y su correspondiente wavelet para N = 2,4, 6.

Ejemplo 4: funciones de escala B-splines y B-wavelets.

Los B-splines cardinales N, de orden m, m entero positivo, son ejemplos tipicos de funciones
de escala cuya implementacién computacional es sencilla. Existen algoritmos para realizar
los graficos y para calcular exactamente las piezas polinomiales que lo componen. Daremos
a continuacion algunas definiciones y luego el analisis multirresolucion que ellos generan.
El espacio 5, de splines cardinales de orden m con nodos en los enteros es la colecciéon de
todas las funciones f € C™~? tal que las restricciones de f al intervalo [k, k+ 1), k € Z, son
polinomios de grado a lo sumo (m — 1).

Consideremos ahora los espacios S? de splines cardinales con nodos en 277Z. Es claro que:

L CS s CcsCL

Si definimos V7 como la clausura en L?(R) de S7 N L*(R), obtenemos una sucesion de
espacios spline cardinales anidados:

S Ve el VAN ) VA G

m
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Figura 1.8: Izquierda: funciones de escala de Daubechies. Derecha: wavelets de Daubechies.

Es decir los espacios V,, satisfacen la propiedad 4) de un anélisis multirresolucion. Se define
entonces el B-spline cardinal N,, de orden m de la siguiente manera:

Np(x) == (Np—1)(2) = /01 Np—1(x —t)dt, m > 2, (1.30)

siendo Nj la funcién caracteristica del intervalo [0, 1). Las propiedades mas importantes del
B-spline cardinal N,, son:

= Soporte N, = [0,m].

. i Np(x—k) =1, Vz.

k=—o00
= Ny N1, m > 2, estan relacionados por la identidad:

X m —x
Non() = S N (@) + 25

(z —1). (1.31)
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Es claro que N, C VJ"; méas atn {N,,(x — k), k € Z}, es una base de Riesz de V2 y como
consecuencia {2/2N,,(2x — k), k € Z} es una base de Riesz de V.
La relacion de dos escalas para el B-spline cardinal N,, esta dada por:

Ny (z) = g g-m+l ( Zf ) N, (22 — k). (1.32)

Excepto por una constante multiplicativa no nula y una traslacion entera, la tinica wavelet
semiortogonal 1,,, de soporte minimo [0, 2m — 1] que corresponde al B-spline cardinal N,,, de

orden m, estd dada por:
Im—2

(@)= ¢uNm(2z = n), (1.33)

donde la sucesion g, es:

m

(=" m
In = om—1 ; l N2m(n+1_l), n=20,1,...,3m — 2.

La wavelet (1.33) asociada al B-spline N,,, se llama B-wavelet. La teoria correspondiente
a B-splines cardinales y B-wavelets puede consultarse en [6]. Daremos a continuacion las
expresiones analiticas y los gréaficos para los casos m = 2 y m = 4 correspondientes a los
B-splines lineales y cuibicos, respectivamente. El B-spline cardinal de orden 2 se obtiene de
(1.30):

T 0<zr<l1
No(z)=p(z)=1 2—2 1<z<2
0 otro caso

Las funciones Ny(2z — k) en V; se expresan explicitamente de la siguiente manera:

20 — k §§x<§+1
No(r —k)=p(2r—k) =4 2+k—-220 E+1<a<1
0 otro caso

De (1.32), la ecuacién de refinamiento resulta ser:

No(a) = () = 50(20) + (20 — 1) + 30(22 —2),

y la B-wavelet correspondiente es:
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donde:

2

0= 505 () Mt 1= 0 = S w4 28000 4 M- 1)

El término N4 en la ecuacién anterior es un B-spline cubico que puede calcularse usando
(1.31). De esta manera, la sucesion {gx} obtenida es: {¢;} = {1/12, —1/2, 5/6, —1/2, 1/12}
y la ecuacion para la B-wavelet esta dada por:

1 1 D 1 1

La repesentacion explicita de 1(z) es la siguiente:
((x/6 0<z<1/2

H(=Tzx+4) 1/2<z<1

%(16x—19) 1<x<3/2
Po(z) = %(—16x+19) 3/2<x<2 .
+(Tx —17) 2<x<5/2
é(—x—l—?)) 5/2<x<3
L O otro caso
El B-spline ciibico esta dado por:
( 2°/6 0<z<l1

(=323 + 1222 — 120 +4) 1<2<2

Ny(z) = p(x) = 3(32° —242% + 60z —44) 2<z <3 .
(4 -2 J<x<4
0 otro caso

\

La ecuacion de refinamiento es en este caso:

Ni(z) = o) = 50(20) + 5027 — 1) + S (20 = 3) + Sp(20 — 4).
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Figura 1.10: Wavelet B-spline ctbica.

La ecuacion para la B-wavelet correspondiente se obtiene igual que en el caso m = 2.
Los gréficos del B-spline cubico Ny(z) y de la B-wavelet asociada 14(x), pueden verse en las
Figuras 1.9 y 1.10.

1.4. Wavelets de segunda generacion

En este secciéon introduciremos el marco de trabajo para las wavelets que no son necesa-
riamente trasladadas y dilatadas de una funcion fija pero igualmente gozan de las buenas
propiedades de las wavelets de primera generacion. Se las conoce como wavelets de sequnda
generacion. Ejemplos tipicos son:

= wavelets en un intervalo;
= wavelets en dominios acotados de R™;
= wavelets en espacios con producto interior ponderado;

= wavelets sobre curvas y superficies;
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= wavelets adaptadas a muestreo irregular.

Las wavelets de primera generacion tienen dominios que son espacialmente invariantes. La
invariancia espacial permite que las traslaciones y dilataciones de una misma funciéon de
escala estén definidas en lugares arbitrarios del dominio, propiedad ésta que hace posible
construir los espacios anidados Vj.

Sin embargo, en los ejemplos mencionados arriba, no hay invariancia espacial y por lo tanto
es necesario contar con otros métodos para construir los espacios de escala.

Existen varios resultados relacionados con wavelets definidas sobre intervalos ([56], [16], 7],
[57]), wavelets en dominios acotados y wavelets ponderadas, pero todas estas construcciones
apuntan a resolver un problema especifico.

Nosotros optamos por presentar dos de las técnicas mas generales para la construccion de
wavelets de segunda generacion: el esquema de lifting y la  subdivision o refinamiento de
superficies.

La primera de ellas fue desarrollada por W. Sweldens, [58] a partir de 1996 pero tiene
numerosas conexiones con resultados obtenidos anteriormente por D. Donoho (|19] [20],
[21]) por un lado y por M. Lounsbery, T. De Rose y Warren [41], por otro. También esta
relacionado con trabajos realizados por W. Dahmen y sus colaboradores (|38], [13]).

La técnica de subdivision o refinamiento de superficies fue desarrollada por Lounsbery, [41]
y permite extender el anélisis de multirresolucion a superficies topologicas de tipo arbitrario.
En las subsecciones siguientes describiremos estas técnicas, pero previamente estableceremos
el marco de trabajo de las wavelets de segunda generacion. Para ello comenzaremos dando
la versién de anéalisis de multirresoluciéon, funcién de escala y wavelets. Veremos que gran
parte de la terminologia y simbologia usados en el caso de primera generacion subsisten en
este contexto, si bien a veces su significado sea algo diferente. Por ejemplo, mantendremos
el nombre funcion de escala, aunque en este caso dicha funcién no pueda ser escrita como
combinacion lineal de sus versiones escaladas.

Consideremos el espacio L? = L*(X,%, u), donde X C R" es el dominio espacial, ¥ es
una o algebra y p es una medida sobre Y. No pedimos que la medida sea invariante a las
traslaciones de manera que p puede ser una medida ponderada y suponemos que (X, d)
es un espacio métrico. Comenzamos dando la definicion de anélisis multirresolucién para
segunda generacion:

Definicion 1.4.1 Un andlisis de multirresolucion de L? es una sucesion de subespacios
cerrados V; € L? : j € J C Z que verifican:

= Vi C Vi

= Ujes Vi es densa en L2,
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» Para cada j, V; tiene una base de Riesz dada por las funciones de escala {pj) : k €
K(j)}, donde K(j) es un conjunto general de indices y suponemos que K(j) C KC(j+1).

Consideraremos dos casos:
I. J = N. Esto significa que el nivel mas grueso es V;. Este es el caso cuando p(X) < oo.

II. J = Z. La sucesion de espacios V; es bi-infinita. Esto ocurre cuando p(X) = oco. En
este caso agregamos la condicion :

(Vi = {0}.

jeT

Un andlsis de multirresolucién dual consiste de espacios {17] C L?:j € J CZ} con bases
dadas por funciones de escala duales ;. Estas funciones de escala dual son biortogonales
a las funciones de escala en el siguiente sentido:

<(;0j,k7 Szj,k/> = 5k’,k’7 para k’, k/ € K(]) (134)

Cualquier funciéon de energia finita puede ser aproximada por funciones de escala, esto es
existen operadores proyeccion P; : L* — V; , definidos como:

Pi(f) = Z NjkPiks  con Apx = (f,Djx)
keK(5)

tal que Vf € L? se verifica:

lim By(f) = f.

Jj—00

1.4.1. Funciones de escala y espacios V;

En las construcciones clésicas, las funciones de escala ¢;; estin definidas como traslacio-
nes y dilataciones diddicas de una funciéon de escala fija o(z), y satisfacen la relacion de
refinamiento:

p(r) = Z hi—210j41,1- (1.35)
I

En el caso de segunda generacion, las funciones de escala no son necesariamente trasladadas y
dilatadas de una funcion fija. La principal caracteristica de las wavelets de segunda generacion
es que aun satisfacen relaciones de refinamiento que se deducen del hecho que V; C V.
Mas precisamente, para cada funcion de escala ¢;;, j € J, k € K(j), existen coeficientes
{hjra: 1€ K(j+ 1)} tales que:
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Oi= D ki (1.36)
lek(j+1)
Nos referimos a esta tltima como la ecuacion de refinamiento. Siempre elegiremos los indices
de manera tal que j € J, k€ K(j) y l € K(j +1) y al conjunto de coeficientes {h;;; : j €
J, keK(j),l€K(j+1)} lo lamaremos filtro.
Notemos que en este caso los coeficientes de la ecuaciéon de refinamiento son, en general,
distintos para cada funciéon de escala. Comparando esto con el caso de primera generacion,
de 1 ecuaciOn (1.35) tendremos {h;x;} = {hi_ar}, V. En el contexto de la ecuacionlos (1.35),
los {h;,} son invariantes a las traslaciones y dilataciones. Supondremos que para cada j y
k solamente un ntmero finito de coeficientes {h;,;} son no nulos. Diremos entonces que h
es un filtro finito.
Definimos ahora los siguientes conjuntos finitos:

L k) ={l e K(G+1): hjriro} v K1) ={k € K(j) : hjny # 0}

Estos conjuntos de indices indican los elementos no nulos sobre cada fila, (respectivamente
columna), de la matriz (posiblemente infinita) {h;z, : k € K(j),l € K(j +1)}.

Las funciones de escala dual satisfacen relaciones de refinamiento similares a (1.36) con
coeficientes {%Jkl} y podemos definir conjuntos similares de indices denotandolos con tilde
para diferenciarlos de los coeficientes de las funciones de escala ;.

1.4.2. Wavelets y espacios IV;

Las wavelets de primera generacion son bases de funciones para espacios W; que complemen-
tan V; en Vji;. La misma idea subsiste para el caso de segunda generacion, lo que conduce
a la siguiente definicion.

Definicién 1.4.2 Un conjunto de funciones {¢;m,j € J,m € M(J)}, donde M(TJ) =
K(j+1)—K(j) es un conjunto de funciones wavelets si:

» El espacio W; = clos span { ”iju tm € M(j)} es un complemento de V; en Vi
- Jm
y Wi LV;.
» 51 J = Z, el conjunto W; = clos span { sz’mn tm € M(J)} es una base de Riesz
7,m

para L2.

» 50 J =N, el conjunto W; = clos span { ”Z]mn tm € M(J)} U { HSOO’kH ke IC(O)},
j,m $0,k
es una base de Riesz para L2.
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Siempre supondremos que m € M(J). La base dual esta dada por wavelets duales @ij que
son biortogonales a las wavelets, es decir que satisfacen:

<1/Jj,ma chm’> = 0} mm’ - (1.37)

Las wavelets duales generan espacios /V[\?] que complementan \7] en ‘7j+1 y Wj 1L V; . Para

f € L? definimos los coeficientes ;,, = <f, {Ej,m>- Entonces:

f = Z ’Yj,mwj,m-

j7m
La definicion implica que las wavelets satisfacen relaciones de la forma:

Vjom = Zgj,m,z%‘ﬂ,z, (1.38)
!

donde g = {gjm1,j € T,me M(J),l € K(j+1)} es un filtro; las wavelets duales satisfacen
relaciones de refinamiento con un filtro g. Como ¢,41; € V; & W, , se tiene que:

Cjr11 = Z hjkapjr + Z Gimi¥im (1.39)
k m

La biortogonalidad de las funciones de escala y de las wavelets (ecuaciones (1.36) y (1.37),
respectivamente), implican las siguientes relaciones entre los filtros:

§ 9iml9im'|l = 5m,m’a
l ~

E hj,k,l hj,k’/,l = 616,]6’7

l

Y hikiGimi = 0,

l
E:gj,m,l hjwy = 0.
l

(1.40)

Definiciéon 1.4.3 Un conjunto de filtros {h,%,g,ﬁ} es un conjunto biortogonal de filtros si
se satisfacen las condiciones (1.40).

En el caso de segunda generacion, las waveletes no pueden ser construidas tan facilmente
como en el caso de primera generacion y el esquema de lifting provee una manera de hallarlas.
Daremos ahora la version del esquema de lifting para el caso de segunda generacion.
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1.4.3. Esquema de lifting: notacién y definiciones

El lifting constituye una herramienta poderosa para construir wavelets de segunda generacion
pero también puede ser usado para construir wavelets de primera generacion. Sin embargo,
en el caso de primera generaciéon no se han obtenido wavelets que no hayan sido construidas
con los métodos tradicionales. Las ventajas del método son:

» permite disenar las wavelets de acuerdo a las necesidades del usuario;
» da una implementacién mas rapida de la transformada wavelet;

= permite construir wavelets de segunda generacion.

La idea béasica es comenzar con un andlisis de multirresolucion muy simple y “modificarlo
gradualmente" hasta obtener uno con las propiedades deseadas. No presentaremos aqui
el esquema de lifting para las wavelets de primera generacion; el lector interesado puede
remitirse a [60]. Presentaremos el esquema de lifting para segunda generacion ya que esta
técnica, complementada con los esquemas de subdivision, brinda herramientas versatiles y
directas para construir las wavelets de segunda generacion.

En primer lugar debemos aclarar que cuando escribimos la ecuacion (1.36), utilizamos h;
para indicar los coeficientes del filtro; nos referimos a ésta como la notacion indexada. Ahora
vamos a introducir una nueva notaciéon que se basa en considerar operadores. La ventaja de
esta ultima es que los enunciados y las demostraciones son méas simples; la desventaja es que
no es practica en las implementaciones. Por este motivo enunciaremos los resultados en las
dos notaciones.

Consideremos los espacios I*(K(j + 1)), I2(K(5))) y *(M(J)) con sus normas y productos
interiores usuales. Denotemos los elementos de esos espacios como a, b y ¢ respectivamente,
de manera tal que:

a={aq:1€eK(G+1)}elPK({+1)),

y analogamente para b € I*(K(j)) y ¢ € P(M(T)).
Introducimos ahora los siguientes operadores:

1. H; : *(K(j +1)) = [*(K(j)), donde b = H;a significa que:

bk = Z hj,k:,l ag.

lek(j+1)

2. G;: P(K(j +1)) = *(M(J)), donde ¢ = Gja significa que:

Cm = § 9jm,l Q.

1EK(j+1)
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En forma similar se definen los operadores H iy éj. Nos referimos a estos operadores como
operadores filtro o simplemente operadores. Con esta notacion, las condiciones (1.40) para
la biortogonalidad de los filtros se traducen en:

H; H; G,G; = 1,
Gjlﬁ = H;G; = 0, (1.41)
H:H;+G:G; = 1,
o en forma matricial:
H, 10 H,
R QﬂZ{Ol} vy [H Q]| |=1 (1.42)
Gj Gj

Podemos dar asi la siguiente definicion.

Definicion 1.4.4 El conjunto de operadores filtro {H;, ﬁj, Gj, éj} es un conjunto biorto-
gonal de operadores filtro si se satisface la condicion (1.42).

Haciendo abuso de la notacion, y permitiendo que los operadores actiien sobre sucesiones de

funciones, podemos escribir la ecuacion de refinamiento y la ecuacion de dos escalas para la
wavelet. Para ello definamos: ¢; = {¢;r : k € K(j)} y ¥ = {¥jm : m € M(J)}. Entonces:

oj=Hjpj vy ¥ =G,
lo que permite escribir la ecuacion (1.39) de la siguiente manera:
piv1 = Hj p; + G ;.
Esquema de lifting

Teorema 1.4.5 (Wim Sweldens, [60]) Sea {H", I:j]?ld, G, é;ld} un congunto inicial de
operadores filtros biortogonales. Entonces los siguientes operadores filtros también son bior-
togonales:

H; = H",

ﬁ]j — quld_l_sj é;ld’

G; = G- SrHM, (1.43)
é — G/«old7

<.
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donde S; es un operador de I*(M(J)) en I*(K(j)).
Demostracién: escribamos el esquema de lifting en forma matricial:

7. I7old old
H, _[15]} i , H; _[1 o} H;
é] 0 1 é?ld Gj _S] 1 G?ld

Si pensamos en las condiciones de biortogonalidad en la forma (1.42), la demostracion sigue
del hecho que:

N R

Con la notaciéon indexada, el conjunto de operadores filtros biortogonales dados es:
{ hold’ ?Lold’ gold7 gold}

y el nuevo conjunto de operadores filtros biortogonales construido a partir de él es:

_ old
hj,kr,l - hj,k,za
T _ Told ~old
hike = hig,+ E Sj,k;mYjm, s
m
(1.44)
_ old old
9jmil = gj,m,l - E :Sjakﬂnhj,m,l?
m
~ __ ~old
gjzmyl - gj7m7l‘

Observemos que después del lifting, los filtros h y g cambian y por este motivo las funciones
de escala duales y las wavelets también cambian. Como h no cambia, tampoco lo hacen
las funciones de escala. Las wavelets duales también se modifican ya que se construyen a
partir de las funciones de escala duales y éstas son diferentes. Con la notaciéon acordada, las
funciones que genera el esquema de lifting son las siguientes:

p;i = o7

Bi = H"Gja+ 865G = H}"Pja + Sty
v = Gilia = STH i = g7 — 9500
z/}g = é?ldaj-%lu
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o con la notaciéon indexada es:

— old
Pik = Pk

~ o Told ~ -
Ok = E hj,k,z%+1,l+§ S ke;mWjms
m

l

(1.45)
wj,m = ]D'}r(yiz - Z Sj,k,m@?,llga
k

i _ ~old ~
Vjm = Z 95 km®Pi+1,l-
!

La ventaja del esquema de lifting es que a través del operador S tenemos control sobre todas
las wavelets y funciones duales que pueden ser construidas a partir de un conjunto de funcio-
nes de escala dado. Esto significa que podemos comenzar con un analisis de multirresolucion
simple y usar (1.45) para elegir S de manera tal que las wavelets después del lifting tengan
propiedades particulares. Esto es lo que permite disenar la wavelet de acuerdo a las necesi-
dades del usuario. La ecuacion (1.45) permite hallar el operador S, dado que las funciones

del miembro derecho no se modifican. Las condiciones sobre v; ,, se traducen en condiciones
sobre S.

Esquema de lifting dual

Introducimos ahora el esquema de lifting dual. La idea basica es la misma que para el esquema
de lifting excepto que ahora la funcion de escala dual y los filtros flj y G, no cambian. Los
filtros Hj, éj, la wavelet dual, la funcién de escala y la wavelet se modifican debiéndose el
cambio de esta tltima a la relacion de dos escalas. Podemos usar el esquema de lifting dual
para disenar la wavelet dual. Si indicamos el operador involucrado con §j, el nuevo conjunto
de filtros biortogonales est4 dado por:

H = H]Qld + éold7
[{[j _ ﬁjold7
Gj — Gold ,

Gold — GOld—Sj;Hled,

donde S; es un operador de I2(M(J)) en I2(K(j)).
Para mostrar como pueden combinarse el lifting y el lifting dual para mejorar algunas pro-
piedades de las funciones obtenidas, necesitamos generalizar la definicion de momentos nulos
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para el caso de primera generacion, al caso de segunda generacion. Para ello consideremos
el siguiente conjunto de funciones C'*> sobre el espacio X:

{P,:p=0,1,2,...}, con By =1.

Supondremos que la restriccion de un nimero finito de estas funciones a cualquier esfera de
radio € resulta un conjunto linealmente independiente. Decimos que el orden del anélisis de
multirresolucién es N si para todo j € J , cada P, puede escribirse como combinacion lineal
de las funciones de escala {p;, : k € K(j)}:

P,(z) = Z & pin(r), 0 <p < N. (1.46)
kek(j)
Anéalogamente se define el orden del anélisis de multirresolucién dual que notaremos con N.
Los momentos de la funcién de escala ¢;; y de la wavelet 1, ,,, se definen respectivamente
como:

M, / Deir@)d ¥ N, = / () (@)

Anélogamente se definen los momentos de la funcion de escala dual ;. y de la wavelet dual

wj,m-

Si las funciones de escala ¢;, con k € K(j) satisfacen (1.46), entonces:
/ Pp@fbvj7mdx =0, para 0<p<N,jeJ, me M(J).
b'e

Decimos entonces que las wavelets duales tienen N momentos nulos. En forma anéloga
diremos que las wavelets tienen N momentos nulos.

El lifting y el lifting dual se pueden alternar: por ejemplo, después de incrementar el niimero
de momentos nulos de la wavelet con el esquema de lifting, se puede usar el esquema de
lifting dual para incrementar el nimero de momentos nulos de la wavelet dual. Iterando
el lifting y el lifting dual se puede construir un anélisis de multirresolucion para el cual la
wavelet y la wavelet dual tengan las propiedades que se desee. Esto es lo que se conoce como
construccion “cakewalk".

Resta aclarar lo siguiente. Supongamos que se usa el esquema de lifting dual para incrementar
el nimero de momentos nulos de la wavelet dual. Dado que el esquema de lifting cambia la
funcién de escala dual y la wavelet dual, ;cémo sabemos que la aplicacion del esquema de
lifting no modifica el niimero de momentos nulos de la wavelet dual? La respuesta la da el
siguiente teorema [60]:

Teorema 1.4.6 Dado un andlisis de multirresolucion de orden N, después del lifting los
primeros N momentos de la funcion de escala dual y de las wavelets duales no cambian.
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1.4.4. Ejemplos de wavelets de segunda generacién

La combinacion de las técnicas de subdivision y lifting han demostrado ser herramientas
directas y versatiles para la construccion de wavelets de segunda generacion, en particular
asi se construyeron las wavelets ortogonales de Haar generalizadas [27] y las wavelets
esféricas [54|. Para el primer caso se construye una base ortogonal de wavelets para
L*(X,0,u), donde X C R", o es una o-dlgebra de subconjuntos de X y u es una medida
sobre o. El punto de partida para esta construcciéon es la subdivision de X en particiones
anidadas de subconjuntos medibles de X. La ventaja de estas wavelets es su generalidad.
Las desventajas son que no son suaves y que tienen un solo momento nulo. Sin embargo,
mediante la aplicacion del esquema de lifting, los autores hallan un nuevo conjunto ortogonal
en el cual las wavelets tienen mas momentos nulos. En [54] se presentan dos familias de
wavelets sobre la esfera. Una de ellas estd basada en funciones de escala interpolantes y la
otra en wavelets biortogonales de Haar generalizadas (Bio-Haar wavelets). A continuacion
describiremos brevemente las (Bio-Haar wavelets); el lector interesado puede encontrar mas
detalles en [54].

Bio-Haar wavelets.

Para describirlas, previamente indicaremos una subdivision de la esfera en triangulos esféri-
cos (construccion geodésica), que induce una sucesion de espacios anidados como los que se
necesitan para definir un analisis multirresolucion. Esto se hace comenzando con un so6lido
cuyas caras son triangulos. Los niveles sucesivos son generados agregando vértices en los
puntos medios de los lados y conectandolos con geodésicas. De esta manera, cada tridngulo
Tj ., j perteneciente al nivel j, tiene cuatro hijos Tj11;, [ =0,1,2,3 en el nivel (4 1). En la
Figura 1.11 se muestra la construccion geodésica de la esfera comenzando con el icosaedro
(nivel de subdivision cero) y los dos proximos niveles de subdivision. La triangulaciéon
resultante, eligiendo al icosaedro como punto de partida, se caracteriza por ser la que tiene
las dreas més balanceadas entre los cuatro tridngulos constituyentes de un tridngulo 7Tj,; esto

significa que las diferencias entre las areas de los cuatro tridngulos que forman 7j , es minima.

Figura 1.11: Construccion geodésica de la esfera

Los triangulos esféricos T}, k perteneciente a un conjunto de indices K(j), que resultan de
una construccion geodésica de la esfera S2, satisfacen las siguientes propiedades:
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T

Funcion de escala Funcion de escala dual

Figura 1.12: Funciones de escala de Haar y sus duales

1) S? = Ueg(;Tjk v esta union es disjunta, es decir los T dan un cubrimiento de S?
para cada j.

2) Paracada jy k, T} puede ser escrito como la unién de cuatro tridngulos “hijos" 7)4q.

Sea (T} x,) el area del tridngulo esférico 7} . La funcién de escala y la funcion de escala dual
se definen como:

- 1
Pik = XTip Y ik = Ck(j—jch)XTj’k’

donde x7;, es la funcion caracteristica de Tj . Es claro que la funcion de escala y su dual
resultan biortogonales debido a que sus soportes son disjuntos; ver Figura 1.12.

Los espacios V; C L? definidos por:
Vi = span pj + k € K(j),

generan un analisis de multirresolucion de L?. Fijemos ahora un tridngulo Tj.. Para la
construccion de las wavelets biortogonales de Haar generalizadas, necesitamos considerar el
conjunto de hijos Tj41, | = 0,1,2,3 de Tj,. Las wavelets Bio Haar elegidas para que sus
integrales sean nulas, se definen como:

Ly
’lvbj,m - 2 (90]+1,m - ]‘—74»17 90]-‘(-1,0) 9 m = 07 17 2; 37
Jj+1,0

donde I = [o @jrdw.
Un conjunto de wavelets semiortogonales duales esta dado por:
wj,m = 1/2(95j+1,m - &]}*)'
Con el esquema de lifting dual, se puede construir un nuevo analisis de multirresolucion en el

cual la wavelet dual tenga mas momentos nulos. Sean T}, k = 4,5, 6, los tridngulos vecinos
de Tj, y K(m) = {*,4,5,6}. Las nuevas wavelets duales estan dadas por:

Vim = 1/2Bsi1m = Bin) = D FikmPik
keK(m)

donde s i, son elegidos de manera tal que 1;,, tenga momentos nulos.
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Hijos Bio-Haar 1 Bio-Haar 2 Bio-Haar 3

Figura 1.13: Wavelets de Bio-Haar

Tios e hijos
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Figura 1.14: Lifting dual de las wavelets Bio-Haar duales






Capitulo 2

Mallas bidimensionales y mallas
tridimensionales

2.1. Introduccion

En este capitulo presentamos modelado de superficies vy modelado de volimenes entendiendo
por ello a los métodos usados para representar y modelar los atributos de objetos bidimen-
sionales (2D), tridimensionales (3D) y sus respectivos interiores.

Hay diversas formas de obtener muestras de un objeto y sus atributos y, a partir de éstas,
generar un modelo discreto del mismo. Las redes, también llamadas mallas o grillas en 2D
o 3D son usadas como modelos discretos para una gran variedad de objetos en 2D o 3D.
Por ejemplo, las redes bidimensionales constituidas por celdas poligonales se utilizan para la
representacion de terrenos en aplicaciones geogréficas y de superficies de solidos en Compu-
tacion Gréafica.

Las redes tridimensionales formadas por celdas poliédricas se utilizan para representar tan-
to el interior de un objeto como su frontera. Las redes d-dimensionales, d > 3, se suelen
utilizar para la descomposiciéon del dominio de un campo escalar o vectorial definido sobre
un objeto. Una clasificacion habitual para grillas es aquella que tiene en cuenta la topolo-
gia de las mismas. Segin este criterio se las clasifica en estructuradas y no estructuradas.
Una grilla estructurada es aquélla en la que la topologia esta implicita. Ejemplos de grillas
estructuradas son las grillas uniformes en las cuales las celdas estdn alineadas con los ejes
y la separaciéon sobre los mismos es constante. Sabiendo cudl es la posicion de los vértices
més alejados del origen segiin cada eje, se pueden calcular los otros vértices siendo trivial la
conectividad de las celdas. Este tipo de grillas se utilizan en modelado de terrenos y datos
médicos como tomografias y resonancias magnéticas.

Las grillas no estructuradas son aquellas en las que es necesario especificar la conectividad
de las celdas. Si bien es cierto que en algunos ejemplos, como lo es el caso de renderizacion
de voltimenes, la topologia del modelo es irrelevante, en otros, como imagenes médicas, la
topologia del objeto es esencial. Lo cierto es que muchos problemas del mundo real estan

41
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definidos sobre grillas no estructuradas y por lo tanto la demanda de representaciones efi-
cientes de esta clase de mallas ha ido en aumento.

Si bien en las grillas no estructuradas bidimensionales el bloque bésico puede ser cualquier
poligono, el mas utilizado es el tridngulo ya que permite modelar mejor los objetos, sobre
todo en las proximidades de la frontera. Por el mismo motivo, entre las grillas no estructura-
das tridimensionales los métodos méas modernos de generacion de grillas generan mallas de
tetraedros, en lugar de mallas de hexaedros que fueron los primeros bloques constructores
bésicos para voliimenes.

Independientemente de que se trate de grillas poligonales o poliédricas, éstas permiten descri-
bir como estan estructurados los datos; esta informacion de conectividad que estd de manera
impicita o explicita, constituye la topologia del modelo.

La exactitud con la que una red representa a un objeto esta relacionada con la precision
con la que se representa cada vértice, lado, celda y su atributo. Se calcula el error de apro-
ximacion en alguna norma. Un error pequeno indica que el modelo es preciso. En general,
cuanto mayor es la cantidad de celdas, mayor es la precision. Pero si el objeto es suave o
tiene superficies planas, no es necesario tener una gran cantidad de celdas para tener buena
precision. Ademés, no siempre se requiere la misma cantidad de celdas en todas las partes
de un objeto para tener la misma precision.

Con el fin de obtener resoluciones de redes adecuadas a los casos mencionados en el parrafo
anterior, comenzaron a estudiarse diferentes esquemas de simplificacion y refinamiento de
redes. Las soluciones efectivas al problema de simplificaciéon de redes bidimensionales han
sido obtenidas a partir de técnicas incrementales basadas en la estrategia de supresiéon o
decimacion, (supression o decimation, respectivamente en inglés) de vértices, lados o celdas.
Esta técnica consiste en remover vértices, lados o celdas de la malla y volver a generar una
malla (re-mesh). La operacion inversa a la técnica de supresion de vértices es la estrategia
de refinamiento que consiste en agregar puntos a la red y volver a crear una malla.

Muchas de estas técnicas han sido extendidas al caso 3D es decir a la simplificacion o refi-
namiento de mallas 3D.

Formalizaremos los conceptos de redes bidimensionales y redes tridimensionales y describi-
remos algunas de las técnicas de refinamiento de las mismas.

2.2. Definiciones previas

Definicién 2.2.1 Una celda k-dimensional o k-celda es un subconjunto del espacio eucli-
deano d dimensional RY homeomorfo a una bola cerrada de dimension k, con k < d.

Definiciéon 2.2.2 Sea M un conjunto finito conexo de celdas de dimension heterogénea en
el espacio Euclideano R?, donde d es el mdzimo de las dimensiones de las celdas de M.
Supongamos que la frontera de cada celda de M es una coleccion de celdas de dimension
menor, llamadas facetas, que pertenecen a M. Se dice que M es una malla d-dimensional
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sty solo si se verifican las siguientes condiciones:

= [0s interiores de cualquier par de celdas d-dimensionales de M son disjuntos,

= cualquier k — celda de M con k < d acota al menos una d-celda de M.

La union como conjunto de puntos de las celdas de una malla M es llamado dominio de M.

Un caso especial e interesante de mallas son las mallas simpliciales.

Definicién 2.2.3 Un simplice k-dimensional o k-simplice en R? es el lugar geométrico de
todos los puntos de R? que pueden ser expresados como combinaciones convezas de k + 1
puntos.

Definicion 2.2.4 Una malla simplicial X o simplicial complejo es una malla en la cual
todas las celdas son simplices. En una malla d-dimensional cada k-simplice con k < d es
generado pro un subconjunto de vértices de algun d-simplice.

Definiciéon 2.2.5 Una malla se dice conforme si y sélo si para cada par de d-celdas o1 y 09,
la interseccion de las fronteras de o1 y o9 es vacia o consiste de una k faceta que pertenece
a la frontera de ambos o1 y 09, para algin k < d.

Definicién 2.2.6 La valencia de una d celda C' en una malla M es el nimero de (d+ 1)
celdas de M que intersectan a C

En una malla triangular, la valencia de un vértice es el nimero de lados que concurren a
ese vértice. En una malla tetraédrica la valencia de un lado es el ntimero de tridngulos que
tienen en comun ese lado.

2.3. Mallas bidimensionales

Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que la malla consiste en caras triangulares ya
que cualquier poligono no triangular puede ser triangulado. Representar la superficie de un
objeto mediante una red de caras triangulares constituye un modelo clasico en Computacion
Grafica tridimensional ya que en el caso general la superficie de un objeto puede aproximarse
por caras planas.

Definicién 2.3.1 Una malla triangular o triangulacion T' es una dupla T=(M,C) donde M
es un conjunto de N puntos M; (de R* o R®) y C es un 2-simplicial complejo.
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Definicion 2.3.2 Sea V' un conjunto de puntos en R2. Una triangulacion de Delaunay de
V' es una triangulacion y tal que:

i) V es un conjunto de vértices de »_,
i) > cubre la cdpsula convera de 'V,

iii) el circulo circunscripto de cada tridngulo de ) no contiene ningin punto de V' en su
interior.

Observaciones.

1) Cuando el conjunto de puntos M; esté irregularmente distribuido en el espacio, habla-
mos de malla irregular. Por otro lado, cuando los puntos estan alineados con los nodos
de una grilla regular decimos que la malla es reqular.

2) Los puntos M; de la malla pueden tener asociados ciertos atributos en cuyo caso son
considerados como muestras de una funcion escalar o vectorial definida sobre esa region.

3) La informacion que describe los elementos de la malla consiste en la conectividad y
la geometria de la malla. La conectividad de la malla, informacion contenida en C,
describe las relaciones entre los elementos de la misma; por ejemplo para cada cara
se especifican sus vértices y sus lados; para cada lado se especifican sus vértices y las
caras que concurren a él. La informacion geométrica esta contenida en M y especifica
la posicién en el espacio para cada vértice.

Los elementos de C deben verificar las siguientes condiciones:

= Cada vértice v; € C tiene una posicion definida por el punto M; € M.
» Cada lado [; € C esta definido por un par de vértices (M;1, M;2) de M.

» Cada cara f; € C es un ciclo cerrado de lados: I; = (M1, Mys), |; = (M1, Mjs),
Iy = (Mkh Mk2)> con Mj; = Mg, Mjp = My y Mix = M.

2.3.1. Simplificacién de mallas triangulares: algunas técnicas.

En diversas disciplinas (cartografia, computacion grafica, visualizacion cientifica, diseno asis-
tido por computadoras, métodos de elementos finitos, teoria de aproximacién, geometria
computacional), se desarrollaron técnicas para generar modelos de mallas triangulares que
consisten en millones de triangulos. Por ejemplo, los datos capturados por escéneres, las
imégenes satelitales, las imagenes médicas, los datos para modelar un objeto y sus atributos
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son modelados con redes triangulares que contienen millones de tridAngulos. En todas estas
aplicaciones existe un compromiso entre la exactitud del modelo y el tiempo necesario para
procesarlo. Para alcanzar un tiempo de procesamiento aceptable es necesario a veces sustituir
el modelo original por otro mas simple. En algunos casos se necesita que el modelo capte los
detalles mas finos de la superficie, por ejemplo si el observador estd muy cerca del objeto;
en otros, cuando el obsevador estd a mucha distancia se necesitan menos detalles. Como
consecuencia de ésto comenzaron a estudiarse técnicas para la simplificacion de superficies
que permitieran obtener superficies confiables con menor cantidad de triangulos.

a) 424.376 caras b) 60.000 caras ¢) 1.000 caras

Figura 2.1: Modelo obtenido por scanner y dos aproximaciones.

En la Figura 2.1 se muestra el modelo en tres diferentes niveles de detalle. La superficie
original a) contiene casi medio millon de caras; la aproximacion b) contiene un 86 % menos
de tridAngulos pero su apariencia, vista en una imagen reducida, es casi igual a la primera. La
aproximacion c¢) contiene alrededor de 1000 caras; si bien es cierto que en este caso se han
perdido los detalles, la forma general del objeto se mantiene. A los efectos de medir alguna
propiedad del objeto, como por ejemplo su volumen, se llegaria a una buena aproximacion
usando este modelo simple.

Si bien los algoritmos de simplificaciéon de mallas fueron creados para resolver problemas
especificos de cada rama de la ciencia, todos ellos tienen grandes similitudes en cuanto
al problema que resuelven. Por eso, en [33] se clasifican estos algoritmos de acuerdo al
problema que resuelven y no a la aplicacién para la cual fueron creados.

Otra clasificacion importante para estos algoritmos consiste en tener en cuenta si realizan o
no una simplificacion topologica de la superficie. En este sentido, muchos de los métodos de
simplificacion de mallas pertenecen a alguna de las tres categorias siguientes:

1) los que prohiben cualquier alteracion topologica, [12];

2) los que simplifican la topologia implicitamente. En estos casos el criterio de simplifica-
cion es geométrico y como efecto secundario puede simplificar la topologia;



46 Capitulo 2. Mallas bidimensionales y mallas tridimensionales

3) los que especificamente consideran la simplificacion topologica y geométrica de la su-
perficie.

Claramente, hay aplicaciones donde debe evitarse la simplificacion topologica. Por ejemplo,
en imégenes médicas preservar un agujero en el corazéon es mucho méas importante que pre-
servar la forma exacta de la superficie. Por otro lado, en algunos casos es deseable simplificar
la topologia de los modelos. Supongamos que la malla triangular modela la superficie de una
esponja. Los agujeros que este animal marino tiene en su superficie son una caracteristica
visualmente importante si se lo observa de cerca. Sin embargo, observado a la distancia, estos
agujeros son imperceptibles y por lo tanto no es necesario que el modelo los capture.

La mayoria de las técnicas de simplificacion de mallas estd basada en una operacion de
simplificacion elemental que es iterada hasta la obtenciéon de una malla adecuada a las ne-
cesidades del usuario. Las operaciones elementales mas utilizadas son la supresiéon de algin
elemento de la triangulacion: tridngulo, lado o vértice. Junto con cada técnica de simplifica-
cion de mallas, hay asociada una técnica de refinamiento que permite pasar de una resolucion
gruesa a otra mas fina.

Describiremos brevemente las técnicas de simplificacion mas utilizadas y sus respectivas
operaciones inversas.

Supresion de vértices

Este algoritmo iterativo de simplificacion fue propuesto originalmente por William Schroder
en [55]. Consiste en dos etapas:

1) supresion de un vértice v y de todos los lados incidentes en él. Esto da lugar a una
region poligonal llamada poligono de influencia del vértice v que consiste en todos los
triAngulos que tienen a v como uno de sus vértices.

2) retriangulacion del poligono de influencia.

En el caso plano la segunda etapa de esta técnica se realiza sin dificultad ya que todo po-
ligono plano es triangulable. Generalmente, los grados de liberad que quedan para elegir
la triangulacion se fijan imponiendo que sea una triangulacion de Delaunay, [18]. Si la su-
perficie estd en R3 el poligono esta en R?; entonces la retriangulaciéon requiere previamente
una proyeccion de la superficie sobre el plano motivo por el cual, en este caso, se supone
que la superficie es una 2-variedad, es decir cada punto de la superficie tiene un entorno
homeomorfo a un disco bidimensional, (Apéndice A).

Sin embargo, las técnicas de subdivision para superficies también pueden aplicarse a su-
perficies que no son una variedad. En [33] los algoritmos de simplificacion de superficies se
clasifican de acuerdo a la clase de superficies sobre las cuales operan; entre ellas se encuen-
tran aquellas superficies que son variedades y aquellas que no lo son.
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Por ejemplo, en [25] se presenta un algoritmo de supresion de vértices basado en un algoritmo
introducido previamente por Kirkpatrick [39]. Dicho algoritmo selecciona, para suprimir, un
conjunto de vértices separados por una distancia predeterminada llamada paso de decima-
cion del algoritmo. Para elegir esta distancia, el usuario introduce un parametro fijo K > 0
y elige el paso de decimacion mayor o igual a mdz(1,2K). Si se nota: S = {Jj1,J2, -, Jn}
al conjunto de los indices de los vértices suprimidos y con V;, x al conjunto de indices de
vértices que estdn en un entorno de radio K del vértice suprimido v;,, resulta que los con-
juntos Vj, x son disjuntos. Como consecuencia, el conjunto de los indices de los vértices de
la triangulacion més gruesa queda particionado como la uniéon disjunta:

RU( Z:l I/tjkuK)7

donde R es el conjunto de indices de los vértices que no estan en un entorno de radio K de
un vértice suprimido.

La operacién inversa a la supresion de vértices es la insercion de vértice. Esta operaciéon
consiste en lo siguiente:

= borrar los tridngulos de un conjunto conexo C' de la malla, quedando definida asi una
region poligonal G, que sera la region de influencia del vértice a insertar. Esta region
de influencia depende en cada caso del algoritmo usado;

= insertar en esa region poligonal G el nuevo vértice y triangular G con un nuevo conjunto
de triAngulos incidentes en v.

La Figura 2.2 muestra un ejemplo de supresion e insercion de vértice. El poligono de influencia
es la parte de la triangulacion afectada por la supresion del vértice suprimido.

Colapsado de lado

Consiste en contraer un lado e en un vértice v que puede ser un nuevo vértice (colapsado de
lado completo) o uno de los vértices extremos de e (colapsado de medio lado). La operacion
inversa al colapsado de lado completo es la ezpansion completa de wvértice que consiste en
expandir un vértice v en un lado con vértices v’ y v”, v' # v, v” # v. La operacién inversa al
colapsado de medio lado es la expansion media de vértice que consiste en expandir un vértice
v en un lado e insertando el otro extremo w del aldo e.

La Figura 2.3 muestra un colpsado de lado completo y una expansion completa de vértice. En
|35] se construyen mallas progresivas considerando una sucesion de colapsados de lado que
simplifican progresivamente una malla dada M . El almacenamiento de la sucesion completa
de los colapsados de lado y cada una de sus actualizaciones inversas (expansion de vértices),
permite representar la malla M como una malla M, junto con una sucesién de expansiones
de vértice que indican como refinar progresivamente M, para recuperar la malla original M.
A esta representacion se la llama representacion progresiva de M y M puede ser obtenida a
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a) insercion de vértice b) supresion de vértice

Figura 2.2: Supresion e insercion de un vértice.

partir de My aplicando todas las expansiones de vértices de la sucesion. Si solo se utilizan
un nimero prefijado de esas expansiones se obtiene un modelo en una resolucion intermedia
o una aproximacion en diferentes niveles de detalle que se conoce en forma abreviada como
“LOD", (level of detail).

Supresién de triangulo
Esta técnica consiste en reducir un tridngulo a un punto siguiendo estos pasos:

» se selecciona el tridngulo (sq,$2,s3) que se desea suprimir y el punto s. que va a
reemplazar al triangulo.

= se contraen en forma conjunta los tres vértices del tridngulo hacia s.. El triangulo
se reduce entonces al punto s, y los tridngulos adyacentes se transforman en lados
incidentes en s..

El inconveniente de esta técnica es el gran tamano de la zona de influencia del triangulo
suprimido lo cual produce muchos cambios en la malla que es necesario preservar; esto
conlleva un costo de almacenamiento no deseable. Mas detalles de la supresion de tridngulos
pueden encontrarse en [26]. En la Figura 2.4 se muestra un colapsado de tridngulo.
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colapsado de lado
expansion de vértice

Figura 2.3: Colapsado de lado y expansion de vértice.
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Figura 2.4: Supresion de tridngulo.

2.3.2. Simplificacién de mallas triangulares con atributos

En la seccién anterior se describieron las técnicas més utilizadas para la simplificacion geo-
métrica de mallas triangulares. Mas informacion de esta clase de técnicas puede encontrarse
en [36], [51], [22]. Sin embargo, la mayoria de las mallas con las que se trabaja actualmen-
te tienen propiedades que van mas alld de la geometria. En el caso general, cada vértice
ademas de tener una posicién geométrica, tiene asociados otros valores que describen cierta
propiedades. Estos valores son generalmente interpolados sobre las caras del modelo. En
Computacion Grafica, los més comunes son color, textura y normales. Para producir aproxi-
maciones que representen lo méas fidedignamente posible a la superficie original es necesario
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simplificar tanto la informacion geométrica como la de los atributos. Por este motivo, pri-
mero comenzaron a desarrollarse algoritmos de simplificacion de mallas que realizaban la
simplificiacién de los atributos, para complementar con los ya existentes de simplificacion
geométrica ([5], [37], [23], [34]). Actualmente, los métodos propuestos pueden dividirse en
dos grandes grupos: los que realizan primero una simplificacién geométrica y, en un proceso
aparte, la simplificacion de los atributos ([9]) y aquellos que en un solo proceso realizan
ambas simplificaciones, (|23],|34]). En su gran mayoria todos estos métodos miden el error
de aproximacion con la norma L? 6 L.

2.4. Mallas tridimensionales

Si bien existen trabajos donde los bloques constructores basicos de una red tridimensional
son hexaedros, en la actualidad los tetraedros constituyen la unidad bésica para estas ma-
llas ya que tienen la propiedad de producir mejores modelos de los objetos, sobre todo en
proximidades de la frontera. Dado un conjunto volumétrico de datos, que pudo haberse obte-
nido mediante muestreo, simulacién o a través de técnicas de modelamiento, existen diversos
métodos que permiten obtener una tetraedrizaciéon del mismo. Nosotros no nos ocuparemos
de este problema sino que supondremos conocida una tetraedrizacion irregular del volumen
sobre el cual estan definidos los datos. A partir de ésto, en el capitulo siguiente nos aboca-
remos a la representacion de funciones constantes por tramos definidas sobre el volumen asi
tetraedrizado.

Si bien se tiene una idea intuitiva de los conceptos hasta aqui mencionados, necesitamos
precisar las definiciones.

En la primera subseccion damos la definicion de conjunto volumétrico de datos, mallas te-
traédricas regulares e irregulares y algunas de sus propiedades. En la segunda trataremos los
métodos més utilizados de simplificacion y sus respectivos inversos para mallas tetraédricas
regulares. Lo mismo haremos en la tercera parte para mallas tetraédricas irregulares. En
la altima subseccion, indicaremos la técnica que nosotros elegimos para el caso irregular y
justificaremos la eleccion.

2.4.1. Definiciones

Definicion 2.4.1 Se llama conjunto volumétrico de datos a una dupla S = (V, F') donde
V' es un subconjunto R® y F es una coleccion de escalares F = (f1, .., fx) asociada con
los puntos de V. St los puntos de V' estdn reqularmente espaciados se dice que el conjunto
S = (V,F) es regular o estructurado; si los puntos de V' estdn irreqularmente espaciados se
dice que el conjunto volumétrico es irreqular o no estructurado.

Suponemos que el dominio D de un conjunto volumétrico de datos es una variedad tridimen-
sional con frontera,(Apéndice A).
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Definicion 2.4.2 Una malla tetraédrica o tetraedrizacion T es una dupla T=(M,C) donde
M es un conjunto de N puntos M; € R3 y C es un 3-simplicial complejo.

De las definiciones anteriores surgen las siguientes observaciones.

Observaciones.

» La informacion que describe los elementos de la malla consiste en la conectividad
y la geometria de la malla. La conectividad de una malla tetraédrica, informacion
contenida C, es una 4 — upla formada por:

: conjunto de vértices,
: conjunto de lados,

: conjunto de caras,

[ ]
Ny

conjunto de tetraedros.
= Estos elementos tienen las siguientes propiedades:

Cada vértice v; € V' tiene una posicion definida por un punto M; € M.

Cada lado e; € E esta definido por un par de vértices (v;,v0) € V X V.

Cada cara f; € F estd definida por un ciclo cerrado de lados {e; =
(%‘1,1, 11711,2)7 €2 = (%‘2,1, Ui2,2); €i3 = (%’3,1,%‘3,2)} CON V52 = Vij4+1,1 Y Viz2 = Vi11.
Cada tetraedro T; € T estd definido por cuatro tridngulos {f;
(€i1,1, €i1,2, €i1,3)7 fiz = (€i2,1, €i2,2, 62‘2,3)7 fis = (61‘3,17 €i3,2, 61‘3,3), fia =
(614,1, €i4,2, 61’4,3)}

Las mallas tetraédricas seran para nosotros una descomposicién de un dominio de datos
volumétricos. La siguiente definicién permite clasificar las mallas tetraédricas:

Definicion 2.4.3 Una malla tetraédrica > se dice:

i) conforme si la interseccion de las fronteras de dos tetraedros Ty y Ty que tienen
interseccion no vacia consiste en una celda (simplice) de dimension menor (vértices,
lados o triangulos) que pertenece a las fronteras de ambos;

ii) regular o estructurada cuando ha sido generada por una descomposicidn recursiva
aplicada a los puntos de un conjunto reqular. En caso contrario se dice irregular o no
estructurada.
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Las mallas conformes tienen una estructura bien definida: cada tetraedro es adyacente a
exactamente un tetraedro a lo largo de cada una de sus caras. Esta propiedad es importante
cuando la malla se utiliza como una descomposicién de un conjunto volumétrico de datos.
Tanto en Computacién Grafica como en Elementos Finitos se han estudiado distintos mé-
todos para la obtenciéon de mallas tetraédricas regulares generadas por una descomposicion
recursiva ([32], [28], [43]); estas mallas son adecuadas para trabajar con conjuntos volu-
métricos regulares.Cuando el conjunto de datos estd distribuido irregularmente, las mallas
tetraédricas regulares no son adecuadas. En estos casos es conveniente trabajar con mallas
tetraédricas irregulares ya que permiten capturar mejor los datos disponibles. La literatura
existente para esta clase de mallas y sus simplificaciones, ([8], [30], [62]), no es tan vasta
como para mallas regulares.

El tamano de una malla tetraédrica X es el nimero m de tetraedros que la componen. En
las aplicaciones practicas se supone que m = 6n, siendo n el nimero de puntos de V.

2.4.2. Mallas tetraédricas regulares

En el contexto de la teoria clasica de wavelets a las mallas tetraédricas regulares se las llama
mallas anidadas ya que permiten definir una sucesion de espacios funcionales anidados. A los
efectos de lograr una representacion multirresolucion de una funcién escalar definida sobre
una tetraedrizacion regular 32, es necesario contar con técnicas de simplificacion y refinamien-
to de grillas tetraédricas que nos permitan pasar, respectivamente, a tetraedrizaciones mas
gruesas o mas finas que . Cabe aclarar que, aunque no es nuestro objetivo, tales técnicas
son utilizadas para obtener representaciones multirresoluciéon de voliimenes.

Técnicas de refinamiento

Las técnicas de refinamiento més conocidas son:

a) el refinamiento rojo y verde de tetraedros, que puede consultarse en [49];

b) la subdivision recursiva presentada por Jiirgen Bey en [2|. Este método fue utilizado
en [4];

¢) la biseccion recursiva de tetraedros.

Describiremos a continuacién las técnicas indicadas en b) y ¢).

Método de Bey

Para describir este método necesitamos la siguiente definicion.
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Definiciéon 2.4.4 Dos tetraedros Ty y Ty son congruentes si se pueden hacer coincidir por
un movimiento rigido y una traslacion, i.e. si existen una constante ¢ # 0, un vector X y
una matriz ortogonal Q) tal que:

Ty =x+cQTy = {x+cQx' : x' € Tr}.

Diagonales interiores

Figura 2.5: Subdivision de un tetraedro segin el método de Bey. Octaedro interior.

Para subdividir un tetraedro 7', que llamaremos padre, segtin el método de Bey , se conectan
los puntos medios de los lados de cada cara triangular del tetraedro y luego se cortan los
cuatro tetraedros de las esquinas que son congruentes con 7. En el octaedro interior quedan
asi determinados tres paralelogramos; cortando el octaedro a lo largo de dos de estos pa-
ralelogramos obtendremos cuatro subtetraedros mas. Cada eleccion de dos paralelogramos
corresponde a una de las tres posibles diagonales, como muestra la Figura 2.5. Los ocho
subtetraedros, que llamaremos hijos (ver Figura 2.7), tienen igual volumen pero los interio-
res no son en general congruentes con 7. Es claro que la operacion inversa a ésta, llamada
simplificacion, consiste en encontrar el padre de cada tetraedro de una tetraedrizacion dada,
reconstruyendo asi una grilla més gruesa.

Con este método se obtienen tetraedrizaciones estables (los angulos interiores de los ele-
mentos de la particion no tienden a cero) y consistentes o conformes (la interseccion de dos
subtetraedros del paso k-ésimo es vacia, una cara comin, un lado comin o un vértice comun).
Los elementos generados pertenecen, a lo sumo, a tres clases de congruencia, independiente-
mente del nimero de pasos realizados en el refinamiento. En [53] los autores proponen una
variante del método de Bey: en lugar de elegir una diagonal para dividir el octaedro central
en cuatro nuevos tetraedros, crean un nuevo esquema de subdivision para dicho octaedro
que lo divide en seis nuevos octaedros y ocho nuevos tetraedros. Este método de subdivision
tiene la ventaja de generar deformaciones C? excepto a lo largo de los lados de la malla
tetraédrica base.
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Figura 2.6: Subdivision de un tetraedro segiin el método de Bey.

Biseccién de tetraedros

La biseccion de tetraedros consiste en reemplazar un tetraedro 71" por dos tetraedros que
se obtienen cortando a T con el plano que contiene al punto medio M del lado més largo
de T y a su lado opuesto, siendo el lado opuesto de un lado [ del tetraedro aquel lado que
no tiene ningln punto en comin con [. Esta regla de subdivision se aplica recursivamente
a la descomposicion inicial de un dominio cibico en seis tetraedros (ver Figura 2.8). La
division de un tetraedro del cubo inicial da dos nuevos tetraedros cuya forma es idéntica a
la obtenida dividiendo una piramide de base cuadrada a lo largo de la diagonal de su base.
A esta forma se la llama 1/2 pirdmide (ver Figura 2.8). Dividiendo una media piramide a
lo largo de su lado mayor se obtienen dos nuevos tetraedros cuya forma recibe el nombre
de 1/4 pirdmide (ver Figura 2.8). Finalmente, dividiendo un cuarto de piramide a lo largo
de su lado mayor se obtienen dos nuevos tetraedros cuya forma se llama /8 pirdmide (ver
Figura 2.8). Estas formas son ciclicas en el sentido que cada tres niveles de subdivision se
obtiene una forma congruente. Cuando se aplica biseccidon tetraédrica, todos los tetraedros
que comparten un lado deben ser divididos al mismo tiempo para garantizar que la malla
generada sea conforme. Los tetraedros que comparten su lado mayor y que por lo tanto seran
bisecados al mismo tiempo forman un diamante. Hay tres tipos de diamantes generados por
las tres formas congruentes dadas, (ver Figura 2.9). Son los siguientes:

i) diamante alineado por un plano: esta formado por cuatro 1/2 piramides que comparten
un lado paralelo a uno de los planos coordenados;
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Figura 2.7: Subtetraedros obtenidos por el método de Bey.

a) 1/2 piramide b) 1/4 piramide c) 1/8 piramide

Figura 2.8: a) Ejemplo de 1/2 piramide. b) Ejemplo de 1/4 piramide. ¢) Ejemplo de 1/8
piramide

ii) diamante alineado por un eje: esta formado por ocho 1/4 piramides que comparten un
lado paralelo a uno de los ejes coordenados;

iii) diamante no alineado: esta formado por seis 1/8 piramides que comparten un lado que
no es paralelo ni a los ejes ni a los planos coordenados.

En [14] se comparan dos representaciones multirresolucion que difieren en el método de sub-
division utilizado para refinar una malla inicial: uno estd basado en la bisecciéon tetraédrica
y el otro en la expansion completa de vértice, técnica que describiremos en la subseccion
siguiente.
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O

a) diamante formado b) diamante formado o) diamante formado
por cuatro 1/2 por ocho 1/4 por seis 18 piramides
piramides piramides

Figura 2.9: Diamantes
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colapsado de medio lado

Y

R/

expansion media de vértice

Figura 2.10: Colapsado de medio lado y expansion media de vértice.

2.4.3. Mallas tetraédricas irregulares.

En el contexto de la teoria de wavelets se las conoce como mallas no anidadas. Para dar
una representacion multirresolucion de una funcion definida sobre un conjunto irregular de
datos, es preciso contar con técnicas de simplificacion y refinamiento de mallas tetraédricas
irregulares ya que estas operaciones nos seran ttiles, en lo que sigue, para definir los espacios
de aprozimacion.

Técnicas de refinamiento

Nos interesa describir el colapsado de lado completo v el colapsado de medio lado.
Colapsado de lado completo

El colapsado de lado completo es una actualizacion local que consiste en contraer un lado e
con vértices v’ y v” en un vértice v, a menudo el punto medio de e. La malla alrdedor de e
se modifica ya que se reemplazan los vértices v’ y v” por el nuevo vértice v y los tetraedros
incidentes en v’ y en v” colpsan en tridngulos. La operacion inversa del colpsado de lado
completo es la expansion completa de vértice que expande un vértice v en un lado e con
extremos v’ y v”. También puede verse el colapsado de lado completo como un update que
remueve los tetraedros incidentes en v’ y v”y los reemplaza por nuevos tetraedros incidentes
en v. Anélogamente, la expansion de vértice puede verse como un actualizacion que remueve
los tetraedros incidentes en v y los reemplaza por nuevos tetraedros incidentes en v’ y v”.
Llamaremos region de influencia o poliedro de influencia de un colapsado de lado completo
a la coleccion de todos los tetraedros que son incidentes en los extremos del lado colapsado.
En [61] se dan un conjunto de condiciones necesarias y suficientes bajo las cuales se preserva
la topologia del simplicial complejo que se refina cuando se utiliza el colapsado de lado.
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Colapsado de medio lado

El colapsado de medio lado es una actualizacion local que consiste en contraer un lado e de
vértices v,w en uno de sus extremos, por ejemplo w. La actualizacion inversa del colapsado
de medio lado es la expansion media de vértice que consiste en expandir un vértice w en
un lado e insertando el otro vértice del segmento e. La region de influencia o poliedro de
influencia del colapsado de medio lado del lado e de vértices v,w en el vértice w, es el
conjunto de tetraedros incidentes en v. Una sucesiéon de colapsados de medio lado o de lado
completo transforma una malla dada en una malla simplificada (més gruesa) mientras que la
correspondiente sucesion de expansion completa o media de vértices refina la malla original.
La ventaja del colapsado de medio lado, con respecto al de lado completo, es que produce
menos actualizaciones en la malla. Por este motivo para nuestros ejemplos, usaremos este
método.

2.4.4. Simplificacién de mallas tetraédricas con atributos

En la seccién anterior se describieron las técnicas maéas utilizadas para la simplificaciéon
geo-métrica de mallas tetraédricas. Pero, en general, el conjunto volumétrico de datos que
se quiere tetraedrizar y simplificar o engrosar contiene en sus vértices informacion de alguna
funcion escalar que representa una propiedad del volumen (color, textura). En estos casos
es necesario que las técnicas de simplificacion o decimaciéon actualicen no sélo la geometria
sino también esos datos escalares. En [8] se propone una forma de evaluar el error cometido
en la modificacion geométrica de la malla y del campo escalar cuando se utiliza la técnica
de colapsado de lado. Para ello se consideran dos tipos de errores: el error de dominio y el
error del campo escalar. Dados el conjunto original de datos: D = (V, o, F') donde:

V: es un conjunto de n vértices,
o ={01,09,...,0,} 1 es una tetraedrizacion de m celdas con vértices en V' que cubre
un dominio €2,
F=(f1,fe,-, fm): esun conjunto de funciones tal que cada funcion f; esta definida
sobre cada celda o;,
vy su simplificacion D = (‘7,5, ﬁ) v Q, los autores de [8] calculan el error de campo ey
evaluando la diferencia entre dos campos escalares s6lo en los vértices del conjunto original V:

e;(D, D) = méx |F(z) — F(x)|.

Para calcular el error de dominio usan la siguiente aproximacion de la métrica Hausdorft:

€d<Q7 Q) = méXxEva,x¢S~l d(J:? Q)
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De esta forma obtienen, para cada lado colapsado, un par de errores (el de dominio y el de
escalares) que pueden graficarse en el plano XY en el eje X se grafica el error escalar y en
el eje Y el error de dominio. Suponiendo que un usuario fija un par de umbrales de error
(e]r?é", em@) y que la malla actual tiene un error (e, eq), es necesario contar con un método
de eleccion del proximo lado a colapsar. Esto es lo que en [8] se llama error de prediccion
y para el cual se presentan y comparan tres formas posibles. La ventaja de los métodos
presentados en |8 para medir ambos errores es que pueden realizarse durante el proceso de
simplificacion a diferencia de los presentados en [10], que se realizan una vez que la malla ya
estd simplificada.






Capitulo 3

Wayvelets definidas sobre grillas
tetraédricas regulares

3.1. Introduccion

En el Capitulo 1 vimos que la subdivision de superficies y el esquema de lifting proveen méto-
dos constructivos tanto para la generacion de wavelets definidas a conveniencia del ususario
como para la construccion de wavelets de segunda generacién. Alli se mencionaron como
ejemplo de la conjuncién de estos dos métodos, las wavelets ortogonales de Haar generaliza-
das y las wavelets esféricas, (Seccion 4).

La necesidad de resolver problemas fisicos planteados en espacios de dimensién mayor que
tres, hizo que se estudiaran esquemas de subdivision en esos subespacios. Un trabajo rela-
cionado con métodos de refinamiento en dimension n puede consultarse en [46].

Para definir wavelets sobre subespacios de dimension tres y siguiendo los exitosos resultados
para el caso unidimensional y bidimensional, se necesita contar, por un lado, con técnicas
de subdivision de mallas tetraédricas ya que en general un objeto se representa sobre un
dominio tetraédrico y, por otro, con un marco tebrico de analisis de multirresolucion para el
caso 3D. Las técnicas de subdivisién fueron descriptas en el Capitulo 2, en la seccion mallas
tridimensionales.

El analisis multirresolucion para objetos representados mediante tetraedros se realizé en [4].
Las wavelets alli definidas estdn basadas en la construcciéon de las wavelets ortogonales de
Haar para espacios de medida general [27]. El ingrediente principal para su construccion es
la creaciéon de espacios anidados de funciones, para lo cual se requiere que la tetraedrizacion
del volumen tenga la propiedad de conectividad de subdivision. Este es el motivo por el cual
el método de subdivision elegido en ese trabajo es el de Bey, (ver Capitulo 2, Seccion 3).
Haremos una breve descripcion de estas wavelets en la Seccion 1.

En la Seccion 2 presentaremos las vertex wavelets [3]; si bien no tienen una expresion analitica
como las presentadas en [4], el cilculo de los coeficientes de andlisis y sintesis es relativamente
sencillo.

61
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En ambos casos [4] v [3], la aplicacion del esquema de lifting al anélisis de multirresolucion
obtenido, permite obtener wavelets con més momentos nulos.

3.2. Wayvelets de Haar sobre espacios de medida general

Sea (X, %, p) un espacio de medida completa u. En [27] se definen wavelets de Haar sobre
(X, %, 1), que forman una base incondicional para LP(X, ¥, u), 1 < p < co. Tomando como
base el mencionado articulo, en [4] se definen wavelets de Haar sobre un tetraedro 7', que
forman una base incondicional para LP(T,%,u), 1 < p < oo. En este caso ¥ es la union
arbitraria de subtetraedros obtenidos por el método de subdivision elegido y p la medida
de Lebesgue. Ese trabajo fue el puntapié inicial que permitié representar funciones sobre
un tetraedro que, sometido a un método de subdivisiéon regular, genera un anélisis mul-
tirresolucion anidado. Siguiendo con esta linea, en esta tesis se aborda el problema de la
representacion de funciones cuando el analisis multirresolucion es no anidado.

En la siguiente seccion presentamos las wavelets definidas sobre tetraedros para el caso del
espacio L?.

3.2.1. Wavelets sobre tetraedros

El método de subdivision elegido es el de Bey, presentado en la seccion (2.4.2). Queremos
indicar ahora un orden para los tetraedros obtenidos en este proceso de subdivisén. Lo
hacemos de la siguiente manera (ver Figura 3.1):

= numeramos los de abajo en sentido antihorario: Ty, T5, T3;

= Jos interiores se numeran también en sentido antihorario: Ty, T5, 1§, 1+;

= el de arriba es T.
Para definir las wavelets, definimos en primer lugar las funciones de escala. Para ello, utili-
zaremos el arbol de subdivisién que se muestra en la Figura 3.2, en el cual cada tetraedro

tiene 8 hijos (subtetraedros) obtenidos aplicando el método de Bey. El procedimiento es el
siguiente:

1) indicamos con T' = T al tetraedro inicial (nivel cero) cuyo volumen es V(T) = V.

2) consideramos el conjunto 7)) de sus ocho hijos (nivel 1):

8
1%
TO = {1\, Ty, .. Ts}; T=\]JT;, V(T)) = g/=1.8
j=1
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Figura 3.1: El conjunto de hijos de 7.

63
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rdvel dos
Tll le Tl 3 T14 Tls Tl A T:LT Tl 2 Tﬂl ng ng T94 TSS TSS TET TEE ................
nrvel tres
5 T181 T182 T183 TIEH TlEIS T186 TlS'."' T188 e s TEMl TEMZ TEMS T844 T845 T846 TEH? T848 ................

Figura 3.2: Arbol de subdivision.

3) para cada tetraedro del conjunto 7™, consideramos el conjunto de sus hijos. Todos
ellos constituyen los tetraedros del nivel dos:

T® ={Ty, ..., Tig, Tor, ..., Tog, -, Tax, -, Tag}; V(Ti;) =1,..,8,j=1,..,8.

= §7Z’
4) Repitiendo el procedimiento para los tetraedros del nivel 2, obtenemos los tetraedros
del nivel 3:

Vo 4
T(S) = {T1117 ---aT1187 ...,ngl, ...,ngg}; V(T‘”k) = §,Z = 17 ...,8, ] = 1, ...,8,]{' = 1, 78

4) En general, para un tetraedro T, del nivel n, es decir T,, € T, se tiene que:

V V

8
Ta = U Ta,jv ij € T(TLJrl)’ V(TC“) - 8_n’ V(ij) - 8n+1'
j=1

Utilizando el arbol de subdivision anterior, definimos a continuacion las funciones de escala.
Para cada tetraedro T, el bloque constructor bésico de la funcion de escala ¢ es la fun-
cion caracteristica de ese tetraedro, que notamos x(7'), multiplicada por una constante de
normalizacion. Entonces:

i) para el tetraedro inicial 7" la funcion de escala es ¢ = Kx(T'), siendo K una constante
que se elige para que:

loll? = (0, ) = K? / (Ve = K2V = 1.

R3
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{1,2,3,456,7,8}

PN

(12,34 (5,6,7,8)
12 @4 5.6 a8
{1 2 3} (5} © @

Figura 3.3: Arbol de indices.

Luego para el tetraedro inicial 7', la funcion de escala asociada es:

ii) para un tetraedro T € T la funcion de escala es ¢ = Kx(T), siendo K una constante
que se elige para que:

. \%
loll2 = (o, ) = K / (et = K2 =1,

Luego para un tetraedro 7' € 7™ la funcion de escala asociada es:
8n/2
VvV

Para construir las wavelets, ademas de las funciones de escala definidas arriba, necesitaremos
el arbol que se indica en la Figura 3.3, construido a partir de los indices que indexan a los
hijos de un tetraedro. Cada wavelet se obtiene a partir de un nodo interior y considerando
sus dos hijos. Mas precisamente, cada wavelet se obtiene normalizando la diferencia entre
la funcién caracteristica de los tetraedros que tienen indice en el primer hijo y la funciéon
caracteristica de los tetraedros que tienen indice en el segundo hijo. Se obtienen asi 7 wavelets,
que detallamos a continuacién:

o(T) = —=x(T).

1) 1" wavelet:
= Ai[x(P) = x(M)], Pr=Uj_, T, Ny = U5_T5,
siendo A; una constante que se elige para que ||¢1]l2 = 1. Con esta eleccion resulta:

8n/2
vV

Y1 = [X(P1) — x(N)], Py = U T, Ny =Uj_;T;.
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2) 29% wavelet:

Py = Ao[X(P2) = X(V2)], Po = Ui T, Ny =Uj_,T5,

siendo Ay una constante que se elige para que |[15]|2 = 1. Con esta eleccion resulta:

\/§8n/2
Py = iz X(P2) — x(N2)], Py = Ui, T, Na = Uj_3T;.

3) 3" wavelet:

s = As[x(Ps) — x(Ns)], Ps=US_;T;, N3 =Uj_;T},

siendo A3 una constante que se elige para que |[¢3]]2 = 1. Con esta eleccion resulta:

\/§8n/2
N

3 = [X(Ps) - X(Ns)]a P3 = U?=5ij N3 = U?’:?Tj-

4) 4' wavelet:

Py = A4[X(P4) - X(N4)]7 Py =Ty, Ny="15,

siendo A, una constante que se elige para que |[14]|2 = 1. Con esta eleccion resulta:

8n/2
VV

Yy =2 [X(P4)—X(N4)], Py =Ty, Ny=T1s.

5) 5 wavelet:

Vs = As[x(Ps) — x(Ns)], Ps =Ts, N5 =1,
siendo As una constante que se elige para que |[¢5]]2 = 1. Con esta eleccion resulta:

8n/2

%22\/7

X(Ps) — x(Ns)], Ps="1Ts, N5 =1T,.

6) 6" wavelet:

e = A6[X(P6) - X(NG)]> Ps =1Ts, Ng =T,

siendo Ag una constante que se elige para que |[¢]]2 = 1. Con esta eleccion resulta:

8n/2

¢6=2\/V

X(Ps) — x(Ne)], Ps =15, No =Ts.
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7) 7™ wavelet:

Y7 = A7[x(Pr) — x(N7)], Pr =Tz, Ny =T,
siendo A; una constante que se elige para que |[¢7]]2 = 1. Con esta eleccion resulta:
8"/
T

Finalmente, la octava wavelet es:

Yy =2 [X(P7) —X(N7)], P =14, N; =1Ts.

8n/2
¢8_ \/v

es decir la funcion de escala asociada a T € T™.

x(T),

Propiedades: Estas wavelets definidas sobre un tetraedro 7', tienen las siguientes propie-

dades:

1) {¢;,7=1,...,7} es un conjunto ortonormal

2) /widxg—O,W—l,...,T
T

Teniendo en cuenta que las funciones de escala asociadas a T € T™ y a T; € T+ son

respectivamente:
8n/2
P = WX(T), (3.1)
y 8"7“

7y), (3-2)
se deduce que:

8
X(T) =) X(T)) = —=—
—

J

82y (T 8.1 /B8Y2\(T;
:Zﬂ _y L VBT e

%
1

o= %%- (3.3)

Utilizando la igualdad (3.2), las wavelets pueden escribirse de la siguiente manera:

1
P = %[901+902+903+904—(905+906+807+908)}’
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by = %[901+<P2—(903+904)];
by = %[(PS+<P6_<907+908)]7
Yy = %[901—%],
v = Sles—il
ve = 3lvs— .
Yy = %[@7-%]-

Analisis multirresoluciéon generado por las wavelets definidas sobre un tetraedro

Veremos ahora como las wavelets definidas en la secciéon anterior se encuadran en el concepto
de analisis multirresoluciéon. Utilizaremos la notacién:

» A: subespacio generado por los elementos del conjunto A.
n O = {gp;‘ : ¢} es la funcion de escala asociada a un tetraedro 7} € T(")} .

n YY" = {wf 7 es la wavelet asociada a un tetraedro T} € T(”)} .

Para un nivel n en el arbol de subdivision, definimos los espacios de escala V™ y los espacios
de detalle W™ de la siguiente manera:

V= {en} y W"={y"}



3.2. Wavelets de Haar sobre espacios de medida general 69

Suponiendo que el arbol de subdivisién tiene dos niveles, (n — 1) y n, se sigue que:
Vn — anl D anl

y por lo tanto una funcién f € V™ admite las siguientes representaciones:

F=> a0y vy f=Y (o) +eurt).
J J

La primera de ellas utiliza s6lo funciones de escala del nivel n y la segunda, funciones de
escala y wavelets del nivel (n — 1).

Ejemplos

Presentamos a continuacion dos ejemplos de aplicacion de las wavelets definidas anterior-
mente.

Ejemplo 1.

En este caso elegimos representar una funcioén sobre un tetraedro usando la representacion a
través de las funciones de escala. Esta funcién fue transformada a una escala de grises cuyo
rango varia entre cero y uno, haciendo corresponder el menor y el mayor valor de la funcion,
al blanco y al negro, respectivamente.

En las figuras es posible visualizar la representaciéon de esta funciéon en diferentes resolu-
ciones. Para poder lograr una buena visualizacién en los graficos, sélo presentamos cuatro
resoluciones diferentes, desde la méas fina a la mas burda, (Figura 3.4). En la Figura 3.5 se
muestra la descomposicion multirresoluciéon de la funcion del Ejemplo 1 representada me-
diante tetraedros. En dicha figura puede verse el primer paso de la descomposicion; se ha
partido de la mayor resolucién y se ha dado un paso en la descomposiciéon pasando a una
resolucion mas burda. Los tetraedros en gris representan la primera aproximacion de la fun-
cion definida sobre el volumen, en tanto que los demaés representan el valor de los distintos
coeficientes de la descomposicion en wavelets. En este caso se ven los siete detalles, cada
uno de ellos con un color distinto para poder diferenciarlos; en cada uno de estos grupos
los tetraedros se han coloreado de acuerdo al valor absoluto de los coeficientes de wavelets.
Cuando el valor de un coeficiente es cero, el tetraedro correspondiente es blanco, mientras
que si el valor absoluto aumenta, se aumenta la saturacion del color correspondiente; es decir
el valor de la saturacion esta transformada al intervalo [0, 1].

En la Figura 3.6, se puede observar de izquierda a derecha y de arriba hacia abajo:

a) la funcion del Ejemplo 1 definida en el subespacio V?;
b) la funcién del Ejemplo 1 en el subespacio V2 y los detalles en el subespacio W2,

¢) la funcion del Ejemplo 1 en el subespacio V! y los detalles en el subespacio W2y W
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Figura 3.4: Funciéon del ejemplo 1 sobre un tetraedro.

Figura 3.5: Un paso en la descomposicion multirresoluciéon de la funcion del ejemplo 1 sobre
un tetraedro.



71

3.2. Wavelets de Haar sobre espacios de medida general

ltirresolucion de la funcion del

2

on mu

Figura 3.6: Tres pasos consecutivos en la descomposici

ejemplo 1 sobre un tetraedro.



72 Capitulo 3. Wavelets definidas sobre grillas tetraédricas regulares

d) la funcion del Ejemplo 1 en el subespacio V' y los detalles en el subespacio WO, W'y
w2,

Ejemplo 2.

Las mallas que representan un objeto deben almacenar su geometria 3D, su topologia y sus
atributos. Una de las principales ventajas de las mallas tetraédricas es que cualquier otra
malla poliédrica puede ser reducida a una malla tetraédrica y, como consecuencia, una malla
tetraédrica puede representar un volumen de topologia arbitraria.

Por otro lado, las wavelets han demostrado ser una herramienta muy util para la compresiéon
de objetos 3D.

Este ejemplo es una aplicacion del modelado de volimenes utilizando mallas tetraédricas
que se refinan siguiendo el método de Bey y aplicando las wavelets presentadas en la Seccidon
2.1. Damos aqui una breve descripcién del mismo y para més detalles, remitimos al lector
interesado a [52].

La construcciéon del modelo multirresolucién se realiza a partir de una malla tetraédrica
semirregular 'y, que tiene la propiedad de conectividad de subdivisién. Aplicando la trans-
formada wavelet rapida tantas veces como sea posible, se obtiene finalmente la resolucion
[y y un conjunto de detalles. Teniendo en cuenta que la transformada wavelet concentra
la energia en la resolucién més gruesa y que la red goza de localizaciéon espacial, este mo-
delo resulta adecuado para compresion. Los detalles de los algoritmos de compresion y de
transmision utilizados pueden ser consultados en [52].

3.2.2. Aplicaciéon del esquema de lifting a wavelets definidas sobre
un tetraedro

Una propiedad importante de una familia de wavelets es tener momentos nulos. Decimos que
la wavelet 1 tiene N momentos nulos si existen N polinomios linealmente independientes
P,i=1,...,N tal que (¢, P) =0,Vi=1,...,N.

Las wavelets definidas sobre un tetraedro presentadas en la seccion anterior tienen sélo un
momento nulo pero el anélisis multirresolucion que generan es adecuado para aplicar el
esquema de lifting [59]. En esta seccion construiremos un nuevo analisis de multirresolucion
basado en las wavelets definidas en un tetraedro en el cual las wavelets obtenidas tienen mas
momentos nulos.

De acuerdo al esquema de lifting, las nuevas wavelets son de la forma:

n(li n n
%( ) — wj - Zsjﬁoja (3.4)
J

siendo ¢! y ¥7, respectivamente, la funcion de escala y la wavelet asociadas a un tetraedro

T; € T™ . Los coeficientes s; pueden ser elegidos de manera tal que w?(lif) tenga mas de un
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momento nulo. Considerando el tetraedro con vértices en (1,0,0), (0,1,0), (0,0,1) y (0,0,0)
al que llamaremos T{, construiremos wavelets que anulan a los siguientes polinomios:

$7$+y+571’+2+573/7273/+27$3/73792- (35)

Para ello es necesario resolver las siguientes ecuaciones:

(W}, Py =" s (¢}, P), (3.6)

J

donde P representa a cada uno de los ocho polinomios elegidos en (3.5). Como tres de ellos:
r,r+ 1y + 5 =+ z+ 5, son linealmente independientes sobre el tetraedro Tj, las nuevas
wavelets tendran tres momentos nulos. Debemos resolver entonces, un sistema singular de
8 x 8 en las incognitas s; para cada j = 1, ..., 8. Los coeficientes del sistema son las integrales
de los polinomios elegidos sobre el tetraedro Tj.

Estas integrales fueron evaluadas usando coordenadas baricéntricas. Comenzando con la
wavelet zﬂ? y haciendo un paso en la subdivision, encontramos los siguientes valores de s;:

-0.3103 | 0.0052 | 0.0883 | 0.0849 | -0.1658 | -0.0198 | -0.0187
-0.1476 | 0.0079 | 0.0469 | -0.0411 | -0.0678 | -0.0280 | -0.0277
-0.0742 | -0.0120 | 0.0153 | -0.0019 | 0.0203 | -0.0149 | -0.0140
-0.2369 | -0.0147 | 0.0567 | 0.0357 | -0.1661 | -0.0066 | -0.0050
0.4080 | -0.0436 | -0.1211 | -0.0674 | 0.2524 | 0.0325 | 0.0191
0.1233 | 0.1356 | 0.0167 | 0.0185 | 0.0252 | 0.0284 | 0.0411
0.3018 | 0.0538 | -0.0654 | -0.0466 | 0.1333 | 0.0299 | 0.0397
-0.0640 | -0.1343 | -0.0375 | -0.0180 | -0.0314 | -0.0215 | -0.0345

Coeficientes s; de las wavelets una vez aplicado el esquema de lifting.

3.2.3. Wavelets sobre un tetraedro: esquema basado en vértices

Para el caso de dos dimensiones, Schréeder y Sweldens presentaron en [54| cuatro bases de
wavelets basadas en vértices: lazy, linear, butterfly y cuadrética.

Inspirandonos en este trabajo, nosotros construimos una base de wavelets sobre un tetrae-
dro, basada en vértices. Esta construccion fue presentada en nuestro trabajo previo [3]. Las
funciones de esta base no tienen una expresion analitica; en la Seccion siguiente, indicamos
los pasos de andlisis y sintesis para hallarlas.

Las bases de wavelets presentadas en [54] dependen de los entornos usados para un vértice
dado. Como nosotros elegimos el método de subdivision de Bey, los nuevos vértices se agre-
gan en el punto medio de cada lado del tetraedro, lo cual produce seis nuevos vértices. Luego
si en el nivel de subdivision n tenemos un conjunto de vértices K™ para indexar los vértices
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K ={12,34}
M" = {5,6,7,8,9,10}

Kl=K"uM®

Figura 3.7: Primer paso en la subdivision de Bey: conjuntos de indices.

de los tetraedros de ese nivel, en el nivel (n+ 1), el conjunto de indices es K" = K™ U M™
donde M™ es el conjunto de indices que se obtiene al agregar, a cada tetraedro del nivel n, los
seis nuevos vértices. La Figura 3.7 muestra el conjunto inicial de vértices K° y el siguiente,
K', que se obtiene al efectuar un paso en el método de subdivision de Bey .

Cada vértice con indice m € M" puede pensarse como el punto medio de algin lado padre.
Con (u,v) indicamos los indices de los extremos inicial y final, respectivamente, de un lado
padre. Llamaremos vértices wvecinos de un vértice con indice en m € M™ a los vértices con
indices u, v, € K" . Los vértices vecinos serdn empleados para definir las wavelets basadas
en vértices.

En lo que sigue notaremos con ¢, y d,k, respectivamente, a los coeficientes de las
funciones de escala y de las wavelets en la resolucion n. Como es usual, los coeficientes cg
corresponden a la aproximaciéon mas burda y el proceso comienza con un conjunto dado
cn,x donde NV es el nivel de mayor resolucion.

Base de wavelets basada en vértices

Los coeficientes de las funciones de escala son simplemente submuestreados en el anélisis y
sobremuestreados durante la sintesis, en tanto que para calcular los coeficientes en la base
de wavelets, debemos realizar algunos calculos.

Para el anélisis y la sintesis, los coeficientes se calculan de la siguiente manera:

= AnAlisis
Cnk = Cptlk, Vk e K™
dnm = Cp+lm — Z gn,k,mcn,m Vm € Mnu (37)

keK™
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s Sintesis

Cntlk = Cnks Vk e K™
Cn+lm = dn,m + Z gn,k,mcn,ka Vm e M™. (38)
keK™

Siguiendo el esquema de arriba, y eligiendo S, %, = 1/2 en las ecuaciones (3.7) y (3.8)
respectivamente, obtenemos:

1
dn,m = Cp+im — _<Cn+1,u + Cn+1,v)a

2 (3.9)

Cn+lm = dn,m + 5( n+1,u + Cn,+1,v)-

Analisis de multirresolucion

Como antes, indicamos con T' = T al tetraedro inicial y con T a la tetraedrizacion del
nivel n que se obtiene aplicando el método de subdivision de Bey al tetraedro 1. Para cada
nivel n, definimos los espacios V" de la siguiente manera:

V= { f : fes continua sobre la tetraedrizacion T y lineal sobre cada tetraedro de T(”)} .
(3.10)

Estos espacios son anidados porque cualquier funcién que es lineal en los tetraedros del nivel
n es también lineal sobre los tetraedros del nivel (n + 1).

Como V" so6lo contiene funciones lineales sobre cada tetraedro de TV, cualquier funciéon
de V™ estd univocamente determinado por sus valores en los vértices de tal tetraedro. El
conjunto de indices que indexa los vértices de los tetraedros de T es K" = KD yp =1,
Sea ¢! la funcion continua y lineal por tramos que vale uno en el vértice v = (z, yr*, 2I"),
1 € K™ y cero en los otros vértices, es decir:

i (V) = dip-

Las funciones ¢, i € K", forman una base para VV". Los epacios W" son, como siempre, los
espacios complementarios de V" y a sus funciones base las indicaremos ¥". Luego, para una
funcion f € V", si notamos f(v}") = ¢;,, tenemos que:

f(z) = Z Cinp(z), 2 € T (3.11)

iEK™
Por otro lado, utilizando las funciones de escala y las wavelets, la funcién f admite la siguiente
descomposicion:
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Figura 3.8: Descomposicion en base de wavelets con el atributo definido sobre los vértices de
los tetraedros.

fl@) =" cingl(x) + Z > djal(), (3.12)

ieKO J=0 ie(Kit1-KJ)

donde las funciones ¢? y 7 son, respectivamente, las funciones de escala y las wavelets
basadas en vértices.

Ejemplo

Para representar una funcién sobre un tetraedro usando las funciones de escala basadas en
vértices, transformamos dicha funcién en una escala de colores en cada vértice del tetraedro.
Cada componente del color, (rojo, verde o azul) es tratada como una funcion escalar definida
sobre la malla inicial 7°. Cada funciéon color puede ser escrita en forma multirresoluciéon
usando los filtros para el analisis y los coeficientes wavelets. En la Figura 3.8 pueden verse
dos pasos en el anélisis.

3.2.4. Aplicaciéon del lifting a las wavelets basadas en vértices

Utilizaremos a continuacion el esquema de lifting para obtener wavelets basadas en vértices
con un momento nulo.
Comenzamos por las wavelets propuestas por Schroeder y Sweldens en [54] dadas por:

(e gp%“ — SpumPy — SnomPys M E M™ (3.13)

Es decir la wavelet en el punto medio m de un lado estd definida como una combinacion
lineal de la funcion de escala en el punto medio y dos funciones de escala del nivel anterior,
calculadas en los vértices de indices u y v. Los pesos s;., se eligen de manera tal que la
wavelet resultante tenga integral nula:

/¢" dz? —/ ntl d:1:3—3n7u7m/g02 dx3—sn,v7m/gpﬁ da®. (3.14)
T T
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Luego:
/gonJrl dx?’
mn ITL m
Spom = L = 2}1’ : (3.15)
Z/gofdf ¥
T
Podemos entonces expresar v, como:
n_ ot _ Inim
U = @ (3.16)

m m 2[n7* *°
A continuacion mostramos cémo expresar el calculo de los coeficientes para el analisis y la
sintesis.

Etapas de analisis
A1) Calculo de los coeficientes de detalle:
1
Vm € Mn, dn,m = Cn4+1,m — §(Cn+1,u — Cn+1,v)- (317)

A2) Calculo de los coeficientes ¢, i

Vk € Kn, Cnk = Cnilks (318)
Chauw = Cpu + Sn,u,mdn,m
Vme M", u,ve K", ) (3.19)
Chow = Cpw + Sn,v,mdn,m
Etapas de sintesis
S1) Calculo de los coeficientes ¢, 11
vk € Kn, Cnit1,k = Cnks (320)
Chau = Cpu — Sn,u,mdn,m
VYme M", u, ve K", . (3.21)
Chpw = Cpoy — Sn,v,mdn,m

S2) Los ¢y41,, se calculan utilizando los ¢,11 % ya calculados:

1
Cn+lm = dn,m + §(Cn+1,u + Cn+1,v)' (322)






Capitulo 4

Analisis multirresoluciéon para mallas
triangulares no anidadas

4.1. Introduccion

Con la teoria de wavelets se ha podido resolver el problema de la representacion multirre-
solucion de funciones definidas sobre mallas triangulares que se refinan subdividiendo en
4 triangulos cada uno de los tridngulos que la componen. Prueba de esto son los trabajos
presentados por Michael Lounsbery [42] y Wim Sweldens [54] respectivamente.

Utilizando también la teoria de wavelets, en [4] se da una representacion multirresolucion de
una funciéon definida sobre un tetraedro. Una descripcion de esto fue hecha en el Capitulo
3, Seccion 2.1. En este caso se utiliza el método de Bey ([2|) para subdivision de tetraedros
y se define una base adecuada de funciones de escala y wavelets para representar la funcion
densidad definida sobre un tetraedro. La extension de este resultado a una representacion
multirresolucion de una funciéon definida sobre un volumen tetraedrizado se dio brevemente
en el Capitulo 3, Seccion 2.1.2, Ejemplo 2.

El motivo bésico por el cual es posible aplicar la teoria de wavelets en los trabajos mencio-
nados antes es que el método de subdivision elegido, ya sea en el caso de grillas triangulares
regulares como tetraédricas regulares y semirregulares, permite obtener mallas anidadas y
esto a su vez permite definir los espacios anidados que son caracteristicos en dicha teoria.
Ahora bien, cuando los datos estan distribuidos de forma irregular, es conveniente tetra-
edrizar el dominio con una malla tetraédrica irregular y aplicar alguna de las técnicas de
subdivision vistas en el Capitulo 2, Seccion 3. Pero con estas técnicas no se obtienen mallas
anidadas y por lo tanto ya no puede aplicarse la teoria clasica de wavelets. Es necesario
entonces hacer una extension de dicha teoria para la cual ya no sea necesario tener una
sucesion de espacios anidados. El trabajo de Bonneau [24] presenta dicha extension y es uno
de los que inspiraron los resultados de esta tesis.

En la primera parte de este capitulo presentaremos el marco de trabajo para espacios no
anidados y veremos su relacion con las mallas irregulares. En la segunda parte daremos la
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descomposicion multirresolucion para funciones constantes por tramos sobre una triangula-
cion irregular dada.

4.2. Analisis multirresolucién para espacios no anidados

En lo que sigue, con F indicaremos a un espacio de Hilbert, que en la mayoria de las
aplicaciones sera el espacio funcional L*(12), siendo € un dominio medible.

4.2.1. Aproximacién y reconstrucciéon

Definiciéon 4.2.1 Se llama sucesion de espacios de aproximacion a una sucesion de subes-
pacios V¥ de E de dimension finita , asociados a los operadores lineales:

PrFoVH L VR EeN (4.1)
llamados operadores de aprorimacion.

Observacion.
Si bien la definicion anterior puede extenderse a espacios con base incondicional, la mayoria
de las aplicaciones que nos interesaran estaran formuladas para espacios de dimension finita.

Dada una sucesion de espacios de aproximacion y una funcion f,; € E que se desea anali-
zar, se comienza por proyectarla sobre un cierto espacio de aproximacion, por ejemplo V,, y
después se calculan iterativamente las aproximaciones f; en los espacios V¥, k < n. Asi, en
el primer pasos obtenemos: f, = P*(fri1); la iteracion de este proceso termina cuando se
obtiene una funciéon fy € Vy, llamada aproximacion burda de fi.,. Para hacer la reconstruc-
ciéon de la funcion original es necesario conservar los detalles perdidos en la fase de analisis.
En el caso clésico, los espacios de escala son anidados y por lo tanto el espacio V¥ admite
un complemento W;, en V**! que permite escribir la siguiente igualdad:

VA = vE e Wk (4.2)

de donde se deduce que los detalles buscados son las funciones g = fri1 — fr € Wk =
Ker(P*). El siguiente lema, cuya demostracion puede consultarse en [25], Capitulo 2, muestra
como hallar los detalles para el caso de espacios no anidados.

Lema 4.2.2 Sean U y V' dos espacios vectoriales y P : U — V' un homomorfismo. Entonces
para todo subespacio G C U, G complemento del Ker(P), la restriccion de P a G es inyectiva
y tiene la misma imagen que P.
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Volviendo al caso que nos interesa, elegimos W* = Ker(P*) y V¥ un complemento de W* en
VAL Aplicando el lema anterior, podemos asegurar que V¥ es isomorfo a la imagen de P*
y por lo tanto si fyi1 = fk + gk, con fk 2% v g € WF, entonces también vale la siguiente
descomposicion:

fi = 1m0 (PMl51 ) () + g, (43)

que permite recostruir fx,; a partir de su aproximaciéon f; y de la componente de detalle.
Para reconstruir la funcién es necesario repetir esta descomposicion en cada nivel. Para ello
necesitaremos las siguientes definiciones.

Definiciéon 4.2.3 Para cada nivel k, k € N, se definen:

i) los espacios de detalle W* = Ker(PF);

)

i1) los espacios auzxiliares V* tales que: VF1 = VE @ Wk
)
)

i11) los operadores Qy : V' — WF* que proyectan sobre W* en forma paralela a 17’“;

iv) los operadores Ry, : V1 — 17’“, que proyectan sobre VE en forma paralela a Wk, Se

tiene que f = Ri(f) + Qr(f);

v) los operadores de sintesis Sy = Inv (Pk ‘7’“)

En virtud del Lema 4.2.2, los operadores de sintesis estan bien definidos. El esquema de la
Figura 4.1 representa el proceso completo de descomposicion de una funcion f, € V,,.

f” j PD B : P'i. P-i+1 B < Pn—l

’ .}(’t - E— f?ﬁ-&-l ’ fﬂ,—l B fﬂ.

, : o
90 %J“ TG /‘)I Gi+1 ﬂiﬂ..- gn—1 An_l

Figura 4.1: Descomposicién de una funcion f, € V,,.

Como puede observarse, este esquema es similar al de la transformada wavelet directa del
caso clasico: partiendo de f,, se obtienen las componentes de detalle al calcular las sucesivas
aproximaciones fr, k < n. La parte recuadrada del esquema representa la expresion multi-
rresolucion de f,,: una representacion burda y sus detalles.

En lo que sigue describiremos el proceso de reconstrucciéon cuyo esquema puede verse en la
Figura 4.2, en la cual se observa su similitud con la transforamda wavelet inversa descripta
en el Capitulo 1. Para describir més precisamente el proceso de reconstruccion y poner de
relieve la contribucion de cada componente de detalle en dicho proceso, presentamos la si-
guiente notacion y probamos una proposicion.
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S [

"f?+l e

‘ Sn—l
'n,—l

/ / / bl
Gi+1 *er Gn—1

Figura 4.2: Reconstruccion de una funcion f, € V,,.

Notacién. Vk € N, notamos:

i) Pv* .V, 5 VF f— Pfo..oPI(f);

)
ii) Skn . f — S lo .o Sk o SE(f) € Vy;
iii) fem=Skn(f) eV, Vf € VE

)

i) Ve = {fknf e VE} C V.

Para que las composiciones indicadas en ii) puedan realizarse y para poder demostrar la
siguiente proposicion, supondremos que los operadores P* son suryectivos. El caso general
puede consultarse en [25], Capitulo 2.

Proposicién 4.2.4 Suponiendo que los operadores P* son suryectivos, el proceso de recons-
truccion para todo 0 < k < n, se puede escribir de las siguientes maneras equivalentes:

Z) fn = Sn—l 0...0 Sk<fk) -+ Sn_l o ...S}H_l(gk) + ...Sn_1<gn,2) + gn—1.

it) fo = S’“’"(fk) + S5 (i) + ST (Gn2) + Gt

ZZZ) fn: +gllz+1n+gllzi—fn+gn 1n+gn L.

Demostracién usando la relacion de reconstruccion (4.3) y la linealidad de los operadores
de sintesis, podemos escribir:

fn = Sn_l(fnfl) + Gn-1
= S" (S 2 (fuz2) + gn—2) + Gn—1
= Sn_l o Sn_z(fn—Q) + Sn_l<gn—2) + gn-1
(4.4)

S lo o S*(fr) + S oo SF L (gr) + ... + 5" (gn2) + gn_1, q.e.d.
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Bases y matrices de andalisis y de sintesis

Introduciremos ahora las bases y sus respectivas notaciones para para los diferentes espacios.

Notacién. Vk € N, notamos:

i) ng la dimension de V*y (¢¥), i = 1,...,n4, una base de V*;
i1) my la dimension de VEy ((Zf), i=1,...,my, una base de V*;
ii1) 1 la dimension de Wk y (¢F), i = 1,... s, una base de W¥;
w) (a¥), (a*) y (b*) representaran, respectivamente, los coeficientes de las funciones f; €

V’“, fi € VEy g, € VF en las bases indicadas en los incisos anteriores. Los coeficientes
(b*) también son llamados los coeficientes wavelet de la funcion fy.

Los procesos de descomposicion y reconstruccion funcionales vistos anteriormente se tra-
ducen en una gran cantidad de datos una vez que se expresan las funciones en las bases
correspondientes. La hipotesis de suryectividad representa aqui una ventaja, como muestra
la siguiente proposicion.

Proposicion 4.2.5 Para la representacion multirresolucion de una funcion fn € Vy se
necesitan ngy + ZNfl Ty, coeficientes. St los operadores de aprorimacion son suryectivos, en-

0 o Tk : JZ P Y )
tonces esta cantidad es minima e igual a ny.

Demostracién Se utiliza el hecho de que dim(Ker(P*)) + dim(Im(P¥)) = dim(V*!), es
decir: i + my = ng1 y mr = ny si hay suryectividad. &

Veremos ahora como es una etapa en la sintesis y en la descomposicion, usando las matrices
correspondientes.

Analisis.

Se conocen los nyy1 coeficientes (agy1) de una funcion frq € Vk+1 relativos a una base ¢f“+1
y se buscan tanto los n; coeficientes de Pk(ka) relativos a qﬁf“ como los my, coeficientes de
Qr(fr + 1) relativos a la base ¢*. La matriz que realiza esta operacién es, por definicion, la
matriz de andlisis A*. Podemos escribir entonces:

@ k[, k+1 Poerr g1 k+1
== | ey (4.5
b' ¢{€+17¢{C

donde A* es una matriz (ng + 71) X ngy1 que resulta cuadrada si P* es suryectivo.

Reconstruccion.
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La operacion inversa (fi, gx) — S*(fr) + gr es realizada por la matriz de sintesis By que
aparece en la siguiente ecuacion:

k k
[ak+1] — Bk a. — [ (I)k \I/k } @ (4 6)
. bk) bk b M

donde ¥ es la matriz cuyos vectores columna son las funciones 1* expresadas en la base
¢"+1 y ®F es la matriz de un operador suryectivo de V¥ en V*. Este operador suryectivo es
de la forma Sj, = Sy o p¥, siendo p* una proyeccion arbitraria de V¥ en Im(P*) c V*. En
caso de suryectividad, los vectores columna de ¢ forman la base implicita de 17’“, es decir
una base constituida por funciones Si(¢*), si se consideran fijas las bases de los espacios de
aproximacion.

La relacion fundamental entre las matrices de analisis y de sintesis es la ecuacion:

B* AF = Id,,, 1, (4.7)

que indica que B¥ es una inversa a iquierda de A*. En el caso suryectivo, las matrices son
simplemente cuadradas e inversas una de la otra.

En la etapa de la descomposicion, cuando no hay suryectividad, se conserva el conjunto de
coeficientes wavelets pero solo para my < nj coeficientes gruesos (ay).

4.2.2. Técnicas de construcciéon de operadores

Un problema comtn en la practica es determinar los operadores de sintesis conociendo los de
aproximacion y viceversa. En esta primera parte queremos dar algunos criterios para cons-
truir los operadores de sintesis suponiendo que estan dados los operadores de aproximacion.

Eleccién de los operadores de sintesis conociendo los de aproximacion
Supongamos que para cada k£ € N ya hemos elegido los operadores:
Pk kL vk

y por lo tanto conocemos los espacios de detalle Wk = Ker(P*) C V**+1. Elegir un operador
de sintesis S* asociado a P* equivale a elegir un espacio auxiliar V*. Alguno de los criterios
que se pueden considerar para esta construccion son los siguientes:

1) Con la idea de mejorar el condicionamiento de la reconstruccion, es natural minimizar
la norma de S*. Se puede probar que esto se consigue con un cuadro semiortogonal, es
decir eligiendo V¥ LW*.

2) Si se desea minimizar la norma de los coeficientes de detalle, se puede probar que la
elecion de un cuadro semiortogonal resuelve el problema.
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3) Otra eleccion posible para VE es la siguiente: entre todos los complementos alge-
braicos U de W¥* en V**! buscamos aquel para el cual, cualquiera sea f € VF*!
eleccion permite dar méas sentido a la norma de los coeficientes de detalle y mide el
error entre dos aproximaciones sucesivas.

sea minima, siendo Rl‘i/k la proyecciéon sobre U paralela a W*. Esta

El siguiente lema, cuya demostrcion puede consultarse en [25], Capitulo 3, prueba que esta
eleccion es posible.

Lema 4.2.6 Sea P* : V1 — V* un operador de aprozimacion y WF* su nicleo. Sea
Supl(W*) el conjunto de todos los complementos algebraicos de W* en VFL y para U €
Supl(W*), notemos RY. la proyeccion sobre U paralela a W*. Entonces

V= (Idyisr + Ppy 0 PRY (W N V) siendo Py, el proyector ortogonal sobre el espacio
W,

es un complemento de W* en V*+1 tal que:

RE(f) = Argmin Hpk(f) - ﬂ Vf € VR

4.3. Analisis multirresolucién para funciones definidas
sobre mallas triangulars irregulares

En la seccién anterior describimos el marco general de trabajo para espacios no anidados.
En esta seccidon presentamos la descomposicion multirresolucion propuesta por Gerussi en
|25| para funciones constantes por tramos sobre una triangulacion irregular dada. En ese
trabajo, y basandose en las wavelets de Haar, se eligen los operadores de aproximacion como
las proyecciones ortogonales de un espacio de aproximacion sobre el siguiente.

Darmemos previamente algunas definiciones.

4.3.1. Decimaciéon de mallas y espacios de aproximacion

Dada una triangulacion inicial dada T, el proceso de supresion de vértices permite pasar a
)
triangulaciones mas gruesas TV—1, TN=2 .. Ty y definir asi los espacios de aproximacion.

Definiciéon 4.3.1 Llamaremos poligono de influencia del vértice v,iV“ y notaremos P i1 a
k
la union de todos aquellos tridngulos de la triangulacion TNH que se modifican al suprimir

el vértice v,ivﬂ .
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Definicion 4.3.2 Llamaremos poligono de influencia acumulado y notaremos PNt a la

frontera de la union de los poligonos de influencia de cada uno de los vértices suprimidos
{o T ot o), es decir: PNYY = frontera(Poyvii U Povin U ... U Povir)
1 2 k

Observaciones.

1) Notar que PXT' N P vt =0, s1 5 ¢ {1,2,..k}, donde con 0 indicamos un simplice de
J

dimension menor que dos (es decir vértice, lado).

2) La decimacion aleatoria de vértices conlleva problemas relacionados con la complejidad
de los datos que se deben guardar, que son evitables si se considera una decimacion
regular. Por este motivo, se considera un algoritmo de decimacion regular [25] para el
cual el poligono de influencia acumulado es exactamente el poligono de influencia del
vértice suprimido, disminuyendo asi la cantidad de datos que se deben almacenar.

Espacios de aproximacion

Definicién 4.3.3 Sea 7 una triangulacion arbitraria de un dominio Q C R2. Indicaremos
con 1, 1 =0,...,N, a las triangulaciones obtenidas por aplicaciones sucesivas del algoritmo
reqular de decimacion de vértices a la triagulacion Tn == T.

Notacion:

» Con C% i =0,..., N indicaremos a los espacios de aproximacién formados por las fun-
ciones constantes por tramos sobre la triangulacion 7;. Estos espacios son considerados
como subespacios del espacio de Hilbert L?(€2).

= Con T} indicamos un tridngulo de la triangulacion 7; y con x, a su funcién caracte-
K2
ristica.

Operadores de aproximacion

Definicién 4.3.4 Para todo k = 0,.., N — 1, los operadores de aprorimacion estin definidos
por:

Pkl 5 Ok
FE NN fPé_k(karl)’

donde Pék es el proyector ortogonal sobre el subespacio C*.
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Observacion.
La matriz del operador de aproximacion estd dada por la formula:

P)Z““; Xk T g;ffl g[x@; Xk (4.8)
donde:

. P)’fkﬂ, o+ s la matriz del operador PF . C*1 5 CF% en las bases de C**! y de CF.

» Giyk; 1) €8 la matriz cuyos elementos son los productos escalares relativos a las bases
(O} y DX es decin: Gre, g = (O G )i

» Glyk; 4] Matriz cuyos elementos son los productos escalares relativos a la base {X'}, es
decir Gpex; i = (O X5))ig-

Notemos que, en el caso constante, la base X1i5 j =1,..,jk, es una base ortogonal y por
lo tanto la matriz Gy, \#) es diagonal. Mds precisamente, el elemento (j,7) de la diagonal
de dicha matriz es: area (Tf) Por otro lado, los cambios al pasar de la triangulacion 7%+
a la triangulacion T* afectan solo al poligono de influencia de cada uno de los vértices
suprimidos y por este motivo, con una numeraciéon adecuada de los tridngulos, la matriz
Gk, y++1) Tesultaré diagonal por bloques. Cada uno de estos bloques corresponde a la matriz
del proyector ortogonal restringidos a cada poligono de influencia. Hechas estas observaciones
es facil ver que el elemento (jx, ;) de la matriz (4.8) del operador de proyeccion, al que
notaremos pyj, j,), tiene la forma:

area(T)' NTE)
Pissiv = area(T}j) '







Capitulo 5

Analisis multirresolucién para mallas
tetraédricas no anidadas

5.1. Introduccion

En este capitulo presentamos los resultados mas importantes de la tesis, relacionados con la
representacion multirresolucion de funciones definidas sobre grillas tetraédricas irregulares.
Este problema para el caso de grillas triangulares fue resuelto en [25] en tanto que para grillas
tetraédricas regulares y semirreglares el problema fue tratado en [52]. Como en el caso de
representacion multirresolucion de funciones definidas sobre grillas tetraédricas regulares y
semirregulares, nos interesaran las funciones constantes por tramos. El capitulo estd orga-
nizado como sigue: en la Seccién 2 utilizaremos el marco tedrico descripto en el Capitulo 4
y definimos el operador proyecciéon ortogonal de un espacio sobre el siguiente para el caso
tridimensional. En la tercera seccion damos la metodologia para calcular las matrices de
analisis y de sintesis para operadores de aproximacion suryectivos, no suryectivos, cuadros
semiortogonales y no semiortogonales; también se da un ejemplo de un operador de aproxi-
macion para ejemplificar la teoria descripta. Los resultados obtenidos son aplicables tanto
al caso de mallas triangulares no anidadas como al de mallas tetraédricas no anidadas. Por
altimo, en la cuarta seccion se da una forma detallada de la reconstruccién para el caso en
que el operador de aproximacion es no suryectivo.

5.2. Espacios de aproximacioén en el caso irregular. Bases.
Operadores de aproximacion

Para definir los espacios de aproximacion, sus bases y los correspondientes operadores de
aproximacion, necesitaremos primero las definiciones que se dan a continuacion.

89
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Sea TN*! una tetraedrizacion inicial de un dominio D C R3 y sea T la tetraedrizacion
obtenida de TV*! colapsando los lados {I; ™", 13", ..[;) ™' }. Definimos a continuacion polie-
dro de influencia y poliedro de influencia acumulado correspondientes a la sucesion de lados

colapsados {11!, 17!, YT

lNJrl
k

Definiciéon 5.2.1 Llamaremos poliedro de influencia del lado y notaremos Pliv“ a la

union de todos aquellos tetraedros de la tetraedrizacion TN que se modifican al colapsar el
lado 1.

Definiciéon 5.2.2 Llamaremos poliedro de influencia acumulado y notaremos PNT! a la

frontera de la union de los poliedros de influencia de cada uno de los lados colapsados
(VI AN es decir: PNYY = frontera (.Pl{\f+l UPyn ..U PlkNH)

Observacion.
Notar que PNt N Pyxe = 0, si j ¢ {1,2, ...k}, donde con () indicamos un simplice de
J

ac

dimension menor que tres (es decir vértice, arista o cara).

5.2.1. Espacios de aproximacién

Sea T' = T una tetraedrizaciéon arbitraria de un dominio Q C R3. Sean 7%, i =0, .., N las
tetraedrizaciones obtenidas aplicando sucesivamente la estrategia de colapsado de lado a la
tetraedrizacion T' = TV. Con TJ?', t=20,.,N, j=1,.,7J indicaremos el tetraedro 7; de la
tetraedrizacion T° y con X1is 7 =1,..,jx a su funcién caracteristica.

En lo que sigue, indicaremos con C? al espacio de aproximacion de las funciones constantes
sobre cada tetraedro de la tetraedrizacion T°.

El espacio C" es un subespacio del espacio de Hilbert L*(Q); es claro que el conjunto de
funciones X1#) j =1,.., jk, es una base ortogonal para C".

En las dos subsecciones siguientes presentamos al operador proyector ortogonal como ejemplo
de un operador de aproximacion y luego damos un criterio de seleccion del espacio auxiliar
‘714 que puede aplicarse a cualquier operador; en particular buscamos el espacio ‘7k asociado
al operador proyector ortogonal.

5.2.2. Operadores de aproximacion

Continuando con el esquema presentado en el Capitulo 4, definiremos a continuacién los
operadores de aproximacion.
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Definiciéon 5.2.3 Para todo k =0, ..., N —1, los operadores de aproximacion estin definidos
por:

Pk 5 Ok
flc—i—l — Pék(fk—i_l);

donde Pék es el proyector ortogonal sobre el subespacio C*.

Observacion.

En el Apéndice A, probamos que la matriz del operador de aproximacion esta dada por:
Pff““; Xk g;{cl Giks xh+1)5 (5.1)

donde:

. Pka. . es la matriz del operador P* : C¥*! — C* en las bases de C**! y de C*.

X

» Glyk; 1] €8 la matriz cuyos elementos son los productos escalares relativos a las bases
{X*} vy {x**'}; es decir:

k k+1 k k+1
G oot = (WE S ey = [ do = volumen(TE N TE),
i

n Q[Xk; Xt €8 la matriz cuyos elementos son los productos escalares relativos a la base

ortogonal {x*}; es decir:
0, sii#£ ]
dr =
nrk

volumen(TF), si i=j

g[xf“; xk] — ((XfaX;c»i,j = /

k
Ti

Observacion.
La eleccion del operador P asegura que fi es la mejor aproximacion de fr.1 en el sentido

de los minimos cuadrados.

Notemos que, en el caso constante, la base X#) J = 1,..,Jk, es una base ortogonal y por
lo tanto la matriz Gy, \+) es diagonal. Mds precisamente, el elemento (j,7) de la diagonal
de dicha matriz es: volumen (TJ’“) Por otro lado, los cambios al pasar de la tetraedrizacion
TF+1 a la tetraedrizacion T* afectan solo al poliedro de influencia de cada uno de los lados
suprimidos y por este motivo, con una numeraciéon adecuada de los tetraedros, la matriz
Gy, y++1) Tesultard diagonal por bloques. Cada uno de estos bloques corresponde a la matriz
del proyector ortogonal restringido a cada poliedro de influencia. Hechas estas observaciones,
es facil ver que el elemento (j;,7;) de la matriz (5.1) del operador de proyeccion, al que
notaremos pj, j,, tiene la forma:

k1
B (Uolumen(ij ﬂT]’f))
I :

volumen(T})
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5.2.3. Eleccién de los espacios auxiliares

Uno de los criterios que se utiliza para la eleccion de los espacios auxiliares V) es el de
minimizar la norma de la aplicacion:

Fk.yktl 5 R
fo= Pf)— RM)

con el objetivo de tener una funcién auxiliar R*(f) lo més proxima posible a la aproxima-
cion gruesaNPk(f). Segiin el Lema 4.2.6 del Capitulo 4, esto se logra eligiendo los espacios
auxiliares V. de la siguiente manera:

Vi = (Idyssr + Py o PRY(WHS VR

Es claro que si los operadores de aproximacion son las proyecciones ortogonales sobre vk
entonces Nu(PF) = W* = VF' 0 VF+1 v en consecuencia, Vi, = W5 N VAL es decir se
obtiene un cuadro semiortogonal.

En la secciéon siguiente indicaremos coémo realizar el calculo de las matrices de andlisis y de
sintesis teniendo en cuenta la suryectividad del operador P*. Los resultados obtenidos son
validos para los casos no anidados bidimensional y tridimensional.

5.3. Matrices de analisis y de sintesis

Para las secciones que siguen, es necesario recordar la notaciéon introducida en el Capitulo
4.

Notacion. Vk € N:

i) ng = dimension de VFy (¢¥), i =1,...,ny, una base de V*;

)
ii) my = dimension de V¥ y (¢F), i =1,...,my, una base de V*;
iii) 1, = dimension de Wk y (¢F), i = 1,..., 7y, una base de W¥;

)

(a®), (@*) y (b*) son, respectivamente, los coeficientes de las funciones f;, € V¥, fre V¥
V g € V’“ en las bases indicadas en los incisos anteriores. Los coeficientes (bk) también
son llamados los coeficientes wavelet de la funcién fy.

1w

v) Q : VE+L 5 WPF: proyectores sobre W* en forma paralela a ‘7"';
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Recordemos como es una etapa en la descomposicion y en la sintesis, usando las matrices
correspondientes.

Analisis o descomposicién.

En esta etapa, se conocen los ng ;1 coeficientes (ax41) de una funcion fryq € Vk+1L relativos
a una base ¢**! y se buscan los n, coeficientes de P*(fyy1) relativos a la base ¢* y los
my, coeficientes de Qi (fx + 1) relativos a la base ¢*. La matriz que permite hallar dichos
coeficientes se denomina matriz de andlisis A*. Podemos escribir entonces:

af“ P£k+l7¢k
= A = T | e (5.2)
b' ¢?€+17¢{€

donde A* es una matriz (ng + 1) X ngy1 que resulta cuadrada si P* es suryectivo.
Sintesis o reconstruccion.

La operacion inversa (fi, gr) — S*(fx) + gr se realiza utilizando la matriz de sintesis B*
dada por la siguiente ecuacion:

k k
[a"T1] = BF o [ oF Wk ] " (5.3)
. bk bk )

donde ¥ es la matriz cuyos vectores columna son las funciones 1* expresadas en la base
PF*t1 y ®F es la matriz de una transformacion sobreyectiva de V* en de VE. Méas adelante
especificaremos la expresion de esta transformacion.

Si bien la relacion fundamental que vincula las matrices de anélisis y sintesis es:

k Ak _
B*A" = Id,, .,
el célculo efectivo de las matrices de andlisis y de sintesis depende de la suryectividad del
operador P.

Cuando el operador de aproximacion es suryectivo, las matrices de andlisis y de sintesis
son cuadradas e inversas una de la otra. La matriz de sintesis B es de la forma:

B=[ok wk],

donde ®* es una matriz cuyos vectores columna forman una base de VF escritos en la base
de V¥l v U* es una matriz cuyos vectores columna forman una base de W* escritos en la
base de VF+1,

En las siguientes subsecciones se presentan dos lemas que permiten calcular la matriz de
analisis conociendo la de sintesis y viceversa para el caso de operadores suryectivos. El pri-
mero de ellos es un resultdo de Gerussi [25] y se puede aplicar a cuadros semiortogonales; el
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segundo, que es uno de los resultados de esta tesis, es su generalizaciéon a cuadros arbitrarios.
Cuando el operador P* es no suryectivo, el cilculo de las matrices de analisis y de sin-
tesis no es tan directo. En [25] se describen dos métodos para calcular aquellas matrices y
se mencionan sus ventajas y desventajas. Uno es el método de eliminacion que consiste en
seleccionar un nimero maximal de filas linealmente independientes de P* de manera que la
matriz de anlisis resultante sea inversible; el otro método consiste en la descomposcién en
valores singulares de P*.

En nuestro trabajo hallamos las matrices de sintesis para el caso no suryectivo utilizando un
resultado relacionado con inversas a derecha e izquierda; este es otro de los aportes de esta
tesis.

En las subsecciones siguientes se describen, en primer lugar el cilculo de las matrices de
anélisis y de sintesis para un operador suryectivo y un cuadro semiortogonal |25]; en segun-
do lugar probamos nuestro resultado para el cilculo de dichas matrices para un operador
suryectivo y un cuadro no necesariamente semiortogonal. Fn tercer lugar, exponemos otro de
nuestros resultados, el cual permite calcular las matrices de analisis y sintesis en un contexto
general, sin la hipotesis de suryectividad de P* ni de semiortogonalidad del cuadro.

5.3.1. Matrices de andlisis y de sintesis para un cuadro semiorto-
gonal y un operador suryectivo

Recordemos que un analisis multirresoluciéon se dice semiortogonal cuando los espacios de
detalle son ortogonales a sus espacios auxiliares; es decir: W* L V*. La eleccion de un cuadro
semiortogonal es equivalente a la condicion: ®*Gure1)W = 0, donde Gigri1y es la matriz de los
productos escalares entre las funciones de la base de V*+1,

Notacioén.

Con el objetivo de simplificar la notacion, en lo que sigue, llamaremos P a la proyeccion P*
P

y @ al proyector Q* y entonces indicaremos con A = a la matriz de anélisis y con H
Q@

a la matriz g[¢k+1].

Vale el siguiente lema, cuya demostracion puede consultarse en [25]:

Lema 5.3.1 Sea P un operador suryectivo y supongamos que W* L VE. Entonces:

1) PHT'Q* = 0.

2) a) P=(®*HP)'d*H.
b) Q= (W HU) "W H.

3) a) ®=H'P(PH1P")"..
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b) W= H'Q (QH'Q") ",

Observacion.

El punto 1) del lema es practico para calcular la matriz de anélisis. En efecto, si conocemos
P conocemos su niicleo y @ es el proyector ortogonal sobre W¥. El lema muestra que es
suficiente elegir Q tal que PH1Q* = 0. Como esta condicion no alcanza para determinar @
completamente, se puede elegir la normalizacion QH *Q* = Id, que es equivalente a elegir
una base ortonormal para W¥*.

5.3.2. Matrices de analisis y de sintesis para un cuadro arbitrario
y un operador suryectivo

En esta subseccion presentamos uno de los resultados de esta tesis: el Teorema 5.3.2, que
provee una forma de hallar las matrices P y () conociendo ® y W y reciprocamente para el
caso en que el operador de aproximacion es suryectivo y el andlisis mulltirresolucion no es
necesariamente semiortogonal.

Teorema 5.3.2 Sea P un operador de aproximacion suryectivo y notemos con P* a la matriz
traspuesta de P. Entonces:

1) PH'P* = [(®*H®) — (P*HU)(U*HU)~ (U HP)| L.
2) PH1Q* = —[(®*H®) — (&* HY)(U*HU)~H(U* HP)|~L(&* HY) (I*H )L,
3) QH'Q* = [(V*HV) — (U*HO)(®*HP) "L (&* HY)]~L.

4) P=[(®H®) — (*HY)(T*HY) " (U H)| 7 [@* — (" H)(V*HY) ' W*|H.
5) Q= [(VHY) — (V*H)(®*H) (O H)| " [¥* — (U*HO)(O* HP) & H.
6) ®=H'P*R* + H-'Q* 5",
7) U = H'P*T* + H'Q*U*,

siendo:
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R = [(PH'P") = (PHQ)QH Q") (QH'P")]"!
S = —((PHT'P") = (PHT'Q)(QH Q") (QH P (PHQ)(QH Q")
T = —-[(QHT'Q*)— (QH'P*)(PH™'P*)"(PH'Q")) " (QH'P*)(PH'P*)"!
U = [(QH'Q)~ (QH'P)(PH P (PH Q)]
Ademds:
8) R=0*HD, S=9o*HU, T =V"H, U=U"HU.
Demostracion:

Por hipotesis,

P -1
=[® v] (5.4)

Q

entonces:
P -1
H' [P Q] =[eVv] H'[P Q]
_ P

= [ow] H |

— [ow] " H ([cb vy

(sornire )
(e
(

o H® @*H\I/) b

v H v HWY

es decir:
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( P*HO D HV )1

H [P Q] V' HO U HU

Sea:

la matriz tal que:
A B O*H O*HY \ 1d
C D U*H U HY )

Por lo tanto deben verificarse las siguientes ecuaciones:

A®P*H® + BUV*H® = Id,
A®*HV + BU*HU = 0,
CO*HO + DV'HO = 0,
CO*HU + DV'HU = Id,

a partir de las cuales se deduce:

A= [(®*H®) — (&*HU)(U*HU)~H(U* HP)]~,
B = —[(®*H®) — (&*HU)(V*H¥)~H(U* HP)| "1 (&* HU) (¥ H )~ !,
C=—[(VHY) — (V*HP)(d*HD) 1 (P*HW)]~ (U*HP)(d* HP) 1.

D = [(U*HU) — (U*HO)(d* H) L (d* H)] 1.

Por otro lado, de (5.7) resulta que:

97

(5.8)
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>*H

v |[[® v]=1d (59

(& p)(ewyafew))=(5 1)

y, como consecuencia de (5.4):

P=A®*H + BUV*H y Q=C®H+ DV"H.

Reemplazando A, B, C, D resultan los items 4) y 5) del lema.
También de (5.4) y (5.7) resulta que:

PH-1p* PH™Q* (A B

igualdad que prueba los items 1), 2) y 3) del Teorema.

Para probar 6) y 7) notemos que de la ecuacion (5.5), se obtiene:

-1

P ¥ %
—1 x [ ©*H® O*HWY
Sea:
R S
(1 8) 612
la matriz tal que:
R S PH-'p* PHQ* B
(B Sy(mmm ey 613

Por lo tanto deben verificarse las siguientes ecuaciones:

RPH'P*+ SQH'P* = Id,
RPH'Q*+ SQH'Q* = 0,
TPH'P*+UQH'P* = 0, (5.14)
TPH'Q*+UQH'Q* = Id,
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a partir de las cuales se deduce:

R=((PH-'P*) — (PHT'Q)(QH'Q") (QH " P*)|,

U=[QH'Q") — (QH'P)(PH'P")"Y(PH™'Q")] ™",

S=—((PHT'P*) = (PHT'Q")(QH'Q" )(QH~'P")|"(PHT'Q")(QH Q") ",

T=—-[(QHT'Q") = (QH™'P*)(PHT'P* )" (PHT' Q)" (QH ' P*)(PH™ P*)~".

Por otro lado, de (5.13) resulta que:

PH
(? 5><QH_1>(P* Q) =1d (5.15)

y, como consecuencia de (5.4):

d* = RPH™' + SQH y U =TPH' +UQH™..

Reemplazando R, S, U, V se deducen 6) y 7) del Teorema.

También de (5.11) y (5.13) resulta que:

O*HD *HY \ [ R S (5.16)
U*HP U HU )\ T u)’ '
igualdad que prueba el item 8) del Teorema. &
Corolario: si el cuadro es semiortogonal, entonces P, ), ® y ¥ son las mismas que las

indicadas en el Lema 5.3.1.

Demostracion: si el cuadro es semiortogonal, entonces: ®*HV = U*H® = 0; reemplazando
estas condiciones en 4) y 5) del Teorema (5.3.2), resultan los items 2a) y 2b) del (5.3.1).
Por otro lado, como el cuadro es semiortogonal resultan:

a) S=T =0, (por 8) del Teorema 5.3.2).
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b) PH™'P* = (®*H®)!, (por 1) del Teorema 5.3.2).
¢) QH'Q* = (V*HY)~! (por 3) del Teorema 5.3.2).

Luego, reemplazando estas condiciones en 6) y 7) del Teorema 5.3.2, resultan:
a) ®=H 'P*R* = H'P*(®*H®) = H'P*(PH'P*)~%.
b) U = H'QU* = H'Q*(V'HV) = H'Q*(QH'Q*)".

que son los items 3a) y 3b) del Lema 5.3.1. &

Como el cuadro es no semiortogonal, no es posible hallar la matriz del operador () a partir de
la matriz del operador P. Proponemos a continuacién dos procedimientos para determinar
la matriz del operador () cuando se conoce el operador suryectivo P y el cuadro es no
semiortogonal: el método constructivo y el método matricial.

Método constructivo.

Consiste en construir un espacio V¥ de la misma dimension que V¥, no ortogonal a W* y
tal que V*+! = V* @ W*. Esta construccion se realiza de la siguiente manera.

Sean T, ™', j =1,..,J, los tetraedros de la tetraedrizacion 7' y T}, k = 1,.., K, los tetrae-
dros de la tetredrizacion 7¢. Para cada una de dichas tetraedrizaciones definimos los espacios:

Vil = {f: f es constante sobre cada tetraedro de la tetraedrizacion 7471}

Vi={f: f es sobre cada tetraedro de la tetraedrizacion 7'}.
Es claro que:

Vit = span{XT;H,j =1,.,J} y V' = span{xqp, k = 1,.., K}.

Dado un operador de aproximaciéon suryectivo P° : VTt — V¢ sea W' su niicleo y sea
{¥i}, Il =1,..., L una base para W' expresada en la base de V™', Es claro que L + K = J.
Elegimos un subespacio V¢ de Vi*! de la misma dimension de V', no ortogonal a W'y tal
que Vit = Vi@ Wi, Para ello basta hallar una base ¢, para Vi, k = 1,.., K que no sea
ortogonal a la base de W?.

Sea M la matriz cuyas L primeras filas son los vectores de la base {¢/}, [ =1,..,L de W'y
cuyas K filas siguientes son los vectores de la base ~}'€, kE=1,. K de 171', todos escritos en

la base de V1. Es decir M es la matriz:
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Wi iy i
N AU P
Vig Yigo oo, T
M=| ~ =~ ~
Py Pg Py
P'yr Plogeeennn. Py
D1 Pgg-voenne D' r

Como Q' : Vitl — Wi es un proyector sobre Wi en forma paralela a Vi, las entradas de la
matriz [Q] s+ i son las primeras L filas de (M*)~1.
J

Método matricial.

Del Teorema  5.3.2 resulta que U = V*H = (QH'Q*)
(QH'P*)(PH'P*)"Y(PH™'Q*)]"!. Suponiendo que ¢*Hi = Id, es decir eligiendo
una base ortonormal para W*, del item 7) del lema resulta:

w — H—IQ* _ H_lp*(PH_IP*)_1<PH_1Q*).

Este es un sistema lineal cuyas incognitas son las entradas de (). Si el determinante de este
sistema es cero, se necesita otra condicion para hallar Q).

Sea @ la matriz del operador ) en la base de V**1  es decir @ = Qg1 ght1; @ es cuadrada
y, por ser la matriz de un proyector, debe verificar @@ = @ Si aun quedaran grados de
libertad, se puede elegir () de manera tal que su norma sea minima.

5.3.3. Matrices de analisis y de sintesis para un cuadro arbitrario

En esta subseccion, presentamos otro de los resultados de esta tesis: un teorema que provee
una forma de hallar las matrices P y () conociendo ® y ¥ y reciprocamente, para el caso en
que el operador de aproximacion no es suryectivo y el analisis multirresolucién no es
necesariamente semiortogonal. Esto nos conduce a abordar el problema de la resolucion
de sistemas de ecuaciones lineales.

Ahora bien, nuestro espacio de trabajo V' es el de las funciones constantes por tramos sobre



102 Capitulo 5. Analisis multirresolucion para mallas tetraédricas no anidadas

la tetraedrizacion 7° formada por n tetraedros. Este espacio es isométricamente isomorfo a R"
con el producto escalar < z,y >= y* Nz, siendo N la matriz de los productos escalares entre
las funciones de la base de V%. Por este motivo nos interesaran los sistemas Az = b, A : mxn,
xr € R" b e R™ con los siguientes productos escalares en R™ y R"”, respectivamente:

<x,y>p=y Mz, z,y € R™,

<xz,y>,=y Nz, x,y € R".

Las matrices M y N son definidas positivas y, por ser ortogonales las funciones de la base
de los espacios V¢, son diagonales.

Consideraremos a continuacién las soluciones de sistemas consistentes y no consistentes.
Previamente vamos a introducir la siguiente notacion:

Notacion.

» C(A): subespacio generado por las columnas de la matriz A.
] Azlz cualquiera de las inversas a izquierda de la matriz A.
= Bp': cualquiera de las inversas a derecha de la matriz B.

» 7(X): rango de la matriz X.
Sistemas consistentes

Un sistema de ecuaciones lineales Ax = b, A : m x n, b € R", se dice consistente si tiene
solucion. En general, la soluciéon no es tinica por lo que tiene sentido preguntarse por aquella
que tiene alguna propiedad 6ptima. Una de tales propiedades es la de norma minima. Veremos
que, si el sistema es consistente, existe una tnica soluciéon de norma minima y una g-inversa
G de A tal que Gb es solucion de norma minima de Az = b.

Si bien las demostraciones de las Subsecciones 2.3.2 y 2.3.2 pueden hacerse en términos
del operador adjunto de A, nosotros las hicimos teniendo en cuenta los productos escalares
definidos en la Seccion 2.3. Esto nos permite, por ejemplo en el Teorema 5.3.5 de la subsecciéon
2.3.2, tener una expresion explicita de la g-inversa G' de A que provee la solucion de norma
minima utilizando la matriz N
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Existencia de la solucién de norma minima

Para esta subseccion y la siguiente necesitaremos el resultado del siguiente Lema.

Lema 5.3.3 Sean A y B matrices m x n y m X p respectivamente. Entonces ||Az|| < ||Ax+
Byl|, Vx € R", Yy € RP si y sélo si A*MB = 0.

Demostracion:

|Az||* < ||Az + By||* & (Az + By, Az + By) — (Az, Az) > 0 &
(By)*MAx + (Az)*M By + (By)*MBy > 0 < y*B*M Az + 2*A*M By + y*B*M By > 0.
(5.17)

Si A*MB =0, en (5.17) resulta y*B*M By > 0.
Reciprocamente, supongamos que y*B* M Ax+x*A*M By+y*B*M By > 0y que A*M B # 0.
Entonces existe un vector y € R? no nulo tal que A*M By # 0. Luego By # 0y y*B*M By >
0. Sea a la j — ésima componente no nula de A*M By y sea x € R" tal que su j — ésima
componente es —%y*B*MBy y las demés componentes son cero. Luego:

1
r*A*M By = ——y*B*M Bya = —y*B*M By. (5.18)

a

También: .
y*B*MAz = a (_—> (y*B*MBy)* = —y*B*M By (5.19)

a

Para estas elecciones de x e y, tenemos:
Y'B*MAx + 2" A*"MBy +y*"B*"MBy = —y*B*"M By < 0, (5.20)

lo cual es una contradiccion. Luego A*M B # 0. <&

Definicion 5.3.4 Sea Ax = b un sistema consistente. Un vector xy se dice una solucion de
norma minima de Ax = b si:

Z) Al’o = b,

i) ||xo|l < ||z|| para cada x tal que Az =b.

Teorema 5.3.5 Sea A una matriz m x n. Entonces existe una g-inversa G de A tal que Gb
es solucion de norma minima del sistema consistente Ax = b.
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Demostracion: sea G = N 'A*(AN"'A*)", donde (AN"'A*)~ es alguna g-inversa de
AN~LA*. Es facil verificar que G es una g-inversa de A y que la clase de todas las soluciones
de Az = b esta dada por Gb + (I — Ga)&, & arbitrario, ([48], Capitulo 2).
Veamos ahora que:

|Gb|| < ||Gb+ (I — GA)E||,Vb € C(A). (5.21)

Sibe C(A), b= Au para algin u. Debemos probar que:
|GAu|| < ||GAu + (I — GA)E||, Yu, VE. (5.22)
Por el lema anterior, esto es equivalente a probar que:
(GA)*N(I — GA) = 0. (5.23)
Ahora:
(GA*N(I — GA) = A*G*N(I — GA) = A*G*N — A*G*NGA =

A ((ANTTAH AN )N —A*(ANTTA) AN D N NTTA(ANTTA*) A =
=Id =Id

A ((ANTA*))*A — A*((AN“1A*)")* ANTTA*(ANTIA") A =0. <

=A

(5.24)
Corolario: si A tiene inversas a derecha, todas ellas son de la forma V A*(AV A*)~! siendo
V una matriz para la cual r(AVA*) = r(A). Tomando V = N~! resulta que la inversa a
derecha N~!A*(AN~1A*)~! es una g-inversa de norma minima de A.

Observacion.
Notar que r(AV A*) = r(A) se verifica automaticamente para una matriz V' definida positiva.

Definicién 5.3.6 Sea A una matriz m x n y G una g-inversa de A. Se dice que G es una
una g-inversa de norma minima de A si Gb es una solucion de norma minima del sistema
consistente Ax = b.

El siguiente teorema da una caracterizacion de las g-inversas de norma minima.

Teorema 5.3.7 Sea A una matriz m x n. Entonces G es una g-inversa de norma minima
de A st y solo si satisface una de las siguientes condiciones equivalentes:

i) AGA = A; (GA)*N = NGA.

ii) GA = Py-14+, donde Py-14+ es el operador proyector sobre el subespacio generado por
las columnas de N~'A* con respecto al producto escalar (z,y) = y*Nz.
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i) GAN"'A* = N71A*,

Demostraciéon: en la demostracion del teorema anterior vimos que G es una g-inversa de

norma minima de A siy sélo si AGA=Ay (GA)*N(I —GA) = 0.
Pero,

(GAYN(I-GA) = 0 = (GA)'N = (GA)*N(GA) = ((GA)*NGA)* = (GA)*N = N*(GA) = NGA.

Reciprocamente, si AGA = Ay (GA)*N = NGA, entonces:
(GA*N(I —GA) = (GA)*N — (GA)*NGA)

— NGA - (GA) * NGA
——
=NGA (5.25)
= NGA - NG AGA
——
=A
= 0.

Luego G es una g-inversa de norma minima si y sélo si se verifica 7). Por lo tanto es suficiente
probar: i) = i) = iii) = ).

i) = ii). Supongamos que AGA = Ay que (GA)*N = NGA. De acuerdo a A.1.4, Apéndice
A, para probar que GA es el proyector sobre C(N~!A*) debemos probar que:

a) (GA)? = GA, es decir GA es idempotente.

b) (NGA)* = NGA, es decir NG A es hermitiano.
Veamos que G A verifica estas condiciones.

a) AGA = A= GAGA = GA = (GA)? = GA.
b) (NGA)* = (N(GA))* = (GA)*N* = (GA)*N = NGA.

i1) = d11). Trivial.

iti) = i). GANT'A*G* = NA'G* = (GANY(GA* = N-YGA* =
(GAN"HGA)) = (NTHGA))".

Como GAN~1A*G* es simétrica, debe ser:

N=YGA)* = (GA)N~' = NN"HGA)*N = NGAN~IN = (GA)*N = NGA.
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Por otro lado, de GAN'A* = N71A* y (GA)*N = NGA, se sigue que:
GANLA* = N"{(GANN-A* = N1A* = N-L(GA)*A* = N-1A* =
N-U(GA) A* — A*) = 0 = GA*A* = A* = (A(GA)") = A* = AGA = A. >

Observacion.
Si A tiene inversas a izquierda, todas sus inversas a izquierda son de la forma (A*V A)~1A*V
y son g-inversas de norma minima de A ya que verifican i) del Teorema 5.3.7.

Teorema 5.3.8 Sea Az = b un sistema consistente. Entonces la solucion de norma minima
es unica.

Demostracion: sea G una g-inversa de norma minima de A. Luego Gb es una soluciéon de
norma minima de Az = by cada solucion de Az = b es de la forma: Gb+ (I — Ga)¢.

Supongamos que existe algin ¢ para el cual ||Gb||? = ||Gb + (I — Ga)&||?. Ahora bien,

IGb+ (I — Ga)¢||* = [|Gb|* + |( — GA)E|? + b*G*N(I — Ga)é + (1 — GA)*NGb
y como b € C(A), es b = Au para algin u.
Luego:
V'G*N(I—Ga) =u* (A'"G'N) (I-Ga) =u*NGA({—GAE) = u*(NGA-NGAGA)¢ =

~——
—(NGA)*=NGA
0 y también

(I — GAY*NGb = (" G*N*(I — Ga)€)* = 0.
Entonces, si existe £ tal que ||Gb||? = |Gb + (I — Ga)&]?, debe ser:

IGBI* = [|GB|* + (I — Ga)é|2 & (I — GA)E = 0.
Luego la solucion de norma minima es tnica. &

Observacion.
La solucion de norma minima es Unica aunque la g-inversa que da la solucién de norma
minima puede no serlo, como lo establece el siguiente Teorema.

Teorema 5.3.9 Sea A una matriz m X n y G una g-inversa de norma minima de A. En-
tonces la clase {A;,} de todas las g-inversas de norma minima estd dada por:

N'A*(ANT'A*)” + U[I — AN"TA* (AN A*)7], U matriz arbitraria. (5.26)
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Demostracion: veamos que todas las soluciones indicadas en (5.26) son soluciéon de norma
minima. Para ello verificaremos la condicion iii) del Teorema 4.

(NTTA*(ANT'A) ™ + U — ANT'A*(ANTTAT)T)(ANT1 A7) =

N'A* (AN A*)" AN A* + UAN'A* — ANTA"(AN"'A")"AN'4"] =

=AN-1A*

NT'A*(ANT'A") " ANT'A* = N'ar

inv. de norma minima

Luego, N"'A*(AN~'A*)~ + U[I — AN'A*(AN"'A*)"](AN"1A*) es una g inversa de
norma minima de A para todo U.
Sea ahora (G una g-inversa arbitraria de A y Py-14+ el operador proyector sobre el subes-

pacio generado por las columnas de N~'A* con respecto al producto escalar (z,y) = y*Nx
. Como GA = Py-14- = G1 A, entonces G; = G+ U(I — AG), donde U = G — G.

Observacién. Si A tiene inversas a derecha, la tnica g-inversa de norma minima de A es
N7TA*(AN—1A5)~L

Dentro del conjunto {A,.} de las g-inversas de norma minima, interesa en particular el
conjunto de las g-inversas reflexivas de norma minima, (ver definicion B.1.11 en Apéndice
B). Indicaremos con {A; } a este conjunto y con A, a uno de sus elementos.

Para las g-inversas reflexivas de norma minima vale el siguiente resultado.

Teorema 5.3.10 Sea A una matriz m xn de rango r(A) > 0. La clase de todas las inversas
reflexivas de norma minima {A;, } estd dada por:

{NTTA*(ANT'A*)~ : (AN7'A*)"esuna g — inversa arbitraria de (AN~'A*)}.

Demostracién: en el Teorema 5.3.5, vimos que N~ 'A*(AN"'A*)™ es una g-inversa de
norma minima de A. Para probar que es reflexiva, notemos en primer lugar que:
r(NTTA*(ANTTAY) ) < r(N7TAY) < r(A%) = r(4),
y que
r(NTTA*(ANTTAS) ) > r(A)

pues N"PA*(AN~1A*)~ es una g-inversa de A. Resulta entonces que r(N'A*(AN"1A*)7) =
r(A).
Reciprocamente, sea G una g-inversa reflexiva de norma minima de A, entonces r(A) = r(G)
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y GAN71A* = N71A*. Luego:
C(N"'A%) = C(GAN'A*) = C(Q)
y por lo tanto G = (N~'A*)D, para alguna matriz D. Ahora bien,
AGA=A= ANT'"A*DA= A= AN'A*DAN'A* = AN A",

es decir D es una g-inversa de (AN"1A*) y entonces G = N~ 1A*(AN1A*)~. o)

Corolario: si A es una matriz m x n de rango n, entonces cada g-inversa de A es una A, .

Demostracion: si 7(A) = n, entonces C(A*) = R". Como consecuencia, cada matriz con n
filas, incluyendo la g-inversa G de A se puede expresar como G = (N1 A*)D para una matriz
D adecuadamente elegida. El resto de la demostracion sigue como en el teorema anterior.

Observacion.

Si A tiene inversa a derecha, entonces N~ A*(AN~'A*)~! es la tnica g-inversa reflexiva de

A.

Sistemas no consistentes

Dado un sistema no consistente o inconsistente Az = b, A: m xn, v € R", b € R™, es
posible hallar una solucién aproximada g tal que Axg esté lo mas proximo a b entre todos
los Ax. Méas formalmente:

Definiciéon 5.3.11 Decimos que xy es una solucion de minimos cuadrados de Ax = b si:

| Azo — b = inf | Az — b]].

Es claro que cuando el sistema es consistente, una solucién de minimos cuadrados es exacta.

Notacién.
Consideraremos el siguiente producto escalar en R™:

(x,y) = y*Muz,siendo M una matriz definida positiva, z, y € R™.

Demostraremos a continuacion la existencia de una g-inversa G de A tal que x = Gb es
solucion de minimos cuadrados de Az = b. Para ello utilizaremos el Lema 5.3.3.

Teorema 5.3.12 Sea A una matriz m X n. Entonces existe una g-inversa G de A tal que
x = Gb es una solucion de minimos cuadrados de Ax = b, Vb € R™.
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b columna 2 de A

al b3/ Ax'-b > m

o
Espacio
columna de A

columna 1 de A

Figura 5.1: Aproximaciéon por minimos cuadrados.
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Demostracion: sea G = (A*MA)~ A*M. Por el Teorema B.1.9 del Apéndice B, G es una
g-inversa de A y por el Lema 5.3.3:
I|IAGb — b|| < ||AGb — b+ A(x — Gb)||Vb,z < (AG — I)"M A = 0.
Como C(A*MA) = C(A*M), es:
A"MAG = AAMA(A"MA)"A*M = A*M.

Luego, G = (A*MA)~ A*M es una g-inversa de A tal que Gb es solucion de minimos cua-
drados de Az = b, Vb. <&

Definiciéon 5.3.13 Sea A una matriz mxn. Una matriz G se dice una g-inversa de minimos
cuadrados de A y se nota A;, si Gb es solucion de minimos cuadrados del sistema Ax =

b, Vb € R™.

El siguiente teorema da una caracterizacion de las g-inversas de minimos cuadrados de una
matriz A.

Teorema 5.3.14 Sea A una matriz m X n. Una matriz G es una g-inversa de minimos
cuadrados de A si y sdlo si satisface una de las siguientes condiciones equivalentes:

i) AGA= A, (AG)*M = M AG.

ii) AG = Py, Pa, proyector ortogonal sobre C(A).

i) A*MAG = A*M.
Demostracion: en el Teorema 5.3.12 vimos que GG es una g-inversa de minimos cuadra-
dos de A siy solo si AAMAG = A*MA(A*MA)~A*M. Entonces es suficiente probar:
1) — 1) — i) — 11).
i11) — i). Sea G una matriz tal que A*MAG = A*M; entonces A*MAGA = A*M A. Como
C(A*MA) = C(A*M), existe una matriz T' tal que: M A =TA*M A.

Luego:

A" MAGA = A"MA=TAMAGA=TA*"MA=MA = AGA = A.
MA
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Ademas,

A"MAG = A"M = GA'MAG =G A"M = MAG = G*"A*M = (AG)"M,
MA

es decir se verifica 7).

i) — ii). Supongamos que se verifica 7). Entonces AG es el proyector ortogonal sobre C(AG).
Pero AGA = A = C(AG) = C(A). Entonces AG = Py, es decir se verifica ii).

i1) — 1ii). Si AG es el proyector ortogonal sobre C(AG), entonces M AG es hermitiana, es
decir:
MAG = (MAG)* = MAG = G*A*M* = A*MAG = A*G*A*M* = A*M. &

Observacion.

Si A es una matriz m x n de rango n entonces A tiene inversa a izquierda. Todas sus inversas
a izquierda son (A*V A)"1A*V | siendo V una matriz arbitraria tal que r(A) = r(A*VA) y
estas también son todas sus g-inversas, (ver Teorema B.1.8 del Apéndice B). De todas ellas
so6lo es de minimos cuadrados aquella para la cual V = M.

Consideremos un sistema de ecuaciones Ar = b. Entonces zy es una soluciéon de minimos
cuadrados de Ax = bsiy solo si Azg es la proyeccion ortogonal de b € C(A). También b— Axq
es la proyeccion ortogonal de b € (C(A))L. Esto significa que aunque x puede no ser tnico,
ambos vectores Azxg y b — Axg son tnicos. En este sentido, vale el siguiente teorema.

Teorema 5.3.15 Sea A una matriz m X n y sea G una g-inversa de minimos cuadrados de
A. Entonces la clase de todas las soluciones de minimos cuadrados de Ax = b estd dada por:

{Gb+ (I — GA)E, Earbitrario}. (5.27)

Demostracion: es claro que A(Gb+ (I — GA)E) = AGb, V€. Ademas, Gb es solucion de
minimos cuadrados de Az = b; luego Gb+ (I — GA) es una solucion de minimos cuadrados
de Ax = b, VE.

Sea xy una solucion de minimos cuadrados de Ax = b. Entonces Azy = AGb por lo que
A(xg — Gb) = 0. Entonces g — Gb = (I — GA)E, es decir 29 = Gb+ (I — GA)¢ para algin
€. &

Teorema 5.3.16 Sea A una matriz m xn y sea G una g-inversa de minimos cuadrados de
A. Entonces la clase de todas las g-inversas de minimos cuadrados de A estd dada por:

{G + (I — GA)T, T'matriz arbitraria}. (5.28)
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Demostracion: es claro que las matrices de (5.28) verifican la condicion iii) del Teorema
5.3.14 VT y, por lo tanto, son g-inversas de minimos cuadrados VT

Sea G una g-inversa de minimos cuadrados de A. Veamos que Gy = G + (I — GA)T, con
T = G4 — G. En efecto,

G+(I-GA)(G —G)=G+G—GAG,+GAG, =G,. ¢

PA PA

Utilizando el Teorema B.1.3 del Apéndice B se puede probar el siguiente teorema.

Teorema 5.3.17 Sea A una matriz m x n de rango r > 0. La clase A,~ de todas las
g-inversas reflezivas de minimos cuadrados, que notaremos {A;,}, estd dada por:

{(A*MA)~A*M, donde (A*MA)~ es una g inversa de A*MA}.

Demostracion: por el Teorema 5.3.12 sabemos que (A*MA)~A*M es una g-inversa de
minimos cuadradros de A. Veamos que es reflexiva. En efecto:

r(A"MA)”"A*M) < r(A*M) < r(A*) =r(A),
pues 7(XY) = min(r(X),r(Y). Por otro lado:

r(A*MA)"A*M) > r(A),

va que A*MA)~A*M es una g- inversa de A. Luego r((A*MA)~A*M) = r(A).
Reciprocamente, sea G una g-inversa reflexiva que da una soluciéon de minimos cuadrados
y veamos que G es de forma (A*MA)~A*M donde (A*MA)~ es una g-inversa de A. Como
r(G)=r(A)y AAMAG = A*M,

C(MA)=C(G*"A*"MA) = C(G");
entonces G* = M AT o G =T*A*M para alguna matriz 7. Ahora bien,
AGA=A= AT"A"MA=A= A"MA"T"A*"MA = A*M A,

es decir T* es una g-inversa de (A*MA) y entonces G = (A*MA)~A*M con lo cual se
concluye la demostracion. &

Corolario: si A es una matriz m x n de rango m, entonces cada g-inversa de A es una A, .

Demostracion: si r(A) = m, entonces C(A) = R™. Como consecuencia, cada matriz con
m columnas, incluyendo la g-inversa GG de A se puede expresar como G = T*A*M para una
matriz T* adecuadamente elegida. El resto de la demostraciéon sigue como en el teorema
anterior. &
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Observacion.
G es una A;,~ siy solo si G es una g-inversa de A tal que C(G*) = C(A).

Observacion.

Como vimos en el Teorema 5.3.15, en general hay muchas soluciones de minimos cuadrados
del sistema Az = b. Veremos ahora que hay una g-inversa G de A que da una soluciéon de
norma minima entre todas las soluciones de minimos cuadrados de Az = b Vb € R™.

Teorema 5.3.18 Sea A una matriz m xn. Entonces existe una g-inversa G de A tal que Gb
tiene norma minima entre todas las soluciones de minimos cuadrados de Ax = b Vb € R™.

Demostraciéon: sea G una g-inversa de minimos cuadrados de A. Entonces la clase de
todas las soluciones de minimos cuadrados de Ax = b esta dada por Gb + (I — GA)E,
donde ¢ es arbitrario. Buscamos una g-inversa G' de minimos cuadrados tal que: ||Gbl|,, <
|Gb+ (I — GA)||,, Vb € R™ y V¢ € R™. Por el Lema 5.3.3:

1Gbl, < |Gb+ (I — GA)E||n & G*D(I — GA) = 0 < G*M = G*MGA.

Consideremos G = NT1TAAMANTA*MANTA*MA)"N-1A*M =
NTTAM(NPA*MAN—TA*M)~,

(la ultima iguladad es valida por la Propiedad (B.1.12) del Apéndice B).

Veamos que es de minimos cuadrados; por el Teorema 5.3.14 basta probar que:

A*M = A*M AG. Pero:

A*MAG = A*M AN " A*MA(N " A*MAN " A*MA)"N~' A*M,

-~

luego es suficiente probar que AN TA*MA(NTA*MAN'A*MA)"N~! es una g-inversa

de A*M. Llamando Q = N~!, B= A*M, P = AN~'A*M A y utilizando la Propiedad B.1.9
del Apéndice B, vemos que:

ANTTAMAN A MAN A MA)” N

es una g-inversa de A*M siempre que (N TA*MANTA*MAN'A*MA) = r(A*M).

Veamos entonces que se verifica esta propiedad:

r(NTTAMANTTA*MAN'A*MA) = min(r(N 1, r(A*M), r(ANTA*MA) < r(A*M))



114 Capitulo 5. Analisis multirresolucion para mallas tetraédricas no anidadas

r(NTTAMAN YA MANPA*MA) > r(NNTPA*MANTA*MAN"TA*MA)
= r(A*MAN-TA*MAN 1 A*M A)
r(A*MA)
= r(A*M),
siendo las dltimas dos igualdades verdaderas porque r(A*V A) = r(A), para toda matriz V'

definida positiva.
Por otra parte, notemos que para probar que G*NGA = G*N, basta probar que:

N A MANTA*MAN TA*MA)" N1 (5.29)
es una g-inversa de A*M A.

Pero: N'A*MA(NTTA*MAN'A*MA)~ es g-inversa de N"'A*MA y obtenemos la
ecuacion (5.29) multiplicando a izquierda por N esta tltima igualdad. O

Corolario 1. Sea A m x n de rango n y sean (A*VA)'A*V, r(A*V A) = r(A), todas sus
inversas a izquierda. Entonces del teorema resulta que la g inversa de norma minima entre
todas las de minimos cuadrados de A es G = (A*MA)~'A*M.

Demostraciéon: si A tiene inversa a izquierda, también es invertible la matriz
(N"'A*MAN-'A*MA) y su inversa es:

(NTAMAN T A*MA) ™ = (N“1A*MA)"Y(NLTA*MA)~
—  (A*MA)N(A*MA)"N.

Luego:

G= NT1TAMAAMA T NA*MA)INNTA*M

J

=Id
= N=IN(A*MA)"LA* M
= (AMA)TA M. O

Corolario 2. Sea A m x n de rango m y sean VA*(AVA*)~1 r(AVA*) = r(A), todas sus
inversas a derecha. Entonces del teorema resulta que la g-inversa de norma minima entre

todas las de minimos cuadrados de A es G = N71A*(AN—1A*)7L.

Observacion.
De la demostracion del Teorema 5.3.18 resulta que Gb tiene norma minima entre todas las
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soluciones de minimos cuadrados de Ax = bsiy sélosi AAMAG = A*M y G*M = G*MGA,
lo cual significa que G es una A;” y A es una G; .

Teorema 5.3.19 Sea A una matriz m X n. Entonces G es una matriz tal que Gb tiene
norma minima entre todas las soluciones de minimos cuadrados de Ax = b Vb € R™ siy
solo si se verifica una de las siguientes condiciones equivalentes:

i) AMAG = A*M, G*NGA = G*N.
ii) AG = Py, GA = Pg.
iii) AGA = A, GAG = G, (AG)*M = MAG, (GA)*N = NGA.
Demostracion: la condicion i) fue probada en el Teorema 5.3.18. El resto de las condiciones
se prueba en forma analoga a como se hizo en el Teorema 5.3.14. &

Observacioén.

Si Gb tiene norma minima entre todas las soluciones de minimos cuadrados de Ax = b
Vb € R™, entonces por iii) del Teorema 5.3.19 se concluye que G es una g-inversa de minimos
cuadrados, de norma minima, reflexiva, de A.

Definiciéon 5.3.20 Sea A una matriz m X n. Una matriz G, n X m que satisface alguna de
las condiciones equivalentes del Teorema 5.3.19 se llama una inversa de Moore Penrose de
A y se nota AT.

Teorema 5.3.21 Sea A una matriz m x n. La inversa de Penrose AT de A es iinica.

Demostracion: sean GG; y G5 dos inversas de Penrose de A. Entonces:
Gl == GlAGl - GlpA - G]_AG2 = PA*GQ - GQAGQ == GQ. <>

Observacion.
En el Teorema 5.3.18 se dio una expresiéon para Af, a saber:

AT =NTAMANTA"MAN A" MA)"N"1A*M.

Entonces AT es la tinica g-inversa G de A tal que: C(G) = C(A*) y C(G*) = C(A).
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Matrices de analisis y de sintesis para un cuadro arbitrario

Demostramos ahora un teorema que permite calcular las matrices de analisis y sintesis para
un cuadro arbitrario, es decir un cuadro no necesariamente semiortogonal y un operador de
aproximacion no necesariamente sobreyectivo.

Teorema 5.3.22 Sea P un operador de aprozimacion. Sean A = [P Q] y B = [® V] las
matrices de andlisis y de sintesis, respectivamente. Entonces:

1) P =" (90" + UU*) 1,

2) Q = U*(®d* + WI*)~L,

Ademds:

3) ® = (P*P + Q*Q) ' P*.

4) U =(PP+QQQ

Demostracion.
Dada la matriz de sintesis B queremos resolver el sistema:

a” a”
k17 o :
[a"] =B bk]_[é v | bk]’ (5.30)
ok
siendo k la incognita. La matriz de sintesis B = [® W] es de rango completo fila; luego
b

admite inversa a derecha: la matriz de analisis A. Todas sus inversas a derecha estan dadas por

B! = VB*(BVB*)™!, siendo V una matriz arbitraria tal que v(BV B*) = r(B). Notemos

ak:

que cualquiera de las inversas a derecha Bgl de B da una solucion = Bglakﬂ del

bk:
sistema (5.30).

En efecto: BBp'agi1 = agy1, Yaji.

Un criterio de seleccion, a los fines de la implementacion, es elegir A como la siguiente inversa
a derecha de B:
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P * A\ —1
o| = Lo wI(le wife )
‘(I)*' (D* -1
= _q,*_<[@ v ] w)

-(I)*- * *_1

= | (o0 ot )

de donde resultan:
1) P=o*(dd* + \I/\Il*)_1
2) Q =U*(PP* + \IJ\I’*)*I.

Reciprocamente, dada la matriz de analisis queremos resolver el sistema:

ak P¢k+1 Bk
' | [, (5.31)
o Qprr1 g

a

= Alat*) =

k

siendo a**! la incognita y [ k ] el dato. Ahora bien, la matriz A es (ng + rx) X Mg v

de rango nyi.; por lo que tiene inversa a izquierda; en realidad tiene infinitas inversas a
izquierda. Todas ellas son de la forma (A*KA)"'A*K, donde K es una matriz arbitraria tal
que r(A*KA) = r(A). En este caso, cualquiera de las inversas a izquierda de A da la misma
soluciéon del sistema. En efecto:

k

Z,'g ] = o = (A)7 a ] . (5.32)

(AL)_lACLk—H = (AL)_l [ bk

k
Este valor de a**! es solucién del sistema (5.31) ya que [ Zk = Ac. En efecto,
k+1 L] 1 a
Aa™t = A(AL)” b;“ = A(AL)  Ac = Ac = b;“ : (5.33)

Como todas las inversas a izquierda dan la misma solucién, por motivos de practicidad en
el momento de la implementacion, conviene usar la siguiente inversa a izquierda:
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*

p
Q

;

- (PP+QQ [ . ]

Q

- (e

Q
P

Q

P*
Q*

Q*

- [reaane )
(PP+QQ'Q |

es decir:

{cp = (PP+QQ)'P o

5.3.4. Ejemplo de un operador de aproximacion

En esta seccién daremos un ejemplo de un operador de aproximacion para ejemplificar la
teoria descrita en las secciones anteriores. La notacion a usar es la indicada al comienzo de
este capitulo.

Consideremos el siguiente operador promedio que notaremos P?. Sean T;“, g =1,..,J, los
tetraedros de la tetraedrizacion 7' y T¢, k= 1,.., K, los tetraedros de la tetredrizacion 7.
Definimos:

1, TFYO\TE 40
>

Por otro lado, para cada k = 1, ..., K indicaremos con [; al siguiente niimero natural:

l;= cantidad de T;*" tales que T/*' (T} # 0.
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Queda entonces definido el operador promedio P’ como:

Pl o
f’H—l — Pri(fi+1),

que tiene la siguiente representaciéon matricial:

l l l
upll)  ua(2) us(J)
lo lo lo
ug (1) uK(Z) ug (J)
lx li 157%

Segtin si el operador P en cada caso sea o no suryectivo, las matrices @, ® y ¥ se pueden
calcular utilizando los resultados de las secciones anteriores.

5.4. Formas desarrolladas de la reconstrucciéon
5.4.1. Primera forma: utilizando la proyeccién auxiliar p;

Sabemos que la forma general de la matriz de sintesis es:
B=1[® V¥, (5.35)

siendo ¥ una matriz cuyos vectores columna son los vectores de la base de W* escritos en la
base de V**1. Gerussi, en su tesis, (|25]), define la matriz ® como la matriz de una aplicacién

.=k ~ .
sobreyectiva S° de V¥ en V*. Méas precisamente, define:

S° L vE S Uk (5.36)

de la siguiente manera:
5 = gk o P, (5.37)

siendo py una proyeccion cualquiera de V¥ — I'm(P*) y, como antes, S* = Pk|‘7k. Notemos

—k . .
que S asi definida es sobreyectiva.
De esta forma:

fror = Fet e =8 (fa) + gx = (S* o po) (fi) + g,

es decir se reconstruye fr.1 a partir de una aproximacion gruesa fr y un detalle gj.
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Observacion.
Cuando el operador P* es sobreyectivo, py, es cualquier aplicaciéon biyectiva de V¥ — I'm(PF).

Observacion.
Cuando el operador P* es sobreyectivo, existe una aplicacion biyectiva S* = inU(Pk|‘~/k) :
VF — Vk que permite escribir la siguiente formula de reconstruccion:

s = fio + g6 = S*(fi) + g (5.38)

en la cual se utiliza una funcién f, € V¥ y un detalle g, € W*.

Observacion.
La proyeccion auxiliar p* fue introducida por Gerussi en [25], para resolver el problema de
la reconstruccion en el caso no sobreyectivo.

Nosotros proponemos una féormula de reconstrucciéon para el caso no sobreyectivo, utilizando
el operador 5" propuesto por Gerussi y suponiendo que los datos con los que se cuenta para
reconstruir son fk y gi- Para ello debemos resolver el sistema 5" (fx) = fk Utilizaremos, de
las infinitas soluciones f, la de norma minima (5.3.3) que sabemos que es tnica.

Solucién del sistema S*(f,) = fu, fi € VF, fu € V¥

Supongamos que conocemos la descomposicion:

Frs1 = fo + g fr € V¥, g1 € WE.

Queremos hallar f, € V* tal que S*(f;,) = .

Este sistema es consistente ya que f, € V¥ = Im(S*) = C(S*); ademas S* es un operador
representado por una matriz my X ni y de rango my. Bajo estas condiciones, todas las
soluciones del sistema estdn dadas por:

(gk);%lfk = fk7

donde (S*)5' es una inversa a derecha de S*.

De entre todas ellas, seleccionamos la inversa a derecha que da la solucién de norma minima,
que esta dada por:

(gk)ﬁl — N—l(g k)*(§ kN—1(§ k)*)—l'
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La existencia de la solucién de norma minima del sistema S*(f;,) = f;, fue tratada en la
Seccion 5.3.3. Esta solucion de norma minima nos permite efectuar la reconstruccion en el
caso no sobreyectivo, como lo indica la siguiente proposicion:

Proposicién 5.4.1 Sea P" : V"' — V™ un operador de aprozimacion. El proceso de
reconstruccion se escribe, V 0 < k < n, de la siguiente manera:

£o=S Vo 0GHF)+T ™ Vo 08 B (g) + .+ 5 " D(g 5) + g,

siendo fy la solucion de norma minima de S*(f),) = I

Demostracién: como V" = V=t g Wnr-t y § (=1 . yr=l 5 7=l eg una aplicacion
sobreyectiva, se tiene que:

fn = ,]?n—l + Gn-1
= SO (fs1) + gn
= 5O (fos+ gos) + gnr
= SIS I (f ) + gn2) + Gn

= S Do g m=2(f )4 T EDg )ig.

= S0 Vo oSHE(f)+S Vo 08 F(g)+ ... +5 (g, o)+ gn1 ©
Observaciones.

1) Las composiciones efectuadas en la demostracion anterior son correctas pues
Im(S™ 1) =Vt C Dom(S™) =V"

2) La reconstruccion en cada paso se hace a partir de la solucion de norma minima fj y
de la componente de detalle gy.

5.4.2. Segunda forma: utilizando la matriz de Penrose de P*

En la etapa de reconstruccién, contamos con los datos f, € V¥ y g, € W* y queremos
hallar la funcién fr.1 en la resolucion mas fina. Para ello, a los coeficientes g que tenemos
guardados debemos sumar la funcion ﬁ ek para la cual fr = ﬁ; + gi.. Nuestra propuesta
para hallar la funciéon fk es la siguiente:
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» Consideremos el operador de aproximacion P* : VE+l — VF,

» La funcién fi1 que buscamos tiene una componente g, € W* que conocemos y una

componente f, € V¥ que queremos determinar.

Sabemos que:
i = PH(fi) = PE(fi+ 90) = PR + PHgw) = PR = PHlga(F).

Luego para determinar fk debemos resolver el sistema consistente: Pk|‘~,k(ﬁ;) = fi. Lo
podemos hacer de cualquiera de las dos siguientes formas:

Primera forma.
La matriz del operador:

Pk|‘7k : ‘7k — Vk
es nx X my v tiene rango my; luego admite inversa a izquierda. Como el sistema es
consistente, todas sus inversas a izquierda dan la misma soluciéon. Podemos tomar, por
ejemplo, la matriz de Penrose de P*|, que notaremos pinv(P*|5.) y que estd dada

por:
pinv(P*|g) = [(P¥lon) M P* ] (P¥[a)"M.

Segunda forma.
En lo que sigue, dada una transformacion,

T:U—=>YV,

indicaremos con [Ty a la matriz de T en la base de V.

Los coeficientes de f, € Im(P¥) que obtuvimos al hacer Pk(ﬁ), corresponden a una
base de V*. Sea [Im(P*)]y« una base de Im(P¥) escrita en la base de V*.

Los coeficientes de f;, € Im(P") en una base de la ImP*, se obtienen de la siguiente
manera:

[felve = Um(P5)]y [fel ). (5.39)

Como la matriz [Im(P*)]yx es ny x my, y de rango my, tiene inversas a izquierda y como
el sistema (5.39) es consistente, todas las inversas a izquierda dan la misma solucion.
Indiquemos con ([Im(P*)]y+), a una inversa a izquierda de [Im(P¥)]yx, entonces:

([Im(Pk)]vk)zl elve = [filrmpr) (5.40)
Luego: 1
PH gl ey = (Tm(P))e) [P L] (5.41)

Como [P*|]|pm(pry admite inversa S*, (ver Capitulo 4, (4.2.4)), vale la formula de

reconstruccion siendo f, = S*(fx).
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w0

-10 -
0 T —

Figura 5.2: Red en tres resoluciones: (a) fina, (b) intermedia, (c) gruesa.

= Una vez obtenido ﬁ = pinv(P*54)(f), se le suman los detalles guardados gy, y se
recupera la funciéon fr,q.

Como en todo proceso multirresolucion, es necesario contar con un método sistematico para
calcular las matrices de anélisis y de sintesis para pasar de una resoluciéon a otra.

Los trabajos existentes en la literatura no resuelven el problema en forma practica salvo para
el caso de mallas triangulares [25].

La metodologia presentada en esta tesis es eficiente para calcular dichas matrices cualesquiera
sean las mallas irregulares utilizadas (triangulares o tetraédricas). Por otro lado, en cada paso
del proceso multrirresolucion, es posible que el operador de aproximacion utilizado resulte
0 no suryectivo. En nuestro trabajo damos una forma practica de calcular las matrices de
analisis y de sintesis para cada uno de estos casos.

A continuacion presentamos un ejemplo que ilustra toda la teoria presentada.

Ejemplo.

Consideremos una red tetraédrica inicial con dieciséis tetraedros (fina) a la que se le aplica
el método de colapsado de medio lado descripto en el Capitulo 2, Secciéon 3.3, para obtener
las resoluciones siguientes: una de catorce tetraedros (intermedia) y la siguiente de diez
tetraedros (gruesa).

Con el objetivo de visualizar claramente las redes, en la Figura 5.2 se muestra en colores, de
izquierda a derecha, una red con menor cantidad de tetraedros y con sus tres resoluciones:
fina, intermedia y gruesa. En la Figura 5.3 se muestran las mismas resoluciones en escala de
grises.

A los efectos de ejemplificar la teoria descripta en este Capitulo, para esas tetraedrizaciones
se siguieron los pasos que se indican a continuacion.
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Figura 5.3: Red en tres resoluciones: (a) fina, (b) intermedia, (c) gruesa.
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1) Se hallaron las matrices:

i) H16: matriz de los volimenes de los tetraedros de la tetraedrizacion inicial,
ii) H14: matriz de los volamenes de los tetraedros de la tetraedrizacion intermedia,

iii) H1416: matriz de los volimenes de las intersecciones entre los tetraedros de la
tetraedrizacion inicial y la intermedia,

iv) H1014: matriz de los volimenes de las intersecciones entre los tetraedros de la
tetraedrizacion intermedia y la més gruesa.

Las dos primeras son necesarias para poder aplicar el Teorema 15 de la Seccion 3.3.4,
y las dos ultimas se utilizan para definir los operadores que se indican en el siguiente
item.

2) Se construyeron los operadores promedio como se indico en la Seccion 3.4, para los
cuales utilizamos la siguiente notacion.

i) P1416: operador promedio utilizado para pasar de la tetraedrizacion inicial a la
intermedia y que se obtiene a partir de la matriz H1416.

ii) P1014: operador promedio utilizado para pasar de la tetraedrizacion intermedia
a la mas gruesa y que se obtiene a partir de la matriz H1014.

3) Para cada uno de estos operadores promedio se calcularon los respectivos operadores
(21416 y Q1014 con los cuales se construyeron las siguientes matrices de anélisis:

[ P1416
i) A1416 = , matriz de andlisis para pasar de la resolucién més fina a la
| Q1416 |
intermedia.
[ P1014 ]
i) A1014 = , matriz de andlisis para pasar de la resoluciéon intermedia a
| Q1014 |

la mas gruesa.

4) El operador promedio P1416 result6 no sobreyectivo, motivo por el cual para hallar
la matriz de sintesis B1416 = [ P1416 1416 } aplicamos el Teorema 15 de la
Seccion 3.3.4.

Por otro lado, suponiendo conocida la matriz de sintesis B1416 y utilizando el mismo
Teorema, recuperamos la matriz de analisis A1416.
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5) El operador promedio P1014 resulté sobreyectivo, entonces para hallar la matriz de
sintesis B1014 = [ ®1014 v1014 } aplicamos el Teorema 1 de la Seccion 3.2. Por
otro lado, suponiendo conocida la matriz de sintesis B1014 y utilizando el mismo
Teorema, recuperamos la matriz de analisis A1014.

Exhibimos a continuacion las matrices mencionadas en la descripcion del ejemplo.

H16 =

(el elBeolelelBoleleleolelololall ol
O OO OO DO OO OO OO0 oo oo a o
O OO DO DO DD OO OO OO0 oo oo
S OO OO DO OO OO OO o ooo
S DO DO DO DD OO OO OO oo oo
SO DO DO DO DO OO OO oo o oo
O O O O O OO OO OO0 oo oo
O OO O OO O O OO0 oo o oo
O OO OO OO T OO o oo oo
O O O O OO OO o oo oo oo
S OO OO T OO OO oo oo oo
O OO O T OO OO O oo oo oo
O OO O OO OO OO oo oo oo
O O Q Q@ OO OO OO oo oo oo
O T DD DD DD DD DD DO OO o0 o oo
SO OO DO DO DO DO DO OO o oo oo

Matriz de los voliimenes de los tetraedros de la tetraedrizacion inicial.
a = 166,667, b = 83,3333.
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000 0O0O0O0
000 0 O0O

000 0O0O0O0O0
c

C

000 0O0O0O0OO0O0
c
0
0 0 0

00 00%Db0O0O0O0O0
00000 aO0O0O0O0
000 0O0O0TD O0OO0O0
00 00O0O0O0OUDb®O0O0
000 O0O0O0O0O0 a0
000 O0O0O0OO0O0O0 a

a = 166,667, b = 83,3333.
c
0
0

a 00 0OO0OO0OO0OO0OO0OOOOO0OO

0O a OO O0OO0OO0OO0OO0OOOO0OO0O0
0 0a OOO0OO0OO0OO0OOOO0OO0O0
00 0a O0O0O0OO0OO0OO0OO0OO0O0
0000 aOO0OO0O0O0OO0OO0OO0OO0O0
000 0O0waOO0O0O0O0O0OO0O0
0 000O0O0waO0OO0OO0O0O0O0O0
000 0O0O0O0waOO0O0O0O0O0
0 000O0O0OO0OO0OUDb®DO0OO0OO0O0°D
000 0O0O0O0O0O0a0O0O0 a
000 00O0O0O0OO0OO0OUDb®O0O0O0
0o 000O0O0OO0OO0OTO0OO0OTO0OTD OO0
000 0O0O0O0OO0OO0OO0OO0OO0uado
00 00O0O0O0OO0OO0OO0OO0OO0OO0 a

H10

H14

Matriz de los volimenes de los tetraedros de la tetraedrizacion intermedia.
Matriz de los voliimenes de los tetraedros de la tetraedrizacion mas gruesa.

5.4. Formas desarrolladas de la reconstruccién

a = 166,667, b = 83,3333, c = 333,3333.
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00 000O0O0O0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OTO 0O

O O O O O OO oo oo oo
O O O O OO oo oo oo oo
[N eBeoNeolBoNeol ool ool ool
[=NeleolNeolNoNeoB ool ool ol i)
O O O O OO o oo oo oo
S OO O O OO oo oo o oo
O DD OO OO OO BTOoO o oo
S OO OO OO o O oo oo
O OO O OO T O oo o oo
O OO OO TOOoO oo o oo
O O O O O OO oo oo oo
O OO OO OO oo o oo
O O O O OO o oo oo oo
O O O O OO o oo oo oo
T O O OO OO oo oo oo
S O O O O OO o oo o oo

I

=

=

a8

Matriz de los volimenes de las intersecciones entre los tetraedros de la tetraedrizacion mas

fina y la intermedia.
a = 166,667, b = 83,3333.

a a 00 00 O0O0O0OO0OOOO0OO
0 0a a O00O0O0O0O0OO0OO0O0
00 00 aaOO0O0O0O0O0O0O0

000 0O0OO0OaaO0OO0O0O0O0O0

0 000O0O0OO0OO0OUDbLDOO0OO0OO0O0
00 0 0O0O0OO0OO0OO0OwaO0OO0O0O0

0000O0O0OwaOOO0®D®O0O0O0

0000O0O0OO0OO0OTO0OO0OTU 0OTDbLO0OoO0

000 0O0O0OO0OO0OO0OO0OO0OO0Ouad0

00 00O0O0OO0OO0OO0OO0OO0OO0O0 a

H1014

Matriz de los volimenes de las intersecciones entre los tetraedros de la tetraedrizacion

intermedia y la mas gruesa.

a = 166,667, b = 83,3333.
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0000O0O0O0OOO0OOO0OOTO0O 0T 0O
01 000000O0O0O0O0OGO0O0OTO0O
0000O0O0O0OOO0OOO0OGO0O0TO0O0
0000O0O0O0OOO0OOO0OOTLO0TO0O0
00001000O0O0GO0OGO0GO0OT 0O
0000O0O0O0OOO0OOOOGO0OT 0O
0000O0O0T1O0O0O0O0OO0TO0TO0O0
PHIG=1" 6 0 0000100000000
0000O0O0DO0OOTIO0OO0O0GO0O0OT 0O
0000O0O0O0OOO0OT1O0O0GO0O0T 0O
0000O0O0O0OOO0OOTLOO0O0TO0O0
0000O00DO0OOO0OOO 010000
0000O0O0O0OOO0OOO0OOTLO0O0O0
0000O0O0O0OOO0OOO0OOGO0OTL1O0O0
0500 0 0 0 0 0928 1,1748 —1,2025 10,4836 —0,0708
0 005 0 0 0 01160 05006 —0,23234 0,089  0,0506
Ouig—| 0 0 0 05 00,2202
0 0 0 0 0 1 —0283 —12416 1,0138 —0,4186 0,1136
0 0 0 0 0 0 07484 1,7967 —2,5655 0,5375 —0,0891
0 0 0 0 0 0 08234 0874 —15496 0,3693 0,1289
0,5645  0,6761  0,7234 0 0
04653  0,0051 —02761 0 0
0,0852 —0,1868 0,1197 0,0801 0,2797
—0,8886 —0,1824 —0,0866 0 0
0,0039  0,7926  0,5893 1 0

0,6675  0,8166  0,1565 0 1
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S O O DD OO OO OO0 o0 oo oo
=N eleoleolBeoNeolBoBeoloBeoBoBoBRoNel =l
O O OO OO OO OO oo oo oo

~1,1291
0
—0,9306
—0,5595
0
0,8886
0

o= O O O O

0
—0,9039
—0,6675

O DD DO DD DD DD DO o000 oo oo
O O OO OO OO o oo+, O o oo
O DD O DD DO DO OO oo o000 oo oo

—1,3521
0
—0,0102
—0,4603
0
0,1824
0

_ o O O O O

0
—0,7926
—0,8166

—1,8565
0
—0,2320
—0,4405
0
0,2853
1

O O O O O O

0

—0,7484
—0,8234

—1,4469
0
0,5522
0,2996
0
0,0866
0

O O O O O O

1
—0,5893
—0,1565

—2,3496

0

—1,0011
—0,1704

0

1,2416

0

[ BN e B an B e R R

0

—1,7967
—0,8874

2,4050

0

0,6469
0,3736

0

—1,0138

0

o oo o = O

0

2,5655
1,5496

—0,9671

0

—0,2177
—0,2395

0

0,4186

0

OO O = OO

0

—0,5375
—0,3693

0,1415
0
—0,1012
—0,1603
0
—0,1136
0

O O = O O O

0
0,0891
—0,1289
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2 0

0 0

0 2

0 0

0 0

0 0

0 0

0 0

V1416 = 00

0 0

0 0

0 0

0 0

0 0

0 0

0 0
05 05 0 0 O
0O 0 05 05 0
o 0 0 0 05
o 0 o0 0 0
o 0 0 0 0
P1014 = o 0 0 0 0
o 0 0 0 0
o 0 o0 0 0
o 0 o0 0 0
o 0 o0 0 0

0,1768 —0,1768 —0,1768
0,1768 —0,1768 —0,1768
—0,1768 0,1768 —0,1768
—0,1768 0,1768 —0,1768

Q1014 =

-0,0689 —0,0197  0,1960

-0,3118  0,2673  —0,2050

—-0,4955 0,3395  0,0364
0,4036 —0,1185 —0,1046

0000
0000
0000
2.0 0 0
0000
010 0
0000
0000
0000
0000
0000
000 0
0000
0000
00 1 0
000 1
0 0 0 00
0 0 0 00
05 0 0 0 0
0 05 05 0 0
0 0 0 10
0 0 0 10
0 0 0 00
0 0 0 00
0 0 0 00
0 0 0 00
0,1768 0 0
0,1768 0 0
0,1768 0,25 —0,25
0,1768 —0,25 0,25
—0,1136  0,3390
0,0361 —0,4763
—0,1912 —0,0497
—0,0750 0

SO R PR OO oo oo o

o O O O

O OO OO O oo oo

O R O O O O o o o O

1
-1
0
0

S OO OO

_ o O O

0,7904
—0,9225
0,0115
—0,3776
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1 0 0 0 -0,1654 0,2042 0,018 —0,0419 -0,1334 0,1097
1 0 0 0 0,654 —0,2042 0,0188  0,0419  0,1334 —0,1097
01 0 0 -0,3523 -0,3342 10,3314 —0,0545 —0,2431 —0,0846
01 0 0 03523 03342 -0,3314 0,0545  0,2431  0,0846
0 01 0 -0,3892 0,8991 —-0,4580 -0,1410 0,1162  0,1172
0 01 0 0382 -08991 04580  0,1410 —0,1162 —0,1172
00 0 2 0865 01215 -0,1435 0,2006 —0,0749 0,4076
®1014=| 0 0 0 0 -0,8565 —0,1215 0,1435 —0,2005 0,0749 —0,4076
0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
00 0 0 0 1 0 0 0 0
0 000 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1
0.7071 0.7071 -0.7071  -0.7071
-0.7071  -0.7071  0.7071 0.7071
-0.7071  -0.7071  -0.7071  -0.7071
0.7071 0.7071 0.7071 0.7071
0 0 1 -1
0 0 -1 1
-0.5 0.5 0 0
V1014 = 0.5 -0.5 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0.
0 0 0 0




Conclusiones y trabajo futuro

Conclusiones

En los ultimos anos ha habido un rapido desarrollo de una teoria y de algoritmos para sub-
division basica de superficies. Sin embargo, muchos problemas como la representacion de un
volumen y sus atributos, requieren un tratamiento en dominios de mayores dimensiones, en
particular 3D. En el caso de los volimenes, es necesario contar con una representacion efi-
ciente de objetos tetraedrizados ya que esto es de gran importancia practica para una vasta
variedad de aplicaciones, por ejemplo la representacion de ciertas propiedades del objeto.
Las primeras tetraedrizaciones que se utilizaron tenian la propiedad de conectividad de sub-
division. Matematicamente, esta propiedad se traduce en el hecho de poder definir espacios
anidados, motivo por el cual la teoria clasica de wavelets resulté adecuada. Por otro lado,
surgieron diferentes representaciones multirresolucion para funciones definidas sobre esta cla-
se particular de grillas tetraédricas.

Sin embargo, con el tiempo, surgi6é la necesidad de trabajar con redes tetraédricas que no
tienen la propiedad de conectividad de subdivision. En este caso ya no es posible definir
espacios anidados, motivo por el cual se hizo necesario dar un nuevo marco teérico: el de las
wavelets no anidadas, dentro del cual se buscé representar funciones definidas sobre voltme-
nes tetredrizados con este tipo de redes.

El problema de la representacion multirresolucion de funciones constantes por tramos sobre
grillas triangulares irregulares fue resuelto en [25] en tanto que para grillas tetraédricas re-
gulares y semirregulares el problema fue tratado en [4] y [52], respectivamente.

En esta tesis suponemos conocida una tetraedrizacion irregular del volumen sobre el cual
estan definidos los datos y, tomando ésta como base, desarrollamos el trabajo que constituye
la contribucion de esta tesis: la representacién multirresoluciéon de funciones cons-
tantes por tramos definidas sobre grillas tetraédricas irregulares. Para ello se da
una metodologia que se puede implementar en forma sistematica y que permite hallar las
matrices de anélisis y de sintesis como asi también las wavelets asociadas, cualesquiera sean
el proyector utilizado y la tetraedrizacion inicial.
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Trabajo futuro

De acuerdo a lo expuesto en las conclusiones, podemos definir las siguientes lineas futuras
de trabajo .

» Para los cuadros ortogonales y semiortogonales, el error en norma L? estd dado por
el valor absoluto de los coeficientes de detalle. Es necesario entonces estimar el error
entre dos aproximaciones sucesivas para un cuadro arbitrario.

» Para grillas triangulares irregulares, en [25] Gerussi halla bases de wavelets para repre-
sentar funciones lineales por tramos y continuas. En este sentido, estamos interesados
en resolver el problema analogo para grillas tetraédricas no anidadas.

» Estudiar la posibilidad de aplicar el esquema de lifting a las wavelets definidas en esta
tesis.

= Aplicar la metodologia en problemas reales.
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Apéndice A

Operador proyeccion. Variedades
topologicas

A.1. Operador proyeccion y operador proyeccion ortogo-
nal

Sea R™ con el producto interior: < x,y >= y* Nz, siendo N una matriz n X n, hermitiana,
definida positiva. Sean S; v S; dos subespacios de R™ tales que:

Rn :Sl @82

Sixz € R" =21 4 29, con x1 € 81, 12 € Sy, la transformacion P : x — x; se llama operador
proyeccion sobre §; a lo largo de Ss. Valen los siguientes resultados, cuya demostracion puede
consultarse en [50].

Lema A.1.1 El operador proyector P es un operador lineal homogéneo.

Teorema A.1.2 Un operador lineal homogéneo P es un proyector si y sélo si es idempotente,
es decir P? = P.

Definicién A.1.3 El operador proyeccion sobre Sy a lo largo de Sy es el proyector ortogonal
sobre 81 si Sy es el complemento ortogonal de S; en R™.

Valen los siguientes resultados, cuya demostracion puede consultarse en [50].

Teorema A.1.4 Un operador lineal homogéneo P es un proyector ortogonal si y solo si:
i) P2 =P, (es decir es idempotente).

ii) N"'P*N = P, (es decir NP es hermitiano).

141



142 Capitulo A. Operador proyeccién. Variedades topolégicas
A.1.1. Matriz del operador proyeccién ortogonal

Deduciremos en esta secciéon la matriz del operador de proyeccion ortogonal que fue descripto
en el Capitulo 4, Subsecciéon 1.2.
Sabemos que dados los espacios de aproximacion V¥, se puede escribir:

VA = VR e Wk,

donde W¥ es el niicleo del operador de aproximacion y V¥ es un subespacio auxiliar isomorfo
a Im(PF).
Utilizaremos la siguiente notacién ya introducida en el Capitulo 4:

Notacion Vi € N:

i) ny la dimension de V¥ y (%), i = 1,...,n4, una base de V*;
i1) my la dimension de Vky ((Zf), i=1,...,my, una base de V*;
iii) 7 la dimension de Wk y (¢F), i = 1,... s, una base de W*;

Por otro lado, (z¥), (Z¥) y (y*) representaran, respectivamente, los coeficientes de las fun-
ciones fi, € V¥, f, € V¥ y g, € V¥ en las bases arriba indicadas.
ng

Dada una funcion f¥+! = E Pttt ¢ VET la primera aproximacion mas gruesa es,
i—1

Nk
k k 1k k
fr=> aerevh
i=1

donde
ok = p(afth. (A1)

)

Consideraremos bases ortogonales para los espacios V*+1 y V,
Notacién

Ggr: matriz de los productos escalares entre las funciones #% de la base de V*, es decir Gy
es la matriz cuyos elementos son: (¢F, ¢f>

Gpk pk+1): matriz de los productos escalares entre las funciones #% de la base de V* y las
funciones gb;?“ de la base de VF*!: es decir Gigr ok+1) €8 la matriz cuyos elementos son

(0F, @)

Si P*! es el operador proyeccién ortogonal de un espacio sobre el siguiente, enton-
ces PP f51) da la mejor aproximacion de f*™! en V*. Queremos ver que la matriz de tal
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operador P en las bases ¢**1 de VE*! y ¢* de V¥ esta dada por g;klg[w@“l].
La mejor aproximacion de f**! en el sentido de los minimos cuadrados usando la base
ortogonal ¢¥, i = 1,...,ny, la dan los coeficientes de Fourier en esa base, es decir estdn dados

por:
L M
' - 3
b Ik
1 Ne+1
= k+1  k+1 Lk
= T 2 e o) -
T ]:1
1 Thet1
= g 2 et =L
K ]:1
Consideremos el vector: k
Ty
a5
xfﬁk

Entonces, por (A.1) y (A.2), tenemos:

k41
k—i—l k—‘rl
o 2 o)
x§+1
1 Nk+41
k+1/ k+1 & k+1
||¢’2€HQ Z xj <¢j 7¢2> )
ab = =1 - P (A.3)
k+1
1 NEg41 Mhk+1
CAE >kt gh gk )
7=1

Luego:



144
!
0
¥ 12
. 1
511>
0 0
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0 (ool (ehthel) o e ] e
0 (G171, 08) (o5 k) . (ohTLeh)

< k+17¢ > < k+17¢ > tt <¢§:jla > Ik+1

1 Nk4+1

llgk 02 1+ )

Resulta entonces que P es la matriz ng X ni; dada por: P = g;,} [0 1]
1077

A.2. Variedades topolbgicas. Variedades con frontera.

Definiciéon A.2.1 Sea M un espacio topologico. Se dice que M es una variedad topoldgica

de dimension n o una n-variedad topologica si tiene las siguientes propiedades:

i) M es un espacio Hausdorff: para cualquier par de puntos p, ¢ € M existen abiertos

disjuntos U,V C M tales quep e U, q € V.

ii) M essequndo numerable: existe una base numerable para M.

iti) M es localmente euclideano: cada punto p € M tiene un entorno que es homeomorfo

a un subconjunto abierto de R™.

La propiedad localmente euclideano significa que dado p € M se pueden hallar:

i) un conjunto abierto U C M tal que p € U,

k+1
MNEk41
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i1) un conjunto abierto UeR"y

i17) un homeomorfismo ¢ : U — U, (es decir una aplicacion biyectiva continua con inversa
continua).

En [40] se prueba el siguiente Lema que permite reempazar subconjunto abierto de R™ por
bola abierta de R™ o por R".

Lema. Un espacio topologico M es localmente euclideano de dimensiéon n si y solo si se
saatisface una de las siguientes condiciones:

i) cada punto de M tiene un entorno homeomorfo a una bola abierta de R™.

i1) cada punto de M tiene un entorno homeomorfo a R".

Si M es localmente euclideano de dimensién n, un homeomorfismo de un subconjunto
abierto U C M en un subconjunto abierto de R" se llama una carta sobre U. Cualquier
subconjunto de M que es homeomorfo a una bola en R™ es una bola euclideana en M. Si M
tiene dimension 2se utiliza el término disco euclideano.

Definiciéon A.2.2 Una variedad n-dimensional con frontera es un espacio Haudorff sequndo
numerable en el cual cada punto tiene un entorno homeomorfo a un subconjunto abierto del
semiplano superior n-dimensional H" = {(z1,...,x,) € R" : x, > 0}.

Como en el caso de variedades, a cualquier homeomorfismo de un subconjunto abierto U de
M en un subconjunto abierto de H", se lo denomina carta.






Apéndice B

Inversas generalizadas

B.1. Inversas generalizadas de una matriz.

Sea A una matriz no singular. Entonces existe una tnica matriz G tal que AG = GA = [.
La matriz G se llama la matriz inversa de A y se nota A1,

Sea A una matriz rectangular m xn y notemos con 7(A) su rango. Supongamos que 7(A) = m.
Entonces AA* es de orden m X m y tiene rango m. Luego la inversa (AA*)™! existe y:

In = (AAD)(AA") ™" = A[A*(AA") ] = AAZL (B.1)
N’
A=t

R
Es decir existe una matriz A" definida por (B.1) que, multiplicando a A por derecha, da la
identidad. A tal matriz se la llama inversa a derecha de A.
Sea A una matriz rectangular m x n y supongamos que r(A) = n. Entonces A*Aesn xny
de rango n. Luego la inversa (A*A)~! existe y:

I, = (A"A)"Y(A*A) = [A"A) A" A = A;'A. (B.2)

—1
AL

Es decir existe una matriz A, definida en (B.2) que multiplicando a A por izquierda, da la
identidad. A tal matriz se la llama inversa a izquierda de A.

Es claro que A;l ) Az_{l existen solo en los casos especiales en los cuales el rango de una
matriz m X n es m 6 n. En caso de existir, tanto Azl como A;zl no son unicos. En efecto
valen los siguientes resultados:

Teorema B.1.1 Sea A una matrizmxn de rango n. La clase de todas las inversas a izquier-

da de A estd dada por {(A*V A)"PA*V.V matriz arbitraria tal que R(A*V A) = R(A)}.

147
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Demostracion: Es claro que (A*VA) ' A*V es inversa a izquierda de A.
Sea X una inversa a izquierda de A. Tomando V = X* X resulta:

X = (A" X*XA)TAX*X. O (B.3)

Teorema B.1.2 Sea A una matriz mxn de rango m. La clase de todas las inversas a derecha

de A estd dada por {VA*(AVA*)~! . V matriz arbitraria tal que R(AV A*) = R(A)}.

Demostracion: es claro que VA*(AV A*)~! es inversa a derecha.
Sea X una inversa a derecha de A. Tomando V = X X*, resulta:

X = XX*A*(AXX*A*)~L, O (B.4)

En todos los casos anteriores existe una matriz G tal que AGA = A. Sin embargo, si A es
una matriz m X n y de rango r < min(m,n) no existe una matriz R tal que AR = [ o
RA = I. La pregunta que surge naturalmente es si no existird una matriz G que satisfaga
AGA = A. Si esto sucede, G puede pensarse como una generalizacion de inversa, inversa a
derecha o inversa a izquierda.

Desde el punto de vista de las aplicaciones, la existencia de inversa, inversa a derecha o
inversa a izquierda permite resolver sistemas de ecuaciones. Si A es no singular, entonces
Az = b es consistente, es decir el sistema tiene solucién y dicha solucién esta dada por
x = Gb, donde G = A~L. Es claro que en este caso la solucién es tnica.

Sea A m x n de rango m, m # n y sea G una inversa a derecha de A. Entonces Az = b es
consistente para todo by x = Gb es una solucion.En este caso la solucién no es tnica.

Por otro lado, si A es m xn de rango n y G es una inversa a izquierda de A, entonces Ax = b
no necesariamente es consistente para todo b; pero, si es consistente, x = Gb es la tinica
solucion. En efecto, si Az = b es consistente entonces b = Ac para algin c, luego:

Ax = AGb = AGAc = Ac = b,
es decir x = Gb = G Ac = c es la tnica solucion.

Sea A una matriz m X n de rango r < min(m, n), jexistirda una matriz G tal que x = Gb sea
solucion del sistema consistente Ax = b? Si fuera asi, la matriz G puede pensarse como una
generalizacion de inversa, inversa a derecha o inversa a izquierda. En lo que sigue veremos

que existe una matriz G que tiene muchas de las propiedades requeridas en los parrafos
anteriores. Enunciaremos primero la siguiente descomposicion matricial para una matriz A
conocida como factorizacion de rango de A.

Factorizaciéon de rango: sea A una matriz m xn de rango r > 0. Entonces existen matrices
Ry S de ordenes m x r y r x n, respectivamente, tales que r(R) = r = r(S) y A = RS.
Reciprocamente, si A = RS donde R y S son matrices m X r y de rango r y r X n de rango
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7, respectivamente, tales que r < min(m,n), entonces r(A) = r.

Sea A una matriz m x n. Si A es nula, entonces AGA = A para todas las matrices G de
orden n x n. En este caso, Az = 0 es el tnico sistema consistente y * = G0 = 0 es una
solucion para cualquier matriz G de orden n x m. Si A es no nula, sea P() una factorizacioén

de rango de A. Entonces P tiene inversa a izquierda P;-1 y () tiene inversa a derecha () g-1.
Sea G = Qr-1Pr-1. Es facil ver que AGA = A. Ademas, si el sistema Ax = b es consistente,
es decir si b = Ac para algiun vector ¢, entonces AGb = AGAc = Ac = b, mostrando que
Gb es solucion de Ax = b. Entonces para cualquier matriz A existe una matriz G tal que
AGA = Ay Gb es solucidon del sistema consistente Ax = b. En realidad, vale el siguiente
resultado que puede consultarse en ([48]), Capitulo 2.

Notacion:

» C(A): subespacio generado por las columnas de la matriz A.

= 7(A): rango de la matriz A.

Teorema B.1.3 Sea A una matriz m x n y sea G una matriz n X m. Las siguientes condi-
ciones son equivalentes:

i) Gb es solucion de Ax = b Vb € C(A).
i) AGA = A.
iii) AG es idempotente y r(AG) = r(A).
iv) GA es idempotente y r(GA) = r(A).
v) r(I — AG) =m —r(A).
vi) (I — GA) =n —r(A.

Definicién B.1.4 Sea A una matriz m x n. Una matriz G se dice una inversa generalizada
de A o g-inversa si satisface una de las seis condiciones equivalentes del Teorema B.1.3.

Notacion:

= A™: inversa generalizada de A o g-inversa de A.

= {A~}: conjunto de todas las inversas generalizadas de A.

Utilizaremos frecuentemente los siguientes resultados, cuyas demostraciones pueden con-
sultarse en [50].
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Lema B.1.5 Valen las siguientes propiedades:

a) si r(BC) =r(B), entonces C(BC)~ es una g-inversa de B.
b) si r(BC) =r(c), entonces (BC)~ B es una g-inversa de C.
c) r(A*VA) = r(A) para toda matriz V' definida positiva.
Nos interesaran las g-inversas de una matriz dada como soluciones de sistemas lineales de

ecuaciones. En tal sentido, valen los siguiente teoremas cuyas demosstraciones pueden con-
sultarse en ([48], Capitulo 2).

Teorema B.1.6 Sea A una matriz m xn y sea G una inversa generalizada de A. Entonces:

i) Az = b es consistente si y sélo si AGb=b;

ii) el espacio nulo de A, que notaremos Null(A), estd dado por C(I — GA), o dicho de
otra manera la clase de todas las soluciones de Ax = 0 estd dada por (I — GA)E, &
arbitrario;

iii) Si Az = b es consistente, la clase de todas las soluciones de Ax = b estd dada por
Gb+ (I — GA)E, donde £ es arbitrario.

Teorema B.1.7 Sea Ax = b un sistema consistente y b # 0. La clase de todas las soluciones
de Az =bes {Gb: G € {A™}}.

Teorema B.1.8 Sea A una matrizm x n y sea G una g-inversa especifica de A. Entonces
la clase de todas las g-inversas de A estd dada por:

{A™} ={G+U - GAUAG, U arbitraria},
o equivalentemente:

{A7} ={G+ (I - GAV +W(I — AG), V, W, arbitraria}.

El siguiente teorema establece las condiciones bajo las cuales es posible obtener una matriz
G g-inversa de A, de un rango especifico.

Teorema B.1.9 Sea A una matriz m x n. Sean r, s enteros positivos, P y () matrices de
drdenes n X s y mxr, respectivamente. Entonces existe una g-inversa G de A tal que C(G) C
y C(G*) C C(Q*) sty solo si r(QAP) =1(A). Sir(QAP) = r(A), entonces P(QAP)~Q es
una g-inversa de A. Ademds, si PCQ es una g-inversa de A, entonces C' es una g-inversa
de QAP.
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Dentro del conjunto de las g-inversas G de una matriz A son importantes aquellas para las
cuales 7(G) = r(A).

Teorema B.1.10 Sea A una matriz m x n. Entonces G es una g-inversa de A tal que
r(G) =r(A) siy sdlo si AGA=A y GAG = G.

Demostracion: si AGA = A, G es una g-inversa de A y r(G) > r(A). Si GAG = G, A es
una g-inversa de G y r(A) > r(G). Entonces r(A) = r(G).
Para probar la reciproca, como G es una g-inversa de A y r(G) = r(A), AG es idempotente

y 7(AG) = r(A) = r(G); entonces por el Teorema B.1.3, A es una g-inversa de G. Luego,
GAG = @G, siendo GG una g-inversa de A, es decir AGA = A. &

Definiciéon B.1.11 Sea A una matriz m xn. Se dice que una matriz G nXm es una inversa
generalizada reflexiva de A si AGA= A y GAG = G.

Notacion: indicaremos con A, a una inversa generalizada reflexiva de A.

Observacion: la clase de todas las g-inversas reflexivas de A esta dada por:

{GAG : G € {A-}}.

Lema B.1.12 Sea A una matriz m X n. Sean:

(x,y) =y*Mz, M matriz definida positiva, x, y € R™,
(x,y) = y*Nz, N matriz definida positiva, x, y € R",

los productos escalares en R™ y R™ respectivamente. Entonces:
A(NTTA*MANTA*MA)” = (N TA*MAN YA M)~ (B.5)

Demostracién: para probar que:

(NTTA*MANTA*M)A(NPA*MANTA*MA)" NP A*MAN PA*M = NP A*MANTA* M,
(B.6)
es suficiente probar que:

N Y A*MA)(N A MANA*MA)~ (B.7)
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es g-inversa de N=1A*M A ya que luego, multiplicando a derecha por N~tA*M, se obtiene
el resultado (B.6). Pero:

r(NTTAMANT'A*MA) = r(A*AMAN—'A*MA)
= r(A*MA)
= r(N"'A*MA),

ya que N es una matriz definida positiva. Entonces por a) del Lema B.1.5, se tiene que:
NTAMANTA*MAN " A*MA)™)

es una g-inversa de N~1A*MA. &



