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PREFACIO

Esta tesis es presentada como parte de los requisitos para optar al grado acadé-
mico de Doctora en Matemética de la Universidad Nacional del Sur y no ha sido
presentada previamente para la obtencién de otro titulo en esta Universidad u otras.
La misma contiene resultados obtenidos en investigaciones llevadas a cabo en el De-
partamento de Matematica de la Universidad Nacional de Sur durante el periodo
comprendido entre los meses de mayo de 2016 y agosto de 2021 bajo la direccion de
la Dra. Marfa Julia Redondo, Profesora Titular del Departamento de Matematica
de la Universidad Nacional del Sur.
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RESUMEN

En el espacio de matrices se pueden definir distintas operaciones, cada una de las
cuales presenta aplicaciones diferentes. El producto usual de matrices representa la
composicion de transformaciones lineales, y el mismo esta definido s6lo entre matri-
ces que respetan la siguiente propiedad: el nimero de columnas de la primera matriz
coincide con el ntumero de filas de la segunda. El producto de Kronecker se define
para cualquier par de matrices, y representa el producto tensorial de las transfor-
maciones lineales asociadas a cada una de las matrices. Este producto es asociativo,
bilineal, no conmutativo, y se comporta bien con la inversa y con el cilculo de valores
singulares.

En el trabajo [I. Ojeda, Kronecker square roots and the block vec matrix, Amer.
Math. Monthly 122 (2015), no. 1, 60-64| se estudia la existencia de las raices cua-
dradas del producto de Kronecker, esto es, dada una matriz A se estudia, bajo qué
condiciones, existe una matriz B tal que A = B® B. Estas condiciones se describen
en funcién de la simetria y del rango de una matriz especial construida a partir de A.

El propésito de este trabajo es establecer condiciones necesarias y suficientes para
la existencia de raices n-ésimas de Kronecker de una matriz dada. Empleando pro-
piedades del producto de Kronecker y de la vectorizacion de matrices, construimos
una matriz especial cuyas caracteristicas nos permiten decidir cuando una matriz
es potencia de Kronecker de otra matriz dada. En caso afirmativo, describimos un
algoritmo que nos permite calcular dicha matriz. En caso negativo, encontramos
cotas de min ||A — X®"||5 en funcion de los valores singulares de A.

Asi mismo se estudian dos problemas de Procrusto que involucran sumas y poten-
cias de Kronecker. Los resultados teoricos desarrollados son aplicados a problemas
vinculados a la identificacion de grafos de Kronecker y a la resolucion de ciertas
ecuaciones matriciales.
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ABSTRACT

Different operations can be defined in the space of matrices, each of which has
different applications. The usual product of matrices represents the composition
of linear transformations, and it is defined only between matrices that respect the
following property: the number of columns in the first matrix coincides with the
number of rows in the second one. The Kronecker product is defined for any pair of
matrices, and represents the tensor product of the linear transformations associated
with each of these matrices. This product is associative, bilinear, non-commutative,
and behaves well with the inverse and with the calculation of singular values.

The existence of square roots for the Kronecker product is studied in the paper
[I. Ojeda, Kronecker square roots and the block vec matrix, Amer. Math. Monthly
122 (2015), no. 1, 60-64], that is, given a matrix A, there are certain conditions
that ensures the existence of a matrix B such that A = B® B. These conditions are
described in terms of the symmetry and the rank of a special matrix associated to A.

The purpose of this work is to establish necessary and sufficient conditions for
the existence of n-th roots of Kronecker of a given matrix. Using properties of the
Kronecker product and of the vectorization of matrices, we construct a special ma-
trix whose characteristics allow us to decide when a matrix is the Kronecker power
of another given matrix. If so, we describe an algorithm that allows us to find such
matrix. If not, we find bounds of min [|[A—X®"||5 in terms of the singular values of A.

Finally we study two Procrusto problems involving Kronecker sums and powers.

The theoretical results developed are applied to problems related to the identifica-
tion of Kronecker graphs and the resolution of certain matrix equations.
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NOTACION

N conjunto de niimeros naturales incluyendo al cero

R conjunto de niimeros reales

C conjunto de nimeros complejos

K cuerpo R 6 C

K™ K-espacio vectorial de vectores de n componentes en K
pensados como columnas

T entrada i-ésima del vector x € K"

Knxm K-espacio vectorial de matrices de n filas y m columnas con entradas en K

(A)ij = aij entrada en la columna ¢ y la fila j de A € K"*™

M (K™*™) K- espacio vectorial de matrices en KP"*9™
con estructura en p X ¢ bloques en K™*™

A ) bloque (7, j) de la matriz A € M, ,(K"*™)

A(i, —) fila ¢ de A € K"*™

Tr(A) traza de A € K"

| Al norma de Frobenius de A € K"*™

| All2 norma 2 de A € K™*™

{\i} conjunto de todos los autovalores de A € K"*"

{o:} conjunto de todos los valores singulares de A € K"*™

AT transpuesta de A € K™

z conjugado de z € C

A* AT A e Ccrm

Span V' subespacio generado por el conjunto de vectores V'

rango(A) rango de A € C™*™

& producto de Kronecker

vecg(A) vector en K™ que resulta de apilar todas las filas de A € K™*™

vec(A) vector en K™ que resulta de apilar todas las columnas de A € K™*™

& suma de Kronecker
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INTRODUCCION

Este trabajo se enmarca en lo que conocemos como Teoria de Matrices. Su prin-
cipal objetivo es un estudio exhaustivo del producto de Kronecker como asi también
sus propiedades y aplicaciones.

En el primer capitulo hemos elaborado una recopilacién de definiciones, concep-
tos y resultados basicos e indispensables para el desarrollo posterior. Comenzando,
necesariamente, por la definiciéon del producto de Kronecker entre dos matrices, mos-
tramos con detalles sus propiedades mas notables. Hacemos principal hincapié en las
potencias de Kronecker de una matriz, las cuales parecen entrelazarse naturalmente
con la descomposiciéon en valores singulares y las normas matriciales. Conceptos del
algebra lineal numérica sobre los que nos detendremos muy especialmente.

De estrecha relacion con el producto de Kronecker, la vectorizacion de matrices
es una forma de tratar a las matrices como si fuesen vectores, mediante el apilado de
sus filas vecg o de sus columnas vec. La combinacion del producto de Kronecker con
la vectorizaciéon es de gran utilidad a la hora de resolver cierto tipo de ecuaciones
matriciales. En tal sentido, hacemos un resumen sobre ellas recordando detalles de
sus técnicas de resolucion.

En nuestro trabajo todo el esfuerzo estara puesto en el abordaje de las potencias
de Kronecker, queremos reconocerlas y caracterizarlas y los nuevos resultados per-
mitiran, en combinaciéon con las técnicas conocidas, la resolucién de ecuaciones en
cuya estructura aparezcan las potencias de Kronecker. Y no sera esa la tinica posible
aplicacion, ya que en el terreno de Teoria de grafos, el producto de Kronecker de
dos matrices de adyacencia A(G) y A(H) corresponde a la matriz de adyacencia del
grafo producto entre los grafos G y H, y en el caso particular de las potencias de
Kronecker de una matriz de adyacencia, sera la matriz de adyacencia del correspon-
diente grafo de Kronecker. Lo interesante de esta aplicacion hace que sea necesaria
la inclusién de toda una seccién reuniendo todos los conceptos requeridos para llevar
a cabo las aplicaciones vinculadas a la teoria de grafos.

El Capitulo 2 es quizas el nudo de este trabajo, nudo que al ser desatado desplie-
ga una serie de resultados muy sorprendentes. En el articulo |O] el autor establece
condiciones necesarias y suficientes bajo las cuales una matriz dada A es el cuadrado
de Kronecker de otra matriz. Sus resultados son establecidos a partir de la definicion
de cierta matriz, reordenamiento de los elementos de A, llamada matriz de vecto-
rizacion en bloques. Dicha matriz empleada por Ojeda ya habia sido empleada en
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1993 por Pitsianis y Van Loan |PL| al optimizar ||A — B ® C||¢ para una matriz
A dada. En este caso la solucion se obtiene considerando la matriz R(A), que es
precisamente la vectorizacion en bloques mencionada. Inspirados por estas grandes
ideas, pero vectorizando por filas a diferencia de ambos autores, es que nos propu-
simos un estudio profundo de la potencias de Kronecker a partir de definir nuestra
propia matriz de vectorizacion en bloques, con el objetivo final de caracterizar las
raices enésimas de Kronecker.

Para cualquier m > 2, dada A € KP"*9" nos interesa determinar si existe al-
guna matriz C' € KP*? tal que A = C®™ y en caso afirmativo, identificar la matriz
base de dicha potencia. Para avanzar en ese sentido definimos la matriz de vectori-
zacion en bloques adecuada a nuestro problema, a la cual llamamos vecgP*4(A). La
construcciéon comienza practicando a la matriz inicial una particién en p X ¢ bloques
de tamatio p™~! x g™~ . Este proceso se repite hasta conseguir dotar a la matriz A
de una estructura en (pg)™ ' x (pg)™ ! bloques de tamafio p x ¢. Asi, nuestra ma-
triz vecpP*9(A) pertenece a M(pg)m—1y (pgym-1 (KP*?). Cada uno de dichos bloques es
indexado con una sucesion de pares ordenados que indican los bloques y subbloques
de los cuales precede.

Para definir vecp”*4(A) debimos ordenar los bloques obtenidos, es decir las
sucesiones de pares ordenados que los identifican. Para comenzar, tomamos dos pares
y los ordenamos empleando el orden lexicogréfico. Demostramos que (i,7) < (7, j)
si y solamente si gi + 7 < ¢i’ + j'. Aplicando este resultado de manera reiterada,
extendimos el orden lexicogréfico a la sucesiéon de pares ordenados que indexan cada
uno de los bloques

A(i0,j0),(i1,1),+ (i i)

Considerando el orden de estos bloques indexado por los nimeros naturales, es-
tablecimos la correspondencia entre cada sucesion (ig, jo), (i1, 71)," - , (in, Jn) ¥ un
nimero natural « de la siguiente manera: (ko, - - - , k) es la descomposicion pg—adica
de o para k, = qis + js con 0 < k, < pq. Finalmente, la matriz vecp?*%(A) tiene
por filas a la vectorizacion por filas de cada uno de los bloques A, ordenados en la
forma indicada.

A continuaciéon nos avocamos a estudiar propiedades generales de la matriz
vecplP*4 las cuales nos permitieron demostrar resultados sobre la factorizacion de
matrices como productos, o potencias, de Kronecker. De inmediato advertimos que el
rango de la matriz vecpP*%(A) estaba directamente relacionado con la posibilidad de
factorizar una matriz utilizando el producto de Kronecker. De hecho probamos que la
condicién necesaria y suficiente para que A € KP"*9" no nula pueda ser representada
como A= M®C con M € K™ *9""" y C' € KP*? es que rango(veclP*4(A)) = 1. El
entusiasmo nos llevd a pretender generalizar este resultado, pensando ya en la posi-
bilidad de escribir a la matriz A como producto de Kronecker de m matrices en KP*9,
Es decir, nos preguntamos bajo qué condiciones existen C1, Cs, - - - , C,, € KP*? tales
que A = Oy ® ---C,,, encontrando que rango(vecp”*4(A)) = 1 es una condicién
necesaria.
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Con el objetivo de centrar nuestra atencion especificamente en las potencias de
Kronecker, y recordando que el objetivo planteado al comienzo es reconocer, de entre
todas las matrices en KP"*4" con m > 2, a aquellas que son potencia de Kronecker
de alguna matriz en KP*9 logramos establecer el enunciado de un teorema que, pre-
cisamente, nos dice cuales son esas caracteristicas distintivas y facilmente visibles de
la matriz vecF[pxq](A) que, al ser observadas, permiten asegurar que A es una po-
tencia de Kronecker. El resultado describe con claridad la estructura de la matriz de
vectorizacion en bloques por filas de una potencia de Kronecker: en pocas palabras,
debe ser una matriz de rango 1 cuyos bloques son simétricos y de rango menor o igual
a 1, y que verifican cierta relaciéon segin la cual todos ellos son miltiplos de uno dado.

Dimos un paso mas, demostrando un nuevo resultado que no solamente brinda
una caracterizacion de las matrices A € CP"*¢" que son potencias de Kronecker de
una matriz dada, sino que ademas nos dice como recuperar, a partir de vecpP*4(A),
la matriz C' € CP*? tal que A = C'®™. Dicho teorema tiene ademds un corolario en
el cual se establece un resultado del mismo tenor para el caso real.

Asi, los resultados demostrados en ambos teoremas establecen las condiciones
necesarias y suficientes que debe verificar la vectorizaciéon de una matriz para que
ésta sea una potencia de Kronecker y, en caso de que lo sea, nos dice quién es esa
matriz C' base de la potencia. Dicho en otros términos, ambos teoremas representan
las condiciones necesarias y suficientes para la existencia de las raices enésimas de
Kronecker de una matriz.

En el Capitulo 3 decidimos intentar reflexionar sobre dos problemas de Procrusto,
relacionando los planteos con los resultados obtenidos anteriormente. El primero de
ellos involucra sumas de Kronecker. Se trata de hallar X € R™" que minimice
HM - (XTo X) ||§ En este caso fue posible caracterizar las soluciones del problema,
e indicamos una aplicacibn muy interesante ya que la matriz de adyacencia del
producto cartesiano de dos grafos G y H es, precisamente, la suma de Kronecker de
las matrices de adyacencia de G y H, es decir, si M es una matriz simétrica de 0 y
1, contar con una solucién para

minHM — (AG) ® A(G))Hi
constituye una herramienta para recuperar la matriz de adyacencia de G y por lo

tanto el grafo G.

Dicen que lo importante es no dejar de hacerse preguntas. Nos planteamos tam-
bién resolver el problema de Procrusto vinculado a potencias de Kronecker, esto es
nos propusimos estudiar el problema de optimizacion

min || M — X®0+2)|2,

Ya que dada una matriz, su matriz de vectorizaciéon en bloques es un reordenamiento
de sus elementos, ambas tienen la misma norma, por lo cual, el problema de partida

es equivalente a
min || vecp P4 (M) — 220 @ o7 |2,
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El caso cuadrado es de simple resolucion, basta con aplicar [GL, Teorema 2.5.3, pag.
72]; no asi para el caso general. Si bien el interés inicial era obtener la matriz X que
realiza esta distancia y no pudimos conseguirlo, no nos desanima el resultado, ya
que encontramos una cota inferior y una cota superior para la distancia entre M y
cualquier potencia de Kronecker.

Finalmente, el Capitulo 4 incluye aplicaciones de los resultados obtenidos. Co-
menzando por las aplicaciones a teoria de grafos, se sabe que G es un grafo de
Kronecker si su matriz de adyacencia es una potencia de Kronecker de otra matriz
de 0y 1, es decir G = H®™ para algin grafo H si A(G) = A(H)®™. La existencia
de la matriz A(H), y su descripcion, se consiguen con los resultados obtenidos en
el Capitulo 2 donde hemos establecido condiciones necesarias y suficientes para de-
terminar cudndo una matriz es una potencia de Kronecker de una matriz dada, y
hemos dado una descripcion de como obtener esa matriz base. A continuacion, en la
segunda seccién, resolvimos ecuaciones matriciales con ciertas estructuras interesan-
tes que incluyen, por supuesto, potencias de Kronecker. En todos los casos fueron
resueltos distintos ejemplos que muestran la aplicabilidad de nuestros resultados. Se
empleo el software GNU Octave 5.2.0 como soporte en los calculos.
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1 PRELIMINARES

El producto Kronecker lleva el nombre del matemdtico alemdn

Leopold Kronecker (1823-1891). Algunos especialistas afirman

que deberia llamarse el producto Zehfuss porque fue el matemdtico alemdn
Johann Georg Zehfuss (1832-1901) quien publicé por primera vez resultados
que lo incluian. Roger Horn y Charles Johnson escriben en [HI2, pag. 254]

“Algunos historiadores de las matemdticas han cuestionado

la asociacion del producto ® con Leopold Kronecker

sobre la base de que no hay evidencia conocida en la literatura sobre

la prioridad de Kronecker en su descubrimiento o uso.

De hecho, Sir Thomas Muir, en su articulo [M],

llama al determinante de A ® B el “determinante de Zehfuss” de A y B
porque la identidad det A ® B = (det A)"(det B)™ aparece primero

en un articulo de 1858 de Johann Georg Zehfuss.”

Otros historiadores coinciden con la observacion, como puede verse en [LS, [ZD].

El producto de Kronecker seré el protagonista a lo largo del presente trabajo. Do-
tado de muy buenas propiedades, ha llamado la atencién de numerosos especialistas;
entre ellos Ignacio Ojeda aporta una caracterizacion muy atractiva de las matrices
que son un cuadrado de Kronecker (ver [O]), tanto que nos ha inspirado a lograr un
objetivo similar, pero para una potencia cualquiera.

Los resultados aqui obtenidos resultan interesantes para resolver ciertas cuestio-
nes vinculadas a los productos de grafos y a la resolucion de ecuaciones matriciales.
Por ello, en este primer capitulo vamos a presentar todos aquellos conceptos que son
necesarios para el desarrollo de los nuevos resultados y sus aplicaciones.

Habiendo dejado al comienzo, mencion explicita sobre las controversias existentes
sobre su denominacion, llamaremos producto de Kronecker a la operacién notada
por ® la cual definiremos en la préoxima seccidn.

1.1. PropucTO DE KRONECKER

El conjunto de matrices tiene varias estructuras algebraicas asociadas, algunas
de las cuales presentan restricciones en el tamano de las matrices involucradas. Por
ejemplo, la suma A + B de dos matrices se define si A y B tienen el mismo orden;
el producto AB se define si la cantidad de columnas de A coincide con la cantidad
de filas de B; la inversa A~! se define si A es una matriz cuadrada inversible.

El producto de Kronecker es una operacion binaria definida en todo el conjunto
de matrices, sin ninguna restricciéon a sus tamanos.



2 Producto de Kronecker y sus aplicaciones

Definicién 1.1. Dadas A € K™*" y B € K**t, el producto de Kronecker de A por
B es la matriz A® B € K™ dada por

oo B anB -+ o oo agm_nB
a10B ayB -+ o oo ajn_nB
. : . L :
| Am—1)0B  a@m-11B 0 0 o Aun-1)(n-1)B]

En la definiciéon anterior notamos que los elementos de la matriz A aparecen
representados por a;; donde 0 < i < m — 1,0 < j < n — 1. Tal eleccién, que se
mantiene a lo largo de todo el trabajo, se fundamenta en que la misma facilita la
descripcion de los elementos segin sea su ubicacion dentro de la matriz.

A partir del producto de Kronecker se define la suma de Kronecker de un par
de matrices como indicamos a continuacion.

Definiciéon 1.2. Dadas A € K™*™ y B € K™ se define la suma de Kronecker de
Ay B como

Si bien el producto de Kronecker no es conmutativo, esto es, existen matrices
A, B para las cuales A ® B # B ® A, el mismo presenta muy buenas propiedades.
Entre ellas destacamos:

1. Es asociativo y bilineal, esto es,

- (A®B)®C=A® (B®C);
2- (aA) ® (BB) = af(A® B);

3 (A+B)®C=A®C+B&C.
4 A®(B+C)=A® B+ A®C.

2. No admite divisores de cero, es decir, A B=0siysolosi A=006 B =0.

3. Se comporta bien con el producto de matrices, la traspuesta y la inversa:

(A® B)(C ® D) = AC @ BD;
2- (Ao B)T = AT @ BT;

(A® B)* = A* @ B%;

(A B '=A"1® B~

4. Es conmutativo en el caso particular de matrices vectoriales, es decir, si ,
y € K™*! entonces

x®yT:yT®x:xyT.
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El producto de Kronecker tiene, como ya mencionamos, la gran ventaja de poder
ser efectuado entre cualquier par de matrices, y ademas, tal como muestran los
siguientes resultados, es posible obtener valiosa informacion del producto a partir
de los factores.

Lema 1.1. Sean A € K" y B € K™ ™, tales que {\;}1<i<n €s el conjunto de
autovalores de A, con x; € K™ un autovector asociado a \; para cada i, y {{t;}1<j<m
es el conjunto de autovalores de B, con y; € K™ un autovector asociado a ji; para
cada j. Entonces

i) El conjunto de autovalores de A ®@ B es {\ifi;}1<i<n, 1<j<m. Ademds, z; @ y;
es un autovector asociado al autovalor \;;.

i) Los autovalores de I, ® A+ B ® I, son de la forma \; + pj, y y; @ x; es un
autovector asociado a N\, + [u;.

Demostraciéon:

i) El teorema de triangulacion de Schur (ver [HJ1, Teorema 2.3.1]) asegura que
existen matrices unitarias U € K™*" y V € K™*™ tales que U*AU = A,y
V*BV = Ap son triangulares superiores, entonces

UV (AeB(URV)=U"AU @ V*BV = A, Ag

es triangular superior y similar a A® B. Los autovalores de A, By A ®Ap son,
respectivamente, los elementos en la diagonal principal de Ay, Apy A4 R Ap.
Y la diagonal principal de Ay ® Ap estd formada por los n? productos entre
entradas en las diagonales principales de Ay y Ag. Ademads, como Ax; = \;x;
y By; = pjy;, tenemos que

(A® B)(z; @ y;) = Az; ® By; = \ix; @ pjy; = Nifei (2 @ ;).

ii) Se sabe que

de modo que las matrices I, ® Ay B ® I, conmutan. Sean U y V unitarias
tal que U*AU = A, y V*BV = Ap tienen estructura triangular superior.
Entonces W =V @ U € K"™"*™" es unitaria, siendo

Ay 0
WL @ AW =1, @ Ay = ,
0 Ay
y
ﬂlln *



4 Producto de Kronecker y sus aplicaciones

y por lo tanto,
W I, A+BL)W=1,0A,+Ap® 1,

es una matriz triangular superior en cuya diagonal estan los autovalores de
la suma de Kronecker. Precisamente, el estudio de la matriz en el segundo
miembro muestra que en su diagonal se ubican las sumas \; + p;, para cada

par (i, 7).

O

El determinante de A ® B, llamado el determinante de Zehfuss de A y B,
aparece por primera vez en un trabajo de Zehfuss de 1858, en el cual se demuestra el
siguiente resultado, que se deduce de manera muy simple a partir del lema anterior.

Proposicion 1.1. Si A € C™*™ y B € C"*", entonces

det A® B = (det A)"(det B)™.

Demostracidon: Sean {\;}1<i<n el conjunto de autovalores de Ay {;}1<j<n €l
conjunto de autovalores de B. Se sabe que el conjunto de los autovalores de A ® B
es {)\i,uj}lgign, 1<j<m, ¥ POT lo tanto,

det A® B = (Aypun) - (Arpen) (Aaper) == - (Naptn) - = (Ampta) = - (At
= (Mg Ap) " (papg -+ - pn)™ = (det A)"(det B)™.

O

Con el producto de Kronecker es posible definir potencias, las cuales son de
especial interés a lo largo de este trabajo, ya que precisamente nos proponemos
caracterizar aquellas matrices que son potencias de Kronecker.

Definicién 1.3. Dada A € K™*P, n € N, se define potencia n-ésima de A, y se
nota A®", a la matriz definida por

1. A®0 = 1d;
2. A®1 = A;
3. A% = A® (A®"7D) n > 1.

Cabe destacar que varias de las propiedades descriptas anteriormente se aplican
al caso particular de las potencias. Por ejemplo, si « € Ky A € K™*P, tenemos que

(ad)®" = a™ (A®").

En 1913 L. Autonne demostrd que cada matriz A € C"*" se puede escribir como
A=UXV",

donde U,V € C™™" son unitarias y X es una matriz diagonal cuyas entradas son no
negativas. Si bien Autonne no dio nombre a las entradas diagonales de 3, prob6 que
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dicha matriz esta determinada de manera tnica por A, no siendo este el caso de U
y V. En 1939, Eckart y Young resolvieron el problema para una matriz compleja
rectangular, no dan un nombre especial a los elementos en la diagonal de ¥, que
resultan ser las raices cuadradas no negativas de los autovalores de AA*. Recién en
1954, Horn usa la denominacion de valores singulares.

Teorema 1.1. Sea A € C™*" y sea ¢ = min{m,n}. Eziste una matriz diagonal
Y EeR™™ con Xy =01 > Xog =09 2> -+ > Yy =04 > 0, y existen dos matrices
unitarias U € C™™ y Ve C™" tales que

A=UXV".
Si A e R™" entonces U y V pueden elegirse como matrices reales ortogonales.

La representacion de una matriz en la forma indicada en el teorema anterior
es conocida como descomposicién en valores singulares, las columnas de U se
denominan vectores singulares a izquierda de A y las columnas de V son los
vectores singulares a derecha de A. Las matrices U y V no estan determina-
das de forma tnica por A; X, en cambio, si . Dicha representacion revela detalles
importantes de la estructura de una matriz, tal como vemos en el siguiente lema.

Lema 1.2. A € C"™*" y sea ¢ = min{m,n}. Si A = UXV*, con oy > 09 > -++ >
Op > 0pp = - =0, =0, enlonces

i) rango(A) =,
ii) Nuc(A) = Span{v, 41, , v, },
iii) Im(A) = Span{uy,--- ,u,},

donde u; y v; son las columnas de U y V respectivamente.

Demostraciéon:

i) Se sabe que rango(A) coincide con el de AA*, el cual depende del nimero de
autovalores no nulos de AA*, y este es igual a r.

ii) Ya que A = UXV*, entonces AV = UY, es decir Av; = o;u,. Luego si r < n
entonces o; = 0 para todo i >r+ 1y Av,. 1 = Av, 9 = --- = Av, =0, luego

Nuc(A) = Span{v, 41, , v}

ili) Como AV = UX y Av; = 0 para todo ¢ > r, Im(A) = Span{Auy,--- , Au,}.
Como Au; = ou; y 0; #0si 1 <i <r, entonces Im(A) = Span{uy,--- ,u,}.

O

Hablando de descomposiciéon en valores singulares, el siguiente resultado la ca-
racteriza para el caso particular del producto de Kronecker de dos matrices:
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Lema 1.3. Sean A € C™" y B € CP*? con descomposicion en valores singulares
A=UXV} y B = UV tales que con rango(A) = ry, rango(B) = 9. Entonces

A® B = (U ®U)(31 ®22)(Vi ® Vo)*

y los valores singulares no nulos de la matriz producto AQB son los 11 productos de
valores singulares no nulos de A y B respectivamente, incluidas sus multiplicidades,
Ademds rango(A® B) = rire y 0 = 0 es un valor singular de A® B de multiplicidad
min{mp,nqg} — riry. Los valores singulares de A ® B son los mismos que los de
B ® A, y sus rangos coinciden.

Demostracién: Si o; es un valor singular de A entonces o; = \/\; donde \; es
un autovalor de AA*. Del mismo modo, si 7; es un valor singular de B entonces
n; = \/[; donde p; es un autovalor de BB*.

Luego, ya que

(A® B)(A® B)* = (A® B)(A*® B*) = AA* ® BB,

de acuerdo al resultado establecido en el Lemall.1] los autovalores de (A® B)(A® B)*
son todos los productos posibles entre autovalores de AA* y autovalores de BB* y
por lo tanto, los valores singulares de A ® B son las raices cuadradas positivas de

todos los productos posibles entre autovalores de AA* y autovalores de BB*, es
decir entre valores singulares de A y de B. U

Teorema 1.2. Sea C' € CP*7 tal que rango(C) =1 y C = UXV™* es su descomposi-
cion en valores singulares. Si m > 2 entonces rango(C®™) = r™ y

C®m — U®m 2®m (V®m)*
con L™ la matriz diagonal que contiene, en su diagonal, los r'™ elementos no nulos
dados por todos los productos posibles de la forma
O'lil O'2i2 e O'Tir

con iy + iy + -+ i, =m, y los restantes min {p™, g™} — r"™ son iguales a cero.

Demostraciéon: Probaremos este resultado por induccion. El caso m = 2 es in-
mediato por el lema anterior. Sea ahora m > 2 y supongamos que vale para todo k
con 2 < k < m. Entonces

Ccom =¥ g C = Y @ USV®,
y por hipotesis de induccion,
C®(m—1) — U®(m—1) E®(m_1) (V®(m_1)>*,
y por lo tanto
oem — yelm=1) ye(m-1) (V®(m—1))* QUNV* = U®™ £&m (yem)*,

O

Ya que C™*™ es isomorfo a C™", es posible definir la norma matricial de

manera equivalente a como se define la norma vectorial: una funciéon ¢p : C™" — R
es una norma matricial si verifica las siguientes propiedades
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i) ¥(A) > 0 para toda A € C™*" y ¢(A) =0si y solosi A =0;
ii) (A4 B) < ¢(A) +¢(B) para toda A, B € C™*",
iii) ¥(aA) = |a|yp(A) para toda A € C"™*", « € C.

Dos normas matriciales muy empleadas son la norma de Frobenius, definida por

33 -

i=1 j=1

[A]lr =

vV Tr(A*A),

y la norma 2, inducida por la correspondiente norma vectorial

A
HAHQ — su || x”Q
220 ||zl

Las dos normas mencionadas son equivalentes pues se demuestra que

1A]l2 < [Alle < VE|Allz < [|Allz < [[Alle

1
—||A
v Al

para k = rango(A).

Estas normas se pueden relacionar con los valores singulares ya que si A € CP*4
es tal que rango(A) = ry o1 > 09 > --+ > 0, son todos sus valores singulares no
nulos, se tiene que

i) |[Allr = Vo2 +--0%y
11) ”A||2:O'1.

Proposicion 1.2. Si A = C®™ entonces HAHF = HCHFm

Demostracién: Sean oy > 09 > -+ > 0, todos los valores singulares no nulos de
C'. Entonces

m
[=le=mle= 5 (") et o)

li+-+lr=m, 1;>0
lLi+-+lr=m, ;>0 Lily---1,
- <012 + 0'22 + .-+ ar2)m
2m
= [lc]ls ™

0

Finalizamos esta seccién con la demostracion de un resultado que caracteriza los
elementos de la matriz producto, y sera de gran utilidad a la hora de describir las
potencias.
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Lema 1.4. Si A € KP* y B € K entonces el elemento (A ® B)as con
0<a<ps, 0< B <qt, es
(A® B)ap = aijbu

donde o = si+kyfB=tj+1, con0 <k <sy0<I<t. FEstoes, i,k son el cociente
y el resto de dividir o« por s, y 7,1 son el cociente y el resto de dividir 3 port.

Demostracidon: Queremos identificar el elemento (A ® B),s. Se sabe que el pro-
ducto de Kronecker A ® B es una matriz en bloques donde cada bloque 75 es de la
forma a;; B para 0 < i < p, 0 < j < q. Por esta razén, para conocer el bloque que
contiene a dicho elemento basta con dividir  por s y 3 por t de manera de obtener

a=1is+k, 0<k<s; B=gt+1l, 0ZI<t.

Luego (A® B),s pertenece al bloque a;; B del producto y para conseguir su ubicacion
dentro de dicho bloque basta con considerar los restos en los cocientes anteriores,
de donde resulta

(A® B)ap = aijbu

O

En el Capitulo [2| nos ocuparemos de los cuadrados de Kronecker y nos pro-
ponemos caracterizar de alguna manera la n-ésima potencia de Kronecker de una
matriz dada. El resultado anterior serd de gran utilidad para alcanzar los objetivos
propuestos.

1.2. VECTORIZACION DE MATRICES.

La idea de manipular matrices como si fueran vectores,

los cuales son obtenidos ordenando las entradas de manera conveniente,
no es nueva. Tonu Kollo y Dietrich von Rosen [KR)] afirman

que fue Sylvester en 1884 quien por primera vez utiliza esta técnica.

Asi mismo, atribuyen a Koopmans, Rubin & Leipnik en 1950

la introduccion del operador vec tal como hoy lo conocemos.

Su uso se generalizo a finales de la década del 60 en textos de estadistica.

En ciertas aplicaciones que suponen la manipulacién de matrices, resulta muy
conveniente tratarlas como si fueran vectores, es decir transformarlas en un vector
apilando sus filas o sus columnas. El vector asi obtenido se denomina la vectoriza-
ciéon de la matriz dada.

La combinacién del producto de Kronecker y la vectorizacion de matrices consti-
tuye una herramienta fundamental que permite, por ejemplo, convertir una ecuaciéon
matricial en un sistema lineal.

Uno de nuestros propositos en este trabajo es la resolucion de ecuaciones matri-
ciales con determinadas estructuras que incluyen, precisamente, productos de Kro-
necker, y la vectorizacion sera de gran utilidad.

Dada una matriz cualesquiera A € K™ " vec(A) y vecg(A) son los vectores
columna en K™ que resultan de apilar las columnas y las filas de A, respectivamente.
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Esto es:
vec(A) = [ago, 5 Am—1)05 015" ** + Am—1)15" " * s Ao(n—1)s """ s Um—1)(n—1)) " »
VeCF(A) = [a007 T, A0(n—1), @105 " 0 5, A1(n—1)5 " " 5 A(m—1)0y " " >a(m71)(n71)]T~

Es de gran interés para nosotros poder pasar con total soltura de la matriz a su
vectorizacion y reciprocamente. En este sentido, la descripcién de los elementos de

la vectorizacion empleando el algoritmo de la division entera se deduce de manera
inmediata del Lema [1.4

Lema 1.5. St A € K™ y « es tal que 0 < o < mn, tenemos que

vec(A)y = arq St v =qm+r,

veep(A)g = agr ST v =gqn +,
donde q,r son el cociente y el resto de dividir o por m y n respectivamente.

Qoo QAop1 Qo2

. ayp ap; a . L
Ejemplo 1.2.1. Sea A = 100 ML T2 e KO3 Las dos posibles vectorizaciones
Q2o Q21 Q22

3o as1 32

de A son
A) = T
VeC( ) = [a007a107a20, CL307a01,Cln,a2170317a02,a12,a227a32] )
(A) = T
Vecr ) = [aooyam;aoz, a10,CL11,Cl12,a207a2170227a307CL317@32] .

Por ejemplo, el elemento vec(A); es az; pues 7 =414 3 y vecp(A)7 = a1, ya que
7T=3-2+1.

Es abundante la literatura disponible sobre vectorizacion de matrices; [HJ2| y
[OG] dan muestra de interesantes aplicaciones y propiedades. Por ejemplo:

1- La vectorizacién es una operacion lineal, esto es,
vec(aA 4+ BB) = avec(A) + [ vec(B)
para toda A, B € K™ «,f € K;

2- La vectorizacion de una matriz y su traspuesta se relacionan por la siguiente
formula: si A € K™*", entonces

vec(AT) = P(m,n) vec(A),

siendo P(m,n) = 3", >0 | B ® E;" = [Ey"], donde E;; € K™ es la
matriz cuya entrada en la posicion (7, j) vale 1 y las restantes son nulas;

3- La vectorizacion de matrices y el producto de Kronecker se relacionan de la
siguiente manera: para todo x € K™,y € K" es

vee(zy') =y @ x;
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4- Dada A € K™*" se verifica la siguiente relacion entre las normas

[Alle = || vec(A)l2 = [| vecr (A)]]2;

5- Dadas A, B,C' y D matrices de érdenes adecuados, se verifica

Tr(AB) = vecg(AT)T vec(B),
(ABCD) = vecp(AT)T (DT @ B) vec(C),
(ABC) = vec(AT)1(1,, ® B) vec(C),
Tr(ADTBDC) = vec(D)T(ATCT @ B) vec(D).

Como ya mencionamos, el producto de Kronecker combinado con la vectorizacién
de matrices, permite resolver de manera muy sencilla ecuaciones matriciales al con-
vertirlas en sistemas de ecuaciones lineales. Una propiedad que resulta fundamental

para ese proceso es la que establece que, para matrices en dimensiones adecuadas,
valen las siguientes igualdades:

vec(AB) = (I ® A)vec(B) = (BT @ A) vec(I) = (BT @ I) vec(A).

Sobre este tema volveremos en la Seccion [1.4] del presente capitulo.

Por ultimo, mostramos como el producto de Kronecker permite escribir a una
matriz simétrica de rango 1 en funcion de una de sus filas no nulas.

Proposicion 1.3. Sea A € K™*" simétrica y de rango 1 tal que para algin k con
0<k<nesag #0. Entonces

A=Y Ak, < o A -

ALk

Demostracion: Como A es de rango 1 y A(k,—) es una fila no nula, entonces
A(i,—) = MJA(k, —) para todo i. Ademaés,

)\i = Qi )
Ok
y como A es simétrica tenemos que
.. . a; 1
(A)yg = A0, 5) = NA(k, j) = ag; = — (A(k, =) @ A(k, =)") -
QAkk Qkk

Proposicion 1.4. Sea A € K™*" simétrica y de rango r < 1. Entonces
A=z @z’ = za”

para algin vector x € K.
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Demostracién: Si A es simétrica y rango(A) = 1 entonces A = VEVT, siendo
¥ = diag(oy,0,- -+ ,0), con g9 > 0. Es decir

A = vgogue’ = (V/aouo)(v/aoro)! .

Luego es suficiente tomar x = /ogp.

1.3. GRAFOS

En la antigua Konigsberg, hoy Kaliningrado, que fuera el lugar de coronacion de los

reyes de Prusia y la patria de Immanuel Kant, estd ambientado el Problema del

puente de Kdnigsberg, que condujo al desarrollo de las ramas de las matemdticas

conocidas como topologia y teoria de grafos.

A principios del siglo XVIII, los ciudadanos de Konigsberg pasaban sus dias caminando
sobre la intrincada disposicion de puentes sobre las aguas del rio Pregel, que rodeaba

dos masas terrestres centrales conectadas por un puente.

Ademds, la primera masa de tierra (una isla) estaba conectada por dos puentes

a la orilla inferior del Pregel y también por dos puentes a la orilla superior, mientras que

la otra masa de tierra, que divide el Pregel en dos ramales, estaba conectado al banco inferior
por un puente y al banco superior por un puente, para un total de siete puentes.

Segun la leyenda, surgid la pregunta de si un ciudadano podia dar un paseo por el pueblo

de tal manera que cada puente se cruzara eractamente una vez.

En el siglo XVIII, Euler estaba intrigado por la cuestion y en 1735 presentd una solucion

a este problema, concluyendo que tal caminata era imposible.

Para confirmar esto, supuso que tal caminata es posible. En un inico encuentro con una masa
terrestre especifica, distinta de la inicial o terminal, se deben tener en cuenta

dos puentes diferentes: uno para ingresar a la masa terrestre y otro para salir de ella.

Por lo tanto, cada una de esas masas terrestres debe servir como punto final de una cantidad
de puentes equivalente al doble de la cantidad de veces que se encuentra durante la caminata.
Por lo tanto, cada masa de tierra, con la posible excepcion de las iniciales y terminales

st mo son idénticas, debe servir como punto final de un numero par de puentes.

Sin embargo, para las masas de tierra de Kriigsberg, la isla es un punto final de cinco puentes,
y las restantes orillas son puntos finales de tres puentes. Por tanto, la caminata es imposible.

Pasarian casi 150 anos antes de que los matemdticos imaginaran el problema del puente de
Konigsberg como un grdfico que consta de nodos (vértices) que representan las masas

de tierra y arcos (aristas) que representan los puentes.

El grado de un vértice de dicho grifico especifica el nimero de aristas que le inciden.

En la teoria de grafos moderna, un camino euleriano atraviesa cada arco una y sélo una vez.
Por tanto, la afirmacion de Euler de que un grafo que posee tal trayectoria

tiene como mdximo dos vértices de grado impar,

fue el primer teorema de la teoria de grafos.

Anteriormente definimos y senalamos importantes propiedades del producto de Kro-
necker con el objetivo de caracterizar las matrices que son potencia de Kronecker
de una matriz dada. Ya que matrices y grafos estdn estrechamente relacionados, nos
disponemos a indicar conceptos basicos en esa materia.

Un grafo es un par G = (V(G), E(G)) donde

» V(G) es el conjunto de vértices del grafo,
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» F(Q) es el conjunto de aristas del grafo, donde arista significa par no ordenado
de vértices.

El orden o(G) del grafo G es el cardinal del conjunto de vértices V(G). Dos
grafos G y H son iguales siy sélosi V(G) =V (H)y E(G) = E(H).

Siu,v € V(G) son tales que existe {u,v} € E(G) entonces se dice que u y v son
adyacentes. El grado d(v) de un vértice v es el nimero de vértices a los que v es
adyacente. Los vértices de grado 0 se dicen aislados.

Para representar un grafo se emplean puntos que grafican a los vértices y estan
conectados por lineas, que representan las aristas. Es claro entonces que dos vértices
son adyacentes cuando existe una arista que los conecta. Un grafo se dice simple
cuando no tiene aristas paralelas que ligan el mismo par de vértices, ni bucles que
conectan un vértice consigo mismo.

Dados dos grafos G y H, se llama morfismo ¢ : G — H a toda funciéon ¢ :
V(G) — V(H) que preserva adyacencias, esto es,

{21} € E(G) = {0(2),9(1)} € E(H).

En particular, dos grafos G y H se dicen isomorfos, y se nota G = H, si existe una
biyeccion ¢ : V(G) — V(H) que preserva adyacencias y no adyacencias, es decir

{0(2), 0(t)} € E(H) <= {z,t} € E(G).
La aplicacion ¢ es el isomorfismo entre G y H.

Por ejemplo, los siguientes grafos

a a’

]
o

d c e v

son isomorfos, y el isomorfismo estd dado por ¢(a) = @(d), o) = @),
p(c) = o(c), p(d) = o(d) y p(e) = p(€).

Un camino es una sucesion de vértices distintos vy, vg, vs, - - -, v, tal que {v;, v;41}
es una arista en F(G), para cada i con 1 < i < n. Un grafo es conexo si todo par
de vértices puede ser unido mediante un camino de G. Caso contrario el grafo se
dice no conexo. Llamaremos ciclo a cualquier camino cerrado.

Por ejemplo, sea G tal que su conjunto de vértices es V(G) = {z,y, z,t,w}, y su
conjunto de aristas E(G) = {{z,y}, {z, 2}, {y, 2}, {2, t}}.
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e

El grafo G es simple, d(z) = 3, d(t) = 1, d(z) = d(y) = 2 y w es un vértice aislado.
Ademas, G no es conexo, {t, z, z,y} es un camino y {z, y, z} es un ciclo de longitud 3.

Existen diferentes formas de manipular los grafos. Una herramienta ttil en este
sentido es su relaciéon con el algebra de matrices cuadradas. Las matrices tienen
la ventaja de brindar de manera sencilla informacién importante relacionada a la
estructura del grafo. Las matrices de adyacencia, que definiremos a continuacion,
permiten, por ejemplo, saber si dos vértices estan o no conectados por simple ob-
servacion de la matriz. También es posible saber si el grafo contiene ciclos, con sélo
calcular la potencia n-ésima, con el producto habitual, de dicha matriz.

Un grafo se dice etiquetado si se le ha asignado un nombre a cada uno de sus
vértices o aristas. Dicho etiquetado se define formalmente mediante una funcion des-
de el conjunto de vértices o aristas hacia un conjunto de etiquetas, el cual puede ser
un conjunto numeérico. De esa forma el etiquetado supone un ordenamiento de los
vértices o aristas del grafo.

De ahora en maés, para cada grafo de n vértices consideraremos el conjunto de
etiquetas dado por {0,1,--- ;n — 1}, en coincidencia con la forma de numerar filas
y columnas de una matriz a lo largo de este trabajo.

Definiciéon 1.4. Dado un grafo simple G de orden n, se llama matriz de adyacencia
de G a la matriz A(G) € R™™ definida por

(A(G))y; = { 1 sidi,j} € B(G),

0 en caso contrario.

Por ejemplo, la matriz de adyacencia A(G) del grafo

{en]
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esS
01010
10010
AG) =000 11
11101
00110

Para estudiar la relacion que existe entre los grafos y las matrices, comenzamos
describiendo propiedades de la matrices de adyacencia.

Lema 1.6. Sea G un grafo simple sin bucles tal que o(G) = n y sea A(G) su matriz
de adyacencia. Se verifica que:

i) A(G) es simétrica y todos los elementos sobre la diagonal principal son iguales
a 0.

ii) Si G tiene un vértice aislado v;, entonces tanto la fila como la columna i—ésima
de A(G) tienen todos sus elementos nulos.

iii) La suma de los elementos de la fila (o columna) i—ésima de A(G) es el grado
del vértice v;.
Demostracion:

i) Es claro que
(A(G))yy =1 == {i,j} € B(G) == {J,i} € B(G) <= (A(G)); = L.

Del mismo modo, si (A(G));; = 0 esto significa que los vértices v; y v; no estan
conectados y por lo tanto (A(G));; =0

ii) Si v; es un vértice aislado, entonces no esta conectado a ningan otro vértice y
por lo tanto (A(G));; = (A(G))j; = 0 para todo 1 < j <mn.

iii) Para cada vértice v; de G la i-ésima fila de la matriz de adyacencia tendra
tantas entradas iguales a 1 como vértices adyacentes tenga v;. Luego

Z A5 = Zaﬂ = d(U)
i=1 j=1

O

Sea M,, C R™"™ el conjunto de matrices simétricas binarias con diagonal nula,

esto es, aquellas que satisfacen las propiedades del lema anterior. Debemos notar

que, dado que no existe una dnica forma de etiquetar los vértices de un grafo, para

cada uno de las posibles 6rdenes alternativos se obtiene una matriz de adyacencia
diferente. Consideremos en M,, la relacion de equivalencia definida por

X~Y <« PXP =Y

donde P es una matriz de permutacion, esto es, una matriz cuadrada tal que en
cada fila y en cada columna hay una tnica entrada no nula y exactamente igual a 1.
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Proposicion 1.5. Cada clase de equivalencia en M, se corresponde con una unica
clase de grafos isomorfos de orden n, esto es, la funcion que a cada grafo G le asocia
una de sus matrices de adyacencia A(G) induce una funcion biyectiva

[G] = [A(G)]

donde [G] representa el conjunto de todos los grafos isomorfos a G y [A(G)] repre-
senta la clase de equivalencia de A(G) en M, definida por conjugacion de matrices
de permutacion.

Demostracion: Si o : G — H es un isomorfismo entre G y H, entonces A(G) =
P A(H) P!, con

1 si (4,7) = (i,0(i)),
(P)ij = {0 .
en caso contrario.
Reciprocamente, dada M € M,, es posible definir un grafo G' de n vértices V(G) =
{O,l,-~,n—1}ytalque {Z,]}GE(G)@MZJ:MTLIl ]

La matriz de adyacencia anteriormente descripta puede aportar informacion muy
valiosa con respecto a la estructura del grafo del cual proviene y resulta ain méas
interesante cuando se trata de la matriz de adyacencia de un producto de grafos.
Dados dos grafos Gy H, el conjunto de vértices del grafo producto es el produc-
to cartesiano de V(G) y V(H), y dos vértices del producto (uy,us2) y (vy,v2) son
adyacentes si y solo si los vértices uy, us, v, vo estan relacionados de alguna ma-
nera, segin sea el tipo de producto. En este sentido, estamos interesados en dos de
ellos: el producto cartesiano y el producto de Kronecker, cuyas matrices de
adyacencia tienen estructuras muy particulares.

1.3.1. Producto cartesiano de grafos

En esta seccion vamos a definir el producto cartesiano de grafos, mencionaremos
algunas de sus propiedades, y veremos como se construye la matriz de adyacencia
asociada.

Definiciéon 1.5. Sean G = (V(G), E(G)) y H = (V(H), E(H)) dos grafos. Se define
el producto cartesiano de G y H, y se nota G o H, al grafo dado por

» V(G o H) es el producto cartesiano V(G) x V(H);

» ((u,v),(w,s)) € E(Go H) siy sdlo si se verifica alguna de las siguientes
condiciones:

i) u=wy (v,s) € B(H);
i) v=ysy (u,w) € E(G).
Es posible probar que el producto cartesiano de grafos es conmutativo y asocia-
tivo en el siguiente sentido:
Proposicion 1.6. Sean G, Gy y G3 tres grafos simples, sin bucles. Entonces
Z) G1OG22G20G1
ZZ) (G1 o} Gg) e} Gg = G1 9] (Gg o Gg)
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Demostraciéon:

i) Claramente la funciéon ¢ : Gy o G = Gy o Gy definida por ¢(i1,12) = (i2,1)
es un isomorfismo.

ii) Sea ¢ : (G 0Gy) oGy — Gy o (Gy 0 G3) la funcion definida por
@((i1,42),13) = (i1, (i2,43))-

Si {((il,ig),ig), <<j17j2>7j3)} € E((Gl e} Gz) o Gg) entonces {is;js} c E(Gs)
exactamente para un s € {1,2,3} y ¢, = j; para los otros indices, lo cual
implica que (i1, (i2,73)) es adyacente a (ji, (j2,73)) v por lo tanto ¢ es un
isomorfismo, pues es una funciéon biyectiva que conserva adyacencias y no
adyacencias.

O

Como indicamos anteriormente, la matriz de adyacencia de los grafos producto
tienen estructuras muy interesantes. En el caso del producto cartesiano se demuestra
que la matriz de adyacencia del producto G o H es la suma de Kronecker de las
matrices de adyacencia de los grafos Gy H.

Proposicion 1.7. Sean G y H dos grafos simples sin bucles con m y n vértices
respectivamente. Entonces

A(G o H) = AG) ® A(H) = AG) ® I, + I, ® A(H).

Demostracion: Como V(G o H) = V(G) x V(H), se tiene que A(G o H) es
una matriz cuadrada de orden mn x mn. Sea V(G) = {0,--- ,m — 1} y V(H) =
{0,---,n—1}. Supongamos que el conjunto de vértices de G o H es un conjunto de

pares ordenados, que estan ordenados siguiendo el orden lexicografico, es decir, si
(1,k),(j,1) € V(G o H) entonces

i < J,
(1,k) < (j,l) <= < ©
1=3 v k<L
Debemos probar que para todo «, 5 tal que 0 < «a, f < nm es
(AG) @ In + In © A(H)) g = (A(G © H))ap,
donde
(A(G) @ In + In @ A(H)) o5 = (A(G) ® In)ap + (Im @ A(H))ap-
Lo haremos por casos, teniendo en cuenta que a« =ni +ky 8 =nj + [.

1. Veamos que no es posible que (A(G) ® I,)ap = (Im @ A(H))ap = 1 simulté-
neamente. Si (A(G) ® I,)as = 1, por el Lema [1.4] tenemos que

1 = (A(G) ® In)as = (A(G))ij-(In)wt-
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Esto implica que (A(G));; =1y k = [. Del mismo modo,
1= (I ® A(H))ag = (Im)i; (ACH) )i

implica (A(h)) = 1 e i = j. De donde resulta un absurdo ya que (A(G));; =1
coni=jy (A(h))u = 1 con k = [ es imposible pues G y H son grafos sin
bucles.

2. Si (A(G)®1,)ap = 1 yasabemos, por el inciso anterior, que (1, A(H))as = 0.
De la primera igualdad se deduce que (A(G));; =1y k =1, esto es,

{i,j} € E(G)y k=1,
y por lo tanto (i, k) es adyacente a (j,() y ello implica que
(A(G o H))oy = 1
pues los vértices de GG o H se ordenan en orden lexicogréfico.

3. Si (AG) @ I)ap = (Im @ A(H))ap = 0 tenemos que (i, k) no es adyacente
a (j,1) pues si fuera k = [ tendriamos que {i,j} ¢ E(G), y si fuera i = j
tendriamos que {k,l} ¢ E(H). Es claro que en este caso (A(G o H))ap = 0.

OJ
El siguiente ejemplo ilustra el resultado demostrado.

Ejemplo 1.3.1. Consideremos los grafos G y H

cuyas matrices de adyacencia son

— = o

A(G) =

_ o O =
_ o O =
e )
I
—~
=
|
VRS
)
(el
N——

0

o

El producto cartesiano de G y H estd dado por el grafo

(2,1) (2,2)

(1,1) (1,2

GoH :
(1,3) (1,4)

(2,3) (2,4)
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y la matriz de adyacencia del producto cartesiano es:

A(Go H) =

O = = OO oo =
_ O O = OO = O
_— o o= O OO0
S == OO OO

SO O~ O = O
OO R OO O
O R OO = OO
_ o OO o = O

Por otro lado,

A(G) ® A(H) =

SO DO DO O O
SO OO OO
SO OO OO
S OO OO == O
O R PF OO o oo
_ ook OO oo
_ ook OO0 oo
O R = OO Oo oo
S OO OO oo
SO = OO o oo
S = O OO o oo
_o O O o o oo
SO OO oo o
SO OO oo+ O
S OO OO+ OOo
SO OO+, O oo

y asi tenemos que

A(GoH) = A(G) ® A(H) = A(G) ® I, + I, ® A(H).

Sobre este resultado, que vincula las sumas de Kronecker con el producto carte-
siano de grafos, volveremos en el Capitulo3] al resolver cierto problema de Procrusto
en la Seccidon y por supuesto en el desarrollo de las aplicaciones en el Capitulo

1.3.2. Producto de Kronecker de grafos

Se sabe que toda matriz en M,, esto es, toda matriz cuadrada de orden n,
binaria, simétrica con ceros sobre la diagonal, es la matriz de adyacencia de algtin
grafo simple sin bucles de orden n. Por otra parte si A € M,, y B € M,,, entonces
A® B € M,,, pues, sia=mi+ky =mj+1, se tiene que

(A® B)ag = aijbi,

y por lo tanto, los elementos de la matriz obtenida son 0 6 1. Ademas los elementos
de la diagonal son 0 pues si a = [ tenemos que ¢ = j, k = [, con lo cual

(A X B)ag = aiibkk = 0.
Por tltimo, la matriz es simétrica pues
(A ® B)aﬁ = aijbkl = ajiblk = (A ® B)ﬁa-

Por lo tanto, el producto de Kronecker de dos matrices de adyacencia es otra
matriz de adyacencia. Estamos interesados en aquellos grafos tales que su matriz de
adyacencia es un producto de Kronecker, es mas, cuya matriz de adyacencia es una
potencia de Kronecker.
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Definicion 1.6. Dados dos grafos G y H, sean A(G) y A(H) sus matrices de
adyacencia. Se llama producto de Kronecker de G y H, y se nota G ® H, al grafo
cuya matriz de adyacencia es A(G) @ A(H).

El producto de Kronecker de Gy H es el grafo @ tal que V(Q) y E(Q) estan
dados por :

Proposicion 1.8. Dados G = (V(G), E(G)) y H = (V(H),E(H)), el producto de
Kronecker G @ H es el grafo dado

V(G H)=V(G) x V(H);

E(G®H) ={{(i,k), (G0} :{i,j} € E(G),{k,1} € E(H)} .
Demostraciéon: Veamos ahora que A(G® H) = A(G)® A(H), esto es, dados «, 3
con 0 < «, B < mm, probemos que A(G ® H),3 = (A(G) ® A(H))qp. Si el conjunto

de vértices V(G) x V(H) se ordena lexicograficamente, y a = in + k, 8 = jn + 1,
tenemos que

1 si{i,j} € B(G)y {k,1} € E(H);

0 en caso contrario.

(AG® M) = {
Por otro lado,
(A(G) ® A(H))ap = (A(G))i; (A(H))x

y es claro entonces que (A(G) ® A(H))ap = 1 si y solo si (A(G));; = (A(H))u =1,
esto es, si y solo si {(4,k), (j,)} € E(G® H). d

El producto de Kronecker de grafos es conmutativo y asociativo, en la misma
forma a lo ya probado para el producto cartesiano.

Proposicion 1.9. Sean Gy, G y G5 tres grafos simples, sin bucles. Entonces
i) G1®G =G0,
i) (G1® Go) ® G3 2 G ® (Gy ® G3)

Demostracion:

i) Claramente la funcion ¢ : G; ® Gy — Gy ® G definida por ¢(x1, z3) = (z9, x1)
es un isomorfismo.

ii) Sea ¢ : (G1 ® G2) ® Gz — G; ® (G2 ® G3) la funcion definida por

(21, 22), 3) = (21, (T2, 73)).

Si {((x1,22),23), ((y1,42),y3)} € E((G1 ® G2) ® G3) entonces {x;,y;} € E(G;)
para cada i, lo cual implica que (z1, (z9,x3)) es adyacente a (y1,(y2,93)) ¥
por lo tanto ¢ es un isomorfismo, pues es una funcién biyectiva que conserva
adyacencias y no adyacencias.

O
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Ejemplo 1.3.2. Por ejemplo, sean los grafos

y sus matrices de adyacencia

[ )

AG) =

_0 O =
_ 0 O =
O~ = O
o
—~
=
I
o = O
— O
O = O

0

El producto de Kronecker G ® H es el grafo

(2,1

(1,1) )
(4,3)

(3:3)

y su matriz de adyacencia es

AG® H) =

SO OO, OO O OO0
O OO RO, FEFOKFKOOO
SO OO, O O OO oo
O R O O OO oo o oo
_— O = OO OO0 o oo -
O R OO OO oo o oo
O R OO OO oo o oo
_— Ok OO 00O o oo -
SR OO OO oo o oo
SO OO, OO OO OoCo
O OO RO, EFEFOKFKOOO
SO OO, OO OO oo

Es claro entonces que

AG® H) = A(G) @ A(H).

Del ejemplo anterior se deduce que el grafo obtenido no es conexo ya que no exis-
te camino que una, por ejemplo, los vértices (2,2) y (1,2). Paul Weichsel demuestra
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en [W] que la condicion necesaria y suficiente para que el producto de Kronecker de
dos grafos conexos sea conexo es que al menos uno de ellos contenga un ciclo impar,
entendiendo por tal un camino cerrado que recorre un nimero impar de vértices. In-
cluso, como corolario de dicho resultado prueba que si G y H son conexos, sin ciclos
o con ciclos pares, entonces el producto G ® H tiene exactamente dos componentes
conexas.

En este trabajo estamos especialmente interesados en caracterizar las potencias
de Kronecker de una matriz y en la forma de recuperar la base de dicha potencia.
De acuerdo a lo expuesto hasta aqui, el producto de Kronecker de dos matrices de
adyacencia, es la matriz de adyacencia del producto de Kronecker de los grafos a
ellas asociados, por lo que resulta inmediata la relacion entre potencias de Kronecker
de una matriz de adyacencia y potencias de Kronecker del correspondiente grafo.
Esta relacion motiva la siguiente definicion.

Definicion 1.7. Un grafo H se dice un grafo de Kronecker si y sélo si existe un
grafo G tal que
H:G®"ZQ®G®"'®G-

n veces

Es claro que para todo grafo de Kronecker G, su matriz de adyacencia es
A(G®F) = A(G)® .
Ejemplo 1.3.3. Consideremos el grafo G

1

y su matriz de adyacencia A(Q)

A(G) =

S = O
— o
o = O

El cuadrado de Kronecker de G es el grafo

(1,1) 3,1) (2,1) (3,2)

(2,2)

GeG:

(1,3) (3,3) (1,2) (2,3)
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siendo

A(G®?) = A(G) ® A(G) =

DO OO OO OO
SO OO O, OOoOOo
SO OoOOoOoO OO oo
O —H O O O o oo
_ o= OO OO
O R O OO o oo
OO OO+ OO OO
OO O O OOoOOo
SO OO+ OO oo

Consideremos otro ejemplo, en el cual calculamos el cuadrado y el cubo de Kro-
necker de un grafo dado.

Ejemplo 1.3.4. Las potencias G*? y G%3 del grafo G son

—_

(L1 (2,1) (1,01 ((1,1),2) ((1,2),1) ((1,2),2)

[\

(22) (1,2) ((2,2),2) ((2,2),1) ((2,1),2)

N
—
—

o

—
N

—

y las correspondientes matrices de adyacencia son:

a6 = (7 o)

A(G®?) = A(G)®? =

_ O OO OO o = OOO
O HRH O OO Do OO Oo
SO R OO DD OO —=Oo
S OO OO Oo o

SO oo+~ O oo
(vl eNell S =)
SO OO oo —Oo
S OO OO oo

Hasta aqui el punto de partida de nuestro anélisis ha sido un grafo G, hemos cal-

culado sus potencias de Kronecker, asi como también las correspondientes matrices
de adyacencia, verificando que A(G®*) = A(G)%*.
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La propuesta ahora es recorrer, de alguna manera, el camino inverso: dado un
grafo H de n¥ vértices, poder decidir si se trata o no, de un grafo de Kronecker, y
en caso de que lo sea, poder recuperar el grafo G tal que H = ®*G. La cuestién
serd resuelta a partir de la matriz de adyacencia A(H).

En el proximo capitulo nos proponemos establecer condiciones necesarias y su-
ficientes para determinar cuando, dada una matriz A € K”kmk, existe una matriz
B € K™ tal que A = B®". De modo que, en el caso particular en el que A sea
la matriz de adyacencia de algin grafo H, el conocimiento de la matriz B impli-
ca el conocimiento del grafo G tal que H = G®*. Esto tltimo forma parte de las
aplicaciones sobre las que trabajaremos en el Capitulo

1.4. ECUACIONES MATRICIALES

Tal vez una de las aplicaciones mds interesantes de la teoria de matrices es la que se relaciona
con la resolucion de ecuaciones matriciales. Tal como refieren los historiadores fue en la
antigua China donde, por primera vez, se escuchd hablar de estos objetos matemdticos.

Por entonces llamadas cuadrados mdgicos, denominacion legendaria, ya que cuenta la leyenda
que durante el reinado del emperador Yu (2200 a.C.) una tortuga sagrada emergié de las aguas
del Rio Amarillo mostrando un misterioseo jeroglifico en su caparazon,

los cuales fueron dibujados y corresponden al disenio de un cuadrado mdgico.

Es hacia el 650 a.C. que la literatura china registra los primeros usos en matemdtica.
Posteriormente, en un texto matemdtico chino compuesto por nueve capitulos, y que se sitia
aproximadamente entre el 300 a.C. y 200 a.C. es donde puede encontrarse el primer ejemplo
conocido del uso de matrices para resolver un sistema de ecuaciones.

En el capitulo séptimo aparece el concepto de determinante, dos mil anos antes de su publicacion
por el matemdtico japonés Seki Kowa en 1683 y el matemdtico alemdn Gottfried Leibniz en 1693,
quienes mds tarde desarrollaron con toda formalidad la teoria de determinantes.

Gabriel Cramer publico la conocida Regla de Cramer en 1751.

Por aquel tiempo es introducido el Método de Gauss y ya a mediados del siglo XIX,

con las obras de William Hamilton y Arthur Cayley, la teoria de matrices alcanza gran desarrollo.
Entre los resultados fundamentales se destacan los debidos a Weierstrass, Jordan y Frobenius.

Se dice que el término “matriz” fue introducido por James Sylvester hacia 1848, pero

también algunos especialistas mencionan que fue Cayley en 1841 quien

empezd a hablar de matrices tal como hoy las conocemos.

Precisamente Cayley es quien en 1858 introduce la notacion matricial, como forma abreviada de
escribir un sistema de m ecuaciones lineales con n incognitas.

A los especialistas ya nombrados se suman Hermann Grassmann, Frobenius, Olga Taussky-Todd
y John von Neumann. En 1925, Werner Heisenberg vincula el cdlculo matricial a una posible
primera formulacion de lo que luego serd la mecdnica cudntica.

Hoy las matrices son ampliamente empleadas en distintas dreas.

Una de las aplicaciones més interesantes del uso combinado del producto de Kro-
necker y la vectorizacion esté relacionado con la resolucion de ecuaciones matriciales,
es decir, ecuaciones en las que coeficientes e incognitas son matrices. La técnica in-
dicada consiste en reducir la ecuacion, via vectorizacién, a un sistema lineal el cual
puede ser resuelto por técnicas conocidas. A continuacién mencionaremos algunos
de estos tipos de ecuaciones y mostraremos la forma de resolver dichas ecuaciones
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utilizando la vectorizaciéon y algunas propiedades del producto de Kronecker.

Como ya hemos indicado, dada una matriz X, nos proponemos resolver el pro-
blema de hallar las matrices Z tales que X = Z®". Veremos que si en cualesquiera de
las proximas ecuaciones reemplazamos la incégnita X por una potencia de Kronec-
ker, se obtiene un conjunto de nuevas ecuaciones que podremos resolver combinando
las técnicas conocidas con los nuevos resultados, cuestion sobre la cual trabajaremos

en el Capitulo

1.4.1. Ecuaciones del tipo AX = B.

Dadas A € K™" yv B € K"™*P, queremos hallar X € K"*P tal que AX = B.
Aplicando el operador vec

AX = B <= vec (AX) = vec (B) <= (I, ® A) vec(X) = vec(B),

siendo I, la matriz identidad de orden p. De manera que la ecuacion matricial queda
reducida a un sistema lineal. Existen gran cantidad de métodos para la resolucion de
sistemas lineales. Golub |GL] aporta un importante desarrollo al respecto incluyendo
técnicas basadas en la factorizacion de la matriz del sistema, asi como también para
sistemas con ciertas estructuras especiales.

Ejemplo 1.4.1. Dadas las matrices

-2 1 3 1 0 —1 4 -5 21

12 -1 0 4 ) 4 10 —-18

A= 01 0 -2 -1 y B = 1 -13 -7 -4
21 0 1 -1 4 12 0 14

10 0 2 -1 -4 16 1 17

queremos hallar X € R4 tal que AX = B. Aplicando vec a ambos miembros de la
ecuacion resulta
(I, ® A) vec(X) = vec(B),

esto es, debemos hallar x = vec(X) € R?° que satisfaga el sistema lineal. Resuelto
el mismo

r=vec(X)=(140 -3 -1210702-2013034¢6 —5)

stendo la solucion de la ecuacion original la matriz

Il
— W O = =
OO =N
W= O NN
UL O WO
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1.4.2. Ecuaciones del tipo AXB =C.

Dadas A € K™*" B € KP*?y C € K™*9, queremos hallar las matrices X € K"*?
que la satisfagan la ecuacion
AXB=C.

Vectorizando encontramos que la ecuacion dada es equivalente al sistema lineal de
mq ecuaciones

(BT @ A)vec(X) = vec(O),

y por lo tanto, es suficiente resolver el sistema para recuperar la solucion de la ecua-
cion de partida. Respecto a la existencia de soluciones puede probarse lo siguiente.

Lema 1.7. Sean A, B y C' € K™*". La ecuacion AX B = C tiene una unica solucion
X € K™ para cualquier eleccion de C si y solo si A y B son ambas no singulares.
St una de ellas, A 6 B, es singular, existe una solucion para la ecuacion si y solo si
el rango de BT ® A coincide con el rango de la matriz ampliada (BT @ A|vec(C)).

Demostraciéon: La ecuacion AXB = (' tiene solucién tnica si y so6lo si tiene
solucion tinica el sistema lineal (BT ® A)vec(X) = vec(C), y esto es equivalente a
det(BT @ A) # 0. Por la Proposicion se sabe que

det BT @ A = (det B")"(det A)™,

y el mismo es no nulo si y sélo si det B #= 0y det A # 0. Si A 6 B es singular,
entonces rango(BT @ A) < n? y por lo tanto, por el teorema de Rouché Frobenius,
el sistema lineal (BT ® A)vec(X) = vec(C) tendra solucién si el rango de BT @ A
coincide con el rango de la matriz ampliada. 0

Ejemplo 1.4.2. Dadas las matrices

1 00 1 1 -1 1 2 3 —4 2 7

1 01 —1 -1 31 2 1 1 2 2
A= 0O -1 0 1| B = 1 01 3|’ ¢= 1 -1 0 4

1 01 =3 -1 1 0 2 -1 1 -2 -12
notemos que det A = —2 y det B = —06, por lo que se puede asequrar que la ecuacion

tiene una tnica solucion. Para hallar X € RY¥* tal que AXB = C aplicamos vec a
ambos miembros de la ecuacion:

(BT ® A)vec(X) = vecp(O).
FEste sistema lineal admite como unica solucion al vector
r=vec(X)=(1211-11200-111000 1),

de manera que la solucion del problema original es

1 -1 00
2 1 -1 0
X = 1 2 10
10 11
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1.4.3. Ecuacién de Lyapunov.

Una ecuacion de Lyapunov tiene la forma
A*X + XA=8B,

siendo A, B € K™*™  Este tipo de ecuaciones aparecen en el analisis de sistemas
de control, aunque en los tultimos tiempos también se las vincula a gran nimero de
aplicaciones en distintos campos. Son de gran interés los métodos de resolucion asi
como las mejoras desde el punto de vista numérico para dichos desarrollos. Entre los
algoritmos de resolucién mas reconocidos se destaca, como uno de los mas eficientes,
el algoritmo de Bartels-Stewart.

Quiza el més novedoso de los enfoques sea el de la vectorizacion, dado que la
ecuacion matricial

AX +XA" =B
es equivalente al sistema de ecuaciones lineales
(I ® A+ A® I)vec(X) = vec(B).

De manera que la solucién es obtenida mediante la resolucién de dicho sistema lineal.

Con respecto a la existencia de soluciones, Horn & Johnson prueban en [HI2| el
siguiente resultado.

Teorema 1.3. Dadas A, B € K"™*"™, la ecuacion A*X + XA = B tiene una unica
solucion X € K™*™ para cada matriz B si y sdlo si para todo \ en el espectro de
A, — )\ no pertenece al espectro de A.

Ejemplo 1.4.3. Dadas

1230 3 15 7 11

230 3 10 19 11 19
A=13032[¥B=|13 17 13 15|

03 2 1 7 17 18 17

consideremos la ecuacion de Lyapunov
ATX + XA=B.
El espectro de A es {2 — V26,2 +26,2 — 2,2+ \/ﬁ} De acuerdo al teorema

indicado es posible asegurar entonces que la ecuacion admite una dnica solucion.
Para encontrar dicha solucion, vectorizamos y obtenemos la ecuacion

(I® A+ A®I)vec(X) = vec(B)
cuya solucion es el vector
vee(X)=(12 -10010201211112).
Por lo tanto, la solucion de la ecuacion matricial original es
1 00
X —

SR
N O =
L
DO = = =
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1.4.4. Ecuacién de Sylvester.

Son ecuaciones del tipo
AX+ XB=C,

siendo A, B € K™, Lleva el nombre de James Joseph Sylvester (1814-1897) y se
la encuentra en problemas relacionados a la teoria de control. El ya mencionado
algoritmo de Bartels-Stewart es una de las herramientas més eficientes para resolver
este tipo de ecuaciones. La idea de dicho algoritmo es llevar a las matrices Ay B a su
forma de Schur mediante la aplicacion de un algoritmo QR . Un algoritmo tipo QR
estd basado precisamente en la factorizacion homonima, desarrollada en la década
del 50 por John G.F. Francis y Vera N. Kublanovskaya, de manera independiente.
Obtener la factorizacion QR de una matriz significa expresarla como producto de
una matriz ortogonal () por una matriz triangular superior R. Finalmente, se re-
suelve el sistema triangular resultante mediante sustitucion hacia atras.

Al igual que en el caso de las ecuaciones de Lyapunov, es posible vectorizar la
ecuacion matricial

AX+XB=C
para transformarla en el sistema lineal de ecuaciones
(I® A+ BY®1I)vec(X) = vec(C).

En cuanto a la existencia y unicidad de las soluciones, Horn & Johnson prueban
en [HJ2| el siguiente resultado.

Teorema 1.4. Dadas A, B € K™*™, la ecuacion AX + XB = C tiene una unica
solucion X € K™*™ para cada matriz B si y solo si la interseccion de los espectros
de A y —B es vacia.

Ejemplo 1.4.4. Consideremos las matrices

-1 -7 1 0 1 1 6 -3 —4
A= 0 4 O B=12 -1 1 C= 2 =2 4
-1 13 -3 2 =2 =2 -14 6 5

Como MN(A) = {—2,—-2,4} y A\(—B) = {—1,2,2}, sabemos que la ecuacidn admite
una unica solucién. Para resolver la ecuacion AX + X B = C vectorizamos:

(I® A+ BT ®1I)vec(X) = vec(C).
La solucion de este sistema lineal es
vec(X)=(2 -1 3 01 0 -1 2 5)

y por lo tanto la solucion de la ecuacion matricial es

2 0 -1
X=|-11 2
30 5
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1.4.5. Ecuacion de conmutatividad.

Dada una matriz A € K™, resolver la ecuacion de conmutatividad significa
hallar todas las matrices X € K™*™ que conmutan con A, esto es, resolver la
ecuacion matricial

AX - XA=0.

Vectorizando se obtiene el sistema lineal
(I®A— AT @ I)vec(X) = 0.

Se sabe que si el espectro de A es {A1, A\, , A} entonces todo autovalor de
la suma (I ® A+ —A" ®I) serd de la forma (\; + (—);)) para todo i y para todo j.
En particular g = 0 es un autovalor de orden de multiplicidad al menos m de dicha
suma. Luego

rango ([®A—AT®I) < m?,

por lo que el sistema lineal homogéneo obtenido a partir de la vectorizacién tiene
infinitas soluciones.

Ejemplo 1.4.5. Dada la matriz

10 1
A=111 -1
1 1 -2

resolvamos la ecuacion de conmutatividad para dicha eleccion de A. Vectorizando
se obtiene

(I®A— AT @ I)vec(X) =0,

stendo

o o0 1 -1 0 0 -1 0 O

1 0 -1 0 -1 0 0 -1 0

1 1 -3 0 0 -1 0 0 -1

o o o o o 1 -1 0 0

Z = o o o 1 0 -1 0 -1 0

o o0 0 1 1 -3 0 0 -1

-1 0 o0 1 o0 0 3 0 1

o -1 0 o 1 0o 1 3 -1

o 0 -1 0 0 1 1 1 0

la matriz del sistema. Ademds rango(Z) = 6. Resuelto el sistema se obtiene que
el espacio de soluciones estd dado por las matrices de la forma

Toz + T33 T23 0
2793 —To3 + X33 T3
T23 0 T33

A
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1.4.6. Ecuacién del tipo A XB; +---+ A, X B, = C.

Dadas las matrices A; € K™ B; € KP*Y para 1 < i < k, y C € K™ ge
buscan las matrices X € K™*? tales que

A XDBy + A XBy + -+ A X By, = C.

También en este caso se puede resolver aplicando el operador vec a ambos miembros,
pues de esta manera se consigue un sistema lineal equivalente

(BlT QA+ BT @A+ -+ BT ® Ak) vec(X) = vec(C).

Ejemplo 1.4.6. Sean las matrices dadas por

()0 (i (i | =6 —12
A@‘( i1 ) Bimlo g )rsish O=1y p )

Consideremos la ecuacion
A1 XB; + Ay X By + A3 X By + Ay X By + As X Bs = C.

Vectorizando resulta el sistema triangular

-3 0 0 0 T11 —6
55 70 0 0 xo1 | | 40
-5 0 -2 0 T12 - —12 ’

cuya solucion es x = (2,—1,1,0), que corresponde a la matriz

().

1.4.7. Ecuacion del tipo AX + BY =C.

Dadas las matrices A, B, C' € K™ ™ se quieren determinar matrices X e Y que
verifiquen la ecuacién matricial

AX +BY =C.

En este caso también se ha de vectorizar a ambos miembros de la ecuacién, obte-
niéndose la ecuacion

(I, ® A) vee(X) + (BT @ 1,,,) vec(Y) = vec(C)
que puede ser expresada en la forma matricial
vec(X)

[I,®A BT'®1I,) = vec(C).
vec(Y)
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Ejemplo 1.4.7. Sean

a=(33) (7 2)ee=(2)

Consideremos la ecuacion AX + BY = C. Al vectorizar encontramos la representa-
cion matricial

11

Z21
32 00/-1 0 1 o0 112 -3
24 00| 0 -1 0o 1]||™| [-1
00 32| 2 0 -3 0 - 5
00 -2 4, 0 2 0 -3 g —1

Y21

Y12

Y22

La matriz del sistema es una matriz de rango 4 por lo que se trata de un sistema
con infinitas soluciones:

5 1 1 1 1 11 1 1 3 3
-3 + Zyll - §y21 - 1?/12 - §y22 ] §y11 + 1921 + Zy12 - §y22
X =

)
9 1 3 1 3 7 1 3 3 9

y — (yn y12> _
Y21 Y22



2 RA1Z ENESIMA DE KRONECKER.

Segin afirman Rey Pastor y José Babini en su libro “Historia de la Matemdtica de la
antigiiedad a la actualidad” [RPBJ, los textos matemdticos mds antiguos disponibles
son la tablilla de barro Plimpton 322, proveniente de Babilonia, que fue escrita cerca
del 1800 a.C. y constituye las primeras manifestaciones de las matemdticas babilonicas.

El Papiro de Mosci es, junto con el Papiro de Ahmes, el mds importante documento
matemdtico del antiguo Egipto. El papiro de Ahmes, mds conocido como papiro

Rhind, es un documento de cardcter diddctico que contiene diversos problemas matemdticos.
Esta redactado en escritura hierdtica y mide unos seis metros de longitud por 85 cm de anchura.

Shulba Sutras son parte de los los textos mds antiguos de la India, compuestos entre los milenios
Il y I a.C. Su importancia se debe a que constituyen la inica referencia sobre los conocimientos
matemdticos de la India durante el periodo previo a la formacion de la religion hinduista.

Ya por entonces las raices cuadradas eran objeto de investigacion.

El Papiro de Ahmes muestra como los egipcios extraian raices cuadradas.

En la antigua India, un método para encontrar muy buenas aproximaciones

de las raices cuadradas de 2 y 3 aparece en el Baudhayana Sulba Sutra.

Aryabhata, en su tratado Aryabhatiya, dio un método para encontrar la raiz

cuadrada de nimeros con varios digitos y que fuera utilizado en Europa durante siglos.

Pietro Antonio Cataldi calculd en 1613 la raiz cuadrada aproximando por fracciones continuas.

Posteriormente, se fue ampliando la definicion de raiz cuadrada.
Asi se la define para nimeros reales negativos y no fue sino hasta 1777 cuando
Leonhard Euler simbolizo la raiz cuadrada de —1 con la letra 7.

Desde la antigiiedad el estudio de las raices enésimas de niimeros reales ha sido
un tema recurrente en las distintas culturas. Mas cerca nuestro, surge la necesidad
de calcular raices pero no ya de numeros, sino de matrices. Felix Gantmacher en
su libro sobre teorfa de matrices [EFG| hace un desarrollo muy completo sobre raices
enésimas de matrices con el producto habitual que lo convierte en uno de los textos
clasicos de lectura obligada. Numerosos especialistas siguieron sus pasos, entre los
més destacados se encuentra N. Higham, quien ha sumado interesantes trabajos en
ese sentido [HG, [HG1]. Contemporaneo, Ojeda da un paso méas al caracterizar las
raices cuadradas de una matriz con el producto de kronecker, y ha sido su trabajo el
que me ha motivado a seguir avanzando para intentar caracterizar las raices enésimas
de Kronecker de una matriz.

31
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2.1. EL CASO n = 2.

En el articulo [Ojeda, Ignacio. Kronecker square roots and the block vec matrix.
Amer. Math. Monthly 122 (2015), no. 1, 60-64] el autor establece condiciones nece-
sarias y suficientes bajo las cuales una matriz dada es el cuadrado de Kronecker de
otra matriz. Es claro que si A es un cuadrado de Kronecker de una matriz B € KP*9,
entonces A € KF*xe.

En los resultados presentados, desempena un papel fundamental cierta matriz
obtenida mediante un particular reordenamiento de sus elementos. Dicha matriz,
a la que Ojeda denomina matriz de vectorizacién en bloques, ya habia sido
empleada en 1993 por Pitsianis y Van Loan [PL] al optimizar |A — B ® C||¢ para
una matriz A dada. En este caso la solucion se obtiene considerando la matriz R(A),
que es precisamente la vectorizacion en bloques mencionada.

Definicion 2.1. Sea A € K™P*™ yna matriz con estructura en bloques, m X n
bloques A j € KP*1. Se llama vectorizacion en bloques correspondiente a dicha
particion de A a la matriz en K™"*P? dada por

ﬁ; VeC(A(Lj))T
Vec(pxq)(A) =1 . |, donde A; = :
A vee(Apm )"

Por ejemplo, si a la matriz

1 2 3 4 5 6
10 20 30 40 20 60
100 200 300 400 500 600
1000 2000 3000 4000 5000 6000

A:

la pensamos con una particiéon en bloques 4 X 2, se tiene que

1 10 100 1000 2 20 200 2000
vec®™P(A) = [3 30 300 3000 4 40 400 4000
5 50 500 5000 6 60 600 6000

Del mismo modo, si se trata de una particiéon en bloques 2 x 2, es

1 10 2 20
100 1000 200 2000
3 30 4 40
300 3000 400 4000
) 20 6 60
500 5000 600 6000

vec®?(A) =

Debemos destacar que nosotros denominamos a este reordenamiento vectorizacién
en bloques por columnas, para distinguirlo del que habremos de emplear, una
vectorizaciéon en bloques por filas.
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Si Be K™y (e KPP B®C es una matriz con estructura en bloques donde
paracada¢,jcon 0<i<m—1,0<j5<n-—1,
(B ® C)(z’]) == bZ]C c prq.

Ojeda, precisamente, analiza la vectorizacion en bloques por columna del pro-
ducto de Kronecker, y obtiene el siguiente resultado.

Lema 2.1. Sean B € K™*" y C' € KP*1. Entonces
vecP*)(B @ C') = vec(B) vec(C)7.

En particular
vec” (B @ C)'' = vec™ ™ (C @ B).

A partir del lema anterior, resulta evidente que vec?? (B ® C) es una matriz
de rango 1. El siguiente teorema establece la condicion necesaria y suficiente para
que una matriz dada sea el producto de Kronecker de otras dos:

Teorema 2.1. Sea A € K™*™ yna mairiz no nula. Entonces existen matrices
B € K™ y C € KP* tales que A = BRC si y solamente si rango(vec®*?(A)) = 1.

Asi por ejemplo, sea la matriz
1 220
A= <1 00 1) ’
y su correspondiente vectorizacion en bloques 2 x 2

1120
(2x2) —
vec' < (A) <2 00 1) :

Veamos que rango(vec®*?)(A)) = 2 y por lo tanto, segtin el teorema anterior, no
existen matrices B € K1*? y C' € K?*? tales que A = B® C.

Notemos que, habiendo caracterizado la vectorizacion en bloques por columna
de B®C, y contando con una condicién necesaria y suficiente que permite distinguir
aquellas matrices que pueden ser factorizadas como producto de Kronecker de otras
dos, resulta inminente resolver el problema analogo para el caso particular B = C,
es decir los resultados vinculados a los cuadrados de Kronecker:

Corolario 2.1.1. Sean A € K™ *"* y B € K™ matrices no nulas. Entonces
i) A= B® B si y solamente si vec!™ ™ (A) = vec(B) vec(B)T.
i) Si A= B ® B entonces vec™ ™ (A) es simétrica y tiene rango 1.

Ademas, se establecen condiciones necesarias y suficientes para que una matriz
2 2
en K™ *™ gsea un cuadrado de Kronecker:

Teorema 2.2. Sea A € C™ " y supongamos que vec™ M) (A) es simétrica y tiene
rango 1. Entonces
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i) Fziste una matriz B € C™" tal que A= B ® B.

ii) Si B y C son matrices en C™ ™ verificando A = B® B = C ® C entonces
C =+B.

iii) SiAeR"*" eiste B € R™" tal que A = B®B siy sdlo si Tr(vec™ ™ (A)) >
0.

Caracterizados los cuadrados de Kronecker, interesa saber qué propiedades con-
servan de la matriz base. Al respecto Ojeda demuestra el siguiente resultado que da
fin a un muy interesante trabajo.

Corolario 2.2.1. Sea A € K™*" no nula, A = B ® B para alguna matriz B.
Entonces:

i) A es simétrica si y solo si B es simétrica ¢ antisimétrica.
ii) A no es antisimétrica.
iii) A es hermitiana si y solo si B es hermitiana o antihermitiana.

iv) A es hermitiana y definida positiva si y solo si B es hermitiana y definida
positiva.

. .. . . . T ..
v) A es antihermitiana si y sdlo si €1 B es hermitiana.
vi) A es unitaria si y solo si B es unitaria.
vii) Si B es real, entonces A es real y ortogonal, si y solo si B es ortogonal.
viii) A es unitaria si y solo si B 6 iB es unitaria.

Tal como terminamos de ver, decidir si una matriz dada es o no un cuadrado de
Kronecker estd directamente relacionado a la estructura de la vectorizacién en blo-
ques por columna de dicha matriz. Nos proponemos establecer resultados similares
para una potencia mayor. Dada A € K" xa , se pretende determinar las condi-
ciones bajo las cuales es posible asegurar que existe C' € KP*9 tal que A = C®"+2)
Para ello vamos a definir nuestra matriz de vectorizaciéon en bloques por ﬁlas
VeCF[qu](A) que, al igual que para el caso cuadrado, es un reordenamiento de la
matriz A.

2.2. DEFINICION DE vecpP*4,

El propésito de esta seccion es definir la matriz de vectorizacién en bloques
por filas vecpP*4(A), que sera la herramienta fundamental para demostrar los re-
sultados méas importantes de este trabajo. La definiciéon de esta matriz se basa en la
construccion sucesiva de bloques, y de un ordenamiento adecuado de los mismos.

n+2

Sea n>0y A= (a;) €K * una matriz con estructura en p X q bloques

A= (A(imjo)) € MPXq(KanX(]nH) con A ) € Kp" T <™t

(40,50
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para 0 < iy <p, 0 < jp < q.
Cada uno de los bloques A, j,) tiene, a su vez, estructura en bloques
Afiggo) = (A(Giogo)(irin))) € Mipxg(KP"") con Agio,jo),(ir )y € KP™*7"

siendo 0 < 7; < p, 0 < j; < q. Continuando de esta manera, la matriz inicial resulta
con una estructura de (p x ¢)"** bloques en KP*? indexados por una sucesion de
pares ordenados

((iO;jO)a (ilajl)v ) (in7jn))a

y estos bloques son ordenados con el orden lexicografico. Esto es, dados (i, j), (7, )) €
N x N, definimos

1 <1,
(1)) < (i,)) <= { ©
=1y J <)

El proximo lema nos permite caracterizar el orden lexicografico de pares ordenados
de nimeros naturales utilizando el algoritmo de divisién entera.

Lema 2.2. Dados (i,7),(i,7) € Nx N, 0<j,j<gq, tenemos que
(i,)) < (4,)) = @i+ j < qi+].
Demostraciéon: Supongamos que (i, 7) < (2,7) y probemos que qi + j < gt + j. Si
1 <1, como 0 < 7,7 < q, tenemos
gitj<q+qg=qi+1)<q<q+)
entonces gt + 7 < qt+ 7. Sit =1y j < ) entonces
+i=q+7<q+]

Reciprocamente, suponemos ahora que qi + 7 < q7 + ) y queremos probar que 7 < &
6que i =12y j <) Sifuerai > 1, entonces i > 72+ 1y por lo tanto

Gi+j>ql+1)+j=q+j+q>qi+),
lo cual es absurdo. Si ¢ = 2 entonces j < j. En efecto, como
g+ <q+)=qi+),
resulta j < J. O

Ahora extendemos este orden lexicografico a sucesiones de pares ordenados, esto
es, dados (io,jo), (il,jl), (io,j{]), (ilajl) € N x N definimos

(0, Jo) < (G0, Jo),
((Z0, Jo), (11, 51)) < ((20,J0), (21, J1)) <= ©
(40, Jo) = (20, Jo) ¥ (i1, 41) < (i1, J1)-
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Si 0 < jo, 71,70, 1 < g, por el Lema [2.2 tenemos que

qio + Jo < Qo + Jo,
((i0, Jo), (i1, 71)) < ((20, Jo), (21, J1)) <= ¢ O
qio + Jo = qio + Jo Y qi1 + J1 < qiy + J1.

Aplicando nuevamente el Lema [2.2] a los pares

(qio + Jo, qir + 1), (qio + Jo, g21 + J1)

y observando que 0 < qi; + j1, g1 + 71 < pq, tenemos que

((30,J0), (i1, 71)) < ((20,J0)s (21, 1)) <= pa(qio+Jo) +qi1 + 51 < pa(qio+Jo) +qi1 + )1

De esta manera hemos definido un orden en el conjunto de indices de los bloques

{((iO:jO)a (ilyjl)v T >(in7jn))7 (isajs) € [O,p— 1] X [07(] - 1]70 <s< n}

La equivalencia establecida en el Lema nos permite indexar a los bloques me-
diante sucesiones

(Ko, -+, k)

donde ks = qis + js con 0 < kg < pq, y considerar en este nuevo conjunto de
sucesiones, el orden inducido, es decir:

~ ~

<k07"' 7k'n) < (k()a"' 7kn)
si y solo si

(pQ)" ko + (pq)" Yk 4 - - -+ (pQ) k1 + En < (pq)"ko + (pg)" Yy + - - - + (pq) k1 + k.

Definicién 2.2. Dada la matriz A = (a;;) € KP"7% | caracterizados los indices

y el ordenamiento de sus bloques, se construye la matriz de vectorizacion en bloques
por filas vecplP*4(A) € Kpa)" xpa,

VeCy (A())T
vecy PX4 (A) = .
VECg (A(pq)n+l 1 )T

en la cual cada una de las filas es la vectorizacion por filas de cada uno de los (pg)™*
bloques oblenidos y

Aa = A((io’jo)’(ilajl)f"7(inujn))
8100 = (pq)nk;g + (pq>n_1k1 +eet (pQ)kn—l + K, ) ks = qis + Js-

La siguiente propiedad de la vectorizacién en bloques surge directamente de la
definicion de dicha matriz.

Proposicion 2.1. Dadas A, B € KP"*1" con m > 2, vecpP*4(A) = vecpP*4(B) si
y solo si A = B.
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Se sabe que la existencia de raices cuadradas de Kronecker de una matriz
A € KP**7 esta directamente relacionada con la estructura de la matriz vec®*% (A).
Nos proponemos encontrar un resultado similar al obtenido por Ojeda para carac-
terizar las raices enésimas de Kronecker utilizando nuestra construccion vecy?*4(A).

Terminamos esta seccion con un ejemplo que muestra la diferencia entre la
vec?*9(A) utilizada por Ojeda y nuestra vecgP*4(A).

Ejemplo 2.2.1. Sea A € R?*? [q matriz

1012 3 4 1 2

5137 4 6 9 3

247 911 5 6 9

A 8 1 3 4 5 6 7 4

2354 1 3 9 7

1593 2 11 4 5

6 1 35 2 7 6 9

2034 9 0 6 12

Entonces

1 50 1 1 05 1
2 8 4 1 1 23 7
2 1 3 5 2 4 8 1
6 2 1 0 7 9 3 4
1 3 2 7 3 4 4 6
7 3 9 4 1 29 3
5 9 4 3 11 5 5 6
Vec(zxz)(A) = g i i é y VecF[QXQ](A) = g 2 I ;L
11 5 5 6 5 4 9 3
1 2 3 11 6 1 2 0
2 97 0 3 5 3 4
1 9 2 3 1 3 2 11
6 79 4 9 7 4 5
9 4 7 5 2 79 0
6 6 9 12 6 9 6 12

2.3. PROPIEDADES DE vecpP*4,

En esta seccion vamos a estudiar propiedades generales de la matriz vecp*4
que nos permitirdn demostrar resultados sobre la factorizacion de matrices como
productos, o potencias, de Kronecker.

Lema 2.3. §i M € KP""'x4""" y C' € KPX9, entonces
(a) vecpP*U(M ® C) = vecg(vecpP*4(M)) @ vecp(C)T;
(b) vecp?*4(C' @ M) = vecp(C) @ vecpP*4(M).
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Demostraciéon:

(a) Probaremos que para todo a, 8 tal que 0 < a < (pg)"™ y 0 < B < pq es

(VeCF[pXQ](M ® C>)a,6’ — (VeCF(VeCF[qu](M)) X VeCF(C’)T)aﬂ .

Calculemos el elemento (vecp”*9 (M ® C>)a5' La fila o de vecgP*4(M @ O
es la vectorizacion por filas del bloque (M @ C'),. Dicho bloque es

(M @ C)a = MigjoMiyjy -+ M5, C,

con a = (pq)"ko + (pq)" ki + -+ + kn, ¥ ks = qis + js para cada s. Por lo

tanto,
vecp((M ® C)q) = vecr (MiyjoMiyjy « - - My, 5, C)
= Mg joMiyjy * * * My, Vecr (C),
y entonces
(vece”* (M & ©)) 5 = MigjoMirjy - - Mg, veer (O) g
= MigjoMliygy * * * Minjn Ckls
con 8 =kq+1.

Ahora veamos quién es el elemento (vecy(vecpP*4(M)) ®VecF(C)T)aﬁ. Te-
niendo en cuenta el Lema [I.4] se tiene que

(VeCF(VeCF[qu](M)) ® VecF(C)T)aﬁ = (VeCF(VeCF[pXQ](M)»U (vecp(C)),s,

cona=1.i+ry = (pq)j+s. Esclaro que j =r =0, con lo cual
(vecF(VecF[pXQ](M)) ® vecp(C)") = vecp (vecp P (M)) o vecr () g

= vecg (vecg P (M) o e,

af

con = kq+1. A su vez, por el Lema tenemos que
vecy (vecg P* (M) = (vecy PV (M),
con a = (pq)u + v. Como
a = (pg)"ko + (p)" 'y + - + Ky
= (pa) ((pg)""ko + (p@)" k1 + -~ k1) + ki,
por la unicidad de la descomposicion pg—adica resulta que

u=(pg)" ko + (pg)" ki + -+ kn_1,
V= kn = q2n+]n7

y como la fila u de vecgP*? (M) es la vectorizacion por filas del bloque M,
vecg (vec P H(M))q = (vece P D(M))uy = migjomij, - - My,
Finalmente

(vecF(vecF[pxq] (M)) ® VecF(C’)T)

aB MigjoMingy =+« My jin Chil -
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(b) De manera similar, veamos que para todo «,( tal que 0 < a < (pg)"*'y
0< 8 <pqes

(VecF[pxq](C ® M))aﬁ = (vecp(C) ® VGCF[qu](M))aB .

La fila a de vecp?*4(C' ® M) es vecr ((C ® M),), y el bloque (C'® M), es
(C® M)y =cijM,,
con « = i(pq) + j. Luego
vecp((C'® M) o) = vecy(cijMy)g = ¢ij vecy (My)p.
De manera similar la fila a de (vecp(C) ® vecpP*4(1)) es exactamente
cij veer(M,),
con o = i(pq) + 7, y finalmente

(vecr(C) ® VecF[pX‘I](M)) = ¢, vecp (M) s

af

O
Del resultado anterior se deduce que nuestra vecy?*4 también se puede usar
para recuperar el Teorema demostrado por Ojeda en [O].

Teorema 2.3. Sean >0y A € KP" %" una matriz no nula. Entonces ezisten

matrices M € KP"" x4y ¢ e KP*9 tales que A = M ® C si y solamente si
rango(vecgP*4(A)) = 1.

Ademds, esta factorizacion es unica a menos de constantes, esto es, M @ C' =
M' ® C" siy solo si M = My C = \"1C" para algin X\ € K no nulo.

Demostraciéon: Si A = M ® C, por el lema anterior sabemos que
vecp PN (M @ C) = vecg (vecgP* (M) @ vecy(C)T

y por el Lema tenemos que rango(vecgP*4(A)) = 1.
Reciprocamente, si rango(vecpP*4(A)) = 1 entonces cada fila de vecpP*4(A) es
un miultiplo de vecp(A,) para algin «. Es decir,

Ao vecg (Aq)T o
vecp P9I (A) = = ® vecp(Aq)T.
Agym-1-1 vecr (Aa)" Apgym-1-1
Sea C' = A, v sea M € KP""*4""" tal que
vecg (vecp XU (M) = Ao -+ Apgym—11)" -
Entonces, el lema anterior nos dice que

VecF[”X‘I](A) = vecF[pxq](M ® ()
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y, por lo tanto, A = M ® C.
La unicidad de la factorizacion se deduce del hecho que si A = M ® C' entonces

{vecp(C)T} es una base del espacio vectorial de dimension 1 generado por las filas
de la matriz vecpP*4(A). O

Una pregunta natural es si una matriz A € KP"*9" se puede escribir como
producto de Kronecker de m matrices en KP*9. Es decir, nos preguntamos bajo qué
condiciones existen C1,Cy, -+, C,, € KP*? tales que A = C; ® ---C,,. El Teorema
nos permite deducir el siguiente resultado.

Teorema 2.4. Sea A € KP"*9" no nula. Si existen matrices Cy,...,C,, € KP*4
tales que A= C, @ Co ® - -- @ C,,, entonces rango(vecpP*4(A)) = 1.

Si bien rango(vecg”*¥(A)) = 1 es una condicién necesaria, el préximo ejemplo
muestra que esta no es una condicion suficiente.

Ejemplo 2.3.1. Sea A € R?*? [q siguiente matriz

2 0 4 0 6 0 8 0
0o -2 0 -4 0 -6 0 -8
-2 0 0 0 4 0 6 0
A o 2 0 0 0 —-40 -6
o 0 -2 0 8 0 4 0
o o0 o0 2 0 -8 0 —4
4 0 2 0 -2 0 0 0
0O -4 0 -2 0 2 0 0
Su matriz de vectorizacion en bloques es
2 00 =2
4 0 0 —4
-2 00 2
0 00 O
6 0 0 —6
8§ 00 -8
4 0 0 —4
- 6 00 —6
vecp 2 (A) = 0 00 ol
-2 00 2
4 00 —4
2 00 =2
8 0 0 =8
4 0 0 —4
-2 00 2
0 00 O
y rango(vecp?*2(A)) = 1. La demostracion del Teorema nos dice que
12 3 4
-1 0 2 3 2 0
A=BoC=1 4 1 4 2 ®<o —2)'

2 1 =120
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Como rango(vecy >4 (B)) = 4, sabemos que no es posible factorizar a B como pro-
ducto de Kronecker de dos matrices en K**2 y, por lo tanto, tampoco A es producto
de Kronecker de 3 de ellas.

Si bien como hemos indicado la reciproca del Teorema [2.4]no es cierta en general,
es facil deducir un algoritmo que nos permite resolver el problema de factorizar una
matriz A € KP"*4" como producto de Kronecker de m matrices en KP4,

Sea A € KP"*" con rango(vecyP*%(A)) = 1. Entonces
A=M®C.
Si rango(vecpP*94(M;)) = 1 entonces
My = My ® Cs.
Repitiendo el razonamiento anterior para cada My con 1 < k < m, resulta
My, = My41 ® Ciia

y por lo tanto
A=C,®- - -® (.

2.4. EXISTENCIA DE RAICES ENESIMAS DE KRONECKER.

En esta secciéon nos proponemos presentar condiciones necesarias y suficientes
para la existencia de raices enésimas de Kronecker.

El producto
veep(C)® ) @ vecp(C)"

es una matriz en K®0"" P2 con propiedades muy interesantes. La siguiente propo-
sicion nos indica como podemos caracterizar al elemento ubicado en el lugar («a, 3)
de este producto de Kronecker. Después veremos que este producto de Kronecker
es, precisamente, la matriz de vectorizaciéon en bloques por filas de la potencia de
Kronecker C®(+2),

Proposicion 2.2. Dada C € KP*9 se tiene que

(VecF(C)®(”+1) ® vecF(C’)T) .= vecg(C);, - - - veep(C);, veer(C)g

con a =1ig(pq)"™ + i1(pq)" ' + - +in_1(pq) + in la representacion pq-ddica de .

Demostraciéon: Probaremos el resultado por induccion.

1) Sin =0, vecp(C) € KP?! y usando el Lema [1.4] tenemos que

vecp(C) @ vecp(C)) = (vecr(C)),; veep(C)"
aB ki
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donde o = 1.i + k' y f = (pq)j + [ resultan de dividir « por 1y § por pq. Es
claro entonces que k = 0, y por lo tanto ¢ = «, y como 0 < § < pgq, tenemos
que 7 =0y [ = . Luego,

(vecF(C’) ® VeCF(C’)T> = (vecr(C)) 40 (veCF(C’)T> = vecy(C')q vecp(C)g,

08

of
_ 0
y a = a(pg)’.

Suponemos que vale para n + 1 = k, esto es,

(VecF(C)®k ® VecF(C’)T) = vecy(C);, - - - vecp (C);, vecy(C)p.

af

con a = i1(pq)* L +iy(pg)* 2+ - +ir_1(pq) +ix, y queremos probar que vale
paran + 1 =k + 1. Sabemos que

(VecF(C’)®(k+1) ® vecF(C’)T> » = (VeCF(C) ® (VGCF(C)®k ® VeCF(C)T)>a5

= (vecp(C)) (vecF(C)®k ® VecF(C’)T)

0] L)
0J jOl

donde, por el Lema a = (pq)fig+ joy B = (pg)j + 1. Como 0 < 3 < pq,

tenemos que [ = [y j = 0. Por hipoétesis de induccion se sabe que

(VeCF(C)®k ® vecF(C)T> T vecp(C);, - - - veep(C);,, veer(C) g
Jo
con
do = i1(pg)* "t +i2(pg)* T + -+ ixa(pg) + ik,
y a su vez

o = ZO(pq)k + jOa

de donde resulta

<V€CF(C)®(k+1) ® VecF(C)T> = vecy(C);, - - - vecp (C);, veer(C)p.

con
a =ig(pg)* +i1(pq)* " + i2(pg)* T + -+ - + iy_1(pq) + ix,

que es lo que se queria demostrar.

Proposicion 2.3. 51 C' € KP*? entonces

veCF[pxq](C@("H)) = VeCF(C)®(n+1) ® VeCF(C)T'
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Demostracién: Sin =0, el Lema [2.3|a) nos dice que
vecg P (C%?) = vecp(vecp?*9(C)) @ vecp(C)T

y el resultado esperado se obtiene pues vecy (vecy?*4(C)) = vecp(C).
Suponiendo que el resultado vale para n = k lo vamos a demostrar paran = k+1.
Utilizando el Lema [2.3(b) y la hipotesis inductiva tenemos que

vecp P*(CPH*3)) = vecp(C) @ vecpP*9(C®H+2)
= vecp(C) ® vecp(C)¥F ) @ vecp(C)”
= vecy(C)?*H2) @ vecF(C)T.

O

. . . . . m m
El resultado siguiente nos permite mostrar que si una matriz A € CP" *9", con
m > 2, admite raiz m-ésima de Kronecker, entonces admite exactamente m raices
distintas.

Corolario 2.4.1. Sean C,D € CP*? no nulas tales que C®™ = D®™ con m > 2.
Entonces D = wC con w € C tal que w™ = 1.

Demostracién: Si C®" = D®™ entonces vecp?*4(C®™) = vecpP*4(D®™) siendo
ambas de rango 1. Por la proposicion anterior

vecp(C)2 D @ vecp(C)' = vecy(D)®™ Y @ vecp(D)”,
y por lo tanto vecp(D) = wvecp(C) para algin w € C, con w™ = 1. O

Recordemos que el objetivo planteado al comienzo de este capitulo es reconocer,
de entre todas las matrices en KP"*9" con m > 2, a aquellas que son potencia
de Kronecker de alguna matriz en KP*9. En ese sentido los resultados que hemos
obtenido hasta ahora cobran gran relevancia, ya que permiten caracterizar la matriz
de vectorizacion en bloques por filas de una potencia de Kronecker. El siguiente teo-
rema, precisamente, nos dice cuales son esas caracteristicas distintivas y facilmente
visibles de la matriz vecF[qu](A) y que, al ser observadas, permiten asegurar que A
es una potencia de Kronecker.

Teorema 2.5. 51 C' € KP*? es una matriz no nula y m > 2, entonces la matriz en
bloques
VeCF[pXQ](C@m) = [B(%o)] c M(pq)m72X1(ququ)

satisface las siquientes propiedades:
i) rango(vecpP*4(C®M)) = 1;
i) cada bloque B, o) es simétrico y de rango menor o igual a 1;

ii) st m >3, para cada k tal que 0 < k < pq es

m

(B(B,O)>kk = Gy
conk=1iq+jyB="k(pg)" >+ -+ k(pqg) + k;
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w) si m > 3, existe k y [ como en el inciso anterior tal que (B 7# 0y
By0) = M Bs0) con
(vecr (C)22)),, (B (k, =) %),

M= (eer (O )5~ (B, )2

Demostracion:
i) Se deduce inmediatamente de la Proposicion pues

veep P (C®™) = vecp(C)2™ Y @ vecp(C)”.

ii) Como vecpP*4(C®™) = vecp(C)2"1) @ vecp(C)”, se tiene que
vecg P*(CP™) = vecp (C)*M? @ (vecp(C) @ vecp(C)").
Luego cada bloque es
By = (vee(€)202), (veer (C) @ veer (C)7),
y por lo tanto, es simétrico y nulo o de rango 1.

iii) La fila k del bloque Bg es la vectorizacion por filas del bloque (C®™), con
a = B(pq) + k. Luego, como k =iq + 7,
(Bg,0))ie = vecr((C¥™)a)k = ((CF™)a)ij-
Por otro lado,
a=B(pq) +k=k(pg)" 7+ +k(pg) + &
entonces
(CMa)iy = (cfj~'C),; = cij-

iv) Como C # 0, existe i, j tal que ¢;; # 0, y por el inciso anterior, (Bs,0))kr 7 0
para k = iqg+j vy B = k(pg)™ 3 + -+ k(pq) + k. Ya que vecpP*9(C®™) =
veep(C) 201 @ vecp(C)”, entonces cada bloque By 0) €s

Bi,0) = (vecg(C)®m=2), (vecF(C) ® VecF(C)T) :
En particular,
Bgo) = (VecF(C)®(m_2))5 (VecF(C) ® VecF(C)T>

y, por lo tanto,
(VeCF(C)®(m_2))vB
(vecp(C)®m=2))4 (8,0)-

Por tltimo, como Bg)(k,0) es una fila no nula de vecp®*4(C®™), que a su

B0 =

vez es de rango 1 e igual a vecp(C)®™ 1 ® vecp(C)", entonces el subespacio

generado por las filas de vecp”*?(C®™) admite como base a {B(s,0)(k,0)} v a

{vecp(C)}. Entonces vecp(C') = uBg,0)(k,0) para algin p # 0, y por lo tanto
(veep(C)*" ), (Biaoy(k, =)*" ),

(vecy(C)®m=2)4 ((B(5,0)) )™
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O

Como ya hemos demostrado, si C' es una matriz no nula, entonces vecy P4 (C®™),

para m > 2, es una matriz de rango 1, con una estructura en bloques simétricos,

también de rango 1. Nos preguntamos céomo se reflejan estas caracteriticas en su
descomposicion en valores singulares y en la traza de las matrices involucradas.

Corolario 2.5.1. Sea A = O™ ¢ KP"*4" con C € KP*9. La descomposicion en
valores singulares de vecpP*4(A) es

vecpP*4(A) = p®0m—1) HAHFUT
vecg(C)

stendo v =
[[vece(C)]],

Demostraciéon: Por la demostraciéon del Teorema se sabe que cada bloque
By 0) en la matriz vecp*4(A) es

By = (veer(C) 22, (veer (C) @ veer (C)7).

_vecp(C)

Entonces, si v =
[veer (O],

tenemos que

Biooy = (veer(C)*™ ) | veer(O)2 (v )

®(m—2)
vecg (C m T
_ <| ( )H > HvecF(C)H2 (v@v)

| vecF

= [[veer (O]l @*72); (v @07,

Luego,
VecF[pX‘I](A) = || vecg (C Hm 2m=2) @ v @ v’

y, por la Proposicion M ||AHF = HC’HFm = H vecg(C ||2 . Por lo tanto,

VecF[pXQ](A) = p®m=1) HAHFUT

Corolario 2.5.2. §5i C € RP*Y es una matriz no nula, los blogues de la matriz
veer”(C™) = [B(, )] € Mgyn-a (RP7)
satisfacen las siguientes propiedades:
i) si (Bao))ke # 0 entonces

a) (3(570));%, >0 < Tl"(B( )) > 0;

(pg)™2-1 HB i) ” L
b Tr(B 2 B k. j ;
)2, TBoo) = <<B<ﬁ,o>>kk>ml<§ 6ol >)

(pg)™~

m—2_1 p—1 g1 m—2
i) Z Tr(B(%O)):HOHi( cz-j) .

=0 i=0 j=0
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Demostraciéon:

i) Ya que By es simétrica y de rango 1, la Proposicion nos dice que

1
Bo) = 5~ Buolk —) @ Beok, -7,
(B(5,0) ik
luego su traza es
Tr(Bs0) = | ‘2-

(B(ﬁ,()))kk

Ademés, como
(Bg o) (k, =)m=2)

((Bg.0)) )™

By0) = B30,

entonces )
(Biaoy(k, )*" ), || Bao (k|

((Bg.0)) )™ (B(.0))
Sumando las trazas de todos los bloques:

Tr(B0) =

(pg)"2-1 HB(B o (k _)HQ (pg)" -1 o)
Tr (B(y0) = — (Bg.o)(k, —)*m=)
; ( (v 0)) ((B(/B:O))]gk)mil ; (8,0) v

Probemos por induccién que para todo n > 0 se verifica
(pg)"—1 pg—1 n
> (Buolk, =)y = (Z B(,@,O)(k,j)) :
v=0 j=0

Si n = 0 la igualdad se verifica. Supongamos que la igualdad se verifica para
n y probémosla para n + 1. Si v = ko(pq)" + - - - + kn_1(pq) + kn, se sabe que

(Bg,oy(k, =)*")y = Bg,oy(k, ko) (Bs,oy (k, —)*")s

con 6 = ki(pg)" '+ -+ + kn_1(pq) + ky. Luego

(pg)" -1 pg—1 (pg)™—1
> (Bolk,—)PrH0), = Ba oy (k. ko) (Biaoy(k, —)®") 5
v=0 ko=0 =0
pg—1 (pq)"—1
= B (k, j) (Bg,o)(k, —)%")s
§=0 6=0
pg—1 n+1
_ (z Bw,o)(k,j))
=0
Finalmente

(pg)™*~1 B (/{7 _) 2 /pg—1 m—2
Z Tr (B(%O)> = ‘(‘(B(ZOS)) )mﬂf <Z B(,@,O)(kvj>> .
’ kk
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ii) Como
Biy) = (veer(C) "2, veep(C) © veer (€)'
entonces
pq—1
Tr(Bg,0)) = (vecp(C)®m=2), Z <vecF(C’) ® vecF(C’)T> B
j=0 29

= (VeCF(C)®(m_2))7HCH§.

Sumando las trazas de todos los bloques:

(pg)™2—1 (pg)™2—1
Z Tr HC’H2 Z (vecF(C’)®m_2)7.
v=0

Probemos por induccién que para todo n > 0 se verifica

(pg)"—1 p—1 g—1
Z (vecy(C)®" ( ch]> :

v=0 i=0 j=0

Si n = 0 la igualdad se verifica. Supongamos que la igualdad se verifica para
n y probémosla para n + 1. Si v = ko(pq)™ + - - - + kn_1(pq) + k,, se sabe que

(vecp(C)2M ), = vecp (O, (veer(C)®")5

con 6 = ky(pg)" ' + -+ + k,_1(pq) + k. Luego

(pg)"T1-1 pg—1 (pg)"—1
(vecp(C)PMHD) Z Z vecg(C), (vecr(C)®™) s
=0 ko=0 6=
pg—1 (pg)"—1
= ZvecF(C’)s Z (veer(C)®™)
s=0 6=0
p—1 g—1 n+tl
i=0 j=0
Finalmente
(pg)™2-1 (pg)™2-1
Y T(Buo) =|ICl2 D (veer(C)®),
v=0 v=0

O

El Teorema [2.5] describe con claridad la estructura de la matriz de vectorizacion
en bloques por filas de una potencia de Kronecker. Ello representa una herramienta
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de gran utilidad para reconocer a aquellas matrices que son una potencia de Kro-
m m

necker. Nos proponemos ahora dar un paso mas: dada una matriz A € CP"*7" con
m > 2, el Teorema 2.5y el Teorema [2.6| establecen las condiciones necesarias y sufi-
cientes que debe verificar su vectorizacion para que A sea una potencia de Kronecker
y, en caso de que lo sea, nos dice quién es esa matriz C' base de la potencia.

Teorema 2.6. Sea A € C*""**""* no nula con
VeCF[pxq]<A) = [B(y,0)] € Mpgynx1(CP*)
con estructura en bloques. Supongamos que

(i) todos los bloques B,y son simétricos y nulos o de rango 1;

(it) sin > 0, existe k con 0 < k < pq tal que (Bg,o))ee €s no nulo, con f =

k(pg)" '+ -+ k(pq) + k, y para todo v con 0 <~ < (pq)", B(y.0) = \Bs0)
(B,o)(k, —)")y
((B(B,O))k;k)n .

Entonces A = C®"2) y la matriz C € CP*9 estd definida por

para A\, =

x sin =0y B, = za’;

_ 1
vecr (C') = 7 Bpoy(k,—) sin>0.
((Be.o)wr) ™

Demostraciéon: El resultado es cierto si n = 0 pues
VecF[pXQ](A) = Boo) = zxt

por ser una matriz simétrica de rango 1, ver Proposicion Veamos que también
vale si n > 0. Vamos a demostrar que para todo 4, j tal que 0 < i < (pg)"™* — 1,
0 < j < pgq, se verifica

(vecp P9 A));; = (VeCF[qu](C(g(nJFQ)))H .

v

Por la Proposicion sii=to(pg)” +t1(pq)" "t + - + tn_1(pq) + tn,
(VecF[pXQ}(CQ?("”)))M = vecp(C')y, veep(C)y, - - - vecp(C)y, vecr(C);,

y como por hipotesis C' es tal que

1
vecy (C) = =7 B30y (k, =),
((Boyk) "
entonces
n+2

1 .

vecy P9 (C®("+2))ij = T Bgo)(k;to) - Bgoy(k; tn) Bis,o)(k, J)
((Boywk) "

1 .
= (Bomm)™ Bso)(k,to) - Bgoy(k, tn) B (k, j)
(6,0) kk
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Consideremos ahora (vecpP*4(A));;. Este elemento se ubica en la fila s de algiin
bloque B,y con 0 < v < (pq)" y 0 < s < pq, verificando ¢ = vy(pg) + s. De manera
que

(vec”*9(A))i; = B(y.0)(s, 4)-

Ya que i = y(pq) + s, por la unicidad de la descomposicion pg-adica se tiene que

v =to(pg)" "t +t1(p)" 2 + - + ta_a(pq) + ta_1,
s =ty.

Por hipotesis se sabe que todos los bloques By, ) son simétricos, nulos 6 de rango
1. Como Bg, es no nulo con (Bg0))kr 7 0, la Proposicion implica que

1
By = ————Bo)(k, =) @ By (k, )"
(B(570))kk
Ademas
(Bgoy(k, —)®"),
B ,0) — : Bﬂ,07
O (Beo)t

y por lo tanto

(B0 (k, —)®")
((B(ﬁ,o))kk)n

B(%O) = 7 B(B,O)(ka —) ® B(ﬁ,o)(k’, —)T-

Luego

(vecp P9 (A))i; = By,0)(s,5) = By,0)(tn, §)

_\®n
B (ﬁ%?;(fikk;w% (Bisoy (k=) @ Biaoy(k, =)") (tas )

: B B }
(8,0) ) kk
lo cual termina la demostracién.

Ejemplo 2.4.1. Sea A € R2'*2" tal que

Su matriz de vectorizacion en bloques vecg2*2(A) € R¥*4, con estructura en bloques
VGCF[2X2} (A) = [B(%())] - M16X1(R4X4)
tiene todos los bloques simétricos, nulos ¢ de rango 1, siendo:

» By0) = 0 para todo y # 10;
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» el unico bloque no nulo es

00 0 O
00 0 O
Baoo =10 0 -1 0
00 0 O
Si ezistiera C' € R?>*? tal que A = C®*, entonces
1 1
vecp (C) = ————5Bnon(3,—) = 4—(0 0 —10).
((Bog))as) (—1)°
(10,0) )22

Luego A no es la potencia cuarta de Kronecker de una matriz en R?>*2, pero si es la
potencia cuarta de la matriz

(J:<9ﬂ O)e@“?
e+ 0

Sobre el resultado demostrado en el Teorema cabe destacar que ademéas
de brindar una caracterizacion de las matrices A € CP"*?" que son potencias de
Kronecker de una matriz dada, dice como recuperar, a partir de vecF[qu](A), la
matriz C € CP* tal que A = C®™. El Corolario 2.5.2 nos permite establecer un
resultado del mismo tenor para el caso real.

Corolario 2.6.1. Dada A € RP"7*7""* no nula satisfaciendo todas las hipdtesis del

Teorema entonces si n es impar o sin es par y Tr Bggy > 0, eziste C' € RP*?
tal que A = C®+2)

Los resultados obtenidos hasta aqui constituyen herramientas fundamentales pa-
ra resolver los problemas de aplicacion que presentaremos en el Capitulo [4. Por un
lado, nos proponemos conseguir una técnica que nos permita determinar cudndo un
grafo H dado es un grafo de Kronecker y, a su vez, hallar el grafo G tal que H = G%*,
Por otro lado, nos interesa la resolucién de cierto tipo de ecuaciones matriciales que
involucran potencias de Kronecker.



3 PROBLEMAS DE PROCRUSTO.

El nombre que evoca a “Procrustes”, “Procusto”, “Damas” o “Polipémon” es un personaje

de la mitologia griega que forma parte de la historia de Teseo.

Procusto era el apodo de un mitico propietario de una posada en Eleusis, famosa ciudad de la
antigua Grecia, donde se celebraban misteriosos ritos de las diosas Deméter y Perséfone.

Era hijo de Poseiddn, el dios de los mares, y se le atribuia gran fuerza y estatura descomunal.

Su nombre de pila era Damastes, apodado Procusto “el estirador”, por su manera de ofrecer
hospitalidad a todos los parroquianos que se hospedaban en su posada.

Una vez alli el visitante, lo invitaba a descansar en una cama de hierro donde,

mientras el viajero dormia, era amordazado y atado a los cuatro vértices del lecho.

De esta manera, si la victima era alta y la cama resultaba pequenia, cortaba las partes del cuerpo
que quedaban fuera de ella: los pies y las manos o la cabeza. Caso contrario descoyuntaba al
huésped hasta estirarlo para que su estatura coincidiera con la longitud de la cama.

Otros estudiosos afirman que en realidad se las ingeniaba para que nadie coincida con el tamano
de la cama y que todo aquel que lo visitara fuera victima de mutilacion y tortura.

Procusto termind su vida de la misma manera que sus victimas. Teseo, a quien también se
indicaba como hijo de Poseidon, fue quien termind con el terror de Procusto.

El camino de Atenas fue un sendero de gloria para Teseo, y en dicho trayecto Teseo

se cruzd con Procusto, quien intentd colocar a Teseo en el artilugio. El héroe lo vencid,
sometiéndolo a la misma tortura que tantas veces él habia propinado.

Una vez mds la Ley del Talion aparece como moraleja.

Mito o no, Procusto permanece en la tradicion popular como una representacion de todos aquellos
que siempre acomodan la realidad a sus propios intereses o a su puntos de vista.
De gran vigencia, el sindrome de Procusto hace referencia a la intolerancia a las diferencias.

En matematica se llama Problemas de Procusto a la clase de todos los pro-
blemas de la forma
min HAX - BH?
s.a (3.1)
X ePp,

donde A, B € R™"™ y P es un subconjunto de K"*".

Si P es el subespacio de matrices simétricas, dicho problema es conocido como
el problema simétrico de Procrusto, y es el que ha dado nombre a toda esta clase
de problemas, pues aparece muy frecuentemente en problemas de elasticidad, siendo
precisamente su solucién la matriz de deformacion de una estructura elastica. Dicho
problema fue resuelto por Higham en 1988 [HG1].

Este problema ha sido resuelto para otras posibles elecciones de P. En |ER] se
consideran matrices simétricas y definidas positivas. Van Loan y Pitsianis [PL| han

ol
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resuelto una variante empleando productos de Kronecker en lugar del producto ha-
bitual de matrices, empleando una matriz similar a la matriz vec®*9 definida por

Ojeda [O].

Nos proponemos en esta seccion resolver dos problemas de Procusto. El primero
de ellos involucra sumas de Kronecker y su resoluciéon lo convierte en un interesante
problema de optimizacion. En el segundo resolveremos el Problema de Procusto para
potencias de Kronecker.

3.1. PROBLEMA DE PROCRUSTO Y SUMAS DE KRONECKER.

En esta seccion vamos a considerar el siguiente problema de Procrusto: dada una
. 2 2 « . .
matriz M € R™ *™ | queremos hallar X € R™*"™ que minimice la norma, esto es,

min |M — (X" & X)|2. (3.2)

Veamos que, sin pérdida de generalidad, podemos asumir que M es una matriz
simétrica. Recordemos que para todo par de matrices S, K tal que S = ST y K =
— K7, es

2 2 2
15+ K[ = IS]%+ 11
Ademés, M es puede escribir como suma de una matriz simétrica més una antisi-
métrica, esto es, M = M+ + M~ con

M+ M M—M"
-— e

M-I—
Entonces los problemas de optimizacion
min”M—(XT@X)”i y minH]\PL—(XTEBX)HfT
son equivalentes.
La solucion de este problema fue desarrollada en [E].

Suponemos M € M., (R™") con una estructura en bloques M, jy para 0 <
1,J < n, e introducimos la siguiente definicion:

Definicién 3.1. Se llama matriz de conmutacion a la matriz K®?D € My, (R7*P)
definida por

1 si(s,t)=1(4,7)
Pa) Y — ’ ;7
<K (W))St { 0 en caso contrario.

De la definiciéon, es claro que so6lo un elemento en cada fila y cada columna de
K®9) es igual a 1, siendo nulos los demés. Una matriz de conmutacion K ®9 puede
ser descripta diciendo que en cada bloque K(pq)(ivj) el elemento ji es igual a 1 y los
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demas son 0. Por ejemplo las matrices K2 y K2 son las siguientes

1 0 0 0
0 0 1 0 X 0
62 _ 1 00 0| g 0 L
0 0 1 0 N .
0 0 1 0 0 0 00 01
0 0 0 0 0 1

Lema 3.1. Las matrices de conmutacion verifican las siguientes propiedades:

1. Kro) — ganT

2 K@) [lap) — Loy
3 K@) — g0p) — L,
Ademds que st A € KP*? y B € K", entonces

A®B=K®" (B® A)K®?,

Queremos encontrar una expresion més amigable de la funcion a optimizar; para
ello demostraremos el siguiente resultado.

. e, 2,2 . L.
Proposicion 3.1. Sea M € R ™™ wuna matriz simétrica. Entonces:

nlnl
01 = (X7 & X) 2 =212~ 23 3™ (o T (Quy) — o) + 2(Y

=0 ]=0
para Q = M + PMP con P = K",
Demostracion: Si A € RP*? sabemos que ||AH2 Tr(AT A). Entonces
M- (X" X)|P=||M - (X"ToTI+IxX)|?

2

1 1
:H§M—XT®I+§M—I®X

F
2

1
:HEM—XT@M

2 1
+H§M—]®X

F

1 1
+2Tr ((§M -X'® I)T(iM —1 ®X)) .
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Si P = K™ tenemos que P” = Py que P(X ® I)P = I ® X. Entonces

2

|0 — (XTEBX)H;‘;_H%M—XT@I +
F

H%M _P(X®I)P

F
1 1
+2Tr <(§M -X'® I)T(§M ~P(X® I)P))
1 2
:HéM - XTI

2
1
+ HP(§PMP ~X®I)P

F F

1 1
+2Tr <(§M -X"® [)T(§M ~P(X® I)P))
1 2 2
:H—M—XT®[ +
2 F

+2Tr ((%M -XT'® I)T(%M ~-P(X® I)P)) 7

'BM—X@[

F

para M = PMP. Desarrollemos cada uno de los términos en la dltima expresion.
El primer término se puede expresar de la siguiente manera:

1 2 n—1 n—1 n—1 n—1 1
HﬁM—XT@@I M (X" @Dy =)D |I5Map —zid||
F j=0 i=0

F j=0 i=0
y cada uno de los sumandos es:

1
5> Mg =il

2 1 1
H 5 =Tr ((_M(i,j) — mji])T<§M(i,j) - l’jz‘”)

F 2

1 1 1
:Z Tr (MT(Z‘J)M(Z‘J)) — §Ijz‘ Tr (M(j;j)) - §sz’ Tr (M(z,])) + ZL’jZ’2 TI‘(I)

1
=7 1M [If = 25 Tr (M) + nai®.

Por lo tanto,

n—1 n—1 1
H M-X"® I - Z (4HM(ZJ)H12? — xy Tr (M( )) _HmﬂQ)
0 1
Jln— n—1 n—1 n—1
U [ M 5) H2 (i Tt (M) — naji®)
7=0 =0 7=0 =0

) —1n-1 n—1n—1
H M-Xol ZZ il =SS y Te(W ) — ).
=0 =0 7=0 =0
Como P
1M |7 = (M]3
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y
n—1 n—1 A
= [[PMPI; =]
§=0 i=0
tenemos que
1 2 n—1 n—1
‘ S x| = Al e ) - ),
F 7=0 =0
1 . 2 1 n—1 n—1
’§M - X® [' = ﬂMHi DY (@i Tr(Mey) — nay®).
F j=0 i=0

El tercer término se expresa de la siguiente manera:

Tr((%M - (XT® I))T(%M —~ P(X®I)P))

LM~ 5T (MTP(X © 1))~ T (X7 © 1)7 M)
ST (X @ DP(X © 1)P).

Entonces
n—1
Tr (X" @D)"M)) =Tr (X @ )M)) =Y Te((X @ )M)(;;)
7=0
-1 n—1
:ZTr < (X®I)(31)M(w))
§=0 i=0
n—1 n—1 n—1 n—1
- ZTr ( (il ) Mg J)) = ji Tr(M j))
§=0 i=0 J=0 =0
Ademés

Tr(M"P(X ® I)P) =Tr (P (PM"P(X ® 1)) P)
= Tr (PMTP(X ® 1)) = Tr (MT(X ® 1))

=Tr ((XT®[)M> = '_ ‘_ Tij TI‘(M(Z"]-))
y
Tr(X@DP(X@DHP)=Tr (X1 X))=Tr(X®X))="Tr(X).
Luego,

Tr((%M - (XT® I))T(%M —P(X®I)P))

nln n—1 n—1
1

1
= ‘HMH2— ‘Z 25 Tr (M) = 5 D v (M) + Tr(X)?.

=0 j=0 =0 7=0
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De manera que

1
M- (X" e X)|2 :ZHMHi - (0 Tr(M 5)) — nay®)
=0 =0
1 ’ n—1 n—1 .
+ZHMHi_Z (i Tr(Mi ) — nai;”)
§=0 i=0
1 n—1 n—1
+5 | M2 - (25 Tr(Mz)) — 2 Te(M5))) + 2 Tr(X)?
=0 5=0
n—1 n—lJ
=||M]fz -2 (@5 Tr(Mg) + i Tr(M 5) — nay;”)
=0 5=0
n—1 !
1=0

Finalmente, como M es simétrica, si Q = M + PM P, tenemos que

|
_
—

n—1 n—1

(i Te(Mi ) + 25 Te(Ma) = > > aji(Te(Ms) + Tr(M))

=0 i=0 j=0

n n—

I
o
Q

Asi, el problema (3.2)) queda expresado en términos de los z;; como sigue:

n—1 n—1
min ( |M|[% - QZZ (25 Tr(Qigy) — naij?) + 2 Zwu ) . (3.3)

=0 j=0
El siguiente teorema caracteriza sus soluciones:

Teorema 3.1. Para cada malriz simétrica M € R"QX"Q, la dnica solucion del pro-
blema (3.3) estd dada por la matriz X € R™™ definida por:

Tr(Q.)) o

A T 17
(X)i =

nTr(Q ) — Tr(M) i

2n2 ’

para Q = M + PMP con P = K™,

Demostracion: Se trata de minimizar la funcion ¢ : R* — R dada por

[y
[y

n—

gp(a:ll,:clg,...,xm) = HMHf_— 2 .’L’U TI‘ z])) —nxijz) +2(Zl‘“)2
=0 ]

n—

<.
Il
o
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La condicion necesaria para este problema es

0
5 2~ dnzy — 2Te(Qq) =0, sii# 7,
Tii

a(pj n—1 (34)

fu = i = 2Tr(Qun) + 4§xkk =0, sii=j.
Luego, para i # j es

_ (@)
Y= 2n
Para ¢ = j, veamos que sumando para ¢ =0,...,n — 1 tenemos
n—1 -1
0= = Z dnx; — 2 Tr( Q(Z i) + 4Za:kk

Il
o

i

n—1
247121’” (Q(”) +4nzxm7
1=0

=0

,_.

por lo tanto,
n—1
i=0

y entonces

”Z‘l 2Tr(Q)  Tr(M)+Tr(M) Tr(M)
— 8n an 2n
Reemplazando (3.5)) en (3.4)) resulta que, para cada i =0,...,n— 1,
Tr(M)

dnxy; — 2Tr(Quyy) +4 =0,
nw Qi) + 5

y por lo tanto,
nTr(Qy) — Tr(M)
2n? ’

Las derivadas parciales segundas de la funcion ¢ son:

Tig =

toatt
O0x;;? =4t
y sii# j,
82 2
L s B
&Uif Gmii&cjj
y
0%

8xij8xst
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si (s,t) # (7, 7). Debe tenerse en cuenta que los x;;, que son las variables del proble-
ma, fueron ordenados en el orden de los elementos de vecy (X). La matriz Hessiana
H = (hy;) tiene la siguiente estructura, para 0 <1i,j < n? i # j,

. dn+4 sii=q(n+1),0<q<n,
“ 4dn en caso contrario,

o4 sti=ant1),j=dn+1).q#4,
“ 0 en caso contrario.

Veamos que H es definida positiva analizando el signo de los menores principales de
dicha matriz. Sea [M}] el menor principal de orden k + 1 para 0 < k < n? y sea ¢
con 0 <t<n. Sig(l+n)<k<(¢g+1)(n+1), entonces

[My] = 4" (n+q + 1)n,

que es siempre positivo ya que n y g+ 1 son valores naturales. Luego el Hessiano es
definido positivo y X es un minimizador de (3.3). O

Como ya se indicara, la matriz de adyacencia del producto cartesiano de dos
grafos G y H es la suma de Kronecker de las matrices de adyacencia de Gy H, es
decir,

A(GoH) = A(G) ® A(H).

Entonces, si M es una matriz simétrica de 0 y 1, resolver el problema de Procrusto
ml'nHM — (AG)® A(G))Hi

puede ser 1til para recuperar la matriz de adyacencia y por lo tanto el grafo G.

3.2. PROBLEMA DE PROCRUSTO Y POTENCIAS DE KRONECKER.

n—+2 an+2

Sean>0y M e K? una matriz con estructura en bloques

M = (M( ) & Mpn+1><qn+1 (prq)

i,5)
para 0 <i < p"™! 0 < j < ¢"". Queremos estudiar el problema

min || M — X®0+2)|2,
Veamos en primer lugar que resolver este problema es equivalente a hallar z =
vecp(X) que minimice

H vecpP*I(M) — 2" @ 2T

2
F?
pues vale la siguiente proposicion:

Proposicion 3.2. Sea M € K" vecplP*d(M) su matriz de vectorizacion en
bloques, X € KP*? y x = vecp(X). Entonces los problemas de optimizacion

min || M — X®"+2) 12

i [ veceP<(01) — 220 & 172

son equivalentes.
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Demostraciéon: La demostracion es inmediata, ya que

[ = XE2E = || veeg (M — XE2)

= || VeCF[qu](M) _ VeCF[qu] (X®(n+2)) Hi
y vecpP*d( X042y = 280+ @ 2T por la Proposicion [2.3] O

Ya que M es cualquier matriz, nada puede afirmarse sobre la estructura de los
bloques de su matriz de vectorizacion en bloques, ni sobre si estan relacionados de
alguna forma. Tampoco se tiene informacién sobre el rango, ya sea de vecg?*4 (M) o
de sus bloques. En la siguiente proposicion veremos que es posible plantear otro pro-
blema de optimizacién equivalente al anterior, considerando la matriz vecg?>*4 (M )+
que cuya definicién recordamos a continuacion: toda matriz A es puede escribir como
suma de una matriz simétrica mas una antisimétrica, esto es, A = A* + A~ con

A+ AT A— AT
RS S
2 2
Proposicion 3.3. Sean M € K" x0"" yvecpP*d (M) = [M(,0)] € M(pgyn 1 (KPI¥P9),
Sea N
vecg PV (M) = [M}*

(7,0)
stendo M( 0) la parte simétrica de M, oy para cada 0 < v < (pq)
stquientes problemas de optimizacion

] S M(P‘])"X 1 (ququ)

ntl - Entonces los

min || vecg P*4 (M) — 22+ @ xTHi

min HvecF[”X‘Z](M)Jr — %) @ xTHz
son equivalentes.

Demostracién: Sea vecgP*4(M) = [M, )] y consideremos la descomposicion en
parte simétrica y antisimétrica de cada uno de los bloques

M(%O) = M(J«r,,o) + M(;,o)a

para 0 <y < (pq)™. De manera que es posible expresar

Mo,0) (o 0) + M (0 0)
M M o+ M
VGCF[qu] (M) = (.170) = . ) 0 ’
M((m)”flvo) M(+(pq)"—170) + M(zpq)" 1,0)

esto es B
VecF[pX‘J](M) = VeCF[qu](M)Jr + vecF[pX‘ﬂ(M) .

Recordando que para todo par de matrices S, K tal que S = ST y K = —K7T, es

15+ K[E = IS + =11
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se tiene que para cada bloque M, ) vale esta propiedad, y como el cuadrado de
la norma de Frobenius de la matriz es la suma de los cuadrados de la norma de
Frobenius de los bloques:

[vece el (A1) 2 = [[vecs ¥ (1) + vees P9 (0) 2
= ||vecplPal (M) |2 + || vecpl (A1) |2

De esta manera para z € K @91

H VQCF[PXQ](M) - ;L‘(TLJrl) & mTHi = HVGCF[qu]<M)+ + VeCF[qu](M)* . x@(n+1) 2 xTHi
- “VGCF[pXQ](M)+—I®(”+1) ® 2" + vecp P*I(M) |2

= ||veceP (M) — 280D @ T2 4 [|vecgPad (A1) |1

dado que, por el Teorema sabemos que 22" @ 27 = vecplP*4(X®(+2)) es una
matriz de bloques simétricos. Esto significa que minimizar

[ veclP<a(r) — 250+ 6 47|

es equivalente a minimizar
Jvecs P (a1)" — 520 @ o]

Finalmente, por la equivalencia entre normas es equivalente a minimizar
[vece () — 250 @ o

O
A partir de lo demostrado en las proposiciones anteriores, resolver el problema
de optimizacién propuesto al comienzo de esta seccién es equivalente a resolver

, +
min HvecF[pxq](M) — %) @ xTHZ
Es conocido un resultado de Golub & Van Loan que enunciamos a continuacion.

Teorema 3.2. [GL, Teorema 2.5.3, pag. 72] Sea A € R™" y A = UXVT su
descomposicion en valores singulares, con ¥ = diag(oy,-- -, 0,) para p = min(n,m).

Sirango(A) =r >k y Ay = Zi':ol U(—,i)o:V(—,i)", entonces

win (4B, = 4~ A, =

rango(B)=

Este teorema refleja la idea de que los valores singulares indican qué tan cerca
estd una matriz dada de otra matriz de rango inferior al suyo. En particular, el
teorema anterior nos dice que la matriz de rango 1 més cercana a vecy?*%(M)T es

My = U(—,0)0,V(—,0)"
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En efecto

[vecel ()" = My ], = U7 (veer™ I (An)" — M)V,

= 0 (vecel a0 ) v~ U7 (o) Vi
= || diag(o1, 03, - -, 0p) — diag(a1,0,- -+, 0)]],

= 09.

= || diag(0, 02, , 0],

En el problema que debemos resolver, buscamos una matriz de rango 1 que sea la méas
cercana a vecF[pX‘I](M)’L, pero con estructura muy especial: con bloques simétricos
y de rango 1, satisfaciendo las condiciones del Teorema Maés precisamente, sea
S™=2 el conjunto de todas las matrices en bloques

B = [B,)) € Muyn-2a(R™")
que verifican las siguientes condiciones:
i) rango(B) = 1;
ii) cada bloque no nulo B, ) es simétrico y de rango 1;

iii) sim > 2, existe ky f =k n™ 3+ +kn+k tal que (Bgo)w # 0y
By0) = ABs,0) con
(Bs,o)(k, =)=m2)),
((Bg,0) i)™ 2

Ay =

Resolver el problema

+

min HvecF[pxq](M) — %) & :UTH2

significa buscar una matriz B en S, més proxima a vecpP*4(M)*. El siguiente teo-
rema muestra una cota inferior y una cota superior para la distancia entre cualquier
matriz en S, y vecpP*4(M)".

Teorema 3.3. Sea M € RY"7*" no nula, y sea vecg P4 (M) = USVT la
descomposicion en valores singulares con ¥ = diag(oy,--- ,0,). Entonces

o < i [vece ()" — B[, < o0

Demostraciéon: Es claro que

iy [foer AT = B, 2 iy Jveee QDT — Bll, = o

Por otro lado, para toda B € S, es cierto que

I vecpP* (M) — Bll, < VecF[Ygxq](]\/[)JFH2 +||B||, = o1 + 01(B).
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En particular, dado € > 0 consideremos B, = w®" Vo (B )uw” € 8% con |lw|| =1
y 01(B.) = €. Entonces H vecpP*d (M)t — B€||2 < 01 + €. Por lo tanto,

min

Ve(:F[JDXq](]W)Jr - BH2 < 0.
Besy,

O

Los problemas de Procrusto descriptos anteriormente constituyen una herramien-
ta muy interesante ya sea para su aplicaciéon en problemas originados en la teoria
de grafos como para la resolucion de ciertos tipos de ecuaciones matriciales, como
veremos en el proximo capitulo.



4 APLICACIONES

En este capitulo nos proponemos presentar aplicaciones de los resultados obte-
nidos hasta aqui. En primera instancia, recordemos que en la Seccion repasamos
conceptos basicos de teoria de grafos y mencionamos el objetivo final de disefiar una
técnica que permita reconocer cuando un grafo dado G es potencia de Kronecker de
otro grafo H y, a su vez, poder recuperar dicho grafo H. Esto constituye la prime-
ra de las aplicaciones a estudiar, con respecto a la segunda, diremos que estamos
interesados en la resoluciéon de cierto tipo de sistemas matriciales.

4.1. APLICACION A LA TEORIA DE GRAFOS DE KRONECKER

En la Secciéon puede encontrarse una recopilacion de ciertos conceptos fun-
damentales vinculados a la teorfa de grafos. Destacamos el papel de las matrices
de adyacencia para la representacion de grafos. En particular, cuando la matriz de
adyacencia de un grafo G es una potencia de Kronecker de otra matriz de 0 y 1, es
porque G es un grafo de Kronecker, es decir G = H®™ para algun grafo H tal que
A(G) = A(H)®™, siendo A(H) la mencionada matriz de 0 y 1 y que ahora estamos
en condiciones de recuperar.

En la Seccién hemos establecido condiciones necesarias y suficientes para
determinar cudndo una matriz es una potencia de Kronecker de una matriz dada; es
mas, sabemos como obtener esa matriz base. Esto nos permite por lo tanto contar
con una técnica para decidir, dado un grafo G, si se trata o no de un grafo de
Kronecker, y en tal caso, hallar el grafo H tal que G = H®™. Esto puede resumirse
en el algoritmo a continuacion.

Recordemos previamente que S™ 2 es el conjunto de todas las matrices con
bloques simétricos y de rango 1 que satisfacen las condiciones del Teorema Mas
precisamente, 8™ 2 es el conjunto de todas las matrices en bloques

B = [Biy,0)] € Mpym-251 (K")
que verifican las siguientes condiciones:
i) rango(B) = 1;
ii) cada bloque B, ) es simétrico y nulo o de rango 1;
iii) sim > 2, existe ky 8 =k n™ 3+ -+ kn+k tal que (Bgo) # 0y

63
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By,0) = Ay B(g,0) con

 _ Bk, 2)*m ),
! ((B(/D’,O))kk)m_Q

Algoritmo 4.1. Dado G = (V(G), E(G)), un grafo de orden p™ con m > 2 tal que
E(G) # 0:

1. Calcular la matriz de adyacencia A(G) € RP™*P™;

2. Calcular la matriz vecgP*P(A(G)) € M(p2)mf2x1(Rp2Xp2);

a) Si vecpP*P(A(Q)) € S;'Z_Q entonces A(G) es la matriz de adyacencia de
un grafo de Kronecker y G es un grafo de Kronecker.

b) Si vecpP*Pl(A(G)) ¢ 8;272, entonces G no es un grafo de Kronecker.

El algoritmo esta justificado por el Teorema [2.6] y la Definicion

Si G es un grafo de Kronecker, esto es, si vecp?*P/(A(G)) € SI’E’Q, como estamos
trabajando con matrices de adyacencia, los elementos no nulos de estas matrices
son iguales a 1. Esto signfica que ), en la definicion de 853_2, es 0 6 1. Por ello,

cada bloque B, ) en vecp??(A(G)) es nulo o coincide con Bg ). Esto nos permite
deducir el siguiente resultado.

Teorema 4.1. Sea G = (V(G), E(GQ)) un grafo de orden p™ conm > 2 y E(G) # 0.
Sea A(G) la matriz de adyacencia y vecpP*P(A(Q)) = [B(,.0)] su matriz de vectori-
zacion. Entonces

1. Sim =2, G = H® siy solo si vecg?*P(A(G)) = Biop) es simétrica y de
rango 1; en este caso, A(H) = C para vecp(C) vecy(C)T = B(g);

2. Sim >3, G=H®" siy solo si existe f = kp*™3) + ... + kp? + k tal que
(Bs.oykt # 0y

5 . _JBeo s (B (k, —)®m=2), =1,
(10) = .
0 en caso contrario;

y en este caso A(H) = C para vecy (C') = B0y (k, —).

Ejemplo 4.1.1. Consideremos el grafo G

2 6 1 3
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y su matriz de adyacencia

000O01O0O0O00© 0
0001O0T1O0O00@O0
000O01O0O0O0D@ 0
01 000O0O0T10
101000101
01 00O0O0O0T12@0
000O01O0O0O00©O0
0001O01O0O00O0

000O01O0O0GO00Q 0

A(G) =

Ya que A(G) € R¥*% | calculamos la matriz

00 00O0O0OO0OT®O0O© O

000O0O0OOOO0@ O

[l evii el el el el o)
— O~ O - O
S OO oo oo
—n O~ O A O
SO o oo oo
N o = O — O
[esi evien il an il av il ev i )
—\ o = O - O
[esh evi el el av il ev i e

I

)

=z

Q

I

—~

—~

S)

<

~—

™’

X

fach

£

o

o

>

y vemos que vecp 3 (A(G)) € 8%. Entonces como

vecp(A(G) =(010101010)"(010101010)

tenemos que

y G = H®?

13

11

33

31

23

12

32

» 2

21

®

20
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Ejemplo 4.1.2. Sea G el grafo dado por

2 8

14

12

cuya matriz de adyacencia estd dada por

DO DD DD DD ODIDOD OO HH OO O OO
SO DO DO OO EFEFOFOOOO
SO DD DD DD OO oo H OO O oo
SO DO DD DD DD OO oo HOO o oo
SO R OO O R OO o oo o
_— P, O R PO R OO0 RFEkOF
SO R OO O R OO0 o oo o
SO R OO O OO0 oo oo
S OO OO OO O OO OO o oo
DO DD DD DD OO PO, OOOO
DO DD DD DD OO DD OoOH OO O OO
SO DD DD DD OO oo H OO O oo
SO DD DD DD OO oo H OO o oo
SO DO DO OO OO EFEFOFEOOOO
SO DO OO DD OO oo H OO o oo
S OO DD DO DO OO OO HOO o oo

Como A(G) € R*** = R**?' podria tratarse tanto de un cuadrado como de una
potencia cuarta de Kronecker. Comencemos por estudiar la posibilidad de que sea

un cuadrado. Calculada la matriz vecp ™ (A(Q)), resulta una matriz en 8%, siendo
vecp P (A(GR)) = By = za” para

z"=(0100101101000100).

Entonces

e )
— = O
oo~ o
oo RO
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es la matriz de adyacencia del grafo H
4

que verifica la igualdad G = H®?.
Debemos notar que vecp?*2(A(H)) es una matriz no simétrica de rango 3. Luego
no es un cuadrado de Kronecker y por lo tanto A(G) no es una potencia cuarta.

Ejemplo 4.1.3. Sea G el grafo
1

14 o3 o9 e]7 e2]

20— 0]3 oG ]2 e]3 22 26

4e—eo]]1 o7 e]5 e19 23 e27

5

10 o8 16 20 24 25
Su matriz de adyacencia A(G) € R¥*¥ |y la matriz vecg P*3(A(G)) € Sz Luego
Baoy(1,—)=(010100000)

vecr ! (Bg)(1,—)) =

O = O
o O =
o O O

es la matriz de adyacencia del grafo H

tal que G = H®3.

Ejemplo 4.1.4. El grafo G
1 2 3 4 5 6 7 8
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es un grafo de Kronecker pues G = H®* para H el grafo

Su matriz de adyacencia A(G) € R 2" tiene estructura en bloques My, 92 (R %%,
y todos los blogques son nulos excepto los 4 ubicados sobre la diagonal NE — SO. De
modo que la matriz vecp?*?(A(G)) pertenece a S%, es decir, se trata de una matriz
en M24X1(R22X22) en la cual los tnicos bloques no nulos son B, By, Bo,o) ¥
B(10,0), todos ellos iguales a

0000
0110
0110
0000

Luego

- _ 01
vecp ' (Bo)(1,—)) = veep (0110) = (1 o)

que es la matriz de adyacencia del grafo H.

Ejemplo 4.1.5. Consideremos el grafo G de orden 4* dado por

3
1 1 2 30 4 325 49 6 53 8 5213 50 14

53

4 16 1754 18 56 20 61 21 62 22 64 24 29

3

©
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Su matriz de adyacencia A(G) € RY*Y tiene estructura en bloques M4X4(R42X42).
La matriz vecg ™Y (A(G)) pertenece a Sk: se trata de una matriz en My, (RY*Y)
en la cual los inicos bloques no nulos son B ), Bs,0), B(s,0)B9,0), Ba1,0) ¥ Baa,o),
todos ellos 1guales a

0O 000OO0OO0OOOOSOOSOOOODQ
0O 00O0O0OO0OO0OOODOSOOOOOODQ
001 0001O0O1T1O0T1TO0O0T10
0 00O0O0OO0OOOODOOOOOOODQ
0O 000OO0OO0OOODOSOOOOOODQ
00 00OO0OO0OOODOSOOOOOODQ
001 0001O0O1T1O0T1TO0O0T10
0 00O0O0OO0OOOODOOOOOOODQ
001 00O0O1O0O1T1O0T1TO0O0T10
001 0001O0OT1T1O0T1O0O010
0O 000OO0OO0OOODOSOOOOOODQ
001 0001O0O11O01O0O010
0O 000O0OO0OOOOOOOOOOODQ
0 000O0OO0OOOOOOOOOOODQ
001 0001O0O1T1O0T1TO0O0T10
00 00O0OO0OOOOSOOOOOOD
Luego

0010

vecy ™ (Ba)(2,—)) = (1) (1) é (1)

0010

es la matriz de adyacencia del grafo H
1 2

y G = H®3.

FEs atinado en este punto notar que en el Ejemplo [{.1.2 hemos resuelto el pro-
blema de hallar H tal que G = H®?, resultando como solucion un grafo isomorfo
al que hemos obtenido aqui. Debe observarse que las matrices de adyacencia de los
mismos satisfacen

0010 1000 0100
0010 [(O0OO0T1PO0 1011
1101 0100 0100])"
0010 0001 0100
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es decir, pertenecen a una misma clase de equivalencia en M, C R™"  conjunto
de matrices simétricas binarias con diagonal nula, tal como ya indicamos en la

Proposicion 1.5,

4.2. APLICACION A LA TEORIA DE PRODUCTOS CARTESIANOS DE GRAFOS

A continuacion vamos a presentar una aplicacion de lo demostrado en el Teorema
3.1} Se sabe que la matriz de adyacencia del producto cartesiano de dos grafos Gy y
G5 es la suma de Kronecker de las matrices de adyacencia de dichos grafos, es decir
A(Gy 0 Go) = A(Gy) & A(Gs).

En el teorema indicado, dada M € R™**"* encontramos una matriz X € R™*"
que minimiza la distancia ||[M — (XT @ X)Hi De este modo, si M € R"*" es la
matriz de adyacencia de un grafo H verificando M = A(G) & A(G), el mencionado
resultado permite recuperar el grafo G tal que H = G o G.

Ejemplo 4.2.1. Sea M € R*** dada por

DO O R OO R OO FHEFEFEO
OO O OO OO RO HFHEEFEOF
O RO OO R OO OO o~
_ O OO R OO O R OO OO -
O OO R OO HKEMFEMFEF OOOO -
OO OO0 HOFHRFORFR OO O
O R OO O OO R PR OF,OO
—_ O OO R OO 00O FHFEPFkFOOoOOo
OO OO HFHEF PP OOOOoO OO Oo
OO OO R PO OO OO O
O OO DO OO R R O, OO, OoOOo
OO OO OO R PP ODOOHH,OOO
_ = = O OO 0O 000000k, OoOo o -
—_ = O OO0 OoO OO OO
[eNel N S lololololl e llolNoll el
OO R PR OO0 HOOOHOOO

Sea Q = M + PMP, con P = K™ [a correspondiente matriz de permutacion en
bloques. De acuerdo al teorema indicado, la solucion del problema

min [|M — (X" & X)|2 .

estd dada por

Tr(Qi)) o

) o i F
(X)ij =

nTr(Q ) — Tr(M) i
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De este modo, haciendo los cdlculos correspondientes, resulta

0111
5 1 011
X_1100
1 100

que es la matriz de adyacencia del grafo G

2

Luego G es tal que M = A(G o G).

4.3. RESOLUCION DE ECUACIONES MATRICIALES

Inspirados por las ideas y resultados desarrollados hasta aqui, nos proponemos
resolver ecuaciones del tipo

1. A X®" = B.
2. A X®m 4 XM A= B,
3. A XO" B+ Ay X®" By + .-+ A, X B, =C

para A, B, A;, B; e KP"7x0" X € Kexp,

Basicamente, la idea es aplicar de manera adecuada los resultados obtenidos en
el Capitulo [2| En partticular, en la Seccién han sido establecidas las condiciones
necesarias y suficientes para determinar cuando una matriz es una potencia de Kro-
necker de una matriz dada y sabemos, ademas, como obtener esa matriz base. Estos
resultados, sumados a los ya conocidos sobre la resolucion de sistemas lineales, seran
suficientes para resolver las ecuaciones propuestas.

4.3.1. Ecuaciéon matricial del tipo A X®™ = B.
Dadas A, B € KP"*P" queremos hallar X € KP*? tal que
A X®" = B.

El caso més sencillo ocurre cuando A es no singular, en tal caso existe la matriz
inversa A~! y por lo tanto X®™ = A71B.
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Ejemplo 4.3.1. Dadas las matrices

0 00 O
0 00 O
0 00 O

1

110 O

0

1
—1

1
000 O

3

2
0
000

0

-2 1 0 O

1
3

1
0

0
0

000 O

000 O

—2

0 00

000 O

—4 12
-8 12
-2 14

0
—4
—14

0

2
—2

0
—4

0

0

—6
4

—2

0

—4

queremos resolver la ecuacion

B.

A X®3

La matriz A es no singular pues det(A) = —72. Entonces

8

0

0 00 0 0 O

<t <t AN < AN AN
<t a [a\| —
| S 1 <2 1 <2 |
(@] AN —
OA_I | @<= 1 |
SO N OO o H
<t AN AN —~
S
OO oo o AN O H
SO OO OO AN H
—
cCooc o oo

Il

Sa)

—

|

<

Il

[apl

(o
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Como
0O 0 0 o0
0O 0 0 o0
0O 0 0 O
0O 0 0 O
0O 0 0 o0
0 8 —4 4
0 -4 2 =2
0 4 -2 2
VeCF[2X2](A_1B> — € Sy
0O 0 0 o0
0 -4 2 =2
0o 2 -1 1
0o -2 1 -1
0O 0 0 o0
0 4 -2 2
0o -2 1 -1
0o 2 -1 1

basta tomar vecy (X) = B2,0)(2,—) =(0,2, =1, 1)y

0 2
o= ()
es la solucion de la ecuacion dada.

En el proximo ejemplo, A~'B no es potencia de Kronecker de alguna matriz,
esto es, vecpP*Pl(A1B) tiene una estructura arbitraria, pero tan especial, que nos
permite obtener certeza sobre la existencia de una solucién de la ecuacion A X©™ =
B aplicando el Teorema [3.3]

Ejemplo 4.3.2. Dadas las matrices

10001001 0,001 0 0 0,000 0 0 0 O
20101021 0,002 0 0 0,0002 0 0 0 O
00104012 0 0 0 0 0000
A— 11100010 B_ 0,00 0 0 0,000 0 O 0 O
10200102}’ 0,0001 0 0 0,000 0 O 0 O
01 00¢O03¢0O0 0 0 0 0 0000
0203604201 0,0003 0 0O 0 0000
14120100 0,0012 0 0 0,000 0 O O O

consideremos la ecuacion matricial A X3 = B. La matriz A es no singular, pues
det(A) = =8, por lo que podemos considerar la matriz
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0,001 0 0 0,000 0 0 O O

0 00 0 00 0O

0 00 0 00 0O

1 0,0001 0 0 0 00 0O
A7B = 0 00 0 00 0 0}

0 00 0 00 0O

0 00 0 00 00

0 00 0 00 00

stendo

0,001 0 0 0

0 0,001 0 0

0 0 0,0001 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

2x2] [ f-1 0 0 0 0

vecp! }(A B) = 0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

Notemos que dicha matriz tiene rango 3 y posee estructura en bloques simétricos,
por lo que coincide con vecg!?2(A='B)*, formada por la parte simétrica de cada
bloque. Calculando su descomposicion en valores singulares, resulta o1 = o9 = 0,001.
Luego, por aplicacion del mencionado teorema, podemos asegurar que existe alguna
matriz X € R?*? que estd a distancia 0,001 de A~'B, es decir

min ||[A™'B — X2 = 0,001.

4.3.2. Ecuacion matricial del tipo A X®™" + X®™ B = (C.
Dadas A, B,C € KP"*P" queremos hallar X € KP*? tal que

AX®" 4 X9 B =C.
Se sabe que la ecuacién planteada es equivalente a la ecuaciéon
(I® A+ B" @ 1I) vec(X®™) = vec(C).
Esto significa que, en el caso que la matriz del sistema sea no singular,
X" =vec™ (I ® A+ B" @ 1)~ vec(C)),

y de alli podemos obtener X con los resultados obtenidos en los capitulos anteriores.
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Ejemplo 4.3.3. Resolvamos A X®? + X®? B = C para las matrices

0 -1 1 18
0 -1 2
2 15

13

W N =
O O = DN
—

—_

— N = =
DN DN = D
D W
0 00 W=~ 0©0o

(0¢]

La ecuacion (I @ A+ BT @ I) vec(X®?) = vec(C) es

[y

1

—_
—

[y

S oo NO
—

—_
fay

,_.
|
o
l cocoomvmoo
i

vec(X®?) =

—~ococoococoococol ococo

—_

OO OO0 ONMNNOONO
.

— = = 9
wO‘OOOOOOOOJkOOCTACN%%Ml\DHCT!

OO0 O W — o
COHROO0O0CO0O0O0O0COOOON N
OCRroOOCOCOoOCOoOCOoCOoCOR NSO
—~ococoocoocoococoocococo |l mml
COOHOOCOOWN NGO OO
OO0 OCO0O0ORNOOO NSO
—cocoococococol mkl vooo
coomvmwmRNOoOoo |l coow

|

i
WNHNMOOOROOOO OO O
covmvmoor~roocooocooo l o
~nvoocorocoocoocoo oo

OCONOODONNOO
ONOOHHNOOO

I
—

Luego ya que (I @ A) + (BT @ I) es inversible

vee(X®?) = [(I® A) + (BT @ )] vece(C)
1000210020104221)"

y
1224
010 2
®2 _
A= o001 2
0001
Como
1201 1
2 40 2 2
[2x2]( yv®2) _ _
veep H(XF) =1 00 0 0 o (20 1),
1201 1

la solucion de la ecuacion matricial es

X =vecy '(z) = ((1) ?) .

Como hemos visto, resolver las ecuaciones propuestas implica la resolucion de un
sistema lineal. En el caso en que la matriz del sistema M no sea inversible se puede
resolver empleando la matriz pseudoinversa o inversa generalizada M. El tipo de
matriz pseudoinversa mas conocida es la llamada pseudoinversa de Moore-Penrose,
que fue descrita independientemente por E. H. Moore en 1920, Arne Bjerhammar
en 1951 y en 1955 por el galardonado premio Nobel de fisica en 2020, el britanico
Roger Penrose.
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Sea M € K™, Si rango(M) = n entonces M' = (MMT)"*M*. Sim =n =
rango(M) es claro que MT = M~'. Cuando la matriz no es de rango completo, la
descomposicion en valores singulares aporta una expresion para su pseudoinversa,
va que si M = UXVT, siendo oy > 09 > --- > 0, > 0, entonces se define

M =VvyiuT,

con ZT:diag(Ufl,-“ ,0,4,0,---,0).

Si el sistema resultante de la vectorizaciéon es del tipo Mx = ¢ con M € K"*",
c € K™ y rango(M) = r, es posible emplear minimos cuadrados para aproximar la
solucion, esto es, hallar 2* tal que minimice | Mz — c||o. Se demuestra que z* = MTe,
pudiendo medirse el error cometido con la aproximacion &, = ||(I — M MT)c||s.

El siguiente ejemplo ilustra esta situacion.

Ejemplo 4.3.4. Dadas las matrices

1 0 0 —1 1 0 00 2000
. 1 0 0 -1 B_ 2 1 00 Cc_ 1 0 00
2 00 =1}’ 2 -1 0 0}’ 2 00 0]’
301 O -1 0 00 3000
la ecuacion (I @ A+ BT @ I) vec(X®?) = vec(C) es
200 -1 200 0 2 0 0 0 -1 0 0 0 2
110 -1 020 0 0 2 0 0 0 -1 0 0 1
201 1 002 0 0 0 2 0 0 0 -1 0 2
301 1 000 2 0 0 0 2 0 0 0 -1 3
000 0 200 -1 -1 0 0 0 0 0 0 0 0
000 0 1 10 -1 0 -1 0 0 0 0 0 0 0
000 0 201 1 0 0 -1 0 0 0 0 0 0
000 0 301 1 0 0 0 -1 0 0 0 0 I
000 0 000 0 1 0 0 -1 0 0 o ol Y@=l
000 0 00O O 1 0 0 -1 0 1 0 0 0
000 0 00O 0O 2 0 0 1 0 0 1 0 0
o000 0 00O 0O 3 0 1 0 0 0 0 0 0
100 0 00O 0O O O O O 1 0 0 -1 0
010 0 00O 0O O 2 0 0 1 0 0 -1 0
001 0 00O O O O O 0 2 0 0 1 0
o000 0 00O O O O 0O 0 3 0 1 o0 0

La matriz del sistema tiene rango 14, por lo que resolvemos empleando la matriz
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mversa generalizada

1,0000e*00
7.3830e"15
1,9540e~14
—8,8818¢1
8,0421¢16
—2.4425¢15
—1,7084¢~ 1
9,9930e 16
2,9415¢17
—2,7756¢~ 15
—2,0836¢16
2,0276¢~16
6,6507¢~17
1,2212¢715
—5,1470¢~16
2,0524¢~16

vee(X®?) = [(I ® A) + (B” @ I)] " vec(C) =

siendo & = 3,7386e71°, lo cual podria considerarse una buena aprozimacion. Estable-
ciendo una tolerancia segin la cual tratemos como nulos a todos lo valores menores
que ella, podemos considerar

vee(X®) =(1 00 000000000000 0)

Y
1 000
0 00O
®2 __
X = 0 00O
0000
Como
1 000 1
0000 0
2x2] (v ®2) _ _
veep PH(XE) = [ 00 g ol (00 0),
0 00O 0
la matriz

X = vecyp (z) = ((1) 8)

aproxima a la solucion de la ecuacion matricial planteada.

4.3.3. Ecuaciéon matricial A, X®"B; +--- + A, X®"B, = C.
Dadas A;, B;,C € KP"*P"  queremos hallar X € KP*? que resuelva la ecuacion
A1 X®"B) + Ay X®" By + -+ A XM B, = C.

También en este caso, aplicando vectorizacion por columnas a la ecuaciéon de partida,
la reducimos a un sistema cuya solucion es vec(X®™). Esto es,

(Bl ® A1+ By @ Ay + -+ + B @ Ay,) vec(X®™) = vec(C),
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y por lo tanto, suponiendo que la matriz del sistema es inversible, resulta que

vec ! ((Bf @A +Bf @A+ -+ Bf ® Ak)_1 Vec(C’)>

@m _

X

es la ecuacién que permite recuperar a la matriz X.

Ejemplo 4.3.5. Consideremos la ecuacion

=C

A X®B + Ay X By + A3 X3 By

para las siguientes elecciones de matrices

-1 2 3 0 1

0

2 2 0 O
1

2
1

1
1

1
-2
1
-2
1
-2
1
-2

-1 2 10
1

0
1
0

1
—1
2
-1
1
—1

2 11

-1 2 30

1

2 31
-1 2 10
4

1
0
1

O

2 11

0 0 -1 210
—1 1

1

2 31

1

A1:

-1 210 1
1 -2

0
)

1
-1

—1

211

1
-1 00 0 0

0 0 0 0120
1

2
0 000 1

1
0

—2

1

0 0 0 00 2
0O 0 0 000 0

By =

1
-2

0 -1 2 10
4

1

1
-1

2 11

0 1 3 001 3
1 11 000 1

0
0
1

0 0 010 0

1

1 010 O
0 0 0 001

3

2

1

Ay =

2 31 =2

1

0
1

0 00 O
0

-1 00 O

0

-1 0

-1 3

0

—1

1

2

0 0 0

By
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74 42 85 o1 85 85 71 35
—208 —129 —-223 —-112 —-223 —-237 —193 —125
—6 -8 6 —6 2 -11 -6 —7
- -41 -35 -5 -89 73 —62 =35 13
38 21 73 30 45 48 45 17
—62 —-40 -128 —-83 —-90 -8 76 —24
17 3 29 27 29 21 17 —4
-35 —-40 -71 -8 -79 —-68 —-29 -9

St vectorizamos obtenemos la ecuacion

(Bl ® A1 + B] ® Ay + Bj ® A;) vec(X®?) = vec(C)

cuya matriz asociada BT @ Aj+ BY @ Ay+ BT © A3 € R**% es no singular. Entonces
nuestro problema se reduce a resolver la ecuacion

X® =vec! <(BlT ® Ay + B} ® Ay + BT ® Ag)_l vec(C')) :

La matriz vecp?*? ((BIT ® A; + B ® Ay + BT ® Ag)_1 vec(C’)) es

0 0 0 0
0O 0 0 0
0O 0 0 0
0 0 0 0
0 O 0
0 -1 1 2
0o 1 -1 -2
0o 2 -2 -4
0O 0 0 0
0o 1 -1 -2
0O -1 1 2
0 -2 2 4
0O 0 0 O
0 2 -2 -4
0 -2 2 4
0 -4 4 8

Luego, basta considerar vecy (X) = Bug(1,—)=(0, =1,1,2)y

es la solucion de la ecuacion matricial dada.
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