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RESUMEN

La implementacién de técnicas de optimizacion es de fundamental importancia en el
disefio de estructuras construidas con materiales compuestos. Esto se debe a que dicho
disefio involucra una gran cantidad de variables que generan problemas de optimizacion
multimodales sujetos a restricciones de diversa indole. Ademas, hay situaciones de disefio
en las que, por distintas razones, es necesario abordar la minimizacion de distintos objetivos
en forma conjunta. Esto conduce a la aplicacion de formulaciones multiobjetivo.

Asimismo, existen situaciones en las cuales los datos iniciales del problema de disefio no
son totalmente precisos, o bien, es de interés conocer el comportamiento de la estructura
ante pequefos cambios en dichos datos. Esta incertidumbre en las condiciones iniciales del
problema puede ser considerada en el esquema de diseio mediante la aplicacion de
modelos especificos desarrollados a tal efecto.

Desde el punto de vista estructural, la esbeltez que en muchos casos posee este tipo de
estructuras genera la necesidad de conocer su comportamiento en lo que respecta a la
estabilidad global y local de las mismas.

En esta tesis se presentan distintos esquemas destinados al disefio dptimo multiobjetivo
de vigas de pared delgada de eje recto o curvo, construidas con materiales del tipo Plastico
Reforzado con Fibras (FRP, por sus siglas en inglés). El analisis estructural se realiza
mediante la aplicaciéon de un modelo tedrico de tipo viga que considera flexibilidad por
corte debida a flexion y alabeo. En base a esta teoria y con el interés de formular un
problema de disefio analitico, se obtienen soluciones explicitas aproximadas para evaluar
distintos pardmetros estructurales, tales como cargas criticas de pandeo global,
desplazamientos maximos y tensiones.

Por otra parte, se aplica una estrategia para el analisis del pandeo local en base a la teoria
de placas para verificar la estabilidad local de vigas rectas y curvas construidas con
materiales isotropos o compuestos de configuracion ortotropa. Para obtener disefios que
contemplen la posibilidad de alcanzar diferentes objetivos, se implementan distintos
métodos que consideran conjuntamente aspectos de estabilidad, desplazamiento y peso
propio de la estructura como objetivos principales. Se analiza el efecto producido por
variaciones en las cargas aplicadas a la estructura mediante un modelo matematico de
incertidumbre. Este modelo se basa en el andlisis del peor escenario posible, aplicindose el

método de anti-optimizacién. Se consideran restricciones estructurales, geométricas y



operativas que contemplan condiciones de resistencia, inestabilidad local y geometria de la
seccidn, entre otras.

Los esquemas de disefio Optimo propuestos se resuelven mediante la aplicacion de
distintos métodos heuristicos que permiten obtener soluciones 6ptimas de caracter global.
Se utilizan las técnicas Simulated Annealing, Simulated Annealing Caodtico y Algoritmo

Genético.
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ABSTRACT

The implementation of optimization techniques is of fundamental importance in the
design of structures built with composite materials. This is because the design involves a lot
of variables that generate multimodal optimization problems, subject to constraints of
diverse nature. In addition, there are design situations in which for various reasons, it is
necessary to address different minimization objectives jointly. This leads to the application
of multiobjective formulations.

There are also situations in which the initial data of the design problem is not entirely
accurate, or is of interest to know the behavior of the structure against small changes in
data. This uncertainty of the initial conditions can be considered in the design scheme by
applying specific models developed for such purpose.

From a structural standpoint, the slenderness that in many cases these structures have
generates the need to understand their behavior with respect to global and local stability.

This thesis presents different schemes for multiobjective optimal design of thin-walled
beams, with straight or curved axis, built with materials of the type Fiber Reinforced
Plastics (FRP). The structural analysis is performed by applying a theoretical beam model
allowing shear flexibility due to bending and warping. Based on this theory, and with the
interest to develop an analytical design problem, approximate explicit solutions are
obtained in order to evaluate various structural parameters such as global critical buckling
loads, maximum displacements and stresses.

On the other hand, a strategy based on the plate theory is applied to analyze local
buckling in order to verify the local stability of straight and curved beams made with
isotropic materials or composites with orthotropic configuration. In order to obtain designs
which consider the possibility of achieving various targets, different methods are
implemented to jointly regard issues of stability, displacement and weight of the structure
as main targets. The effect of variations in the loads applied to the structure is analyzed by
applying a mathematical model of uncertainty. This model is based on the analysis of the
worst feasible scenario, applying the anti-optimization method. Structural, geometric and
operational constraints are considered which contemplate conditions of strength, local
instability and sectional geometry, among others.

The proposed optimal design schemes are solved by the application of different heuristic
methods that allow obtaining global optimal solutions. The techniques employed are

Simulated Annealing, Chaotic Simulated Annealing and Genetic Algorithm.
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CAPITULO 1

INTRODUCCION

1.1 Motivacion

Recientemente, se ha incrementado la implementacion de métodos de disefio basados en
optimizacion matematica para el calculo y analisis de estructuras compuestas. En efecto,
tradicionalmente el disefio estructural se concibe como un procedimiento de prueba y error,
en el cual la configuracion original del disefio se establece de acuerdo a recomendaciones
practicas establecidas en cddigos o siguiendo experiencias similares. Posteriormente, este
predisefio debe ser analizado desde el punto de vista estructural a los efectos de definir su
aptitud en términos de seguridad estructural y economia. Si éstos no se cumplieran, la
configuracién original debe ser modificada y el proceso debe repetirse. En los ltimos afios, el
disefio mediante un enfoque denominado optimizacion estructural ha cobrado gran interés.

Esencialmente, el disefio estructural 6ptimo consiste en obtener una solucion que verifique
todas las restricciones impuestas y que a la vez sea la mejor de acuerdo a criterios
previamente establecidos. Se basa en una combinacion de las teorias de mecanica estructural
y optimizacion matematica desde un enfoque computacional. Por lo tanto, el disefio de
estructuras compuestas esta ligado a dos aspectos fundamentales: el modelo estructural
mediante el cual se obtiene la respuesta del sistema y las técnicas de optimizacion que
permiten obtener la solucion 6ptima del problema de disefo.

Los materiales compuestos se presentan estructuralmente como elementos tipo placa o
como vigas de pared delgada. Estos materiales poseen ciertas caracteristicas especiales tales
como anisotropia mecéanica que deben ser consideradas en la modelizacion estructural. Esto
ha llevado a una gran cantidad de investigacion dirigida a la formulacion de modelos
estructurales adecuados para dichos materiales. Estos elementos estructurales aparecen en
innumerables aplicaciones tecnologicas, desde vigas formando parte de grandes sistemas
estructurales (estructura de edificios, sistema de tuberias, rigidizadores de estructuras
laminares) hasta estructuras especiales cuya respuesta mecanica fundamental puede ser
concebida como una viga (puentes, cascos de barcos, alas de avion, alabes de turbinas y

tuberias submarinas). Dichas estructuras necesitan condiciones adecuadas de rigidez y



resistencia. Estas caracteristicas fueron potenciadas por la aparicion de los materiales
compuestos (por ejemplo, matrices poliméricas reforzadas por fibras de vidrio o carbono). En
efecto, estos materiales poseen mejoradas propiedades de rigidez y resistencia en relacion con
el peso asi como resistencia a la fatiga y a la corrosion. Por tal motivo, una importante labor
de investigacion fue dirigida al desarrollo de modelos estructurales refinados (teorias de
placas asi como de vigas de pared delgada) que permiten analizar de manera precisa el
comportamiento estructural ante diversas condiciones de operacion.

La creciente utilizacion en los ultimos afios de perfiles de pared delgada en los distintos
sectores de la ingenieria, hace indispensable el calculo de las inestabilidades globales y
locales. Por lo tanto, el uso de elementos esbeltos para soportar cargas de compresion requiere
un buen conocimiento del fendémeno de inestabilidad por pandeo, ya que es uno de los
factores mas importantes a tener en cuenta cuando se calcula la capacidad resistente de este
tipo de perfiles. Ademas, muchas veces es necesario disefiar la viga de tal manera que
contemple conjuntamente la rigidez a flexion y la inestabilidad global por flexion o flexo-
torsion.

En términos generales, cuando se desea establecer un criterio de disefio, deben conocerse
las exigencias que debe cumplir la estructura a disefiar (condiciones de vinculacion,
condiciones de carga, materiales que pueden emplearse y sus configuraciones de acuerdo al
tipo de fabricacion, etc.). En base a toda esta informacion, definir un criterio adecuado de
disefio implica: definir la o las funciones objetivo a optimizar (funciones que seran
maximizadas o minimizadas mediante técnicas de optimizacion), adoptar variables de disefio
(cuyos valores Optimos constituyen la solucion del problema y producen el maximo o el
minimo de la funcion objetivo) y establecer las restricciones estructurales, geométricas y
operativas del problema (las cuales definen el dominio factible de las variables de disefio).

Por otra parte, para la formulacion de un problema de optimizacidon estructural muchas
veces es necesario desarrollar esquemas robustos que contemplen diferentes situaciones
posibles. Existen varios modelos matematicos de incertidumbre en este tipo de formulaciones
que se pueden clasificar en modelos probabilisticos y no-probabilisticos, entre éstos ultimos
se encuentran la logica difusa y el modelo de intervalos, entre otros. En particular, el modelo
de intervalos asume a la incertidumbre limitada dentro de un intervalo especifico y las
pequetias variaciones del parametro de incertidumbre son tratadas como una perturbacion
alrededor del punto medio del intervalo. Luego, utilizando las llamadas técnicas de anti-

optimizacion, se obtiene la respuesta mas desfavorable bajo la hipodtesis de pequefias



variaciones. El término anti-optimizacion se refiere a la tarea de encontrar el peor escenario
de un problema dado.

Las técnicas de optimizacion empleadas en la resolucion del problema de disefio cumplen
un papel fundamental cuando se trata de estructuras constituidas por materiales compuestos.
El empleo de tales materiales genera un problema de disefio complejo debido a la versatilidad
de forma y disposicion de estas estructuras. Esto permite adoptar una gran cantidad de
variables que hacen al disefio mas versatil, aunque mas complejo. Las funciones objetivo
resultantes son funciones multimodales y el esquema de optimizacion final que debe
resolverse suele ser complejo. Todo esto hace necesaria la aplicacion de técnicas heuristicas
que no queden atrapadas en minimos locales y que permitan definir en forma discreta a las
variables de disefio. En este ultimo tiempo, distintas técnicas han sido empleadas en disefios
de este tipo. Entre ellas se incluyen los Algoritmos Evolutivos, la Busqueda Tabtl, Recocido
Simulado (Simulated Annealing), la optimizacion basada en colonia de hormigas (Ant Colony
Optimization) y la optimizaciéon basada en el enjambre de particulas (Particle Swarm
Optimization). Recientemente, se han propuesto distintas alternativas para mejorar los
tiempos de calculo y/o la convergencia de estos algoritmos, obteniéndose muy buenos

resultados.

1.2  Objetivos

El objetivo central de esta tesis es desarrollar formulaciones adecuadas para el disefio
optimo de estructuras esbeltas concebidas como vigas de pared delgada construidas con
materiales compuestos. Los esquemas de disefio son formulados e implementados
computacionalmente combinando métodos de optimizacion con modelos estructurales
necesarios para su andlisis. Se propone aplicar distintas técnicas de optimizacidon que
permitan realizar comparaciones entre si, respecto a su performance. La teoria de vigas
empleada es valida para vigas rectas y curvas de secciones transversales arbitrarias (ya sean
abiertas o cerradas), admite cualquier tipo de condicidon de carga y permite utilizar diferentes
tipos de secuencias de laminados compuestos. Como aspecto fundamental, en dicho modelo
estructural se contempla el efecto de deformacion por corte en forma completa: tanto
flexional como torsional por alabeo no uniforme. Adicionalmente, se contempla en el modelo
estructural la evaluacion de efectos de pandeo local.

A continuacion se enumeran los objetivos especificos de esta tesis que permiten lograr el

objetivo principal:



¢ Formulacion y aplicacién de un modelo estructural destinado al analisis de vigas de

pared delgada compuestas.

¢ Implementacion numérica y analitica del modelo estructural. Aplicacién del método
de elementos finitos unidimensional para el analisis estatico y dindmico de la estructura.
Obtencion de formulas analiticas explicitas para el analisis de pandeo global de vigas de
pared delgada compuestas, sometidas a estados de flexo-compresion bajo distintas

condiciones de vinculacion.

e Extension del modelo estructural a fin de considerar efectos adicionales, tal como el
pandeo local de la seccion. Obtencion de formulas analiticas destinadas al analisis del
pandeo local en vigas de pared delgada ortotropas, mediante el empleo de la teoria de

placas de gran longitud.

¢ Formulacién de diferentes alternativas de disefio que incluyen problemas de
optimizacion multiobjetivo y optimizacion multinivel, considerando restricciones de

desigualdad.

¢ Incorporacion de incertidumbre al problema de disefio, contemplando posibles

variaciones en las condiciones operativas del disefio 6ptimo.

¢ Estudio e implementacion de métodos de optimizacion globales (técnicas heuristicas

clasicas y modificadas).

1.3 Alcance del estudio

La teoria de vigas empleada en el disefio es valida tanto para vigas rectas como curvas. Los
materiales empleados pueden ser isotropos o compuestos plasticos reforzados con fibras
(FRP). En el caso de materiales FRP, la formulacion tedrica empleada es valida para
laminaciones completamente generales, aunque en esta tesis se describe so6lo para
laminaciones simétricas y balanceadas. Consecuentemente, las formulas analiticas propuestas
para el analisis de la inestabilidad global de vigas poseen la misma aplicabilidad. Este tipo de
laminacion es ampliamente utilizada debido a que, en su proceso de fabricacidon, no se
generan esfuerzos térmicos al no experimentar sus laminas acoplamiento flexional-

extensional (Barbero, 1998). Las férmulas analiticas desarrolladas para el andlisis de



inestabilidad, tanto global como local, son validadas mediante comparaciones con
experimentaciones numéricas.

Los esquemas de disefio propuestos estan destinados especificamente al disefio de vigas de
pared delgada. En particular, aquellos esquemas de disefio en los que se empleen las formulas
desarrolladas para el analisis de inestabilidad global o local, so6lo son aplicables a
laminaciones simétricas y balanceadas u ortotropas, respectivamente. Se contemplan estados

de carga combinados, estaticos y dindmicos.

1.4 Metodologia

En esta tesis se proponen distintos problemas de optimizacion que permiten disefiar vigas
de pared delgada compuestas. La formulacion de tales esquemas contempla la minimizacién
de multiples objetivos y el cumplimiento de restricciones de tipo geométricas, estructurales y
operativas. Para la implementacion de estos esquemas de disefio es necesario modelar el
comportamiento de la estructura y, para obtener una solucidon Optima para el disefio, es
indispensable el empleo de técnicas de optimizacion apropiadas. Por ello, la implementacion
numérica del disefio en su totalidad se realiza en un entorno de programacién que permite
realizar cdalculos iterativos hasta obtener un disefio Optimo, empleando el software
MATLAB" a tal efecto.

En cuanto al andlisis estructural de vigas, los esquemas de disefio propuestos se basan en el
modelo tedérico unidimensional desarrollado aqui, el cual tiene en cuenta efectos de
flexibilidad de corte en forma completa y es una extension del modelo propuesto por Cortinez
y Piovan (Cortinez y Piovan, 2002, 2006; Piovan y Cortinez, 2007a, 2007b). Desde el punto
de vista de su implementacion, se presentan dos enfoques diferentes. Uno de ellos se basa en
la implementacién de expresiones analiticas que permiten predecir en forma aproximada el
comportamiento estructural de este tipo de estructuras para ciertas situaciones de interés y
realizar un pre-disefio a muy bajo costo computacional. El otro enfoque, mucho mas general,
se basa en la implementacion numérica de la teoria mencionada aplicando el método de
elementos finitos. Para ello, se formula un modelo de elementos finitos unidimensional en
base al modelo desarrollado por Piovan (2003). Dicho modelo es implementado
computacionalmente para el tratamiento de la presente formulacion. Se utilizan distintos
elementos para el caso de vigas rectas y curvas que evitan el bloqueo por corte. En ambos

enfoques se incorpora el analisis del pandeo local de la estructura mediante la aplicacion de



féormulas analiticas desarrolladas en esta tesis. Dichas expresiones se obtienen a partir de
considerar a la seccion de la viga conformada por placas de gran longitud.

Los algoritmos de optimizacion utilizados, los cuales permiten hallar la solucion optima de
disefio, engloban los calculos estructurales mencionados anteriormente y se realizan de
manera iterativa. Tales estrategias corresponden a técnicas heuristicas que, aunque no
aseguran la convergencia a un minimo global, presentan un mejor comportamiento que los
métodos de optimizacidon deterministicos. Se emplean las técnicas: simulated annealing (SA),
simulated annealing cadtico (SAC) y algoritmo genético (AG). Se realizan algunas
comparaciones entre ellas, en base a tiempos de célculo y convergencia, a fin de conocer

estimativamente la performance de cada una de ellas.

1.5 Contenidos

A continuacién, se presenta una descripcion resumida de los nueve capitulos que

componen esta tesis.

En este primer capitulo se exponen las caracteristicas principales de la investigacion,
describiendo la motivacion que originé el estudio, importancia del tema, alcance de la tesis,

objetivos, metodologia y contenidos.

En el Capitulo 2 se presenta una revision de las contribuciones mas importantes
relacionadas con la presente investigacion. En primer término, se resumen los aportes
realizados en lo que se refiere al disefio de estructuras esbeltas construidas con materiales
compuestos. Se presentan ademas las principales contribuciones en relacion a las técnicas de
optimizacion empleadas en la resolucion de tales esquemas de disefio. Por tltimo, se presenta
una revision de los desarrollos relacionados a modelos estructurales de vigas de pared

delgada.

En el Capitulo 3 se exponen conceptos fundamentales referentes al disefio de vigas de
pared delgada construidas con materiales compuestos. Se presenta una breve descripcion del
comportamiento mecanico de tales materiales y se describen someramente los criterios de
falla desarrollados para su analisis. Por ultimo, se describen los aspectos estructurales

especificos a considerar en el disefio 0ptimo de vigas de pared delgada.



En el Capitulo 4 se describe el modelo teorico unidimensional empleado en el analisis de
vigas compuestas de pared delgada de eje curvo o recto. El modelo esta basado en el Principio
de Hellinger-Reissner y tiene en cuenta efectos de flexibilidad por corte debidos a
deformaciones flexionales asi como al alabeo torsional no uniforme. En base a esta
formulacion, se desarrollan algunas expresiones analiticas para el analisis de pandeo global de
vigas de pared delgada de seccion transversal bi-simétrica sometidas a un estado de carga de
flexo-compresion, bajo distintas condiciones de vinculacion. Para esas mismas condiciones de
borde, se expone un breve resumen de féormulas analiticas que permiten evaluar otros aspectos
estructurales, como la deflexion y la resistencia de la estructura.

Se adiciona al modelo estructural, el analisis de inestabilidad local mediante el desarrollo
de formulas aproximadas que predicen los modos de pandeo localizados en vigas FRP de
pared delgada con laminacion ortotropa. Se adoptan ciertas hipdtesis que permiten modelar la
seccion transversal de la viga como un conjunto de placas individuales vinculadas entre si.
Finalmente, se describe la manera en que deben emplearse dichas expresiones en el andlisis

de inestabilidad local de vigas.

En el Capitulo 5 se proponen y desarrollan detalladamente distintos problemas de
optimizaciéon matemadtica que permiten diseflar vigas de pared delgada. Todos ellos
contemplan la minimizacién de multiples objetivos y estan sujetos a restricciones geométricas
y estructurales. En términos generales se tienen en cuenta los siguientes objetivos: estabilidad
(maximizacion de cargas de pandeo para modos globales), desplazamientos (minimizacion de
los desplazamientos maximos de la estructura) y peso propio (minimizaciéon de la seccion
transversal). En las distintas formulaciones, estos objetivos son relacionados entre si mediante
técnicas de optimizacion multiobjetivo. Para ello, se emplean el método de las funciones de
peso y el método de criterio global. Como aspecto distintivo, se propone obtener un disefio
optimo de la estructura que considere la existencia de incertidumbre en las condiciones de

carga, formulando el problema de optimizaciéon como un problema minimax.

En el Capitulo 6 se describen los métodos que permiten implementar computacionalmente
los esquemas de disefio propuestos en el Capitulo 5. En primer lugar, se exponen los
conceptos fundamentales acerca de la implementacion de los métodos de optimizacion
heuristicos empleados en esta tesis. En segundo lugar, se describe el modelo de elementos
finitos unidimensional utilizado para el andlisis estructural, en base a la teoria de vigas

expuesta en el Capitulo 4, en condiciones generales de carga y de vinculacion. Se describen



aspectos generales de la formulacién, se obtienen las ecuaciones de equilibrio dindmico y se
describen los procedimientos empleados en la resolucion de dichas ecuaciones, para el
analisis de vibraciones libres y forzadas y de inestabilidad. Por ultimo, se introducen
brevemente los elementos finitos empleados extensivamente en el tratamiento numérico de

los capitulos posteriores.

En el Capitulo 7 se muestran comparaciones entre las formulas analiticas desarrolladas en
el Capitulo 4 y los resultados de experimentaciones numéricas realizadas con diferentes
modelos: un modelo unidimensional de elementos finitos programado en MATLAB® y

modelos tridimensionales de elementos ldmina implementados en ABAQUS 6.7

En el Capitulo 8 se presentan disefios Optimos encontrados para estructuras sometidas a
diferentes condiciones de uso. Se aplican las distintas técnicas de optimizacion propuestas en
el Capitulo 6 para hallar los mejores disefios que cumplan con los diferentes objetivos y que
verifiquen las condiciones geométricas y estructurales impuestas, segin los esquemas

presentados en el Capitulo 5.

Finalmente, en el Capitulo 9, se presentan las conclusiones que incluyen un resumen de los
estudios realizados, los aportes fundamentales de la presente tesis junto a las publicaciones

derivadas de la misma y las recomendaciones para trabajo futuro.



CAPITULO 2

ESTADO DEL ARTE

2.1 Introduccion

En este capitulo se presenta una revision de las contribuciones mds importantes
relacionadas con la presente investigacion.

En primer lugar, se realiza una descripcion general del tema central de esta tesis que es
el disefio Optimo estructural. Para ello, en primer término se presentan un resumen acerca
de las principales contribuciones realizadas en lo que respecta al disefio Optimo
deterministico de estructuras esbeltas isdtropas y compuestas. Se expone luego una breve
descripcion de los aportes realizados en los ltimos afios al disefio 6ptimo probabilistico de
estructuras compuestas, haciendo referencia a los distintos modelos que pueden considerar
la incertidumbre en las variables del problema. Posteriormente, se resumen los métodos que
han sido mas frecuentemente empleados en la resolucion de los problemas de optimizacion
que definen el disefio estructural.

Se resumen luego las contribuciones en cuanto a un aspecto importante del disefio, que
es el andlisis de vigas de pared delgada, isétropas y compuestas. En particular, se hace
referencia a los aportes realizados sobre la inestabilidad tanto global como local de este tipo
de estructuras.

En todos los casos, se efectua una descripcion somera de los lineamientos generales de

cada trabajo.

2.2  Disefio optimo de estructuras

En los ultimos afios, se ha realizado un gran aporte en lo que respecta al disefio 6ptimo
de vigas construidas tanto con materiales isdtropos como compuestos. Los procedimientos
de disefio estructural convencionales se basan en modelos y parametros de disefio
deterministicos. Entre las contribuciones realizadas en esta area para estructuras isotropas,
se pueden mencionar los trabajos de Magnucki et al. (2006), Tian et al. (2004), Manevich
et al. (2007) y Karperska et al. (2007), entre otros. En dichos trabajos se proponen distintos

problemas de optimizacion multiobjetivo que contempla la minimizacion de diferentes
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funciones mediante la aplicacion de diversas técnicas de optimizacion multiobjetivo. En
particular, Manevich et al. (2007) y Kasperska et al. (2007) propusieron esquemas de
disefio basados en la minimizacion de multiples objetivos a través de una funcion global
expresada en términos de coeficientes de peso arbitrarios.

Desde el punto de vista del disefio de estructuras esbeltas construidas con laminados
compuestos, Savic ef al. (2001) estudiaron la maximizacioén de las rigideces equivalentes
flexionales y axiales de vigas de seccidon transversal tipo I, utilizando los angulos de
orientacion de las fibras como variables de disefio. Kathiravan y Ganguli (2006) formularon
un problema de disefio Optimo de una viga compuesta tipo cajon, considerando la
maximizacion de la resistencia de acuerdo al criterio de falla de Tsai-Wu—Hahn como
objetivo principal. Erdal y Sonmez (2005) utilizaron la méxima capacidad de carga de
pandeo como objetivo principal en el disefio de placas compuestas. Por su parte, Davalos y
Qiao (1999) formularon un disefio multiobjetivo de vigas FRP (pléstico reforzado con
fibras) de seccion abierta o cerrada. Para ello, se basaron en el disefio multiobjetivo
propuesto con anterioridad por los autores (Davalos ef al., 1996) para el disefio de laminas
compuestas. En dicho trabajo consideraron simultdneamente la optimizacion de la rigidez,
resistencia y seguridad frente al pandeo.

Otro topico de interés en la actualidad es la aplicacion de diferentes enfoques de
optimizacioén bajo incertidumbre. En los ultimos afos, se han incorporado formulaciones
sofisticadas al disefio 6ptimo de sistemas estructurales sobre la base de distintos modelos
matematicos de incertidumbre. Una revision concisa y descriptiva de tales modelos fue
realizada por Kang (2005). Entre los modelos mas empleados de incertidumbre se pueden
mencionar: el disefio 0ptimo basado en confiabilidad (RBDO), el disefio 6ptimo robusto
(RDO) y el diseno optimo basado en el peor escenario posible. RDO y RBDO son
formulaciones de optimizacién no-deterministicas que incorporan variaciones aleatorias al
proceso de optimizacion. En términos generales, el modelo RBDO satisface requerimientos
de confiabilidad basado en distribuciones probabilisticas impuestas que evaliian la falla del
sistema, mientras que el disefio robusto reduce la variabilidad del sistema ante eventos de
fluctuacion diaria. El modelo RDO fue extensamente investigado por Kang (2005), Zang et
al. (2005) y Schiieller y Jensen (2008). Por su parte, se han realizado numerosas
aplicaciones del modelo RBDO, entre las cuales se destacan los trabajos de Schiieller
(2001), Papadrakakis y Lagaros (2002), Tsompanakis y Papadrakakis (2004), Youn y Choi
(2004), Lagaros y Papadopoulus (2006) y Beck y Santana Gomes (2012). El disefio 6ptimo

basado en el peor escenario posible considera las incertezas presentes en el sistema
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empleando un modelo convexo o de intervalos y analiza la falla estructural en base a la
ocurrencia de la peor situacion posible, aplicando estrategias de anti-optimizacion. Una
manera de formular este tipo de problemas es plantear un problema de optimizaciéon mini-
max. Se han realizado varias investigaciones acerca de la aplicacion de este tipo de
técnicas, entre ellos se pueden mencionar los trabajos de Lombardi y Hatfka (1998),
McWilliam (2001) y Adali et al. (2003). En particular, Adali et al. (2003) propusieron
disefiar placas laminadas maximizando la carga de pandeo considerando ademas
incertidumbre en las cargas aplicadas.

Es evidente que ha habido, en los ultimos afios, un notable interés por el disefio de
estructuras esbeltas compuestas desde el punto de vista de la optimizaciéon matematica y,
por lo tanto, el avance en las investigaciones sobre las técnicas de optimizacion empleadas
para su resolucion también ha crecido considerablemente. La mayoria de los trabajos
citados anteriormente hace uso de técnicas de optimizacion heuristicas. En éstas no es
necesario obtener el gradiente de la funcidén objetivo con respecto a las variables de disefio,
lo que las hace muy convenientes para analizar problemas de disefio estructurales ya que en
estos casos las variables son, en general, discretas. Ademas, dichos enfoques presentan un
buen comportamiento ain cuando se trata de funciones multimodales. Entre las técnicas
heuristicas de optimizacion mdas empleadas se pueden citar: Simulated Annealing (SA),
Técnicas Evolutivas (en particular, Algoritmo Genético, AG), Colonia de Hormigas,
Enjambres de Particulas (Particle Swarm Optimization) y Busqueda Tabt, entre otras. El
método SA fue introducido originalmente por Kirkpatrick et al. (1983). Respecto a los
trabajos referenciados anteriormente, Erdal y Sonmez (2005) emplearon el método SA para
hallar el laminado 6ptimo que genere la méxima resistencia al pandeo. Por su parte, el
método AG fue presentado por Holland en 1975 (Holland, 1992). En los ultimos afios se ha
publicado una gran cantidad de trabajos que emplean esta técnica para resolver diversos
problemas de optimizacion, incluso en el disefio estructural (Narayana Naik et al., 2008;
Almeida y Awruch, 2009). En particular, Paluch et al. (2008) implementaron AG para
determinar el espesor de la seccion y la secuencia de laminacion 6ptimos que maximicen la
resistencia, evaluada con el criterio de falla de Tsai-Hill, en palas de perfil alar. Existe
ademas interés en desarrollar estrategias de optimizacion hibridas que permitan mejorar la
solucion y/o disminuir el costo computacional. Para ello, diferentes técnicas de
optimizacién son combinadas entre si, o bien, son mejoradas modificando alguno de sus

operadores. Tal es el caso de los algoritmos que toman ventaja de las caracteristicas propias
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de los sistemas caoticos (Tokuda ef al., 1998; Yang et al. 2007), incorporando por ejemplo

sistemas caoticos en los métodos de busqueda (Mingjun y Huanwen, 2004).

2.3  Analisis estructural de vigas de pared delgada

Los modelos unidimensionales de tipo viga han sido aplicados con éxito en diversas
construcciones de las industrias aeronautica, espacial, mecanica, civil y naval. Teniendo en
cuenta que las vigas de pared delgada representan un aspecto central de esta tesis, se
expone a continuacion una sintesis de las principales contribuciones.

Las primeras contribuciones realizadas en lo que respecta a torsidn no uniforme y
acoplamientos flexo-torsionales fueron realizadas durante los primeros afios del Siglo XX
por Timoshenko, Maillart y Bleich entre otros (Timoshenko, 1953). En base a estas
primeras contribuciones, Vlasov presentd una teoria integral para el tratamiento de flexion
y torsidon combinadas de vigas isotropas de pared delgada en los afios 1930s y fue traducido
al inglés en los afios 1960s (Vlasov, 1961). También Goodier (1941) y Timoshenko (1945)
desarrollaron teorias generales independientes.

La teoria de Vlasov tiene en cuenta el efecto de alabeo, el cual es de gran importancia en
este tipo de estructuras. Desde entonces, se han propuesto nuevas aplicaciones y
extensiones de la misma que contemplan, entre otros aspectos, la flexibilidad por corte
debido a deformaciones flexionales y al alabeo torsional no uniforme. Para el caso de vigas
isotropas de pared delgada el efecto de corte flexional, junto a otros efectos secundarios,
fue tenido en cuenta en los trabajos de Aggarwal y Cranch (1967), Bishop y Price (1977) y
Ambrosini et al. (1995), entre otros. Existen algunos modelos matematicos que contemplan
ademas la flexibilidad por corte debida a alabeo torsional no uniforme para vigas rectas
isotropas de pared delgada, entre ellos se pueden mencionar los trabajos de Muller (1983),
Capuani et al. (1992) y Cortinez y Rossi (1998a, 1998b).

Por otro lado, Bauld y Tzeng (1984) desarrollaron un modelo matematico de vigas rectas
de pared delgada extendiendo la Teoria de Vlasov para materiales laminados compuestos,
sin considerar la deformabilidad por corte. Song y Librescu (1993) desarrollaron una teoria
para el andlisis dindmico de vigas de pared delgada compuestas de seccion cerrada,
teniendo en cuenta la flexibilidad por corte debida a flexion y considerando efectos de
alabeo primarios y secundarios. Cabe destacar que estos autores han presentado
aplicaciones interesantes y extensiones de esta teoria en diversos articulos (Bhaskar y

Librescu, 1995; Song y Librescu, 1997a; Song y Librescu, 1997b). Modelos similares han
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sido desarrollados por Smith y Chopra (1991), Pollock et al. (1995), Rand (1998), Massa y
Barbero (1998) y Chen (2000), entre otros. La mayoria de estos trabajos tiene en cuenta la
flexibilidad por corte debida a los aportes flexionales Unicamente. Sin embargo, la
flexibilidad por corte debida al alabeo torsional no uniforme influye en la respuesta
estructural para ciertas configuraciones seccionales. En tal sentido, Wu y Sun (1990)
estudiaron la flexibilidad por corte en forma completa para el andlisis de frecuencias
naturales en vigas rectas de pared delgada construidas con materiales compuestos. Cortinez
y Piovan (2002) presentaron un modelo tedrico para el andlisis dindmico de vigas rectas de
pared delgada en base al principio de Hellinger-Reissner considerando la flexibilidad por
corte en forma completa y teniendo en cuenta la existencia de tensiones iniciales, aplicable
al caso de laminados simétricos balanceados o especialmente ortdtropos. Este trabajo fue
generalizado por Cortinez y Piovan (2006) al considerar la existencia de un estado
arbitrario de tensiones iniciales y mas tarde por Piovan y Cortinez (2007a) para una
arquitectura general de laminado. En este contexto, Cortinez et al. (2002) y Machado y
Cortinez (2005a, 2005b, 2007) estudiaron la estabilidad y vibraciones libres de vigas
compuestas de seccidon bisimétrica sujetas a un estado de tensiones iniciales, considerando
una teoria geométricamente no lineal, que admite grandes desplazamientos y rotaciones.
Esta teoria fue extendida para considerar el problema de estabilidad dindmica por Machado
y Cortinez (2009).

En el caso de vigas curvas de pared delgada construidas con materiales isotropos los
articulos de Gendy y Saleeb (1994), Cortinez et al. (1999), Piovan et al. (2000) y Hu et al.
(1999) consideran la deformabilidad por corte en forma completa. Son pocos los trabajos
que han considerado la mecanica de vigas curvas de pared delgada construidas con
materiales compuestos teniendo en cuenta la flexibilidad por corte debida al alabeo. Entre
dichos trabajos, se destacan los articulos presentados por Cortinez et al. (2000) y Cortinez
et al. (2001), en los cuales se presentd un modelo que considera la flexibilidad por corte en
forma completa en vigas curvas construidas con materiales compuestos, que permite
evaluar la mecéanica del movimiento fuera del plano. Sin embargo, dichos modelos son
validos para los casos de laminacion simétrica balanceada o especialmente ortotropa. Estos
trabajos se generalizan para el caso de vigas anisotropas en los trabajos de Piovan y
Cortinez (2002, 2003, 2007b) para el analisis de estabilidad dinamica.

Tales modelos permiten considerar el analisis de inestabilidad global de la estructura, el
cual tiene una gran importancia en estructuras esbeltas y es por eso que una importante

cantidad de trabajo fue dirigido al desarrollo de modelos adecuados y métodos de célculo
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precisos para la determinacion de cargas criticas de pandeo global para diferentes
configuraciones de uso habitual. En el caso de vigas metalicas se han realizado aplicaciones
exitosas de la teoria de Vlasov, obteniéndose soluciones analiticas simples de gran valor
practico (Timoshenko y Gere (1961), Bleich (1952), Vlasov (1961), Goodier (1941)).
Luego, dicha teoria ha sido extendida al caso de materiales compuestos en diferentes libros
y publicaciones (Lee et al (2002), Sapkés y Kollar (2002) y Kollar y Springer (2003),
Machado y Cortinez (2005a, 2005b)). Por su parte, el mencionado modelo estructural ha
sido empleado para el andlisis de inestabilidad dinamica, vibraciones en estructuras
fisuradas e identificacion de dafio. Dichas aplicaciones fueron presentadas en los trabajos
de Machado (2006, 2008, 2010), Cortinez et al. (2009) y Cortinez y Dotti (2010, 2012).

En cuanto a la inestabilidad local de vigas de pared delgada se han publicado varios
trabajos en los que se obtienen formulas explicitas que definen la carga critica de pandeo
local. En lo que se refiere a vigas construidas con materiales compuestos se pueden
mencionar los trabajos de Kollar y Springer (2003) y de Qiao y Shan (2005). En ellos, se
consideran hipotesis simplificativas que permiten modelar la seccion transversal de la viga
constituida por placas de gran longitud vinculadas entre si, considerando s6lo cargas de
distribucion uniforme. Por su parte, Tarjan et al. (2009) propusieron un analisis de pandeo
de placas sometidas a cargas de compresion con distribucion lineal por medio de una
superposicion de estados (axial y flexional puro). Luego, la carga critica se obtiene a través
de la curva de interaccién desarrollada por Bleich (1952), siendo aplicable unicamente a

placas restringidas rotacionalmente en dos de sus bordes.
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CAPITULO 3

GENERALIDADES DEL DISENO DE VIGAS
COMPUESTAS DE PARED DELGADA

3.1 Introduccion

El diseno de estructuras esbeltas construidas con materiales compuestos constituye un
problema complejo que involucra una gran cantidad de variables debido a las
caracteristicas de tales materiales. Por su parte, las vigas de pared delgada construidas con
materiales compuestos son elementos estructurales muy versatiles y, a pesar de que las
formas de la seccion de tales estructuras son similares a las empleadas en construcciones
metalicas, su comportamiento estructural suele ser diferente. Por todo ello, en este capitulo
se realiza una descripcion de los diferentes aspectos que deben ser tenidos en cuenta en el
disefio de vigas compuestas de pared delgada.

En primer lugar, se mencionan las ventajas fundamentales del empleo de materiales
compuestos en obras de ingenieria y se describen las principales dificultades que suelen
presentarse en el disefo de tales estructuras. En segundo lugar, se realiza un breve resumen
de las caracteristicas mecdnicas de los materiales compuestos y de los criterios que seran
utilizados para evaluar su resistencia. Por ultimo, se describen aspectos especificos que
deben considerarse al analizar el comportamiento estructural de vigas de pared delgada

compuestas.

3.2 Generalidades

Las vigas de pared delgada se utilizan habitualmente en diversas aplicaciones
tecnologicas en las cuales el ahorro de peso resulta una propiedad determinante en el
disefio. Dicha propiedad se ve incrementada cuando tales estructuras se construyen con
materiales compuestos, los que a su vez presentan importantes ventajas tales como alta
resistencia a la corrosion y a la fatiga. Por otra parte, las relaciones de rigidez (longitudinal
y transversal) son, en general, muy diferentes a las de materiales isotropos. Las ventajas de

los materiales compuestos con respecto a los convencionales ha motivado un importante
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trabajo de investigacion dirigido hacia este nuevo tipo de materiales, que presentan dos
caracteristicas distintivas: complejidad y versatilidad. Son complejos debido a la naturaleza
de los componentes utilizados y la forma en que se los dispone, y por el comportamiento
mecanico resultante. Son versdtiles, pues pueden ser disefiados exclusivamente para
cumplir con un rol determinado o bien con propiedades previamente especificadas. De esta
manera, el disefiador puede controlar el rango de variacion de las propiedades del material
(rigidez, resistencias, expansion térmica, etc.). Por su parte, los adelantos en la ciencia y en
la tecnologia de materiales compuestos con grandes capacidades elasticas, y la necesidad de
estructuras con miembros estructurales de grandes luces, livianos, y esbeltos, ha generado
un gran interés por el analisis de estructuras de alta flexibilidad. Las aplicaciones de estos
materiales van desde estructuras de vigas simples hasta el andlisis de hélices de
helicopteros, alas de aviones, 4labes de turbina y subsistemas de estructuras mas complejas
como las aeroespaciales.

Consecuentemente, el disefio de piezas de materiales compuestos es considerablemente
mas complejo que el disefio de piezas de materiales convencionales. No solo se debe idear
la geometria del elemento sino también se debe disefiar el propio material con la finalidad
de obtener rigideces y resistencias que cumplan con los requisitos deseados en la estructura.
El disefio de una pieza compuesta implica ademas aprovechar de la mejor manera posible
las cualidades del material, reforzando las direcciones sometidas a mayores esfuerzos. Para
ello, se debe definir a cada uno de los materiales constituyentes y, en el caso de materiales
laminados, se deben determinar la orientacion de las fibras en cada lamina, el espesor de
cada una de ellas y la secuencia de apilamiento Optima. Asimismo y a pesar de no ser
objeto de estudio en esta tesis, es importante la eleccion de un proceso de fabricacion que
garantice la buena calidad final del elemento.

Debido a las complejidades que trae aparejadas el uso de materiales compuestos, las
herramientas de disefio y de andlisis estructural desarrolladas para materiales
convencionales no pueden aplicarse directamente en estructuras compuestas. El disefio de
tales estructuras requiere de un primer paso de definicion del problema y de las
especificaciones que deberd cumplir el elemento a disefiar. Luego, debe encontrarse la
manera de disefar la estructura. Tradicionalmente, los disefios se han llevado a cabo
aplicando métodos basados en el conocimiento empirico. Sin embargo, cuando el disefio
involucra el andlisis de materiales compuestos, el nimero de combinaciones posibles es
practicamente ilimitado y la caracterizacion mediante experimentacion se hace muy

costosa. Actualmente, el uso de modelos matematicos de optimizacion y métodos
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numéricos, para predecir y simular su comportamiento, parecen ser las herramientas mas
adecuadas para realizar el disefio de tales estructuras.

Sin embargo, mas alla del método de resolucion empleado, para formular correctamente
el disefio y poder determinar los aspectos fundamentales a considerar, primero es
importante conocer el comportamiento estructural que presentan las vigas compuestas de
pared delgada y sus limitaciones, acorde a las solicitaciones a las que estan sometidas. Este
tipo de analisis da las pautas a seguir en el disefio en lo que respecta a la eleccion del
objetivo del disefio y de las restricciones estructurales que deben ser verificadas. Los
desplazamientos que se producen en la estructura, la resistencia del material, el pandeo
global y el pandeo local son aspectos de igual importancia en vigas FRP. Por ello, en la

ultima seccion de este capitulo se realizan algunas consideraciones sobre estos aspectos.

3.3 Materiales compuestos

Los materiales compuestos poseen principalmente dos constituyentes: la matriz y las
fibras. Entre las matrices mas usadas se encuentran las matrices cerdmicas y las resinas
poliméricas (poliéster, viniléster y epoxi, entre otras), mientras que las fibras cominmente
utilizadas son las fibras de vidrio, grafito y carbono. En particular, los materiales
compuestos de matriz polimérica presentan excelentes relaciones rigidez/peso y
resistencia/peso que los hace idoneos para ciertos sectores productivos. Otras de sus
ventajas, que dan origen a muchas de sus aplicaciones son su resistencia a la fatiga, su alta
resistencia a la corrosion, su resistencia a distintos agentes de origen medioambiental y
quimico, su baja expansion térmica, su baja o alta conductividad térmica, etc.

Las fibras poseen una gran resistencia a las tensiones longitudinales, mientras que la
matriz es la encargada de redistribuir las cargas que actuan en direcciones distintas a la
direccion de las fibras, unirlas y protegerlas de factores mecanicos y ambientales. La falta
de contribucion en la resistencia en direccion transversal por parte de las fibras y la escasa
resistencia de la matriz, generan la necesidad de adicionar l[dminas unidireccionales (Figura
3.1(a)) con distintas orientaciones de fibras, creando una estructura laminada (Figura
3.1(c)). Otra solucion para soportar cargas multidireccionales es incorporar en una misma
lamina refuerzos bidireccionales (Figura 3.1(b)), o bien, utilizar un refuerzo distribuido en

forma aleatoria (CSM).
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(b)

Figura 3.1. (a) Lamina con fibras unidireccionales. (b) Lamina con fibras bidireccionales. (c) Laminado

multicapa.

Las propiedades mecénicas y estructurales globales de un material compuesto dependen,
tanto de las propias propiedades de sus constituyentes, como de la disposicion geométrica
de éstos. Luego, la combinacion de diferentes matrices con fibras de distintos materiales o
con diversas disposiciones permite obtener materiales con propiedades mecéanicas
particulares que se adaptan a los distintos aspectos que requiere un determinado disefio.
Existe, pues, una gran cantidad de combinaciones posibles y, por lo tanto, muchos tipos de
materiales compuestos. Estos se pueden distinguir en funcion de su tipologia (fibras cortas
o largas, continuas o discontinuas, orientadas o con disposicion aleatoria, una sola capa o
laminados multicapa, etc.), o bien en funcion del tipo de sus componentes. En esta tesis el
disefio se focaliza en el empleo de compuestos FRP, los cuales consisten en laminas
delgadas unidireccionales ensambladas constituidas por polimeros reforzados con fibras
continuas. En cuanto a las fibras suelen ser de vidrio, que dan lugar a los GFRP (glass fiber
reinforced polymer), o bien de carbono, que dan lugar a los CFRP (carbon fiber reinforced

polymer).
3.3.1. Ecuaciones constitutivas de una lamina de material compuesto

Uno de los primeros pasos del disefio es conocer el comportamiento del material. Una de
las dificultades en su analisis es la determinacion de las propiedades efectivas del material
compuesto a partir de las propiedades de sus constituyentes. Los materiales compuestos son
anisotropos, lo que causa que sus propiedades varien de acuerdo a la posicion y a la
direccion consideradas. Para modelar el comportamiento mecéanico de estos materiales,
primero deben estudiarse los mecanismos microestructurales que se establecen entre los

diferentes constituyentes. Esto da lugar a modelos micromecanicos que representan al
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material como uno homogéneo equivalente, permitiendo conocer las propiedades elasticas
de una lamina. Luego, los llamados modelos macromecénicos establecen relaciones entre
tensiones y deformaciones que describen las propiedades constitutivas del laminado a partir
de tales propiedades efectivas mencionadas. Luego, las relaciones constitutivas entre
tensiones y deformaciones para una ldmina de material anisétropo vienen dadas por la

expresion

O-l i Ql 1 Q12 Q13 Q14 QIS Q16 | 81
0-2 Q21 QZZ Q23 Q24 QZS Q26 82
0-3 — Q31 Q32 Q33 Q34 Q35 Q36 83 , (3 ) 1)
7’.23 Q4l Q42 Q43 Q44 Q45 Q46 }/23
T13 QSI QSZ Q53 Q54 QSS Q56 713

TlZ Qél Q62 Q63 Q64 Q65 Q66 i 7/12

donde se comprueba el requerimiento de veintiuna constantes (Q; para definir
completamente la relacion constitutiva entre tensiones y deformaciones.

Sin embargo, se asume que los laminados multicapa FRP estan formados por varias
laminas ortotropas, en las que se verifica la existencia de dos planos de simetria del
material, siendo éstos ortogonales entre si y simultineamente perpendiculares a un tercer
plano. En la Figura 3.2(b) se muestra una ldmina ortdtropa con su sistema de referencia
propio (B: xi, x2, x3), alineado con las direcciones principales de la lamina, es decir: la
direccion x; esta alineada con la direccion de las fibras y las restantes dos direcciones,
normales a la anterior y perpendiculares entre si. En una lamina de material ortoétropo no
hay acoplamiento entre las tensiones normales y las deformaciones tangenciales, ni
tampoco entre las distintas componentes de tension y deformacion transversales. Debido a
esto, se requiere unicamente el conocimiento de nueve constantes eldsticas independientes,
quedando las relaciones constitutivas entre tensiones y deformaciones reducidas a la

siguiente expresion

O-l Ql 1 Ql 2 Ql 3 O 0 O gl
0-2 Ql 2 Q22 QZS O 0 O 2
0-3 — Ql3 Q23 Q33 O 0 O 83 ) (3 2)
T23 0 0 0 Q44 0 O }/23
Tl 3 0 0 0 O QSS O }/1 3
Tl 2 L 0 0 0 O 0 Q66 _ 7/1 2

La expresion (3.2) corresponde entonces a una ldmina unidireccional como la de la
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Figura 3.2(b), es decir, con ejes orientados en la direccion del refuerzo.

(@) (b)

Figura 3.2. Descripcion de los sistemas de referencia de una lamina con ortotropia general. (a) Tensiones

expresadas en el sistema (B: x, s, n). (b) Relacion entre el sistema (B: x, s, n) y el sistema propio de la lamina

(B: X1, X2, x3)'

Las laminas que forman un laminado multicapa tienen sus fibras orientadas en distintas
direcciones, otorgandole al material mejores propiedades estructurales. La disposicion de
fibras en otras direcciones que no sean las principales de la lamina, exige efectuar una
transformacion de los tensores de deformaciones y de tensiones, transformando a su vez la
expresion constitutiva (3.2). Observando la Figura 3.2(b) puede establecerse la siguiente
relacion de transformacion entre los sistemas de referencia del laminado, (B: x, s, n) y de la

lamina, (B: x1, X2, x3), de la siguiente manera

X, cosd send O0||x
X,r=|-sen @ cos@ 0]|is (3.3)
X, 0 0 I||n
Asi, la ley constitutiva (3.2) puede expresarse como

O-xx _QH QH QI&’ 0 0 Qlti | gXX

O-ss QI 2 Q2 2 Q23 0 0 Q2 6 gss

O-nn — QI.? Q23 Qj’_? _0 _0 Q36 g’m , (34)

o, o 0 0 09, 95 0 ||7

O, 0 0 0 Q5 O5 0 ||,

0.) 105 O Qs 0 0 Ou|lV

donde
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0,,=0,,cos* 8+2(0,, +20,,)sen’fcos’ 8+ Q,,sen’0,
0, = (0, +0,, —40Q,,)sen’ @ cos’ 8+ Q,,(cos* 8 +sen*H),

Qm = (Qll - Q12 - 2Q66 ) seanos3 0+ (le - sz + 2Q66 ) Sen30COS 05

sz = Ql ]sen4t9 +2 (le + 2Q66 ) sen’6cos’ 6+ Q22COS49= Q33 = Q33’
0, =(0,, -0, —20,,)sen’8cos 8 +(0,, — 0,, +20,, )sené cos’ 6, (3.5)
0, =(0,,+0,, —20,, —20,, )sen’cos” 6+ Oy, (cos4 0+ sen40),

0,, =0, cos’ 0+0,sen’d, O =0, cos’ 8+Q,,sen’d,

0, =(0;,—0,,)senbcosh, O, =0, cos’ B+Q,send,

QB =0, co8" 0+ sen’d, O, =(0,, — 0y )senécos b,

siendo O el angulo de orientacion de la fibra, como se muestra en la Figura 3.2(b), medido

en sentido antihorario desde el eje x hasta el eje x;.
3.3.2. Ecuaciones constitutivas de un laminado FRP

Como se menciond, los laminados FRP estan formados por laminas unidireccionales
apiladas, con fibras orientadas en distintas direcciones. Luego, un laminado se identifica a
partir de su secuencia de laminacidn y a partir de alli se puede conocer su comportamiento
mecanico. La relacion constitutiva entre las resultantes de tensién en el espesor y las

deformaciones de placa pueden expresarse de la siguiente forma

Nxx _AH AIZ A16 0 0 BI] BI2 B]6 ] 8,\:)(

N sS A]Z A22 A26 0 0 B 12 B 22 B 26 gss

N xS A]6 A26 A66 0 0 B 16 B 26 B 66 7/,\:x

Ny (_| 0 0 0 AL 4D 0 0 0 ||y, (36)
N, 0 0 0 AP 4P 0 o0 0 ||y | '
M)or B]] BIZ BI6 0 0 DII DIZ D16 K\:x

Mss B]Z B22 Bzé 0 0 D12 D22 D26 Kss

st _BI6 Bz6 B66 0 0 D16 D26 D66_ sz

donde las constantes de rigidez del laminado 4;, By, D; y A"’ se obtienen integrando los

coeficientes O, en el espesor de la siguiente manera

4,=[°,(0,) dn= > ( i/)k (e —m_) = e:i(ézi)k (U () A (3.7)
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B =[0,(0,) ndn=33(8,), 0 -n’ )= (D)), (-7 ),
D, =120 wan=2%(0), - =5 2(0), -7 ). 1)

A(H) 16252(Qj) %(é) (n, =11, 1)__62(Qy)k (ﬁg_ﬁzq)’

siendo 7= n/e. Las constantes B; corresponden al acoplamiento extensional-flexional,
mientras que las constantes 4;; corresponden al comportamiento extensional y de corte en el
plano de la placa, y las constantes D;; corresponden al comportamiento fuera del plano de la
placa, es decir flexional y torsional.

Un laminado es balanceado si para cada capa con fibras en direccion +6 existe una capa
idéntica con fibras en direccion —6. Para que un laminado sea simétrico la capa ubicada en
la posicién +n debe ser idéntica a la capa ubicada en la posicion —n. Por su parte, un
laminado cross-ply tiene fibras orientadas solo en las direcciones 0° y 90°, y, por lo tanto,
es balanceado, pudiendo ser simétrico o asimétrico.

En el caso de laminados simétricos no hay acoplamiento extensional-flexional y, por lo
tanto, los coeficientes B; son nulos. Si, ademas, el laminado es balanceado no existe
acoplamiento extensional-corte y, por lo tanto, se anulan las constantes de rigidez A6 y A2s.
En base a estas hipotesis, en el caso de laminados simétricos y balanceados la ley

constitutiva dada por la expresion (3.6) queda expresada de la siguiente manera

N [4, 4, 0 0 0 0 0 0][e,
N, 4, 4, 0 0 0 0 0 0 ||e,
N, 0 0 A4, 0 0o 0 0 0 ||y,
N[0 0 0 4P 4P 0 0 0|y, 58)
L B A P A
M, 0o 0 0 0 0 D, D, D,l||x,
M, 0o 0 0 0 0 D, D, D,l|xk,
M, o 0o 0 0 0 D, D, D,l|l|x,

3.3.3. Criterios de falla estatica

Los criterios de falla para materiales compuestos, al igual que para los materiales
homogéneos, se utilizan para determinar el estado limite de tension a partir del cual el
compuesto sufre un dafio o una falla. En particular, los criterios de falla polinomiales
utilizan expresiones matematicas para describir la superficie de falla para un material de

comportamiento anisotropo. Estos criterios no distinguen el tipo de falla, ni cudl es la fase
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dominante en la fractura. En consecuencia no pueden tener en cuenta fendmenos que
puedan pasar en la interfase, entre la matriz y la fibra.

El criterio de falla polinomial mas utilizado para predecir la falla de una lamina es el
criterio propuesto por Tsai y Wu (1971). Este criterio se puede expresar de la siguiente
manera

Fio-l +F20-2 +F;63 +F110-12 +F‘220-22 +E36§ +

(3.9)
F:l4T223 + F;STT?I +F661122 + ZFIZO-IO-Z + 2E30-10-3 + 2F‘23o-20-3 < 1’

donde Fi, F», Fii,..., Fes, F12 y F>3 son pardmetros de resistencia que dependen de las

propiedades mecanicas del material y estan dados por las siguientes expresiones

1 1 1 1 1 1
FlzT——,, 2T T T 3T T
S8 SR Sy 83
1 1 1
E1_+ ) F22_+_: Fs3_+_’
S8y 558, S383 (3.10)
1 1 1
F, = 2 Fs = 2’ Fe = 20
(523) (513) Slz)
1 1 1
F, __5 F\F,, F; __E F\Fy, Fy=——F;F,,

siendo s,y s, las resistencias a traccion y a compresion en la direccion de la fibra, s, y s,
las resistencias a traccién y compresion en la direccion transversal a la fibra, s; y s; las

resistencias a traccion y compresion en la direccidon normal, s, es la resistencia al corte en
el plano y 513 y s23 son las resistencias al corte interlaminares.
En el caso particular de materiales transversalmente isdtropos se asumen validas las

siguientes expresiones (Kollar y Springer, 2003)

F,=F, F;=F,, F:t4:2(F22_F23)’ Fis = Fy,
F (3.11)

by =F; Py :_%-

Luego, para este caso particular, la condicion (3.9) es expresada de la siguiente manera

Fo,+F,(0,+0,)+ K07 + Fy (0] +07 )+
(3.12)
2 (Fzz - F23 ) 7223 + F66 (7321 + 1'122 ) + 2F12 (0-10'2 +0,0; ) + 2F23O'20-3 <L
Con cierta aproximacion, se puede asumir que la falla del laminado esta asociada con la

falla de la primera lamina (FPF, por sus siglas en inglés: First Ply Failure), la cual,
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generalmente, se corresponde con la fractura de la matriz. Luego, la falla del laminado no
se produce si se satisface la desigualdad (3.9).

Para definir la superficie de falla de la ldmina y obtener un factor de comparacion, se
define el factor de relacion de tensiones (o factor de seguridad, R) como el valor por el cual
debe ser multiplicada la carga (y por lo tanto las componentes de tension) para alcanzar la

falla del laminado. Luego, si se iguala a 1 la condicion (3.12) y se reemplazan las

componentes de tension en la superficie de falla (O'ijf.' = Ro),), el criterio de Tsai-Wu puede

expresarse en términos de R de la siguiente manera

aR’> +2bR —1=0. (3.13)

Resolviendo esta ecuacion, se obtiene la siguiente expresion de R

_ [1.2
R:w, (3.14)
a

donde,

a:E10-12+F;z(o-22+o-32

N—

+Féé (7122 +T321)+2(Fzz _Fz3)7223 +
2F,0, (0, +0,)+2F,0,0;, (3.15)

b=Fo, +F,(0,+0;).

LZ22X
XXX

90000

(XL 2L
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Figura 3.3. Esquema de los puntos en los que se evalta el factor de seguridad R.

La expresion (3.15) hace referencia a las componentes del tensor de tensiones (a1, 02, 03,
712, T31, Y T23) expresadas en el sistema de coordenadas propio de la l[amina (B: xi, x2, x3).
Tales componentes se determinan en funcion de las deformaciones principales mediante la

expresion (3.2), la cual, para el caso de materiales transversalmente isétropos, puede
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escribirse como

E Ey Eyv |
51(1_V223) s (1+vy,) s (1+vy,) 0 0 0
O, i 1 E2V122 ﬂ v +E2V122 0 0 0 &
o, D E ) D\* E ,
2
o, | _ B _EVn o 0o ol|l5L@316
Ty D E1 Va3
fis sim _£ o o ||"
T 2(1+V23) Y2
G, O
L Gl2_
siendo,
E
D:I—v23—2(1+v23)Ezv122. (3.17)

1

En la expresion (3.16) se introduce el vector de deformaciones expresado en el sistema
de la lamina (B: xi, x2, x3), el cual puede definirse en términos de las deformaciones

expresadas en el sistema curvilineo de la siguiente manera

g c s 00 cs £,
£, s ¢ 00 —cs || &,
gl_| 0 0 10 O )l (3.18)
Vs 0 0 0 ¢ -s 0 Ve
Y 0 0 0 s ¢ 0 Ven
o) |2¢s 2¢s 0 0 O c? —sz_ Vs

donde ¢ = cosf y s = senb;.

Las tensiones en el sistema principal del laminado, y por lo tanto los distintos factores de
seguridad R, se evaluan en diferentes puntos de la seccion transversal, en las zonas superior
e inferior de cada capa del laminado y en distintas secciones a lo largo de la longitud de la
viga, tal como se muestra en la Figura 3.3 para el caso particular de una viga cantiléver de
seccion transversal tipo 1. Luego, el valor de R que se considera como indicador de la falla

del laminado es el minimo valor encontrado.
3.3.4. Criterio de falla por fatiga (CT-HE)

En los disefios de vigas compuestas sometidas a estados de carga dinamicos, resulta

conveniente verificar la resistencia a fatiga del laminado. Son muchos los modelos que se
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han desarrollado para predecir la resistencia a fatiga y el tiempo de vida de laminados
constituidos por polimeros reforzados con fibras. Al respecto, una completa revision fue
publicada por Degrieck y Van Paepegem (2001). Los autores proponen clasificar tales
modelos en las siguientes categorias: modelos de vida a fatiga, modelos fenomenolédgicos
para la rigidez o la resistencia residual y modelos de dafio progresivo. Los modelos de vida
a fatiga no consideran los mecanismos de degradacion y los criterios de falla son
formulados utilizando curvas S-N, por lo cual requieren un gran trabajo experimental. Los
criterios basados en modelos fenomenoldgicos para la rigidez y la resistencia residuales
proponen una ley evolutiva que describe el deterioro gradual de la rigidez o de la
resistencia del laminado en términos de las propiedades macroscdpicas, mientras que los
modelos de dafio progresivo proponen la ley evolutiva de degradacion en referencia a un
dano especifico.

Para predecir la resistencia a fatiga de laminados FRP, en esta tesis se hace uso del
criterio de falla de Tsai-Hill extendido propuesto por Jen y Lee (1998a; 1998b). Dentro de
las clasificaciones enumeradas anteriormente, este criterio se encuadra dentro de los
modelos de vida a fatiga. Jen y Lee (1998b) extienden el conocido criterio de falla de Tsai-
Hill (Tsai, 1965) para predecir las caracteristicas a fatiga de laminas unidireccionales.
Demuestran ademds que el criterio puede ser empleado satisfactoriamente para el analisis
de laminados cuasi-isotropos y laminados cross-ply. Aqui se asume, al igual que en el
andlisis estatico, que la falla de un laminado multi-direccional puede ser representada por la
falla de la primera lamina.

Para establecer el criterio CT-HE, primeramente se definen las relaciones de tension

segun las siguientes expresiones

R - (92),, R, _(Ba)y (3.19)

_ (%)
= @), T (w).

(0

Luego, omitiendo el efecto de la frecuencia de carga, el criterio de falla por fatiga del

Q

laminado se establece de la siguiente manera

2 2 2 2
(ﬁj (zj (ﬂj H “1, sifr|<L |R)<L (3.20)
L T L T

2 2 2 2
O-l 0-2 610-2 TIZ — 1
L+ = | == | +H | =1, si|R[=21, |R|L], 3.21
() AR (] - s s o2
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2 2 2 2
O-l 0-2 0-10-2 TIZ — ]
G %2 [ 2% 4 22| =1, silr|>1, |R|21, 3.22
(3252 (2] - seiz i e
2 2 2 2
Gl &) 2% 4 02| =1, silr|<l, |R|21, (3.23)
L t I T

donde L(N, R)) y I(N, R;) son las resistencias a fatiga de tracciébn y compresion,
respectivamente, en la direccion de la fibra, 7(N, R,) y (N, R;) son las resistencias a fatiga
de traccidon y compresion, respectivamente, en la direccion transversal a la fibra y ©(V, R)2)
es la resistencia a fatiga por corte, siendo N el nimero de ciclos. Estas resistencias deben
ser determinadas experimentalmente (Jen y Lee, 1998a) y dependen del ntimero de ciclos y
de las relaciones entre tensiones definidas en (3.19). Los valores de tales resistencias para
laminas compuestas por carbono AS4/PEEK se muestran en el Apéndice 1. Estos se dan
para diferentes relaciones R y para un numero critico de ciclos. En particular, cuando R; es
igual a la unidad se hace referencia a las resistencias estaticas de la lamina.

En este caso, el calculo de las componentes de tension maximas y minimas se realiza de
manera andloga a lo explicado anteriormente para la aplicacion del criterio de falla de Tsai-

Wu.

3.4 Vigas de pared delgada: comportamiento estructural

En comparacion con las vigas de pared delgada metélicas, las compuestas son mucho
mas complejas en el sentido que involucran varios efectos no-clasicos importantes como la
deformacion por corte. Es decir, en el modelo de viga cldsico Bernoulli-Euler se asume que
la rigidez de corte transversal es infinita. Sin embargo, en vigas construidas con materiales
compuestos el efecto de corte debe ser tenido en cuenta. Por lo tanto, es importante utilizar
un modelo estructural que capture efectivamente estos efectos para poder investigar la
respuesta de dichos elementos estructurales. En esta tesis se emplea a tal fin un modelo
tedrico que considera deformabilidad por corte debida a flexion y a alabeo por torsion no
uniforme. El mismo es una extension de la teoria desarrollada por Piovan en su tesis
doctoral (Piovan, 2003) y publicada en los trabajos de Cortinez y Piovan (2002; 2005;
2006).

Las inestabilidades pueden producirse facilmente en algunos casos y provocar daiios
severos en una estructura. El pandeo bajo carga representa un ejemplo tipico de pérdida de
estabilidad en estructuras de pared delgada y muchas veces su disefio es gobernado por este

tipo de analisis. En consecuencia, tanto la inestabilidad global como la inestabilidad local
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resultan ser aspectos fundamentales en el disefio de vigas de pared delgada. En general,
ambos andlisis suelen incluirse en el problema de optimizacidbn como restricciones
estructurales y, muchas veces, la estabilidad global es considerada una medida de
resistencia de la estructura y, por ello, se incluye en los objetivos del problema de

optimizacion.

z
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Figura 3.4. Esquema de la configuracion de pandeo lateral.

Cuando una viga es cargada en su plano de simetria, inicialmente flexiona en dicho
plano (Figura 3.4(a)). Sin embargo, para un cierto nivel de carga, la viga pandea
lateralmente, es decir, simultdneamente la viga rota respecto a su eje longitudinal (Figura
3.4(b)). Este fendmeno es llamado pandeo lateral-torsional (o simplemente, pandeo lateral)
y el valor de la carga para la cual ocurre se denomina carga critica o carga de pandeo.

La inestabilidad local en vigas de pared delgada se presenta principalmente debido al
pequeiio espesor de las paredes que conforman su seccion transversal y, en especial cuando
se trata de vigas de poca longitud, la inestabilidad local suele producirse antes que la
inestabilidad global. Por lo tanto, en vigas y columnas de pared delgada el pandeo local
debe ser considerado. La falla por inestabilidad de una parte de la seccion transversal es
importante debido a que indica el inicio de un proceso que lleva al colapso de la membrana
y, por lo tanto, su prediccion es fundamental para conocer la resistencia de la estructura. Se
han desarrollado diferentes metodologias para determinar el estado limite de inestabilidad

local. Sin embargo, una de las estrategias mas empleadas consiste en modelar las alas y las
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almas de la seccién en forma individual considerando las conexiones que existen entre
ellas. En la Figura 3.5 se esquematizan posibles configuraciones de pandeo de la seccion y

la forma en que se modelan las paredes de la misma.

I 1|/ l Hu

A A A A A A

Libre
SS PLACAI SS SS PLACATI SS
e e e e N e e e e R e e R e

Figura 3.5. Configuraciones de pandeo local e hipotesis para su analisis.
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CAPITULO 4

ANALISIS ESTRUCTURAL DE VIGAS
COMPUESTAS DE PARED DELGADA

4.1 Introduccion

En este capitulo se presenta el modelo estructural empleado en esta tesis para evaluar el
comportamiento de vigas FRP de pared delgada. Primeramente, se presenta un modelo
teorico que permite realizar estudios estaticos, dindmicos y de inestabilidad en vigas FRP
rectas y curvas de pared delgada. En el disefio 6ptimo de tales estructuras, este modelo sera
implementado numérica y analiticamente. La implementacion numérica se realiza mediante
la aplicacion de un modelo de elementos finitos unidimensional que serd detallado en el
Capitulo 6. Tal implementacion permite conocer todos los parametros estructurales que
intervienen en el disefio. Asimismo, para el andlisis de algunas situaciones particulares se
desarrollan formulas explicitas que permiten realizar el disefio éptimo de vigas rectas FRP
de seccion transversal bisimétrica y bajo condiciones de borde especificas. El modelo de
vigas mencionado no considera efectos locales que puedan producirse en la seccion de la
viga. Para tener en cuenta dichos efectos, se desarrollan formulas analiticas que permiten
evaluar la estabilidad local de la misma a partir de un modelo de placas ortotropas.

La teoria de vigas FRP que se presenta en la primera seccion de este capitulo considera
flexibilidad por corte en forma completa, es decir, considera deformabilidad por corte
debida a flexioén y a alabeo por torsion no uniforme. Se contempla en forma unificada el
tratamiento de secciones genéricas tanto abiertas como cerradas en vigas con laminacion
simétrica y balanceada o especialmente ortdtropa. Su formulacion estd basada en el
principio de Hellinger-Reissner. El campo de desplazamientos se considera representado
por componentes lineales y no lineales y es formulado a partir de dos sistemas de
referencia. Se contemplan las componentes de primer y segundo orden del vector de
deformaciones de Green-Lagrange, omitiendo las componentes de segundo orden debidas a
desplazamientos no lineales. Se contempla la presencia de un estado arbitrario de tensiones
iniciales. Cabe destacar que los desarrollos realizados aqui conforman una extension, para

el andlisis de vigas curvas, de los trabajos de Cortinez y Piovan (2002; 2006). Las
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ecuaciones constitutivas que relacionan las resultantes de tension con las deformaciones
generalizadas surgen a partir del principio de Hellinger-Reissner. Por su parte, se ha
demostrado que para el caso particular de vigas rectas este enfoque constitutivo arroja
mejores resultados, tanto en el calculo de frecuencias naturales como de inestabilidad. Sin
embargo, la metodologia empleada para su obtencion resulta mas dificil de implementar en
el caso de laminaciones generales. Por ello, adicionalmente, se exponen las ecuaciones
constitutivas que surgen del principio de trabajos virtuales.

En una segunda seccion, mediante el empleo de las ecuaciones planteadas, se desarrollan
formulas explicitas que permiten realizar el andlisis estructural desde un punto de vista
completamente analitico en vigas rectas FRP simplemente apoyadas y bi-empotradas,
sometidas a estados de carga de flexo-compresion. Primeramente, se expone un resumen de
las férmulas analiticas convencionales destinadas al célculo de desplazamientos estaticos,
esfuerzos y tensiones producidos en la viga. Luego, empleando la teoria de vigas
mencionada en el parrafo anterior, se desarrollan férmulas analiticas que permiten obtener
las cargas criticas de pandeo global de vigas rectas FRP con laminacion simétrica y
balanceada, contemplando Ginicamente secciones transversales doblemente simétricas.

Por tultimo, se desarrolla una metodologia para evaluar las cargas criticas locales en
vigas FRP rectas y curvas de pared delgada con laminacién ortotropa. Para realizar el
analisis de inestabilidad local se asumen validas las hipdtesis propuestas por Kollar y
Springer (2003), quienes modelan cada segmento de la seccidon transversal como una placa
de gran longitud y asumen que los ejes comunes a dos o mds placas permanecen rectos.
Luego, la carga de pandeo local se determina considerando a cada pared como una placa

individual de gran longitud restringida rotacionalmente por el segmento adyacente.

4.2 Teoria

En esta seccion se desarrolla el modelo estructural empleado en esta tesis para analizar
el comportamiento de vigas curvas y rectas de pared delgada construidas con materiales
FRP. La formulacion propuesta estd basada en el principio de Hellinger-Reissner y
considera la deformacion por corte debida a flexion y a alabeo no uniforme en vigas rectas
y curvas de pared delgada. Tal modelo constituye una extension de la teoria desarrollada
por Cortinez y Piovan (2002, 2006) para la consideracion de vigas curvas de pared delgada
sujetas a un estado arbitrario de tensiones iniciales, siendo estrictamente valida para

laminaciones simétricas y balanceadas, ortotropas y cross-ply. Adicionalmente, al final de
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esta seccion se exponen las ecuaciones constitutivas en términos de las resultantes de
tension derivadas de la formulacion basada en trabajos virtuales, las cuales pueden ser
empleadas para el analisis de vigas FRP con laminacion general (Piovan y Cortinez, 2007a,

2007b).
4.2.1 Cinematica general

Se considera una viga genérica de paredes delgadas curvada en el plano. La seccién
transversal de la viga es constante a tramos y puede ser abierta o cerrada, como se muestra
en las Figuras 4.1 y 4.2, respectivamente. Téngase presente que el modelo general de viga
curva se puede reducir al modelo de viga recta, cuya representacion se muestra para un

perfil genérico de seccion abierta en la Figura 4.3.

Figura 4.2. Esquema de viga de pared delgada genérica de eje curvo de seccion cerrada.

La viga se asocia a las magnitudes V, 4, L, S, y e, que representan respectivamente los
dominios del espacio (volumen), area seccional, longitud (en direccidon axial de la viga),
perimetro en la linea media de la pared seccional y espesor de la pared seccional, tal como

se puede apreciar para una viga de seccion abierta en la Figura 4.1 y en la Figura 4.4 y su
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detalle.

Los puntos del elemento estructural son referidos a dos sistemas de referencia: un
sistema de coordenadas cartesiano ortogonal (C: x, y, z), donde el punto de referencia C
coincide con el centro de gravedad de la seccion transversal, y otro sistema con origen en el

centro de corte (O: X,y,z), siendo los ejes x y X tangenciales al eje longitudinal de la

viga.

Figura 4.3. Esquema de viga de pared delgada genérica de eje recto.

Adicionalmente, se define un sistema de referencia intrinseco (B: x, s, n), siendo B un
punto genérico ubicado en la linea media de la seccidn transversal. El plano sn coincide con
el de la seccion transversal y las coordenadas curvilineas s y n corresponden a coordenadas
circunferencial y normal, respectivamente. Las coordenadas correspondientes a puntos

ubicados sobre la linea media de la seccion transversal se denotan mediante las letras

mayusculas Yy Z (o bien, Yy Z).

Z Detalle A

Figura 4.4. Descripcion de las entidades geométricas de una seccion transversal genérica. Sistemas de

referencia y esquema de los desplazamientos generalizados.

El modelo estructural utilizado en la presente tesis estd basado en las siguientes

hipotesis:



vi)

vii)
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La seccion es indeformable en su propio plano, aunque el alabeo se considera
permitido fuera del mismo.

La distribucion de alabeo se representa mediante la funciéon de Saint-Venant de
vigas isotropas.

La teoria del presente Capitulo se considera valida para vigas de pared delgada de
eje curvo y recto, de seccion transversal genérica. El material de construccion debe
ser compuesto del tipo matriz reforzada con fibras y la laminacién ortdtropa
general, lo cual incluye al material is6tropo, compuesto especialmente ortoétropo y
compuesto con laminacion simétrico-balanceada.

La curvatura de la linea media de la seccion transversal es despreciable. Se idealiza
la seccion de la viga, formada por una secuencia de placas de espesor constante.

Se admite que la curvatura torsional x, de la placa se puede expresar de acuerdo
con la teoria clasica de placas, mientras que la curvatura flexional x_de la misma

se expresa de acuerdo con una teoria placas con deformacion de corte de primer
orden.

Los esfuerzos placa (Ns) y los momentos (M) resultantes sobre el espesor de la
pared, correspondientes a la tension circunferencial oy, se suponen despreciables.
Asimismo se desprecia la fuerza resultante sobre el espesor (IVy,) relacionada con la
deformacion interlaminar

El campo de desplazamientos se considera representado por una componente lineal

y una componente de segundo orden, sobre la base de dos sistemas de referencia,

(C:x,y,2)y(0: X,9,72).

viii) Se admiten como las deformaciones mas representativas: deformaciones de primer

orden debidas a desplazamientos lineales (&, &xs, €wm), deformaciones de primer

orden debidas a desplazamientos no lineales (£, €, &™)y deformaciones de

xs 2

segundo orden debidas a desplazamientos lineales (77, 77,,, 77..).

Se desprecian las componentes de deformacion de orden superior debidas a
. . NL

desplazamientos no lineales (77, ).

Se desprecian las resultantes de tension de alto orden dependientes de n* (k> 1).

Se considera que las componentes mas representativas del tensor de tensiones son

Ow, Oy Y Ox: y Se contempla adicionalmente un estado arbitrario de tensiones

iniciales (o7, 0!, 0..) incluyendo desplazamientos de segundo orden dependientes

xx 2 xy?
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de las rotaciones finitas semitangenciales.
xii) El campo de tensiones se deduce a partir de considerar las relaciones constitutivas
de las resultantes de tension en el espesor y de las ecuaciones de equilibrio en una

placa.

Las coordenadas cartesianas de un punto arbitrario de la seccion transversal, expresadas
en el sistema de referencia baricéntrico (C: x, y, z) y en el sistema respecto al centro de

corte (O: X,¥,z), pueden relacionarse entre si y con las correspondientes coordenadas

curvilineas s y n mediante las expresiones

y(sn)=y-y, z(sn)=7-z,

y(s,n)zY—nd—Z, z(s,n):Z+n£, (4.1)
ds ds

y(s’n)zf—nd—z, E(s,n)zf+n£.
ds ds

Por su parte, de acuerdo a las hipotesis enunciadas, el campo de desplazamientos
adoptado se expresa, respecto a ambos sistemas de referencia (C y O), de la siguiente

manera

u,=v-z¢, u, =w+ye,
a1 u
=— 6 —— |-y 6. |, 4.2
ux 2|:Z¢x( z Rj y¢x y:| ( )
2
s sfe-loiT o
7 2{@ ° R 20° R) 7

N _Z( 2 Y u
=— +0°)—=160. —— |6,
uZ 2(¢’f }’) 2( z Rj y

siendo valido para vigas curvas y también rectas, caso que se cumple en el limite en que el

radio R tiende a infinito. Los desplazamientos lineales (u., u, y u.) y no lineales

NL NL
(™,

u™") de un punto genérico de la viga se expresan en términos de las coordenadas
de la seccion transversal y de los desplazamientos generalizados. Estos representan los
desplazamientos y rotaciones del centro de referencia C y del centro de corte O, como se
indica en la Figura 4.4. Corresponden a tres corrimientos: u, v y w, tres rotaciones: &, 6,, ¢

y a una magnitud 6, ponderativa del alabeo no uniforme a lo largo del eje de la viga. Los

desplazamientos generalizados, que corresponden a siete grados de libertad, se asocian a
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los cuatro movimientos desacoplados basicos de una viga recta: extensional (u), flexional
lateral (v, 6.), flexional transversal (w, 6,) y torsional (¢, €). El campo de desplazamientos
considera flexibilidad por corte en forma completa.

La funcién de alabeo @de la seccion transversal se define mediante la expresion

w=0,(s)+a,(s,n), (4.3)

donde @), y @, son las funciones de alabeo en el contorno y en el espesor respectivamente,
las cuales se definen de la misma manera en que lo hicieron Cortinez y Piovan (2002;

2006), esto es

®,(s)=D.— L [r(s) + l//(s)]ds, o, (s,n)=nl(s), (4.4)

donde se han utilizado las siguientes magnitudes

r(s)= (Z(s)+zo)%—(Y(s)+y0)f1—f, I(s)= (Y(s)+y0)fi—j+(2(s)+zo)fi—f. 4.5)

Las entidades » y / fueron definidas en la Figura 4.4; r(s) representa la distancia desde el
origen de coordenadas O a la tangente a cualquier punto de la superficie media, mientras
que [(s) representa la distancia desde dicho origen a la normal a la superficie media.

En la expresion (4.4), la funcion y es una medida de la deformacion de corte en la
superficie media obtenida mediante la teoria de torsion pura de Saint-Venant y normalizada
con respecto a d¢,/dx. Para secciones abiertas se tiene que y = 0. La constante D¢ se utiliza
para normalizar la funcion de alabeo respecto del origen O. Las funciones y y D¢ se pueden

obtener a partir de las siguientes expresiones

1 Lr(s)ds
V= Zéé(S)I L o
§ Ao (5)
D, :HJOS(I [r(s)+l//(s)]ds)ds}, 4.7)

donde S debe interpretarse como el dominio de definicion de la coordenada s y 4, es el

coeficientes de rigidez del laminado (Barbero, 1998), cuyo tratamiento serd abordado en la
seccion 4.2.5.
Por otra parte, los desplazamientos pueden también expresarse en el sistema intrinseco

(B: x, s, n) de la siguiente manera

U=u, V* :uv(;—y+uzfl—z, wt :—uycz;—Z+uZle—Y, (4.8)
" ds s s s
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CUM =M, oy g“‘iﬂ ili_Z, W =—u)’YL6;—Z+ujVLC;—Y, (4.8)
N s S S
u o( dv  dz
CI),I——X, b =— u7—+u2— ) 4.9
X on : an( 7 ds dSj e

donde U, VX, w*, U, 7™ty W™ son los desplazamientos placa lineales (L) y no-lineales
(NL) en las direcciones x, s y n, respectivamente, y @, y @, son rotaciones flexionales con

respecto a las direcciones s y n, respectivamente (Cortinez y Piovan, 2002).
4.2.2 Estado de deformaciones

En virtud de las hipotesis viii y ix, las componentes lineales y no lineales del tensor de

deformaciones de Green-Lagrange estan dadas por

gxx s ng N TS Ty
ox R © 2| 0s ox R ds

_l{aUL ow* u_de}

_out ~ I{BUL LGN dY}

£, = + ==
2| onm ox R ds

_ut w1 aUL+M_y2+ o' _u dvY (ow' u dzY
”“aszaxR ox R ds ox Rds) |

_l{aUNL Lot w dY}

T 2| Os ox R ds (4.10)

I{BUL(BUL uy] aVL[aVL u, dY] aWLLBWL udZﬂ
+ +—2 |+ - I+ +=—=1],

os ox R os | ox R ds ds ox R ds
I{BUNL awN M dZ}

Ton 2| on ox R ds

1[out (aut w,) avt(ovt w dy) ow'(ow' u dz
+— —+2 |+ = |+ — =],
2| on |\ ox R on{ ox R ds on ox R ds

Asi pues, reemplazando las expresiones del campo de desplazamientos (4.2) en las

ecuaciones (4.8) y su resultado en las ecuaciones (4.10), se obtienen las componentes del
tensor de deformaciones en funcion de los desplazamientos generalizados. El mismo puede
ser expresado en términos de deformaciones membranales y curvaturas de la siguiente

manecra

L _ . L _
}/xszzgxs_nys-i_nKiv’ }/xn_zgxn_y.fn’
'L

n)iZL = 277)(5 = yJZL +nK)iZL’ ngflL = 277)(}1 = xn 2

£, =€ +nk’

xx?2

NL NL 'L
ny =eM +nk

xx 2

4.11)
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siendo,
dz dY
€ =Ep ~YEy —ZE), ~OpEpy; K, = Egm _agoz —lep,,
dy dz
Vo= gy Cost g oe (W) o e, K=y =28 (412)

dz

r=-<

dY
& Eps +58D6 +1€y,,

8(831‘932) £, +E)
(Y + B2 T Ep3
ox ( yO)

gNL 1 {28(832833)

Ep €
—(7+ BBy
ax ( ZO) R

2 2
£ o€
+(8D1 —Ye,, —Zepy, -z, %_wp€D4j +(€B6 +(Y+yo) aizj (4.13-a)

2
Ess 0€,, Ess
+(SBS+YT_Z€D8_ZO ax +a)p7 N

ds

o 2 ox R ds ox R

A 1{dY{a(‘E‘BQSM)_6‘31833}+%{a(831832)+522 +€§3 }}

£ dz dY
+(8Dl _Y8D3 _ng —Z %_wp€D4j(Eé‘D3 _ESDZ _18D4j
(4.13-b)

—(Y+y0) d_Ya(8§2+8§3)+%a(881833)
ds ox ds ox

£ dY dz
+(8D1 —Yey —Z€,, — 2, %_wp‘gmj(__gm _5831 +(7+W)8B4j (4.13-c)

ds
£ £ £ £ o€
R R e

dY gBl €B3 8Bl 8832
t—| &y —ZL—+Y——+ (Y + ,
ds{ 2 " T2R 2R () ox

dz dY dY dz
Ky = (Eem — g o —lem](—aem — G +(r+y) €B4j (4.13-d)
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E dz
— &, (gm —-Ye,,—Ze,, —%(zo _lEj_wpgD“J

(gj [8(831833)+832833}_(d_1/j |:a(€BlgB3)+nggB3:| (4.13-d)

ds ox R ds ox 2R

2

+ld_Yg 8(833 _8;1 ) ) Ep:2€5 }

2 ds ds ox R

7 _9r
( +ZO) ds ox ds ox

_d_Za(gmgm) dYa('S;Z +8§’1)]

%8(812?2 +812?3) d_Ya(gmgm)}

+(Y+yo)! -

ds ox ds ox

£ dz dY
+(€D1 —-Yey —Zgy, —ZO%—WPSD“](ESM — 4 —1834] (4.13-¢)

Y| € & £ & o€
+832{d—{%3—835—wp%—Z%—Y%+(2+ZO) }

X

dZ 83] 833 gB] a‘932
—— |ty L —=+Y —+(V + ,
{ 2 " T2R 2R (¥+3) ox

donde, para condensar la notacidn, se han definido las siguientes magnitudes

£ —a_u+1 £ —aey +ﬁ £ —%_la_u £ —%_laey
Plooax R 2 9x R’ P 9x  Rox’ P* xR ox’
v ow 99, dp. 06
D5:$_ez7 8D6:g_9y’ €D7:§_0x’ ngzg_Ey, (4.14)
u 0 o u ow
Ep :ay’ £y =9, 833:02_E> 834:6&_?» ngzg_E’ 836:g~

Las entidades &p; (i = 1,...,8) pueden interpretarse como deformaciones generalizadas
para vigas curvas y corresponden a la deformacion normal axial (¢p;), deformaciones
normales flexionales (epy y &p3), deformacion normal por alabeo (ep4), deformaciones
transversales por corte flexional (eps y €ps), deformacion transversal por corte debida al

alabeo (&p7) y deformacioén transversal por torsion pura o de Saint Venant (epg).
4.2.3 Formulacion variacional

Con el objetivo de desarrollar las expresiones que gobiernan la mecéanica de las vigas
bajo andlisis, se emplea la formulacién del principio de Hellinger-Reissner. EI mismo

consta de dos expresiones que se expondran a continuacion (Washizu, 1974; Piovan, 2003).
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La primera de ellas es la representacion del principio de trabajos virtuales para estructuras
tipo placa, y la segunda corresponde al trabajo virtual complementario, el cual puede

interpretarse como la representacion variacional de las relaciones constitutivas.

Lo+ Ly +(L + Ly )+(L, + L), )+ L, =0, (4.15)
“H# —&] SN +( — N J SN, +[z& _M, j 5st}ds dx
All A66 D66 (4 16)
M)O( NX}'I j—
+J.J.|: K'XLX —D—Mj 5Mxx +[7jﬂ - ZS(SH) } 5N)mi| ds dx = 0,
donde,
Ly = [ [(N, 0k +M 5k + N Sy +M S5kl + N, 67, ) dsdsx, (4.17)
Ly = [ [N + MOk + NSy + M LSk +No,6y)" ) dsd, (4.18)
L+L =—[[[q.0U" +q,6V" +q,0W" +m &b, + &b, | dsdx
4.19
—[[[gtou™ +gqov™ +giow™ | dsdsx, &1
— — — — —_ x=L
Ly+Ly == [[(N8U" +M &, +N 6V" + M 5+ N, 0" )ds]
. 0 (4.20)
_|:J.J.(];O§[JNL +I;0§VNL +Tn05WNL )dnds} N
L, =([[p(T* U +V* oV + W' W' +& 80, +D 8D, ) dsdnds. (4.21)

siendo Ly el trabajo virtual de las deformaciones de primer orden debido a las tensiones

incrementales; Lg , el de las deformaciones no lineales debido a las tensiones iniciales; Lry
L). el de los desplazamientos lineales y no lineales debido a las fuerzas volumétricas

actuantes e iniciales, respectivamente; Ly y L. el de los desplazamientos lineales y no

lineales debido a las fuerzas superficiales actuantes e iniciales en los extremos,
respectivamente; Lg, al de los desplazamientos debido a las fuerzas de inercia. En las
expresiones anteriores se definen las siguientes magnitudes: Ny, Nys, Myy, My y Ny, son las

0 0 0
M. _,N_ ,M_

resultantes de tension en el espesor, N, y N? son las resultantes de tension

xx 2
en el espesor iniciales, g, g, y g, son las fuerzas por unidad de area en las direcciones x,
s y n, respectivamente, m_ y i, representan momentos por unidad de area aplicados

respecto a las direcciones x y s, respectivamente, 7., g. y g. son las fuerzas por unidad de



42

]\[xn’

area iniciales en las direcciones x, s y n, respectivamente, N_, N M_y M_ son

xs 2
resultantes de tensiones y de momentos en el espesor aplicadas en los extremos de la viga,

T’, T’ y T’ son las fuerzas externas iniciales por unidad de superficie aplicadas en los

extremos de la viga en las direcciones x, s y n, respectivamente y, por ultimo, p es la
densidad del material. Los dos puntos coronando a los desplazamientos en la expresion de
Ly denotan, como es usual, derivada segunda con respecto al tiempo. Cabe aclarar que en
las expresiones anteriores se omitid el trabajo virtual debido a fuerzas de superficie
genéricas aplicadas fuera del eje de la viga. Un analisis detallado sobre este tipo de
esfuerzos puede encontrarse en Piovan y Cortinez (2007a; 2007b).

Las resultantes de tension en el espesor fueron definidas de acuerdo a las siguientes

expresiones
el2 el2
N.=| o,dn, M _ = 76/2(0'”11) dn,
(4.22)
el/2 el/2 e/2
]\fxs = _ (;;S (1,1’ ]L1;$ = _ ( cyxsll) (111’ ]\[xn = . c’;n Cill'
e/2 e/2 e/2

De manera analoga, se definen las resultantes iniciales de tension en el espesor,
referenciadas con el superindice “0”, como asi también las resultantes de tension en el

[Y3R2]

espesor aplicadas en los extremos de la viga, indicadas con el superindice “-”.
4.2.4 Ecuaciones de movimiento

Reemplazando las expresiones de deformaciones (4.12-4.13) en la primera variacion del
funcional de Reissner (4.15) e integrando adecuadamente con respecto a las variables s y n,

se pueden obtener las siguientes expresiones unidimensionales de trabajos virtuales

L
Ls = .[0 (N58D1 _My58D2 _Mz§€D3 _35€D4 +Q)’58D5

(4.23)
+0.0e,, +T,0¢,, + T, O€ g ) dx,
’ ,  OEgE OE €
L = N O€,, + 0€,, + 0€, —z,| 206,565, +—228L 4 2 B2 DI
02 R R
ole,, +e;
—y, _25g365;2+—( “R ) dx (4.24)

jt4'0
+ .[:Ty(égme‘m + 08, €y — 20€,,Epy — 2064 E55 ) dX ...
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0

LM , ’
) [25836832 - 5('931'932) _25801‘903 -

2 2
5(832 +€B3) N 208 4,E 5 e
R R

L 0, ,E
- IO B’ (% -~ 5€D18D4de
€
+J.0L Q;) (5832‘936 — O€p Epy — % 35831 jd I Qo ( O€ 3, €35 — OE 5, Ep) +%€m)dx (4.24

O
+IOLZ (—0ey,€,, dx+J. (€€ — OE 1, Eps ) dx
L
+I O, (0,6, dx+j 0. (O€,,Epy — O€4 5, ) dx

ITO (€46, dx+j (5€,.€05) dx+J. (5€,,€,, ) dx,

o _ L
L. +L, = _[0 {[qx+

+q,0v+q. 0w+ mx§¢x]dx (4.25)

”;z jﬁu —m_58., —(my +%) 86, — b0,

j [ L Ou+q,00, +4,00, +q4§¢x}dx,

LT+L‘}:—K_ M2j5u—1\7125¢92—(1\71 +§j59 +Bd8
R " R) 7 !

+0,0v+0.6w+,80. ] (4.26)
—[ NSu+N; 0.+ N5, + N, 5g, |,

i 6 3 . 20 6.
{Iﬂ (02 _Ej ~L, =+ L0, +1,, [ax - ]_ C, E] 56, (4.27)
{Izw (02 _Ej +1,,0,+C, [Qc —Eyﬂ 06,

+AVSv+ Aiidw+ (1,6, +1.6,) 09, |dx,

En la expresion (4.23) se definen las resultantes tensionales en el area de la seccion

transversal de la siguiente manera

N=[N,ds, M, =] (N Z+M d—des, M. =] (N Y-M d—Zjds, .. (428)
S XX y S XX XX dS z S XX XX ds
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dY dZ dz dY
N —-N d. +N_ — |ds,
Qy J'( Xs dS xn d ] S, Q J‘( S xn dsj S

B=[ (N0, +Ml)ds, M, =T, +T, (4.28)

sy

N4

TW - J‘S I:_Nxs (7’ + l//) +st + Nﬂll] dS, I, = -[S (Nxsl//_ ZMXS ) dS’

siendo S un dominio representado por el perimetro en la linea media de la pared seccional.
Estas resultantes se denominan esfuerzos viga generalizados y se identifican como:
esfuerzo normal, N; momentos flectores, M, y M.; bimomento, B; esfuerzos de corte O, y
0.; momento flexotorsor, 7;,; momento de torsién pura o de Saint Venant, 75, y momento
torsor total, M,.

La expresion (4.24) describe los términos mds representativos del trabajo virtual de las
tensiones iniciales debido a deformaciones no lineales. Alli se denota a la derivada respecto
de x con una comilla simple superior y se definen las resultantes tensionales iniciales en el

area de la seccion de la siguiente manera

= Nods, M)=] (foz+ng£jds, M° = j[N“Y M° dzjds,
s - S - dS

ds
v dy ., dZ A dZ G dY
0= ( LN, dsjds, o' =] ( dsjds,
BO:_L(foa)p+fol)ds, M = T°+T£,
T = [ [ MY+ NS- N (r+y) |ds, T2 = (Noy—2M")ds, (4.29)
dy ., dz dz o dY
wa=js(NiE—angjwp ds, O, = I( N, angj"’pd&
18 = [ [NSI= N (r+y) ] zds, T) = L[N,&l—N& (r+y)]¥ ds.

ww

Ty, = [ [Nl =N (r+v) ] @, ds.

En la expresion (4.25) se han definido los esfuerzos aplicados por unidad de longitud g,,
4y, 4=, m-, my, m:'y by las fuerzas y momentos iniciales por unidad de longitud, dados por

las siguientes expresiones

o — —10 0

o o FE O (VP HEE) oz

g = [|-— Z )~ 2 |dnds,
7R R 2R 2R

- ~ (4.30)
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—FO —FO FO FO
q;):j[(y T y)u . er )0 ~ZF6, - yix ¢]dnds,

(4.30)

F° F° F°
g :j{_zzg u+22x ez—yzx 0},—(?Fy°+EFZO)¢X}dnds.

Por su parte, la viga puede estar sometida a esfuerzos aplicados en sus extremos. Estos

se definen a partir de la expresion (4.26) como

= L N.ds, M, = L(NXXZ+MM i—fj ds,

MZ:I(N Y-M —)ds B=| (N.@,-MJ)ds,

— dYy dz dZ dY
N ——-N ds, ds,
Q= J-[ * ds X"dsj > Q J.( dSJ >

TW:J-S[NXS ~y)+M_ +N,l]ds, T, j W=2M)ds.

(4.31)

xn

A su vez, en la expresion (4.26) se especifican los esfuerzos iniciales aplicados en los

extremos de la viga y estdn dados por

NIO:J' _y;u+yyez+(y y)e—zwx dsdn,
4 R R 2R ¥ 2R

7 N 7 SR i I o
Ng—L[ U8 0y+22« @, |dsdn,
(4.32)

—0 0 0 0
Nf:jA[(yTz +ET}’)u o742, )9 ~7176, - y?@]dsdn,

NA?ZL{‘ Sut— 0 —— ey_()_ﬂ}p"'ﬂ;o)@}dsdn.

Es necesario aclarar que el trabajo virtual debido a fuerzas externas iniciales, definidas
en (4.30) y (4.32), pierde significado si el campo de desplazamientos se reduce a la forma
lineal. Sin embargo, su aporte es fundamental si se quieren resolver problemas de
estabilidad con cargas genéricas, aplicadas fuera del eje de la viga.

Por ultimo, en la expresion (4.27) se han definido las constantes seccionales genéricas

de la viga como

A=[da, I,=[ 7’d4, I =[Ydd, I =|vzdd, .. (4.33)



46

L, =| Zwdd, I,=|Yw,dd, C, =] &dd. (4.33)

Estas constantes se identifican como: area seccional, 4; segundos momentos de area, [, y
L; producto de inercia, /,.; productos de alabeo /., y I, y segundo momento de alabeo o
constante de alabeo, C,,.

Las ecuaciones diferenciales de movimiento con sus respectivas condiciones de borde se
pueden obtener aplicando los pasos elementales del calculo variacional al funcional (4.15),
sustituyendo previamente (4.14) en (4.23-4.27). Asi, tomando variaciones con respecto a

los desplazamientos generalizados u, 6., 8,, 6, v, wy ¢_, y operando algebraicamente, se

obtiene un sistema de siete ecuaciones diferenciales.
4.2.5 Ecuaciones constitutivas

En el Capitulo 3 se describié el comportamiento mecanico de laminados FRP y se
expusieron las relaciones constitutivas consecuentes que seran empleadas a continuacion.
Asumiendo que cada laminado verifica un estado plano de tensiones, se puede aplicar la

hipotesis vi considerando las siguientes condiciones

st = Nm = Mss = 0 (434)

Como es sabido, los laminados simétricos no presentan acoplamiento extensional-
flexional (B;; = 0). Si ademas el laminado es balanceado, se anulan las constantes de rigidez
Ay Ax y, por lo tanto, no existe acoplamiento extensional-corte. En base a estas
hipotesis, introduciendo la condicion (4.34) en la ley constitutiva dada por la expresion

(3.6) del Capitulo 3, se obtienen las siguientes expresiones de €, 7,y k,,de la siguiente

manera

()
gss :_ﬁg)ﬁr’ Kss :_DIZK.XLX +D26Kﬁ" 2 ysn :_A4(i-]) ;/an' (435)
A22 D22 A44

Luego, si se reemplazan estas expresiones en la relacion constitutiva (3.6) y se reordena

algebraicamente, se obtiene

N.| (4, 0 0 0 o0 |[&
N, 0 4, 0 0 0 ||/
N,t=l0 0 4% 0 0 {74, (4.36)
M 0o 0 o0 D, D,||l«-
M, |0 0 0 D, Dyll|l«k
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donde los coeficientes de rigidez del laminado 4, D, y A"’ se han definido como

_ A? _
A11 = A11 _A_lz> A66 = A66’ (437)
22
D122 D226 n D26D12
11 =D11__= 66 es_D_ﬂ D16= 16 _D—’ (438)

22 22 22
_ (4
AL =AY - (4.39)

A7

Las ecuaciones constitutivas (4.36) se hallan expresadas en términos de las resultantes
de tension en el espesor y de las deformaciones expresadas en el sistema intrinseco (B: x, s,
n). Para representar las ecuaciones constitutivas en términos de los esfuerzos viga
generalizados y de las deformaciones generalizadas, aqui se proponen dos caminos
diferentes. Primero, se obtienen tales ecuaciones constitutivas a partir del segundo
funcional del principio de Hellinger-Reissner, dado por la expresion (4.16). En segundo
lugar, dichas ecuaciones se hallan en base a la imposicion de la ley constitutiva (4.34) a la
definicion de las resultantes de tension en el area. Una clara comparacion entre ambos
enfoques puede encontrarse en el trabajo de Piovan y Cortinez (2005) para vigas rectas de
seccion bi-simétricas y mono-simétricas. A continuacion se exponen ambos enfoques para
el caso particular de vigas de seccion genérica construidas con laminados simétricos y
balanceados.

A partir del funcional constitutivo de Reissner, (4.16), se pueden obtener las ecuaciones
constitutivas en términos de los esfuerzos viga generalizados y de las deformaciones
generalizadas. Para ello, previamente deben establecerse relaciones algebraicas entre las
resultantes de tension en el espesor (N, Ny, My, My, Ny,) y dichos esfuerzos
generalizados (N, M,, M., O,, O-, T\, Ty, B). A tal fin se exige que las resultantes de tension
en el espesor verifiquen la siguiente ecuacion de equilibrio para una placa

N, N, oM. oM

ox Os ox Os v (340

Ademas, el campo de resultantes de tension en el espesor debe satisfacer las ecuaciones

constitutivas dadas por (4.36), asumiendo despreciable €l coeficiente D,,. Luego, en virtud

de la hipdtesis xii, el campo de las resultantes de tension se asume expresado de la siguiente

mancra
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M
N_=e ﬁ+—yZ+%Y+£wP , (4.41)
} 4 1, I, C,
S| M
mze_ M,dY M. dZ_ B ’ (4.42)
121 1, ds I, ds C,
e3
Mxv = __]—'vv’ (443)
Tk
N om—e|q+2 40y |8 ¥ (4.44)
A IV ’ IZ w J
3
oe|Qdr 947 T, (4.45)
121, ds I ds C,

donde 4, 1,, I, C,, y J son el area de la seccion transversal, los momentos de area, la
constante de alabeo y el modulo de torsidon, respectivamente. Ademas, en la expresion

(4.44) se definieron las siguientes variables

A,(s)= J.O‘ Zds +%q-> (J.(: st) ds,

As)=[ Yds+%(ﬁ( [ Yds) ds, (4.46)
h(5)= [ @,ds +%g§( [ a)Pds)ds,

donde y vale 0 6 1 dependiendo si la seccién transversal es abierta o cerrada,
respectivamente.

Luego, sustituyendo en el funcional (4.16) el campo de resultantes de tension propuesto
en las ecuaciones (4.41-4.45) y las expresiones de las deformaciones lineales en términos
de las deformaciones generalizadas dadas por (4.12), integrando con respecto a s y tomando
variaciones con respecto a los esfuerzos viga generalizados, se obtienen las siguientes

ecuaciones constitutivas

Q=J-A, (4.47)

donde Q es el vector de esfuerzos viga generalizados, A es el vector de deformaciones

generalizadas y J es la matriz constitutiva de esfuerzos. Esto es:

Q={N,M,,M_,B,0,,0.T,T,} (4.48)
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A= {8017_8023 —€p35Eps>EpssEpgs €p7> Eps }T > (4.49)
'J, 0 0 0 O 0 0 O]
J, 0 O o0 O 0O O
J; 0 0 0 0O o0
Jy 0 0 0O O
J= (4.50)
Js Jss s 0
sim Jo Jg O
J,; 0
L J38_

Los elementos de la matriz constitutiva de esfuerzos J estan dados por

2
J =FEA=A | ds, J,=EIl,=A4 | Z*ds+D ar ds,
11 11 S 22 11 S 11 S dS
(4.51)
Jo=FEl. =4[ Y2ds+D dzzd Jo,=EC,=4 [ a?ds+D,_ [ i*d
3= Ll = 11L S+ “J.s g S, Jyu = w = 11I5wp S+ 11L S,
J=GS,, J,=GS,, Jy=GSp, Jy=GS-, J;=GS-0, J,,=GSw, (4.52)
Jyy=GJ =4[ Wds+ AL | Pds+4D| ds. (4.53)

siendo GS v, GS vz, GS Yo, GS z, GS 0y GS » las rigideces al corte de la viga, definidas segun

el presente enfoque como

o~

GSy éx\gyz ék\gya) /1 2 /1 ﬂ,
é\S‘Z (/}Tszw . I[—yj ds —J. Y ds

—~ 66 S 2
sim GSo

2
sim J[%j ds

B B T (4.54)
2
ow
I daz 1 ds j dvdz 1 ds — by dZ 1 ds
s\ ds 1, S ds ds 11, S\ ' on ds I.C,
4 ’ 0w
144 4L s\ ds I, S\ 'ds on I,C,

0w, | ?
sim j 2 _— | ds
s\ on C

N
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Cabe destacar que la ventaja fundamental del principio de Hellinger-Reissner es aportar
coeficientes de corte en forma natural a la formulacion del problema y, consecuentemente,
la diferencia mas significativa entre el enfoque constitutivo expuesto anteriormente y el que
se expondra a continuacion radica en las expresiones que se obtienen para los coeficientes
de corte de la matriz constitutiva (Jss, Jse¢, Js7, Jes, Jo7 ¥ J77). Se demostrd en diferentes
trabajos (Cortinez y Piovan, 2002; Piovan, 2003; Piovan y Cortinez, 2005; Cortinez y
Piovan, 2006) que el enfoque constitutivo de Reissner arroja mejores resultados, tanto en el
calculo de frecuencias naturales como de inestabilidad. Sin embargo, la metodologia
planteada hasta aqui necesita de consideraciones puntuales sobre el equilibrio de las
resultantes de tension en el espesor, expresadas en términos de los esfuerzos viga
generalizados. Tales expresiones son faciles de obtener en forma algebraica cuando se

emplean laminados simétricos y balanceados y, ademads, si se desprecia el aporte del

coeficiente de rigidez a flexién del laminado (D). Cuando se emplean laminaciones

generales, resulta mas complejo definir un campo de tensiones que verifique las ecuaciones
de equilibrio (4.40). Por ello, en los trabajos de Piovan y Cortinez (2007a, 2007b) se
emplea un enfoque constitutivo diferente, aunque ligeramente menos preciso, que puede ser
aplicado en vigas FRP con laminaciones genéricas. A continuacion se describe dicho

enfoque para el caso particular de laminados simétricos y balanceados, el cual si contempla

el acoplamiento flexo-torsional generado por el coeficiente D,, y, por lo tanto, los

elementos de la matriz constitutiva J,7, Jas, J37, J38, Ja7 Y Jag no son nulos.

Luego, segun lo expuesto, las ecuaciones constitutivas en términos de los esfuerzos viga
generalizados y de las deformaciones generalizadas pueden obtenerse reemplazando
convenientemente las ecuaciones (4.36) en las expresiones de los esfuerzos dadas por
(4.28). De esta manera, se obtiene la ecuacion constitutiva (4.47), donde los elementos de la
matriz J descriptos por las expresiones (4.51) y (4.53) no se modifican, mientras que los

coeficientes de rigidez por corte (Jss, Jse, Js7, Jes, Jo7 Y J77, equivalentes a
és'y,a?yz,(/i\gyw, CTS“(??M y é.\S’w) y los coeficientes adicionales (J27, Jas, J37, J38, Ja7 Yy

Jug) debidos a la inclusion del coeficiente D, se detallan a continuacién

Ty =4[ ¥Zds—D,, | ardz Ty =4, | Zw,ds-D, | 19Y g,
S b s s (4.55)
_ o dy _ o dy '
gy = Dléj‘sgds, J=-2D, _[Sgds,
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de

_ _ ¢ dZ 5 z
J34:A“J‘SYa)pds+D“ngdS, Sy ==Dy S_dS I

, Jy=2D,, Sgds, (4.56)

J, =-D, j lds, Ju=2D,[ lds,

_ — ¢ az
=4y . l//—ds Jog =A66ISWEdS, (4.57)

Jog= A66L Y+ l//z)ds —2566J.Sds,

) i )
L(%J ds I%C;—st J-Sg(r+y/)ds
GS, GS,. GS,e 5 s Sz s
o~ o~ — dz dz
GS. GS.o|=4, L(gj ds J.Sg(r+y/)ds
. éS‘w
S sim L (r+ 1/1)2 ds

i} - ~ (4.58
dzy dY dZ (439
L(gj ds —j —ds —j l—a’s

- dy Y’ dY
()
+4;, IS( dsj ds I [ 7 ds

sim Ll ds

-

Por su parte, Piovan (2003) y Piovan y Cortinez (2005) determinaron que, para en el

caso de vigas rectas, el efecto de corte sobre el espesor - aumentaba erroneamente la

on
rigidez en vez de flexibilizar el comportamiento de la viga. Ellos encontraron que en ciertos
casos de laminacion, material y tipo de seccion, los resultados de la formulacién que
contempla tal efecto no concordaban con valores experimentales, a medida que aumentaba

el espesor de la seccion de la viga. Por lo tanto, a fin de evitar resultados inexactos se

recomienda considerarar 4 '=0.

Realizando un procedimiento analogo al explicado para la obtencion de las ecuaciones
constitutivas de los esfuerzos viga, empleando las expresiones (4.29) puede hallarse el

vector de esfuerzos viga inicial, Q°, en términos de las deformaciones generalizadas. Para

simplificar la notacion, se supone a dicho vector compuesto por dos componentes, Q) y
9, las cuales se expresan segln las siguientes ecuaciones
0 0 0 0 0

Q=J-A%, QU=1"-A", (4.59)

donde la matriz J estd definida por los coeficientes (4.51), (4.53) y (4.55-4.58) y A" es el
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vector de las deformaciones generalizadas inicial. Dicho vector, la matriz J° y los vectores

Q] y Q) estan dados por

T
AO:{ggl’_ggp 8037 80498D598D6:80798 } , (460)
T
Ql={N°. M), M,B°, 0,0, T, L}, (4.61)
T
Qg:{Q)?W’Qzu’Tvgz’Tm?y’Tqu} b (4.62)

L I A g b (4.63)

donde,

_ . ay Vi D s+ D ry
J101:A16I5wp_ds’ Jloz=A16ISwPZd_dS+D16jsl(ci’_sj s,

dy dy dz
Jh= A a)Y—a’s Dis 1= s, iy =4[ @ ds+ij 12—d

d - dzZ dy
Jis = Ay | @ [dsj ds+4" [ @, (dsj ds, Jpy=(4—A")[ 0, == s, (4.64)
- dy
T =4[ o, r+y/)d—ds+D6ﬁj l—d -4 1o, —ds

J = A66J- wpl//d—ds 2D66j l—ds

- 7
J;:Amj wpd—ds, J;’Z—Amj a)z‘;—dﬁij zd—f‘i—fds
Ty =4, a)chl ds — ij Pz , Jh=4, a)f,cjl—ds+51sj lzd—st,

T R

; dsdds, Jy = A%ja)( jd+A5ja)( jds(465)

I3 = A | @, r+y/)d—ds+D66j l—d s+ AL jZa) Yd

- a7z —
Jo =4, js wpy/gds—ZD“ J‘Slgds,

Jfl =Zl6j.SZ(r+W)dS, J302 = ZlGLZz (r+lﬂ)ds+516j Yz(r+l//)ds

1 5 dZ dY (4.66)
Jy = A16.[SZY(r+l//)ds—D16J.S(r+1//)g$ds
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A =216La)PZ(r+l//)ds+ij ld—Y(r+y/)ds,
Jys = 266ISZ(r+W)ds 55 I lZ—ds
0o 7 [2# it
Jo = A%J‘SZg(rH//)ds +4! jslzgds, (4.66)
Jy = 266.[52(7"+l//)2 ds+566J.S(r+l//)%ds+Zs(f)jsldes,

- = dYy
Jog = Agg S(r+ W) Zyds —2D66J-Sg(l"+l//)dé’

- - — ¢ dZdY
T =4 Y (r+y)ds, J, :AmJ‘SZY(r+y/)ds—D16_[Sg—S(r+y/)ds,

2
Jfg:ZIGLYZ(r+w)ds+516IS(r+w)(fi—ZJ ds,
S
0o _ 7 — dz
J44=A16_[Swa(’”+W)dS_D16_[ l—(r+1//)ds,
- dy
Jis= A [ Y= o (rry)ds - Ay jlY—ds (4.67)
— dz
Jffﬁ:AéﬁjSYd (r+y)ds+A4L jzy ds,
Jy = Z()éj.SY(r+y/)2 ds—BﬁsL(r+l//)£ds+ZS(SH)LIZYds,

J = 266.[5(”‘“//) YV/dS+2566.[SCi,—f(r+l//)dS

= Af @ (r4y)ds, Y =AéjSZwP(r+y/)ds+5mjsz‘;—§(r+yf)ds
J =4 J. Yo, (r+l//)ds—516-|. (r+l//)1d—ZdS
53 16 s P s dS 2
J?, =Zl6.[sa)f,(r+y/)ds+ﬁmf P (r+w)ds,

- dy
JL =A66J‘Swpg(r+l//)ds « jlw —ds (4.68)

- dz - Y
J = A66I a)P—(r+w)ds +A5‘5H)Llwpgds,

JY, _A66_[ r+l//) Dsej l(r+lﬂ)ds+25(f)fslzwpds,
Jb = Ay | (r+y ) y@,ds 2D [ 1(r+y)ds.
En definitiva, el modelo tipo viga expuesto es gobernado por el funcional (4.15), cuyas
componentes estdn dadas por (4.23-4.27), por las ecuaciones constitutivas (4.47) y las

correspondientes condiciones de borde esenciales. El modelo permite realizar un estudio

completo sobre el comportamiento estructural de vigas FRP rectas y curvas de seccion
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genérica. En esta tesis, con el fin de obtener la respuesta estructural de vigas bajo
condiciones de borde genéricas, el modelo es implementado mediante la aplicacion de un
modelo de elementos finitos unidimensional, el cual sera descripto en detalle en el Capitulo
6. Adicionalmente, el modelo es empleado para la obtencion de soluciones analiticas que
permitan conocer distintos pardmetros estructurales. En la siguiente seccion se exponen
formulas analiticas para la determinacion de desplazamientos, esfuerzos, tensiones y cargas
criticas de pandeo flexo-torsional en vigas rectas bajo ciertas condiciones de carga y de

vinculacion.

4.3 Algunas soluciones analiticas aproximadas para el analisis de vigas

bisimétricas bajo un estado de flexo-compresion

En esta seccion se expone un resumen de las expresiones analiticas que definen ciertos
parametros estructurales de interés que luego seran empleados en la formulacion de
modelos destinados al disefio preliminar de vigas FRP. En particular, se consideran vigas
rectas FRP de seccion transversal doblemente simétrica sometida a dos condiciones de
borde especificas: vigas simplemente apoyadas (SAP) y doblemente empotradas sin
restriccion del desplazamiento axial en uno de sus extremos (EE). En ambos casos, se
contemplan cargas combinadas de flexion y compresion, como se indica en la Figura 4.5.
Sin embargo, cabe destacar que si bien aqui solo se contemplan tales configuraciones
estructurales, la metodologia expuesta en esta seccion puede aplicarse, con igual

aproximacion, a otras condiciones de borde si se realizan los desarrollos correspondientes.

Z Z,
My‘[ My T qz
S D Px Lidillly (Px
L I T L I T
(a) (b)
% gz
Pl Lo
|

2
N
|

L
(c)

Figura 4.5. Condiciones de borde y estados de carga considerados.
Primeramente, se obtienen expresiones analiticas para determinar los desplazamientos,
los esfuerzos y las tensiones que se producen en vigas rectas sometidas a flexo-compresion
y se explica brevemente como evaluar la resistencia del laminado a partir de tales

expresiones.
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En segundo lugar, se proponen férmulas analiticas que determinan, en forma
aproximada, las cargas criticas de pandeo flexional y lateral-torsional en vigas rectas FRP
construidas con laminados simétricos y balanceados. Este desarrollo se realiza en base al
modelo estructural desarrollado en la seccion 4.2, empleando el enfoque constitutivo de

Reissner.
4.3.1. Analisis estatico simplificado

Uno de los primeros parametros a determinar es el desplazamiento maximo que se
produce en la viga, el cual depende de las condiciones de vinculacion y de las cargas a las
que estd sometida la estructura. Asumiendo que unicamente actuan esfuerzos de flexion y
despreciando los efectos de corte, la deflexion maxima en la estructura para las condiciones

de vinculacion propuestas en las Figuras 4.5 (a), (b) y (¢), esta dada, respectivamente, por

(53 )SAP :MyLz (53 )SAP _ SqZL4
8EI, 384E1,

max

) (4.69)
EE L
( 5B ) =45
384E],
donde L es la longitud total de la viga, M, es el momento flector alrededor del eje y

aplicado en los extremos de la viga, ¢. es la carga por unidad de longitud en direccion del

eje zy El y es la rigidez flexional de la viga, dada por la expresion (4.51). Se puede

demostrar facilmente que las expresiones dadas en (4.69) pueden ser obtenidas a partir de la
teoria expuesta anteriormente si se desprecia la flexibilidad por corte.

Es sabido que las deformaciones por corte en las estructuras compuestas son importantes
y, por lo tanto, el efecto de corte omitido en el calculo de la deflexion maxima debe ser
tenido en cuenta. Una forma simplificada de considerar dicho efecto fue propuesta por
Kollar y Springer (2003) y consiste en multiplicar las expresiones anteriores por el
parametro de amplificacion a.. Ademas, en la expresion (4.69) debe contemplarse la accion
simultanea de la carga axial actuante y para ello se emplea el parametro de amplificacion
ap, propuesto por Timoshenko y Gere (1961). Luego, la expresion analitica que permite
hallar la deflexiéon maxima de una viga sometida a flexo-compresion considerando efectos

de corte esta dada por

5= (%} 58 (4.70)

c
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donde
0{p=;2, CUC:%, (471)
{ (KL) P 1+(KL) GS:
72El, 72El,

siendo P la carga axial aplicada y é\S’z el coeficiente de rigidez definido por (4.54). La
constante K define la longitud de pandeo de la viga y su valor depende de la condicion de
borde analizada, siendo K" =1y K =0.5.

Un criterio similar puede emplearse si se quieren determinar los esfuerzos maximos que
se producen en la viga. Segln la condicion de borde que se analice (en correspondencia con
lo especificado en la Figura 4.5 (a), (b) y (c)), los valores maximos de los momentos

flectores y de los esfuerzos de corte pueden ser obtenidos como se indica a continuacioén

5S4 o s L2 o
()™ =18 (ﬁ] (1) %{ﬁ ]

(4.72)

(0. =0 (@)™ =(0oma) = L5 (4.73)

Las tensiones maximas que se producen en la viga pueden hallarse en forma aproximada
a partir de las formulas analiticas para vigas isotropas, asumiendo que el momento flector
es soportado principalmente por las alas y el esfuerzo de corte por las almas de la seccion
transversal (Barbero, 1998). En tal caso, la tension normal en una viga sometida a un estado

de flexo-compresion puede ser determinada por la siguiente expresion

o, =——z+—, (4.74)

donde z es la distancia desde el baricentro al punto analizado, /, es el momento de 4rea
alrededor del eje y, 4 es el area de la seccion transversal y M), max €s €l momento maximo en
la viga dado por (4.72). Luego, bajo las mismas hipotesis, la tension de corte puede ser
hallada a partir de la férmula de Jourawski (Barbero, 1998)
S
S (4.75)

xy
el y

siendo §; el primer momento de area, e es el espesor total del alma y Q. max €s el esfuerzo de
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corte maximo dado por (4.73).

Cabe aclarar que cuando se emplean las expresiones analiticas aqui expuestas para el
calculo de tensiones maximas, las mismas se evaltian en el espesor total del laminado. Por
lo tanto, si se desea estimar la falla del laminado se deben realizar ciertas simplificaciones
respecto a lo expuesto en la seccidon 3.3.3 del Capitulo 3. Aqui se propone comparar las
tensiones maximas con las resistencias del laminado a través de los siguientes factores de

seguridad, los cuales deben ser mayores a la unidad para que no se produzca la falla del

laminado,
max max max
o O, T
FS,=—%-, FS =2, FS =—", (4.76)
’ F F S
xt xc xy
donde o, y o son las tensiones normales maximas a traccion y a compresion,

X

respectivamente, dadas por la expresion (4.74), 7 es la tension de corte méxima dada

por (4.75), Fx , Fx. y Fy, son las resistencias a traccion, a compresion y al corte del
laminado. Para la obtencion de estas resistencias, Barbero (1998) propone el empleo de
graficos, denominados carpet plots, los cuales surgen de aplicar el criterio de Tsai-Wu para
una familia de laminados, para un material especifico y asumiendo distintas solicitaciones.

Algunos de estos graficos son representados en el Apéndice 1.
4.3.2. Pandeo flexo-torsional

En esta seccion se desarrollan expresiones analiticas que permiten obtener las cargas
criticas de pandeo flexional y lateral-torsional en vigas rectas con doble simetria seccional
sometidas a un estado inicial de tensiones. Para ello, se aplica el método de Rayleigh-Ritz
sobre el primer funcional de Reissner, cuya variacion estd dada en forma unidimensional
por las expresiones (4.23-4.26), si se desprecian los términos dindmicos. Luego, para el
caso particular de vigas doblemente empotradas, se realiza un ajuste sobre las expresiones
obtenidas.

Considerando doble simetria seccional en una viga de eje recto (R tendiendo a infinito) y
empleando las definiciones (4.14), las ecuaciones constitutivas dadas por (4.47) pueden

escribirse en términos de los desplazamientos generalizados de la siguiente manera
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N=EAu, M,=-EI,0, M, =-El.§,, B=-EC.6,
0,=GS,(v-6.), 0.=GS:(w-8,), (4.77)

z

Tw :(/;Tgw(¢;_9x)’ ];v :(/;'\]¢;

Con el fin de obtener expresiones analiticas sencillas que puedan ser facilmente
implementadas, se modifican las hipotesis vii y viii, enunciadas en la seccion 4.2.1, de la
siguiente manera: se contemplan solo las componentes lineales del vector de
desplazamientos (u,, u,, u-) y se considera Unicamente la presencia de tensiones iniciales

relacionadas con esfuerzos normales, por lo que solo se tiene en cuenta la deformacion
axial de segundo orden debida a desplazamientos lineales (77" ). El desarrollo completo de

la teoria bajo estas hipotesis puede encontrarse en Cortinez y Piovan (2002) y Piovan
(2003).

En virtud de las hipotesis enunciadas y empleando las expresiones dadas en (4.77), el
primer funcional de Reissner puede ser escrito en forma unidimensional, en términos de los

desplazamientos, de la siguiente manera

L
I(u) = J%[EAu'Z+EI 6 + 1,67 + EC,.07 +GS, (v~ 6, +GS-(w 6,
0
+GSo(g]+6,)" +GJ 9" Jax
L
J'|: ( +—S¢’2]+M ¢’W, M ¢/v/:| (4.78)
0
L
+I qgu+qyv+gw-m6 —m6 —bo +m¢)
0
+ Nu—M_.6.-M 6, -BO+Q v+0.w+(T, +71)¢XT: ;
siendo u el vector de desplazamientos generalizados definido como

u={u,v,16,6.6.9}. (4.79)

Los desplazamientos son aproximados mediante funciones espaciales continuas y
diferenciables en todo el dominio, que verifican las condiciones de borde esenciales.

Luego, se adopta la siguiente base

={by.by, by by ), =127, (4.80)

Se asume que cada funcién y; se corresponde con las componentes del vector de

desplazamientos generalizados (4.79) y las constantes b; son las amplitudes de los
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desplazamientos asociadas. Reemplazando vy, en el funcional (4.78) se obtiene una funcion

de siete variables, f (b1, by, ..., bn) =1 (bj¢%), expresada como

L
| ’, -5 , - ’ e ’, o ’
f(b)= _J' {5[ EAb’w + EI.b w + EI,b y; + EC.b W, + GS, b,y
0

~2GS, by, by, +GS,by: +GS.by; ~2GS.by, by,
+GS-b,2 W +GSwb, W —2GSub W/, by, + GSub W’ + é\lbfy/ﬂ (4.81)

NO / / 7 /’ /’ /’ ’
_7(b32y/32 +b22V/22 "'[017729”72 ) _Mzob7V/7 b3l//3 _M3b7V/7 bzl/fz

+q,0, +q,b,¥, +q.bys —m.bys.—m by, +bby + mxb7y/7}dx.

donde /; es el momento polar de inercia por unidad de area (/s /4), las rigideces de la
seccidon transversal (1/51\4, ﬁz,ﬁy,ﬁ‘w,(/ﬁy,égz,@w,é}) estan definidas segin las

expresiones (4.51-4.54). Luego, si la funcion f'posee un minimo para b; = a; necesariamente

debe verificarse la siguiente condicion

Uy )
00 =0. 4.82
ob. ( )

J —
bj—aj

Esto conduce al siguiente sistema de siete ecuaciones con siete incognitas

af _ L W
a_bl =0—>aq jo EAy"dx = IO q.v,dx,

of _ Li=a , » 0, L=y .
" 0> a,[ (GS,p7 + N'p)dx—a, [ GS, ) e,

Lo, ., L
—a, [ My, yide = | q,p.dx,

% =0 - a, J‘OL(C/?L\S};//;Z + Py )dx—a4I: C/R\S‘zl/lg W, dx
: (4.83)
L
ta, [ MUy ylde= [ q.ydx,

0 L=~ , =~ L~ L
% =0->a,] (Elywj +GS.y? )dx— a [ GS-y ydx==[ my,dx,

4
af L=, =3 2 L —~ , L
FYa 0—a, .[0 (Elzl//S +GS,y; )dx—azj.o GS,y, yidx = —IO m_y.dx,

5
o

@ =0—>aq, J.OL(EEWWf + é:S’wwj )dx -a, J.OL é:?wl//; W, dx = .[OLbl//(,dx,
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9 0— a7.[L1//7’2 (é??w +6\J+Nolo)dx—a(,.[L(/?§wV/7' Wodx
b, 0 0 (4.83)

L 0.7, 7 L [ L
+a, [ MUyyidx—a, [ Myyide= [ mydx.

En forma matricial, el sistema resultante queda expresado de la siguiente manera

q=K,-a, (4.84)
donde
a={a1,a2,a3,a4,a5,a6,a7}T, (4.85)
L T
a=[{aw.q,v.. 0.9 ~my,—my by, my,} dx, (4.86)
0
_ILﬁ 4
" EAy [ dx 0 0 0
L , —
0 IR (GSy + NO)dx 0 0
L , — L —~ ,
0 0 [we(Gs.+N")ax [ GS.y pdx
K = 0 0 —IOL GS.y, y,dx J‘OL(I?Iyy/f +(/;§zy/f)dx
0 -]} GS,; 0 0
0 0 0 0
0 ~[ My [ My iax 0
I o M 0 (4.87)
0 0 0
L= ’ L 0, 7 ’
—jo GS,y, ydx 0 —jo My, ydx
L
0 0 [ M, i
0 0 0
[{(Fry G
o \ELYs + G805 )dx 0 0
L —~ , — L —~ ,
0 [ (ECw +GS o) ~[ GSuy; ydx
L —~ , L , —~ o~
0 -[[GSapiyax [y (GSa+ Gl NOIO)dx_

Ahora bien, de acuerdo a los estados de carga propuestos en la Figura 4.5, solo se

considera un esfuerzo axial de compresion (N°) y un esfuerzo flexional en el plano xz

(M ;’ #0, M =0). La introduccién de estas condiciones de carga en la matriz K; se traduce

en un desacoplamiento flexional en el plano xz y un acoplamiento flexo-torsional en el
plano xy. Para simplificar la notacién, de aqui en adelante se llamara P a la carga axial
inicial y M, al momento flexional inicial. Luego, la matriz de rigidez K,, dada por la

expresion (4.87), se desacopla en las siguientes sub-matrices
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v @S-+ Par ~[CS-ppidr
. ~[GS-pswidx  [(ELy;? +GS-y?ydx |
[¥,2(GS, + P)ax (M
K = ‘jﬁy'/’iﬂ/’édx [¥.2(GSw+GJ + Ply)dx
~[GS wsyrdx 0
—~ (4.88)
L 0 —IGSwW7w;1dx
_J‘é‘\sy‘/%‘//'zdx 0 i
0 ~[ GS oy
[(ELy? + 58,y 0
0 [(ECoy? +GS oy yax

Luego, el estado de pandeo estad dado por la condicion de singularidad de estas matrices,

establecida como

det(Kfy)

0, (4.89)

det(K}*)=0. (4.90)

Resolviendo (4.89) se obtiene una ecuacion cuadratica que permite hallar el momento

critico, segun la siguiente expresion

M,, = \|nly(P-P)(P-PB). (4.91)

donde P.y P4 coinciden con las cargas de pandeo flexo-torsional de una viga FRP sometida

solo a esfuerzo axial (M, = 0), definidas por las siguientes expresiones

P=-GSy|1l-————|, (4.92)
El. 7+
agyLz 1 2
P¢=—GS“’ 1+EJ — ! (4.93)
I, GS» EC,
/\72773 +774
GSol

Resolviendo la expresion de (4.90) se obtiene la carga de pandeo flexional de una viga
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FRP sometida so6lo a esfuerzo axial (M, = 0)

P, =-GS: —— (4.94)
EL oy
agsz 5 6

Debe tenerse en cuenta que tanto en las expresiones analiticas como en la formulacién
adoptada, el esfuerzo axial positivo es un esfuerzo de traccidon, mientras que para
diferenciar entre los estados de carga dados por las Figura 4.5 (a), (b) y (c), M., puede ser

considerado como un momento equivalente definido por

M, en el caso (a),
q.L

M, =g en el caso (b), (4.95)
q.L’

== en el caso (c).
3 (©)

En las expresiones (4.91-4.94) ; son coeficientes adimensionales definidos por

_pra]yax IS AAC [wlax]ysax
B Co 2 =1L , 2 ) = ' 3
(.[Wzl//7dx) (J.‘/le/fsdx) (.[Wzl/lsdx)
_ 2 J‘l//;zdxj‘ Wézdx B J“//;deJ‘ ‘//62dx
- | = 2
(I'/’%Wﬁdx)z (Iw;wédx)
) Jwidx [y dx [y ax[p, dx
=L . 2 6 — ‘ T
(IV3‘/’4dx) (IV3I//4dx)

0 m

b

m , (4.96)

s

Se observa que estos coeficientes dependen de las funciones y;, las cuales fueron
definidas en correspondencia con las componentes del vector de desplazamientos
generalizados u dado por (4.79). Tales desplazamientos pueden ser representados mediante
soluciones analiticas dependientes de x, las cuales variaran su forma de acuerdo a la
condicién de borde analizada.

Luego, para el caso de vigas simplemente apoyadas se adoptan las siguientes soluciones

exactas de los desplazamientos
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vzbzsen(mﬂxj, w=b3sen(mﬂxj, Hy=b4cos(m”x}
L L L

6. =D, cos(mzx} 6 =b, cos(mﬁxj, ¢ =b, sen(mzxj.
L L L

Luego, reemplazando estas soluciones en las expresiones (4.96) se obtienen los

(4.97)

siguientes coeficientes

= = = :1’
=1, =17,=1]s 2 (4.98)
n=m=n=7,
Reemplazando estos valores en (4.91-4.94), las cargas de pandeo de vigas FRP bi-

simétricas simplemente apoyadas estan dadas por

b El.GS,7* »  GSoECWA* +GJEC.7* +GJGSol’
* ELz*+GS, 2 ¢ 1,(ECy7* +GSo L) ’
(4.99)
7 Ao 2

El, x> +GS.[*’

Para hallar las expresiones de los coeficientes #; que definen las cargas criticas en vigas
bi-empotradas, deben proponerse nuevas funciones que definan a los desplazamientos para
este tipo de vinculacion. Tales soluciones se obtienen a partir de las ecuaciones de
equilibrio, asumiendo distintos estados de carga actuando de manera independiente. Luego,
teniendo en cuenta las hipdtesis vii y viii tal como fueron definidas en esta seccion, las
ecuaciones diferenciales de equilibrio surgen del variacional (4.23-4.26), tomando
variaciones con respecto a los desplazamientos generalizados. Para no entorpecer la lectura,
tales ecuaciones no son escritas aqui, sin embargo, el desarrollo mediante el cual se
obtienen puede encontrarse en Cortinez y Piovan (2002). De esta manera, los
desplazamientos generalizados en una viga bi-empotrada se representan segun las

siguientes funciones

v=h Lx 3 x* N [*x* B Lx’ N x*
"\ 2GS, 2GS, 24EI. 12EI. 24EI.)

L 2 L2 2 L 3 4
web| -2y =X 2 Y (4.100)
2GS. 2GS. 24EI, 12EI, 24FI,

2 2 3
6, =b| X L X |
12EI, 4EI, 6EI,
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2 2 3
92=b{ Ly Lo, x J
12El. 4El. GEI.

L(e™ —e" ™M +e™ —1)—2x(e™ -1

6. =b, TP : (4.100)
o e | ~GJxe™ (e —1)(x—L) = EC, Lk (¢" =™ )(e* ~1)]
T 267" (e 1) ’
donde,
k, = EZ?WC(?;\EZ?S”,) (4.101)

Para hallar el coeficiente 7, se reemplazan las expresiones de los desplazamientos v y

¢_ en la primera ecuacion de (4.96). La expresion resultante no resulta adecuada a los fines

practicos dado que es muy extensa y, por ello, dicha expresion es aproximada por un
polinomio de orden 3, en funcién del espesor e y de la altura / de la seccion transversal de

la viga. El polinomio propuesto estd dado de la siguiente forma si se asume 77, = 1

2 3
Mo =17y [1—0.8%+37(%j —176(%} } (4.102)

En la expresion (4.102) se introduce el pardmetro de ajuste 77, con el fin de poder

realizar un ajuste de los resultados obtenidos, en base a comparaciones con resultados de
experimentaciones numéricas. Cabe aclarar que a su vez, en los siguientes desarrollos, se

incorporaran otros pardmetros de ajuste 77, con el mismo objetivo.

Luego, reemplazando las expresiones de los desplazamientos v, w, 6, y 6., dadas por

(4.100), en las ecuaciones de #1, 12, 5 y 176, dados por (4.96), se obtiene

—~2 —~ —2
7 _ | 2520 EI. +84 EI.GS ,I* + GS, L
7712@(42772), n, =1, — s 2 :
M (42 E1. +Gs, 1)
L - (4.103)

—~2 o~ —~ —2
. _ | 2520 EI, +84 EI ,GS.I* +GS.L*
775:@(42776)5 e =T 2 — y/\ 2 :
s (42 E1, +Gs.12 )

Luego, se proponen los coeficientes #3 y 74, correspondientes al movimiento torsional,
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en analogia con las expresiones anteriores

—2 — —~2
7. _ | 2520 EC,, +84 EC,,GS o> + GS »L*
m =B (42m,), n,=T, ——
4 (42 EC, + GSsz)

. (4.104)

Cabe aclarar que reemplazando las soluciones propuestas para 0, y ¢ en (4.96), se
obtienen las siguientes ecuaciones que definen a los coeficientes #3 y 74
3k *ky 7 (4+ k>’ —4cosh (k L)+ k, Lsenh (kL))

773 == PR
(GJ + EC k! ) (12+ &7 L* —12cosh (kL)) - GJk7 L cosh (kL)

+3k,Lsenh (kL) (2&7 L ECk ) (4.105)

(24+4k>12 = (24+ kL7 ) cosh (kL) + 9k Lsenh (k,L))
3k’ L (4+ kL’ —4cosh (kL) +k Lsenh (kL))

Ny == 5,

donde

k, = 24EC,, GJ + I (c?]2 L 3ECk ) ~GJ(24EC. +GJL* ) cosh (kL)
(4.106)
—3EC\k Lsenh (kL) EC.k? —4GJ ).

Sin embargo, las diferencias numéricas entre las expresiones (4.104) y (4.105) no son
importantes, siendo las ecuaciones (4.104) més simples y faciles de aplicar.

En definitiva, las cargas criticas de pandeo para vigas doblemente empotradas,
sometidas al estado de carga que se muestra en la Figura 4.5(c), se obtienen reemplazando
las expresiones de los coeficientes #; dados por (4.102-4.104) en las ecuaciones (4.91-4.94).

Por su parte, en las ecuaciones (4.102-4.104) se definieron parametros de ajuste 7. (i =

0, 1,...,6), los cuales se emplean para ajustar las foérmulas analiticas (4.91-4.94). En

términos generales, para obtener los valores de los pardmetros 77, se minimiza el error

cuadratico porcentual, comparando los resultados arrojados por dichas férmulas con las
cargas criticas obtenidas mediante la implementacion del modelo estructural a partir del
modelo de elementos finitos tipo viga que serd descripto en el Capitulo 6. Este
procedimiento se realiza de manera independiente entre los distintos parametros,
implementando técnicas de optimizacién para minimizar el error. Por su parte, los

parametros 7, y 77, son constantes y se hallan comparando los valores de la carga critica
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axial P. (M, = 0) obtenidos segun la expresion (4.92) con los hallados con el modelo de

elementos finitos, variando las dimensiones de la viga. Andlogamente se obtienen los

parametros (77;, 77,) y (75, 77,) comparando los valores de las cargas criticas Py y P,

respectivamente. Por su parte, el pardmetro 77, se define en funcion de las relaciones entre

las dimensiones de la seccidn transversal como se indica en la expresion (4.107) y su ajuste

se realiza comparando valores de M., (correspondientes a P = 0).

_ b L L e
=X —+X,—+X;—+Xx,—. 4.107
o R Y ( )

donde x1, x2, x3 y x4 son las nuevas constantes de ajuste.
En el Capitulo 7 se detallan los valores que adoptan finalmente los parametros de ajuste

77, para perfiles de pared delgada tipo I y tipo cajon.

4.4 Analisis del pandeo local

En esta seccion se efectia un andlisis simplificado que permite obtener expresiones
analiticas para hallar las cargas criticas que producen la inestabilidad local en vigas FRP de
pared delgada. Tales expresiones son validas para vigas ortétropas de pared delgada de eje
recto o curvo, tanto de seccion transversal cerrada como abierta, y son aplicables, con cierta
aproximacion, a distintas condiciones de borde y estados de carga independientes. Las
formulas que se desarrollan a continuacion facilitan la evaluacion de los efectos locales en
forma simplificada y serdn empleadas a tal fin en los esquemas de disefio de vigas
propuestos en el Capitulo 5 de esta tesis.

Los desarrollos que se exponen a continuacion estan basados en las siguientes hipotesis:

-se modela a cada segmento de la seccion transversal de la viga como una placa de gran

longitud;

-se analiza cada placa en forma individual y se la considera restringida rotacionalmente

por la o las placas adyacentes;

-se asume que los ejes comunes a dos o mas placas permanecen rectos.

La Figura 4.6 muestra esquematicamente las consideraciones mencionadas para el caso
particular de un perfil tipo I. Luego, la carga critica local de la viga queda determinada por
la menor carga critica obtenida en el analisis de las placas que la componen. Por lo tanto,
para hallarla previamente debe realizarse un andlisis de inestabilidad de placas como se

describe a continuacion.
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;/M%@/%%

L pree e
Figura 4.6. Esquema de analisis del pandeo local en una viga tipo 1.

4.4.1.Formulacion variacional

Se analiza el pandeo de una placa ortotropa sujeta a cargas de compresion por unidad de
longitud distribuidas linealmente en sus bordes simplemente apoyados (SS), como se
muestra en las Figuras 4.7 (a) y (b). Se contemplan las siguientes condiciones para los
bordes descargados: (a) ambos bordes rotacionalmente restringidos (RR) y (b) un borde
rotacionalmente restringido y el otro libre (RF).

N. 4 k N.
(){ A A A A A V),

b SS PLACA 1 SS

i kR x
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, e e e e e

a
(a)
(Ns) 27 libre (N)

,,,,,,,,,,, T . PR -4
b,/2
b, } SS PLACA 11 SS
/é k x g
) ool oo oo o S —

a
(b)
i i I
bT I I I
b][ b”
(c)

Figura 4.7. Geometria de placas ortotropas con diferentes condiciones de borde: (a) placa RR; (b) placa

RF; (c) identificacion de las placas en las secciones transversales de vigas de pared delgada.
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La energia de deformacion total de una placa ortdtropa estd compuesta por la energia de
deformacion eléstica de la placa, la energia de deformacion producida por las restricciones
elasticas en los bordes rotacionalmente restringidos de la placa y el trabajo realizado por las
fuerzas axiales en el plano. Luego, la energia total de la placa puede ser expresada por

(Lekhnitskii ef al., 1968)
1 Y 3w 9°w d’w 3w Y
M=—[[|D,| =5 | +Du| 55 | +2D 5525 +4Dy| = | |dxdy
2% ox dy dy” ox oxdy

2 2
1 ow 1 ow 1 owY
i o aid de+— [k | 22 de——[[N | ZZ | vy,
21.[ R[ay yOJ y 2}[ Llay yb} ’ 2‘,.QJ- x(ax] xy

donde Dj; son las constantes de rigidez flexionales del laminado dadas por las expresion

(4.108)

(3.7), w es una funciéon de x e y que define el desplazamiento de la placa en el estado de
pandeo, kzr y k; son las rigideces rotacionales eldsticas de los bordes restringidos en y =0 e
y = b, respectivamente, en el caso de placas RR. En el caso de placas RF, kg =k 'y k;, = 0.
En la expresion (4.108) se asume que no existen acoplamientos flexo-torsionales (D16 = Do
= 0) y, por lo tanto, dicha expresion es valida sélo para placas ortdtropas (Barbero y
Raftoyiannis, 1993). Esta hipotesis es la que limita el uso de las expresiones analiticas que
seran desarrolladas para el andlisis de inestabilidad local en vigas de pared delgada. Luego,
dichas expresiones s6lo podran aplicarse cuando se trate de laminados ortotropos o cross-
ply, como se menciono anteriormente.

En (4.108) se hace referencia a la carga por unidad de longitud solicitante como N, y se
asume distribuida en los bordes simplemente apoyados de la placa de acuerdo a la siguiente

ley lineal

N =N, (1 - a%), (4.109)

donde a y Ny quedaran determinados por la resultante de tension axial, correspondiente a
la pared de la viga analizada.

Introduciendo una funcién de desplazamiento adecuada (w) en la primera variacion del
funcional de energia (4.108) y aplicando el principio de energia potencial minima, se
obtiene un problema de autovalores que es resuelto por medio del método de Rayleigh-
Ritz. Para ello, a continuacidn se proponen expresiones de w para placas RR y RF.

Se supone la siguiente funcion de desplazamiento general en el estado de pandeo
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w(x,y):qj(y)i/lm sen(mzxj, (4.110)

a

m=1

donde, en el caso de placas RR, se proponen como solucion los siguientes polinomios

dependientes de la pendiente de la carga aplicada

2 3 4

si a<ls, ¢(y):%+l//1z_2+l//2%+l/l3z_4,
2 3 4 5

St @>LS, P(¥) =Y Y Y Y

4.111)

En los bordes rotacionalmente restringidos de una placa RR, esta funcion de

desplazamiento debe satisfacer las siguientes condiciones de borde

w(x,0)=0,
w(x,b)zO,
o*w ow
M (x,0)=-D =—k,| — , .
y(x ) 22(8)/2 jy_o R(aJ/jy_O (4.112)

o*w ow
M (x,b)=-D,, | — = — .
y (X ) 22 ( ay2 jy_b L ( ay jy_;,

Tales condiciones imponen que el desplazamiento sea nulo en ambos bordes y que el
angulo de rotacion de la placa restringida sea igual al angulo de rotacion de la placa que
restringe. Para la determinacion aproximada de tales dngulos de rotacion, se consideran
validas las hipotesis adoptadas por Bleich (1952).

Los casos en que a > 1.5, es decir, cuando la distribucion de la carga se aleja de una

distribucion uniforme, se adiciona la siguiente condicion de borde

si 1.5<a<?2.0, w(x,0.7b) =0,

4.113)
si @220, w(x,0.35)=0.

Estas condiciones de borde hacen que el desplazamiento sea nulo en diferentes puntos
del borde cargado y fueron determinadas en base a observaciones de simulaciones
numéricas realizadas en ABAQUS" 6.7.

Finalmente, asumiendo que los bordes restringidos rotacionalmente en la placa poseen la
misma rigidez rotacional k, es decir, ki = kg = k, la funcién de desplazamiento ¢ para una

placa RR que satisface las condiciones de borde especificadas esta dada por
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si a<l.5,

2 2 212 3
b(y)=L 4 Kb V' 12D +8D, kb + Kb P “.114)
b 2D, b D, (6D,, +kb) b

. 12D}, +8D,,kb + k*b* y*

2D,, (6D, +kb) b*’

si 1.5<a<2.0,
y kb y* 3(4468D3, +1402D,kb+84k°b7)
oy) =5+ 2D, b 49D,, (38D, + 3kb) v
_ 37604D;, +9936D,,kb +567k’b* y* (4.115)
98D,, (38D, + 3kb) b*
5(1452D3, +368D,,kb +21kb* ) 13

49D,, (38D,, +3kb) b

si a=2.0,
y kb y* (10796D3, +2734D,,kb+168k75 ) 3
oly)=5+ 2D, b 9D, (62D, + 7kb) b
34996D;, +8464D,,kb + 483k°b* y* (4.116)
18D,, (62D,, + 7kb) b
5(1452D3, +368D,,kb +21k°b* ) 15

9D,, (62D,, +7kb) b

Para una placa RF, la funcion de desplazamiento elegida se establece de la siguiente

manera (Qiao y Shan, 2005)

¢(y)=(1—a4)%+a{3[1j2 —%Zﬂ (4.117)

2\b 2\b

donde w; es una constante desconocida, la cual puede ser obtenida a partir de las
condiciones de borde. En placas simplemente apoyadas-libres la constante w; adopta el
valor 0, mientras que en placas empotradas-libres w; = 1.

Las condiciones de borde para una placa rotacionalmente restringida en y = 0 y libre en

y = b, estan dadas por las siguientes expresiones
w(x,0)=0 (4.118-a)

2
M,(x,0)=-D,, [3—?} -k [a_wj (4.118-b)
L W),
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2 2
M,(x,b)= (Dlz _aa ~+D, —3 VZVJ =0 (4.118-c)
x L

0 o*w o*w 0 o*w
Vixb)=|—|D,—+D,, — |+2—| 2D, —— =0 (4.118-d
}’(x ) |:ay [ 12 ax2 + 2 ayZ } + ax { 66 axay ]:|y_b ( )

De la misma manera que para una placa RR, se imponen las condiciones para un borde
rotacionalmente restringido en y = 0, mientras que en el borde libre se debe verificar que
tanto el corte como el momento sean nulos. Luego, considerando la condicion (4.118-b), la
constante @, es determinada en funcion de la rigidez rotacional &, obteniendo la siguiente

funcion de desplazamiento para una placa RF

o(y)=[1-—tb |2, K [ ¥ 4.119)
3D, +kb )b 3D, +kb|\ 26> 2b°

Es necesario aclarar que la ecuacion (4.117) no satisface en forma exacta las condiciones
de borde libre dadas por las expresiones (4.118-c y 4.118-d). Con el objetivo de hallar una
formula explicita de la carga de pandeo para placas RF, se asumen validas las hipotesis
adoptadas por Qiao y Shan (2005). Ellos proponen que resulta suficiente el cumplimiento

en forma aproximada de la condiciéon de borde libre. Es decir, se asume que dicha

condicion puede ser representada por (azw/ ayz) = 0, siendo éste el término dominante
=

en las expresiones del momento y del esfuerzo de corte en y = b.
4.4.2.Soluciones explicitas para el pandeo de placas ortotropas

Reemplazando las funciones de los desplazamientos propuestas (4.114-4.116, 4.119) en
la primera variacion del funcional (4.108), se obtienen las soluciones al problema de
autovalores para placas ortotropas RR y RF (V% N.5F).

Luego, para obtener la menor carga de pandeo es necesario minimizar estas soluciones
respecto de la relacion de esbeltez ¢ de la placa (es decir, d(N,)/dc = 0, donde ¢ = a/b). De
esta condicion se obtiene la relacion de esbeltez critica (c.,). Reemplazando dicha esbeltez
en las expresiones de NxRR y NxRF se obtiene la menor carga critica de la placa: NRRx,cr 0
N xcr, S€EUN sea la condicion de borde analizada. En el caso de placas RR, tales cargas

estan dadas por
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si a<l.5,
(D, +2Dy,)(10D,, +kb)’
RROT _ 48 (11-13D22 +kb)2 (4.120)

xX,cr 2— ’
b(2=@)| D, D, [3.5(2D,, + kb)(12D,, + kb)
(11.13D,, + kb)

si 1.5<a<?2.0,

(D, +2Dy) + ...
ez 132.9 ) , (4.121)
“ ST Gea) 1.77/D,,D,, (10.89D,, + kb) (413.53D22+kb) :
(13.22D,, + kb)
si a=2.0,
(D, +2Dy) +...
rros _ 13.17 2 , | (4.122)
Noer WHGE) 1.77{D,,D,, (13.52D,, + kb) (410.89D22 +kb) |-
(13.71D,, +kb)
En el caso de placas RF las cargas criticas estan dadas por
60D2 D, +kb(5D,, +kb)(8Dy, — D, ) + ...
3
2.804/D,,D,,kb (3.37D,, + kb)>
Nfg — 312 11722 ( 22 ) . (4.123)

b*(11.72D3, (1.33— @) +6.77D,,kb (1.27 - &) + k°b* (1.23 - 1))

En particular, la carga critica para placas RF sometidas a cargas de compresion

uniformemente distribuidas (a = 0) queda determinada por

60D2,D,, +kb(5D,, +kb)(8Dy, — D, ) +...
3
2.804/D, D,,kb (3.37D,, +kb)>

N =254 :
b*(3.56D,, +kb)

x.cr

(4.124)

Por otro lado, en placas RF sometidas a cargas de flexion pura (a = 2), la carga critica

puede ser expresada de la siguiente forma

3
60D2, D, + kb (5D,, + kb) (8D, — D,,)+2.80/D, D, kb (3.37D,, + kb)>

NI =4.05 :
—b*(3.192D,, +kb)

xb,cr

.(4.125)

La carga critica en el caso de placas con los cuatro bordes simplemente apoyados (SS)

se obtiene asumiendo k; = kz = 0 en las expresiones (4.120-4.122)
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. 38.9 —
S1 0!£15, fo?l :m((Dlz'i‘ZD“)'F DllDZZ)’ (4126)
. 132.9
si 1.5<@<20, NS%= m((D12 +2D4)+1.26y/D,,D,, ), (4.127)
73.17

si =20 N¥%=

m((qﬁz%)ﬂ.m D, Dy, ). (4.128)

Finalmente, en el caso de placas simplemente apoyadas-libres en los bordes descargados
(SF), las cargas criticas para los casos particulares de carga uniforme (o = 0) y flexion pura

(a = 2), surgen de las expresiones (4.124) y (4.125) considerando k= 0,

12D

s a=0 N¥=1Da (4.129)
si a=2, N, —23'521)66. (4.130)

4.4.3.Aplicacion de las expresiones de placas al pandeo local de vigas

El andlisis del pandeo local de vigas de pared delgada abiertas o cerradas se realiza a
partir de las expresiones obtenidas en el analisis de placas y su aplicacion en vigas bajo las
hipotesis mencionadas se describe a continuacion.

1. Calcular las resultantes de tension axiales de todas las paredes de la seccion: (Ny),
(N, (Ny)p. Los subindices / y II hacen referencia al tipo de placa que se esta
considerando, segin se indica en la Figura 4.7. Tales resultantes de tension pueden
hallarse a partir de las ecuaciones constitutivas dadas por (4.36) cuando se emplea la
teoria descripta en la seccion 4.2, o bien, siguiendo el analisis simplificado expuesto en
la seccion 4.3.1.

2. Calcular el parametro de carga critica para una placa tipo I, asumiendo sus bordes
descargados como simplemente apoyados: 2*°;. La resultante de tension critica N>y ., se
puede obtener de las expresiones (4.126-4.128), seglin corresponda de acuerdo al valor

de a. Luego, el parametro de carga critica esta dado por

NSSOI'
AS = e =123, (4.131)

(v,)

*/r

3. Calcular el parametro de carga critica para una placa tipo I, asumiendo uno de sus

bordes como simplemente apoyado y el otro borde libre: 2°F;. Para ello, primero se

.« r, e ya ya .
deben hallar las resultantes de tension criticas N° xer'yY N xb,er, dadas por las expresiones
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(4.129) y (4.130), respectivamente. Luego, el parametro de carga critico se obtiene a

partir de la curva de interaccion (Bleich, 1952) como la raiz de la siguiente ecuacion

(4 )2{—(12’;)@ ea ). “1%)

xb,cr x,cr

4. Chequear qué tipo de placa pandea primero. Esto es,

a. Si /LSS < /L“jF , pandea primero la placa tipo [ y deben seguirse los items 5-6.

b. Si /@fF < /@SS , pandea primero la placa tipo Il y deben seguirse los items 7-8.

5. Hallar la rigidez rotacional correspondiente a la placa tipo I. Para ello, es conveniente
hacer una distincion entre secciones abiertas y cerradas en lo que respecta a la rigidez
rotacional dada por las placas adyacentes.

En el caso de vigas de seccion transversal cerrada, se contemplan los efectos de
restriccion que genera la placa tipo I adyacente a partir de su rigidez flexional y el efecto

desestabilizante de la carga de compresion de la siguiente manera

k, = ﬂ(l —Lji), (4.133)
bl Z’H

donde b; es el ancho de la placa adyacente. En el caso de vigas de seccion transversal

abierta, se contempla nuevamente el efecto de la carga de compresion y se tienen en

cuenta los efectos de restriccion que genera la placa tipo II adyacente a partir de la

rigidez torsional que esta aporta (Tarjan ef al., 2009). Asi, la rigidez de la placa

adyacente se expresa de la siguiente manera

/ISS
k, =4Dyb,, (1 _/IITJ (4.134)

17

donde by es, en este caso, el ancho de la placa adyacente.

6. Calcular el parametro de carga critica de una placa tipo I asumiendo restringidos
rotacionalmente sus bordes descargados: J**;. Para ello, se debe determinar primero la
resultante de tensién critica N*%, ., (dada por (4.120-4.122)) para luego determinar el

parametro de carga critico dado por la siguiente expresion

NRR‘Oi
AR = x| i=12,3. (4.135)

(V.),
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7. Hallar la rigidez rotacional correspondiente a la placa tipo II. Este caso solo se
presenta en vigas de seccion abierta. De manera analoga al item 5, se contemplan los
efectos de restriccion que genera la placa tipo I adyacente y el efecto desestabilizante de

la carga de compresion de la siguiente manera

k= 2Pn [y A | (4.136)
b, A°

donde b; es el ancho de la placa adyacente. Cuando la placa tipo I restringe

rotacionalmente a dos placas tipo II, como es el caso del perfil I, el factor 2 debe ser

omitido.

8. Calcular el parametro de carga critica de una placa tipo Il asumiendo restringido

rotacionalmente uno de sus bordes y el otro libre: JRE . Para ello, se deben determinar

primero las resultantes de tension criticas NI y N mediante las ecuaciones (4.124)

xb,cr
y (4.125). Luego, el parametro de carga critico se obtiene de manera analoga al item 3,

como la raiz de la siguiente ecuacion de interaccion

RF RF
xb,cr x,cr

(ﬂ[fF )2 (Nrb )1] + 251’ ((]]\\j;)ll] =1. (4137)
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CAPITULO 5

DISENO OPTIMO DE VIGAS DE PARED DELGADA

5.1 Introduccion

En este capitulo se proponen distintos esquemas de disefio de vigas FRP de pared
delgada de eje recto y curvo, en base a diferentes requerimientos hipotéticos que
condicionan a la estructura.

En primer lugar, se introduce y se representa esquematicamente el ordenamiento de los
distintos procedimientos empleados para hallar un disefio 6ptimo, en lo que se refiere a la
formulacion del esquema de disefio en si misma y a la manera en que se involucran los
parametros estructurales y su determinacion.

En segundo lugar, se desarrollan en forma detallada cada uno de los esquemas de disefio.
Se expone una formulaciéon matematica que permite minimizar el peso y la deflexion de la
estructura, en forma conjunta o individualmente, empleando un método de optimizacion
multiobjetivo basado en funciones de peso. Como una aplicacion particular de este disefio,
se considera la existencia de una carga dindmica sobre la estructura, lo cual adiciona
algunas restricciones y consideraciones particulares a tener en cuenta. Se formula un tercer
esquema que logra maximizar la resistencia y minimizar el peso de la estructura empleando
una unica funcion objetivo. En los problemas de disefio mencionados, el comportamiento
estructural se analiza en base a la teoria presentada en la seccion 4.2 del Capitulo 4,
implementada utilizando el modelo de elementos finitos unidimensional que se describira
en el Capitulo 6. Luego, se plantea un nuevo problema de optimizaciéon que maximiza la
carga de pandeo minimizando a su vez el peso y la deflexion de la estructura, en el cual el
comportamiento estructural se describe en forma completamente analitica, empleando las
formulas expuestas en la seccion 4.3 del Capitulo 4.

Por tultimo, se adiciona al esquema de disefio el concepto de incertidumbre. Para ello, se
introducen conceptos generales de este tipo de modelos y se formula un esquema de diseno
que contempla la aplicacion de cargas inciertas en vigas FRP. Como caso particular, se
asume que la carga a la que estd sometida la estructura puede variar, en cuanto a su
direccion y magnitud, con respecto a la carga nominal preestablecida para el disefo. El

problema se formula como un problema minimax, en el cual se busca minimizar un
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objetivo, respecto a las variables de disefio, el cual a su vez es maximizado respecto a las
variables de incertidumbre que determinan la peor condicion de carga posible en la

estructura.

5.2 Esquema global de disefio optimo

En términos generales, el disefio Optimo de estructuras esbeltas construidas con
materiales compuestos presenta complejidades de diversa indole generadas en su mayoria
por las caracteristicas propias de estos materiales. En particular, las vigas de pared delgada
construidas con materiales FRP brindan grandes ventajas en cuanto a su comportamiento
mecanico y una gran versatilidad en cuanto a su composicion y fabricacion. Esta ultima
caracteristica involucra a la mayoria de las variables del problema de disefio. Entre ellas
pueden mencionarse las propiedades del material, el tipo y la disposicion de las fibras
empleadas, el nimero de capas del laminado, el espesor de cada una de ellas y las
dimensiones de la pieza. La inclusion de estas variables en el esquema de disefio genera un
problema complejo, el cual se acrecienta ain mads si se considera la incertidumbre que
existe en las variables mencionadas anteriormente. Todo esto ha motivado el desarrollo de
nuevos métodos computacionales de disefio basados en algoritmos de optimizacion
matematica. Tales métodos posibilitan el disefio automatico de estructuras a fin de cumplir
ciertos objetivos de la mejor manera posible.

El esquema de disefio se formula como un problema de optimizacion matematica, cuya
solucidn representa las variables Optimas que generan el valor minimo o mdximo de un
objetivo particular, cumpliendo a su vez con restricciones preestablecidas. En el proceso de
optimizaciéon intervienen ciertos pardmetros estructurales, relacionados con tales
restricciones y, muchas veces, con el objetivo del disefio. Esto origina la necesidad de
realizar, en forma iterativa y durante la optimizacidn, un andlisis completo que permita
evaluar el comportamiento de la estructura analizada. En particular, la respuesta estructural
de vigas bajo la aplicacion de cargas externas puede ser obtenida mediante métodos
numéricos o por medio de formulaciones analiticas simplificadas. La aplicaciéon de métodos
numéricos permite modelar la estructura y realizar un andlisis completo de su
comportamiento, ya sea mediante modelos tridimensionales de elementos ldmina o bien
empleando modelos unidimensionales. Sin embargo, muchas veces los métodos numéricos
son dificiles de implementar y no siempre son accesibles para los disefiadores. Por ello y

para facilitar las aplicaciones estructurales de vigas FRP, a veces es conveniente emplear
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metodologias analiticas que describan el comportamiento de dichas estructuras en forma
aproximada y que constituyan una herramienta de pre-disefo. Esto ofrece, ademas, una
gran eficiencia computacional, lo cual es de fundamental importancia cuando se trata de
optimizacion multiobjetivo.

A continuacion se describe la manera en que se ordenan tales conceptos y
procedimientos para obtener finalmente el disefio Optimo de la estructura, destinado de
manera especifica al tratamiento de vigas FRP analizadas en esta tesis.

La Figura 5.1 muestra graficamente los procedimientos que deben realizarse durante el
proceso de disefo y el orden en que se efectuan. El primer paso a tener en cuenta en el
disefio 6ptimo es la determinacion de los requerimientos preliminares que debe cumplir la
estructura a disefar, los cuales constituyen los datos iniciales del problema de
optimizacién. Una vez definidos estos datos, se debe formular el esquema de disefio en
base a las variables de decision, a los objetivos que debe cumplir la estructura y a las
restricciones que deben ser verificadas. Los esquemas de disefio presentados en este
capitulo son identificados con la sigla “DO” seguida de un nimero identificativo. Algunos
de ellos contemplan un tnico objetivo mientras que otros consideran objetivos multiples.
Tales objetivos involucran al peso de la estructura, al desplazamiento de la misma y a la

carga de pandeo critica global, evaluados en forma independiente o conjunta.

Técnicas de
optimizacién

!

Esquema de disefio

., C Analisis
Datos Funcion objetivo ¢ estructural
iniciales I
Variables de diseno
Restricciones ¢ ) Ané?li.sis de
inestabilidad local

!

Disefio 6ptimo

Figura 5.1. Sintesis del procedimiento general de disefio.

Adicionalmente, en todos los problemas de optimizacioén planteados se contempla la
existencia de restricciones estructurales, geométricas y, en algunos casos, operativas. Es
evidente que, tanto para la determinacion de los objetivos como de las restricciones, es

necesario hallar los parametros estructurales que describen la respuesta de la viga bajo las
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condiciones preestablecidas. Aqui, el analisis estructural se lleva a cabo siguiendo dos
procedimientos diferentes, uno de ellos estd basado en un enfoque numérico (empleado en
los esquemas DO1, DO2, DO3 y DOS) y el otro en un enfoque analitico (utilizado en el
esquema DO4). El enfoque numérico consiste en la implementacion de la teoria expuesta
en la seccion 4.2 del Capitulo 4 empleando el modelo de elementos finitos unidimensional
que sera abordado en el Capitulo 6. En la mayoria de los esquemas de disefio analizados
segun este enfoque, se evalua la estabilidad local de la viga en forma analitica, empleando
las formulas desarrolladas en la seccion 4.4 del Capitulo 4. Por su parte, el enfoque
analitico se caracteriza por la aplicacion de Unicamente formulas explicitas aproximadas
para la determinacion de todos los parametros estructurales que intervienen en el disefio.
Esto se logra empleando las formulas expuestas en las secciones 4.3 y 4.4 del Capitulo 4.
Una vez planteado el esquema de disefio y definida la manera en que seran evaluados los
parametros que en ¢l intervienen, se estd en condiciones de aplicar una técnica de
optimizacion apropiada para obtener la solucion optima del problema de optimizacion, la
cual representa el disefio ptimo de la estructura. Es decir, se obtienen los valores 6ptimos
de las variables de disefio que minimizan el objetivo propuesto y verifican la totalidad de

las restricciones impuestas.

5.3 Disefio optimo

Los esquemas de disefio de vigas de pared delgada propuestos en esta seccidon se
plantean como un problema de optimizacion que, en términos generales, puede ser

formulado de la siguiente manera

min F(x),

S.a:

(5.1)

donde x es el vector de las variables de disefio, F(x) es la funcidon objetivo, g,(x) son las
. L U .

restricciones, X y X~ son los vectores que definen los extremos de los intervalos en que

estd definido x. La funcion F(x) puede representar un Unico objetivo, o bien, puede hacer

referencia a multiples objetivos, en cuyo caso debe proponerse alguna combinacién de las

funciones objetivo particulares (f(x)) a considerar.
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5.3.1. Diseiio optimo 1 (DO1)

Se propone diseiar una estructura que sea liviana y que, a su vez, los desplazamientos
que se produzcan en la misma sean minimos. Para ello, se plantea el problema de
optimizacién como un problema multiobjetivo que minimiza una funciéon normalizada
mediante el método de funciones de peso (Rao, 1996). La funcién objetivo global es

expresada de la siguiente manera

F(x) {w,fi, (5.2)

donde w; es el factor de peso escalar asociado a cada funcion objetivo f; y &y es el numero
total de funciones objetivo a optimizar. Para cumplir con los objetivos propuestos, se
emplea un bi-criterio de optimizacion (kr = 2) que minimiza en forma conjunta el peso
propio de la estructura y su desplazamiento maximo. Luego, las funciones objetivo a
evaluar estan dadas por el maximo valor del desplazamiento absoluto en la estructura (6) y
por el area de la seccion transversal (4), la cual representa en una forma simple e indirecta
al peso de la viga (Karperska et. al, 2007). Por lo tanto, la funcion objetivo global es

expresada de la siguiente manera

A, 90)
4, 8

donde las funciones objetivo f; son normalizadas respecto a 4y y do, los cuales representan

F(x)=(1-W)

(5.3)

el area y el desplazamiento de referencia, respectivamente. El factor de peso W es definido
en forma arbitraria por el disefiador, de acuerdo a las necesidades y a los requerimientos de
la estructura. Dentro de los casos particulares que pueden ser tenidos en cuenta, se observa
que si W =0 el modelo considera el peso propio como Unica funcién objetivo, mientras que
si W =1 so6lo contempla la minimizacién del desplazamiento maximo de la estructura.
Cuando W varia en el intervalo abierto (0,1) se pueden obtener diferentes disefios que
consideren ambas funciones objetivo con distinto peso, dando mas importancia a una u
otra.

La expresion del area a minimizar varia en forma proporcional a las dimensiones de la
seccion y se define de acuerdo a la forma de la seccion transversal. En particular, para los
perfiles tipo I, U y cajon que se muestran en la Figura 5.2, las areas quedan determinadas

por
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A = A" =(2b+h)e,

; 5.4
A = (2b+2h)e. G5

La segunda funcién objetivo que interviene en el problema es el desplazamiento total

maximo producido en la estructura y se determina de la siguiente manera

NL ) NL ) NL )
5(x)=\/(ux+ux ) (o, +ul) + (, +ul ) (5.5)
donde uy, uy, u- , uy", u)" y u." son los desplazamientos lineales y no lineales en las

direcciones x, y y z, definidos por las expresiones (4.2). En este esquema de disefio el
analisis estructural se realiza empleando el enfoque numérico mencionado en la seccion
5.2, por lo tanto, los desplazamientos son obtenidos empleando mediante la aplicacion del

modelo de elementos finitos unidimensional mencionado.

11, ]

Figura 5.2. Secciones transversales de vigas de pared delgada.

El vector de las variables de disefio, x, estd compuesto por las dimensiones de la seccion
transversal de la viga (b, h y e) y los angulos de orientacion de las fibras del laminado (6y).
Todas las variables pertenecen a dominios discretos limitados superior e inferiormente de
acuerdo a cada problema en particular. Ademas, el conjunto de laminados factibles queda
restringido a aquellos casos en que el laminado sea simétrico y balanceado.

En el disefo se consideran restricciones de desigualdad (gi{x)) que pueden ser
clasificadas en dos categorias segun la incumbencia de cada una de ellas: restricciones
estructurales y geométricas.

Las restricciones estructurales impuestas en este disefio tienen en cuenta exigencias de
resistencia, pandeo global, pandeo local y desplazamientos méaximos.

La condicién de resistencia se establece a partir del conocido criterio de falla de Tsai-
Wu (Tsai y Wu, 1971), el cual fue presentado en la seccion 3.3 del Capitulo 3. Luego, la

condicién de resistencia se verifica cuando el minimo valor de R dado por (3.13) es
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superior a 1.

Para evitar que la estructura se inestabilice globalmente, se evaltia el pardmetro de carga
critica de pandeo global 4, el cual representa la relacion entre la carga critica y la carga
aplicada. Su valor se determina resolviendo el problema de autovalores clasico de
inestabilidad elastica, tal como se desarrollard en el Capitulo 6. Luego, la condicion de
estabilidad global de la estructura se verifica si el menor autovalor 4 es mayor a 1.

Por su parte, se contemplan condiciones de estabilidad local. Una forma simple, aunque
conservativa, de evitar la inestabilidad local es asignar un limite inferior al espesor de las
paredes de la seccion transversal en relacion a las demas dimensiones de la misma. Se
asume que este valor debe ser lo suficientemente grande a fin de evitar que se produzca la
inestabilidad local de la seccion. Para ello, se restringe el maximo valor de las relaciones
entre la base y la altura de la seccion de la viga respecto al espesor (b/e, h/e).

Finalmente, el desplazamiento maximo que puede originarse en la estructura es
restringido de acuerdo a los limites convencionales utilizados en este tipo de estructuras y

esta dado por

5 = (5.6)

donde L es la longitud total de la viga.

Las restricciones geométricas se aplican en forma directa sobre las variables de disefio.
Se limita superior e inferiormente el intervalo de variacion de las componentes del vector
de las variables de disefo (x). En particular, se establece que las dimensiones de la seccion
transversal sean positivas, que los dngulos de orientacion de las fibras varien entre -90° y
+90° y que la secuencia de apilamiento sea simétrica y balanceada o cross-ply. Ademas, se
limitan a las dimensiones de la seccion de manera que la estructura se comporte como una
viga de pared delgada, estableciendo un valor maximo del espesor en funcion de la base y

de la altura de la viga de la siguiente manera

min(hfe, b/e)=10. (5.7)

En resumen, el modelo matematico que define el esquema de diseno DO1 puede

formularse de la siguiente manera

min F(x)=(1-W) A/(IX)+W5§X), 55
x={hb,eb}, ..
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s.a:

Rmin (X)>1’ A(X)>1’ 5(X)S5ma'x’

max (b/e,h/e) < 16, (5.8)
x" <x<xY, (h,b,e)>0,

-90°<6, <90° 1q [+6,],  min(b/e,h/e) > 10.
5.3.2. Disefio 6ptimo 2 (DO2)

En esta seccion se propone disefiar una viga sometida a dos estados de carga: un estado
de carga nominal, compuesto por cargas estdticas, y un estado de carga secundario,
compuesto por cargas dinamicas con una variacion temporal armoénica conocida. Para ello,
ciertas consideraciones especificas deben ser tenidas en cuenta respecto al esquema DOI.

Como objetivo se propone minimizar el desplazamiento maximo y el peso de la viga con
igual importancia. Por lo tanto, la funcién objetivo puede formularse como un caso
particular del disefio DO1 asumiendo W = 0.5 en la expresion (5.3), quedando expresada en

forma adimensional de la siguiente manera

J(x)
5,

A(x)
F =0.5 0.5 5.9
(x) " + (5.9)

donde ahora d(x) es el desplazamiento maximo total producido por la superposicion de los

estados estatico y dindmico y x es el vector de las variables de disefio definido por

x={b,h,n_.6,}, (5.10)

donde 7. es el numero de capas del laminado. El espesor de cada una de ellas (e.) es
preestablecido y se considera igual para todas ellas. Por lo tanto, el espesor total de la
paredes de la seccidn transversal (e) queda determinado por el producto entre el nimero de
capas y el espesor de cada una de ellas (e = n.e.).

Las restricciones estructurales tienen en cuenta exigencias de resistencia estatica,
pandeo global, pandeo local, desplazamientos maximos y, a diferencia del disefio anterior,
se verifica la resistencia a fatiga del laminado.

El andlisis estructural se realiza nuevamente en base al enfoque numérico segin lo
expuesto en la seccion 5.2. Por su parte, la condicion de resistencia estatica se establece a
partir del criterio de falla de Tsai-Wu, verificando que el valor minimo de R dado por
(3.13) sea superior a 1.

Debido a que el estado dinamico se define como un estado de carga secundario, se
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asume que no es necesario evaluar la inestabilidad dindmica de la estructura, ni global ni
local. No obstante, a modo conservativo, para asegurar tanto la estabilidad global como la
estabilidad local de la estructura, se adoptan los valores maximos de las tensiones y de las
resultantes de tension en el espesor, como superposicion de ambos estados de carga.

A diferencia del disefio DO1, aqui se impone como restricciéon de pandeo local que el
factor de carga local 4;, determinado analiticamente seglin lo desarrollado en la seccion 4.4
del Capitulo 4, sea superior a la unidad.

El valor limite establecido para los desplazamientos méaximos se disminuye de tal
manera de asegurar que la estructura no entre en resonancia, evitando el calculo de
frecuencias naturales durante el proceso de optimizacion. Luego, el desplazamiento

maximo permitido en la estructura esta dado por

S =— (5.11)

A fin de verificar la resistencia a fatiga del laminado, se aplica el criterio de falla por
fatiga desarrollado por Jen y Lee (1998a; 1998b). Dicho criterio es denominado por los
autores como Criterio de Tsai-Hill Extendido (CT-HE) y fue descripto en la seccion 3.3 del
Capitulo 3. En consecuencia, se asume que el laminado no falla por fatiga si las expresiones
dadas por (3.19-3.22) son menores a 1.

Las restricciones geométricas son las mismas que se expusieron para el disefio DOI,
con la siguiente salvedad. Dado que las expresiones analiticas que definen al factor de
carga local se obtienen despreciando los acoplamientos flexo-torsionales en el laminado,
las mismas son aplicables solo en laminados ortotropos. Adicionalmente, si bien el criterio
de falla por fatiga CT-HE es aplicable para laminaciones simétricas, los autores advierten
que para laminas con fibras orientadas a +45° el criterio no ofrece buenos resultados, en
comparacion con ensayos experimentales. Por lo tanto, el angulo de orientacion de las
fibras solo puede adoptar los valores 0° y 90° de manera tal de constituir un laminado
ortotropo ([0,.]) 6 cross-ply ([0/90]s, [0,c/2/90,c12])-

En sintesis, el problema de optimizacién que define el esquema de disefio descripto, es
expresado de la siguiente forma
(%)

>

min  F(x)= O.SM+O.5
4 5 (5.12)

x={hbn.6} ..
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s.a:
R, (x)>1, A(x)>1,  J(x)<3,,,
A, (x)>1, CT-HE(x)<1, (5.12)

xi<x<xY, (h,b,e)>0, 6, =(0°,90°),
min (b/e,h/e) = 10.

5.3.3. Diseiio optimo 3 (DO3)

En este esquema de disefio, nuevamente, el problema de optimizacion se formula
siguiendo el esquema dado por (5.1), aunque considerando dos objetivos contrapuestos
englobados en una tnica funcion objetivo. El disefio se establece de manera tal de hallar las
dimensiones de la seccion transversal y la secuencia de laminacidon Optimas para maximizar
la resistencia y simultdneamente minimizar el peso de la estructura. Como indicador de
resistencia se adopta la carga de pandeo global (flexo-torsional) y el peso de la estructura es
caracterizado por el area de la seccion transversal de la misma. Estos objetivos resultan
contrapuestos y para obtener un criterio de disefio que signifique un compromiso entre
ambos, se adopta una funcion objetivo adimensional definida de la siguiente manera

_ E1A3/2

F(x)==r— (5.13)

cr

donde x es el vector de las variables de diseflo, 4 es el area de la seccion transversal de la
viga, E; es el modulo de elasticidad longitudinal del material y M., es el momento critico

dado por
M, =AM}, (5.14)

donde M7 es un momento de referencia adecuadamente seleccionado y A es el factor

que debe aplicarse sobre el mismo para alcanzar la inestabilidad elastica global de la
estructura. Aqui el andlisis estructural de vigas se realiza empleando el enfoque numérico vy,
por lo tanto, el parametro A se determina segun lo expuesto en el esquema DO1. Se observa
que la funcién objetivo (5.13) aumenta si lo hace el multiplicador de carga o si disminuye
el area de la seccion transversal.

En este caso, el vector de las variables de disefio se asume definido de la siguiente

manecra

x={b,h,n_e. 6}, (5.15)
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donde los angulos 6y indican la orientacion de las fibras longitudinales de la capa k-ésima, b
y h son las dimensiones de la seccion transversal, n. y e. son el nimero de capas del
laminado y el espesor de cada una de ellas, respectivamente (ver Figura 5.3). Luego, el
espesor total de las paredes de la viga (e) queda determinado por el producto de estas dos
variables y se considera constante en todas las paredes de la seccion. Notar que aqui se

adiciona una variable con respecto a los esquemas de disefio anteriores.

. ?gf\ .

[ € N
| T,

Figura 5.3. Detalle de las dimensiones de la seccion transversal de perfiles I y cajon.

Nuevamente, se consideran en el disefio restricciones geométricas y estructurales que
condicionan el problema.

Respecto a las restricciones estructurales, se requiere que el desplazamiento total
maximo no supere un valor pre-establecido, dado por (5.6), y que la estructura cumpla con
las condiciones de resistencia, pandeo global y pandeo local, como se describe a
continuacion.

La restriccion de resistencia se verifica empleando el criterio de falla estatico de Tsai-
Wu, imponiendo como condicién que el factor R dado por (3.13) sea mayor a 1. La
estabilidad global de la viga se asegura verificando que el minimo factor de carga 1 sea
mayor a la unidad. Por tltimo, la inestabilidad local se condiciona a partir del pardmetro de
carga local, 4;, el cual debe ser superior a 1 y es obtenido de acuerdo a lo expuesto en la
seccion 4.4 del Capitulo 4.

En cuanto a las restricciones geométricas se solicita que tanto las dimensiones de la
seccion como las variables que definen al espesor sean positivas en todo el dominio y que,
a su vez, verifiquen la condicién de vigas de pared delgada, dada por (5.7). Se asume
ademds que el area de la seccion transversal no debe superar un valor maximo (Auax),
preestablecido de acuerdo a los requerimientos preliminares de disefio. Por ultimo, debido
al empleo de las formulas analiticas que condicionan la estabilidad local de la viga, el

laminado debe ser ortotropo 6 cross-ply.
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En definitiva, el esquema de disefio DO3 queda definido, desde el punto de vista

matematico, de la siguiente forma

3/2

min F(X)=%,

x={hb,e,n,,6,},

s.a: (5.16)
R, (x)>1, A(x)>1, o(x)<4,,., A, (x)>1,
x'<x<xY,  (hbe,n)>0, 6, =(0°,90°),

A(x)<4,,, min(ble hje) = 10,

donde d(x) es el desplazamiento total de la estructura dado por (5.5).
Cabe destacar que los disefios propuestos hasta aqui pueden emplearse en vigas de pared
delgada tanto rectas como curvas de seccion transversal arbitraria. Las mismas pueden estar

sometidas a cualquier estado de carga bajo cualquier condicidon de vinculacion.
5.3.4. Diseiio 6ptimo 4 (DO4)

El problema de disefo se formula como un problema de optimizacion multiobjetivo que
minimiza ky funciones objetivo particulares empleando el método de criterio global (Rao,
1996). Dicho criterio define a la funcién objetivo F(y) como la suma de los cuadrados de las
diferencias relativas de cada funcion objetivo individual respecto a su valor dptimo. Luego,

el problema de optimizacion global queda definido de la siguiente manera

sa: (5.17)

donde p habitualmente se considera igual a 2, o; es un parametro de ponderacion arbitrario
¥ fix) son las funciones objetivo que se desean minimizar. Para poder evaluar la funcion Fiy)
primero deben obtenerse las soluciones Optimas x; resolviendo los problemas de

optimizacion que minimizan a cada una de las funciones objetivo particulares f;), como se

indica a continuacion



&9

min  f,(x),

s.a.
(5.18)

g,(x)<0, i=12,.,m,

xF<x<xY.

En particular, en este esquema de disefio se propone una funcidon objetivo global que
minimiza tres funciones objetivo. Se contempla la maximizacion del momento critico de
pandeo, o bien, la minimizacion de la inversa del mismo (f;). Se minimiza el
desplazamiento total méximo en la estructura (f;) y se minimiza el peso de la misma (f3),
expresado como el area de la seccidn transversal. Luego, las tres funciones a minimizar se

expresan Como

K= Wy L0280, f(x)=4(). (5.19)

Por lo tanto, una vez resuelto cada uno de los problemas segtn (5.18) para cada una de
las funciones objetivo (5.19), se resuelve el problema de optimizacion multiobjetivo
utilizando la formulacién (5.17).

Este esquema esta destinado a la realizacion de disefios preliminares de la estructura.
Por ello se propone realizar el analisis de vigas en forma completamente analitica. Es decir,
todos los parametros estructurales que intervienen en el esquema de disefio son evaluados
empleando las expresiones explicitas desarrolladas en las secciones 4.3 y 4.4 del Capitulo
4. Esto permite realizar un pre-disefio que contemple multiples objetivos, de una manera no
arbitraria y sin que el célculo resulte excesivamente costoso, permitiendo ademas la
verificacion posterior del disefio resultante empleando métodos numéricos mas exactos.

Luego, las estabilidades global y local son evaluadas a partir de las soluciones analiticas
desarrolladas en las secciones 4.3 y 4.4 del Capitulo 4, respectivamente. El empleo de
dichas expresiones conlleva ciertas limitaciones desde dos puntos de vista. Por un lado, las
formulas que permiten analizar la estabilidad global de la viga fueron obtenidas para tres
estados de carga especificos que se corresponden con condiciones de vinculacion
particulares (ver Figura 4.5 del Capitulo 4) y son validas s6lo para secciones bi-simétricas.
Por otro lado, las férmulas empleadas en la evaluacion de la estabilidad local tienen
aplicacion s6lo en laminados ortotropos 6 cross-ply.

En las expresiones (5.19), el momento critico (M,,) se evalta segiin la expresion (4.91)
en la cual los coeficientes 7; estan dados por las expresiones (4.98) o (4.102-4.104), segun

corresponda. El area de la seccion transversal (4) queda determinada por las ecuaciones
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(5.4), seglin la forma de la seccidn, y, por ultimo, el desplazamiento maximo en la viga (0)
se obtiene de la expresion (4.70).

Tanto en el problema de optimizacién global (5.17) como en los problemas particulares
(5.18), el vector de las variables de disefio (x) se considera definido por las dimensiones de
la seccion (b, h, e) y los dngulos de orientacion de las fibras del laminado (6;), mientras que
las restricciones gjx) se refieren a condiciones estructurales y geométricas, siendo idénticas
en todos ellos.

Las restricciones estructurales contemplan condiciones de desplazamiento, de
resistencia, de estabilidad global y local. Para hallar los parametros estructurales necesarios
para definir tales restricciones también se emplean expresiones analiticas.

La restriccion de desplazamiento maximo surge inmediatamente, verificando que el
desplazamiento en la estructura dado por (4.70) no supere el desplazamiento establecido
por la expresion (5.6). Para verificar la resistencia del laminado se debe verificar que los
coeficientes de seguridad dados por (4.76) sean mayores a la unidad.

La condicion de pandeo global establece que, por un lado, la carga axial aplicada (P) no
supere la carga critica axial de pandeo (P.,), definida como la menor carga critica de la
triple comparacion entre las expresiones (4.92), (4.93) y (4.94). Ademas, se debe verificar
que el maximo momento flector dado por (4.72) sea menor al momento critico (M,,) dado
por la expresion (4.91).

El pandeo local de la seccion se evita imponiendo que el parametro de carga A, sea
mayor o igual a la unidad. Dicho pardmetro es evaluado segun lo desarrollado en la seccion
4.4 del Capitulo 4 y, para ello, es necesario determinar en forma analitica las resultantes de
tension axiales maximas en cada una de las paredes de la seccion transversal de la viga
(N, (Nxp)i (Ny)p). Tales resultantes de tension se determinan multiplicando a la tension
normal o, (dada por (4.74)) por el espesor total de la pared considerada, como se muestra

en la Figura 5.4.

(N 1> (N (NS 47 (N2
A . v NN !
N Libre <« T g

b2 —> | SS SS | «— h SS SS | &
—> <
L% SN EPNIPN x Lé_/z/d/z/ddd >y
L (Nx); L (Nx);

Figura 5.4. Resultantes de tension axiales en el ala y en el alma de un perfil bi-simétrico bajo un estado de

flexo-compresion.
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Las restricciones geométricas son idénticas a las impuestas en el esquema de disefio
DOI, con la salvedad de que aqui necesariamente el laminado debe estar compuesto por
capas que contengan fibras en las direcciones 0°, £90° y/o +45°, de manera de que el
laminado formado sea ortotropo. Se establece ademas que el area de la seccion transversal
no supere un valor maximo, evaluado seglin los requerimientos preliminares de cada disefio
en particular.

Finalmente, el esquema de disefio DO3 se define de la siguiente manera

(-5 0))
min  F(x)= ;a} i (xj) ,
x={b,h,e,0,},
s.a.:
5(x)<4,,. min(FS,(x),FS, (x),FS, (x))>1, (5.20)
P(x)< P,, M, . (x)< M, A (x)>1,

x" <x<xY, (b,h,e) >0, 6, =(0°,90°,£45°),
min (b/e,h/e) = 10.

5.4 Diseiio optimo bajo incertidumbre

En términos generales, en el disefio 6ptimo estructural, las variables pueden clasificarse
en tres tipos: estructurales, geométricas y operativas. Las variables estructurales y
geométricas son, generalmente, las variables de decisién del problema de optimizacion.
Luego, el grupo de parametros inciertos esta asociado a las variables operativas del sistema,
es decir, asociadas con las condiciones de carga, las propiedades del material, etc.

Los procedimientos empleados en el disefio Optimo estructural convencional consideran
modelos y parametros de disefio deterministicos y las posibles variaciones existentes en los
datos del problema se incluyen en el proceso bajo hipdtesis simplificativas, como por
ejemplo con la inclusiéon de factores de seguridad. Consecuentemente, estos disefios
resultan ser demasiado conservativos. Para evitar dicha caracteristica se han desarrollado
diversas formulaciones de disefio 6ptimo de sistemas estructurales sobre la base de distintos
modelos matemadticos de incertidumbre. Entre ellos se encuentra el disefio 6ptimo basado
en el peor escenario posible, el cual considera la falta de certeza presente en los parametros
del sistema empleando un modelo convexo o de intervalos. Es decir, frente a cada una de
las posibles acciones, la falla estructural se analiza en base a la consecuencia mas

desfavorable, aplicando técnicas especificas denominadas estrategias de anti-optimizacion.
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Este ultimo modelo se emplea en la siguiente seccion para obtener un esquema de disefio de
vigas que considere variaciones en las condiciones de carga. Luego, el problema de

optimizacion es abordado a partir de un proceso en dos niveles de la siguiente forma

min ( max F(xl,xz)

X, | X,

s.a: (5.21)
g (x,x,)<0, i=12,...m,

L U U
X, <x, <X/, X, <X, <X,,

donde x; es el vector de las variables de disefio (o de decision), x; es el vector de las
variables de incertidumbre, F(X;, X) es la funcion objetivo, gi{X;, X2) son las restricciones y

X/, X/, X5 y X; son los vectores que definen los extremos de los intervalos en que estdn

definidos los vectores x; y x;. De esta manera, las componentes del vector de disefio x;
deben adecuarse a la situacion que resulta de adoptar un determinado estado definido por el
vector X, y presuponer una cierta situacion futura. Es decir, se elige el mejor vector x;

correspondiente a la situacion mas desfavorable generada por x.
5.4.1. Diseifio optimo 5 (DOS)

En este esquema de disefio se asume que las cargas actuantes sobre una estructura no son
conocidas de manera precisa, sino que existe una familia de posibles estados de carga. Aqui
este tipo de incertidumbre es tenida en cuenta aplicando el modelo de optimizacion
minimax dado por (5.21), de manera que la estructura resultante soporte de la mejor manera
posible la peor condicion de carga. El dominio de incertidumbre se define como una
variacion en la aplicacion de la carga, asumiendo que pueden existir cargas accidentales.

A los efectos de explicar la metodologia propuesta se considera una viga doblemente
empotrada sometida a cargas de flexion en el plano, como se muestra en la Figura 5.5. Cabe
aclarar que el mismo procedimiento puede aplicarse a vigas de pared delgada bajo
cualquier condicidon de borde si se eligen convenientemente los parametros del problema.
Ademas, si bien el problema de disefio propuesto es aplicable a secciones transversales
arbitrarias, por simplicidad se esquematiza la carga aplicada sobre un perfil tipo I.

El objetivo de este disefio 6ptimo es maximizar la resistencia y minimizar el peso. Como
indicador de resistencia se adopta la carga de pandeo global mientras que el peso es
representado por el area de la seccion transversal. En forma similar al disefio DO3, se

adopta una unica funcion de disefio adimensional definida como
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F(x,,x,)= , (5.22)

donde A es el area de la seccion transversal definida de acuerdo a las expresiones (5.4), M.,
es el momento critico definido por la ecuacion (5.14) y E; es el mdédulo de elasticidad
longitudinal del material.

Se propone analizar dos tipos de cargas inciertas como se indica en la Figura 5.5. En el
primer caso (C1), se supone que la carga vertical nominal puede desviarse cierto angulo a;
respecto de la vertical, generando a su vez una carga distribuida horizontal de menor
magnitud. En un segundo caso (C2), se supone aplicada una carga nominal vertical
distribuida y, actuando simultdneamente, una carga accidental en direccion horizontal
(definida como S veces la carga nominal). Estos estados de carga definen el dominio de
incertidumbre de las variables de disefio del sub-problema: N y N,. Estas variables estan
directamente relacionadas con el dngulo a; en el caso C1 y con el coeficiente S en el caso

C2.

Z N:z
- 4 -
ar= Qo
ZT o y 1, Ny
jiiiiiiiigﬁ h M= h
\ L | e, fe
1 ph—— | h
. Nz= 0, cos(a)) I Nz=0,
L Ny = 0O, sen(a;) €2 Ny = ﬁQO

Figura 5.5. Condiciones de borde y estados de carga considerados en el esquema de disefio DOS.

Los vectores de las variables de disefo y de las variables de incertidumbre se renombran

y se definen de la siguiente manera

x, =x={bheb},  x,=N={N_,N}, (5.23)

donde b, i y e son las dimensiones de la seccion, 8, son los angulos de orientacion de las
fibras longitudinales de la capa k-ésima, N, y N, son las componentes de la carga aplicada
en las direcciones z e y, respectivamente.

Cuando se aplica el criterio de optimizacion minimax propuesto en (5.21), se resuelve un
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problema anidado de optimizacion. Es decir, el proceso de optimizacion se inicia con
ciertos valores de las variables de disefio, a partir de los cuales se hallan los valores
optimos de las variables de incertidumbre que maximizan la funcioén (5.22), y, con este
resultado, se minimiza la funcion (5.22) con respecto a las variables de disefio. El problema
de optimizacién interno es a veces denominado problema de anti-optimizacién y el externo
de optimizacion.

Respecto a las restricciones estructurales, se requiere que el desplazamiento total dado
por (5.5) no supere el valor méximo pre-establecido por (5.6), que la estructura cumpla con
las condiciones de resistencia, verificando que el coeficiente de seguridad R dado por (3.13)
sea mayor a la unidad, y que la estructura no se inestabilice ni global ni localmente. Para
ello, se debe verificar que los parametros de carga criticos 4 y 4; sean mayores a 1, los
cuales son determinados empleando el enfoque numérico mencionado en la seccion 5.2 y
las formulas desarrolladas en la seccion4.4 del Capitulo 4, respectivamente.

Las restricciones geométricas imponen que las dimensiones de la seccién sean
positivas en todo el dominio y que, a su vez, verifiquen la condiciéon de vigas de pared
delgada. Ademas, se limita superiormente el valor del area transversal de la seccion de la
viga.

Las restricciones operativas condicionan el angulo de inclinacion de la carga aplicada,
a1, en el caso Cl, y restringen los valores que adopta el coeficiente f, en el caso C2. Tales
limites se definen para cada problema de disefio particular, de acuerdo a las variaciones de

carga estimadas por el disefiador.
De acuerdo a lo expuesto, el esquema de disefio DOS es formulado matematicamente de

la siguiente manera

min max EIA(X)3/2
x={b,h.e,6,} | N={N_N } M, (x.N) .
s.a
A(x,N)>1, A (x,N)>1,
R, (xN)>1, &(xN)<J,,, (5.24)
x' <x<xY, NE<N<NY,
(b,h,e)>0, 6, =(0°,90°),
A(x)<4,,., min (b.h)/e = 10.
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CAPITULO 6

IMPLEMENTACION NUMERICA

6.1 Introduccion

En este capitulo se describen las técnicas y los métodos empleados en la implementacion
numérica de los diferentes esquemas de disefio propuestos en el Capitulo 5.

En la primera seccion se realiza una descripcion general de las técnicas de optimizacion
empleadas en la resolucion de los esquemas de disefio y se describen detalladamente los
algoritmos correspondientes desde el punto de vista de su implementacion. En primer lugar,
se describen las caracteristicas basicas de la técnica simulated annealing (o recocido
simulado), adicionando ciertos detalles sobre algunos procedimientos especificos que son
implementados en esta tesis. Luego, el método de busqueda de este algoritmo es
modificado, obteniendo un algoritmo conocido como simulated annealing caodtico (SAC).
Ademads, se realiza una descripcion del método de los algoritmos genéticos y de su
implementacion especifica en MATLAB®.

En segundo lugar, se describen aspectos generales de la formulacién numérica empleada
para el andlisis estructural de vigas FRP de pared delgada de eje recto y curvo. Se exponen
las definiciones necesarias y el procedimiento de obtencion de las ecuaciones de equilibrio
dindmico y estatico propias del método. Luego, se describen los procedimientos empleados
en la resolucion de dichas ecuaciones de elementos finitos, para el analisis de inestabilidad
y de vibraciones libres y forzadas. Por ultimo, se introducen brevemente los elementos
empleados extensivamente en el tratamiento numérico de los capitulos posteriores. Estos
elementos corresponden a un elemento isoparamétrico de cinco nodos en el caso de vigas
curvas y a un elemento de dos nodos, basado en deformaciones supuestas, para vigas rectas.
Ambos elementos presentan siete grados de libertad por cada nodo.

Por ultimo, se describe brevemente la manera en que es implementado el problema
global de disefio Optimo. Se muestra ademas el ordenamiento y la interaccion entre las
estrategias de optimizacion y los métodos de célculo estructural, durante el proceso de

resolucion del problema de optimizacion.
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6.2 Técnicas de optimizacion

En esta seccion se describen las caracteristicas basicas de las técnicas simulated
annealing, simulated annealing catdtico (SAC) y algoritmo genético. Estas técnicas son
heuristicas y, si bien no aseguran fehacientemente la obtenciéon de una solucion minima
global, las mismas suelen ser mas efectivas que las técnicas deterministicas. Esto se debe a
que se independizan de la condicion inicial logrando escapar de minimos locales. Es
importante recordar que el disefio Optimo de vigas compuestas implica resolver un
problema multimodal formulado con variables discretas. Esto hace atin mas propicio el uso
de este tipo de técnicas, dado que su aplicacion no requiere conocer el gradiente de la
funcion objetivo con respecto a las variables de disefio.

A fin de explicar claramente como operan los algoritmos de optimizacidon que seran
descriptos a continuacion, se asume que el problema de optimizacidon a resolver tiene la

siguiente forma general

sa. x"<x<x’ (6.1)

donde F es la funcion objetivo y M es el nimero total de restricciones. Se define el vector
de las variables de disefio x formado por N componentes y se asume que varia en el

intervalo [x", x"].
6.2.1. Simulated annealing (SA)

El algoritmo SA, introducido originalmente por Kirkpatrick et al. (1983), es una técnica
de optimizacion heuristica combinatoria basada en la generacion de soluciones factibles en
forma aleatoria, cuya principal caracteristica es evitar la convergencia local en problemas
de gran escala. Su nombre deriva de su analogia con el algoritmo disefiado en el campo de
la termodindmica estadistica para simular los cambios energéticos producidos en un sistema
de particulas metalicas conforme disminuye la temperatura hasta su convergencia a un
estado estable.

Una de las desventajas de este método esté relacionada con su eficiencia computacional,
en especial cuando la evaluacion de la funcidon objetivo es muy costosa
computacionalmente, dado que se requiere un gran numero de evaluaciones de la funcién

objetivo para alcanzar la solucidon optima.
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Como se muestra en la Figura 6.1, el algoritmo de optimizacion comienza definiendo un
punto inicial aleatorio (X¢) dentro de la region factible del problema, el cual es actualizado
en base a un procedimiento iterativo hasta satisfacer un criterio de convergencia. En cada
iteracion, se genera un nuevo punto aleatorio en las proximidades de la configuracion
actual y se evalua la funcidén objetivo en ese punto, determinando su variacion, AC =
F(xi+1) — F(x). Si el nuevo punto produce un valor menor de la funcién objetivo
comparado con el minimo actual (AC < 0), el punto es aceptado. Si, por el contrario, el
nuevo valor de la funcidn objetivo es mayor (AC > 0), la aceptabilidad del punto se define

de acuerdo al siguiente criterio de probabilidad

1 si AC <0,
p=1 ac (6.2)

e I si AC >0,
donde k es un factor de escala conocido como la constante de Boltzmann y 7 es el
pardmetro de control denominado temperatura. Dicha temperatura permanece constante
para un cierto numero de iteraciones y va disminuyendo a medida que el algoritmo avanza,
de manera tal que disminuya la probabilidad de aceptar soluciones factibles que no

produzcan una mejora en la funcién objetivo.

Solucién inicial: x,
Temperatura inicial: 7,

v

‘Costo inicial: F(x,)

iﬂ Generar una solucion aleatoria: x Fi

NO . ¢ .
—{Verlﬁcar las restricciones: g(x) 2 0‘?‘
SI
Y
Evaluar el cambio en el costo
AC = F(x) - F(x,) NO
NO Generar un nimero
AC < 0? aleatorio, N.
< —/\('/kT()
. N<e 7
Y
‘ Aceptar la solucion x %—‘ S|
Disminuir la temperatura
T
T;'H = 2
1+7,

] . B SI
&{ Se satisface el criterio de convergencia? H STOP ‘

Figura 6.1. Esquema del algoritmo simulated annealing.
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Para implementar este algoritmo exitosamente es preciso tomar una serie de decisiones
en lo que se refiere al control de la temperatura. Por un lado, para que la solucion final sea
independiente de la solucion inicial y el proceso de optimizacion no quede atrapado en un
minimo local, la temperatura inicial debe ser lo suficientemente alta tal que al iniciar el
algoritmo todas las soluciones puedan ser aceptadas con la misma probabilidad. Una
expresion adecuada de la temperatura inicial (7)) es expuesta por Dréo y Pétrowski (2006)

y esta dada por

T, = r max(AC), (6.3)

donde AC es la diferencia entre los valores extremos de la funcion objetivo y » es mucho
mayor que 1.

Por otro lado, la funcién que determina y controla el descenso de la temperatura tiene un
papel fundamental en la eficiencia del método, puesto que define el criterio de
convergencia del algoritmo. Uno de los primeros programas de enfriamiento utilizados
establece un esquema de enfriamiento de tipo geométrico, en el cual la temperatura
desciende linealmente. Sin embargo, ain obteniendo buenas soluciones, el principal
inconveniente que presenta este esquema es su alto tiempo de ejecucion. Aqui se aplica el
esquema de enfriamiento desarrollado por Vidal (2003) y Verdiell et. al (2007), siendo su
principal objetivo establecer pardmetros que permitan obtener un equilibrio entre el tiempo
final de ejecucion del algoritmo y el nimero de buisquedas que realice el mismo. De esta
manera, se plantea disminuir la temperatura segun el siguiente criterio

T

g = 6.4
i+l 1+7;2 ( )

Su implementacion logra disminuir los tiempos de calculo, ya que la temperatura
disminuye a mayor velocidad que en el esquema geométrico, ain cuando las temperaturas

iniciales son altas.
6.2.2. Simulated annealing cadtico (SAC)

El algoritmo simulated annealing cadtico empleado en esta tesis en la resolucion de
problemas de disefio optimo fue propuesto por Mingjun y Huanwen (2004). Esencialmente,
el método consiste en introducir sistemas cadticos en los métodos de busqueda del
algoritmo SA descripto en la seccién anterior. El método de blsqueda de SA puede

definirse de la siguiente manera
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m

UL
xi+1:xi+rnd(x X j, (6.5)

donde rnd es un nimero aleatorio, x” y x“ son los extremos superior e inferior del dominio
factible de cada una de las variables del problema y m es un cociente de radio de busqueda
apropiado.

Por su parte, en el algoritmo SAC las variables de disefio surgen a partir del siguiente

esquema de generacion

X, =x" +ZM(XU —XL). (6.6)

La variable cadtica z;; se define a partir de algin sistema cadtico conocido. En

particular, aqui se emplea a tal efecto el mapa logistico

Ziy1 :ﬂzi(l_zi)’ Zin € [071]’ (6.7)

donde u es el pardmetro de bifurcacion.
Teniendo en cuenta la formulacioén general del problema de optimizacidon propuesto en

(6.1), la implementacion del algoritmo SAC consiste en realizar los siguientes pasos:

1. Inicializacion cadtica. Dados el pardmetro de bifurcacion p y un valor inicial zo, se
generan diferentes variables z;, (n = 1, 2,..., N) de acuerdo a algln sistema cadtico, como
por ejemplo el mapa logistico unidimensional definido por (6.7). Luego, las componentes
del vector solucidn inicial x¢ estan dadas por (6.6).

2. Inicializacion de los parametros de temperatura extremos: Tyax V T S€ asume
que la mejor solucidn es x* = xoy el valor dptimo de la funcion objetivo F' = F(x).

3. Mientras que 7> Ty, para k=1 a kyay:

(a) generar una nueva solucion x, basada en la expresion (6.6), que verifique las

restricciones,

(b) evaluar la variacién en el costo: AC = F(x) — F,

(c) si AC <0, actualizar la solucidon dptima: X =x y el costo optimo F "= Fi (x*),

(d) si AC> 0, actualizar el estado segun la probabilidad establecida por (6.2),

(e) disminuir la temperatura de acuerdo al esquema de enfriamiento dado por (6.4).

En la descripcion anterior se ve claramente que la principal diferencia entre SA y SAC
se encuentra en la generacion, es decir, en los pasos 1 y 3(a). El trabajo realizado por

Mingjun y Huanwen (2004) demuestra que en problemas multimodales de gran escala, el
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algoritmo SA no puede encontrar una solucion dptima global, mientras que el método SAC
si logra obtenerla. Esta es la razén fundamental por la que aqui se emplea el algoritmo de
optimizaciéon SAC para resolver los esquemas de disefio en los que el espacio de busqueda
de las variables crece notablemente. En el Capitulo 8 se muestran aplicaciones de dicho

algoritmo al disefo de vigas.
6.2.3. Algoritmo genético (AG)

En esta tesis se emplean dos programaciones diferentes de Algoritmo Genético (AG).
Una de ellas se utiliza para resolver el problema de ajuste de los coeficientes #; definidos
por las expresiones (4.102-4.104) del Capitulo 4. Para ello, se plantea dicho problema
empleando variables continuas y se emplea el toolbox de MATLAB® con los operadores
establecidos por defecto en el programa. Por su parte, en la resolucion de algunos esquemas
de disefio 6ptimo se emplea un algoritmo genético programado en MATLAB®, creado en
base al algoritmo descripto por Yang et al (2005) y adicionando el empleo de una funcién
de penalidad que permite resolver el problema de optimizacidon propuesto. A continuacion
se presenta una descripcion general del método y luego se describe, con mas detalle, el
algoritmo genético programado.

El método AG fue presentado por Holland en 1975 (Holland, 1992) con el objetivo de
entender los mecanismos subyacentes de los sistemas auto-adaptativos. Actualmente, los
algoritmos genéticos son los métodos mas populares dentro de los algoritmos evolutivos.
Aunque los detalles de implementacion varian entre diferentes algoritmos genéticos, en
términos generales su estructura es la siguiente. El algoritmo opera iterativamente
actualizando un conjunto de soluciones al que se denomina poblacion. En cada iteracion,
una nueva poblacion es generada y todos los miembros de la poblacion son evaluados de
acuerdo a una funcion de adaptacion, seleccionando los individuos de mayor adaptacion de
la poblacion actual. Los individuos seleccionados crean una nueva prole mediante
aplicaciones genéticas de cruce y mutacion, empleando una serie de operadores llamados
operadores genéticos.

Los algoritmos de seleccion son los encargados de elegir qué individuos van a disponer
de oportunidades de reproducirse y cuales no. Existen diversas técnicas de seleccion y
elegir una u otra determina la estrategia de busqueda del algoritmo. En particular, el
algoritmo genético incluido en MATLAB® utiliza por defecto una seleccién estocéstica
uniforme. Para explicar esquematicamente este tipo de seleccion, supongamos que se traza

una linea en la cual cada padre se representa como una seccion de la linea, proporcional a
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su valor de aptitud. El algoritmo se mueve a lo largo de la linea en pasos de igual tamano,
eligiendo a los padres en cada paso. El tamafio del paso es un niimero aleatorio menor que
el tamafio del padre. De esta manera, el padre de mayor aptitud probablemente sea elegido
més de una vez. En el caso del algoritmo programado en MATLAB® se adopta una
seleccion elitista, es decir, se selecciona el individuo con mejor valor de adaptaciéon y la
reproduccion se realiza en torno a ese individuo.

Una vez seleccionados los individuos, é€stos son recombinados para producir la
descendencia que se insertara en la siguiente generacion. Los diferentes métodos de cruce
pueden operar de diferentes formas. En particular, MATLAB® emplea por defecto el
método de cruce uniforme, en el cual cada gen de la descendencia tiene las mismas
probabilidades de pertenecer a uno u otro padre. La técnica se basa en la generacién de un
vector binario aleatorio. En las posiciones de este vector donde hay un 1, el gen situado en
esa posicion se copia del primer padre. Por el contrario, donde hay un 0, el gen se copia del
segundo padre. Otra técnica de seleccion es el cruce por un punto y serd empleada en el
algoritmo genético programado aqui. Consiste en cortar los cromosomas de los padres por
un punto seleccionado en forma aleatoria. Ambos operadores de selecciéon se muestran

esquematicamente en la Figura 6.2.

Vector binario | 1 | 0 [0 [ 1 [0 | Padre 1 \A\Bic\D\E\
Padre 1 'AlB|c[D]E] Padre 2 ‘1\2}3\4\5\
Hijo 1 A23]£5 Hito 1 @
i i jo ‘A‘B!3‘4‘5‘
padre2 |1 2[3[4]s]| M2 [1]2]c/D|E]

(a) (b)

Figura 6.2. Operadores de cruce de AG. (a) Cruce uniforme. (b) Cruce por un punto.

El operador de mutacion se aplica a cada hijo y consiste en la alteracion aleatoria
(normalmente con una probabilidad pequefia) de cada gen componente del cromosoma.
Existen diversas formas de realizar la mutacion. Aqui se realiza mediante un reemplazo
aleatorio, el cual consiste en variar aleatoriamente un gen de un cromosoma. Es decir, si un
numero generado aleatoriamente estd por debajo de la probabilidad de mutacion, se cambia
el bit (es decir, de 0 a 1 o de 1 a 0). En caso contrario, no se realiza la mutaciéon. En
MATLAB®, la técnica de mutacién por defecto esta definida por una funcién de mutacion
Gaussiana de media 0 y desviacion estandar 1. La frecuencia de mutacion, proporcional a la

desviacion estandar de la distribucion, disminuye en cada nueva generacion.
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Cabe destacar que el objetivo principal de las mutaciones es no dejar que todos los
individuos de la poblacién se conviertan en mediocres (cayendo en minimos locales),
contribuyendo a la diversidad genética de la especie. Esto implica que constantemente la
poblacion se redistribuye sobre el espacio de busqueda.

Cuando el problema de optimizacion es resuelto empleando algoritmos genéticos, los
operadores estandares de reproduccion, cruce y mutacién generan individuos sin tener en
cuenta las restricciones. Por lo tanto, para imponer la satisfaccion de las restricciones g(x)
del problema, se emplean métodos de penalizacion. En términos generales, tales métodos
consisten en incrementar la funcion objetivo original (a minimizar) por una funcién de
penalidad, obteniendo asi la funcioén objetivo de un individuo factible. Luego, la funcién a

minimizar en el problema de optimizacion sera

F(x)=f(x)+p(x) (6.8)
donde p(x) es positiva y, en el caso de penalidades estaticas, puede ser expresada de la
siguiente manera

(x) =1, silarestriccion j-€ésima es violada,
7,(x) J (6.9)

p(x)=>¢mn’ (x), donde {

= 17,(x) =0, de modo contrario

donde f tipicamente adopta como valor 1 6 2 y & es un coeficiente positivo cuyo valor es
mayor cuanto mas importante sea el cumplimiento de la restriccion g;(x).

A continuacidn se exponen los pasos que describen el algoritmo genético programado,
asumiendo que se desea resolver el problema de optimizacion general (6.1).

Paso 1. Definicion de parametros y condiciones iniciales. Se definen: el vector de
variables inicial xo, el tamafio de la poblacion N, el vector N, que define el nimero de bits
que representan a cada variable, la probabilidad de cruce P,., la probabilidad de mutacion
P, y el nimero maximo de iteraciones. Ademas, se evalta la funcidn objetivo, Fy = F(Xo).

Paso 2. Generacion aleatoria de la poblacion inicial. Se genera una poblacion aleatoria

X, la cual incluye el estado inicial, de la siguiente manera

X, (1) =x,, Xl(kl):1+rand(xu—xL), k,=2,3,..,N . (6.10)

Luego, se codifica a cada uno de los individuos como una cadena binaria, obteniendo la
poblacion Pj.

Paso 3. Mientras que Max[Fl (1 :N, )] #0,para k=1 a k.

1. Decodificar X,
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2. Evaluar la funcion objetivo para cada individuo y determinar el costo minimo
Fmin = F(I’lb),
3. Si Fin < Foy, entonces Fy = F(np) y Xo = X(np),

4.  Convertir los valores de la funcion objetivo en valores de aptitud:

F(k)=Max| F(1:N,)|-F(k), k=12,..N,. (6.11)
5. Reproducir, en torno a la mejor solucion, siguiendo la siguiente ley
F -F
X(n)—)X(n)+W(x(nb)—x(n)), n=12,.,N, (6.12)
1\

6. Codificar X, obteniendo la poblacion P ;.

7.  Con una probabilidad P., cruzar pares de individuos por un punto elegido
aleatoriamente.

8.  Con una probabilidad P,,, invertir un bit elegido aleatoriamente, obteniendo la

poblacion Py ;.

6.3 Modelo de elementos finitos unidimensional

Para obtener un disefio 6ptimo siguiendo los esquemas propuestos en el Capitulo 5, es
necesario implementar computacionalmente un programa que permita realizar el analisis
estructural. En esta seccion se expone el modelo de elementos finitos unidimensional
empleado a tal fin, el cual esta basado en la teoria de vigas expuesta en la seccion 4.2 del
Capitulo 4 y su implementaciéon numérica permite la modelaciéon de vigas FRP rectas y

curvas de pared delgada.
6.3.1. Vectores de desplazamientos y deformaciones nodales

Las variables del problema, representadas por los desplazamientos generalizados pueden
escribirse de manera asociada a un elemento, a partir de sus valores en los nodos del

mismo, mediante la siguiente relacion (Bathe, 1996)

w=Fw®, (6.13)

donde w®

es el vector de desplazamientos generalizados nodales, F es la matriz de
funciones de forma y w es el vector de desplazamientos generalizados del elemento, es

decir
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w={u,v,6.,,6,,6,,6.) . (6.14)

y

Independientemente de los nodos que posea el elemento en cuestion, cada nodo contiene
siete grados de libertad identificados con los siete desplazamientos generalizados de la
teoria. De esta forma, la matriz F es de orden [7, 7Ny] y el vector w es de orden [7Ny, 1],
siendo Ny la cantidad de nodos del elemento. Con el objeto de simplificar la deduccion de
las ecuaciones de elementos finitos, se describe la matriz F en forma de vectores fila, como

se muestra a continuacion

F=[F,F,F,F,F,_.F,F], (6.15)

donde cada vector fila F; es de orden [1, 7Ny].
La transformacion de coordenadas al sistema intrinseco del elemento estd dada por

X=x/L,,con X perteneciente al intervalo [0, 1] y siendo L, la longitud del elemento.

Ahora, empleando (6.13) y (6.15) en las deformaciones generalizadas (4.14), se obtienen
estas ultimas pero descriptas en términos de los desplazamientos generalizados nodales,

segun las siguientes expresiones

L ox R L ox R

S 5 ) ; (6.16)
1 (0F, 10F 1 (9F, 1 0F
g0 =—|205 "% |\yo g0 [T " 905 o
3 Le(a)? Rafj P r\ox Rox
. [10F o o [10F .
T
‘ ¢ (6.17)
1 oF,
e — s _ Ol
D7 [Le af 7}
o_[L1F K o
P \L ox R ’
(e) _ (e) (e) _ (e) (e) _ Fl (e)
&gy =Fw®, &5 =Fw", &= Y w, (6.18)

o (o FEY w o [10F, F) o o [10F) .
= =T o o R e e e

Conforme con lo expuesto, los vectores de las deformaciones generalizadas pueden

expresarse en el elemento como
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© _ [ (e) (e) (e) nle) nle) qle) nle)
A {8D1 >=€p2>=€p3>s=€p4s>€ps>€pe>€p75€p } . (6.19)

AY) =l —el), el —eb eb eb. 28 eb) eb) ek e e ) . s ) (6.20)
6.3.2. Discretizacion de la expresion unidimensional de trabajos virtuales

La expresion general de trabajos virtuales (4.15) puede escribirse de la siguiente manera

N,
Z( Ry Sy Sy LS S ):0 (6.21)

e=l

siendo N, el numero total de elementos y LY, L2, [\ X [ %9y [9el aporte

S F > F T
energético en cada elemento correspondiente a los trabajos virtuales descriptos en las
expresiones (4.23-4.27), respectivamente. Teniendo en cuenta las expresiones (4.50),
(6.14), (6.19), (6.20) y (4.23-4.27), los trabajos virtuales parciales se pueden escribir

matricialmente como

- L‘ SATIAOL a = SwOTK W', (6.22)
L+ L) =—ow'Q- fol SwWP L dx =—6w'P", (6.23)
- jol SWIML W L d¥ = SwO MW, (6.24)
0(e) , 70(e) |, 70(e) _ ! oa(e)Tr0 4 () (s T 0
L+ L+ 17 = | SAYTTAY Lodx— | Sw'Chw L dx 625)
—ow Cow = sw!TK O w®
siendo
i B '
Q:{]\_]-i- RZ, y’_MZ’QZ’_(My-'_EJ,_w-i__‘W,E} , (626)
b T
= m
P:{qx-i_?z’qy’_mz’qz’_(my+Ej;mxy_b} k) (6.27)
w={ii,v.6.,.6,¢.6,} . (6.28)

Ty, T
0
TY = { Bl ‘3‘2}, (6.29)

E21 E22
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4 0 Lo _i= 0 e
R R R
A 0 0 0 0 0
- 0 -I, e -1,
M,=p 4 0 0 0
21
sim I ——= 0 va_Cw
Y R R
I1,+1, 0
| 23F) 25F" . (¥F° +2F?) ER
R> R R R
0 0 0 0
el 20 (EE) R
o2l 0 0 0
—2ZF —yF,
sim —2(yF) +zF)
B _ _ —0 0
2T (7' +21)) T
R> R R R
0 0 0 0 0
—0 0 0 0
C° :lj _2yTy 0 _(yTz +ETy) 2T,
o2 0 0 0
—27T; —yT;
sim —2(y1’ +217)
donde
N° M M? B" 0 0 0 O]
0 0 0 000 0
0 0 000 0
0 00 0 0
T = ,
e 0000
sim 0 0 O
0 0
- 0_

< o o o o o o

S O O o O O

dA,

dA,

(6.30)

(6.31)

(6.32)

(6.33)



0" zN°/R Q' -T' 0 0 0 0]
0 M2 M°/2 -T° 0 0 0 O
-MJ/2 -M)[2 0 -T), 0 0 0 0
0 0 0
TE(‘,)IZZT};‘,)ZIT: %ZW g %yw ](;WW g g g g, (6.34)
0 0 0 0 0000
0 0 0 0 0000
0 0 0 0 00 0 0]
_0 o N z,N°  y,N° M
2 2R R R 2
0 0 0
M +R)’0N % _QIZW Q" o' 0 0
MepN oMM
T, = K . 2 639)
0 - 0 0 0
R
N’ 0 0 —M)—zN°
N 0 M’+yN°
0 0
L 0 .

En las expresiones (6.22-6.25) se han introducido las matrices K, K(Ge) y M®, que son

respectivamente las matrices de rigidez, rigidez geométrica y masa del elemento, como asi

también el vector de cargas nodales P,
6.3.3. Ecuacion de movimiento de elementos finitos

Introduciendo las expresiones (6.22-6.25) en la (6.21) y operando en la forma
convencional, se obtiene la clasica ecuacién general sin amortiguamiento del método de

elementos finitos

MW +(K+K,)W =P, (6.36)

donde W es el vector global de desplazamientos nodales, P es el vector global de cargas

nodales, K es la matriz de rigidez global y K¢ es la matriz de rigidez geométrica global.
6.3.4. Ecuacion de elementos finitos con movimiento armonico impuesto

. . . , . * o7
Cuando se impone un movimiento arménico de la forma W = W cos(w?), la expresion

(6.36) permite obtener las siguientes ecuaciones particulares



108

(K+Ks-o'M)W' =P, (6.37)
(K+K; - o’M)W’ =0, (6.38)

siendo w la frecuencia angular del movimiento armoénico y 4 el parametro de pandeo, el
cual relaciona la tension critica de pandeo con la tension de referencia inicial. La expresion
(6.37) rige la mecénica de un problema de vibraciones armoénicas forzadas bajo la presencia
de un estado de tensiones iniciales estaticas y un vector de cargas nodales definido como P
= P%cos(wr). La expresion (6.38) permite obtener los autovalores de inestabilidad elastica,
considerando w = 0, y las frecuencias naturales de vibraciéon asumiendo A = 1.

Cabe aclarar que para el calculo de autovalores de inestabilidad o autovalores dindmicos
bajo un estado de tensiones iniciales, es necesario efectuar un célculo estatico previo con
solicitaciones de referencia que son luego empleadas en la obtencion de la matriz de rigidez
geométrica. Para ello, se debe hallar el vector de desplazamientos nodales iniciales W* del

siguiente sistema

K'W’=P°, (6.39)

donde K° y P” son la matriz global de rigidez elastica inicial y el vector global de fuerzas
estaticas iniciales, respectivamente. Luego, conociendo los desplazamientos iniciales se
pueden determinar las deformaciones generalizadas segtn (6.16-6.18) y reemplazando éstas

en la expresion (6.25) se obtiene la matriz de rigidez geométrica K.
6.3.5. Elemento de viga recta — viga curva: deformacion por corte constante

El elemento finito que se describe en este apartado consta de dos nodos y siete grados de
libertad en cada nodo. El mismo fue desarrollado por Piovan (2003) en cuanto a su
extension natural al dominio de materiales compuestos, a partir del elemento finito
originalmente introducido por Cortinez y Rossi (1998a) para vigas rectas isotropas. En el
elemento, las deformaciones por corte se consideran como constantes, con lo cual se
verifican las ecuaciones de equilibrio en vigas rectas isotropas descargadas. De tal manera,

los vectores F; de la expresion (6.15) vienen dados segun

F, ={/(x).0,0,0,0,0,0, £, (¥),0,0,0,0,0,0},
F, ={0.1, (%.0,)./,(%.0,),0,0,0,0,0, £, (¥.0,), /3 (%.0,),0,0,0,0}, (6.40)
F, ={0, £, (%.9,), f;, (¥.9,),0,0,0,0,0, £;, (X.0,), f,, (¥x.9,),0,0,0,0}, ...
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O, ={0.0.0./, (£.0,). £, (£.0,).0.0.0.0.0, ;, (%.0,). /1, (%.©,).0.0}.
F; ={000f31( .0 ) fz()?e) ) 00000f33( 6)1[34()?9@1)’0’0}’
(6.40)
F, ={0,0,0,0,0, /;, (X.0,), f», (¥,9,),0,0,0,0,0, /., (X.0,), f,, (¥.0,)},
F, ={0,0,0,0,0, 1, (%.,0,), £, (.6,),0,0,0,0,0, £, (¥.8,), £, (¥, 0, )}
siendo f;; las funciones de forma, descriptas a continuacion
fi(F)=1-%. f,(¥)=%, (6.41)
__1+0,(1-X)-3%* +2%° _ [2+0,-(4+0,)x-2%" |xL,
f\21('x)_ (1+®l) ’ f;Z(x)_ 2(1+®l) ’ (642)
(@, +37-27)F _ [-e,-(2-e)7+27" 5L, '
ﬁ3(X)— (1+®l) > f;4(X)— 2(1+®l) ’
_,_6(x-1x _\ _1+0,-(4+0,)x +3x°
f;I( ) (1+®1~)Le’ f32( )_ (1+®,) >
6(1-%)% [0, -2+3%]% (049
Jis( ):m’ S (¥) = 1+0)
donde se ha definido
12 g 12 g 12), (6.44)

) 2 = s 3 .
JSSLi J66Li J77 Li

Como fue mencionado, las deformaciones por corte son constantes a lo largo del

elemento. Sus expresiones pueden obtenerse a partir de las funciones de forma y de las

g(e) _ ®1 u)"’z _uycl _ 922 B 021
D5 —
1+e || L 2

G u, —u, 6 -0
g(e) — 2 ) | _ 2 p! , 645
o 1+ ®2 _[ j [ J ( )

(e) — ®3 Q"z — ¢x1 0"2 — 0"1
8D7 = - 9
ve, |l L 2

Puede observarse que cuando las constantes ®; tienden a cero, es decir cuando la viga es

expresiones (6.17) como

-

muy esbelta, las expresiones (6.45) se aproximan a las deformaciones de corte de una teoria
no flexible por corte. En consecuencia, este elemento reproduce la teoria no flexible por
corte evitando el fendémeno de bloqueo por corte, sin necesidad de recurrir a estrategias de

integracion reducida.
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6.3.6. Elemento curvo isoparamétrico

El elemento curvo isoparamétrico empleado en la presente tesis fue desarrollado también
por Piovan (2003). Es un elemento de cinco nodos y siete grados de libertad en cada nodo,
cuya aptitud para la modelacion de vigas curvas anisotropas fue comprobada por Piovan y
Cortinez (2007b). Asi, la interpolacion del desplazamiento generalizado estd dada por la

siguiente expresion genérica (Onate, 1992; Zienkiewicz, 1980)
w (X)=D [ (x) w?”, i=12,..7, (6.46)
J=!
siendo f;(X) las funciones de forma, de orden cuartico, del elemento.

Para cada desplazamiento generalizado se adopta el mismo conjunto de funciones de

forma. De esta manera, las funciones de forma seran las que se expresan a continuacion

fl()?)=1—23—5)?+7?0)?2—?)?3+2x ,

—4
3
f2(2)=16f—¥#+96?—%f4,
£ (X)=-12x +76x* —128%" + 64x", (6.47)
oy l6_ 112, 224 _; 128_,
X)=—Xx— X"+ X - X,
fi(3) 3 3 3 3
22 32_,

fs()?)=—)?+?)?2—16)_c3+?x

Asi, respetando la estructura de la expresion (6.14), los vectores de incdgnitas nodales (o

vector de desplazamientos generalizados nodales) para el elemento se definen como

)

wo = {W ,W(z)’w(3>’w(4),w(5)} , (6.48)

siendo
. T
wo ={u,.v.6..w.6,.0.0] . j=12,..,5. (6.49)

Si bien el elemento con deformacion por corte constante permite la modelacion de vigas
curvas, en la presente tesis se emplea el isoparamétrico para tal finalidad. Esto se realiza en
términos de las conclusiones realizadas por Piovan (2003), quien mediante estudios

numéricos demostrd que el elemento isoparamétrico tiene un comportamiento mas versatil
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que el de deformacidén por corte constante en la modelacion de vigas curvas de pared

delgada.

6.4 Esquema de implementacion del problema global de disefio

La implementacion numérica del problema de optimizacion requiere programar en forma
conjunta y ordenada los distintos métodos y estrategias que intervienen en el mismo. Estos
deben combinarse apropiadamente y de la manera mas eficiente posible. Al respecto, la
implementacion de los problemas de disefio abordados en esta tesis, requieren
principalmente realizar tales combinaciones entre las estrategias de optimizacion y los

métodos que gobiernan el analisis estructural.

Solucion inicial
Costo inicial

’ij Generacion }
v

A

NO Verificacion de las NO
restricciones geométricas
i SI
Modelo de elementos finitos o Verificacion de las
(o expresiones analiticas) restricciones estructurales

SI

Y
Evaluacion del costo actual

NO . . ]
4{ Se satisface el criterio de convergencia? }:

SI

Figura 6.3. Esquema de resolucion del problema de optimizacion.

La Figura 6.3 muestra esquematicamente el orden en que se realizan los calculos
numéricos durante el proceso de resolucion del problema de disefio. Antes de comenzar con
el proceso iterativo debe proponerse una solucién inicial y debe evaluarse su respectivo
costo. En cada iteracion se genera una nueva solucion de acuerdo a las normas de
generacion de la técnica de optimizacion elegida. Primeramente, se verifican las
restricciones geométricas, debido a que éstas pueden ser evaluadas rapidamente. Si tales
condiciones no se satisfacen, se genera una nueva solucion y el proceso se repite. Una vez
que se encuentra una solucidon que satisfaga las restricciones geométricas, se implementa el
modelo de elementos finitos expuesto en la seccion anterior, o bien, las expresiones

analiticas desarrolladas en el Capitulo 4 para el andlisis estructural. Dicha implementacion
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permite evaluar los parametros necesarios para la verificacion de las restricciones
estructurales. Si estas restricciones se cumplen, dichos célculos permiten estimar ademas el
costo que genera la solucion factible obtenida, siempre que la funcion objetivo dependa de
tales parametros. Este mismo procedimiento se repite hasta satisfacer el criterio de
convergencia, el cual dependera de la técnica de optimizacion empleada.

Cabe aclarar que en esta tesis, la programacion del problema completo de optimizacion

como fue descripto se realiza en un entorno MATLAB®.
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CAPITULO 7

VALIDACION DEL MODELO ESTRUCTURAL.
CALCULO DE PANDEO GLOBAL Y LOCAL

7.1 Introduccion

El modelo estructural desarrollado en esta tesis puede resolverse en forma genérica
aplicando el modelo de elementos finitos unidimensional expuesto en el Capitulo 6. Este
modelo estructural es una generalizacion de la teoria desarrollada por Cortinez y Piovan
(2002, 2006) a partir del principio del Hellinger-Reissner para el andlisis dinamico y de
inestabilidad de vigas FRP rectas de pared delgada. En tales trabajos se realizaron
comparaciones con modelos desarrollados por distintos autores (Sherbourne y Kabir, 1995;
Ghorbanpoor y Omidvar, 1996), los cuales omiten la flexibilidad por corte debida a alabeo
no uniforme, y, a su vez, el modelo fue comparado con modelos tridimensionales tipo
lamina realizados en COSMOS/M®. Se comprobé que la flexibilidad por corte tiene un
efecto considerable en este tipo de estructuras, tanto en el célculo de frecuencias naturales
como en el célculo de cargas criticas de pandeo, en especial cuando uno de los ejes
principales del laminado coincide con el eje longitudinal de la viga. Es importante
mencionar que estos autores también han desarrollado un enfoque basado en el principio de
trabajos virtuales (Piovan y Cortinez, 2007a, 2007b). Los resultados obtenidos a partir de
este ultimo enfoque fueron validados a través de varios estudios comparativos que
demuestran que la precision es muy buena desde el punto de vista técnico. Sin embargo, el
enfoque a partir del principio de Reissner tiene una precision mayor que el correspondiente
a trabajos virtuales, de acuerdo a los estudios realizados por dichos autores para vigas
rectas (Piovan y Cortinez, 2005). Tales resultados fueron corroborados en esta tesis para
vigas curvas en calculos no mostrados aqui. Dichos estudios comparativos demuestran que
los errores que pueden surgir en su aplicacion son del orden del 3 % en el célculo de
frecuencias naturales, 4% en la determinacion de las cargas criticas de pandeo global y un
15%, con picos de 20%, en el calculo de tensiones.

Por su parte, las formulas analiticas aproximadas expuestas en el Capitulo 4, destinadas

al andlisis de deflexiones, esfuerzos y tensiones en vigas rectas sometidas a estados de
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flexo-compresion, fueron validadas por Barbero (1998). En su libro confirma que en el caso
de formas tipicas de la seccidon transversal (secciones tipo I, tipo cajon, etc.), tales
expresiones pueden emplearse en vigas compuestas con igual aproximacion, siempre que se
trate de un disefio preliminar de la estructura.

Las formulas desarrolladas para el analisis de inestabilidad local y global de vigas FRP
desarrolladas en esta tesis requieren de un tratamiento especial, debido a la importancia que
presenta este tipo de falla en las estructuras esbeltas. Por ello, en las siguientes secciones,
se comparan los resultados obtenidos empleando las expresiones desarrolladas en las
secciones 4.3.2 y 4.4 del Capitulo 4 con los resultados de experimentaciones numéricas.

Primeramente, se comparan los resultados obtenidos analiticamente en el célculo de
cargas criticas globales con los valores encontrados mediante la aplicacion del modelo de
elementos finitos expuesto en el Capitulo 6, basado en la formulacion de Hellinger-
Reissner descripta en la seccion 4.2 del Capitulo 4. A su vez, en el caso de vigas
doblemente empotradas, se realiza un ajuste de las formulas analiticas para distintas formas
de secciones transversales bisimétricas.

En segundo lugar, se validan los pardmetros criticos de carga locales en vigas rectas y
curvas comparando las expresiones analiticas desarrolladas en esta tesis con los resultados

de modelos tridimensionales de elementos ldmina implementados en ABAQUS 6.7".

7.2 Pandeo flexo-torsional de vigas FRP con seccion transversal bi-

simétrica

En esta seccion se validan las formulas analiticas propuestas en la seccion 4.3.2 que
determinan, en forma aproximada, las cargas criticas de pandeo flexional y lateral-torsional
en vigas FRP de secciones transversales doblemente simétricas. Para ello, tales expresiones
analiticas son comparadas con resultados numéricos obtenidos a partir del modelo viga de
elementos finitos unidimensional, expuesto en la seccion 6.3 del Capitulo 6, basado en la
teoria de vigas presentada en la seccion 4.2 del Capitulo 4. En ambos enfoques se emplea la
formulacion constitutiva de Reissner.

Se analizan dos condiciones de borde: vigas simplemente apoyadas y vigas bi-
empotradas. Cabe aclarar que en esta ultima condicion de borde se permite el
desplazamiento axial en uno de los extremos, tal como se muestra en la Figura 7.1. Alli se

detallan los distintos estados de carga que seran analizados en las secciones siguientes.
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Figura 7.1. Condiciones de vinculacion y estados de carga empleados en la validacion de las formulas de

pandeo global.
7.2.1. Vigas simplemente apoyadas

Se considera una viga simplemente apoyada (SAP) sometida a momentos flectores
constantes aplicados en los extremos y, conjuntamente, una carga axial de compresion
(Figura 7.1(a)). Se comparan los valores dados por las expresiones (4.99) con los obtenidos
numéricamente para el caso de un perfil tipo I variando las dimensiones de la seccion
transversal y su longitud. El material empleado en los resultados que se exponen a
continuacion es GrafitoAS4/Epoxi3501, cuyas propiedades pueden verse en el Apéndice I.

En las figuras que se presentan en este apartado, se grafica la relacion entre las cargas
criticas (P., y M,.,) obtenidas mediante los dos enfoques mencionados. Dichas cargas estan
escaladas respecto a las cargas criticas de referencia (Py y M), las cuales se obtienen
asumiendo M = 0 y P = 0, respectivamente, empleando el elemento de viga recta con
deformacion por corte constante basado en el modelo de elementos finitos mencionado. Se
hace referencia a los célculos analiticos como “Presente enfoque” y a los calculos
numéricos como “MEF”. Las dimensiones de las vigas analizadas se detallan en cada una
de las figuras y estdn dadas en milimetros sobre un esquema fuera de escala.

Es necesario recordar que en el desarrollo de la formulacion constitutiva de Reissner se
desprecia el aporte del coeficiente de rigidez D, . Si bien esta hipotesis no es estrictamente
valida para laminaciones simétricas y balanceadas, en el trabajo de Cortinez y Piovan

(2002) se demostrd que para el caso de laminaciones del tipo [+45,];, el modelo ofrece

buenos resultados en lo que respecta al analisis dinamico, estatico y de inestabilidad de
vigas rectas FRP. Esto se debe a que, en tales laminados, el coeficiente 13,6 es de al menos
un orden de magnitud menor a las demas componentes de la matriz constitutiva, no siendo

tan importante su omision. Por esta razon, este laminado serd utilizado en célculos

posteriores y se analizard la validez de su utilizacién en las férmulas analiticas tratadas
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En las Figuras 7.2, 7.3 y 7.4 se muestran los resultados obtenidos para el caso de vigas

FRP de seccion tipo I construidas con laminados [0;],, [0/90]s y [£45];, respectivamente.

1.0 T 1.0¢ )
—e— MEF —e— MEF
0.8} Presente enfoque |4 0.8 Presente enfoque |-
= =~—300 R, =653.85 kN s =~—200 B, =4243.14 kN
= 06f ( M,=98.58 kKNm = 06 ( M,=855.59 kNm |
5 | | 5
041300 4 = 047 400 12
0.2 L= 6000 1 0.2 L=2000
0 : : : : 0 : : : :
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
P /P P /P
cr 0 cr 0
1.0 " 1.0 ;
—e— MEF —e— MEF
0.8} Presente enfoque |4 0.8 Presente enfoque |-
- ~—600 P, =21.5823 MN - ~—400 B, =28.4158 MN
= 06 ( M,=6.5366 Mnm | S 067 ( M,=8.703 Mnm |
~N ~
5 | | 5.
0.4 600 12 E 0.4 600 4
0.2+ L=4000 1 0.2 L = 4000
0 : : : : 0 : : : :
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
P /P P /P
cr 0 cr 0
Figura 7.2. Cargas criticas flexo-torsionales para una viga tipo I, SAP, con laminacion [0,];.
1.0 T 1.0 .
—e— MEF —e— MEF
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Figura 7.3. Cargas criticas flexo-torsionales para una viga tipo I, SAP, con laminacion [0/90];.
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Figura 7.4. Cargas criticas flexo-torsionales para una viga tipo I, SAP, con laminacion [+45];.
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Figura 7.5. Cargas criticas flexo-torsionales para una viga tipo cajon, SAP, con laminacion: (a) [0,],, (b)

[0/90],.

Se considera ahora una viga simplemente apoyada (SAP) sometida a una carga en la

direccion de z, distribuida en su longitud conjuntamente con una carga axial de compresion,
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como se muestra en la Figura 7.1(b). En la Figura 7.5 se comparan los valores dados por las
expresiones (3.99) con los obtenidos numéricamente para el caso de una viga de seccion
tipo cajon bajo tales condiciones.

De acuerdo a los resultados encontrados se observa que para el caso de vigas
simplemente apoyadas las férmulas analiticas propuestas presentan buenos resultados, lo
cual es esperable si se tiene en cuenta que las soluciones propuestas para definir el campo

de desplazamientos son soluciones exactas.
7.2.2. Vigas doblemente empotradas

En esta seccion se contempla el caso de una viga bi-empotrada (EE), de seccion
transversal bisimétrica, sometida a una carga axial de compresion y a una carga distribuida
en la direccion de z, tal como muestra la Figura 7.1(c). De manera andloga a la seccion
anterior, se comparan los valores dados por las expresiones analiticas halladas en la seccion
4.3 del Capitulo 4 con los obtenidos numéricamente empleando el modelo viga de
elementos finitos. Las expresiones analiticas que determinan las cargas criticas de pandeo
para este tipo de estructuras, bajo las condiciones de borde mencionadas, estan dadas por
las ecuaciones (4.91-4.94), introduciendo los coeficientes dados por (4.102-4.104). Sin
embargo, las cargas criticas que se obtienen empleando tales expresiones presentan cierta
disparidad respecto a las obtenidas mediante el modelo de elementos finitos. Se asume que
tales diferencias se deben, principalmente, a las soluciones de los desplazamientos
propuestas para la obtencion de las férmulas analiticas. Por ello, durante el desarrollo de las

formulas analiticas se definieron los pardmetros de correccion o de ajuste 77,. A

continuacion se detalla la manera en que se determinan estos pardmetros y se muestran los
resultados obtenidos mediante su aplicacion en el caso de vigas sometidas a cargas de
compresion, en primer lugar, y a cargas de flexo-compresion, en segundo lugar.

El ajuste de los parametros 77, (1= 1,2,...,6) se realiza en forma independiente para cada
una de las cargas criticas axiales, evaluando una a la vez y considerando que acttia sélo una
carga de compresion (es decir, M, = 0). Luego, los pardmetros de ajuste se obtienen
minimizando el error medio cuadratico al calcular cada una de las cargas criticas. Para ello,

se formula un problema de optimizacién con la siguiente funcion objetivo

(7.1)
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donde

PYE) —(P)F
P_(‘ )kl ( )"1 by =1,2,...,n (7.2)

% = MEF ’
£ )
1

siendo n el nimero de evaluaciones realizadas y P,, la carga critica axial (P-, P, 6 Ps segiin
sea el caso evaluado). En la expresion (7.2), el superindice MEF hace referencia a los
valores obtenidos con el modelo de elementos finitos y el superindice PE se refiere a los
resultados hallados analiticamente mediante el enfoque analitico propuesto.

El problema de optimizacion se resuelve aplicando la técnica de optimizacion algoritmo
genético, utilizando las rutinas incluidas en el paquete de herramientas de optimizacion del
software MATLAB®, con las opciones dadas por defecto en la programacion, las cuales
fueron detalladas en el Capitulo 6. Los parametros de ajuste 6ptimos encontrados mediante
este andlisis se especifican en la Tabla 7.1. Luego, introduciendo dichos parametros en las
expresiones (4.103-4.104) y su resultado en las expresiones (4.92-4.94) se obtienen las
cargas criticas de pandeo ajustadas para el caso de vigas bi-empotradas con doble simetria
seccional. A continuacion, los resultados obtenidos empleando tales ecuaciones son

comparados con las cargas criticas que se obtienen al aplicar el modelo de elementos finitos

unidimensional.
Tabla 7.1. Parametros de ajuste.
7l 7 7 M4 s M6
Perfil I 0.818 1.001 0.817 1.000 0.757 1.008

Perfil Cajon 0.720 1.024 0.481 1.216 0.753 1.008

Se emplea nuevamente el material GrafitoAS4/Epoxi3501 y las dimensiones de la
seccidn transversal bajo andlisis se indican en las figuras en milimetros sobre un esquema
fuera de escala.

En las Figuras 7.6, 7.7 y 7.8 se grafican los valores de las cargas criticas axiales P., P,y
Py, respectivamente, para el caso particular de una viga de seccion transversal tipo 1. Se
contemplan variaciones en las dimensiones de la seccion transversal y en la longitud de la
viga. Se hace referencia a los resultados obtenidos con las formulas analiticas sin ajustar

como “Presente (SAj)” (asumiendo 77, = 1,7 = 1,2,...,6) y se indican como “Presente (CAj)”

los valores obtenidos a partir de las formulas analiticas ajustadas, empleando los valores de
los parametros especificados en la Tabla 7.1. Por su parte, los resultados numéricos se

indican con la sigla “MEF”. Las cargas criticas estan parametrizadas respecto a una carga
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de compresion de referencia, Po = 1MN. El error graficado se define como el valor absoluto

del error relativo porcentual respecto de los resultados del modelo numérico y estd dado por

E, =100¢;, k (7.3)

donde n es el nimero total de calculos realizados en cada figura.
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Figura 7.6. Cargas criticas axiales P,, [0,],, (a) variacion de L; (b) variacion de b, L = 6m; (c) variacion de
e, L =6m.

En los casos representados en las Figuras 7.6, 7.7 y 7.8, los errores son del orden del 5%
a excepcion de algunos casos particulares en los que se supera este valor. Esto ocurre, en
general, cuando las cargas criticas comparadas son muy pequefias y, por lo tanto, las
diferencias relativas entre cargas criticas no son tan grandes. Por su parte, los tiempos de

calculo de los problemas de optimizacién no superaron los 20 segundos, realizando
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Figura 7.8. Cargas criticas axiales P, [0];, (a) y (b) variacion de L.

Las Figuras 7.9, 7.10, 7.11 y 7.12 muestran los valores de la carga critica axial minima
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para una viga bi-empotrada, sometida Gnicamente a una carga axial de compresion. La
seccion transversal de la misma es un perfil I con laminacion [0,]; y se varian b, h, e y L en

forma independiente. Bajo estas condiciones, los errores porcentuales calculados segin

(7.3) no superan el 9%.
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Figura 7.9. Carga critica axial minima variando 4, [0,];, L = 6m.
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Figura 7.12. Carga critica axial minima variando L, [0,];.

Las Figuras 7.13 y 7.14 muestran los resultados obtenidos al analizar una viga con las
mismas condiciones que en el caso anterior pero con laminacion [0/90];. En este caso se
observa que los errores relativos porcentuales promedio varian entre un 2% y un 8%, con

picos de 20% y 15% en las Figuras 7.13(c) y 7.14(d), respectivamente, para valores
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pequefios de b/L, los cuales se corresponden con valores pequefios de la carga critica.
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Figura 7.14. Carga critica axial minima, [0/90],, (a) y (b) variacion de e, L=4my L = 6m; (c) y (d)

variacion de L.



125

En las Figuras 7.15, 7.16, 7.17 y 7.18 se comparan los valores de la carga critica axial
minima de una viga de perfil rectangular en las que se varian los valores de 4, b, e y L,
respectivamente, compuesta con laminacion [0;],. Las mismas comparaciones se muestran

en las Figuras 7.19, 7.20, 7.21 y 7.22 para vigas con laminacién [0/90]s.
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Figura 7.17. Carga critica axial minima, [0,],, variacion de e.
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Figura 7.20. Carga critica axial minima, [0/90];, variacion de b.
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Figura 7.21. Carga critica axial minima, [0/90];, variacion de e.
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Figura 7.22. Carga critica axial minima, [0/90],, variacion de L.

Para el estado de flexo-compresioén que se indica en la Figura 7.1(c), a continuacién se
presentan los resultados obtenidos al evaluar las expresiones analiticas dadas por las
ecuaciones (4.91-4.94), introduciendo los coeficientes dados por (4.102-4.104) y
considerando los valores de los pardmetros de ajuste 77, hallados anteriormente (ver Tabla
7.1).

Primeramente, se resuelve un nuevo problema de optimizacién para encontrar las
constantes x; (j = 1,...,4) que intervienen en la expresion (4.107) que define al pardmetro

1, - La funcion objetivo a minimizar estd dada por el error medio cuadratico expresado de

la siguiente manera

(7.4)

siendo

MEF PE
(M) ~(M:F)
M 0.k 0.k,

Cok = ( MMEF) >
0.k

cr

ki =12,...n, (7.5)

donde n es el namero total de casos evaluados en este caso y el subindice “0” indica que
solo se contemplan los casos en que P = 0. Nuevamente, el problema de optimizacion se
resuelve aplicando las rutinas de algoritmo genético incluidas en la programacion de
MATLAB®. Los tiempos de calculo resultantes son pequefios, al igual que en el problema
anterior, resolviendo el problema en un total de 25 segundos, en menos de 100 iteraciones.
Los resultados de la optimizacion indican que, en el caso de un perfil tipo I, el parametro

de ajuste 77, puede ser expresado de la siguiente manera
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7,=0.592-003L +0.06 L—047%, si 6, =0°,
h h b h
(7.6)
_ b L L e .
7 =0.812-0.06=+0.07=+0.12<, si 6, =(0°,90°).
h h b h

Mientras que, en el caso de un perfil cajon, el pardmetro de ajuste 77, es expresado de la

forma

7 =1332-007L +0.07L 1572, si 6, =0°,
h h b h
(7.7)
7 =1272 0075 +0.08L 1.99¢ si 6, =(0°,90°)
770 . h . h . b . h, k P .

Luego, reemplazando estas expresiones, segiin corresponda, en la ecuacion (4.102) se
obtiene el coeficiente 7o que interviene en la formula del momento critico dado por (4.91).

Las Figuras 7.23 y 7.24 muestran la relacion entre las cargas criticas axiales y los
momentos criticos correspondientes a una viga sujeta a las condiciones de borde expuestas
en la Figura 7.1(c) con laminacion [02] y [0/90];, respectivamente. Alli se comparan los
resultados obtenidos mediante el enfoque analitico y empleando el enfoque numérico. Los
mismos se indican como “Presente enfoque” y “MEF”, respectivamente. La carga critica
flexional M., es escalada con la carga critica de referencia M, (P = 0), mientras que la carga
critica axial P, es escalada respecto de la carga critica axial de referencia Py (M = 0).
Ambas cargas de referencia son evaluadas segiin el modelo de elementos finitos. Ademas,
en las figuras mencionadas se grafican los errores cometidos empleando el enfoque

analitico, segun el siguiente criterio
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Figura 7.23. Relacion entre cargas criticas de pandeo, en vigas tipo I con laminacion [0,],.
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Figura 7.23 (cont.). Relacion entre cargas criticas de pandeo, en vigas tipo I con laminacion [0,];.
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Figura 7.23 (cont.). Relacion entre cargas criticas de pandeo, en vigas tipo I con laminacion [0,];.
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Figura 7.24 (cont.). Relacion entre cargas criticas de pandeo, en vigas tipo I con laminacion [0/90];.
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Figura 7.24 (cont.). Relacion entre cargas criticas de pandeo, en vigas tipo I con laminacion [0/90],.
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Figura 7.24 (cont.). Relacion entre cargas criticas de pandeo, en vigas tipo I con laminacion [0/90],.

Los errores graficados en las Figuras 7.23 y 7.24 son del orden del 8%, a excepcion de
algunos casos particulares en los que se acercan al 12%. En las Figuras 7.25 y 7.26 se
exponen las curvas que relacionan las cargas criticas de flexo-compresion para el caso de
vigas FRP de seccidén cajon con laminaciones [0y]s y [0/90];, respectivamente. En dichos

ejemplos los errores no superan el 15%.
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Figura 7.25. Relacion entre cargas criticas de pandeo, en vigas tipo cajon con laminacion [0,];.
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Figura 7.25 (cont.). Relacion entre cargas criticas de pandeo, en vigas tipo cajon con laminacion [0,];.
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Figura 7.26 (cont.). Relacion entre cargas criticas de pandeo, en vigas tipo cajon con laminacion [0/90];.

Los errores cometidos en la implementacion de las formulas analiticas en el caso de
vigas bi-empotradas se consideran aceptables para la obtencion de un disefio preliminar de
la estructura. Cabe aclarar que, para este tipo de vinculacion, no se hallaron buenos
resultados en vigas con laminacién [+45,];. Es por ello que no se emplearan estos
laminados en las aplicaciones del esquema de diseio DO4 cuando se analicen vigas

doblemente empotradas.

7.3 Pandeo local de vigas FRP de pared delgada

En esta seccion se validan las expresiones analiticas desarrolladas en la seccion 4.4 del
Capitulo 4, las cuales determinan los parametros criticos de pandeo local en vigas FRP de
pared delgada de seccion abierta y cerrada, con laminacidén ortétropa o cross-ply. Las
validaciones se realizan, en primer lugar, en vigas de eje recto y, luego, en vigas de eje
curvo. Para ello, los resultados analiticos, obtenidos segiin lo expuesto en la seccion 4.4.3,
son comparados con resultados experimentales simulados en ABAQUS 6.7°. Para la
determinacion de las resultantes de tension en el espesor que intervienen en el calculo
analitico, aqui se emplea el modelo de elementos finitos unidimensional desarrollado en el
Capitulo 6, utilizando el elemento con deformacioén por corte constante para el caso de
vigas rectas y el elemento isoparamétrico en el caso de vigas curvas. Sin embargo, es
necesario aclarar que cuando se emplee un enfoque completamente analitico para realizar el
andlisis estructural, como en el caso del esquema de disefio DO4, no es necesario emplear
el mencionado modelo de elementos finitos para hallar las resultantes de tension en el
espesor. En tal caso, éstas pueden ser determinadas en forma directa a partir de los valores
de las tensiones obtenidas de acuerdo a las expresiones dadas en la seccion 4.3.1 del

Capitulo 4.

1.0
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En la Figura 7.27 se muestran esquematicamente las condiciones de borde y los estados
de carga que serdn analizados a continuacion y se designa la nomenclatura empleada en
cada caso. En los calculos se utiliza un material transversalmente isétropo compuesto por

fibras de vidrio tipo E y viniléster, cuyas propiedades se detallan en el Apéndice I.

SS SAP EE
’ Ql Qz z
e I R P
L/d e 14

L

z

I qz d qy -

T 7 4 7

Figura 7.27. Estados de carga y condiciones de borde consideradas en el analisis de pandeo local.
7.3.1. Vigas de eje recto

En este apartado se exponen las validaciones realizadas para vigas FRP de eje recto. En
las figuras que se muestran a continuacion, los resultados analiticos se referencian como
“Presente” y los resultados numéricos como “ABAQUS”. En cada figura se indica el tipo
de seccion analizada, sus dimensiones en milimetros y el estado de carga al que esta
sometida la viga.

Los errores relativos porcentuales que se indican en los graficos son evaluados seguin la

siguiente expresion

lPe _ ZAB

Pe __
e =100=—;

: (7.9)

donde los superindices Pe y AB hacen referencia a los céalculos realizados mediante el

presente enfoque y mediante ABAQUS 6.7, respectivamente.

1.4 -+ My=4knm | —=— ABAQUS Lar 1 g=1kNm | s  ABAQUS
AV AN o Presente M L] Presente
1.2 1.2
=200 =200
1 1 (
~ 0.8 0o - 300 3 ~ 0.8 300 3
(-6%) 3 ® o L 3
0.6 0.61 (-10%) (-10%) -
0.4 (-6%) 0.4 e
(-11%)
0.2
[0/0] [0/90] [45/-45] [0/0]¢ [0/90] [45/-45]

Figura 7.28. Parametro de carga critica para una viga I de 6 m de longitud.
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Figura 7.28 (cont.). Parametro de carga critica para una viga I de 6 m de longitud.
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Figura 7.29. Parametro de carga para una viga cajon de 2 m de longitud.

Las Figuras 7.28 y 7.29 muestran los parametros criticos de pandeo local de vigas
doblemente apoyadas (SS) de seccion transversal tipo I y cajon, respectivamente. Alli se
observa que los errores encontrados son del orden del 10%, a excepcion de algin caso
particular. Sin embargo, en todos los casos analizados dichos errores son negativos, lo que

significa que la carga critica calculada analiticamente es inferior a la obtenida en forma
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numérica. Por lo tanto, los calculos analiticos son mas conservativos y estan del lado de la
seguridad.

En las Tablas 7.2, 7.3 y 7.4 se muestran los valores de parametros criticos de vigas
simple y doblemente apoyadas (SAP y SS, respectivamente) obtenidos por medio de: (a) el
enfoque analitico presentado en esta tesis, “Pe”; (b) el enfoque analitico presentado por
Tarjan et al (2009), “KL”; y (c¢) modelos tridimensionales de elementos tipo ldmina
realizados en ABAQUS 6.7%, “4B”. Cabe aclarar que el enfoque analitico desarrollado por
Tarjan et al (2009) solo contempla aquellos casos en que la pared de la seccion analizada se
encuentra restringida rotacionalmente en ambos extremos, como es el caso de todos las
paredes de la seccidon en vigas tipo cajon, o bien, el alma en vigas tipo 1. En las tablas se
especifica cudl es la pared que pandea primero, haciendo distincidon entre “Superior” y
“Lateral” para vigas tipo cajon (ambas placas RR), y entre “Alma” y “Ala” para vigas tipo |

(placas tipo RR y RF, respectivamente).

Tabla 7.2. Parametros criticos de una viga simplemente apoyada (SAP) tipo cajon, siendo ~ =225mm, b =

147mm, e =3mmy L =2m.

z;lr)gade Laminado Pared e IR 248 e
[0]3 Superior 1.14 1.14 1.26 -9%
0,=0,=8kN [0/90]; Superior 1.16 1.16 1.28 -9%
[45/-45] Superior 0.80 0.80 0.88 -9%
[015 Superior 1.07 1.06 1.27 -16%
M, =4kN [0/90]; Superior 1.09 1.08 1.28 -16%
[45/-45]; Superior 0.75 0.74 0.79 -5%
[015 Lateral 2.82 2.81 3.09 -9%
P=10kN [0/90]; Lateral 2.88 2.88 3.17 -9%
[45/-45] Lateral 2.06 2.06 2.18 -6%
[015 Lateral 1.45 1.44 1.65 -13%
¢, = 10kN/m [0/90]; Lateral 1.47 1.46 1.68 -13%
[45/-45] Lateral 1.05 1.06 1.23 -14%
[015 Lateral 3.22 3.06 3.75 -14%
g, = 1kN/m [0/90]; Lateral 3.29 3.28 3.81 -14%
[45/-45] Lateral 2.45 2.24 2.89 -15%
[015 Superior 8.57 8.54 10.50 -18%
q. = 1kN/m [0/90]s Superior 8.74 8.68 10.64 -18%
[45/-45] Superior 6.02 5.96 7.64 21%

En particular, en las Tablas 7.2 y 7.3 se detallan los valores de los parametros criticos
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correspondientes a los casos expuestos en las Figuras 7.29 y 7.28, respectivamente.

Tabla 7.3. Parametros criticos de una viga doblemente apoyada (SS) tipo I, siendo 2 =300 mm, b =

200mm, L = 6m, e = 3mm.

Tipo de

carga Laminado Pared e IR 48 e
[0] Ala 0.78 - 0.83 -6%
M, = 4kN [0/90], Ala 0.79 - 0.84 -6%
[45/-45]; Ala 0.46 - 0.49 -6%
[0]; Alma 4.71 4.77 5.09 7%
¢, = 1kN/m [0/90]; Alma 4.79 4.30 5.11 -6%
[45/-45]; Alma 3.08 3.09 3.44 -10%
[0] Ala 0.20 - 0.22 -9%
gy = 1kN/m [0/90], Ala 0.20 - 0.22 -9%
[45/-45]; Ala 0.12 - 0.16 -25%
[0] Ala 0.673 - 0.748 -10%
q.= 1kN/m [0/90], Ala 0.673 - 0.752 -10%
[45/-45]; Ala 0.390 - 0.440 -11%

Tabla 7.4. Parametros criticos de una viga simplemente apoyada (SAP) tipo I, siendo # =300 mm, b =

200mm, L = 2m, e = 3mm en el laminado [0]; y ¢ = 4mm en el laminado [0/90].

Tipo de

carga Laminado Pared e s i e
01 = 0, = 8KN [0] Ala 0.75 - 0.78 -4%
[0/90], Ala 1.80 - 1.85 -3%
M, — 4N [0]5 Ala 0.78 - 0.83 -6%
[0/90], Ala 1.87 - 1.96 -5%
P 0KN [0] Alma 1.37 1.37 1.47 1%
[0/90], Alma 3.29 3.29 3.63 -9%
4. = LkN/m [0]3 Alma 6.95 7.00 7.69 -10%
[0/90], Alma 16.65 16.67 19.39 -14%
[0] Ala 1.80 - 2.01 -10%
%= Hi/m [0/90], Ala 4.30 - 4.79 -10%
v, = 1kN/m [0] Ala 6.04 - 7.02 -14%
[0/90], Ala 14.41 - 16.58 -13%

La Tabla 7.4 muestra los resultados obtenidos al analizar una viga tipo I simplemente
apoyada de menor longitud y de igual seccion transversal que la viga analizada en la Tabla
7.3. Comparando los resultados correspondientes, se observa que los errores son levemente

superiores cuando la longitud de la viga es menor. En términos generales, en los resultados
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se contempla que existe una pequena diferencia entre los enfoques analiticos, siendo nula

en muchos casos.

Tabla 7.5. Parametros criticos de una viga tipo cajon, EE, siendo 2 =225mm, b = 147mm, e =3mmy L =

4m.
Z;fgade Laminado Pared e et "
[0]3 Lateral 1.49 1.91 -22%
¢ = 10kN/m [0/90], Lateral 1.51 1.94 -22%
[45/-45] Lateral 1.08 1.43 -25%
[015 Lateral 1.42 2.08 -32%
g, = 1kN/m [0/90]; Lateral 1.44 2.11 -32%
[45/-45] Lateral 1.07 1.77 -39%
[0]5 Superior 3.75 5.12 -27%
q.= 1kN/m [0/90], Superior 3.81 5.30 -28%
[45/-45] Superior 2.63 4.10 -36%

Tabla 7.6. Parametros criticos de una viga tipo I, EE, siendo /2 = 300 mm, » = 200mm, L = 4m, e = 3mm.

Z;fgade Laminado Pared JFe 1B e
[0 Ala 060 067  -10%
0:=0,=8kN
[0/90] Ala 0.61 0.74 -17%
[0]; Alma 720 1069  -33%
q. = 1kN/m
[0/90], Alma 7.30 10.87 -33%
[0 Ala 079 095 17%
gy = 1kN/m
[0/90] Ala 0.81 0.99 -18%
[0]; Ala 275 336 -18%
q.= 1kN/m
[0/90], Ala 277 339 -18%

Las Tablas 7.5 y 7.6 contemplan el caso de vigas bi-empotradas tipo cajon y tipo I,
respectivamente, sometidas a distintos estados de carga y empleando distintas
laminaciones. Para esta condicion de borde se observan porcentajes de error superiores a
los esperados, pero los resultados siguen siendo conservativos. Se recuerda que el objetivo
de estas formulas es utilizarlas como una aproximacion que tenga en cuenta el pandeo local
como una restriccion en el disefio Optimo. Una vez encontrado dicho disefio, el mismo
puede corroborarse y verificarse mediante el empleo de modelos de mayor precision. Por su

parte, se observo que las expresiones analiticas arrojan errores mayores en laminaciones
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simétricas y balanceadas, como se muestra para el caso del laminado [£45];. Por esta razon,
es recomendable evitar la aplicacion de dichas formulas para este tipo de laminaciones en
vigas doblemente empotradas.

En las Tablas 7.7 y 7.8 se realiza una comparacion entre los parametros criticos de
pandeo para distintas relaciones entre la longitud L y la altura / de vigas bi-empotradas tipo
I y tipo cajon, respectivamente. Se destaca que en la mayoria de los casos los errores

porcentuales son levemente menores cuando la esbeltez es mayor.

Tabla 7.7. Parametros criticos de una viga tipo I, EE, siendo # = 300 mm, » = 200mm, e = 3mm.

Tipo de carga Laminado L/h e 148 e
[0,]s 13.3 720 10.69 -33%
¢. = 1kN/m
[0,]s 20.0 472 683 -31%
[0,]s 13.3 079 095 -17%
g, = 1kN/m
[0,]s 20.0 033 040 -17%
[0,]s 13.3 275 336 -18%
q.= 1kN/m
[0,]; 20.0 .16 147 -21%

Tabla 7.8. Parametros criticos de una viga tipo cajon, EE, siendo /2 = 225 mm, b = 147 mm, ¢ = 3 mm.

Z;fgade Laminado L/ AP B g
0], 178 149 191  -22%
g, = 10kN/m
0], 267 099 123 -19%
0], 178 142 208  -32%
g, = 1kN/m
0], 267 063 078 -19%
0], 178 375 512 -27%
q.= 1kN/m
[0,]. 267 167 228 27%

7.3.2. Vigas de eje curvo

En el Capitulo 4, el pandeo local de vigas se estudid a partir de suponer que cada pared
de la seccion transversal puede ser modelada como una placa delgada de gran longitud
restringida rotacionalmente por las paredes adyacentes. Es por ello que para validar las
formulas analiticas para la determinacion de las cargas criticas locales en vigas curvas,
primero se analiza el pandeo de placas ortétropas de gran longitud, con el fin de comparar
el comportamiento entre placas rectas y curvas, bajo distintas condiciones de borde. Luego,
se realizan célculos comparativos a fin de validar la aplicaciéon de las formulas

desarrolladas al andlisis de inestabilidad local de vigas curvas.
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Figura 7.30. Condiciones de borde empleadas en el andlisis de inestabilidad de placas.

En la Figura 7.30 se muestran esquematicamente las diferentes vinculaciones y estados
de carga empleados en el analisis de inestabilidad de placas, indicando con la sigla SS que
los bordes estan simplemente apoyados. Dicho analisis se realiza so6lo para placas que

respeten la relacion de lados dada por la hipdtesis de placas de gran longitud (Kollar y

Springer, 2003)
D
L, >3L, 4 %)22. (7.10)

En la Tabla 7.9 se muestran los resultados obtenidos empleando modelos
tridimensionales de elementos lamina implementados en ABAQUS 6.7, Alli se comparan
placas delgadas de eje recto con placas de eje curvo de igual longitud. Se observa que las
diferencias entre el parametro critico de pandeo de una placa recta con el de una placa

curva son pequefias, tanto para cargas uniformes como para cargas variables linealmente.

Tabla 7.9. Parametros criticos de placas, siendo L, = 0.3 m, L, = 6.28 m, e = 10 mm, R = 4 m.

Parametro de carga, 1,

Condicion

de borde Laminado o.= 0 (N, uniforme) o.= 2 (N, variable)
Placarecta  Placacurva  Placarecta  Placa curva
[04] 1.57 1.61 12.57 12.74
> [0/90]; 1.38 1.77 15.37 15.50
[04] 2.07 2.24 16.39 16.51
FE [0/90]; 1.98 2.28 19.65 19.73

En cuanto a la validacion de las formulas para el analisis de inestabilidad local en vigas
de eje curvo, se realizan comparaciones entre modelos tipo lamina realizados en ABAQUS

6.7 y las formulas analiticas desarrolladas aqui, cuya implementacion requiere
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nuevamente un andlisis estructural previo que se realiza empleando el elemento finito
isoparamétrico expuesto en el Capitulo 6.

La Figura 7.31 muestra los resultados obtenidos al analizar una viga tipo I simplemente
apoyada con laminacion [04]. Las dimensiones de la seccion transversal son las siguientes:
b=03m,42=04mye=0.004 m. Se comparan los resultados obtenidos para una viga de
eje recto de 3 m de longitud con los obtenidos en el caso de una viga curva formada por un
arco de 90° de igual longitud, por lo que el radio de curvatura R es de 1.91 m. Se consideran
distintos estados de cargas que se detallan en cada una de las figuras. Estos mismos
resultados se representan numéricamente en la Tabla 7.10, donde se indica ademds qué

pared de la seccion pandea primero.

35— 5 : R :
<& [ = ABAQUS . [ = ABAQUS
0pAm -y ® Presente || 1of =, ™ ®  Presente ||
[
25 ol
20
&4 15 (<N] 0
10 /\ 4
P 2
5 \‘;’( N
0 0
4 : : 8§ —— :
n g = ABAQUS I — = ABAQUS
x ®  Presente 77 #—l—l# ®  Presente ||
P= z ol e P
v o
= 5 o
< [ ] <
. al
[ J
. i 7 3t qz
M ! m A
0 : 1

Figura 7.31. Parametros de carga criticos locales para una viga tipo I de eje recto y curvo, siendo P = -

1kN, g, = -1kN/m, g, = -1kN y g. = -1kN/m.

Tabla 7.10. Parametros criticos de pandeo local de vigas SS rectas y curvas.

ESTADO Viga recta Viga curva

C AI;EG A JAB phd Pared JAB JFe Pared
EC, 27.53 26.12 Alma 342 2.90 Ala
EC, 9.34 8.85 Alma 2.17 1.91 Ala
EC; 2.39 1.91 Ala 1.73 1.45 Ala
EC, 6.24 5.61 Ala 2.97 2.75 Ala

Las siglas EC;, EC,, EC5 y EC4 se corresponden con los siguientes estados de carga: (1)
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una carga axial de compresion constante aplicada en el extremo; cargas uniformemente
distribuidas en la longitud (2) en la direccion del eje x, (3) en la direccion del eje y y (4) en
la direccion del eje z, tal como se indican esquemdticamente en la Figura 7.31. Los
resultados obtenidos con ABAQUS 6.7° se indican como A**, mientras que 4™ hace
referencia a los resultados obtenidos con las féormulas analiticas.

En la Figura 7.32 se muestran los pardmetros de carga criticos locales en vigas de eje
curvo doblemente empotradas (EE) con laminaciones [04] y [0/90]s, para los estados de

cargas EC,, EC; y EC4. Estos resultados se detallan ademads en la Tabla 7.11.

30 i 20 T T
gx —a— ABAQUS qy —=— ABAQUS

— ®  Presente
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N D ‘ 18 M
< - | |
< "

-
15 1 14
10 : : 12
[()4] [0/90]S [04] [0/90]S
20 .
—=— ABAQUS
qz ®  Presente
T Ty
= N
<10
.- ————————*®
. .
5 L
0 L L
[0 4] [0/90]S

Figura 7.32. Pardmetros de carga criticos locales para una viga tipo I de eje curvo, siendo g, = -1kN/m, ¢,

=-1kNy ¢g. = -1kN/m.

Tabla 7.11. Parametros criticos de pandeo local de vigas curvas bi-empotradas.

ESTADO Laminado [04] Laminado [0/90]s
DE

CARGA i A Pared i e Pared
EC, 19.15 19.12 Ala 21.57 19.36 Alma
EG; 14.90 14.81 Ala 16.29 15.47 Ala
EC, 8.42 7.08 Ala 9.29 7.45 Ala

Se observa que las diferencias entre los modelos estudiados rondan entre un 2% y un

10%, alcanzando un 20% en algunos casos particulares. Nuevamente, los parametros
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criticos de pandeo local obtenidos mediante las férmulas analiticas se encuentran siempre
por debajo de los valores hallados empleando ABAQUS 6.7%, lo cual indica que los
calculos analiticos son mas conservativos y estan del lado de la seguridad. Se concluye que
las formulas desarrolladas en el Capitulo 4 para el analisis de inestabilidad local en vigas de

pared delgada pueden ser aplicadas tanto a vigas de eje recto como a vigas de eje curvo.
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CAPITULO 8

APLICACIONES: DISENO OPTIMO DE VIGAS FRP

8.1 Introduccion

En el presente capitulo se presentan aplicaciones de los esquemas de disefio expuestos
en el Capitulo 5. Se disefian vigas de pared delgada construidas con plasticos reforzados
con fibras que se encuentran sometidas a distintas condiciones de carga y de vinculacion.
Los primeros disefios 6ptimos que se exponen son del tipo deterministicos, en los cuales se
suponen conocidas a priori ciertas condiciones iniciales que involucran datos preliminares
de diseno tales como las condiciones de carga, el espacio fisico que ocupara la estructura
(que definen su longitud y el area transversal maxima admisible) y el tipo de material con
el que serd construida, entre otros. Luego, se contempla la falta de certeza en las
condiciones operativas de la estructura aplicando el esquema de disefio propuesto a tal fin.

En primer lugar, se resuelve la propuesta de disefio DO1 para el caso de vigas rectas de
pared delgada construidas con laminados simétricos y balanceados, bajo distintas hipdtesis
de carga. El esquema contempla la minimizacién del peso y del desplazamiento total de la
estructura. Se emplean distintas formas de la seccion transversal y se compara su
comportamiento a partir de los resultados obtenidos del analisis individual de cada una de
ellas. Luego, se resuelve el esquema de disenio DO2 considerando a la estructura sometida a
estados de carga estaticos y dindmicos. En particular, se busca un disefio que minimice
tanto el peso como el desplazamiento con la misma importancia. Para la resolucion de
ambos esquemas de disefio se aplica el algoritmo simulated annealing (SA), expuesto en el
Capitulo 6.

En el esquema de disefio DO3, la funcion objetivo considera dos objetivos a través de
una unica funcién adimensional: el peso y la resistencia de la estructura. A diferencia del
esquema DOI, la variable de disefio que define al espesor total de la pared de la viga se
disocia en dos variables que se corresponden con el nimero de capas que componen al
laminado y el espesor de cada una de ellas. Esto genera un problema de optimizacion mas
complejo con un espacio de busqueda mayor que hace necesaria la aplicacion de diferentes
alternativas de busqueda para obtener la solucion dptima global del problema. Para ello, se

emplea el algoritmo simulated annealing caodtico (SAC), el cual genera las variables de
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disefio a través de un método de busqueda basado en un sistema cadtico. A su vez, los
resultados obtenidos de esta manera son comparados con las soluciones Optimas que se
obtienen aplicando el algoritmo SA.

Segun lo desarrollado en el Capitulo 5, el esquema de disefio DO4 es formulado de
manera completamente analitica y, por lo tanto, su aplicacion se limita a aquellos casos en
los que se cuenta con expresiones analiticas que definan las caracteristicas estructurales
involucradas en el esquema de disefio. Consecuentemente, se propone disefiar vigas FRP de
seccion transversal doblemente simétrica de manera que sean livianas, que se desplacen lo
menos posible y que sean resistentes al pandeo. Para resolver el problema de optimizacion
se emplean dos algoritmos: SA y Algoritmo Genético (AG), y se compara el
comportamiento de ambos.

Por ultimo, se considera la existencia de incertidumbre en la carga aplicada. Para ello, se
implementa el esquema de disefio DOS5 para el caso de una viga FRP empotrada en ambos
extremos y sometida a distintas hipotesis de variacion de carga. El problema se formula

como un problema minimax y es resuelto aplicando el método SA.

8.2  Aplicaciones del esquema de disefio DO1

Como aplicacién de la propuesta de disefio DO1 desarrollada en la seccion 5.3.1, a
continuacion se analiza una viga recta de pared delgada construida con material
Kevlar49/Epoxi, cuyas propiedades se pueden ver en el Apéndice I. Se considera en
particular una viga de 3m de longitud, empotrada en ambos extremos y sometida a distintos
estados de carga que se detallan en la Tabla 8.1. Bajo estas condiciones se disefian, en
forma independiente, vigas conformadas por distintas secciones transversales, las cuales se
muestran en la Figura 8.1. Esto permite comparar el comportamiento estructural de cada
una de ellas y optar por la forma de la seccion transversal més conveniente.

El vector de las variables de disefo esta compuesto por las dimensiones de la seccion (b,
h, e) y los dngulos de orientacion de las fibras que componen el laminado (6x). Los rangos
de variacion de las dimensiones de la seccion transversal se definen de acuerdo a cada
problema en particular, con precisiones de 1 mm en la determinacion del espesor y de 5
mm en el célculo de la base y de la altura. Los laminados evaluados deben ser simétricos y

balanceados y se consideran constituidos por cuatro capas de igual espesor.
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Figura 8.1. Secciones transversales analizadas en el esquema de disefio DO1.

Las combinaciones de cargas consideradas se detallan en la Tabla 8.1 y representan
posibles escenarios que pueden ocurrir durante la vida atil de la estructura. Las
solicitaciones mencionadas corresponden a una carga distribuida en la direccion de z (¢.) y

momentos aplicados en la mitad de la longitud (M., M, y M.) en las direcciones x, y y z,

respectivamente.
Tabla 8.1. Detalle de los estados de carga analizados.
Magnitud de las cargas
Caso N°
q. [N/m] M, [Nm] M, [Nm] M, [Nm]
1 -1000 0 0 0
2 0 1000 0 0
3 0 0 1000 0
4 0 0 0 1000
5 0 1000 500 500
6 0 500 1000 500
7 0 500 500 1000

Cabe recordar que el parametro de peso (W) esta definido en el intervalo cerrado [0,1].
Cuando W adopta los valores extremos de dicho intervalo (inferior 6 superior) se minimiza
el peso 6 se minimiza el desplazamiento, respectivamente. Los resultados obtenidos al

considerar el caso en que W es igual a cero se muestran en la Figura 8.2 y en la Tabla 8.2.

ESTADO DE CARGA 1 ESTADO DE CARGA 2
19.00 17.00
5.00 200
o. - _ 4.50 - s - 4.50
s = 3 = 5 =
5.00 8.00
17.00
e=0.50cm e=0.80cm e=0.40cm
[0/0/0/0] [0/0/0/0] [0/0/0/0] 19.00
e=130cm e=130cm e=030cm
[0/0/0/0] [0/0/0/0] [45/-45/-45/45]

Figura 8.2. Secciones y laminaciones 6ptimas para los distintos estados de carga evaluados (W = 0).
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ESTADO DE CARGA 3 ESTADO DE CARGA 4
7.50 9.0
6.50 6.00 —_— 800 5.50
= g 2 = 2 s
_-n'_ = e ~ N3 N=)
5.5 7.50 0 T8.00
¢=0.50 cm e=070cm  ¢=0.50cm ¢=070 cm e=0.60 cm ¢=0.50 cm
[0/0/0/0] [0/0/0/0] [0/0/0/0] [0/0/0/0] [0/0/0/0] [0/0/0/0]
ESTADO DE CARGA 5 ESTADO DE CARGA 6
19.50 17.50
17.50 15.50
6.00 8.00
2 S = 2 2 S
% ) ~ = s ~
15.50
17.50 17.50
19.50
e=130cm e=120cm e=0.50 cm e=1.10cm e=1.00 cm e=0.50 cm
[0/0/0/0] [0/0/0/0] [0/0/0/0] [0/0/0/0] [0/0/0/0]
ESTADO DE CARGA 7
17.00 14.50
7.50
2 S g
e < ~
14.50
17.00
e=1.10cm e=1.10cm e=0.50cm
[0/0/0/0] [0/0/0/0] [0/0/0/0]

Figura 8.2 (cont.). Secciones y laminaciones 6ptimas para los distintos estados de carga evaluados (W = 0).

Tabla 8.2. Soluciones 6ptimas y valores minimos de las funciones objetivo para W = 0.

Estado de Tipo de Perfil h b ¢ Laminado Fox)=4 0

Carga [cm] [cm]  [cm] [cm’] [cm]
Perfil 1 6.00 5.00 0.50 [0,]s 8.00 0.70

1 Perfil U 11.00 8.00 0.80 [0,]s 21.60 0.69
Perfil Cajon 6.00 4.50 0.40 [0,]s 8.40 0.71

Perfil I 18.00 19.00 1.30 [0,]s 72.80 0.31

2 Perfil U 19.00 17.00 1.30 [0,]s 68.90 0.50
Perfil Cajon 3.00 4.50 0.30 [45/-45], 4.50 0.70

Perfil I 5.50 6.50 0.50 [0,]s 9.25 0.12

3 Perfil U 11.00 7.50 0.70 [0,]s 18.20 0.15
Perfil Cajon 5.50 6.00 0.50 [0,]s 11.50 0.10

Perfil 1 7.50 9.00 0.70 [0, 17.85 0.07

4 Perfil U 6.50 8.00 0.60 [0,]s 13.50 0.06
Perfil Cajon 6.00 5.50 0.50 [0,]s 11.50 0.10

Perfil I 18.50 19.50 1.30 [0,]s 74.75 0.29

5 Perfil U 19.00 17.50 1.20 [0,]s 64.80 0.53
Perfil Cajon 7.00 6.00 0.50 [0,], 13.00 0.39

Perfil I 14.50 17.50 1.10 [0,]s 54.45 0.30

6 Perfil U 14.50 15.50 1.00 [0,]s 45.50 0.60
Perfil Cajon 7.00 8.00 0.50 [0,]; 15.00 0.46

Perfil 1 16.50 17.00 1.10 [0,]s 55.55 0.31

7 Perfil U 16.00 14.50 1.10 [0,]s 49.50 0.52
Perfil Cajon 7.00 7.50 0.50 [0,]s 14.50 0.36
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En la Tabla 8.2 se muestran las soluciones Optimas encontradas para cada una de las
secciones analizadas, segun los distintos estados de carga propuestos. Ademas, se detallan
los valores minimos del area de la seccion transversal y los valores del desplazamiento
maximo total.

En la Figura 8.3 y en la Tabla 8.3 se muestran los resultados obtenidos al considerar

valores de W variando entre 0 y 1, con un paso de 0.25, para los diferentes tipos de perfiles

analizados bajo el estado de carga 7.

W =0.00 W =025 W =0.50 W=0.75 W=1.00
e=120cm e=1.10cm e=120cm e=130cm e=2.50cm
[0/0/0/0] [-15/15/15/-15] [-15/15/15/-15] [15/-15/-15/15] [-15/15/15/-15]
17.00 17.00 18.50 20.50 25.00
7 7 2 s
= = 2 S g
v
o
17.00 = 0y ————
17.00 T2.50 —=
25.00
e=1.10cm e=120cm e=130cm e=1.60 cm e=250cm
[0/0/0/0] [15/-15/-15/15] [-15/15/15/-15] [15/-15/-15/15] [-15/15/15/-15]
14.50 15.00 17.00 21.00 25.00
8
S g R
2 S 3 =
14.50 & &
- 15.00
I 17.00
21.00 25.00
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La Figura 8.4 muestra las curvas Pareto resultantes, las cuales representan graficamente

Figura 8.3. Soluciones 6ptimas correspondientes a diferentes valores de 7.
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la relacion entre los valores Optimos de las dos funciones objetivo propuestas, para distintos

valores del parametro W.

Tabla 8.3. Soluciones optimas para valores de W =[0:0.25:1], correspondientes a un perfil I, un perfil U y un

perfil rectangular bajo la condicion de carga numero 7.

w Tipo de Perfil [C}Iln] [cfn] [cfn] Laminado g‘;jl;iir; [ciqz] [cfn]
Perfil I 16.50 17.00 1.10 [02]5 1.852 55.55 0.310

0.00 PerfilU 16.00 14.50 1.10 [0,]5 1.650 49.50 0.520
Perfil Cajon 7.00 7.50 0.50 [0,]; 0.483 14.50 0.170

Perfil I 17.50 17.00 1.10 [15/-15] 1.678 56.65 0.210
0.25  PerfilU 19.00 1500 120  [15/-15] 1.845 5880  0.300
Perfil Cajon 7.00 8.00 0.50 [15/-15] 0.575 15.00 0.160

Perfil I 19.00 1850 1.20 [15/-15] 1.470 67.20 0.140

0.50  PerfilU 20.50 17.00 130  [15/-15] 1.656  70.85  0.190
Perfil Cajon 850 9.50 0.60 [15/-15] 0.585 21.60 0.090

Perfil I 20.00 20.50 1.30 [15/-15] 1.032 79.30 0.099

0.75  Perfil U 25.00 21.00 1.60 [15/-15] 1.172  107.20  0.074
Perfil Cajon 9.50 11.00 0.70 [30/-30]; 0.441 28.70 0.054

Perfil I 25.00 25.00 2.50 [15/-15] 0.116  187.50  0.010

1.00  PerfilU 25.00 25.00 2.50 [15/-15] 0.176  187.50  0.016

Perfil Cajon 25.00 25.00 2.50 [30/-30] 0.008 250.00 0.001

Todos los problemas de optimizacién fueron resueltos mediante la aplicacion del método
heuristico simulated annealing descripto en el Capitulo 6. Los tiempos de calculo variaron
entre 10 y 15 minutos, realizando entre 200 y 300 iteraciones en cada ejemplo. En todos los
casos se utilizé un procesador DualCore Intel Wolfdale de 2533 MHz, con 2044 MB de
memoria RAM.

Se destaca que los resultados obtenidos en la implementacion de este disefio responden
adecuadamente a los esperados en cuanto al comportamiento del algoritmo utilizado. Se
advierte que la variacion de las dimensiones de la seccidon con respecto a los valores que
adopta el parametro W es la esperada si se asocian dichos valores con el peso
correspondiente que se le da a cada funcion objetivo. Se observa que en los casos en que W
es igual a 1, es decir, cuando sélo se considera al desplazamiento como funcion objetivo,
los valores de b y de 4 aumentan hasta los limites del intervalo, mientras que el valor del
espesor se condiciona a partir de las restricciones de pared delgada y de estabilidad local.

Es decir, en estos casos particulares se optimiza la forma de la seccion transversal y el tipo
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de laminacion, de tal manera que se origine el minimo desplazamiento posible. En

consecuencia, el costo computacional para este caso particular disminuye

considerablemente.
200 200
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Figura 8.4. Comparacion de resultados para distintos valores de W, correspondientes a: (a) un perfil I, (b) un

perfil U y (c) un perfil rectangular bajo la condicion de carga numero 7.

8.3 Aplicaciones del esquema de diseiio DO2

A continuacion se aplica el esquema de diseiio DO2 en una viga construida con fibras de
carbono AS4 y resina PEEK, cuyas propiedades se detallan en el Apéndice I. En cuanto a
su objetivo, este esquema de disefio puede considerarse como un caso particular del
esquema DO1 asumiendo que el pardmetro W es igual a 0.5, de manera de minimizar el
peso y el desplazamiento de la viga con la misma prioridad. Las condiciones de carga y de
vinculacion a las que esta sometida la viga se muestran en la Figura 8.5. Se trata de una
viga cantiléver de 6m de longitud, sometida a una carga estatica distribuida en la direccion
de y (g, = 5000 N/m) y se supone la aplicacion de una carga dindmica sinusoidal en el
extremo libre, Q. = 2000cos(5¢/) N. Ademads, se propone el empleo de una seccion

transversal tipo .
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Las variables de disefo se definen en los siguientes dominios

he[0.1:0.01:0.8] m, he[0.1:0.01:0.8] m,

(8.1)
n,€[2:2:40] — ee[0.004:0.002:0.08] m,

siendo el espesor de cada una de las capas del laminado (e.) igual a 0.002 m. Se admite un
desplazamiento maximo de 0.0075 m. Establecidas estas condiciones, se resuelve el
problema de optimizacion de acuerdo a lo establecido en (5.12) de la seccion 5.3.2 del

Capitulo 5. Para su resolucion se emplea nuevamente el método de optimizacion SA.

< g
b 0. cos()
z cos(wt
g q,  Q;cos@) s
\ voox L e
P —

Figura 8.5. Condiciones de carga y de vinculacion consideradas en la aplicacion del esquema DO2.

Los valores de referencia que hacen adimensional a cada una de las funciones que
intervienen en la funcién objetivo global dada por (5.9) son 4y = 0.05 m* y & = 0.005 m.
En la Tabla 8.4 se muestran los valores Optimos de las variables de disefio y el valor

minimo de la funcién objetivo y de sus componentes correspondiente.

Tabla 8.4. Soluciones 6ptimas y restricciones estructurales.

% * * *

b h ne e Laminado F(x') A(X) 6(x)
[m] [m] [m] [m’]  [m]

0.80 0.57 8 0.016 [0s] 0.604 0.035 0.003

La seccion 6ptima encontrada es acorde a lo que se esperaba encontrar con este esquema
de disefio, dado que la seccion resultante posee la rigidez flexional necesaria para soportar
la carga nominal ¢, al aumentar el ancho del perfil y, a su vez, el peso disminuye al
disminuir las demés dimensiones. Los tiempos de computo fueron similares a los de
resultados anteriores, rondando los 17 minutos, empleando el mismo procesador que en la

resolucion del disefio DO1.

8.4 Aplicaciones del esquema de diseiio DO3

A continuacion se disefian vigas de pared delgada empleando el esquema DO3, expuesto
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en la seccion 5.3.3 del Capitulo 5. En las Figuras 8.6 y 8.7 se detallan las condiciones
geométricas y estructurales preestablecidas en este disefio. En ambos casos se trata de una
viga curva de pared delgada tipo I empotrada en sus dos extremos, de 4 metros de longitud
y un radio de curvatura de 5 metros, lo cual genera un dngulo de apertura del arco (L/R) de
45.8°. La condicion inicial que diferencia a ambos disefos es la direccion que se le asigna a
la carga externa. Esto genera la distincion entre los disefios Dqz y Dqy, correspondientes a
cargas distribuidas en su longitud segln las direcciones z e y, respectivamente. Se considera
que la magnitud de ambas cargas es igual a 20 kN/m. Se asume que la estructura esta
construida con un material transversalmente is6tropo compuesto por fibra de vidrio tipo E y

viniléster 1222, cuyas propiedades se muestran en el Apéndice I.
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Figura 8.6. Condiciones de borde y estados de carga correspondientes al disefio Dqz.
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Figura 8.7. Condiciones de borde y estados de carga correspondientes al disefio Dqy.

El vector de las variables de disefio estd compuesto por el nlimero y el espesor de cada
una de las capas del laminado (n. y e., respectivamente), los dngulos de orientacion de las
fibras longitudinales de cada una de dichas capas (6x) y las dimensiones de la seccion
transversal (b y h).

Se admite en la estructura un desplazamiento maximo de 0.015 m y el espesor de cada

una de las capas del laminado se considera constante. Teniendo en cuenta las condiciones
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de carga y de vinculacion impuestas en la estructura, el momento de referencia que

interviene en la expresion (5.14) se define de la siguiente manera

‘ I?
My =2 8.2
o =5 (8.2)

Los problemas de disefio se resuelven aplicando las siguientes técnicas de optimizacion:
simulated annealing (SA) y simulated annealing catético (SAC). Ambas técnicas fueron
descriptas en el Capitulo 6. La técnica SAC define las variables de disefio a partir de un
sistema caotico. En particular, aqui se utiliza el mapa logistico. Consecuentemente, los
resultados de la implementacion de este método de busqueda son comparados con los
obtenidos al emplear el método de busqueda clasico basado en distribuciones normales.

Se plantean distintos intervalos de variacion de cada una de las variables de disefio con
el fin de evaluar la performance del algoritmo bajo ambos esquemas de generacion. La
Tabla 8.5 muestra en detalle los dominios factibles de cada una de las variables de disefio y
se denomina a cada unos de ellos como D1, D2 y D3. Se propone que la variable 6 puede
adoptar solo dos valores (0° y 90°) y que la secuencia de laminacién sea tal que el laminado
sea ortotropo 6 cross-ply, segun las siguientes posibilidades: [0,.], [90,c], [(0/90),c2]s,
[(90/0)nc2]s.

Tabla 8.5. Dominios de factibilidad de las variables de disefo.

Dominios b h €c e Ok
[m] [m] [mm] [°]
D1 0.2:0.1:0.6 0.2:0.1:0.6 1:1:5 2:2:60 0-90
D2 0.1:0.05:0.6 0.1:0.05:0.6 0.5:0.5:5 2:2:60 0-90
D3 0.1:0.01:0.6 0.1:0.01:0.6 0.5:0.5:5 2:2:60 0-90

La Tabla 8.6 muestra los valores de los parametros involucrados en la programacion de
los algoritmos, siendo r el factor que define la temperatura inicial segin la expresion (6.3),
Tuin la temperatura final que define el criterio de convergencia y u el parametro de

bifurcacion que define la aleatoriedad de la generacion.

Tabla 8.6. Parametros empleados en los algoritmos.

DiSCﬁO R Tmin U
PO1 10 1071° 4
PO2 10 108 4
PO3 100 10710 4
PO4 100 1075 4
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En la Tabla 8.7 se presentan los resultados obtenidos al resolver el problema de disefio
Dqz empleando los dominios de factibilidad D1 y D2 e implementando los métodos de
optimizacion SA y SAC. Alli se muestran los valores 6ptimos del momento critico y del

area de la seccion transversal encontrados en cada uno de los casos analizados.

Tabla 8.7. Soluciones optimas del disefio Dgz.

* * * *

Disefio [[r)n] [fln] [f;] " Laminado F (x) [Mj\ﬁ;n] [rﬁz] Iteraciones
D1/PO1/SAC 0.40 0.60 0.005 2 [0,] 11.180  3.61 0.014 700
D1/PO1/SA 040 0.60 0.005 2 [0,] 11.180  3.61 0.014 700
D2/PO1/SAC 0.45 0.60 0.0045 2 [0,] 10.551  3.63  0.0135 700

D2/PO1/SA  0.40 0.60 0.0005 18 [015] 10.607 3.25 0.0126 700

80 ——SA i
70 SAC i

60 1

50 1

40 1
30 1

Funcién Objetivo

20 1

0 100 200 300 400 500 600 700
Iteraciones
Figura 8.8. Comportamiento de los algoritmos SA y SAC en el disefio Dqz, correspondiente a D1/PO1.

En las Figuras 8.8 y 8.9 se grafican los valores que adopta la funcion objetivo a medida
que avanza el algoritmo para los casos detallados en la Tabla 8.7. En tales resultados se
observa que cuando el paso de los intervalos de variacion es relativamente grande (dominio
D1), ambos algoritmos obtienen la solucidén optima global del problema, siendo el método
SA quien ofrece un menor costo computacional. Sin embargo, al disminuir el paso de los
intervalos de variacion (dominio D2), es decir, al aumentar el dominio de busqueda, el
método SA no encuentra el minimo global empleando los mismos parametros (PO1),
mientras que el método SAC si lo hace con el mismo costo computacional que en el caso
D1/PO1/SAC. No obstante, si bien las soluciones obtenidas con el método SA no son las
soluciones Optimas globales, no existe una gran diferencia entre ellas desde el punto de

vista estructural. Por ejemplo, en el caso D2/PO1/SA el espesor total de la seccion
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transversal es el optimo global, aunque el nimero de capas del laminado y el espesor de

cada una de ellas no lo sea. Es evidente que en este caso el algoritmo SA converge a un

minimo local cercano al global.

Funcién Objetivo

—SA
—SAC ]
100 200 300 400 500 600 700
Iteraciones

Figura 8.9. Comportamiento de los algoritmos SA y SAC en el disefio Dqz, correspondiente a D2/PO1.

Tabla 8.8. Soluciones 6ptimas del disefio Dqy.

*

b

*

h

*

e

*

ne

M.,

A

Disefio [m] [m] [m] Laminado [MNm]  [m’] F(x) [Iteraciones
D1/PO2/SAC 0.50 0.60 0.004 2 [0,] 298 0.0128 11.819 400
D1/PO2/SA  0.50 0.50 0.004 2 [0,] 2.40  0.0120 13.363 400
D1/PO1/SA  0.60 0.60 0.001 8 [Os] 3.55 0.0144 11.868 700
D2/PO3/SAC 055 0.60 0.004 2 [0,] 3.27 0.0136 11.800 360
D2/PO3/SA 045 0.50 0.0025 4 [04] 2.70  0.0140 14.952 360
D3/PO4/SAC 0.53 0.60 0.004 2 [0,] 3.16  0.0133 11.795 1500
D3/PO4/SA 025 046 0.001 10 [010] 0.79  0.0096 28.703 1500
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Figura 8.10. Comportamiento de los algoritmos SA y SAC en el disefio Dqy, correspondiente a D1/PO2.
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Figura 8.11. Comportamiento de los algoritmos SA y SAC en el disefio Dqy, correspondiente a D2/PO3.
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Figura 8.12. Comportamiento de los algoritmos SA y SAC en el disefio Dqy, correspondiente a D3/PO4.

Los resultados obtenidos para el disefio Dqy se muestran en la Tabla 8.8, donde se
especifican las dimensiones de la seccion transversal y la secuencia de laminacion dptimas.
En las Figuras 8.10, 8.11 y 8.12 se grafican los valores de la funcidén objetivo que fueron
aceptados durante el proceso de optimizacion, en los casos detallados en la Tabla 8.8. Se
observa que el comportamiento de ambos algoritmos es similar al expuesto con
anterioridad. Cabe destacar que, en este caso, ain empleando el menor intervalo de
busqueda (D1), el algoritmo SA no alcanza el minimo global utilizando los mismos
pardmetros que al implementar el algoritmo SAC. A diferencia del disefio Dqz, aqui se
considerd un espacio de busqueda ain mayor (dominio D3), aumentando la precision en la
que se determinan las dimensiones de la seccion. Para tales disefios se obtuvieron grandes
diferencias entre los minimos alcanzados por cada de los algoritmos. A continuacion se
realiza una comparacién mas exhaustiva respecto al comportamiento de ambos.

En base a los resultados obtenidos, se puede concluir que al aumentar el dominio de
busqueda de las variables de disefo, la incorporacién de un método de busqueda caotico en

el algoritmo simulated annealing proporciona mejores resultados que la aplicacion del
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método de busqueda clasico. En algunos casos particulares, a iguales parametros de
configuracion, el algoritmo SA queda atrapado en minimos locales, mientras que el
algoritmo SAC encuentra el minimo global. Una de las causas principales de este
comportamiento es la distribucion que adopta la funcion objetivo, la cual presenta varios

minimos locales, como se muestra a continuacion.
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SOp 0.5
40
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Figura 8.13. Distribucion de la funcion objetivo vs. las variables: (a) e, y n. para el disefio Dqz, dominio D2,

h=0.6m,b=0.45m,[0,], (b) by h para el disefio Dqz, dominio D2, e. = 0.0045 m, n. =2, [0,.].
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Figura 8.14. Distribucion de la funcion objetivo vs. las variables: (a) e, y n. para el disefio Dqy, dominio D3,

h=0.6m, b=0.53m,[0,.], (b) by h para el disefio Dqy, dominio D3, ¢, = 0.004 m, n. =2, [0,.].

En la Figura 8.13(a) se grafican los valores que adopta la funcion objetivo para el disefio
Dgz en el dominio D2, variando el nimero de capas y su espesor (fijando las variables b,
y 6k en sus valores optimos). La Figura 8.13(b) muestra los valores de la funcion objetivo,
para el mismo disefo, variando ahora b y 4 (fijando las variables e., n. y 6 en sus valores

optimos). Las variables se grafican en todo el dominio en el que estan definidas,
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identificando las zonas no factibles en blanco. Estas zonas quedan definidas por las
restricciones impuestas al problema y son las que originan la presencia de los minimos
locales que se observan en las figuras 8.13(a) y 8.14(a). Cabe destacar que tal
comportamiento no se presenta en los casos en que varian b y 4 para un nimero fijo de
capas de igual espesor (Figuras 8.13(b) y 8.14(b)), sin embargo, no debe perderse de vista

que, durante la optimizacidn, las variables de disefio son cinco en su totalidad.

1 ey 1r - m -
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Figura 8.15. Distribucion de puntos de: (a) distribucion normal estandar; (b) mapa logistico (u = 4).
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Figura 8.16. Generacion de las variables b, 4, e. y n, utilizando el mapa logistico, siendo u = 4.

Como se menciono, la diferencia entre los dos algoritmos implementados aqui es la

forma de generar las soluciones en cada iteracion. El método de busqueda de SA genera las
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variables en base a una distribucion normal, cuya funcion de densidad se muestra en la
Figura 8.15(a). Mientras que el algoritmo SAC introduce sistemas cadticos en la busqueda
del algoritmo, generando las variables de disefio a partir del mapa logistico, como se
muestra en la Figura 8.15(b). La eficiencia del algoritmo SAC y su ventaja de escapar de
minimos locales esta fundamentada en las propiedades estocasticas y de ergodicidad del
sistema caotico empleado en el método de busqueda. Esto se ve evidenciado en las
generaciones que se muestran en la Figura 8.15. La Figura 8.16 muestra una posible
generacion durante 60 iteraciones, correspondiente a las variables b, 4, e, y n. empleando el
método de busqueda caotico.

Los célculos que se realizaron para el disefio Dqz tuvieron un costo computacional de
alrededor de 30 minutos (700 iteraciones), mientras que para el caso de disefio Dqy el
tiempo total de célculo tuvo un maximo de una hora para el dominio D3. No se observaron
grandes diferencias entre los tiempos de célculo producto de la aplicacion de uno u otro
algoritmo. Cabe destacar que la programacion del algoritmo se realiz6 en un entorno
MATLAB®, empleando un procesador AMD Athlon de 3.01 GHz, con 2.96 GB de

memoria RAM.

8.5 Aplicaciones del esquema de disefio DO4

En el disefio DO1 el factor de peso W fue impuesto de manera arbitraria en el disefio
estructural. Sin embargo, es posible realizar un disefio en el que este factor esté contenido
en la funcidn objetivo global en base a la influencia que tiene cada funcion objetivo en si
misma. Para lograrlo existen distintas alternativas. Una de ellas es emplear el método de
criterio global descrito en el Capitulo 5 durante el desarrollo del esquema de disefio DOA4.
A continuacion, se presentan algunas aplicaciones particulares de dicho esquema.

Se propone disefiar vigas rectas de seccion transversal tipo I sometidas a las condiciones
de borde que se muestran en la Figura 8.17. Para ello, se considera la minimizacion de la
deflexion y del peso de la viga conjuntamente con la maximizacion de la resistencia, tal
como se desarrollo en la seccion 5.3.4.

En particular, se considera una viga de 6 m de longitud y se asume conocida la magnitud
de las cargas (P = -1.10° N, M, = 1.10* Nm, ¢. = -3.10° N/m). Se propone emplear para su
construccion un material compuesto de fibras de vidrio-E y poliéster, cuyas propiedades

mecanicas se dan en el Apéndice .
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Figura 8.17. Condiciones de borde analizadas en el esquema DO4: (a) viga simplemente apoyada (SA), (b)

viga doblemente empotrada (EE). (c) Seccion transversal.

Las dimensiones de la seccion transversal y la laminacion son las variables de disefio del

problema y los dominios en que estan definidas son los siguientes

h=[0.1:0.01:0.6]m, 5=[0.1:0.01:0.6]m, e=[0.004:0.004:0.06] m
Laminados: Caso SAP: [0/0],, [0/90], [45/-45]
Caso EE: [0/0],, [0/90],

(8.3)

N

En el Apéndice I también se pueden ver los carpet plots que definen las resistencias
maximas a tracciéon, a compresion y a corte de los laminados construidos con dicho

material. Tales resistencias adoptan los siguientes valores para los laminados empleados

[0/0], — F,=903MPa, F_=379MPa, F, =44MPa,
[0/90], - F,=104MPa, F,_=112MPa, F, =44MPa, (8.4)
[45/-45], — F,=50MPa, F_=58MPa, F, =95MPa.

Se impone un valor de area maxima que puede tener la seccion transversal (4, = 0.05
m’) y la deflexion méxima es acotada superiormente (J. = 0.015 m), de acuerdo a la
expresion (5.6).

Definidas las restricciones estructurales y geométricas a las que estd sometida la
estructura, se esta en condiciones de resolver el problema de disefio. Como se menciond
anteriormente, en este diseflo se consideran multiples objetivos contenidos en una funcion
objetivo global, como se indica en la formulacion del esquema de disefio dada por (5.20).
Para hallar dicha funcién global, previamente se deben determinar las soluciones Optimas
que generan la maxima carga de pandeo, el minimo desplazamiento y el minimo peso de la
viga resolviendo los tres problemas de optimizacion establecidos en (5.18-5.19).

Dado que los problemas a resolver durante el disefio son relativamente simples y las

variables estan definidas en dominios pequefios, el método SA es implementado en base al



166

método de busqueda clésico.

Luego, los problemas de optimizacion son resueltos implementando
computacionalmente las siguientes técnicas: simulated annealing (SA) y algoritmo genético
(AG), con el propdsito de realizar una comparacion entre ambas, contrastando las
soluciones Optimas y los tiempos de calculo de cada una de ellas. Los conceptos tedricos de
cada algoritmo fueron detallados en el Capitulo 6.

Algoritmo genético es implementado en un entorno MATLAB®, empleando
codificaciones binarias y utilizando los operadores genéticos que se especifican a
continuacion. La poblacioén inicial del algoritmo es generada en forma aleatoria y la
reproduccion se realiza segun la expresion (6.12). Se adopta una probabilidad de cruce P, =
0.5 y una probabilidad de mutacion P,, = 0.01. El problema es restringido mediante un
método de penalizacion, empleando la funcién penalidad que se indica en (6.8). Para ello,
se adopta un valor de £ igual a 1 y el coeficiente & toma un valor de 10 para los problemas
de optimizacion dados por (5.18) y se considera igual a 100 para restringir el problema de
optimizacién multiobjetivo (5.17), dado que en algunos casos la funcion multiobjetivo es
mayor a 10.

La Tabla 8.9 muestra los disefios optimos hallados en los dos casos de vinculacién
analizados. Alli se detallan las soluciones Optimas de cada uno de los problemas de
optimizacion resueltos y los valores optimos de cada una de las funciones objetivo. Se
observa que las soluciones Optimas del problema multiobjetivo contemplan en mayor o
menor medida a cada uno de los objetivos. Analizando fisicamente el problema, minimizar
el desplazamiento y maximizar la resistencia al pandeo implica un aumento en las
dimensiones de la seccion. Sin embargo, minimizar el peso de la estructura se traduce en la
minimizacion del area de la seccidn transversal, por lo que las dimensiones de la seccion
deben ser pequefias. En los resultados se observa que para cumplir estos objetivos en forma
conjunta, b y s son grandes (de manera de otorgar rigidez y resistencia), mientras que el
espesor disminuye tanto como se lo permita la condicidon de estabilidad local de la seccion
(de manera de minimizar el peso). Cabe aclarar que las soluciones dptimas obtenidas para
la viga SAP son similares a las obtenidas para la viga EE. Esto se debe a que tanto el tipo
de carga como su magnitud son similares en ambos casos.

Las dos técnicas de optimizacion empleadas obtuvieron los mismos resultados 6ptimos y
es por eso que no se diferencia entre una u otra técnica en la Tabla 8.9. Sin embargo, a fin
de realizar una comparacion en la performance de ambos algoritmos, en las Tablas 8.10 y

8.11 se exponen los tiempos de célculo y las iteraciones realizadas en cada una de las
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corridas. Empleando el mismo procesador en todos los casos, se obtuvieron diferencias
minimas de tiempo de célculo entre los dos métodos. El niimero de iteraciones se indica
s0lo como una caracteristica de cada una de las técnicas, dado que no es comparable entre
ambas. Esto se debe a que las generaciones son muy diferentes: algoritmo genético genera
poblaciones en cada iteracion mientras que simulated annealing genera una unica solucion
factible por cada iteracion y para hallarla se genera una cantidad incierta de soluciones no
factibles. Por lo tanto, considerando los tiempos de célculo, es evidente que para este caso
particular ambas técnicas son igualmente eficaces. Sin embargo, es importante mencionar
que la configuracion inicial de los parametros de convergencia de AG se define de forma

mas rapida y simple que la configuracion inicial de SA.

Tabla 8.9. Disefios 6ptimos obtenidos en la aplicacion del esquema DO4.

VIGA SAP VIGA EE
fi(x1) [1/Nm] 3.60 107 1.29 107

X, = b e, 0) (0.60,0.58,0.028,0°) (0.60,0.58,0.0028,0°)
f(x;) [m] 0.0006 0.0002

X =(b by, e, ) (0.39,0.60,0.036,0°) (0.39,0.60,0.036,0°)
fi(x3)) [m?] 0.0038 0.0026

x; =(by', by, es, Oi3) (0.28,0.40,0.004,0°) (0.18,0.30,0.004,0°)
Fuce 21.62 37.00
Laminado optimo [04] [04]

(b h'e) (0.60,0.60,0.008) (0.60;0.60;0.008)
M, [Nm] 7.78 10° 2.2210°

Sxw [m] 0.002 0.001

Aggr [m’] 0.0144 0.0144

Tabla 8.10. Costos computacionales en el disefio de la viga simplemente apoyada.

Simulated annealing Algoritmo genético
Tiempo [seg] Iteraciones Tiempo [seg] Iteraciones
min fi(x)=1/M,, 14.9 5200 14.8 500
min fo(X) =0 13.9 6000 13.6 300
min f3(x)=A4 14.1 6000 133 300
min Fyce(X) 13.1 10150 12.0 300

Los célculos se realizaron con un procesador DualCore Intel Wolfdale de 2533 MHz,

con 2044 MB de memoria RAM.
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En las Figuras 8.18 y 8.19 se muestran esquematicamente las soluciones 6ptimas de cada

uno de los problemas de optimizacion resueltos.

Tabla 8.11. Costos computacionales en el disefio de la viga doblemente empotrada.

Simulated annealing Algoritmo genético
Tiempo [seg] Iteraciones Tiempo [seg] Iteraciones
min fi(x) =1/M,, 8.3 4080 10.4 400
min f>(X) =0 9.3 8140 10.0 300
min f3(x) =4 16.0 8000 13.6 300
min Fycg(X) 12.8 9450 14.4 300
min 1/Mcr(x) min d(X) min A(X)
0.60 0.39
;T;l r— = | = j ﬁizg e
058 = 0.028 0.60 —=0.036 040 —f~0.004
T 0.60 7

‘OL x g6 —-0.008

min 1/Mcr(x) min o(X) min A(X)
s e I
| | 018
Il ‘» {f *7
0.58 ~—0.028 0.60 =~ 0.036 (30 —~0.004
L | L | 1
r*O.604j

qz
@Px
§iiiiiiii§w47%
| L |

Figura 8.19. Esquemas de las secciones optimas (viga EE).

Mas allé del método de optimizacién empleado para resolver el problema de disefio, hay
que destacar que el planteo del problema en si mismo hace que los tiempos de célculo sean

considerablemente menores a los que se obtienen al realizar el calculo estructural mediante
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el modelo de elementos finitos. Esto confirma la eficiencia computacional del disefio
analitico y la importancia de poder realizar un disefio preliminar simplificado desde el
punto de vista estructural, sobre todo en problemas de gran escala donde el numero de

iteraciones crece considerablemente.

8.6 Aplicaciones del esquema de disefio bajo incertidumbre DOS

En los casos en que existe cierta incertidumbre respecto a las cargas aplicadas a la
estructura y se desean contemplar posibles variaciones en las mismas, pueden aplicarse
estrategias de anti-optimizacion y formular el esquema de disefio de la manera en que se
describio para el esquema DOS5 en el Capitulo 5. A continuacién, se aplica tal esquema al
disefio de vigas FRP para las dos hipotesis de carga mostradas en la Figura 8.20 (casos C1
y C2), en base a las siguientes especificaciones iniciales.

Se asume que la viga de pared delgada a disefiar serd recta, tendrd 6 metros de longitud y
sera construida con el material GrafitoT300/Epoxi5208, cuyas propiedades se describen en
el Apéndice I. Como se indica en la Figura 8.20, la viga se encuentra empotrada en sus dos
extremos y estd sometida a una carga nominal en la direccion del eje z (Qp = 20 kN). La
seccidn transversal méxima preestablecida es de 0.01 m” admitiendo un desplazamiento
total maximo de 0.015 m.

Las variables de disefio se definen en los siguientes intervalos: b =[0.1:0.02:0.8] m, 4 =
[0.1:0.02:0.8] m, e = [0.004:0.001:0.1] m y 6; = [0, 90], pudiendo formar laminados

ortotropos con un nimero fijo de capas igual a 4.

z Nz
- —_——
zT % ,— QO
Qo y N Ny
Levriiaad)e < R
| L | ] e ] e |
—p— ey
| Nz= 0 cos(a) INz=0,
cl: Ny = 0Oy sen(a,) C2: Ny = ﬁQO

Figura 8.20. Condiciones de borde y estados de carga considerados en el esquema DOS.

El problema de optimizacion externo es resuelto mediante simulated annealing (SA),
mientras que el problema interno se resuelve haciendo una busqueda exhaustiva, dado que

los intervalos de incertidumbre analizados son pequefios y, consecuentemente, el tiempo
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empleado en su resolucion también es pequeno.

En primer lugar, se resuelve el problema de disefio sin considerar la incertidumbre en la
carga, a fin de poder evaluar la robustez de los disefios obtenidos. Para esto, se define una
unica carga nominal de referencia: una carga distribuida en el sentido negativo del eje z, de
magnitud Qy. Los resultados obtenidos se muestran en las primeras filas de las Tablas 8.12
y 8.13, correspondientes a a; = 0y f = 0, respectivamente.

En el caso de carga C1, se adoptan los siguientes tres intervalos de variacion del angulo
de inclinacién de la carga (a): Lip = [-10°:5°:10°], o = [-20°:10°:20°], I3 = [-30°:15°:30°].
Los resultados de este analisis se muestran en la Tabla 8.12.

Se observa que la solucion Optima se modifica en el primer caso analizado (C1-I,¢). Esto
se debe a que cuando a; adopta un valor distinto de cero (es decir, cuando la carga pasa de
ser estrictamente vertical a estar inclinada un cierto angulo), si bien el estado de carga mas
desfavorable estd dado por la carga nominal, la solucidon Optima es restringida por la
condicion de pandeo local. Cabe destacar que si se adoptara un disefio Optimo
deterministico y en algin momento la carga nominal deja de ser vertical, entonces la

estructura fallaria por pandeo local del alma.

Tabla 8.12. Disefios 0ptimos para el caso C1.

Casos N d a ¢ Laminado Costo
[kN] [m] [m] [m] Minimo

Nominal - 0.40 0.80 0.006 [04] 24.70

Cl-1Iy (-20,0) 0.40 0.44 0.008 [04] 36.20

Cl-1Iy (-20,0) 0.36 0.38 0.009 [04] 48.53

Cl-1I5 (-20,0) 0.35 0.40 0.009 [04] 49.57

Tabla 8.13. Disefios 6ptimos para el caso C2.

Casos N d a ¢ Laminado Costo
[kN] [m] [m] [m] Minimo

Nominal - 0.36 0.52  0.008 [04] 39.83
C2-1j (-20, £2) 0.36 0.52  0.008 [04] 39.88
C2 -1y (-20, +4) 0.36 0.52  0.008 [04] 40.06
C2 - Iz (-20, +6) 0.36 0.52  0.008 [04] 40.34
C2 -1y (-20, £8) 0.36 0.52  0.008 [04] 40.74
C2 15 (-20, +10) 0.36 0.52  0.008 [04] 41.24
C2-1Is (-20,£10.2)  0.36 0.38  0.009 [04] 51.04

Los resultados para el caso de carga C2 se muestran en la Tabla 8.13, suponiendo que la

magnitud de la carga secundaria adopta distintos valores definidos en relacion a la carga
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nominal (N, = I, N.). Para ello, se especifican los siguientes intervalos: Ijp = [-
0.10:0.05:0.10], I = [-0.20:0.10:0.20], Iz = [-0.30:0.15:0.30], L4 = [-0.40:0.20:0.40], Iso =
[-0.50:0.25:0.50], Is; = [-0.51:0.255:0.51]. Bajo este estado de carga, el disefio muestra que
la seguridad frente al pandeo global disminuye al considerar la incertidumbre de la carga,
dado que la situaciéon mas desfavorable se produce siempre que exista la carga horizontal y
la solucién Optima no varia. Para este ejemplo en particular, cuando la carga lateral
accidental supera en mas de un 50 % a la carga nominal, se activa la condicién de pandeo
local. Esto significa que recién en ese caso, un disefio dptimo deterministico fallaria por
pandeo localizado de la seccion.

Los tiempos de calculo fueron del orden de 10 minutos en los problemas de
optimizaciéon minimax resueltos (C1, C2) y de 5 minutos en la resolucion del problema
deterministico (considerando so6lo la carga nominal). Cabe destacar que se utiliz6 un

procesador DualCore Intel Wolfdale de 2533 MHz, con 2044 MB de memoria RAM.
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CAPITULO 9

SUMARIO, CONTRIBUCIONES, PUBLICACIONES Y
TRABAJO A FUTURO

9.1 Sumario

En esta tesis se han formulado diferentes esquemas destinados al disefio 6ptimo de vigas
de pared delgada construidas con materiales FRP. Tales esquemas fueron empleados para el
disefio de vigas rectas y curvas sometidas a diferentes situaciones hipotéticas de carga y
vinculaciéon. En los disenos Optimos presentados fueron considerados los siguientes
objetivos: la carga de pandeo global de la estructura, el desplazamiento maximo y el peso
total de la misma. Se propusieron distintas alternativas a fin de contemplarlos en forma
conjunta o individual. Algunas de las funciones multiobjetivo fueron definidas como el
cociente adimensionalizado entre los objetivos particulares a considerar, mientras que otras
fueron determinadas empleando distintos métodos multiobjetivo. En particular, se aplicaron
el método de coeficientes de peso y el método de criterio global. El primero de ellos
consiste en establecer pardmetros de peso arbitrarios a cada objetivo, los cuales son
definidos por el disefiador y, por lo tanto, el esquema de disefio permite considerar uno o
varios objetivos. En cambio, empleando el método de criterio global se define un disefio
multiobjetivo que otorga a cada funcidon objetivo la importancia que le corresponde de
manera implicita. Esto requiere de la resolucion previa de distintos problemas de
optimizacién que minimizan los objetivos particulares.

Los esquemas de disefo se formularon de manera de poder disefar la seccion transversal
de la viga y el laminado 6ptimo. Para ello, el vector de las variables de disefio fue definido
por las dimensiones de la seccion y por los angulos de orientacion de las fibras del
laminado. Se propusieron distintas alternativas para definir el espesor total de las paredes
de la seccion transversal. En el caso mas general se defini6 al mismo como el producto
entre el nimero de capas y el espesor de cada una de ellas, considerando a ambas
magnitudes como variables del problema de optimizacion.

Todos los disefios fueron condicionados por restricciones geométricas y estructurales. Se

consideraron: condiciones de resistencia estatica (aplicando el criterio de falla de Tsai-Wu),
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condiciones de resistencia a fatiga (aplicando el criterio CT-HE basado en el criterio de
Tsai-Hill, extendido para el andlisis de falla por fatiga), condiciones de estabilidad global y
local (la inestabilidad local de la seccion transversal fue evaluada en forma aproximada a
través de las formulas desarrolladas en esta tesis), condiciones de desplazamiento
(preestableciendo el desplazamiento maximo que puede producirse en la estructura) y
condiciones geométricas (las cuales se aplican directamente sobre las dimensiones de la
seccion, verificando ademds que se cumplan las relaciones para que la estructura se

comporte como una viga de pared delgada).

Adicionalmente, se incorporé el concepto de incertidumbre al modelo de disefio,
considerando como variables inciertas a las componentes de la carga aplicada a la
estructura. El modelo matematico mediante el cual se formuld este disefio estd basado en
una técnica de anti-optimizacion, en la cual el problema de optimizacion se resuelve en dos
niveles (optimizaciéon minimax). El problema interno determina las variables Optimas de
incertidumbre que producen la condicion de carga mas desfavorable, mientras que el
externo minimiza la funcion objetivo respecto a las variables de disefio. Se asignaron dos
tipos de variaciones en la carga que contemplan la incertidumbre en cuanto a la orientacion

de la carga y la ocurrencia de pequefias cargas de flexion accidentales.

Es sabido que cuando el problema de disefio se formula como uno de optimizacion, se
requiere implementar un modelo de analisis estructural que defina el comportamiento de la
estructura durante el proceso de disefio y, en forma conjunta, se deben aplicar las técnicas

de optimizacion que permiten obtener la solucién 6ptima del problema.

El andlisis estructural se realizO mediante la aplicacion de un modelo tedrico
desarrollado aqui, basado en el principio de Hellinger-Reissner. El mismo considera
flexibilidad por corte debida a flexion y alabeo en vigas FRP de eje recto o curvo. Se
presentaron dos enfoques para determinar las ecuaciones constitutivas de las resultantes de
tension en el area. El primero surge a partir del variacional constitutivo de Reissner,
mientras que el segundo enfoque se basa en el principio de trabajos virtuales. La ventaja
fundamental del enfoque constitutivo de Reissner es aportar coeficientes de rigidez por
corte en forma natural a la formulacion del problema que proporcionan mejores resultados,
tanto en el célculo de frecuencias naturales como de inestabilidad. Sin embargo, dicho

enfoque estd basado en ciertas hipotesis que limitan su uso en laminaciones mas generales.
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Por este motivo, fue expuesto el segundo enfoque constitutivo basado en el principio de
trabajos virtuales, aunque éste sea mas impreciso.

En base al modelo tedrico de vigas expuesto, se obtuvieron soluciones explicitas
aproximadas que permiten determinar las cargas criticas de pandeo global de vigas rectas
FRP con laminacion simétrica y balanceada de manera analitica. A tal efecto, se
contemplaron secciones transversales doblemente simétricas de vigas sometidas a distintos
estados de flexo-compresion bajo condiciones de vinculacidén particulares. Las cargas
criticas obtenidas empleando dichas formulas fueron comparadas con los resultados de la
aplicacion del modelo de elementos finitos unidimensional presentado.

Por su parte, se desarrollaron férmulas explicitas aproximadas para evaluar las cargas
criticas locales en vigas FRP rectas y curvas de pared delgada con laminacion ortotropa.
Este andlisis de inestabilidad local se realiz6 modelando a cada segmento de la seccion
transversal como una placa de gran longitud y considerando, como aspecto distintivo, la
presencia de esfuerzos variables linealmente en las paredes de la viga. Luego, la carga de
pandeo local se determin6 considerando a cada pared de la seccion transversal como una
placa individual de gran longitud restringida rotacionalmente por el segmento adyacente.
Los resultados emergentes del procedimiento analitico expuesto para el andlisis de
inestabilidad local fueron contrastados con los resultados obtenidos de modelos
tridimensionales de elementos lamina implementados en ABAQUS 6.7%.

Durante la resolucion de los diferentes esquemas de disefio propuestos, la respuesta
estructural fue evaluada empleando el modelo teérico mencionado anteriormente. En su
mayoria, a tal fin se implementé un modelo de elementos finitos unidimensional y se
incorporo el estudio analitico de la inestabilidad local empleando las formulas desarrolladas
a tal fin en esta tesis. Ademads, se propuso un esquema particular de predisefio de vigas FRP
simplemente apoyadas y bi-empotradas sometidas a un estado de flexo-compresion. En este
caso, la respuesta estructural se obtuvo mediante formulas explicitas expuestas en esta tesis,

tanto para el analisis estatico como para el calculo de inestabilidad global y local.

Los problemas de optimizacién fueron resueltos aplicando técnicas de optimizacion
heuristicas. En particular, se emplearon las técnicas de optimizacion Simulated Annealing
(SA), Simulated Annealing Caotico (SAC) y Algoritmo Genético (AG). En todos los
disefios se empled el método SA para hallar la solucidn Optima y, en algunos casos
particulares, se aplicaron los métodos SAC y AG con el objetivo de realizar comparaciones

entre ellos, respecto a su comportamiento y convergencia.
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Se obtuvieron buenos resultados aplicando SA, tanto en lo que respecta a las soluciones
halladas como a los tiempos de céalculo. Sin embargo, en los casos en que, tanto el numero
de variables como el dominio de busqueda son muy grandes, el método SA presenta ciertas
dificultades de convergencia a la solucion Optima global del problema, mientras que el
método SAC converge al 6ptimo global con menor error. Estas diferencias se atribuyen al
método de blisqueda que emplea cada uno de los algoritmos.

Adicionalmente, se empled la técnica AG en uno de los esquemas de disefio y su
comportamiento también fue comparado con el del método SA. En este caso, los resultados
arrojados por ambos fueron muy similares en cuanto a soluciones y tiempos de calculo
obtenidos. Sin embargo, se observo que la configuracion inicial de los parametros de

convergencia de AG se define de forma mas répida y simple que la configuracion inicial de

SA.

9.2 Contribuciones

Se formularon novedosos esquemas destinados al disefio de vigas FRP, que contemplan
el cumplimiento de las restricciones impuestas a la estructura y permiten satisfacer varios
objetivos de manera conjunta.

Se considerd la incertidumbre que puede existir en la carga aplicada a la estructura,
empleando conjuntos de intervalos que determinan el caso de carga mas desfavorable frente
a las distintas acciones sobre la estructura.

En cuanto a la metodologia desarrollada e implementada para la resolucion de los

esquemas de disefo propuestos, se destacan las siguientes contribuciones:

Se desarrollé un modelo tedrico estructural para el analisis de vigas FRP de pared
delgada de eje curvo basado en el principio de Hellinger-Reissner. Dicho principio
permite obtener de manera implicita coeficientes de rigidez por corte mejorados.

- El modelo estructural teérico se implementdé numéricamente a partir de un modelo
de elementos finitos unidimensional desarrollado a tal fin.

- Se obtuvieron soluciones analiticas aproximadas para la determinacion de las cargas
de pandeo flexo-torsional para determinados casos particulares de vinculacion. Estas
soluciones son de facil implementacion y permiten hallar de manera simple las
cargas criticas de pandeo.

- Se desarrollaron formulas explicitas aproximadas para la evaluacion del pandeo local

en vigas FRP, bajo cualquier estado de carga, siendo validas tanto para secciones
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cerradas como abiertas.

- Se implementaron técnicas de optimizacion que permiten hallar el disefio éptimo en
problemas multimodales con variables discretas. Se destaca el comportamiento y la
performance demostrada por el algoritmo SAC en la aplicacion a problemas de gran

escala.

9.3 Publicaciones realizadas

De los estudios presentados en esta tesis han surgido una serie de publicaciones, las

cuales se detallan a continuacion:

e Reguera F, Vidal MC, Cortinez VH (2007). Disefio optimo de vigas de pared
delgada construidas con material compuesto. Publicado como capitulo del libro
Modelizacion aplicada a la ingenieria, Vol. II. Legnani, Jacovkis, Armentano Editores.
SeCyT UTN-FRBA, ISBN: 978-950-42-0082-6, pags. 445-470.

e Reguera F, Cortinez VH (2008). Analisis de estabilidad de taludes mediante un
método de optimizacion aleatorio. Memorias del XIX Congreso Argentino de Mecénica
de Suelos e Ingenieria Geotécnica (CAMSIG), pags. 21-28.

e Reguera F, Cortinez VH, Piovan MT (2009a). Disefio de vigas compuestas mediante
elementos finitos. Mecanica Computacional XXVIII, Asociacion Argentina de Mecanica
Computacional. P.A. Lotito, L. A. Parente y M. Vénere, editores, ISSN 1666-6070,
pags. 767-788.

e Dotti FE, Reguera F, Cortinez VH, Piovan MT (2009b). Una revision de los
conceptos de la mecanica de fractura fractal discreta. Mecanica Computacional XXVIII,
Asociacion Argentina de Mecanica Computacional. P.A. Lotito, L. A. Parente y M.
Vénere, editores, ISSN 1666-6070, pags. 985-1009.

e Reguera F, Cortinez VH (2010). Soluciones analiticas simplificadas para el disefio
optimo de vigas compuestas de paredes delgadas. Mecanica Computacional XXIX,
Asociacion Argentina de Mecanica Computacional. E.N. Dvorkin, M. B. Goldschmit y
M. A. Storti, editores, ISSN 1666-6070, pags. 1575-1589.

e Reguera F, Cortinez VH (2011). Disefio 6ptimo de vigas compuestas laminadas
sujetas a cargas inciertas. Mecanica Computacional XXX, Asociacion Argentina de
Mecéanica Computacional. O. Moller, J. W. Signorelli, M. A. Storti, editores, ISSN
1666-6070, pags. 2133-2144.
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e Reguera F, Cortinez VH (2012). Disefio 6ptimo de vigas curvas construidas con
material compuesto. Mecanica Computacional XXXI, Asociacion Argentina de
Mecéanica Computacional. A. Cardona, P. H. Kohan, R. D. Quinteros, M. A. Storti,
editores, ISSN 1666-6070, pags. 3481-3499.

9.4 Sugerencias de trabajo a futuro

El modelo estructural presentado, basado en el principio de Hellinger-Reissner, es valido
so0lo para laminaciones simétricas y balanceadas u ortotropas. Sin embargo, es posible
sustituir tal enfoque por el de trabajos virtuales para analizar laminaciones genéricas.

No obstante, el estudio de pandeo local desarrollado es Unicamente valido para
laminaciones ortotropas. Por lo tanto, la aplicacion del presente modelo estructural a casos
de laminacidn general deberia contemplar tal aspecto una vez obtenida la estructura 6ptima,
aplicando un modelo tipo ldmina. Asimismo, seria de interés desarrollar expresiones
generales que permitan verificar la estabilidad local de la estructura durante el proceso de
disefio para el caso de laminaciones generales, en base a la energia de deformacion para
una placa de laminacion general. En tal caso, deberan realizarse los desarrollos y las
comparaciones correspondientes que corroboren la validez de las mismas.

Si bien la teoria de vigas presentada es aplicable a secciones transversales genéricas, la
misma no fue implementada computacionalmente desde ese punto de vista. Una manera de
realizar dicha implementacion es modelar la seccion transversal mediante puntos definidos
por coordenadas. Esto representaria una importante extension en cuanto al disefio dptimo
de vigas, dado que podria realizarse la optimizacion de forma de la seccion transversal de
manera automatica.

Adicionalmente, los esquemas de disefio propuestos podrian aplicarse al analisis de
entramados planos y espaciales, de manera similar al trabajo propuesto por Piovan et al.
(2002) para el analisis de vibraciones libres.

Por su parte, en los resultados numéricos se supusieron diferentes estados de carga a los
que pueden estar sometidas las estructuras tipo viga durante su vida ttil. Sin embargo,
podrian considerarse cargas de origen térmico, actuando en forma conjunta o
individualmente.

Los esquemas de disefio presentados son, en su mayoria, modelos de optimizacion
deterministicos. Sin embargo, el disefio estructural puede ser formulado de manera mas

robusta y sofisticada sobre la base de distintos modelos matematicos de incertidumbre.
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Aqui se empled un modelo matematico de incertidumbre basado en el analisis del peor
escenario posible. No obstante, disefios similares pueden ser formulados empleando otras
técnicas que consideren posibles incertezas en las variables operativas del sistema. Mas
particularmente, en investigaciones futuras se estudiara la formulacion de disefios Optimos
basados en confiabilidad (RBDO) en vigas de pared delgada compuestas. Los modelos
RBDO presentan grandes ventajas en el disefio estructural, dado que permiten la inclusion
de distintos parametros de incertidumbre, pudiendo evaluar los cambios que ellos producen
en la solucion. Pueden ser empleados en este aspecto los conceptos desarrollados en los
trabajos de Jeong y Shenoi (2000), Schiieller (2001), Papadrakakis y Lagaros (2002), Youn
y Choi (2004), Tsompanakis y Papadrakakis (2004), Papadrakakis et al. (2005), Lagaros y
Papadopoulus (2006), Beck y Santana Gomes (2012).

Finalmente, resulta interesante el estudio y la implementacion de nuevas técnicas de
optimizacioén heuristicas y sus posibles variaciones, teniendo en cuenta la posibilidad de
incluir, en los algoritmos clasicos, modificaciones que mejoren la convergencia de los

mismos y/o cambios que produzcan la disminucion de los costos computacionales.
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APENDICE I

PROPIEDADES DE MATERIALES FRP

Se definen las propiedades de los materiales FRP y de sus componentes segun la

siguiente nomenclatura

Propiedades de las fibras

En Modulo de elasticidad longitudinal
G2 Modulo de corte longitudinal
Of12 Coeficiente de Poisson
Sl Resistencia a traccion
o Densidad

Propiedades de las matrices
En Moddulo de elasticidad
Gnm Modulo de corte
Om Coeficiente de Poisson
Sm Resistencia a traccion
Pm Densidad

Propiedades de la laimina compuesta
p Densidad
E; Modulo de elasticidad longitudinal
E> Modulo de elasticidad transversal
G2 Modulo de corte longitudinal
Gxn Modulo de corte transversal
V12 Coeficiente de Poisson longitudinal
023 Coeficiente de Poisson transversal
57 Resistencia a traccion longitudinal
53 Resistencia a traccion transversal
Sp Resistencia al corte membranal
sy Resistencia a compresion longitudinal

s5 Resistencia a compresion transversal
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A continuacion se especifican las propiedades de los materiales FRP empleados en la

tesis.
Tabla AI.1. Propiedades de las fibras empleadas.
Propiedad Vidrio-E' Vidrio-E* (;,r;gléo
Ey [GPa] 72 72.3 231
Gy [GPa] 33 - 91
D12 0.09 0.22 0.27
sg [MPa] 3103 3450 3241
pe [Kg/m’] 2600 2500 1770
Tabla AIIL.2. Propiedades de las matrices empleadas.
Propiedad Virllizlé':;ter Poliéster }?2)(();;1
E., [GPa] 3.2 34 3.9
G [GPa] - 1.23 1.4
Om - 0.38 0.35
Sm [MPa] 79 55.2 50
pm [Kg/m’] 1300 - 1270
Tabla AI3. Propiedades de las laminas unidireccionales.
propiodad KE 491 o Viarone 0 S Grato asay [0S
Epoxi *) Poliéster *) Epoxi 3501 *)
p [Kg/m’] 1380 - - 1600 - -
E, [GPa] 75.80 24.4 379 181 38.0 19.93
E, [GPa] 5.50 6.87 11.3 10.3 11.0 6.89
G, [GPa] 2.07 2.89 33 7.17 2.36 12.93
G13 [GPa] 2.00 - 3.03 - 2.34 -
012 0.34 0.32 0.30 0.28 0.30 0.33
023 0.37 0.32 0.40 0.59 0.30 0.32
s, [MPa] 1380 548 903 1500 - -
s, [MPa] 34.50 43 40 40 - -
s, [MPa] 44.10 64 40 68 - -
s, [MPa] 576 803 357 1500 - -
s, [MPa] 138 187 68 246 - -

En el caso de materiales transversalmente isétropos (indicados con ) en las tablas), el

moddulo de corte transversal puede ser determinado por
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E
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Las propiedades de los materiales Vidrio-E/Viniléster1222 y GrafitoT300/Epoxi5208 se
obtuvieron de Kollar y Springer (2003), el material Vidrio-E/Viniléster fue empleado por
Bank (2006), el material GrafitoAS4/Epoxi3501 fue utilizado por Cortinez y Piovan (2002)
y los materiales Kevlar49/Epoxi y Vidrio-E*/Poliéster fueron utilizados por Barbero (1998).
Para este ultimo material, Barbero (1998) obtiene los carpet plots que permiten hallar las

resistencias de distintos laminados. Dichos graficos se reproducen a continuacion.

Fxt=903 MPa @a =1.0
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Figura Al1. Carpet plot para hallar la resistencia a la traccion de laminados de Vidrio-E*/Poliéster.
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Figura AL2. Carpet plot para hallar la resistencia a la compresion de laminados de Vidrio-E*/Poliéster.
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Figura AL3. Carpet plot para hallar la resistencia al corte de laminados de Vidrio-E*/Poliéster.
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