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Resumen.

En esta tesis trabajamos los módulos periódicos, los módulos virtualmente periódicos

y los módulos ortogonales a su resolución. Estudiamos las dimensiones homológicas de

dichos módulos, en particular, el valor en la funciones φ y ψ de Igusa-Todorov en los

módulos ortogonales a su resolución. También, calculamos las dimensiones homológicas

(�n.dim, φ-dim, ψ-dim) de las álgebras n-ortogonales a su resolución.

En primer lugar, haciendo uso de la descripción de las sizigias en las álgebras de

radical cuadrado cero y en las álgebras truncadas, describimos los módulos periódicos y

virtulamente periódicos en función del carcaj. Además, en el caso de las álgebras de radical

cuadrado cero, caracterizamos los módulos simples virtualmente periódicos en función de

su dimensión proyectiva o inyectiva. Por otro lado, mostramos que en las álgebras n-

Gorenstein los módulos p-periódicos indescomponibles no proyectivos coinciden con los

módulos fuertemente Gorenstein proyectivos. Estos resultados nos serán de utilidad en el

resto del trabajo para construir ejemplos.

En segundo lugar, de�nimos los módulos ortogonales a su resolución los cuales son

una generalización de los módulos estables y por lo tanto, de los módulos Gorenstein

proyectivos. Demostramos que los valores de las funciones φ y ψ de Igusa-Todorov en

los módulos ortogonales a su resolución coinciden. A partir de un módulo ortogonal a su

resolución construimos una subcategoría χ
X
de modΛ y probamos que el funtor sizigia

es un funtor �el y pleno de χ
X
en sí misma. Utilizando dicho funtor, mostramos que la

primera función Igusa-Todorov, φ, se anula en los módulos ortogonales a su resolución.

Finalmente, utilizando los módulos ortogonales a su resolución, de�nimos las álgebras

n-ortogonales a su resolución y demostramos que su dimensión �nitista, su φ-dimensión

y su ψ-dimensión son �nitas.





Abstract.

In this thesis we work with the periodic modules, virtually periodic modules and

orthogonal to their resolution modules. We study homological dimensions of such modules,

and particularly, the value of Igusa-Todorov's functions φ and ψ at orthogonal to their

resolution modules. We also compute the homological dimensions (�n.dim, φ-dim, ψ-dim)

of the Orthogonal to their resolution algebras.

First, making use of syzygy's description for radical square zero algebras and for

truncated path algebras, we describe periodic and virtually periodic modules according to

the quiver. Moreover, in the case of radical square zero algebras, we characterize simple

virtually periodic modules in function of their projective or injective dimension. On the

other side, we show that, for n-Gorenstein algebras, non-projective indecomposable p-

periodic modules coincide with the strongly projective Gorenstein modules. These results

will become useful to us in the rest of the work for building examples.

Second, we de�ne orthogonal to their resolution modules, which are a generalization

of stable modules and therefore, of projective Gorenstein modules. We demonstrate that

the values of Igusa-Todorov's functions φ and ψ in orthogonal to their resolution modules

coincide. From an orthogonal to its resolution modules we build the subcategory χX of

mod Λ and we prove that the syzygy functor is a faithful and full functor of χX over

itself. Using the mentioned functor, we show that φ, the �rst Igusa-Todorov's function, is

nulli�ed in orthogonal to their resolution modules.

Finally, using orthogonal to their resolution modules, we de�ne the n-orthogonal to

their resolution algebras and we prove that its �nitistic dimension, φ-dimension and ψ-

dimension are �nite.
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Introducción.

En el marco de la teoría de representaciones de álgebras de Artin y del álgebra homoló-

gica, se presenta una conjetura que fue planteada hace más de 60 años llamada Conjetura

de la Dimensión Finitista.

Para enunciar dicha conjetura comencemos recordando las de�niciones de las dimen-

siones �nitistas.

Si Λ es una R-álgebra, donde R es un anillo conmutativo artiniano con unidad, se

de�nen las dimensiones �nitistas como:

1. fin.dim(Λ) = sup{dp(M) : dp(M) <∞ con M ∈ mod Λ},

2. Fin.dim(Λ) = sup{dp(M) : dp(M) <∞ con M ∈ Mod Λ}.

En 1960, en su trabajo [B] H. Bass menciona que Rosenberg y Zelinsky se preguntaron

si �n.dim(Λ) <∞ y si �n.dim(Λ) = Fin.dim.(Λ). Fue así que Bass planteó las siguientes

preguntas:

Conjetura de la dimensión �nitista I:

Para toda álgebra de Artin Λ, ¾�n.dim(Λ) <∞?

Conjetura de la dimensión �nitista II:

Para toda álgebra de Artin Λ, ¾�n.dim(Λ) = Fin.dim.(Λ)?

En 1992 B. Huisgen-Zimmermann presentó en [H-Z1] contraejemplos, mostrando que

la conjetura II no es válida para las álgebras monomiales, y por lo tanto mostrando que

la conjetura II es falsa.

Distinto es el panorama con respecto a la conjetura I, pues si bien solo ha sido re-

suelta parcialmente, se conoce una gran familia de álgebras para las cuales es verdadera.

Entre las familias de álgebras para las cuales se sabe que la conjetura I es cierta desta-

camos las siguientes tres: las álgebras Λ tales que rad2l+1(Λ) = 0, y que Λ
radl(Λ)

sea de
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tipo de representación �nita (1994, Y. Wang), las álgebras Λ tales que rep.dim(Λ) ≤ 3

(2002-2005, K. Igusa- G. Todorov) y las álgebras Λ que tienen a lo sumo tres estratos

radicales de dimensión proyectiva in�nita (2009, F. Huard- M. Lanzilotta- O. Mendoza).

Las herramientas en común que utilizaron los autores para demostrar la conjetura I en

los casos mencionados fueron las funciones de Igusa-Todorov, φ y ψ. Cabe aclarar que a

pesar de que dichas funciones fueron utilizadas por Y. Wang en 1994, las mismas fueron

presentadas por primera vez por K. Igusa y G. Todorov en el 2005, en el trabajo titulado

�On the �nitistic dimension conjecture for artin algebras� ([IT]).

Las funciones de�nidas por K. Igusa y G. Todorov asignan a cada módulo un entero no

negativo, y en cierto sentido generalizan a la dimensión proyectiva, puesto que, coinciden

con la dimensión proyectiva cuando el módulo tiene dimensión proyectiva �nita. Así,

dichas funciones dan lugar a nuevas dimensiones homológicas, a saber, la φ-dim y la ψ-

dim de un álgebra de Artin Λ. En relación con la �n.dim, estas medidas cumplen las

siguientes desigualdades:

fin.dim(Λ) ≤ φ-dim(Λ) ≤ ψ-dim(Λ) ≤ gl.dim(Λ).

Las funciones φ y ψ de Igusa-Todorov no solo son importantes por su relación con la

conjetura de la dimensión �nitista I, sino que en sí mismas son un tema importante de

investigación ya que guardan relación con diversos campos de la teoría de las representa-

ciones de álgebras de Artin y del álgebra homológica. Por ejemplo:

En 2013, F. Huard y M. Lanzilotta demostraron en [HL] que un anillo artiniano a

derecha R es auto-inyectivo si y solo si ψ(M) = 0 para todo R-módulo a derecha

�nitamente generado M si y solo si φ(M) = 0 para todo R-módulo a derecha

�nitamente generado M .

En 2014, S. Fernandes, M. Lanzilotta y O. Mendoza ([FLM]) caracterizaron la φ-

dimensión del álgebra en función de los funtores Ext y Tor y demostraron que la

�nitud de la φ-dim es invariante por equivalencia derivada.

El principal interés en esta tesis es calcular el valor de las funciones φ y ψ de Igusa-

Todorov en cierta familia de módulos sobre álgebras de Artin. Además, en la primera

parte de la misma, se darán caracterizaciones de los módulos periódicos y virtualmente
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periódicos sobre cierto tipo de álgebras las cuales nos ayudarán a construir ejemplos y

contraejemplos que usaremos a lo largo de este trabajo.

El capítulo I está completamente dedicado a los conceptos previos necesarios para

la comprensión de esta tesis. Las primeras tres secciones del capítulo están destinadas

a presentar ciertos resultados sobre álgebras de Artin, álgebra homológica y álgebras de

caminos. Muchos de estos resultados son hechos muy conocidos y por lo tanto se omite

su demostración. La cuarta sección está totalmente dedicada a resumir los resultados

principales de las funciones φ y ψ de Igusa-Todorov. A pesar de ser resultados conocidos

ofrecemos aquí su demostración, ya que la de�nición que presentaremos de la primera

función de Igusa-Todorov, φ, no es exactamente la dada por los autores en [IT].

El capítulo II está destinado a los módulos p-periódicos y virtualmente p-periódicos y

sus duales, los módulos i-periódicos y virtualmente i-periódicos en álgebras de Artin. Las

de�niciones de estos módulos fueron extraídas del artículo [IZ2] de K. Igusa y D. Zacharia

no publicado. Conceptos muy similares a dichas de�niciones habían sido presentadas por

K. Igusa y D. Zacharia en su trabajo previo [IZ1]. En la primera sección de este capítulo, en

el contexto de la álgebras de Artin, repasamos las de�niciones de los módulos periódicos

y estudiamos propiedades de dichos módulos. En la segunda y tercera sección, en el

marco de las álgebras de carcaj de radical cuadrado cero y de las álgebras truncadas,

respectivamente, caracterizamos los módulos p-periódicos y virtualmente p-periódicos en

función del carcaj. Además, en el caso de las álgebras de radical cuadrado cero mostramos

que los módulos simples con dimensión proyectiva in�nita son exactamente los módulos

i-periódicos. En la útima sección del capítulo, trabajamos los módulos periódicos en las

álgebras Gorenstein. Aquí probamos que un módulo indescomponible no proyectivo, es

p-periódico si y sólo si es fuertemente Gorenstein proyectivo.

El principal interés en el capítulo III es calcular el valor de la primera función de

Igusa-Todorov, φ, en los módulos ortogonales a su resolución. En la primera parte de

este capítulo de�nimos dichos módulos y estudiamos ciertas propiedades. En la segunda

parte del capítulo, a partir de los módulos ortogonales a su resolución, de�nimos una

subcategoría de la categoría estable de módulos y demostramos que la sizigia de�ne un

funtor �el y pleno sobre ella. Finalmente, usando este funtor, probamos que φ(M) = 0

para todo módulo ortogonal a su resolución.
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En el capítulo IV, de�nimos las álgebras n-ortogonales a su resolución y probamos

que su �n.dim, φ-dim y ψ-dim son �nitas. Entre los ejemplos de álgebras n-ortogonales a

su resolución se encuentran las álgebras n-Gorenstein. Finalizamos el capítulo, hallando

una familia de álgebras n-ortogonales a su resolución en el contexto de las álgebras de

matrices triangulares.



Capítulo 1

Conceptos preliminares.

Este capítulo contiene las de�niciones y resultados teóricos que serán necesarios para la

comprensión de este trabajo, que pueden verse en [ARS, A, ASS, IT, Wa, HLM]. También

�jaremos notaciones a utilizar en este trabajo.

1.1. Álgebras de Artin.

A lo largo de esta tesis R denotará un anillo conmutativo artiniano con unidad y Λ

una R-álgebra de Artin. Recordemos que una R-álgebra de Artin es un anillo Λ junto con

un mor�smo de anillos φ : R → Λ, tal que la imagen de φ está contenida en el centro de

Λ, y Λ es �nitamente generada como R-módulo. Así, resulta que Λ es un anillo artiniano a

izquierda y a derecha. Ejemplos de álgebras de Artin son las álgebras de dimensión �nita

sobre un cuerpo.

Dada un álgebra de Artin Λ, consideraremos la categoría de los Λ-módulos �nitamente

generados a izquierda, la cual notaremos con mod Λ. Se sabe que esta categoría es una ca-

tegoría abeliana. En [ARS, I Proposición 3.1] se prueba que en mod Λ existe una cantidad

�nita de módulos simples no isomorfos dos a dos, los cuales notaremos con S1, · · · , Sn.

Recordemos que un epimor�smo f : A→ B en modΛ se llama esencial si g : X → A

es un epimor�smo siempre que fg lo es. Luego, se de�ne la cubierta proyectiva P0(M)

de un Λ-módulo M como un epimor�smo esencial f : P0(M)→M donde P0(M) es un Λ-

módulo proyectivo. Se prueba que todo módulo en mod Λ admite una cubierta proyectiva

5
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[ARS, I Teorema 4.2]. Más aún, todo módulo en mod Λ tiene una resolución proyectiva

minimal, esto es, dado un Λ-módulo M se tiene la siguiente sucesión exacta:

· · · fn+1 // Pn
fn // · · · f2 // P1

f1 // P0
f0 //M // 0

donde f0 : P0 → M es la cubierta proyectiva de M y los f i : Pi → Ker(fi−1) son las

cubiertas proyectivas de los módulos Ker(fi−1) para todo i ≥ 1, y donde fi = ιi−1f i para

todo i ≥ 1, siendo ιi−1 : Ker(fi−1) → Pi−1 las inclusiones canónicas. Si la resolución

proyectiva minimal deM tiene longitud n se dirá que la dimensión proyectiva deM es

n, y se notará dp(M) = n. Caso contrario diremos que la dimensión proyectiva de M es

in�nita, es decir, dp(M) =∞. Llamaremos sizigia enésima deM y notaremos con Ωn(M)

al módulo Ker(fn−1) para todo n ≥ 1. La siguiente observación es un hecho conocido:

Observación 1.1.1. Sea P, M y N Λ-módulos, con P proyectivo. Entonces valen las

siguientes propiedades:

1. Ω1(M ⊕N) = Ω1(M)⊕ Ω1(N).

2. Ω1(P ) = 0.

Dualmente se de�nen la envoltura inyectiva, la co-resolución inyectiva y la dimensión

inyectiva. Un monomor�smo de Λ-módulos f : A → B se llama esencial si g : B → Y

es monomor�smo siempre que gf lo es. La envoltura inyectiva I0(M) del Λ-módulo M

es un monomor�smo esencial i : M → I0(M) tal que I0(M) es un Λ-módulo inyectivo.

Se prueba que todo módulo en mod Λ tiene una envoltura inyectiva [ARS, II Proposición

4.6]. Luego todo módulo en mod Λ tiene co-resolución inyectiva minimal, es decir,

para un módulo M se tiene la sucesión exacta:

0 //M
i0 // I0

i1 // I1
i2 // · · · in // In

in+1 // · · ·

donde i0 : M → I0 es la envoltura inyectiva deM y los mor�smos ij : Coker(ij−1)→ Ij son

las envolturas inyectivas de los módulos Coker(ij−1) para todo j ≥ 1, y donde ij = ijπj−1,

siendo πj−1 : Ij−1 → Coker(ij−1) la proyección canónica, para todo j ≥ 1. Luego si

la co-resolución inyectiva minimal tiene longitud �nita n, diremos que la dimensión

inyectiva de M es n, lo cual notaremos por di(M) = n, en caso contrario diremos que la
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dimensión inyectiva de M es in�nita, o sea, di(M) =∞. Llamaremos co-sizigia enésima

de M y notaremos con Ω−n(M) al módulo Coker(in−1) para todo n ≥ 1. Dualizando la

Observación 1.1.1, tenemos las siguientes propiedades:

1. Ω−1(M ⊕N) = Ω−1(M)⊕ Ω−1(N), para M, N en mod Λ.

2. Ω−1(I) = 0, para todo Λ-módulo inyectivo I.

Recordemos que una relaciónR sobre una R-categoría C es un R-submóduloR(A,B)

de HomC(A,B), para todo par de objetos A y B en C, donde la ley de composición

HomC(A,B) ⊗ HomC(B,C) → HomC(A,C) satisface que Im(R(A,B) ⊗ HomC(B,C) →

HomC(A,C)) ⊂ R(A,C) e Im(HomC(A,B)⊗R(B,C)→ HomC(A,C)) ⊂ R(A,C). Luego

se de�ne la categoría cociente C/R de C módulo la relación R, por la categoría donde

Obj(C/R) = Obj(C) y HomC/R(A,B) = HomC(A,B)/R(A,B).

Notaremos con P(A,B) a la relación de�nida sobre mod Λ de los mor�smos

f : A → B que se factorizan a través de un módulo proyectivo y, con mod Λ, a la

categoría cociente mod Λ/P . Por otro lado, notaremos con I(A,B) a la relación de�nida

sobre mod Λ de los mor�smos f : A→ B que se factorizan a través de un módulo inyectivo

y, por mod Λ a su respectiva categoría cociente mod Λ/I.

Consideraremos además el funtor sizigia Ω : mod Λ → mod Λ que a cada módulo

A le asigna el módulo Ω(A) y a cada mor�smo f : A → B le asigna un mor�smo

t : Ω(A)→ Ω(B) tal que el siguiente diagrama es conmutativo en mod Λ:

0

��

0

��
Ω(A) t //

��

Ω(B)

��
P0(A)

g //

��

P0(B)

��
A

f //

��

B

��
0 0

.

Dualmente consideraremos el funtor co-sizigia Ω−1 : mod Λ → mod Λ que a cada

módulo A le asigna el módulo Ω−1(A) y a cada mor�smo f : A→ B le asigna un mor�smo
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v : Ω−1(A)→ Ω−1(B) tal que el siguiente diagrama es conmutativo en mod Λ:

0

��

0

��
A

f //

��

B

��
I0(A)

g //

��

I0(B)

��
Ω−1(A) v //

��

Ω−1(B)

��
0 0

.

Observación 1.1.2. De la Observación 1.1.1 y su dual, se tiene que los funtores

Ω : mod Λ→ mod y Ω−1 : mod Λ→ modΛ son funtores aditivos.

Recordemos que toda R-álgebra de Artin Λ induce sobre el anillo opuesto de Λ una

R-álgebra de Artin, que notaremos Λop. El siguiente teorema muestra la relación entre las

categorías mod Λ y mod Λop.

Teorema 1.1.3. [ARS, Theorem, 3.3] Si Λ es una R-álgebra de Artin entonces el funtor

contravariante D : mod Λ → mod Λop, de�nido por D(X) = HomR(X, I0(R/radR)), es

una dualidad.

1.2. Resultados del álgebra homológica.

Presentaremos en esta sección los resultados del álgebra homológica que nos serán de

utilidad a lo largo de esta tesis. Comenzaremos con la siguiente proposición.

Proposición 1.2.1. [ARS, II Proposición 1.5] Sean C y D dos R-categorías y sea

D : C → D una dualidad. Entonces:

1. Un mor�smo f : A → B en C es un monomor�smo (epimor�smo) si y solo si

D(f) : D(B)→ D(A) es un epimor�smo (monomor�smo) en D.

2. Un objetoX en C es proyectivo (inyectivo) si y solo siD(X) es inyectivo (proyectivo)

en D.
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A continuación enunciaremos tres lemas cuya demostraciones se presentan en [A].

Lema 1.2.2. [A, II Lemme 3.5](Lema de los 5) Consideremos en mod Λ, el siguiente

diagrama conmutativo con �las exactas:

M1
u1 //

f1

��

M2
u2 //

f2

��

M3
u3 //

f3

��

M4
u4 //

f4

��

M5

f5

��
N1

v1 // N2
v2 // N3

v3 // N4
v4 // N5

entonces:

1. Si f5 es un monomor�smo y f2, f4 son epimor�smos, entonces f3 es un epimor�smo.

2. Si f1 es un epimor�smo y f2, f4 son monomor�smos, entonces f3 es un monomor-

�smo.

3. Si f5 es un monomor�smo, f1 un epimor�smo y f2, f4 isomor�smos, entonces f3 es

un isomor�smo.

Lema 1.2.3. [A, II Lemme 3.6](Lema de la serpiente) Consideremos en mod Λ, el si-

guiente diagrama conmutativo con �las exactas:

L u //

f
��

M v //

g
��

N //

h
��

0

0 // L′ u′ //M ′ v′ // N ′ .

Entonces, existe un mor�smo δ : Kerh→ Coker f tal que la sucesión:

Ker f
u1 // Ker g

v1 // Kerh δ // Coker f
u2 // Coker g

v2 // Cokerh

es exacta, donde u1, v1, u2 y v2 son las inducidas por u, v, u′ y v′, respectivamente.

Además:

1. u1 será monomor�smo si u lo es.

2. v2 será epimor�smo si v′ lo es.

Lema 1.2.4. [A, IX Lemme 3.3](Lema de Décalage) Dados dos Λ-módulos M y N ,

tenemos los siguientes isomor�smos funtoriales:
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1. Extn+1
Λ (M,N) ∼= ExtnΛ(Ω(M), N) ∼= · · · ∼= Ext1

Λ(Ωn(M), N) para todo n ≥ 0.

2. Extn+1
Λ (M,N) ∼= ExtnΛ(M,Ω−1(N)) ∼= · · · ∼= Ext1

Λ(M,Ω−n(N)) para todo n ≥ 0.

Finalizamos esta sección con una proposición, que a pesar de ser un hecho conocido,

incluimos aquí su demostración para facilitar la lectura de este trabajo:

Proposición 1.2.5. Sean M un Λ-módulo no proyectivo y X un sumando directo no

nulo de Ωn(M) con n ≤ dp(M). Entonces ExtnΛ(M,X) 6= 0.

Demostración:

Mostremos la a�rmación para n = 1, es decir, mostremos que Ext1
Λ(M,X) 6= 0 donde

X es sumando directo de Ω(M). Consideremos el diagrama conmutativo:

0 // Ω(M) ι //

u

��

P0(M)

v

��

π //M // 0

ε : 0 // X
ι′ // PO

π′ //M // 0

donde PO es el push-out de ι y u, con u : Ω(M) → X la proyección canónica e

ι : Ω(M) → P0(M) la inclusión canónica. Mostraremos que la sucesión exacta ε es no

nula y por lo tanto que Ext1
Λ(M,X) 6= 0.

Supongamos por el absurdo que la sucesión ε es cero, es decir, ε se parte. Luego

PO ∼= X ⊕M y existe un mor�smo πX : PO → X tal que πXι′ = IdX . Considerando

las composiciones πX v : P0(M) → X y ι ιX : X → P0(M), donde ιX : X → Ω(M) es la

inclusión canónica pues por hipótesis X es sumando directo de Ω(M), se tiene que:

(πX v)(ι ιX) = πX (v ι) ιX = πX (ι′u) ιX = (πX ι
′) (u ιX) = IdX IdX = IdX . (∗)

Luego X es sumando directo de P0(M), y por tanto P0(M) = Q ⊕ X. Como por

(∗) X ⊆ Im(ι|X ιX) e Im(ι|X ιX) ⊆ Im(ι|X), se tiene que X ⊆ ι|X(X), y como ι es

monomor�smo tenemos que ι(X) = X. Lo que contradice el hecho de que P0(M) es la

cubierta proyectiva de M . Por lo tanto, la sucesión ε no es cero y así Ext1
Λ(M,X) 6= 0.

Mostremos el caso general, sea X sumando directo no nulo de Ωn(M) con

n ≤ dp(M). Como X es sumando directo de Ω(Ωn−1(M)), por el caso n = 1, se tiene que

Ext1
Λ(Ωn−1(M), X) 6= 0, luego por el Lema de Décalage ExtnΛ(M,X) = Ext1

Λ(Ωn−1(M), X) 6=

0. �
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1.3. Álgebras de caminos.

Un carcaj Q es una cuádrupla (Q0, Q1, s, t) donde Q0 y Q1 son conjuntos, cuyos

elementos se llamarán vértices y �echas respectivamente, junto con dos aplicaciones

s : Q1 → Q0 y t : Q1 → Q0 tal que s(α) = i y t(α) = j para cada �echa α : i → j. Un

carcaj Q se dirá �nito si Q0 y Q1 lo son.

Un camino γ de longitud n en el carcaj Q será una sucesión de n �echas γ = αn · · ·α1

donde t(αi) = s(αi+1) para 1 ≤ i < n, l(γ) = n. A todo vértice i ∈ Q0 se le asociará

un camino de longitud cero llamado camino trivial y notado ei. Además, dado un camino

γ, se notará con s(γ) y t(γ) al vértice de origen del camino γ y al vértice de término

del camino γ, respectivamente. Así, si γ es un camino trivial, es decir, γ = ei entonces

s(ei) = t(ei) = i, sino, γ = αn · · ·α1 entonces s(γ) = s(α1) y t(γ) = t(αn). A un camino

no trivial γ de longitud n, tal que s(γ) = t(γ) lo llamaremos ciclo orientado o n-ciclo,

a los 1-ciclo los llamaremos lazos.

Sea k un cuerpo, se de�ne el álgebra de caminos kQ como la k-álgebra que tiene

como base del k-espacio vectorial a los caminos de Q, donde el producto de los básicos

está dado por las siguientes reglas:

ei · p =

p si t(p) = i

0 si t(p) 6= i

y

p · q =


pq si t(q) = s(p)

p si q = es(p)

0 en otro caso.

donde p y q son caminos en kQ, y donde pq es la concatenación de q y p.

Un resultado importante de las álgebras de caminos es el siguiente.

Proposición 1.3.1. [ASS, II Corollary 1.11] Sea Q un carcaj �nito, conexo y sin ciclos

orientados. El álgebra de caminos kQ es una k-álgebra de dimensión �nita, asociativa,

conexa y básica.

Se notará con F al ideal bilátero de kQ generado por las �echas. Se dirá que un ideal

bilátero I es admisible si:
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Fm ⊆ I ⊆ F 2, para algún m ≥ 2

.

Una relación sobre Q con coe�cientes en k será una combinación k-lineal de caminos

σ = a1γ1 + · · · + anγn donde los caminos γ1, · · · , γn tienen el mismo origen y el mismo

término. Si ρ es un conjunto �nito de relaciones {σ1, · · · , σr} al par (Q, ρ) se lo llamará

carcaj con relaciones, al cual se le asociará el álgebra k(Q, ρ) = kQ/〈ρ〉.

Cuando el carcaj admite ciclos se tiene la siguiente proposición:

Proposición 1.3.2. [ASS, II Corollary 2.12] Sea Q un carcaj �nito y conexo, y sea I un

ideal admisible. Entonces la k-álgebra kQ/I es básica, conexa y tiene dimensión �nita.

El siguiente teorema muestra que las álgebras de caminos cumplen un rol muy impor-

tante cuando k es algebraicamente cerrado.

Teorema 1.3.3. [ASS, II Theorem 3.7] Sea Λ un álgebra de dimensión �nita, básica y

conexa sobre un cuerpo k algebraicamente cerrado. Entonces existe un ideal admisible I

tal que Λ ∼= kQ/I, donde Q es un carcaj conexo y �nito.

Dado un carcaj Q una representación V = (Vi, fα)i∈Q0,α∈Q1 de Q sobre un cuerpo

k, es una familia de k-espacios vectoriales {Vi}i∈Q0 junto con k-transformaciones lineales

{fα : Vs(α) → Vt(α)} para cada �echa α ∈ Q1. Dadas dos representaciones

V = (Vi, fα)i∈Q0,α∈Q1 y V ′ = (V ′i , f
′
α)i∈Q0,α∈Q1 del carcaj Q, un mor�smo de represen-

taciones es un conjunto de transformaciones k-lineales {φi : Vi → V ′i }i∈Q0 tales que, para

cada fecha α ∈ Q1, el siguiente diagrama es conmutativo:

Vi
fα //

φi
��

Vj

φj
��

V ′i
f ′α // V ′j .

Por último, una representación de un carcaj con relaciones (Q, ρ), es una representa-

ción V = (Vi, fα)i∈Q0,α∈Q1 de Q tal que fσ = 0 para toda relación σ ∈ ρ, donde

fσ = a1fγ1 + · · · + anfγn si σ = a1γ1 + · · · + anγn, siendo fγi la composición natural

de las transformaciones lineales asociadas a cada camino γi. Se notará con repk(Q, ρ) a la

categoría de las representaciones de dimensión �nita del carcaj con relaciones (Q, I).
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El siguiente teorema se utilizará implicitamente a lo largo de todo este trabajo, espe-

cialmente en la construcción de ejemplos.

Teorema 1.3.4. [ASS, III Theorem 1.6] Las categorías repk(Q, I) y mod kQ/I son equi-

valentes.

Bajo esta equivalencia, si Λ = kQ/I, entonces los Λ-módulos simples, Λ-módulos

proyectivos indescomponibles y Λ-módulos inyectivos indescomponibles, presentan una

sencilla descripción, ver [ASS, III.2].

1.4. Funciones de Igusa-Todorov.

En esta sección se recordarán las de�niciones y algunas propiedades de las funcio-

nes de�nidas por K. Igusa y G. Todorov en [IT]. Incluiremos en esta sección todas las

demostraciones relacionadas con dichas funciones debido al objetivo de esta tesis.

Sea K0 el cociente del grupo abeliano libre generado por los símbolos de la forma [M ],

donde M ∈ mod Λ, por el subgrupo generado por:

1. [A]− [B]− [C] si A ∼= C ⊕B, con A, B, C en mod Λ.

2. [P ] si P es un Λ-módulo proyectivo.

Observar que K0 es el grupo abeliano libre generado por las clases de isomorfía de

los Λ-módulos indescomponibles no proyectivos. Luego, por la Observación 1.1.1, la si-

zigia Ω de�ne un mor�smo de grupos Ω : K0 → K0 dado por Ω([M ]) = [Ω(M)]

para todo [M ] en K0.

Dado un Λ-módulo M �nitamente generado, se notará con 〈addM〉 al subgrupo de

K0 generado por los sumandos directos indescomponibles de M . Notar que 〈addM〉 es

libre por ser subgrupo de un grupo libre.

Para todo grupo libre X, rgX notará el rango de X. Como el rango de la imagen de

un grupo libre X por un homomor�smo de grupos es menor o igual que el rango de X,

se tiene que rg 〈addM〉 ≥ rg Ω(〈addM〉) ≥ · · · ≥ rg Ωn(〈addM〉) ≥ · · · . Luego, ya que

rg 〈addM〉 es �nito, por el principio de buena ordenación, existe un entero no negativo

φ(M) tal que rg Ωφ(M)(〈addM〉) = rg Ωφ(M)+s(〈addM〉) para todo natural s. Así se tiene
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de�nida una función φ : mod Λ→ N∪{0}, la cual se llama función φ de Igusa-Todorov

o primera función de Igusa-Todorov.

Notar que rg Ωφ(M)(〈addM〉) = rg Ωφ(M)+s(〈addM〉) para todo natural s, si y solo

si, Ω : Ωφ(M)+s(〈addM〉) → Ω(Ωφ(M)+s(〈addM〉)) es un isomor�smo para todo natural

s, si y solo si, Ω : Ωφ(M)+s(〈addM〉)→ Ω(Ωφ(M)+s(〈addM〉)) es un monomor�smo para

todo natural s. Observar que la sucesión de enteros no negativos {rg Ωn(〈addM〉)}n≥0 se

vuelve constante a partir de n = φ(M).

La siguiente proposición resume las propiedades básicas de la función φ:

Proposición 1.4.1. [IT, Lemma 2] Dados los módulos M y N en mod Λ, valen las

siguientes propiedades:

1. Si dp(M) <∞ entonces φ(M) = dp(M).

2. Si M es indescomponible con dp(M) =∞ entonces φ(M) = 0.

3. φ(M) ≤ φ(M ⊕N).

4. φ(sM) = φ(M) para todo s ∈ N, donde sM indica la suma directa de M s veces.

Demostración:

1. SeaM un módulo en modΛ tal que dp(M) = n <∞. Como dp(M) = n, existe una

resolución proyectiva minimal de M de la forma:

0 // Pn
fn // Pn−1

fn−1 // · · · f2 // P1
f1 // P0

f0 //M // 0

donde Ωn−1(M) = kerfn−2 es no proyectivo. Como Ωn−1(M) es un módulo no

proyectivo se tiene que [Ωn−1M ] 6= 0 en K0, luego rgΩn−1(〈addM〉) 6= 0, pues

[Ωn−1M ] = Ωn−1([M ]) ∈ Ωn−1(〈addM〉). Por otro lado, como dp(M) = n, se tiene

que Ωn(M) es proyectivo y que Ωn+l(M) = 0 para todo l ≥ 0, luego [Ωn+l(M)] = 0

en K0 y rgΩn+l(〈addM〉) = 0 para todo l ≥ 0. Así, φ(M) = n = dp(M).

2. Sea M un Λ-módulo indescomponible con dp(M) =∞. Ya que M es un módulo no

proyectivo indescomponible se tiene que rg 〈addM〉 = 1. Asimismo, como dp(M) =

∞ , Ωn(M) es no proyectivo para todo n ∈ N. Luego rgΩn(〈addM〉) 6= 0 y por lo

tanto rgΩn(〈addM〉) = 1. Así, φ(M) = 0.
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3. Sean M y N módulos en mod Λ. Por lo notado luego de la de�nición de la función

φ, se tiene que Ω : Ωφ(M⊕N)+s(〈add (M ⊕ N)〉) → Ω(Ωφ(M⊕N)+s(〈add (M ⊕ N)〉))

es un monomor�smo para todo s ≥ 0. Luego, como los grupos Ωn〈addM〉

son subgrupos de Ωn〈add (M ⊕ N)〉 para todo n ≥ 0, se tiene que

Ω : Ωφ(M⊕N)+s(〈add (M)〉)→ Ω(Ωφ(M⊕N)+s(〈add (M)〉)) es un monomor�smo para

todo s ≥ 0. Por lo tanto, φ(M) ≤ φ(M ⊕N).

4. Como los sumandos directos indescomponibles de M y sM son los mismos,

se tiene que 〈addM〉 = 〈add sM〉. Luego rgΩn(〈addM〉) =rgΩn(〈add sM〉)

para todo n ∈ N y así, φ(M) = φ(sM) para todo s ∈ N.

�

A continuación de�niremos la segunda función de Igusa-Todorov, también llama-

da función ψ de Igusa-Todorov. Para tal �n, usaremos la notación N |L para indicar

que N es sumando directo de L.

Para todo M ∈ mod Λ se de�ne ψ : mod Λ→ N ∪ {0} como:

ψ(M) = φ(M) + máx{dp(N) : N |Ωφ(M)(M) con dp(N) <∞},

La función ψ tiene las siguientes propiedades:

Proposición 1.4.2. [IT, Lemma 3] Sean M, N ∈ mod Λ. Entonces:

1. Si dp(M) <∞ entonces ψ(M) = dp(M).

2. ψ(M) ≤ ψ(M ⊕N).

3. ψ(sM) = ψ(M) para todo s ∈ N.

4. Si N |ΩnM tal que n ≤ φ(M) y dp(N) <∞ entonces dpN + n ≤ ψ(M).

Demostración:

1. Si M es un Λ-módulo con dp(M) = n < ∞ entonces, por la Proposición 1.4.1.1.

φ(M) = n. Además, todos los sumandos de Ωn(M) son proyectivos, pues dp(M) = n,
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y por tanto de dimensión proyectiva igual a 0. Por lo tanto

máx{dp(N) : N |Ωφ(M)(M) con dp(N) <∞} = 0. Así:

ψ(M) = φ(M) + 0 = dp(M).

2. Dados M y N Λ-módulos sabemos que φ(M) ≤ φ(M ⊕ N), por la Proposición

1.4.1.3.. Luego existe un entero s ≥ 0 tal que φ(M) + s = φ(M ⊕N).

Si máx{dp(X) : X|Ωφ(M)(M) con dp(X) < ∞} = 0 entonces ψ(M) = φ(M) y la

desigualdad vale por Proposición 1.4.1.3. y la de�nición de ψ.

Si máx{dp(X) : X|Ωφ(M)(M) con dp(X) < ∞} 6= 0 entonces existe un módulo

X ′ tal que X ′|Ωφ(M)(M) y dp(X ′) = máx{dp(X) : X|Ωφ(M)(M) con dp(X) < ∞}.

Luego se obtiene que

dp(X ′) = máx{dp(X) : X|Ωφ(M)(M) con dp(X) <∞} ≤ s+ dp(Ωs(X ′)).

Por otro lado, se tiene que

dp(Ωs(X ′)) ≤ máx{dp(Y ) : Y |Ωφ(M⊕N)(M) con dp(Y ) <∞}

ya que Ωs(X ′)|Ωφ(M)+s(M) = Ωφ(M⊕N)(M).

Más aún, como:

máx{dp(Y ) : Y |Ωφ(M⊕N)(M) con dp(Y ) <∞} ≤

máx{dp(Y ) : Y |Ωφ(M⊕N)(M ⊕N) con dp(Y ) <∞}

se tiene que dp(Ωs(X ′)) ≤ máx{dp(Y ) : Y |Ωφ(M⊕N)(M ⊕N) con dp(Y ) <∞}.

Por lo tanto, vale que:

máx{dp(X) : X|Ωφ(M)(M) con dp(X) <∞} ≤

s+ máx{dp(Y ) : Y |Ωφ(M⊕N)(M ⊕N) con dp(Y ) <∞}.

Finalmente obtenemos la siguiente desigualdad:

φ(M) + máx{dp(X) : X|Ωφ(M)(M) con dp(X) <∞} ≤
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φ(M) + s+ máx{dp(Y ) : Y |Ωφ(M⊕N)(M ⊕N) con dp(Y ) <∞}.

Esto es, ψ(M) ≤ ψ(M ⊕N).

3. Sean M ∈ mod Λ y s ∈ N. Por Proposición 1.4.1.4., vale que φ(M) = φ(sM). Así,

máx{dp(X) : X|Ωφ(M)(M), dp(X) <∞} = máx{dp(X ′) : X ′|Ωφ(sM)(sM), dp(X ′) <

∞}. Por lo tanto, ψ(M) = ψ(sM).

4. Sean M y N Λ-módulos tales que N |Ωn(M) donde n ≤ φ(M) y dp(N) <∞.

Si dp(N) < φ(M)− n entonces dp(N) + n < φ(M) ≤ ψ(M).

Caso contrario, Ωφ(M)−n(N)|Ωφ(M)(M), con dp(Ωφ(M)−n(N)) <∞.

Luego

dp(Ωφ(M)−n(N)) ≤ máx{dp(X) : X|Ωφ(M)(M), dp(X) <∞}

y entonces

φ(M)−n+dp(Ωφ(M)−n(N)) ≤ φ(M)−n+máx{dp(X) : X|Ωφ(M)(M), dp(X) <∞}.

Además, como dp(N) ≤ dp(Ωφ(M)−n(N)) + φ(M)− n, se tiene que

dp(N) ≤ φ(M)− n+ máx{dp(X) : X|Ωφ(M)(M), dp(X) <∞},

o sea,

dp(N) + n ≤ φ(M) + máx{dp(X) : X|Ωφ(M)(M), dp(X) <∞}.

Por lo tanto dp(N) + n ≤ ψ(M).

�

A continuación se presenta el Lema de Fitting, el cual fue utilizado para demostrar

uno de los teoremas centrales de la función ψ en el trabajo de K. Igusa y G. Todorov.

Lema 1.4.3. (Lema de Fitting) Sea M un módulo sobre un anillo noetheriano R,

f : M → M un endomor�smo y sea X un submódulo �nitamente generado de M .

Entonces:
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1. Existe un entero nf (X) tal que f : fm(X)→ fm+1(X) es un isomor�smo para todo

m ≥ nf (X).

2. Si Y es un submódulo de X entonces nf (Y ) ≤ nf (X).

3. Si R un álgebra de Artin, X un módulo �nitamente generado sobre R y

f : X → X un endomor�smo, existe una descomposición en suma directaX = Z⊕Y

tal que Y = Imfm y Z = Kerfm para todo m ≥ nf (X).

Además, el endomor�smo f : Ker fm⊕ Im fm → Ker fm⊕ Im fm puede verse como

la matriz:

f =

f11 0

0 f22


donde f11 : Ker fm → Ker fm es un mor�smo nilpotente y f22 : Im fm → Im fm es

un isomor�smo.

Demostración:

1. Para cada natural i se tiene la siguiente sucesión exacta:

0 // Ki
ji // X

f i // f i(X) // 0

donde Ki = Ker(f i) para cada i ∈ N. Luego, se obtiene el diagrama conmutativo:

0 // Ki
ji //

ui

��

X
f i //

id

��

f i(X) //

f

��

0

0 // Ki+1
ji+1 // X

f i+1
// f i+1(X) // 0.

Como id ji = ji+1 ui es un monomor�smo, se tiene que ui es un monomor�smo para

cada i ∈ N. Luego, se tiene la siguiente cadena de módulos

K1 ⊆ K2 ⊆ · · · ⊆ Ki ⊆ · · ·X. Como X es un módulo noetheriano, existe un

natural n tal que

Kn = Kn+1 = · · · = Kn+h = · · ·
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para todo h ∈ N. Finalmente, como los mor�smos um : Km → Km+1 son isomor�s-

mos para todo m ≥ n, pues son restricciones de la identidad y Km = Km+1 para

todo m ≥ n, se tiene por el Lema de los 5, que los mor�smos f : fm(X)→ fm+1(X)

son isomor�smos para todo m ≥ n.

2. Sea Y un submódulo de X. Como para todo m ≥ nf (X), f : fm(X)→ fm+1(X) es

un isomor�smo, se obtiene que f : fm(Y )→ fm+1(Y ) es un isomor�smo para todo

m ≥ nf (X). Luego nf (Y ) ≤ nf (X).

3. Del diagrama conmutativo:

0 // Ker f i
ji //

ui

��

X
f i //

id

��

Im f i(X) //

f

��

0

0 // Ker f i+1 ji+1 // X
f i+1
// Im f i+1(X) // 0.

Tenemos las cadenas de módulos:

X ⊇ Imf 1 ⊇ Im f 2 ⊇ · · · ⊇ Im f i ⊇ · · ·

y

Ker f 1 ⊆ Ker f 2 ⊆ · · · ⊆ Ker f i ⊆ · · · ⊆ X.

Como R es un álgebra de Artin y X es un R-módulo �nitamente generado se tie-

ne que X es un módulo artiniano y noetheriano, luego existen n1 y n2 tales que

Ker fn1 = Ker fn1+h para todo h ≥ 0 e Im fn2 = Im fn2+t para todo t ≥ 0. Luego

para n = máx{n1, n2} se tiene que Ker fm = Ker fn e Im fm = Im fn para todo

m ≥ n.

Mostremos que X = Ker fm ⊕ Im fm para todo m ≥ n.

Veamos que Ker fm ∩ Im fm = 0 para todo m ≥ n. Sea x ∈ Ker fm ∩ Im fm para

m ≥ n, esto es, por un lado fm(x) = 0 y por otro existe y tal que fm(y) = x. Luego

f 2m(y) = fm(fm(y)) = fm(x) = 0, entonces y ∈ Ker f 2m = Ker fm, de donde

x = fm(y) = 0.

Se probará ahora que X = Ker fm + Im fm para todo m ≥ n. Sea x ∈ X, co-

mo fm(x) ∈ Im fm con m ≥ n, se tiene que fm(x) = f 2m(x′), con lo cual,
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fm(x−fm(x′)) = 0. Luego x−fm(x′) ∈ Ker fm, por lo que x = (x−fm(x′))+fm(x′)

y entonces x ∈ Ker fm + Im fm. Por lo tanto X = Ker fm + Im fm.

Se ha mostrado que X = Ker fm ⊕ Im fm.

El endomor�smo f : Ker fm⊕Im fm → Ker fm⊕Im fm puede verse como la matriz:

f =

f11 f12

f21 f22


donde f11 : Ker fm → Ker fm, f12 : Im fm → Ker fm, f21 : Ker fm → Im fm y

f22 : Im fm → Im fm, siendo cada fij la restricción de f .

Como f(Ker fm) ⊆ Ker fm+1 = Ker fm, f(Im fm) = Im fm+1 = Im fm y

Ker fm ∩ Im fm = 0, se tiene que:

f =

f11 0

0 f22

 .

Como f11 y f22 son las restricciones de f a Ker fm e Im fm, respectivamente, se

tiene que f11 es nilpotente, pues si x ∈ Ker fm entonces fm11(x) = fm(x) = 0, y f22

es un isomor�smo por lo mostrado en ítem 1.

�

Los siguientes dos resultados muestran la relación entre la dimensión proyectiva de

un módulo �nitamente generado y la segunda función de Igusa-Todorov en una sucesión

exacta corta.

Teorema 1.4.4. [IT, Theorem 4] Si ε : 0 // A // B // C // 0 es una sucesión

exacta en mod Λ con dp(C) <∞ entonces dp(C) ≤ ψ(B ⊕ A) + 1.

Demostración: Como dp(C) < ∞ entonces Ωdp(C)([A]) = Ωdp(C)([B]). Luego, para

n = mín{l ∈ N ∪ 0 : Ωl([A]) = Ωl([B])} se tiene que n ≤ dp(C).

Por otro lado, existen Λ-módulosX e Y , no simultaneamente nulos, tales queX|Ωn−1(A),

Y |Ωn−1(B), los sumandos directos indescomponibles de X e Y no son isomorfos dos a dos

y Ωn−1〈add (A ⊕ B)〉 = 〈add (X ⊕ Y )〉. Además, como Ωn([A]) = Ωn([B]) se tiene que
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Ωn〈add (A ⊕ B)〉 = Ω(〈add (X)〉). Luego, rgΩn〈add (A ⊕ B)〉 < rgΩn−1〈add (A ⊕ B)〉 y

por lo tanto, n ≤ φ(A⊕B).

Como [Ωn(A)] = [Ωn(B)] existe un Λ-módulo X tal que Ωn(A) = X ⊕ P y

Ωn(B) = X ⊕ Q′, donde P y Q′ son Λ-módulos proyectivos. Luego, al considerar las

sizigias enésimas de la sucesión exacta ε, se obtiene la siguiente sucesión exacta:

0 // X ⊕ P F // X ⊕Q H // Ωn(C) // 0 (1)

donde Q′|Q, Q Λ-módulo proyectivo, F =

f g1

g2 g3

 y H = (h, h′). Como f ∈ EndΛ(X)

por el Lema de Fitting, se obtiene que X = Y ⊕ Z, con Y = Im fm y Z = Ker fm para

algún m ∈ N ∪ {0}, y que

f =

f ′ 0

0 g


donde f ′ es un isomor�smo y g es nilpotente.

Se a�rma que valen las siguientes desigualdades:

1. dp(Z) <∞.

2. dp(Ωn(C)) ≤ dp(Z) + 1.

Dado un Λ-móduloM , consideremos la sucesión exacta que resulta de aplicar el funtor

HomΛ(−,M) a la sucesión exacta corta (1):

··· // ExtkΛ(X,M)
f∗k // ExtkΛ(X,M)

σk // Extk+1
Λ (Ωn(C),M)

h∗k+1
// Extk+1

Λ (X,M)
f∗k+1
// Extk+1

Λ (X,M) // ···

donde f ∗k =

f ′∗k 0

0 g∗k

, f
′∗
k = ExtkΛ(f ′,M) y g∗k = ExtkΛ(g,M).

Para mostrar 1, supongamos por el absurdo que dp(Z) = ∞, luego para k arbitra-

riamente grande existe un Λ-módulo M tal que ExtkΛ(Z,M) 6= 0. Como g es nilpotente

entonces g∗k = ExtkΛ(g,M) también es nilpotente. Así, g∗k no es sobreyectivo y por lo tanto

f ∗k tampoco lo es. Luego Extk+1
Λ (Ωn(C),M) 6= 0 y ExttΛ(Ωn(C),−) 6= 0 para t arbitraria-

mente grande, lo cual es un absurdo. Por lo tanto, dp(Z) <∞.
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La desigualdad 2. es inmediata si Extk+1
Λ (Ωn(C),M) = 0 para todo k ≥ 0. Supongamos

que Extk+1
Λ (Ωn(C),M) 6= 0 para algún k ∈ N ∪ {0} y M en mod Λ. Luego, σk 6= 0 o

h∗k+1 6= 0.

Si σk 6= 0 entonces f ∗k no es sobreyectivo, lo que implica que g∗k tampoco lo es. Luego

se tiene que ExtkΛ(Z,M) 6= 0.

Si h∗k+1 6= 0, entonces f ∗k+1 no es un monomor�smo y por lo tanto g∗k+1 tampoco es

monomor�smo. Luego Extk+1
Λ (Z,M) 6= 0.

Por lo tanto dp(Ωn(C)) ≤ dp(Z) + 1, pues si Extk+1
Λ (Ωn(C),M) 6= 0 entonces

ExtkΛ(Z,M) 6= 0 o Extk+1
Λ (Z,M) 6= 0.

Como Z es sumando directo de Ωn(A) y Ωn(A) es sumando directo Ωn(A ⊕ B) se

tiene que Z es sumando directo de Ωn(A ⊕ B). Luego por ser dp(Z) < ∞, se tiene que

dp(Z) + n ≤ ψ(A⊕B), por Proposición 1.4.2.4.

Por lo tanto, usando la desigualdad 2., se tiene que

dp(Ωn(C)) + n ≤ dp(Z) + n+ 1 ≤ ψ(A⊕B) + 1.

Así, dp(C) ≤ ψ(A⊕B) + 1. �

Las desigualdades que daremos en el siguiente corolario fueron demostradas por Y.

Wang.

Corolario 1.4.5. [Wa, Lemma 2] Sea 0 // A // B // C // 0 una sucesión exac-

ta en mod Λ.

1. Si dp(A) <∞ entonces dp(A) ≤ ψ(Ω(B)⊕ Ω(C)) + 1.

2. Si dp(B) <∞ entonces dp(B) ≤ ψ(Ω(A)⊕ Ω2(C)) + 2.

Demostración: Mostraremos solo 1. pues 2. es similar. Supongamos que tenemos la

siguiente sucesión exacta:

0 // A // B // C // 0

donde dp(A) <∞. De la sucesión exacta anterior se obtiene el diagrama conmutativo:
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0 // P0(B) ∼ //

��

P0(B) //

��

0

0 // A // B // C // 0.

Aplicando el Lema de la serpiente al diagrama anterior obtenemos la sucesión exacta:

0 // Ω(B) // Ω(C)⊕Q // A // 0 (1)

donde Q es un Λ-módulo proyectivo. La a�rmación sigue de aplicar el Teorema 1.4.4 a la

sucesión exacta (1) y del hecho de que ψ(Ω(B)⊕ Ω(C)⊕Q) = ψ(Ω(B)⊕ Ω(C)) pues Q

es proyectivo. �

Dada una sucesión exacta de Λ-módulos 0 // A // B // C // 0 , el Teorema

1.4.4 nos plantea dos preguntas:

1. ¾Se cumple la desigualdad correspondiente si suponemos que el módulo del medio

de la sucesión es el que tiene dimensión proyectiva �nita? Es decir, si dp(B) < ∞

¾vale que dp(B) ≤ ψ(A⊕ C) + 1?.

2. ¾Se cumple la desigualdad del teorema para la función φ? Es decir, si dp(C) < ∞

¾vale que dp(C) ≤ φ(A⊕B) + 1?

Los siguientes ejemplos muestran que las respuestas a las preguntas anteriores son

negativas.

Ejemplos 1.4.6. 1. Para dar respuesta a la primer pregunta consideremos el carcaj

Q:

199 // 2 // 3

Tomemos el álgebra Λ = kQ/F 2. Los Λ-módulos proyectivos indescomponibles se

pueden representar por:

P1 : 1
1 2

P2 : 2
3

P3 : 3

Consideremos la sucesión exacta:

0 // S1
// 1
1

// S1
// 0
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Como la resolución proyectiva minimal de 1
1

es:

0 // P3
//

��========= P2
//

��========= P1
// 1
1

// 0

S3

@@���������
S2

@@���������

se tiene que dp( 1
1

) = 2 <∞.

Además, ψ(S1) = 0 pues S1 es un Λ-módulo indescomponible de dimensión proyec-

tiva in�nita. Aplicando la Proposición 1.4.2.3. se tiene que ψ(S1 ⊕ S1) = ψ(2S1) =

ψ(S1) = 0.

Por lo tanto, la desigualdad dp(B) ≤ ψ(A⊕ C) + 1 no se veri�ca, ya que dp(B) =

dp( 1
1

) = 2, ψ(A⊕ C) + 1 = ψ(S1 ⊕ S1) + 1 = 0 + 1 = 1 y 2 � 1.

2. Para ver que la respuesta a la segunda pregunta es negativa, consideremos el álgebra

Λ = kQ/I, dada por el siguiente carcaj Q:

1

α2

��

α1 // 2

α3

��
3

α5

@@������� α4 // 4

α6

YY

y el ideal I = 〈α3α1, α3α5, α5α2, α6α4, α
2
6〉. Podemos representar los Λ-módulos

proyectivos indescomponibles de la siguiente manera:

P1 :
1
3 2
4

P2 :
2
4
4

P3 : 3
4 2

P4 : 4
4

Consideremos la sucesión exacta:

0 // S3
// 1
3

// S1
// 0

La resolución proyectiva minimal de S1 es:

0 // P4
//

!!BBBBB P2 ⊕ P4
//

%%KKKKKK P3 ⊕ P2
//

%%KKKKKK P1
// S1

// 0

4
4
⊕ 0

99tttttt

S2 ⊕ 4
4

99ssssss
3
4
⊕ S2

<<yyyyy
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de donde se obtiene que dp(S1) = 3.

Por otro lado las resoluciones proyectivas minimales de S3 y 1
3
son, respectivamente:

· · · // P4
//

""EEEEEE P4 ⊕ P4
//

%%KKKKKK P4 ⊕ P2
//

&&LLLLLLL P3
// S3

// 0

S4 ⊕ 0

99sssssss
S4 ⊕ 4

4

99ssssss

S4 ⊕ S2

;;xxxxxx

y

· · · // P4
//

  @@@@@@@ P4 ⊕ P4
//

$$HHHHHHH P4 ⊕ P2
//

$$IIIIIIII P1
// 1
3

// 0

S4 ⊕ 0

;;vvvvvvvv
S4 ⊕ 4

4

;;vvvvvvv

S4 ⊕ S2

==|||||||

.

Así obtenemos que, φ(S3 ⊕ 1
3
) = 1 y por lo tanto

3 = dp(S1) � φ(S3 ⊕ 1
3
) + 1 = 1 + 1 = 2.

La siguiente proposición será de gran utilidad en esta tesis, pues relaciona las funciones

de Igusa-Todorov de un Λ-módulo �nitamente generado con su sizigia.

Proposición 1.4.7. [HLM, 3] Para todo módulo M en mod Λ, valen las siguientes de-

sigualdades:

1. φ(M) ≤ φ(Ω(M)) + 1.

2. ψ(M) ≤ ψ(Ω(M)) + 1.

Demostración:

1. Dado un Λ-módulo M , mostremos que el grupo Ω(〈addM〉) es un subgrupo de

〈add Ω(M)〉. SeanM1, ...,Mr los sumandos directos indescomponibles no proyectivos

de M , a menos de isomor�smos.

Sea x ∈ 〈addM〉, esto es, x =
∑r

i=1 αi[Mi] con αi ∈ Z. Luego aplicando Ω a x se

obtiene:

Ω(x) = Ω(
r∑
i=1

αi[Mi]) =
r∑
i=1

αiΩ([Mi]) =
r∑
i=1

αi[Ω(Mi)]
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donde cada [Ω(Mi)] pertenece a 〈add Ω(M)〉. Así, x ∈ 〈add Ω(M)〉. Por lo tanto

Ω(〈addM〉) ⊆ 〈add Ω(M)〉.

Supongamos que φ(Ω(M)) = n, es decir, el primer momento en que la sucesión

{rg Ωi(〈add Ω(M)〉)}i≥1 se estabiliza es para i = n. Como Ωi+1(〈addM〉) es un sub-

grupo de Ωi(〈add Ω(M)〉), para todo i ≥ 1, se tiene que la sucesión {rg Ωi+1(〈addM〉)}i≥1

es estable para i ≥ n. Luego, φ(M) ≤ n+ 1 = φ(Ω(M)) + 1.

2. Sea X un sumando directo del Λ-módulo Ωφ(M)(M) tal que

dp(X) = máx{dp(Y ) : Y |Ωφ(M)(M), dp(Y ) <∞}. Luego, ψ(M) = φ(M) + dp(X).

Como X|Ωφ(M)(M) = Ωφ(M)−1(Ω(M)) y φ(M) − 1 ≤ φ(Ω(M)) por el ítem 1., se

tiene que dp(X) + φ(M) − 1 ≤ ψ(Ω(M)) por la Proposición 1.4.2.4.. Entonces,

dp(X) + φ(M) ≤ ψ(Ω(M)) + 1 y por lo tanto ψ(M) ≤ ψ(Ω(M)) + 1.

�

Las funciones de Igusa-Todorov φ y ψ nos proporcionan nuevas dimensiones sobre

la categoría de módulos del álgebra Λ, la φ-dim(Λ) = sup{φ(M) : M ∈ mod Λ} y la

ψ-dim(Λ) = sup{ψ(M) : M ∈ mod Λ}, las cuales se llaman φ-dimensión de Λ y ψ-

dimensión de Λ, respectivamente.

Recordando que la dimensión �nitista de Λ, notada con �n dim(Λ), y la dimen-

sión global de Λ, notada con gl dim(Λ), se de�nen de la siguiente manera fin.dim(Λ) =

sup{dp(M) : M ∈ mod Λ con dp(M) < ∞} y gl.dim(Λ) = sup{dp(M) : M ∈ mod Λ},

tenemos la siguiente proposición:

Proposición 1.4.8. Sea Λ un álgebra de Artin. Entonces se cumplen las siguientes de-

sigualdades:

fin.dim(Λ) ≤ φ-dim(Λ) ≤ ψ-dim(Λ) ≤ gl.dim(Λ)

y

ψ-dim(Λ) ≤ 2φ-dim(Λ).

Demostración: Por la Proposición 1.4.1.1 sabemos que si dp(M) <∞ entonces dp(M) =

φ(M). Luego fin.dim(Λ) ≤ φ-dim(Λ). Además, por la de�nición de la función ψ, se tiene
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que φ(M) ≤ ψ(M) para todo módulo M en mod Λ. Así φ-dim(Λ) ≤ ψ-dim(Λ). Además,

se veri�ca que ψ-dim(Λ) ≤ gl.dim(Λ), pues si dp(M) <∞ entonces ψ(M) =dp(M).

Por último, como para cada Λ-módulo M vale que

ψ(M) = φ(M) + máx{dp(N) : N |Ωφ(M)(M) con dp(N) <∞} ≤ φ(M) + fin.dim(Λ)

se tiene que

ψ-dim(Λ) ≤ φ-dim(Λ) + fin.dim(Λ) ≤ φ-dim(Λ) + φ-dim(Λ).

�
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Capítulo 2

Módulos periódicos.

En el trabajo �Syzygy pairs in a monomial algebra�, K. Igusa y D. Zacharia utilizaron

la periodicidad de la sizigia para demostrar que la Conjetura de la dimensión �nitista I:

�Para toda álgebra de Artin Λ, �n.dim(Λ) < ∞� es cierta para las álgebras monomiales

y encontraron el ín�mo de las cotas superiores para dicha familia de álgebras.

En la primera sección de este capítulo rescatamos el trabajo [IZ2] de K. Igusa y

D. Zacharia, no publicado, donde se de�nen los módulos p-periódicos, virtualmente p-

periódicos, i-periódicos y virtualmente i-periódicos en un álgebra de Artin arbitraria.

Además, se dan algunas propiedades homológicas interesantes relacionadas al funtor Ext.

En la segunda y tercera sección se describirán los módulos periódicos en las álgebras

de radical cuadrado cero y en álgebras truncadas. La elección de las álgebras truncadas

se debe a que el comportamiento de sus sizigias es conocido [BH-ZT].

En la cuarta y última sección caracterizaremos los módulo p-periódicos en las álgebras

n-Gorenstein. Dichas álgebras han sido muy estudiadas, y en particular la familia de

módulos Ωn(mod Λ) es bien conocida (ver por ejemplo [C]).

2.1. Módulos periódicos.

Recordemos que Λ es una álgebra de Artin, modΛ la categoría de los Λ-módulos

�nitamente generados a izquierda y que para k ∈ N, Ωk(M) y Ω−k(M) son la k-ésima

sizigia y k-ésima cosizigia del Λ-módulo �nitamente generado M , respectivamente.

A continuación daremos las de�niciones de módulos p-periódicos, virtualmente p-

29
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periódicos, i-periódicos y virtualmente i-periódicos, de�nidos a partir de las sizigias y

cosizigias, respectivamente.

De�nición 2.1.1. [IZ2] Un Λ-módulo M se llama p-periódico si M es sumando directo

de Ωm(M) para algún m ≥ 1. Al entero d más pequeño en estas condiciones lo llamaremos

p-período de M , y se dirá que M es d-p-periódico.

Un Λ-módulo M se llama virtualmente p-periódico si M es sumando directo de

Ωm(M ′) para algún Λ-módulo p-periódico M ′ y para algún m ≥ 0.

De�nición 2.1.2. [IZ2] Un Λ-módulo M se llama i-periódico si M es sumando directo

de Ω−m(M) para algúnm ≥ 1. Al entero dmás pequeño en estas condiciones lo llamaremos

i-período de M , y se dirá que M es d-i-periódico.

Un Λ-móduloM se llama virtualmente i-periódico siM es sumando directo de Ω−m(M ′)

para algún Λ-módulo i-periódico M ′ y para algún m ≥ 0.

Sea M un Λ-módulo virtualmente p-periódico (virtualmente i-periódico) con m = 0,

es decir M |Ω0(M ′) con M ′ p-periódico (i-periódico). Si M ′ es indescomponible entonces

M = M ′ y por lo tanto es p-periódico (i-periódico). SiM ′ no es indescomponible entonces

M no es necesariamente p-periódico como lo muestra la Observación 2.1.8.

A continuación presentamos un ejemplo que muestra módulos p-periódicos, virtual-

mente p-periódicos, i-periódicos y virtualmente i-periódicos.

Ejemplo 2.1.3. Consideremos el siguiente carcaj Q

1 // 2

��======= 3oo // 5

4

@@�������

Tomemos el álgebra Λ = kQ/F 2. Así el módulo S2 es 3-p-periódico y 3-i-periódico, pues

la resolución proyectiva minimal de S2 es

· · · P2 � P5
//

##GGGGGGGGG P3
//

��444444 P4
//

��444444 P2
// S2

// 0

S2 � S5

??�������
S3

DD






S4

DD







,
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donde S2|S2 ⊕ S5 = Ω3(S2) y su co-resolución inyectiva es

S1 � S3

""FFFFFFFF 0 � S4

��<<<<<<< S2

��3
33333

0 // S2
// I2

//

??�������
I1 � I3

//

<<zzzzzzzz
I4

//

EE������
I2 · · ·

,

donde S2 = Ω−3(S2).

Además, calculando la resolución proyectiva minimal de los módulos simples S3 y S4, y

la co-resolución inyectiva minimal de estos módulos simples, es fácil ver que son módulos

3-p-periódicos y 3-i-periódicos.

Por otra parte, de la resolución proyectiva de S2 se tiene que S5 es virtualmente p-periódico

pues S5|S2 ⊕ S5 = Ω3(S2). De la co-resolución de S2 se observa que S1 es virtualmente

i-periódico pues S1|S2 ⊕ S3 = Ω−1(S2).

En la siguiente sección veremos que S1 no es virtualmente p-periódico y que S5 no es

virtualmente i-periódico.

En general los módulos p-periódicos y los módulos i-periódicos no coinciden. Para

mostrarlo consideremos el carcaj Q

1 α // 2 βee

y tomemos el álgebra Λ = kQ/I donde I = 〈β2〉. Veamos que el módulo S2 es p-periódico

pero no es i-períodico y el módulo 1
2

es i-periódico pero no p-periódico.

En efecto, podemos representar a los módulos proyectivos e inyectivos indescomponibles

de la siguiente manera:

P1 =
1
2
2

P2 = 2
2

I1 = S1 I2 =
1

1 2
2

Luego la resolución proyectiva minimal de S2 es

· · · // P2
//

  AAAAAAA P2
//

  AAAAAAA P2
// S2

// 0

S2

>>}}}}}}}
S2

>>}}}}}}}

y su co-resolución inyectiva minimal es

S1 ⊕ 1
2

$$HHHHHHHHH
0⊕ 1

2

  AAAAAAA

1
2

��::::::::

0 // S2
// I2

//

=={{{{{{{
I1 ⊕ I2

//

;;wwwwwwwww
I2

//

BB��������
I2

// · · · .
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Luego S2 es p-periódico y no es i-periódico pues S2 - Ω−m(S2) ∀m ≥ 1.

Por otro lado, la co-resolución inyectiva minimal de 1
2

es

1
2

��777777777
1
2

��777777777

0 // 1
2

// I2
//

CC���������
I2

//

CC���������
I2

// · · ·

y su resolución proyectiva minimal es

· · · // P2
//

��========= P2
//

��========= P1
// 1
2

// 0

S2

@@���������
S2

@@���������

.

Así 1
2

es i-periódico y no es p-periódico ya que 1
2
- Ωm(1

2
) para todo m ≥ 1.

Las siguientes observaciones y proposiciones resumen las propiedades básicas de los mó-

dulos p-periódicos (i-periódicos) y de los módulos virtualmente p-periódicos (i-periódicos).

Observaciones 2.1.4.

1. Si Λ es una R-álgebra de Artin de dimensión global �nita entonces el álgebra no

admite módulos p-periódicos e i-periódicos.

2. Todo módulo p-periódico (i-periódico) es virtualmente p-periódico (virtualmen-

te i-periódico). Además, por de�nición, todo módulo virtualmente p-periódico (i-

periódico) es submódulo de un módulo proyectivo (cociente de un módulo inyectivo).

Luego tenemos las siguientes inclusiones entre familias de módulos:

{Módulos p-periódicos} ⊆ {Módulos virtualmente p-periódicos} ⊆ Ω(mod Λ);

{Módulos i-periódicos} ⊆ {Módulos virtualmente i-periódicos} ⊆ Ω−1(mod Λ),

donde Ω(mod Λ) y Ω−1(mod Λ) son la clase de los submódulos de módulos proyec-

tivos y cocientes de módulos inyectivos, respectivamente.
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3. Si X es un Λ-módulo p-periódico entonces D(X) = HomR(X, I0(R/radR)) es un

Λop-módulo i-periódico, donde D es la dualidad presentada en el Teorema 1.1.3. De

manera análoga, si X es un Λ-módulo i-periódico entonces el Λop-módulo D(X) =

HomR(X, I0(R/radR)) es, también, p-periódico.

4. Si X es un módulo p-periódico (i-periódico) entonces Ωj(X) (Ω−j(X)) es, también,

p-periódico (i-periódico), para todo j ≥ 0.

5. Si X es un módulo virtualmente p-periódico (virtualmente i-periódico) entonces

Ωj(X) (Ω−j(X)) es, también, un módulo virtualmente p-periódico (i-periódico),

para todo j ≥ 0.

Proposición 2.1.5. Sea Λ un álgebra de Artin. Entonces:

1. Todo Λ-módulo virtualmente p-periódico (i-periódico) tiene dimensión inyectiva

(proyectiva) in�nita.

2. Todo Λ-módulo p-periódico (i-periódico) tiene dimensión proyectiva e inyectiva in-

�nitas.

Demostración:

1. Sea Y un Λ-módulo virtualmente p-periódico, por de�nición, existe X un Λ-módulo

d-p-periódico tal que Y es sumando directo de Ωn(X), para algún n ≥ 0. Así, Y

es sumando directo de Ωdt+n(X) para todo t ≥ 0. Luego, por la Proposición 1.2.5,

Exttd+n
Λ (X, Y ) 6= 0 para todo t ≥ 0 y por lo tanto di(Y ) = ∞. Análogamente se

prueba la a�rmación para módulos i-periódicos.

2. Sea X un Λ-módulo p-periódico, sigue inmediatamente de la de�nición de módulo

p-periódico que dp(X) =∞. Por otro lado, por la Observación 2.1.4.2. se tiene que

X es virtualmente p-periódico y por lo tanto, por lo demostrado en 1., se tiene que

di(X) =∞.

�
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Observación 2.1.6. En general los módulos virtualmente p-periódicos (i-periódicos) no

tienen dimensión proyectiva (inyectiva) in�nita. En efecto, en el Ejemplo 2.1.3 el módulo

S5 es virtualmente p-periódico con dp(S5) = 0.

Proposición 2.1.7. Sea Λ un álgebra de Artin. Entonces:

1. Si X1 y X2 son Λ-módulos p-periódicos entonces X1 ⊕X2 es p-periódico.

2. Si Y1 e Y2 son Λ-módulos virtualmente p-periódicos entonces Y1⊕Y2 es virtualmente

p-periódico.

3. Todo sumando directo de un Λ-módulo virtualmente p-periódico (i-periódico) es

virtualmente p-periódico.

4. Sea Y un Λ-módulo virtualmente p-periódico (i-periódico). Si Y es indescomponible

entonces existe un Λ-módulo p-periódico indescomponible, X, tal que Y es sumando

directo de Ωt(X) para algún t ≥ 1.

Demostración:

1. Sean X1 y X2 Λ-módulos p-periódicos de períodos n y n′, respectivamente. Luego,

X1|Ωtn(X1) para todo t ≥ 1 y X2|Ωt′n′(X2) para todo t′ ≥ 1. En particular, tomando

m = m.c.m(n, n′) tenemos que Xi|Ωm(Xi) para i = 1, 2. Luego, (X1⊕X2)|Ωm(X1⊕

X2) y así X1 ⊕X2 es p-periódico.

2. Sean X1 y X2 módulos p-periódicos tales que Y1|Ωa(X1) e Y2|Ωb(X2), con a, b ≥ 0.

Podemos suponer que a ≤ b, así Y2|Ωa(Ωb−a(X2)) e (Y1 ⊕ Y2)|Ωa((X1 ⊕Ωb−a(X2))).

Por la Observación 2.1.4.4. sabemos que Ωb−a(X2) es p-periódico. Luego, por lo

demostrado en 1. se tiene que X1 ⊕Ωb−a(X2) es p-periódico y por lo tanto, Y1 ⊕ Y2

es virtualmente p-periódico.

3. Sea Y un Λ-módulo virtualmente p-periódico, por de�nición, existe un módulo

p-periódico X tal que Y es sumando directo de Ωm(X) para algún m ≥ 0. Lue-

go, todo sumando directo de Y es sumando directo de Ωm(X) y por lo tanto es

virtualmente p-periódico.
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4. Sea Y es un Λ-módulo virtualmente p-periódico indescomponible y sea X un Λ-

módulo d-p-periódico tal que Y |Ωn(X). Pongamos X = X1⊕· · ·⊕Xr⊕Z1⊕· · ·⊕Zs
donde los Xi son módulos p-periódicos indescomponibles y los Zj módulos indes-

componibles no p-periódicos. Si Y |Ωn(Xi) para algún i, no hay nada que demostrar.

Sino, Y |Ωn(Zj1) para algún j1. Como Zj1 no es p-periódico, pero X si lo es, entonces

Zj1|Ωd(Xi) para algún i o Zj1|Ωd(Zj2) para algún j2 6= j1. Si Zj1|Ωd(Xi) entonces

Y |Ωd+n(Xi) y la demostración termina. Sino, Zj1|Ωd(Zj2) y repetimos el razona-

miento. Así, en a lo sumo s+ 1 pasos, obtenemos que Y |Ωt(Xi) para algún i donde

Xi es p-periódico, pues sino se tendría que Zj|Ω(s+1)d(Zj) para algún j ∈ {1, ..., s}

lo cual es una contradicción.

�

Observación 2.1.8. Todo sumando directo de un Λ-módulo p-periódico es, por de�ni-

ción, virtualmente p-periódico. Sin embargo, no es necesariamente p-periódico. En efecto,

consideremos el siguiente carcaj Q

1
��

// 2

Tomemos el álgebra Λ = kQ/F 2. El módulo S1 ⊕ S2 es p-periódico pero S2 no es p-

periódico. En efecto, la resolución proyectiva de S1 ⊕ S2 es

· · · // P1 ⊕ P2
//

%%KKKKKKKKKK P1 ⊕ P2

%%KKKKKKKKKK
// P1 ⊕ P2

// S1 ⊕ S2
// 0

S1 ⊕ S2 ⊕ 0

99ssssssssss
S1 ⊕ S2 ⊕ 0

99ssssssssss

.

Luego, S1⊕S2 es p-periódico. Por otro lado, como S2 es proyectivo se tiene que S2 no

puede ser p-periódico pues, por la Proposición 2.1.5.2., los módulos p-periódicos tienen

dimensión proyectiva in�nita.

Los siguientes resultados fueron demostrados en unas notas no publicadas de K. Igusa

y D. Zacharia.

Lema 2.1.9. [IZ2] Sea X un módulo virtualmente p-periódico y M un módulo con

di(M) <∞. Entonces ExtmΛ (X,M) = 0 para todo m ≥ 1.
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Demostración: Supongamos por el absurdo que existe m ≥ 1 tal que ExtmΛ (X,M) 6= 0.

Como X es virtualmente p-periódico, existen d1 ≥ 0 y d2 > 0 tales que X|Ωd1(N) y

N |Ωd2(N). Entonces X|Ωd2.k+d1(N) para todo k ∈ N ∪ {0}. Luego

Extm+d2.k+d1
Λ (N,M) = ExtmΛ (Ωd2.k+d1(N),M) 6= 0 para todo k ∈ N. Así, di(M) = ∞

lo cual contradice la hipótesis.

�

Corolario 2.1.10. [IZ2] Sea X un módulo p-periódico y M un módulo con di(M) <∞.

Entonces ExtmΛ (X,M) = 0 para todo m ≥ 1.

El siguiente ejemplo muestra que en el Corolario 2.1.10 (y por ende en el Lema 2.1.9)

es necesaria la hipótesis di(M) <∞.

Ejemplo 2.1.11. SiX es un Λ-módulo p-periódico yM es tal que di(M) =∞ entonces no

necesariamente tenemos que ExtmΛ (X,M) = 0 para todo m ≥ 1. En efecto, consideremos

el carcaj Q

1 //99 2 // 3

y tomemos el álgebra Λ = kQ/F 2 donde F es el ideal generado por las �echas.

Considerando la resolución inyectiva minimal del Λ-módulo S2

0 // S2
// 1
2

��999999
// 1
1

//

��999999
1
1

// · · ·

S1

BB������

��????? S1

BB������

��?????

0 0

se tiene, por el dual de la Proposición 1.2.5, que ExtiΛ(S1, S2) 6= 0 para todo i ≥ 1.

Observemos que el Λ-módulo simple S1 es un módulo p-periódico y que el módulo simple

S2 es tal que di(S2) =∞.

De manera dual al Lema 2.1.9 y el Corolario 2.1.10 se obtienen los resultados:

Lema 2.1.12. [IZ2] Sea X un módulo virtualmente i-periódico y M un módulo con

dp(M) <∞. Entonces ExtmΛ (M,X) = 0 para todo m ≥ 1.
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Corolario 2.1.13. [IZ2] Sea X un módulo i-periódico y M un módulo con dp(M) <∞.

Entonces ExtmΛ (M,X) = 0 para todo m ≥ 1.

K. Igusa y D. Zacharia también estudiaron los módulos periódicos en las álgebras

sizigias �nitas.

De�nición 2.1.14. Un álgebra de Artin se dice sizigia �nita o n-sizigia �nita si existe

un entero no negativo n tal que la clase de los Λ-módulos indescomponibles no isomorfos

que son sumandos directos de módulos en Ωn(mod Λ) es �nita.

Ejemplos de álgebras sizigias �nitas son las álgebras de tipo de representación �nita

y las álgebras monomiales [H-Z1].

En la siguiente proposición, que también se encuentra en las notas no publicadas de K.

Igusa y D. Zacharia, consideramos el caso de álgebras sizigias enésima �nitas no triviales,

es decir, álgebras de dimensión global in�nita.

Proposición 2.1.15. [IZ2, Lemma 3] Sea Λ un álgebra n-sizigia �nita con dgl(Λ) =

∞. Entonces existe m, m ≥ n, tal que todo módulo indescomponible en Ωm(mod Λ) es

virtualmente p-periódico.

Demostración: Sea t el número de clases de isomorfía de módulos indescomponibles de

Ωn(mod Λ). SeaM un Λ-módulo �nitamente generado con dp(M) =∞ y seaK un suman-

do directo no nulo indescomponible de Ωn+t+1(M). Como K|Ω1(Ωn+t(M)), se tiene que

K|Ω1(Kt) para algún Λ-módulo indescomponible Kt tal que Kt|Ωn+t(M). Similarmente,

como Kt|Ω1(Ωn+t−1(M)), se tiene que Kt|Ω1(Kt−1) para algún Λ-módulo indescomponible

Kt−1 tal que Kt−1|Ωn+t−1(M). Luego, recursivamente, tenemos que existe una sucesión de

Λ-módulos indescomponibles K1, ..., Kt tales que K1|Ωn+1(M), K2|Ω1(K1), K3|Ω1(K2),...,

Kt|Ω1(Kt−1) y K|Ω1(Kt). Así, en el conjunto {K1, ..., Kt, Kt+1 = K} existen i, j con

i < j tales que Ki
∼= Kj. Por lo tanto, Ki es p-periódico y K es virtualmente p-periódico.

�

Como consecuencia de la proposición anterior y de otros resultados de la sección se

obtiene el siguiente corolario:
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Corolario 2.1.16. Sea Λ un álgebra sizigia enésima �nita. Son equivalentes:

1. La dimensión global de Λ es in�nita.

2. Existe un Λ-módulo p-periódico.

3. Existe un Λ-módulo virtualmente p-periódico.

Demostración: Mostremos 1.⇒ 3.⇒ 2.⇒ 1..

1.⇒ 3. Si Λ tine dimensión global in�nita, como es sizigia �nita, se tiene por la Proposición

anterior que existe al menos un módulo virtualmente p-periódico.

3.⇒ 2. Si existe un Λ-módulo virtualmente p-periódico M entonces por de�nición existe

un Λ-módulo p-periódico M ′.

2. ⇒ 1. Si existe un Λ-módulo p-periódico M , entonces por la Proposición 2.1.5.2. M

tiene dimensión proyectiva in�nita. Por lo tanto, la dimensión global de Λ es in�nita.

�

2.2. Módulos periódicos en álgebras de radical cuadra-

do cero.

Trabajaremos en esta sección con álgebras de carcaj de radical cuadrado cero, esto es,

Λ = kQ/F 2 donde F es el ideal generado por las �echas. Es fácil ver que para esta familia

de álgebras la sizigia de todo Λ-módulo no proyectivo es semisimple. Más aún, vale la

siguiente observación.

Observaciones 2.2.1. 1. Para todo módulo simple Si, se tiene que Ω(Si) =
⊕

αj :i→j Sj,

donde αj recorre todas las �echas que comienzan en el vértice i.

2. Sea Λ = kQ/F 2 y sea X un Λ-módulo indescomponible p-periódico, o sea X|Ωm(X)

para algún m ≥ 1. Entonces por la Observación 2.2.1.1. tenemos que X es un Λ-

módulo simple.

El siguiente lema nos será de utilidad para describir, en función del carcaj, los módulos

periódicos y virtualmente periódicos en el caso de que Λ = kQ/F 2.
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Lema 2.2.2. Sea Λ = kQ/F 2. El Λ-módulo simple Sj es sumando directo de Ωm(Si), con

m ≥ 1 y 1 ≤ i ≤ |Q0|, si y solo si existe un camino de longitud m del vértice i al vértice

j.

Demostración: Supongamos que Sj es sumando directo de Ωm(Si) y probemos que

existe un camino de longitud m del vértice i al j.

Por inducción sobre m:

Si m = 1 entonces Sj|Ω(Si). Luego, por la Observación 2.2.1, se tiene que Ω(Si) =⊕
α:i→l Sl, y por lo tanto existe un camino de longitud 1 de i a j.

Supongamos que vale para m = k, esto es, si Sr es sumando de Ωk(Si) entonces existe un

camino de longitud k del vértice i al vértice r. Probémoslo para m = k + 1.

Supongamos que Sj|Ωk+1(Si) = Ωk(Ω(Si)). Por la Observación 2.2.1, se tiene que

Sj|Ωk(
⊕

αl:i→l Sl) =
⊕

αl:i→l(Ω
k(Sl)) y entonces Sj|Ωk(Sl) para algún vértice l y una

�echa αl : i → l. Luego, por hipótesis inductiva, existe un camino γ de longitud k del

vértice l al j. Por lo tanto γ.αl es un camino de longitud k + 1 de i a j.

Recíprocamente, supongamos que tenemos un camino γ de longitud m del vértice i al

vértice j. Probemos, por inducción sobre m, que Sj|Ωm(Si).

Si m = 1, tenemos una �echa α del vértice i al vértice j. Como Ω(Si) =
⊕

α:i→l Sl,

entonces j = l para algún l y así Sj|Ω(Si).

Supongamos que vale para m = k, esto es, Sr|Ωk(Si) para todo camino γ : i → · · · → r

de longitud k. Probemos que vale para m = k + 1.

Sea γ′ un camino de longitud k + 1 del vértice i al vértice j, luego γ′ = αγ donde

γ : i → · · · → r es un camino de longitud k y α : r → j es una �echa. Por hipótesis

inductiva Sr|Ωk(Si). Luego Ω(Sr)|Ωk+1(Si). Además como existe una �echa α : r → j se

tiene que Sj|Ω(Sr) y por lo tanto que Sj|Ωk+1(Si). �

Las siguientes dos proposiciones brindan una caracterización de los módulos p-periódicos

y virtualmente p-periódicos en un álgebra de radical cuadrado cero.

Proposición 2.2.3. Sea Λ = kQ/F 2 y sea X un Λ-módulo indescomponible. Entonces

X es un Λ-módulo d-p-periódico si y solo si X = Si donde en i hay un t-ciclo de kQ

siendo t ≥ d.
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Demostración: Supongamos que X es un Λ-módulo p-periódico de período d. Por la

Observación 2.2.1.2. tenemos que X = Si. Luego, por el Lema 2.2.2 existe un camino de

longitud d del vértice i en sí mismo, esto es, existe un d-ciclo en el vértice i.

Recíprocamente, supongamos que en el vértice i hay un t-ciclo. Quiero probar que Si es

un Λ-módulo d-p-periódico con d ≤ t.

Como en el vértice i hay un t-ciclo, existe un camino de longitud t del vértice i en sí

mismo. Luego, por el Lema 2.2.2 se tiene que Si|Ωt(Si) y por lo tanto, Si es un módulo

p-periódico de período d ≤ t. �

De la proposición anterior surge el interrogante de qué sucede con el período de un

Λ-módulo p-periódico Si cuando en el vértice i hay más de un ciclo. La siguiente obser-

vación responde a tal interrogante.

Observación 2.2.4. A los ciclos en el vértice i los indexamos con J , donde J es un

conjunto de índices. Notemos a dichos ciclos con cj para j ∈ J . Supongamos que l(cj) = tj

entonces, por el Lema 2.2.2, Si|Ωtj(Si) para todo j ∈ J . Luego Si tiene p-período igual a

d = mı́n
j∈J
{tj | tj = l(cj)}.

Proposición 2.2.5. Sea Λ = kQ/F 2 y sea X un Λ-módulo indescomponible. Entonces

X es virtualmente p-periódico si y solamente si X = Sj para algún vértice j y existe un

camino γ de un vértice i al vértice j, siendo Si un Λ-módulo p-periódico.

Demostración: Supongamos que X es virtualmente p-periódico e indescomponible. En-

tonces existe un Λ-módulo p-periódico indecomponible M tal que X|Ωk(M). Como Λ es

un álgebra de radical cuadrado cero se tiene que X = Sj para algún j ∈ Q0. Por otra

parte por ser M un módulo p-periódico indescomponible resulta que M = Si para algún

i ∈ Q0. Así Sj|Ωk(Si). Luego, por el Lema 2.2.2, existe un camino γ de longitud k del

vértice i al vértice j.

La recíproca sigue inmediatamente del Lema 2.2.2. �

Considerando la situación dual se tienen las siguientes dos proposiciones:

Proposición 2.2.6. Sea Λ = kQ/F 2 y seaX un Λ-módulo indescomponible. El Λ-módulo

X es d-i-periódico si y solo si X = Si donde en i hay un t-ciclo de kQ siendo t ≥ d.
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Proposición 2.2.7. Sea Λ = kQ/F 2 y sea X un Λ-módulo indescomponible. Entonces

X es virtualmente i-periódico si y solamente si X = Sj para algún vértice j y existe un

camino γ del vértice j a algún vértice i siendo Si un Λ-módulo i-periódico.

Observación 2.2.8. De las proposiciones 2.2.3 y 2.2.6 se tiene que los módulos p-

periódicos y los i-periódicos coinciden para álgebras de radical cuadrado cero.

Observación 2.2.9. Los módulos virtualmente p-periódicos no necesariamente coinciden

con los virtualmente i-periódicos. En efecto, consideremos el siguiente carcaj Q:

1 // 2 //
��

3

y el álgebra Λ = kQ/F 2. Entonces se tiene que el simple S1 es virtualmente i-periódico

pero no virtualmente p-periódico, y el simple S3 es virtualmente p-periódico pero no

virtualmente i-periódico.

Ya vimos, en la Proposición 2.1.5.2., que todo módulo i-periódico tiene dimensión

proyectiva in�nita. Además, todo módulo simple de dimensión proyectiva in�nita sobre un

álgebra de radical cuadrado cero es virtualmente i-periódico, como lo muestra la siguiente

proposición.

Proposición 2.2.10. Sea Λ = kQ/F 2 y sea S un Λ-módulo simple. Entonces, dp(S) =∞

si y solo si S es virtualmente i-periódico.

Demostración: Sea S = Sj para algún j ∈ Q0. Supongamos por el contrarrecíproco que

Sj no es virtualmente i-periódico, esto es, todo camino de kQ con origen en el vértice

j termina en un vértice i donde no hay un n-ciclo. Luego, como Q es �nito, todos los

caminos comenzados en j tienen longitud �nita. Sea m el máximo de las longitudes de los

caminos comenzados en j. Como no existen caminos de longitud m+ 1 comenzados en j,

por el Lema 2.2.2 se tiene que ningún Λ-módulo simple es sumando de Ωk(Sj) para todo

k ≥ m+ 1. Entonces, por ser Ωk(Sj) un módulo semisimple, se tiene que Ωk(Sj) = 0 para

todo k ≥ m+ 1. Por lo tanto, dp(Sj) ≤ m y esto contradice la hipótesis de la proposición.
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La recíproca de esta proposición fue dada en la Proposición 2.1.5.1. en el marco de las

álgebras de Artin. Sin embargo, ofrecemos aquí una demostración distinta en el contexto

de las álgebras de radical cuadrado cero.

Supongamos que Sj es virtualmente i-periódico, esto es, existe un camino de longitud r

del vértice j a un vértice i, donde en el vértice i hay un s-ciclo, con s ≥ 1. Luego, para

todo n ∈ N ∪ {0} existe un camino de longitud r + ns de j a i. Entonces, por el Lema

2.2.2, se tiene que Si|Ωr+ns(Sj) para todo n ∈ N∪{0}, de donde Ωr+ns(Sj) 6= 0 para todo

n ∈ N ∪ {0} y por lo tanto dp(Sj) =∞. �

Corolario 2.2.11. Sea Λ = kQ/F 2 y sea S un Λ-módulo simple con dp(S) =∞ y M un

Λ-módulo con dp(M) <∞ . Entonces ExtmΛ (M,S) = 0 para todo m ≥ 1.

Demostración: Sean S un Λ-módulo simple con dimensión proyectiva in�nita y M un

Λ-módulo con dimensión proyectiva �nita. Como dp(S) =∞ se tiene por la Proposición

anterior que S es virtualmente i-periódico. Luego, usando el Lema 2.1.12, se tiene que

ExtmΛ (M,S) = 0 para todo m ≥ 1. �

Notemos que la Proposición 2.2.10 no es cierta si en su hipótesis consideramos un

módulo indescomponible en lugar de un módulo simple, como lo muestra el siguiente

ejemplo.

Ejemplo 2.2.12. Sea Q el carcaj

1

$$IIIIII

3
yy

2

::uuuuuu

y consideremos el álgebra Λ = kQ/F 2. El módulo M = 1 2
3

es indescomponible de

dimensión proyectiva in�nita. En efecto, la resolución proyectiva minimal de M es:

· · · // P3

��;;;;
// P3

��;;;;
// P3

��;;;;
// P1 ⊕ P2

// 1 2
3

// 0

S3

AA����
S3

AA����
S3

;;wwwwww

donde P1, P2 y P3 son los Λ-módulos proyectivos indescomponibles, los cuales podemos
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representar como:

P1 : 1
3

P2 : 2
3

P3 : 3
3

Por otro lado, el módulo M no es virtualmente i-periódico pues es de longitud radical 2

y en las álgebras de radical cuadrado cero las cosizigias tienen longitud radical 1.

Presentamos a continuación los duales de los últimos dos resultados obtenidos:

Proposición 2.2.13. Sea Λ = kQ/F 2 y sea S un Λ-módulo simple. Entonces, di(S) =∞

si y solo si S es virtualmente p-periódico.

Corolario 2.2.14. Sea Λ = kQ/F 2 y sea S un Λ-módulo simple con di(S) =∞ y M un

Λ-módulo con di(M) <∞ . Entonces ExtmΛ (S,M) = 0 para todo m ≥ 1.

El siguiente resultado relaciona la dimensión global de un álgebra de radical cuadra-

do cero con los módulos periódicos. Si bien este corolario resulta inmediatamente del

Corolario 2.1.16, daremos a continuación una demostración usando las técnicas de esta

sección.

Corolario 2.2.15. Sea Λ = kQ/F 2. Entonces son equivalentes:

a) La dimensión global de Λ es in�nita.

b) Existe un Λ-módulo p-periódico.

c) Existe un Λ-módulo virtualmente p-periódico.

d) Existe un Λ-módulo i-periódico.

e) Existe un Λ-módulo virtualmente i-periódico.

Demostración: Nos basta con probar la equivalencia entre a) y b).

Supongamos que dimensión global de Λ es in�nita, luego existe un Λ-módulo simple S

tal que dp(S) = ∞. Luego por la Proposición 2.2.10, S es virtualmente i-periódico. Si S

es el simple asociado al vértice j, por la Proposición 2.2.7 existe un camino del vértice j

a un vértice i donde Si es i-periódico. Así, por la Observación 2.2.8, se tiene que Si es un

Λ-módulo p-periódico.
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Recíprocamente, si existe un Λ-módulo p-periódico M entonces M es un Λ-módulo semi-

simple de dimensión proyectiva in�nita. Por lo tanto, la dimensión global de Λ es in�nita.

�

2.3. Módulos periódicos en álgebras truncadas.

Las álgebras de carcaj truncadas son una generalización natural de las álgebras de

radical cuadrado cero, en el sentido de que las álgebras truncadas son el cociente de

un álgebra de caminos módulo el ideal generado por los caminos de una longitud �ja.

Estudiaremos ahora los módulos p-periódicos en álgebras de carcaj truncadas, es decir,

Λ = kQ/F t con t ≥ 2, siendo F es el ideal generado por las �echas de kQ. Comenzaremos

describiendo la sizigia enésima de un Λ-módulo M . Para ello necesitamos la de�nición de

esqueleto de un módulo.

Si bien la de�nición de esqueleto de un módulo fue dada en [BH-ZT] en un contexto

más general, presentamos aquí la de�nición de esqueleto de un módulo para las álgebras

truncadas.

De�niciones 2.1. [DH-ZL, De�nition 1] Sea M un Λ-módulo en mod Λ y P0(M) =⊕
r∈J Λzr su cubierta proyectiva donde zr ∈ {e1, ..., en}, para un conjunto de índices J .

Un camino de longitud l en P0(M) es cualquier elemento ρzr ∈ P0(M) donde ρ

es un camino de longitud l en Λ que comienza en zr.

Un esqueleto de M es un conjunto σ de caminos γ en P0(M) tal que, para todo

l < t, la imagen vía la proyección canónica de F lM en F lM/F l+1M de las clases

residuales de los caminos γ de longitud l en σ, forman una k-base de F lM/F l+1M .

Además se pide que si γ = γ′′γ′zr ∈ σ entonces γ′zr ∈ σ.

Un camino ρ en P0(M) \ σ se llama σ-crítico si es de la forma ρ = αγzr, donde α

es una �echa y γzr un camino en σ.

Notaremos con Σ al conjunto de los caminos σ-críticos, esto es,

Σ = {ρ ∈ P0(M) \ σ : ρ es σ − cŕıtico}
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E. Babson, B. Huisgen-Zimmermann y R. Thomas demostraron el siguiente teorema

para álgebras truncadas, que describe la sizigia de un Λ-módulo en función de ideales a

izquierda generados por un camino.

Teorema 2.3.1. [BH-ZT, Lemma 5.11] Sean Λ = kQ/F t y M un Λ-módulo con esque-

leto σ. Entonces, Ω1(M) es isomorfo a una suma directa de ideales a izquierda cíclicos

generados por caminos σ-críticos no nulos de longitud positiva de Λ, es decir:

Ω1(M) =
⊕
ρ∈Σ

Λρ.

Ejemplo 2.3.2. Consideremos el siguiente carcaj:

Q : 1
α1 //

α2

��

2

β
��

5 ε // 6
ρ // 7

3
γ // 4

δ3

��@@@@@@@
δ2 //

δ1

??~~~~~~~~
8

ζ1

OO

ζ2 // 9
η // 10

11 ν // 12

y tomemos el álgebra truncada Λ = kQ/F 4. Consideremos además el Λ-módulo

0 0 //

0
��

k

Id
��

k
0 // 0 0 // 0

M = k
Id // k

0

��>>>>>>>>
Id //

Id

@@��������
k

0

OO

0 // 0 0 // 0

0 0 // 0

.

Podemos representar al módulo M usando la serie radical, de la siguiente manera:

3 2

M = 4

8 5

Una cubierta proyectiva de M está dada por P0(M) = P2 ⊕ P3, donde los proyectivos P2

y P3 pueden representarse como:

P2 : 2

qqqqq 4

��

MMMM

5 8 11

6 5 9 12

P3 : 3

qqqqq 4

��

MMMM

5 8 11

6 5 9 12
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Los conjuntos σ1 = {e2, e3, β, δ1β, δ2β} y σ2 = {e2, e3, γ, δ1γ, δ2γ} son ejemplos de

esqueletos de M .

Luego el conjunto de los caminos σ1-críticos es {γ, δ3β, εδ1β, ζ1δ2β, ζ2δ2β} y el conjunto

de los caminos σ2-críticos es {β, δ3γ, εδ1γ, ζ1δ2γ, ζ2δ2γ}.

Aplicando el Teorema 2.3.1 tenemos que:

Ω1(M) = Λγ ⊕ Λδ3β ⊕ Λεδ1β ⊕ Λζ1δ2β ⊕ Λζ2δ2β

esto es,

Ω1(M) = 4
qqqqq

��

MMMM

5 8 11

6 5 9 12

⊕ 11

12

⊕ 6⊕ 5⊕ 9

De igual manera, Ω1(M) se puede calcular usando el esqueleto σ2

Ω1(M) = Λβ ⊕ Λδ3γ ⊕ Λεδ1γ ⊕ Λζ1δ2γ ⊕ Λζ2δ2γ.

El Teorema 2.3.1 nos permite obtener propiedades de los Λ-módulos p-periódicos in-

descomponibles.

Corolario 2.3.3. Sea M un Λ-módulo indescomponible. Si M es p-periódico entonces

M = Λρ para algún camino ρ.

Nos centraremos en estudiar cuándo los módulos de la forma Λρ son p-periódicos en

las álgebras truncadas Λ = kQ/F t con t ≥ 2. Para realizar dicho estudio será conveniente

notar a los módulos Λρ siguiendo la notación usada en [BMR]. Dado un camino ρ en Q tal

que l(ρ) = l y t(ρ) = i, denotaremos con M l
i (Λ) al ideal a izquierda Λρ. Son inmediatas

las siguientes observaciones:

1. M l
i (Λ) = 0 si l ≥ t.

2. Top(M l
i (Λ)) = Si si l < t.

3. El módulo M l
i (Λ) es simple si y solo si l = t− 1.

4. El módulo M l
i (Λ) es proyectivo si y solo si todos los caminos que comienzan en el

vértice i tienen longitud menor o igual que t− l − 1.
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Usando el Teorema 2.3.1 en [BMR] se describen las dos primeras sizigias de un módulo

cíclico no proyectivo M l
i (Λ) en las álgebras truncadas. Un esqueleto σ del módulo M l

i (Λ)

está formado por todos los caminos γ tales que s(γ) = i y l(γ) ≤ t − l − 1. Luego,

Σ = {ρ |s(ρ) = i y l(ρ) = t− l}. Así:

Ω1(M l
i (Λ)) =

⊕
ρ∈Σ

Λρ =
⊕

ρ:


s(ρ) = i

l(ρ) = t− l

M t−l
t(ρ)(Λ).

y

Ω2(M l
i (Λ)) =

⊕
ρ′:


s(ρ′) = i

l(ρ′) = t

M l
t(ρ′)(Λ).

La siguiente observación generaliza las descripciones dadas anteriormente.

Observación 2.3.4. Sea Λ = kQ/F t yM l
i (Λ) el Λ-módulo cíclico generado por un camino

de longitud l terminado en el vértice i. Entonces:

Ω2n(M l
i (Λ)) =

⊕
ρ′:


s(ρ′) = i

l(ρ′) = nt

M l
t(ρ′)(Λ)

y

Ω2n+1(M l
i (Λ)) =

⊕
ρ′:


s(ρ′) = i

l(ρ′) = (n+ 1)t− l

M t−l
t(ρ′)(Λ).

Ya estamos en condiciones de demostrar cuando un módulo cíclico generado por un

camino de longitud l comenzado en el vértice i, M l
i (Λ), es p-periódico.

Proposición 2.3.5. Sea Λ = kQ/F t. El Λ-módulo M l
i (Λ) con l ≤ t− 1 es p-periódico si

y solo si existe un ciclo Q que pasa por el vértice i.

Demostración: Supongamos que el módulo M l
i (Λ) es p-periódico, esto es, M l

i (Λ) es

sumando directo de Ωm(M l
i (Λ)), para algún m ≥ 1. Por la observación anterior, se tiene
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que existe un camino que comienza y termina en i. Por lo tanto, existe un ciclo que pasa

por el vértice i.

Recíprocamente, supongamos que existe un ciclo de longitud n que pasa por el vértice

i, esto es, existe un camino ρ en Q de longitud n que comienza y termina en i. Así, el

camino ρt es tal que l(ρt) = nt y s(ρt) = t(ρt) = i. Luego, por la observación anterior, se

tiene que M l
i (Λ) es sumando directo de Ω2n(M l

i (Λ)). Por lo tanto, M l
i (Λ) es un módulo

p-periódico. �

Corolario 2.3.6. Sea Λ = kQ/F t y sea M un Λ-módulo indescomponible. Entonces M

es p-periódico si y solo si M = M l
i (Λ) y existe un ciclo que pasa por el vértice i.

Por último en esta sección caracterizaremos a los módulos indescomponibles virtual-

mente p-periódicos. De la de�nición de módulo virtualmente p-periódico y del corolario

anterior sigue inmediatamente que si X es virtualmente p-periódico entonces X = M l
j(Λ)

para algún vértice j con 1 ≤ l ≤ t− 1.

Proposición 2.3.7. Sea Λ = kQ/F t. Sea X un Λ-módulo indescomponible, X es virtual-

mente p-periódico si y solo si X = M l
j(Λ), para algún 1 ≤ l ≤ t − 1, y existe un camino

de un vértice i al vértice j, donde M s
i (Λ) es p-periódico para algún 1 ≤ s ≤ t− 1.

Demostración: Supongamos que X es virtualmente p-periódico, luego existe M s
i (Λ)

p-periódico tal que X|Ωm(M s
i (Λ)) con 1 ≤ s ≤ t − 1. Por lo observado anteriormente,

X = M l
j(Λ) para algún l ≤ t− 1. Luego, por la Observación 2.3.4, se tiene que existe un

camino ρ′ de i a j.

Recíprocamente, supongamos que existe un camino ρ′ : i  j de longitud r y que existe

un módulo p-periódico M s
i (Λ). Como M s

i (Λ) es p-periódico entonces dp(M s
i (Λ)) = ∞ y

por lo tanto, Ωn(M s
i (Λ)) 6= 0 para todo n ≥ 0.

Si l(ρ′) = nt o l(ρ′) = (n+1)t−s para algún n ≥ 0, entonces el móduloM s
j (Λ) es sumando

directo de Ω2n(M s
i (Λ)) o el móduloM t−s

j (Λ) es sumando directo de Ω2n+1(M s
j (Λ)). Luego,

tomando X = M s
j (Λ) o X = M t−s

j (Λ) se tiene que X es virtualmente p-periódico.

Si l(ρ′) 6= nt y l(ρ′) 6= (n+1)t−s = nt+ t−s para todo n ≥ 0, entonces l(ρ′) = nt+q con

0 < q < t− s o t− s < q < t. Como M s
i (Λ) es p-periódico, entonces por la Proposición
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2.3.5, existe un ciclo que pasa por el vértice i, digamos γ = αi0αi1 ...αis′ con i0 = i,

αik : ik → ik+1 para k ∈ {0, ..., s′ − 1} y αis′ : is′ → i0. Luego, eligiendo un camino γ′

formado por �echas en {αi0 , αi1 , ..., αis′} tal que l(γ
′) = t − s − q y γ′ = ih  i0, con

h ∈ {0, 1, ..., s′}, se tiene un camino ρ′′ = γ′ρ′ : ih  j tal que l(ρ′′) = l(γ′) + l(ρ′) =

t − s − q + nt + q = nt + t − s = (n + 1)t − s. Por lo tanto, el módulo M s
j (Λ) es

sumando directo de Ω2n+1(M t−s
ih

(Λ)), donde M t−s
ih

(Λ) es p-periódico por la Proposición

2.3.5. Tomando X = M s
j (Λ) se obtiene lo deseado.

�

El siguiente resultado sigue del Corolario 2.1.16 y del hecho de que las álgebras trun-

cadas son álgebras monomiales.

Corolario 2.3.8. Sea Λ = kQ/F t. Entonces son equivalentes:

a) La dimensión global de Λ es in�nita.

b) Existe un Λ-módulo p-periódico.

c) Existe un Λ-módulo virtualmente p-periódico.

2.4. Módulos periódicos en álgebras Gorenstein.

Comencemos recordando la de�nición de álgebra Gorenstein, así como también, la

de�nición de módulos Gorenstein proyectivos sobre un álgebra de Artin.

De�nición 2.4.1. [H] Un álgebra de Artin Λ se dice Gorenstein si di(ΛΛ) < ∞ y

di(ΛΛ) <∞. Mas aún, Λ se dice n-Gorenstein si n es el menor entero talque di(ΛΛ) ≤ n

y di(ΛΛ) ≤ n.

La de�nición de módulo Gorenstein proyectivo que aquí presentamos es la dada por

X. W. Chen.

De�nición 2.4.2. [C, De�nition 2.1.1] Una resolución proyectiva completa es una

sucesión exacta:

(P , p) = · · · p−2 // P−1
p−1 // P0

p0 // P1
p1 // · · ·
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de Λ-módulos proyectivos, tal que al aplicar el funtor HomΛ(−,Λ) se obtiene la sucesión

exacta:

· · ·
p∗1 // P ∗1

p∗0 // P ∗0
p∗−1 // P ∗−1

p∗−2 // · · · .

Un Λ-módulo �nitamente generado G se dice Gorenstein proyectivo si existe una

resolución proyectiva completa (P , p) tal que G ∼= Ker(p0). En particular, para todo i ∈ Z

el Λ-módulo Ker(pi) es Gorenstein proyectivo. Indicaremos con Λ-Gproj a la subcategoría

plena de mod Λ formada por los Λ-módulos Gorenstein proyectivos.

Observación 2.4.3. Si G es un Λ-módulo Gorenstein proyectivo entonces G ∼= (G∗)∗,

donde G∗ = HomΛ(G,Λ). En efecto, sea

(P , p) = · · · p−2 // P−1
p−1 // P0

p0 // P1
p1 // · · ·

una resolución proyectiva completa de G = Ker(p0). Por [ARS, Proposition 4.3] sabemos

que el funtor (−)∗ : HomΛ(−,Λ) : P(mod Λ) → P(mod Λop) es una dualidad, así el

complejo (P , p) es isomorfo al complejo

((P∗)∗, (p∗)∗) = · · ·
(p∗−2)∗
// (P ∗−1)∗

(p∗−1)∗
// (P ∗0 )∗

(p∗0)∗
// (P ∗1 )∗

(p∗1)∗
// · · ·

Además, como G es Gorenstein proyectivo se tiene que (G∗)∗ = Ker((p∗0)∗). Del isomor-

�smo entre ((P ), p) y ((P∗)∗, (p∗)∗) podemos extraer el siguiente diagrama conmutativo

0 // G
ι //

g��

P0
p0 //

f0��

P1
p1 //

f1��

P2
p2 //

f2��

· · ·

0 // (G∗)∗
(ι∗)∗ // (P ∗0 )∗

(p∗0)∗
// (P ∗1 )∗

(p∗1)∗
// (P ∗2 )∗

(p∗2)∗
// · · ·

donde los mor�smos fi son isomor�smos para todo i, y por lo tanto g también es un

isomor�smo, donde g : G → (G∗)∗ = HomΛ(HomΛ(G,Λ),Λ) está de�nido por g(x)(f) =

f(x) para todo x ∈ G y todo f ∈ G∗.

Notaremos con ⊥Λ a la subfamilia de módulos estables de mod Λ, esto es, a la familia

de�nida por

{X ∈ mod Λ : ExtiΛ(X,Λ) = 0, ∀i ≥ 1}.

Observación 2.4.4. 1. Todo Λ-módulo Gorenstein proyectivo pertenece a ⊥Λ, es de-

cir, Λ − Gproj ⊆⊥Λ. En efecto, sea M un Λ-módulo Gorenstein proyectivo. Por

de�nición, existe una resolución proyectiva completa:

(P , p) = · · · p−2 // P−1
p−1 // P0

p0 // P1
p1 // · · ·
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con M ∼= Ker(p0), que da lugar a la siguiente sucesión exacta:

· · ·
p∗1 // HomΛ(P1,Λ)

p∗0 // HomΛ(P0,Λ)
p∗−1 // HomΛ(P−1,Λ)

p∗−2 // · · · .

Luego ExtiΛ(M,Λ) = Ker(p∗−(i+1))/Im(p∗−i) = 0 para todo i ≥ 1.

2. Sea X un Λ-módulo y sea

· · · p2 // P1
p1 // P0

p0 // X // 0

una resolución proyectiva de X. Entonces, X ∈⊥ Λ si y solo si la sucesión

(∗) 0 // HomΛ(X,Λ)
p∗0 // HomΛ(P0,Λ)

p∗1 // HomΛ(P1,Λ)
p∗2 // · · ·

es exacta. En efecto, la sucesión (∗) es exacta si y solo si ExtiΛ(X,Λ) = 0 para todo

i ≥ 1, así la sucesión (∗) es exacta si y solo si X ∈⊥ Λ.

Observación 2.4.5. En general dada un álgebra de Artin Λ, ⊥Λ * Λ−Gproj, es decir,

no todo módulo estable es Gorenstein proyectivo, como lo muestra René Marczinzik en

[M].

Lema 2.4.6. Si X ∈ ⊥Λ entonces Extn+1
Λ (X,Ωn(M))) ∼= Ext1

Λ(X,M), para todo n ≥ 1

y todo Λ-módulo M .

Demostración: Sea M un Λ-módulo, �jando la resolución proyectiva minimal de M

· · · // Pn // Pn−1
// · · · // P2

// P1
// P0

//M // 0 ,

podemos considerar la siguiente sucesión exacta corta

0 // Ω(M) // P0
//M // 0 .

Al aplicar HomΛ(X,−) a esta sucesión obtenemos la sucesión exacta larga

0 // HomΛ(X,Ω(M)) // HomΛ(X,P0) // HomΛ(X,M) // Ext1
Λ(X,Ω(M)) // Ext1

Λ(X,P0) //

// Ext1
Λ(X,M) // Ext2

Λ(X,Ω(M)) // Ext2
Λ(X,P0) // Ext2

Λ(X,M) // ···

Luego, como ExtnΛ(X,Λ) = 0 para todo n ≥ 1, tenemos, en particular, que

Ext1
Λ(X,M) ∼= Ext2

Λ(X,Ω(M)).
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De igual manera, al considerar las sucesiones exactas largas, que se obtienen al aplicar

HomΛ(M,−) a las siguientes sucesiones exactas cortas

0 // Ω2(M) // P1
// Ω(M) // 0

0 // Ω3(M) // P2
// Ω2(M) // 0

...

0 // Ωn(M) // Pn−1
// Ωn−1(M) // 0

,

obtenemos que

Ext2
Λ(X,Ω(M)) ∼= Ext3

Λ(X,Ω2(M)),

Ext3
Λ(X,Ω2(M)) ∼= Ext4

Λ(X,Ω3(M)),

...

ExtnΛ(X,Ωn−1(M)) ∼= Extn+1
Λ (X,Ωn(M)).

Por lo tanto, tenemos que Extn+1
Λ (X,Ωn(M)) ∼= Ext1

Λ(X,M), para todo n ≥ 1.

�

Corolario 2.4.7. Sea X ∈ ⊥Λ y sea M un Λ-módulo tal que dp(M) < ∞. Entonces,

ExtiΛ(X,M) = 0 para todo i ≥ 1.

El siguiente teorema brinda una caracterización de las álgebras n-Gorenstein. Para

facilitar la lectura de este trabajo incluimos aquí su demostración, la cual utiliza el Lema

2.4.6.

Teorema 2.4.8. [C, Theorem 2.3.3] Sea Λ un álgebra de Artin y sea n ≥ 0. Entonces, Λ

es n-Gorenstein si y solo si Λ-Gproj= Ωn(mod Λ).

Demostración: Supongamos que Λ es n-Gorenstein. Para demostrar que vale la igualdad

Λ-Gproj= Ωn(mod Λ) mostraremos que valen las siguientes inclusiones

Λ−Gproj ⊆ Ωn(mod Λ) ⊆ ⊥Λ ⊆ Λ−Gproj.
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Por de�nición, todo módulo Gorenstein proyectivo G es sizigia i-ésima de algún Λ-módulo

para todo i ≥ 1, en particular para i = n. Así, Λ-Gproj⊆ Ωn(mod Λ).

Mostremos ahora que Ωn(mod Λ) ⊆ ⊥Λ. Sea X un módulo en Ωn(mod Λ), esto es, existe

un Λ-módulo M tal que Ωn(M) = X. Como Λ es n-Gorenstein se tiene que di(ΛΛ) ≤ n,

de donde ExtiΛ(−,Ω−n(Λ)) = 0 para todo i ≥ 1. Luego, usando el Lema del Décalage se

tiene que:

ExtiΛ(X,Λ) = ExtiΛ(Ωn(M),Λ) = Exti+nΛ (M,Λ) = ExtiΛ(M,Ω−n(Λ)) = 0, ∀i ≥ 1.

Por lo tanto, X ∈ ⊥Λ.

Por último, mostremos que ⊥Λ ⊆ Λ-Gproj. Sea M un Λ-módulo en ⊥Λ y sea

ε : · · · d−2 // P−1
d−1 // P0

d0 //M // 0 una resolución proyectiva de M . Aplicando el

funtor (−)∗ = HomΛ(−,Λ) a ε y usando la hipótesis, obtenemos la sucesión exacta

ε∗ : 0 //M∗ d∗0 // (P0)∗
d∗−1 // (P−1)∗

d∗−2 // · · · . Como cada módulo (P−j)
∗ en ε∗ es un

Λop-módulo proyectivo, se tiene que M∗ = Ωj(Ker(d∗−(j+1))) para todo j ≥ 1. Tomando

j = n, se tiene que

ExtiΛop(M
∗,Λ) = ExtiΛop(Ω

n(Ker(d∗−(n+1))),Λ) = Exti+nΛop (Ker(d∗−(n+1)),Λ) = 0

para todo i ≥ 1, pues di(ΛΛ) ≤ n, por lo tanto M∗ está en ⊥(ΛΛ). De igual manera,

puede verse que todos los módulos Ker(d∗−j) están en ⊥(ΛΛ). Luego, aplicando (−)∗ a la

sucesión ε∗ se obtiene una resolución proyectiva de (M∗)∗, y como P−j ∼= ((P−j)
∗)∗ para

todo j ≥ 1, se tiene que M ∼= (M∗)∗.

Por otro lado, consideremos una resolución proyectiva del Λop-módulo M∗, esto es,

δ : · · · p−2 // Q−1
p−1 // Q0

p0 //M∗ // 0 . Puesto que M∗ ∈ ⊥(ΛΛ), al aplicar el funtor

(−)∗ = HomΛop(−,Λ) a la resolución δ, se obtiene la sucesión exacta

δ∗ : 0 // (M∗)∗
p∗0 // (Q0)∗

p∗−1 // (Q−1)∗
p∗−2 // · · · , donde los Λ-módulos (Q−i)

∗ son pro-

yectivos. Por lo tanto, debido a que M ∼= (M∗)∗, M ∈ ⊥Λ y M∗ ∈ ⊥(ΛΛ) la sucesión

exacta:

· · · d−2 // P−1
d−1 // P0

p∗0◦d0 // Q∗0
p∗−1 // Q∗1

p∗−2 // · · ·

es una resolución proyectiva completa tal queM ∼= Ker(p∗1), por lo queM es un Λ-módulo

Gorenstein proyectivo.
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Hemos probado las incusiones Λ−Gproj ⊆ Ωn(mod Λ) ⊆ ⊥Λ ⊆ Λ−Gproj y por lo tanto

Λ−Gproj = Ωn(mod Λ) =⊥ Λ.

Recíprocamente, supongamos que Λ−Gproj = Ωn(mod Λ). Luego, para cada módulo

M ∈ mod Λ se tiene que Ωn(M) ∈ Λ-Gproj. Así, por la Observación 2.4.4, tenemos que

Exti+nΛ (M,Λ) = ExtiΛ(Ωn(M),Λ) = 0, para cada i ≥ 1. Por lo tanto, di(ΛΛ) ≤ n.

Por otro lado, de la resolución proyectiva de D(ΛΛ) podemos considerar la sucesión exacta

0 // Ωn(D(ΛΛ)) // P1−n // · · · // P−1
// P0

// D(ΛΛ) // 0 , con Pj pro-

yectivos. Para todo módulo Gorenstein proyectivo G, por la Observación 2.4.4, G ∈ ⊥Λ.

Luego, por el Lema 2.4.6 y por ser D(ΛΛ) inyectivo, se tiene que Extn+1
Λ (G,Ωn(D(ΛΛ))) =

Ext1
Λ(G,D(ΛΛ)) = 0.

Por ser Ωn(D(ΛΛ)) un módulo Gorenstein proyectivo, existe una sucesión exacta

0 // Ωn(D(ΛΛ)) ε // Q0
// Q1

// · · · // Qn
// G // 0

con cada Qi proyectivo y G Gorenstein proyectivo. Tomando G′ el conúcleo de ε tenemos

que Ext1
Λ(G′,Ωn(D(ΛΛ))) = Extn+1

Λ (G,Ωn(D(ΛΛ))) = 0. Luego ε se parte, de donde

Ωn(D(ΛΛ)) es proyectivo y dpD(ΛΛ) ≤ n. Por lo tanto, di(ΛΛ) ≤ n y Λ es n-Gorenstein.

�

Observación 2.4.9. Sigue inmediatamente de la demostración del teorema anterior, que

si Λ es n-Gorenstein entonces Λ-Gproj= ⊥Λ [C, Theorem 2.3.3].

El siguiente ejemplo muestra que la recíproca de la Observación 2.4.9 no es cierta.

Ejemplo 2.4.10. Sea

Q = 1
α
((
2

β

hh

y sea Λ = kQ/I donde I = 〈αβα〉. Como Λ es un álgebra Nakayama se tiene que ⊥Λ = Λ-

Gproj, por [M2, Lemma 2.9].

Por otro lado, los Λ-módulos proyectivos e inyectivos indescomponibles pueden represen-

tarse como

P1 :
1
2
1

P2 = I1 :

2
1
2
1

I2 :
2
1
2

.
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Como la co-resolución inyectiva de P1 es

S2

��;;;;;;
2
1

��888888
2
1

��888888

0 // P1
// I1

//

AA������
I2

//

BB������
I1

//

BB������
I1

// · · ·

se tiene que di(P1) =∞. Luego, Λ no es un álgebra n-Gorenstein, pues di(ΛΛ) =∞.

Observemos que este ejemplo se puede generalizar: Si Λ es un álgebra Nakayama tal que

di(Λ) =∞ entonces Λ no es un álgebra Gorenstein y sin embargo ⊥Λ = Λ-Gproj.

Del Teorema 2.4.8 y del Lema 2.1.9 tenemos la siguiente proposición.

Proposición 2.4.11. En un álgebra de Artin n-Gorenstein todo módulo virtualmente

p-periódico es Gorenstein proyectivo.

Demostración: Sea Λ un álgebra n-Gorenstein y sea X un Λ-módulo virtualmente p-

periódico. Por el Lema 2.1.9 sabemos que ExtiΛ(X,M) = 0 para todo i ≥ 1 y para todo

Λ-módulo �nitamente generado M tal que di(M) <∞. Como Λ es n-Gorenstein se tiene

que di(ΛΛ) < ∞. Luego ExtiΛ(X,Λ) = 0 para todo i ≥ 1. Por lo tanto, X ∈ ⊥Λ y en

consecuencia, X es Gorenstein proyectivo por la Obsevación 2.4.9. �

Corolario 2.4.12. En un álgebra de Artin n-Gorenstein todo módulo p-periódico es

Gorenstein proyectivo.

Ya hemos observado que la familia de los módulos p-periódicos está incluida en la

familia de los módulos virtualmente p-periódicos y entonces, por la Proposición 2.4.11 y

el Corolario 2.4.12 estas familias entán incluidas en la familia de los módulos Gorenstein

proyectivos, cuando el álgebra es Gorenstein. Sin embargo, no es cierto que todo módu-

lo Gorenstein proyectivo, sobre un álgebra Gorenstein, sea p-periódico. En el siguiente

ejemplo exhibimos un módulo Gorenstein proyectivo que no es p-periódico, en un álgebra

0-Gorenstein.

Ejemplo 2.4.13. Consideremos el carcaj Q

1x 99

y

YY z
yy
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y tomemos Λ = kQ/I donde I = 〈x2, y2, z2, yx + rxy, zy + ryz, xz + rzx〉 donde r es

un elemento no nulo del cuerpo algebraicamente cerrado k que no es raíz enésima de la

unidad. Como Λ es un álgebra auto-inyectiva, tenemos que Λ es 0-Gorenstein y por lo

tanto todo Λ-módulo es Gorenstein proyectivo.

Consideremos el Λ-módulo indescomponible Mc = Λ/Λ(x + cy) con c ∈ k. Se prueba

que Ωn(Mc) = Mc.rn � Mc (ver apéndice A). Por lo tanto, Mc no es p-periódico y es

Gorenstein proyectivo.

Observación 2.4.14. Hemos visto en el capítulo 2 que los módulos proyectivos sobre

álgebras de Artin pueden ser virtualmente p-periódicos. Sin embargo, si Λ es un álge-

bra n-Gorenstein entonces los Λ-módulos proyectivos no son virtualmente p-periódico.

Este hecho surge de que en las álgebras n-Gorenstein todo módulo que tiene dimensión

proyectiva �nita tiene dimensión inyectiva �nita, mientras que los módulos virtualmente

p-periódicos tienen dimensión inyectiva in�nita.

En general, no es cierto que los módulos virtualmente p-periódicos sean Gorenstein

proyectivos en álgebras de Artin arbitrarias, como lo muestra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.4.15. Consideremos el siguiente carcaj Q

1 // 2
yy

y tomemos el álgebra Λ = kQ/F 2.

Por la Proposición 2.2.3, sabemos que el Λ-módulo S2 es p-periódico y por tanto, virtual-

mente p-periódico.

Veamos que S2 /∈ ⊥Λ. En efecto, los Λ-módulos proyectivos e inyectivos indescomponibles

de Λ son:

P1 = 1
2

P2 = 2
2

I1 = S1 I2 = 1 2
2

Luego una co-resolución inyectiva de P1 es

0 0

S2

��@@@@@

>>}}}}}
S1 ⊕ S2

&&NNNNNNN

77oooooooo

0 // P1
// I2

//

??~~~~~
I2

//

::uuuuuuu
I1 ⊕ I2

// · · ·
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Por lo tanto, por el dual de la Proposición 1.2.5, tomando M = P1 y X = S2, se tiene

que ExtiΛ(S2, P1) 6= 0 para todo i ≥ 1. Luego S2 /∈ ⊥P1 y S2 /∈ ⊥Λ y por lo tanto, S2 no

es Gorenstein proyectivo.

Para lo que resta de esta sección es conveniente introducir aquí el siguiente comentario.

Comentario: En la De�nición 2.1.1 de�nimos los módulos p-periódicos (virtualmente

p-periódicos) a partir de los núcleos de los mor�smos que conforman la resolución pro-

yectiva minimal de un módulo. Por otro lado, en la de�nición de los módulos Gorenstein

proyectivos se utiliza los núcleos de una resolución proyectiva cualquiera de un módulo

(no es necesariamente minimal). Por lo tanto, solo en lo que resta de esta sección uti-

lizaremos la notación Ωn
m(M) para indicar el enésimo núcleo de la resolución proyectiva

minimal de M y Ωn(M) para indicar el enésimo núcleo de una resolución proyectiva, no

necesariamente minimal, de M .

Observación 2.4.16. Para todo Λ-módulo M se tiene que Ωn(M) = Ωn
m(M)⊕P , donde

P es un Λ-módulo proyectivo. Luego Ωn
m(M) ∼= Ωn(M) en mod Λ.

Los siguientes dos resultados nos serán de utilidad para caracterizar los módulos p-

periódicos en las álgebras Gorenstein.

Lema 2.4.17. [C, Lemma 2.1.13] Sea M un Λ-módulo Gorenstein proyectivo indescom-

ponible no proyectivo. Consideremos su cubierta proyectiva π : P0(M) → M . Entonces

Ker(π) es un módulo indescomponible no proyectivo.

Demostración: Sea M un Λ-módulo Gorenstein proyectivo indescomponible no proyec-

tivo y sea π : P0 → M su cubierta proyectiva. Supongamos que Ker(π) = N ⊕ Q donde

N no tiene sumandos directos proyectivos y Q es proyectivo. Como ExtiΛ(M,Λ) = 0 para

todo i ≥ 1, se tiene que Ext1
Λ(M,Q) = 0. Luego, la composición de los mor�smos inclusión

Q ↪→ Ker(π) ↪→ P0 se parte, y como π : P0 →M es la cubierta proyectiva de M , se tiene

que Q = 0. Por lo tanto Ker(π) no contiene sumando directos proyectivos.

Supongamos que Ker(π) = N ⊕N ′, con N y N ′ módulos no proyectivos y sin sumandos

proyectivos. Al aplicar el funtor (−)∗ = HomΛ(−,Λ) a la sucesión exacta corta:

0 // N ⊕N ′ // P0
//M // 0
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se obtiene la sucesión

0 //M∗ // P ∗0 // N∗ ⊕N ′∗ // 0 .

Como P ∗0 es un Λop-módulo proyectivo se tiene que Ω(N∗)⊕Ω(N ′∗) = Ω(N∗⊕N ′∗) ∼= M∗.

Por último, tenemos queM ∼= (M∗)∗ ∼= (Ω(N∗))∗⊕(Ω(N ′∗))∗, donde (Ω(N∗))∗ y (Ω(N ′∗))∗

son módulos no nulos y no proyectivos. Esto contradice la hipótesis de que M es indes-

componible. Luego, Ker(π) es un Λ-módulo indescomponible.

�

Para la siguiente proposición necesitamos introducir dos de�niciones dadas en [C]

siguiendo a D. Bennis y N. Mahdou.

De�nición 2.4.18. [C] Sea Λ un álgebra de Artin y sea n ≥ 1. Una resolución proyectiva

completa (P , d) se dice n-fuertemente proyectiva completa si es de la forma:

(P , d) = · · · // P−1
d−1 // P0

d0 // P1
d1 // · · · // Pn−1

dn−1 // Pn
dn // Pn+1

// · · ·

donde d0 = dn, Pn = P0, dn+i = di, Pn+i = Pi, d−i = dn−i y P−i = Pn−i para todo i ≥ 0.

Un Λ-módulo se dice n-fuertemente Gorenstein proyectivo si existe una resolución

n-fuertemente proyectiva completa (P , d) tal que M ∼= Ker(d0).

Observación 2.4.19. Todo Λ-módulo n-fuertemente Gorenstein proyectivo es Gorenstein

proyectivo.

Proposición 2.4.20. [C, Proposition 2.2.17] Un Λ-módulo M es n-fuertemente Gorens-

tein proyectivo si y solo si Ωn(M) ∼= M en mod Λ y ExtiΛ(M,Λ) = 0 para 1 ≤ i ≤ n.

Demostración: Como M es n-fuertemente Gorenstein proyectivo tenemos que M ∼=

Ωn(M). Además, como M es Gorenstein proyectivo se tiene que ExtiΛ(M,Λ) = 0 para

todo i ≥ 1.

Recíprocamente supongamos que Ωn(M) ∼= M en mod Λ y ExtiΛ(M,Λ) = 0 para

1 ≤ i ≤ n. Más aún, usando el Lema del Décalage, se obtiene que ExtiΛ(M,Λ) = 0

para todo i tal que 1 ≤ i.
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Tomemos una sucesión exacta 0 // K // Pn−1
// · · · // P1

// P0
//M // 0

donde cada Pj es proyectivo y K = ker(Pn−1 → Pn−2). Por hipótesis, K ∼= M en mod Λ.

Luego, existen módulos proyectivos P y Q tales que K ⊕ P = M ⊕Q en mod Λ.

Así, podemos construir la siguiente sucesión exacta

0 // K ⊕ P // Pn−1 ⊕ P // · · · // P1
// P0

//M // 0

donde ker(Pn−1 ⊕ P → Pn−2) = K ⊕ P = M ⊕Q.

Denotemos por M ′ a la imagen del mor�smo Pn−1 ⊕ P → Pn−2. Por el Lema del Dé-

calage tenemos que Ext1
Λ(M ′, Q) = Extn(M,Q) = 0. Consideremos la sucesión exacta

corta 0 //M ⊕Q // Pn−1 ⊕ P //M ′ // 0 (I). Por ser Ext1(M ′, Q) = 0, te-

nemos que Pn−1 ⊕ P = P ′ ⊕ Q, con P ′ un Λ-módulo proyectivo. Así de (I), se tie-

ne la sucesión exacta 0 //M ⊕Q // Q⊕ P ′ //M ′ // 0 . Luego, resulta que

0 //M // P ′ //M ′ // 0 es una sucesión exacta corta, que da lugar a la si-

guiente sucesión exacta larga:

0 //M ι // P ′ // · · · // P1
// P0

p0 //M // 0 .

Finalmente, de esta última sucesión exacta se obtiene el siguiente complejo exacto:

· · · // P0
ι p0 // P ′ // · · · // P1

// P0
ι p0 // P ′ // · · · .

Además, como el complejo

· · · // P ′∗
(ι p0)∗ // P ∗0 // P ∗1 // · · · // P ′∗

(ι p0)∗ // P ∗0 // · · ·

es exacto, ya que ExtiΛ(M,Λ) = 0 para todo i ≥ 1, se obtiene la resolución n-fuertemente

proyectiva completa buscada. Por lo tanto,M es n-fuertemente Gorenstein proyectivo. �

Finalmente podemos dar las condiciones necesarias y su�cientes para que un módulo

indescomponible no proyectivo sea p-periódico en un álgebra n-Gorenstein.

Proposición 2.4.21. Sea Λ un álgebra Gorenstein y seaM un Λ-módulo indescomponible

no proyectivo. Entonces M es p-periódico si y solo si M es n-fuertemente Gorenstein

proyectivo.
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Demostración: Sea M un Λ-módulo indescomponible no proyectivo.

Supongamos que M es p-periódico, esto es, M |Ωn
m(M) para algún entero n ≥ 1. Por el

Corolario 2.4.12 y el Lema 2.4.17 se tiene, para todo t ≥ 1, que Ωt
m(M) es Gorenstein

proyectivo indescomponible no proyectivo. Por tanto, M = Ωn
m(M) y M ∼= Ωn(M) en

mod Λ. Como di(Λ) < ∞, sabemos que ExtiΛ(M,Λ) = 0 para todo i ≥ 1. Así, por la

Proposición 2.4.20, se tiene que M es n-fuertemente Gorenstein proyectivo.

Recíprocamente, siM es n-fuertemente Gorenstein proyectivo entonces, por la Proposición

2.4.20, M ∼= Ωn(M) en mod Λ. Luego, M ⊕ Q1 = Ωn(M) ⊕ Q2, con Q1, Q2 Λ-módulos

proyectivos.

Luego por la Observación 2.4.16 se tiene que M ⊕ Q1 = Ωn
m(M) ⊕ Q2 ⊕ P para algún

módulo proyectivo P . Por lo tanto, M |Ωn
m(M) pues M es un Λ-módulo indescomponible

no proyectivo. Así, M es p-periódico. �

Observación 2.4.22. En un álgebra de Artin Λ, todo Λ-módulo n-fuertemente Gorens-

tein proyectivo es p-periódico, pero en general la recíproca no es cierta como lo muestra

el Ejemplo 2.4.15.



Capítulo 3

Módulos ortogonales a su resolución.

En el capítulo anterior se de�nió la familia de módulos ⊥Λ, llamados módulos estables,

así como también una subfamilia Λ-Gproj de ⊥Λ formada por los Λ-módulos Goresntein

proyectivos. Lanzilotta y Mata [LM] probaron que la primera y segunda funciones de

Igusa-Todorov φ y ψ se anulan en la familia de los módulos estables.

En este capítulo, generalizamos la noción de módulo estable extendiendo la familia de

módulos donde las funciones de Igusa-Todorov valen cero.

3.1. Módulos ortogonales a su resolución.

Consideremos Λ una R-álgebra de Artin, y sea mod Λ la categoría de los Λ-módulos

a izquierda �nitamente generados. Consideremos también mod Λ, la categoría cociente

mod Λ/P donde P es el ideal de los mor�smos que se factorizan por un proyectivo. Nuestro

objetivo en esta sección será de�nir el concepto de módulo ortogonal a su resolución con

el propósito de construir una subcategoría plena de mod Λ y evaluar las funciones de

Igusa-Todorov en dicha subcategoría.

De�nición 3.1.1. Sea X un Λ-módulo �nitamente generado y sea PX = {P1, ..., Pr} el

conjunto de todos los Λ-módulos proyectivos indescomponibles que son sumandos de los

proyectivos que intervienen en la resolución proyectiva minimal de X. Diremos que X es

ortogonal a su resolución minimal, o simplemente ortogonal a su resolución, si

ExtmΛ (X,Pj) = 0 para todo m ≥ 1 y para todo Pj ∈ PX .

61
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De la de�nición anterior sigue inmediatamente que para un álgebra de Artin Λ, valen

las siguientes inclusiones entre familias de módulos:

Λ−Gproj ⊆⊥Λ ⊆ {ortogonales a su resolución}.

En efecto, mostraremos las de�niciones comprometidas con el �n de observar como se

debilitan las condiciones que intervienen en las mismas. Recordemos que un módulo M

es Gorenstein proyectivo si existe una sucesión exacta:

· · · p−2 // P−1
p−1 // P0

p0 // P1
p1 // · · ·

con M ∼= Ker(p0), cada Pi Λ-módulo proyectivo para todo i ∈ Z y tal que la sucesión

· · ·
p∗1 // HomΛ(P1,Λ)

p∗0 // HomΛ(P0,Λ)
p∗−1 // HomΛ(P−1,Λ)

p∗−2 // · · ·

es exacta.

Por otro lado, M es un módulo estable, por la Observación 2.4.4.2., si y solo si dada una

resolución proyectiva de M , esto es

· · · p−2 // P−1
p−1 // P0

p0 //M // 0

al aplicar el funtor HomΛ(−,Λ), se obtiene la sucesión exacta

0 // HomΛ(M,Λ)
p∗0 // HomΛ(P0,Λ)

p∗−1 // HomΛ(P−1,Λ)
p∗−2 // · · · .

Por último, observemos queM es ortogonal a su resolución si y solo si dada una resolución

proyectiva de M

· · · p−2 // P−1
p−1 // P0

p0 //M // 0

al aplicar el funtor HomΛ(−, Pj) con Pj en PM se obtiene la sucesión exacta

0 // HomΛ(M,Pj)
p∗0 // HomΛ(P0, Pj)

p∗−1 // HomΛ(P−1, Pj)
p∗−2 // · · · .

Por lo tanto valen las inclusiones deseadas.

Notemos que en general las inclusiones son estrictas. En efecto, René Marczinzik en

[M] ofrece un ejemplo donde se muestra que la primera inclusión es estricta. Veamos un

ejemplo para mostrar que la segunda inclusión es estricta. Consideremos el carcaj Q:

1 // 2 ee
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y tomemos el álgebra Λ = kQ/F 2. Los Λ-módulos proyectivos e inyectivos indescomponi-

bles son

P1 = 1
2

P2 = 2
2

I1 = S1 I2 = 1 2
2

Veamos que el módulo S2 es ortogonal a su resolución y no pertenece a ⊥Λ. En efecto,

dado que S2 es p-periódico y PS2 = {P2}, con di(P2) = 1 < ∞, se tiene por el Corolario

2.1.10, que ExtiΛ(S2, P2) = 0 para todo i ≥ 1, por lo que es ortogonal a su resolución. Por

otro lado, utilizando el dual de la Proposición 1.2.5 y la co-resolución inyectiva de P1:

0 0

S2

��@@@@@

>>}}}}}
S1 ⊕ S2

&&NNNNNNN

77oooooooo

0 // P1
// I2

//

??~~~~~
I2

//

::uuuuuuu
I1 ⊕ I2

// · · ·

se tiene que ExtiΛ(S2, P1) 6= 0 para todo i ≥ 1. Luego S2 no está en ⊥Λ.

Daremos más ejemplos de módulos ortogonales a su resolución.

Ejemplos 3.1.2. 1. Sea Λ un álgebra de Artin. Entonces:

a) Si X es proyectivo entonces X es ortogonal a su resolución.

b) Si X es un módulo tal que todos los proyectivos Pj ∈ PX son inyectivos

entonces X es ortogonal a su resolución. En particular, si Λ es auto-inyectiva,

todo Λ-módulo es ortogonal a su resolución.

c) Podemos generalizar el ejemplo anterior: sean P la clase de todos los Λ-módulos

proyectivos de dimensión inyectiva �nita, n = máxPi∈P{di(Pi)} y X un Λ-

módulo de dimensión proyectiva in�nita tal que la clase PX está contenida en

la clase P , entonces Ωm(X) es ortogonal a su resolución para todo m ≥ n. En

efecto: como m ≥ n, PΩm(X) ⊂ PX ⊂ P . Luego, si Q ∈ PΩm(X) entonces

ExtiΛ(Ωm(X), Q) = Exti+mΛ (X,Q) = 0 ∀i ≥ 1, pues di(Q) ≤ n ≤ m.

Por lo tanto, para todo m ≥ n se tiene que Ωm(X) es ortogonal a su resolución.

2. Consideremos el carcaj Q:

1 // 2 // 3 // 4 ee
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y tomemos el álgebra Λ = kQ/F 2, donde F es el ideal generado por las �echas.

Veamos que el módulo simple S4 es ortogonal a su resolución. En efecto, la resolución

proyectiva minimal de S4 es:

· · · // P4
// P4

// P4
// S4

// 0

Por lo tanto PS4 = {P4}. Por ser S4 un módulo p-periódico (Proposición 2.2.3) y

por ser di(P4) = 3 < ∞, se tiene que ExtmΛ (S4, P4) = 0 para todo m ≥ 1 por el

Corolario 2.1.10. Por lo tanto, S4 es ortogonal a su resolución.

3. Todo Λ-módulo virtualmente p-periódico X tal que di(Pj) <∞ para todo Pj ∈ PX

es ortogonal a su resolución. En efecto, como X es p-periódico, por el Corolario

2.1.10, se tiene que ExtmΛ (X,M) = 0 para todo M con di(M) < ∞ y para todo

m ≥ 1. Luego, ExtmΛ (X,Pj) = 0 para todo Pj ∈ PX y todo m ≥ 1. Por lo tanto, X

es ortogonal a su resolución.

A continuación daremos algunas observaciones que se desprenden de la de�nición de

módulo ortogonal a su resolución.

Observaciones 3.1.3. 1. Si X es un Λ-módulo no proyectivo ortogonal a su reso-

lución entonces X tiene dimensión proyectiva in�nita. En efecto, sean {P1, ..., Pr}

los proyectivos que intervienen en la resolución proyectiva minimal de X. Si

dp(X) = n <∞ entonces existe i ∈ {1, ..., r} tal que ExtnΛ(X,Pi) 6= 0, por Propo-

sición 1.2.5.

2. Todo sumando directo de un módulo ortogonal a su resolución es ortogonal a su

resolución. En efecto, sea X =
⊕

j Xj ortogonal a su resolución, donde cada Xj

es indescomponible. Como la resolución proyectiva minimal de X se obtiene de la

suma directa de las resoluciones proyectivas minimales de los módulos Xj en la

categoría de complejos, se tiene que PXj ⊆ PX . Luego, ExtiΛ(X,P ) = 0 para todo

P ∈ PXj , ya que ExtiΛ(X,P ) = 0 para todo P ∈ PX . Finalmente, por la aditividad

en la primer variable del bifuntor del Ext, se tiene que ExtiΛ(Xj, P ) = 0 para todo

P ∈ PXj , de donde Xj es ortogonal a su resolución.
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3. Si X es no proyectivo ortogonal a su resolución entonces Ωn(X) es ortogonal a su

resolución para todo n ≥ 0. Sigue inmediatamente del hecho que ExtiΛ(Ωn(X), P ) =

Exti+nΛ (X,P ) = 0 y que PΩn(X) ⊆ PX .

4. Si A y B son módulos ortogonales a su resolución tales que PA = PB entonces

A ⊕ B es ortogonal a su resolución. Sin embargo, en general la suma directa de

módulos ortogonales a su resolución no es necesariamente ortogonal a su resolución.

En efecto, en Ejemplo 3.1.2.2. consideremos los módulos P3 y S4 que son ortogonales

a su resolución, sin embargo el módulo P3 ⊕ S4 no lo es. Veamos que efectivamente

P3 ⊕ S4 no es ortogonal a su resolución. Como la sucesión exacta corta

0 // P3
// I4

// S4
// 0

no se parte se tiene que Ext1
Λ(P3 ⊕ S4, P3) 6= 0 donde P3 ∈ PP3⊕S4 = {P3, P4}. Por

lo tanto P3 ⊕ S4 no es ortogonal a su resolución.

3.2. Valor de las funciones de Igusa-Todorov en los mó-

dulos ortogonales a su resolución.

Para calcular los valores de las funciones φ y ψ de Igusa-Todorov en los módulos

ortogonales a su resolución, nos basta con conocer el valor de la primera función en dichos

módulos, como lo a�rma la siguiente proposición.

Proposición 3.2.1. Si M es un Λ-módulo ortogonal a su resolución, entonces

ψ(M) = φ(M).

Demostración: Sea M un Λ-módulo ortogonal a su resolución y supongamos que

φ(M) = n. Como Ωn(M) también es ortogonal a su resolución, por la Observación

3.1.3.2, todo sumando directo de Ωn(M) es ortogonal a su resolución. Luego todo su-

mando directo de Ωn(M) es proyectivo o tiene dimensión proyectiva in�nita. Por lo tanto,
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máx{dp(N) : N |Ωn(M) con dp(M) <∞} = 0 y ψ(M) = φ(M). �

Sea X un Λ-módulo ortogonal a su resolución y PX = {P1, P2, ..., Pr} el conjunto de

todos los Λ-módulos proyectivos indescomponibles que son sumandos de los proyectivos

que intervienen en la resolución proyectiva minimal de X. Consideraremos la subcategoría

plena de mod Λ determinada por add((
⊕

i≥0 Ωi(X))⊕ (
⊕r

j=1 Pj)) la cual notaremos con

χ
X
. Además notaremos con χ

X
, o simplemente χ si no hay lugar a confusión, a la categoría

estable por proyectivos en add(PX), esto es:

Los objetos de χ
X
son los objetos de χ

X
.

Homχ
X

(M,N) =
Homχ

X
(M,N)

P (M,N)
, donde P (M,N) es el conjunto de los mor�smos deM

a N que se factorizan por un proyectivo en add(PX).

La composición es la inducida por χ
X
.

Recordemos que si f : M → N es un mor�smo en mod Λ y f es un representante

en modΛ de f , entonces por de�nición f = 0 en mod Λ si f se factoriza a través de un

proyectivo P en mod Λ.

Asimismo, recordemos que f = 0 en χ
X
si f se factoriza a través de un proyectivo en

χ
X
, es decir, un proyectivo en add(PX).

Lema 3.2.2. Sea f : M → N un mor�smo en χ
X
. Entonces f = 0 en χ

X
si y solo si

f = 0 en mod Λ. En particular, χ
X
es una subcategoría plena de mod Λ.

Demostración: Si f = 0 en χ
X
entonces es trivial que f = 0 en mod Λ.

Recíprocamente, si f = 0 en mod Λ entonces existe un proyectivo P en mod Λ y existen

h : M → P y j : P → N tal que f = jh. Veamos que f se factoriza por un proyectivo en
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χ
X
. En efecto, consideremos en mod Λ el siguiente diagrama conmutativo:

0 // Ω(M)
ιM //

Ω(f)

��

P0(M)
πM //

p

��

M

h��~~~~~~~~
//

f

��

0

P

u{{x
x

x
x

x
j

��@@@@@@@@

0 // Ω(N)
ιN // P0(N)

πN // N // 0

Como πN es un epimor�smo y P es proyectivo, existe u : P → P0(N) tal que j = πNu.

Entonces f = jh = πNuh. Luego, tomando uh : M → P0(N) se tiene que f se factoriza

por P0(N), donde P0(N) está en χ
X
y uh también está en χ

X
, pues χ

X
es plena. �

Observación 3.2.3. De la demostración del lema anterior sigue que si f : M → N es un

mor�smo en χ
X
entonces f = 0 en χ

X
si y solo si f : M → N se factoriza por P0(N).

Lema 3.2.4. Sea X un Λ-módulo ortogonal a su resolución. Si M está en χ
X
entonces

ExtmΛ (M,P ) = 0 ∀m ≥ 1, ∀P ∈ PX .

Demostración: SeaM ∈ χ
X
, esto es,M = (

⊕n
i=0Xi)⊕P ′ donde cada Xi es suma �nita

de sumandos de Ωi(X) y P ′ es suma �nita de proyectivos en PX . Por la aditividad en la

primera variable del bifuntor ExtmΛ , se tiene que

ExtmΛ (M,P ) = ExtmΛ (
n⊕
i=0

Xi, P )⊕ ExtmΛ (P ′, P ).

Ya que P ′ es proyectivo tenemos que ExtmΛ (P ′, P ) = 0 para todo m ≥ 1. Luego

ExtmΛ (M,P ) =
n⊕
i=0

ExtmΛ (Xi, P )∀m ≥ 1.

Por hipótesis sabemos que Extm+i
Λ (X,P) = 0 para todo m + i ≥ 1 y para todo P ∈ PX .

Luego para m ≥ 1 se tiene que:

ExtmΛ (Xi, P )|
⊕
finita

ExtmΛ (Ωi(X), P ) =
⊕
finita

Extm+i
Λ (X,P ) = 0.
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Así ExtmΛ (M,P ) = 0 para todo m ≥ 1 y para todo P en PX . �

Recordemos que, dada un álgebra de artin arbitraria Λ, tenemos de�nido el funtor

Ω : mod Λ → mod Λ tal que Ω(M) = Ω(M) para todo M en mod Λ y tal que Ω(f) =

Ω(f) para todo f : M → N en mod Λ. Consideraremos ahora la restricción de Ω a la

subcategoría plena χ
X
de mod Λ, esto es, Ω|χ : χ→ mod Λ.

El siguiente teorema es el resultado central de este capítulo, pues a partir de él nos

será posible calcular el valor de las funciones de Igusa-Todorov en los módulos ortogonales

a su resolución. Dicho teorema generaliza, para el caso de la primer sizigia, la Proposición

2.43 enunciada por M. Auslander y M. Brigder en [AB].

Teorema 3.2.5. El funtor Ω|χ es un funtor �el y pleno de χ
X
en χ

X
.

Demostración: Indicaremos simplemente Ω en lugar de Ω|χ. Primero veamos que Ω está

bien de�nida en los objetos, es decir, Ω(M) pertenece a χ
X
para todo M en χ

X
.

Sea M un objeto en χ
X
, o sea, M = (

⊕n
i=0Xi) ⊕ P donde cada Xi es suma �nita

de sumandos de Ωi(X) y P es suma �nita de proyectivos en PX = {P1, ..., Pr}. Como

Ω(M) = Ω(
⊕n

i=0Xl) ⊕ Ω(P ) =
⊕n

i=0 Ω(Xi) ⊕ 0, donde cada Ω(Xi) es suma �nita de

sumandos de Ωi+1(X), entonces Ω(M) pertenece a χ
X
. Por lo tanto, Ω(Obj(χ)) ⊆ Obj(χ).

Veamos ahora que Ω está bien de�nida en los mor�smos, esto es, si f : M → N es un

mor�smo en χ
X
tal que f = 0 entonces Ω(f) = 0 en χ

X
, donde Ω(f) = Ω(f).

Sea f : M → N un mor�smo en χ
X
tal que f = 0 en χ

X
. Por la Observación 3.2.3, f se

factoriza a través del proyectivo P0(N), esto es, existe t : M → P0(N) tal que πN t = f .

Tenemos así el siguiente diagrama, donde los cuadrados y el triángulo inferior conmutan:

0 // Ω(M)
ιM //

Ω(f)
��

P0(M)
πM //

p

��

M

t||x
x

x
x

x
//

f

��

0

0 // Ω(N)
ιN // P0(N)

πN // N // 0
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Como fπM = πNp se tiene:

0 = πNp− fπM = πNp− πN tπM = πN(p− tπM).

Entonces, por la propiedad universal del núcleo, existe α : P0(M) → Ω(N) tal que

ιNα = p− tπM .

Obtenemos de esta manera el diagrama:

0 // Ω(M)
ιM //

Ω(f)

��

P0(M)
πM //

p

��
α

zzu u
u

u
u

M

t||x
x

x
x

x
//

f

��

0

0 // Ω(N)
ιN // P0(N)

πN // N // 0

Entonces ιNαιM = (p − tπM)ιM = pιM − tπM ιM = pιM + 0 = pιM . Por otro lado,

como pιM = ιNΩ(f) se tiene que ιNαιM = ιNΩ(f). Luego αιM = Ω(f), por ser ιN un

monomor�smo.

Tenemos así el siguiente diagrama conmutativo:

Ω(M)

Ω(f)

��

ιM

$$IIIIIIIII

P0(M)

α
zzuuuuuuuuu

con P0(M) en χ

Ω(N)

por lo que Ω(f) se factoriza por P0(M) y por lo tanto se tiene que Ω(f) = 0 en χ
X
.

Finalmente veamos que el funtor Ω : χ→ χ es �el y pleno.

Sean M, N módulos en χ
X
y consideremos Ω : χ(M,N)→ χ(Ω(M),Ω(N)). Veamos que

existe H : χ(Ω(M),Ω(N))→ χ(M,N) tal que

HΩ|χ(M,N) = Idχ(M,N) y Ω|χ(M,N)H = Idχ(Ω(M),Ω(N)).
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En efecto, para de�nir H consideremos el siguiente diagrama conmutativo:

0

��

0

��

0

��

0 // HomΛ(M,Ω(N))
π∗M //

ιN∗

��

HomΛ(P0(M),Ω(N))
ι∗M //

ιN∗

��

HomΛ(Ω(M),Ω(N)) //

ιN∗

��

Ext1
Λ(M,Ω(N))

0 // HomΛ(M,P0(N))
π∗M //

πN∗

��

HomΛ(P0(M),P0(N))
ι∗M //

πN∗

��

HomΛ(Ω(M),P0(N))
Lema 3.2.4//

πN∗

��

0=Ext1
Λ(M,P0(M)) (I)

0 // HomΛ(M,N)
π∗M //

��

HomΛ(P0(M),N)
ι∗M //

��

HomΛ(Ω(M),N) //

��

Ext1
Λ(M,N)

Ext1
Λ(M,Ω(N)) 0 Ext1

Λ(Ω(M),Ω(N))

obtenido a partir de las sucesiones exactas en el diagrama conmutativo:

0 // Ω(M)
ιM //

Ω(f)

��

P0(M)
πM //

p

��

M //

f

��

0

0 // Ω(N)
ιN // P0(N)

πN // N // 0

De�namos H : χ(Ω(M),Ω(N))→ χ(M,N) de la siguiente manera:

Dado g : Ω(M) → Ω(N) en χ
X
, sea g : Ω(M) → Ω(N) un representante de g. Del

diagrama (I) sigue que ιN∗(g) = ιNg ∈ HomΛ(Ω(M), P0(N)) y como ι∗M es un epimor�smo

sabemos que existe p : P0(M)→ P0(N) tal que:

ι∗M(p) = ιN∗(g).

Como πN∗ιN∗ = 0 se tiene que 0 = πN∗ιN∗(g) = πN∗ι
∗
M(p). Luego por la conmutati-

vidad del segundo cuadrado inferior del diagrama (I) sabemos que ι∗MπN∗(p) = 0. En-

tonces πN∗(p) ∈ Ker(ι∗M) = Im(π∗M) y por lo tanto existe h ∈ HomΛ(M,N) tal que

π∗M(h) = πN∗(p).

Por lo tanto, tenemos el siguiente diagrama:

0 // Ω(M)
ιM //

g

��

P0(M)
πM //

p

���
�
�

M //

h

���
�
� 0

0 // Ω(N)
ιN // P0(N)

πN // N // 0
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De�nimos:

H : χ(Ω(M),Ω(N))→ χ(M,N) tal que H(g) = h

donde π∗M(h) = πN∗(p) con p tal que ι
∗
M(p) = ιN∗(g).

Veamos que H está bien de�nida, es decir, H no depende de la elección de p y que si

g = 0 en χ
X
entonces h = 0 en χ

X
.

En efecto: sean p, p′ ∈ HomΛ(P0(M), P0(N)) tales que ι∗M(p) = ιN∗(g), πN∗(p) = π∗M(h),

ι∗M(p′) = ιN∗(g) y πN∗(p
′) = π∗M(h′) con h, h′ ∈ HomΛ(M,N). Como ι∗M(p) = ι∗M(p′)

se tiene que ι∗M(p − p′) = 0 y por lo tanto p − p′ ∈ Ker(ι∗M) = Im(π∗M). Luego existe

α : M → P0(N) tal que π∗M(α) = p − p′. Por la conmutatividad del cuadrado de la

izquierda inferior del diagrama (I) se tiene que π∗MπN∗(α) = πN∗π
∗
M(α) = πN∗(p − p′) =

πN∗(p) − πN∗(p′) = π∗M(h) − π∗M(h′) = π∗M(h − h′). Luego, por ser π∗M monomor�smo, se

tiene que πN∗(α) = h− h′.

Por lo tanto, tenemos el siguiente diagrama conmutativo

M

h−h′

��

α

##GGGGGGGGG

P0(N)

πN
{{xxxxxxxxx

N

donde h− h′ se factoriza a través de P0(N), con P0(N) en χ
X
. Luego, por la Observación

3.2.3, h− h′ = 0 en χ
X
, es decir, h = h′ en χ

X
. Así H : χ(Ω(M),Ω(N)) → χ(M,N) no

depende de la elección de p.

Supongamos que H(g) = h donde π∗M(h) = πN∗(p) con p tal que ι
∗
M(p) = ιN∗(g). Veamos

que si g = 0 en χ
X
entonces h = 0 en χ

X
.

Como g = 0 en χ
X

se tiene, por la Observación 3.2.3, que g se factoriza a través de
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P0(Ω(N)). Luego tenemos el diagrama conmutativo:

0 // Ω(M)

tyyrrrrrrrrrr

ιM //

g

��

P0(M)
πM //

p

��

M //

h

��

0

P0(Ω(N))
ε

%%LLLLLLLLLL

0 // Ω(N)
ιN // P0(N)

πN // N // 0

donde g = εt.

Considerando el push-out de los mor�smos ιM y t, (PO, ιM , t), se tiene el siguiente dia-

grama conmutativo:

0 // Ω(M)
ιM //

t
��

P0(M)
πM //

r

��

M // 0 (II)

δ : 0 // P0(Ω(N)) s // PO //M // 0

Como P0(Ω(N)) y M son objetos en χ
X
se tiene que ExtmΛ (M,P0(Ω(N)) = 0 para todo

m ≥ 1, por el Lema 3.2.4, y en particular Ext1
Λ(M,P0(Ω(N)) = 0, y por lo tanto la sucesión

exacta corta δ se parte. Luego existe z′ : PO → P0(Ω(N)) tal que z′s = idP0(Ω(N)).

Tomando z = z′r : P0(M)→ P0(Ω(N)) tenemos el siguiente diagrama:

0 // Ω(M)

tyyrrrrrrrrrr

ιM //

g

��

P0(M)

z
ttiiiiiiiiiiiiiiiiii

πM //

p

��

M //

h

��

0 (III)

P0(Ω(N))
ε

%%LLLLLLLLLL

0 // Ω(N)
ιN // P0(N)

πN // N // 0

Probemos ahora, que g = εzιM . En efecto, por el diagrama conmutativo (II) tenemos que

st = rιM . Luego z′st = z′rιM . De z′s = idP0(Ω(N)) y z′rιM = zιM obtenemos que t = zιM .

Entonces, por el diagrama (III) tenemos que g = εt = εzιM , es decir, g = ι∗M(εz). Se
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tiene así, el siguiente diagrama con los cuadrados y el triángulo superior conmutativos:

0 // Ω(M)
ιM //

g

��

P0(M)
πM //

p

��
εz

zzuuuuuuuuu
M //

h

��

0

0 // Ω(N)
ιN // P0(N)

πN // N // 0

De pιM = ιNg = ιNεzιM se obtiene que (p − ιNεz)ιM = 0, es decir, ι∗M(p − ιNεz) = 0.

Luego, p− ιNεz ∈ Ker(ι∗M) = Im(π∗M). Entonces, por la exactitud de la �la del medio del

diagrama (I), existe un mor�smo β : M → P0(N) tal que p− ιNεz = π∗M(β) = βπM .

Por la conmutatividad del cuadrado de la izquierda inferior del diagrama (I) se tiene que:

π∗MπN∗(β) = πN∗π
∗
M(β) = πN∗(p− ιNεz) = πN∗(p)− πN∗(ιNεz) = πN∗(p).

Por la de�nición de H sabemos que πN∗(p) = π∗M(h). Así obtenemos que:

π∗MπN∗(β) = πN∗(p) = π∗M(h)

Y entonces, como π∗M es un monomor�smo, se tiene que πN∗(β) = h, es decir, πNβ = h.

Por lo tanto, h se factoriza por P0(N) y h = 0 en χ
X
.

Solo resta mostrar que las composiciones de H : χ(Ω(M),Ω(N)) → χ(M,N) y

Ω : χ(M,N)→ χ(Ω(M),Ω(N)) dan las identidades correspondientes.

Mostremos primero que HΩ = idχ(M,N), esto es, HΩ(f) = f para todo f en χ(M,N).

Para ello tendremos en cuenta el diagrama (I). Si f ∈ HomΛ(M,N) es un representante de

f , sabemos que π∗M(f) = fπM ∈ HomΛ(P0(M), N). Luego, como πN∗ es un epimor�smo,

existe p′ : P0(M) → P0(N) tal que πN∗(p
′) = π∗M(f). Además, p′ es tal que πN∗(p

′ιM) =

πN∗ι
∗
M(p′) = ι∗MπN∗(p

′) = ι∗M(π∗M(f)) = 0. Así, p′ιM ∈ Ker(πN∗) = Im(ιN∗), de donde

existe g ∈ HomΛ(Ω(M),Ω(N)) tal que ιN∗(g) = ι∗M(p′). Luego, por la de�nición de H,

tenemos que H(g) = f .
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Por otro lado, considerando el diagrama conmutativo

0 // Ω(M)
ιM //

��
gΩ(f)

��

P0(M)
πM //

��
p′p

��

M //

f

��

0

0 // Ω(N)
ιN // P0(N)

πN // N // 0

se obtiene, por la construcción de g y por la de�nición de Ω(f), que g−Ω(f) se factoriza

por un proyectivo P en mod Λ. Más aún, por la Observación 3.2.3, g − Ω(f) se factoriza

por P0(Ω(N)) y por lo tanto g − Ω(f) = 0 en χ
X
. Luego se tiene que g = Ω(f) en χ

X
y

HΩ(f) = H(Ω(f)) = H(g) = f .

Para mostrar que ΩH = idχ(Ω(M),Ω(N)), consideremos g en χ(Ω(M),Ω(N)) y sea h = H(g),

con h en χ(M,N). Por la de�nición de H existe p : P0(M) → P0(N) tal que el siguiente

diagrama es conmutativo:

0 // Ω(M)
ιM //

g

��

P0(M)
πM //

p

��

M //

h

��

0

0 // Ω(N)
ιN // P0(N)

πN // N // 0

donde g ∈ HomΛ(Ω(M),Ω(N)) y h ∈ HomΛ(M,N) son representantes de g y h, respec-

tivamente. Como la de�nición de Ω : mod Λ→ mod Λ no depende del levantamiento que

se considere, tomemos para calcular Ω(h) el mor�smo p : P0(M)→ P0(N) dado anterior-

mente. Luego, como el diagrama anterior conmuta, se tiene que Ω(h) = g en mod Λ. Así,

Ω(h) = g en χ
X
. Por lo tanto, Ω(H(g)) = Ω(h) = g. �

De la demostración del Teorema anterior se obtiene el siguiente resultado.

Corolario 3.2.6. En las condiciones del teorema H : χ(Ω(M),Ω(N)) → χ(M,N) y

Ω : χ(M,N)→ χ(Ω(M),Ω(N)) son funciones inversas una de la otra.

Finalizaremos esta sección calculando el valor de las funciones de Igusa-Todorov en

la familia de los módulos ortogonales a su resolución. Para ello, recordemos la de�nición

de K0 vista en la Sección 1.4.: K0 es el grupo abeliano libre generado por las clases de

isomorfía de los Λ-módulos indescomponibles no proyectivos.
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Teorema 3.2.7. Sea X un Λ-módulo ortogonal a su resolución. Si M pertenece a χ
X

entonces φ(M) = 0.

Demostración: Sea [χ
X

] el subgrupo de K0 generado por las clases de isomorfía de los

módulos indescomponibles en χ
X
. Probemos que Ω|[χ

X
] es inyectiva. Sean [X1], [X2] en

[χ
X
] tales que Ω([X1]) = Ω([X2]). Por la de�nición de Ω, se tiene que [Ω(X1)] = [Ω(X2)].

Luego, por la Proposición 3.1 de [FLM], se tiene que Ω(X1) ∼= Ω(X2) en mod Λ, y por

lo tanto, son isomorfos también en χ
X
. Luego, existen mor�smos f : Ω(X1) → Ω(X2) y

g : Ω(X2)→ Ω(X1) tales que gf = idΩ(X1) y fg = idΩ(X2).

Como Ω(idX1
) = idΩ(X1) = gf , por ser Ω y H uno inverso del otro, por Corolario 3.2.6,

resulta que gf = Ω(H(gf)), es decir, Ω(idX1
) = gf = Ω(H(g)H(f)). Por ser Ω un funtor

�el, se tiene que idX1
= H(g)H(f). Análogamente, idX2

= H(f)H(g). Así, X1
∼= X2 en

χ
X
y por lo tanto, X1

∼= X2 en modΛ . Luego, por [FLM], se tiene que [X1] = [X2] en K0

y por lo tanto, [X1] = [X2] en [χ
X
].

Así, Ω|[χ
X

] es inyectiva y se concluye que φ(M) = 0 para todo M en χ
X
. �

Corolario 3.2.8. SeaX un Λ-módulo ortogonal a su resolución. SiM está en χ
X
entonces

ψ(M) = 0.

Demostración: Sigue inmediatamente del Teorema anterior y de la Proposición 3.2.1. �

Como corolario del Teorema 3.2.7 y del Corolario 3.2.8 tenemos el siguiente resultado,

el cual fue demostrado por M. Lanzilotta y G. Mata.

Corolario 3.2.9. [LM] Si M ∈ ⊥Λ entonces φ(M) = ψ(M) = 0. En particular, si

M ∈ Λ-Gproj entonces φ(M) = ψ(M) = 0.

Corolario 3.2.10. Sea X un Λ-módulo virtualmente p-periódico tal que todos los proyec-

tivos que aparecen en su resolución proyectiva minimal tienen dimensión inyectiva �nita.

Entonces φ(X) = ψ(X) = 0.
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Demostración: Como X es virtualmente p-periódico y di(P ) <∞ para todo P ∈ PX ,

tenemos que X es ortogonal a su resolución, por el Ejemplo 3.1.2.3.. Luego, considerando

la categoría χ
X
, se tiene por el Teorema 3.2.7 que φ(M) = 0 para todo módulo en χ

X
, en

particular, tenemos que φ(X) = 0. Además, por el Corolario 3.2.8, se tiene que ψ(X) = 0.

�



Capítulo 4

Álgebras n-ortogonales a su resolución.

En la Sección 4 del Capítulo 1 se observó que para un álgebra de Artin se veri�can las

siguientes desigualdades:

fin.dim(Λ) ≤ φ-dim(Λ) ≤ ψ-dim(Λ) ≤ gl.dim(Λ).

En este capítulo de�niremos las álgebras n-ortogonales a su resolución y calcularemos

su dimensión �nitista, su φ-dimensión y su ψ-dimensión. Además, daremos ejemplos de

álgebras n-ortogonales a su resolución.

4.1. Álgebras n-ortogonales a su resolución.

De�nición 4.1.1. Un álgebra de Artin Λ se llama n-ortogonal a su resolución si todo

módulo X en Ωn(mod Λ) es ortogonal a su resolución, es decir, para todo X ∈ Ωn(mod Λ)

se tiene que ExtmΛ (X,P ) = 0 para todo m ≥ 1 y para todo P ∈ PX .

Notemos que, como Ω0(mod Λ) coincide con mod Λ, un álgebra es 0-ortogonal a su

resolución si y solo si todo Λ-módulo es ortogonal a su resolución.

Ejemplos 4.1.2. 1. Si Λ es un álgebra autoinyectiva entonces es 0-ortogonal a su

resolución.

77
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2. Si Λ es un álgebra n-Gorenstein entonces Λ es n-ortogonal a su resolución, pues

Ωn(mod Λ) = Λ−Gproj.

3. Si Λ es la extensión por un punto de un álgebra n-Gorenstein entonces Λ es (n +

1)-ortogonal a su resolución. En efecto, si Λ es la extensión por un punto del

álgebra Γ entonces Ω(mod Λ) ⊆ mod Γ. Luego, para todo i ≥ 1, se tiene que

ExtiΛ(Ωn+1(M), P ) = ExtiΓ(Ωn+1(M), P ) = 0 para todo P ∈ PΩn+1(M) ⊆ add(Γ).

Por lo tanto, Ωn+1(M) es ortogonal a su resolución para todo Λ-módulo M .

El Ejemplo 4.1.2.3. muestra que el concepto de álgebra ortogonal a su resolución

generaliza el de álgebra Gorenstein, la pregunta que surge es: ¾toda álgebra ortogonal a

su resolución es Gorenstein? El siguiente ejemplo muestra que la respuesta a esta pregunta

es negativa.

Ejemplo 4.1.3. Consideremos el álgebra presentada en el Ejemplo 2.4.10, esto es, el

álgebra Λ = kQ/I dada por el siguiente carcaj:

Q = 1
α
((
2

β

hh

y el ideal I = 〈αβα〉. Vimos que Λ no es un álgebra Gorenstein, puesto que di(P1) =∞.

Para mostrar que Λ es un álgebra ortogonal a su resolución notemos a todos los Λ-módulos

indescomponibles de la siguiente manera:

S1 : 1 S2 : 2 P1 :
1
2
1

P2 = I1 :

2
1
2
1

I2 :
2
1
2

M : 1
2

N : 2
1
.

Como Ω1(S1) = N, Ω1(S2) = P1, Ω2(M) = N, Ω2(I2) = N, Ω1(N) = N , se tiene que

Ω2(mod Λ) = {addN}.

Además, por el Ejemplo 3.1.2.3., el módulo N es ortogonal a su resolución ya que es

p-periódico y PN = {P2} con di(P2) = 0. Por lo tanto, Λ es 2-ortogonal a su resolución.

Observación 4.1.4. Sea Λ un álgebra n-ortogonal a su resolución. Si M ∈ mod Λ enton-

ces Ωn(M) es ortogonal a su resolución.
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La siguiente proposición demuestra como, de la de�nición anterior, se desprende que

la dimensión �nitista de un álgebra n-ortogonal a su resolución es �nita.

Proposición 4.1.5. Si Λ es un álgebra n-ortogonal a su resolución entonces la dimensión

�nitista de Λ es �nita. Más aún, �n.dim(Λ) ≤ n.

Demostración: SeaM un Λ-módulo de dimensión proyectiva �nita. Luego, dp(Ωn(M)) <

∞ y por lo tanto Ωn(M) es proyectivo, por Observación 3.1.3.1. Así, dp(M) ≤ n y

�n.dim(Λ) ≤ n <∞. �

Recientemente, en [BM] y [HK], se mostraron ejemplos de álgebras con dimensión

�nitista �nita y φ-dimensión in�nita. Sin embargo, si Λ es n-ortogonal a su resolución

entonces ambas dimensiones son �nitas, como muestra el siguiente teorema.

Teorema 4.1.6. Si Λ es un álgebra n-ortogonal a su resolución entonces

φ-dim(Λ) ≤ n <∞.

Demostración: Si M ∈ mod Λ entonces Ωn(M) es ortogonal a su resolución, por Obser-

vación 4.1.4. Por el Teorema 3.2.7 se tiene que φ(Ωn(M)) = 0. Entonces, por la Proposición

1.4.7, se obtiene que:

φ(M) ≤ φ(Ωn(M)) + n = 0 + n = n.

Por lo tanto, φ-dim(Λ) ≤ n <∞. �

Del Teorema anterior y de la Proposición 3.2.1 sigue el siguiente resultado.

Corolario 4.1.7. Si Λ es un álgebra n-ortogonal a su resolución entonces

ψ-dim(Λ) = φ-dim(Λ) ≤ n <∞.

De los tres resultados anteriores surge la siguiente pregunta: para un álgebra n-

ortogonal a su resolución Λ ¾se cumple la igualdad �n.dim(Λ) = φ-dim(Λ) = ψ-dim(Λ)?

El siguiente ejemplo muestra que la respuesta a esta pregunta es negativa.
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Ejemplo 4.1.8. Sea Λ el álgebra de radical cuadrado cero dada por el siguiente carcaj

Q:

1 // 2
yy
.

Veamos que Λ es 1-ortogonal a su resolución. En efecto, los Λ-módulos indescomponibles

son: S1, S2, P1, P2 y I2. Como Ω(S1) = S2, Ω(S2) = S2 y Ω(I2) = S2 se tiene que

Ω(mod Λ) = {addS2}, con S2 ortogonal a su resolución. Luego, por Teorema 4.1.6 se

tiene que φ-dim(Λ) ≤ 1.

Por otro lado, de φ(I2 ⊕ S2) = 1 sabemos que φ-dim(Λ) ≥ 1. Por lo tanto, φ-dim(Λ) = 1.

Como todos los Λ-módulos indescomponibles no proyectivos tienen dimensión proyectiva

in�nita, tenemos que �n.dim(Λ) = 0. Así, fin.dim(Λ) = 0 < 1 = φ-dim(Λ).

Para �nalizar este capítulo será conveniente recordar algunos conceptos y resultados

de las álgebras de matrices triangulares, necesarios para nuestra última proposición.

Dadas dos R-álgebras de Artin T y U , y un U -T -bimódulo M , donde R actúa central-

mente, podemos considerar el álgebra de Artin Λ =

T 0

M U

. Todo módulo en modΛ

puede identi�carse con una terna (A,B, f) donde A es un T -módulo, B es un U -módulo y

f : M ⊗T A→ B es un mor�smo en modU . Dados dos Λ-módulos (A,B, f) y (A′, B′, f ′),

un mor�smo α entre ellos es una dupla α = (α1, α2) de mor�smos α1 : A→ A′ en mod T

y α2 : B → B′ en mod U tales que el diagrama

M ⊗T A
IdM⊗α1 //

f ′

��

M ⊗T A′

f

��
B

α2 // B′

conmuta. Los Λ-módulos proyectivos indescomponibles son (P,M ⊗T P, Id) donde P es

un T -módulo proyectivo indescomponible y (0, Q, 0) donde Q es un U -módulo proyectivo

indescomponible, como se muestra en [ARS, III Proposición 2.5].

La siguiente proposición nos será de utilidad para demostar nuestra último resultado.

En [BLM] se puede ver la demostración de la misma.
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Proposición 4.1.9. [BLM, Lemma 4.2] Sea Λ =

T 0

M U

 una R-álgebra de Artin de ma-

trices triangulares tal que M es T -proyectivo y U -proyectivo. Entonces, la sizigia enésima

del Λ-módulo (A,B, f) es:

Ωn(A,B, f) = (Ωn(A),M ⊗T PA
n−1,M ⊗T iAn )⊕ (0,Ωn(B), 0).

Observación 4.1.10. Si un U -módulo X es ortogonal a su resolución entonces el Λ-

módulo (0, X, 0) es ortogonal a su resolución. En efecto, es sabido que la categoría mod U

es equivalente a una subcategoría plena de mod Λ (vía el funtor inclusión). Luego, todo

U -módulo X está en correspondencia con el Λ-módulo (0, X, 0). Aún más, la resolución

proyectiva de X en mod U se corresponde con la resolución proyectiva de (0, X, 0), esto

es, si

· · · d3 // P2
d2 // P1

d1 // P0
d0 // X // 0

es una resolución proyectiva minimal de X en mod U , entonces

· · · (0,d3) // (0, P2, 0)
(0,d2) // (0, P1, 0)

(0,d1) // (0, P0, 0)
(0,d0) // (0, X, 0) // 0

es una resolución proyectiva minimal de (0, X, 0) en mod Λ. Luego, aplicando a la reso-

lución de X el funtor contravariante HomU(−, Y ) y a la resolución de (0, X, 0) el funtor

contravariante HomΛ(−, (0, Y, 0)) se obtiene el diagrama conmutativo:

0 // HomΛ((0,X,0),(0,Y,0))
(0,d0)∗//

OO

��

HomΛ((0,P0,0),(0,Y,0))OO

��

(0,d1)∗// HomΛ((0,P1,0),(0,Y,0))OO

��

//(0,d2)∗ // ···

0 // HomU (X,Y )
d∗0 // HomU (P0,Y )

d∗1 // HomU (P1,Y )
d∗2 // ···

Como:

Ker((0, di)
∗)/Im((0, di−1)∗) = Ker(d∗i )/Im(d∗i−1), i ≥ 1

se tiene que:

ExtiΛ((0, X, 0), (0, Y, 0)) = ExtiΛ(X, Y ).
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Tomando X un U -módulo ortogonal a su resolución y Pj ∈ PX se tiene que

ExtiΛ((0, X, 0), (0, Pj, 0)) = ExtiΛ(X,Pj) = 0 para todo (0, Pj, 0) ∈ P(0,X,0) y por lo tanto,

(0, X, 0) es un Λ-módulo ortogonal a su resolución.

Finalmente estamos en condiciones de presentar la última proposición de este capítulo.

Proposición 4.1.11. Sea Λ =

T 0

M U

 una R-álgebra de Artin de matrices triangulares

tal que M es T -proyectivo y U -proyectivo. Si gl.dim(T ) = n < ∞ y U es m-ortogonal a

su resolución entonces Λ es l-ortogonal a su resolución, donde l = máx{n+ 1,m}.

Demostración: Sea (A,B, f) un Λ-módulo. De la Proposición 4.1.9 sabemos que:

Ωl(A,B, f) = (Ωl(A),M ⊗T PA
l−1,M ⊗T iAl )⊕ (0,Ωl(B), 0), donde l = máx{n+ 1,m}.

Como l ≥ gl.dim(T ) + 1, resulta que Ωl(A) = 0 y PA
l−1 = 0. Así, el Λ-módulo

(Ωl(A),M ⊗T PA
l−1,M ⊗T iAl ) es nulo. Además, como U es m-ortogonal a su resolución,

se tiene que Ωm(X) es ortogonal a su resolución para todo U -módulo X. Luego Ωt(X) es

ortogonal a su resolución para todo t ≥ m. En particular, tenemos que Ωl(B) es ortogo-

nal a su resolución y por lo tanto, (0,Ωl(B), 0) es ortogonal a su resolución. Finalmente,

tenemos que

Ωl(A,B, f) = (0, 0, 0)⊕ (0,Ωl(B), 0)

es ortogonal a su resolución y Λ es un álgebra l-ortogonal a su resolución.

�



Apéndice A

Ejemplo de Liu-Schulz.

Presentaremos en este apéndice el álgebra descripta por Ringel en [R], la cual es un

álgebra autoinyectiva donde la clase de los módulos Gorenstein proyectivos no isomorfos es

in�nita. Asimismo, este ejemplo nos muestra que existen módulos Gorenstein proyectivos

que no son p-periódicos. Además en [M] se muestra que a partir de esta álgebra es posible

construir otra álgebra donde no todo módulo estable es Gorenstein proyectivo.

Consideremos el carcaj Q:

1x 99

y

YY z
yy

y el álgebra de carcaj Λ = kQ/I, donde I = 〈x2, y2, z2, yx+rxy, zy+ryz, xz+rzx〉 y r es

un elemento no nulo del cuerpo algebraicamente cerrado k. Hacemos notar que solo en el

apéndice mod Λ indicará la categoría de los Λ-módulos a derecha �nitamente generados.

Entonces, valen las siguientes observaciones:

1. Λ es una k-álgebra de dimensión 8, donde una k-base de Λ es {1, x, y, z, yx, zy, xz, xyz}.

2. Sea Z(Λ) el centro de Λ. Entonces yx, zy, xz ∈ Z(Λ). En efecto:

y(yx) = 0 = (yx)y(= −r−1yyx)
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x(yx) = 0 = (yx)x

z(yx) = (zy)x = ((−r)yz)x = (−r)y(zx) = (−r)y(−r−1xz) = (yx)z.

Luego yx ∈ Z(Λ). Análogamente, se prueba que zy, xz ∈ Z(Λ).

3. Los caminos de longitud 3 veri�can las siguientes igualdades:

xzy = yxz = zyx = −rxyz

yzx = zxy = xyz.

Por lo tanto, los únicos caminos de longitud 3 son xyz y −rxyz, los cuales son

colineales.

4. Usando la serie radical, el Λ-módulo Λ se representa de la siguiente manera:

S1

yx

~~~~~~~~

z AAAAAAA

S1

ry z

A
A

A
A S1

x
~~~~~~~~

rz AAAAAAA S1

y
rx

~
~

~
~

S1

z

AAAAAAA S1

y
�
�
� S1

x
~~~~~~~~

S1

Consideremos los Λ-módulos de la forma Mc = Λ/(x + cy)Λ, donde c es un elemento

no nulo de k. Siguiendo [R] tenemos la siguiente proposición:

Proposición A.0.1. [R]

1. Mc es 4-dimensional,

2. Mc es isomorfo a Md si y solo si c = d,

3. Ω1(Mc) = (x+ cy)Λ ∼= Mcr.

Demostración:
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1. Veamos que el conjunto {x + cy, xy, xz + cyz, xzy} es una base de (x + cy)Λ sobre

k. En efecto, mostremos primero que (x+ cy)Λ = 〈x+ cy, xy, xz + cyz, xzy〉.

Sea λ ∈ (x+ cy)Λ, entonces

λ = (x+ cy)(a1 + a2x+ a3y + a4z + a5yx+ a6zy + a7xz + a8xyz)

= a1x+ a3xy + a4xz + a6xzy + a1cy + a2cyx+ a4cyz + a7cyxz

= a1(x+ cy) + (a3 − a2cr)xy + a4(xz + cyz) + (a6 + a7c)xzy

Por lo que λ ∈ 〈x+cy, xy, xz+cyz, xzy〉 y así (x+cy)Λ ⊆ 〈x+cy, xy, xz+cyz, xzy〉.

Por otro lado, como

x+ cy = (x+ cy) · 1,

xy = (x+ cy) · y,

xz + cyz = (x+ cy) · z,

xzy = (x+ cy) · (zy)

se tiene que {x+ cy, xy, xz + cyz, xzy} ⊆ (x+ cy)Λ.

Por lo tanto, (x+ cy)Λ = 〈x+ cy, xy, xz + cyz, xzy〉.

Mostremos ahora que el conjunto {x+cy, xy, xz+cyz, xzy} es linealmente indepen-

diente. Si 0 = a1(x + cy) + a2xy + a3(xz + cyz) + a4xzy entonces

0 = a1x+a1cy− a2

r
yx+a3xz− a3c

r
zy+a4xyz. Luego, se obtiene que a1 = a2 = a3 =

a4 = 0 ya que {x, y, yx, xz, zy, xyz} es un conjunto linealmente independiente.

Por tanto, hemos mostrado que {x+cy, xy, xz+cyz, xzy} es una k-base de (x+cy)Λ.

Así, la dimensión de Mc = Λ/(x+ cy)Λ es 4.

2. Supongamos que Mc
∼= Md. Como Mc y Md son anulados por los ideales (x +

cy)Λ y (x + dy)Λ, respectivamente, se tiene que (x + cy)Λ = (x + dy)Λ. Luego,

x+ cy = (x+ dy)λ con λ ∈ Λ, esto es,

x+ cy = (x+ dy)(a1 + a2x+ a3y + a4z + a5yx+ a6zy + a7xz + a8xyz)

= a1x+ a1dy + a4xz + a4yz + (a3 − dra2)xy + (a6 + da7)xyz.

Luego, a1 = 1 y c = d.

Si c = d entonces Mc
∼= Md.
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3. Está claro que Ω1(Mc) = (x+ cy)Λ. Para ver que (x+ cy)Λ ∼= Mcr, consideremos el

epimor�smo canónico π : Λ→ Λ/(x+cry)Λ y el mor�smo f : Λ→ (x+cy)Λ de�nido

por f(λ) = (x+cy)λ. Veamos que existe un mor�smo f : Λ/(x+cry)Λ→ (x+cy)Λ.

Para ello mostremos que (x+ cry)Λ ⊂ Ker(f).

Como

(x+ cy)(x+ cry) = x2 + crxy + cyx+ c2ry2 = crxy + cyx = crxy + c(−rxy) = 0

entonces f((x + cry)Λ) = 0 y (x + cry)Λ ⊂ Ker(f). Luego, existe f tal que el

siguiente diagrama conmuta:

Λ
f //

π

��

(x+ cy)Λ

Λ/(x+ cry)Λ

f

<<y
y

y
y

y
y

y
y

y

Para demostrar que f es un isomor�smo solo resta ver que Ker(f) ⊂ (x+ cry)Λ.

Si λ = a1 + a2x+ a3y + a4z + a5yx+ a6zy + a7xz + a8xyz ∈ Ker(f) entonces

(x+ cy)(a1 + a2x+ a3y + a4z + a5yx+ a6zy + a7xz + a8xyz) = 0 ⇔

⇔ a1x+ a1cy + a4xz + a4cyz + (a3 − cra2)xy + (a6 + ca7)xzy = 0.

Luego

a1 = 0, a4 = 0, a3 = cra2 y a6 = −ca7.

Por lo que λ = a2x+ cra2y + a5yx− a7czy + a7xz + a8xyz.

Tomando λ′ = a2 + (−r)a5y + a7z + a8yz se tiene que λ = (x + cry)λ′. Así,

λ ∈ (x + cry)Λ y Ker(f) ⊂ (x + cry)Λ. Por lo tanto, f es un isomor�smo y

Mcr = Λ/(x+ cry)Λ ∼= (x+ cy)Λ.

�

Sea Λ el álgebra de carcaj descripta anteriormente. Si r no es una raíz de la unidad

entonces los módulos Mc no son p-periódicos y la clase de los Λ-módulos Gorenstein
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proyectivos no isomorfos es in�nita. En efecto, por la Proposición A.0.1.3, sabemos que

Ωm1(Mc) ∼= Mrm1c y Ωm2(Mc) ∼= Mrm2c. Asimismo, por la Proposición A.0.1.2, sabemos

que Mrm1c y Mrm2c no son isomorfos pues rm1c 6= rm2c, ya que r no es un raíz enésima de

la unidad. Luego, los módulos Mc tienen todas sus sizigias no isomorfas. Por lo tanto Mc

es un ejemplo de módulo Gorenstein proyectivo que no es p-periódico.
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