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Resumen.

En esta tesis trabajamos los moédulos periddicos, los médulos virtualmente periodicos
y los modulos ortogonales a su resolucion. Estudiamos las dimensiones homolégicas de
dichos modulos, en particular, el valor en la funciones ¢ y ¢ de Igusa-Todorov en los
modulos ortogonales a su resolucion. También, calculamos las dimensiones homoldgicas
(fin.dim, ¢-dim, 1-dim) de las algebras n-ortogonales a su resolucion.

En primer lugar, haciendo uso de la descripcion de las sizigias en las algebras de
radical cuadrado cero y en las algebras truncadas, describimos los moédulos periodicos y
virtulamente periédicos en funcion del carcaj. Ademas, en el caso de las dlgebras de radical
cuadrado cero, caracterizamos los modulos simples virtualmente periédicos en funciéon de
su dimension proyectiva o inyectiva. Por otro lado, mostramos que en las dlgebras n-
Gorenstein los modulos p-periddicos indescomponibles no proyectivos coinciden con los
modulos fuertemente Gorenstein proyectivos. Estos resultados nos seran de utilidad en el
resto del trabajo para construir ejemplos.

En segundo lugar, definimos los médulos ortogonales a su resolucion los cuales son
una generalizacion de los modulos estables y por lo tanto, de los modulos Gorenstein
proyectivos. Demostramos que los valores de las funciones ¢ y ¢ de Igusa-Todorov en
los mo6dulos ortogonales a su resolucion coinciden. A partir de un médulo ortogonal a su
resolucion construimos una subcategoria x . de mod A y probamos que el funtor sizigia
es un funtor fiel y pleno de X en si misma. Utilizando dicho funtor, mostramos que la
primera funcion Igusa-Todorov, ¢, se anula en los moédulos ortogonales a su resolucion.

Finalmente, utilizando los médulos ortogonales a su resolucion, definimos las algebras
n-ortogonales a su resolucion y demostramos que su dimension finitista, su ¢-dimension

y su ¥-dimension son finitas.






Abstract.

In this thesis we work with the periodic modules, virtually periodic modules and
orthogonal to their resolution modules. We study homological dimensions of such modules,
and particularly, the value of Igusa-Todorov’s functions ¢ and 1 at orthogonal to their
resolution modules. We also compute the homological dimensions (fin.dim, ¢-dim, ¢-dim)
of the Orthogonal to their resolution algebras.

First, making use of syzygy’s description for radical square zero algebras and for
truncated path algebras, we describe periodic and virtually periodic modules according to
the quiver. Moreover, in the case of radical square zero algebras, we characterize simple
virtually periodic modules in function of their projective or injective dimension. On the
other side, we show that, for n-Gorenstein algebras, non-projective indecomposable p-
periodic modules coincide with the strongly projective Gorenstein modules. These results
will become useful to us in the rest of the work for building examples.

Second, we define orthogonal to their resolution modules, which are a generalization
of stable modules and therefore, of projective Gorenstein modules. We demonstrate that
the values of Igusa-Todorov’s functions ¢ and v in orthogonal to their resolution modules
coincide. From an orthogonal to its resolution modules we build the subcategory xx of
mod A and we prove that the syzygy functor is a faithful and full functor of xx over
itself. Using the mentioned functor, we show that ¢, the first Igusa-Todorov’s function, is
nullified in orthogonal to their resolution modules.

Finally, using orthogonal to their resolution modules, we define the n-orthogonal to
their resolution algebras and we prove that its finitistic dimension, ¢-dimension and -

dimension are finite.
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Introduccion.

En el marco de la teoria de representaciones de algebras de Artin y del algebra homol6-
gica, se presenta una conjetura que fue planteada hace mas de 60 anos llamada Conjetura
de la Dimension Finitista.

Para enunciar dicha conjetura comencemos recordando las definiciones de las dimen-
siones finitistas.

Si A es una R-algebra, donde R es un anillo conmutativo artiniano con unidad, se

definen las dimensiones finitistas como:

1. fin.dim(A) = sup{dp(M) : dp(M) < cocon M € mod A},
2. Fin.dim(A) = sup{dp(M) : dp(M) < cocon M € Mod A}.

En 1960, en su trabajo |B| H. Bass menciona que Rosenberg y Zelinsky se preguntaron
si fin.dim(A) < oo y si fin.dim(A) = Fin.dim.(A). Fue asi que Bass planteo las siguientes
preguntas:

Conjetura de la dimensidén finitista I:

Para toda algebra de Artin A, jfin.dim(A) < c0?

Conjetura de la dimensidn finitista II:

Para toda algebra de Artin A, jfin.dim(A) = Fin.dim.(A)?

En 1992 B. Huisgen-Zimmermann present6 en |H-Z1| contraejemplos, mostrando que
la conjetura II no es valida para las dlgebras monomiales, y por lo tanto mostrando que
la conjetura II es falsa.

Distinto es el panorama con respecto a la conjetura I, pues si bien solo ha sido re-
suelta parcialmente, se conoce una gran familia de algebras para las cuales es verdadera.
Entre las familias de algebras para las cuales se sabe que la conjetura T es cierta desta-

camos las siguientes tres: las algebras A tales que radm“(A) =0, y que radjl\W sea de

1
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tipo de representacion finita (1994, Y. Wang), las algebras A tales que rep.dim(A) < 3
(2002-2005, K. Igusa- G. Todorov) y las algebras A que tienen a lo sumo tres estratos
radicales de dimension proyectiva infinita (2009, F. Huard- M. Lanzilotta- O. Mendoza).
Las herramientas en comin que utilizaron los autores para demostrar la conjetura I en
los casos mencionados fueron las funciones de Igusa-Todorov, ¢ y 1. Cabe aclarar que a
pesar de que dichas funciones fueron utilizadas por Y. Wang en 1994, las mismas fueron
presentadas por primera vez por K. Igusa y G. Todorov en el 2005, en el trabajo titulado
“On the finitistic dimension conjecture for artin algebras” ([IT]).

Las funciones definidas por K. Igusa y G. Todorov asignan a cada médulo un entero no
negativo, y en cierto sentido generalizan a la dimension proyectiva, puesto que, coinciden
con la dimension proyectiva cuando el moédulo tiene dimensiéon proyectiva finita. Asi,
dichas funciones dan lugar a nuevas dimensiones homologicas, a saber, la ¢-dim y la -
dim de un &algebra de Artin A. En relacién con la fin.dim, estas medidas cumplen las

siguientes desigualdades:
fin.dim(A) < ¢-dim(A) < ¢-dim(A) < gl.dim(A).

Las funciones ¢ y ¢ de Igusa-Todorov no solo son importantes por su relaciéon con la
conjetura de la dimension finitista I, sino que en si mismas son un tema importante de
investigacion ya que guardan relacion con diversos campos de la teoria de las representa-

ciones de &lgebras de Artin y del algebra homolégica. Por ejemplo:

» En 2013, F. Huard y M. Lanzilotta demostraron en [HL| que un anillo artiniano a
derecha R es auto-inyectivo si y solo si ¢)(M) = 0 para todo R-médulo a derecha
finitamente generado M si y solo si ¢(M) = 0 para todo R-médulo a derecha

finitamente generado M.

» En 2014, S. Fernandes, M. Lanzilotta y O. Mendoza ([FLM]) caracterizaron la ¢-
dimension del algebra en funcion de los funtores Ext y Tor y demostraron que la

finitud de la ¢-dim es invariante por equivalencia derivada.

El principal interés en esta tesis es calcular el valor de las funciones ¢ y ¢ de Igusa-
Todorov en cierta familia de modulos sobre algebras de Artin. Ademads, en la primera

parte de la misma, se daran caracterizaciones de los modulos periddicos y virtualmente
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periddicos sobre cierto tipo de algebras las cuales nos ayudaran a construir ejemplos y
contraejemplos que usaremos a lo largo de este trabajo.

El capitulo I estd completamente dedicado a los conceptos previos necesarios para
la comprension de esta tesis. Las primeras tres secciones del capitulo estan destinadas
a presentar ciertos resultados sobre algebras de Artin, algebra homolégica y algebras de
caminos. Muchos de estos resultados son hechos muy conocidos y por lo tanto se omite
su demostracion. La cuarta secciéon esta totalmente dedicada a resumir los resultados
principales de las funciones ¢ y ¢ de Igusa-Todorov. A pesar de ser resultados conocidos
ofrecemos aqui su demostracion, ya que la definicién que presentaremos de la primera
funcion de Igusa-Todorov, ¢, no es exactamente la dada por los autores en [IT].

El capitulo IT esta destinado a los médulos p-periddicos y virtualmente p-peridédicos y
sus duales, los modulos i-perioédicos y virtualmente i-periddicos en dlgebras de Artin. Las
definiciones de estos modulos fueron extraidas del articulo [1Z2] de K. Igusa y D. Zacharia
no publicado. Conceptos muy similares a dichas definiciones habian sido presentadas por
K. Igusa y D. Zacharia en su trabajo previo [IZ1]. En la primera seccion de este capitulo, en
el contexto de la algebras de Artin, repasamos las definiciones de los m6dulos peridédicos
y estudiamos propiedades de dichos moédulos. En la segunda y tercera seccién, en el
marco de las algebras de carcaj de radical cuadrado cero y de las &lgebras truncadas,
respectivamente, caracterizamos los modulos p-periodicos y virtualmente p-periddicos en
funcion del carcaj. Ademas, en el caso de las algebras de radical cuadrado cero mostramos
que los modulos simples con dimension proyectiva infinita son exactamente los médulos
i-periodicos. En la ttima secciéon del capitulo, trabajamos los moédulos periddicos en las
algebras Gorenstein. Aqui probamos que un moédulo indescomponible no proyectivo, es
p-periodico si y s6lo si es fuertemente Gorenstein proyectivo.

El principal interés en el capitulo IIT es calcular el valor de la primera funciéon de
Igusa-Todorov, ¢, en los mdédulos ortogonales a su resolucién. En la primera parte de
este capitulo definimos dichos modulos y estudiamos ciertas propiedades. En la segunda
parte del capitulo, a partir de los modulos ortogonales a su resolucion, definimos una
subcategoria de la categoria estable de médulos y demostramos que la sizigia define un
funtor fiel y pleno sobre ella. Finalmente, usando este funtor, probamos que ¢(M) = 0

para todo modulo ortogonal a su resolucion.



4 DIMENSIONES HOMOLOGICAS EN TEORIA DE REPRESENTACIONES DE ALGEBRAS

En el capitulo IV, definimos las &lgebras n-ortogonales a su resoluciéon y probamos
que su fin.dim, ¢-dim y -dim son finitas. Entre los ejemplos de &lgebras n-ortogonales a
su resoluciéon se encuentran las algebras n-Gorenstein. Finalizamos el capitulo, hallando
una familia de algebras n-ortogonales a su resolucion en el contexto de las algebras de

matrices triangulares.



Capitulo 1

Conceptos preliminares.

Este capitulo contiene las definiciones y resultados tedricos que seran necesarios para la
comprension de este trabajo, que pueden verse en [ARS, A, ASS, IT, Wa, HLM|. También

fijaremos notaciones a utilizar en este trabajo.

1.1. Algebras de Artin.

A lo largo de esta tesis R denotara un anillo conmutativo artiniano con unidad y A
una R-algebra de Artin. Recordemos que una R-algebra de Artin es un anillo A junto con
un morfismo de anillos ¢ : R — A, tal que la imagen de ¢ esta contenida en el centro de
A, y A es finitamente generada como R-moédulo. Asi, resulta que A es un anillo artiniano a
izquierda y a derecha. Ejemplos de algebras de Artin son las algebras de dimension finita
sobre un cuerpo.

Dada un algebra de Artin A, consideraremos la categoria de los A-mo6dulos finitamente
generados a izquierda, la cual notaremos con mod A. Se sabe que esta categoria es una ca-
tegoria abeliana. En [ARS, I Proposicion 3.1] se prueba que en mod A existe una cantidad
finita de modulos simples no isomorfos dos a dos, los cuales notaremos con Sy, - -, .S,.

Recordemos que un epimorfismo f: A — B en mod A se llama esencialsig: X — A
es un epimorfismo siempre que fg lo es. Luego, se define la cubierta proyectiva Py(M)
de un A-médulo M como un epimorfismo esencial f : Py(M) — M donde Py(M) es un A-

modulo proyectivo. Se prueba que todo moédulo en mod A admite una cubierta proyectiva
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[ARS, I Teorema 4.2]. Mas atn, todo modulo en mod A tiene una resolucién proyectiva
minimal, esto es, dado un A-modulo M se tiene la siguiente sucesion exacta:

fo

L. fn+1 Pn fn L. f2 P1 f1 PO M O

donde fy : Py — M es la cubierta proyectiva de M y los f, : P, — Ker(fi_1) son las
cubiertas proyectivas de los modulos Ker(f;_;) para todo ¢ > 1, y donde f; = Li_1 f; para
todo i > 1, siendo ;1 : Ker(f;_1) — P,_; las inclusiones canonicas. Si la resolucion
proyectiva minimal de M tiene longitud n se dird que la dimensién proyectiva de M es
n, y se notara dp(M) = n. Caso contrario diremos que la dimensiéon proyectiva de M es
infinita, es decir, dp(M) = oo. Llamaremos sizigia enésima de M y notaremos con Q" (M)

al modulo Ker(f,,_1) para todo n > 1. La siguiente observacion es un hecho conocido:

Observacion 1.1.1. Sea P, M y N A-moédulos, con P proyectivo. Entonces valen las

siguientes propiedades:
1. QY (MaeN)=QY(M)s Q'(N).
2. QL(P) =0.

Dualmente se definen la envoltura inyectiva, la co-resolucion inyectiva y la dimension
inyectiva. Un monomorfismo de A-modulos f : A — B se llama esencialsig: B — Y
es monomorfismo siempre que gf lo es. La envoltura inyectiva [o(M) del A-mdodulo M
es un monomorfismo esencial i : M — Iy(M) tal que Io(M) es un A-moddulo inyectivo.
Se prueba que todo modulo en mod A tiene una envoltura inyectiva [ARS, 1T Proposicion
4.6]. Luego todo modulo en mod A tiene co-resoluciéon inyectiva minimal, es decir,

para un modulo M se tiene la sucesion exacta:

io i1 ig [ 'i+1
0 M Iy I LU s G

donde iy : M — Ij es la envoltura inyectiva de M y los morfismos i; : Coker(i;_1) — I; son
las envolturas inyectivas de los modulos Coker(i;_;) para todo j > 1, y donde i; = i;7;_1,
siendo m;_y : I;_; — Coker(i;_;) la proyeccion canoénica, para todo j > 1. Luego si
la co-resolucion inyectiva minimal tiene longitud finita n, diremos que la dimensién

inyectiva de M es n, lo cual notaremos por di(M) = n, en caso contrario diremos que la
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dimension inyectiva de M es infinita, o sea, di(M) = oo. Llamaremos co-sizigia enésima
de M y notaremos con Q~"(M) al modulo Coker(i,_1) para todo n > 1. Dualizando la

Observacion 1.1.1, tenemos las siguientes propiedades:
1. QY (M N)=Q Y (M)® Q' (N), para M, N en mod A.
2. Q71(I) = 0, para todo A-modulo inyectivo I.

Recordemos que una relacién R sobre una R-categoria C es un R-submodulo R(A, B)
de Hom¢(A, B), para todo par de objetos A y B en C, donde la ley de composicion
Hom¢(A, B) ® Home (B, C) — Home(A, C) satisface que Im(R(A, B) ® Home(B,C) —
Home (A, C)) C R(A,C) e Im(Home (A, B)®@R(B,C) — Home(A,C)) C R(A,C). Luego
se define la categoria cociente C/R de C modulo la relacion R, por la categoria donde
Obj(C/R) = Obj(C) y Home r (A, B) = Home (A, B)/R(A, B).

Notaremos con P(A,B) a la relacion definida sobre mod A de los morfismos
f A — B que se factorizan a través de un modulo proyectivo y, con mod A, a la
categoria cociente mod A/P. Por otro lado, notaremos con Z(A, B) a la relacion definida
sobre mod A de los morfismos f : A — B que se factorizan a través de un modulo inyectivo
Y, por mod A a su respectiva categoria cociente mod A/Z.

Consideraremos ademés el funtor sizigia 2 : mod A — mod A que a cada modulo

A le asigna el modulo Q(A) y a cada morfismo f : A — B le asigna un morfismo

t:Q(A) — Q(B) tal que el siguiente diagrama es conmutativo en mod A:

Dualmente consideraremos el funtor co-sizigia 2! : mod A — mod A que a cada

modulo A le asigna el modulo Q7 1(A) y a cada morfismo f : A — B le asigna un morfismo
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v: Q7 A) = Q7Y(B) tal que el siguiente diagrama es conmutativo en mod A:

0 0
AT B
Io(A) —2— Iy(B)

Q-1(4) —- Q- 1(B)

0 0

Observaciéon 1.1.2. De la Observaciéon 1.1.1 y su dual, se tiene que los funtores

Q:modA — mod y Q-1 : mod A — modA son funtores aditivos.

Recordemos que toda R-algebra de Artin A induce sobre el anillo opuesto de A una
R-algebra de Artin, que notaremos A°. El siguiente teorema muestra la relacion entre las

categorias mod A y mod A°P.

Teorema 1.1.3. [ARS, Theorem, 3.3] Si A es una R-algebra de Artin entonces el funtor
contravariante D : mod A — mod A%, definido por D(X) = Hompg(X, Iy(R/radR)), es

una dualidad.

1.2. Resultados del dlgebra homolégica.

Presentaremos en esta seccion los resultados del algebra homologica que nos seran de

utilidad a lo largo de esta tesis. Comenzaremos con la siguiente proposicion.

Proposicion 1.2.1. [ARS, II Proposicion 1.5] Sean C y D dos R-categorias y sea
D : C — D una dualidad. Entonces:

1. Un morfismo f : A — B en C es un monomorfismo (epimorfismo) si y solo si

D(f): D(B) — D(A) es un epimorfismo (monomorfismo) en D.

2. Un objeto X en C es proyectivo (inyectivo) si y solo si D(X) es inyectivo (proyectivo)
en D.
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A continuacion enunciaremos tres lemas cuya demostraciones se presentan en [A].

Lema 1.2.2. [A, IT Lemme 3.5](Lema de los 5) Consideremos en mod A, el siguiente

diagrama conmutativo con filas exactas:

M, M, M3 M, M;
lfl if2 lfs if4 lfs
Ny —= Ny —2> N3 —>= N, — = Nj

entonces:
1. Si f5 es un monomorfismo y fo, f4 son epimorfismos, entonces f3 es un epimorfismo.

2. Si f; es un epimorfismo y fo, f4 son monomorfismos, entonces f3 es un monomor-

fismo.

3. Si f5 es un monomorfismo, f; un epimorfismo y f5, f; isomorfismos, entonces f; es

un isomorfismo.

Lema 1.2.3. [A, IT Lemme 3.6|(Lema de la serpiente) Consideremos en mod A, el si-

guiente diagrama conmutativo con filas exactas:

00— L~ M >N

Entonces, existe un morfismo ¢ : Ker h — Coker f tal que la sucesion:

Ker f —> Ker g —> Ker h —%> Coker f —2> Coker g —2> Coker h

es exacta, donde u;, v, uy v v9 son las inducidas por u, v, v’ vy v/, respectivamente.
) ) ? ? ? 3

Ademés:
1. u; serd monomorfismo si u lo es.
2. vy sera epimorfismo si v’ lo es.

Lema 1.2.4. [A, IX Lemme 3.3](Lema de Décalage) Dados dos A-médulos M y N,

tenemos los siguientes isomorfismos funtoriales:
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1. BExt?™ (M, N) = Ext} (Q(M),N) = .- = Ext) (Q*(M), N) para todo n > 0.

2. Extit (M, N) =2 Ext} (M, Q7 (N)) = .- = Ext) (M, Q™"(N)) para todo n > 0.
Finalizamos esta seccién con una proposicion, que a pesar de ser un hecho conocido,

incluimos aqui su demostracién para facilitar la lectura de este trabajo:

Proposicion 1.2.5. Sean M un A-médulo no proyectivo y X un sumando directo no

nulo de 2"(M) con n < dp(M). Entonces Ext} (M, X) # 0.

Demostracion:
Mostremos la afirmacion para n = 1, es decir, mostremos que Extj (M, X) # 0 donde

X es sumando directo de Q(M). Consideremos el diagrama conmutativo:

0——=Q(M)—=Py(M) M —=0
€ 0 X—Y ~PO—">M 0
donde PO es el push-out de ¢ y u, con u : Q(M) — X la proyeccién canonica e

t: QM) — Py(M) la inclusion canoénica. Mostraremos que la sucesion exacta € es no
nula y por lo tanto que Ext} (M, X) # 0.

Supongamos por el absurdo que la sucesion € es cero, es decir, € se parte. Luego
PO =2 X & M y existe un morfismo 7y : PO — X tal que wxt = Idy. Considerando
las composiciones mx v : Py(M) = X y tix : X — Py(M), donde vx : X — Q(M) es la

inclusion canodnica pues por hipotesis X es sumando directo de (M), se tiene que:
(rxv)(tix) =7x (vi)ix =7mx ((u)ix = (7x ) (uix) = Idx Idx = Idx. (%)

Luego X es sumando directo de Py(M), y por tanto Po(M) = Q & X. Como por
() X C Im(¢|xex) e Im(t|xtx) € Im(ely), se tiene que X C ¢|x(X), v como ¢ es
monomorfismo tenemos que ¢(X) = X. Lo que contradice el hecho de que Py(M) es la
cubierta proyectiva de M. Por lo tanto, la sucesion € no es cero y asi Exty (M, X) # 0.

Mostremos el caso general, sea X sumando directo no nulo de Q"(M) con
n < dp(M). Como X es sumando directo de Q(Q"~(M)), por el caso n = 1, se tiene que
Exty (Q"H(M), X) # 0, luego por el Lema de Décalage Ext} (M, X) = Ext} (Q" (M), X) #
0. O
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1.3. Algebras de caminos.

Un carcaj @ es una cuadrupla (Qq, @1, s,t) donde Qy y ()1 son conjuntos, cuyos
elementos se llamaran vértices y flechas respectivamente, junto con dos aplicaciones
s:0Q1 = Qoyt:Qr — Q tal que s(a) =iy t(a) = j para cada flecha o : i — j. Un
carcaj () se dira finito si )y y @1 lo son.

Un camino v de longitud n en el carcaj @) sera una sucesion de n flechas v = a, - - -
donde t(a;) = s(aiq1) para 1 < i < n, l(y) = n. A todo vértice i € Q) se le asociara
un camino de longitud cero llamado camino trivial y notado e;. Ademas, dado un camino
7, se notara con s(v) y t() al vértice de origen del camino 7 y al vértice de término
del camino ~, respectivamente. Asi, si 7 es un camino trivial, es decir, v = e; entonces
s(e;) = t(e;) = 1, sino, v = v, - - - 1 entonces s(y) = s(ay) y t(y) = t(,). A un camino
no trivial v de longitud n, tal que s(y) = t(+y) lo llamaremos ciclo orientado o n-ciclo,
a los 1-ciclo los llamaremos lazos.

Sea k un cuerpo, se define el dlgebra de caminos k() como la k-dlgebra que tiene
como base del k-espacio vectorial a los caminos de (), donde el producto de los basicos

estd dado por las siguientes reglas:

p sit(p) =i
0 sit(p) #i

€ p=

pq  sit(q) = s(p)
P-a=9p siqg=esp
0  en otro caso.
donde p y ¢ son caminos en k@, y donde pq es la concatenacion de ¢ y p.

Un resultado importante de las algebras de caminos es el siguiente.

Proposicion 1.3.1. |ASS, II Corollary 1.11] Sea @ un carcaj finito, conexo y sin ciclos
orientados. El algebra de caminos k() es una k-algebra de dimension finita, asociativa,

conexa y bésica.

Se notara con F' al ideal bilatero de k(@) generado por las flechas. Se dird que un ideal

bilatero I es admisible si:
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F™ C ] C F?, para algiin m > 2

Una relacién sobre () con coeficientes en k serd una combinacion k-lineal de caminos
o =ayy; + -+ a,¥, donde los caminos 7y, - ,7, tienen el mismo origen y el mismo
término. Si p es un conjunto finito de relaciones {0y, - -+ , 0.} al par (@, p) se lo llamara
carcaj con relaciones, al cual se le asociara el algebra k(Q, p) = kQ/(p).

Cuando el carcaj admite ciclos se tiene la siguiente proposicion:

Proposicion 1.3.2. [ASS, IT Corollary 2.12| Sea @) un carcaj finito y conexo, y sea I un

ideal admisible. Entonces la k-algebra kQ)/I es bésica, conexa y tiene dimension finita.

El siguiente teorema muestra que las algebras de caminos cumplen un rol muy impor-

tante cuando k es algebraicamente cerrado.

Teorema 1.3.3. [ASS, II Theorem 3.7| Sea A un algebra de dimension finita, bésica y
conexa sobre un cuerpo k algebraicamente cerrado. Entonces existe un ideal admisible [/

tal que A =2 kQ/I, donde Q) es un carcaj conexo y finito.

Dado un carcaj () una representacion V = (V;, fa)icgo.acq, de @ sobre un cuerpo
k, es una familia de k-espacios vectoriales {V;}icq, junto con k-transformaciones lineales
{fa + Vi — Viw} para cada flecha a € ;. Dadas dos representaciones
V = (Vi, fa)ic@oaco, ¥ V' = (VI, fl)icoo.acq, del carcaj @, un morfismo de represen-
taciones es un conjunto de transformaciones k-lineales {¢; : V; — V' }icq, tales que, para

cada fecha a € @)y, el siguiente diagrama es conmutativo:

Vi

ldh \L%‘
fa

‘/;/ H‘/j/

Por ultimo, una representacion de un carcaj con relaciones (@, p), es una representa-
cion V. = (Vi, fa)icgoaco, de @ tal que f, = 0 para toda relacion o € p, donde
fo = arfy, + -+ anfy, si o = a1y + -+ + a,Vn, siendo f,, la composiciéon natural
de las transformaciones lineales asociadas a cada camino ;. Se notaré con rep,(Q, p) a la

categoria de las representaciones de dimension finita del carcaj con relaciones (Q, I).
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El siguiente teorema se utilizara implicitamente a lo largo de todo este trabajo, espe-

cialmente en la construccion de ejemplos.

Teorema 1.3.4. [ASS, IIT Theorem 1.6] Las categorias rep, (@, I) y mod kQ/I son equi-

valentes.

Bajo esta equivalencia, si A = kQ/I, entonces los A-mo6dulos simples, A-modulos
proyectivos indescomponibles y A-moédulos inyectivos indescomponibles, presentan una

sencilla descripcion, ver [ASS, T11.2].

1.4. Funciones de Igusa-Todorov.

En esta seccién se recordaran las definiciones y algunas propiedades de las funcio-
nes definidas por K. Igusa y G. Todorov en [IT]. Incluiremos en esta seccion todas las
demostraciones relacionadas con dichas funciones debido al objetivo de esta tesis.

Sea K| el cociente del grupo abeliano libre generado por los simbolos de la forma [M],

donde M € mod A, por el subgrupo generado por:
1. [A]—=[B]-[C]si A= C&® B, con A, B, C' en mod A.
2. [P] si P es un A-modulo proyectivo.

Observar que Ky es el grupo abeliano libre generado por las clases de isomorfia de
los A-m6dulos indescomponibles no proyectivos. Luego, por la Observacion 1.1.1, la si-
zigia 0 define un morfismo de grupos Q : K, — K, dado por Q([M]) = [Q(M)]
para todo [M] en K.

Dado un A-mo6dulo M finitamente generado, se notara con (add M) al subgrupo de
Ky generado por los sumandos directos indescomponibles de M. Notar que (add M) es
libre por ser subgrupo de un grupo libre.

Para todo grupo libre X, rg X notara el rango de X. Como el rango de la imagen de
un grupo libre X por un homomorfismo de grupos es menor o igual que el rango de X,
se tiene que rg (add M) > rgQ({(add M)) > --- > rgQ"({(add M)) > ---. Luego, ya que
rg (add M) es finito, por el principio de buena ordenacion, existe un entero no negativo

(M) tal que rg QM) ((add M)) = rg Q?M)+3((add M)) para todo natural s. Asi se tiene
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definida una funcién ¢ : mod A — NU{0}, la cual se llama funcién ¢ de Igusa-Todorov

o primera funcién de Igusa-Todorov.

Notar que rg Q*M)({(add M)) = rg Q*M)+3((add M)) para todo natural s, si y solo
si, Q : QYD+ ((add M)) — Q(QYM+5((add M))) es un isomorfismo para todo natural
s, si y solo si, Q : Q?M+3((add M)) — Q(Q?M+s((add M))) es un monomorfismo para

todo natural s. Observar que la sucesion de enteros no negativos {rg Q"({(add M))},>¢ se

vuelve constante a partir de n = ¢(M).

La siguiente proposicion resume las propiedades basicas de la funcion ¢:

Proposicion 1.4.1. [IT, Lemma 2| Dados los médulos M y N en modA, valen las

siguientes propiedades:

1. Si dp(M) < oo entonces ¢p(M) = dp(M).

2. Si M es indescomponible con dp(M) = oo entonces ¢(M) = 0.

3. ¢(M) < ¢(M & N).

4. ¢(sM) = ¢p(M) para todo s € N, donde sM indica la suma directa de M s veces.

Demostracién:

1. Sea M un modulo en mod A tal que dp(M) = n < co. Como dp(M) = n, existe una

resolucion proyectiva minimal de M de la forma:
0—>p,—Imp, o Eop Mg by

donde Q" (M) = kerf,_ o es no proyectivo. Como Q" (M) es un modulo no
proyectivo se tiene que [Q"'M] # 0 en K, luego rg Q"' ({add M)) # 0, pues
Q" IM] = Q" ([M]) € Q"' ({add M)). Por otro lado, como dp(M) = n, se tiene
que Q"(M) es proyectivo y que Q" (M) = 0 para todo [ > 0, luego [Q"(M)] =0
en Ky y rg Q" ({(add M)) = 0 para todo [ > 0. Asi, (M) = n = dp(M).

2. Sea M un A-mo6dulo indescomponible con dp(M) = co. Ya que M es un modulo no

proyectivo indescomponible se tiene que rg (add M) = 1. Asimismo, como dp(M) =
oo, 2"(M) es no proyectivo para todo n € N. Luego rg Q"((add M)) # 0 y por lo
tanto rg Q" ((add M)) = 1. Asi, ¢(M) = 0.
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3. Sean M y N modulos en mod A. Por lo notado luego de la definiciéon de la funcion
¢, se tiene que Q : QPMENFS((3dd (M @ N))) — QQEMENFs((add (M @ N))))
es un monomorfismo para todo s > 0. Luego, como los grupos Q"(add M)
son subgrupos de Q"(add (M & N)) para todo n > 0, se tiene que
Q : QPMENTs((add (M))) — Q(QEMEN)FS((add (M)))) es un monomorfismo para
todo s > 0. Por lo tanto, ¢(M) < ¢(M & N).

4. Como los sumandos directos indescomponibles de M y sM son los mismos,
se tiene que (add M) = (addsM). Luego rgQ"({(add M)) =rgQ*({addsM))
para todo n € Ny asi, ¢(M) = ¢(sM) para todo s € N.

A continuacién definiremos la segunda funcién de Igusa-Todorov, también llama-
da funcién ¢ de Igusa-Todorov. Para tal fin, usaremos la notacion N|L para indicar
que N es sumando directo de L.

Para todo M € mod A se define 1) : mod A — NU {0} como:
V(M) = (M) + mix{dp(N) : N|Q?*) (M) condp(N) < oo},

La funcion v tiene las siguientes propiedades:
Proposicion 1.4.2. [IT, Lemma 3| Sean M, N € mod A. Entonces:

1. Si dp(M) < oo entonces (M) = dp(M).

2. Y(M) <Yp(M @ N).

3. Y(sM) = (M) para todo s € N.

4. Si N|Q"M tal que n < ¢(M) y dp(NN) < oo entonces dpN +n < (M).
Demostracion:

1. Si M es un A-modulo con dp(M) = n < oo entonces, por la Proposicion 1.4.1.1.

¢(M) = n. Ademas, todos los sumandos de Q" (M) son proyectivos, pues dp(M) = n,
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y por tanto de dimension proyectiva igual a 0. Por lo tanto

méx{dp(N) : N|Q*M)(M)condp(N) < oo} = 0. Asi:

(M) = ¢(M) + 0 = dp(M).

. Dados M y N A-modulos sabemos que ¢(M) < ¢(M @ N), por la Proposicion

1.4.1.3.. Luego existe un entero s > 0 tal que ¢(M) + s = ¢(M @ N).

Si méx{dp(X) : X|Q?™M)(M)condp(X) < oo} = 0 entonces (M) = ¢(M) y la
desigualdad vale por Proposiciéon 1.4.1.3. y la definicion de ).

Si max{dp(X) : X|Q*M)(M)condp(X) < oo} # 0 entonces existe un modulo
X' tal que X'|Q*M) (M) y dp(X') = méx{dp(X) : X|Q*M)(M)condp(X) < oo}.

Luego se obtiene que

dp(X') = max{dp(X) : X|Q*M) (M) condp(X) < oo} < s+ dp(Q*(X")).

Por otro lado, se tiene que
dp(2*(X")) < méx{dp(Y) : V|V (M) condp(Y) < o0}
ya que Q°(X')|QM*s (M) = QOMEN) (V).
Més atn, como:
max{dp(Y) : Y|Q*MEN) (A1) condp(Y) < oo} <
max{dp(Y) : Y|Q*MEN) (M @ N)condp(Y) < oo}

se tiene que dp(Q*(X’)) < max{dp(Y) : Y|Q!MEN) (M @ N)condp(Y) < oc}.

Por lo tanto, vale que:
max{dp(X) : X|Q*M (M) condp(X) < oo} <
s 4+ méx{dp(Y) : Y|Q?M®M (M @ N)condp(Y) < oo}.

Finalmente obtenemos la siguiente desigualdad:

(M) + max{dp(X) : X|Q*M) (M) condp(X) < oo} <
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H(M) + s + méx{dp(Y) : Y|Q?MEN) (M @ N) condp(Y) < oo}
Esto es, (M) < ¢(M & N).

3. Sean M € modA y s € N. Por Proposicion 1.4.1.4., vale que ¢(M) = ¢(sM). Asi,
max{dp(X) : X[|Q*M) (M), dp(X) < oo} = max{dp(X’) : X'|QEM)(sM), dp(X') <
oo}. Por lo tanto, ¥(M) = ¢ (sM).

4. Sean M y N A-modulos tales que N|Q"(M) donde n < ¢p(M) y dp(N) < oc.
Si dp(N) < ¢(M) — n entonces dp(N) +n < ¢(M) < p(M).
Caso contrario, QM= (N)|Q*M) (M), con dp(QPM)~"(N)) < oo.

Luego
dp(@?) (V) < méx{dp(X) : X|QM(M), dp(X) < oo}

y entonces

¢(M)—n+dp(QQ*UD 7 (N)) < (M) —n+max{dp(X) : X|Q*") (M), dp(X) < oco}.
Ademas, como dp(N) < dp(Q?M)="(N)) + ¢(M) — n, se tiene que

dp(N) < (M) —n + max{dp(X) : X|Q*")(M), dp(X) < oo},
0 sea,

dp(N) 4+ n < ¢(M) + max{dp(X) : X|Q*M) (M), dp(X) < oo}.

Por lo tanto dp(N) +n < ¢(M).

A continuacién se presenta el Lema de Fitting, el cual fue utilizado para demostrar

uno de los teoremas centrales de la funcion ¢ en el trabajo de K. Igusa y G. Todorov.

Lema 1.4.3. (Lema de Fitting) Sea M un modulo sobre un anillo noetheriano R,
f + M — M un endomorfismo y sea X un submodulo finitamente generado de M.

Entonces:
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1. Existe un entero ny(X) tal que f: f™(X) — f™(X) es un isomorfismo para todo

m > ng(X).
2. SiY es un submoédulo de X entonces ng(Y) < ny(X).

3. Si R un algebra de Artin, X un modulo finitamente generado sobre R 'y
f X — X un endomorfismo, existe una descomposiciéon en suma directa X = Z@Y

tal que Y =Imf™ y Z = Kerf™ para todo m > ns(X).

Ademaés, el endomorfismo f : Ker f @& Im f™ — Ker f™ @ Im f™ puede verse como

la matriz:

Jiu 0
0 fa

donde fi; : Ker f™ — Ker f™ es un morfismo nilpotente y fos : Im f — Im f™ es

un isomorfismo.
Demostracion:

1. Para cada natural ¢ se tiene la siguiente sucesion exacta:

0 K —2 o X 0

0— > Kin Jit1 X

Como id j; = j;+1 u; €s un monomorfismo, se tiene que u; es un monomorfismo para
cada ¢ € N. Luego, se tiene la siguiente cadena de modulos
KiC Ky, C--- CK; C---X. Como X es un modulo noetheriano, existe un
natural n tal que

Ky=Kp1==FKpp="--
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para todo h € N. Finalmente, como los morfismos u,, : K,, — K,,+1 son isomorfis-
mos para todo m > n, pues son restricciones de la identidad y K,, = K,,.1 para
todo m > n, se tiene por el Lema de los 5, que los morfismos f : f™(X) — fm™(X)

son isomorfismos para todo m > n.

2. Sea Y un submoédulo de X. Como para todo m > n(X), f: f™(X) — f™(X) es
un isomorfismo, se obtiene que f: f™(Y) — f™(Y) es un isomorfismo para todo

m > ns(X). Luego ng(Y) < ng(X).

3. Del diagrama conmutativo:

0 Ker fi —2 X — "1 fi(x) 0
Uj id f
0 Ker fit1 2 x Iy pivi(x) — .

Tenemos las cadenas de modulos:

X2OImf!OImfD---DImf'D---

KerflgKerf2§~~gKerfi§~--§X.

Como R es un algebra de Artin y X es un R-moédulo finitamente generado se tie-
ne que X es un modulo artiniano y noetheriano, luego existen n, y no tales que
Ker f™ = Ker f™*" para todo h > 0 e Im f"2 = Im f"2** para todo t > 0. Luego
para n = max{ny,no} se tiene que Ker f™ = Ker f* e Im f™ = Im f" para todo

m > n.
Mostremos que X = Ker f™ & Im ™ para todo m > n.

Veamos que Ker f” N Im f™ = 0 para todo m > n. Sea x € Ker f™ N Im f™ para
m > n, esto es, por un lado f™(x) = 0y por otro existe y tal que f(y) = x. Luego
7 (y) = f™(f™(y)) = f™(x) = 0, entonces y € Ker f>™ = Ker f™, de donde
z=["(y) =0

Se probara ahora que X = Ker f™ + Im f™ para todo m > n. Sea x € X, co-

mo f™(z) € Imf™ con m > n, se tiene que f™(x) = f*"(z'), con lo cual,
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f™(x—f™(2")) = 0. Luego z— f™(2') € Ker f™, por lo que z = (x— f™(2'))+ f™(2')
y entonces x € Ker f™ + Im f™. Por lo tanto X = Ker f™ + Im f™.

Se ha mostrado que X = Ker f™ & Im f™.

El endomorfismo f : Ker f"@®Im f™ — Ker f™@®Im f™ puede verse como la matriz:

fll f12
f21 f22

donde fi; @ Ker f™ — Ker f™, fio : Im f™ — Ker f™, for : Ker f — Im f™ y

foo : Im f™ — Im f™, siendo cada f;; la restriccion de f.

Como f(Ker f™) C Ker f™! = Kerf™, f(Imf™) = Imf™"! = Imf™ y
Ker f™ NIm f™ = 0, se tiene que:

fir O
0 fa

Como f11 v foo son las restricciones de f a Ker f™ e Im f™, respectivamente, se
tiene que f1; es nilpotente, pues si z € Ker f™ entonces f{7(x) = f™(z) =0,y fao

es un isomorfismo por lo mostrado en item 1.

Los siguientes dos resultados muestran la relaciéon entre la dimension proyectiva de
un modulo finitamente generado y la segunda funcién de Igusa-Todorov en una sucesion

exacta corta.

Teorema 1.4.4. [IT, Theorem 4] Sie: 0 A B C 0 es una sucesion
exacta en mod A con dp(C') < oo entonces dp(C) < (B @ A) + 1.

Demostracién: Como dp(C) < oo entonces QP ([4]) = QIPC)([B]). Luego, para
n=min{l € NUO: Q[A]) = Q([B])} se tiene que n < dp(C).
Por otro lado, existen A-modulos X e Y, no simultaneamente nulos, tales que X |Q"~1(A),

Y|Q"1(B), los sumandos directos indescomponibles de X e Y no son isomorfos dos a dos

y Q" Hadd (A ® B)) = (add (X @ Y)). Ademas, como Q"([4]) = Q"([B]) se tiene que
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Q"(add (A @ B)) = Q({add (X))). Luego, rgQ"(add (A @ B)) < rgQ"(add (A& B)) y
por lo tanto, n < ¢p(A @ B).

Como [Q2"(A)] = [Q"(B)] existe un A-modulo X tal que Q"(A) = X & Py
Q"(B) = X & @, donde Py @ son A-médulos proyectivos. Luego, al considerar las

sizigias enésimas de la sucesion exacta €, se obtiene la siguiente sucesion exacta:

0—XoP--XoQ- L0 (C)—0 (1)

donde Q'|Q, @ A-modulo proyectivo, F' = ;oo y H = (h,h'). Como f € End,(X)

g2 g3
por el Lema de Fitting, se obtiene que X =Y @& Z, con Y =Im f" y Z = Ker f™ para

algin m € NU {0}, y que

o
0 g
donde f’ es un isomorfismo y ¢ es nilpotente.

Se afirma que valen las siguientes desigualdades:
1. dp(Z) < 0.
2. dp(Q"(C)) < dp(2) + 1.

Dado un A-moédulo M, consideremos la sucesion exacta que resulta de aplicar el funtor

Homy (—, M) a la sucesion exacta corta (1):

*

Fe Ik k41 Py k41 Fer k41
o — Bxth (X,M) — Extk (X,M) — Ext} " (Q"(C),M) — Exth TH(X,M) — Ext} T (X,M) — -

* f];* 0 Tx kgl * k
donde fk - 7fk _EXtA(faM)ygk_EXtA(g>M)

0 g;
Para mostrar 1, supongamos por el absurdo que dp(Z) = oo, luego para k arbitra-

riamente grande existe un A-modulo M tal que Exth (Z, M) # 0. Como g es nilpotente
entonces g; = Extfi(g, M) también es nilpotente. Asi, g; no es sobreyectivo y por lo tanto
f tampoco lo es. Luego Exti™(Q"(C), M) # 0 y Ext} (Q"(C), —) # 0 para t arbitraria-

mente grande, lo cual es un absurdo. Por lo tanto, dp(Z) < oo.
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La desigualdad 2. es inmediata si ExtX™(Q"(C), M) = 0 para todo k > 0. Supongamos
que Exth™(Q"(C), M) # 0 para algin k € NU {0} y M en mod A. Luego, o, # 0 o
By # 0,

Si oy, # 0 entonces f; no es sobreyectivo, lo que implica que g; tampoco lo es. Luego
se tiene que Extk (Z, M) # 0.

Si hi, # 0, entonces f | no es un monomorfismo y por lo tanto g;,, tampoco es
monomorfismo. Luego Exti™(Z, M) # 0.

Por lo tanto dp(Q"(C)) < dp(Z) + 1, pues si Exth™(Q"(C), M) # 0 entonces
Extk (Z, M) # 0 o Exti™(Z, M) # 0.

Como Z es sumando directo de Q"(A) y Q"(A) es sumando directo Q"(A @ B) se
tiene que Z es sumando directo de Q"(A @ B). Luego por ser dp(Z) < oo, se tiene que
dp(Z) +n < ¢Y(A @ B), por Proposicion 1.4.2.4.

Por lo tanto, usando la desigualdad 2., se tiene que
dp(Q"(C)) +n <dp(Z)+n+1<¢Y(Ad B) + 1.

Asi, dp(C) < ¢(A@ B) + 1. O

Las desigualdades que daremos en el siguiente corolario fueron demostradas por Y.

Wang.

Corolario 1.4.5. [Wa, Lemma 2| Sea 0 A B C 0 una sucesion exac-

ta en mod A.
1. Sidp(A) < oo entonces dp(A) < Y(Q(B) & Q(C)) + 1.
2. Si dp(B) < oo entonces dp(B) < ¥(Q(A) ® Q*(C)) + 2.

Demostraciéon: Mostraremos solo 1. pues 2. es similar. Supongamos que tenemos la

siguiente sucesion exacta:

0 A B C 0

donde dp(A) < co. De la sucesion exacta anterior se obtiene el diagrama conmutativo:
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I

0 A B C 0.
Aplicando el Lema de la serpiente al diagrama anterior obtenemos la sucesion exacta:

0—=QB)—QC)BQ—>A—>0 (1)

donde @ es un A-moédulo proyectivo. La afirmacion sigue de aplicar el Teorema 1.4.4 a la
sucesion exacta (1) y del hecho de que ¥(QU(B) @ Q(C) @ Q) = Y (QUB) & Q(C)) pues @

es proyectivo. 0

Dada una sucesion exacta de A-modulos 0 A B C 0, el Teorema

1.4.4 nos plantea dos preguntas:

1. ;Se cumple la desigualdad correspondiente si suponemos que el médulo del medio
de la sucesion es el que tiene dimension proyectiva finita? Es decir, si dp(B) < oo

ivale que dp(B) < (A @ C) + 17.

2. ;Se cumple la desigualdad del teorema para la funcién ¢? Es decir, si dp(C) < oo

ivale que dp(C) < ¢p(A® B) + 17

Los siguientes ejemplos muestran que las respuestas a las preguntas anteriores son

negativas.

Ejemplos 1.4.6. 1. Para dar respuesta a la primer pregunta consideremos el carcaj

Q:

K\HH
vl 2 3

Tomemos el algebra A = kQ/F?. Los A-moédulos proyectivos indescomponibles se

pueden representar por:

[\]

Plil PQI
12 3

P313

Consideremos la sucesién exacta:

0 S, 1 S, 0




24

DIMENSIONES HOMOLOGICAS EN TEORIA DE REPRESENTACIONES DE ALGEBRAS

Como la resolucion proyectiva minimal de 1 es:

NSNS

se tiene que dp( i ) =2 < o0.

Ademas, 1/(S7) = 0 pues S; es un A-modulo indescomponible de dimension proyec-
tiva infinita. Aplicando la Proposicion 1.4.2.3. se tiene que ¥(S; & S1) = ¥(25;) =
P(S1) = 0.

Por lo tanto, la desigualdad dp(B) < (A @ C) + 1 no se verifica, ya que dp(B) =
(mqqzzﬂMA@GwH;ﬂm&@Sg+1:o+1=1y2gL

. Para ver que la respuesta a la segunda pregunta es negativa, consideremos el dlgebra

A = kQ/I, dada por el siguiente carcaj Q:
)
az / lo%

as
a4

|

W=<——pF—

4
[N
/

ag

y el ideal I = (azaq, azas, azas, agay, o). Podemos representar los A-modulos

proyectivos indescomponibles de la siguiente manera:

Pr:g 9 Py ]33:432 ]34:1l
4 4
Consideremos la sucesién exacta:
0 Sy 1 S 0
3
La resolucion proyectiva minimal de S es:
04>P4 P2@P4 Pg@PQ P1 5190

N 7 N T S

430 Sy @4 3a S,
4 4 4
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de donde se obtiene que dp(S;) =

Por otro lado las resoluciones proyectivas minimales de S; v 1 son, respectivamente:
3

=Py P P Py® P Ps S3‘>0
N7 N oy S
S, ®0 54@1 Sy @ S
y
=P P, @ Py Py & Py é»()
Si®0 Sy B 9

Asi obtenemos que, ¢(S3 @ :1))) =1y por lo tanto

3:dp(51)f¢(5369;))+1:1+1:2.

La siguiente proposicion serd de gran utilidad en esta tesis, pues relaciona las funciones

de Igusa-Todorov de un A-moédulo finitamente generado con su sizigia.

Proposicion 1.4.7. [HLM, 3| Para todo modulo M en mod A, valen las siguientes de-

sigualdades:
L ¢(M) < ¢(QUM)) + 1.

2. (M) < H(QM)) + 1.
Demostracion:
1. Dado un A-médulo M, mostremos que el grupo Q({(add M)) es un subgrupo de

(add Q2(M)). Sean My, ..., M, los sumandos directos indescomponibles no proyectivos

de M, a menos de isomorfismos.

Sea z € (add M), esto es, x = Y |, a;[M,;] con o; € Z. Luego aplicando © a z se

obtiene:

= Q(Z a;[M;]) = Z a; Q([M;]) = Z a; [Q2(M
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donde cada [Q(M;)] pertenece a (addQ2(M)). Asi, x € (add Q(M)). Por lo tanto
Q((add M)) C (add Q(M)).

Supongamos que ¢(S2(M)) = n, es decir, el primer momento en que la sucesion

{rg Q' ((add Q(M))) }i>1 se estabiliza es para i = n. Como Q7! ((add M)) es un sub-

grupo de Q((add Q(M))), para todo i > 1, se tiene que la sucesion {rg Q" ((add M))}i>1

es estable para i > n. Luego, ¢(M) <n+1=¢(Q(M)) + 1.

2. Sea X un sumando directo del A-modulo QM (M) tal que
Ap(X) = mix{dp(Y') : YIQ¥D(M), dp(¥) < o0} Luego, (M) = 6(M) + dp(X).

Como X|Q*M) (M) = Q¢M=1(Q(M)) y (M) —1 < ¢(QM)) por el item 1., se
tiene que dp(X) + ¢(M) — 1 < (2(M)) por la Proposicion 1.4.2.4.. Entonces,
dp(X) 4+ ¢(M) < ¢(2(M)) + 1 y por lo tanto (M) < (Q(M)) + 1.

Las funciones de Igusa-Todorov ¢ y % nos proporcionan nuevas dimensiones sobre
la categoria de modulos del dlgebra A, la ¢-dim(A) = sup{¢p(M) : M € modA} y la
YP-dim(A) = sup{e)(M) : M € modA}, las cuales se llaman ¢-dimension de A y -
dimensiéon de A, respectivamente.

Recordando que la dimension finitista de A, notada con fin dim(A), y la dimen-
sion global de A, notada con gl dim(A), se definen de la siguiente manera fin.dim(A) =
sup{dp(M) : M € modAcondp(M) < oo} y gldim(A) = sup{dp(M) : M € mod A},

tenemos la siguiente proposicion:

Proposiciéon 1.4.8. Sea A un algebra de Artin. Entonces se cumplen las siguientes de-
sigualdades:

fin.dim(A) < ¢-dim(A) < ¢-dim(A) < gl.dim(A)

P-dim(A) < 2¢-dim(A).

Demostraciéon: Por la Proposicion 1.4.1.1 sabemos que si dp(M) < oo entonces dp(M) =

®(M). Luego fin.dim(A) < ¢-dim(A). Ademas, por la definicion de la funcién 1, se tiene
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que (M) < (M) para todo mdédulo M en mod A. Asi ¢-dim(A) < ¢-dim(A). Ademas,
se verifica que 1-dim(A) < gl.dim(A), pues si dp(M) < oo entonces (M) =dp(M).

Por ultimo, como para cada A-modulo M vale que
Y(M) = p(M) + max{dp(N) : N|Q*M) (M) condp(N) < oo} < ¢(M) + fin.dim(A)
se tiene que

P-dim(A) < ¢-dim(A) + fin.dim(A) < ¢-dim(A) + ¢-dim(A).
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Capitulo 2

Moédulos periodicos.

En el trabajo “Syzygy pairs in a monomial algebra”, K. Igusa y D. Zacharia utilizaron
la periodicidad de la sizigia para demostrar que la Conjetura de la dimensién finitista I:
“Para toda dlgebra de Artin A, fin.dim(A) < o0” es cierta para las algebras monomiales
y encontraron el infimo de las cotas superiores para dicha familia de &lgebras.

En la primera seccion de este capitulo rescatamos el trabajo [1Z2| de K. Igusa y
D. Zacharia, no publicado, donde se definen los modulos p-periddicos, virtualmente p-
periddicos, i-periédicos y virtualmente i-periédicos en un algebra de Artin arbitraria.
Ademas, se dan algunas propiedades homolégicas interesantes relacionadas al funtor Ext.

En la segunda y tercera seccién se describiran los modulos periddicos en las algebras
de radical cuadrado cero y en algebras truncadas. La eleccion de las algebras truncadas
se debe a que el comportamiento de sus sizigias es conocido [BH-ZT].

En la cuarta y tltima seccién caracterizaremos los moédulo p-periddicos en las algebras
n-Gorenstein. Dichas algebras han sido muy estudiadas, y en particular la familia de

modulos Q" (mod A) es bien conocida (ver por ejemplo [C]).

2.1. Mobdulos periddicos.

Recordemos que A es una &lgebra de Artin, mod A la categoria de los A-modulos
finitamente generados a izquierda y que para k € N, QF(M) y Q7%(M) son la k-ésima
sizigia v k-ésima cosizigia del A-modulo finitamente generado M, respectivamente.

A continuacién daremos las definiciones de modulos p-periodicos, virtualmente p-

29
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periodicos, i-periddicos y virtualmente i-periddicos, definidos a partir de las sizigias y

cosizigias, respectivamente.

Definicion 2.1.1. [IZ2] Un A-médulo M se llama p-periddico si M es sumando directo
de Q™ (M) para algiin m > 1. Al entero d mas pequeno en estas condiciones lo llamaremos
p-periodo de M, y se dird que M es d-p-periodico.

Un A-médulo M se llama virtualmente p-peridédico si M es sumando directo de

Qm(M") para alguin A-modulo p-periodico M’ y para algin m > 0.

Definicion 2.1.2. [IZ2] Un A-moédulo M se llama i-periddico si M es sumando directo
de Q™ (M) para algtin m > 1. Al entero d més pequeno en estas condiciones lo llamaremos
i-periodo de M, y se dira que M es d-i-periodico.

Un A-moédulo M se llama virtualmente i-periédico si M es sumando directo de Q=" (M)

para algin A-moédulo i-peridédico M’ y para algin m > 0.

Sea M un A-mo6dulo virtualmente p-periodico (virtualmente i-periodico) con m = 0,
es decir M|Q°(M’) con M’ p-periodico (i-periddico). Si M’ es indescomponible entonces
M = M’y por lo tanto es p-periddico (i-periodico). Si M’ no es indescomponible entonces
M no es necesariamente p-peridédico como lo muestra la Observacion 2.1.8.

A continuacién presentamos un ejemplo que muestra modulos p-periodicos, virtual-

mente p-periddicos, i-periddicos y virtualmente i-periddicos.

Ejemplo 2.1.3. Consideremos el siguiente carcaj ()

2\4/3

Tomemos el algebra A = kQ/F?. Asi el modulo Sy es 3-p-periddico y 3-i-periddico, pues

la resolucion proyectiva minimal de S5 es

P, @ P

NAVAVA

Sy ® S5

5290,
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donde S5]S; @ S5 = Q3(S3) y su co-resolucion inyectiva es

S1 @ S 0@ S, )

/\/\/\

0=S5y =1, LI

donde Sy = Q73(S,).

Ademas, calculando la resolucién proyectiva minimal de los moédulos simples S3 v Sy, v
la co-resolucién inyectiva minimal de estos modulos simples, es facil ver que son médulos
3-p-periddicos y 3-i-periddicos.

Por otra parte, de la resolucién proyectiva de Ss se tiene que Si es virtualmente p-periodico
pues S5|Sy @ S5 = Q23(S,). De la co-resolucion de Sy se observa que S; es virtualmente
i-periodico pues S1|Sy @ S3 = Q71(S,).

En la siguiente seccion veremos que S; no es virtualmente p-peridédico y que S; no es

virtualmente i-periédico.

En general los modulos p-periodicos y los modulos i-periddicos no coinciden. Para

mostrarlo consideremos el carcaj )

1—>2 )8
v tomemos el algebra A = kQ/I donde I = (3%). Veamos que el modulo Sy es p-periddico
pero no es i-periodico y el moédulo 1 es i-periédico pero no p-periodico.
2
En efecto, podemos representar a los médulos proyectivos e inyectivos indescomponibles

de la siguiente manera:

1 9 1
P1:2 P2:2 11251 ]2:12
2 2
Luego la resolucion proyectiva minimal de Ss es
S 0

Py P, P.
S2 S2
y su co-resolucion inyectiva minimal es

51@1

/\\/”\/\

0 Sy L,
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Luego S5 es p-periddico y no es i-periodico pues Sy 1 Q7™(Sy) Vim > 1.

Por otro lado, la co-resolucion inyectiva minimal de 1 es
2

VAVAN

y su resolucion proyectiva minimal es

NSNS

Asi ; es i-periodico y no es p-periodico ya que %J(Qm(;) para todo m > 1.

2

—_
=)

Las siguientes observaciones y proposiciones resumen las propiedades basicas de los mo-

dulos p-periodicos (i-periodicos) y de los modulos virtualmente p-periodicos (i-periodicos).

Observaciones 2.1.4.

1. Si A es una R-algebra de Artin de dimension global finita entonces el algebra no

admite moédulos p-periddicos e i-periodicos.

2. Todo moédulo p-periddico (i-periddico) es virtualmente p-periodico (virtualmen-
te i-periodico). Ademas, por definicion, todo modulo virtualmente p-periodico (i-
periddico) es submodulo de un modulo proyectivo (cociente de un modulo inyectivo).

Luego tenemos las siguientes inclusiones entre familias de modulos:
{Médulos p-periddicos} C {Modulos virtualmente p-periodicos} C Q(mod A);
{Modulos i-perioédicos} C {Médulos virtualmente i-periédicos} € Q!(mod A),

donde Q2(mod A) y 271 (mod A) son la clase de los submddulos de modulos proyec-

tivos y cocientes de mddulos inyectivos, respectivamente.
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3. Si X es un A-modulo p-periddico entonces D(X) = Homg (X, Iy(R/radR)) es un
A°P-moédulo i-periddico, donde D es la dualidad presentada en el Teorema 1.1.3. De
manera analoga, si X es un A-modulo i-periodico entonces el A°P-modulo D(X) =

Homg (X, I(R/radR)) es, también, p-periddico.

4. Si X es un modulo p-periddico (i-periodico) entonces 7 (X) (277(X)) es, también,

p-periddico (i-periddico), para todo j > 0.

5. Si X es un modulo virtualmente p-periodico (virtualmente i-periodico) entonces
QI (X) (Q79(X)) es, también, un moédulo virtualmente p-periddico (i-periddico),

para todo 5 > 0.

Proposicion 2.1.5. Sea A un dlgebra de Artin. Entonces:

1. Todo A-moédulo virtualmente p-periodico (i-periodico) tiene dimension inyectiva

(proyectiva) infinita.

2. Todo A-mo6dulo p-periodico (i-periodico) tiene dimension proyectiva e inyectiva in-

finitas.
Demostracion:

1. Sea Y un A-médulo virtualmente p-periodico, por definicion, existe X un A-moédulo
d-p-periodico tal que Y es sumando directo de 2"(X), para algin n > 0. Asi, Y
es sumando directo de Q9+ (X) para todo t > 0. Luego, por la Proposicion 1.2.5,
Ext{"™(X,Y) # 0 para todo t > 0 y por lo tanto di(Y) = co. Analogamente se

prueba la afirmacion para modulos i-periddicos.

2. Sea X un A-moédulo p-periddico, sigue inmediatamente de la definicion de médulo
p-periodico que dp(X) = oo. Por otro lado, por la Observacion 2.1.4.2. se tiene que
X es virtualmente p-periédico y por lo tanto, por lo demostrado en 1., se tiene que

di(X) = 0.
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Observacion 2.1.6. En general los modulos virtualmente p-periddicos (i-periodicos) no
tienen dimension proyectiva (inyectiva) infinita. En efecto, en el Ejemplo 2.1.3 el modulo

S5 es virtualmente p-periodico con dp(Ss) = 0.
Proposicién 2.1.7. Sea A un &dlgebra de Artin. Entonces:
1. Si X; y X5 son A-mddulos p-periddicos entonces X; @ X5 es p-periddico.

2. SiY; e Y5 son A-modulos virtualmente p-periodicos entonces Y; @ Y5 es virtualmente

p-periodico.

3. Todo sumando directo de un A-modulo virtualmente p-periodico (i-periodico) es

virtualmente p-periédico.

4. Sea Y un A-modulo virtualmente p-periodico (i-periodico). SiY es indescomponible
entonces existe un A-moédulo p-periddico indescomponible, X, tal que Y es sumando

directo de Q'(X) para algin ¢ > 1.
Demostracion:

1. Sean X; y X5 A-mo6dulos p-periodicos de periodos n y n’, respectivamente. Luego,
X,|Q"(X,) para todo t > 1y X,|QF" (X5) para todo ¢’ > 1. En particular, tomando
m = m.c.am(n,n’) tenemos que X;|Q™(X;) para ¢ = 1,2. Luego, (X1 & X5)|Q™(X; &
Xs) y asi X7 @ X5 es p-periodico.

2. Sean X, y X, modulos p-periddicos tales que Y;|Q%(X,) e Y5|Q°(X5), con a,b > 0.
Podemos suponer que a < b, asi Y5|Q%(Q07¢(X3)) e (Y1 @ Y2)|Q4((X, @ Q74 Xy))).
Por la Observacion 2.1.4.4. sabemos que Q°7%(X5) es p-periodico. Luego, por lo
demostrado en 1. se tiene que X; @ Q°~%(X,) es p-periodico y por lo tanto, Y; @ Y,

es virtualmente p-periddico.

3. Sea Y un A-modulo virtualmente p-peridédico, por definicion, existe un modulo
p-periodico X tal que Y es sumando directo de Q™(X) para algin m > 0. Lue-
go, todo sumando directo de Y es sumando directo de Q™ (X) y por lo tanto es

virtualmente p-periédico.
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4. Sea Y es un A-moédulo virtualmente p-periddico indescomponible y sea X un A-
modulo d-p-periddico tal que Y|Q"(X). Pongamos X = X1 ®--- & X, & Z,P-- - B Z
donde los X; son modulos p-periddicos indescomponibles y los Z; modulos indes-
componibles no p-periddicos. Si Y |Q"(X;) para algtn 7, no hay nada que demostrar.
Sino, Y|Q2"(Z,,) para algin j;. Como Zj, no es p-periodico, pero X si lo es, entonces
Z; |9%(X;) para algin i o Z;,|Q%(Z;,) para algtin jo # ji. Si Z;|Q%(X;) entonces
Y|Q4(X;) v la demostracion termina. Sino, Z; |Q%(Z;,) vy repetimos el razona-
miento. Asf, en a lo sumo s + 1 pasos, obtenemos que Y'|Q!(X;) para algtin i donde
X, es p-periodico, pues sino se tendria que Zj\Q(SH)d(Zj) para algin j € {1,...,s}

lo cual es una contradiccion.

Observacion 2.1.8. Todo sumando directo de un A-médulo p-periddico es, por defini-
cion, virtualmente p-periodico. Sin embargo, no es necesariamente p-periédico. En efecto,
consideremos el siguiente carcaj ()

O

1——2

Tomemos el algebra A = kQ/F?. El moédulo S; @ Sy es p-periodico pero Sy no es p-

periddico. En efecto, la resolucion proyectiva de S; @ Ss es

=P D P Pae PR PPeP-=5S &5 —~0.

S~ 7 s T

S1 eS80 S1®S260

Luego, S & Ss es p-periddico. Por otro lado, como S5 es proyectivo se tiene que S5 no
puede ser p-periodico pues, por la Proposicion 2.1.5.2., los modulos p-periodicos tienen

dimensién proyectiva infinita.

Los siguientes resultados fueron demostrados en unas notas no publicadas de K. Igusa

y D. Zacharia.

Lema 2.1.9. [IZ2| Sea X un modulo virtualmente p-periédico y M un modulo con

di(M) < oo. Entonces Ext}' (X, M) = 0 para todo m > 1.
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Demostraciéon: Supongamos por el absurdo que existe m > 1 tal que Ext}'(X, M) # 0.
Como X es virtualmente p-periddico, existen d; > 0y do > 0 tales que X|Q%4(N) y
N|Q4(N). Entonces X|Q&®*+d(N) para todo & € N U {0}. Luego
ExtT e (N M) = ExtT(Qe 4 (N), M) # 0 para todo k € N. Asi, di(M) = oo

lo cual contradice la hipdtesis.

Corolario 2.1.10. [IZ2] Sea X un modulo p-peridédico y M un médulo con di(M) < oo.
Entonces Ext}' (X, M) = 0 para todo m > 1.

El siguiente ejemplo muestra que en el Corolario 2.1.10 (y por ende en el Lema 2.1.9)

es necesaria la hipotesis di(M) < oc.

Ejemplo 2.1.11. Si X es un A-mddulo p-periodicoy M es tal que di(M) = oo entonces no
necesariamente tenemos que Ext}'(X, M) = 0 para todo m > 1. En efecto, consideremos
el carcaj @)

/\*>*>
vl 2 3

y tomemos el algebra A = kQ/F? donde F es el ideal generado por las flechas.

Considerando la resoluciéon inyectiva minimal del A-mo6dulo S,

0—=Sy—1 1 1
2\5/1\5/1
N N

0 0

se tiene, por el dual de la Proposicion 1.2.5, que Ext’(S;,S,) # 0 para todo i > 1.
Observemos que el A-mddulo simple S; es un modulo p-periédico y que el modulo simple

Sy es tal que di(S;) = 0.

De manera dual al Lema 2.1.9 y el Corolario 2.1.10 se obtienen los resultados:

Lema 2.1.12. [IZ2] Sea X un moédulo virtualmente i-periddico y M un mddulo con

dp(M) < oco. Entonces Ext' (M, X) = 0 para todo m > 1.
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Corolario 2.1.13. [IZ2] Sea X un modulo i-periodico y M un modulo con dp(M) < oo.
Entonces Ext}' (M, X) = 0 para todo m > 1.

K. Igusa y D. Zacharia también estudiaron los modulos periodicos en las algebras

sizigias finitas.

Definicion 2.1.14. Un algebra de Artin se dice sizigia finita o n-sizigia finita si existe
un entero no negativo n tal que la clase de los A-mo6dulos indescomponibles no isomorfos

que son sumandos directos de modulos en 2" (mod A) es finita.

Ejemplos de algebras sizigias finitas son las algebras de tipo de representacién finita
y las algebras monomiales [H-Z1].

En la siguiente proposicion, que también se encuentra en las notas no publicadas de K.
Igusa y D. Zacharia, consideramos el caso de algebras sizigias enésima finitas no triviales,

es decir, algebras de dimension global infinita.

Proposiciéon 2.1.15. [IZ2, Lemma 3] Sea A un algebra n-sizigia finita con dgl(A) =
oo. Entonces existe m, m > n, tal que todo modulo indescomponible en Q™ (mod A) es

virtualmente p-periédico.

Demostraciéon: Sea t el niimero de clases de isomorfia de modulos indescomponibles de
"(mod A). Sea M un A-mo6dulo finitamente generado con dp(M) = ooy sea K un suman-
do directo no nulo indescomponible de Q"™ 1(A). Como K|Q'(Q"T(M)), se tiene que
K|QY(K;) para algtin A-mo6dulo indescomponible K; tal que K,;|Q"(M). Similarmente,
como K QN Q" 1(M)), se tiene que K;|Q'(K; ;) para algtin A-mo6dulo indescomponible
K1 tal que K;_1|Q"T~1(M). Luego, recursivamente, tenemos que existe una sucesion de
A-modulos indescomponibles K7, ..., K; tales que K1 |Q" (M), Ky|QN(KY), K3|QY(Ky),...,
K| QYK 1) y KIQ'K};). Asi, en el conjunto { Ky, ..., K;, K;;1 = K} existen i, j con
i < j tales que K; = K. Por lo tanto, K; es p-periodico y K es virtualmente p-periodico.

O

Como consecuencia de la proposicion anterior y de otros resultados de la seccién se

obtiene el siguiente corolario:
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Corolario 2.1.16. Sea A un algebra sizigia enésima finita. Son equivalentes:
1. La dimension global de A es infinita.
2. Existe un A-modulo p-periodico.
3. Existe un A-moédulo virtualmente p-periodico.

Demostraciéon: Mostremos 1. = 3. = 2. = 1..

1. = 3. Si A tine dimension global infinita, como es sizigia finita, se tiene por la Proposicién
anterior que existe al menos un modulo virtualmente p-periédico.

3. = 2. Si existe un A-modulo virtualmente p-periddico M entonces por definicion existe
un A-modulo p-periodico M.

2. = 1. Si existe un A-moédulo p-peridédico M, entonces por la Proposicion 2.1.5.2. M
tiene dimensiéon proyectiva infinita. Por lo tanto, la dimension global de A es infinita.

O

2.2. Mobdulos periodicos en algebras de radical cuadra-
do cero.

Trabajaremos en esta secciéon con algebras de carcaj de radical cuadrado cero, esto es,
A = kQ/F? donde F es el ideal generado por las flechas. Es facil ver que para esta familia
de algebras la sizigia de todo A-moédulo no proyectivo es semisimple. Mas atn, vale la

siguiente observacion.

Observaciones 2.2.1. 1. Paratodo modulo simple S;, se tiene que 2(S;) = @ Sj,

aj:i—>j
donde «; recorre todas las flechas que comienzan en el vértice 1.

2. Sea A = kQ/F? y sea X un A-modulo indescomponible p-periodico, o sea X|Q™(X)
para algun m > 1. Entonces por la Observaciéon 2.2.1.1. tenemos que X es un A-

modulo simple.

El siguiente lema nos seréd de utilidad para describir, en funciéon del carcaj, los modulos

periodicos y virtualmente periodicos en el caso de que A = kQ/F?.
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Lema 2.2.2. Sea A = kQ/F?. El A-modulo simple S; es sumando directo de 2™(.S;), con

m>1y1<i<|Q,siy solo si existe un camino de longitud m del vértice i al vértice
Jj.

Demostraciéon: Supongamos que S; es sumando directo de Q™(S;) y probemos que
existe un camino de longitud m del vértice ¢ al j.

Por induccion sobre m:

Si m = 1 entonces S5;|€2(S;). Luego, por la Observacion 2.2.1, se tiene que Q(S;) =
..., Si, v por lo tanto existe un camino de longitud 1 de 7 a j.

Supongamos que vale para m = k, esto es, si S, es sumando de 2*(S;) entonces existe un
camino de longitud £ del vértice ¢ al vértice . Probémoslo para m =k + 1.
Supongamos que S;|QF1(S;) = QF(Q(S;)). Por la Observacion 2.2.1, se tiene que
S (Bayiss S1) = By (25(S1)) ¥ entonces S;QF(S;) para algin vértice | y una
flecha «; : © — [. Luego, por hipotesis inductiva, existe un camino v de longitud k& del
vértice [ al j. Por lo tanto 7.y es un camino de longitud £ + 1 de 7 a j.
Reciprocamente, supongamos que tenemos un camino 7y de longitud m del vértice ¢ al
vértice j. Probemos, por induccion sobre m, que S;|Q2™(.S;).

Si m = 1, tenemos una flecha a del vértice ¢ al vértice j. Como Q(S;) = @,....; 5,
entonces j = [ para algtn [ y asi S;|Q(.5;).

Supongamos que vale para m = k, esto es, S,|QF(S;) para todo camino v : i — -+ — 7
de longitud k. Probemos que vale para m = k + 1.

Sea 7 un camino de longitud k + 1 del vértice ¢ al vértice j, luego v/ = a7y donde
v 14— .-+ — res un camino de longitud k£ y o« : r — j es una flecha. Por hipotesis
inductiva S,|QF(S;). Luego Q(S,)|Q*1(S;). Ademés como existe una flecha o : r — j se

tiene que S;|Q(S,) y por lo tanto que S;|Q1(S;). O

Las siguientes dos proposiciones brindan una caracterizacion de los médulos p-peridédicos

y virtualmente p-periddicos en un algebra de radical cuadrado cero.

Proposicion 2.2.3. Sea A = kQ/F? y sea X un A-médulo indescomponible. Entonces
X es un A-modulo d-p-periddico si y solo si X = S; donde en ¢ hay un t-ciclo de kQ

siendo t > d.
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Demostracién: Supongamos que X es un A-modulo p-peridédico de periodo d. Por la
Observacion 2.2.1.2. tenemos que X = S;. Luego, por el Lema 2.2.2 existe un camino de
longitud d del vértice ¢ en si mismo, esto es, existe un d-ciclo en el vértice 7.
Reciprocamente, supongamos que en el vértice ¢ hay un t-ciclo. Quiero probar que S; es
un A-modulo d-p-peridédico con d < t.

Como en el vértice ¢ hay un t-ciclo, existe un camino de longitud t del vértice i en si
mismo. Luego, por el Lema 2.2.2 se tiene que S;|Q2'(S;) y por lo tanto, S; es un modulo

p-periddico de periodo d < t. O

De la proposicion anterior surge el interrogante de qué sucede con el periodo de un
A-moédulo p-periddico S; cuando en el vértice ¢ hay mas de un ciclo. La siguiente obser-

vacién responde a tal interrogante.

Observacion 2.2.4. A los ciclos en el vértice ¢ los indexamos con J, donde J es un
conjunto de indices. Notemos a dichos ciclos con ¢; para j € J. Supongamos que [(c;) = t;

entonces, por el Lema 2.2.2, S;|Q% (S;) para todo j € J. Luego S; tiene p-periodo igual a
d=min{t; |t; = l(¢;)}-
Proposicién 2.2.5. Sea A = kQ/F? y sea X un A-mo6dulo indescomponible. Entonces

X es virtualmente p-periddico si y solamente si X = S; para algin vértice j y existe un

camino vy de un vértice ¢ al vértice j, siendo S; un A-moédulo p-periddico.

Demostracién: Supongamos que X es virtualmente p-peridédico e indescomponible. En-
tonces existe un A-modulo p-periddico indecomponible M tal que X |Q2*(M). Como A es
un élgebra de radical cuadrado cero se tiene que X = S; para algin j € (). Por otra
parte por ser M un moédulo p-periédico indescomponible resulta que M = S; para algin
i € Qo. Asi S;|Q%(S;). Luego, por el Lema 2.2.2, existe un camino 7 de longitud & del
vértice ¢ al vértice j.

La reciproca sigue inmediatamente del Lema 2.2.2. U

Considerando la situacion dual se tienen las siguientes dos proposiciones:

Proposicion 2.2.6. Sea A = kQ/F? y sea X un A-mddulo indescomponible. El A-mo6dulo
X es d-i-periodico si y solo si X = 5; donde en ¢ hay un t-ciclo de k(@) siendo t > d.
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Proposicién 2.2.7. Sea A = kQ/F? y sea X un A-mo6dulo indescomponible. Entonces
X es virtualmente i-periodico si y solamente si X = S; para algtin vértice j y existe un

camino vy del vértice j a algtin vértice ¢ siendo S; un A-moédulo i-periodico.

Observaciéon 2.2.8. De las proposiciones 2.2.3 y 2.2.6 se tiene que los moédulos p-

periddicos y los i-peridédicos coinciden para algebras de radical cuadrado cero.

Observacion 2.2.9. Los modulos virtualmente p-periédicos no necesariamente coinciden

con los virtualmente i-periédicos. En efecto, consideremos el siguiente carcaj Q:

A

l—2—=3

v el algebra A = kQ/F?. Entonces se tiene que el simple S; es virtualmente i-periodico
pero no virtualmente p-periddico, y el simple S; es virtualmente p-periédico pero no

virtualmente i-periédico.

Ya vimos, en la Proposiciéon 2.1.5.2., que todo moédulo i-peridédico tiene dimensiéon
proyectiva infinita. Ademaés, todo médulo simple de dimensién proyectiva infinita sobre un
algebra de radical cuadrado cero es virtualmente i-periédico, como lo muestra la siguiente

proposicion.

Proposicion 2.2.10. Sea A = kQ/F? y sea S un A-modulo simple. Entonces, dp(S) = oo

si y solo si S es virtualmente i-periodico.

Demostracién: Sea S = S; para algin j € ()y. Supongamos por el contrarreciproco que
S; no es virtualmente i-periédico, esto es, todo camino de k() con origen en el vértice
j termina en un vértice ¢ donde no hay un n-ciclo. Luego, como @ es finito, todos los
caminos comenzados en j tienen longitud finita. Sea m el maximo de las longitudes de los
caminos comenzados en j. Como no existen caminos de longitud m + 1 comenzados en 7,
por el Lema 2.2.2 se tiene que ningiin A-médulo simple es sumando de Q%(S;) para todo
k > m+ 1. Entonces, por ser Q(S;) un médulo semisimple, se tiene que QF(S;) = 0 para

todo k > m+ 1. Por lo tanto, dp(S;) < m y esto contradice la hipotesis de la proposicion.
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La reciproca de esta proposicion fue dada en la Proposicion 2.1.5.1. en el marco de las
algebras de Artin. Sin embargo, ofrecemos aqui una demostracion distinta en el contexto
de las algebras de radical cuadrado cero.

Supongamos que S; es virtualmente i-periodico, esto es, existe un camino de longitud r
del vértice j a un vértice i, donde en el vértice ¢ hay un s-ciclo, con s > 1. Luego, para
todo n € NU {0} existe un camino de longitud r + ns de j a i. Entonces, por el Lema
2.2.2, se tiene que S;|Q""*(S;) para todo n € NU{0}, de donde Q""*(S;) # 0 para todo
n € NU{0} y por lo tanto dp(S;) = oc. O

Corolario 2.2.11. Sea A = kQ/F? y sea S un A-mé6dulo simple con dp(S) = coy M un
A-modulo con dp(M) < oo . Entonces Ext}'(M, S) = 0 para todo m > 1.

Demostraciéon: Sean S un A-modulo simple con dimensiéon proyectiva infinita y M un
A-modulo con dimensiéon proyectiva finita. Como dp(S) = oo se tiene por la Proposicion

anterior que S es virtualmente i-periodico. Luego, usando el Lema 2.1.12, se tiene que

Ext}'(M,S) = 0 para todo m > 1. O

Notemos que la Proposicion 2.2.10 no es cierta si en su hipétesis consideramos un
modulo indescomponible en lugar de un modulo simple, como lo muestra el siguiente

ejemplo.

Ejemplo 2.2.12. Sea () el carcaj
1

N
7

2
y consideremos el algebra A = kQ/F? El moédulo M = 132 es indescomponible de

30

dimension proyectiva infinita. En efecto, la resolucion proyectiva minimal de M es:

P. PoP—12_>9

3\ / 5
S3

Ps Ps
NSNS
S S

donde P, P, v P3 son los A-mo6dulos proyectivos indescomponibles, los cuales podemos
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representar como:

P1I1 P222 P3:3
3 3 3

Por otro lado, el médulo M no es virtualmente i-periédico pues es de longitud radical 2

y en las algebras de radical cuadrado cero las cosizigias tienen longitud radical 1.
Presentamos a continuacién los duales de los tltimos dos resultados obtenidos:

Proposicion 2.2.13. Sea A = kQ/F? y sea S un A-modulo simple. Entonces, di(S) = oo

si y solo si S es virtualmente p-periddico.

Corolario 2.2.14. Sea A = kQ/F? y sea S un A-mddulo simple con di(S) = ooy M un
A-modulo con di(M) < oo . Entonces Ext}'(S, M) = 0 para todo m > 1.

El siguiente resultado relaciona la dimension global de un algebra de radical cuadra-
do cero con los moédulos periddicos. Si bien este corolario resulta inmediatamente del
Corolario 2.1.16, daremos a continuacién una demostracién usando las técnicas de esta

seccion.
Corolario 2.2.15. Sea A = kQ/F?. Entonces son equivalentes:
a) La dimension global de A es infinita.
b) Existe un A-modulo p-periddico.
¢) Existe un A-mo6dulo virtualmente p-periodico.
d) Existe un A-modulo i-periodico.
e) Existe un A-modulo virtualmente i-periédico.

Demostraciéon: Nos basta con probar la equivalencia entre a) y b).

Supongamos que dimensiéon global de A es infinita, luego existe un A-moédulo simple S
tal que dp(S) = oo. Luego por la Proposicion 2.2.10, S es virtualmente i-periddico. Si S
es el simple asociado al vértice j, por la Proposiciéon 2.2.7 existe un camino del vértice j
a un vértice ¢ donde S; es i-periddico. Asi, por la Observaciéon 2.2.8, se tiene que S; es un

A-moédulo p-periodico.
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Reciprocamente, si existe un A-modulo p-peridédico M entonces M es un A-moddulo semi-
simple de dimensién proyectiva infinita. Por lo tanto, la dimension global de A es infinita.

O

2.3. Modulos periédicos en algebras truncadas.

Las algebras de carcaj truncadas son una generalizacion natural de las algebras de
radical cuadrado cero, en el sentido de que las algebras truncadas son el cociente de
un algebra de caminos modulo el ideal generado por los caminos de una longitud fija.
Estudiaremos ahora los modulos p-periddicos en algebras de carcaj truncadas, es decir,
A =kQ/F" cont > 2, siendo F es el ideal generado por las flechas de kQ. Comenzaremos
describiendo la sizigia enésima de un A-moédulo M. Para ello necesitamos la definicion de
esqueleto de un modulo.

Si bien la definicion de esqueleto de un modulo fue dada en [BH-ZT] en un contexto
mas general, presentamos aqui la definicion de esqueleto de un modulo para las dlgebras

truncadas.

Definiciones 2.1. [DH-ZL, Definition 1] Sea M un A-moédulo en mod A y Py(M) =

D, <, Az, su cubierta proyectiva donde 2, € {ey,...,e,}, para un conjunto de indices .J.

» Un camino de longitud [ en Py(M) es cualquier elemento pz,. € Py(M) donde p

es un camino de longitud / en A que comienza en z,.

» Un esqueleto de M es un conjunto o de caminos v en Py(M) tal que, para todo
[ < t, la imagen via la proyeccién canénica de F'M en F'M/F™1M de las clases
residuales de los caminos v de longitud [ en o, forman una k-base de F'M/F'"1 M.,

Ademas se pide que si v ="'z, € o entonces 7'z, € 0.
» Un camino p en Py(M)\ o se llama o-critico si es de la forma p = avyz,, donde «
es una flecha y vz, un camino en o.

Notaremos con Y al conjunto de los caminos o-criticos, esto es,

Y={pe P(M)\o: peso — critico}
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E. Babson, B. Huisgen-Zimmermann y R. Thomas demostraron el siguiente teorema
para algebras truncadas, que describe la sizigia de un A-moédulo en funcién de ideales a

izquierda generados por un camino.

Teorema 2.3.1. [BH-ZT, Lemma 5.11] Sean A = kQ/F* y M un A-moédulo con esque-
leto 0. Entonces, Q'(M) es isomorfo a una suma directa de ideales a izquierda ciclicos

generados por caminos o-criticos no nulos de longitud positiva de A, es decir:

= @Ap.

pEXS
Ejemplo 2.3.2. Consideremos el siguiente carcaj:

—6—L>7

Q: 1 2 )
61
= | <1T
3 1723

11 —+12

v tomemos el dlgebra truncada A = kQ/F*. Consideremos ademés el A-modulo

C2 n 10

0 0

0~k E—2-0-%.0.
io Idly’oT
k Id k Id I{Z 0 0

0—>0

M =

Podemos representar al médulo M usando la serie radical, de la siguiente manera:

3 2
M = 4
8 3

Una cubierta proyectiva de M esta dada por Py(M) = P, & P3, donde los proyectivos Py

y P3 pueden representarse como:

PQI 2 P31 3
| |

) 8 11 ) 8 11

! /| ! | /| |
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Los conjuntos o1 = {es, €3, 5, 015, 028} v 02 = {ea, €3, 7, 417, d2y} son ejemplos de
esqueletos de M.

Luego el conjunto de los caminos o;-criticos es {7, 0383, €01, (10253, (2025} v el conjunto
de los caminos og-criticos es {3, d37, €17, (1627, (2027}

Aplicando el Teorema 2.3.1 tenemos que:

QI(M) = Ay @ A33B D Aed1 B D A28 B A(a02/3

esto es,
Q'(M) = 4 ® 1l d6@5d9
5778 1112
| ya |
6 59 12

De igual manera, Q(M) se puede calcular usando el esqueleto o

QM) = AB® A3y @ Aedry & ACiday D Alabary.

El Teorema 2.3.1 nos permite obtener propiedades de los A-moédulos p-peridédicos in-

descomponibles.

Corolario 2.3.3. Sea M un A-mo6dulo indescomponible. Si M es p-peridédico entonces

M = Ap para algin camino p.

Nos centraremos en estudiar cuando los modulos de la forma Ap son p-periddicos en
las algebras truncadas A = kQ/F" con t > 2. Para realizar dicho estudio sera conveniente
notar a los médulos Ap siguiendo la notacion usada en [BMR]. Dado un camino p en @) tal
que [(p) = Ly t(p) = i, denotaremos con M}(A) al ideal a izquierda Ap. Son inmediatas

las siguientes observaciones:
1. M{(A)=0sil >t
2. Top(M}(A)) = S;sil <t

3. El moédulo M!(A) es simple si y solo si [ =t — 1.

4. El moédulo M}(A) es proyectivo si y solo si todos los caminos que comienzan en el

vértice ¢ tienen longitud menor o igual que ¢t — [ — 1.
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Usando el Teorema 2.3.1 en [BMR] se describen las dos primeras sizigias de un modulo
ciclico no proyectivo M!(A) en las algebras truncadas. Un esqueleto o del modulo M} (A)

estd formado por todos los caminos v tales que s(y) = iy l(y) < t — 1 — 1. Luego,
Y={pls(p) =iyl(p) =t —1}. Ast:

Q' (M{(A) =P Ap = D MW

= ] sw=
lp)=t—1
y
COMA) = D M.
. s(p') =1
i) =1

La siguiente observacion generaliza las descripciones dadas anteriormente.

Observacion 2.3.4. Sea A = kQ/F'y M!(A) el A-modulo ciclico generado por un camino

de longitud [ terminado en el vértice . Entonces:

PMA) = D M,N
Jslp) =i
B I(p') =nt
y
QP (M () = D M (A).
o s(p) =i

Ya estamos en condiciones de demostrar cuando un moédulo ciclico generado por un

camino de longitud | comenzado en el vértice i, M!(A), es p-periddico.

Proposicion 2.3.5. Sea A = kQ/F*'. El A-m6dulo M}(A) con [ <t — 1 es p-periodico si

y solo si existe un ciclo () que pasa por el vértice i.

Demostracién: Supongamos que el médulo M!(A) es p-periodico, esto es, M!(A) es

sumando directo de Q™(M!(A)), para algiin m > 1. Por la observacion anterior, se tiene
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que existe un camino que comienza y termina en i. Por lo tanto, existe un ciclo que pasa
por el vértice i.

Reciprocamente, supongamos que existe un ciclo de longitud n que pasa por el vértice
i, esto es, existe un camino p en ) de longitud n que comienza y termina en 7. Asi, el
camino p' es tal que [(p') = nt y s(p') = t(p') = i. Luego, por la observacion anterior, se
tiene que M!(A) es sumando directo de Q2"(M!(A)). Por lo tanto, M}(A) es un modulo

p-periddico. U

Corolario 2.3.6. Sea A = kQ/F" y sea M un A-mo6dulo indescomponible. Entonces M

es p-periodico si y solo si M = M!(A) y existe un ciclo que pasa por el vértice 1.

Por dltimo en esta seccién caracterizaremos a los moédulos indescomponibles virtual-
mente p-peridédicos. De la definicion de modulo virtualmente p-periddico y del corolario
anterior sigue inmediatamente que si X es virtualmente p-periodico entonces X = M ;(A)

para algin vértice jcon 1 <[ <t—1.

Proposicion 2.3.7. Sea A = kQ/F". Sea X un A-mo6dulo indescomponible, X es virtual-
mente p-periodico si y solo si X = M;(A)7 para algin 1 <[ <t — 1, y existe un camino

de un vértice 7 al vértice j, donde M7 (A) es p-periodico para algin 1 < s <t — 1.

Demostraciéon: Supongamos que X es virtualmente p-periodico, luego existe M7 (A)
p-periodico tal que X|Q"(MF(A)) con 1 < s < t — 1. Por lo observado anteriormente,
X = MJZ(A) para algin [ <t — 1. Luego, por la Observacion 2.3.4, se tiene que existe un
camino p’ de i a j.

Reciprocamente, supongamos que existe un camino p’ : i ~» j de longitud r y que existe
un modulo p-periodico MF(A). Como M7(A) es p-periddico entonces dp(M7(A)) = ooy
por lo tanto, Q"(M7?(A)) # 0 para todo n > 0.

Sil(p') =nt o l(p') = (n+1)t—s para algtin n > 0, entonces el modulo M3 (A) es sumando
directo de Q*"(M;(A)) o el moédulo M;~*(A) es sumando directo de Q***(M?(A)). Luego,
tomando X = M$(A) o X = M;*(A) se tiene que X es virtualmente p-periodico.
Sil(p)) #ntyl(p) # (n+1)t—s=nt+t—s para todon > 0, entonces [(p') = nt+q con

0<g<t—sot—s<qg<t Como M?(A) es p-periddico, entonces por la Proposicion
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2.3.5, existe un ciclo que pasa por el vértice i, digamos v = a;,;,...c;, con iy = 1,

(%)

. ik — iy para k € {0,...,8 — 1}y @;, : 1y — ig- Luego, eligiendo un camino ~'

formado por flechas en {a;,,a;,,...,q;,} tal que I(7') =t —s—qy 7 =iy ~ i, con
h € {0,1,...,5'}, se tiene un camino p” = ~'p' : i, ~ j tal que I(p”) = 1(Y) + (/) =
t—s—q+nt+q=mnt+t—s = (n+1)t—s Porlo tanto, el médulo M;(A) es
sumando directo de Q***(M;~*(A)), donde M *(A) es p-periodico por la Proposicion
2.3.5. Tomando X = M?(A) se obtiene lo deseado.

U

El siguiente resultado sigue del Corolario 2.1.16 y del hecho de que las algebras trun-

cadas son algebras monomiales.

Corolario 2.3.8. Sea A = kQ/F". Entonces son equivalentes:
a) La dimension global de A es infinita.
b) Existe un A-modulo p-periodico.

c¢) Existe un A-moédulo virtualmente p-periddico.

2.4. Mobdulos periddicos en Algebras Gorenstein.

Comencemos recordando la definicion de algebra Gorenstein, asi como también, la

definicion de médulos Gorenstein proyectivos sobre un algebra de Artin.

Definicion 2.4.1. [H] Un algebra de Artin A se dice Gorenstein si di(,A) < oo y
di(Ap) < co. Mas atin, A se dice n-Gorenstein si n es el menor entero talque di(AA) < n

y di(Ay) < n.

La definicion de modulo Gorenstein proyectivo que aqui presentamos es la dada por

X. W. Chen.

Definicién 2.4.2. |C, Definition 2.1.1] Una resolucién proyectiva completa es una

sucesion exacta:

(P,p) =
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de A-moddulos proyectivos, tal que al aplicar el funtor Homa(—, A) se obtiene la sucesion

exacta:

*
PS —2

pr-pr lpr
Un A-moddulo finitamente generado G se dice Gorenstein proyectivo si existe una
resolucion proyectiva completa (P, p) tal que G = Ker(po). En particular, para todo i € Z

el A-modulo Ker(p;) es Gorenstein proyectivo. Indicaremos con A-Gproj a la subcategoria

plena de mod A formada por los A-m6dulos Gorenstein proyectivos.

Observacion 2.4.3. Si G es un A-mddulo Gorenstein proyectivo entonces G = (G*)*,

donde G* = Homy (G, A). En efecto, sea

(P.p) = L ERp P p o

una resolucion proyectiva completa de G = Ker(pg). Por [ARS, Proposition 4.3] sabemos
que el funtor (—)* : Homp(—,A) : P(modA) — P(modA°?) es una dualidad, asi el
complejo (P, p) es isomorfo al complejo

(PZ5)" (2 1)

(P), (7)) = ey (e B ()

L ()

Ademas, como G es Gorenstein proyectivo se tiene que (G*)* = Ker((p§)*). Del isomor-
fismo entre ((P),p) y ((P*)*, (p*)*) podemos extraer el siguiente diagrama conmutativo
O G L PO Ppo Pl p1 P2 p2
V9 e Ao n g2
N *)x 0 *) % *) %
0—(G")" —=(Fg)" —=(FY) (F5)
donde los morfismos f; son isomorfismos para todo i, y por lo tanto g también es un
isomorfismo, donde g : G — (G*)* = Homy(Homy (G, A), A) esta definido por g(x)(f) =
f(x) para todo x € G y todo f € G*.

)" (p3)*

Notaremos con ~A a la subfamilia de médulos estables de mod A, esto es, a la familia
definida por
{X € mod A : Ext}(X,A) =0, Vi > 1}.

Observacién 2.4.4. 1. Todo A-médulo Gorenstein proyectivo pertenece a *A, es de-
cir, A — Gproj CtA. En efecto, sea M un A-modulo Gorenstein proyectivo. Por

definicion, existe una resolucién proyectiva completa:

(P7p) — . p—2 P_l p-1 PO po Pl p1
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con M = Ker(pg), que da lugar a la siguiente sucesion exacta:

LT Homy (Pr, A) L Homp (Fp, A) =y Homp (P-1, A) LI

Luego Ext) (M, A) = Ker(p*

(z’+1))/Im(p*_i) = 0 para todo i > 1.
2. Sea, X un A-moédulo y sea

p2 Pl p1 PO po X O

una resoluciéon proyectiva de X. Entonces, X € A si y solo si la sucesion

P3

(¥) 0 —— Homy (X, A) —%~ Homp (P, A) 2o Homy (P, A) 2> - ..

es exacta. En efecto, la sucesion (*) es exacta si y solo si Ext} (X, A) = 0 para todo

i > 1, asf la sucesion (*) es exacta si y solo si X € A.

Observacion 2.4.5. En general dada un dlgebra de Artin A, *A ¢ A — Gproj, es decir,
no todo modulo estable es Gorenstein proyectivo, como lo muestra René Marczinzik en

IM].

Lema 2.4.6. Si X € ‘A entonces Exty ™ (X, Q"(M))) = Ext) (X, M), para todo n > 1
y todo A-mddulo M.

Demostracion: Sea M un A-modulo, fijando la resolucion proyectiva minimal de M

"4>Pn4>Pn71 PQ Pl PO M 0,

podemos considerar la siguiente sucesion exacta corta

0——=Q(M) P M 0.
Al aplicar Homy (X, —) a esta sucesion obtenemos la sucesion exacta larga

0 — Homy (X,Q(M)) — Homa (X,Py) — Homy (X,M) — Ext} (X,Q(M)) — Ext} (X,Py) —

— Ext} (X,M) — Ext% (X,Q(M)) — Ext3 (X,P) — Ext2 (X, M) — -

Luego, como Ext}(X,A) = 0 para todo n > 1, tenemos, en particular, que

Ext} (X, M) = Ext2 (X, Q(M)).
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De igual manera, al considerar las sucesiones exactas largas, que se obtienen al aplicar

Homy (M, —) a las siguientes sucesiones exactas cortas

0 —= Q%(M) P Q(M) 0,

0 —= Q3(M) P, Q2 (M) —0

0—=QM)——> Py ——= Q" (M) ——0

obtenemos que

Ext? (X, Q(M)) = Ext3 (X, Q*(M)),

Ext3 (X, Q2(M)) = Ext} (X, Q3(M)),

Ext} (X, Q" (M) = Exti (X, Q"(M)).

Por lo tanto, tenemos que Exti! (X, Q"(M)) = Ext, (X, M), para todo n > 1.

Corolario 2.4.7. Sea X € tA y sea M un A-moédulo tal que dp(M) < co. Entonces,
Ext) (X, M) = 0 para todo i > 1.

El siguiente teorema brinda una caracterizacion de las algebras n-Gorenstein. Para

facilitar la lectura de este trabajo incluimos aqui su demostracion, la cual utiliza el Lema

2.4.6.

Teorema 2.4.8. [C, Theorem 2.3.3] Sea A un algebra de Artin y sea n > 0. Entonces, A

es n-Gorenstein si y solo si A-Gproj= {2"(mod A).

Demostraciéon: Supongamos que A es n-Gorenstein. Para demostrar que vale la igualdad

A-Gproj= Q"(mod A) mostraremos que valen las siguientes inclusiones

A—Gproj C Q"(mod A) C LA C A—Gproj.
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Por definicion, todo modulo Gorenstein proyectivo G es sizigia i-ésima de algun A-mddulo
para todo ¢ > 1, en particular para i = n. Asi, A-GprojC Q"(mod A).

Mostremos ahora que Q"(mod A) C +A. Sea X un modulo en Q"(mod A), esto es, existe
un A-modulo M tal que Q" (M) = X. Como A es n-Gorenstein se tiene que di(,A) < n,
de donde Ext’,(—, Q™ "(A)) = 0 para todo i > 1. Luego, usando el Lema del Décalage se

tiene que:
Ext) (X, A) = Exti (" (M), A) = Ext{"(M, A) = Exti (M,Q"(A)) =0, Vi > 1.

Por lo tanto, X € +A.

Por tltimo, mostremos que *A C A-Gproj. Sea M un A-médulo en A y sea

d- d- . : .
€ —>P,—>P Y M 0 una resolucion proyectiva de M. Aplicando el
funtor (—)* = Homy(—,A) a € y usando la hipotesis, obtenemos la sucesion exacta
ds * z
€ 10— M*—">(P))* —> (P_;)* ——=---. Como cada modulo (P_;)* en ¢* es un

A°?-modulo proyectivo, se tiene que M* = Qj(Ker(di(jH))) para todo j > 1. Tomando

Jj =mn, se tiene que
Ext) o, (M*, A) = Extf\op(Q”(Ker(df(nH))), A) = Extf\tg(Ker(d’i(nH)), A)=0

para todo i > 1, pues di(Ay) < n, por lo tanto M* esta en +(A,). De igual manera,

*

puede verse que todos los modulos Ker(d* ;) estan en *(Ay). Luego, aplicando (—)* a la
sucesion € se obtiene una resoluciéon proyectiva de (M*)*, y como P_; = ((P_;)*)* para
todo j > 1, se tiene que M = (M*)*.

Por otro lado, consideremos una resoluciéon proyectiva del A°?-modulo M*, esto es,

5o 2o B Qo B M 0. Puesto que M* € +(A,), al aplicar el funtor

(=) = Hompew(—,A) a la resolucion 0, se obtiene la sucesion exacta
0% 10— (M*)* 7 (Qo)* - (Q-1)* = , donde los A-mo6dulos (Q_;)* son pro-

yectivos. Por lo tanto, debido a que M = (M*)*, M € *Ay M* € +(A,) la sucesion

exacta:

d_o d_1 pSOdO pil
@5 Q]

P, F

P_o

es una resolucion proyectiva completa tal que M = Ker(p?), por lo que M es un A-modulo

Gorenstein proyectivo.
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Hemos probado las incusiones A—Gproj C Q"(mod A) € *A € A—Gproj y por lo tanto
A—Gproj = Q"(mod A) =+ A.

Reciprocamente, supongamos que A—Gproj = "(mod A). Luego, para cada modulo
M € mod A se tiene que Q"(M) € A-Gproj. Asi, por la Observacion 2.4.4, tenemos que
Exti™™ (M, A) = Ext, (Q"(M),A) = 0, para cada i > 1. Por lo tanto, di(4A) < n.

Por otro lado, de la resolucion proyectiva de D(A,) podemos considerar la sucesion exacta

0 ——=Q"(D(Anr)) b, P, P D(Ay) —=0, con P; pro-

yectivos. Para todo modulo Gorenstein proyectivo G, por la Observacion 2.4.4, G € +A.
Luego, por el Lema 2.4.6 y por ser D(A,) inyectivo, se tiene que Exti (G, Q"(D(Ay))) =
Exty (G, D(Ay)) = 0.

Por ser 2"(D(A,)) un médulo Gorenstein proyectivo, existe una sucesion exacta

0 ——=Q"(D(Ap)) —— Qo — 1 Qn G—=0

con cada @; proyectivo y G Gorenstein proyectivo. Tomando G’ el contcleo de e tenemos
que Exty (G, Q"(D(Ay))) = Extit(G,Q"(D(Ay))) = 0. Luego € se parte, de donde
Q" (D(Ay)) es proyectivo y dpD(Ay) < n. Por lo tanto, di(Ay) < ny A es n-Gorenstein.

O

Observacion 2.4.9. Sigue inmediatamente de la demostracion del teorema anterior, que

si A es n-Gorenstein entonces A-Gproj= 1A |C, Theorem 2.3.3].
El siguiente ejemplo muestra que la reciproca de la Observacion 2.4.9 no es cierta.

Ejemplo 2.4.10. Sea

[0}

Q= 172

B
ysea A = kQ/I donde I = {afa). Como A es un 4lgebra Nakayama se tiene que ~A = A-
Gproj, por [M2, Lemma 2.9|.
Por otro lado, los A-mddulos proyectivos e inyectivos indescomponibles pueden represen-

tarse como

1 2
P122 PQ:]l:; 1221.
1

1
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Como la co-resolucion inyectiva de P; es

NN

se tiene que di(P;) = co. Luego, A no es un algebra n-Gorenstein, pues di(yA) = 0.

0‘>P1‘>11

Observemos que este ejemplo se puede generalizar: Si A es un algebra Nakayama tal que

di(A) = oo entonces A no es un algebra Gorenstein y sin embargo A = A-Gproj.
Del Teorema 2.4.8 y del Lema 2.1.9 tenemos la siguiente proposicion.

Proposicion 2.4.11. En un algebra de Artin n-Gorenstein todo modulo virtualmente

p-perioédico es Gorenstein proyectivo.

Demostracion: Sea A un algebra n-Gorenstein y sea X un A-moédulo virtualmente p-
periodico. Por el Lema 2.1.9 sabemos que Ext’ (X, M) = 0 para todo ¢ > 1y para todo
A-modulo finitamente generado M tal que di(M) < co. Como A es n-Gorenstein se tiene
que di(yA) < oo. Luego Ext(X,A) = 0 para todo i > 1. Por lo tanto, X € *A y en

consecuencia, X es Gorenstein proyectivo por la Obsevacion 2.4.9. 0

Corolario 2.4.12. En un algebra de Artin n-Gorenstein todo modulo p-periddico es

Gorenstein proyectivo.

Ya hemos observado que la familia de los modulos p-periddicos estd incluida en la
familia de los modulos virtualmente p-periddicos y entonces, por la Proposicién 2.4.11 y
el Corolario 2.4.12 estas familias entan incluidas en la familia de los médulos Gorenstein
proyectivos, cuando el algebra es Gorenstein. Sin embargo, no es cierto que todo médu-
lo Gorenstein proyectivo, sobre un algebra Gorenstein, sea p-peridédico. FEn el siguiente
ejemplo exhibimos un médulo Gorenstein proyectivo que no es p-periodico, en un algebra

0-Gorenstein.

Ejemplo 2.4.13. Consideremos el carcaj ()
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y tomemos A = kQ/I donde I = (x% y? 2%, yx + rvy, 2y + ryz,xz + rzz) donde r es
un elemento no nulo del cuerpo algebraicamente cerrado k£ que no es raiz enésima de la
unidad. Como A es un algebra auto-inyectiva, tenemos que A es 0-Gorenstein y por lo
tanto todo A-moédulo es Gorenstein proyectivo.

Consideremos el A-modulo indescomponible M. = A/A(x + cy) con ¢ € k. Se prueba
que Q"(M.) = M.,.n 2 M. (ver apéndice A). Por lo tanto, M, no es p-periodico y es

Gorenstein proyectivo.

Observacion 2.4.14. Hemos visto en el capitulo 2 que los médulos proyectivos sobre
algebras de Artin pueden ser virtualmente p-periédicos. Sin embargo, si A es un alge-
bra n-Gorenstein entonces los A-modulos proyectivos no son virtualmente p-periodico.
Este hecho surge de que en las algebras n-Gorenstein todo modulo que tiene dimension
proyectiva finita tiene dimension inyectiva finita, mientras que los moédulos virtualmente

p-periddicos tienen dimension inyectiva infinita.

En general, no es cierto que los moédulos virtualmente p-periddicos sean Gorenstein

proyectivos en algebras de Artin arbitrarias, como lo muestra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.4.15. Consideremos el siguiente carcaj @

1—=27)

v tomemos el algebra A = kQ/F>.

Por la Proposicion 2.2.3, sabemos que el A-mddulo Sy es p-peridédico y por tanto, virtual-
mente p-periddico.

Veamos que Sy ¢ LA. En efecto, los A-modulos proyectivos e inyectivos indescomponibles

de A son:

p=1 Py =2 I =5, =12
2 2 2

Luego una co-resolucién inyectiva de P; es

0 0
/ —
Sy S1 D Sy
7N N
O‘>P1‘>IQ 12/ ]1@]29
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Por lo tanto, por el dual de la Proposiciéon 1.2.5, tomando M = P, y X = 55, se tiene
que Exti (Sy, P1) # 0 para todo i > 1. Luego Sy ¢ * P v Sy ¢ A y por lo tanto, Sy no

es Gorenstein proyectivo.

Para lo que resta de esta seccidn es conveniente introducir aqui el siguiente comentario.
Comentario: En la Definicion 2.1.1 definimos los modulos p-periodicos (virtualmente
p-periddicos) a partir de los nicleos de los morfismos que conforman la resolucién pro-
yectiva minimal de un moédulo. Por otro lado, en la definicion de los médulos Gorenstein
proyectivos se utiliza los niicleos de una resoluciéon proyectiva cualquiera de un modulo
(no es necesariamente minimal). Por lo tanto, solo en lo que resta de esta seccion uti-
lizaremos la notacion Q7 (M) para indicar el enésimo niicleo de la resolucion proyectiva
minimal de M y Q"(M) para indicar el enésimo nicleo de una resolucion proyectiva, no

necesariamente minimal, de M.

Observacion 2.4.16. Para todo A-médulo M se tiene que Q"(M) = Q" (M) @ P, donde
P es un A-modulo proyectivo. Luego QF (M) = Q"(M) en mod A.

Los siguientes dos resultados nos serdn de utilidad para caracterizar los modulos p-

periodicos en las algebras Gorenstein.

Lema 2.4.17. |C, Lemma 2.1.13| Sea M un A-mddulo Gorenstein proyectivo indescom-
ponible no proyectivo. Consideremos su cubierta proyectiva 7 : Py(M) — M. Entonces

Ker(m) es un modulo indescomponible no proyectivo.

Demostracion: Sea M un A-modulo Gorenstein proyectivo indescomponible no proyec-
tivo y sea 7 : Py — M su cubierta proyectiva. Supongamos que Ker(r) = N & @ donde
N no tiene sumandos directos proyectivos y @ es proyectivo. Como Ext’y (M, A) = 0 para
todo i > 1, se tiene que Ext} (M, Q) = 0. Luego, la composicién de los morfismos inclusién
Q) — Ker(m) < By se parte, y como 7 : Py — M es la cubierta proyectiva de M, se tiene
que @ = 0. Por lo tanto Ker(7) no contiene sumando directos proyectivos.

Supongamos que Ker(r) = N @ N’, con N y N’ modulos no proyectivos y sin sumandos

proyectivos. Al aplicar el funtor (—)* = Homu(—, A) a la sucesion exacta corta:

0—= NN F M 0
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se obtiene la sucesion

0—>M"— P — >N G N*—0.

Como Fj es un A?-modulo proyectivo se tiene que Q(N*) S Q(N™) = Q(N* @ N™) = M*.
Por altimo, tenemos que M = (M*)* = (Q(N*))* & (Q(N"™))*, donde (Q(N*))* y (QN"))*
son modulos no nulos y no proyectivos. Esto contradice la hipotesis de que M es indes-

componible. Luego, Ker(m) es un A-mddulo indescomponible.

Para la siguiente proposicion necesitamos introducir dos definiciones dadas en [C]

siguiendo a D. Bennis y N. Mahdou.

Definicién 2.4.18. [C] Sea A un élgebra de Artin y sea n > 1. Una resolucion proyectiva
completa (P, d) se dice n-fuertemente proyectiva completa si es de la forma:

d71 d d dnfl dn
Pd)=- =P, FREp S P "D B

donde dy = d,, P, = Fy, dpsi = d;, Pory =P, d_; =d,_; y P, = P,_; para todo 7 > 0.
Un A-modulo se dice n-fuertemente Gorenstein proyectivo si existe una resolucion

n-fuertemente proyectiva completa (P, d) tal que M = Ker(dp).

Observacion 2.4.19. Todo A-moédulo n-fuertemente Gorenstein proyectivo es Gorenstein

proyectivo.

Proposicion 2.4.20. [C, Proposition 2.2.17] Un A-médulo M es n-fuertemente Gorens-
tein proyectivo si y solo si Q"(M) = M en mod A y Ext} (M, A) =0 para 1 <i < n.

Demostracion: Como M es n-fuertemente Gorenstein proyectivo tenemos que M =
Q"(M). Ademas, como M es Gorenstein proyectivo se tiene que Ext’ (M, A) = 0 para
todo 7 > 1.

Reciprocamente supongamos que Q"(M) = M en modA y Exty(M,A) = 0 para
1 < i < n. Més aun, usando el Lema del Décalage, se obtiene que Ext’(M,A) = 0

para todo 7 tal que 1 <.
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Tomemos una sucesién exacta 0 — K —— P,,_; . P B M

donde cada P; es proyectivo y K = ker(P,_; — P,_»). Por hipétesis, K = M en mod A.
Luego, existen modulos proyectivos Py @ tales que K & P = M @ () en mod A.

Asi, podemos construir la siguiente sucesion exacta

OHK@PHPn_l@P P1 PO M O

donde ker(P, 1 &P — P, 2)=K®P=M&Q.

Denotemos por M’ a la imagen del morfismo P, 1 ® P — P, 5. Por el Lema del Dé-
calage tenemos que Ext} (M’ Q) = Ext"(M,Q) = 0. Consideremos la sucesion exacta
corta 0 —>M®Q—P, &P —=M ——-0 (I). Por ser Ext'(M’,Q) = 0, te-
nemos que P, 1 & P = P' & @, con P’ un A-modulo proyectivo. Asi de (I), se tie-

ne la sucesion exacta 0 —= M B Q —Q & P'—— M'——=0. Luego, resulta que

0 M P’ M’ 0 es una sucesion exacta corta, que da lugar a la si-

guiente sucesion exacta larga:

0 Mt~ P P, Py -2 M 0.

Finalmente, de esta dltima sucesion exacta se obtiene el siguiente complejo exacto:

Py~ P P Py P
Ademés, como el complejo

o (Lpo)™ . N o (Lpo)* .
P P P P2 P

es exacto, ya que Ext) (M, A) = 0 para todo i > 1, se obtiene la resolucion n-fuertemente

proyectiva completa buscada. Por lo tanto, M es n-fuertemente Gorenstein proyectivo. [

Finalmente podemos dar las condiciones necesarias y suficientes para que un médulo

indescomponible no proyectivo sea p-periédico en un algebra n-Gorenstein.

Proposicion 2.4.21. Sea A un algebra Gorenstein y sea M un A-mo6dulo indescomponible
no proyectivo. Entonces M es p-periddico si y solo si M es n-fuertemente Gorenstein

proyectivo.
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Demostracion: Sea M un A-moédulo indescomponible no proyectivo.

Supongamos que M es p-periodico, esto es, M|Qr (M) para algin entero n > 1. Por el
Corolario 2.4.12 y el Lema 2.4.17 se tiene, para todo ¢ > 1, que Q! (M) es Gorenstein
proyectivo indescomponible no proyectivo. Por tanto, M = Q" (M) y M = Q"(M) en
mod A. Como di(A) < oo, sabemos que Exti (M, A) = 0 para todo i > 1. Asi, por la
Proposicion 2.4.20, se tiene que M es n-fuertemente Gorenstein proyectivo.
Reciprocamente, si M es n-fuertemente Gorenstein proyectivo entonces, por la Proposicion
2.4.20, M = Q"(M) en mod A. Luego, M & Q1 = Q"(M) @ Q2, con @1, Q2 A-mddulos
proyectivos.

Luego por la Observacion 2.4.16 se tiene que M @© Q1 = Q" (M) @ Q3 & P para algtin
modulo proyectivo P. Por lo tanto, M|Q" (M) pues M es un A-modulo indescomponible

no proyectivo. Asi, M es p-periddico. 0

Observacion 2.4.22. En un dlgebra de Artin A, todo A-mo6dulo n-fuertemente Gorens-
tein proyectivo es p-periddico, pero en general la reciproca no es cierta como lo muestra

el Ejemplo 2.4.15.



Capitulo 3

Moédulos ortogonales a su resolucion.

En el capitulo anterior se definié la familia de moédulos +A, llamados moédulos estables,
asi como también una subfamilia A-Gproj de *A formada por los A-moédulos Goresntein
proyectivos. Lanzilotta y Mata [LM]| probaron que la primera y segunda funciones de
Igusa-Todorov ¢ y ¢ se anulan en la familia de los médulos estables.

En este capitulo, generalizamos la nociéon de modulo estable extendiendo la familia de

modulos donde las funciones de Igusa-Todorov valen cero.

3.1. Mobdulos ortogonales a su resolucion.

Consideremos A una R-élgebra de Artin, y sea mod A la categoria de los A-mo6dulos
a izquierda finitamente generados. Consideremos también mod A, la categoria cociente
mod A /P donde P es el ideal de los morfismos que se factorizan por un proyectivo. Nuestro
objetivo en esta seccion seré definir el concepto de moédulo ortogonal a su resolucion con
el propoésito de construir una subcategoria plena de mod A y evaluar las funciones de

Igusa-Todorov en dicha subcategoria.

Definicién 3.1.1. Sea X un A-modulo finitamente generado y sea Px = {Py,..., B} el
conjunto de todos los A-moédulos proyectivos indescomponibles que son sumandos de los
proyectivos que intervienen en la resolucion proyectiva minimal de X. Diremos que X es
ortogonal a su resolucién minimal, o simplemente ortogonal a su resolucidn, si

Ext}{' (X, Pj) = 0 para todo m > 1 y para todo P; € Px.

61
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De la definicion anterior sigue inmediatamente que para un algebra de Artin A, valen

las siguientes inclusiones entre familias de modulos:
A — Gproj C*A C {ortogonales a su resolucién}.

En efecto, mostraremos las definiciones comprometidas con el fin de observar como se
debilitan las condiciones que intervienen en las mismas. Recordemos que un médulo M

es Gorenstein proyectivo si existe una sucesion exacta:

b2

p-1 Ppo p1
P B P

con M = Ker(py), cada P; A-mo6dulo proyectivo para todo i € Z y tal que la sucesion
- Homy (Py, A) —>> Homy (P, A) =y Homp (P-1,A) =,
es exacta.

Por otro lado, M es un modulo estable, por la Observacion 2.4.4.2., si y solo si dada una

resolucion proyectiva de M, esto es

b-2 Pfl p-1 PO Ppo M O

al aplicar el funtor Homy (—, A), se obtiene la sucesion exacta

* pr,

OH'HOIHA(]\47 A) LHOIHA(PO,A) gHomA(P_l’A) ta .

Por ultimo, observemos que M es ortogonal a su resolucion si y solo si dada una resolucion

proyectiva de M

p-2 pP-1

P, Py -2~ M 0

al aplicar el funtor Homy (—, P;) con P; en P, se obtiene la sucesion exacta
0~ Homp (M, P;) —"°~ Homy (Py, P,) ——> Homp (P_y, P,) "2~ ..
Por lo tanto valen las inclusiones deseadas.
Notemos que en general las inclusiones son estrictas. En efecto, René Marczinzik en
[M] ofrece un ejemplo donde se muestra que la primera inclusion es estricta. Veamos un

ejemplo para mostrar que la segunda inclusion es estricta. Consideremos el carcaj ):

1H23
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y tomemos el algebra A = kQ/F?. Los A-modulos proyectivos e inyectivos indescomponi-

bles son
p =1 Py=2 I, =S, I,=12
2

Veamos que el modulo Sy es ortogonal a su resolucién y no pertenece a “A. En efecto,
dado que Sy es p-periddico y Pg, = { P}, con di(P,) = 1 < oo, se tiene por el Corolario
2.1.10, que Ext’ (S, ) = 0 para todo i > 1, por lo que es ortogonal a su resolucién. Por

otro lado, utilizando el dual de la Proposicién 1.2.5 y la co-resolucién inyectiva de P;:

0 0
/7 -
Sy S1 @5,
N .
0%P1—>[2 12/ [1@[2%

se tiene que Exti (Sy, P1) # 0 para todo i > 1. Luego S, no esté en tA.

Daremos méas ejemplos de médulos ortogonales a su resolucion.

Ejemplos 3.1.2. 1. Sea A un algebra de Artin. Entonces:

a) Si X es proyectivo entonces X es ortogonal a su resolucion.

b) Si X es un modulo tal que todos los proyectivos P; € Px son inyectivos
entonces X es ortogonal a su resolucion. En particular, si A es auto-inyectiva,

todo A-modulo es ortogonal a su resolucion.

c¢) Podemos generalizar el ejemplo anterior: sean P la clase de todos los A-mddulos
proyectivos de dimension inyectiva finita, n = maxpep{di(P;)} vy X un A-
modulo de dimension proyectiva infinita tal que la clase Py esta contenida en
la clase P, entonces 2"(X) es ortogonal a su resolucion para todo m > n. En

efecto: como m > n, Pom(xy C Px C P. Luego, si Q € Pon(x) entonces
Ext) (Q™(X), Q) = Exti"(X,Q) =0 Vi > 1, pues di(Q) <n < m.
Por lo tanto, para todo m > n se tiene que Q™(X) es ortogonal a su resolucion.

2. Consideremos el carcaj Q:

1 2 3 4@
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y tomemos el algebra A = kQ/F?, donde F es el ideal generado por las flechas.

Veamos que el médulo simple S es ortogonal a su resoluciéon. En efecto, la resolucion

proyectiva minimal de Sy es:

P, P, Py Sy 0

Por lo tanto Pg, = {F,}. Por ser S; un modulo p-peridédico (Proposicion 2.2.3) y
por ser di(P;) = 3 < oo, se tiene que Ext}'(Sy, Py) = 0 para todo m > 1 por el

Corolario 2.1.10. Por lo tanto, S, es ortogonal a su resolucion.

3. Todo A-médulo virtualmente p-periodico X tal que di(P;) < oo para todo P; € Py
es ortogonal a su resolucion. En efecto, como X es p-periddico, por el Corolario
2.1.10, se tiene que Ext}' (X, M) = 0 para todo M con di(M) < oo y para todo
m > 1. Luego, Ext}'(X, P;) = 0 para todo P; € Px y todo m > 1. Por lo tanto, X

es ortogonal a su resolucion.

A continuacion daremos algunas observaciones que se desprenden de la definicion de

modulo ortogonal a su resolucion.

Observaciones 3.1.3. 1. Si X es un A-mo6dulo no proyectivo ortogonal a su reso-
lucion entonces X tiene dimension proyectiva infinita. En efecto, sean {Fy, ..., P.}
los proyectivos que intervienen en la resoluciéon proyectiva minimal de X. Si
dp(X) = n < oo entonces existe i € {1, ..., r} tal que Ext} (X, P;) # 0, por Propo-

sicibn 1.2.5.

2. Todo sumando directo de un moédulo ortogonal a su resoluciéon es ortogonal a su
resolucion. En efecto, sea X = @j X ortogonal a su resolucion, donde cada X;
es indescomponible. Como la resolucién proyectiva minimal de X se obtiene de la
suma directa de las resoluciones proyectivas minimales de los médulos X; en la
categorfa de complejos, se tiene que Py, C Py. Luego, Ext’ (X, P) = 0 para todo
P € Px;, ya que Ext) (X, P) = 0 para todo P € Px. Finalmente, por la aditividad
en la primer variable del bifuntor del Ext, se tiene que Ext’ (X 5, P) = 0 para todo

P € Px;, de donde X es ortogonal a su resolucion.
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3. Si X es no proyectivo ortogonal a su resoluciéon entonces Q" (X) es ortogonal a su
resolucion para todo n > 0. Sigue inmediatamente del hecho que Ext} (27(X), P) =
Exti™(X,P) =0y que Pon(x) C Py.

4. Si A y B son modulos ortogonales a su resolucion tales que P4, = Pp entonces
A @ B es ortogonal a su resolucién. Sin embargo, en general la suma directa de
modulos ortogonales a su resolucion no es necesariamente ortogonal a su resolucion.
En efecto, en Ejemplo 3.1.2.2. consideremos los modulos P; y S; que son ortogonales
a su resolucion, sin embargo el modulo P3 & .S no lo es. Veamos que efectivamente

P; @& Sy no es ortogonal a su resoluciéon. Como la sucesion exacta corta

0 Py Iy Sy 0

no se parte se tiene que Ext} (P3 @ Sy, P3) # 0 donde P; € Pp,qs, = {P3, P4}. Por

lo tanto P3 & S4 no es ortogonal a su resolucion.

3.2. Valor de las funciones de Igusa-Todorov en los moé-

dulos ortogonales a su resolucion.

Para calcular los valores de las funciones ¢ y ¢ de Igusa-Todorov en los modulos
ortogonales a su resolucion, nos basta con conocer el valor de la primera funcién en dichos

modulos, como lo afirma la siguiente proposicion.

Proposicion 3.2.1. Si M es un A-moédulo ortogonal a su resolucion, entonces

V(M) = ¢(M).

Demostracién: Sea M un A-moédulo ortogonal a su resolucién y supongamos que
¢(M) = n. Como Q"(M) también es ortogonal a su resolucién, por la Observacion
3.1.3.2, todo sumando directo de Q™(M) es ortogonal a su resolucion. Luego todo su-

mando directo de Q" (M) es proyectivo o tiene dimensiéon proyectiva infinita. Por lo tanto,
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max{dp(N) : N|Q*(M) con dp(M) < oo} =0y (M) = ¢p(M). O

Sea X un A-mddulo ortogonal a su resolucion y Px = { Py, P,, ..., P,} el conjunto de
todos los A-modulos proyectivos indescomponibles que son sumandos de los proyectivos
que intervienen en la resolucion proyectiva minimal de X. Consideraremos la subcategoria
plena de mod A determinada por add((,>, (X)) @ (D)_, F;)) la cual notaremos con
X - Ademés notaremos con x «» 0 simplemente x si no hay lugar a confusion, a la categoria

estable por proyectivos en add(Pyx), esto es:

= Los objetos de X son los objetos de .

Homy (M’N), donde P(M, N) es el conjunto de los morfismos de M

» Homy (M, N) = —pg5rm—

a N que se factorizan por un proyectivo en add(P ).

» La composicion es la inducida por yx, .

Recordemos que si f : M — N es un morfismo en mod A y f es un representante

en mod A de f, entonces por definicion f = 0 en mod A si f se factoriza a través de un

proyectivo P en mod A.

Asimismo, recordemos que f =0 en x xS f se factoriza a través de un proyectivo en

Xy €s decir, un proyectivo en add(Px).

Lema 3.2.2. Sea f : M — N un morfismo en y, . Entonces f = 0 en x, siy solo si

f =0en modA. En particular, X €S una subcategoria plena de mod A.

Demostracion: Si f =0 en X, entonces es trivial que f =0 en mod A.

Reciprocamente, si f = 0 en mod A entonces existe un proyectivo P en mod A y existen

h:M— Pyj:P— N tal que f = jh. Veamos que f se factoriza por un proyectivo en
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X - En efecto, consideremos en mod A el siguiente diagrama conmutativo:
0 —=Q(M) 2= Py(M) — M 0
A
Q(f) P P f
T \
P -
00— Q(N) —2> Py(N) il N 0

Como 7y es un epimorfismo y P es proyectivo, existe u : P — Py(N) tal que j = myu.
Entonces f = jh = myuh. Luego, tomando uh : M — Py(N) se tiene que f se factoriza

por Py(N), donde Py(N) esta en x, y uh también esta en x,, pues x, es plena. O

Observacion 3.2.3. De la demostracion del lema anterior sigue que si f : M — N es un

morfismo en x entonces f =0en x, siysolosi f: M — N se factoriza por Fy(N).

Lema 3.2.4. Sea X un A-moédulo ortogonal a su resolucion. Si M esta en x . entonces

Ext?(M,P) =0 ¥Ym > 1,VP € Py.

Demostracion: Sea M € x , esto es, M = (;_, X;) ® P’ donde cada X; es suma finita
de sumandos de (X)) y P’ es suma finita de proyectivos en Px. Por la aditividad en la

primera variable del bifuntor Ext}’, se tiene que
Ext}' (M, P) = ExtT(é X;, P) ® Ext(P', P).
i=0
Ya que P’ es proyectivo tenemos que Ext}'(P’, P) = 0 para todo m > 1. Luego
Ext™ (M, P) = é Ext™(X;, P)Vm > 1.
i=0
Por hipotesis sabemos que Ext}™ (X, P) = 0 para todo m +i > 1y para todo P € Py.

Luego para m > 1 se tiene que:

Exty (X;, P)| @5 Ext}(Q(X),P) = € Ext} (X, P) =0.

finita finita
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Asi Ext)'(M, P) = 0 para todo m > 1y para todo P en Px. O

Recordemos que, dada un algebra de artin arbitraria A, tenemos definido el funtor

Q2 :modA — modA tal que Q(M) = Q(M) para todo M en mod A y tal que Q(f) =

Q(f) para todo f : M — N en mod A. Consideraremos ahora la restriccion de 2 a la

subcategoria plena x . de mod A, esto es, Q|x 1 x — mod A.

El siguiente teorema es el resultado central de este capitulo, pues a partir de él nos
serd posible calcular el valor de las funciones de Igusa-Todorov en los médulos ortogonales
a su resoluciéon. Dicho teorema generaliza, para el caso de la primer sizigia, la Proposicion

2.43 enunciada por M. Auslander y M. Brigder en [AB|.
Teorema 3.2.5. FEl funtor Q|& es un funtor fiel y pleno de Xy en X,

Demostracién: Indicaremos simplemente € en lugar de |, . Primero veamos que €2 esta

bien definida en los objetos, es decir, Q2(M) pertenece a X, para todo M en x .

Sea M un objeto en x , o sea, M = (D, Xi) ® P donde cada X; es suma finita
de sumandos de Q(X) y P es suma finita de proyectivos en Px = {P, ..., P,}. Como
QM) = QB_, X)) ® QUP) = P, UX;) @0, donde cada Q(X;) es suma finita de
sumandos de Q1 (X), entonces Q(M) pertenece a x . Por lo tanto, Q(Obj(x)) € Obj(x).

Veamos ahora que €2 estd bien definida en los morfismos, esto es, si f : M — N es un

morfismo en x  tal que f =0 entonces Q(f) =0 en x , donde Q(f) = Q(f).

Sea f: M — N un morfismo en y . tal que f =0 en y . Por la Observacion 3.2.3, f se

factoriza a través del proyectivo Py(INV), esto es, existe t : M — Py(N) tal que myt = f.

Tenemos asi el siguiente diagrama, donde los cuadrados y el triAngulo inferior conmutan:

00— QM) Y= Py(M) ™~ M ——0
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Como fmy = mnp se tiene:

0=7np — frm =7np — ntmy = Tn(p — tmar).

Entonces, por la propiedad universal del nucleo, existe a : Py(M) — Q(N) tal que

INQ =D — Tmpy.

Obtenemos de esta manera el diagrama:

Entonces tyaty = (p — tmy)iy = piy — toyiyr = pey + 0 = pey. Por otro lado,
como pryy = tn§2(f) se tiene que tyaiy = enQ(f). Luego avy = Q(f), por ser ¢ty un

monomorfismo.

Tenemos asi el siguiente diagrama conmutativo:

QM)
Q) Py (M) con Py(M) en x
Q(N)

por lo que Q(f) se factoriza por Py(M) y por lo tanto se tiene que (f) =0 en Xy -

Finalmente veamos que el funtor 2 : x — x es fiel y pleno.

Sean M, N modulos en x, vy consideremos Q : x(M, N) — x(Q(M), Q(N)). Veamos que
existe H : x(QM),QN)) — x(M, N) tal que

HQlyuny = Tdyouny ¥ QyonnyH = Tdyon.amy)-
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En efecto, para definir H consideremos el siguiente diagrama conmutativo:

0 0 0

T Uhr
0 — Homp (M,Q(N)) — Homy (Po(M),Q(N)) — Homp ((M),Q(N)) — Ext} (M, Q(N))
LN* LN* LN*

ﬂ-RI L}(M Lema 3.2.4
0 — Homp (M,Py(N)) — Homp (Po(M),Po(N)) — Homp (Q(M),Po(N)) — 0:Ext/1\(M,P0(M))

TNy TN 4 TNy

T Uhr
0 — Hom (M,N) ———— Homy (Py(M),N) ——— Homp (Q(M),N) ——— Ext} (M,N)

Ext} (M,Q(N)) 0 Ext} (Q(M),Q(N))
obtenido a partir de las sucesiones exactas en el diagrama conmutativo:
0—=Q(M) > Py(M) ™= M ——0
0—=Q(N) 2~ Py(N) s N ——0

Definamos H : x((M),Q2(N)) — x(M, N) de la siguiente manera:

(1)

Dado g : Q(M) — Q(N) en x,, sea g : Q(M) — Q(N) un representante de g. Del

diagrama (/) sigue que ¢y, (g) = tyg € Homp (Q(M), Py(N)) vy como ¢}, es un epimorfismo

sabemos que existe p : Py(M) — Py(N) tal que:

tu(p) = v (9)-

Como 7wy, tn, = 0 se tiene que 0 = 7y, iy, (g9) = 7.t (p). Luego por la conmutati-

vidad del segundo cuadrado inferior del diagrama (I) sabemos que ¢}y, (p) = 0. En-

tonces 7y, (p) € Ker(ty) = Im(my,) y por lo tanto existe h € Homy (M, N) tal que

mir(h) = 7. (p)-

Por lo tanto, tenemos el siguiente diagrama:

00— QM) > Py(M) ™~ M ——0
| |
g P lh

A
0—=Q(N)—> Py(N) X N ——0
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Definimos:

H : x(QUM),Q(N)) = x(M, N) tal que H(g) =h

donde 73,(h) = 7, (p) con p tal que ¢},(p) = tn.(9).

Veamos que H esta bien definida, es decir, H no depende de la eleccién de p y que si

g=_0en X entonces h=0en Xy

En efecto: sean p,p’ € Homy (FPy(M), Py(N)) tales que ¢},(p) = tn,(9), 7n, (p) = 7 (h),
) = in(9) ¥ . () = mi (W) con b € Homa(M, N). Como 5,(p) = i3,(s)
se tiene que ¢}, (p —p') = 0 y por lo tanto p — p' € Ker(ty,) = Im(m},;). Luego existe
a: M — Py(N) tal que 7},;(a) = p — p/. Por la conmutatividad del cuadrado de la
izquierda inferior del diagrama (I) se tiene que 73,7y, (o) = my, 73 () = 7y, (p — P') =

v (p) — N, (p') = 7 () — mh (B) = i (R — B'). Luego, por ser 7}, monomorfismo, se

tiene que my, (o) = h — h'.

Por lo tanto, tenemos el siguiente diagrama conmutativo

M

donde h — ' se factoriza a través de Py(IV), con Fy(N) en x .. Luego, por la Observacion
3.23, h—h"=0en x,, es decir, h = b en x . Asi H : x(QA(M),Q(N)) — x(M,N) no

depende de la eleccion de p.

Supongamos que H(g) = h donde 73,(h) = 7y, (p) con p tal que t3,(p) = tw,(g). Veamos

que si g =0 en X entonces h=0en Xy

Como g = 0 en Xy se tiene, por la Observacion 3.2.3, que g se factoriza a través de
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Py(Q(N)). Luego tenemos el diagrama conmutativo:

0 Q(M) 2> Py(M) s M ——0
Py(Q(N)) 9 P h
0 Q(N) —2> Py(N) XN ——=0

donde g = et.

Considerando el push-out de los morfismos ¢y v t, (PO, tpr,t), se tiene el siguiente dia-

grama conmutativo:

0——= QM) —2 > Py(M) s M —0 (IT)
5 oﬂpo(s}(tjv)) ° Pi(; M 0

Como Fy(Q(N)) y M son objetos en x . se tiene que Ext'(M, Py(2(N)) = 0 para todo
m > 1, por el Lema 3.2.4, y en particular Ext} (M, Py(Q(N)) = 0, y por lo tanto la sucesion
exacta corta ¢ se parte. Luego existe 2’ : PO — Py(2(IV)) tal que 2's = idp,(ny)-

Tomando z = 2'r : Py(M) — Py(2(N)) tenemos el siguiente diagrama:

(I11)

Q(N) 2= Py(N) s N ——0

Probemos ahora, que g = ezty. En efecto, por el diagrama conmutativo (/1) tenemos que
st = rupr. Luego 2'st = 2'rupy. De 2's = idpyny) ¥ 2Ty = ziar obtenemos que ¢t = zipy.

Entonces, por el diagrama (/1) tenemos que g = et = eziyy, es decir, g = ¢},(€z). Se
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tiene asi, el siguiente diagrama con los cuadrados y el tridngulo superior conmutativos:

00— QM) 2> Py(M) ™ M ——0

A

0—=QN) 2~ Py(N) > N—>0

De piyr = tng = tveziy se obtiene que (p — tyez)ey = 0, es decir, o5, (p — eyez) = 0.
Luego, p—yez € Ker(ty,) = Im(m},). Entonces, por la exactitud de la fila del medio del

diagrama (I), existe un morfismo 5 : M — Py(N) tal que p — tyez = m3,(8) = B

Por la conmutatividad del cuadrado de la izquierda inferior del diagrama (I) se tiene que:

TN, (B) = Tn, 7y (B) = v, (p — tnez) = TN, (p) — T, (evez) = Tn, (D).

Por la definicion de H sabemos que 7y, (p) = m3,(h). Asi obtenemos que:

TN, (B) = 7. (p) = ma(h)

Y entonces, como 7}, es un monomorfismo, se tiene que 7wy, (5) = h, es decir, 7y = h.

Por lo tanto, h se factoriza por Po(N)y h =0 en Xy

Solo resta mostrar que las composiciones de H : x(Q(M),Q(N)) — x(M,N) y
Q:x(M,N) — x(Q2(M),Q2(N)) dan las identidades correspondientes.

Mostremos primero que HQ = idy(, Ny, esto es, HQ(f) = f para todo f en x(M,N).
Para ello tendremos en cuenta el diagrama (I). Si f € Homy (M, N) es un representante de
f, sabemos que 73,(f) = fmy € Homp(FPo(M), N). Luego, como 7y, es un epimorfismo,
existe p’ : Po(M) — Py(N) tal que 7y, (p') = w3, (f). Ademas, p’ es tal que 7y, (p'ear) =
vy (P) = Gymn (p) = Gy (f) = 0. Asi, ploy € Ker(my,) = Im(uy, ), de donde
existe g € Homy (Q(M), Q(N)) tal que ty,(g) = ¢3,;(p). Luego, por la definicion de H,
tenemos que H(g) = f.
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Por otro lado, considerando el diagrama conmutativo

00— QM) > Py(M) ™~ M ——0

e e

0—=Q(N) —> Py(N) X N ——0

se obtiene, por la construcciéon de g y por la definicion de (f), que g — Q(f) se factoriza

se factoriza

~—  ~—

por un proyectivo P en mod A. Mas ain, por la Observacion 3.2.3, g — Q(f
por Py(€2(NV)) v por lo tanto g — Q(f) = 0 en x . Luego se tiene que g = Q(f) en x, v
HQ(f) = H(Q(f) = H(g) = [.

Para mostrar que QH = id, () o)), consideremos g en x(€2(M),Q2(N)) y sea h = H(g),
con h en x(M, N). Por la definiciéon de H existe p : Po(M) — Py(NV) tal que el siguiente

diagrama es conmutativo:

0— QM) > Py(M) s M ——0

b

0—=QN) 2~ Py(N) > N—>0

|

donde g € Homy (Q2(M),Q2(N)) y h € Homy (M, N) son representantes de g y h, respec-

tivamente. Como la definiciéon de 2 : mod A — mod A no depende del levantamiento que

se considere, tomemos para calcular (h) el morfismo p : Po(M) — Py(N) dado anterior-
mente. Luego, como el diagrama anterior conmuta, se tiene que Q(h) = g en mod A. Asf,

Q(h) =g en X, Por lo tanto, Q(H(g)) = Qh) = g. =

De la demostraciéon del Teorema anterior se obtiene el siguiente resultado.

Corolario 3.2.6. En las condiciones del teorema H : x(Q(M),Q(N)) — x(M,N) y
Q:x(M,N) — x(Q(M),Q(N)) son funciones inversas una de la otra.

Finalizaremos esta seccion calculando el valor de las funciones de Igusa-Todorov en
la familia de los mddulos ortogonales a su resoluciéon. Para ello, recordemos la definicion
de K, vista en la Seccion 1.4.: Ky es el grupo abeliano libre generado por las clases de

isomorfia de los A-mddulos indescomponibles no proyectivos.
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Teorema 3.2.7. Sea X un A-moédulo ortogonal a su resolucion. Si M pertenece a Xy

entonces ¢(M) = 0.

Demostracion: Sea [y ] el subgrupo de Ky generado por las clases de isomorfia de los

Xyl
médulos indescomponibles en x . Probemos que €|, | es inyectiva. Sean [Xi], [X5] en

[x | tales que Q([X1]) = Q([Xz]). Por la definicion de 2, se tiene que [Q(X1)] = [Q(X3)].
Luego, por la Proposicion 3.1 de [FLM], se tiene que Q(X;) = Q(X5) en mod A, y por
lo tanto, son isomorfos también en x .. Luego, existen morfismos [ : Q(X1) — Q(X2) y

g: QX3) — QX)) tales que gf = idoix,) ¥ [9 = tdgx,)-

Como Q(idy,) = idgx,) = gf, por ser 'y H uno inverso del otro, por Corolario 3.2.6,
resulta que gf = Q(H(gf)), es decir, Q(idy,) = gf = Q(H(g)H(f)). Por ser € un funtor
fiel, se tiene que idy, = H(g)H(f). Andlogamente, idy, = H(f)H(g). Asi, X1 = X, en
X, ¥ por lo tanto, X; = X, en modA . Luego, por [FLM], se tiene que [X;] = [X3] en K
y por lo tanto, [X;] = [Xo] en [x |-

Asi, thx} es inyectiva y se concluye que ¢(M) = 0 para todo M en Xy O

Corolario 3.2.8. Sea X un A-modulo ortogonal a su resolucion. Si M estd en x . entonces

Y(M) = 0.

Demostraciéon: Sigue inmediatamente del Teorema anterior y de la Proposicion 3.2.1. [J

Como corolario del Teorema 3.2.7 y del Corolario 3.2.8 tenemos el siguiente resultado,

el cual fue demostrado por M. Lanzilotta y G. Mata.

Corolario 3.2.9. [LM]| Si M € 1A entonces ¢(M) = (M) = 0. En particular, si
M € A-Gproj entonces ¢(M) = (M) = 0.

Corolario 3.2.10. Sea X un A-moédulo virtualmente p-peridédico tal que todos los proyec-
tivos que aparecen en su resolucion proyectiva minimal tienen dimensiéon inyectiva finita.

Entonces ¢(X) = ¢ (X) = 0.
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Demostracion: Como X es virtualmente p-periodico y di(P) < oo para todo P € Py,
tenemos que X es ortogonal a su resolucion, por el Ejemplo 3.1.2.3.. Luego, considerando
la categoria x , , se tiene por el Teorema 3.2.7 que ¢(M) = 0 para todo modulo en Xy €n
particular, tenemos que ¢(X) = 0. Ademas, por el Corolario 3.2.8, se tiene que (X)) = 0.
O



Capitulo 4

Algebras n-ortogonales a su resolucion.

En la Secciéon 4 del Capitulo 1 se observo que para un élgebra de Artin se verifican las

siguientes desigualdades:
fin.dim(A) < ¢-dim(A) < ¢-dim(A) < gl.dim(A).

En este capitulo definiremos las algebras n-ortogonales a su resolucion y calcularemos
su dimension finitista, su ¢-dimension y su 1-dimension. Ademas, daremos ejemplos de

algebras n-ortogonales a su resolucion.

4.1. Algebras n-ortogonales a su resolucion.

Definicion 4.1.1. Un algebra de Artin A se llama n-ortogonal a su resolucidn si todo
modulo X en 2"(mod A) es ortogonal a su resolucion, es decir, para todo X € Q2" (mod A)

se tiene que Ext}(X, P) = 0 para todo m > 1y para todo P € Py.

Notemos que, como 2°(mod A) coincide con mod A, un algebra es 0-ortogonal a su

resolucion si y solo si todo A-mddulo es ortogonal a su resolucion.

Ejemplos 4.1.2. 1. Si A es un algebra autoinyectiva entonces es 0-ortogonal a su

resolucion.
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2. Si A es un algebra n-Gorenstein entonces A es n-ortogonal a su resolucién, pues

Q"(mod A) = A—Gproj.

3. Si A es la extension por un punto de un algebra n-Gorenstein entonces A es (n +
1)-ortogonal a su resolucion. En efecto, si A es la extension por un punto del
algebra I' entonces Q(modA) C modI. Luego, para todo i > 1, se tiene que
Ext} (Q"+1(M), P) = Extp(Q"*1(M), P) = 0 para todo P € Pan+iayy C add(T).

Por lo tanto, Q" (M) es ortogonal a su resolucion para todo A-modulo M.

El Ejemplo 4.1.2.3. muestra que el concepto de algebra ortogonal a su resolucion
generaliza el de dlgebra Gorenstein, la pregunta que surge es: ;toda algebra ortogonal a
su resolucién es Gorenstein? El siguiente ejemplo muestra que la respuesta a esta pregunta

es negativa.

Ejemplo 4.1.3. Consideremos el algebra presentada en el Ejemplo 2.4.10, esto es, el

algebra A = kQ/I dada por el siguiente carcaj:

y el ideal I = (afa). Vimos que A no es un algebra Gorenstein, puesto que di(P;) = oc.
Para mostrar que A es un élgebra ortogonal a su resoluciéon notemos a todos los A-moédulos

indescomponibles de la siguiente manera:

1 2 2
Sp:1 So: 2 Py Py=1:1 I M:1 N:2.
2 2 1
1 . 2

Como Q'(S)) = N, QY(S,y) = P, Q*(M) = N, Q*(,) = N, QY(N) = N, se tiene que
0?(mod A) = {add N}.

Ademas, por el Ejemplo 3.1.2.3.; el moédulo N es ortogonal a su resoluciéon ya que es

p-periodico y Py = {P,} con di(P,) = 0. Por lo tanto, A es 2-ortogonal a su resolucion.

Observacion 4.1.4. Sea A un algebra n-ortogonal a su resoluciéon. Si M € mod A enton-

ces ()"(M) es ortogonal a su resolucion.
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La siguiente proposicion demuestra como, de la definiciéon anterior, se desprende que

la dimension finitista de un algebra n-ortogonal a su resolucién es finita.

Proposicién 4.1.5. Si A es un algebra n-ortogonal a su resolucion entonces la dimension

finitista de A es finita. Mas atn, fin.dim(A) < n.

Demostraciéon: Sea M un A-modulo de dimension proyectiva finita. Luego, dp(Q2"(M)) <
oo y por lo tanto Q"(M) es proyectivo, por Observacion 3.1.3.1. Asi, dp(M) < n y
fin.dim(A) <n < 0. O

Recientemente, en [BM]| y [HK], se mostraron ejemplos de élgebras con dimension
finitista finita y ¢-dimensién infinita. Sin embargo, si A es n-ortogonal a su resoluciéon

entonces ambas dimensiones son finitas, como muestra el siguiente teorema.

Teorema 4.1.6. Si A es un algebra n-ortogonal a su resolucién entonces

¢-dim(A) < n < oco.

Demostraciéon: Si M € mod A entonces 2"(M) es ortogonal a su resolucion, por Obser-
vacion 4.1.4. Por el Teorema 3.2.7 se tiene que ¢(Q2"(M)) = 0. Entonces, por la Proposicion
1.4.7, se obtiene que:

(M) < Pp(Q"(M))+n=0+n=n.

Por lo tanto, ¢-dim(A) < n < . O

Del Teorema anterior y de la Proposicion 3.2.1 sigue el siguiente resultado.

Corolario 4.1.7. Si A es un algebra n-ortogonal a su resolucién entonces

-dim(A) = ¢-dim(A) < n < oo.

De los tres resultados anteriores surge la siguiente pregunta: para un algebra n-
ortogonal a su resolucién A jse cumple la igualdad fin.dim(A) = ¢-dim(A) = ¢-dim(A)?

El siguiente ejemplo muestra que la respuesta a esta pregunta es negativa.
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Ejemplo 4.1.8. Sea A el algebra de radical cuadrado cero dada por el siguiente carcaj
Q:

1—27).

Veamos que A es 1-ortogonal a su resolucién. En efecto, los A-mddulos indescomponibles
son: Sy, Sa, Pi, Py y Io. Como Q(S;) = Sy, Q(S5) = Sy y QL) = Sy se tiene que
Q(modA) = {add S»}, con Sy ortogonal a su resolucion. Luego, por Teorema 4.1.6 se

tiene que ¢-dim(A) < 1.
Por otro lado, de ¢(I & Sy) = 1 sabemos que ¢-dim(A) > 1. Por lo tanto, ¢-dim(A) = 1.

Como todos los A-mo6dulos indescomponibles no proyectivos tienen dimension proyectiva

infinita, tenemos que fin.dim(A) = 0. Asi, fin.dim(A) =0 < 1 = ¢-dim(A).

Para finalizar este capitulo serd conveniente recordar algunos conceptos y resultados

de las 4lgebras de matrices triangulares, necesarios para nuestra tltima proposicion.

Dadas dos R-algebras de Artin Ty U, y un U-T-bimédulo M, donde R actiia central-

mente, podemos considerar el dlgebra de Artin A = . Todo mo6dulo en mod A
M U

puede identificarse con una terna (A, B, f) donde A es un T-mo6dulo, B es un U-modulo y
f:M®p A— B esun morfismo en mod U. Dados dos A-modulos (A, B, f)y (A", B, '),
un morfismo « entre ellos es una dupla o = (ay, o) de morfismos a; : A — A’ en mod T’

y ag : B — B’ en mod U tales que el diagrama

Idp®an

M @p A2 M @ A
f f
B @ B’

conmuta. Los A-mo6dulos proyectivos indescomponibles son (P, M ®1 P, Id) donde P es
un T-modulo proyectivo indescomponible y (0, @, 0) donde @ es un U-mo6dulo proyectivo

indescomponible, como se muestra en [ARS, III Proposicién 2.5].

La siguiente proposicién nos serd de utilidad para demostar nuestra dltimo resultado.

En [BLM] se puede ver la demostracion de la misma.
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T 0
Proposicion 4.1.9. [BLM, Lemma 4.2] Sea A = una R-algebra de Artin de ma-
M U

trices triangulares tal que M es T-proyectivo y U-proyectivo. Entonces, la sizigia enésima

del A-modulo (A, B, f) es:

Q"(A, B, f) = (Q"(A), M &7 P2 |, M @ i) ® (0,Q"(B),0).

Observacion 4.1.10. Si un U-moédulo X es ortogonal a su resolucion entonces el A-
modulo (0, X, 0) es ortogonal a su resolucion. En efecto, es sabido que la categoria mod U
es equivalente a una subcategoria plena de mod A (via el funtor inclusion). Luego, todo
U-modulo X esta en correspondencia con el A-modulo (0, X,0). Atin més, la resolucion
proyectiva de X en mod U se corresponde con la resolucion proyectiva de (0, X, 0), esto

es, si

es una resolucion proyectiva minimal de X en mod U, entonces

000, p,,0) 2 (0, P, 0) P (0, Ry, 0) B (0, X,0) — 0

es una resolucion proyectiva minimal de (0, X,0) en mod A. Luego, aplicando a la reso-
lucién de X el funtor contravariante Homy(—,Y) y a la resolucion de (0, X, 0) el funtor

contravariante Homa (—, (0,Y,0)) se obtiene el diagrama conmutativo:

(0,do)* (0,d1)* (0,d2)*
0 — Hom ((0,X,0),(0,Y,0)) —— Hom ((0,Ps,0),(0,Y,0)) ——> Homn ((0,P1,0),(0,Y,0)) ——> ---

i d; 1 & i 3

0 —— Homy (X,Y) — > Homy (P,,Y) — > Homy (P},Y) ——> -

Como:

Ker((0, d;)*)/Tm((0, di_y)*) = Ker(d?) /Im(d’_,), i > 1

se tiene que:

Ext} ((0, X,0), (0,Y,0)) = Ext} (X, Y).



82 DIMENSIONES HOMOLOGICAS EN TEORIA DE REPRESENTACIONES DE ALGEBRAS

Tomando X un U-moédulo ortogonal a su resolucion y P; € Px se tiene que
Ext} ((0, X, 0), (0, P;,0)) = Ext} (X, P;) = 0 para todo (0, P;,0) € P x0) y por lo tanto,

(0, X,0) es un A-modulo ortogonal a su resolucion.

Finalmente estamos en condiciones de presentar la tltima proposicion de este capitulo.

T
Proposicion 4.1.11. Sea A = una R-algebra de Artin de matrices triangulares

M U
tal que M es T-proyectivo y U-proyectivo. Si gl.dim(7) =n < oo y U es m-ortogonal a

su resolucion entonces A es [-ortogonal a su resolucion, donde | = méx{n + 1, m}.

Demostraciéon: Sea (A, B, f) un A-mo6dulo. De la Proposicion 4.1.9 sabemos que:

QYA B, f) = (QY(A), M @r P*,, M ®714) @ (0,Q(B),0), donde I = max{n + 1, m}.

Como [ > gldim(T) + 1, resulta que Q'(A) = 0y P2, = 0. Asi, el A-médulo
(QYA), M @7 P, M ®7¢ i) es nulo. Ademés, como U es m-ortogonal a su resolucion,
se tiene que Q™(X) es ortogonal a su resolucion para todo U-modulo X. Luego QF(X) es
ortogonal a su resolucién para todo t > m. En particular, tenemos que Q!(B) es ortogo-
nal a su resolucion y por lo tanto, (0, Q/(B),0) es ortogonal a su resolucion. Finalmente,

tenemos que

QNA, B, f) =(0,0,0) @ (0,Q4(B),0)

es ortogonal a su resoluciéon y A es un algebra [-ortogonal a su resolucion.



Apéndice A

Ejemplo de Liu-Schulz.

Presentaremos en este apéndice el algebra descripta por Ringel en [R], la cual es un
algebra autoinyectiva donde la clase de los modulos Gorenstein proyectivos no isomorfos es
infinita. Asimismo, este ejemplo nos muestra que existen moédulos Gorenstein proyectivos
que no son p-periodicos. Ademaés en [M| se muestra que a partir de esta algebra es posible

construir otra algebra donde no todo moédulo estable es Gorenstein proyectivo.
Consideremos el carcaj Q:
(1)
e

N

Y

v el algebra de carcaj A = kQ/I, donde I = (x?,y?, 2% yx +ray, 2y +ryz, v2+r22) y 1 es
un elemento no nulo del cuerpo algebraicamente cerrado k. Hacemos notar que solo en el

apéndice mod A indicara la categoria de los A-mddulos a derecha finitamente generados.

Entonces, valen las siguientes observaciones:

1. A esuna k-algebra de dimension 8, donde una k-base de A es {1, x,y, z, yz, 2y, xz, xyz}.

2. Sea Z(A) el centro de A. Entonces yz, zy, vz € Z(A). En efecto:

y(yz) =0 = (yx)y(= —r 'yyx)
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z(yr) =0 = (yz)x

2(yz) = (2y)z = ((—r)yz)r = (-r)y(za) = (-r)y(—r~'zz) = (yz)=.
Luego yx € Z(A). Anéalogamente, se prueba que zy, zz € Z(A).
3. Los caminos de longitud 3 verifican las siguientes igualdades:
TZY = Yrz = 2Yr = —rryz

YZT = 2TY = TYZ.

Por lo tanto, los tnicos caminos de longitud 3 son xyz y —rzyz, los cuales son

colineales.

4. Usando la serie radical, el A-médulo A se representa de la siguiente manera:

Si
Y

S
7/
/
7/
S

S1

s,
s !

NG
S,

Consideremos los A-modulos de la forma M, = A/(x 4 cy)A, donde ¢ es un elemento

no nulo de k. Siguiendo [R]| tenemos la siguiente proposicion:

Proposicion A.0.1. [R]

1. M. es 4-dimensional,
2. M. es isomorfo a M, siy solo si ¢ =d,

3. QY(M,) = (z + cy)A = M,,.

Demostracion:
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1. Veamos que el conjunto {x + cy, xy, xz + cyz,xzy} es una base de (x + cy)A sobre

k. En efecto, mostremos primero que (z + cy)A = (x + ¢y, vy, xz + cyz, x2y).
Sea A € (z + cy)A, entonces
A = (z+cy)(ar + ax + azy + agz + asyxr + agzy + arxz + agryz)
= MT + a3xY + @z + agTzyY + a1y + a2CYyT + a4Cyz + a7cyxrz
= ai(z+cy) + (a3 — ager)xy + ag(xz + cyz) + (ag + arc)xzy
Por lo que A € (x+cy, xy, vz+cyz,xzy) y asi (x+cy)A C (z+cy, xy, xz+cyz, x2y).

Por otro lado, como

r+cy = (z+cy)-1,

ry = (r+cy) -y,

rz+cyz = (x+cy)-z,
rzy = (x+cy)-(2y)

se tiene que {r + cy, xy, xz + cyz,xzy} C (x + cy)A.
Por lo tanto, (z + cy)A = (z + cy, vy, vz + cyz, x2y).

Mostremos ahora que el conjunto {z+ cy, xy, zz+ cyz, xzy} es linealmente indepen-

diente. Si 0 = a1(r + cy) + asxy + as(xz + cyz) + agxzy entonces

asc
r

0= ayr+ajcy — Byxr +azrz — 2y +agryz. Luego, se obtiene que a; = az = az =

as = 0 ya que {z, y, yzr, xz, zy, xyz} es un conjunto linealmente independiente.
Por tanto, hemos mostrado que {z+cy, xy, r2+cyz, 2y} es una k-base de (z+cy)A.

Asi, la dimension de M, = A/(z + cy)A es 4.

2. Supongamos que M. = M, Como M.y M, son anulados por los ideales (z +
cy)N vy (z + dy)A, respectivamente, se tiene que (z + cy)A = (x + dy)A. Luego,
r+cy = (x4 dy)\ con X € A, esto es,

r4+cy = (v+dy)(ay + ar + azy + asz + asyx + agzy + arrz + agryz)
=  wmr+ ady + axz + agyz + (a3 — drag)zy + (ag + dag)xyz.

Luego, a; =1y c=d.

Si ¢ = d entonces M, = M.
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3. Esta claro que Q'(M,) = (z + cy)A. Para ver que (z + cy)A = M., consideremos el
epimorfismo canonico 7 : A — A/(x+cry)A y el morfismo f : A — (z+cy)A definido
por f(A) = (z+cy)\. Veamos que existe un morfismo f : A/(z+cry)A — (z+cy)A.
Para ello mostremos que (z + cry)A C Ker(f).

Como
(x +cy)(z + cry) = 2% + cray + cyx + ry* = cray + cyx = eray + c(—ray) =0

entonces f((z 4+ cry)A) = 0y (z + cry)A € Ker(f). Luego, existe f tal que el

siguiente diagrama conmuta:

A (x + cy)A
7
s ) P /?
A/(x + cry)A

Para demostrar que f es un isomorfismo solo resta ver que Ker(f) C (z + cry)A.

Si A= a;+ asx + azy + asz + asyr + agzy + arrz + agryz € Ker(f) entonces
(x + cy)(a1 + asx + azy + agz + asyzx + agzy + arrz + agryz) =0 <

& @+ arey + agxz + ageyz + (az — crag)zy + (ag + car)rzy = 0.
Luego
a1 =0,a4 =0, a3 =cray y ag = —car.
Por lo que A = asx + crasy + asyxr — arczy + arxz + agxryz.

Tomando N = as + (—r)asy + arz + agyz se tiene que X\ = (z + cry)\. Asi,
A€ (x4 cry)A y Ker(f) € (z + cry)A. Por lo tanto, f es un isomorfismo y
M, = AN/(x + cry) A = (x + cy)A.

Sea A el algebra de carcaj descripta anteriormente. Si r no es una raiz de la unidad

entonces los modulos M, no son p-periddicos y la clase de los A-modulos Gorenstein
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proyectivos no isomorfos es infinita. En efecto, por la Proposicién A.0.1.3, sabemos que
QmM(M,.) = M.y Q™ (M.) = Mpmz.. Asimismo, por la Proposicion A.0.1.2, sabemos
que M,mi.y M,ms. no son isomorfos pues "¢ # r"™2¢, ya que r no es un raiz enésima de
la unidad. Luego, los modulos M, tienen todas sus sizigias no isomorfas. Por lo tanto M,

es un ejemplo de mdédulo Gorenstein proyectivo que no es p-periodico.
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