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Resumen

En esta tesis se han estudiado las propiedades magnéticas en materiales 2D tales
como grafeno o siliceno. En primer lugar se analizaron las oscilaciones magnéti-
cas (OM) que ocurren a bajas temperaturas en presencia de un fuerte campo
magnético perpendicular. Para el estado fundamental se desarrollé un forma-
lismo general que permite describir las propiedades de las OM, tales como su
frecuencia y amplitud, en funcién de los parametros externos y las propiedades
de los materiales 2D. Se demostré que las caracteristicas unicas de los sistemas
bidimensionales, tales como el comportamiento relativista de los electrones a ba-
jas energias, se ven directamente reflejadas en el perfil de las OM. Esto permite
mapear sus propiedades mediante un analisis detallado de las oscilaciones en la
magnetizacion. Los efectos de decaimiento, tales como temperatura finita o im-
purezas en el sistema, también son tenidos en cuenta. Para ello se desarrollé un
nuevo enfoque, alternativo a la tradicional férmula de Lifshitz-Kosevich, el cual
permite describir en detalle cémo el incremento de los efectos de decaimiento
reduce progresivamente los detalles finos en las OM, y por lo tanto la capacidad
de extraer informacién a partir de éstas. Por otra parte, se estudié la formacion
de momentos magnéticos locales en impurezas metalicas adsorbidas en la red de
grafeno. Se analizé como la aparicién de magnetismo en la impureza depende del
sitio de adsorcién en la red (top o hollow). A su vez, se estudié la posibilidad de
manipular los momentos magnéticos al variar el nivel de Fermi mediante un gate

voltage, lo cual puede ser til para aplicaciones en la espintrénica.



Abstract

In this thesis we have studied the magnetic properties in 2D materials such as
graphene or silicene. First we analyzed the magnetic oscillations (MO) that oc-
cur at low temperatures in the presence of a strong perpendicular magnetic filed.
For the ground state we developed a general formalism which allows to describe
the properties of the MO, such as its frequency and amplitude, as a function of
the external parameters and the properties of the 2D materials. We showed that
the unique characteristics of the two-dimensional systems, such as the relativistic
behavior of the electrons a low energies, are directly reflected in the MO profile.
This allows to map its properties through a detailed analysis of the oscillations
in the magnetization. The damping effects, such as finite temperature or impu-
rities in the system, are also taken into account. For that we developed a new
approach, alternative to the traditional Lifshitz-Kosevich formula, which allows
to describe in detail how the increase in the damping effects progressively reduce
the fine details in the MO, and therefore the capacity to extract information from
them. On the other hand, we have studied the formation of local magnetic states
in metallic impurities adsorbed in the graphene lattice. We analyzed how the
appearance of magnetism in the impurity depends on the site of adsorption in
the lattice (top or hollow). Moreover, we studied the possibility of manipulating
the magnetic moments by varying the Fermi level through a gate voltage, which

can be useful for applications in spintronic.



Nomenclatura

Abreviaciones

OM Oscilaciones Magnéticas

DE Desdoblamiento de Espin

MV Mezclado de Valle

TB Tight Binding (Enlace Fuerte)

NL Niveles de Landau

DOS  Densidad de estados (Density Of States)

SO Sawtooth oscillations (Oscilaciones discontinuas, tipo diente de sierra)

IEO  Interaccién espin-orbita

Simbolos

A Amplitud de oscilacién

M Magnetizacién

Q Gran potencial

H Hamiltoniano

B Campo magnético

E, Campo eléctrico perpendicular
A Area del sistema bidimensional
N Numero de particulas

F Energia libre de Helmholtz

VF Velocidad de Fermi

L Potencial quimico (energia de Fermi)
T Temperatura

kg Constante de Boltzman

Aso Interaccién espin-orbita
LB Magnetén de Bohr
Densidad de estados

r Pardmetro de ensanchamiento en la DOS

s



Indice

Indice

1. Introduccién

1.1. Objetivos de la tesis . . . . . . . . . . L
1.2. La fisica de los materiales 2D . . . . . . . . ... ..o
1.2.1. Grafeno . . . . . . ..
1.2.2. Materiales 2D con buckling . . . . . . . . . ... .
1.3. Oscilaciones magnéticas . . . . . . . . . . ...
1.3.1. Niveles de Landau . . . . . . . . . ... ... ...
1.3.2. Potenciales termodinamicos y magnetizacion . . . . . . . . .. .. ..
1.3.3. Efecto de la temperatura e impurezas . . . . . . . ... .. ... ...
1.3.4. Limitaciones de la férmula LK . . . . . . . ... ... ... ... ...
1.4. Momentos magnéticos . . . . . . . . ...
1.4.1. Momentos magnéticos en metales . . . . . ... ... ... ... ...
1.4.2. Momentos magnéticos en materiales 2D . . . . . . .. ... ... ...

. Métodos tedricos

2.1. Magnetizacion . . . . . . . . .
2.1.1. Gran potencial . . . . . . ...
2.1.2. Estado fundamental . . . . . .. .. ...
2.1.3. Expansion en series de Fourier . . . . . . . . ... ...
2.1.4. Férmula de Lifshitz-Kosevich . . . . ... ... ... ... ... ...

2.2. Segunda cuantizacidon . . . . . . ... Lo
2.2.1. Representacién de ocupacion de ntimeros . . . . . . .. ...
2.2.2. Modelo de Tight Binding . . . . . . . . . . . . .. . ... .. ...,
2.2.3. Modelo de Hubbard . . . . . . . ... ...

2.3. Modelo de Anderson . . . . . . . ...
2.3.1. Funcién de Green y método autoconsistente . . . . . . .. ... ...

vi

© O Ot O = W N == S.

— = = =
~N Ot = W



INDICE

INDICE

3. Propiedades electronicas de los materiales 2D

3.1. Grafeno . . . . . . . ...
3.1.1. Propiedades basicas del carbono . . . . . . . .. ... ..

3.1.2. Estructura geométrica . . . . . ... ... ... ... ..
3.1.3. Modelo de Twght Binding . . . . . . . . . .. . ... ...

3.1.4. Aproximacién a bajas energias: ecuaciéon de Dirac

3.1.5. Densidad de estados . . . . . . ... oL
3.1.6. Niveles de Landau . . . . . . ... ... ... .. ...,
3.2. Materiales 2D con buckling . . . . . . . .. ... ...
3.2.1. Estructura geométrica . . . . . . .. ...
3.2.2. Modelo de Tight Binding . . . . . . . . . . ... .. ...
3.2.3. Aproximacién a bajas energia . . . . .. ... ... ...

3.2.4. Nivelesde Landau . . . . . . . . . ... ... ... ...

4. Oscilaciones magnéticas en el estado fundamental

4.1. Formulacion general . . . . . . ... ... L.
4.1.1. Niveles de Landau . . . . . .. ... .. ... .. ....
4.1.2. Oscilaciones magnéticas para N constante . . . . . . ..

4.1.2.1. Energia y magnetizacién . . . . . . . . ... ..
4.1.2.2. Oscilaciones magnéticas . . . . . .. ... ...
4.1.3. Oscilaciones magnéticas para p constante . . . . . . . . .
4.1.3.1. Gran potencial y magnetizacion . . . . . . . ..
4.1.3.2. Oscilaciones magnéticas . . . . . .. ... ...

4.2. Grafeno . . . . .. ..

4.2.1. Oscilaciones magnéticas para N constante . . . . .. ..
4.2.1.1. Efecto del desdoblamiento de espin . . . . . . .
4.2.1.2. Amplitud de las oscilaciones . . . . . . . . . ..
4.2.2. Oscilaciones magnéticas para p constante . . . . . . . . .
4.2.2.1. Efecto del desdoblamiento de espin . . . . . . .
4.2.3. Comparaciéon entre los casos N o u constante . . . . . .
4.2.3.1. Frecuenciayfase . . . .. ... ... ... ...
4.2.3.2. Amplitud . . ...

4.3. Materiales 2D con buckling . . . . . . . . . ... ...

4.3.1. Oscilaciones magnéticas para N constante . . . . . . ..
4.3.1.1. Mezcla de NL, valley espin . . . . . ... ...
4.3.1.2. Clasificacion de los picos de OM . . . . . . ..
4.3.1.3. LimiteelE, < 1eV . . .. . ... ... ....
4.3.1.4. Caso general para F, . . . . . .. .. ... ...

vil



INDICE INDICE
4.3.2. Oscilaciones magnéticas para p constante . . . . . . . . ... ... .. 89

4.3.2.1. Frecuencias de oscilacién . . . . . .. ..o 92

4.3.2.2. Batido de frecuencias . . . . . ... ... ... ... 93

4.3.3. Comparacion entre los casos N o p constante . . . . . .. ... ... 96

4.3.3.1. Fendémeno de batido . . . .. .. ... ... ... 96

5. Oscilaciones magnéticas con decaimiento 99
5.1. Formulacién general . . . . . . ... oo 99
5.1.1. Gran potencial y magnetizacion . . . . . . .. ... ... 100

5.1.2. Efectos de decaimiento en funcién de los NL . . . . . . ... ... .. 102

5.1.3. Efectos de decaimiento como factores de reduccion . . . . . . . . . .. 104

5.1.4. Comparaciéon entre ambas descripciones . . . . . . . . . . . ... ... 106

5.1.5. Efecto de la temperatura sobre cada oscilacion . . . . . . . .. .. .. 110

5.1.6. Efecto de las impurezas . . . . . . . . . .. ..o 112

5.1.7. Oscilaciones del potencial quimico . . . . . . . . .. ... ... .... 113

5.2. Grafeno . . . . . . 115
5.2.1. Efecto de la temperatura . . . . . . .. ... 116

5.2.2. Observacién del desdoblamiento deespin . . . . . . .. .. ... ... 117

5.2.3. Desplazamiento de los extremos . . . . . . . . ... ... ... 121

5.2.4. Envolvente . . . . . . . . . ... 124

5.2.5. Efecto de la temperatura para N constante . . . . . . . .. ... ... 125

5.3. Materiales 2D con buckling . . . . . . . . . ..o 129
5.3.1. Efecto de la temperatura . . . . . . ... ... 129

5.3.2. Observacién del desdoblamiento deespin . . . . . . .. .. ... ... 132

5.3.3. Observacién del mezcladode valle . . . . . . .. .. .. ... ... .. 133

5.3.4. Aproximacion de las OM para altas temperaturas . . . . . . . . . .. 136

5.3.5. Emnvolvente . . . . . . . . . .. 138

5.3.6. Efecto de la temperatura para N constante . . . . . . . ... ... .. 139

6. Momentos magnéticos locales 143
6.1. Modelo de Anderson en grafeno . . . . . . ... ... 143
6.1.1. Densidad de estados en la impureza . . . . . . . .. ... .. ... .. 147

6.1.2. Formacién de momentos magnéticos locales . . . . . . ... ... .. 150

6.1.3. Transicion magnética . . . . . . . . . ... 153

7. Conclusiones 159

viil



INDICE

INDICE

Apéndices para el Capitulo 5
A.  Aproximacién de las OM para Bpu, u/T" > 1

B.
C.
D.
E.
E.1.
E.2.
Bibliografia

Lista de Publicaciones

Ejemplos de efectos de decaimiento

El caso pristino

Parte oscilatoria de los efectos de decaimiento
Equivalencia entre las ec. (5.12) y (5.13)

Efectos de decaimiento como factores de reduccién

Impurezas a temperatura nula

1X

163



Capitulo 1
Introducciéon

En esta tesis doctoral se estudian las propiedades magnéticas de los materiales 2D con
una estructura de red hexagonal, tales como grafeno o siliceno. En particular, se analizan
fenémenos como las oscilaciones magnéticas (efecto de Haas-van Alphen) y la formacién de
momentos magnéticos locales. Se tienen en cuenta los efectos de la temperatura y las impu-
rezas, asi como también la dependencia de los niveles de energia con los campos magnéticos
y eléctricos, considerando el acoplamiento espin-orbita y el efecto Zeeman. Las propiedades
magnéticas se modelan aplicando diferentes herramientas analiticas y numéricas, con el ob-
jetivo de generar bases solidas para la interpretacion de los resultados experimentales. Se
propone explotar las capacidades del calculo analitico para predecir tendencias y guiar la
seleccion de las perturbaciones externas al sistema, ya sea temperatura, defectos, campos
externos u otras interacciones, con el fin de aplicar los resultados obtenidos a procesos de

interés tecnologico.

1.1. Objetivos de la tesis

En la presente tesis doctoral, los procesos de interés incluyen el analisis de las propiedades
magnéticas en materiales 2D, teniendo en cuenta los efectos de la temperatura, impurezas,
campos magnéticos y eléctricos externos, acoplamiento espin-érbita y desdoblamiento de
espin. En particular se estudiara la influencia de estos efectos en las oscilaciones magnéticas
(OM), con el fin de comprender cémo varfan sus amplitudes y frecuencias, y aplicar los
resultados a la caracterizacién de materiales y posibles desarrollos en espintronica. Ademaés,
se estudiara la posible formacion de momentos magnéticos locales mediante la adsorcion de
un metal de transicion en un sitio de la red cristalina, teniendo en cuenta la aproximacién
de campo medio con el parametro de Hubbard.

Los sistemas bidimensionales se modelaran con la teorfa de Tight Binding (TB) y consi-

derando la aproximacion a bajas energias, que es equivalente a considerar energias cercanas
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al nivel de Fermi. De este modo se obtiene un Hamiltoniano efectivo semejante a la ecuacién
de Dirac, donde la relacién de dispersion es relativista. La aplicacién de un campo magnéti-
co, perpendicular al plano del sistema bidimensional, dara lugar a los niveles de Landau,
que en funcién de la geometria de la celda unidad, dependeran de manera no trivial con el
indice n. Estos niveles originan oscilaciones en la magnetizacién, cuyas frecuencias y ampli-
tud dependeran exclusivamente de las propiedades del material y de los demés pardmetros
externos.

Los objetivos particulares de esta tesis son:

= Desarrollar un modelo tedrico de las oscilaciones magnéticas en los materiales 2D con
perturbaciones externas, como campos eléctricos, impurezas, temperatura, acoplamien-

to espin-érbita o efecto Zeeman.

= Analizar las propiedades de las oscilaciones magnéticas en funcién de los pardmetros del
Hamiltoniano del sistema bidimensional. Estudiar como la temperatura y las impurezas

reducen las oscilaciones magnéticas y afectan su observacién.

= Desarrollar el proceso de ingenieria inverso, en el cual a partir de las oscilaciones
magnéticas experimentales se puede inferir informacién de los niveles de energia del

sistema en cuestion.

» Estudiar la formacion de momentos magnéticos locales en sistemas bidimensionales
por medio de la adsorcién de impurezas magnéticas, teniendo en cuenta la correlacion

de intercambio por medio del modelo de Anderson con el parametro de Hubbard.

1.2. La fisica de los materiales 2D

Desde que se pudo aislar experimentalmente al grafeno en 20041 " ha habido una re-
volucién en la fisica de la materia condensada en cuanto al estudio de estos sistemas!*.

Debido a que son estrictamente materiales bidimensionales, con un ancho no més grande

[7.8]

que el espesor de un atomo, estos materiales 2D poseen caracteristicas tinicas no co-

munes en el tipico metal 3D presente en los componentes tecnoldgicos. Dichas propiedades

no solo resultan prometedoras desde el punto de vista de la aplicabilidad tecnolégical®%,

sino también desde el punto de vista de la fisica fundamentall'*!. En efecto, debido a su
particular estructura, el comportamiento de los materiales 2D presenta semejanza al com-

portamiento de los electrones relativistas en la fisica de altas energfas['%l. Asi, fenémenos

(17]

relativistas, presentes solo a altas energias!"”, pueden estudiarse en sistemas mas accesibles

[18,19]

experimentalmente En dicho sentido puede decirse que el estudio de los materiales 2D

es relevante tanto desde el punto de vista tecnolégico como tedrico.
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1.2.1. Grafeno

El grafeno fue aislado experimentalmente en 2004 por los cientificos rusos Andre Geim y
Konstantin Novoselov!!l, logro por el cual posteriormente recibieron el premio Nobel de fisica
en 2010. El hecho fue importante puesto que se consideraba que el grafeno libre (aislado) no
era estable?>?!). Desde entonces las propiedades del grafeno han sido bien documentadas: es
uno de los materiales més fuertes?»?* (unas 200 veces més fuerte que el acero) y posee una

25,2729 Estas propiedades estdn relacionadas

gran conductividad térmical?*2% y eléctrical
con su estructura hexagonal en dos dimensiones.

Cada sitio de la red esta ocupado por un atomo de carbono. Sin impurezas o defectos,
las bandas de conduccién y de valencia se tocan en el nivel de Fermil'®, con la banda de

A su vez,

valencia completa y la banda de conduccién vacia en su estado fundamentall
en grafeno pristino (i.e. sin impurezas), la densidad de estados es cero en el nivel de Fermi,
haciéndolo un semiconductor con un bandgap igual a cero, es decir, un semimetal®!l. Esta
caracteristica ya de por si lo distingue del tipico metal, produciendo efectos en grafeno que
no se observan en otros materiales. Uno de ellos es, por ejemplo, el efecto Hall cuantico
anémalo®?| debido precisamente a la densidad de carga nula en el nivel de Fermil*’l. Desde
el punto de vista de la fisica tedrica, quizas la caracteristica mas atrayente del grafeno es
que a bajas energias, cerca del nivel de Fermi, los electrones se comportan como electrones
relativistas sin masal*l. Es decir, su relacién de dispersién es del tipo &5, ~ |k|. Esto implica
que fenémenos relativistas se pueden observar en grafeno, lo cual es una ventaja desde el
punto de vista experimental*.

Cabe destacar que el grafeno es uno de los varios alétropos del carbono. Otros alétropos
son el grafito*? los nanotubos de carbonol®” y el fullereno**%!. El grafito es un material 3D,
conocido por su uso en los lapices, y es la base de los deméas materiales con menor dimension.
Asi, el grafeno no es mas que una simple capa de grafito, o dicho de otra manera, el grafito
son muchas capas de grafeno superpuestas. Este principio da lugar a uno de los métodos
mas rudimentarios para obtener grafeno: el método de la cinta scotch, en el cual se logra
una capa de grafeno al ir despegando las capas de grafito mediante la cintal®. Por su parte,
los nanotubos de carbono son grafeno enrollado en forma cilindrica. La geometria curva,
que fisicamente es unidimensional, da lugar a propiedades tnicas en los nanotubos!*%*!.
El fullereno, en tanto, es una molécula compuesta por atomos de carbono, que en general

[’ Dicha configuracién puede obtenerse introduciendo defectos

adoptan una forma esférica
tipo pentdgonos en grafeno (los cuales generan una curvatura positiva), de manera que
fullereno puede pensarse como grafeno enrollado[*?].

A pesar de que el grafeno se logré experimentalmente solo hace poco mas de una década,
su proposicién tedrica data de mucho antes. En 1946 el fisico P. R. Wallace estudié por

primera vez las propiedades electrénicas de una simple hoja de grafito[** (es decir, grafeno).
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Obtuvo la estructura de bandas, mostrando que a bajas energias se obtiene una relaciéon de
dispersién de tipo relativista. Mas aun, demostré el inusual comportamiento semimetélico en
grafeno, con una densidad de estados nula en el nivel de Fermi. Por entonces, estos resultados,
aunque interesantes en principio, no eran muy relevantes puesto que no se consideraba que

[, M4s bien, las ideas

pudiera existir por si sola una estructura puramente bidimensional
de Wallace estaban enfocadas en entender mejor el comportamiento del grafito, un material

fa i tant 1 t 1 1 do d [45]
que seria 1mportante para LOS reactores nucleares en el mundo de posguerra .

1.2.2. Materiales 2D con buckling

Desde la obtencién del grafeno, en los ultimos anos ha habido una una proliferacion de

[7,8,46,47] [48-51] 52,53]
)

materiales 2D similares . Entre estos se encuentran el siliceno , el germanenol’

[ . . 7 L
[5455] " cada uno compuesto, como su nombre indica, por dtomos de silicio,

y el estaneno
germanio y estano en cada sitio de la red. Estos materiales comparten la estructura hexagonal
del grafeno, lo cual implica que a bajas energias los electrones también se comportan como
relativistas, con un Hamiltoniano efectivo semejante a la ecuacién de Dirac. Sin embargo,
estos materiales 2D se distinguen del grafeno en dos caracteristicas importantes: una de
ellas es el acoplamiento de espin-érbita, que es practicamente despreciable en grafeno!'’)
(~ 1072 meV), pero relativamente grande en los demds materiales®l (por ejemplo, 0,1 eV

95,5758] " F] acoplamiento espin-6rbita hace

en estaneno), haciéndolos aislantes topoldgicos!
posible, entre otras cosas, observar el efecto Hall cudntico de espin®® 6!, La otra propiedad
es que mientras el grafeno es planol® en los demds materiales la estructura es corrugadal®
(posee un buckling) en la direccién perpendicular, con una separacién entre las subredes. Esto
implica que, introduciendo un campo eléctrico en la direccién perpendicular al material, se

puede crear una diferencia de potencial entre las dos subredes, originando un bandgap %359,

591 debido a que la integral

Ademas, cada material posee una velocidad de Fermi diferente
de solapamiento entre orbitales depende del sistema.

Debido a la mayor libertad para modificar las propiedades electrénicas, los materiales 2D
con buckling son candidatos ideales para la tecnologia del futuro, incluso quizas en mayor
medida que el grafeno. Sin embargo, existe un contrapunto: hasta el momento no han sido
aislados experimentalmente’”l. Es decir, su obtencién experimental se logra, por ahora, solo

66-65] En consecuencia, las propiedades electrénicas y magnéticas de estos

sobre un substrato!
materiales 2D son, por naturaleza, de tipo tedrica. De todas manera, como también sucede en
grafeno, dichas propiedades no se esperan que difieran demasiado debido al substrato %97,
de manera que es razonable extender los resultados de los materiales 2D aislados, atin en el
caso experimental que se obtengan sobre un substrato. Mas atin, es muy probable que en
el futuro proximo se logre aislar experimentalmente al siliceno, germaneno o estaneno, de

manera que un estudio de las propiedades tedricas de estos materiales aislados podria bien
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ser relevante dentro de los préximos anos. A su vez, mas alla de las ventajas que presentan el
siliceno y los demas materiales, debido al buckling de la red y la no despreciable interaccién
espin-érbita (IEO), vale decir que también poseen la ventaja de su natural integracién dentro

de la tecnologia actual, basada fuertemente en Si y Ge.

1.3. Oscilaciones magnéticas

La discretizacién de la energia, en la mecanica cudntica, tiene consecuencias fundamenta-
les en el comportamiento de las propiedades de los materiales. Asi fue, por ejemplo, que Max
Planck originalmente explicé la radiaciéon de un cuerpo negro, considerando que la energia
en la cavidad no era continua, sino que venfa discretizada en paquetes de energfal™l. Uno
de los ejemplos en los cuales esta discretizacion de la energia es aparente son los niveles de
Landaul™, que surgen al aplicar un campo magnético. La discretizacién de dichos niveles
genera que los potenciales termodinamicos oscilen al cambiar el campo magnético. Asi, por
ejemplo, la magnetizacion oscila al variar el campo magnético, lo cual se conoce como efecto

™. Este efecto, originalmente considerado una simple curiosidad, ter-

de Haas-van Alphen!
miné teniendo importantes aplicaciones a la hora de dilucidar la estructura electrénica de
los metales. El fundamento reside en que la frecuencia de estas oscilaciones esté relacionada
con cémo es la superficie de Fermi del sistema, la cual incide en cémo son sus propiedades

electrénicas!™!,

1.3.1. Niveles de Landau

Para entender el fenémeno de las oscilaciones magnéticas (OM), es necesario entender
qué son los niveles de Landau (NL). A fines practicos, el origen de los NL pueden explicarse
considerando la antigua regla de cuantizacién que surgié en los origenes de la mecénica

cuéntica. Esto esta dado por la regla de Bohr-Sommerfeld para un movimiento periédico!™:7

j{p-dr: (n+ ) 2mh, (1.1)

donde p y r son las variables conjugadas momento y posicién, n es un entero y la integracién
se realiza sobre un ciclo completo de movimiento circular del electrén (por encontrarse en
un campo magnéticol’), Tuego de lo cual se adquiere una fase . Considerando el efecto del
campo magnético con la substitucién p — p — eA, donde A es el vector potencial ™, de la
regla (1.1) queda claro que el movimiento del electrén estd cuantizado en Orbitas discretas,
puesto que n es un entero. Esto implica, a su vez, niveles de energia discretos ¢,,: los niveles
de Landau(™!. La dependencia de &, con el indice n y el campo magnético (u otras variables

del sistema, tales como el espin o distintos campos externos), depende de cémo es el sistema
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en el que el electrén se mueve. Para un gas clésico de electrones 2D (2DEG), con una relaciéon
de dispersién del tipo parabdlica (e, ~ p?), los NL son!"l ¢, = aB (n +1/2), donde B es la
magnitud del campo en la direcciéon perpendicular al sistema 2D y a es una constante que
depende del material. En cambio, en un gas 2D con una relacién de dispersion relativista
(¢, ~ |P|), se obtienen los NL relativistas/™*’ ¢, = av/Bn. Como veremos més adelante,
esto es lo que sucede a bajas energias en los materiales 2D como el grafeno.

La cuantizacion de los niveles de energia, debido a la aplicaciéon de un campo magnético, es
el origen de las OM ). Existe, sin embargo, otra variable fundamental que es la degeneracién
de los NL. Dicha degeneracion se debe a que, técnicamente, el movimiento circular se cuantiza
en una unica direccién en el espacio de momento, de manera que la otra direccién queda
libre. Sin embargo, la libertad de la direccién r; no cuantizada aparece como una fase ei"i
en la funcién de onda 1, lo cual no cambia los autovalores del sistema. Los valores del
momento k; estan sujetos a las dimensiones del sistema por k; = 27mm/L;, donde m es un
entero y L; es la longitud en la direccién ¢ = {z,y}. Ahora bien, los valores de m estian
restringidos a que las érbitas de los electrones deben estar contenidas dentro de la dimensién
de L;. De esta manera se demuestra que 0 < m < AB/¢, donde A es el drea del sistema
2D y ¢ = h/e es el flujo magnético unidad®?. Este resultado nos dice que cada NL ¢, tiene
una degeneraciéon D = AB/¢. Vale destacar que dicha degeneracién es independiente de
la naturaleza de los NL, sean del tipo clasico o relativistas. En general, para sistemas con
dimensiones macroscépicas, y campos relativamente altos donde se puedan observar las OM,
se tiene D > 1, por lo que cada NL es altamente degenerado. La degeneraciéon D juega un
papel importante en cémo se llenan los NL, lo cual estd determinado por la relaciéon N/D,

donde N es la cantidad de electrones.

1.3.2. Potenciales termodinamicos y magnetizacién

Considerando los niveles de Landau en presencia de un campo magnético perpendicular,

en sistemas bidimensionales se demuestra que en el estado fundamental el gran potencial €2

tiene una parte oscilatoria del tipo!®”

=1

Qosc ~ Z 7T2p2 COs (27TpX) s (12)
p=1

donde X es una variable que depende del campo magnético y nos dice cuando los NL cruzan

el nivel de Fermi p. De esta manera, para NL con una dependencia del tipo &, ~ (Bn)”

(donde p > 0) se tiene X o« B~!. Esto da una dependencia periédica de Q,,. con 1/B, lo

cual se mantiene en la magnetizacién'. De hecho, como veremos, este tipo de dependencia

La dependencia 1/B no es general para cualquier tipo de NL. Por ejemplo, en doble-capa de grafeno
los NL son® ¢, = aB+\/n (n+ 1), lo cual implica que 2 no es técnicamente periédica en 1/B.

6



1. Introduccién

se mantiene en los materiales 2D como grafeno. La constante de proporcionalidad en la ec.
(1.2) depende de cémo es son los NL, y tiene incidencia en la amplitud de las oscilaciones
magnéticas.

El calculo explicito de €2, para el caso de NL en un metal 3D o un gas de electrones
2D, ha sido tratado en diferentes trabajos. En [83] se describen las OM en metales, donde se
calcula una expresion para € en el caso de un slab 2D. En [85] se estudia un gas de electrones

clésico 2D, con NL del tipo ¢, = aB (n + 1/2), donde a u constante se obtiene

DaB X 1 W 1
Qpse = 5 Z = cos [27rp (a_B + 5)] ) (1.3)

p=1

Desde el surgimiento de los materiales 2D, el gran potencial para los fermiones de Dirac, con
NL del tipo relativistas, también ha sido calculado, aunque usualmente considerando casos
especiales. Por ejemplo, ignorando el desdoblamiento de espin (DE) de los NL ¢, = aVv Bn,

en el limite de bajos campos, Sharapov et al. obtienen!®"

Da’B = 1 2
Dpse = o ; o cos (QWpﬁ> : (1.4)

Notar la diferencia entre el caso cldsico [ec. (1.3)] y el caso relativista [ec. (1.4)]: en el ultimo
existe una dependencia con u?, lo cual a su vez implica que la amplitud de las oscilaciones
en Q. depende de p. Esta dependencia con u? en el caso relativista conlleva, a su vez, que
el decaimiento de las oscilaciones dependa del potencial quimico, lo cual no sucede en el caso
clésico.

De la parte oscilatoria de €2, ec. (1.2), se obtiene que las oscilaciones magnéticas en el

estado fundamental tienen la formal®®!

0
Mosc ~ E
p:

1
17rp

(2mpX), (1.5)

donde la proporcionalidad nos dice como es la amplitud de las OM, lo cual depende del
sistema particular. El primer término en M, es una oscilacién tipo diente de sierra (sawtooth
oscillation, SO), lo cual da lugar a una oscilacién discontinual®*”. Asi, mientras que Qyq.
oscila de manera continua, como debe ser, la magnetizacién oscila de manera discontinua
en sistemas 2D. En cambio, el segundo término en M, tiene el mismo tipo de dependencia
(~ cos (2mpX) /7%p?) que Quse, y en general da lugar un cambio de curvatura en las SO,

Estas expresiones para las OM han sido calculadas en un gas de electrones clésico, y
extendidas a grafeno y otros materiales 2D, en casos especiales. En grafeno, Sharapov et

al. obtienen, para g constante e ignorando el DE, la expresién de las OM en el estado
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fundamental (a primer orden) "

2ue =1 2
M, = - ; 7T_p sen (27rpa2—B> , (1.6)

que no es mas que la derivada respecto de B de la ec. (1.4) (quedandose solo con la serie seno
dominante). Notar que la amplitud de las OM depende de p pero no depende del campo
magnético, como sucede en el caso clasico 3D ¥, Para el caso de materiales 2D con buckling,
considerando un campo eléctrico perpendicular E, e ignorando el efecto Zeeman, Tabert et

al. obtienen 5%

Tk (u? — AZ)
Mosc: Z Z 7T]{3 [ E% :

go=+1 k=1
e A2 = 1 mk (,u — Az )
- 5 Z%sen [ [ : (1.7)
go=+1 L 1

donde E; = vpvVheB vy Aeo = (A, —E0Ag0), siendo A, es la diferencia de potencial entre
las subredes debida a la aplicacion del campo E., Ago la magnitud de la interaccion espin-
orbita, y £, 0 = %1 son los indices de valle y espin. Vemos entonces coémo las OM se vuelven
mas complicadas en los materiales 2D.

Las expresiones anteriores son validas para el caso que el potencial quimico s es constante,
lo cual necesariamente implica que la cantidad de electrones N varia al cambiar el campo
magnético. De todos modos, para /N constante se obtiene una dependencia similar en sistemas

2D. En efecto, en el estado fundamental se demuestra que la energfa interna U oscila como )

o0

). (1.8)

OSC

Sin embargo, la dependencia de X con el campo, como también la amplitud de las oscilacio-
nes, es en general diferente respecto del caso p constante. Esto se debe a que el origen de las
oscilaciones no es el mismo. Si p es constante las oscilaciones ocurren cuando los niveles de
energia cruzan el potencial quimico (e, = ), mientras que si N es constante las oscilaciones
ocurren cuando el dltimo NL se llena (o desocupa) y entonces se empieza a llenar el siguiente
(o anterior) NL. Asi, mientras que para p constante la frecuencia de las oscilaciones depende
de los niveles de energia, para N constante la frecuencia de las oscilaciones depende mas
bien de la relacién N/D, la cual indica cuédndo se llenan los NL. Por lo tanto en general se
puede decir que en la ec. (1.8) se tiene X = N/AD, donde A es un parametro que depende

de cualquier degeneracién extra que puedan tener los niveles de energia.
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El caso de N constante implica que el potencial quimico oscila con el campo magnéti-
col*% En metales 3D, donde originalmente se desarrollé la teoria de las oscilaciones
magnéticas, las oscilaciones de p se reducen considerablemente al integrar los resultados
anteriores sobre todas las posibles direcciones®). Sin embargo, esto no sucede en un ma-
terial o sistema 2D puro, donde de hecho las oscilaciones de p pueden ser prominentes en
el caso de que no haya un decaimiento apreciable en el sistemal’’ debido a temperatura
finita o impurezas. Por lo tanto, es importante discernir entre los dos casos de p constante
o N constante en los materiales 2D. La aplicabilidad de cada situacién depende del sistema
en cuestion, en particular de cémo es la configuracién experimental. Es decir, si al variar
el campo magnético se mantiene p constante (por ejemplo al aplicar un gate voltage que
mantiene el nivel de Fermil’!l), o en cambio el sistema estd aislado y se mantiene solo la
densidad electronica constante. De hecho podria ser que, por razones de céomo es el experi-
mento, uno no tenga certeza sobre si u o N se mantiene constante. En consecuencia resulta
importante entender teéricamente qué se esperaria en cada situacion, si se quiere interpretar
correctamente los resultados experimentales.

A pesar de que en anos recientes se han estudiado diferentes propiedades de las OM en
los materiales 2D los andlisis se han realizado tnicamente en situaciones especiales,
por ejemplo solo para el caso de p constante. El desdoblamiento de espin en los niveles de

0o [86,88]

energia (debido al efecto Zeeman) es usualmente despreciad , alegando la alta energia

de ciclotron de los NL en los materiales 2D, que implica que la diferencia de energia entre

[16:52] ' Sin embargo, no existe un estudio

los NL es mucho mayor que la energia de Zeeman
minucioso que de cuentas de esta justificacion, en particular en el caso de las OM en el
estado fundamental (o a bajas temperaturas e impurezas). En efecto, podria decirse que la
discontinuidad de las OM en el estado fundamental magnifica el efecto de que los niveles de
energia sean discretos. Asi, aunque la energia de Zeeman sea relativamente pequena, puede
resultar atin asi apreciable en el Aambito de las OM. Mas atin, no hay un estudio sobre cémo el
efecto Zeeman, y/o los efectos del valle, se ven en las OM de los materiales 2D, dependiendo

de si el sistema corresponde a N constante o u constante.

1.3.3. Efecto de la temperatura e impurezas

Los efectos de decaimiento, debido a la temperatura o impurezas, tienden a disminuir

[83]

la amplitud de las OM, hasta eventualmente reducirlas completamente'®”. Es por esto que,

ademas de la necesidad de campos magnéticos grandes, en la practica la observacion de las
OM solo es posible a bajas temperaturas (del orden de los Kelvin, digamos 7" < 50 K), en

73,

. . . . Q97— .
sistemas relativamente puros (impurezas bajas) (™79l Mientras menor sea la temperatura

y la impureza del material, mejor definidas estaran las OM.
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Desde el desarrollo teérico del formalismo de las oscilaciones cudnticas®!l, los efectos de
decaimiento han sido, en general, tenidos en cuenta mediante factores de reduccién en la
amplitud de las oscilaciones. Esto da lugar a la conocida férmula de Lifshitz-Kosevic (LK),
la cual incorpora los efectos de la temperatura, impurezas y/o otros efectos de decaimiento,
por medio de factores de reduccién en la expansién armonica de las OM 'Y, Teniendo en
cuenta las OM en el estado fundamental, ec. (1.5), la féormula LK para las OM en sistemas
bidimensionales tiene la expresién general 7

MES(T.T) ~ 3 Re () B () —-sen (27pX) (1.9

donde Rr (p) y Rr (p) son los factores de reduccion debido a la temperatura e impurezas (I’
es el pardmetro de ensanchamiento), y los puntos suspensivos indican cualquier otro factor
de reduccién debido a otros efectos de decaimiento. La férmula LK es particularmente 1til
cuando Ry (p) y/o Rr (p) decrecen rapido con p, de manera que solo los primeros arménicos
tienen amplitud apreciable. En dicho caso las OM pueden tratarse practicamente como simple
armoénicas, como es usualmente el caso en los metales 3D[10%103],

El factor de reduccién Ry (p) depende de la distribucién de Fermi-Dirac, la cual dicta
cémo se ocupan los niveles de energia a temperatura finita. Como sucede con todos los
factores de reduccion, Ry (p) depende a su vez del sistema, es decir, de los niveles de Landau.
Para NL clésicos del tipo ¢, = aB (n + 1/2), se tiene!®’l

. 2m%pkpT/aB
R (p) =

= . 1.1
sinh (22pkpT/aB) (1.10)

Este es el tipo de factor de reduccion de temperatura para las OM en metales 3D, teniendo
en cuenta que en general a es la energia de ciclotrén, con expresiéon a = e/hm, donde m es
la masa de ciclotréon. Esto implica que, para masas de ciclotréon m no muy distintas de la
masa del electrén libre me, en situaciones tipicas de Ty B se tiene 2n%pkgT/aB 2 1. En
dicho caso se puede aproximar

R% (p) = Zmzf# exp (—2n°pkpT/aB), (1.11)
lo cual simplifica considerablemente la férmula LK. Asi, asumiendo que no hay impurezas
(es decir Rr (p) = 1), la sumatoria de la férmula LK se puede resolver para el factor (1.11),
lo cual no es posible considerando el factor general (1.10). Ademds, la aproximacién que
surge de 2m2pkpT /aB 2 1 implica que RS (p) decae rdpidamente con p, de manera que solo
los primeros armoénicos contribuyen apreciablemente en la férmula LK. En consecuencia es

buena aproximacion tratar las OM en los metales 3D como simple armoénicas.

10
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El factor de reducciéon de la temperatura también ha sido obtenido recientemente para
el grafeno y deméas materiales 2D. En grafeno, para NL relativistas del tipo ¢, = aVv Bn,

Sharapov et al. obtuvieron [*%!

’ 4m?pkpTu/a*B
RT (p) = 2 2 '
sinh (472pkpT' 1/ a?B)

(1.12)

Notar que, a diferencia del caso clasico, para NL relativistas Ry (p) depende del potencial
quimico p. Esto tiene importantes consecuencias en la reducciéon del OM debido al incremento
de la temperatura.

Ademas de la temperatura, el otro efecto importante en el decaimiento de las OM son las
impurezas. En efecto, la mayoria de los sistemas nunca son perfectamente pristinos, sino que
suelen tener algin residuo de impurezas. Esto afecta las propiedades electronicas y magnéti-

[104]

cas del sistema al producirse un scattering de los electrones con las impurezas!™*. En un

campo magnético, el resultado de este scattering es que el tiempo de relajacién de los electro-

105 Cualitativamente,

nes tiende a ensanchar la densidad de estados de cada nivel de Landau!
la razén de este ensanchamiento puede relacionarse con el principio de incertidumbre (" el
cual implica que debido al scattering de los electrones hay una incerteza (tiempo de relaja-
cién) de la energfa de los electrones sobre cada nivel Landau. El ensanchamiento de la DOS,
para cada NL, da lugar a una reduccion de la amplitud de las OM.

La forma del ensanchamiento de la DOS de los NL depende, en general, del mecanismo

o[10%106,107] Fste es un problema complejo,

de scattering en presencia de un campo magnétic
tal que actualmente no hay un consenso sobre cémo es dicho mecanismo. Sin embargo,
en la préctica se suele recurrir a ensanchamientos siguiendo distribuciones conocidas. La
mas comun, que ha sido empleada casi de manera unanime en las OM, es la distribucion de
Lorentz[®’. Esta distribucién surge naturalmente del tratamiento del scattering de impurezas
por medio del principio de incertidumbre, como desarrollé por primera vez Dingle, quién
demostré que para un electrén en un nivel de energia ¢,., la probabilidad de que la energia

esté entre € y € + de es!!0)

de
(e — &)’ + (h/27)"

P(e+de) ~ (1.13)
donde 7 es el tiempo de relajacién del electron. Dicha probabilidad conduce naturalmente
a la distribucién de Lorentz para la DOS del nivel de energia ¢,. De esta manera, para NL
clésicos e, = aB (n + 1/2) se obtiene el famoso factor de reduccién de Dingle de la férmula
LI [101]

RP (p) = exp (—27°pkpTp/aB) , (1.14)

11
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donde se definié Tp = h/27kpT a la temperatura de Dingle. Una de las ventajas de utilizar
la distribucion de Lorentz es que, ademas de que en general se ajusta relativamente bien a los
resultados experimentales en metales 3D, los calculos analiticos suelen ser mas sencillos que si
se utilizase otra distribucién. Esto surge de que la distribucién de Lorentz decae lentamente,
lo cual es naturalmente beneficioso en el marco de la férmula LK. En otras palabras, el factor
de reduccién RR (p) dacae rapidamente con p. En efecto, mientras menos extendida es la
funcién distribucién para la DOS de los NL, més lentamente decae R (p) con p. Por lo tanto,
al utilizar el factor de Dingle RE (p) se necesitan menos arménicos para que la férmula LK
converja. Mas aun, en el caso de temperatura nula, es facil comprobar que la férmula LK
tiene solucién analitica para el factor de Dingle RE (p), lo cual no sucede para los factores
de reduccion asociados a distintas distribuciones.

El factor de Dingle, para impurezas con distribuciéon de Lorentz, también ha sido re-
cientemente obtenido para grafeno y demés materiales 2D. En particular, Sharapov et al.
obtuvieron 5%

RP (p) = exp (—4n’pkpTpp/a*B) , (1.15)

donde Tp = I'/wkp es la temperatura de Dingle, siendo I el ensanchamiento de la distribu-
cién de Lorentz. Notar que, al igual que sucede con el factor de temperatura [ec. (1.12)], el
factor de Dingle para NL relativistas depende del p, a diferencia de lo que sucede para NL
clasicos.

A pesar de que usualmente se suelen tratar las impurezas, en la férmula LK, usando el
factor de Dingle, esto es en parte debido a una conveniencia en los célculos®?l. Puesto que
no hay consenso sobre cémo es el mecanismo de scattering, bien podria ser que otras distri-
buciones de impurezas sean mas adecuadas. De hecho, uno podria argumentar que el tipo de
distribucién a utilizar depende del sistema en particular. Esto puede ser particularmente re-
levante en los materiales 2D puesto que presentan caracteristicas inicas en comparacién con
el tipico metal 3D. Asi, podria ser que el scattering de los electrones en un campo magnético

104]

no tenga como resultado una distribucién de tipo Lorentz! Mas atn, en el caso general

uno esperaria que la distribucién de impurezas resulte en una DOS que depende del campo

5,[108]

magnético y del nivel de energi Por ejemplo, Yang et al. estudiaron el scattering de

electrones con impurezas cargadas en grafeno, en un campo magnético, obteniendo una DOS

semi-eliptica para cada NL[%)

. 01 1/2

9s9v € —¢&n

u () = Re |1 — , 1.16
Pnle) = o ot e[ (2Fn )] (1.16)

donde g, y g, son las degeneraciones de espin y valle, y Ip es la longitud magnética. Lo

interesante aqui es que esta DOS no solo difiere substancialmente de cémo es la distribucién

12
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de Lorentz, sino también que el pardmetro de ensanchamiento I',, depende del NL ¢, (es
decir, depende del indice n) y del campo magnético B. Este tipo de dependencias en la DOS
no estan naturalmente contempladas en la formula LK, en particular la dependencia del
ensanchamiento con los NL. En consecuencia resulta necesaria una formulacién més general
de la férmula LK, considerando la funcionalidad general que puede tener la distribucién de

impurezas en los materiales 2D.

1.3.4. Limitaciones de la formula LK

La férmula LK ha tenido gran éxito en la explicacién de la reduccién de las OM debido a
los efectos de decaimiento en los metales 3D, para los cuales fue originalmente desarrollada.
Sin embargo, uno podria decir que presenta algunas limitaciones a la hora de extender su
aplicacion a los materiales 2D. Una de ellas fue ya discutida en la seccién previa, donde se
indicé que el uso del factor de Dingle para tratar las impurezas podria no ser adecuado en
los materiales 2D, debido a la dependencia del ensanchamiento con el indice de NL, algo
que la férmula LK no considera. Otra limitacién, de origen mas practico, tiene que ver
con la efectividad del uso de la férmula LK en los materiales 2D, a bajo decaimiento. En
efecto, debido a la alta energia de ciclotrén en los materiales 2D (en grafeno es dos ordenes
de magnitud mayor que en un 2DEG!%%?)) y la naturaleza 2D de las oscilaciones, que
son discontinuas en el estado fundamental, el decaimiento de las OM es considerablemente
menor que en el tipico metal 3D, para valores similares de 7', I' y B. Esto implica que
a bajo decaimiento, donde son apreciables los fenémenos de desdoblamiento de espin o el
mezclado de valle®! (en los materiales 2D con buckling, por ejemplo), uno no puede tratar las
oscilaciones como simple arménicas, como usualmente se hace al emplear la férmula LK 53],
En otras palabras, se necesitan muchos términos armoénicos para converger la serie de la
férmula LK, lo cual naturalmente dificulta el analisis analitico.

Por ejemplo, considerar NL relativistas del tipo &, = av/Bn en el caso pristino. La

formula LK es!80

Mosc _ f: 472pkBTw//L sen (27pr)

1.17
A sinh (472pkpT) /1) Tp (1.17)

p=1
donde A = —2pue/h es la amplitud de las OM en el estado fundamental, y definimos 1) =
u?/a?B ala fase de las OM [ver ec. (1.6)]. En la Fig. 1.1 se muestran las OM dadas por la ec.
(1.17), para diferentes temperaturas, considerando la suma de los primeros py; arménicos. A
bajas temperatura, T'= 1 K, el decaimiento de las OM debido a la temperatura no es muy
grande y por lo tanto son necesarios varios términos py; para converger la férmula LK. Vale
notar, ademds, que a esta temperatura no se satisface 4w’pkgT/p 2 1, de manera que el
factor de reduccién de temperatura no se puede simplificar como en la ec. (1.11). En cambio,

para mayor temperatura 7" = 7 K, el decaimiento es mas significativo y la reduccion de las
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Figura 1.1: OM dadas por la férmula LK (1.17) en grafeno pristino con p = 0,2 eV, para T = 1
Ky T =7 K. En cada caso se muestra la suma de los primeros pj; armonicos.

OM es mas pronunciada. En tal caso vemos que la férmula LK practicamente ya converge con
solo el primer armonico. En otras palabras, en este regién (y para temperaturas mayores),

es buena aproximacién tratar las OM como simple armoénicas.

1.4. Momentos magnéticos

Los momentos magnéticos locales son, como su nombre indica, presencia de magnetis-
mo alrededor de una impureza diluida en una aleaciéon. Este comportamiento fue obser-
vado experimentalmente por Friedel et al. en diversos experimentos realizados a fines de

[110-113]

los anos 50 . Posteriormente, experimentos realizados por Mathiass et al. mostraron

la apariciéon de momentos magnéticos locales en iones de hierro disueltos en metales no

[114] Estos experimentos, que median la suceptibilidad, describian la aparicién

magnéticos
y desaparicion de los momentos magnéticos como funcién de una variaciéon continua de la
solubilidad del metal. Para ello se empleaban técnicas de difracciéon de neutrones, a partir
de la cual es posible observar directamente los momentos magnéticos, y calcular su distri-
bucién alrededor de la impurezal'™¥. Asi, se obtienen regiones bien definidas donde existe
formacion de momentos magnéticos, y regiones donde no hay momentos magnéticos, siendo
la transicion entre dichas regiones practicamente continua.

La descripcion y explicacion tedrica de la formacion de los momentos magnéticos no
es sencilla. La razén es que los momentos magnéticos no pueden ser descritos usando la
teorfa del electrén libre (sin interaccién con los demés electrones), como se suele hacer al

[83,85]

estudiar las propiedades de un metal no magnético . A su vez, en el marco de la teoria
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1. Introduccién

de Hartree-Fock!"'>'1 (HF), es dificil describir la ocupacién de solo espines paralelos en un
ion. Estas cuestiones sugieren usar un procedimiento andlogo al empleado en los materiales
magnéticos: los estados magnéticos dependen fuertemente de la interaccién de Coulomb de

117 que por lo tanto debe ser incluida explicitamente en

los electrones en las capas internas
el modelo de HF'. El resultado es que los campos de HF, para cada espin, difieren no solo en
las integrales de intercambio, sino también en las integrales de Coulomb que representan la

verdadera interaccién electréon-electron.

1.4.1. Momentos magnéticos en metales

El primer modelo para describir la formacién de momentos magnéticos locales en iones so-
lubles, teniendo en cuenta la interacciéon Coulombiana de los electrones en las capas internas,
fue propuesto por Paul W. Anderson en 196118, E] modelo consiste en un célculo autocon-
sistente para encontrar si los momentos magnéticos existen, en funcién de los parametros
del sistema. Siguiendo a Anderson, la idea del modelo es la siguiente: si existe un momento
magnético, entonces un estado ¢4 de una capa d en el &tomo de la impureza esta lleno para el
espin up y vacio para el espin down. Incluyendo en el campo de Hartree la energia repulsiva
dentro de la capa d, un electréon con espin down verd la repulsion del electron extra con
espin up, pero los electrones con espin up no la veran, puesto que no tienen una energia de
intercambio!''7]. Por lo tanto, si la energfa sin perturbar del estado con espin up se encuentra
una distancia E debajo de la superficie de Fermi, entonces la energia del estado localizado
con espin down estara a una energia —FE + U, donde U es la energia de repulsion debido a
la interaccién electronica d — d en la capa d. Como asumimos el estado espin down vacio,
dicha energia debe estar por encima del nivel de Fermi.

Ahora bien, considerar que hay un cambio en el nimero de electrones d (electrones en la
capa d). En términos de la energia de repulsién U, este cambio en la ocupacién produce que
disminuya la diferencia U entre las energias para espin up y down: para espin up, la energia
aumenta de —F a —F + dnU, mientras que para espin down la energia decrece de —FE + U
a —E + U (1—0n). El valor de dn depende de la densidad de los electrones d libres, de la
hibridizacion de éstos con la impureza y de la diferencia entre la energia para los espines
up y down. Si entonces al variar cualquiera de estos parametros dn se incrementa, luego la
diferencia de energia para cada espin en la impureza disminuye, lo cual eventualmente lleva
a una desaparicion del momento magnético.

Siguiendo estas ideas, Anderson propone un modelo que tiene en cuenta la hibrididizacion
de la impureza con la red, junto con la correlacion electrénica en la misma. Como resultado
obtiene expresiones analiticas para la ocupacién promedio (ng,) de cada espin o = %1 en
la impureza, a partir de lo cual se puede analizar la formacion de momentos magnéticos

(i.e. cudndo (ng4) # (ngy)). Un ejemplo sencillo ocurre cuando la hibridizacién es tal que
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1. Introduccién

el residuo de la energia es despreciable, y la autoenergia es constante. En tal caso Anderson

obtiene la ocupacién en cada espin!''®

E—u+U(ng_q)
A

(nay) =~ cot™! | (1.18)
T
donde F es la energia en la impureza, p la energia de Fermi y A la energia de hibridizacion.
Atn sin resolver autoconsistentemente la ecuacion anterior, las regiones para las cuales se
espera 0 no momento magnético pueden estimarse al graficar (n4,) en funcién de (ng_,),
para diferentes valores de A, 1y U. Luego, cuando las funciones (nq,) y (n4—,) se cruzan
se puede decir que no existe formacién de momento magnético local. Siguiendo esta idea,
Anderson define las variables adimensionales y = U/A (que estima la relacion entre la
integral de Coulomb y el ancho de la DOS en la impureza) y x = (¢ — E) /U. Asi, cuando
x =1/2, las energias E'y E + U para cada espin se encuentran a distancias simétricas de la

energia de Fermi p, lo cual es mas favorable para la existencia de magnetismo.

@ '
NON-MAGNETIC
(b) 1.0
o8- {ny)
0.6}~
(n)°'4_ {nap={np
oz (o)
0 l L Il | 1 Il 1 1
04 08 12 1.6 2.0
X T/y
(@)
10
o8l e
o o8 ey =$np
04|
0.2t {n>
% e R R ¥ T
m/y

T
Ty =Ta/V

Figura 1.2: (a) Curva de transicién entre las regiones magnéticas y no magnéticas, en funcién de
las variables y = U/Ay x = (n — E) /U. (b) (ng+) y (n4—) como funcién de la variable 7 /y, para
x =1/2 (superior) y z = 1/4 (inferior). Tomado de [118].

En funcién de las variables x e y se puede trazar una curva de transicion entre com-
portamiento magnético y no magnético (por supuesto, en la curva de transicién se cumple
(na+) = (nq_)). El resultado puede verse en la Fig. 1.2(a), obtenida por Anderson para las

ocupaciones dadas por la ec. (1.18). En dicho grafico se muestran las regiones magnéticas
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(sombreado) y no magnéticas, en funcién de las variables x e 7/y. Notar que la curva de
transicién es simétrica alrededor de x = 1/2 = 7 /y, en donde siempre hay magnetismo. Esto
confirma lo mencionado arriba: el magnetismo es més favorable cuando las energias de cada
espin son simétricas respecto de la energia de Fermi.

Otro gréfico instructivo es graficar (ng+) y (ng—) como funcién de la variable m/y, lo
cual resulta en las gréficas de la Fig. 1.2(b), para = 1/2 y = = 1/4 (figura superior e
inferior, respectivamente). Estas graficas nos dicen que solo hay magnetismo para 7/y < 1,
y que para 7/y > 1 siempre se tiene (ng ) = (ng_), i.e. la transicién se da cuando U ~ wA.
Para metales como el Cu, Anderson estima que esta relacién esta en buen acuerdo con lo
esperado. En efecto, para elementos del grupo del hierro se espera U ~ 10 eV, mientras que
A=7(V?)p(e)~2—5¢eV (donde V es la energia de hibridizacién y p () es la DOS de los

electrones libres s).

1.4.2. Momentos magnéticos en materiales 2D

El modelo de Anderson, originalmente concebido para describir la formacién de momen-
tos magnéticos en iones solubles en metales no magnéticos, puede ser directamente extendido
a otros sistemas. Uno de estos sistemas son los materiales 2D como el grafeno. La cuestién
resulta entonces estudiar cémo es la formacion de momentos magnéticos para atomos ad-
sorbidos sobre la red del grafeno (u otro material 2D como el siliceno). Al tratarse en un
material puramente bidimensional, la adsorcién es sobre una unica superficie, de manera

e!" Dependiendo del

que uno puede distinguir entre adsorcién en sitio top, hollow o bridg
tipo de sitio de adsorcién cambian las energia de hibridizaciéon y la cantidad de vecinos con
los cuales la impureza interactial'?>'?1. A su vez, las propiedades del momento magnético
pueden ser manipuladas por medio de campos eléctricos externos!5122,

Algunos casos fueron recientemente estudiados. Uchoa et al. analizaron la formacién de
momentos magnéticos locales en grafeno, para la adsorcién de una sola impureza en un sitio

top, obteniendo una DOS en la impureza!'?’]

ol Al |w) 119
pffxf( ) (21 (w)w—ea]2+A2w2’ ( )

donde Z7! (w) = 14+ (V/D)?*In (Jw?® — D?| /w?) es el residuo y A = « (V/D)? es el parametro
de hibridizacién adimensional (D ~ 7 eV es una energfa de cutoff). La DOS py, (w) no es
una Lorentziana, como ocurre en el caso de impurezas en metales!''®l. Integrando p;;, (w)
desde —D a p se obtiene (n,), partir de lo cual se estudia la formaciéon de momentos magnéti-
cos de manera autoconsistente.

El resultado puede verse en la Fig. 1.3, que muestra la curva de transicién entre las

regiones magnéticas y no magnéticas, en funcién de y = (u —¢y) /U y = DA/U. Notar
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non-magnetic |

O
5 10

x = AD/U

Figura 1.3: Curva de transicién entre la regiones magnéticas y no magnéticas, para una impureza
adsorbida en un sitio top en grafeno, cono energia (a) g > 0y (b) eg < 0. Circulos: |eg| /D = 0,029,
V/D = 0,14; cuadrados: |ey| /D = 0,043, V/D = 0,14; tridngulos: |eg| /D = 0,029, V/D = 0,03.
Tomado de [123].

que la curva de transicién no es simétrica para ey > 0y €9 < 0, es decir, energia de la impureza
arriba o abajo del punto de Dirac (tomado como punto de referencia). A su vez, la curva
no es simétrica alrededor y = 0,5, en contraste con el comportamiento en el caso metélico
(Fig. 1.2). Esto se debe a la ruptura de la simetria electrén-hueco por la presencia del nivel
de impureza. Para el caso ¢y > 0, Fig. 1.2(a), se observa que la curva de transicién cruza
y = 0, lo cual implica que hay magnetizaciéon cuando el nivel de la impureza se encuentra
por debajo de la energia de Fermi . La razén puede atribuirse a que al gran ensanchamiento
del nivel de la impureza, debido a la hibridizacién, de forma tal que pfs, (w) cruza p ain
cuando la energia de la impureza esta por debajo de pu.

El estudio de la formacién de momentos magnéticos en los materiales 2D es relevante
para controlar y manipular las propiedades electrénicas. Estudios tedéricos y experimentales
indican que el dopaje substitucional en materiales de carbono puede usarse para manipular

sus propiedades fisicas y/o quimicas['?%!?°]. En este sentido, se han realizados estudios tedri-

cos sobre vacancias de carbono en grafeno?%'%7 adsorcién de dtomos de hidrégeno'?®, y
diferentes tipos de desordenes!'?*132 En cuanto a los posibles atomos adsorbidos, los meta-
133,134]

les de transicién (MT) son relevantes en los campos de almacenamiento de hidrégeno!
En efecto, el dopaje con MT preserva la integridad estructural de los nanomateriales de car-
bono, y por lo tanto pueden considerarse como gran alternativa para mejorar la capacidad

[135-139] M4s atin, el grafeno se ha vuelto un material muy

de almacenamiento de hidrégeno
importante para aplicaciones en espintrénical’*®'*!) debido a su débil interaccién espin-6rbi-
tal*1% 1o cual implica un largo tiempo de vida y relajacién de espin, permitiendo controlar

su transporte!*>7 144 A su vez, la adsorcién de MT en grafeno promueve la formacién de mo-
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mentos magnéticos locales debido a los estados d parcialmente ocupados!'*’!, lo cual permite
diferenciar las propiedades de transporte entre diferentes canales de espin!'*“. Esto puede
tener aplicaciones en nanomagnetos!'*”! y almacenamiento de datos!'*.

En cuanto a la manipulacién de los momentos magnéticos, los materiales 2D ofrecen la
ventaja de que el nivel de Fermi puede controlarse facilmente a través de un gate wvolta-
gel'*51%] 1o cual no es posible en un material 3D. Por ejemplo, utilizando 300 nm de SiO,
como material dieléctrico, un potencial de gate se puede aplicar entre la muestra de grafeno

s El gate voltage aplicado puede desplazar el nivel de

y los atomos magnéticos adsorbido
Fermi, creando una diferencia de potencial entre la muestra. Es bien sabido que un méximo
decaimiento de voltaje ocurre a través de SiO,, y que el factor de conversién desde el gate
voltage a p es muy pequeno (~ 0,003). En tal caso, se necesitaria un gate voltage de 100 V
para cambiar g por 300 meV. Otra forma de manipular el nivel de Fermi es utilizando un
gate electrolitico™192) 1o cual permite obtener una energia de Fermi p = hvp./7ne, donde
vr es la velocidad de Fermi en grafeno y n. es la densidad electrénica. Dicha densidad se
manipula con el gate voltage como Vg = p/e+n./Crq, donde e es la carga del electrén y Crg

es la capacitancia geométrica, la cual se puede aproximar como Crg = 2,2 x 1076 cm =210,
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Capitulo 2
Métodos teoricos

En este capitulo se desarrollan los métodos tedricos utilizados en esta tesis. En primero
lugar se define la magnetizacién promedio, distinguiendo su calculo en los ensambles canéni-
co y gran canonico. Se obtiene una expresién para el gran potencial debido a niveles de
Landau degenerados, a partir de la cual se calcula la magnetizacion. A su vez, se desarrolla
una expansion en series de Fourier para funciones que varian poco entre cada periodo de
oscilacién, lo cual sera 1til a la hora de extraer la parte oscilatoria de la magnetizacion.
También se describe el origen de los factores de reduccion en la férmula LK.

Por otro lado, se describe el formalismo de la segunda cuantizacion, en funciéon de opera-
dores de creacion y destruccion. Con esto se formula el modelo de Tight Binding, con el cual
se pueden obtener las propiedades electronicas en sélidos cristalinos fuertemente enlazados.
Finalmente se describe tedricamente el Modelo de Anderson para estudiar la formacién de

momentos magnéticos locales.

2.1. Magnetizacion

En un sistema bidimensional de area A, sujeto a un campo magnético perpendicular B,

se define la magnetizacién promedio en la direccién del campo como!'?!

e (o, -

donde H es el Hamiltoniano del sistema en presencia del campo magnético. El promedio debe

tomarse siguiendo los principios de la mecanica estadistical'>. Asi, si P; es la probabilidad

de ocupacion del estado del sistema con energia I, se tiene

(2.2)
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2. Métodos tedricos

donde la sumatoria en i es sobre todos los estados de energia F; asociados al Hamiltoniano
H. Para el ensamble canénico (EC), donde la cantidad de electrones N es fija, se tiene
P, = ePF=BEi donde F = U — TS es el potencial de Helmholtz. Para el ensamble gran
canénico (EGC), donde la cantidad de electrones puede variar, se tiene P, = #?~A#(Fi—uli),
donde €2 = F — uN es el gran potencial y u el potencial quimico. En consecuencia, la

magnetizacion en cada caso se calcula como

M= —% (g—g) e (®O) (2.3)
M= —% (g—g)ﬂﬂ (EGC). (2.4)

En principio, de las anteriores expresiones uno podria calcular la magnetizacion del sistema
en funcién de la configuracién del mismo, sea que mantiene o no la densidad electronica
constante. Sin embargo, los cdlculos tedricos suele realizarse asumiendo un potencial quimico
1 constante. La razon es que las cuentas son mucho mas faciles de realizar en el ensamble
gran canoénico que en el ensamble candnico. En efecto, la restriccion de N constante no es
trivial ya que solo aparece implicitamente en la expresion de F. Esto es méas prominente
en el caso genérico de temperatura finita y/o impurezas en el sistema. En consecuencia, la
consideracion del caso N constante se suele realizar como en un gas cuantico, calculando

el153154 Un caso particular e importante, donde

cémo debe variar p para que N sea constant
la restriccion de N constante no es problematica, ocurre en el estado fundamental del sistema.
En tal situacién veremos que la restricciéon de N constante puede facilmente considerarse

con una ocupacién parcial del ultimo nivel de energia ocupado.

2.1.1. Gran potencial

Como se delineé en la introduccion, en presencia de un campo magnético perpendicular se
discretiza la energia en los niveles de Landau ¢,,, cada uno con una degeneracién D = ABh/e
(ver seccién 1.3.1). Nos interesa entonces calcular el gran potencial € del sistema, trabajando
en el ensamble gran candnico con un potencial quimico constante p. Para ello es necesario

obtener primero la funcién gran particién Z, dada por!>!

7 — Z e~ BEi—uN:) (2.5)

siendo la sumatoria es sobre todos los microestados i del sistema. En general N; = Zn TniV
E; =", Tyi€n, donde los factores 0 < r,; < D tienen en cuenta la ocupacién de cada nivel.
Cada estado con energia F; corresponde a las distintas posibilidades que pueden tomar

el conjunto de factores {r,;}; como no hay restriccién en la cantidad de electrones (por
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trabajar en el ensamble gran candénico), podemos extender la sumatoria a todas las posibles
configuraciones. Para ello debemos tener en cuenta todas las formas de distribuir r,, particulas
indistinguibles en un total de D estados disponibles, lo cual esta dado por el factor binomial

<TLZ ) = D!/ (D — r,)!ry,!. Luego la funcién gran particién resulta

D

‘Dl —Bra(en— —B(en— D

n rn=0 n

donde en el ultimo paso se utilizé el teorema del binomio. Por lo tanto el gran potencial
Q= —kgTInZ queda
Q=—ksTDY In[l+ e k=], (2.7)

Vale destacar que esta expresion simple para €2 es posible puesto que en el ensamble gran
canonico la cantidad de electrones N puede variar al mantener p constante. En contraste, la
restriccion de IV constante hace practicamente intratable el problema de calcular la funcién
particion de manera general, como se hizo con la funcién gran particién, puesto que al
considerar las energias I, = ) 7, &,, se debe imponer la condicion N; = ) r,; constante,
para todas las posibles configuraciones. Solo en el estado fundamental esta restriccién no es
problematica, dado que entonces el sistema se encuentra en equilibrio en la minima energia
posible.

El gran potencial dado por la ec. (2.7) es valido para el caso del sistema pristino,
donde la densidad de estados (DOS) son deltas de Dirac alrededor de cada NL g,, i.e.
p(e) = DY, 6(e—e,). En el caso general del sistema impuro, los niveles de energfa se
ensanchan en funcién del scattering de los electrones con las impurezas!'’. La DOS de
cada NL pasa a ser una distribucion, que dependiendo del sistema en cuestiéon puede ser
tipo Lorentz, Gauss o semi-eliptica, entre otras. La DOS total del sistema resulta entonces
p(e) =D pn(e—¢y,), donde p, es la DOS sobre cada NL. El correspondiente gran po-
tencial puede obtenerse de la ec. (2.7), reemplazando la sumatoria sobre los niveles discretos
con una integral en energia considerando la DOS con impurezas. Asi, en el caso general el

gran potencial del sistema es

Q= —kgTD / p(e)In[1+ P 9] ge. (2.8)
Esta expresién de €2 es la ecuacion fundamental para obtener las oscilaciones magnéticas, a
partir de la ec. (2.4). Es vélida en el caso general de temperatura finita 7' e impurezas con
una DOS p(e) = D), pn (e —€y,), siendo en general p, una distribucién simétrica sobre
cada NL. Cudl distribucion es la adecuada depende de cémo es el mecanismo de scattering

en el sistema en cuestién 4,
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En general conviene distinguir entre la situacion en el estado fundamental del caso de
temperatura finita y/o impurezas (los cuales denotamos como efectos de decaimiento). La
distincion no solo es 1til porque el primer caso facilita las cuentas, sino también porque los
efectos de decaimiento usualmente se ven como una reduccién de las oscilaciones cuanticas
en el estado fundamental. Asi, simplemente entendiendo cémo es el perfil de las oscilaciones
en el estado fundamental ya se puede obtener un buena idea de cémo son las OM en el

sistema, incluso en presencia de efectos de decaimiento.

2.1.2. Estado fundamental

El estado fundamental corresponde al sistema pristino a temperatura nula. En tal caso

B—oo0yple)=>,D0 (e —en), por lo que la ec. (2.8) queda

Q=) "D(en—p), (2.9)

n<f

donde f es el ultimo NL ocupado tal que e; < pi < e44;. El calculo de €2 depende, natural-
mente, de como son los NL del sistema, y en particular de como estan ordenados. En efecto,
en la ec. (2.9), al ser el estado fundamental, se debe sumar sobre los NL ordenados de menor
energia, de forma tal que la energia del sistema es la minima posible. Esto no es problema
cuando se tienen niveles de energia con solo un indice o variable, por ejemplo, como es la
situacién tipica al considerar los NL con indice n y variable B. Sin embargo, al considerar
la posible dependencia de los niveles de energia con distintos indices (valle o espin), u otras
variables ademds del campo magnético perpendicular B (por ejemplo campo eléctrico per-

1591 'la situacién no es trivial puesto que el ordenamiento de los niveles de energfa

pendicular!
depende de la magnitud de estas variables. Esto es importante ya que el valor del campo B
para cual los niveles de energia cruzan el potencial quimico p determina cuando se producen
las oscilaciones, y con qué amplitud.

Para calcular €2 se han utilizado, en general, diferentes métodos, aunque el méas comun es
recurrir a la férmula de Euler-Maclaurin que transforma la sumatoria en una integral 26157,
Este método es exacto para funciones polinémicas de orden menor que 3, como en efecto es el
caso de los NL clasicos que son lineales como funcion del indice de Landau n. Sin embargo, en
la situaciéon més general no es claro qué tan buena aproximacién resulta utilizar la férmula de
Euler-Maclaurin. Por ejemplo, para NL relativistas se tiene una funciéon con una dependencia
del tipo \/n con el indice de Landau. En consecuencia resulta dificil generalizar el uso de
la formula de Euler-Maclaurin para NL 2D generales, que pueden depender no solo de n y

EE1EQ 1K ,
[155,158,159] " Clomo se verd en los

B, sino también de otros indices o variables en el sistema
proximos capitulos, parte de esta tesis se basa en emplear un nuevo método para el calculo

de Q y, en particular, las oscilaciones magnéticas que se obtiene derivando respecto de B.
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A partir de Q, la magnetizacién se calcula como M = —A~! (09/0B), [ec. (2.4)]. Como
se indico en la introduccién, en dos dimensiones la magnetizacion tiene la peculiaridad de
que las oscilaciones en el estado fundamental son discontinuas, lo cual no ocurre en sistemas
3D Esta discontinuidad en las OM puede entenderse, de manera cualitativa, teniendo en
cuenta la discretizacion de los niveles de energia. De la expresién general (2.9) es facil ver

que derivando respecto de B resulta
o012 Q e,
— ] == D|(— 2.1
(8B> B (aB> ’ (2.10)
K n<f

donde se utilizé que 0D /0B = D/B. Asi vemos que, puesto que {2 es una funcién continua,
entonces las discontinuidades en M provienen del ultimo término en la ecuacién anterior, es
decir, de ), ;D (Oe,/OB). En particular, puesto que las discontinuidades ocurren cuando
el dltimo nivel ocupado cambia y entonces f varia, se puede inferir que la amplitud de las
discontinuidades depende de D (0c;/0B). A lo largo de esta tesis veremos que este simple
calculo permite obtener, de manera directa y sencilla, cémo es la amplitud de las OM para
cualquier tipo de niveles energia, incluso considerando que pueden depender del valle, del
espin, y/o otras variables ademds del campo magnético.

Hasta el momento la descripcién ha sido en el ensamble gran canénico, considerando un
potencial quimico constante p. Esto implica, sin embargo, que al variar el campo magnético
necesariamente cambia la cantidad de electrones N en el sistemal®**!. En efecto, considerando
que todos los niveles de energia ¢, < p estan ocupados completamente con D electrones,
como se asume en el cdlculo de la ec. (2.9), cuando f niveles estan ocupados hay D f electro-
nes. Ahora bien, si el campo varia tal que aumenta la cantidad de niveles ocupado (digamos
f — f+1, 1o cual implica que B disminuy6), entonces la cantidad de electrones pasa a ser
D (f +1). Asi vemos que no solo la cantidad de electrones N varia, sino que en el estado
fundamental lo hace de manera discontinual®!. A su vez, esto nos dice que para que N se
mantenga constante, p debe variar con B de manera discontinua en el estado fundamental.
Por lo tanto, es importante discernir entre los dos casos de p constante o N constante en los
materiales 2D.

Las oscilaciones discontinuas de /V en el estado fundamental, para ;. constante, parecerian
indicar que no hay manera de que se pueda encontrar, con la relaciéon N = — (9Q2/du), un
potencial quimico que oscile de manera tal que N se mantenga constante. El problema
reside en que al asumir p constante, en la ec. (2.9), se consideré que todos los niveles de
energia menores que u estdn completamente llenos (cada uno con D electrones). Esto es
naturalmente incorrecto en el caso de considerar al sistema con N constante, puesto que en

el estado fundamental el iltimo nivel ocupado debe tener, en general, una ocupacién parcial.
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Esta ocupacion parcial permite, de manera natural, considerar que N se mantiene constante
al variar el campo magnético.

De esta manera, para el caso N constante en el estado fundamental resulta conveniente
trabajar en el ensamble candnico, considerando una ocupacién parcial para el dltimo NL
ocupado. La variable fundamental es la energia libre /' = U — TS, igual a la energia interna

U en el estado fundamental (7" = 0). Asi, la energia del sistema en general es

q—1
U= Dz, + Db, (2.11)

n=0

donde' ¢ = floor [N/D] son la cantidad de NL totalmente ocupados®, y D§ = N — Dq es la
ocupacién parcial del dltimo NL €, ocupado (notar que 0 < § < 1). Al igual que en el calculo
delaec. (2.9), el calculo de U depende de cémo estén ordenados los niveles de energias, puesto

11601 Es decir, en

que la energia interna en el estado fundamental debe ser la minima posible
la situacion general la expresion de U, y de las resultantes oscilaciones cudnticas, depende
del ordenamiento de los NL.

Es instructivo ver que de la expresién (2.11) se puede inferir que para N constante el
potencial quimico es igual al ultimo NL parcialmente ocupado ¢,. En efecto, considerando la
relacién €2 = U— Ny, valida para T = 0, y considerando €2 = Z£:0 D (e, — p) e identificando

f+ 1 =g como el nimero de NL totalmente ocupados, se obtiene

q—1

U= De,+(N—-Dg)p, (2.12)

n=0

lo cual, comparando con la ec. (2.11), implica que p = g,. Asi, para N constante p oscila
con el campo y lo hace de manera discontinua puesto que ¢ = floor [N/ D].

La magnetizacién en el estado fundamental, para el caso N constante, se calcula de la
energfa interna U como M = —A~1(QU/IB) [ec. (2.3)]. Como se hizo en el caso u cons-
tante, el origen de las discontinuidades en M pueden entenderse cualitativamente derivando
la ec. (2.11). Teniendo en cuenta que por definicion N = Dq + D@, se tiene § = N/D —q y
entonces 06/0B = —N/DB. Luego se obtiene

oU U & (0, 9z, N

n=

Definimos aquf la funcién floor (funcién piso o suelo), la cual toma un niimero real y devuelve un niimero
entero préximo, sea por exceso o por defecto. Por ejemplo floor [2,3] = 2 = floor [2,9], y floor [3,1] = 3.

iiEsto es asumiendo que todos los NL tienen degeneracién D, como sucede en el caso clasico!'Y. En los
materiales 2D el NL n = 0 tiene, de hecho, degeneracién D/2 para los electrones de conduccién [52] (la otra
mitad ocupada por huecos o electrones de valencia), de manera que la expresién de U debe modificarse de
manera acorde.
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Ahora bien, considerando el caso simple de que (9e,,/0B) = be,, /B, donde b es una constante’,
se obtiene (OU/0B), = U (1 +b) /B—Ng,/B. Por lo tanto, como U es una funcién continua,
se infiere que las discontinuidades en M, para el caso N constante, se deben a los cambios

discontinuos en ¢,, debidos a que los NL son discretos. Esto sucede siempre que ¢ cambia.

2.1.3. Expansion en series de Fourier

En general resulta conveniente expandir las oscilaciones magnéticas en series de Fourier,
en especial puesto que, como veremos, las expresiones para la magnetizacion tienen la par-
ticularidad de que varian poco entre cada oscilacién. Es decir, el perfil de las oscilaciones
estd determinado por como son la amplitud y la frecuencia de las mismas. En tal caso, sa-
biendo dichas variables es posible escribir de manera directa la serie de Fourier para la parte
oscilante de la magnetizacion, o en general de los potenciales termodinamicos.

Para ver esto, considerar en general una funcién real f (z) para x € [zg, o + T), tal que
fuera de este intervalo f es una funcién periddica con periodo T', f (z) = f (z + T') para todo
x. En general xq = [T + ¢, donde [ es un entero y ¢ una fase constante. Por simplicidad, y
sin pérdida de generalidad, consideramos el cambio de variable x — = — ¢ a fin de eliminar

esta fase. Luego, puesto que f es periédica, tenemos la expansiéon en Fourier![®”!

- 2 2
= % + p; {apcos (%) + b, sen ( 7;{%)} : (2.14)

donde

CC()-i-T

_2 / (2.15)
Io—l—T 2

:_/ cos( 7;{”) dx (2.16)
Ct()-i-T

:_/ ) sen (27;{)x) dx. (2.17)

Si la funcién f varfa poco en el intervalo x € [z, xo + T'), se puede tomar la aproximacién

cuadratica
f (@) = f(x0) + [ (x0) (x — w0) + [ (wo) (x — )" /2. (2.18)

Este es el caso para los NL clasicos ¢, = aB (n+ 1/2), donde (9s,,/0B) = €,/B (b = 1), o los NL
relativistas &, = av/Bn, donde (g, /0B) = €,/2B (b = 1/2). Para NL més genéricos, como ocurren en los
materiales 2D con buckling como el siliceno, ya no se cumple (de,,/0B) = be,,/B. En dicho caso veremos que
las discontinuidades M pueden tener otro origen ademds de los saltos discontinuos en g.
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Reemplazando en a, y b, resulta

S G (2.19)
2 (mp)

Por lo tanto la expansién en Fourier de f queda (omitiendo el factor constante ay)

1> G (M) 30 o (2. 2.21)

donde Cy = —[f" (zo) T + " (x0) T?/2] y Co = f" (z0) T?/2 son factores independientes de

p. De esta manera, la oscilacion en f se escribe como contribuciones de funciones oscilantes

elementales. Por ejemplo, la oscilacion discontinua tipo diente de sierra estd determinada
por el coeficiente C. En efecto, tiendo en cuenta le expresion de C y la ec. (2.18), se tiene
Cy=—[f(xo+T)— f(x0)], lo cual determina la amplitud de la discontinuidad (si la hay)
en la oscilacién de f. Desde el punto de vista préctico, la expansién (2.21) es 1til cuando se
quiere determinar la parte oscilante de una funciéon que varia poco sobre cada periodo, tal
que la aproximacién (2.18) es vélida. La fase ¢ puede recobrarse transformado hacia atrés
x — x + ¢. En el caso més general, la parte oscilante de f puede tener diferente amplitud
entre distintos periodos sucesivos. Por ejemplo, una oscilaciéon discontinua cuya amplitud
varfa con z. Esto puede generalizarse en la ec. (2.21) considerando que Cy y Cy dependen
de z, lo cual implica obtener a, y b, para cada xg = [T + ¢ con diferente [. El resultado
seria que los coeficientes dependen de x, pero las funciones seno y coseno se mantienen.
Asi, reagrupando se puede escribir f como en la ec. (2.21), con C; y Cs dependiendo de z,
representando la variacién de f en cada periodo de oscilacion.

La expansion (2.21) es util para determinar facilmente la parte oscilatoria de los potencia-
les termodinamicos y la magnetizacion. En efecto, como veremos en los proximos capitulos,
en la mayoria de los casos estas funciones varian poco entre sucesivos periodos de oscilacion,
tal que su aproximacion cuadratica es buena. Asi, teniendo en cuenta que el gran poten-
cial © (o la energia interna U para el caso N constante) varfa necesariamente siempre de
manera continua, la expansién (2.21) ya nos dice que C; = 0 y entonces a primer orden
Qose ~ Z;il cos (2mpy)) / (7rp)2, donde 9 es una funcién que define el periodo de las oscila-
ciones. Esto es, en efecto, lo que se obtiene al hacer explicitamente las cuentas en los casos
particulares (ver seccién 1.3.2). Andlogamente, para la magnetizacién 2D en el estado fun-
damental, en la seccion anterior vimos que las mismas son discontinuas, lo cual implica que

Cy # 0 y a primer orden M. ~ Z;il sen (2mpy) /mp. Esta expansién armonica de las OM
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es la base sobre la cual se describen los efectos de decaimiento como la temperatura finita e

impurezas, como veremos a continuacion.

2.1.4. Formula de Lifshitz-Kosevich

Los argumentos de la seccién 2.1.2, validos en el estado fundamental, permiten entender el
origen de las oscilaciones magnéticas. En el caso general, a temperatura finita con impurezas,
la magnetizaciéon sigue oscilando debido al mismo origen, pero con una amplitud reducida.
Las discontinuidades en la magnetizacion desaparecen y la amplitud se reduce al aumentar
la temperatura y/o impurezas. Una descripcién cuantitativa de esto lo da la férmula de
Lifshitz-Kosevich (LK), la cual se basa en la descomposicién arménica de las oscilaciones,
considerando los efectos de decaimiento como factores de reduccion [ec. (1.9)].

Existen diferentes métodos para obtener las expresiones de los factores de reducciéon R (p).

3] procura obtenerlos considerando el mezclado de

Uno de ellos, desarrollado por Shoenberg
fase debido a los efectos de decaimiento (phase smearing en inglés, lo cual abreviaremos como
PS). La idea es que la fase de las oscilaciones (en general X) es variada sobre un pequeno
rango alrededor del valor correspondiente en el estado fundamental. Como es esta variacién
depende, naturalmente, de qué efecto de decaimiento la causa. Notando a la fase ¢ = 27p X,
la superposicién de una distribucién de las fases se puede considerar reemplazando cos ) en

la ec. (1.2) por
Jooocos (¥ + ) D (¢/N) do
Joo D(9/N) dé ’

donde ¢ indica el corrimiento de la fase respecto del valor ¥ en el estado fundamental, y

I =

(2.22)

D (¢/\) es una funcién de distribucién que tiene en cuenta el PS, definido de forma tal que
la probabilidad de encontrar a la fase entre ¢ y ¢ + d¢ es D (¢/A) do. El término \ es un
parametro de escala que esta relacionado con el ancho del PS. El denominador en la ec.
(2.22) no es mas que una normalizacién de la probabilidad. Ahora bien, definiendo z = ¢ /A,

se puede escribir

e[ )

I=R {lﬂm], (2.23)
donde -

f:/_ e D (2)dz (2.24)

es la transformada de Fourier de D (z) respecto de A. De esta manera, teniendo en cuenta
que de la ec. (2.23) se tiene I = cosv |f (A)|/f (0), el efecto de decaimiento es multiplicar
la, amplitud de las oscilaciones cudnticas por el factor de reduccién R = |f (A)| /f (0).

A pesar de que este método parece justificar sencillamente cémo aparecen los factores de

reduccién en las OM con decaimiento, falta atin considerar como es la funcion de distribucién
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D (z) y el pardmetro de escala A. Esto debe hacerse infiriendo D (z) de acuerdo al efecto
de decaimiento considerado. Por ejemplo, para la temperatura sabemos que la probabilidad
de ocupacién de un estado de energfa ¢ estd dado por la funcién de Fermi-Dirac'®¥ f (e) =
[1 +éf (5’“)] ' De aqui surge que la funcion de distribucién, para el efecto de la temperatura,
es —df () /du.

Una justificacion mas formal de los efectos de decaimiento como factores de reduccion en
las oscilaciones cuanticas, surge de considerar el gran potencial en el caso general, dado por
la ec. (2.8). A T = 0 se tiene (absorbiendo la degeneracién D en la DOS p)

n
2T =0 = [ p(e) (e~ ) (2.25)
de donde diferenciando dos veces resulta p (1) = —0%*Q (T = 0, u) /0?u. Usando esto, inte-

grando por partes puede demostrarse que la ec. (2.8) se puede reescribir como!®’!

QT p) = — /_Oo %Q (0, ¢) de, (2.26)

o0

donde f es la funcién de Fermi Dirac. De esta manera se ve que el efecto de la temperatura
aparece como una convolucién entre la funcién distribucién —df /du y el gran potencial a
T = 0, lo cual, al expresar la parte oscilante de {2 como en la ec. (1.2), da como resultado
un factor de reduccién. Esto justifica de alguna manera el PS introducido por Shoenberg
con la ec. (2.22). Vale destacar que la convolucién para obtener 2 (7', 1) puede extenderse a
2(0,¢), para obtener el efecto de decaimiento debido a las impurezas (lo cual viene dado por
cémo es la DOS p). Es decir, Q2 (0,¢) puede expresarse como una convolucién entre el gran
potencial en el estado fundamental, con la funcién distribucién asociada a p. Asi se obtiene

el factor de reduccion Rr (p) debido a las impurezas.

2.2. Segunda cuantizacion

En la concepcion original de la mecanica cuantica se encontré que las particulas se com-
portan, en ciertos aspectos, como ondas. Por razones histéricas, esta propiedad se conoce
como primera cuantizacion. Mas adelante se descubrié que, de hecho, lo que se pensaba que
eran ondas se comportaba, en ciertos aspectos, como particulas. El ejemplo prominente de
esto es la radiacién electromagnética, cuyo comportamiento en el régimen cuantico se puede
explicar por medio de particulas conocidas como fotones. El concepto de que las ondas se
comportan como particulas se conoce como sequnda cuantizacion. En términos generales la
nocion de segunda cuantizacién alude a considerar las particulas como excitaciones de las

funciones de onda cuanticas.
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2.2.1. Representacion de ocupacién de niimeros

La idea béasica de la segunda cuantizacion surge del tratamiento del oscilador armoénico
cudntico en funcién de los operadores escalera (ladder operators). En una dimension, un osci-
lador arménico cudntico con Hamiltoniano H = p?/2m +mw?z?/2 (donde w es la frecuencia

de oscilacién) puede describirse en funcién de los operadores af y a como!™!
.i. 1
H = hw aa—i—§ . (2.27)

Las expresiones de a y a, en funcién de los operadores z y p, son!'%!

al = \/% <:c + m%}p) (2.28)
a= \/% (:c — mlwp) : (2.29)

De esta manera se demuestra que los autoestados del oscilador arménico |n), tales que
H |n) = hw (n+ 1/2) |n), satisfacen

aln) =+vnln—1) (2.30)
a'ln) =vn+1|n+1) (2.31)

ala|n) =n|n), (2.32)

donde 7 es un entero positivo. Notar que si el estado fundamental del sistema es |0), tal que
H |0) = hw/210), entonces a' |0) = |1). Asi, cualquier autoestado |n) puede obtenerse al ir

aplicando a' sucesivamente sobre |0), esto es

aT "
|n>=( ) UF (2.33)

donde el factor v/n! surge de normalizar los autoestados. Este procedimiento sugiere que
los operadores a' y a pueden interpretarse como operadores de creacién y destruccién, res-
pectivamente. Es decir, el operador a crea un cuanto de energia fw y mueve el oscilador
al siguiente autoestado; el operador a destruye un cuanto de energia hw y baja el oscila-
dor al anterior autoestado. Lo crucial aqui es que estos cuantos de energia se comportan
como particulas, de forma tal que puede pensarse al proceso como adicion o sustraccién de
particulas al sistema.

En la segunda cuantizacion lo que se hace es, basicamente, generalizar a cualquier siste-
ma el formalismo de los operadores a! y a en el oscilador arménico cudntico. Esto conlleva,

describir un sistema de muchas particulas indistinguibles en funcién de operadores que crean
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y destruyen las particulas. Suponer entonces un sistema de muchas particulas, con estados
disponibles €1, €, .... Suponemos que el sistema estd ocupado de forma tal n; particulas ocu-
pan el estado e, con k = 1,2, .... Como las particulas son indistinguibles, solo nos interesa
cuantas ocupan cada estado. Esto da lugar a lo que se conoce como representacion de ocupa-
cion de numero, donde el sistema se representa como |ny, n, ..). El ingrediente fundamental
de la segunda cuantizacién es que la fisica se representa con los operadores y no con los es-
tados (kets) cudnticos. Recordar que para un oscilador cudntico, cualquier autoestado puede
obtenerse partiendo del estado fundamental |0) y aplicando af. Generalizando esta idea, el

estado |nq,ng, ..) se describe como

Iny,ng,..) = H< ) \0 (2.34)

k

Aqui, el estado |0) se piensa como el estado vacio del sistema, es decir, sin particulas. Para
que la formulacién sea consistente, los operadores de creacién y destruccién deben cumplir
con la indistinguibilidad de las particulas, y las condiciones de simetria ante el intercambio
de las mismas. Esto implica que, por ejemplo, un estado |1,1) puede obtenerse al aplicar
sobre |0) primero ai y después ag, o viceversa. En ambos casos se obtiene el mismo estado
final |1, 1), por lo que

alal = Xalal, (2.35)

donde )\ es una constante. Existen dos posibilidades' A = +1, correspondiendo a los casos en
que la funcién de onda es simétrica (+1) o antisimétrica (-1) ante el cambio de particulas. Las
particulas correspondientes son los bosones y los fermiones. Dependiendo del caso cambian
las relaciones de conmutacion entre los operadores de creacion y destruccion. Para los bosones
(A = 1), se tiene alal = alal y en general [ai, aﬂ = aia} —a;ai = 0;;. Esto implica que no hay
limite en la cantidad de particulas que pueden ocupar cada estado cudnticol’®!l. En cambio,
para los fermiones (A = —1), se tiene aia; = —agai y en general {ai, a}} = aia} —l—a}ai = 04,
es decir los operadores anticonmutan. Esto implica que los fermiones satisfacen el principio
de exclusion de Pauli, tal que cada estado cudntico puede estar desocupado o ocupado con
un unico fermion. Vale destacar que, al igual que en el oscilador cuantico, existe el operador
de ntmero n; = a,tak, tal que ny|nq,ng,..) = Nig|ni,ng,..), donde Ny son la cantidad de
particulas en el estado cuantico ;. Luego, para bosones N > 0 no tiene limite, mientras
que para fermiones N, = 0, 1.

El formalismo de la segunda cuantizacién se aplica no solo en la representacién de los

estados cuanticos, sino también se extiende a la representacion de cualquier operador. Para

'En sistemas bidimensionales uno puede considerar A # +1. Las particulas resultantes tiene una es-
tadistica fraccionaria y se conocen como anyones.
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operadores de una particula, digamos en general A, su representacién es!'%!]

A= ZAQBCLLCLB, (2.36)
af

donde A,3 = (a| A|B), siendo |a) y |B) estados de particula simple, que satisfacen las
relaciones de clausura 1 = Y |a)(a| y 1 = > ;|B) (8. Fisicamente, el operador A en
segunda cuantizacién puede interpretarse como la destruccién de una particula con ag, la
multiplicacién con el elemento de matriz A,g, y la posterior creacién de una particula con
al,, sumando sobre todas los estados del sistema. Un ejemplo de esta representacién es
el operador de nimero n = ) al a,. Otro ejemplo es el Hamiltoniano de una particula
libre H = p?/2m, que en segunda cuantizacién toma la forma H = dop (p%/2m) np, donde
Np = aLap.

De manera similar se pueden describir los operadores de dos particulas, los cuales surgen
al considerar las interacciones en el sistema. En segunda cuantizacién, un operador A de dos

particulas toma la formal'®!!

A= Z Aamgaga;avalg, (2.37)
afByo

donde A,p,5 = (o, f] A |v,0). Nuevamente podemos hacer la misma interpretacién fisica
que antes. Es decir, el operador de dos particulas en segunda cuantizacion involucra todos
los procesos que destruyen dos particulas (a, y as), multiplicaciéon con los elementos de
matriz A,s.s, v la creacién de dos particulas (af, y a;). Un ejemplo de esta representacion
es el operador de interaccion electronica entre dos particulas, que en segunda cuantizacién

adquiere la forma, en el espacio de momentos,

~ 1 -
V= 5 Z anI)1+qa;f>2—an2ap17 (2.38)

P1p29gq

donde Vq es la transformada de Fourier del potencial Coulombiano entre dos particulas. La
expresion de V en segunda cuantizacion da lugar a la interpretaciéon de la interaccién entre
dos particulas a través de particulas que llevan la fuerza. Es decir, podemos pensar a V como
un proceso de scattering donde una particula inicial con momento po envia una particula de
fuerza con momento q, reduciendo su momento a p, — q. La particula que lleva la fuerza
es adsorbida por otra particula que venia con momento p;, aumentando su momento final a

P1 + q. El proceso puede representarse mediante diagramas de Feynman.
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2.2.2. Modelo de Tight Binding

El método de Enlace Fuerte (Tight Binding: TB) es un modelo semi-empirico para cal-
cular las propiedades electrénicas en sélidos cristalinos!'%?. Es aplicable a situaciones en las
cuales las funciones de ondas de los electrones se encuentran fuertemente ligadas a los sitios
atémicos de la red cristalina (de ahi su nombre). Representa, por lo tanto, el polo opuesto
del modelo de electrones casi-libres (near free electron model), aplicable sobre todos a los

metales de los grupos I-IV de la tabla periédical'o?.

En el modelo de TB, en cambio, los
centros de red representan una fuerte perturbacién al movimiento de los electrones en el sis-
tema. Ejemplos de estos sistemas son precisamente los materiales basados en carbono, como
el grafito o el grafeno. También los materiales 2D tales como el siliceno o el germaneno. De
hecho, la razon de que se formen estos sistemas 2D radica justamente en los fuertes enlaces
entre sus atomos.

Desde el punto de vista tedrico, la fuerte ligadura de los electrones a los sitios de la red
sugiere que es conveniente expandir el Hamiltoniano del sistema en funcién de los orbitales
atémicos de los iones aislados. Esta representacion da lugar a lo que se conocen como estados
de Wannier, que bésicamente pueden pensarse como los correspondientes orbitales locales
en una red cristalina. En otras palabras, los estados de Wannier son funciones de ondas
electrénicas localizadas alrededor de los sitios de red. Su definicién es a partir de los estados

de Bloch, que en una banda electrénica son funciones de ondal'%?

Ui (r) = ™M (r), (2.39)

donde u (r) es una funcién periédica con la periodicidad de la red, i.e. u(r) = u(r + R),
donde R es un vector de red. En funcion de los estados de Bloch, se definen los estados de

Wannier como 164

1ZB

1 —ikR
IR (r) = Zk: e By (1), (2.40)

donde N son la cantidad de celdas primitivas en el sélido y 1ZB es la primera zona de
Brillouin. Notar que mientras los estados de Bloch dependen del vector de onda k, los
estados de Wannier dependen del vector de red R. Es importante recalcar que a pesar de
que los estados de Bloch son autoestados del Hamiltoniano del sélido cristalino, en general
los estados de Wannier no lo son.

Usando el formalismo de la segunda cuantizacion, es posible utilizar los estados de Wan-
nier para construir el modelo de TB. El punto de partida es que los estados de Wannier
forman una base ortonormal, como puede verificarse de la definicién (2.40). Esto implica

que, en notacién de Dirac, satisfacen |r) = ) g [¢r) (¢r | I), donde |r) son los estados del
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2. Métodos tedricos

espacio real. Luego podemos decir que los estados de Wannier inducen la transformacién’
fr) =) ¢x, (r)al, (2.41)

donde, siguiendo la notaciéon usual, denotamos la sumatoria sobre R como una sumatoria

sobre los sitios i = 1,2,..., N de la red. En la ecuacién anterior, el operador a' (r) crea un

T

electrén en r, mientras que el operador a; crea un electrén en un sitio R; de la red. De

manera similar, teniendo en cuenta la ec. (2.40) tenemos

Q
= —+

ik-R;
ek Rigf (2.42)
fz
1ZB

al = \/_ Z e~k Righ, (2.43)

Ahora bien, sabiendo que los estados de Bloch son autoestados y por lo tanto diagonalizan
el Hamiltoniano cristalino, en segunda cuantizacién se tiene que H = ), ekaLak, donde ¢y
son las energias de los electrones en el sélido (teniendo en cuenta el potencial cristalino).
Luego, usando la ec. (2.42) obtenemos H = N~'3 3, e ®i—Rilg qla, por lo que el
Hamiltoniano de TB queda

H =Y tyalay, (2.44)

donde definimos t;; = N71Y, e®i~Rie  Esta representaciéon de H describe a los elec-
trones como ligados a los sitios de red 7, a traves de los operadores de creacién y destruccién
aI y a;. El parametro t;; mide la fuerza de la interaccion entre los sitios, y usualmente se
lo conoce como integral de solapamiento (hopping). En efecto, de acuerdo a su definicién,
los elementos de t;; dependen del solapamiento entre los orbitales atéomicos en cada sitio
de la red. En el caso atéomico extremo, no hay solapamiento entre orbitales y los niveles de
energia €, son constantes y degenerados, por lo que t;; = d;: no hay intercambio posible
entre distintos sitios de la red.

El modelo de TB dado por la ec. (2.44) es til en el caso usual de que solo las interaccio-
nes a primeros vecinos son apreciables. Esto corresponde justamente a estados fuertemente
ligados, donde el solapamiento entre distintos orbitales es débil. Més atin, en sélidos cristali-
nos uniformes se pueden considerar t;; = —t a primeros vecinos (y t;7 = 0 de otra manera),

de forma que el Hamiltoniano de TB toma la forma simple

H=-t) ala;, (2.45)
(i)

'En lo que sigue, para simplificar obviaremos el espin de los electrones. De todos modos su inclusion es
trivial.
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donde (ij) indica sumatoria solo a primeros vecinos. Este modelo de TB sera la base con la
cual se calculan las propiedades electronicas en los materiales 2D a energias cercanas al nivel
de Fermi. Vale destacar que el valor de ¢ depende del célculo detallado de como y cudles
son los orbitales que se solapan en la red cristalina, lo que a su vez depende de qué atomos
esta compuesto el material. En los materiales 2D, valores tipicos de t se encuentran en el

rango 1 ~ 3 eV [0,

2.2.3. Modelo de Hubbard

El modelo de Hubbard es la extensiéon mas simple del modelo de TB, considerando las
interacciones entre electrones. Estas interacciones pueden tener importantes consecuencias
y alterar de manera significativa las propiedades de los materiales (por ejemplo, las masas
efectivas o la velocidad de Fermi). El punto de partida es la expresién de las interacciones
entre electrones en segunda cuantizacién [ec. (2.38)]. Teniendo en cuenta el espin o de los
electrones, en el espacio de sitios de red la interaccion entre electrones adopta la forma
V= Zii’jj/ Uii’jj/ajo.az/o_/ajo-ajlo—/, donde 164

Usirjjr = %//Qﬁ{z (r) OR, (r)V(r—r) Qﬁ{i/ (r') ¢Rj/ (r') drdr’. (2.46)

En principio, considerando 1% y el Hamiltoniano cristalino, uno podria resolver la fisica del
problema. Sin embargo, esto no es posible debido a la complejidad de V, por lo que se suelen
hacer algunas aproximaciones. La situacién mas simple se da en el régimen atémico, donde
el solapamiento entre orbitales vecinos es débil y el modelo de TB es buena aproximacion.
En tal caso podemos tomar solo la interaccién Coulombiana en cada sitio, de forma que

U'““CLJr CET 1Qig! Qi — Zz Unmnu,, donde

ioco’! 0o

solo Uy = U/2 es no nulo, y entonces V = >

Nig = ajaaw es el operador de nimero. De esta manera, considerando solo interaccion a

primeros vecinos, se obtiene el modelo de Hubbard ['%!]

H= —tz ala; + UZ Unipngy. (2.47)
(ij) i

Fisicamente, este Hamiltoniano representa la interaccién a primeros vecinos entre electro-
nes, con la condicion de que la doble ocupacién en un sitio de la red es penalizada por la
interacciéon Coulombiana entre electrones. Es decir, la interaccion entre electrones se asume
que es significativa solo cuando ocupan el mismo sitio de la red. Por esta razon, el modelo de
Hubbar representa lo que se conoce como correlaciones a corto alcance. Notar que, siguiendo

el principio de Pauli, solo dos electrones de distinto espin pueden ocupar el mismo sitio.
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2.3. Modelo de Anderson

El modelo de Anderson pretende describir la formacién de momentos magnéticos locales
en una impureza magnética adsorbida en un material no magnético. Para esto toma en
cuenta el modelo de Hubbard para la interaccion electrénica, junto con la interacciéon de TB
a primeros vecinos, considerando a su vez la hibridizacién de la impureza adsorbida con la

red cristalina. De esta manera, Anderson propone el Hamiltoniano[!'®!

H = Hyy + Hog + Heorr + Hgq. (2.48)

Aqui, Hy es la energia sin perturbar de los electrones libres en el metal, cuya expresion es

Hyy = ZakcLack,g, (2.49)

ko

donde €y es la energia de los electrones con momento k, o = +1 indica el espin del electrén,
mientras que CLU y ko son los operadores de creaciéon y destruccién!'®; el operador de
numero es Nk, = chckJ. En los metales, los electrones libres descritos por Hyy consisten
usualmente de los electrones s y p de las capas libres, aunque en algunos casos (por ejemplo
Sc), los electrones libres pueden extenderse a la capa o],

El segundo término Hyy es la energia sin perturbar de los estados d en la impureza.
Anderson considera a estos estados en la impureza como no degenerados, aunque como él
mismo recalca, el modelo se puede facilmente extender a varios niveles en las capas d o f.

Teniendo en cuenta entonces un solo nivel de energia en la impureza, resulta

Hou=EY ¢} cao, (2.50)

donde F es la energia en la impureza, 0270 y ca. los operadores de creacién y destruccion,
siendo ng, = cL7acd,U el operador niimero de electrones con espin ¢ en la impureza. El tercer
término H.,.. es la energia de repulsién de los electrones en la capa d de la impureza, es
decir,

Hcom« = UndTndi, (251)

donde 7]

//!% r1)| —‘Id)d (r2)|? dr1drs. (2.52)

Vale destacar que el modelo solo considera la interaccion electrénica para los electrones
d dentro del impureza. Es decir, no se considera la interaccién e — e para los electrones
libres. Esto es razonable puesto que los electrones libres estan mucho mas extendidos que

los electrones en la impurezas, y por tanto tienen un mayor screening que en el atomo.
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Finalmente el tltimo término en el Hamiltoniano de Anderson tiene en cuenta la inter-

accion s — d de los electrones libres con la impureza. La expresion general es

Hyq = Z Vik <CLgcd,(7 + cz7gck,a> , (2.53)

k,o

donde Vi es la matriz que indica cémo es la hibridizacion en la impureza. El valor de Vg,
depende del sistema en particular, en relacién a cémo es la impureza (dtomo adsorbido),

dénde estd adsorbida (qué tipo de sitio), y cudl es el metal no magnético.

2.3.1. Funcion de Green y método autoconsistente

La solucién total del problema, para el Hamiltoniano dado por la ec. (2.48), consiste en
encontrar los autovectores y autovalores. Esto solo puede hacerse, en general, usando méto-
dos perturbativos!'. Sin embargo, en el estudio de la formacién de momentos magnéticos
locales, solo interesa encontrar promedios relacionados con las energias del problema. Asi,
la propiedad relevante a calcular es la densidad de estados (DOS) pg4, con espin ¢ en la
impureza, puesto que ésta determina su ocupacién y por tanto cuando se produce momento
magnético. En el estado fundamental, la DOS p,, determina el nimero de ocupacion (ngq)

en la impureza

(nae) = / ’ Pao (€) de, (2.54)

—0o0
donde p es el potencial quimico (energia de Fermi) del sistema. Asi, existe formacién de
momento magnético solo si (ng+) # (na,). La densidad de estados puede calcularse utilizando

la funciéon de Green, formalmente definida como

1
G=—-—-»—. 2.55
e+is— H ( )

De aqui, la DOS pg, puede obtenerse tomando la parte imaginaria de las componentes de G

en la impureza['%7]
1 g
pao (€) = —;Im[ ad (E)ls50 (2.56)

donde G, (¢) = (d,o | G | d,0), siendo |d, o) los autoestados en la impureza con espin o.

Para obtener (G9; de manera analitica, se suele utilizar la aproximacién de campo medio en

el término de Hubbard dado por H.,., [ec. (2.51)]. Esto implica considerar (%%l

Uncnncw ~ Z U (nd,,g> Ndo — U (nd,T> <nd,¢> . (257)
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De esta manera se demuestra que, al encontrar la funciéon de G invirtiendo H y proyectando

sobre la impureza, G9, puede escribirse comol!1%16]
ad (€) ! (2.58)
)= ——— _
dd S E

donde z = e+is, E, = E4+U (ng—,) es la energia en la impureza més la correlacién electréni-
ca, v X, es la autoenergia para el espin 0. Esta autoenergia proviene de la hibridizacién de
los electrones libres con la impureza, lo cual es tenido en cuenta por medio de Hy, [ec. (2.53)].
La parte real de 3, determina el residuo Z, ' =1 —ReX, /e (que a su vez determina el shift
en la energia F,). La parte imaginaria de X, determina el ensanchamiento (broadening) de
la DOS en la impureza. Asi, la ec. (2.56) queda

1 Im>,

pao (&) == (Z-'e — B,)* + (Im%,)? (2:59)

La expresiones de ImY, v Z~! dependen, naturalmente, de cdmo es el sistema en cuestion.

Finalmente, para estudiar la formacién de momentos magnéticos, debemos integrar la
ec. (2.54) para encontrar (n,,), y de aqui determinar cudndo (ng+) # (ng ). Ahora bien,
puesto que en la DOS py, dada por la ec. (2.59), la energia £, = E+U (ng_,) depende de la
ocupacién del espin opuesto (ng_,), la obtencién de (n,,) solo puede realizarse de manera
autoconsistente. Es decir, empezando desde una ocupacion de prueba para las ocupaciones
(nas), se calcula pg, por medio de la ec. (2.56), y con estd se integra la ec. (2.54) para

obtener los nuevos (n4,); el proceso se repite hasta obtener convergencia.
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Capitulo 3

Propiedades electrénicas de los

materiales 2D

Debido a su naturaleza bidimensional, los materiales 2D poseen propiedades tinicas, no
presentes en sistemas 3D. Por ejemplo, el grafeno es unas 200 veces mas fuerte que el acero,
y posee una gran conductividad eléctrica y térmica. Dichas cualidades estan relacionadas
con las propiedades electrénicas a bajas energias, cerca del nivel de Fermi: los electrones se
comportan como fermiones relativistas. Asi, los materiales 2D resultan un sistema accesible
experimentalmente para estudiar fenémenos relativistas.

En este capitulo se describen las propiedades electronicas de los materiales 2D utilizando
el modelo de Tight Binding (TB). Se demuestra que, a bajas energia, se obtiene un Hamil-
toniano efectivo del sistema analogo a la ecuacion de Dirac. A partir de esto se considera el
efecto de un campo magnético en el sistema y se calculan los niveles de Landau, los cuales

seran la base para la descripcion de las oscilaciones magnéticas en los capitulos siguientes.

3.1. Grafeno

El grafeno es un material bidimensional, formado por atomos de carbono dispuestos en

23] Representa la estructura bésica de otros materiales

tales como el grafito” o los nanotubos de carbonol*’]

cada vértice de una red hexagonal
. Desde la obtencién experimental de
grafeno en 2004, por los cientificos rusos Andre Geim y Konstantin Novoselov!!l, el grafeno ha
ganado mucha atencion debido a sus increibles propiedades. Entre éstas destacan su increible

2529 Desde el punto de vista

resistencial?>?¥ y gran conductividad térmical?*?* y eléctrica
de la fisica fundamental, el grafeno es una material inico ya que permite estudiar fendémenos
mecéanico-cudnticos relativistas!'*'%!, muchos de los cuales son inobservables en la fisica de

altas energias.
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3. Propiedades electronicas de los materiales 2D

3.1.1. Propiedades basicas del carbono

La estructura electronica del grafeno se debe, en gran medida, a las propiedades del
carbono que lo constituye. Este elemento quimico, la base de la quimica organica, posee 6
electrones, de los cuales 4 son de valencia. Su estructura electrénica es 1522522p* y son los
electrones de valencia quienes forman los enlaces covalentes, cuyos arreglos dan lugar a las
diferentes estructuras cristalinas (formas alotrépicas) del carbono, tales como el grafito*%, el
diamante!'™ o el grafenol’). La formacién de estas diferentes estructuras cristalinas estd de-
terminado por como son los enlaces entre los a&tomos de carbono. Dichos enlaces surgen de la
hibridizacién entre los orbitales s y p, dando lugar a orbitales sp. En la Fig. 3.1 se muestran
los diferentes tipos de hibridizacién.

En la hibridizacién sp?, los orbitales 2s,2p,,2p, v 2p. se mezclan para formar cuatro
orbitales hibridos. En el espacio real estos orbitales forman un tetraedro, de forma que cada
atomo de C estd enlazado con otros 4 atomos de C por medio de enlaces ¢. Esta hibridizacién
es la base de la estructura del diamante. Por otro lado, en la hibridizacién sp? los orbitales
2s,2p, y 2p, se mezclan para formar tres orbitales hibridos. Estos orbitales se encuentran
en un plano, dispuestos de forma trigonal, formando un angulo de 120° entre si. Los tres
orbitales hibridos forman enlaces o en el plano, mientras que el orbital restante 2p, forma
enlaces m perpendiculares el plano. La hibridizacién sp? es la base de la estructura de los
planos de grafito, es decir, del grafeno. La tltima hibridizacion posible es la sp, en la que los
orbitales 2s y 2p, se mezclan para formar dos orbitales hibridos, localizados en una misma

linea, formando un angulo de 180° entre si. Los orbitales restantes 2p, y 2p. forman dos

&3 o0

Figura 3.1: Diferentes hibridizaciones entre los orbitales s y p del carbono.
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3. Propiedades electronicas de los materiales 2D

orbitales deslocalizados m. Esta situacion da lugar a moléculas lineales, como por ejemplo
COs.

A partir del carbono también se derivan otras estructuras. Una de las mas interesantes
son los nanotubos de carbono: una lamina de grafeno enrollada sobre si misma formando
un cilindrol'™. En general, en funcién del arrollamiento, los nanotubos se clasifican en

40,41)

dos grupos: metélicos y semiconductores! En teoria, los nanotubos metdlicos pueden

soportar corrientes eléctricas muy superiores a las soportadas por metales como el cobre o
la plata, haciéndolos un material muy interesante desde el punto de vista tecnolégico 7173,

Resulta interesante notar que el grafeno, a pesar de ser la configuraciéon mas simple entre
todas las posibles configuraciones del carbono, fue la tltima en obtenerse experimentalmente.
La razén fundamental era que simplemente no se crefa que pudiese existir como una estruc-
tura bidimensional. E]l argumento fisico detras de esta creencia lo habfan provisto Landau*"]

y Peierls?!]

, quienes argumentaron que en un cristal bidimensional el valor medio de las
fluctuaciones térmicas de los fonones escala logaritmicamente con el tamafno de la muestra,
divergiendo en el limite termodinamico. Esto implicaria que el cristal bidimensional se desin-
tegraria. Posteriormente, Mermin extenderia este resultado a sistemas bidimensionales mas
generales, estableciendo que no existe orden de largo alcance en dos dimensiones, aunque

S[174]

solo para potenciales tipo Lennard-Jone Sin embargo, luego se demostro tedricamente

que aun en ausencia de orden de largo alcance, un cristal 2D puede mostrar propiedades

o [175]

fisicas asociadas a fases ordenada . Esto conlleva a que el cristal no se encuentre en

una situacion completamente plana, apareciendo corrugaciones y defectos como se observa

experimentalmente [ 7.

3.1.2. Estructura geométrica

En la red hexagonal del grafeno, cada atomo de carbono estd enlazado con otros tres
atomos mediante tres enlaces covalentes o. La hibridizacién de estos orbitales del C, para
estos enlaces o, es entonces del tipo sp?. El restante orbital 2p, forma los enlaces m!'77.
Desde el punto de vista electrénico, estos orbitales 7 son los responsables de las propiedades
de transporte del grafenol*192.

En la Fig. 3.2 se muestra esquematicamente la red hexagonal del grafeno. La celda primi-
tiva contiene una base de dos dtomos, los cuales a su vez definen las subredes A y B. Como se
indica en la figura, para los ejes elegidos los vectores primitivos son a; = d (Se;v + \/§ey) /2
ya, =d (3em — \/§ey) /2, donde d = 1,42 A es la distancia entre los dtomos de C en la
red'%). Las posiciones de los 4tomos A y B, en la celda primitiva, son d; = (d/2)e, y
dy = — (d/2) e, respectivamente. Cada dtomo en la red tiene tres primeros vecinos, los cua-

les forman los enlaces o en el plano. Para un atomo A, los primeros tres vecinos B estan en
posiciones n; = de,, ny = d (—ex + \/§ey) /2 yn3=—d (ex + \/gey) /2.
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™

Figura 3.2: Red hexagonal del grafeno. a; y as son los vectores de red, d; y dy los vectores para
la base de las subredes A y B, y ny, no y ng son los vectores a primeros vecinos para un sitio A.

3.1.3. Modelo de Tight Binding

Las propiedades electrénicas en grafeno se pueden describir con un modelo de Tight
Binding (TB) (seccién 2.2.2). Considerando solo interacciones a primeros vecinos para los
electrones deslocalizados 7, de los cuales dependen las propiedades de transporte en grafeno,

el Hamiltoniano de TB es! [0

(i.3)

donde aia (a;,) crea (aniquila) un electrén en un sitio r; en la subred A, mientras que b;o_ (bis)
crea (aniquila) un electrén en un sitio r; en la subred B. El parametro t ~ 2.8 eV es la integral
de solapamiento a primeros vecinos!'?), La sumatoria (i, j) indica que es solo a primeros
vecinos. El Hamiltoniano Hj, escrito en el espacio real, no es diagonal. Para diagonalizarlo
se lleva al espacio de momento considerando la transformada de Fourier de los operadores

de creacién y destruccién, dadas por a; = 3, e*%ia /V/N y by = 3, e*%ib /v/N, donde N

es el nimero de celdas primitivas en la red de grafeno. Remplazando en Hj se obtiene

Hy=—tY [gzﬁ (k) albi + &* (k) blax] | (3.2)
k

donde ¢ (k) = >_;_, €™ siendo n, las distancias a primeros vecinos en la red de grafeno (ver

Fig. 3.2). Este Hamiltoniano se puede diagonalizar considerando los siguientes operadores

1 Pk
G = f(b““w ) (33)

'En lo que sigue obviaremos el espin de los electrones, el cual serd tenido en cuenta en el modelo de TB
en el capitulo 6, al estudiar la formacién de momentos magnéticos locales.
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donde A = £1. Escrito en esta base resulta
Hy = Zt | (k)| (cLJrck,Jr - cL_ck,_) . (3.4)
Kk

Por lo tanto la relacién de dispersién en grafeno, a primeros vecinos, es e, = £t |¢ (k)|. Las
dos energias dan lugar a la banda de valencia (e, = —t|¢ (k)|) y la banda de conduccion
(ex = +t|o (k)|). La funcién ¢ (k) se puede escribir en términos de los vectores de red a;
y ag, considerando que ¢ (k) = >0 efkni = eikoni(] 4 emikar 4 o=ka) De esta manera se

obtiene

1 = £t\/3 + 2cos(k - a;) + 2cos(k - ag) + 2 cos[k-(ay — az)]. (3.5)

Figura 3.3: Izquierda: Bandas de valencia (ex = —t|¢ (k)|) v de conduccién (ex = +t|¢ (k)|)
segun la ec. (3.5). Derecha: Grafico de densidad para la energia ex como funcién de k, y ky.

En la Fig. 3.3 se muestra el grafico, en tres dimensiones, de e en funciéon de k. Como
se aprecia, las bandas de valencia (—) y conduccién (4) se tocan en seis puntos, lo cuales

se denominan puntos de Dirac!Y.

Estos puntos definen los bordes de la primera zona de
Brillouin (1ZB)[16%163 Por simetria del sistema, solo dos de estos seis puntos de Dirac son
independientes, puesto que los demas pueden obtenerse a partir de traslaciones con vectores

de la red reciprocal'd!

. Los dos puntos independientes determinan los valles K y K’ en
grafeno.

Puesto que cada atomo de carbono aporta un electréon al orbital w, y cada estado se
puede ocupar con espin up y down, entonces en el estado fundamental, sin dopar, la banda
de valencia estd llena y la banda de conduccién vacia. Por lo tanto la energia de Fermi se ubica
donde se tocan las bandas de valencia y conduccién. Esto tiene importantes consecuencias,

puesto que, como veremos, la densidad de estados donde se tocan las bandas es cero.
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3.1.4. Aproximacion a bajas energias: ecuacion de Dirac

Las propiedades electronicas de interés suceden alrededor del nivel de Fermi. Como se
menciono arriba, dicho nivel se encuentra donde se tocan las bandas de valencia y conduccion.
Para energias cercanas al nivel de Fermi, es decir a bajas energias, conviene expandir el
Hamiltoniano de grafeno alrededor de los puntos de Dirac K y K’ donde se tocan las bandas.
Estos puntos, que definen los valles K y K’, se obtienen a partir de e, = +t|¢ (k)| =0, lo

cual de la ec. (3.5) implica

K — ?),_Z (Vae. +e,) (3.6)

K — g—z <\/§ex - ey) , (3.7)

donde a = v/3d ~ 2,46 A. Expandiendo la funcién ¢ (k) alrededor de estos puntos, a primer

orden se obtiene[®?
- \/§a

#la) = —— (igz +1gy) (3.8)

donde q = k — ko, con kg = {K,K'}, y n = 1 para el punto de Dirac K, n = —1 para el
punto de Dirac K’'. Esta aproximacién es valida solo para qa < 1, lo cual a su vez implica
energias |ex| < t ~ 3 eV. Substituyendo en la ec. (3.2), el Hamiltoniano efectivo a bajas
energias resulta

H = hop (0,4, +n0oyqy) , (3.9)

donde o, y o, son las matrices de Pauli y vp = 3td/2h ~ 10° m/s es la velocidad de Fermi.
El Hamiltoniano (3.9) es similar a la ecuacién de Dirac para electrones relativistas, si la masa
fuese cero™®%. De esta manera se obtiene que en grafeno a bajas energfas, los electrones se
comportan como fermiones sin masa, con una velocidad de Fermi vg ~ ¢/300. La relacién

de dispersion, a bajas energias, es entonces
£q = thor|ql. (3.10)

Notar que la energia es independiente del valle (no depende del indice ), de manera que
existe una degeneracion de valle en la aproximacion a bajas energias.

En la Fig. 3.4 se muestra la relacién de dispersién lineal (3.10), como funcién de k
(renombrando q — k). En comparacién con la relacién de dispersién general (3.5), la energia
del sistema adquiere simetria rotacional a bajas energias. El comportamiento lineal de la
relacion de dispersién en grafeno estd en constraste con lo que sucede tipicamente en los
metales, donde la relacién de dispersién para los electrones libres es del tipo e, = h?q*/2m*,

[163]

siendo m* la masa efectiva En consecuencia, el grafeno posee propiedades tinicas no

presentes en otros materiales. Dichas propiedades son del tipo relativistas, puesto que la
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&

ky

Figura 3.4: Relacién de dispersion e = +hop k| a bajas energias en grafeno.

relacién de dispersion es la misma que para fermiones relativistas, sin masa. Entre estas
propiedades se encuentran la paradoja de Klein[', en la cual la transmisién de los electrones

a través de una barrera de potencial depende del dngulo de incidencia ']

3.1.5. Densidad de estados

La relacion de dispersion lineal, a bajas energias, implica a su vez que la densidad de esta-

dos (DOS) también posee caracteristicas tinicas!!™!™). La DOS puede calcularse facilmente

hallando la funcién de Green, que en la representacién espectral es!'%7)

1 1,
G= (27r)2/z—ekd K, (3.11)

donde z = E + is, siendo s un ndmero infinitesimal, y e, = +hovr [k| para bajas energias

[ec. (3.10)]. La DOS se obtiene tomando la parte imaginaria de la traza de G, es decir,

p(E) = lim Im [Tr(G)]

s—0t

, / d*k s
= — lim 5 3
s=0t ) (2m)° (E — Mg [K|)” + 52
1
=~ / dkks (E — Mhwpk) (3.12)
T

donde notamos |k| = k. Por lo tanto, teniendo en cuenta la cuddruple degeneracién debido

al valle y el espin, la DOS a bajas energias en grafeno es

p(E) = 215]

- 2,2 °
Th?vy,

(3.13)

La DOS es lineal con la energia, lo cual es de esperar puesto que la relaciéon de dispersién

es lineal. En particular, p (F) = 0 cuando E = 0, que es justamente donde esta el nivel de
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Fermi, y las bandas de conduccion y valencia se tocan. Es decir, grafeno es un semiconductor
con bandgap cero o un semi-metal. Esto difiere substancialmente de lo que sucede en un tipico
gas de electrones 2D (2DEG)!'", con una relacién de dispersion del tipo e, = h?k?/2m*,
donde la DOS es constante p (E),,, = gm*/27h?, siendo g un factor de degeneracién 162167,
Hay que destacar, sin embargo, que la DOS dada por la ec. (3.13) es vélida solo a bajas

energias, tales que |E| <t ~ 3 eV.

3.1.6. Niveles de Landau

A continuaciéon obtendremos el espectro de energias de grafeno bajo la aplicacion de
un campo magnético B perpendicular. De manera general, dicho espectro se obtiene del
Hamiltoniano de TB [ec. (3.2)], considerando el efecto de B a través de la substitucién de
Peierls!"%181] p — p — €A, donde A es el vector potencial asociado a B, tal que B =Be, =
V x A (tomamos el eje z como la direccién perpendicular al grafeno, ubicado en el plano
xy). Esta substitucion es valida siempre que el pardmetro de red a sea mucho menor que
la longitud magnética I = \/W , que representa la longitud fundamental del sistema en
presencia de un campo magnético. Puesto que a ~ 2,46 A y I3 ~ 260 / \/m A, 1a condicién
a < lp se satisface incluso para para campos relativamente grandes (digamos B ~ 10 T).

Considerando entonces la substituciéon de Peierls, el efecto del campo magnético es un
desfasaje teA en la funcion de onda. La resoluciéon completa del problema implicaria en-
contrar los autoestados y autovectores de la ec. (3.2) con p — p — eA. El resultado es el
patrén fractal de Hofstadter (Hofstadter’s Butterfly) para los niveles de energias!'®!%3, Sin
embargo, a fines préacticos, para energias cercanas al nivel de Fermi (< 3 eV), es suficiente
con considerar la substituciéon de Peierls en la ec. (3.9).

Ahora bien, para un campo magnético B =Be., en el gauge de Landau tenemos['®%
A = —Bye,. Considerando a su vez el efecto Zeeman!"®'®] el término pu - B = ppgBs./2
se agrega a H, donde s, = 25, /h es la matriz de Pauli actuando en los estados de espin, y
g es el factor-g (consideraremos g ~ 2, lo cual es una buena aproximacién en grafeno!'%).

Luego, para el valle K (n = 1), la ec. (3.9) resulta

H = vp [0, (py + eBy) + oyp,] — - B. (3.14)
Puesto que H solo depende de la coordenada y, podemos expresar la funcion de onda como
¢ = e (g4 YP), con /P dependiendo solo de y. Asi, reemplazando p = —ihiV, la

ecuacion Hy = Ev queda

[vpo, (—hk + eBy) — vpiho, 0, — p - B¢ = E. (3.15)
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Para obtener los autoestados FE, conviene seguir el procedimiento usual para resolver el
oscilador armoénico en mecanica cuantica, introduciendo operadores de creacién y destruc-
cién!™. En este caso, conviene introducir los operadores escalera oy = o, + i0y, de manera
que realizando el cambio de variables y' = (—hk + eBy) /v heB, resulta

[UF\/heB% (y' — ) + vF\/heB%‘ (y +3y) — - B] b = B, (3.16)

Se obtiene asi un Hamiltoniano idéntico al de un oscilador armoénico cuantico. En efecto,
definiendo los operadores de creacién y destruccién a' = (y' — d,) /V2y a= (v +9,) /V2,

nos queda
L

Fuw

{T (a+aT +o_a) — sz,uBB} Y = E, (3.17)
donde wy, = vp\/2eB/h es la frecuencia de ciclotrén!®?. Ahora bien, teniendo en cuenta
que en general a' |n) = Vn+1|jn+1) y aln) = /n|n— 1), mientras que o, |A) = 0,
o, |B) =2|A), o_|A) = 2|B), o_|B) = 0, entonces las energias de la ec. (3.17) se pueden

calcular proponiendo la funcién de onda
V) =c|n, A, +)+caln—1,B,4) +c3n, A, —) +c4ln—1,B,—), (3.18)

donde ¢; son factores a determinar y |+) representan espin up y down, tal que s, |+) = £ |+).

Luego, resolviendo el sistema se obtienen los NL
Ensr = AaV Bn — supB, (3.19)

donde @ = vpv2eh, A = +1 para las bandas de conduccion y valencia, y s = +1 para los
espines up y down. Puede probarse que, realizando el mismo procedimiento, las energias para

321 por lo que cada NL tiene una degeneracién de valle (como ocurre

el valle K’ son idénticas
sin campo magnético; ver ec. (3.10)). Como es de esperar, el efecto Zeeman introduce un
gap en los NL igual a AE = 2upB. A su vez, como sucede en el caso clasicol'%, cada nivel
de energia posee una degeneracién D = 2ABe/h (donde el factor de 2 tiene en cuenta la
degeneracién de valle) debido a que el nimero cudntico k, puede tomar valores k, = 2mm/L,
donde m es un entero y L es el lado de grafeno.

En la Fig. 3.5 se muestran los niveles de energia dados por la ec. (3.19), para la banda
de conduccién con 1 < n < 20, en funciéon de B y considerando el desdoblamiento de espin
(DE) de cada NL. Como se observa, y efectivamente nos dice la ec. (3.19), los NL en grafeno
no son equidistantes, debido a su dependencia del tipo y/n con el indice de Landau. Es decir,
la diferencia |e,, s » — €n11.5,2| depende de n. Esto contrasta lo que sucede en un 2DEG, donde

los NL son clésicos del tipo &, = aB (n + 1/2), y por lo tanto equidistantes.
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en (V)

Figura 3.5: Niveles de Landau en grafeno, dados por la ec. (3.19), para la banda de conduccién
(A=1) con 1 < n <20, como funcién de B. En rojo se muestran los NL para espin up y en azul
los NL para espin down.

La no equidistancia de los NL tiene importantes consecuencias en las excitaciones entre

(187189 En efecto, puesto que la diferencia entre los NL disminuye

diferentes niveles de energia
al aumentar n, entonces existe una mayor probabilidad de excitacién entre NL altos que entre
NL bajos. Otra cuestién fundamental es que el NL n = 0 es nulo (obviando el desdoblamiento
de espin), lo cual nuevamente contrasta con el caso clasico, donde €,-g = aB/2. A su vez,
puesto que en grafeno las bandas de valencia y conduccién justamente se tocan en el nivel
de Fermi Er = 0, entonces el NL n = 0 esta compartido con electrones y huecos, cada uno
con una degeneracién D/ 211682 Fsta peculiaridad del NL n = 0 da lugar, entre otras cosas,
al efecto Hall anémalo en grafeno?>3*199 También tiene consecuencias en cuanto a cémo es
la fase de las oscilaciones magnéticas, como veremos en el capitulo siguiente.

También es importante recalcar la dependencia del los NL en grafeno con el campo
magnético, del tipo v/B, lo cual también contrasta con la dependencia del tipo B en los

(104 Esto implica que en grafeno los NL decaen més lentamente con el campo

NL clasicos
magnéticos. A su vez, implica que el scattering de los electrones en grafeno, en un campo
magnético, es diferente que en el caso clasico. En particular, el ensanchamiento de la DOS
de los NL, debido al scattering con impurezas por ejemplo, tiene una dependencia con el
campo B que es distinta a lo que se observa en un tipico metall'??,

Por tultimo, es importante destacar que la energia de ciclotrén de los NL es relativamen-
te grande, en comparacién a un tipico metal 3DF?. En efecto, de la ec. (3.19) tenemos la
energia de ciclotrén hwy, = av/B, la cual para campos magnéticos usuales tiene un orden de
magnitud dos veces més grande que en un 2DEG %% En consecuencia, fenémenos cusnti-
cos en grafeno en campos magnéticos pueden observarse incluso a temperaturas altas!'*4.

Por ejemplo, se ha registrado el efecto Hall en grafeno a temperatura ambiente!"”!]. Como
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3. Propiedades electronicas de los materiales 2D

veremos en los préximos capitulos, la alta energia de los NL en grafeno tiene también fuertes
implicaciones en las oscilaciones magnéticas. En particular, en como afecta la temperatura

el decaimiento y la observaciéon de las oscilaciones.

3.2. Materiales 2D con buckling

Desde la obtencion experimental del grafeno en 2004, ha habido una proliferacion de
materiales 2D similares!”*). Mientras que el grafeno estd basado en Carbono, los nuevos ma-
teriales estan basados en Silicio[*), Germanio® o Estanio®¥). Estos materiales 2D poseen la
misma estructura hexagonal bidimensional del grafeno (tipo panel de abeja), de manera que
también poseen propiedades unicas, tales como una relacién de dispersion del tipo relativis-
ta a bajas energias (g ~ |k|). De hecho, algunos de estos materiales poseen caracteristicas
mas impresionantes que el grafeno, en especial en relacién a la posibilidad de manipular el

bandgap 19304,

Figura 3.6: Red hexagonal en los materiales 2D con buckling. En la izquierda se muestra la
representacién plana del hexdgono que forman las subredes A y B. En la derecha se muestra el
buckling entre las subredes A y B, que implica una separacién vertical 2] entre ellas.

A pesar de las similitudes de los nuevos materiales 2D con el grafeno, existen importantes
diferencias entre ellos. Una es la existencia de un buckling (separacién vertical) entre las
subredes A y BPY. Dicha configuracién geométrica se muestra esquematicamente en la Fig.
3.6. Vemos que, mientras que en el plano se mantiene la red hexagonal, existe una altura de
separacion 2/ entre las subredes A y B. Esta separacion implica que, por ejemplo, al aplicar
un campo eléctrico perpendicular E, se produce una diferencia de energia 2/leE, entre ambas
subredes %192,

Otra diferencia importante es la existencia de una interaccién espin-6rbita (IEO) no des-
preciable en los materiales 2D con buckling P%193194 En grafeno la IEO es despreciable!'?],
principalmente debido a su simetria plana, sin separacién vertical entre las subredes. En
cambio, en los materiales como siliceno dicha simetria se rompe debido al buckling de la red.
Esto conlleva a que el valor efectivo de la IEO en esta clase de materiales 2D no pueda,

194]

en general, despreciarse!'”. De hecho, como veremos més adelante, la IEO introduce un
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bandgap en estos materiales (recordar que en grafeno no hay un bandgap). En la Tabla 3.1

se muestran los parametros para grafeno y algunos materiales 2D con buckling.

| [t (eV) | vr (10° m/s) | a (A) | Aso (meV) [ 1 (A) ]

Grafeno 2.8 9.8 2.46 1073 0
Siliceno 1.6 5.5 3.86 3.9 0.23
Germaneno 1.3 4.6 4.02 43 0.33
Estaneno 1.3 4.9 4.70 100 0.4

Tabla 3.1: Pardmetros para grafeno y los materiales 2D 0],

En lo que sigue discutiremos las propiedades bésicas de estos materiales 2D, de la misma
manera que se hizo en grafeno. También obtendremos las propiedades electrénicas utilizando
el modelo de TB, teniendo en cuenta el buckling de la red y la IEO. En particular, nos
focalizaremos en los materiales 2D siliceno, germaneno y estaneno. De todas maneras la
discusion se puede extender naturalmente a otros materiales 2D mas recientes, con igual

estructura, tales como el fosforeno 6199,

3.2.1. Estructura geométrica

La descripcién de la estructura geométrica de los materiales 2D con buckling es similar a
la de grafeno (seccién 3.1.2), teniendo en cuenta la altura de separacién 2! entres las subredes
Ay B (Fig. 3.6). Por lo tanto, los vectores primitivos pueden tomarse como los mismos que
en grafeno, esto es, a; = d (3e$ + \/gey) [2yas=d (3ex - \/gey) /2, donde d es la distancia
entre atomos en la red. La altura del buckling se considera con la posicién de los dtomos en
la base. Asi, si z = 0 para los atomos A, entonces la base de la celda primitiva esta dada por
r4 = 0 (poniendo el origen sobre el a&tomo en la subred A) y rg = de, + 2le,, donde 2[ es la
altura del buckling entre las subredes. Para un atomo A, los primeros tres vecinos B estan en
posiciones n; = de, +2le,, ny = d (—ex + \/gey) /242le, yng = —d (ez + \/§ey) /24 2le,.

3.2.2. Modelo de Tight Binding

El Hamiltoniano de TB es similar al de grafeno [ec. (3.1)], pero teniendo en cuenta la TEO

y el buckling entre las subredes®. La IEO se debe a la interaccién efectiva del movimiento

orbital de los electrones con su espin. En general, la IEO se obtiene de la ecuacion de

Pauli [76,79]

h
HSO:—W (FXp)O', (320)
donde F = —VV es la fuerza que sienten los electrones debido a un potencial V', mg es

la masa del electrén libre y o = (0,,0,,0,) es el vector con las matrices de Pauli. En un
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material sélido existen dos componentes para la IEO: una intrinseca (o efectiva) y otra de
Rabshal'""1%8 La IEO intrinseca es debido a la componente de la fuerza paralela a la red,
mientras que la IEO de Rabsha es debido a la componente perpendicular de la fuerza. En
general, en los materiales 2D el término intrinseco es mas grande, de manera que es buena
aproximacién despreciar la IEO de Rabsha "85,

La TEO intrinseca depende de si la interaccién considerada es a primeros vecinos o se-
gundos vecinos. En materiales 2D con una estructura hexagonal, la TEO a primeros vecinos
es nula debido a la simetria de espejo (mirror symmetry) de la red alrededor de cualquier
enlace”. Solo queda entonces la IEO a segundos vecinos, la cual es despreciable en grafeno
debido a su estructura plana (alrededor de ~ 1072 meV) '), En cambio, en los materiales 2D
con buckling, la ITEO a segundos vecinos no es despreciable debido a la altura de separacién
entre las subredes. La magnitud de la IEO depende de la geometria de la red, y de como
son los valores de las integrales de solapamiento entre los diferentes orbitales, para cada tipo
de material 2D. El calculo detallado muestra que el Hamiltoniano efectivo debido a la TEO

intrinseca en los materiales 2D resulta®®

A
Hgg:li\/o_ Z UijCIaU;ﬂCj/j, (321)
Nea

donde ({7, j)) denota sumatoria a segundos vecinos, A\go es el valor de la IEO, a y § suman
sobre las subredes A y B,y 0} son las componentes de la matriz de pauli o, proyectada
en las subredes, v;; = d; x d;/|d; x d;| donde d; y d; son los vectores que conectan las
distancias a segundos vecinos d;;, tal que v;; = +1 si el hoping a segundos vecinos es en
sentido antihorario y v;; = —1 si el hoping a segundos vecinos es en sentido horario.

De esta manera, teniendo en cuenta la aplicaciéon de un campo eléctrico perpendicular
E., que genera una diferencia de potencial entre las subredes, el Hamiltoniano total de TB

en los materiales 2D queda %!l

A
H=—t Z Cjang + i% Z vijcjaajﬁcjg —elE, Z (il i, (3.22)
(i.j)ap ((i.4))aB ia

donde p; = +1(—1) para la subred A (B). El primer término en H es la usual interaccién a
primeros vecinos (como en grafeno), el segundo es la IEO intrinseca, mientras que el tercero
es la diferencia de energia entre subredes debido a E, y el buckling de la red. El Hamiltoniano
H puede diagonalizarse de manera similar a como se realizé en grafeno®”. Para simplificar,
omitiremos este procedimiento, destacando solamente que, a diferencia del grafeno, la TEO
introduce un bandgap en la relacién de dispersion, incluso a E, = 0. Dicho bandgap puede

ser modificado cambiando el valor del campo eléctrico.
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3.2.3. Aproximacion a bajas energia

La aproximacién a bajas energias del Hamiltoniano (3.22) se realiza de manera anédloga
a como se hizo en grafeno. Es decir, se expande en k alrededor de los puntos K y K’, los
cuales delimitan la 1ZB y definen los valles' K y K’. De esta manera se demuestra que, a

bajas energias, se obtiene el Hamiltoniano efectivo[*"!

H = hvp (n0,q, + 0yqy) + Ays0, (3.23)

donde vp es la velocidad de Fermi (dependiente del material 2D; ver Tabla 3.1), o son las
matrices de Pauli actuando en las subredes, n = +1 para los valles K y K', s = £1 para los
espines up y down, y

Ays =nsAso — elF. (3.24)

El factor A, tiene en cuenta el efecto debido a la IEO y la presencia de un campo eléctrico.
El Hamiltoniano (3.23) es analogo a la ecuacién de Dirac, como sucede en grafeno. De
hecho, grafeno puede pensarse como un caso particular, con Ago ~ 0y [ = 0 (red plana sin
buckling). La presencia de IEO y buckling se ve entonces reflejada como un término de masa
en la ecuacién de Dirac®!, que a su vez genera un bandgap. El valor de esta masa es diferente
para cada valle, puesto que A, depende de 1. Vale destacar que la ec. (3.23) es vélida solo
a bajas energias tales que |E| < t, donde ¢ es la integral de solapamiento, dependiente del
material (ver Tabla 3.1).

Del Hamiltoniano efectivo (3.23) se obtiene la relacién de dispersién a bajas energias

cq = £/ (hor la))? + (A% (3.25)

que es igual a la energia de un electrén relativista, con un término de masa dado por A,,.
Notar que, a diferencia de grafeno [ec. (3.10)], la relacién de dispersién (3.25) depende del
valle y el espin. Es decir, debido a un campo eléctrico £, hay una ruptura en la degeneracién
de valle y espin. La dependencia es tal que, para ambas bandas (£1), los niveles de energia
se desdoblan. En particular, puesto que |Ay;| = |[A_1 1] ¥y |A1_1| = |A_11], la energfa se
desdobla en dos, como se indica en la Fig. 3.7(a) (para elE, > Aso). El bandgap entre las
bandas es entonces 2|A,;| = 2|nsAso — elE,|, que depende del valor de E, en relacién a
E,. = Aso/el, como puede observarse en la Fig. 3.7(b), donde se graficé esqueméaticamente
el bandgap en funcién de E,. Para |E,| < E,., el bandgap es méximo para E, = 0 (igual
a 2As0) pero disminuye al aumentar |E,|, siendo cero cuando |F,| = F,, donde entonces

el material 2D se comporta como grafeno. Para |E,| > E,. el bandgap vuelve a crecer al

Notar que en los materiales 2D con buckling, las bandas de valencia y conduccién no se tocan en los
puntos K y K’, como sucede en grafeno, debido a la existencia de un bandgap causado por la IEO Aso y/o
el campo eléctrico perpendicular F,.
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incrementar |E,|. El hecho de que el bandgap pueda controlarse simplemente con el valor del
campo F, da lugar a una mayor capacidad de manipulacion de las propiedades electrénicas

en los materiales 2D con buckling, en comparacién con grafeno.

2As0

- elE, > Aso . RN
k 7E'" 0 Er EZ

Figura 3.7: (a) Relacién de dispersiéon (3.25) para elE, > Ago. (b) Bandgap 2|A,| =
2|nsAso — elE.| como funcién de E,, donde E, = \gp/el.

3.2.4. Niveles de Landau

En un campo magnético perpendicular B = Be,, los niveles de energias se obtienen con
la substitucién de Peierls!'®’) p — p —eA, donde A es el vector potencial. Como en grafeno,
esto es vélido si a < [lp, donde a es el pardmetro de red y I = \/W es la longitud
magnética. Esto se satisface a campos magnéticos moderados para todos los materiales 2D
(ver Tabla 3.1). Asi, considerando el gauge de Landau A = —Bye,, y el efecto Zeeman con
el término pu-B = pupgBs. /2 (seguiremos tomando g ~ 2 en todos los materiales 2D [186:199)

la ec. (3.23) resulta
H = vp[no, (ps +eBy) + oypy| + 0.4, — - B. (3.26)

Andlogamente al procedimiento realizado en grafeno (seccién 3.1.6), la ecuacion Hy = Ev
se puede escribir en funcién los operadores de creacién y destruccién af = (i — 9,) /V2 y
a=(y +0y) /2, donde ¢/ = (—hk + eBy) /VheB. El resultado es

hw
UTL (0+0J7 + a_ozn) + 0. Aps — 5. i B | Vys = By, (3.27)

donde a; = a, a_; = a' y wy, = vpy/2eB/h es la frecuencia de ciclotron (igual que en

grafeno). Las energias se pueden calcular escribiendo la funcién de onda para cada valle y
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espin como

[d) = alln, A, s) +bl|n—n,B,s), (3.28)

donde a” son b constantes a determinar, n es el indice de NL y |s) = |&) representa los
estados espin, tal que s, |s) = s|s). Luego, puesto que o4 |A) =0, 04 |B) =2|A), 0_|A) =
2|B),0-|B) =0,0:]|4) = |4),0.|B) = — |B) ya'|[n) = Vn+1|n+ 1), aln) = v/n|n - 1),

resolviendo la ec. (3.27) se obtiene el espectro de energia

€o,ms — S)\SO - nelEz - S,MBB (n = 0) (329)

Enms = )\\/(8)\50 —nelE.,)* + a?Bn — sugB  (n>1), (3.30)

donde A = £1 para las bandas de valencia y conduccién v o = vpv/2eh. Vale destacar que
estos niveles de energia se reducen a los de grafeno [ec. (3.19)] si Ago ~ 0y I = 0. De
manera similar a como ocurre sin campo magnético, cuando E, = 0 los NL tiene una doble
degeneracién de valle, mientras que si E, # 0 dicha degeneracién desaparece. Notar que sin
el efecto Zeeman el NL n = 0 tiene siempre dos veces menor degeneracién que los NL n > 1,
independientemente del valor de E,. A su vez, cada NL tiene una degeneracién D = ABe/h,

donde A es el area del sistema.
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Capitulo 4

Oscilaciones magnéticas en el estado

fundamental

En el estado fundamental las oscilaciones magnéticas (OM) dependen solamente de como
es la ocupacion de los niveles de Landau (NL). Asi, las propiedades unicas de los NL en los
materiales 2D, debidas a su naturaleza no equidistante y su alta energia de ciclotron, se
reflejan de manera directa en la magnetizacién. La ruptura de la degeneracién de espin,
debida al efecto Zeeman, o la ruptura de la degeneracion de valle, debido a un campo
eléctrico perpendicular, también definen el perfil de las oscilaciones. El resultado es que uno
puede mapear las propiedades del material solo con el estudio de cémo varia la magnetizacién
al variar el campo magnético. En este sentido, las oscilaciones magnéticas pueden pensarse
como una suerte de huella dactilar del material.

En este capitulo se realiza un analisis exhaustivo de las OM en el estado fundamental
de los materiales 2D. Se desarrolla primero una formulacién general, asumiendo un sistema
2D con niveles de Landau generales. Dicha formulacién se aplica luego al caso de grafeno y
los materiales 2D con buckling. La descripcién de las OM se realiza distinguiendo siempre
los casos del sistema con una densidad electrénica n. constante, o una energia de Fermi p

constante.

4.1. Formulacion general

En esta seccion se desarrollara una formulacién general de las OM en el estado funda-
mental, asumiendo un sistema 2D general. La formulacion se realizara distinguiendo entre
los casos del sistema con una cantidad de electrones N constante, y el sistema con una
energia de Fermi u constante. En cada caso se obtiene una expresién para la magnetizacion,

de donde se determina como son la fase y las amplitudes de las OM. La formulacién general

95



4. Oscilaciones magnéticas en el estado fundamental

serd luego aplicada, en las siguientes secciones, a las OM en grafeno y los materiales 2D con

buckling.

4.1.1. Niveles de Landau

Empezamos definiendo los niveles de Landau a partir de los cuales se desarrollara el
formalismo. En el capitulo anterior se vio que, en los materiales 2D, los NL tiene una de-
pendencia que difiere substancialmente con lo que ocurre en los metales 3D, o de hecho en

104 Asf, mientras los NL clésicos tiene una

el mismo gas de electrones 2D cldsico (2DEG)!
dependencia lineal con el indice de Landau n y el campo magnético B, en los materiales 2D
hemos visto que los NL son relativistas, con una dependencia del tipo v/ Bn. Esto implica
que los NL no son equidistantes, lo cual puede tener importantes consecuencias en el com-
portamiento de estos sistemas. Por ejemplo, al aumentar la ocupacion de los NL, el gap entre
los mismos decrece de forma tal que la energia de excitacién de un nivel a otro disminuye.

Otra distinciéon importante, al comparar los NL clasicos con los NL en los materiales
2D, es que estos ultimos en general pueden depender significativamente con los indices de
espin y valle, y/o otros indices, tales como el vector de onda en la direccién paralela al
plano del material (por ejemplo ante la aplicacién de un campo eléctrico paralelo!””). Este
tipo de dependencias puede decirse que son, de alguna manera, la huella de las propiedades
del material en sus niveles de energia. En otras palabras, surgen a raiz de las propiedades
geométricas y electrénicas inicamente presentes en los materiales 2D. En consecuencia, un
andlisis detallado de los NL puede permitir dilucidar caracteristicas intrinsecas del sistema
en cuestion.

Estas consideraciones requieren un esquema general para ser tratadas en el marco de las
oscilaciones magnéticas en los materiales 2D, cuya concepcion original en los metales 3D no
resulta, en general, aplicable. Por ello es conveniente realizar una descripcion de los NL que
tenga en cuenta todas sus posibles dependencias con indices (espin, valle, etc.) y variables
(campos magnéticos, eléctricos, etc.). Suponemos entonces un sistema 2D en presencia de
un campo magnético perpendicular B, con niveles de Landau discretos €,., (B; X), donde n
es el indice de NL. Con el indice v denotamos todos los otros indices (ademds de n) con los
cuales los niveles de energia pueden depender, tales como el espin s, el valle ), o el vector de
onda k. Con X denotamos todas las otras variables (ademas de B) con las cuales ¢,,., puede
depender, tales como campos eléctricos perpendiculares o paralelos, y/o campo magnético
paralelo. Vale destacar que en todos los casos existe un campo magnético perpendicular B
que causa el NL discreto n, razoén por la cual los separamos. Las demés variables o indices
pueden o no estar presentes, dependiendo del sistema en particular. A su vez, asumiremos
que cada nivel de energfa e, tiene una degeneracién o, que puede ser la degeneracién

D =AB/¢ (¢ = h/e) en caso de que los niveles de energia no dependan del vector de onda,
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4. Oscilaciones magnéticas en el estado fundamental

y/o cualquier otra degeneracién adicional al sistema, tal como la degeneracién de espin o
valle. Al igual que con €,,,, el valor especifico de o depende del sistema en particular. En la
Tabla 4.1 se muestran algunos ejemplos de estos NL en sistemas 2D. En todos los casos, a

es una constante que depende de las propiedades del material.

Sistema Niveles de energia ¢, v | X
2DEG 104 aB(n+1/2) — | -
Grafeno con DE[®? av' Bn — supB s | —

Siliceno con DE y E.P% | [(sAgo — nelE.)” + a*Bn| V2 sugB | n,s | E,

Bilayer grafeno!®! aBy/n(n+1) I

: 371
Grafeno con Ej[1°°) av/nB {1 — (EH/UFB)QW +hEk/B | k | E|

Tabla 4.1: Ejemplos de niveles de energia ¢,,., en sistemas 2D. En todos los casos a es un pardmetro
que depende del material.

En el estado fundamental del sistema sera necesario considerar como estan ordenados
los niveles de energia, en especial en el caso que la densidad electrénica sea constante. Por
ello consideraremos, de manera general, que los niveles de energfa ¢,., estan ordenados, de
manera descendente en energia, como ¢,., donde r = 1,2, 3... es el pardmetro de ordenamiento.
Este ordenamiento es para los indices {n;~}. Es decir, dependiendo del valor de las variables
(B; X), los niveles de energia siguen un ordenamiento de los indices n,;~,. Por ejemplo,
para el caso més simple de v = 0 (los niveles solo dependen del indice de NL n), esté claro
que n, = r. En condiciones usuales, con X = 0, los indices ordenados n,;~, tienen una
dependencia fija con el parametro de ordenamiento r, la cual se mantiene al variar el campo
magnético B. Sin embargo, en casos mas generales la situacién se empieza a complicar. De
hecho, como veremos més adelante, para niveles de energia con X = E, (ver Tabla 4.1), el
ordenamiento de n,.,n, y s, a campos eléctricos relativamente altos no sigue un patron fijo,

de forma tal que la dependencia de los indices con r depende de las variables (B; X).

4.1.2. Oscilaciones magnéticas para N constante

Para el caso de una densidad electréonica n,. constante, trabajamos en el ensamble canéni-
col'?154 " donde la variable fundamental es la energia de Helmholtz F, que en el estado
fundamental (7" = 0) es igual a la energia interna U. Consideraremos n,. asociada a la banda
de conduccién, de manera que ignoraremos la contribucién no oscilatoria de la banda de
valencia. Asi, asumimos n, = N/A, donde N son la cantidad de electrones de conduccién

y A es el area del sistema 2D. El control del valor de n. puede deberse, por ejemplo, a la
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4. Oscilaciones magnéticas en el estado fundamental

e [118:149,200] © Asumiremos que los niveles de energfa ¢, (B; X)

aplicacion de un gate voltag
estan ordenados, de manera descendente, como ¢,, donde r = 1,2,3... es el parametro de

ordenamiento.

4.1.2.1. Energia y magnetizacion

En el estado fundamental la energia del sistema es la minima posible, por lo que solo se
llenan los niveles de energfa més bajos. Cada nivel de energfa tiene degeneraciéon' D = \Ang,
donde ng = Be/h es el flujo magnético unidad y A es la degeneracién adicional debida al
espin o valle. En los materiales 2D, el nivel n = 0 es compartido por electrones y huecos,
de forma que para los electrones de conduccién su degeneraciéon es D/2. Por simplicidad
asumiremos n, v B tales que el NL n = 0 est4 siempre ocupado y entonces lo ignoraremost.
Los restantes N —2D /X electronesi! llenan los NL n > 1. El ntimero de niveles completamente
llenos es" ¢ — 1 = floor [(N — 2D/)) /D], que en funcién del factor de llenado v = n./ng

puede escribirse

g — 1 = floor {”;21. (4.1)

Esto implica que existe un cambio de nivel de energia para factores de llenado v = g\ + 2,
donde ¢ es un entero. El ultimo nivel de energia €, esta, en general, parcialmente lleno con
N —2D/X — D (q — 1) electrones. Definimos a § = N/D — 2/\ — (¢ — 1) como el factor de
ocupacién del dltimo NL ocupado (0 < 8 < 1), tal que D8 electrones ocupan el nivel ¢,. En

funcién del factor de llenado se tiene

-2 -2
9:]/)\ —ﬂoor[y)\ } (4.2)

De esta manera le energia interna es

q—1
U= De, + Dbe,. (4.3)

r=1

'En lo que sigue asumiremos que los NL no dependen del vector de onda k y por lo tanto tienen
degeneracién Anp (para cada indice 7). Este serd la situacién para los casos en que aplicaremos la formulacién
general. De todos modos, la generalizacion es trivial considerando una degeneracién arbitraria g.

0 ignoramos puesto que nos interesan aquf las oscilaciones magnéticas, causadas por los cambios que
ocurren en el dltimo nivel de energia ocupado (ver seccién 2.1.2).

iliTeniendo en cuenta que la degeneracién extra de espin y valle estd dada por A, existen 4/ niveles de
energia por cada NL n. Asi, el nivel n = 0 de conduccién estd ocupado con % (%) = 2D /) electrones, de
manera que restan N —2D/X electrones para llenar los NL n > 1. Notar que siempre se tiene 2D /A = 2Anp,
independientemente de A.

VAqui, v en lo que sigue, notaremos por conveniencia la cantidad N de NL n > 1 completamente
ocupados como Ny = ¢ — 1, donde ¢ es un entero mayor que 1. Emplearemos esta notacién para que, al
ordenar los niveles de energia como ¢, los primeros r = 1,2, ..., ¢ — 1 estdn completamente llenos, y el ultimo
nivel parcialmente ocupado es con r = g, i.e. .
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4. Oscilaciones magnéticas en el estado fundamental

La magnetizacion en el estado fundamental, para N constante, se calcula como M =
— A1 (0U/dB) . Teniendo en cuenta que dD/OB = D/B 'y 00/0B = —N/DB, de la

ec. (4.3) obtenemos

1 U U?
M:B(neeq_ﬂ_ﬂ)’ #4)
donde definimos
9 Oe
8 — r '
U _E:DaBH)eaB‘ (4.5)

r=1
La expresién de M, ec. (4.4), nos indica que al variar B la magnetizacién oscila de manera
discontinua. Esto se debe a saltos discontinuos en €, o U?, siendo la energfa interna U siempre
una funcién continua. Las discontinuidades producidas por €, ocurren siempre que g cambia,
al variar el campo B o la densidad electrénica n,. Asi, cuando se produce un cambio ¢ — ¢—1

(lo cual implica que el campo B aumenta), las discontinuidades AM son en general
Te

donde
Ay =¢g4 — €41 (4.7)

El otro tipo de discontinuidad que puede producirse en M es debida al término U?. Como se
verd en detalle mas adelante, este tipo de discontinuidad solo aparece en presencia de niveles
de energia que no tienen un orden especifico. En otras palabras, el término U? es discontinuo
cuando existe una variacién en el orden los niveles de energia, sin que haya un cambio en gq.
En consecuencia, el andlisis de las discontinuidades causadas por U? sera postergado a los

casos donde ocurren.

4.1.2.2. Oscilaciones magnéticas

A continuacién analizaremos, de manera general, las caracteristicas de las OM asociadas
a los saltos discontinuos en ¢, al variar ¢, donde las discontinuidades en M estdn dadas
por la ec. (4.6). La expresion y orden de estas discontinuidades dependen, naturalmente, de
como estan ordenados los niveles de energia, lo cual solo puede explicitarse para cada caso
en particular. Aun asi es posible realizar una descripcién general asumiendo la existencia de
un ordenamiento. Suponer entonces, de manera general, que para un dado material 2D el
ordenamiento de los niveles de energia es conocido. En otras palabras, para los niveles de
Landau ¢,,, definidos en la secciéon 4.1.1, n, y =, son funciones conocidas del pardmetro de
ordenamiento r. En particular, nos interesa el cambio en estos indices en la tltima posicién
ocupada, lo cual denotamos como A,. En general Aq = {Ang; Ay, } = {ng—ng—1;7 —7Y4-1}

para todos los indices presentes. Ahora bien, asumiendo un ordenamiento tal que Agq se
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4. Oscilaciones magnéticas en el estado fundamental

repite cada ¢ cambios en ¢, entonces existen ¢ tipos de discontinuidades en M, los cuales
denotamos como i = 1,2, ..., ¢. El pico i ocurre cuando ¢ toma valores {i,¢ 4,20 + i, ...},
y si {A}; A} son los correspondientes cambios en los indices, luego el cambio en el tltimo

nivel de energia es

Agi = Engiyg — gnq—A%;’yq—A%' (48)
Cada pico ¢ produce una discontinuidad en la magnetizacién con amplitud
n
Ai = —EAEZ'. (49)

B

Estas discontinuidades dan lugar, como término dominante, a una oscilacién tipo diente de
sierra (SO: sawtooth oscillation) en las OM en el estado fundamental (seccién 2.1.3). Para
cada pico 1, el correspondiente periodo se puede determinar considerando que ocurre cuando
q toma valores {i,0 + i,2¢ + i,...}, es decir, si ¢/¢ — i/l es un entero. Luego, identificando

(g—1) — (v —2) /A (ec. (4.1), de manera general para todo campo magnético), las SO

resultan
=1
Mso,; = A, — sen (2mpy;) , (4.10)
™™
p=1
donde o 1 5
Te ,
- S 1. 4.11
V=BT (l 3 ) (4.11)

El término v; puede considerarse la fase de las OM. Notar que efectivamente el pico ¢
ocurre cuando ¥; = n € N, lo cual implica ¢ = {i,¢ + i,2¢ + i,...}. Las SO totales son
Mgo = Zle Mo ;. La siguiente contribucién a las OM esta dado por un término cosenoidal,
como se obtuvo en la ec. (2.20). Esta oscilacién continua se puede obtener facilmente notando
que, para las partes oscilantes de M y U, se tiene Moz, = —A ™ (0U,s./OB) 5. Esto implica

que, de acuerdo a la ec. (4.10), el primer término en la serie de U, ; deberia ser de la forma

Upsei = Z 2 cos (2mpi;) (4.12)

donde C; satisface Myse = —A ™1 (OU,s/OB)y, por lo que 2C; (0y;/0B) = AA;. Luego

obtenemos la expresiéon para las OM

Mosc ) MSO K + Acos K Z ( COS (27prz) ) (413)
T

1 @ 94,
Acosi =~ 135 [Ai%m B (aB>
21 ¥

7

donde

(4.14)
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4. Oscilaciones magnéticas en el estado fundamental

donde denotamos wfn) = 0";/0OB™ la derivada de orden n de 1); respecto de B. Las OM to-
tales son M,,. = Zle Msc;- Vale notar que en la préctica es buena aproximacion considerar
que las OM, en el estado fundamental, estdn dadas simplemente por el término dominante
Mso. Esto es particularmente cierto cuando 1; > 1, lo cual implica n.¢/B > 1, es decir que
muchos niveles estdn ocupados (¢ > 1). En efecto, teniendo en cuenta que 0A;/0B suele ser
despreciable atin si A; depende de B (ver secciones que siguen), y que @Di(") ~ 1 /B" |ver ec.

(4.11)], luego la relacion entre la amplitud de las series seno y coseno en M, ; €s

(4.15)

Por lo tanto si ¢; > 1 podemos despreciar la serie coseno en la ec. (4.13). Resolviendo

entonces la serie seno, se obtienen las OM

~

M, Zi arctan [cot ()] . (4.16)

™

Esta aproximacion es valida si ¢ no es pequeno, es decir, si la ocupacién de grande. Esto
implica campos magnéticos no muy grandes y densidades electrénicas relativamente altas.
Como estimacién, considerando como referencia n, ~ 102 ecm™2, la condicién n.¢/B > 1
implica B [T] < 40, de manera que incluso para campos relativamente altos, la ec. (4.16) es

una buena aproximacién para las OM en el estado fundamental a NV constante.

4.1.3. Oscilaciones magnéticas para u constante

Para el caso de p constante, trabajamos en el ensamble gran candnico, donde la variable
fundamental es el gran potencial Q = F — N En concordancia con el caso N constante,
consideraremos p > 0 tal que solo la banda de conduccién contribuye a las OM y entonces
ignoraremos la contribucién de la banda de valencia!. El control de ;1 puede deberse a la

aplicacién de un gate voltage, al igual que el control de n, para N constante.

4.1.3.1. Gran potencial y magnetizacion

Consideraremos entonces p tal que f niveles de energia estan completamente llenos.
Nuevamente ignoraremos, por simplicidad, la contribucién del NL n = 0, asumiendo valores
de B y p tal que esta siempre ocupado y no contribuye a las OM. Luego, en funcién de los

niveles de energia ordenados ¢, para los NL n > 1, el gran potencial en el estado fundamental

'Estamos tomando el cero de referencia de la energia en el punto de Dirac. Esta convencién se mantiene
a lo largo de toda la tesis.
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4. Oscilaciones magnéticas en el estado fundamental

Q=) "Dz —p), (4.17)

donde f es la dltima posicién ocupada tal que e < p < e741. Notar que, a diferencia del caso
N constante, para p constante los niveles de energia ¢, < p estan siempre completamente

llenos (cada uno con D electrones). Esto se debe, naturalmente, a que no hay restriccién en

la cantidad de electrones. La magnetizaciéon es M = —A~! (9Q2/0B) ,.» de lo cual obtenemos
e S ~ Dok, (4.18)
T AB T & A0B |

donde se utiliz6 0D/0B = D/B. Puesto que {2 es siempre una funcién continua, las dis-
continuidades en M a u constante se producen solo debido al dltimo término en la anterior
ecuacién. Si f cambia a f + 1 (lo cual implica que B decrece), el salto discontinuo en M es
D 8€f+1

AMf—>f+1:_Z 55 (By),

(4.19)

donde By es el campo magnético para el cual se produce el cambio en f, determinado por
er41 (Bf) = p. La ec. (4.19) da la amplitud de las SO en la magnetizacién a p constante.
El signo menos en AM nos dice que la magnetizacién decrece al aumentar la cantidad de

estados ocupados, dada la suposicion inicial f — f 4+ 1.

4.1.3.2. Oscilaciones magnéticas

En lo que sigue obtendremos expresiones para las OM, teniendo en cuenta la amplitud
de las discontinuidades en M a p constante. La expresion de estas discontinuidades depende
del sistema particular, de la misma manera que sucede en el caso N constante. Sin embargo,
a diferencia de lo que ocurre a N constante, para p constante no es necesario ordenar los
niveles de energia para explicar las OM. En cambio, el valor fijo del potencial quimico u
actia de manera natural como el pardmetro de ordenamiento, puesto que las OM ocurren
siempre que €,,, = p. Por lo tanto resulta conveniente separar los picos en las magnetizacion
de acuerdo a los indices v, definidos en las seccién 4.1.1, considerando cada pico causado
por el cambio en el NL n. En otras palabras, para cada uno de los indices 7y, consideramos
los picos en la magnetizacién (discontinuidades) debidas al cambio de NL. Para ver cémo
funciona esto, considerar en general el pico que ocurre cuando &,,, = p, para cada indice .

Luego uno puede resolver €,., = p para n, obteniendo en general

vy = 1 — 1 =4, (1, B, X). (4.20)
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La funcién 1, depende de i y de los niveles de energia, pero en cualquier caso 1, determina
cudndo ocurren los picos: si ¥, = n con n € N. La correspondiente amplitud A, de las
oscilaciones diente de sierra (SO) en las OM estd dada por la ec. (4.19), que en funcién de

1, se puede escribir como

D 0Oe,.y
= : 4.21
Y .A aB _—y ( )
Luego, las SO asociadas a cada indice ~ resultan
1
Mso,=A,» —sen(2mpy,). (4.22)
p=1 [

La ec. (4.22) da, para cada indice v, la contribucién de las oscilaciones diente de sierra a
las OM. La siguiente contribucién oscilatoria se puede obtener de la misma manera que se
hizo en el caso N constante. Es decir, sabiendo que {2,,. oscila de manera continua, y que

Myse = =A™ (0Q0se/OB) ,.» entonces el primer término en la serie de Qusc s de la forma

)
osc,w - CW E

p=1

5 cos (2mpy, ), (4.23)

donde C,, satisface Moz = —A™* (0€05:/0B),, de forma que 2C, (0, /0B) = AA,. Por lo

tanto las OM para p constante quedan

o0

1
Mosc Y MSO,V + Acos,v Z F COs (27pr7) 9 (424)

p=1

PO I P A 2™
cos,y 2¢§1) ’Yw’(yl) OB

Las OM totales son Mys. = > . Mose- La expresion general (4.24) es completamente anédloga

donde
(4.25)

la expresion para las OM en el caso N constante [ec. (4.13)], con la diferencia de sumar sobre
las indices 7y en vez del indice £. Sin embargo, esto es una analogia solo en la forma matemaética
de las expresiones, puesto que como veremos mas adelante, existen importantes diferencias
en cuanto las fases 1; y ¥, en cada caso. Aun asi, la analogia formal de las expresiones como
funcion de la fase ¥ permite el mismo tipo de aproximacion a las OM en el caso de alta
ocupacion, tal que ¢, > 1. En efecto, considerando que 0A,/0B suele ser despreciable si
A, depende de B, de las ec. (4.21) y (4.25) se obtiene

~ i (4.26)

Uy

Acos,’y
A

Y
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Luego si ¢, > 1 podemos despreciar la serie coseno en la ec. (4.24) y entonces

Myse =Y % arctan [cot (m1),)] . (4.27)

Y

Para cada indice v, esta aproximacion es valida solo si ¢, no es pequeno. Esto, a diferencia
del caso N constante (donde la ec. (4.16) es valida si la ocupacién ¢ es grande, lo cual
solo depende del campo magnético y la densidad electrénica), depende en general del valor
de p1 y de la expresién particular de los niveles de energfa ¢,.,. Sin embargo, dado que en
todos los casos €., aumenta con el campo B, la condicién 1), > 1 en general requiere
campos relativamente bajos (digamos B < 10 T), y potenciales quimicos p relativamente
altos (alrededor de u ~ 107! eV). De todos modos vale decir que, a fines précticos, en los

casos de interés donde estudiaremos las OM, la validez de 1; > 1 implica 1), > 1y viceversa.

4.2. Grafeno

Como fue obtenido en la seccién 3.1.6, en un campo magnético perpendicular B los niveles

de energia para la banda de conduccién, incluyendo el efecto Zeeman, son
€ns = aVBn — supB. (4.28)

donde o = vpV2eh, n = 0,1,2... es el indice de Landau, y consideramos g = 2 para el
factor-g en grafeno. En el formalismo de la seccién 4.1.1, existe un solo indice v = s = +1
(espin), y ninguna otra variable X = 0. Los NL no dependen del valle, de manera que existe
una doble degeneracién de valle. Luego la degeneracién de cada nivel de energia (con NL
n>1)es D=2AB/¢p, donde ¢ = h/e es el flujo magnético unidad.

4.2.1. Oscilaciones magnéticas para N constante

Siguiendo el formalismo de la secciéon 4.1.2, la degeneracién adicional debido al valle es
A = 2. Por lo tanto, de la ec. (4.1), en el estado fundamental el niimero de niveles de energia

con NL n > 1 totalmente llenos es
v
q — 1 = floor [§ — 1} : (4.29)

donde v = n.¢/B. Esto implica que existe un cambio de nivel de energia para factor de
llenado v = 2q = 2,4,6, .... Por otro lado, de la ec. (4.2), la ocupacién parcial del iltimo

nivel de energia resulta 6 = v/2 — floor [v/2].
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4. Oscilaciones magnéticas en el estado fundamental

Para considerar el ordenamiento de los niveles de energfa (4.28), tenemos que considerar
que podria haber una mezcla de los espines si el desdoblamiento de los niveles de energia es
tal que para un dado nivel de Landau n se tiene €,4; 4+ < €, , lo cual implicaria que los
estados con energia €,11,;+ se llenan antes que los estados con energfa €,._. Esto sucederia si
aVB (\/F — \/ﬁ) < 2upB. Asi, para ¢ niveles llenos, considerando que cada nivel puede

ser ocupado con espin up o down, la condicion para la cual el mezclado de espin empieza se

VB (\/g— \/?) < 2upB. (4.30)

En consecuencia, la condicién de mezclado de espin depende de la densidad electrénica n,

puede aproximar como

y el campo magnético B. Esto es debido a que los NL no son equidistantes, de manera que
la relacién entre la energia de Zeeman y la separacion de los NL depende naturalmente de
cudl es el ultimo NL ocupado'. Sin embargo, es facil verificar que para campos magnéticos
usuales, la ec. (4.30) se satisface solo para densidades electrénicas mucho mas grandes que
las que satisfacen la aproximacién de onda largal'®®?l. En otras palabras, para las densidades
electrénicas que satisfacen la ec. (4.30), la energia de Fermi er asociada no satisface ep < t
(donde t ~ 3 eV es la integral de solapamiento). En consecuencia podemos decir que no
hay mezcla de espin dentro de la aproximacion de onda larga en grafeno. Por lo tanto el
ordenamiento de los niveles de energia es tal que los valores v = 2,6, 10, ... corresponde a un
cambio de NL, mientras que los valores v = 4,8, 12, ... corresponden a un cambio de espin
en el mismo NL.

De esta manera, los niveles de energia ordenados en grafeno pueden escribirse

g, = ay\/Bn, — s,ugB (4.31)
1

n, = floor [T i ] (4.32)

s = (=1)", (4.33)

donde r = 1,2, 3... es el parametro de ordenamiento. Puesto que existe un ordenamiento fijo,
la energfa U? [ec. (4.5)] varfa de manera continua (al igual que U), y las discontinuidades
en la magnetizacién esta producidas solo por los cambios discontinuos en el tltimo nivel
ocupado &,. Ahora bien, el ordenamiento dado de ¢, es tal que Ag = {An,; As,} se repite
cada ¢ = 2 cambios. El pico i = 1 corresponde a un cambio de NL y espin (An, = 1

y As, = 2), que ocurre cuando ¢ = {3, + 4,20 +i,..} = 1,3,5,... (¢ impar). El pico

'En un gas de electrones cldsico 2D, con NL equidistantes e, s = aB (n + 1/2) — supB (siendo a una
constante que depende del material), la condicién de mezcla de espin es a < 2ug, lo cual es independiente
de la densidad electrénica y el campo magnético. De hecho, para electrones libres resulta a = 2upg, lo cual
implica que €,,41,4+ = €p,—. Sin embargo, en sistemas reales la masa efectiva es distinta a la masa del electrén
libre (y en general el factor-g no es exactamente g = 2), con lo cual a # 2up.
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4. Oscilaciones magnéticas en el estado fundamental

i = 2 corresponde a solo un cambio de espin (An, = 0 y As, = —2), que ocurre cuando
q={i,0+1i,20+1,..} =2,4,6,... (¢ par). Teniendo en cuenta la ec. (4.31), los cambios de

energia en cada caso son

Aslza\/ﬁ<\/q;1—\/q;1>—2m§8 (4.34)

Aey =2upB. (4.35)

Reemplazando ¢ = v/2 [ec. (4.29)], de la ec. (4.9) se obtienen las amplitudes de las discon-

tinuidades en la magnetizacion

Arg = 31/2 (\/ +2— \/V—2> — 2n.uB (4.36)
As = 2n.up, (4.37)
donde notamos LS para el pico ¢ = 1 y S para el pico ¢ = 2, a fin de indicar que las

discontinuidades corresponden a un cambio de NL y/o espin en cada caso. La correspondiente
fase de las OM, ec. (4.11), resulta ({ =2y A =2, con i = 1 para Ayg y i = 2 para Ag)

_negp 1
Yrs = 15 3 (4.38)
Nt
g = B (4.39)

Notar que estas fases efectivamente implican que los picos LS ocurren cuando v = 2 (2n + 1)

y los picos S cuando v = 4n, con n > 1 un entero. La contribucién de las SO a las OM es

Mso = Arg Z — sen [27rp <Z‘ﬁ - 1)} Ag Z — sen (27rpne¢) ) (4.40)

p=1

De la ec. (4.14) obtenemos las amplitudes de la serie coseno en las OM!

4B 0Arg

AS = A 4.41

LS eab { L ( OB )} 4l

AP = A 4.42

S negb S ( )

donde oA .
LS 4

= —A; | —— -1 4.43

(aB) 2B L( Z_4 ) (4.43)
"Para asegurar la continuidad de la relacién M,,. = —A " (OUosc/OB) \ para cualquier campo magnéti-

co, en la ec. (4.36) debe tratarse al factor de llenado v = ne¢/B como funcién de B, considerando entonces
Ov/OB = —v/B.
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4. Oscilaciones magnéticas en el estado fundamental

donde A, = Aps+ Ag es la amplitud de las discontinuidades en la magnetizacién debido solo
al cambio de NL. Notar que si la ocupacién es alta v > 1 se tiene 0A;s/0B — 0y entonces
A8 ~ 4BALs/n.¢ = 4ALs/v, que es la misma relacién que existe para AY® y Ag. En tal
caso, como v > 1, se tiene |A5*°/A;| < 1y la serie coseno se puede despreciar. Finalmente,

las OM en el estado fundamental quedan

cos Eoo 1 ne¢ 1 cos - 1 ne¢
Mosc = MSO+ALS W COS |:27Tp <4B — 5):| +ALS WCOS (27Tp 43) . (444)
p=1 p=1

9 9
2 x10 ‘ ‘ ‘ ‘ 8 x10
—ne =2 x 10" cm 2 —ne =4 x 102 cm 2
15 : 6 I
1 ] \ \
~ ~
> >
L ot 2
-0.5
At
15 ‘ ‘ ‘ ‘ 8 ‘ ‘ ‘ ‘
0.5 1 1.5 2 2.5 3 0.5 0.52 0.54 0.56 0.58 0.6
1/B (1/T) 1/B (1/T)

Figura 4.1: Oscilaciones magnéticas dadas por la ec. (4.44), en funcién de 1/B, para los casos de
densidad electrénica n. baja y alta.

En la Fig. 4.1 se muestran las OM dadas por la ec. (4.44), como funcién de B!, conside-
rando los casos de densidad electrénica baja y alta. En el primer caso, n. = 2 x 10! ecm=2,
practicamente solo se observa el pico LS, con amplitud Ay g, aunque es posible discernir la
pequena discontinuidad que aparece debido al pico S, con amplitud Ag. Es decir, para esta
densidad electrénica se tiene Ayg > Ag, y uno bien podria directamente obviar el DE de los
NL. Esto cambia al considerar mayores densidad electronicas, como se observa en la figura
de la derecha, para n. = 4 x 10'2 cm~2. Alli se ve més claramente la contribucién del DE
a las OM, con los picos de amplitud Ag que aparecen entre los picos LS. Asi vemos que la
amplitud relativa de las OM depende fuertemente de la densidad electronica del sistema.

Otra cuestion que se puede observar en la Fig. 4.1 es como cambia el perfil de las OM
al aumentar v. En particular, vemos que cuando n. es pequena, a campos magnéticos altos
(bajo B™1) existe una pequeiia curvatura en las OM, la cual progresivamente desaparece al

aumentar v. Este comportamiento es debido a la serie coseno en la ec. (4.40), cuya contri-
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4. Oscilaciones magnéticas en el estado fundamental

bucién oscilatoria (que es continua) se refleja en un cambio de curvatura en M,,.. En otras
palabras, el efecto de la serie coseno en la ec. (4.40) es cambiar la curvatura de las SO. Notar
que este efecto no se observa a densidades electrénicas altas (figura derecha), donde las OM
son practicamente SO. Como ya se observé anteriormente, este comportamiento se debe a
que al aumentar la densidad electrénica aumenta la ocupacién de los NL (v > 1), en cuyo
caso |A5/A;| < 1, y las OM en el estado fundamental se reducen a una simple SO. Luego,

resolviendo la serie (4.40), para v > 1 resulta

ALS ne¢ 1 AS ne¢
Moge >~ — arctan {COt |:7T <4B 5)} } + - arctan |cot ( 7 1B . (4.45)

4.2.1.1. Efecto del desdoblamiento de espin

En primer lugar, conviene primero analizar las OM sin DE; lo cual se realiza considerando
1 — 0 en las ecuaciones previas. En tal caso Ag = 0 y las tnicas discontinuidades en las
magnetizacion son debidas al cambio de NL. La amplitud A; de estos cambios estd dada

por la ec. (4.36), con Ag = 0, lo cual implica

ane
ALZW<\/1/+2—\/1/—2>. (4.46)

Esto corresponde al cambio de NL en el 1ltimo nivel ocupado. Es interesante notar que esta
expresion difiere significativamente con la esperada para un gas de electrones 2D clasicos
(2DEG), como ocurren por ejemplo en las heteroestructuras GaAs. En efecto, para NL
clésicos del tipo ¢, = aB (n + 1/2), simplemente se tiene A¢4 = an.. Es decir, en un
sistema 2D clasico la amplitud de las OM no depende del campo magnético ni del factor de
llenado v de los NL. En contraste, la expresion (4.46) para el grafeno depende tanto de B
como v. Esta dependencia es especialmente pronunciada para bajos factores de llenado. En el
caso de v relativamente alto, tal que \/v/2 +1—/v/2 — 1 ~ \/2/_1/, se tiene Ay, ~ am.
Cabe destacar que, en general, la expresién (4.46) también puede escribirse en funcién de

la diferencia del nivel de NL que corresponde a la amplitud A;. Es decir, para un salto del

ultimo NL ocupado (n — 1) al siguiente n (o viceversa), la discontinuidad en la magnetizacion

Al % [a@ - a\/W] . (4.47)

Ahora consideremos el efecto que tiene el DE en las OM. Como ya se ha mencionado, en

€S

grafeno, debido a la alta frecuencia de ciclotrén de los NL, el DE es en general relativamente
pequeno (es decir Aey, > 2upB). Esto implica que en la mayoria de los casos es factible
directamente despreciar al DE, si uno no se encuentra en situaciones extremas (i.e. campos
B muy grandes), o situaciones donde el espin en si es el factor de estudio. El caso de las OM

es peculiar puesto que, en el estado fundamental, las oscilaciones se manifiestan de manera
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4. Oscilaciones magnéticas en el estado fundamental

discontinua. Esto quiere decir que, por mas pequeno que sea el DE de un NL, su efecto
dard lugar a una discontinuidad en la magnetizacion al variar el campo magnético. Como

una discontinuidad es un cambio abrupto, el efecto puede decirse que se magnifica.

] x10"

o
3

o

M (eV/Tem?)

05F ™

1 . . . . .
0.514 0.516 0518 0.52 0.522 0.524 0.526
1/B (1/T)

Figura 4.2: Magnetizacién en grafeno, con y sin DE (efecto Zeeman), para n. = 1 x 10 cm 2.

Para dar una idea grafica de como afecta el DE a las OM, en la Fig. 4.2 graficamos la
magnetizacién para una densidad electrénica alta n, = 1 x 10 em™ (para magnificar el
efecto del DE), considerando las situaciones con DE y sin DE (tomando pp — 0). Debido al
DE se aprecian dos efectos: uno es la aparicion de discontinuidades en M en valores v = 4n,
con amplitud Ag = 2n.up, vy la otra es la reducciéon de las discontinuidades en M en valores
v =2(2n+ 1). Ya sabemos que sin DE la amplitud de las OM es Ay, [ec. (4.46)]. Con DE,
dicha amplitud pasa a ser Apg = A — Ag. Asi, puede pensarse que los nuevos picos debidos
solo al cambio de espin, con amplitud Ag, provienen de una disminucién de la amplitud de
los picos debido al cambio de NL. En otras palabras, el DE reduce los picos A;, en la misma
magnitud que incrementa los nuevos picos Ag. Este comportamiento, de tipo conservativo,
no es mas que un reflejo de la conservaciéon de la cantidad de electrones. Otro punto a tener
en cuenta es que, al considerar el DE, todo cambio en ¢ (en el ultimo nivel ocupado) implica
un cambio de espin: de espin up a down cuando solo hay cambio de espin y se producen
los picos con amplitud Ag, v de espin down a up cuando a su vez hay cambio de NL y se

producen los picos con amplitud Ajg.

4.2.1.2. Amplitud de las oscilaciones

La magnitud de los picos Ag depende linealmente con la densidad electronica n., lo cual
implica que la observacién del DE en las OM depende de cémo es el dopaje en grafeno.

Esta dependencia ya se observo en la Fig. 4.1, donde se ve que el efecto del DE incrementa
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4. Oscilaciones magnéticas en el estado fundamental

al aumentar n.. Una medida de este efecto se obtiene al considerar la relacién entre las
amplitudes Arsy Ag. Dicha relacién depende no solo de la densidad electrénica, sino también
de las escalas de energia Aey y 2Bup de los cambios de NL y espin, respectivamente. Debido
a la peculiaridad de los NL en grafeno, esta diferencia depende a su vez del llenado de los

niveles de energia. En efecto, tomando el cociente entre Ay y Ag se tiene

ALS . «
AS N 4/LBBl/2

<\/1/ T2 Voo 2) ~ 1 (4.48)

Asi vemos que la relacién entre Apg v Ag depende de B y n.. En comparacién, en un 2DEG,
siendo A;, = an, (ver discusién arriba), se tiene A;g/As = a/2up — 1, independiente de B y
ne. En tal caso, si a > 2up entonces el DE es siempre despreciable. En contraste, en grafeno

el DE es, en general, despreciable o no dependiendo del valor de B y n,.

10

2 4 6 8 10
ne (cm~2) %1012

Figura 4.3: Relacién Apg/Ag entre los picos LS y S en las OM, en funcién de la densidad electréni-
ca ne, para un factor de llenado v = n.¢/B = 10.

En la Fig. 4.3 se muestra Apg/Ag en funcién de la densidad electrénica n., para un
factor de llenado v = n.¢/B = 10. Se ve entonces que la relacién entre Ars v Ag depende
fuertemente de n.. Para densidades electrénicas n, ~ 1 x 10'? cm™2 se tiene A;g > Ag, en
cuyo caso el DE se puede practicamente despreciar, como en general se ha hecho al estudiar
las OM en grafenol®°!l, Sin embargo, al aumentar n,. la relacién entre A;g/Ag disminuye,
y entonces el efecto del DE se vuelve cada vez mas apreciable. Cabe destacar que para v

suficiente alto, tal que Ay, ~ a\/n./¢, la relacién entre Apg y Ag resulta

ALS ~ (6] 1
AS B 2,U/B V ne¢

Asi, el efecto relativo del DE en las OM depende solo de la densidad electrénica n., y

~1. (4.49)

las propiedades del material. La dependencia del tipo n. 2 de Aps/Ag con la densidad
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electrénica, como se observa en la Fig. 4.3, es caracteristica de los NL relativistas y no

equidistantes en grafeno.

4.2.2. Oscilaciones magnéticas para u constante

De acuerdo al formalismo de la seccion 4.1.1, los niveles de energfa (4.28) en grafeno
tienen un solo indice ¥ = s, y ninguna variable extra ademds del campo magnético (i.e.
X =0). La fase ¢; de las OM a p constante se determina por la condicion (4.20). Resolviendo
1= av/Bn — sugB para n se obtiene n = B~ (i + supB)® /a?. Por lo tanto

1 (p+supB\° _ p? (1 2sup
! ~ (L , 4.50
4 B ( « ) a? \ B * I (4.50)

donde en el tltimo paso aproximamos pp B/ < 1, como sucede usualmente. De esta manera,
las OM a pu constante son periédicas en B~!, al igual que sucede en el caso N constante.
Sin embargo, la fase de las oscilaciones, para cada espin, es diferente. En efecto, los campos
en los cuales ocurren las OM (discontinuidades en el estado fundamental) se dan cuando
Ys = n, con n un entero positivo. Por lo tanto, despejando B de v, = n, se obtiene que de

los picos de magnetizacion ocurren para campos

SN (4.51)

B,s w

donde w y A; son la frecuencia y fase de las oscilaciones, con expresion

W= (ﬁ)2 (4.52)

«

A, = 25KB. (4.53)

I

Notar que w = [A(1/B)]", donde A (1/B) = 1/Bpni1.s — 1/By es el periodo de las OM
para el espin s. Esta frecuencia es la misma para cada espin ya que la dependencia de los
niveles de energia con s es solo a través del efecto Zeeman, que es independiente del NL.
La diferencia entre las OM para cada espin estd entonces dada solo por la fase relativa Ag
que si depende de s. Especificamente, los picos estan desfasados |2A;| = 4up /@, y como en
general |2A,w| < 1, el resultado es dos OM para cada espin con un pequeno desfasaje entre
si que es mucho menor que el periodo de las oscilaciones. Este comportamiento resulta en la
observacion de una pequena discontinuidad debida al DE, de manera similar a lo que sucede

en el caso N constante. En funcién de la frecuencia y la fase A, = sA, donde definimos
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A =2up/u, la fase total ¥; puede escribirse

by = w (é + sA) . (4.54)

Las amplitudes de las OM, para cada espin, se obtienen de la ec. (4.21), con la degeneracion

D = 2AB¢. En grafeno, para los niveles de energia (4.28) se tiene

Oens a |n 1
s = 8 = —— (e — supB). 4
0B ~ 2\ B~ 8= g (Ene —susb) (4.55)

Por lo tanto, como ¢, s = pt cuando n = 1), la amplitud de las OM es

A== (= spaB). (4.56)
Esta amplitud da las discontinuidades de las OM en el caso p constante. Notar la diferencia
que existe con la amplitud de las discontinuidades en las OM para N constante [ec. (4.36) y
(4.37)]. Mientras que para N constante la amplitud depende, en general, del factor de llenado,
para p constante vemos que la situacion se simplifica considerablemente. La amplitud A;
depende solo del potencial quimico p (igual a la energia de Fermi en el estado fundamental),
y el DE de los niveles de energia.
Teniendo la amplitud y la fase de las OM, la contribucién SO a las OM, ec. (4.22), resulta

1 1
Mso = Z A, Z 7T_p sen [27rpw (E + 3A>} ) (4.57)

s==+1 p=1
Las amplitudes de la siguiente contribucion a las OM, dada por la serie coseno, se determinan

con la ec. (4.25). Teniendo en cuenta la ec. (4.56), se obtiene

cos __ B 3
AL = b ( i+ 25,uBB> : (4.58)

Finalmente, las OM a u constante quedan entonces

— 1 1
Mosc — MSO 4 Z Agosz (7T )2 COs |:27pr <§ + SA):| . (459)
s==1 p=1 p

Este resultado generaliza, teniendo en cuenta el DE, la ec. (1.6) obtenida por Sharapov et
al. en grafeno con p constante .

En la Fig. 4.4 se muestra la magnetizacién dada por la ec. (4.59), como funcién de 1/B,
para (a) bajo py (b) alto o (lo cual viene a ser andlogo a baja y alta densidad electrénica

en el caso de N, Fig. 4.1). Como se observa, en el caso de u bajo (u ~ 10 eV como orden de
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4. Oscilaciones magnéticas en el estado fundamental

magnitud), las OM se ven practicamente como una tnica oscilaciéon. En cambio, para p alto
el efecto del DE se ve mas claramente en las OM. Este efecto se refleja de manera similar
a lo que sucede en el caso N, con lo que parece ser una pequena discontinuidad en las OM.

Sin embargo, como veremos a continuacion, el origen de esta discontinuidad es diferente.

%107 x107

-- =20 meV--u =30 meV—py =40 meV 8+t |- =200 meV--u =250 meV—yu =300 meV|

M (meV/TA?)

2 2.5 3 3.5 4 4.5 5 1.1 1.1 1.12 1.13 1.14 1.15
1/B (1/T) 1/B (1/T)

Figura 4.4: OM dadas por la ec. (4.59), como funcién de 1/B, para (a) bajo uy (b) alto u, donde
u es la energia de Fermi.

También se puede apreciar, en la Fig. 4.4, que a bajo u las OM presenta una pequena
curvatura, la cual desaparece a mayor p. Al igual que en el caso N constante, esto se debe
la serie coseno en la ec. (4.59), cuya contribucién es apreciable solo si la ocupacién es baja
(p es pequeno). En efecto, de las ec. (4.56) y (4.58), considerando que upB/u < 1, se tiene
A% /A, ~ B/w. Si > 0,1 eV entonces w = (u/a)” > 10 Ty A?/A, < 0,1B[T]. Asi, a no
ser que B sea muy grande, tenemos AS*/A; < 1. Este no es el caso para valores pequenos
de p, donde incluso para valores grandes de B uno podria tener A%* /A, > 1. Esto se puede
ver en la Fig. 1(a), donde para valores pequenos de p la serie coseno en la ec. (4.59) produce
una pequena curvatura en las OM. De todas manera, puesto que para observar el DE en las
OM se requiere valores relativamente altos de i, en lo que sigue obviaremos la contribuciéon
de la serie coseno en la ec. (4.59) y trabajaremos con las OM, en el estado fundamental,

dadas por las SO de la ec. (4.45). Esta serie puede ser resulta obteniéndose

Mose = ) % arctan {cot [mu (é + SA)] } . (4.60)

s==1
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4.2.2.1. Efecto del desdoblamiento de espin

A continuacién analizaremos en detalle la expresion (4.60), en particular el efecto del
desdoblamiento de espin (DE) en las OM. Primero que nada, notar que aunque cada espin
tiene diferente amplitud Ay, de la ec. (4.56) tenemos |A; — A_1| = ppB/, lo cual en general
es muy pequeno en relacién a A,. Por otro lado, como ya se menciond, las OM son periddicas
en 1/B, cada espin con frecuencia w pero con una diferencia de fase entre ambos de 2A =
4up/p. Esto nos dice que el efecto del DE en las OM depende fuertemente del valor de p,

como efectivamente se puede observar en la Fig. 4.4.

0.12

(a) 1 —AM_/A
S +
--2Aw
0.1F
(b)
A
0.08}
M
2 - 0.06
M, .
AM
s Pl
0.04
NS
/ 0.02
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Figura 4.5: (a) Representacién esquemaética del efecto de DE en dos picos de OM, localizados en
1/By =1l/w—Ay1/Bs =1/w+ A. El efecto del DE depende de la amplitud AM; y la diferencia
de fase 2A = 4up/p. (b) Grafico de los pardmetros AM;/Ay y 2Aw como funcién de p, donde
AM; estd dada por la ec. (4.61) y Ay = |A1 + A_1] /2 = p/¢. La frecuencia w y la fase A estan
dados por las ec. (4.52) y (4.53).

A partir de la expresién (4.60) podemos calcular la magnitud del DE en las OM a p
constante, teniendo en cuenta el punto minimo del primer pico y el punto méximo del segundo
pico, como se muestra esquematicamente en la Fig. 4.5(a). Consideramos que ambos picos
corresponden a un NL n, de forma que el primer pico ocurre en 1/B = n/w — A, mientras
en segundo pico ocurre en 1/B = n/w + A. Luego, de la ec. (4.60) se tiene que en el punto
minimo del primer pico la magnetizaciéon vale M; = A;/2 — A_; arctan [cot (2nwA)] /7,
mientras que en el punto méximo del segundo pico My = A; arctan [cot (2nwA)] /m— A_1/2.

Luego podemos decir que la amplitud AM, del DE esta dada por

AM, = Ay <1 _2 arctan [cot (27TwA)}) : (4.61)
7r
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4. Oscilaciones magnéticas en el estado fundamental

donde A, =|A; + A_1| /2 = p/¢. Una mejor medida de la magnitud del DE en las OM es
tomar la relacién entre AM; y la amplitud de cada pico de espin, la cual puede aproximarse
como A, puesto que A; ~ A_;. Por otro lado, también podemos analizar el ancho del
DE en las OM, dado por la diferencia de fase 2A = 4up/p. Este ancho también afecta
la visualizaciéon del DE en M, puesto que para valores bajos de u, la fase 2A se vuelve
insignificante en relacién al periodo de las oscilaciones. De esta manera conviene comparar
2A con el ancho del periodo de oscilaciones, dado por 1/w = (a/p)*.

En la Fig. 4.5(b) graficamos AM /A, y 2Aw, como funcién de la energia de Fermi pu.
Podemos observar que para valores u < 100 meV tenemos AM,/A, ~ 1072, mientras que
también 2Aw es muy pequeno, lo cual hace que el efecto del DE en las OM sea practicamente
inobservable. Sin embargo, a energias de Fermi més altas, alrededor de p 2 250 meV, tenemos
que 2Aw aumenta y AM,/A, ~ 107! de manera que el efecto del espin se vuelve mds
evidente. En consecuencia, podemos decir que para tener en cuenta el efecto del DE en las
OM a pu constante, se requiere valores de p aproximadamente mayores que 200 meV. Notar
que este resultado no depende B, puesto que tanto AM,/A, como 2Aw son independientes

del campo magnético.

4.2.3. Comparacién entre los casos N o i constante

De acuerdo a lo visto en las secciones anteriores, las OM en el estado fundamental difieren
dependiendo de si el sistema mantiene N o u constante. Esta diferencia puede relacionarse
con cémo debe cambiar el potencial quimico p si la cantidad de electrones N debe mantenerse
constante, o viceversa. En metales 3D, estas oscilaciones de i son en general muy pequenas,
de manera que usualmente se desprecian y las OM se describen en general considerando p
constante*. La razén de esto reside en la integral de las OM sobre todas las direcciones
k (siendo & la direccién del campo magnético aplicado) en las cuales los NL dependen'. El
resultado es que las oscilaciones de p se reducen en mas de un orden de magnitud. Esto
no ocurre en los materiales 2D, al ser independientes de x, por lo que las oscilaciones de p
pueden ser significativas.

En consecuencia resulta importante estudiar ctiales son y a qué se deben las diferencias en
las OM para los casos N o u constante. El andlisis serd importante no solo para entender las
OM en el estado fundamental, sino también al considerar los efectos de decaimiento debido
a la temperatura o impurezas. En efecto, como veremos en el préximo capitulo, el analisis
de estos efectos de decaimiento es mucho mas facil de tratar en el ensamble gran canodnico,
el cual implica p constante. Es decir, el decaimiento en las OM se vera en relacion a las OM

en el estado fundamental para el caso de p constante. Asi, para entender cémo se veria dicho

Por ejemplo, los niveles de Landau en 3D para un electrén libre son &, = aB (n + 1/2) + h*k?/2m,,
donde a = efi/m, es el doble magnetén de Bohr.

5



4. Oscilaciones magnéticas en el estado fundamental

decaimiento para el caso de N constante, resulta instructivo entender las diferencias entre

las OM, en el estado fundamental, para ;4 o N constante.

4.2.3.1. Frecuencia y fase

En la secciéon 4.2.1 se obtuvo que para NN constante, las OM ocurren en valores v =
2,4,6,8, ..., donde v = n.¢/B. En particular, los cambios de NL y espin, con amplitud A,
ocurren para valores v = 2,6, 10, ..., mientras que los cambios solo de espin, con amplitud
Ag, ocurren para valores v = 4,8,12... Para u constante, en la secciéon 4.2.2 se obtuvo que
las oscilaciones ocurren para campos 1/B = n/w=2up/u, donde n = 1,2,3, ...y w = (u/a)?
es la frecuencia de las OM, con o = vpv/2eh. Para comparar ambos casos, consideramos que
ne y p estan relacionados a través de la conservaciéon de la cantidad de estados sin campo

magnético, donde la DOS por drea es p(e) = 2 || /mh*v% (ver seccién 3.1.5). Luego

o
ne = / 5T e, (4.62)
0

2,2
h?vs,

lo cual implica (1/a)* = w = ne¢/4. Por lo tanto, teniendo en cuenta las ec. (4.38), (4.39)

y (4.51), las OM ocurren en campos magnéticos

1 2n

B n.
1 4 4
_an + UB

(N constante) (4.63)

B nep avned

(u constante), (4.64)

donde n = 1,2,3, ... es un entero. Esto puede observarse en la Fig. 4.6, donde se grafico las
OM para N y p constante en grafeno, en funcién de 1/B, considerando n, = 5 x 102 cm™2.
Como vemos, la forma de las OM es diferente en cada caso. Para N constante, el pico de
espin con amplitud Ag ocurre para valores 2n/n.¢ con n par, es decir, para valores 4r/n.¢
con r entero. Por lo tanto, el pico S ocurre en el medio de los picos para pu constante,
como efectivamente se observa en la Fig. 4.6. Esto implica que, sin DE, las OM para N y p
constante estan desfasadas en la mitad de su periodo, andlogamente a como ocurre en el caso
clésico®”. Notar, sin embargo, que la causa es diferente: en el caso clasico, este desfasaje se
debe a la energia no nula del NL n = 0, mientras que en grafeno el desfasaje se debe a la

degeneracién D /2 del NL n = 0 en la banda de conduccién.

4.2.3.2. Amplitud

Como se observa en la Fig. 4.6, las OM en cada caso no solo difieren en la frecuencia de
las oscilaciones, sino también en la amplitud de las mismas. Esto determina, a su vez, como

se observa el efecto del DE en las OM. Como se vio en las secciones anteriores, en el caso de
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x10°

8 T
—— N constante

M (eV/Tcm?)

L constante

M (eV/Tcm?)

0.5 0.51 0.52 0.53 0.54
1/B (1/T)

Figura 4.6: Oscilaciones magnéticas en grafeno, para los casos N y u constantes, considerando
ne =5x 102 em™2 y u = ayv/ned/2 ~ 0,26 eV.

N constante el DE se ve a partir del nuevo pico con amplitud Ags = 2n.up que ocurre para
1/B = 2n/n.¢ con n par, y en la disminucién de la amplitud del pico Arg = A, — Ag que
ocurre para 1/B = 2n/n.¢ con n impar. En cambio, para p constante, el DE se ve como la
separacion del pico en 1/B = n/w con amplitud A = —2u/¢ (caso sin DE), en dos picos en
1/B = n/w £ 2up/p con amplitudes Ay = — (u — supB) /¢. Asi, el DE para N constante
se ve reflejado en la aparicién de una nueva OM con amplitud Ag, mientras que para p
constante el DE se ve reflejado en la separacién en dos OM con amplitudes A,. Esto nos
dice que el papel predominante en las OM para N constante es la amplitud de las mismas,
mientras que para pu constante es la fase de las mismas. En otras palabras, la presencia de
diferentes OM en el caso de N constante tiene como variable principal la magnitud de las
oscilaciones, las cuales pueden depender significativamente de la densidad electrénica. En
cambio, las diferentes OM para p constante tienen como variable principal la fase de las
oscilaciones, siendo la amplitud de la mismas no muy diferentes entre si.

En efecto, para N constante la diferencia entre la amplitud de los dos picos es Ajg—Ag =
Ay, siendo en general A;, > Ag. En contraste, para p constante la diferencia de amplitud
de los picos desfasados es |A; — A_1| = 4upB/¢ < 11/, teniendo en cuenta que en general
upB/u < 1. Este comportamiento es, naturalmente, debido al origen de las OM en cada
caso, como fue descrito arriba. Es decir, para N constante sabemos que toda oscilacién ocurre
en intervalos enteros de N/D, de forma que la fase de las oscilaciones no es una variable del
sistema, siendo ésta mas bien la amplitud de las OM. Para p constante, las OM dependen
del cruce de los niveles de energia con el nivel de Fermi pu, lo cual naturalmente da como

variable la fase de las oscilaciones.
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4. Oscilaciones magnéticas en el estado fundamental

4.3. Materiales 2D con buckling

Como fue obtenido en la seccion 3.2.4, en presencia de campo magnético B y eléctrico
E., perpendiculares, los niveles de energia para la banda de conduccién, incluyendo el efecto

Zeeman, son (para NL n > 1)

Enms = \/(s)\go - mzlEz)2 + a?Bn — sugB, (4.65)

donde o = vpv/2eh, Ago es la interaccién-espin 6rbita, [ el buckling entre las subredes A y
B, y consideramos g = 2 para el factor-g (al igual que en grafeno). Los valores de vp, Aso
y [, para los diferentes materiales 2D, estan dados en la Tabla 3.1. En el formalismo de la
secci6n 4.1.1, existe dos indices v = {n = £1,s = £1} (valle y espin), y una variable externa
X = E, (campo eléctrico perpendicular). Este campo E, rompe la degeneracion de valle, de

forma que degeneracion de cada nivel de energia es D = AB/¢, la mitad que en grafeno.

4.3.1. Oscilaciones magnéticas para N constante

Siguiendo el formalismo de la seccion 4.1.2, debido a la ruptura de la degeneracion de
valle cuando FE, # 0, los NL no poseen ninguna degeneracién extra y entonces A = 1. Luego,
segin la ec. (4.1), en el estado fundamental el nimero de niveles de energia con NL n > 1
totalmente llenos es

q— 1 ="floor [v — 2], (4.66)

donde v = n.¢/B. En consecuencia existe un cambio de energia para todo v entero, lo
cual contrasta lo que sucede en grafeno, donde la degeneracién de valle implica que hay un
cambio de energia solo para v pares [ver ec. (4.29)]. Es de esperar entonces que los cambios
de energia asociados a un cambio de valle se producen cuando v es impar.

Ahora bien, debido a la presencia del campo perpendicular E., y la consecuente ruptura
de la degeneracién de valle, el ordenamiento de los niveles de energia no es trivial. De hecho,
en general depende del valor de E,. Asi, podria ser que FE, sea suficientemente grande tal
que no exista un ordenamiento fijo de los niveles de energia (donde los cambios de valle y
espin se repiten de manera periddica), sino un tipo de ordenamiento que dependa no solo de
E,, sino también de la densidad electrénica y el campo magnético. En dicho caso podrian
darse discontinuidades en la magnetizacion que no se producen debido a un cambio en ¢
(cantidad de niveles ocupados), sino a un cambio en el ordenamiento (0 més bien mezcla)
del valle y espin. Asi, la funcién U? [ec. (4.5)] no serfa continua y por tanto contribuirfa a
las discontinuidades en la magnetizacién, lo cual, como vimos, no sucede en grafeno.

Bajo estas consideraciones, en cuanto a la posibilidad de un ordenamiento no fijo, resulta

conveniente distinguir los casos de campo F, pequeno y grande. Como veremos, en el caso
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de E. pequeno el efecto de ruptura en la degeneracion de valle es relativamente pequeno
tal que se mantiene un ordenamiento fijo, aunque dependiente del valle. En cambio, si E,
es grande entonces el desdoblamiento de valle en los niveles es suficiente para generar una
mezcla de los indice de espin y valle, y por tanto un ordenamiento no fijo.

Formalmente, los niveles de energia (4.65) ordenados se pueden escribir

Er = \/(Sr/\so — el E.)* + o*Bn, — s,upB, (4.67)

Los indices n, = 1,2,3..., n, = £1 y s, = £1 dan el NL, el valle y el espin en la posicién
ordenada r. De acuerdo a lo discutido arriba, queda claro que en general estos indices de-
penden de F., n, y B. Vale destacar que grafeno puede considerarse un caso especial, con

Aso >~ 0y 1 =0 (sin buckling), en cuyo caso no hay dependencia con E, y por tanto 7,.

4.3.1.1. Mezcla de NL, valle y espin

Como ya se menciond, el ordenamiento de ¢, depende del valor de E.. Resulta entonces
instructivo analizar como varia este ordenamiento al variar el campo eléctrico. Puesto que
las OM dependen en realidad solo del cambio en el dltimo nivel ocupado ¢,, es suficiente
con analizar los cambios en los parametros de ordenamiento » = ¢. En particular, estamos
interesados en como varfan los pardmetros ng, 1, y s, con el campo magnético, para diferentes
valores de elF,. El valor de estos parametros depende de la posicién ordenada ¢, lo cual a su
vez depende de como es el mezclado de NL; valle y espin. Teniendo en cuenta las energias
ordenadas de acuerdo a la ec. (4.67), en la Fig. 4.7 se muestran los pardmetros n,, 1, y s,
para siliceno, como funcién de v = n.¢/B y diferentes valores de elE,, considerando una
densidad electrénica n, = 10" cm 2.

Como podemos ver en la Fig. 4.7(a), cuando E, = 0 no hay un pardametro 7, puesto que
que cada nivel de energfa tiene una doble degeneracién de valle. Luego el tltimo nivel g,
cambia discontinuamente solo cuando el NL ng, el espin s, o ambos cambian. La situacién es
andloga, por supuesto, al caso de grafeno. Cuando F, # 0, la degeneracién de valle se rompe
y los niveles de energia empiezan a depender de 7,. Esto puede observarse en la Fig. 4.7(b),
donde para elE, = 5 meV los parametros empiezan a variar de manera diferente. Atn asi,
notar que tanto en la Fig. 4.7(a) como en la Fig. 4.7(b) no hay un mezclado apreciable de
los pardmetros. Esto implica que en cada caso n, siempre decrece si B aumenta, mientras
que 7, v Sq siempre alternan entre -1 y 1 de la misma manera. En otras palabras, en ambos
casos (a) y (b) existe un ordenamiento fijo y todo cambio en los pardmetros es producido
por un cambio en ¢, de manera que las discontinuidades en la magnetizacion estdn dadas
por la ec. (4.9). Sin embargo, esto empieza a cambiar si £, sigue incrementandose, puesto

que entonces los parametros empiezan a varian de manera complicada.
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Figura 4.7: Para siliceno, pardmetros ng, 1y y sq, para el dltimo nivel ocupado g4, en funcién

del factor de llenado v = n.¢/B, para diferentes valores del campo eléctrico perpendicular E,. La

densidad electrénica es n, = 102 cm™2.

Esto puede observarse en la Fig. 4.7(c), donde para elF, = 135 meV, vemos que hay
una notoria mezcla de los parametros. Ya no existe un ordenamiento fijo, y los parametros
varfan en funcién de cémo es el campo magnético. En particular, el indice de Landau n,
no crece siempre con v, como sucede para bajos E,, sino que crece o decrece (con grandes
saltos) sin un orden aparente. Notar también que, mientras en los casos anteriores (a) y (b)
los pardmetros siempre cambian cuando v es un entero (es decir, siempre que ¢ cambia),
para el /., = 135 meV vemos que esto no siempre sucede. En efecto, se observa variacién de

los parametros para v ~ 62,5 y v ~ 63,2, que no corresponden a un cambio de ¢. Dichas
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variaciones en los parametros dan lugar a discontinuidades en la magnetizacién causadas por

la funcién U? dada por la ec. (4.5).

4.3.1.2. Clasificacién de los picos de OM

Ya sabemos que las discontinuidades en la magnetizacién, en el estado fundamental, se
producen por los cambios Ag, en el tltimo nivel ocupado, y/o por las discontinuidades en
el término U?. Todos estos cambios dependen de la variacién de ng, 7, y s, Por lo tanto
se puede realizar una clasificacion de los picos de las OM en términos de cudles parametros
cambian. En general podemos definir 7 tipos de picos, considerando los cambios de NL, valle

y espin, junto con sus combinaciones. Esto puede observarse en la Tabla 4.2.

’ Cambio de NL ‘ Cambio de valle ‘ Cambio de espin ‘ Tipo de pico ‘

v X X L
v v X LV
v X Vv LS
v v Vv LVS
X v X A%
X v v VS
X X v S

Tabla 4.2: Clasificaciéon de los picos de las OM de acuerdo a los cambios en los pardmetros ngy, 1,
y Sq. Las nomenclaturas, en la dltima columna, hacen referencia a los tipos de cambios (L: cambio
de NL, V: cambio de valle, S: cambio de espin).

Cada tipo de pico tiene, a su vez, sus propios subpicos, correspondientes a los posibles
formas en las cuales los parametros pueden cambiar. El tipo de subpico puede ser identificado
a partir de los cambios en ng4, 1, v s,. En general notaremos a los subpicos como ng, donde
X ={L, LV,LS, LVS,V, VS, S} identifica el tipo de pico de acuerdo a la clasificacién de la
Tabla 4.2, mientras que 7, 77 y S indican cémo es el cambio (si lo hay) de los pardmetros. Por
convencién indicaremos el tipo de cambio al considerar v creciente (por supuesto, el cambio
es inverso al considerar v decreciente). Por ejemplo, considerar un pico LS correspondiente
a un cambio de NL n =5 — 4 y espin' 17—/, en el valle K. Luego identificamos a este pico
como LS, .

Esta clasificacién de las picos de las OM nos da una forma sistematica de reconocerlos
en un grafica de magnetizacién. Un procedimiento podria ser analizar primero cémo estan
ordenados los niveles de energia (como se realizé en la Fig. 4.7), a partir de lo cual se puede
predecir qué tipos de picos apareceran y en qué orden. Esto se realizarda a continuacién,

primero para el caso elFE, < 1 eV, donde ya vimos que existe un ordenamiento fijo, y luego

Indicaremos 1 y | a los espines up y down.
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para el caso general en el cual elE, puede tomar cualquier valor y el ordenamiento de los

niveles de energia no es fijo.

4.3.1.3. Limite elE, < 1 eV

Consideraremos valores pequenos de el E., tal que los pardmetros cambian solo cuando ¢
también lo hace. Por lo tanto en este régimen la funcién U? es continua y solo Ag, contribuye
a las OM, de acuerdo a la ec. (4.9). A fines précticos, consideraremos los campos F, = 0
y elE, = 5 meV, en cuyo caso el ordenamiento de los parametros estd dado por la Fig.
4.7. Luego, siguiendo la clasificacién de la Tabla 4.2, en la Fig. 4.7(a) podemos ver que los
posibles tipos de picos en las OM a E, = 0 son los LS y S, con orden LS, S, LS, S,... Notar
que esto es efectivamente lo que ocurre en grafeno, donde existe degeneracion de valle. Por
otro lado, en la Fig. 4.7(b) vemos que para elE, = 5 meV, los posibles picos son LS, VS y
S, con orden LS, VS, S, VS, LS,...

Para E. = 0 se mantiene la degeneracién de valle y los niveles de energia dependen
solo del NL y el espin. Por ello la situacién es analoga al caso de grafeno. Es decir, la
degeneracién adicional de cada nivel de energia es A = 2, y el nimero total de niveles (NL
n > 1) totalmente ocupados es ¢ — 1 = floor [v/2 — 1]. Las amplitudes Ay g y Ag estdn
entonces dadas por las ec. (4.36) y (4.37), que teniendo en cuenta la interaccién espin-érbita

en los materiales 2D con buckling, resultan

A N, 2)\50 2 2/\50 2
LS = 5pis ) tvr2=[(Ths) tr 2| - 2nens (4.68)

AS = 2ne,uB. (469)

Notar que Apg se reduce a la ec. (4.36) si Aso = 0. Vemos entonces que, para F, = 0, la
unica diferencia respecto de grafeno esta dada por la inclusion de la IEO, la cual a su vez
solo afecta la amplitud de las OM asociadas a un cambio de NL. Esto es de esperar, puesto
que la amplitud de las OM debido al DE solo depende del efecto Zeeman, siendo éste el
mismo tanto en grafeno como en los materiales con buckling (asumiendo por supuesto el
mismo factor-g). A su vez, para F, = 0 el periodo y la fase de estas oscilaciones es la misma
que en grafeno, y estan dadas por las ec. (4.38) y (4.39). Por lo tanto las SO para E, = 0,
en los materiales con buckling, estan dadas por la ec. (4.45), teniendo en cuenta el cambio

de amplitud Aps dada por la ec. (4.68). La amplitud de la serie coseno estd dada por la
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expresion (4.58), pero con Apg dado por (4.68) y

8ALS 1 (2)\50/@31/2)2 +v
=_—A; -1, (4.70)

0B 2B ) 2

|:(2>\50/OéBl/2) + I/i| —4

donde, como antes, A;, = Apg + Ag. Notar que la ecuacién anterior se reduce a la ec. (4.43)
si Ago = 0. El mismo anélisis es entonces valido para v > 1, aunque ahora la condicién es
mas bien (2\go/aB + v) > 1, dependiendo entonces no solo de la cantidad de NL ocupados,
sino también de la energia de Landau y la interaccion espin-orbita. La expresion total de las

OM, para E, = 0, estd dada por la ec. (4.44), teniendo en cuenta las nuevas amplitudes Ay

Ccos

y ALS.

La situacién es mas interesante cuando E, # 0 y la degeneracién de valle se rompe,
dando lugar a nuevos picos en las OM. Para el E, = 5 meV, siguiendo la Fig. 4.7(b), aparece
el pico VS y el orden de los picos es LS, VS, S, VS, LS,... El pico LS corresponde a un
cambio de espin down a up en el valle K. El pico VS corresponde a {K — K',1—|} o
{K' — K,1—/]}, mientras que el pico S siempre corresponde a un cambio de espin down a
up en el valle K’. La ruptura en la degeneracién de valle implica A = 1, con la cantidad de
NL totalmente ocupados (n > 1) dado por la ec. (4.66). El ordenamiento de ¢, indicado en
la Fig. 4.7(b) es tal que Ag = {Ang,; An,; As,} se repite cada £ = 4 cambios. Los 4 tipos
de picos, segun la clasificacién de la Tabla 4.2, con su correspondiente cambio en los indices
Aq = {Ang; An,; As,}, estan indicados en la Tabla 4.3.

Tipo de pico | Ocurre cuando | An, | An, | As,
LSE ™ | ¢=1,59,... 1 0 2
VSwias, | €=2,6,10,... | 0 | -2 | -2
SHe q=3711,.. | 0 | 0 | 2
VS;—M,T—& qg=4,8,12,... 0 2 -2

Tabla 4.3: Propiedades de los 4 tipos de picos presentes cuando el FE, < 1 eV, segun la clasificacion
de la Tabla 4.2 y el ordenamiento de los pardmetros segin la Fig. 4.7(b). En funcién del factor de
llenado los picos ocurren cuando v = ¢ + 1 [ec. (4.66)].

Este ordenamiento de los niveles de energia ¢, implica que la dependencia de los indices

con el parametro de ordenamiento r es

(4.71)

n, = floor {r i 3}
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n, = (_1)ﬂoor[r/2] (472)
sp = (—1)". (4.73)

Notar que, efectivamente, n, varia cada 4 cambios de r, 7, cada 2 cambios, mientras que
el espin siempre cambia (se invierte) entre nivel y nivel. De esta manera, para los picos
indicados en la Tabla 4.3, considerando la expresién de los niveles ordenados (4.67) y la ec.
(4.9), las amplitudes de las OM son

QN

ALS = m (X'H_ - X_’_;'_) - 2neMB (474)
AVS = QHEMB (475)
ane
As = oo (Kot = Xy o) = 2neps, (4.76)
donde definimos la funcién
4 2

Xop = 25 (Aso +belE,)" +v+2a (a,b==1). (4.77)

o

El pico VS, que ocurre debido a los cambios {K — K',1—|} o {K' — K,T—]} (es decir,
dos subpicos), siempre tiene la misma amplitud Ays = 2n.up, que es igual a la amplitud
del pico S en el caso E, = 0. En cambio, cuando E, # 0 el pico S tiene una amplitud que
depende de la interaccion espin-drbita. Esto se debe a que si E, # 0, el factor (sAgo — nelE,)
cambia al producirse solo un cambio de espin (es decir, 7 no cambia). Las fases de estos picos

son,con A\ =1y ¢ =4enlaec. (4.11),

S
[y
-

1
Yrs = 1L 2 (4.78)
nep 1
Yvs = 55 2 (4.79)
neg
Vs = 1B’ (4.80)

donde se definié una tnica fase para los picos VS, que es la mitad del periodo de los picos
LS y S, teniendo en cuenta que la amplitud Ay g es la misma para los dos subpicos VS en
1 =2y 1 =4. De esta manera, la expresion de las OM se modifica, respecto del caso E, = 0,
al considerar el cambio en las ampltidues Arg y Ag (teniendo en cuenta la dependencia con

E.), y el nuevo pico VS que ocurre entre medio de los picos LS y S, con doble frecuencia.

IEl doble de frecuencia proviene de los dos subpicos VS que ocurren: {K — K’ t—|} y {K' — K,1—]}.
Cada subpico VS tiene la misma fecuencia que los picos LS y S, dada por n.¢/4 (ver ec. (4.11) con A=1y
¢ =4, donde los subpicos VS corresponden a i = 2,4, de acuerdo a la Tabla 4.3).
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4. Oscilaciones magnéticas en el estado fundamental

Asi, la contribucién de las SO resulta
=1 neg 1 =1 Ne
Mso =A — 2 - = A — 2
SO LS;ﬂ'psen{’/Tp(ﬁlB 2):| S;Wpsen(ﬂpélB)

= 1 neg 1
+Avsz7r—psen [27rp (25 — 5)] , (4.81)
p=1

Las amplitudes de la siguiente contribucion a las OM, dada por la serie coseno, se obtienen
de la ec. (4.14), teniendo en cuenta la expresién de las amplitudes para el caso E, # 0. El

resultado es

s 4D B (0ALs
ALs = et {AL5+ 5 < 9B )} (4.82)
2B
ACOS - 4.
Vs = 5Avs (4.83)
e AB B (0As
AS = ne¢ |:AS + 5 <8—B>:| y (484)

donde

0A M. 4
( aés) T 4B32 (X = Xp) {azBX+ XL [)\?90 - (BZEZ)Q] e 1}

277/6 X+7 +X,+
——Agoelb, | ———— 4.85
i aB2 5 ( Xp - Xt ) (485)
0Ag on, 4 9 9
( aB ) _433/2 (X+7+ - X+7—) {OZQBX_;'_,_FX_F’_ [ASO + (elEZ> j| +v— 1
2715 X++ +X+_
— ——Ago€lE, | ———— | . 4.86
B3 < X Xy > (486)

Notar que si E, = 0 entonces X, y = X, _ y 0Ag/0B = 0, mientras que 0As/0B se reduce
a la ec. (4.70). A su vez, si | = 0 = Agp se tiene grafeno y la ec. (4.85) se reduce a la ec.

(4.43), como es de esperar. Finalmente, las OM quedan

cos - 1 neqb 1 cos - 1 ne¢
Mosc :MSO + LS p; (ﬂ_p)z COS lQﬂ'p (4B - §>:| + AS Z (7-‘_7)2 COS <27Tpﬁ)

p=1
4Bup = 1 b1
+ ¢MB ; e {2771) (Zg - 5)] . (4.87)

Vale destacar que, andlogamente a como sucede en grafeno, en el caso de alta ocupacion tal

que v > 1 (lo cual implica ¢ grande), las series coseno en la ec. (4.87) son despreciables y
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4. Oscilaciones magnéticas en el estado fundamental

las OM puede escribirse como SO puras

ALS neqb 1 AS ne¢
M yse = arctan {cot |:7T (43 5)} } + - arctan |cot | 7 1B

AVS n (b 1
+ —Zarctan § cot |7 [ —— — = : (4.88)
T 2B 2
9 9
2 x’lp ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ 15 x’lp
1415 1415
15] S5t LSk o
1 L
1 L
= os —~ 05/
g s's g
= =l =
~ ~
> 0 > 0
L L
= 05" =~
=~ =~ -05 B VS15 /
1 K=K, t—{
At
A5} ] vs!s
(@) E.=0 (b) K=K =1 elE, = 5 meV
-2 I I I I I I I I 15 I I I I I I I I
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Figura 4.8: Oscilaciones magnéticas en siliceno, en funcién de v = n.¢/B, considerando una
densidad electrénica n, = 1012 cm™2, para los casos (a) E, = 0y (b) elE, = 5 meV. Los picos de
la magnetizacién estdn clasificados de acuerdo a la Tabla 4.2 y la Fig. 4.7.

En la Fig. 4.8 se muestran las OM en siliceno, como funcién de v = n.¢/B, para una
densidad electrénica n, = 102 cm=2, para los casos E, = 0 y elE, = 5 meV. Se observa
que las OM son précticamente SO, de manera que la aproximacién (4.88) es vélida. Las
discontinuidades en las OM estan clasificadas de acuerdo a la Tabla 4.2 y el ordenamiento
de los niveles segun la Fig. 4.7. Para E., = 0 vemos efectivamente solo los picos LS y S, y
el perfil de las OM es el mismo que ya vimos en grafeno. En particular, sigue siendo valido
el mismo andlisis en cuanto al efecto del DE en la amplitud de las OM (secciones 4.2.1.1 y
4.2.1.2). Para elE, = 5 meV, se observa la aparicién de los picos VS entre los picos LS y
S. Notar que la amplitud de los picos VS es la misma que en los picos S cuando F, = 0,
como es de esperar. Es de destacar, a su vez, el cambio significativo en la amplitud del pico
S cuando E, # 0. De hecho, como se vera mas adelante, la variacién de las amplitudes de
oscilacion, cuando E, # 0, da lugar a un fenémeno de batido en las OM.

Cuando E, # 0, las discontinuidades en la magnetizacién en el estado fundamental estan
dadas por las ec. (4.74)-(4.76). De estés, solo los picos LS y S tiene una amplitud que depende

del campo eléctrico perpendicular. La dependencia de Ars v As con E. permite tener un

86



4. Oscilaciones magnéticas en el estado fundamental

control de la amplitud de las OM en funcién del campo aplicado. En la Fig. 4.9 se muestran

las amplitudes Ay s y Ag como funcién la energia el E.,.

><109‘ ‘ ‘ ‘ 5 ><109‘

v =60

Ars (eV/Tem?)
As (eV/Tem?)

2 4 6 8 10 2 4 6 8 10
(ilEZ (CV) X 10-3 (ilEZ (CV) X 10-3

Figura 4.9: En siliceno, dependencia de las amplitudes Arg y Ag con el campo eléctrico perpen-
dicular E,, para una densidad electrénica n. = 102 cm™2.

Como se observa, cuando elE, < 1 eV la dependencia de las amplitudes con el campo
E, es practicamente lineal. En efecto, a bajo campo E. podemos expandir las ec. (4.74) y

(4.76) a primer orden, obteniéndose

Mg 4/\50 Y+ + Y_
ALS =~ W Y+ -Y - Q{QB < Y+Y_ ) €ZEZ:| - 2neMB (489)
4)\507%@
AS ~ m@lEz - 2ne,u3, (490)

donde Yy = X, (B, = 0) = B™' (2\s0/)” + v £ 2. Asi, la amplitud de los picos es lineal
con F., con la pendiente y la ordenada dependientes de Agp y . Estudiando entonces como

varia la amplitud de los picos con E,, uno podria estimar los parametros Agp y a.

4.3.1.4. Caso general para F,

En el caso general de E., la mezcla de los pardmetros n,, 7, v s, depende del valor
especifico de elF,. Ya vimos en la Fig. 4.7(c) que estos pardmetros varfan de una manera
complicada al incrementar elF,. En consecuencia, para cada valor especifico de E., uno
deberia primero ver cémo estan ordenados los niveles si se quiere identificar los picos de las
OM. M4s atin, en el caso general la funcién U? [ec. (4.5)] ya no es una funcién continua (como
si sucede para elE, < 1 eV), por lo que puede contribuir a las OM. Esta discontinuidad en
U? ocurre debido un cambio en el ordenamiento de los niveles &, que no esta asociado a un

cambio en ¢ (la tdltima posicién ocupada). Para ver esto, considerar los niveles ordenados
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4. Oscilaciones magnéticas en el estado fundamental

(4.67), de manera que

Oe, o’B
55 = 5 ; 77~ SriB- (4.91)
[(sr)\so —neelE,)" +a BnT]

Ahora bien, si el ordenamiento de €, varia sin que se produzca un cambio en ¢, entonces ¢,
varfa continuamente pero, en general, ds,/0B no varia continuamente, puesto que la ecuacién
anterior indica que e, /0B no es proporcional a ¢,. Esto conlleva a que la funcién U? varie
discontinuamente cuando se produce este tipo de cambio, no asociado a una variacién de q.

La correspondiente amplitud en la magnetizacién, de acuerdo a las ec. (4.5) y (4.4), es

0 (0Oe Oe,,

donde los indices q¢ y ¢; indican el valor de los parametros ng, 1, ¥ 54, finales e iniciales,
cuando se produce el cambio g, — &,,. Estos parametros deben evaluarse en el valor de B

para el cual se produce dicho cambio.

9
7.2 x10 T T T
elE, = 0.135 eV
7 -
11—-19
LSK,L%T
6.8 1811
— LSK',lHT
5 6.6
Hu .
~
=
L 64F
=
6.2 -
o 19—12
—
LSK',lHT
58 L L L L L L L L
58 59 60 61 62 63 64 65

Figura 4.10: Magnetizacién en siliceno, como funcién de v = n.¢/B, considerando una densidad
electrénica n, = 10'2 cm™2, para el E, = 0,135 eV. Los picos de la magnetizacién estan clasificados
de acuerdo a la Tabla 4.2 y el ordenamiento de los niveles energia segin la Fig. 4.7(c).

A modo de ejemplo, consideramos el caso de elE, = 0,135 eV, donde n,, 1, vy s, como
funcién de v estdn dados por la Fig. 4.7(c). El resultado es la magnetizacién mostrada en
la Fig. 4.10, calculada de manera numérica con la ec. (4.4), considerando el ordenamiento
de los niveles mostrado en la Fig. 4.7(c). Como se observa, se identifican 10 picos para 57 <
v < 66, los cuales se clasificaron de acuerdo a la Tabla 4.2. El mezclado de los pardametros

altera drasticamente la magnetizacion, con discontinuidades que varian significativamente
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4. Oscilaciones magnéticas en el estado fundamental

en amplitud al variar el campo magnético. En particular, notar las discontinuidades que

ocurren cuando v no es un entero, en v =~ 62,5 y v =~ 63,2, que producen los picos LV%(%;’%(OT

y LS%%‘{E&. En dichos picos la magnetizaciéon disminuye al aumentar v, lo cual contrasta con

el comportamiento en los demas picos que ocurren cuando v es un entero. Esto ya nos indica

que los picos LViZ730, v LSIZ7?, son producidos por la variacién discontinua en U, la cual

contribuye con signo opuesto a ¢, en la magnetizacién [ver. ec. (4.4)].

11 10

1510 1.25 210
__1.498} —
3] |
|
g I g
£ 1.49 =3
= >
> o
= 1494} 2
W o
S 492t S

149 106

58 59 60 61 62 63 64 65 58 59 60 61 62 63 64 65
14 14

Figura 4.11: Para el siliceno, grafico de n.g4 y la funciéon U 9 dada por la ec. (4.5), como funcién de
v =nep/B,conn, =102 cm~? y el E, = 0,135 V. En ambas figuras se indican las discontinuidades
en U? que ocurren cuando v no es un entero.

Para ver esto mds claramente, en la Fig. 4.11 graficamos n.e, y U?/A, como funcién
de v, para los mismos valores que en la Fig. 4.10. Se observa entonces claramente que ¢,
varfa discontinuamente solo cuando v es un entero, donde U? varfa continuamente y solo
cambia su pendiente. En cambio, U? varia discontinuamente en v ~ 62,5 vy v ~ 63,2, en
donde g, varfa continuamente y solo cambia su pendiente. En consecuencia se concluye
que, efectivamente, los picos LViZZ®, v LSIZ7%)| en la magnetizacién son causados por
la variacién discontinua de U?. Es importante destacar que el cambio de pendiente en &,
cuando U? varfa discontinuamente, indica que hay un cambio en el dltimo nivel ocupado que

no es debido a una variacién en la cantidad de niveles ocupados.

4.3.2. Oscilaciones magnéticas para ;. constante

Segin el formalismo de la seccién 4.1.1, Los niveles de energia (4.65) dependen de dos
indices v = n,s (valle y espin), y una variable X = E, (campo eléctrico perpendicular).
La fase de las OM 1), ,, para el caso p constante, se determinada por la ec. (4.20). Asf,

resolviendo €, , s = ¢t para n se obtiene

1 (p+ S/LBB)Q — (sAso — nelEz)2

Vs = B a?
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4. Oscilaciones magnéticas en el estado fundamental

1 u? + 2spupupB — (sAso — nelEZ)2
B a? ’

(4.93)

donde nuevamente consideramos g B/ < 1. Bajo esta aproximacién, las OM son periddicas
en B!, al igual que sucede en grafeno a p constante, y en general en el caso N constante.
La novedad radica en la dependencia de 9, ; con el campo eléctrico E.,, a través del buckling
de la red [, y la dependencia con la IEO Agp. Notar que esto implica que la fase 1, s ya
no depende del espin solo a través del efecto Zeeman (que produce el término suupgB), sino
también con el término sAgp. También vale notar que si [ = 0 = Agp como en grafeno, la
fase 1, s no depende del valle (i.e. no depende del indice 1), y se reduce a la fase en grafeno

[ec. (4.54)]. Los picos de la magnetizacién ocurren cuando 1, ; = n, es decir, para los campos

1 n

- = A, 4.94
donde w,s y A, son las frecuencias y fases
2 2
1 — (shso — nelE,)

Wys = " (4.95)

2s;
A = SiftHB (4.96)

2 = (shso — nel B

Ahora bien, siendo n = +1(—1) y s = +1(—1) para el valle K (K’) y espin up (down), se

tiene

WKt = WK, WK = WK (497)

Por lo tanto solo hay 2 unicas frecuencias y fases. Cabe destacar que, bajo las condiciones
asumidas, los picos solo ocurren si w,, > 0. En efecto, tener en cuenta que la ec. (4.95) fue
obtenida de la ec. (4.93) considerando By y Bs tales que €1 = pu = €3, con ny > ny. Luego, si
wys < 0 entonces p? < (sAgo — nelEz)Q, lo cual para ugB/u < 1 implica 2¢;sup > o’n;. Por
lo tanto tenemos 2 (g5 — &1) spup > a? (ny — ny), pero e —e; = 0, por lo que 0 > a? (ny — ny).
Este resultado implica que ny < nq, lo cual estd en contradiccion con la suposicion inicial
ng > nj.

Las amplitudes de las OM, para cada valle y espin, se obtienen de la ec. (4.21), con la
degeneraciéon D = AB¢. Derivando los niveles de energia (4.65), y reemplazando n = v,
con la ec. (4.93), se obtiene la amplitud de las OM

1 | (sAso — nelE,)? 1 @?wpy
"= 2 i+ supD —pi+supB| &~ — o —

(4.99)
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donde en la tltima aproximacién consideramos pupB/u < 1. Notar, nuevamente, que si
Aso = 0 = [ se tiene wy, = (u/a)’ y entonces A,, — —1/2¢, que es la mitad de la amplitud
en grafeno, ignorando el DE!. El hecho de que sea la mitad es porque el resultado es para cada
valle, de manera que considerando la doble degeneracién de valle (al tomar Ago = 0 = 1), se
obtiene la amplitud correcta dada por la ec. (4.56).

Halladas entonces la amplitud y la fase de las OM, ya podemos escribir la contribucion
SO alas OM. En funcién de wys y A, la ec. (4.93) se puede escribir ¢, s = wys (B™1 4+ A,5),
de manera que

1
Mgo = Z Aps Z — sen [Qprns (E + Ans)] , (4.100)

n,s=%1 g
La amplitud de la siguiente contribucién, la serie coseno, se obtiene de la ec. (4.25), con-
siderando la expresion A, ~ —a’w,s/2¢p. Con esta aproximacién (que ignora el efecto
despreciable del DE en la amplitud de las OM), la amplitud A, no depende de B. Luego,
como ) = —wy, /B2 y i) = 2w,,/ B3, se obtiene

COS B
A = Ay, (4.101)

Wns

En consecuencia, la expresion total de las OM queda

1
M, = Mgo + Z A Z 2 COS {27rpw7,s <§ + AT,S>} . (4.102)

n,s==+1

De manera similar a como sucede en grafeno, la ec. (4.102) se puede simplificar notado
que en general la serie coseno es mucho mas pequena que la serie seno, en el caso de p
suficientemente grande para que el efecto del DE sea apreciable en las OM (ver seccién 4.2.2.1,
en especial la Fig. 4.4). Como estimacién de esta justificacion, se puede analizar la relacién
entre las amplitudes A72°/A,s = B/w,,. Considerando que para todos los materiales 2D
usualmente se tiene a ~ 10 meV/v/T (ver Tabla 3.1), que el DE es observable para j ~ 102
meV (igual que en grafeno), y que [sAgo — nelE.| ~ 10 meV, entonces A% /A, ~ 1072B [T].
Asi, a no ser que B sea muy grande, podemos despreciar la serie coseno en la ec. (4.102).

Para finalizar, resulta conveniente reescribir las OM separando los picos con frecuencias
W = Wit = Wk Y We = Wiy = Wirp, ¥ fases Ay = Agp = =Agry v Ay = Ay = —Agy,

segun lo indicado en las ec. (4.97) y (4.98). De esta manera las OM en el estado fundamental

TAqui ya estamos ignorando el efecto del DE en la amplitud de las OM, lo cual ya vimos en grafeno
que es una buena aproximacién (ver seccién 4.2.2.1). El efecto del DE se retiene solo en la fase de las OM.
En todo caso, de ser necesario considerar la pequena diferencia de amplitud en A, debido al DE, solo hay
reemplazar la expresion general de A, en la ec. (4.99).
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quedan
A; 1
Myse = Z — arctan {Cot [mui (— + sAi>] } , (4.103)
: ™ B
i=1,2 =+1
donde
A= & (4.104)
(N 2h /J} .
, 2
,u2 — /\SO + (—1)1 elEZ
w; = v (4.105)
2upp
A, = . 4.106
02w ( )

En resumen, las OM consisten de 4 tipos de picos, con dos unicas frecuencias y fases. Este
resultado generaliza el caso de grafeno, de forma que la ruptura en la degeneracion de valle
se observa en las OM como un fenémeno de batido entre dos frecuencias fundamentales. A

su vez generaliza la ec. (1.7) obtenida por Tabert et al.l®¥ al ignorar el DE.

4.3.2.1. Frecuencias de oscilacion

Los valores de las frecuencias w; y we, v las fases A; y A,, dependen de las propiedades
de los materiales 2D, tales como la interaccién espin-érbita Asp, la altura del buckling [ y
la velocidad de Fermi vg, como también de la energia de Fermi p (potencial quimico) y el
campo eléctrico perpendicular E,. Por lo tanto, estos parametros definen las condiciones
para los cuales los picos pueden ocurrir, puesto que esto implica w > 0. En grafeno, la altura
de buckling es nula y la IEO es despreciable, de manera que existe una tunica frecuencia
w = (u/a)?, y dos picos con una diferencia de fase A = 2upug/wa® = 2ug/u; la condicién
w > 0 simplemente implica 1 > 0. Para los demés materiales 2D con buckling, la condicion
w > 0 implica p? > (Aso + elEz)z, de manera que tenemos las regiones indicadas en la Fig.
4.12, correspondiente a estaneno (donde Agp = 0,1 V).

Dependiendo del valor de p a un dado campo eléctrico, tres posibilidades pueden ocurrir:
(I) w; > 0y we > 0, por lo que los 4 picos estan presentes; (II) w; > 0y wy < 0, por lo
que solo dos picos con frecuencia w; y diferencia de fase A; estdn presentes; (III) w; < 0
y wy < 0 de manera que no hay picos y por lo tanto OM. Notar que w, siempre decrece
al incrementarse F,, mientras que w; crece al incrementarse F, para elE, < Agso, toma
el maximo valor en elE, = Agp (donde w; = 2 / a? como en grafeno), y luego decrece al
incrementarse F, para elE, > Ago.

Esta relaciéon entre las OM y w > 0 se puede entender mejor si analizamos los cambios
de niveles de energia que producen las oscilaciones. Primero que nada, para g constante

tenemos los niveles de energia ¢; = [u® + o® (nB — wi)]l/z — supB asociados con w;, dada
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Figura 4.12: Espectro de frecuencias para las OM en estaneno, como funcién del campo eléctrico
perpendicular E, y el potencial quimico u. La ruptura de la degeneracién de valle, debido a FE,,
resulta en dos frecuencias w; y wy para las OM. Las oscilaciones solo ocurren si w > 0, lo cual define
las tres secciones mostradas: (I) w; >0y wa >0, (II) wy >0y wo <0,y (III) wy <0y wo <O0.

por la ec. (4.105). Luego w; < 0 implica (g; 4+ supB)® > p® + na?B, y el dltimo nivel
de energia ocupado satisface ¢; < u. Asi, dado que en general upB/p < 1, para B > 0
(manteniendo la direccién del campo magnético), tenemos que &; nunca se ocupa si w; < 0,
no habiendo entonces oscilacion asociada con un cambio de ¢;. Para el caso particular de (II)
en la Fig. 4.12, tenemos (Ago — elEz)2 < p? < (Aso + elEZ)2, y el ultimo NL n ocupado en
g1 satisface (Aso — elEz)2 +na’B < (Aso + elEZ)2 < (Aso — elE'Z)2 + (n+ 1) @®B. Luego,
cuando w; > 0y wy < 0, €2 no estd ocupado y hay n = floor [(w; — wq) /B] NL ocupados
en £1. Notar que n depende B, con un valor que depende de la relacion entre la diferencia
de frecuencia y el campo magnético. Eso es de esperar considerando que la magnetizacién

oscila como funcién de 1/B.

4.3.2.2. Batido de frecuencias

En el caso general, cuando ambas frecuencias estan presentes, las OM presentan un patréon
de interferencia, producido por la superposicion de M; y Ms, siendo ambas SO. El patron de
interferencia depende de cémo son los valores de w; y ws. La situacion mas interesante ocurre
cuando wy y wy tienen valores cercanos, en cuyo caso se observa un fenémeno de batido en
las OM. Dado que siempre w; > ws, la condicién de batido es (w; — ws) /w; < 1. De la ec.

(4.105), la condicién de batido implica

4/\30€ZEZ
112 — (\so — elE.)’

< 1. (4.107)
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Solo para energias de Fermi p y campos eléctricos el E, que satisfacen la ec. (4.107), se
produce un batido en las OM. En la Fig. 4.13 graficamos (w; — ws) /wy, en el caso de siliceno,

para diferentes valores de u, como funcién del campo eléctrico perpendicular.

o
i u=25meV

097 : : ---'u=50meV |
: : n=0.1eV
08r : P ©=0156V|]
: i —p=02eV
0.7r ©=025eV||
: i ey = 0.3 eV
06

(w1 —wz)/w1
o
(&

04r
0.3r i

0.2r

0.1F ','
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eIEZ (meV)

Figura 4.13: Para siliceno, gréfico de (w; — w2) /w; como funcién del campo eléctrico perpendicular
E., para diferentes valores de pu. Hay fendmeno de batido en las OM solo si (w1 — we) /w1 < 1.

Se observa que mientras menor es i, menor es el rango de campo eléctrico para el cual la
ec. (4.107) se satisface. En la practica, un fenémeno de batido se observa claramente siempre
que (w; — wsy) /wy < 0,1. Para el ejemplo de siliceno esto implica que para ;1 = 0,1 eV no hay
un batido en las OM si el E, 2

~Y

0,1 eV. En la regién para la cual la ec. (4.107) no se satisface,
existe de todas manera una interferencia entre las OM con frecuencias w; y ws, salvo que no
se veria como un fenémeno de batido. En cambio, las OM muestran un patrén que parece
mas aleatorio, donde el perfil de las OM depende de los valores especificos de w; y ws. Esto
pude observarse en la Fig. 4.14, donde graficamos las OM en siliceno para pu = 0,2 eV, con
(a) elE, =70 meV y (b) elE, = 180 meV.

Este cambio drastico en el comportamiento de las OM puede explicarse teniendo en
cuenta como estan ordenados los niveles de energia en cada caso, de manera similar a como
se hizo en el caso de N constante. Cuando (w; — we) /w1 < 1, wy y wy tienen valores cercanos
y por lo tanto también tienen valores cercanos los respectivos niveles de energia ¢;,, (para el
mismo valor de NL n) que dan lugar a estas frecuencia, como ya fue discutido arriba. Asi, los
cambios en el dltimo nivel ocupado (el cual produce las OM) sigue un patrén ordenado que
intercambia €1 ,, y €2, al variar el campo magnético B. En cambio, cuando w; y wy no tienen

valores cercanos, tal que (w3 —ws) /w; < 1 no se satisface, entonces los niveles de energia
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4. Oscilaciones magnéticas en el estado fundamental

%1074 ‘ ‘ ‘ x10™ ‘ ‘ ‘
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Figura 4.14: OM en siliceno, para u = 0,2 €V, con (a) elE, = 70 meV y (w1 — w2) /w1 = 0,03y (b)
elE, =180 meV y (w1 —wa) /wi = 0,31. Solo en (a) se observa un fenémeno de batido, consistente
con la condicién (wq — ws) /wi < 1.

€1n Y €2, NO SON cercanos y no existe, por tanto, un claro patrén de cémo cambia el ultimo
nivel ocupado. En esta region, el ordenamiento de los niveles de energia depende del valor
de E, y B, dando lugar a un patrén que parece aleatorio en las OM (ver zoom en la Fig.
4.14). De todas maneras, si uno analiza en detalle el ordenamiento de los niveles de energia,
como se realizé en la seccién 4.3.1.4 para el caso N constante, entonces el comportamiento
de las OM pueden explicarse en detalle.

En la situacién de que existe un fenémeno de batido en las OM, el mismo presenta un
patrén tipo rombo, como se observa en la Fig. 4.14(a). Esto se debe, naturalmente, a las
SO M; y M en el estado fundamental. Si nos restringimos a uno pocos valores de campo
magnético (i.e. pocos picos de magnetizacién), uno puede apreciar en detalle el perfil de las
OM, como se muestra en el area con zoom. En dicha regién se observan claramente los 4
tipos picos en las OM, con su amplitud y fase determinadas por el cambio de valle y espin
en el 1dltimo nivel ocupado. Para el fenémeno de batido, el maximo absoluto 1/By; = xyy,
indicado en la figura, ocurre cuando hay una interferencia constructiva. Esto implica xy, =
my/w; £ A1 = my/ws & Ay, donde my y my son dos enteros tales my = my + n. A su vez,
los minimos absolutos 1/B,, = z,, ocurren entre dos maximos de batido. En consecuencia,

puesto que wA < 1, los maximos y los minimos de batido ocurren para

= ﬁw ) (4.108)
on+1/2
T = o)’ (4.109)
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4. Oscilaciones magnéticas en el estado fundamental

donde n es un entero positivo. Teniendo en cuenta la ec. (4.105), el ancho del batido dx =
(wl — (,UQ>_1 €s

g
 AXgolE;

De esta manera, uno puede obtener informacion sobre los pardmetros del material 2D midien-

dx (4.110)

do ¢émo es el ancho del fenémeno de batido en las OM. Notar que (w; — wy)~ ' no depende
del campo magnético ni del potencial quimico, solo del campo eléctrico perpendicular F,.
Esto es de esperar, puesto que el ancho depende de la diferencia de frecuencias de los picos

debido al campo eléctrico.

4.3.3. Comparacion entre los casos N o i constante

La ruptura de la degeneracién de valle en los materiales 2D con buckling, debido a la
presencia del campo eléctrico perpendicular, da lugar a la apariciéon de nuevas oscilaciones
en la magnetizacién. En el caso N constante, se vio que las nuevas oscilaciones dependen
fundamentalmente de como es el ordenamiento de los niveles de energia, lo cual determina
su amplitud. En el caso p constante, se vio que las OM dependen de la interferencia de
dos frecuencias de oscilacion que surgen debido a la dependencia de los niveles con el valle.
Comparando ambos casos, las mismas propiedades discutidas ya en grafeno (seccién 4.2.3)
siguen siendo validas en los materiales 2D con buckling, con la inclusién de los nuevos picos
de magnetizacién. Es decir, en el caso N constante la variable fundamental de las oscilaciones
es la amplitud de las mismas, mientras que en el caso p constante la variable fundamental
es la frecuencia de las oscilaciones. En los materiales 2D, esta caracteristica se ve reflejada

en el fenémeno de batido de las OM.

4.3.3.1. Fendémeno de batido

Ya vimos que en el caso u constante el batido de las OM se describe facilmente a través
de la interferencia entre las dos frecuencias de oscilacion. Naturalmente, es de esperar que
dicho fenémeno de batido también suceda para el caso N constante. Sin embargo, la causa
del mismo depende de la amplitud de las discontinuidades en la magnetizacién, y no del
periodo de las oscilaciones. Asi, el batido de las OM para el caso N constante surge debido
a que las amplitudes de las oscilaciones, y los tipos de picos, cambian significativamente al
variar el campo magnético. Dicho cambio es, como ya hemos visto, debido a la variacién
en el ordenamiento de los niveles de energia. Por esta razén no es tan simple describir este
fenémeno de batido para el caso N constante, en comparacién con el caso p constante. En
otras palabras, para describir analiticamente el batido de las OM para N constante, uno
deberia analizar como va cambiando el ordenamiento de los niveles de energia al variar el

campo magnético.
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4. Oscilaciones magnéticas en el estado fundamental

Para tener una idea cualitativa de esto, consideraremos las OM en siliceno para N cons-
tante, considerando los valores de la Fig. 4.14(a). Asumimos la relacién entre p y n. como la
tomada previamente para grafeno, es decir, u = (a/2) v/n.¢. En siliceno, para u = 0,2 eV,
la relacién implica una densidad electrénica n, ~ 10'* cm 2. Puesto que, al variar el campo
magnético, no se mantiene un tinico ordenamiento, entonces el analisis lo realizamos de ma-
nera numérica, considerando las OM a N constante dadas por la ec. (4.4). El resultado se
observa en la Fig. 4.15 para siliceno, con n, = 1 x 103 em™2 y el E, = 70 meV, donde en (a)

graficamos los pardmetros ngy, 1, v s, del ultimo nivel ocupado ¢4, y en (b) la magnetizacién.

x10°
(a) (b)
8+ elE, = 70 meV
$130F 1 6l
£ a4y
=
~
%
S ~ 2
| S
-1 1
1 ‘ ol
5 ol
-1 ! A . h - | | | |
1 1.1 1.2 1.3 1.4 1.5 1 1.1 1.2 1.3 1.4 1.5
1/B (1/T) 1/B (1/T)

Figura 4.15: Para N constante en siliceno, con n, = 10!3 cm™2 y elE, = 70 meV: (a) variacién
de los pardmetros ng, 1y y Sq del dltimo nivel ocupado ¢4, (b) magnetizacién dada por la ec. (4.4).

Claramente se observa un fenémeno de batido en las OM, con préacticamente el mismo
perfil que se observa en el caso u constante, en la Fig. 4.14(a). Es decir, el batido se ve
como un rombo debido a la interferencia de las SO en el estado fundamental. El origen del
fenémeno de batido se infiere del ordenamiento de los niveles de energia observado en la Fig.
4.15(a). Vemos que el orden de los parametros varia alrededor del maximo de batido; esto
se observa principalmente en el cambio de variacién con B de los indices n, y s4. Asi, el
fenémeno de batido a N constante surge de la variacién en la amplitud de los picos al variar
el orden de los niveles de energia. La transicion alrededor del maximo de batido se observa
en el zoom de la Fig. 4.15(b), donde la amplitud de los pequenos picos decrece a cero y luego
vuelve a aumentar.

El hecho de que el perfil de batido de las OM para N constante sea practicamente el
mismo que para el caso p constante, implica que en buena aproximacién los maximos y

minimos del batido en ambos casos, asi como su ancho, estdn dados por las ec. (4.108)-
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4. Oscilaciones magnéticas en el estado fundamental

(4.110). Este resultado sera tutil al analizar el efecto de la temperatura en el fenémeno de
batido de las OM (capitulo siguiente), que se realiza solo para el caso u constante. Asi, en
buena aproximacion la envolvente de las OM es la misma para los casos N o u constante,

aun cuando las oscilaciones propias (internas) que causan el batido sean diferentes.
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Capitulo 5

Oscilaciones magnéticas con

decaimiento

Los efectos de la temperatura e impurezas (los cuales describiremos, de aqui en adelante,
como efectos de decaimiento), tienden a reducir la amplitud de las OM. Tradicionalmente,
los efectos de decaimiento en los metales 3D son descritos usando la formula LK, donde a
temperaturas accesibles las OM pueden describirse considerando solo los primeros arménicos
en la serie. Sin embargo, esto no es factible a bajo decaimiento en los materiales 2D, puesto
que las OM en el estado fundamental son discontinuas. Esto implica que cuando la reduccién
de las OM es pequena, varios armonicos son necesarios para que la serie LK converja.

En este capitulo se desarrolla una formulacién alternativa a la férmula LK, la cual des-
cribe las OM a bajo decaimiento como una modificacién de las oscilaciones en el estado
fundamental. Se vera que con esta formulacion resulta mas simple tratar el decaimiento de
muchas de las propiedades unicas que se reflejan en las OM de los materiales 2D en el estado
fundamental, como fue estudiado en el capitulo anterior. Cuando el decaimiento es alto y la
situacién es similar a lo que ocurre en los metales 3D, la féormula LK vuelve a ser de igual
conveniencia. De esta manera, en el caso general, la descripcién del decaimiento de las OM

depende de la situacién, y un enfoque u otro podria resultar méas conveniente.

5.1. Formulacién general

En esta seccién se realiza una descripcion general del decaimiento de las OM, teniendo en
cuenta los efectos de la temperatura e impurezas. Se considerara un sistema bidimensional
sujeto a un campo magnético perpendicular B, resultando en niveles de Landau ¢, (B; X).
Dicho sistema es el mismo con el cual se desarrollé la formulacion general en el estado fun-
damental (seccién 4.1), utilizando la misma descripcién de los niveles de Landau (seccién

4.1.1). Ahora bien, al tratar el efecto de la temperatura e impurezas, debe tenerse en cuenta
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5. Oscilaciones magnéticas con decaimiento

que el desarrollo analitico solo es factible al considerar p constante y trabajar en el ensamble
gran canénico*14 Esto elimina la necesidad de mantener la densidad electrénica constan-
te, lo cual no es préacticamente posible (desde el punto analitico, como formulacién general)
al trabajar en el ensamble canénico. En consecuencia, la siguiente formulacion general del
efecto del decaimiento en las OM sera realizada asumiendo siempre p constante. El caso N
constante se obtiene entonces de manera usual a como se realiza en la descripcién de un gas
cuantico: obteniendo u tal que N sea constante, lo cual implica que u oscila con el campo

[83,89,90] M4s atin, debido a los efectos de decaimiento, es de esperar que y también

magnético
dependa de la temperatura y las impurezas al considerar dicho caso.

Esta especie de ruptura en la descripcion analitica del decaimiento solo para el caso
[t constante, mientras que en el estado fundamental se dio una descripciéon analitica para
ambos casos N o p constante, no debe ser considerada restrictiva. De hecho, uno podria
asumir lo mismo en el estado fundamental, realizando una descripcién solo para p constante
y luego considerar el caso N constante por medio de las oscilaciones del potencial quimico.
El resultado seria, en principio, el mismo, aunque se perderia gran parte del analisis analitico
que uno puede hacer al considerar directamente el caso N constante. Dicho estudio analitico,
para el caso N constante en el estado fundamental, serd muy 1util a la hora de entender las
OM con decaimiento. En efecto, veremos que a bajo decaimiento se retienen los detalles finos
de las OM, tales como el mezclado de valle y espin que dan lugar a pequenas oscilaciones.
Asi, provisto del conocimiento de los picos de las OM en el estado fundamental, uno puede

facilmente interpretar las OM decaimiento en el caso N constante: no son otra cosa que el

decaimiento de las discontinuidades en las OM en el estado fundamental.

5.1.1. Gran potencial y magnetizaciéon

En lo que sigue trabajaremos entonces en el ensamble gran canénico, asumiendo un po-
tencial quimico p constante. El caso N constante, obtenido con la correspondiente variacién
de pu, serd considerado al final. Para realizar una formulacion general, consideraremos el
efecto de las impurezas, u otras imperfecciones de la red, a través del ensanchamiento de la
densidad de estados (DOS) de cada nivel de energia ¢,,,. Asi, cada nivel €, tiene una DOS
P (€5 Eniys i), donde Ty, es el pardmetro que define el ensanchamiento’. En general, el
parametro I',,., puede depender de las mismas variables e indices que los niveles de energia

Eny- Vale destacar que en el caso pristino py., (€, €pyy I'niy) = 0 (€ — €414), donde 0 es la delta

{Este parametro I'n.y proviene, por supuesto, del tiempo de scattering 7, de los electrones con las
impurezas, en presencia de un campo magnético. De todos modos, no nos interesa aqui cémo es esta relaciéon
(que depende del complejo mecanismo de scattering en un campo magnético), sino simplemente la descripcién
general, sin asumir cémo es o de dénde proviene I',,.,. En otras palabras, solo nos interesard la descripcién
del decaimiento de las OM en funcién del valor de Iy, y del tipo de ensanchamiento py,...
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5. Oscilaciones magnéticas con decaimiento

de Dirac. De esta manera, teniendo en cuenta la ec. (2.8), el gran potencial del sistema es
Q= —kgTD Z/ Py In [1+ €707 de. (5.1)
nyy YT

Notar que estamos separando la degeneracion D del ensanchamiento p de los niveles de
energia; la DOS total serfa Dp. Considerando los niveles de energia ordenados ¢,, podemos

separar 2 =) €, con p, (¢,&,,I';). Luego, para cada r se tiene

Q Q o
(a ) = - Dk:BT/ Opry, [1+ 9] de, (5.2)
"

0B B 0B

—0o0

donde se utilizé 0D/0B = D/B, considerando D = AAB/¢. Ahora bien, asumiremos que
la DOS p,, para cada nivel de energia, es simétrica alrededor de ¢,, tal que 9p,/0e, =
— (Op,/0e). Notar que esto es el caso en las distribuciones usuales de Lorentz, Gauss o semi-

elipticas. Considerando que I', puede también depender de B, la tltima integral en la ec.
(5.2) resulta

agr > apr B(p—e) ar?" = apr B(p—e)
_83/00 e In[l+e }ds+aB/waFrln[1+e | de, (5.3)

e integrando por partes

> Opr Blu—e) — - 1
/ 85 In [1 + e } d€ = B/OO prmdé‘. (54)

—00

Por lo tanto, de las ec. (5.2), (5.3) y (5.4) se obtiene

o9,
( OB )M =t Iy + Iy, (5.5)
donde definimos
D - Blu—e)
L,= —Ek:BT prIn [1+ "9 de (5.6)
oe, [ 1
L,=D — .
=052 | e =l (5.7)
Dor, [ 0p
I, = ———= "ln [14 P9 de. .
30 B@B/OOGFTH[ +e | de (5.8)

A partir de aqui vamos a primero considerar los efectos de decaimiento como una modificacién

a las OM en el estado fundamental, lo cual dependera de la ocupacién de los NL. Luego
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probaremos que esto es equivalente a describir los efectos de decaimiento a través de factores

de reduccion, como en la formula LK.

5.1.2. Efectos de decaimiento en funcion de los NL

La idea es describir las OM con decaimiento como una modificacion a las OM en el
estado fundamental. Esto naturalmente resultara conveniente a bajo decaimiento, donde
las OM mantienen, en gran medida, el mismo perfil que en el estado fundamental. De la
ec. (5.5), sumando sobre 7 y considerando la expresiéon de 2 en el estado fundamental [ec.

(4.17)], podemos separar'

(59)-() Sl
+ Z Ilr—i-z {IQT— aﬂ - i Lo, (5.9)

r=f+1

donde QU es el gran potencial en el estado fundamental, y f es la tiltima posicién ordenada
tal que ey < p < €541, como se consideré en el capitulo anterior. En el apéndice A de este
capitulo mostramos que, a bajo decaimiento tal que Su > 1y /T > 1, podemos despreciar
los términos con I, y I3, en la expansién anterior'.

Ahora bien, como en el capitulo anterior para las OM en el estado fundamental, conviene
volver a la formulacién general de los niveles de Landau (seccién 4.1.1) y separar las OM por
los indices . Cabe recordar que esto es posible puesto que el ordenamiento de los niveles
de energia es provisto por el potencial quimico constante, quien determina en qué orden se
producen las oscilaciones a través de la condicion €,., = pu; esta cualidad no es alterada
por los efectos de decaimiento. Asi, para cada indice ~, la posicién final en la ec. (5.9),
determinada por €., < p < €7 11,4, se puede obtener facilmente de la funcién 1), como
fy = floor [¢,] [ver ec. (4.20)]. Definimos el factor de ocupacién F,.,, para cada nivel de

energia &,.,, como
o 1
Fniy = /OO Py T gBtem € (5.10)

A bajo decaimiento el factor de ocupacién F,,., solo cambia (relativo a su valor en el estado

fundamental) cuando €, esta cerca de . Por lo tanto es buena aproximacién expandir cada

"Para simplificar la notacién, de aqui en adelante omitiremos el subindice p en las derivadas, enten-
diéndose que deben hacerse considerando p constante.

iiEsta condicién de bajo decaimiento no debe considerarse como una aproximacién restrictiva, puesto que
desde el punto de vista practico es, de hecho, una condicién para que el decaimiento sea lo suficientemente
pequetio para observar las OM. Més atn en el caso de bajo decaimiento, donde interesa que la reduccién de
las OM sea suficientemente pequenio tal que se observen los detalles del DE y el mezclado de valle, como fue
descrito en el capitulo anterior.
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€nyy alrededor de n = 1, (puesto que €,y ,, = ), y tomar

Ons _ _pp

D —
0B v

(5.11)

donde A, es la amplitud de las SO en el estado fundamental, dada por la ec. (4.21). De esta

manera, de las ec. (5.7) y (5.9) se obtiene, para cada indice 7, las OM a bajo decaimiento

MOSCFY = Mgsc,'y + A’Y Z (gjan - 1) + A’Y Z 3571;'77 (512)

n<fy n>fy

donde My, ., son las OM en el estado fundamental, dadas por la ec. (4.24). Las OM totales' se
obtienen sumando sobre todos los 7. Las OM, tal como se expresan en la ec. (5.12), permiten
una simple interpretacion. Primero que nada, debe notarse que en el estado fundamental se
tiene Ty = 1sin < f, y Ty = 0sin > f,, de forma que Myse, — M), ., como
es de esperar. Con decaimiento no nulo, la ec. (5.12) nos dice que las OM se modifican
por la inclusién de los dos ultimos términos. Cada uno de estos términos puede pensarse
como una reduccion de las OM debido a la modificacién de los estados ocupados. Esto se
determina por el factor de ocupacién JF,,., de cada nivel €,.,, y la correspondiente modificacién
a las OM a través de la amplitud de oscilaciéon A,. En otras palabras, los niveles n < f,
(totalmente ocupados en el estado fundamental) son ensanchados y excitados térmicamente,
lo cual tiende a vaciarlos, JF,,, < 1, cambiando las OM por un factor A, (F,,, —1). Los
niveles n > f, (desocupados en el estado fundamental) también son ensanchados y excitados
térmicamente, lo cual tiende a llenarlos, J,,., > 1, cambiando las OM por un factor A,5,.,.

La ec. (5.12) puede ser reescrita de manera conveniente en diferentes formas, dependiendo
de la situacién. Por ejemplo, si ¢, > 1 tal que MSSW estd dado por la ec. (4.27), entonces

se pueden usar las propiedades de la funcién arco tangente para reescribir la ec. (5.12) como

(ver apéndice C)

(5.13)

A
Mpser = 77 arctan [cot (mb7 - Z gnw)

Esta expresion es particularmente 1til cuando uno esta interesado en el perfil general de

las OM, cuando se consideran muchas oscilaciones. Por otra parte, cuando uno analiza los
efectos de decaimiento sobre cada pico de las OM (es decir, la reduccién de cada pico de
magnetizacién en el estado fundamental), es mas til reordenar M., considerando solo los
estados cercanos al pico en cuestién, puesto que son éstos quienes principalmente modifican

las OM. Por ejemplo, alrededor de un dado pico de magnetizacién en 1, = ngy (no un entero

iTécnicamente no hemos demostrado que el efecto de decaimiento, dado por los dos tltimos términos en
la ec. (5.12), sean de cardcter oscilatorio. Esto lo hacemos en detalle en el apéndice B de este capitulo, donde
se demuestra que en la condicién de bajo decaimiento, donde la expansién (5.11) es vélida, los términos de
decaimiento en M, son una funcién oscilatoria.
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positivo), es buena aproximacién considerar solo los factores J,,., cercanos a n = ng. Asi se
puede aproximar

Moscry ~ Mg, + A'yffno;"/ + A’y (ffnrlw + ‘rfnoJrlw - 1) +.. (5-14)

osc,y

La aproximacioén a primer orden es Mg, >~ M, gm + A, T, que es simplemente los efectos
de decaimiento debidos solo al nivel &,,,.,. Este es siempre el término dominante que modifica
las OM alrededor del pico 1., = ng. Asi, a muy bajo decaimiento, la modificacién de las OM

alrededor del pico ng se puede estudiar analizando solo el factor de ocupacion I, ...

5.1.3. Efectos de decaimiento como factores de reduccion

En lo que sigue demostraremos que, si el ensanchamiento es el mismo para todos los
niveles de Landau (de forma que I' no depende de n), entonces la ec. (5.12) es equivalente
a describir los efectos de decaimiento en las OM como factores de reduccién. Empezamos

reescribiendo la ec. (5.12) como'

My ) = [ o= Y 2 [ H e w6 (e ) b (515)

o0 —00

donde H (g — p) es la funcién de Heaviside y

F, = /_OO py (& —e)np (' — p) de’, (5.16)

[e.e]

con np (¢ —p) = [1 + 65(5/_“)}71 la distribucion de Fermi-Dirac. Integrando por partes la

segunda integral en la ec. (5.15) resulta

[e.e]

MW(M):/_mé(e—u)Mg(e)de+Z%%/_oo [F,+6(e — p)] H (¢ — enyy) de, (5.17)

F = / py (€ =€) %Zf (¢ — p) de’. (5.18)

Por lo tanto, de la ec. (4.18) (considerando solo la parte oscilatoria) se obtiene

M, () = — / (e —e) (— aw) MY (e) dede. (5.19)

/
oo Oe

Notar que volvemos a la expresién general para la amplitud, i.e. A, = — (D/A) Oep,., /OB [ec. (5.11)].
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5. Oscilaciones magnéticas con decaimiento

De esta manera los efectos de decaimiento se expresan como una convolucién a la magneti-
zacion en el estado fundamental, lo cual es la base de la férmula LK (ver seccién 2.1.4). De
aqui, las OM con factores de reduccién se obtiene reemplazando en la ec. (5.19) las SO de
M) (¢), dadas por la ec. (4.22). Esto se realiza en el apéndice D, donde se demuestra que la
ec. (5.19) queda

Mae = Ay S By (6) R (p) 2720, (5.20)

p=1 P

donde Ry, (p) y Rr, (p) son los factores de reduccién de la temperatura e impurezas, res-

pectivamente, dados por

Rry (p) = /_ Z {—aal; (a:)} cos (2wpx%> dz. (5.21)
e (p) = /_ Z p, () cos (2wpx%) . (5.22)

La expresion (5.20) para las OM es un generalizacién de la férmula LK (ver seccién 1.3.3)
en 2D, para un sistema con niveles de energia ¢,.,. Las OM totales se obtienen sumando

sobre todos los indices . Vale destacar que en el estado fundamental, sin decaimiento, se

tiene ' =0 =Ty p(z) = d(x) = —(Onp/0x), por lo que Ry, (p) =1 = Rr,(p) v
Mose, = M (?SC’A/, como es de esperar. En general, el factor de reduccién Ry, (p) tiene siempre

la misma expresion. En efecto, de la ec. (5.21) se tiene

I %%
Rr. (p) = (27?2pkBTa—/]> csch (ZWkaBTa—/J> : (5.23)

que es el conocido factor de reduccion de la temperatura en la formula LK, generalizado al ser
dependiente de 1.,. En contraste, la expresiéon de Ry ., (p) depende de cémo es la distribucién
de impurezas, es decir, del ensanchamiento de los niveles de Landau. En el apéndice E se
obtiene Rp para algunas distribuciones comunes.

La ec. (5.20) es particularmente 1til cuando la suma infinita se puede resolver (es decir,
hay solucién analitica), como sucede en algunos casos especiales. Por ejemplo, para una DOS
con una distribuciéon de Lorentz, el factor de reduccién de impurezas es el conocido factor
de Dingle Ry, (p) = exp (—2mpl',01.,/0p) (ver apéndice E), por lo que a temperatura nula
la ec. (5.20) resulta

S sen (2
Moo = A, 3 exp (~2mp 00, /o) “2200)

p=1

= —L arctan (5.24)

™

{ sen (2mip,)

e2 2002/ — cos (271h.,) |
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5. Oscilaciones magnéticas con decaimiento

Por otro lado, cuando la temperatura es relativamente alta se puede aproximar

csch (27?2pk:BT%) ~ 2exp (—2W2pkBT%) , (5.25)
ol o
de manera que el factor Ry (p) se reduce a una exponencial, similar al factor de Dingle,
y entonces la suma infinita de la ec. (5.20) tiene solucién analitica. Esto es una buena
aproximacién en caso tradicional de las OM en metales 3D, pero no es buena a las bajas
temperaturas requeridas para observar los detalles finos de las OM en los materiales 2D.
De la expresion general de los factores de reduccién, ec. (5.23) y (5.22), ya podemos ver
que la dependencia con los niveles de energfa es solo a través del término (0., /0u). Esto
resulta 1til para poder predecir el comportamiento del sistema solo en funcién de cudl es la
dependencia de la fase v, con el potencial quimico p. Por ejemplo, para niveles de Landau
2D clésicos se tiene 1, ~ g, mientras que para niveles de Landau relativistas (como en
grafeno y los materiales 2D con buckling) se tiene 1., ~ p®. En consecuencia, en un gas de
electrones clasico 2D, los factores de reduccién no dependen del potencial quimico, mientras
que en los materiales 2D son proporcionales a 1 [**%0. Este comportamiento puede entenderse
intuitivamente. En el caso clasico, los NL son equidistantes y por lo tanto el decaimiento
(que depende del ensanchamiento y la excitacién de los NL) es independiente de cuél es el
ultimo nivel ocupado. En cambio, en el caso relativista los NL no son equidistante, de forma
tal que el decaimiento si depende de cual es el 1ltimo nivel ocupado, lo cual naturalmente
es funcién de p. De todos modos, debe notarse que este comportamiento es valido solo si el

ensanchamiento debido a las impurezas es independiente de los niveles de Landau.

5.1.4. Comparacién entre ambas descripciones

A continuaciéon compararemos y discutiremos los dos métodos para describir los efectos
de decaimiento en las OM, desarrollados en las secciones anteriores, considerando, para
simplificar, distribuciones de impurezas con un parametro de ensanchamiento I' constante.
Como ejemplo general asumiremos NL 2D relativistas, los cuales ocurren en los materiales
2D. Para simplificar, ignoraremos cualquier efecto de desdoblamiento de espin o mezclado
de valle. Los niveles de energia son €, = av/Bn, donde a es un pardmetro dependiente del
material. Para un dado potencial quimico p, la fase de las OM en el estado fundamental es
¢ = B7' (p/a)® [ver seccién 4.2.2, ec. (4.50)]. Consideraremos B y u tal que ¢ > 1 (alta
ocupacion) y entonces podemos tomar solo la contribuciéon SO a las OM, dada por la ec.
(4.27).

Analizaremos los casos simples de (a) temperatura finita sin impurezas, (b) temperatura

nula con un ensanchamiento Gaussiano, y (c) temperatura nula con ensanchamiento semi-
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eliptico. En cada caso', el factor de ocupacién F,, y los factores de reduccién R son obtenidos
en el apéndice E; las OM estan dadas por las ec. (5.12) y (5.20). En los factores de ocupacién
JF, tomaremos la aproximacién a primer orden

Oe,,

o O%ﬂﬂ=u+§im—¢% (5.26)
n=y

Esta aproximacién es vélida en la condicién de bajo decaimiento que asumimos (Bu >
1y u/T' > 1), donde F, solo varfa para ¢, cerca de u. Notar que es el mismo tipo de
aproximacién que se tomo en las amplitudes, ec. (5.11). De esta manera, teniendo en cuenta
que si ¢ = B~ (u/a)® entonces /O = 2up/u, los factores de ocupacién para los casos

considerados resultan

(a) Fp= {1 + exp {M} }1 (5.27)

20kpT
b) F, = % {erf {%} + 1} (5.28)
1 p(n—2v)/2¢ m
(¢) F,=— |arctan + =
" Re { /02~ uln = v) /20T
+ %Re {\/rz i (n— ) /2¢]2} , (5.29)

y los factores de reduccion

A pkgT Ar?ppkgT
JuﬁgL)%m(Juﬁg;> (5.30)

@ R = (T .

(b) R(p)=exp [— (QWWF)Z] (5.31)

I

B Ampyl’
@ RO) =5 (), (5.3

donde J; es la funcion de Bessel de primer orden. Notar que las expresiones de &, y R estan

escritas como funcién de . Luego, las OM dadas por las ec. (5.13) y (5.20) resultan

1
M,s./A = — arct t — In
/ — arctan lco (771/1 7T ; )

Debe notarse que estamos considerando casos en los cuales la ec. (5.20) no puede ser resuelta en general.
Asi, no consideramos el caso, por ejemplo, de una distribucién de impurezas con un ensanchamiento de tipo
Lorentz, a temperatura nula, donde ya vimos que existe una solucién analitica para las OM [ec. (5.24)].

(5.33)
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sen (27rp¢)
mp

osc/A Z R

(5.34)

En general, cada expresién puede ser aproximada. Consideraremos campos magnéticos B tal
que ng— 1 < ¢ < ng y entonces floor [¢)] = ng— 1, donde ny > 1. Luego para la ec. (5.33), la
reescribimos como la ec. (5.14) y tomamos la aproximacién a primer orden, mientras que para

la ec. (5.34) tomamos la suma de los primeros py; arménicos. Asi, para cada caso resultan
las aproximaciones

Moyse /A ~ OSC/A + T, (5.35)
PM
sen (2mpy))
M/ A Y R (p) 2720, (5.36)
p=1 p
donde M2, /A = arctan [cot (m))] /7 son las OM en el estado fundamental.
(a) Myse/A (b) Mo/ A (c) Myue/A
oal M A E B e MO A F,
Ve
03 = 05K T/kp =13K yd
I T/ky = 25K
5
fo2f
01} e a T g > =
o T=4K ~Zd T/kg =95 K F/kn - 12K
05— z ‘ ;
T=05K T=4K k13K T/kp— 95K ks =25K T/kp—12K
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Figura 5.1: OM para un sistema con NL 2D relativistas €, = av Bn, con u = 0,25 eV, como
(1/a)? /B, alrededor del pico en 1) = ng = 50. En las figuras de arriba graficamos

funcién de ¢ =

las OM con los efectos de decaimiento en términos de la ocupacién de los NL. En las figuras de

abajo se pueden ver las OM con los efectos de decaimiento como factores de reducciéon. En ambas

descripciones se muestran las aproximaciones dadas por las ec. (5.35) y (5.36). Consideramos los

casos de: (a) temperatura finita sin impurezas, y temperatura nula con distribuciones de impurezas

tipo (b) Gauss y (c) semi-eliptica. En todos los casos se grafica, en linea sélida negra, las SO del
estado fundamental.

En la Fig. 5.1 se muestran las OM como funcién de ¢, con p = 0,25 eV. Para los tres
casos, se muestran los efectos de decaimiento alrededor del pico ng

50, considerando
no—1/2 < ¢ < ny. En cada caso se graficé las

SO MYP,./A (linea sdlida negra) y las OM con
decaimiento, usando la descripcién de NL ocupados (figuras superiores) y la de factores de
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reduccién (figuras inferiores). La temperatura T'y el pardmetro de ensanchamiento I" fueron
especialmente elegidos para representar una reduccién similar en la amplitud de las OM,
considerando los dos casos de alto y bajo decaimiento. Como se observa, ambas formas de
describir las OM con decaimiento dan el mismo resultado, como es de esperar. Sin embargo,
difieren substancialmente en cuan efectivas son, particularmente si el decaimiento es alto o
bajo.

A bajo decaimiento vemos que la descripcién con factores de ocupacién (figuras supe-
riores) puede realizarse considerando solo la ocupacién del NL n = ny. Esto resulta muy
conveniente a la hora de estudiar como el incremento de la temperatura, o la presencia de
impurezas, afectan la observacion de los detalles finos en las OM en el estado fundamental
de los materiales 2D, como hemos visto en el capitulo anterior. En otras palabras, a bajo
decaimiento el ensanchamiento de cada SO estd enteramente dictado por céomo es el factor
de ocupacién de cada NL que causa el pico SO en el estado fundamental. En contraste, a
bajo decaimiento la descripcién con factores de reduccion requiere mas términos. Como se
observa en las figuras inferiores, se necesitan varios arménicos en la suma de la ec. (5.36)
para que la serie converja. Esto implica que no se puede realizar una descripcion de las OM
con solo el primer término de la serie (primer armonico), como usualmente se hace al utilizar
la férmula LK en los metales.

A mayor decaimiento se observa un comportamiento diferente. En las figuras superiores
vemos que las OM no pueden ser descritas enteramente solo con la ocupacién del NL n = ny,.
Esto puede observarse en los casos (a) y (b), aunque debe notarse como las OM se pueden
describir perfectamente con el siguiente término en la expansién (5.14). Es decir, para T = 4

Ky I'/kg =9,5 K (ensanchamiento tipo Gauss), se tiene
Moo/ A = My, JA+ Frg + (Frgm1 + Fng1 — 1) (5.37)

Asi, la diferencia entre la aproximacién a primer orden (linea punteada azul) y las OM totales
(linea sdlida roja) es causada por el cambio de ocupacién en los NL ng — 1 y ng + 1. Para el
caso (c¢) se observa que atin para un decaimiento relativamente alto, el efecto de decaimiento
en las OM depende solo del factor de ocupacion del NL ng. Esto es de esperar teniendo
en cuenta la naturaleza del ensanchamiento semi-eliptico, en el cual si I' < Ag,, entonces
el ensanchamiento de cada NL es independiente (i.e. no hay overlap de la DOS). Por otro
lado, en las figuras inferiores vemos que a alto decaimiento la descripcion con los factores de
reduccién requiere menos armonicos. Esto puede resultar conveniente, especialmente cuando
los factores de reduccién se pueden aproximar de forma que la suma en la ec. (5.34) se puede

resolver.
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5.1.5. Efecto de la temperatura sobre cada oscilacién

De acuerdo a lo visto en la seccion anterior, a bajo decaimiento resulta conveniente
describir la reduccion de las OM a través de la descripcion en funcion de la ocupacién de los
NL. En particular, cuando el decaimiento es suficientemente bajo tal que la aproximacién
(5.14) es valida alrededor de cada pico SO en ¢ = ny € N, en el estado fundamental. Asi, en
decaimiento muy bajo, donde los detalles finos de las OM tales como el DE o el mezclado de
valle (MV) son atn observables, las OM alrededor de cada pico 1) = ny pueden analizarse
estudiando solo el factor de ocupacién F,,,. Por ello, a fines de la discusion del efecto de la
temperatura en las OM en los materiales 2D, resultara 1til describir de manera genérica como
es la reduccion de cada oscilacion al aumentar la temperatura. Consideraremos el sistema
en el estado pristino, i.e. sin impurezas tal que p (¢ —¢,) — 0 (¢ — &,) para cada nivel de
energia. El analisis serd realizado de manera genérica para un dado nivel de energia ¢,
obviando el indice v pero teniendo en cuenta que es valido para cualquier +.

Dicho esto, consideraremos el efecto de la temperatura en un unico pico de las OM!
correspondiente a un NL n = nyg, el cual ocurre para 1 = ng, omitiendo los demas picos

Y # ng. Luego, de acuerdo a la ec. (5.12), las OM son en general'

Mgsc—f—AfTro n0—1<¢<n0
MO —FA(H?O—l) n0<1/1<n0—|—1’

osc

Moo = (5.38)

donde, para el sistema pristino, el factor de ocupacién Fy es la funcién de Fermi-Dirac alre-
dedor de ¢ [ver ec. (5.10)]. Considerando la aproximacién (5.26), vélida a bajo decaimiento,

Fo esta dado por la ec. (5.27) con n = ny, i.e.

1
T 1+ oxp [Bu (no — ¥) /29

Fo (5.39)
De esta manera, la reduccién de las OM a T # 0 es enteramente debido a Fy. Notar el cambio
de signo en la exponencial, Fg—1 = — {1 + exp [ (ng — 1) /2¢]} ", lo cual es consistente
con el limite M,z — M2, si T — 0 (8 — o0). (Especificamente, para ng — 1 < ¢ < nq la
posicién tltima es f = floor [¢)] = ng — 1, mientras que para nyg < ¥ < ng + 1 la posicién
ultima es f = floor [¢)] = ng.)

En la Fig. 5.2 se muestra esquemdticamente M, y M., como funcién de ¢, junto a las

funciones exponenciales que dan el efecto de la temperatura. Como se observa, la forma en

que las OM se ensanchan y reducen sigue el comportamiento de las funciones exponenciales.

{Cuando nos referimos a pico de las OM, debe tenerse en cuenta que estamos hablando de las oscilaciones
discontinuas (SO) de las OM en el estado fundamental.

iiDe aquif en adelante notaremos, para simplificar, F,,, = F. Vale destacar también que estamos consi-
derando un solo pico, de manera que ng — 1 < ¥ < ng + 1.
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\ 1+exp[—Bu(no—1)/2¢]

Magnetizacion

T+exp[Bu(no—1)/2¢] v

Figura 5.2: Representacion esquematica del efecto de la temperatura sobre cada pico de OM, de
acuerdo a la ec. (5.38). En linea punteada roja se muestra la SO a T' = 0, y en linea azul sélida
la magnetizacion a T' # 0. También se muestran las exponenciales que reducen y ensanchan las
OM a temperatura finita. El decaimiento de las OM se puede describir con los parametros w y
¢ indicados. El ancho w mide el alcance del efecto de la temperatura sobre cada pico, mientras &
mide el desplazamiento de los extremos de las OM, respecto de su ubicacién a T = 0.

Podemos identificar dos propiedades que nos dicen cémo es el decaimiento: el desplazamiento
§ de los extremos de las OM, y el ancho w a partir del cual M2, ~ M,,. (siendo entonces el

efecto de la temperatura despreciable). Tanto § como w dependen de la temperatura, y en

general también dependen de ¢ y u. Se obtienen a partir de las ecuaciones

8]\4-086 _ _
0 (b =no—0)=0 (5.40)
Fo (1 =no — w) < 1. (5.41)

La primera ecuacién solo puede ser resuelta de manera numérica. De esta manera se obtiene
un desplazamiento § = 0 (7,ng), y en general, para la misma temperatura, 0 (7,ng) #
6 (T,ng + 1), aunque usualmente |§ (T, ng) — 0 (T, no £ 1)| < 1. Sin embargo, mds adelante
se vera que al incrementar la temperatura debe considerarse el efecto de los picos cercanos
al que ocurre en ¥ = ng, en cuyo caso el desplazamiento alcanza el limite § — 1/4, igual
al punto medio entre los maximos y los ceros de las OM en el estado fundamental. Esto es
particularmente 1util al analizar fenémenos como la dependencia del mezclado de los valles
(mezclado de diferentes frecuencias) con la temperatura, en los materiales 2D con buckling,
como también la envolvente de las OM, donde un desplazamiento constante de los extremos

simplifica considerablemente las ecuaciones. Por otro lado, el ancho w se puede estimar de la
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ec. (5.41) eligiendo un cutoff o < 1 tal que Fy (ng — w) = 0. Asi, de la ec. (5.39) se obtiene

un ancho

2n0 1 N2TLO
w=Z (1o~ 1) ppp e = (1o — 1), (5.42)

donde en la aproximacion del ultimo paso se considerd la condicion de bajo decaimiento
Bu > 1. En general es suficiente tomar o ~ 1072 tal que In(1/0 — 1) ~ 5. El ancho w es
una medida del rango en el cual la temperatura afecta localmente cada pico de las OM, y

como tal es fundamental a la hora estimar la observacién de los detalles finos en las OM.

5.1.6. Efecto de las impurezas

Como ya hemos visto, el efecto de las impurezas es ensanchar la DOS de los niveles de
energfa. El tipo de ensanchamiento (cémo es la distribucién de la DOS) depende en general
del mecanismo de scattering de los electrones en un campo magnético. Esto tiene consecuen-
cias en el decaimiento de las OM, puesto que su reduccién puede depender significativamente
de como es el ensanchamiento de los NL. Dicha dependencia no solo se refleja en el tipo de
distribucién de impurezas, sino en el mismo parametro de ensanchamiento I, el cual es una
medida del tiempo de scattering medio 7 de los electrones. Para ver esto, en la Fig. 5.3 se
muestran las OM para un sistema 2D con NL relativistas €, = av Bn con u = 0,25 eV,
andlogamente a lo considerado en la Fig. 5.1. Consideramos temperatura nula y distribucio-
nes de ensanchamiento tipo Gauss (linea sélida roja), semi-eliptica (linea punteada azul) y
Lorentz (linea punteada verde). Las OM se graficaron como funcién de la fase v, alrededor
de pico en ¥ = ng = 50.

Como se aprecia en la Fig. 5.3(a), para un dado pardmetro de ensanchamiento I' el
decaimiento de las OM depende fuertemente de como es el tipo de distribucion de impurezas.
La distribucién de Lorentz decae siempre mas rapido, mientras que la distribucion semi-
eliptica decae siempre més lento. A bajo decaimiento, para las distribuciones de Gauss y semi-
eliptica vemos que las OM no se reducen (son iguales a su valor en el estado fundamental) si
la fase no esta cerca de ng = 50. En otras palabras, lejos de 1 = 50, las OM se reducen a la
magnetizacion en el estado fundamental (SO). El mismo comportamiento fue ya visto en la
Fig. 5.1, donde a bajo decaimiento las OM eventualmente se reducen a las SO (linea sélida
negra). La razén de esto es facil de entender considerando la descripcién del decaimiento en
funcion de la ocupacién de los NL: tanto las distribuciones de Gauss como la semi-eliptica
decaen rapidamente y por lo tanto F,,, < 1 a no ser que 9 sea cercano a ng. Este no es caso
para la distribucion de Lorentz, para la cual su largo alcance implica que J,,, decae mucho

mas lentamente.
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Figura 5.3: OM para un sistema con niveles de Landau 2D relativistas e, = av/Bn, con pu = 0,25
eV, para diferentes distribuciones de impurezas a temperatura nula. En (a) graficamos las OM en
términos de la fase ¥ = (u/ a)2 /B, alrededor del pico en 9 = 50, considerando diferentes I'. En (b)
graficamos las OM como funcién de I, a diferentes fases .

La dependencia del decaimiento de las OM con el tipo de ensanchamiento también se
puede observar en la Fig. 5.3(b). Vemos que el decaimiento de las OM depende de qué tan
lejos estd la fase ¢ de ng, donde el nivel de energia ¢,, cruza la energia de Fermi. En los
tres casos considerados de 1, el valor més alto de M/A en la figura corresponde al valor
de la magnetizacién M/A = arctan[cot (m))] /7 en el estado fundamental, la cual para
49,5 < 1 < 50 implica M/A = 1 — 49,5. Asi, para las distribuciones de Gauss y semi-
elipticas vemos que mientras més alejado estd 1 de ng (para 49,5 < ¢ < 50), més grande
es el ensanchamiento I' requerido para que las OM se empiecen a reducir. Por ejemplo,
para b = 49,75 se observa que las OM se empiezan a reducir solo si I'/kg > 3 K para la
distribucién de Gauss y I'/kg > 7 para la distribucién semi-eliptica. En contraste, para la
distribucién de Lorentz las OM practicamente siempre estan reducidas, independientemente
del valor de ¢ y T.

5.1.7. Oscilaciones del potencial quimico

La formulacion general desarrollada asume un potencial quimico i constante. La satis-

faccion de esta condicion depende de la configuracion del sistema, por ejemplo a través de la
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aplicacién de un gate voltage!"**'*l. Sin embargo, en la mayorfa de los casos es la densidad
electrénica n, = N/A la que se mantiene constante. Como se vio en el capitulo anterior,
esta distincién es importante en el estado fundamental, debido principalmente a la natura-
leza discontinua de las OM. Es de esperar, entonces, que a bajo decaimiento las OM sigan
difiriendo significativamente para los casos o N constante.

Con decaimiento, las OM para el caso N constante se obtienen de la formulacién desa-
rrollada, considerando las oscilaciones de p con B (y otras variables, de haberlas) para que
la densidad electréonica n. se mantenga constante. Como se discutié en la introduccién, en
un tipico metal 3D, a niveles de decaimiento usuales, las oscilaciones de y son muy pequenas
y pueden ser despreciadas en la mayoria de los casos. En cambio, en los materiales 2D las
oscilaciones de p a bajo decaimiento pueden ser significativas. De hecho, como se vio en el
capitulo anterior en el limite de no decaimiento, las oscilaciones de y dan como resultado
que las OM para N o u constante difieran tanto en la frecuencia como en la amplitud de las
oscilaciones.

Las oscilaciones de p se obtienen de la misma manera que en un gas cuantico®¥ i.e.
utilizando la relacién N = —(92/9u),,, donde § es el gran potencial (5.1). En funcién de

los factores de ocupacion (5.10), se obtiene
N=D) > Fn, (5.43)
¥y n

De esta ecuacién uno deberfa resolver i = p(ne, B, ,T'), lo cual en general solo puede
hacerse de manera numérica. Sin embargo, a bajo decaimiento (donde las oscilaciones de
son relevantes) es posible hacer algunas simplificaciones. En efecto, ya sabemos que en el
estado fundamental a N constante, el potencial quimico u se reduce al tltimo nivel de energia
ocupado g, (i.e. las oscilaciones de u estan dadas por las oscilaciones de ¢,; ver seccién 2.1.2).
Por lo tanto, a bajo decaimiento es buena aproximacién considerar la dependencia de F,.,
con p solo para los niveles de energfa ¢, cercanos al ultimo nivel ocupado ¢,, considerando
para los demds J,,., su valor en el estado fundamental.

De esta manera, a fines practicos conviene resolver la ec. (5.43) considerando los niveles
€ny Ordenados como ¢, tal que ¢, es el ultimo nivel parcialmente ocupado en el estado
fundamental. Teniendo en cuenta que medimos la densidad electrénica n, respecto del punto
de Dirac (neutralidad de carga), y los NL n = 0 tienen ocupacién 2D /X en la banda de

conduccién (ver seccién 4.1.1), la ec. (5.43) queda

2D
N = T+DZ&3, (5.44)
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donde, como antes, A es la degeneracion extra debido al espin o valle, tal que D = AAngp.
A bajo decaimiento, considerando que solo los &, con r cercano a r = ¢ varfan con la
temperatura, podemos tomar' un ¢ < ¢ tal que ¥, ~ 1 parar < ¢ —cy F, ~ 0 para

r > q + c. Luego, a bajo decaimiento se tiene

v ) q+c
1= X+(q—c—1)+rg;c?r. (5.45)

donde v = n./ng = NA/D es el factor de llenado. Vale destacar que usualmente es sufi-
ciente considerar ¢ pequeno (digamos ¢ < 6, asumiendo ocupacién relativamente alta). De
esta manera, para una dada densidad electronica n,, resolviendo numéricamente la ecuacion
anterior se obtiene p = p(ne, B, 3,1'), el cual se reemplaza en la ec. (5.12) o (5.20) para
obtener las OM con decaimiento a N constante. Los ejemplos practicos de aplicacion de este

procedimiento se veran cuando analicemos las OM en grafeno y los deméas materiales 2D.

5.2. Grafeno

En esta seccién describiremos en detalle el efecto de la temperatura en grafeno, usando el
formalismo general desarrollado en la seccién anterior, para el caso de u constante. Al final
de la seccion se considerara el caso de N constante, al considerar las oscilaciones del potencial
quimico de acuerdo a lo visto en la seccién 5.1.7. Como se vio en el capitulo anterior, seccién
4.2, las OM en grafeno en el estado fundamental presentan caracteristicas inicas, no presentes
en un 2DEG o un metal 3D tipico. En particular, se detallé que las discontinuidades de las
OM tienen una amplitud que dependen del DE de los niveles de Landau, asi como también
de la densidad electrénica y el campo magnético. En el caso de p constante (seccién 4.2.2),
este comportamiento se vio reflejado en dos oscilaciones discontinuas para cada espin, con la
misma frecuencia y una pequena diferencia de fase debido al efecto Zeeman. Esta diferencia
de fase produce dos discontinuidades en las OM en el estado fundamental, cuya observacién
depende del potencial quimico (Fig. 4.5). Nos interesa entonces cémo afecta la temperatura
este comportamiento. Especificamente, como la temperatura influye en la observacion del
DE en las OM, y como es el mecanismo de decaimiento; es decir, como se puede entender
cuantitativamente la reduccién de las OM tal que el DE se vuelve inobservable. También,
la variacion de la amplitud de las OM con la temperatura, en funcién de variables como el

campo magnético y el potencial quimico, y cémo es la envolvente de las OM.

'En el estado fundamental, el caso N constante corresponde a p — &4, lo cual implica F, = 1sir < qy
F,. =0sir > q. Asi, a bajo decaimiento y seguird oscilando alrededor de ¢, (aunque con menor amplitud
a medida que aumenta la temperatura), con lo cual solo los &, cercanos r = ¢ varfan respecto del estado
fundamental.
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En esta seccion se analizan en detalle estas cuestiones utilizando la descripcién del efecto
de decaimiento en funcién de la ocupacién de los NL (seccién 5.1.2). Veremos que esta
nueva descripcion permite entender en detalle cémo el incremento de la temperatura reduce
progresivamente las OM discontinuas en el estado fundamental. Para simplificar, el estudio
tedrico serd realizado en grafeno pristino, i.e. sin impurezas. Sin embargo, a lo largo del
desarrollo se discute como se espera que la presencia de impurezas afecte los resultados

obtenidos.

5.2.1. Efecto de la temperatura

En grafeno, las OM en el estado fundamental, para el caso de u constante, se obtuvieron en
la seccién 4.2.2. En particular, recordamos aqui que la fase de las OM es ¢, = w (B! + sA),
donde w = (p/@)” es la frecuencia de las OM y A = 2up/u es la fase relativa para cada
espin. Ahora bien, a temperatura finita y en el estado pristino (sin impurezas tal que la
DOS de cada NL es pp, s (€ — €5,5) = 05 (€ — €15), donde ¢ es la delta de Dirac), el factor de

ocupacién (5.10), para cada espin s, es la funcién de Fermi-Dirac

1

?n;s — —1 _'_ eﬁ(sn,s*#)’

(5.46)
donde €, s = av Bn — supB son los NL en grafeno, considerando el DE. A bajo decaimiento
tal que B > 1, conviene expandir cada NL ¢, ; alrededor del campo B, l'=nj/w—sAenel
cual ocurren las OM en el estado fundamental, i.e. donde &, 5 (B, s) = p. Ya hemos utilizado
este tipo de expansién en la ec. (5.26). De esta manera, siendo 0g,, /OB = €, /2B — sjp/2,

se tiene

(B—B,s), (5.47)

donde se consideré ugB/u < 1. La expansion anterior resultard tutil al describir las OM

periédicas como funcién de B~!. Considerando esta expansién, la ec. (5.12) resulta

1 1
— A0
Mose = Moo = 3, As Y T —mammmss + 2 A D T ommmas (5:48)

s==+1 n<fs s==%1 n>fs

donde MY, y A, son las OM y amplitud en el estado fundamental, dadas por las ec. (4.59)
y (4.56). El indice fs es el tdltimo nivel ocupado en el estado fundamental, determinado
por f, = floor [1)]. Para simplificar el anélisis del efecto de la temperatura, en lo que sigue
consideraremos el caso de alta ocupacion (15 > 1) tal que las OM en el estado fundamental
se puede describir como una SO [ec. (4.60)]. Como ya vimos en la seccién 4.2.2, Fig. 4.5,
la condicion de alta ocupacion favorece la observacién del DE, sobre el cual nos interesa

estudiar la influencia de la temperatura. De esta manera, teniendo en cuenta la ec. (5.13),
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las OM quedan

A, 1 n
Mose = 3, — arctan {COt [M (E * SA) - En: 1+ 6_5M(B—Bn,s)/2Bn,5] } . (5.49)

s=+1

x107 ] x107
(a) (b) /
,~ /
4t 4
2 2
NA NA
< <
= u =
30 Y 30
E E
= =
2 2
4 4 ,
7 /’!
Bk ‘ ‘ ‘ ] 6L ‘ ‘ ‘ |
0.81 0.82 0.83 0.84 0.85 0.81 0.82 0.83 0.84 0.85

1/B (1/T) 1/B (1/T)

Figura 5.4: OM en grafeno, dadas por la ec. (5.49), para p = 0,25 eV. La linea punteada roja

corresponde a las SO en el estado fundamental, mientras que la linea sdlida azul corresponde a las
OM para (a) T=0,1 Ky (b) T=1K.

En la Fig. 5.4 se muestran las OM dadas por la ec. (5.49) para temperaturas (a) 7 =
0,1 Ky (b) T =1K, con g = 0,25 eV. Como se observa, el decaimiento de las OM al
aumentar la temperatura afecta considerablemente la observaciéon del DE. En la Fig. 5.4(a)
vemos que a temperaturas muy bajas 7" = 0,1 K, se puede atun apreciar el efecto del DE
en la magnetizacion, el cual se ve como una pequena ondulacién entre los dos picos de
espin del estado fundamental. Sin embargo, al incrementarse la temperatura esta oscilacién
practicamente desaparece de manera que no hay un efecto apreciable del espin en las OM.
Como veremos en detalle mas adelante, esta reduccion del DE en las OM depende no solo
del valor de la temperatura, sino también del campo magnético y la energia de Fermi. Asi,
mientras mas grande es el campo magnético, mayor es la temperatura necesaria para que

desaparezca el efecto del DE.

5.2.2. Observacion del desdoblamiento de espin

Como se observa en la Fig. 5.4, el efecto del DE en las OM desaparece al aumentar

la temperatura, habiendo entonces un limite a partir del cual el efecto es practicamente
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inobservable y el DE puede despreciarse en las OM!. Una estimacién para la temperatura a
partir de la cual esto ocurre puede obtenerse utilizando la ec. (5.49). Definimos z = 1/B y
consideramos dos picos en x1 y xs, correspondientes al mismo NL n = ¢ con diferente espin,
de forma que en general x; = ¢/w — A para el espin up, y x2 = ¢/w + A para el espin down
[ver ec. (4.51)]. A bajas temperaturas, entre los dos picos solo las ocupaciones de estos NL

son apreciables, de manera que para z; < x < x3 la ec. (5.48) resulta

A A_
o 0 1 1
Mosc - MOSC 1 + eﬁu(x—xl)/Qx + 1 + 6—5M($—$2)/2$7 (550)
donde hemos reescrito (B — By,) /2B, = —(x — 2y,) /22, m = 1,2. De la ec. (5.50) te-

nemos que, en términos de la variable + = 1/B, el efecto de la temperatura se comporta
siguiendo una distribuciéon de Fermi-Dirac. Asi, para ambas exponenciales podemos escribir
Bu(x —am) /20 = B(x —x,), donde 3 = 1/kgT = Bu/2z pude ser considerado el co-
rrespondiente parametro de temperatura, el cual define como es el ensanchamiento de cada
exponencial en la ec. (5.50). Esto nos muestra que el ensanchamiento depende no solo de la
temperatura real 7', sino también del potencial quimico p y el campo magnético x = 1/B. De
esta manera podemos obtener una estimacion de como la temperatura afecta la observacion
del DE en las OM, lo cual es dictado por cémo es el ancho w de cada exponencial (seccién
5.1.5) en relacién a la separacién de los picos x5 — 1 = 2A. Esto puede observarse en la Fig.
5.5, donde para diferentes temperaturas se muestran las OM (izquierda) y las exponenciales
que aparecen en la ec. (5.50) (derecha).

Luego podemos identificar las cuatro situaciones mostradas. En el primer caso, Fig. 5.5(a),
el ancho es w < A, en cuyo caso se puede observar claramente el efecto del DE en la
magnetizacién a T # 0. El segundo caso, Fig. 5.5(b), corresponde a cuando w = A, de
manera que las exponenciales se empiezan a solapar. Luego, para w > A (pero w < 2A)
en la Fig. 5.5(c), el efecto de DE empieza a desaparecer, aunque atun se puede notar una
pequena oscilacién o cambio de curvatura en M,,.. Finalmente, cuando w > 2A como en la
Fig. 5.5(d), el DE se vuelve préicticamente inobservable en M,,., y las OM se ven como una
tnica oscilacién alrededor del centro (1 + x2) /2.

Como vemos, la reduccién del DE en las OM dependen del ancho w de las exponenciales.
Este ancho ya fue descrito en la seccién 5.1.5, ec. (5.42), donde fue medido como funcién de

la fase 1. Siendo en grafeno ¢; = w (x + sA), para un dado pico de espin en z; = n;/w — A,

iTécnicamente, como se verd més adelante, el efecto del DE atin se mantiene en las OM, a través de un
factor de reduccién. De todos modos, aqui nos referimos a desaparece en el sentido de que las OM asociadas
al DE ya no observan, como en la Fig. 5.4(b).
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(a)

(d)

Figura 5.5: Influencia de la temperatura en el efecto del DE en las OM. En la izqueirda se muestra
la magnetizacién a cero temperatura (linea punteada roja) y a diferentes temperaturas (linea sélida
azul). En la derecha se grafica la primera (linea sélida naranja) y la segunda (linea punteada verde)
exponencial en la ec. (5.50). Los 4 casos mostrados corresponden a las exponenciales con un ancho
w (a) < A, (b) =A, (c) > A, (d) =2A, donde 2A la separacién entre los picos de diferente espin.

el ancho de las OM como funcién de x = B~ resultal

 10zkpT

R (5.51)

w
donde consideramos un cutoff o ~ 1072 tal que In (1/0 — 1) ~ 5. Ahora bien, siguiendo la
Fig. 5.5(d), la temperatura critica a partir de la cual el DE se vuelve inobservable satisface
w ~ 2A. Utilizando la expresién de w dada por la ec. (5.51), uno deberia reemplazar en
x el valor en el cual el ensanchamiento se esta evaluando. Si tomamos el pico en x; o en

Tg, obtenemos dos temperaturas diferentes Ts; ~ 2up/bkpxrs v Tso ~ 2up/bkpxy, pero

Este ancho, que se obtiene de la ec. (5.42) considerando la dependencia de la fase ¢ con x = B™1,
también se puede obtener (quizds de manera més clara) con el mismo procedimiento que se utilizé en la
seccién 5.1.5, pero trabajando con las OM como funcién de z en vez de v. Es decir, determinar el ancho
con la condicién Fy (z = x9 — w) < 1. De todos modos, el resultado debe ser intuitivo considerando que
o B7L.
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Ts1 — Tso| = Ts1 (2A/21) = Ts2 (2A/22) con A/x; < 1 en ambos casos. Luego en general

Ts1 ~ Ts o, y podemos tomar la temperatura promedio T = (Ts1 + Ts2) /2, lo cual implica

N2/JJBB

TS— Y
5 kg

(5.52)

donde B = w/{ es el campo magnético en el centro de los picos de espin. La ec. (5.52) da una
estimacién de la maxima temperatura para cual se puede observar el DE en las OM. Notar
que el resultado implica que el DE es observable si la energfa térmica kgT no es mayor a 1/5
de la energia de Zeeman 2ug B, lo que en términos generales podriamos decir kgT' < 2ugpB.
Ahora bien, puesto que B = w/{ = u?/la?, vemos que Ty es proporcional a u?, por lo que
valores altos de p favorecen la observacion del DE en las OM. (Este resultado puede parecer
no intuitivo, puesto que del factor de reduccién (1.12) uno esperaria que a altos valores de
p sea mas dificil observar las OM a temperatura no nula.) De hecho, a fines practicos la ec.
(5.52) tiene que usarse asumiendo de partida valores relativamente altos de p, que permitan

de por si observar el DE en las OM en el estado fundamental (ver Fig. 4.4), lo cual implica
nw=0,1eV.

B (T)

Figura 5.6: Temperatura de espin T, dada por la ec. (5.52), como funcién del campo magnético
(linea sdlida), y para u = 250 meV (puntos), donde B = w/f = u?/la? es el campo magnético en
el centro de los picos de espin correspondientes al NL n = /.

En la Fig. 5.6 se grafic6 la temperatura Ty como funcién del campo magnético B (linea
sélida) y para u = 0,25 eV (puntos), donde B = w/f = u?/la?. Vemos que, en general, la
temperatura 7T es muy pequena a no ser que B sea muy alto. Por ejemplo, para p = 0,25

eV, tenemos Ty, = 0,3 K para B = 1 T. Por lo tanto, incluso en campos relativamente
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grandes, se requieren temperaturas muy bajas para observar el DE en las OM. A su vez, es
de esperar que la temperatura de espin T disminuya si existen impurezas en el sistema. En
efecto, en analogia a cémo decaen las OM debido a la temperatura, la observacién del DE es
factible solo si el ensanchamiento de los NL debido a las impurezas es menor que la energia

de Zeeman.

5.2.3. Desplazamiento de los extremos

Como se indico en la seccién 5.1.5, al incrementarse la temperatura las OM se reducen y
se ensanchan, de forma tal que los maximos y minimos de las OM se desplazan respecto de su
ubicacién en el estado fundamental (donde las OM son discontinuas). Esto esté determinado
por el desplazamiento ¢ de los extremos de las OM, como se observa en la Fig. 5.2. El
desplazamiento de los extremos depende, en general, tanto de la temperatura 7" como del
campo magnético y el potencial quimico p. A continuacion obtendremos dicha dependencia
resolviendo la ec. (5.40) alrededor de una OM.

Para simplificar consideraremos temperaturas 7' > T}, donde el DE en las OM es practi-
camente inobservable y por tanto lo despreciamos. Asi, las OM en el estado fundamental
ocurren alrededor de los campos' 2, = B, ' = {/w. Este es el comportamiento usual de las
OM en grafeno, al ignorar el efecto Zeeman. Al ensancharse las OM, debido a la temperatura,
los maximos y minimos de las oscilaciones se desplazan desde x; a z;, — pd, donde p = 1 (—1)
para los maximos (minimos) y d = 6 (T, B, u) es el desplazamiento, que en general depende
de las tres variables T, B y pu. Como funcién de x = B™!, el desplazamiento § se obtiene de
la condicién OM,s./0x = 0. Ahora bien, ignorando el DE y considerando alta ocupacién, las

OM estan dadas por la ec. (5.49) con pup — 0, i.e.

2u T
Mose = _71-_¢ arctan [COt (wa + Z 14+ eﬁ#(zxn)/h)] ’ (553)

donde z,, = n/w. Luego la condicién de extremo OM,,./O0x = 0 puede escribirse como

L Y zusech? {M] . (5.54)

8wz 4

Los x = 1/B que satisfacen la ec. (5.54) dan todos los nuevos maximos y minimos de las OM
a T # 0. Notar que a temperatura cero (8 — o0) la ec. (5.54) implica  — x,,, como es de
esperar. En general, en un pico en x, = {/w, para obtener el correspondiente desplazamiento

d¢ es suficiente considerar solo los n cercanos a ¢ en la suma de la ec. (5.54). Los nuevos

Esto campos corresponden a los centros de los dos picos de espin, en 1 y 22, con igual NL ¢ y diferente
espin, de forma que By ' = (/w — Ay By' = {/w+ A. Asf el centro estd en B~! = (By' + By') /2 =(/w.
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extremos de las OM estan localizados en x = xz, — pd,. Conviene entonces reescribir la ec.

(5.54) como funcién de x; y dp, de manera que

1= —F N a,sech? {ﬁ“ (e = poe = an) | (5.55)
8w (1 — pég 4 (xp — pdy)

n

En la Fig. 5.7 se muestra la solucién gréfica de la ec. (5.55) para diferentes valores de
T y NL ¢, para p = 0,25 eV y p = 1 (desplazamiento de los méximos). Como se observa,
el desplazamiento 0 claramente depende del NL ¢ y por lo tanto del campo magnético. En
particular, el desplazamiento § se incrementa con la temperatura y decrece con el campo
magnético. Esto implica que cuando la temperatura no es cero, las OM ya no son, técnica-
mente, periédicas en 1/B, considerando el periodo en relacién a cuando suceden los maximos
(o minimos) de las OM. En efecto, como fue definido, el desplazamiento § siempre es medido
respecto de la posicién de los picos a temperatura cero, donde la distancia entre un pico
y otro es siempre la misma 1/w (periodo de las OM en el estado fundamental). En conse-
cuencia, si a T' # 0 el desplazamiento o, no es el mismo para todos los NL ¢, entonces el
desplazamiento de los extremos no es constante y por lo tanto M,,. no es, estrictamente,
una funcién periédica en 1/B. De todas manera, debe notarse este efecto es muy pequeno,
puesto que para NL cercanos ¢; y /5 usualmente se tiene |0; — 61| < 1/w, de manera que el
desplazamiento entre dos extremos contiguos es muy pequeno. Aun asi, como veremos mas
adelante, la dependencia de § con B si juega un papel importante en como es la envolvente

de las OM a bajas temperaturas.

2 ‘
@) —I=10
1 = 20
““““ 1=30
15" |=49)]
;
05f ,‘
.
0 L
1 2 3 4 5 6 7
5 (107°m) 5 (107°m)

Figura 5.7: Solucién gréfica de la ec. (5.55) para diferentes NL ¢ y temperaturas (a) T'= 5 K, (b)
T = 10 K. Todos los casos corresponden a p = 0,25 eV y al mdximo desplazamiento (p = 1).
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A pesar de que a bajas temperaturas el desplazamiento ¢ dependa del campo B, notar
en la Fig. 5.7 que al incrementarse la temperatura, el desplazamiento 0 parece tender a un
mismo valor, independientemente del NL ¢. Asi puede verse en la Fig. 5.7(b), para los casos
¢ =30y ¢ =40, donde el desplazamiento ¢ tiende a un valor estable de aproximadamente
§ ~ 5,3 x 1073 T~!. Esto significa que los méximos y minimos de las OM tienden a estar
localizados entre los picos y los ceros de las OM en el estado fundamental. En efecto, los ceros
de las OM ocurren para campos By, = (2n + 1) /2w (i.e. entre dos discontinuidades de las SO
en el estado fundamental). Luego la distancia entre los ceros y los picos es (Bg '— B i) =
1/2w, lo cual da ~ 1,05 x 1072 T~! para u = 0,25 eV, de forma que el punto medio se
encuentra en ~ 5,3 x 1073T~!. Este limite para el desplazamiento § se verd en més detalle
en los materiales 2D con buckling, donde dicho limite define la condicién para observar las

propiedades del valle en el batido de las OM.

-3
52 x10 ‘

(1/T)

w427

34

2 25 3 35 4 45 5
T(K)

Figura 5.8: Solucién numérica de la ec. (5.55) para d; como funcién de la temperatura, donde
u=025eVyB=1/r;,=1,01T (correspondiente al NL ¢ = 47).

También podemos analizar el desplazamiento ¢ como funcién de la temperatura, a un
campo magnético fijo para un dado NL. Esto se ve en la Fig. 5.8, la cual muestra la solucién
numérica de la ec. (5.55) para u = 0,25 eV 'y B = 1/xy, = 1,01 T (correspondiente al NL
¢ =47). Como es de esperar, vemos que a bajas temperaturas J, tiende a cero, aumentando
al incrementarse T'. Este comportamiento podria ser ttil para inferir cambios de temperatura

a partir de como varian los maximos de las OM.
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5.2.4. Envolvente

A bajas temperaturas, tales que el desplazamiento d para cada NL ain no llegd a su limite,
la envolvente de las OM depende de la variacién de § con B. Sin embargo, conociendo dicha
dependencia, la envolvente de las OM puede calcularse facilmente. Empezamos considerando
x=1/Byx <x < x9, donde x; y x5 son dos picos adyacentes de las OM en el estado
fundamental, de forma que en general ;7 = ({ — 1) /w y 3 = {/w. Seguiremos asumiendo

T > T, de manera que despreciamos el DE (up — 0). Luego la ec. (5.53) se puede escribir

2% 1 1
_ 0 _
Myse = M, + # <Z 1 + ePula—n/w)/2z Z 1+ eﬁu(xn/w)/2x> ) (5.56)

n</{ n>/¢

donde M?,. son las OM en el estado fundamental dadas por la ec. (4.60) (asumiendo ocu-

pacién alta), las cuales sin DE quedan M?, = —2p arctan [cot (mwz)] /7$. Para obtener la

envolvente positiva, correspondiente a los maximos de las OM, debemos simplemente eliminar

la parte oscilatoria en la ec. (5.56). Para M2, , esto puede hacerse reemplazando x = {/w — 4,

osc?

la posicién en la cual los maximos ocurren, donde 0 es el desplazamiento obtenido de la ec.
(5.55). Asi obtenemos

Ms = 2—55 arctan [cot (mwd)], (5.57)

™

donde definimos Ms = MY

osc

(¢/w — §). Notar que My es independiente de ¢. Por otro lado,
para las exponenciales en la ec. (5.56), debemos reemplazar = [/w — § solamente en el

numerador. Asi, definiendo m = ¢ — n, se tiene

>

m=1

o0

1 1 1 1
— — — g . (5.58)
1 4 eBum/w=08)/2z | 4 eBu(m/wtd)/2x 1 + eBud/2x ~ 1 4 eBu(m/w+6)/2z
m={+
A bajas temperaturas, tal que Su < 1, el dltimo término puede despreciarse puesto que es
muy pequeno si 1 < x < x9. De esta manera, reagrupando las exponenciales obtenemos la

siguiente expresion para la envolvente positiva

2 B T msinh [Bud /2]
By = 6 {arctan [cot (mwd)] 1 + eBud/2x + n; cosh [Bud /2x] + cosh [Bum /2x] } '

(5.59)
Aunque esta envolvente fue originalmente obtenida para x; < x < s, la expresion dada por
la ec. (5.59) se puede generalizar directamente para todos los campos magnéticos, provisto
que se conozca la dependencia general de § con B. La envolvente negativa es simplemente

E_ = —FE,. Aunque el ultimo término en F, involucra una suma, en la practica es suficiente
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5. Oscilaciones magnéticas con decaimiento

con considerar solo los primeros términos. De hecho, los términos m > 1 solo dan correcciones
a F, a temperaturas altas o campos magnéticos débiles, donde las OM son pequenas.

La envolvente dada por la ec. (5.59) depende del desplazamiento J, el cual en general
depende del campo magnético B, como se mostré en la seccion anterior. La solucion numeérica
de § se obtiene de la ec. (5.55). Esto da d, como funcién de ¢, a partir lo cual la funcién
d () puede obtenerse reemplazando = = ¢/w y fiteando los puntos. Este procedimiento es
realizado en la Fig. 5.9, paraT = 5 Ky p = 0,25 eV, donde ¢ fue fiteado con una funcion tipo
Boltzmann. Notar que la Fig. 5.9(a) estd en acuerdo con la Fig. 5.7, donde ¢ se incrementa
con £y por tanto con 1/B = x = {/w, tendiendo al limite ~ 5,3 x 1073T~!. Una vez obtenido
el desplazamiento ¢ (z), la envolvente positiva £y como funcién de z estd dada por la ec.
(5.59). Esto puede verse en la Fig. 5.9(b), donde se muestran las OM y las envolventes.
Consideramos solo los términos m = 1,2 en la suma del dltimo término en la ec. (5.59), lo

cual muestra que efectivamente solo los primeros términos son necesarios.

5.5
(a)
525 7 CCCCCCCCCCCCCCCC vvvv
57 <
=
l: ¥
o o
o 4.75 :
% %
E
45 ]
425+ ©
4 s \ ‘ . , -3 ‘ | | | |
0.5 0.75 1 1.25 1.5 1.75 2 0.5 0.75 1 o - _ 2

1/B (1/T) 1/B (1/T)

Figura 5.9: Para T =5 K y p = 0,25 eV: (a) Solucién numérica de la ec. (5.55), donde § (z) se
obtiene reemplazando x = ¢/w. Los puntos fueron fiteados con una funcién de Boltzmann. (b) OM
con las envolvente positiva E; y negativa E_ = —F,, donde E. estd dado por la ec. (5.59). La
funcién desplazamiento d(x) utilizada es la obtenida del fiteo en (a).

5.2.5. Efecto de la temperatura para N constante

En las secciones previas se discutio en detalle el efecto de la temperatura en las OM
en grafeno, considerando i constante. Resta entonces estudiar como afecta la temperatura
las OM para el caso N constante. Ya vimos, en el capitulo anterior, las OM en el estado

fundamental para N constante, las cuales a su vez fueron comparadas con el caso i constante
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5. Oscilaciones magnéticas con decaimiento

(seccién 4.2.3). Esta comparacién serd ttil, ya que de acuerdo a lo visto en la secciones
previas, es de esperar que a bajo decaimiento las OM para N constante se vean como una
reduccién de cada discontinuidad en el estado fundamental.

Como se describio en la seccién 5.1.7, las OM con decaimiento para el caso N constante
se obtienen de las oscilaciones de p con B, a partir de la ec. (5.45). En grafeno, considerando
la degeneracion de valle, se tiene A = 2 y los niveles de energia ordenados ¢, estan dados por
la ec. (4.31). El dltimo nivel ocupado en el estado fundamental es ¢,, donde ¢ = floor [v/2]
[ec.(4.29)]. Considerando solo el efecto de la temperatura, i.e. grafeno pristino, el factor de

ocupacién F, es la distribucién de Fermi-Dirac. Por lo tanto la ec. (5.45) queda

v ARG 1
et Y s 5.0

r=q—c

Como primer ejemplo, consideramos el efecto de la temperatura al comparar las OM para
(o N constante como en la seccion 4.2.3. Es decir, asumimos una densidad electréonica n, =
5x 10 cm™2, y un potencial quimico constante u = ay/n.¢/2 ~ 0,26 eV (ver Fig. 4.6). Para
el caso N constante, a distintas temperaturas las oscilaciones de p se obtienen numéricamente
de la ec. (5.60), y las OM reemplazando p en la ec. (5.49). El resultado se observa en la Fig.
5.10, para tres temperaturas, considerando la misma regién de campos magnéticos que en la
Fig. 4.6. En las figuras superiores se muestran las OM para p = ay/n.¢/2 constante, y en
las figuras inferiores las OM para N constante. En ambos casos, para cada temperatura se
muestra un zoom del efecto de DE en las OM, donde en rojo se graficé ademas las OM en
el estado fundamental, dadas por las ec. (4.60) (u constante) y (4.45) (N constante).

Como se observa, las OM con temperatura para N constante se asemejan a las OM en
el estado fundamental (ver Fig. 4.6). Esto es de esperar, teniendo en cuenta lo ya visto en
las secciones previas para p constante, i.e. a bajo decaimiento las OM mantienen el perfil
de las OM en el estado fundamental, solo con una reducciéon de su amplitud. Las diferentes
temperaturas elegidas en la Fig. 5.10 estdn relacionadas con la observacién del DE en las
OM, de acuerdo a lo visto en la seccién 5.2.2. Para el caso en cuestion, el DE ocurre para
B ~0,522 1/T o B ~ 1,915 T. Por lo tanto, segin la ec. (5.52), la temperatura de espin
es Ty ~ 0,51 K, tal que el efecto del DE seria apreciable solo si T' < T. Esto efectivamente se
verifica en el caso p constante (figuras superiores), pero también se aprecia que sigue valiendo
en el caso N constante (figuras inferiores). Es decir, la condicién 7' < T sigue siendo una
buena aproximacion como condicién necesaria para observa el DE en las OM a N constante.

Este resultado no deberia sorprender puesto que la temperatura T, estd determinada por
la relacién entre la energia de Zeeman 2upB y la energia térmica kgT', lo cual es indepen-
diente de la configuracién del sistema (. o N constante). Notar, sin embargo, que puesto que

el efecto del DE se ve diferente en las OM para ;1 o N constante (como se observa en la Fig.
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Figura 5.10: Comparacién entre el efecto de la temperatura en las OM para p constante (figuras
superiores) y N constante (figuras inferiores), considerando n, = 5 x 1012 ecm™2 y 1 = ay/neg/2 ~
0,26 eV. En ambos casos, y a distintas temperaturas, se muestra un zoom para el efecto del DE,
donde en rojo de graficé las OM correspondientes al estado fundamental.

4.6; en mas detalle explicado en la seccién 4.2.3), el efecto de la temperatura sobre el DE es
distinto, como se observa en los zooms de la Fig. 5.10. De todas maneras, si se mantiene el
comportamiento del decaimiento de las OM de acuerdo a la Fig. 5.5. Es decir, si T < T/2
(figuras 5.10 izquierda), se favorece considerablemente la observaciéon del DE puesto que el
ancho de las exponenciales en la ec. (5.49) es menor que la separacién de los picos debido
al DE. Para el caso N constante, teniendo en cuenta que la variable fundamental no es la
fase sino la amplitud de las OM, esto se traduciria como que, cuando 7' < T /2, la reduccién
de la amplitud debido a la temperatura es menor que la discontinuidad de la magnetizacién
cuando ocurre el pico S. Para valores de T cercanos o mayores a T;/2, la reduccién del DE
es mas pronunciada, como se observa en la figuras 5.10 del medio, aunque en dicho caso ain
se observa el pequeno efecto del DE en un cambio de curvatura en las oscilaciones. Dicha
curvatura desaparece progresivamente el aumentar la temperatura, hasta que para 7" > T
ya no se aprecia el efecto del DE. Bajo estas consideraciones, podria concluirse que el efecto
del DE en el caso N constante es practicamente observable como tal solo si T' < T/2.

Al incrementarse la temperatura, las oscilaciones del potencial quimico disminuyen, de
forma que el caso p constante deberia reducirse al caso N constante, provisto que u =
ay/n.¢/2. Este limite puede entenderse ficilmente considerando el desfasaje de las OM
para los casos N o u constantes en el estado fundamental (seccién 4.2.3), y el efecto de
la temperatura sobre cada pico de oscilacion. Esto se muestra en la Fig. 5.11, para los
mismo valores que en la Fig. 5.10, i.e. n, = 5 x 10 ecm™2 y pu = ay/n.¢/2 ~ 0,26 eV.

En (a) se muestran las OM en funcién de 1/B, a diferentes temperaturas, para p constante
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5. Oscilaciones magnéticas con decaimiento

(figura superior) y N constante (figura inferior). A 7" = 0 se tienen las OM en el estado
fundamental, como en la Fig. 4.6. El DE ocurre alrededor del mismo campo magnético, pero
las discontinuidades asociados al cambio de NL, de mayor amplitud, estan desfasadas. Al
aumentar la temperatura, las OM se reducen y los extremos se desplazan. En el caso u
constante, dicho desplazamiento ya se describié en detalle en las secciones anteriores, donde
vimos que se alcanza un limite que estd entre medio de las discontinuidades a 7' = 0 y
los ceros de las OM. Para el caso N constante, se observa un comportamiento analogo al
aumentar la temperatura, salvo que el desplazamiento es hacia el lado opuesto. Esto implica
que al aumentar la temperatura, las OM para u o N se reducen y desplazan hacia el mismo

punto final (entre medio de los méximos y ceros), es decir, tienden a lo mismo.
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.
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Figura 5.11: (a) Comparacién entre las OM para p y N constante, a diferentes temperaturas,
para ne = 5 x 1012 em™2 y pu = ay/n.$/2 ~ 0,26 eV. (b) Para los mismos valores, OM a diferentes
temperaturas para pu constante (linea sélida roja) y N constante (linea punteada azul).

Esta tendencia limite puede verse en mas detalle en la Fig. 5.11(b), que muestra solo
las OM a diferentes temperaturas. Vemos entonces que a 7' = 3 K las OM tienen la misma
amplitud, pero sus méaximos presentan aun un desfasaje, como en el estado fundamental
(aunque menor). A T'= 7 K las OM siguen reduciendo su amplitud, se ensanchan mads, y sus
extremos se acercan mas hacia el mismo limite. Finalmente, a temperaturas suficientemente
altas, como en el caso mostrado de T' = 14 K, las OM para ;o N constante son practicamente
iguales. En dicho caso, y a temperaturas mayores, las oscilaciones de p son despreciables y
pueden ignorarse. En otras palabras, las OM a p constante son préacticamente iguales a las
oscilaciones a N constante. Esto es, en efecto, lo que sucede en la mayoria de los metales

3D, incluso a temperaturas mucho mas bajas.
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5. Oscilaciones magnéticas con decaimiento

5.3. Materiales 2D con buckling

En esta seccion estudiaremos el decaimiento de las OM en los materiales con buckling, en
presencia de un campo eléctrico perpendicular E,. Haremos especial énfasis en la influencia
de la temperatura en la observacién del mezclado de los valles y el fenémeno del batido.
Como vimos en el capitulo anterior, este comportamiento es 1inico a los materiales 2D con
buckling, y aparece debido a la presencia de una diferencia de potencial entre las subredes
(debido al campo E,). Siguiendo el formalismo general desarrollado en la seccién 5.1, y su
aplicacion en grafeno, consideraremos el caso de p constante. Mientras que para grafeno
nos enfocamos en el decaimiento de las OM a bajas temperaturas, donde la formulaciéon en
funcién de la ocupacién de los NL (seccién 5.1.2) resulté particularmente 1til, en el caso
de los materiales 2D veremos cémo uno puede utilizar las dos descripciones del decaimiento
segun conveniencia. Asi, mientras que a bajas temperaturas utilizaremos la descripcion del
decaimiento en funcién de la ocupacién de los NL (como en grafeno), a mayores temperaturas
utilizaremos la descripcién del decaimiento a través de factores de reduccién (férmula LK),
puesto que serd mas conveniente. Esto permitira ver cémo dependiendo de la situacion una

formulacién puede ser mas conveniente que la otra.

5.3.1. Efecto de la temperatura

Empezaremos considerando el efecto de la temperatura en funcién de la ocupacion de
los NL, segun el formalismo desarrollado en la seccion 5.1.2. En el estado fundamental,
para u constante las OM en los materiales 2D con buckling fueron obtenidas en la seccién
4.3.2. Vimos que la fase de las OM, en funcién de los indices de valle y espin n,s = +1, es
Yps = Wps (B7' + A,;), donde w,s y A, son la frecuencia y fase relativa de las OM. Esto
llevé a descomponer las OM en 4 tipos de picos, con dos frecuencias unicas w; y dos fases
relativas A;, dadas por las ec. (4.105) y (4.106). Siguiendo esta descomposicién, los niveles de
energia asociados a cada frecuencia de oscilacién w; son ¢; = [p? + o? (nB — wi)]l/z —supbB,
donde por simplicidad omitimos explicitamente la dependencia de &; con los indices n v s'.
Esto, a su vez, implica que en el estado fundamental las OM ocurren en campos magnéticos
1/B,, = n/w; — sA; (nuevamente omitimos subindices en B, ! para simplificar la notacién).

De esta manera, en el estado pristino el factor de ocupacién (5.10) es

B 1
o 1+ 6/3(51'*#) ’

;1,8

(5.61)

'La dependencia de €; con n es la que produce las OM con frecuencia w;, mientras que la dependencia
de g; con s causa la fase relativa A;
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Como hicimos en grafeno, en la condicién de bajo decaimiento Su > 1 conviene expandir

cada ¢; alrededor de B, teniendo en cuenta que

Og;  ef — 1 + d’w; N a?w;

OB~ 2B(e; +supB) ~ 2By’

(5.62)

considerando pugB/p < 1. Por lo tanto, puesto que A; = 2uup/a’w; [ec. (4.106)], se tiene
la expansion

KB
i— B—-1B,). 5.63
Gon p g (BB (5.63)

Notar que si Ago — 0y [ = 0 (sin buckling), entonces w; = (11/2)” y A; = 2up/p, v la ec.
(5.63) se reduce a la ec. (5.47) en grafeno, como es de esperar. De la ec. (5.12), las OM en

los materiales 2D con buckling resultan

1 1
f— 0 p— . —
Maose = My = > Ai [Z R 21T eﬁuB(BnB)/BnAi] + (5.64)

i=12  s=+1 |Ln<f; n>f;

donde M2 . son las OM en el estado fundamental. El pardmetro f;, que indica la dltima
posicién ocupada en el estado fundamental, se obtiene a través de f; = floor [¢);], donde
¥ = w; (B™! + sA;). Considerando alta ocupacién, tal que 1; > 1, las OM se reducen a la

ec. (5.13), i.e.

M, = Z Z % arctan {cot

i=1,2 s==+1

1 T
e <§ + SAZ) + Z 1+ eBHB(Bn—B)/BnAi] } . (5-65)

En la Fig. 5.12 se muestran las OM para diferentes temperaturas, en el caso de siliceno
con = 0,25eVyelE, =92 meV. Estodaw; >0y wy >0, con Aw =w; —wy ~ 3,6 T,
de manera que estamos graficando la regién entre el méximo en x); = 4/Aw y el minimo en
Tm = 4,5/ Aw (ver seccién 4.3.2.2). Las temperaturas consideradas, para este caso particular,
fueron especificamente elegidas para representar cémo afectan la observacion del DE y el
mezclado de valle (MV) en las OM. Asi, empezando desde el caso T'= 0 en la Fig. 5.12(a),
claramente observamos la estructura fina de las OM, debida al DE y el MV. Al incrementar la
temperatura, todos los picos empiezan a ensancharse, y dependiendo del valor de T', algunos
picos se reducen totalmente y dejan de observarse. Primero, en la Fig. 5.12(b) vemos que
para T' = 0,1 K, los picos se ensanchan pero que sin embargo atun se puede apreciar el
DE en las OM, visto como una pequena oscilacion entre las oscilaciones mas grandes. Si
la temperatura sigue incrementandose, llegamos a la situacién mostrada en la Fig. 5.12(c),
donde para T' = 0,3 K las OM estan reducidas de forma tal que el DE ya no se observa.
Notar, sin embargo, que atin se observa el efecto de MV en las OM, en la regién de minimo de

batido (1/B alrededor de 1,25 1/T). Si la temperatura se sigue incrementando, eventualmente
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Figura 5.12: OM en siliceno, a diferentes temperaturas, para p = 0,25 eV y elFE, = 92 meV,
resultando en un fenémeno de batido con (w1 — wz) /w1 ~ 0,03. Todos los casos corresponden a la
regién entre el méximo de batido en 1/B =4/ (w1 — w2) y el minimo en 1/B = 4,5/ (w1 — w2).

llegamos al estado mostrado en la Fig. 5.12(d), donde dicho mezclado alrededor del minimo
de las OM ya no se observa. Este comportamiento se mantiene a mayores temperaturas,
donde las OM cada vez se reducen mas pero preservan la misma forma, correspondiente a
un fenémeno de batido puro.

En lo que sigue estudiaremos en detalle el origen del estas diferentes situaciones mos-
tradas en la Fig. 5.12, haciendo énfasis en estimar la temperatura a partir de la cual ya no
se observan los fenémenos de DE y MV en las OM. Para ello se utilizaran las propiedades
de como afectan las exponenciales de los factores de ocupacién F,;, a las OM, como se
mostrd esquematicamente en la seccién 5.1.5, en particular la Fig. 5.2. Veremos que sim-
plemente estudiando las propiedades del ancho w y desplazamiento § de las OM, es posible

entender cuantitativamente el comportamiento de las OM mostrado en la Fig. 5.12.
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5.3.2. Observacion del desdoblamiento de espin

Para estudiar la influencia de la temperatura en la observacion del DE en las OM, segui-
mos el mismo procedimiento utilizado en el caso de grafeno (seccién 5.2.2), aplicado ahora
para cada una de las frecuencias presentes. Consideramos entonces dos picos de las OM
con frecuencia w, para un dado NL n, separados debido al DE, localizados en general en
1/By =n/w—Ay1/By=n/w+ A. Delaec. (5.65), la correspondiente OM es'

A 1
M, = = Z arctan {cot [mj <§ + SA) -+ 7r9’12] } , (5.66)

s==1

donde F15 = 3 _ {1 +exp[Bup (B, — B) /AB,]}". Siguiendo la Fig. 5.2, sabemos que
el ancho w de las exponenciales en Fp5 determina la observacién de las OM a temperatura
finita. Asi, para dos picos separados por 2A debido al DE, uno esperaria observar el DE en
las OM solo si w < 2A. Esto ya se demostré graficamente en la Fig. 5.5 para grafeno, lo cual
sigue siendo valido en los materiales 2D con buckling, para ambas frecuencias w; de las OM.
Resolviendo F (1/B — w) = o se obtiene

__ BkgTA

w ~ B (5.67)

donde se considerd un cutoff o ~ 1072, tal que In (1/0 — 1) ~ 5. Asf, de la condicién w = 2A

obtenemos la temperatura de espin

T, ~ 2/“337
5kp

(5.68)

donde B = w/n es el medio de los dos picos separados debido al DE. La condicién para
observa el DE a un dado B es que T' < T}. La expresion de T es exactamente la misma que
la hallada en grafeno, lo cual es de esperar puesto que T depende solo del efecto del DE y no
de la ruptura en la degeneracion de valle que aparece en los materiales 2D. Mas ain, Ty no
depende de las propiedades particulares de los materiales 2D, tales como vg, [ 0 Agp, lo cual
nuevamente es de esperar puesto que el DE afecta los niveles introduciendo un término de
Zeeman 2up B que es independiente del material (més alld del factor-g que se asumié g = 2).
En el caso particular considerado en la Fig. 5.12, para 1/B ~ 1,1 1/T tenemos T ~ 0,25 K,
de manera que para la region de campos magnéticos considerados, uno no esperar observar
el DE en las OM para T' > 0,25 K. Esto es consistentes con las Fig. 5.12(b) y 5.12(c), donde
para T'= 0,1 K < T} se observa el DE, pero para T'= 0,3 K > T§ no se observa el DE.

"Para simplificar obviamos el indice ¢, entendiéndose que el anélisis es independiente y valido para ambas
frecuencias wy y wa.
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5.3.3. Observacion del mezclado de valle

Llamamos mezclado de valle (MV) al patrén de mezclado que aparece alrededor del mini-
mo de batido en las OM, como se observa en las Fig. 5.12(a)-(c). Este efecto es independiente
del DE y es causado por la ruptura de la degeneracion de valle en los materiales 2D con
buckling, lo cual conlleva a que haya un mezclado de picos de OM con diferente frecuencias.
La forma en la cual ocurre este mezclado (overlap) determina cémo es el patrén de mez-
cla observado. Para entender bien esto, considerar el minimo de batido en las OM, el cual
ocurre cuando los picos con frecuencias w; y wy se encuentran en su maxima separacion, en
interferencia destructiva. Esto se muestra en la Fig. 5.13, donde en la izquierda graficamos
los picos con frecuencia w; (linea punteada) y wo (linea sélida), y en la derecha graficamos
la resultante OM obtenida a partir de su suma (por simplicidad omitimos el DE de cada
pico, pero el resultado es independiente de ello). En la izquierda, las lineas verticales en rojo
corresponden a la ubicacién de los picos a T' = 0 (saltos discontinuos en la magnetizacién),
con su periodicidad 1/w indicada en cada caso.

La primera situacién, Fig. 5.13(a), corresponde a los casos donde las OM presentan un
efecto de MV alrededor del minimo de las OM, como se observa en la figura de la derecha. Esto
puede explicarse analizando como las OM son obtenidas a partir de la suma de las oscilaciones
mostradas en la figura izquierda. Ahi vemos que, para dicha temperatura, el desplazamiento
d de los extremos es menor que 1/4w; (linea punteada negra), de manera que los maximos y
minimos no estan en la misma posiciéon y por lo tanto las OM resultantes no son cero. Por
otro lado, cuando la temperatura se incrementa, el desplazamiento 0 alcanza el limite 1/4w
para ambos picos, como se observa en la Fig. 5.13(b), en cuyo caso los maximos y minimos se
encuentran aproximadamente en la misma posicién', causando una interferencia destructiva
y un cero en la resultante OM. Este comportamiento se mantiene si la temperatura se sigue
incrementando, puesto que el desplazamiento d se mantiene en 1/4w y el incremento de
temperatura solo reduce la amplitud de las oscilaciones. Por lo tanto, la condicién para
observa el MV en las OM es que el desplazamiento de los extremos ¢ sea menor que 1/4w.

Para las OM con frecuencia w; y fase sA;, el desplazamiento § del pico en 1/B, =
/OB (1/B; — pd,e) = 0, con p = 1 (—1) para

el maximo (minimo) desplazamiento. Luego, siguiendo lo obtenido en grafeno (ver seccién

(/w; — sA; se obtiene de la ecuacion OM%E

5.2.3), la ecuacién para obtener 0 resulta

Ba? 1 ) {Boﬂwi ( 1 1 )]
1= —sech” | —— | =— — — — po . 5.69
811 (1/By — pbye)’? ; By, B B, " (569

"Puesto que en general las frecuencias wy y ws no son proporcionales, cuando §; = 1/4w; los maximos y
minimos no ocurren exactamente en la misma posicién (valor de B). Sin embargo, en la condicién de batido
(w1 —wa) Jwi < 1, la diferencia en la posicién de los méximos y minimos es despreciable.
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Figura 5.13: Relacién entre el mezclado de valle (MV) en las OM alrededor del minimo de batido,
y el desplazamiento ¢ de los extremos de las OM. En la izquierda se muestran dos picos de OM
M; (linea punteada) y Mz (linea sélida), con frecuencias w; y we, como funcién de 1/B, donde las
lineas rojas verticales corresponden a la ubicacién de los picos (SO) a T' = 0, mientras que las lineas
azules son las OM a T # 0. La regién del gréafico corresponde a la regiéon del minimo de las OM,
donde hay interferencia destructiva entre los picos. En la derecha se muestran las OM resultantes
alrededor del minimo de batido. El caso en (a) corresponde a un desplazamiento 6 < 1/4w, y el
caso (b) corresponde a un desplazamiento § = 1/4w.

Notar que la ec. (5.69) no depende de la fase A;, y por lo tanto ¢ es independiente del espin.
Maés aun, para el mismo ¢ se tiene o, ~ d_ y entonces para cada pico es suficiente calcular
el desplazamiento de los maximos (o minimos). Como en grafeno, la ec. (5.69) se resuelve
numéricamente para cada B, en funcion de la temperatura, obteniéndose que ¢ sigue una
distribucién exponencial (del tipo Boltzmann), con el limite § — 1/4w;.

La temperatura a la cual se alcanza este limite puede ser relacionada con el ancho w
de la exponencial (factor de ocupacién) asociada a cada pico que ocurre en By, dado por la
ec. (5.67). Esto fue realizado en la Fig. 5.14, donde se muestra la solucién numérica de la
ec. (5.69) para 0, y el ancho w = bkgTA;/upBy. Los valores corresponden a siliceno, con
pw=0,25eV, elE, =92 meV, y considerando el pico de espin up con frecuencia w; = 137,53
T para el NL ¢ = 172, lo cual implica 1/B, ~ 1,25 1/T (por lo tanto el desplazamiento
y el ancho calculados corresponden al pico alrededor del minimo en la Fig. 5.12). Como
podemos observar en la Fig. 5.14, no solo ¢ alcanza el limite 1/4w;, sino que cuando lo

hace se tiene w 2 1/w;. Asi, tomando como referencia la Fig. 5.2, cuando en un dado
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Figura 5.14: Relacion entre el desplazamiento de los extremos ¢ y el ancho w de las OM, como
se definieron en la Fig. 5.2, para siliceno con pu = 0,25 eV y elE, = 92 meV, considerando el pico
de OM con frecuencia w = w; ~ 137,5T en 1/By = 172/w; — Ay = 1,25 1/T. En linea punteada
roja se graficamos ww, donde w = 5TA/upBy es el alcance de la temperatura para el pico en
1/By. En linea sélida azul graficamos 4wd, donde ¢ es el desplazamiento de los maximos obtenido
numéricamente de la ec. (5.69), con By = By y p = 1.

pico el desplazamiento § aproximadamente alcanza su valor limite, entonces el ancho w
es aproximadamente igual al periodo de oscilacién' 1/w. Esto nos proporciona una simple
estimacién para la temperatura 7T, para la cual § — 1/4w, puesto que en tal caso w ~ 1/w

en la ec. (5.67) y entonces
_ hvieB
v 5#/{73 .

Luego, siguiendo la Fig. 5.14, T}, es también la temperatura para la cual el MV dejaria de

(5.70)

ser observado en las OM. En tal caso debe notarse que el campo magnético que va en la ec.
(5.70) corresponde a cuando ocurre la interferencia destructiva de los picos, en el minimo
absoluto en 1/B = (n+1/2) / (w1 —ws), donde n es un entero (ver seccién 4.3.2.2). Para
el caso particular de la Fig. 5.12 se obtiene T, ~ 1,48 K. Esto esta en acuerdo con la Fig.
5.12(d), donde para T'= 1,5 K ya no se observa el MV en las OM.

Resulta interesante comparar la temperatura de valle T, con la temperatura de espin
T, dada por la ec. (5.68). Tenemos Ty /T, = 2upu/hvse, lo cual de las ec. (4.105) y (4.106)

implica T, /T, = 2Aw. Asi la relacién entre estas dos temperaturas es igual a la relacién entre

iEsta correspondencia entre § y w puede relacionarse con la influencia de los demés picos. Es decir,
cuando el ancho w is igual o mayor que el periodo de las oscilaciones 1/w, las exponenciales que dan el efecto
de la temperatura empiezan a solaparse. Como esta influencia es en principio simétrica en ambos lados, no
hay una variacién del desplazamiento J. El efecto es, entonces, solamente una reduccién global de la amplitud
de las OM, pero manteniendo el punto donde ocurren los maximos y minimos.
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el periodo 1/w y la diferencia de fase 2A (siendo esta relacion igual para todos los picos,
independientemente de su frecuencia o fase). Por supuesto, este resultado es de esperar puesto
que cada temperatura fue calculada de la ec. (5.67), con w = 2A para Ty y w = 1/w para
T,.

5.3.4. Aproximacion de las OM para altas temperaturas

Cuando T > T,, podemos decir que la estructura fina de las OM es reducida por la
temperatura, quedandose uno entonces con oscilaciones cuyos extremos, para cada frecuencia,
estan siempre desplazados 1/4w respecto de la posicion de los picos a T = 0. En esta situacion
resulta mas conveniente describir las OM utilizando la descripcién del decaimiento a través
de factores de reduccién, i.e. la formula LK (seccién 5.1.3). Ahora bien, para los materiales
2D con buckling, la fase de las OM es 9; = w; (B! + sA;). Para T > T, se puede despreciar
la dependencia de 1; con p a través de la fase sA;. Luego la dependencia de 1; con pu es solo
a través de w; [ec. (4.105)], por lo que dv;/Ou = 2u/a?, independientemente de los indices i

y s. El factor de reduccion de la temperatura (5.23) resulta

Am?pukpT AnipukpT
RT@):(W esch | —0p )

Notar que este factor Ry es el mismo obtenido por Sharapov et al. en grafeno® (aunque

(5.71)

aqui a = vpv/2eh depende del material 2D). La dependencia de Ry con el potencial quimico
14 parece implicar que a mayor ocupacién mayor es el decaimiento. Sin embargo, hay que tener
cuidado con esto, puesto que la ocupacién (determinada por ;) depende no solo de p, sino
también del campo B. En otras palabras, un valor relativamente alto de p (como venimos
considerando, puesto que favorece la observacion del DE; ver Fig. 4.4) no necesariamente
implica un mayor decaimiento de las OM, puesto que en la expresién de Ry un valor alto de
1 se puede compensar con un valor alto de B.

Teniendo en cuenta estas consideraciones, bajo la condicién de alta ocupacion, donde las
OM en el estado fundamental estdan dadas por las SO (4.103), la férmula LK (5.20) (con

Rr =1 para el estado pristino) resulta

Moo = 3 3 4 i Br ) ., {2@% (é + SAZ'>} . (5.72)

T
1=1,2 s=%1 p=1 p

La ventaja de utilizar esta expresion, en vez de la ec. (5.65), es que a altas temperaturas
tales que T" > T, podemos aproximar Ry usando csch (Ap) ~ 2exp (—Ap), donde A =
4m?ukpT/a®B. En efecto, esta aproximacién implica exp (—=Ap) < 1 o Ap > 1, lo cual se
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satisface para todo p si
hvteB

_ 2
T = 5T, /272 ~ T, /4. (5.73)

7>

Asi, es buena aproximacién considerar csch (Ap) ~ 2exp (—Ap) si T > T,,. Luego la sumatoria

sobre p en la ec. (5.72) puede ser evaluada para obtener

1 1
Moo =~ A\ 21w | =+ sA; || —————, 5.74
ZZ sen{m} (B—l—s )] T cosh () (5.74)
i=1,2 s=%1
donde, como cosh (A) > 1, consideramos cosh (A) — cos [27w; (1/B + sA;)] ~ cosh (A). Po-
demos simplificar ain méas la expresién de M,,. notando que para altas temperaturas, la
diferencia entre las amplitudes A; es practicamente despreciable, de manera que podemos

utilizar la amplitud A, /4, donde

Ay =2 Ay~ % [\ + (el EL)? — 1i?]. (5.75)

i=1,2

De esta manera, reescribiendo la sumatoria senoidal en la ec. (5.74), obtenemos el resultado

kT kgT —
Mose >~ A, BB 7 sech (W % 7) cos (yup) sen {W] cos [M} ,  (5.76)

donde definimos v = 27u/hv%e. Es instructivo analizar cada término en la ec. (5.76). El
efecto de la temperatura estd enteramente contenido en el término kgTysech (rkgTv/B),
el cual tiende a cero al incrementarse T', actuando simplemente como una reduccién global
de la amplitud de las OM. En otras palabras, en el régimen considerado la temperatura
no modifica la forma de cada pico de las OM, lo cual es de esperar, puesto que estamos
considerando temperaturas tales que el desplazamiento de los extremos ya alcanzoé el limite
0 — 1/4w para todos los campos B considerados. El término cos (yup) es independiente del
campo magnético y contiene el efecto del DE, lo cual se ve como una pequena reduccion de
la amplitud de las OM'. Por tltimo, las dos funciones trigonométricas en la ec. (5.76) dan el
perfil de las OM. Bajo la condicién de batido (w; — wsq) /wy < 1 (seccién 4.3.2.2), el primer
término causa las pequenas oscilaciones internas, de bajo periodo, mientras que el segundo
término actia como la envolvente de las oscilaciones internas. Esta separacion entre cada

contribucion serd particularmente 1til para obtener la envolvente de las OM.

'A las altas temperaturas consideradas, este efecto del DE podrfa, de hecho, despreciarse considerando
up — 0y cos(yup) =1, como se hizo en grafeno al estudiar la envolvente de las OM (seccién 5.2.4).
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5.3.5. Envolvente

Obtendremos ahora una expresion para la envolvente de las OM, en la condicién de batido
tal que (w1 — wq) /w1 < 1. En el caso general, a una dada temperatura uno deberfa obtener
numéricamente el desplazamiento ¢ de los maximos y minimos de las OM, como funcién de
B, y de ahi construir la envolvente de las oscilaciones, como fue realizado en grafeno (seccién
5.2.4). La generalizacién de este procedimiento a los materiales 2D con buckling es trivial,
considerando que ahora hay dos frecuencias que producen un fenémeno de batido. De todas
maneras, omitiremos esta region de transicion en la que 0 depende de B, y consideraremos
el caso de altas temperaturas, tal que se alcanzé el limite 6 = 1/4w. Esto implica T > T,
para todos los campos magnéticos considerados, en cuyo caso es conveniente trabajar con
la ec. (5.76) para las OM. Para obtener entonces la envolvente, simplemente tenemos que
eliminar las oscilaciones internas de la funcion senoidal, evaludndola en su maximo valor.

Asi obtenemos la envolvente

kT~ kT~ 7 (w1 — wo)
E~A, 5 sech < Iz cos (Yup) cos —5 | (5.77)
El hecho de que esta envolvente es obtenida cuando sen [ (w; + wy) /B] = 1 implica que

el desplazamiento de los extremos, para las oscilaciones internas, es de la forma 1/B =
20/ (w1 + we)—1/2 (w1 + wse), lo cual implica 1/B = £/w—¢§ con w = (wy + ws) /2y § = 1/4w.
Por lo tanto obtenemos el resultado previo de que en este régimen de altas temperaturas, el
desplazamiento de los extremos es igual a 1/4w, con la frecuencia siendo el promedio entre
wy y we. De la ec. (5.77) también podemos obtener la envolvente E,; del decaimiento de la

temperatura, tomando el médulo de E y cos 7 (w; — ws) /B] = 1. Es decir,

Eq= ‘Ap’

kT~ <7rk‘BT7
iz sech

> cos (Yug) - (5.78)

En la Fig. 5.15 se muestran las OM y sus envolventes, en germaneno, para 7' = 3 K
con ell), = 25 meV y u = 0,25 eV. Debe notarse que debido a la temperatura, no solo se
reduce la amplitud de las OM, sino también ocurre un desplazamiento de cada méaximo del
batido respecto de su ubicacién a T' = 0. De acuerdo a lo obtenido en la seccién 4.3.2.2, a
cero temperatura estos maximos ocurren en 1/By; = n/ (w; — wsy), donde n es un entero. A
temperatura finita, los nuevos méximos del batido ocurren cuando 0E /0B = 0, y puesto
que la envolvente de la temperatura E,; depende de B, luego la solucién de 9F /0B = 0 no es
1/By. Esto puede observarse en el zoom de la Fig. 5.15, donde la envolvente Fy, calculada
considerando los méaximos de batido en 1/By; = n/ (w1 — ws), no pasan exactamente sobre
los extremos de las OM. Por otro lado, los ceros de las OM estén fijos en (n + 1/2) / (w1 — wa),

la misma ubicaciéon que para T" = 0. Este resultado puede ser util desde el punto de vista
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Figura 5.15: OM en germaneno para T = 3 K, con elE, = 25 meV y u = 0,25 eV, tal que
(w1 — wg) Jwy ~ 0,07. En esta situacién, la estructura fina de las OM se pierde, puesto que de la
ec. (5.70) se tiene T, ~ 2,6 K para 1/B = 0,5 1/T. Por lo tanto las OM se expresan con la ec.
(5.76). En linea azul se muestra la envolvente E dada por la ec. (5.77), mientras que en linea negra
la envolvente de decaimiento Ey; dada por la ec. (5.78).

experimental, puesto que nos dice que la distancia entre los nodos de las OM es siempre
1/ (w1 — wy) = hv/4Xs0lE,. Asi, independientemente de la temperatura, midiendo dénde
se encuentran los cero del batido en las OM, uno podria obtener informacion acerca de los

parametros de los materiales 2D, tales como vg, Agp o L.

5.3.6. Efecto de la temperatura para N constante

Los resultados de la seccién anterior, en particular la envolvente del batido de las OM,
técnicamente son validos solo para el caso p constante, como venimos asumiendo. Sin em-
bargo, como ya vimos en el capitulo anterior, seccion 4.3.3, el fenémeno de batido en las
OM es practicamente el mismo para los casos N constante o y constante (ver Fig. 4.15), a
pesar de que las oscilaciones internas sean diferentes. En consecuencia, se puede decir que la
Fig. 5.15, y las ecuaciones de la envolvente (5.77) y (5.78), resultan una buena descripcion
incluso para el caso N constante (provisto que el nivel de Fermi p corresponda a la densidad
electrénica del sistema). Esto es ain mads justificable teniendo en cuenta que la envolvente
de la Fig. 4.15 corresponde a altas temperaturas, tal que el desplazamiento de los extremos
alcanzo su valor maximo. En efecto, de acuerdo a lo visto en la seccién 5.2.5 para grafeno,

las OM para p se reducen al caso N constante en dicho limite.
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Las anteriores consideraciones son, en buena aproximacién, validas para el fenémeno de
batido. Sin embargo, es de esperar que a bajas temperaturas las OM internas (propias)
difieran para los casos ;o N constante, como lo hacen en el estado fundamental. Esto
ya fue visto en el caso de grafeno (seccién 5.2.5), donde para N constante las OM con
bajo decaimiento se observan como las OM en el estado fundamental reducidas (Fig. 5.10).
El mismo comportamiento deberia observarse en los materiales 2D con buckling, ain en
presencia de un campo eléctrico que rompe la degeneracién de valle.

Como ejemplo, consideramos el caso N constante en siliceno, con los mismos valores
considerados en el estado fundamental (seccién 4.3.1). En primer lugar, siguiendo la Fig.
4.8, consideramos una densidad electrénica n, = 1 x 102 ecm™2 y elE, = 5 meV, donde las
OM en el estado fundamental estan dadas por la ec. (4.88). En tal caso no existe degeneracion
de valle, de manera que A = 1, y el tultimo nivel ocupado en el estado fundamental es ¢,

donde g = floor [ — 1] [ec.(4.66)]. Luego, para el sistema pristino la ec. (5.45) queda

q+c
1
r=q—c

x10°

1 T=0 T=04K
&> 05
g
o
S
=
L
= -0.5

A elE, =5 meV |

58 59 60 61 62 63 64 65 58 59 60 61 62 63 64 65 58 59 60 61 62 63 64 65

v v v

Figura 5.16: OM en siliceno para N constante, con n, = 1 x 1012 cm™2 y elE, = 5 meV. En la
primer figura (en rojo) se muestran las OM en el estado fundamental dadas por la ec. (4.88). En
azul se muestran las OM a T = 0,07 K y T = 0,4 K, calculadas numéricamente considerando las

oscilaciones de p.

Resolviendo la ecuacién anterior para p, y reemplazando en la ec. (5.65), se obtienen
las OM mostradas en la Fig. 5.16, para T" = 0,07 K y T = 0,4 K. En la figura de la
izquierda (en rojo) se muestran las OM en el estado fundamental dadas por la ec. (4.88).
Como se observa, a bajas temperaturas las OM siguen el mismo perfil que a T' = 0. Esto nos
muestra por qué resulté til estudiar las OM en el estado fundamental, ain si representan
un sistema ideal. En efecto, teniendo en cuenta la clasificacién de los picos discutida en

el capitulo anterior (ver Fig. 4.8), ya podemos entender qué representan las OM que se
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observan a diferentes temperaturas, cuando las mismas son obtenidas numéricamente. Mas
aun, sabemos como varia la amplitud de cada una de las OM con el campo magnético o
eléctrico, puesto que no son otra cosa que las amplitudes Arg, Agy Ayg [ec. (4.74)-(4.76)].
Asi, por ejemplo, para una dada temperatura y campo magnético fijo, la variacion de las OM
con el campo E. estdn dadas por las ec. (4.89) y (4.90). Seria dificil obtener dicho resultado
considerando solo las OM obtenidas numéricamente con las oscilaciones de p.

Las dos temperaturas mostradas en la Fig. 5.16 fueron, nuevamente, elegidas para repre-
sentar como la temperatura afecta la observacion de las pequenas oscilaciones en la magne-
tizacién. En particular, nos referimos al pico de menor amplitud Aygs = 2n.up (ver seccién
4.3.1.3), que tiene la misma amplitud que los picos S en el caso N constante en grafeno
(o materiales 2D con buckling para E, = 0). Esto implica que la observacién del pico VS
dependen de la misma manera con la temperatura que la observacion del DE ya estudiado.
Asi, la temperatura de espin asociada es la ec. (5.68), i.e. Ty = 2upB/5kp. En otras palabras,
la observacién del pico VS es factible solo para' T' < Tj. Siendo v = n./ng = n.¢/B, se
tiene Ty = 2ugn.¢/5vkp. Considerando los valores del la Fig. 5.16, los picos VS ocurren en
v =59,61,63,65, lo cual implica Ty ~ 0,18 K. Esto se verifica en la Fig. 5.16, donde para
T = 0,07 K se tiene T' < T, /2 y ain se observa el DE asociado a los picos VS. En cambio,
para T'= 0,4 K se tiene T' > T, y los picos VS practicamente desaparecen.

x10° x108
T T T T T T T T 6F T
7 4k
% 68 ol
o
E660 [T~
S of
T 6.4
~ 2
= 62
6l elB.=0.135¢eV 4r
6 E
x108 %108
= T T T T T T T T 3 67 T

M (eV/Tem?)
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Figura 5.17: Magnetizacién en siliceno para N constante, con n, = 1 x 1012 cm™2 y elE, =
0,135 eV. En la primer figura (en rojo) se muestran las OM en el estado fundamental calculadas
numéricamente de la ec. (4.4). En azul se muestran las OM a distintas temperaturas, calculadas

numéricamente considerando las oscilaciones de p.

'Como ya vimos en la Fig. 5.10, y en la discusién subsiguiente, en el caso N constante la observacién es

més bien favorecida si T' < T /2.

141



5. Oscilaciones magnéticas con decaimiento

El efecto de la temperatura también se puede obtener para el caso E, general, donde
los niveles de energia no sigue un ordenamiento fijo (seccién 4.3.1.4). Como ejemplo de
esta situacién, consideramos los valores usados en el estado fundamental, es decir n, =
1 x 102 em™? y elE, = 0,135 eV. En tal caso el ordenamiento de los niveles de energia
estd dado por la Fig. 4.7(c), mientras que la magnetizacién en el estado fundamental se
muestra en la Fig. 4.10. El efecto de la temperatura se obtiene de la misma manera que antes,
resolviendo la ec. (5.79) para p y reemplazando en la ec. (5.65). El resultado se muestra en la
Fig. 5.17, donde la primer figura (en rojo) son las OM en el estado fundamental calculadas
numéricamente de la ec. (4.4) (lo mismo que la Fig. 4.10, en donde ademds se muestra la
clasificacion de los picos), mientras que los demads casos son las OM a diferentes temperaturas.

Nuevamente observamos cémo las OM a temperatura no nula siguen el mismo perfil que
las OM en el estado fundamental. Esto, de nuevo, ratifica la utilidad del analisis detallado
realizado en el capitulo anterior. En efecto, las oscilaciones que aparecen a las distintas
temperaturas, y su decaimiento al aumentar 7', pueden entenderse facilmente sabiendo que
cada oscilacién son los picos (reducidos) que suceden en el estado fundamental. Mas ain,
siguiendo la clasificacién de estos picos realizada en el capitulo anterior (ver Fig. 4.10),
uno podria estudiar en detalle como dependen la amplitud de estos picos, para una dada
temperatura, con los campos magnéticos o eléctricos.

La Fig. 5.17 permite, a su vez, visualizar claramente cémo decaen los detalles finos de las
OM al aumentar la temperatura. En T' = 0,03 K atin se observan la mayoria de los detalles
asociados a los picos de magnetizacién en el estado fundamental. En particular, notar que
los picos que ocurren cuando v no es entero (los cuales disminuyen M al aumentar v), se ven
como pequenos cambios de pendiente en las OM. Al seguir aumentando la temperatura, los
detalles de las OM progresivamente desaparecen. Ya en T' = 0,1 K se observa una reduccién
apreciable de las OM, aunque atin se mantiene en gran medida el mismo perfil que a T = 0.
Sin embargo, a mayor temperatura 7' = 0,3 K solo sobreviven las OM de mayor amplitud,

habiendo practicamente una total pérdida de las pequenas oscilaciones.
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Capitulo 6
Momentos magnéticos locales

Al adsorber un atomo en grafeno, la hibridizacion de éste con la red, junto con la interac-
cién electronica, puede dar lugar a la formacion de momentos magnéticos locales. Es decir,
la poblaciéon de espines en la impureza es diferente. Este fenémeno ya ha sido extensamente
estudiado para la adsorcién de iones solubles en metales, mediante el modelo de Anderson.
Dicho modelo se puede aplicar en grafeno, teniendo en cuenta las propiedades bidimensiona-
les de la red. Asi, uno puede distinguir entre adsorcién de la impureza en sitio top o hollow,
por ejemplo, donde en cada caso la hibridizacién con los atomos de C en grafeno es distinta.

En este capitulo se realiza un estudio de la formacién de momentos magnéticos en gra-
feno, utilizando el modelo de Anderson para la adsorcién de una impureza en sitio top o
hollow. Se describe cémo es la hibridizaciéon de la impureza con los atomos de grafeno, y se
obtienen expresiones analiticas para la DOS en la impureza. A partir de esto, se resuelve
numéricamente el sistema de ecuaciones autoconsistentes, y se estudian las condiciones para
la formacién de momentos magnéticos. En particular, se calculan las curvas que definen la
transicion de las regiones magnético-no magnético, y su dependencia con la energia de Fermi

1, la energia de hibridizacion V', el parametro de Hubbard U y la energia en la impureza.

6.1. Modelo de Anderson en grafeno

La formacién de momentos magnéticos locales se estudia con el modelo de Anderson,
introducido en la seccion 1.4 y explicado en detalle en la secciéon 2.3. Este modelo, origi-
nalmente concebido para la adsorcion de iones solubles en metales no magnéticos, se puede
extender a los materiales 2D como el grafeno, como fue descrito en la seccion 1.4.2. Alli se
vio el caso de adsorcién de una tinica impureza en un sitio top de la subred B de grafeno!'*.
El resultado obtenido, Fig. 1.3, contrasta con el caso metélicol''® (Fig. 1.2) en que la curva
de transicién magnético-no magnético no es simétrica para ¢g > 0 y ¢y < 0, donde ¢ es la

energfa en la impureza (medida respecto del punto de Dirac).
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6. Momentos magnéticos locales

La adsorcion de un atomo en un sitio top de la red de grafeno es la mas simple posible,
pero no es la tnica. De hecho, simulaciones a temperatura ambiente han demostrado que
los atomos adsorbidos pueden ser movidos de una posiciéon a otra, existiendo dos minimos
de energia cuando los dtomos son adsorbidos en los sitios hollow (centro del hexdgono) y
sitio bridge. En ambas posiciones, grafeno preserva su forma plana, con pocas distorsiones
en la geometria de los enlaces C-C cerca del atomo adsorbido. En general, se espera que casi
todos los atomos pesados adsorbidos en sitios hollow hibridizen con los atomos C de la red
de grafeno. La mayoria hibridiza a través de los orbitales s, d o f.

Teniendo en cuenta esto, en lo que sigue consideraremos, por simpleza, que la adsorcion
de un 4tomo en un sitio hollow (en el centro de la red hexagonal) no distorsiona la estructura
cristalina. Es decir, se preserva la simetria de la red de grafeno. La adsorciéon en un sitio
hollow se muestra esquemdticamente en la Fig. 6.1, donde una impureza (en verde) en un

sitio hollow interactua con los 6 primeros vecinos de la red de grafeno.

Figura 6.1: Adsorcién de una impureza (en verde) en un sitio hollow de la red de grafeno. La
impureza se hibridiza con las subredes A y B, en los 6 sitios mostradados, cuyas distancias estan
dadas por los vectores a primeros vecinos ni, ns y ns.

Siguiendo entonces el modelo de Anderson, el Hamiltoniano del sistema es
H = Hy+ Hy + Hp. (6.1)

Aqui Hj es el Hamiltoniano en grafeno libre con interaccién a primeros vecinos, asumiendo
que la red de grafeno no se altera por la adsorcion. Teniendo en cuenta el espin o de los

electrones, de la ec. (3.1) se tiene

H(] = —t Z <aigbj,a -+ b;ﬁai,a) y (62)
(i,j),0

donde a! (a;,) crea (aniquila) un electrén en un sitio r; de la subred A, con espin o,
mientras que b!  (b;,) crea (aniquila) un electrén en un sitio r; en la subred B con espin
o (como antes, el pardmetro t ~ 2,8 eV es la integral de solapamiento a primeros vecinos).

El Hamiltoniano Hy, escrito en el espacio real, puede ser llevado al espacio de momento
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6. Momentos magnéticos locales

considerando la transformada de Fourier de los operadores creacién y destruccion, dadas por
Qo = 4 €5Tax o /VN y by = >, €%Tiby , /v N, donde N es el ntimero de celda primitivas

en la red de grafeno. Remplazando en Hj se obtiene

Hy=—ty" [(bkaLgbkﬁ + bl ais | | (6.3)

k,o

donde ¢y = >, €™ siendo n; las distancias a primeros vecinos en la red de grafeno

(secci6n 3.1.2), dadas por

n, = de, (6.4)
n, =d <—ex + \/gey> /2 (6.5)
n; = —d (ex + \/gey) /2. (6.6)

Por otra parte, el término Hy representa la hibridizacion entre el &tomo adsorbido y la
red de grafeno. Como ya se menciond, para adsorciéon en un sitio hollow debemos considerar
la hibridizacién de los 6 C del hexdgono de grafeno (Fig. 6.1). En otras palabras, el 4tomo
adsorbido se hibridiza con ambas subredes del grafeno. Por lo tanto, la forma general del

Hamiltoniano de hibridizacion es

[Vaial (n;) + Vi ibl (—my)] fo + hec, (6.7)

2 3
=1

HV:Z‘

o=1 1

donde fI(f,) es el operador de creacién (destruccién) del dtomo adsorbido, con espin o,
mientras que V,,; son los pardmetros de hibridizacién con las subredes A y B. Notar que
el atomo adsorbido, al estar en sitio hollow, interactua con los tres primeros vecinos de las
subredes, con distancias n;. Las expresiones de V,,; (z = A, B) estan dictadas solo por las
simetrias del orbital involucrado en la hibridizacién. En particular, se tiene V,;, = V =
(=1)" V44, donde v = 0 para un orbital s y v = 1 para un orbital f?"!). Considerando la
transformada de Fourier de los operadores af y bf, el Hamiltoniano Hy puede escribirse

Ccomo

2
Hy = Z [Va,kaLU + Vb,kbLa] fo + h.c., (6.8)
o=1
donde se definié
3
Vae= 3 Vaae ™™™ = Ve (6.9)
i=1
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6. Momentos magnéticos locales

3
Vik =Y Viie™™ = (=1)" V. (6.10)
=1

Finalmente, el término Hp en la ec. (6.1) representa el Hamiltoniano en la impureza, con
expresion

HF = &0 Z f;fa + UTLdTTL,u. (611)

El primer término es la energia ¢ en la impurezal, siendo n, = fI f, el niimero de ocupacién
con espin ¢ en la impureza. El segundo término en Hp es el Hamiltoniano de Hubbard
para la interaccion electronica a corto alcance, donde U es la intensidad de la correlacién
electrénica de los estados en las capas internas (inner shell) de la impureza (ver seccién
2.2.3). Considerando la aproximacién de campo medio, la correlacién de los electrones en la

impurezas puede descomponerse como %]
Unayna, ~ Y U (n-o) f1fo = U {nar) (nay) (6.12)

donde (n,) es el niumero de ocupacion en la impureza (no es un operador). De esta manera
ag )
quedandose solo a primer orden en (n,) (i.e. despreciando el tltimo término en la ecuacién

anterior), el Hamiltoniano Hr queda
Hp =Y e.fifs, (6.13)

donde se definié €, = g9 + U (n_,), lo cual vendria a ser la energia de los electrones en la
impureza en presencia de una interaccién repulsiva dada por el parametro U.
Para seguir, conviene primero reescribir el Hamiltoniano (6.1) en la base de operadores

que diagonalizan a Hy. Ya vimos que estos operadores tienen la expresién [ec. (3.3)]

1 oF )
(#) Kk
c = box = ok | » 6.14
ok \/5 ( k |¢k‘ k ( )

Escritos en esta base, los Hamiltonianos Hy y Hy quedan

Ho= Y [ 1] o
k,o

Hy =3 > Owacpilfo +he, (6.16)
a==*1 k,o

'Esta energia estd medida en relacion a la energia de sitio de los dtomos de C en la red de grafeno.
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6. Momentos magnéticos locales

donde ey = t || es la relacién de dispersién en grafeno, y definimos

O — 12 b+ o (—1y7 Deie | (6.17)

V2 | x|
La expresion Oy, es una generalizacién de la ecuacién (5) en [201]. Asi escrito, el Hamilto-
niano Hy nos dice que la impureza se hibridiza con las bandas de conduccién y valencia a

través del parametro de hibridizacion Oy,.

6.1.1. Densidad de estados en la impureza

Para estudiar la formacién de momentos magnético locales, debemos calcular el nimero
de ocupacién n, de espin o en la impureza'. Si el nivel de Fermi es j, en el estado fundamental

(T'=0) el nimero de estados completamente ocupados con espin o es

Ng = /# po (W) dw, (6.18)

-D
donde p, (w) = —ImG, (w) /7 es la densidad de estados (DOS) locales en la impureza,
siendo G, la funcién de Green en la impureza. En la ec. (6.18), D es el ancho de banda.
La funcién de Green G, es la componente en la banda de las impurezas de la funciéon de
Green total del sistema G, la cual se calcula a partir de la relaciéon G = [z — H ]_1, siendo
H = Hy+ Hy + Hr el Hamiltoniano total del sistema. Usando la base de los operadores cgik)
y fo, con las expresiones de Hy y Hy dadas por las ec. (6.15) y (6.16), en forma matricial

para cada espin o se tiene

ek 0 Oy
Hkaz 0 —€k @k, . (619)

* *
k+ k- Eo
Notar que la dependencia del espin solo aparece en la impureza, a través del término ¢, =

g0 + Un_,. Tomando la inversa de zI — H, (donde z = w +i0" e I es la matriz identidad)

y proyectando sobre la impureza, se obtiene la funciéon de Green

1
Gy = ——, 6.20
Z—Eg — X ( )

donde

N Z Z |@ka|2 (6 21)
Z—Oéék. .

a=+1 k

'De aqui en adelante, para simplificar la notacién, obviaremos los brackets en los niimeros de ocupacién,
entendiéndose que n, = (n,) representa la ocupacién del espin o en la impureza, y no el operador de niimero.
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6. Momentos magnéticos locales

Cabe destacar que, de acuerdo a la expresion de G, la funcién 3 vendria a ser la autoenergia

local debido a la hibridizacién. La DOS local en la impureza queda

1 ImX
po (@) = T (Zw — 50)2 + (ImZ)Q’ (6:22)

donde Z7! =1 — ReX/w es el residuo de X. La parte real de ¥ produce un desplazamiento
en la energia ¢, de la impureza, mientras que la parte imaginaria de ¥ produce un ensan-

chamiento de la DOS en la impureza. Siendo z = w + 0", de la ec. (6.21) se tiene

Okal”
ReX =) )" J_L&Lk (6.23)

a=+1 k

S =— Y > 7|6k’ 6 (w—as). (6.24)

a=+1 k
Teniendo en cuenta la ec. (6.17), se puede escribir

a(=1)
2]

ual? = v {lonf* + S o+ (02} (6.25)
En la aproximacién de onda larga, valida para u < t ~ 3 eV, la funcién ¢y se expande
alrededor de los valles K y K’ en grafeno, los cuales coinciden con los limites de la primera
zona de Brillouin (1ZB). Para el valle K se tiene ¢y = hvp (k, + ik,), donde k = (k,, k) son
los vectores medidos desde la 1ZB y vr ~ 10% m/s es la velocidad de Fermi (ver seccién 3.1.4).
Esto implica ¢y = |¢k| e, donde |¢x| = |k| = k y 0 = arctan (k,/k,), tal que k, = kcos@
y k, = ksenf. Asi, en la aproximacién de onda larga se tiene £f = ¢ |qz§k|2 = h*ik® y
O+ (61)° = 2 |dn|” cos (36). Luego la ec. (6.25) queda

2
Okal” = <Vh:Fk ) [14 a(—1)" cos (36)] . (6.26)
De aqui resulta
Ok ]” + Ok |” =2 (Vhvpk/t)? (6.27)
10kt ? — [Ok_|” =2 (Vhopk/t)® (—1)" cos (36) . (6.28)

Por lo tanto la ec. (6.23) se puede escribir como

ReX = Z 2 (thFk) [w+ ex (—1)7 cos (36)] . (6.29)

2 _ 2
W — g t
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6. Momentos magnéticos locales

La sumatorias en k se reemplazan por integrales con un ancho de banda D = 7 eV, consi-
derando la condicién de Debye tal que se preserva la cantidad de estados en la 1ZBI'?. Es
decir, >, — (A/4n?) [ d?k, tal que 2/A = fiij(g) de siendo p(g) = || /2nh*v% 1la DOS
en grafeno a bajas energfas (por valle y espin) [ec. (3.13)]. Luego 2/A = D?/mwh*v% y la DOS
total queda p; (¢) = |¢| /D?1?"!. La integral en k conviene hacerla en coordenadas polares,
de forma que [ d’k = fozﬂ OkF kdkdf con R*vik% = D?. Para la parte real de ¥ se obtiene

w?

ReY (w) = —%Hw [D2 + w?In (M)} : (6.30)

donde £y = wV?%/(tD)*. Para la parte imaginaria de ¥, dada por la ec. (6.24), conviene
hacer la integral en k utilizando la propiedad 6 [g (z)] = 6 (x — x0) / |¢' (z0)], de forma que
0 (k — aw/hvug)

0 (w—acey) = hor . (6.31)

Por lo tanto integrando la ec. (6.24) en coordenadas polares se obtiene
ImY (w) = —&x w]?. (6.32)

Es instructivo comparar estos resultados con la impureza adsorbida en un sitio top, donde

la parte real e imaginaria de la autoenergia ¥ son!['?’]

Re¥ (w) = —%Twln <M) (6.33)

w?

Im¥ (w) = —¢r|w]|, (6.34)

donde &7 = V2 /D?. Esto nos dice que el desplazamiento (residuo) y el ensanchamiento de
la energia en la impureza cambia significativamente dependiendo si se adsorbe en un sitio
top o hollow. En particular, la parte imaginaria (que da la DOS en la impureza) depende de
la energia como |w| en un sitio top, mientras que depende como ]w[3 en un sitio hollow. A su
vez, en un sitio hollow ImY depende de la integral de solapamiento t ~ 3 eV, no siendo éste
el caso en para el sitio top.

Teniendo en cuenta entonces las expresiones para la parte real e imaginaria de ¥ (w),

para los sitios top y hollow, la DOS en la impureza (6.22) resulta

T 1 ér |wl
== 6.35
R e ey (6.35)
P — (6.36)
o W(ijllw_go-)Q—{—f]z{wG. .
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6. Momentos magnéticos locales

6.1.2. Formacién de momentos magnéticos locales

En general, la formaciéon de momentos magnéticos locales se determina por la ocupacion
de los espines en la impureza, habiendo momento magnético solo si ny # n;. Puesto que
es = €0+ Un_,, la obtencién de ny y n; se realiza de manera autoconsistente a través de la
integral (6.18), utilizando las DOS dadas por las ec. (6.35) y (6.36). En la Fig. 6.2 se muestran
los nimeros de ocupacién ny y n; como funcién de i, para adsorcién de la impureza en sitios
top y hollow, considerando g5 = 0,203 eV, V =1 eV, con U = 0,1 eV (figuras superiores)
y U = 0,01 eV (figuras inferiores). Como se aprecia, dependiendo del valor de U existe un
rango de p en el cual ny # n y por lo tanto se produce un momento magnético local en
la impureza. La forma en la que dicha magnetizacién ocurre es diferente dependiendo si la

adsorcién es en un sitio top o hollow.

. PYYY .................'..."
0.8 sitio .o". ®e o’ sitio
top o o®° 08/ hollow
[ )
0.6+
° 0.6
& o1 " &
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Figura 6.2: Ocupacién de los espines en la impureza, como funcién del nivel de Fermi u, para
adsorcion en sitio top y hollow. Se consideré gy = 0,203 eV, V =1 eV, con U = 0,1 eV (figuras
superiores) y U = 0,01 eV (figuras inferiores).

Cuando U = 0,1 eV (Fig. 6.2 superiores) se produce formacién de momento magnético
en ambos sitios, aunque la ocupacion de los espines difiere segin el sitio de adsorcion. Para
el sitio top, partiendo desde i ~ 0,15 eV vemos que al aumentar p aumenta la ocupacion en
la impureza, pero de la misma manera en ambos espines. Cuando se llega a la aparicion de

momento magnético (u ~ 0,18 eV), la ocupacién de uno de los espines decrece, mientras la
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6. Momentos magnéticos locales

del otro aumenta. Dicho comportamiento, donde ny # n| y hay momento magnético local, se
mantiene hasta 1 >~ 0,25 eV. A partir de entonces ny = n, pero a un mayor valor que antes
de la aparicién de momento magnético. El rango de p para el cual hay magnetismo esta en
concordancia con estudios previos!!?’l. Para el sitio hollow se observa algo semejante con
U = 0,1 eV, donde hay magnetismo para un rango similar de p. Sin embargo, la variacion
en la ocupacién de los espines que da lugar al momento magnético es distinta. Esto implica
que la magnitud del momento magnético up (ny —ny) depende del sitio de adsorcién.

Cuando el pardmetro de Hubbard decrece a U = 0,01 eV (Fig. 6.2 inferiores) se observa
que la formacién de momento magnético depende del sitio de adsorcion. En efecto, para este
valor de U ya no hay magnetismo para el sitio top: al variar g ambos espines cambian la
ocupacién pero de la misma manera. En contraste, para el sitio hollow si se observa formacién
de momento magnético, aunque en un rango mucho mas acotado de u, en comparacion con
el caso U = 0,1 eV. Esto es de esperar, puesto que mientras menor es U, menor es el rango
entre g y €9 + U sobre el cual se espera que haya momento magnético (ver Fig. 1.3). De esta
manera se observa como la formacién de momentos magnéticos en grafeno depende no solo
de los parametros 1 y U, sino también del sitio de adsorcion.

La Fig. 6.2 muestra, a su vez, como influye el ensanchamiento anémalo de la DOS de la
impureza en la formacion de momentos magnético. En efecto, en base al comportamiento
observado en metales uno esperaria formacion de momento magnético para eg < pu < g9+ U
(ver seccién 1.4). Para ¢y = 0,203 eV y U = 0,1 eV, esto implica 0,203 < p(eV) <
0,303, pero en la Fig. 6.2 vemos que en ambos sitios de adsorciéon hay momento magnético
solo si 0,18 < u(eV) < 0,25. Esta discrepancia se debe al efecto del ensanchamiento y el
desplazamiento de la energia en la impureza, la cual implica por ejemplo que haya momento
magnético incluso si pu < go1%%,

La formaciéon de momento magnético no solo depende de U, sino también de la energia
de hibridizacién V' de la impureza con la red de grafeno. Esto puede observarse en la Fig.
6.3, donde se muestra la ocupacion de los espines para diferentes valores de hibridizacion,
con €9 = 0,203 eV y U = 0,1 V. El patréon observado es que, en ambos sitios de adsorcién,
el rango de p para los cuales se forma momento magnético disminuye al aumentar V. En
particular, cuando V = 1,4 eV se observa momento magnético en ambos sitios, pero en
un rango menor de p en comparacién con el caso V = 1 eV de las Fig. 6.3 superiores
(para U = 0,1 eV). La tendencia parece ser que no solo se acota el rango de u para el
cual hay magnetismo, sino también el valor de p a partir del cual empieza a formarse el
momento magnético. En el caso V' = 2,1 eV (Fig. 6.3 inferiores), vemos que el momento
magnético desaparece para el sitio top. En cambio, el momento magnético persiste en el sitio
hollow, aunque en un rango mas acotado de y en comparacién con el caso V' = 1,4 eV. Este

comportamiento es similar a lo que sucede al disminuir U (Fig. 6.2 inferiores).
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Figura 6.3: Ocupacién de los espines en la impureza, como funcién del nivel de Fermi pu, para
adsorcion en sitio top y hollow. Se consideré g9 = 0,203 eV, U = 0,1 eV, con V = 1,4 eV (figuras
superiores) y V = 2,1 eV (figuras inferiores).

La formacién de momento magnético depende, a su vez, de la energia en la impureza &g.
Esto se observa en la Fig. 6.4, donde se muestra la ocupacién de los espines para V = 1
eV, U = 0,1 eV, con gy = 0,301 eV (figuras superiores) y g9 = 0,56 eV (figuras inferiores).
Nuevamente se ve como la formacién de momento magnético, y su dependencia con pu,
es diferente dependiendo del sitio de adsorcion. Para g = 0,301 eV se observa momento
magnético en los dos sitios de adsorcién, en un rango de p muy parecido en ambos casos.
Sin embargo, al aumentar la energia en la impureza, el momento magnético desaparece en
el sitio top pero se mantiene en el sitio hollow, como se observa para ¢y = 0,56 eV. Es decir,
al aumentar ¢y se observa el mismo patron que al aumentar V' o disminuir U.

Las figuras anteriores indican que, en términos generales, la formaciéon de momento
magnético depende fuertemente de u, U, V' y &g, lo cual tiene incidencia en qué tan probable
sea que una dada impureza adquiera momento magnético al adsorberse en la red de grafeno.
A su vez, la formacion de momento magnético depende del sitio de adsorciéon. En particular,
la adsorcién de la impureza en un sitio hollow implica que se formen momentos magnético
para valores de U1, V y gy mds grandes que los necesarios para el sitio top. Atin asi, en
ambos sitios de adsorcién se mantiene un comportamiento universal, tal que la formacion de

momento magnético se favorece a mayor U y menor V' y g.
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Figura 6.4: Ocupacién de los espines en la impureza, como funcién del nivel de Fermi p, para
adsorcién en sitio top y hollow. Se consider6 V =1 eV, U = 0,1 eV, con g9 = 0,301 eV (figuras
superiores) y €9 = 0,56 eV (figuras inferiores).

6.1.3. Transicién magnética

Al estudiar la formacién de momentos magnéticos nos interesa particularmente obtener
la curva de transicién magnética, donde se pasa de magnetismo a no magnetismo. En esta
seccion estudiaremos la transiciéon magnética en funcion de p y los pardmetros V', U y &o.
Esto es, en efecto, lo reportado originalmente por Anderson!''®! y estudios posteriores!'?.
Para obtener la transicién magnética se resuelve la ecuacion autoconsistente (6.18) de manera
numeérica, para diferentes valores de V', U o ¢, y se registra la diferencia de ocupacién de
los espines en la impureza.

En la Fig. 6.5 se muestra el grafico de densidad para la diferencia de espines en la
impureza, como funcién de V' y pu, con g9 = 0,203 eV y U = 0,1 eV fijos. En ambos sitios
de adsorcién se observa que la formacién de momento magnético decrece al aumentar V,
en concordancia con la Fig. 6.3. Sin embargo, dicha dependencia, y el rango de p donde
hay momento magnético, dependen significativamente del sitio de adsorcién. Para el sitio
top vemos que la curva de transicién magnética es asimétrical'>’!, en contraste con el caso

[118]El limite de V para el cual se observa momento magnético es V ~ 1,5 ¢V en

metalico
1~ 0,18 eV. Es decir, para ¢y = 0,203 eV y U = 0,1 €V, no se espera que se forme momento

magnético para adsorcién en sitio top si V' = 1,5 eV.
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Figura 6.5: Grafico de densidad para la diferencia de espines en la impureza, como funcién de V'
y i, con g = 0,203 eV y U = 0,1 eV.

En contraste, en la Fig. 6.5 para el sitio hollow vemos que la formacion de momento
magnético se extiende para un rango de V' mucho mas extenso. A su vez se observa una
dependencia no trivial con el rango de p donde hay magnetismo. La diferencia respecto del
sitio top es tal que en el sitio hollow se observa formacién de momento magnético incluso
para valores V' ~ 6 eV, aunque debe decirse que esto solo sucede en un rango muy acotado
de valores pequenos de p, cercanos al punto de Dirac. A bajo V' se observa, en cambio, que
la transicién magnética se asemeja a la del sitio top, en particular para V' < 1 eV. En tal
caso la diferencia entre ambos sitios de adsorcion reside principalmente en la magnitud del
momento magnético (i.e. de ny—n,), como se observa la Fig. 6.5. Para el sitio top la diferencia
(ny —ny) disminuye al aproximarse a los bordes de la transicién magnética, en concordancia
con la forma de la ocupacién de los espines segin la Fig. 6.3. En cambio, para el sitio hollow
a bajo V vemos que la diferencia (ny —n|) se mantiene practicamente la misma (~ 1) en
todo el rango de p donde hay magnetismo.

En la Fig. 6.6 se muestra el grafico de densidad para la diferencia de espines en la
impurezal, como funcién de U y p, para V =1 eV y gy = 0,203 eV. Como se observa, la
dependencia de la transicion magnética con U es muy similar en ambos sitios de adsorcién,
en particular para U grande. La diferencia aparece a valores pequenos de U, donde para el
sitio top vemos que el limite de la transicion magnética ocurre para U ~ 0,04 eV, mientras
que para el sitio hollow ocurre para valores muchos més chicos, alrededor de U ~ 1072 eV.
Es decir, como ya fue observado en la secciéon anterior, la adsorcion en sitio hollow favorece

la formacién de momentos magnéticos para valores mas pequenos de U. A grandes valores

'El patron tipo sierra que se observa en la Fig. 6.6 para el sitio hollow, en el limite inferior de la transicién
magnética, se asocia a la precisién en la integral numérica y solucién autoconsistente de la ec. (6.18). Se
espera que dichas irregularidades se suavicen al aumentar progresivamente la precisién del cédlculo.
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Figura 6.6: Grafico de densidad para la diferencia de espines en la impureza, como funcién de U
v u, para V =1¢eV y gg = 0,203 eV.

de U, ambos sitios de adsorcion presentan momento magnético con una dependencia similar
con U y p. Sin embargo, la magnitud del momento magnético es siempre mayor para el sitio

hollow, como ya fue observado en la Fig. 6.5.
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Figura 6.7: Grafico de densidad para la diferencia de espines en la impureza, como funcién de gg
v u,paraV=1eVyU=0,1¢eV.

En la Fig. 6.7 se muestra el grafico de densidad para la diferencia de espines en la
impureza, como funcion de eg y u, para V- =1eV y U = 0,1 eV. Los valores de ¢, considerados
son tales que la formacion de momento magnético ocurre para valores de p que satisfacen la
aproximacién de onda larga en grafeno (u < t ~ 3 eV). Para el sito top se observa que el
limite de la transicion magnética ocurre para €y ~ 0,5 eV, donde a su vez p ~ 0,5 eV. En

cambio, para el sitio hollow hay siempre formacién de momento magnético para el rango de
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go considerado, siendo la curva de transiciéon practicamente una recta. Se espera entonces
que para el sitio hollow el limite de la transicién magnética suceda para valores de €9 mucho
més grandes que g9 ~ 0,5 eV, de manera similar a como ocurre al variar V' (Fig. 6.5).
Notar nuevamente el mismo comportamiento que ya se observé en las figuras anteriores: la
magnitud del momento magnético en el sitio hollow es siempre mayor que en el sitio top.
Las figuras anteriores dan la transicién magnética de manera exacta (dentro de los limites
de convergencia para las ecuaciones autoconsistentes), lo cual solo puede realizarse de manera
numérica. Sin embargo, las curvas de transicién magnética pueden estimarse de manera
analitica bajo ciertas aproximaciones. Por ejemplo, considerando V/D ~ 0,1 tal que las
DOS (6.35) y (6.36) pueden aproximarse a primer orden en £. Para ello conviene empezar

tomando la diferencia entre n; y ng, lo cual de las ec. (6.18) y (6.22) implica

dw. (6.37)

o= [ S ) 20— U 1)
S —p [(Z7w -0 — Uny)® + (ImE)Z} [(Z'w—eo — Uny)® + (ImZ)Q]

Cancelando (n; — ng) en ambos lados, usando la expresiones (6.35) y (6.36), y expandiendo

a primer orden en § = /g /7, resulta

_ K r U(n1+n2)—2(w_50)
1=U¢ /_D w] [(w s Uy (o — 20— Un))? dw, (6.38)

con r =1y r =3 para sitio top y hollow, respectivamente. De la tiltima ecuacién podemos

obtener los bordes de la transicién magnética, donde n; = ny = n. Luego

I T
| = _ng/ L (6.39)
—p (w—e9—Un)

Teniendo en cuenta las Fig. 6.2-6.4, los casos limites son n ~ 0 y n ~ 1. De esta manera

se obtienen dos funciones implicitas para p, las cuales determinan cudndo la magnetizacién
desaparece (i.e. determinan la curva de transicién magnética). En particular, para el sitio

top (r = 1), integrando y despejando p de la ec. (6.39) se obtiene

Un)T, — /T, U Un)? (D Un)?
M(n)=(80+ n) T\/U &(eo+Un) (2—|—€0—|— n)7 (6.40)
n—UE(D +eo+Un)

donde
T = (€0 + Un) (D + g0 + Un)® — D*UE. (6.41)

Los bordes magnéticos estan delimitados por los limites n = 0, 1. El resultado se muestra
en la Fig. 6.8, donde se graficé p como funcién de (a) V' (para U = 0,1 eV y g9 = 0,203
eV), (b) U (para V. =1¢eV y gy = 0,203 eV), y (c) g9 (para V =1¢eV y U = 0,1 eV). Las
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dos curvas corresponden a los bordes de la transiciéon magnética, con n = 0 (curva inferior)
y n = 1 (curva superior). El drea sombreada indica la regién donde se esperaria momento

magnético, de acuerdo a la aproximacién de la ec. (6.40).
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Figura 6.8: Aproximacién analitica para los bordes de las regiones magnéticas (sombreado) y no
magnéticas, para adsorcién en sitio top, con p como funcién de (a) V' (para U = 0,1 eV y g9 = 0,203
eV), (b) U (paraV =1eV yeyg=0,203eV), y (c) g¢ (paraV=1eV y U =0,1 eV).

Comparando la Fig. 6.8 con las soluciones exactas de las Fig. 6.5-6.7, vemos que la
estimacion analitica no concuerda con los limites de la transiciéon magnética, lo cual sucede
a altos valores de V', U~! y gy. Asi, por ejemplo, mientras que segin la Fig. 6.5 para el sitio
top, existe un limite de formacién de momento magnético para V ~ 1,5 eV, dicho limite no
se observa en la Fig. 6.8(a). Andlogamente sucede para los deméds casos, variando U o &y.
La razon de esta discrepancia reside en la aproximacién a primer orden en £ para obtener
la ec. (6.38). Dicha aproximacién desprecia el residuo de la autoenergia, asi como parte del
ensanchamiento de la DOS debido a la parte imaginaria de Y. Esto conlleva, por ejemplo, a
que la DOS diverja cuando U — 0y w — g¢ [ver ec. (6.39)], lo cual no ocurre al retener el
término o< £2 en el denominador de la DOS. A su vez, las curvas de la Fig. 6.8 se obtienen
de la ec. (6.40) considerando n = 0 y n = 1, pero esto no es necesariamente el caso general,
donde las transiciones magnéticas pueden ocurrir para n = n; = ns no necesariamente 1 o 0.
De hecho, como se observa en las Fig. 6.2-6.4, es de esperar que cuando se alcanza el limite
de la transicién magnética se tenga n ~ 0,5 para el sitio top, para lo cual la curva analitica
se encontraria entre medio de los limites n = 0 y n = 1 considerados en la Fig. 6.8.

Aunque la estimacién analitica para la transicion magnética no es buena aproximacién a
valores altos de V', U~! y ¢y, donde se alcanza el limite de la formacién de momento magnéti-
co, si representa una buena estimacién lejos de dicho limite. En efecto, comparando la Fig.
6.8 con las Fig. 6.5-6.7, se observa que las transiciones magnéticas estan aproximadamente
en buen acuerdo para V < 1eV, gy < 0,3eVy U 2 0,1 eV. Este resultado es ttil ya que
los casos de interés son justamente cuando se forma momento magnético en el mayor rango

posible de p. Asi, en tal situacién la ec. (6.40) provee una simple estimacién analitica para
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los valores del nivel de Fermi donde se esperaria formaciéon de momento magnético. A su
vez, segun lo visto en las anteriores figuras, a valores relativamente pequenios de V, U™!
y €o la formacién de momento magnético es similar en ambos sitios de adsorcion. Por lo
tanto se puede decir que la ec. (6.40) es también una estimacién razonable para la transicion

magnética en el sitio hollow.
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Capitulo 7

Conclusiones

En el capitulo 4 se realizé una descripcion detallada de las oscilaciones magnéticas (OM)
en el estado fundamental de los materiales 2D. Se distinguié entre los casos del sistema
con una densidad n. constante, o un potencial quimico p constante. De modo general se
desarroll6 una formulaciéon matematica para las OM en ambos casos. Se demostré que en
los sistemas bidimensionales las OM son siempre discontinuas, y se obtuvieron expresiones
analiticas para las amplitudes y fase de las oscilaciones, en funcién de los niveles de Landau
del sistema. En base a esto se argumento6 que el perfil de las OM para N constante depende
de sus amplitudes, mientras que para p depende de sus frecuencias. A diferencia de estudios
previos, la formulacion desarrollada contempla los efectos de campos externos, ademas del
campo magnético perpendicular que da lugar a los niveles de Landau. Esto incluye, por
ejemplo, la presencia de un campo eléctrico perpendicular, el cual permite controlar el band-
gap en los materiales 2D con buckling. De esta manera, las expresiones obtenidas permiten
relacionar las propiedades de las oscilaciones magnéticas con las de los materiales 2D. En
consecuencia, a partir de mediciones precisas de las OM se pueden estimar los pardametros
que caracterizan las propiedades electronicas y magnéticas en los materiales 2D, como por
ejemplo la energia de Fermi, la altura de separacién entre las subredes, o la interaccién
espin-orbita.

La naturaleza relativista de los NL en los materiales 2D se evidencia en la dependencia
no trivial de las OM con la densidad electréonica. Esto implica que las discontinuidades en
la magnetizacién, asociadas a los cambios en el 1ltimo nivel ocupado, dependen en general
del campo magnético y la densidad electronica. Tal comportamiento contrasta con lo que
ocurre en el tipico gas de electrones 2D clésico, donde la relacién entre dichas amplitudes
es constante. Asi, el efecto del desdoblamiento de espin (DE) en las OM de los materiales
2D depende de la densidad electrénica, lo cual en esencia es una consecuencia de la no
equidistancia en los NL relativistas. A densidades electrénicas relativamente bajas, el DE

es practicamente despreciable, pero a densidades electronicas altas su efecto se incrementa,
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reflejandose en un aumento en las discontinuidades debido a un cambio de espin en el iltimo
nivel ocupado.

En los materiales 2D con buckling, como el siliceno o el germaneno, la degeneracién de
valle se rompe en presencia de un campo eléctrico perpendicular. El resultado son nuevas
oscilaciones en la magnetizacion, asociadas al cambio de valle en el dltimo nivel ocupado.
La amplitud de dichas oscilaciones depende no solo de la densidad electrénica y el campo
magnético, sino también de la magnitud del campo eléctrico y las propiedades del material.
Asi, estudiando la dependencia de dichas amplitudes con el campo eléctrico es posible estimar
los parametros que definen al sistema. La presencia de un campo eléctrico también da lugar
a un fenémeno de batido en las OM, cuyo perfil depende de la magnitud del campo y las
propiedades del material. Se obtuvieron expresiones analiticas que relacionan la envolvente

del batido (méximos y minimos) con los pardmetros del sistema. En particular, el ancho del
fenémeno de batido, en las OM como funcién de 1/B, es A (1/B) = hv% /450l E..

En el capitulo 5 se consideraron los efectos de decaimiento en las OM, debidos a la
temperatura o impurezas. Nuevamente se desarrollé una formulacién general, asumiendo
niveles de Landau 2D con una dependencia arbitraria con los campos externos y el indice de
Landau. Los efectos de decaimiento se describieron utilizando un nuevo enfoque respecto del
tradicional, el cual se basa en la formula de Lifshitz-Kosevich (LK). Dicha férmula considera
los efectos de decaimiento como factores de reducciéon en la expansion arménica de las OM.
En cambio, la nueva descripcién desarrollada considera los efectos de decaimiento como una
modificacién a las OM en el estado fundamental. Especificamente, los efectos de decaimiento
son expresados en relacion a la ocupacion de los niveles de Landau y la amplitud de las
discontinuidades de la magnetizacion en el estado fundamental.

Esta nueva formulacién permite, entre otras cosas, realizar una descripcién mas general
del efecto de las impurezas. En particular, permite tener en cuenta la posible dependencia del
ensanchamiento con los NL, lo cual no es contemplado en la férmula LK. Desde el punto de
vista practico, esto podria ser 1til para estudiar el mecanismo de scattering en materiales 2D
en presencia de un campo magnético, analizando cémo se ensanchan los niveles de Landau.
En efecto, las mediciones precisas de la magnetizacién son uno los métodos mas confiables
para estudiar los efectos de las impurezas en los NL, puesto que no hay otra perturbacién
externa al sistema mas alla que el campo magnético que causa los niveles.

En el caso de ensanchamiento constante, se comparé el nuevo enfoque y la tradicional
formula LK, demostrando que dependiendo de la situacién, uno u otro enfoque puede resultar
mas efectivo. Asi, a bajo decaimiento las OM dependen solo del factor de ocupacion de los NL
mas cercanos a la energia de Fermi, mientras que a mayor decaimiento se necesita considerar
la ocupacion de niveles mas lejanos. En contraste, a bajo decaimiento se necesitan muchos

armoénicos para que la serie de la formula LK converja; a alto decaimiento solo se necesitan
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los primeros armoénicos. De esta manera, en términos generales se puede decir que la nueva
descripcion es mas efectiva para estudiar la reduccién de los detalles finos en las OM a
bajo decaimiento, por ejemplo al ir incrementando la temperatura. En cambio, a mayor
decaimiento las OM se vuelven armonicas simples y la férmula LK resulta mas conveniente.

Bajo estas consideraciones, con la nueva descripcién se estudiaron la reduccién y even-
tual desaparicion de los detalles finos en las OM, debido a los efectos del desdoblamiento de
espin o el mezclado de valle (MV). En particular, se obtuvo una estimacién de las minimas
temperaturas necesarias para observar estos efectos en las OM. Para el efecto de DE, la
temperatura debe ser tal que T' < 2upB/5kp, mientras que para los efectos de MV, la tem-
peratura debe ser T' < hvieB/5ukg. También se estudié cémo la temperatura provoca un
desplazamiento § de los extremos de las OM, respecto de su ubicacién en el estado fundamen-
tal. Dicho desplazamiento depende en general del campo magnético, aunque la dependencia
es relativamente pequena, mucho menor que el periodo de las oscilaciones. De todos modos,
a temperaturas suficientemente altas tales que T > hv%eB/5ukp, el desplazamiento de los
extremos tiende a un valor limite § — 1/4w, independientemente del campo magnético. Este
limite se ubica entre las discontinuidades de las OM en el estado fundamental y los ceros de
las OM. A temperaturas para las cuales 6 = 1/4w, la mayoria de los detalles finos en las OM
se pierden. En consecuencia las oscilaciones son practicamente armoénicas, como sucede en

la mayoria de los metales 3D, y por lo tanto conviene describirlas utilizando la férmula LK.

En el Capitulo 6 se estudiaron la formacién de momentos magnéticos sobre una impureza
adsorbida en sitios top y hollow de la red de grafeno. Utilizando el modelo de impurezas de
Anderson, considerando la correlacion electronica en la impureza y la hibridizacion de ésta
con la red, se examinaron las condiciones en la cuales hay magnetismo en la impureza.
Esto depende del nivel de Fermi, la energia en la impureza, la energia de hibridizacion y la
magnitud de la correlacion electrénica. Se encontré que debido al ensanchamiento anémalo
de la densidad de estados de la impureza al hibridizarse con la red, la formaciéon de momentos
magnéticos es mas sencilla en grafeno que en un metal ordinario. La facilidad en la formacién
de momentos magnéticos depende del sitio de adsorcién, lo cual puede entenderse debido
a la diferente hibridizacién en cada caso. Esto conlleva a que la formacién de momentos
magnéticos en un sitio hollow ocurra para valores de U™, V y gy méds grandes que los
necesarios para el sitio top. Por otra parte, se obtuvieron curvas tedricas para la transicion
magnetismo-no magnetismo en la impureza, en funcién de los parametros p, V, U y &,
indicando un amplio rango de posibles de valores i en los cuales puede haber formacion de
momentos magnéticos. Esto puede ser 1til en campos como la espintronica, puesto que nos
dice que los momentos magnéticos pueden manipularse por medio del voltaje que controla

el nivel de Fermi.
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Como conclusiones generales puede decirse que los materiales 2D poseen propiedades
magnéticas Unicas, no presentes en metales convencionales. Las oscilaciones magnéticas re-
flejan estas propiedades en su amplitud y frecuencia. Esto puede ser 1til para entender,
estimar y predecir las propiedades intrinsecas de los materiales, tales como su estructura
geométrica, velocidad de Fermi, acoplamiento espin-érbita o desdoblamiento de espin. En
este sentido, los resultados obtenidos en esta tesis proveen el marco teérico a partir del cual
se pueden guiar y predecir resultados experimentales. Por otra parte, la formacién de mo-
mentos magnéticos en una impureza adsorbida en grafeno puede depender significativamente
del sitio de adsorcion, lo cual también refleja las propiedades del material. En comparacién
con un metal ordinario, la naturaleza bidimensional del sistema permite un mayor rango de
manipulacién de los momentos magnéticos.

Los céalculos tedricos desarrollados sirven no solo para entender las propiedades de los
materiales 2D estudiados, como grafeno o siliceno, sino también como base para el estudio
de otros sistemas bidimensionales. La formulacion general de las oscilaciones magnéticas es
aplicable a cualquier material 2D, contemplando cualquier distribucién de impurezas, mas
alla de lo analizado en esta tesis. A su vez, el modelo de Anderson aplicado a grafeno se
puede extender de manera directa a otros materiales 2D como siliceno, en presencia de un
campo eléctrico perpendicular. Por lo tanto se espera que los resultados de esta tesis sirvan
de guia para seguir estudiando las propiedades magnéticas de materiales 2D, no solo para
entender tedricamente los sistemas, sino también para el desarrollo y comprension de futuros

experimentos.
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Apéndices para el Capitulo 5

A. Aproximacién de las OM para Sy, u/I' > 1

Demostraremos que a bajo decaimiento, tal que fu > 1y pu/I' > 1, podemos despreciar
los términos con Iy, y I3, en la parte oscilatoria de la ec. (5.9). Empezamos con la separacién

de los términos para r < fy r > f 4 1, como se realiz6 en la ec. (5.9). Definimos [; . =
Zf::f.l,_l Ii,m para L= {L 27 3}7 y

ho—Y 1= =) (A1)

r=1
I i [I Daﬂ (A.2)
2,< = 20r — V5 .
£ 0B

/
L= I, (A.3)
r=1

La idea es entonces demostrar que, a bajo decaimiento, las amplitudes de las oscilaciones
de I; y I3 son mucho menores que la amplitud de las oscilaciones de I,. En cada caso,
la amplitud se determina cuando f = floor [¢)] cambia (de aqui en mdas obviaremos, para
simplificar, el indice v), lo cual ocurre cuando los niveles de energia ¢, cruzan el potencial

quimico p. Suponer que f cambia a f+1 para un dado campo B = By, tal que €741 (Bf) = fu.

Luego
A[17< == Il,f—i-l - —A[1,> <A4)
Oe
AIQ7< == 127f+1 — D 8%1’ A[27> == —[2’f+1 <A5>
A137< - 137}04_1 - —A13’>, (AG)
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donde, definiendo y = (¢ — e441) = (¢ — p), de las ec. (5.6)-(5.8) podemos escribir

D o0

Il,f+1 = _EkBT/ Pr+1 In (1 + G'By) dy (A?)
Os o 1

L1 =D agl /OO PIATT 6ﬁydy (A.8)
DOy [*0 i

I3 piq = 5 8;;1 / g];rl In (1+ €) dy. (A.9)

Ahora bien, puesto que ffooo pry1dy = 1, se tiene

[ prws= [ or (1 T 1T eﬁy) ir=2 [ pmppmir=t (10

Por lo tanto I sy1 = D (0ep41/0B) /2, donde (0epi1/0B) ~ p/B. Asi, de la ec. (A.8)
obtenemos

AL | =|ALL[ = |AL| ~ D%7 (A.11)

independientemente de los pardmetros de decaimiento 7'y T'. La amplitud |Als| tiene el
mismo orden de magnitud que la amplitud de las OM en el estado fundamental [ver. ec.
(4.21)], lo cual explica por qué las OM con decaimiento se reducen a cero cuando los niveles
de energia cruzan p (ver Fig. 5.2).

Por otro lado, para I; y I3, el orden de magnitud de su amplitud de oscilacién depende
de los parametros de decaimiento 7"y I'. Esto puede verse por inspeccién de las ec. (A.7) y
(A.9), cuyos valores dependen de Ty T'. Por ejemplo, en el caso pristino (i.e. sin impurezas)
tal que p (y) — 6 (y), se tiene |y y11| ~ DkpT /By I3 41 = 0 (0I'/OB = 0 sin impurezas).
Andalogamente, a temperatura nula se tiene |I1 y41| ~ DI'/B y también |I3 11| ~ DI'/B.
En el caso general, con temperatura e impurezas, podemos decir que |I f11| ~ D{T'}, /By
|I3,7+1] ~ D{T'}; /B, donde {I'}, y {I'}; son términos que dependen de los parametros de
decaimiento kg7 y I'. No nos interesa aqui como son estos términos (lo cual dependeria de
cémo es la distribucién de impurezas p), sino més bien el hecho de que {I'}, y {I'}; siempre

aumentan si I' y T se incrementan. Luego, de las ec. (A.4) y (A.6) podemos decir que

r
AL = AL = an) ~ pUh (A12)

T
AL | = |AL~| = |AL| ~ D%. (A.13)
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De las ec. (A.11), (A.12) y (A.13) se obtienen entonces las relaciones

A[1 {F}1

Arh Al
S~ (A14)
Alz|  {T},
A__[2 T- (A.15)

Por lo tanto, en la condicién de bajo decaimiento {I'} /u < 1, tenemos |AL/AL| < 1
y |Al;/AlL| <« 1, de forma que los términos I, y I3, pueden despreciarse en la parte

oscilatoria de la ec. (5.9).

B. Parte oscilatoria de los efectos de decaimiento

La idea es mostrar que, bajo la condicién Su > 1y u/T" > 1, los dos tltimos términos
en la ec. (5.12) son una funcién oscilatoria. En general, el factor de ocupaciéon F, (por
simplicidad obviaremos escribir explicitamente el indice 7), dado por la ec. (5.10), depende de
natravés de e, y I, (en caso de que el ensanchamiento dependa de los NL). También depende
de ¢ como una funcién sigmoide. Es decir, para todo n, &, satisface F, (v» =n) = 1/2, con
Fn(p —0)=0y F, (¢ = o0) = 1. Teniendo en cuenta esto, partimos considerando que en
la condicién de bajo decaimiento, cada factor de ocupacion F,, varia con la temperatura solo
para e, cercano a /. Esto implica que, de manera a similar a como se consideré D (0e,,/0B) —
—AA en la ec. (5.11), podemos expandir cada ¢, en n alrededor de ¥ = n. A su vez, en
caso de que el parametro de decaimiento I',, dependa de n, a bajo decaimiento podemos

considerar n = 1. De esta manera definimos

- e,

T, =T, =Ty (B.2)

Con estas expansiones, definimos los efectos de decaimiento en la ec. (5.12) como M =
M; + M;, donde

M, = Ai (ffn - 1/2) (B.3)

M=A Y 5 (B.4)

n=2f+1
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siendo f = floor [¢] y
F, (0) = 7, [gn —z,. 0, =T, (B.5)

De aqui, probaremos que M; y M, son funciones oscilatorias. Para M;, considerar e; < p <
erp tal que f <Y < f+ 1. En ¢ = f, la suma de F, (1) en My es

[\
-
~

-1

S T () = T4 (1) + Far (1) + 2 [T (1) + Fo ()] (B.6)

1

n=1 r

El grupo de términos [g} (f) + Fos_s (f)], con 1 <r < f—1, son de la forma

500+ O] = [ D+ D

—0o0

de, (B.7)

donde definimos p,, (f) = p [e, En =Ep, Iy = fn} Para un dado 1, el pardmetro T, = Ly
es el mismo para todos los n, por lo cual lo omitiremos explicitamente. Asumiendo una DOS
simétrica, p depende con ¢ y €, a través de un factor | —¢,|. Luego, si x = 0s,/0n|,_,

(independiente de n), de la ec. (B.1) obtenemos

pr(f)=ple—p—x(—f) (B.8)
par—r (f)=ple —p+x(r— 1) (B.9)

Reemplazando en la ec. (B.7) y cambiando variables resulta

o0

5+ Far (D] = [ olyrx =1

—00

1
1+ e Py Y-
(B.10)

Puesto que la DOS p es simétrica, tenemos ply + x (f —7)] = p[-y — x (f —r)]. Por lo

dy+/p[—y—x(f—r)]

1+ ePy

tanto

o0

5+ T ()] = [

—0o0

p[y+x(f—7“)]( R )dy

I1+efv  1+4+e by
=[_pw+xﬁ—rmw:1- (B.11)

[e.e]
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De esta manera, como F (f) = F, (¢, = u) = 1/2 (independientemente de n y f; ver ec.
(5.10)), la ec. (B.6) queda

D Fa(f)=1/24Fop (f)+(f+1). (B.12)

n=1

A bajo decaimiento y alta ocupacién (tal que f > 1), tenemos g"gf (f) < 1. Luego de la ec.

(B.3) obtenemos

A

My (b= f) =~ (B.13)

Siguiendo los mismos pasos, para la misma posicién final f, cuando v — f + 1 (ten-
diendo desde el lado izquierdo, tal que la posicién final sigue siendo [¢)] = f) se obtiene
M, (¢p — f+1) ~ A/2. Puesto que esto es valido para todo f, luego M; siempre oscila
entre +A/2 al considerar la expansién a primer orden en &, y I'y,.

Por otra parte, de la ec. (B.4) se ve que M, también oscila cuando f cambia. Sin embargo,
en este caso no es suficiente con reemplazar la expansion a primer orden de ¢, y I', en &F,,,
para obtener la parte oscilatoria de Ms. La razén es que en la sumatoria de My, n > 2f
siempre, por lo que para f < ¢ < f + 1, uno no puede ordenar los términos como en la ec.
(B.11). La principal contribucién oscilatoria en M, proviene de su discontinuidad siempre
que f cambia. De la ec. (B.4), cuando f varfa a f+ 1, en ¢y = f + 1 tenemos

AMy = —A [%m (f+ 1)+ Foppr (f + 1)] . (B.14)

Por lo tanto la parte oscilatoria de Ms es una SO, con amplitud AMs; que depende de
f. De todos modos, a bajo decaimiento y alta ocupacion f, se tiene ¥, < 1 sin > 2f,
por lo que la SO de M, puede ignorarse. Asi, bajo esta condicién es buena aproximacién
despreciar la contribucién de M,, tal que M ~ M;. Como ya demostramos que M; es una
funcién oscilatoria, entonces se concluye que los efectos de decaimiento en la ec. (5.12) son

efectivamente una funcién oscilatoria.

C. Equivalencia entre las ec. (5.12) y (5.13)

Demostraremos que la ec. (5.13), con el factor de ocupacién F,., dentro de la funcién

cotangente, es equivalente a la ec. (5.12). Primero que nada, recordar las propiedades para
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todo x € R
cot x = tan (7/2 — x) (C.1)
2

arctan [tan (z)] = x + wfloor {:p +/ } . (C.2)

™

Asi, para todo indice v podemos escribir la ec. (5.13) como

Mosc,v 1

i by + ; F iy + floor [1— ¢, + ; F iy (C.3)

Ahora bien, teniendo en cuenta la expresién general (5.10) para F,.,, considerando f, < ¢, <
fy+ 1, donde f, es tltimo nivel ocupado en el estado fundamental tal que f, = floor [¢,],

siempre se tiene

>1/2 <
5, - M2 b (C.4)
<1/2 n>f+1

A su vez, a bajo decaimiento se tiene F,., — 1 si n < f,, mientras que F,,, < 1 si
n > f, + 1. Estas consideraciones, junto con las propiedades de la funcién floor, implican

que, para f, <1, < f, + 1, la ec. (C.3) puede escribirse como

Mosc 1
A—ﬁ:§—¢7+2fﬂw—|—ﬂoor O ED
8 n<f,
1
n<fy n>fy

Finalmente, de las propiedades (C.1) y (C.2) es facil ver que arctan [cot (m1),)] /7 = 1/2 —
¥, + floor [1 — 4, ]. Por lo tanto la ec. (C.5) queda

MOSC 1
1 L = — arctan [cot (7¢,)] + Z (Fnsy — Z s (C.6)
v T n< fy n>fy
que no es otra cosa que la ec. (5.12), siendo My, = A, arctan [cot (m1),)] /m las OM en el

estado fundamental, valido para ¢, > 1 [ec. (4.27)].
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D. Efectos de decaimiento como factores de reduccion

Aqui obtendremos, de la ec. (5.19), las OM con los efectos de decaimiento como factores

de reduccién. Partimos de considerar las SO para MY (¢), dadas por la ec. (4.22). Se tiene

oo

MY (@) = 4, (6) 3 = sen 2mpis, (2)], (D.1)

p=1

donde explicitamente indicamos que A, y 1, se obtienen considerando un potencial quimico

igual a €. Reemplazando en la ec. (5.19) resulta

M= [~ |-G -] v (D.2)

—0o0

donde

L) = [ o403 —sen2ap, (9)ds

= ; Wip /_: p(x) A, (' — ) sen [2mpy, (¢" — x)] dx. (D.3)

A bajo decaimiento, la DOS p(z) es no nula solo para |z|] < 1, por lo que es buena
aproximacién tomar A, (¢' —x) ~ A, (¢’) afuera de la integral. También podemos tomar

Py (68 —x) —1py (€) 2 (0v,/0e") z, de forma que la funcién seno puede descomponerse como

sen 271, (€' — x)] =sen [2mpi, (¢')] cos (27‘(‘])85?7 x)

+ cos [2mpy,, ()] sen (27Tp aaqﬁj x) : (D.4)

Luego, dado que p, (x) es una funcién simétrica (como se asumié), se obtiene

Y, (e) = A, (¢) Z wip sen [2mpy,, ()] /_00 p () cos <27Tpa(()—qﬁ7x> dz. (D.5)
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De aqui podemos identificar el factor de reduccion de impurezas Rr, dado por la integral en

la ultima ecuacion. Esto es,

Rr, (p,€') = /_OO p () cos <27Tpaazﬁjx> dx. (D.6)

o0

Reemplazando en la ec. (D.2) y cambiando variables se tiene

My = [ |- GE @) 4 0 S I o, a4 . (D)

A bajas temperaturas, la funcién (Ong/0x) es no nula solo para |z| < 1, por lo que podemos
tomar A, (r +p) ~ A, (1n) vy Rr (p,x + 1) =~ Rr., (p, i) afuera de la integral. Luego, des-
componiendo de nuevo la funcién seno como en la ec. (D.4), y considerando que (Ong/0z)

es una funcién simétrica, la ec. (D.7) queda

0 = 4, 0 3 P22 o o ) [ (<5 Y cos (2050 Y ar. D)

T
i P oo

Asi, podemos identificar el factor de reduccién de la temperatura Ry, dado por

</ 0 0
R (p,p) = / (—%) cos (27rpai;x> dx. (D.9)

—0o0

Finalmente se obtiene

My, = Ay S ey () Ry (p, ) 22720 (1)) (D.10)

a
p=1 P

De esta manera, los efectos de decaimiento de la temperatura e impurezas se describen como

factores de reduccién.

E. Ejemplos de efectos de decaimiento

Aqui obtendremos los efectos de decaimiento en las OM, segun el formalismo de las
secciones 5.1.2 y 5.1.3, para algunos casos especiales. No particularizamos para un dado
sistema, de manera que los resultados corresponden a cualquier material 2D con niveles

de energia ¢,.,. En cada situacién obtenemos el factor de ocupacién F,., y el factor de
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reduccién Ry (p), dados por las ec. (5.10) y (5.22), respectivamente. El factor de reduccién

de la temperatura Ry, (p) tiene siempre la misma expresién general (5.23).

E.1. El caso pristino

Sin impurezas, la DOS es simplemente la delta de Dirac p,., = d (¢ —&,,). Luego el

factor de ocupacion resulta
1

Iy = T B (E.1)

que no es otra cosa que la distribucién de Fermi-Dirac para el nivel de energia €. Para los
factores de reduccidn, si I' = 0 se tiene Rr . (p) = 1, mientras que el factor de reduccién de

la temperatura estd dado por la ec. (5.23).

E.2. Impurezas a temperatura nula
A temperatura nula, § — oo y la ec. (5.10) queda

I
Fnyy = / Prsyde. (E.2)

—00

Para seguir uno deberia especificar como es el ensanchamiento de los niveles, esto es, cémo es
Pniy- Algunos casos usuales son las distribuciones de Lorentz (L), Gauss (G) y semi-eliptica

(E), las cuales tienen la forma

|
L) = (©3)
(e~ 571;7)2 + F?L;'y}
1 —(e—en.~)?/T2
(G) puy = T 7T6 (e=€ni) /anv (E4)
iy
2
(B) oo = =R |18, — (= e . (£5)
nyy

donde Iy, es el pardmetro de ensanchamiento, el cual puede en general depender del nivel

de Landau y otras variables tales como el campo magnético B. Luego, de la ec. (E.2) se

obtiene
1 = En: m
L = — Ui ek — E.
(L) Fny - [arctan( T ) + 2} (E.6)
1 S
n;y
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1 — e
(E) gn;'y = — |arctan K c i + —
" Re {\/F%;w —(n— 571;7)2}
(1 = enp) ]
=l VT2 = (1= 20)?|. (E.8)
nyy i

Para los factores de reduccién, a temperatura nula Ry, (p) = 1, mientras que para Rr ., (p)
se debe considerar que el ensanchamiento es el mismo para todos los NL, de forma que
I, =T,. Asi, de la ec. (5.22) se obtiene

) ey ()= exp (-2, 52 ) (£9)

(G) RF,’y (p) = exXp [_ (Wprv%) ] (ElO)
o ~ o,

) B0 = oG (05 1

donde J; es la funcién de Bessel de primera especie.
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