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Resumen

En los ultimos 10 anos importantes avances han sido obtenidos en el problema de dos
pesos del tipo débil (1,1) de operadores de Calderén-Zygmund. Todos esos resultados
estan asociados a lo que se conoce como conjetura de Muckenhoupt-Wheeden. Por otro
lado, también recientemente muchos avances han sido obtenidos en variantes cuantita-
tivas de desigualdades pesadas de ciertos operadores clasicos del andlisis arménico. Una
de las herramientas claves que ha aparecido para estos avances es lo que se conoce como
dominacién por operadores sparse de los operadores de Calderén-Zygmund y variantes.

En esta tesis avanzamos en estas dos lineas. Por un lado encontramos resultados ne-
gativos para una variante mas débil de la conjetura de Muckenhoupt-Wheeden. Y por
otro lado obtenemos varias estimaciones cuantitativas en desigualdades de tipo débil mix-
to para varios operadores, como las integrales singulares y los conmutadores de dichos
operadores. La principal novedad de estas estimaciones es que por primera vez se usa la
herramienta de dominacién sparse en este contexto.
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Abstract

In the last ten years very important advances related to the endpoint two-weight weak
type inequality of Calderén-Zygmund operators and Commutators are been obtained. On
the other hand relevant advances in quantitative variant of several weighted estimates are
been showed. A key tool for such advances have been the sparse domination of these clas-
sical operators. In this work we advance in these two lines. In first place we show negative
results in a variant of the Muckenhoupt-Wheeden Conjecture related to the two-weight
weak type (1, 1) estimate of the Hilbert transform.

On the other hand, we obtain quantitative estimates in the called weighted weak
mixed-type estimates for Calderén-Zygmund operators, rough singular integrals and com-
mutators. The main novelty of this part of the work lies in the fact that we rely upon
sparse domination results for this kind of inequalities.
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Introduccion

Uno de los principales operadores del Analisis Armonico es el operador maximal de
Hardy-Littlewood que esta definido para toda funcién f localmente integrable en R™ por
la siguiente expresién:

Q>3
donde el supremo se toma sobre todos los cubos ), con lados paralelos a los ejes, que
contienen al punto x.

En el ano 1930, Hardy y Littlewood en [HarLit30] demostraron diferentes acotaciones
para este operador en dimensién 1 que més tarde fueron extendidas a dimensién n por
Wiener en [Wie39]. Entre las propiedades mas importantes que tiene el operador maximal
de Hardy-Littlewood podemos senalar las siguientes:

M(x) = supﬁ /Q F)ldy, (0.0.1)

» M es un operador del tipo débil (1, 1), es decir, para cada A > 0 existe ¢ tal que

o R [Mf(x)] > A} < / (@) da. 0.0.2)

n

» M es un operador del tipo fuerte (p,p) para 1 < p < 0o, esto es, existe ¢ tal que
/ (M f(x))Pde < C/ |f(z)Pdz. (0.0.3)

La desigualdad (0.0.2) establece que || M f|| p1.00@n) < €| f||L1®n), donde L1 es el espacio
débil definido en la Seccién 1.1 del Capitulo 1, es decir, dicha desigualdad nos dice que M
es un operador acotado de L'(R") — LY*°(R"), mientras que la desigualdad (0.0.3) afir-
ma que | M||zeo@n) < €|l f]lLr®n), esto es, M es un operador acotado de LP(R™) — LP(R").

La teoria de pesos surge de manera natural al plantearse el interrogante de si es
posible extender la acotacién de un operador definido sobre los espacios LP(R") a los
espacios LP(u), donde p es otra medida distinta a la medida de Lebesgue. Los pesos son
funciones no negativas, localmente integrables y los espacios pesados son denotados como
LP(w), para 1 < p < 0o, donde la medida dpu es absolutamente continua con respecto a la
medida de Lebesgue, es decir, du(z) = w(x)dx para algin peso w.

B. Muckenhoupt en su excepcional trabajo del afio 1972 (ver [Muc72]) obtuvo una
caracterizacion de la acotacion del operador maximal de Hardy-Littlewood en los espacios
LP(w) mediante la condicién A,. Concretamente, el Teorema de Muckenhoupt establecio:

M : LP(w) — LP(w) siysélosi we A, 1<p<oo,
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donde la condicién w € A, significa que

o g (i o) i L) <.

(a este nimero se lo conoce como la constante A, del peso). La condicién w € A; significa
que

< Q.
oo

[w]Al =

Muw
w

Esta condicién A; caracteriza los buenos pesos para que el operador maximal de Hardy-
Littlewood sea de tipo débil (1, 1) respecto al peso w, es decir

M : LYw) — LY (w) siy sélosi w € A;.

El trabajo de Muckenhoupt incentivo el interés por la teoria de pesos y la introduc-
cién de los pesos A, cobré mayor importancia cuando se demostré que otros operadores
clasicos del Analisis Armonico compartian desigualdades con pesos similares a las del
operador maximal de Hardy-Littlewood. De hecho en el ano 1973, Hunt, Muckenhoupt
y Wheeden en [HuMW73] probaron que los pesos A, son buenos pesos también para la
Transformada de Hilbert. Posteriormente, en el ano 1974, Coifman y Fefferman en [CF74]
extendieron esos resultados para los operadores de Calderén-Zygmund, es decir, ellos es-
tablecieron que las clases A, son las adecuadas para la estimacién en LP(w) de dichos
operadores. A partir de alli empezé un vasto desarrollo sistematico profundo de la teoria
de pesos. Posiblemente los resultados mas relevantes en la teoria de pesos hasta la década
del 80 se pueden encontrar en el clasico libro de Garcia-Cuerva y Rubio de Francia (ver

[G-CRAFS5)).

En la década del 90 comenz6 a haber un interés por la dependencia exacta de la norma
de los operadores en términos de la constante A, del peso, es decir, por las denominadas
estimaciones cuantitativas, y fue precisamente S. Buckley quien en su tesis doctoral [Bu90]
estudié el crecimiento que presentaba la norma del operador maximal de Hardy-Littlewood
en funcién de la constante A, del peso w en el espacio LP(w). El resultado de Buckley
proporcioné una constante éptima de acotacion para el operador maximal. Concretamente
¢l estableci6 que si w € A, y 1 < p < oo entonces

_1
IM fllzrwy < enplw]d," |11 2ow)-

El problema de determinar la precisa dependencia de la norma en L?(w) de un operador
de Calderén-Zygmund sobre la constante As, conocido como la Conjetura As, también fue
uno de los grandes interrogantes que se plantearon. Este problema surge en un trabajo de
Astala, Iwaniecz y Saksman [AsIS01] ellos muestran que si dicha Conjetura es cierta para
la Transformada de Beurling entonces se podia resolver un problema de regularidad en
la ecuacién de Beltrami. Petermichl y Volberg [PV02] probaron la Conjetura Ay para la
Transformada de Beurling. Luego en el ano 2005 Petermichl lo probé para la Transformada
de Hilbert. Luego hubo varios avances hasta que finalmente Hytonen resolvié la Conjetura
en general para un operador de Calderén-Zygmund. Concretamente, en [Hyt12] Hytonen
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establecié que la dependencia de la norma de un operador de Calderén-Zygmund sobre la
constante A, es lineal, es decir

1T\l 22wy < cnrlw]allfllz2w)-

Los principales problemas que se abordan en esta tesis tiene que ver con el estudio de
desigualdades de tipo débil pesadas para operadores de Calderén-Zygmnd y desigualdades
de tipo débil mixtas cuantitativas para operadores de Calderén-Zygmund, operadores
Integrales singulares rough y Conmutadores. A continuacién describiremos cudles fueron
las principales motivaciones que nos llevaron al estudio de esos temas.

Uno de los problemas abiertos en la teoria de pesos de Integrales singulares es acerca
de qué funciones de Young ¢ son 6ptimas para que se mantenga la siguiente desigualdad
de tipo débil (1, 1) para todo peso w

w{z e R:|Hf(z)] > A}) < %/RU(I‘)’ Myw(x)dx, (0.0.4)

donde f € L'(Myw) y M, es el operador maximal asociado a la funcién de Young ¢
definido como

My f(x) = sup || fl|4.q;
Q>x

donde el supremo se toma sobre todos los cubos ) que contienen a  y || f|| 4,0 es la norma
de Luxemburg local de f definida como

» 1 @)l
1lloo = mf{»o.@/qus(T) dy < 1}.

En el afio 1971, C. Fefferman y E. M. Stein [FS71] mostraron que si el operador H
es reemplazado por el operador maximal de Hardy-Littlewood entonces la desigualdad
(0.0.4) se mantiene para ¢(t) =t, en este caso M, = M.

Mas tarde, en el ano 1976, nuevamente Fefferman junto a A. Cérdoba en [CorF76]
probaron (0.0.4) para ¢(t) = t",7 > 1, en este caso Myw = M,w = M (Jw|")'/".

En el afio 1977, Muckenhoupt y Wheeden en [MW77] conjeturaron que la desigualdad
(0.0.4) se deberia verificar para los operadores de Calderén-Zygmund y ¢(t) = t. La
suposiciéon de Muckenhoupt y Wheeden planted un interesante interrogante que genero
con el correr del tiempo tanto respuestas positivas como negativas acerca de qué tipo de
operadores y pesos la verificaban.

C. Pérez [Pe94] en el afio 1994 mejor6 el resultado de Cérdoba y Fefferman al mostrar
que la desigualdad (0.0.4) se mantiene para la funcién de Young ¢(t) = tlog®(e+t),e > 0.

En el ano 2012, M. Reguera y C. Thiele probaron que la Conjetura de Muckenhoupt-
Wheeden era falsa para la Transformada de Hilbert. Mas precisamente, la prueba que
ellos hicieron se basé en construir un ejemplo con el cual probaron que el par (w, Mw) no
es un buen par de pesos para el tipo débil (1,1) de Hf.

En el afio 2016, C. Domingo-Salazar, M. T. Lacey y G. Rey [D-SLR16] obtuvieron un
resultado que mejord atin mas el trabajo de C. Pérez, ellos establecieron que la desigualdad
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(0.0.4) se mantiene para todo operador de Calderén-Zygmund siempre que ¢ satisfaga la

condicién: . .
1 t%log(e +t)

Observemos que el resultado que fue establecido en [D-SLR16] prueba que la desigualdad
(0.0.4) se mantiene para toda funcién de Young ¢ que crece ‘mas rapido’ por ejemplo que
la funcién ¢ (t) = tloglog' (e +t), con € > 0.

Motivados por todos los resultados expuestos logramos responder en el Capitulo 3

uno de los interrogantes planteados en la teoria de pesos al establecer que la desigualdad
(0.0.4) no se mantiene para funciones de Young ¢ que crecen mas lentamente que la fun-
cién P(t) = tloglog(e® + t).
La prueba de nuestro resultado tiene dos ingredientes claves, el primero de ellos es que
mostramos que la condicion ‘A; local’ en el peso del ejemplo de Reguera-Thiele se puede
mejorar (ver Lema 3.2.2), y el otro ingrediente es que probamos un resultado de extra-
polacién para el operador M,, con 1 < r < 2 (ver Teorema 3.3.2) que es un sustituto
del resultado de extrapolacién de Cruz-Uribe and C. Pérez en [C-UP00] que utilizaron
Reguera y Thiele para la demostracion de su resultado. Con todos estos ingredientes pro-
bamos el Teorema 3.1.1 que representa el principal resultado del Capitulo 3.

A continuacién mencionaremos los principales trabajos que motivaron nuestro estudio
sobre estimaciones cuantitativas en las desigualdades de tipo débil mixtas para operado-
res de Calder6n-Zygmund, Integrales singulares rough (ver las definiciones en la Secciones
1.6.1.2 y 1.6.1.3 respectivamente del Capitulo 1), y Conmutadores de operadores de Cal-
derén-Zygmund, y que nos dieron lugar a contribuciones originales que seran expuestas
en los Capitulos 4 y 5 de esta tesis.

En el ano 1977, Muckenhoupt y Wheeden en [MW77] introdujeron un nuevo tipo de
desigualdad con peso denominada desigualdad de tipo mizta, que consiste en considerar
dentro del conjunto de nivel una ‘perturbacién’ del operador con un peso A,.

Ellos establecieron que la desigualdad

o e R w(@Tf@) > 11 < 5 [ 17w,

se mantiene si 71" es el operador maximal de Hardy-Littlewood, é bien la Transformada de
Hilbert y w € A;.

En el ano 1985, E. Sawyer en [S85] probd una versién més sofisticada del resultado
de Muckenhoupt-Wheeden para la funcion maximal de Hardy-Littlewood, él obtuvo la
siguiente estimacion en la que intervienen dos pesos distintos:

w ({x ER - W > t}) < CT /R | Flu(z)v(z)dz, (0.0.5)

donde u,v € Ay y t > 0.

En particular, Sawyer motivado con la posibilidad de obtener una nueva demostracion
del Teorema de Muckenhoupt, mostré que (0.0.5) combinado con el Teorema de facto-
rizacién para pesos A, de Jones (ver Lema 2.1.1) producen una nueva demostracién de
la acotacién del operador maximal en LP(w) con w € A,. También conjeturé que (0.0.5)
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deberia también verificarse para la transformada de Hilbert.

En el ano 2005, Cruz-Uribe, Martell and Pérez en [C-UMPO05] generalizaron (0.0.5) a
mas dimensiones y probaron que la Conjetura de Sawyer se verifica para operadores de
Calderén-Zygmund. Ellos utilizaron para la prueba, entre otras hechos, un resultado de
tipo extrapolacion para pesos Ay (ver Teorema Cruz-Uribe, Martell y Pérez-Capitulo 4).
Las condiciones en los pesos en ese resultado de extrapolacion, u € Ay y uv € A, equiva-
lentes a v € Ay (1) (ver observacién (2.1.1)), los condujo a conjeturar que la desigualdad
(0.0.5) también deberfa verificarse con condiciones mas débiles, u € A; y v € A

En el ano 2013, A. Lerner [L13] motivado con la idea de obtener una nueva prueba
de la Conjetura As, que ya habia sido resuelta por Hytonen, probé una estimacién para
una clase de operadores w-Calderdn-Zygmund (ver definicién Seccién (1.6.1.2)) en la que
utilizé los denominados operadores sparse definidos como

Asf(x) =" foxoe(x),
QeS

donde fg = / |f], D es un reticulado diddico y S C D es una familia sparse (ver las
Q

1
1Q
definiciones precisas en la Seccién (2.3.1)).

A partir del resultado de Lerner, los operadores sparse que son operadores positivos
de una estructura muy simple, cobraron mucha importancia ya que tienen la propiedad
de controlar puntualmente a ciertos operadores clasicos del Analisis Armonico, como lo
son, entre otros, los operadores de Calderon-Zygmund. Dichos operadores sparse también
permiten controlar las Integrales singulares rough y los Conmutadores de operadores de
Calderéon Zygmund. En la Seccién 2.3.2 citamos algunos de los tantos resultados de do-
minacién sparse que se sucedieron al trabajo de Lerner.

Los Teoremas 2.3.1 y 2.3.2 de la Seccion 2.3.2 nos proporcionan los resultados cla-
ves de dominacion sparse para los operadores que utilizaremos en la prueba de nuestros
Teoremas.

No podemos dejar de mencionar que otro de los resultados més importantes en la
teorfa es que en el afio 2017, K. Li, S. Ombrosi y C. Pérez en [LiOP17] probaron que la
Conjetura planteada por Cruz-Uribe, Martell y Pérez es cierta, ademéas de mostrar varias
estimaciones cuantitativas.

Todos los resultados expuestos fueron los principales motivadores para los resultados
originales que obtuvimos, en lo que se refiere a estimaciones cuantitativas mixtas, en
los Capitulos 4 y 5. La principal diferencia en nuestras demostraciones, con respecto
a las técnicas utilizadas hasta ahora, es que utilizamos como principal herramienta la
dominacién por operadores sparse.

En el Capitulo 4 probamos dos teoremas para operadores de Calderén Zygmund y para
Integrales singulares rough. En el primero establecemos que las siguientes estimaciones se
mantienen si u € A; y v € A,(p), para algin 1 < p < 0.

1. Si T es un operador de Calderén-Zygmund,
T(fv)(x)

H o(@) < Cppluv]a[ula, log (e + [wva, [u]a, [0]a, ) 112 uo)-

L1:%° (yv)
(0.0.6)




2. Si Q € L>*(S"!) entonces

H To(fv)(x)
v(z)

< Cnap(uv]a [u]a, [u]a, 1og (e + [uv]a [u]a, [t ag [V]a, ) 11121 (o)-

L1120 (uv)
Observemos que para u = 1, en el caso de los operadores de Calderén-Zygmund, la
estimacién (0.0.6) se reduce a
T(fv)(x
|FIAD| <o e+ bla) Ifloe  p2 1
v(@) | oo

que mejora la estimacién obtenida en [OPR16, Theorems 1.16 and 1.17]:

H% L1 (v) < Cnplv]a, log (e + [U]Ap) 1122y p=L

El segundo resultado que obtuvimos bajo la suposicién v € A; y u € A;(v) es el siguiente:

1. Si T es un operador de Calderén-Zygmund

< (V] 4, [V] 4 [U] 4, () 10g (e + [uv]ag [v]ay) |12t (uo)-
L1:%° (uv)

Ko
()

2. Si Q€ L>(S"!) entonces

‘ Ta(fv)(x)

v(x)
Observemos que con este resultado en el caso v = 1 recobramos la mejor constante cono-
cida para u € A;.

Para la prueba de los Teoremas 4.1.1 y 4.1.2, siguiendo las ideas del trabajo de
Domingo-Salazar, Lacey y Rey en[D-SLR16] y de Li,Pérez y otros en [LiPR-RR18], nece-
sitamos algunos resultados previos, con ese fin en la Seccién 4.2 enunciamos y probamos
algunos Lemas. Por ltimo en las Secciones 4.2.1 y 4.2.2 demostramos nuestros resultados.

< e olwv]a,fv]a, [ula, @ [v]a. log (e + [uv]a, [v]a,) | fll 21 o)
L1:%0 (uv)

En el Capitulo 5 presentamos los resultados que obtuvimos para los Conmutadores
de operadores de Calderén-Zygmund (ver definicién 1.6.1.4 del Capitulo 1). Inspirados
en el trabajo de Lerner, Ombrosi y Rivera-Rios en [LOR-R17|, nuestros resultados se
basan nuevamente, al igual que en el Capitulo 4, en la dominacién por operadores sparse.
Nuevamente probamos dos Teoremas, en el primero de ellos establecemos que la siguiente
estimacion se mantiene si u € A; y v € Ay(p), para algin 1 < p < oo.

Si T es un operador de Calderén-Zygmund y si m es un entero positivo, r > 1y

b € OScexp 1+ €ntonces
Tm f b mSC ™
uv ({x e R" : ‘M > t}) < cn,pFZfU/ Pm (M) uv (0.0.7)
Rn
8
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donde

. m 1+E m—h 1+% m—h l—i—%
07, = Sl [l toa (e -+ [l [wely (027 [o)a,00)
h=0

y ©,(t) =t (1+1og*(t))”.
Con este resultado no sélo obtenemos una nueva demostraciéon del resultado de F. Berra,
M. Carena y G. Pradolini en [BCP17, Teorema 2] sino que ademds mostramos una esti-
macién cuantitativa.

El segundo Teorema que probamos es para el caso en que v € Ay y u € A;(v).

Si T es un operador de Calderén-Zygmund y si m es un entero positivo, r > 1y

b € OSCexp 1 entonces
T’I’I’L f b mSC ™
uv ({x eR" : ‘M > t}) < cn,pFZfU/ Om (M) uv (0.0.8)
Rn

(%
donde
m n m—h 3 m—h 1+2%
Uy = > llaola el s [ula, vl Tog (e + [ola, ol fuel i )
h=0

y ©,(t) =t (1+1og*(1))”.

Observemos que este tltimo resultado nos permite obtener la siguiente estimaciéon cuan-
titativa cuando v = 1, como un caso particular de la que obtuvieron Ibanez-Firnkorn y
Rivera Rios en [I-FR-R17], cuando el simbolo tiene mejores propiedades de decaimiento
local que las funciones BMO:

t

m b m
u({zx €R" : [T}"(f)| > t}) < cnplula,[u] 5 log (e + [U]Am>/n P (‘f’” ||Oscexer> "

(0.0.9)
Para la prueba de nuestros resultados (ver Secciones 5.1.1 y 5.1.2) utilizamos los Le-
mas de la Seccion 4.2 del Capitulo 4 y seguimos con la misma técnica que empleamos
para los Teoremas de ese Capitulo.
Por 1ultimo, en el Capitulo 6 dejamos planteados algunos problemas interesantes y que
hasta el momento no han podido ser resueltos.

Estructura general de la tesis

La presente tesis esta estructurada en seis Capitulos, a continuacién damos un breve
resumen de los mismos.

En el Capitulo 1 presentamos las definiciones de los espacios de Lebesgue, de Lorentz,
de Orlicz y los de oscilacién media acotada (BMO) de funciones, junto con las propie-
dades bésicas que ellos poseen y que utilizaremos en los Capitulos posteriores. También
definiremos los principales operadores con los que trabajaremos a lo largo de la tesis como
son: los operadores Integrales singulares, entre los que se encuentran los operadores de



Calderén-Zygmund, las Integrales singulares rough y los Conmutadores de dichos ope-
radores. Ademas introduciremos operadores maximales, como el operador maximal de
Hardy-Littlewood, su versién diddica y los operadores maximales de Orlicz, que serdn
fundamentales en el momento de controlar a ciertos operadores.

En el Capitulo 2 introducimos la teoria de pesos y de los operadores sparse. Defini-
remos las clases A, y A junto con las principales propiedades que ellas poseen, entre
las que podemos citar la desigualdad Reverse Holder que nos resultarda sumamente 1til
para la prueba de nuestros resultados. En lo que se refiere a las estimaciones cuantitati-
vas, citaremos los principales resultados conocidos para diferentes operadores del Andlisis
Armoénico. En este capitulo también incluimos a las familias sparse junto con resultados
conocidos para operadores de Calderén-Zygmund, Integrales singulares rough y Conmu-
tadores.

A partir del Capitulo 3 presentamos los resultados originales de esta tesis. De hecho,
en el mencionado Capitulo mencionamos las principales ideas del ejemplo de M. Reguera
y C. Thiele con el que probaron que la Conjetura de Muckenhoupt-Wheeden es falsa para
la Transformada de Hilbert. En la Seccion 3.2, mostramos que una de las claves para usar
en nuestro contexto el resultado de Reguera-Thiele es que nosotros mejoramos la condi-
cién ‘A; local’ del peso. El segundo componente clave para la prueba de nuestro resultado
estd en la Seccién 3.3 donde obtenemos un resultado de extrapolacién para la funcién
M,w,r > 1, en lugar de Mw. Con todos estos componentes en la Seccién 3.4 damos una
prueba completa del Teorema 3.1.1 que representa el principal resultado de este Capitulo.

En el Capitulo 4 presentaremos los resultados que obtuvimos para las estimaciones
cuantitativas de operadores de Calderén-Zygmund y para las Integrales singulares rough.
Enunciaremos y probaremos algunos Lemas que seran necesarios para la prueba de nues-
tros resultados.

En el Capitulo 5 enunciamos y probamos los resultados que obtuvimos para desigual-
dades mixtas para Conmutadores de operadores de Calderén-Zygmund.

Por tltimo en el Capitulo 6 planteamos algunos problemas que hasta el momento no
han sido resueltos y que resultan muy interesantes para estudiar a futuro.

Contribuciones originales

Las contribuciones originales de esta tesis se encuentran en los Capitulos 3, 4 y 5. Los
resultados que obtuvimos y que fueron expuestos en esos Capitulos los podemos encontrar
en:

= Caldarelli, M., Lerner, A. K., and Ombrosi, S., On a counterexample related to
weighted weak type estimates for singular integrals, Proc. Amer. Math. Soc.145, 7,
3005-3012, 2017.

= Caldarelli, M., Rivera-Rios, 1., A sparse approach to mized weak type inequalities,
aceptado en Mathematische Zeitschrift, Octubre 2019.
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Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo recordaremos las definiciones, propiedades y resultados clasicos co-
nocidos del andlisis real y armoénico de los principales espacios y operadores, que seran
necesarios para comprender el desarrollo de los siguientes capitulos, con la intencién de
que resulte lo mas autocontenido posible. De todos modos, el lector puede consultar en la
bibliografia citada mas detalles sobre el tema y la demostracién de los resultados enun-
ciados.

1.1. Espacios L? y débiles LP*>

En esta seccién recordamos las definiciones de los espacios de funciones LP y de los
espacios débiles LP>°, algunas de las propiedades que dichos espacios gozan y la notacion
que emplearemos a lo largo del desarrollo de la tesis.

Definicién 1.1.1. Sea (X, u) un espacio de medida. Para 0 < p < oo definimos

LP(X,,u):{f:X—)R,fu—medible:/ |f|pd,u<oo},
X

| fllzex,p = (/X |f|pdu> .

L (X,u) ={f: X = R, fu—medible : supesx|f| < oo},

equipado con la norma
Para p = o0

donde su norma es

| fllzoo(x,p) = supesx|f| :=mf{M >0: p{x e X : |f(x)| > M} = 0}.

Dos funciones f y g pertenecientes al espacio L? (X, i) seran consideradas iguales si

son iguales casi en todas partes respecto a p, es decir, si y ({x €X: f(x)# g(x)}) = 0.

11



Capitulo 1. Preliminares

Denotaremos LP(X) cuando la medida sea clara en el contexto, por ejemplo, LP(R™) de-
notard al espacio L? (R™, |.|), donde |.| indica la medida de Lebesgue n dimensional, y sim-
plemente denotaremos L”(1) cuando el conjunto X quede sobreentendido. Con L;, (R™)
denotaremos al espacio de todas las funciones localmente integrables sobre R".

Algunas de las propiedades basicas que verifican los espacios LP son:

= Espacios de Banach para 1 < p < oo, y cuasi-Banach para 0 < p < 1, ya que en
este caso, la desigualdad de Minkowski es sustituida por

1F + glleocxm < 297272 Flliocem + gl oocxm-
= Desigualdad de Holder: Si 1 < p < ooy f,g son funciones ;1 — medibles entonces
1fgllee < I flleellgll e

P 7 indica el exponente conjugado de p (recordemos que p y p’ se dicen

donde p’ =

exponentes conjugados si p,p’ > 1 y verifican 713 + ]% =1).

= El espacio dual (LP)* de LP es isométrico a L” para 1 < p < oo (si p = 1 entonces
P/ = 00 y viceversa).

= La norma LP de una funcién puede ser obtenida por dualidad si 1 < p < oo como

/ngdu‘-

Definicién 1.1.2. Sean (X, p) un espacio de medida y f : X — R una funcion medible.
Llamamos la funcion de distribucion de f asociada a p a la funcion py : [0, 00) — [0, 00)
definida de la siguiente manera:

1N = p{z € X : |f(2)] > A}). (LL1)

El siguiente resultado nos da una importante descripcién de la norma LP en términos de
la funcién de distribucién pp: Si f € LP(X, p), 1 < p < 0o entonces

HM%—pA XL (A)dA.

Definicién 1.1.3. Sea (X, p) un espacio de medida. Para 1 < p < oo definimos el espacio
débil

[ fllr = sup
lgll, =1

LP (X, u) ={f: X = R, f u—medibles : || || pc < 00},
donde )
1oty = sp (o € B2 )| > A}
>

Los espacios L”*°(X) son espacios lineales casi-normados para 1 < p < oo, y ademaés,
son mas grandes que los espacios LP(X) (mds tarde justificaremos esta afirmacién). Es
més, si u(X) < ooy 1< g < pentonces

LP(X, ) © LP™(X, p) C LYz, ).

Al igual que antes, con LP*°(X) denotaremos al espacio LP*°(X, u) cuando la medi-
da quede sobreentendida, y simplemente denotaremos LP*°(u) cuando el espacio quede
sobreentendido.

12



1.2. Espacios de Lorentz

1.2. Espacios de Lorentz

Daremos en esta seccion la definicion y algunas de las propiedades de los espacios de
Lorentz (para mas detalles ver [Gra04, Sec.1.4], [BS88], entre otros), que luego utilizaremos
en el Capitulo 3.

Vamos a suponer que f es una funcién medible definida sobre un espacio de medida
(X, ). Definimos otra funcién f* en [0, 00), decreciente y equidistribuida con f, es decir,
pr(A) = pp-(A) VA > 0, donde fiy es la funcién definida en (1.1.1).

Definicién 1.2.1. Dada f una funcion, f : X — R. La reordenada decreciente de f es
la funcion f* definida en [0, 00) por:

fr(t) =if{s > 0: ps(s) <t} (1.2.1)
Las siguientes son algunas de las propiedades de la funcién f*:

= f* es continua por derecha en [0, c0).

(kf) =kl f*, Vk € R.

(f +9)*(t1 + t2) < f*(t1) + g*(t2), si ty,t2 > 0.
(f9)*(tita) < f*(t1) + g"(L2), si t1,t2 > 0.
f(ur(N)) < A, siempre que fiy(A) < 0.

(P = (f)P.

[ [ flPdp = [5° f*(t)Pdt, si 0 < p < oo.

[ 1 flPdp < [ = (typat.

I fllz = £*(0).

SUP;»o 17 f*(t) = supyso A ()%, para 0 < s < oo.

Usando la definiciéon de reordenada, resulta facil de ver que paratodod >0y 0 < A < 1:

] 1/5
A — °d .
<al} < (5 [ rras)

Definicién 1.2.2. Sea (X, u) un espacio de medida. Para 0 < p,q < oo definimos el
espacio de Lorentz con indices p y q, denotado por LP?, al siguiente conjunto:

(fxo) (A\Q]) = inf {s >0:

{reQ:|f(x) > s}

LPU(X ) ={f: X = R, fu—medible : || f||rre < 00},

e L O (f’f*(t))q%)é si <00

Sup;s ¢ f* (1) si q=o00

De la definicién previa observemos que:

donde
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Capitulo 1. Preliminares

. Lo = [,

s [P7 = [P esto es, el espacio de Lorentz LP? coincide con el espacio débil LP>° si
q = 0.

n [PP =[P C [P,

El siguiente resultado muestra que si fijamos p, los espacios de Lorentz LP? crecen cuando
q crece.

Proposicion 1.2.1. Supongamos que 0 < p < oo y 0 < g <r < oo. Entonces existe una
constante c, 4, tal que

[ llzer < cpgrll fllzra-

Sir = 00 entonces

1
e
1l < (2) 1l
p

Sera relevante dar algunas propiedades de los espacios duales de Lorentz. En primer
lugar, damos algunas definiciones previas.

Definicién 1.2.3. Un subconjunto A de un espacio de medida (X, 1) es llamado un dtomo
si u(A) > 0 y todo subconjunto B C A tiene medida igual a cero 6 igual a ju(A). Un espacio
de medida (X, ) se dice no-atémico si no contiene dtomos. Dicho de otra manera, X es

no-atémico si y solo si para cualquier A C X con pu(A) > 0 existe un subconjunto propio
B de A con u(B) >0y u(A\ B) > 0.

Por ejemplo, el espacio R con la medida de Lebesgue es no-atémico.

Definicién 1.2.4. Una medida de un espacio es llamada o-finita si existe una sucesion
de conjuntos medibles Ky con pu(Ky) < oo tal que

Por ejemplo R™ con la medida de Lebesgue es un espacio medible o-finito.
Las siguientes propiedades son vélidas para los espacios duales (LP9)* de los espacios de
Lorentz LP4.

w (LP)*={0}si0<p<1,0<q<o0.

w (LPO)* =L sip=1,0<qg<1.

s (IPO) =[P sil<p<oo,1<q< oo

w (LP9)* £ {0}, 811 <p < oo, qg=o0.
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1.3. Espacios de Orlicz

En esta seccion presentaremos algunas definiciones y propiedades, junto con resultados
bésicos de la teoria de los espacios de Orlicz. Para mas detalles, podemos consultar por
ejemplo [KraRu61], [BaPa87], [RaRe91], entre otros.

En primer lugar, observemos que la norma LP para 1 < p < oo que definimos antes puede
ser expresada como

If]
A\

p
||f||LP(X)=1'nf{/\>O:/ d,ugl}.
X

Motivados por esta tltima igualdad, vamos a reemplazar la funcion ¢ por una funcién B
convexa y creciente.

Definicién 1.3.1. Una funcion B: [0,00) — [0,00) es una funcidn de Young si es con-
tinua, convera, estrictamente creciente y ademds satisface B(0) =0 y B(t) — oo cuando
t — oo.

Sea (X, p) un espacio medible y sea B una funcién de Young. Definimos el espacio
de Orlicz con respecto a B

LB(;L):{f:X—HR,f,u—medz’ble:/B(m)dugl},
X A

donde la norma es la norma de Luxemburg definida como:

| fllBew = inf{/\>0:/XB(|§’> dp < 1}. (1.3.1)

Dada una funcién de Young B y un cubo @, definimos la norma de Luxemburg local de
una funciéon f como

£l 5. = f {A >0: @/@B (%) dp < 1} : (1.3.2)

En lo que sigue denotaremos || f|| 5o cuando p sea la medida de Lebesgue.
Observemos que cuando B(t) =, 1 < p < 0o, y u es la medida de Lebesgue,

1 7
1z = (@ /Q \f(:lr)\pdx) — 1l

esto es, la norma de Luxemburg coincide con la norma L” normalizada.
La norma que definimos en (1.3.2) es comparable a (ver [KraRu61]):

/ A
1 £, = Inf {)\ >0: M+ m/XB (%) du} ) (1.3.3)

Precisamente, Krasnosel’skizi and Rutickii probaron en [KraRu61, pag 89:

1800 < 1fllse.e < 2150 .-
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Otra propiedad interesante que utilizaremos en los proximos capitulos es la siguiente:

1
s <1 o /Q B(f)dp<1. (1.3.4)

Decimos que una funcién de Young B es duplicante (o satisface la condicién As) si
existe una constante C' > 0 tal que

B(2t) < CB(t), Vt>0,
y es submultiplicativa si
B(st) < CB(s)B(t), Vs,t>0.

Por ejemplo, las funciones de Young B(t) = t",r > 1,y B(t) = t*(log(e+t))®,a > 1,b > 0,
son submultiplicativas. Decimos que B es dominante sobre A y lo notamos A(t) < B(t)
si existe una constante positiva c¢ tal que para todo t > tg > 0,

A(t) < Blct).

Dado p, con 1 < p < oo, diremos que una funcién de Young B es una p-funcion Young,
1
si (t) = B(t?) es una funcién de Young. Ahora, si B es una p-funcién de Young entonces

t?P X B(t) y Btg,t) es no-decreciente.

Definicién 1.3.2. Dada una funcion de Young B, la funcion de Young complementaria

B se define como B
B(t) = sup{st — B(s)}, t >0,

s>0

donde B y B satisfacen la desigualdad
t<B't)B7Y(t) <2t, t>0.

Un caso particular de interés para nosotros serd cuando B(t) = tlog(e + t)r y B(t) =
exp(t") — 1, para r > 1.

Proposicién 1.3.1. Dada una funcion de Young A, para todo r > 0

1" e = I1f1l5,0:

donde B(t) = A(t"). En particular, si A es una p-funcion de Young entonces
177 ae = 1£7 5.

donde B(t) = A(t"/?) es una r-funcién de Young.

La siguiente desigualdad es la denominada desigualdad de Holder generalizada
para espacios de Orlicz:

1
—_— du < 2 5 . 1.3.5
Te) /Q Faldn < 20l somelgll B (1.3.5)
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1.4. Espacios BMO

El espacio de funciones de oscilacién media acotada, comunmente denotado por BMO,
surge como las clases de funciones cuya desviacion de su media esta acotada.

Definicién 1.4.1. Decimos que una funcion localmente integrable b es de oscilacion media
acotada, es decir b € BMO, si

1
1bllsar0 = sup —/ Ib(z) — b de < oo, (14.1)
Q QlJg
donde el supremo es tomado sobre todos los cubos ) de R™ cuyos lados son paralelos a
los ejes coordenados y bg = ﬁ fQ f.
Definimos el espacio
BMO(R") = {f € L,.(R") : || fllzmo < oo} . (1.4.2)

Tal espacio es un espacio vectorial lineal, esto es, si f,g € BMO(R") y si a,f € RT
entonces af + g € BMO(R") y ademés:

laof + Bgllsrro < ol fllBaro + BllgllBaro-

Sin embargo, ||.||gamo definida en (1.4.1) no es una norma ya que cualquier funcién cons-
tante c satisface ||c|| o = 0. Para evitar este problema se define al espacio BMO como
el espacio cociente del espacio BMO definido en (1.4.2) por el espacio de las funciones
constantes. En otras palabras, dos funciones que difieren en una constante coinciden co-
mo funciones en BMO. Con esta nueva definicion los espacios BM O tienen las siguientes
propiedades (ver [Gra04, Cap.7]):

» Si ||fllzro = 0 entonces f pertenece a la clase del 0 (es decir, es constante en casi
todo punto).

» L™ esta contenido en el espacio BMO y || fllsmo < 2| f]ln=-

= Supongamos que existe una constante A > 0 tal que para todo cubo ) € R" existe
cq tal que

1
sup—/|f(x)—cQ|dx§A.
Q 1@l Jo
Entonces f € BMO y || f|lsmo < 2A.

= Para toda f localmente integrable tenemos

o < sup@mf / (@) — cql dr < |Ifllsaro-

= Para funciones localmente integrables definimos
1
||f||BMObolas :SUPF |f(x) _fB|dx7
B |B| /g
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Capitulo 1. Preliminares

donde el supremo es tomado sobre todas las bolas B en R". Entonces existen constantes
positivas ¢,, C,, tales que

cnll fllsvo < 11 flBMOsa. < CullfllBaro-
El siguiente resultado fue establecido por John y Nirenberg en [JN61]:
Teorema 1.4.1. Sea b € BMO y Q un cubo. Entonces

{z € Q:|b(z) —bo| > A} < e]Q\e‘imubﬁBMo,A > 0. (1.4.3)

Reciprocamente, si b es una funcion que satisface la desigualdad anterior entonces b €
BMO.

1.5. Desigualdades de tipo fuerte y de tipo débil

Los principales problemas que se abordan en esta tesis tiene que ver, en parte, con
el estudio de qué tipo de acotacién verifican ciertos operadores, es decir, si son operado-
res acotados de LP(X,u) a L9(Y,v), o bien de LP(X, u) a L2(Y,v). De alli surgen las
definiciones de desigualdades de tipo débil y fuerte que hacemos referencia en esta seccion.

Definicién 1.5.1. Sean (X, u) y (Y,v) espacios medibles. Decimos que un operador T :
LP(X,pn) — LUY,v) es lineal si para toda f,g € LP(X,u) y para todo o, € RT se
verifica:

T(af + Bg) = aT(f) + BT (g),
y es sublineal si:

T(eef + Bg)l < a|T(f)| + BT (g)]-

Definicién 1.5.2. Sean (X, pn) y (Y, v) espacios medibles. Decimos que un operador lineal
(sublineal) T' es de tipo fuerte (p,q) si estd acotado de LP(X,p) en LYY, v), es decir si
para toda f € LP(X, )

1Ty < el Fllecems (1.5.1)

donde ¢ > 0 es una constante independiente de f.
A la menor constante ¢ que verifica (1.5.1) la notaremos ||T'|| zr(x,u)—La(v,n)- Observemos

que
|7 ()l Lacvo)
e 0 1 Ilzecem

1T Lo (x )= e () =

Cuando los espacios (X, ) v (Y, v) son iguales y p = ¢ simplemente denotaremos como
IT(H) v x gy & la morma [ T| Lo (x - Loy
Definicién 1.5.3. Sean (X, ) y (Y,v) espacios medibles. Decimos que un operador lineal
(sublineal) T es de tipo débil (p,q) si estd acotado de LP(X,u) en LT°(Y,v) y si para
toda f € LP(X, p)

1T o vy < ell flleexm,s (1.5.2)

donde ¢ > 0 es una constante independiente de f.
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Al igual que para las desigualdades de tipo fuerte, a la menor constante ¢ que verifica
(1.5.2) la notaremos ||| zr(x,u)—Lao(v,y) ¥ DOtemos que

| T ()| oo (v
g0 N fllrxm

1T o (x )= Lo (V) =

Es importante observar que todo operador de tipo fuerte (p, q) es de tipo débil (p, q).
Cuando (X, pu) = (Y,v) y T es el operador identidad /d, la desigualdad débil (p,p) es la
clasica destgualdad de Chebyshev:

fller\”
it e X515 > ) < (12
Ahora resulta sencillo probar, utilizando ésta tltima desigualdad que

[fllzroe < | fllze Vf € LP,

en consecuencia
p p,00
Lk C LB,

Esto es, como habiamos afirmado anteriormente, los espacios débiles LP*° son mas grandes
que los espacios LP, en realidad, la inclusién es en sentido estricto (ver[Gra04, pag 5]).

La teoria de interpolacién de operadores es muy vasta y extensa. El siguiente resul-
tado representa uno de los clasicos de dicha teoria ya que tiene una amplia variedad de
aplicaciones (ver [Duo00, pag 29]) y establece que si un operador tiene una “combina-
ciéon” de desigualdades débiles entonces podemos determinar estimaciones fuertes para
ese operador en un cierto rango.

Teorema de interpolacién (Marcienkiewicz). Sean (X, u) y (Y,v) dos espacios me-
dibles y sea 0 < py < p; < 00. Sea T un operador sublineal definido sobre el espacio
LPo(X) + LP(Y) que toma valores en el de funciones medibles sobre Y. Si existen cons-
tantes C7 y Cy tales que

1Tl zroco vy < Coll fllrox) VF € LP(X),

[T () zrreevy < Cill flloex) V€ LP(X).
Entonces ¥V pg < p <py yVf e LP se verifica

HT(f)HLP(Y) < CHfHLP(X)-

1.6. Principales Operadores

El propdsito de esta seccién es presentar los principales operadores con los que traba-
jaremos en los proximos capitulos. Daremos algunas de sus propiedades y desigualdades
clasicas que ellos verifican.
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1.6.1. Operadores Integrales Singulares

Las integrales singulares cobran mucha importancia ya que estan intimamente ligadas
a ecuaciones diferenciales parciales y a la teoria de operadores, entre otros campos.

1.6.1.1. Transformada de Hilbert

El estudio de la transformada de Hilbert proporcioné el gran modelo para el desarrollo

de la teoria de integrales singulares. Al comienzo de su estudio, la teoria de la transformada
de Hilbert dependié de técnicas del andlisis complejo, pero con el desarrollo de la escuela
de Calderon-Zygmund los métodos de variable real lentamente reemplazaron al analisis
complejo, y esto condujo a la introduccion de integrales singulares en otras areas de la
Matematica.
Existen varias formas de definir la transformada de Hilbert, nosotros vamos a definirla
como un operador lineal de tipo convolucién para una funcién f suficientemente buena, por
ejemplo, infinitamente diferenciable y con soporte compacto (ver [Gra04, Cap.4], [Duo00,
Cap.3], [Ste86)):

Observemos que 1/z no es localmente integrable, sin embargo, tiene cierta propiedad de
€

cancelacion, ya que / id:c = 0, para todo € > 0.
El espacio de las funciénes continuas de soporte compacto e infinitamente diferenciables,
o es denso en L*(R). El espacio de Schwartz, denotado por S(R), es el espacio de
las funciones infinitamente diferenciables y rapidamente decrecientes sobre R, es decir,
2?Df — 0 cuando |z| — 0, ¥p,q € N. Es claro que, C§° C S(R), en consecuencia S(R)
es denso en L?*(R). También, S(R) € L'(R) () L*(R), y como S(R) es denso en L*(R),
resulta que L'(R) () L*(R) es denso en L?(R).
El operador Fy : LY(R)(L*(R) — L?*(R), definido por Fof = Hf, es un operador
lineal acotado definido en el subconjunto denso L}(R)() L*(R) de L*(R), y ademés es
una isometria, es decir, || Fof|lz2@)y = [[Hfllz2®) = [|f|lz2w), para toda funcién f €
LYR) N L*(R).
Para f € L*(R) definimos el operador F : L?(R) — L*(R) como Ff := lim, 0 Fofn,
donde f, es cualquier sucesién en L'(R)() L?(R) que converge a f en L*(R). F es una
isometria, esto es, es un operador acotado de L?(R) en L*(R) que extiende a Fy, al que
llamaremos la transformada de Hilbert en L?*(R). Fue M. Riesz en [Rie27] quien demostré
que la transformada de Hilbert puede ser definida para funciones en L*(R), y que es un
operador acotado en ese espacio.
La transformada de Hilbert satisface también las siguientes propiedades: Si f,g € L*(R)
entonces

. H(Hf) =

/Hfg— /ng

Ademads, M. Riesz [Rie27] prob6 que la transformada de Hilbert es de tipo fuerte (p,p)
paratodop > 1y A. N. Kolmogorov [Kol25] establecié que también es de tipo débil (1, 1).
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1.6. Principales Operadores

1.6.1.2. Operadores de Calderén-Zygmund

Vamos a considerar Integrales singulares que generalizan a la Transformada Hilbert.
Sea T un operador lineal T : C§°(R") — L*(R™) representado como

Tf(r)= [ K(x,y)f(y)dy, Yz ¢ Sop(f),

Rn

donde Sop(f), soporte de f, es el conjunto de puntos donde f es no nula y su adherencia
conforma un conjunto cerrado y acotado. Decimos que T es un operador de Calderon-
Zygmund si el nicleo K satisface las siguientes condiciones de crecimiento y de suavidad:

D) |K(z,y)| < 255, Vo #y

|z—y[™?
ii) Existe 0 < 0 <1 tal que
|z — 2'|°

K () = K@)l + K gs0) = K ()] < e =

siempre que |z — 2| < |z —y|/2.

Al igual que la Transformada Hilbert, que es un operador integral cldsico de Calderdn-
Zygmund, los operadores de Calderén-Zygmund son del tipo débil (1,1)(ver [CZ52)):

T: L'(R") — LB=)(R™),
y son de tipo fuerte (p,p):
T:LP(R") — LP(R"), 1<p<oo.

A continuacién vamos a definir una clase ligeramente mas amplia de operadores integrales
que denominaremos operadores integrales w-Calderdn-Zygmund, donde la condicién i) de
antes impuesta al nicleo K se mantiene, mientras que la de suavidad ii) es reemplazada
por:

|x — 2| 1
vay _K$,7y +Ky7x _Kywrl SW( )
K(a) - K)| + | 0) - Koo <o (2] L

para [z —y| > 2|z —2a'| > 0, donde w : [0,00) — [0, 00) es una funcién denominada mddulo
de continuidad, esto es, es creciente y subaditiva (w(t+s) < w(t) +w(s)) y w(0) = 0. Mas
aun, decimos que K es un nucleo Dini-continuo si w satisface la condiciéon de Dini:

! dt
]l i ;:/ w(t)F < oo (1.6.1)
0

Para ver més detalles sobre operadores de Calderén-Zygmund ver [CM79], [Duo00, Cap.5],
[Ste93].

El siguiente resultado nos muestra una estimacion cuantitativa del operador w-Calderdn-
Zygmund(ver [HRT17, Apéndice A]):

Teorema 1. Sea T es un operador w-Calderon-Zygmund cuyo modulo de continuidad
satisface la condicion (1.6.1). Entonces

1Tz < e (1T 22 + llwllpini) -
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1.6.1.3. Integrales singulares homogéneas rough

En la teoria clasica se han estudiado también operadores relacionados a Integrales
singulares de Calderén-Zygmund en los que no se verifican condiciones de suavidad en
el nucleo, las denominadas Integrales singulares homogéneas rough son operadores con
nucleos singulares homogéneos sobre los que se suponen condiciones de suavidad mas
débiles que las estandar (de ahi que se los llame rough). Concretamente, este tipo de
operadores estan definidos como:

Tof(z) =vp. . flz —y)K(y)dy = lim [z —y)K(y)dy, (1.6.2)

}{j}go e<|y|<R

donde el nicleo K viene definido por:

K(y) = Q(z’g'lgl”)

Y

con Qe LYS" ), q>1y [¢ Qdo=0.
Observemos que el nticleo es homogéneo de grado —n.
A. P. Calderén y A. Zygmund en [CZ56] probaron que si € Llog L(S™™1), es decir,

si / QlogNdo < oo entonces T esta acotado en LP para todo 1 < p < oco. El tipo
Sn—1

débil (1,1) de Ty fue establecido por Christ [C88] y Hofmann [H88] en el caso n = 2 y
Qe L9(SY),q > 1, y por Christ y Rubio de Francia [CRAF88] para Q € Llog L(S'). Por
ultimo, Seeger en [S96] probé que Tg es de tipo débil (1,1) en todas las dimensiones para
Q€ Llog L(S™).

1.6.1.4. Conmutador de un operador de Calderén-Zygmund

El Conmutador de un operador de Calderon-Zygmund es otro de los operadores que
juega un rol muy importante en nuestra tesis, fue introducido por R. Coifman, R. Rochberg

y G. Weiss en [CRW76].

Definicién 1.6.1. Sea T un operador lineal y b € L, (R™) que llamaremos el simbolo,
definimos el conmutador de T' y b para una funcion f dada, como

b, T](f) = (0T)f = T(bf)-

El siguiente resultado es una caracterizacién del espacio BM O en términos del Conmu-
tador de un operador de Calderén-Zygmund y fue probado por R. Coifman, R. Rochberg
and G.Weiss en [CRW76].

Teorema 2. Dada una integral singular T cuyo nicleo asociado es estandar entonces el
Conmutador [b, T estd acotado en LP, 1 < p < oo si y sélo sibe€ BMO.

La condicién de que b € BMO sea suficiente para que el conmutador [b, T] esté acotado
fue probada en [CRW76]. De hecho alli también se probé que si el Conmutador de todas
las Transformadas de Riesz es acotado entonces b € BMO. Posteriormente S. Janson en
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1.6. Principales Operadores

[Jan78] mejord ese resultado.

En general, el Conmutador de un operador de Calderén-Zygmund no es del tipo débil
(1,1), salvo que se considere una clase més pequenia del simbolo. Por ejemplo, si b es una
funcién acotada entonces el Conmutador si satisface la desigualdad del tipo débil (1,1).
C. Pérez en [Per95| probé el siguiente resultado para el Conmutador de un operador de
Calderén-Zygmund cuando el simbolo esta en BMO:

{z € R" : |[b, T](x)] > A} < %/ M <1+log+ (M)) dy.

n

Serd util para poder estudiar el operador Conmutador de orden superior 7" f de un
operador T" de Calderén-Zygmund y un entero positivo dado m, introducir el espacio de
las oscilaciones:

OSCexprs = {f € Li, (R") : [ fll0scory s < OO},
donde
[l 0scexp s = Sup 1f = fallg.@, s>0,

donde el supremo se toma sobre todos los cubos () C R™ cuyos lados son paralelos a los
ejes coordenados, fo = ﬁ fQ v ¢s es la funcién de Young definida por ¢,(t) = et — 1,
t > 0. Cuando ¢4(t) = € —1 alanorma || f — fg
Observemos que si s =1y b € BMO entonces

6s,@ la notaremos como || f — follexp:,0-

Sup 16 = bgllexp . < cnllbll Brr0-
Es claro que, para todo s > 1

OsCexprs € BMO.

Definicién 1.6.2. Dado un operador T de Calderon-Zygmund, b € OScexp s y un entero
positivo m, definimos el operador Conmutador de orden superior Ty" f de la forma

T, f(z) = b(2)Ty" " f () — Ty (bf ) (x)

donde T} f(z) = b(x)T f(z) — T(bf)(z).

1.6.2. Operadores maximales

Los operadores maximales tienen una relacion muy importante con los operadores
integrales singulares, precisamente el Principio de Calderon-Zygmund establece: “Todo
operador integral singular estd controlado en algun sentido, por un operador maximal
apropiado”.

1.6.2.1. Operador Maximal de Hardy-Littlewood

Sea f € L},.(R"). Para z € R" definimos el operador maximal de Hardy-Littlewood
como
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1
M) = sup /Q F()ldy, (1.6.3)

donde el supremo se toma sobre todos los cubos () que contienen al punto x. Los cubos
a los que hacemos referencia son cubos con lados paralelos a los ejes coordenados. Es
importante senalar que también podemos definir a la funcién maximal tomando el supremo
sobre bolas, o sobre bolas centradas en el punto x. Todas las definiciones son equivalentes
salvo constantes dimensionales.

El operador maximal de Hardy- Littlewood es un operador fundamental en el Analisis
Armoénico y goza de muchas propiedades, entre ellas, por ejemplo, podemos citar que
controla puntualmente a f, esto es, M f > |f| en casi todo punto; también preserva la
norma L es decir, || M fl|re < || flr-

El siguiente resultado fué probado por G. H. Hardy y J. E. Littlewood en dimension 1
[HarLit30] y por N. Wiener para mas dimensiones [Wie39):

Teorema 1.6.1. Sea 1 < p < co. Entonces |M||p» < c,p'.

Una de las propiedades mas importantes que tiene el operador maximal, ya que nos

permite probar otros resultados, es la siguiente que establece que es un operador de tipo
débil (1,1):

Teorema 1.6.2. Eziste una constante dimensional C tal que para todo A positivo vale la
siguiente desigualdad

{x e R : [MJ(z)] > A} < %/ ()] de.

n

Como consecuencia de este ultimo resultado y del Teorema de interpolacion de Marcien-
kiewicz tenemos el siguiente resultado que asegura que el operador maximal es de tipo
fuerte (p, p):

Corolario 1.6.1. Sea 1 < p < oo entonces existe una constante C tal que

[ iswypar<e [ wpa.

Observemos que la funcién maximal de Hardy-Littlewood posse las mismas propieda-
des que la Transformada Hilbert, sin embargo este tltimo operador es mas singular.

Sera 1til en nuestra tesis definir también una versién diddica del operador maximal.
Con tal fin, daremos algunas definiciones previas.
El sistema standard de cubos diddicos en R™ es la coleccion D definida como:

Do {25 (0,1) +m) ik € Zom € 27},

que consiste de simples cubos semi-abiertos de diferentes escalas de longitud con lados
paralelos a los ejes coordenados. Tales cubos satisfacen las siguientes propiedades:

1) Para cualquier Q € D, la longitud del lado I(Q) es de la forma 2%, k € Z.
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2) QN R e {Q, R, 0}, para cualquier Q, R € D.
3) Los cubos de longitud de lado fijo 2% forman una particién de R”.

El operador maximal diddico para f € L] (R") estd definido como:

donde el supremo se toma sobre todos los cubos () € D que contienen al punto x.

Es inmediato que M?f < M f, donde M es el operador maximal de Hardy-Littlewood
definido en (1.6.3). En consecuencia, muchas propiedades de acotaciéon que verifica el
operador M?f se pueden deducir a partir de las correspondientes propiedades de M. Por
ejemplo, M9 f también es de tipo débil (1,1) con norma a lo sumo 1 y es de tipo fuerte

(p, p) con norma
p
1M osre < ——.
p—1

En muchos problemas serd conveniente considerar una versiéon mas general del operador
maximal de Hardy-Littlewood. Dada una medida u y f € L}, (R"), la funcién mazimal
de Hardy-Littlewood de f con respecto a ji denotada por M, f se define de la siguiente
manera:

1
M, (@) = sup o /Q F@)lduy). (1.6.4)

Qo

De manera analoga, podemos definir la funcion mazimal de Hardy-Littlewood de f centrada
en cubos como:

; =su b
T ol LU (165

donde Q(z,d) denota al cubo centrado en x y radio 4.

El operador M, definido en (1.6.5) es de tipo débil (1,1) y cuando la medida y es
duplicante (doblante), esto es,

vQ 1(2Q) < (@), (L6.6)

(si p es la medida de Lebesgue ¢, = 2") resulta que el operador M, definido en (1.6.4)
es también de tipo débil (1,1). De hecho, si la medida p es duplicante, los operadores
M, y M son puntualmente comparables, y usaremos cualquiera de ellos cuando sea
conveniente. También podemos definir el operador Mff que no es otro que el operador
(1.6.4) definido sobre una familia de cubos diddicos, en este caso, M/‘f es de tipo débil
(1,1) sin importar las propiedades de la medida p sobre la que esta definido.

1.6.2.2. Operador Maximal de Orlicz

Dada una funcién de Young ¢ definimos el operador maximal para espacios de Orlicz
como

My f(x) = Sup £ llo).@5 (1.6.7)
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donde el supremo se toma sobre todos los cubos @ que contienen a x y || fls(u),0 es la
norma de Luxemburg local de f definida en (1.3.1)

Observemos que si ¢(t) = ¢, M, es el operador maximal de Hardy-Littlewood. La fun-
cién definida en (1.6.7) satisface la siguiente estimacién de tipo distribucional: existen
constantes dimensionales ¢,, d,, tales que

Hz e R": Myf(x) >t} <c, /n ¢ (dng) dx, f>0,t>0. (1.6.8)

Para mas detalles ver [C-UMP11]. Una consecuencia de (1.6.8) es la siguiente estimacién
LP del operador (1.6.7)(ver [HP15, pag 6]), que resulta una versién mds precisa de la
estimacién hecha en [Pe95].

Lema 1.6.1. Sea ¢ una funcion de Young. Entonces

[Ml[zr < cncp(0),

donde )
([ ot)dt\ P
y también
[ Mpl|r < cnBp(6),
donde

By(6) = ( /¢ : %)W aoft) < oc.

Decimos que una funcién de Young ¢ pertenece a la clase B, si satisface la condicién
(1.6.9).

Presentamos algunos ejemplos de operadores maximales relacionados a ciertas funciones
de Young que luego utilizaremos:

= Si ¢(t) =", 0 < r < 1, la funcién de Young complementaria es ¢(t) = ¢ con
% + % =1y el operador maximal es Myf = M, f = M(|f|")"/".

= Sig(t) = tlog(e+1), € > 1, la funcién de Young complementaria es ¢(t) ~ et'’* —1
y el operador maximal es My=Mp 1og L.

» Sig(t) = tlog(e+t)log(e+log(e+t)), € > 0, el operador maximal es My=M7 106 L(10g log L)< -
Notemos que M < My < M, , para todo 1 < r < oo. En particular

MLlogL(loglogL)H’e S CEMLlOgL1+€7 e > 0.
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Teoria de pesos y operadores sparse

2.1. Pesos

La teoria de pesos surge de forma natural al plantearse la cuestién sobre si es posible
extender la acotacién de un operador a los espacios L”(11), donde p es otra medida distinta
a la medida de Lebesgue, sabiendo que es acotado sobre LP(R™).

Decimos que w es un peso si es una funcién localmente integrable, no negativa en casi
todo punto x € R™. Si £ C R" es un conjunto medible entonces su w-medida es

Notaremos LP(w) a los espacios LP donde la medida dyu es absolutamente continua con
respecto a la medida de Lebesgue, es decir, du(x) = w(z)dz para algin peso w.

2.1.1. Las clases A, de Muckenhoupt

En la década del 70 Muckenhoupt caracterizo a los pesos para los cuales el operador
maximal de Hardy-Littlewood es acotado sobre LP(w). Esta caracterizaciéon motivé la
introduccién de las clases A, con el consecuente desarrollo de las desigualdades con pesos
que permitieron, entre otras cosas, estudiar la acotacién de varios operadores importantes
en el Analisis Arménico. Entre las aplicaciones estan, por ejemplo el estudio de problemas
de valores frontera para la ecuacién de Laplace sobre dominios de Lipschitz, la teoria de
extrapolacién (ver [DHT74], [D79], [K80], [B81], entre otros).

Definicién 2.1.1. Un peso w estd en la clase Ay si existe una constante C tal que
Muw(x) < Ciw(x) en casi todo punto x € R",

donde M denota, como siempre, al operador mazimal de Hardy-Littlewood. A la menor
constante Cy posible se la denomina la constante Ay del peso y la denotaremos [w],; esto
es, st w € Ay entonces

< oQ.

Muw
(|

[w]a, = ‘
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Observemos que si w € A; entonces

Ql / t)dt < mf Muw(y) < [w],, ;’Iel(gw(y), V@ CR" (2.1.1)

Definicién 2.1.2. Sea 1 < p < oo. Decimos que un peso w estd en la clase A, si

o g (i o) i L)<

En la siguiente proposicion daremos algunas propiedades bésicas que tienen las clases
A, cuyas demostraciones las podemos ver en [Gra04, pig 679].

Proposicién 2.1.1. Sea w € A,, para algin 1 < p < co. Entonces

= ], =[w], VA>0.

_ 1 . L,
la funcion w™ =T estd en Ay, cuando 1 < p < 00, con constante caracteristica

1
__1 ey

[w™ =], = [w]z," -

En particular w € Ay siy sélo siw™' € Ay, ambos pesos tienen la misma constante
As.

[w]a, > 1Vw € Ay,. Ademds [w]a, =1 si y solo si w es una constante.

Las clases A, son crecientes cuando p crece, es decir, si 1 < p < q < oo entonces
[w]Aq S [w]Ap

La medida w(x)dz es duplicante, mds precisamente, YA > 1 y V cubo Q) vale

wAQ) < A[w]a,w(Q),

donde AQ) denota al cubo con el mismo centro que Q) y de lado de longitud \ veces
la longitud de lado de Q).

Caracterizacion de las clases A,
El siguiente resultado caracteriza a las clases A,:

Lema 2.1.1. Siw € A, entonces existen u,v € A; tales que
1-p

w = uv

Reciprocamente, si u,v € A; entonces uv'™? € A,. Ademds, en ambos casos se verifica

[w]a, < fula, [0y
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La segunda parte del lema fue probada tempranamente por Muckenhoupt en [Muc72]
quien ademéds conjeturo la primera parte, pero finalmente fue Jones en [Jo80] quien la
probo. El resultado de Jones se conoce como el Teorema de Factorizacion para las clases
A,. Una prueba més sencilla de dicho resultado podemos verla en el trabajo de Coifman,
Jones y Rubio de Francia en [CJRAF83].

El siguiente resultado conocido como Teorema de Muckenhoupt es uno de los principales
resultados de la teoria de pesos (una demostracion la podemos ver en [Duo00]):

Teorema (Muckenhoupt). Sean 1 < p < oo y w un peso. Entonces w € A, si y sdlo si
existe C tal que

w({z e R Mf(z)>#)) < & / () [Pw(z)da, (2.1.2)

=

para toda f € LP(w) y para todo t > 0. Mds ain, si p > 1 entonces w € A, si y sdlo si
existe C' tal que

n

/R M) Pule)ds < C / () [P(x) de. (2.1.3)
para toda f € LP(w).

Cuando el operador M satisface una desigualdad como (2.1.2) decimos que M es de
tipo débil pesado (p,p), la notacién usual que usaremos serd

| M f||Lpoewy < CllfllLrw)-

Cuando el operador M satisface una desigualdad como (2.1.3) decimos que M es de tipo
fuerte pesado (p,p), lo denotaremos como

”MHLP(w) < CHfHLP(w)-

El siguiente Lema es otra propiedad que tienen las clases A,, necesaria para probar otro
resultado muy importante (ver [Gra04, pag 685)):

Lema 2.1.2. Sea w € A, para algin 1 <p < oo y sea 0 < o < 1. Entonces existe f < 1
tal que para cualquier subconjunto medible S de un cubo Q) que satisface |S| < a|Q)| se

tiene que w(S) < Pw(Q).

La siguiente propiedad, debida a Coifman y Fefferman [CEF74], es uno de los clésicos
resultados de la teoria de pesos:

Teorema (Desigualdad Reverse Hélder). Sea w € A, para algin 1 < p < oo.
Entonces existen constantes C' y v > 0 que dependen de la dimension n, de p, y de [w]a
tal que para todo cubo () tenemos

P

(ﬁ/@w(t)l—wdt)m < % Qw(t)dt, (2.1.4)
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2.1.2. Clase A, de Muckenhoupt

Como las clases A, son crecientes con respecto a p resulta natural considerar su limite
cuando p — oo, de este modo surge la definicién de la la clase A,, como:

A= A,

p>1

Recordemos la siguiente consecuencia de la desigualdad de Jensen:

exp(/Xlog|h( )|du(t ) (/ 7 (t)|7dp(t ) , (2.1.5)

que se mantiene para toda funcién medible h en un espacio de probabilidad (X, i) y para
todo 0 < ¢ < 0o. Ademas, podemos probar que el limite de la expresiéon de la derecha de
(2.1.5) cuando g — 0 es igual a la expresién de la izquierda. Luego si tomamos h = w™*
para algin w € A, y q = Iﬁ en (2.1.5) obtenemos:

onl oo ) 5 Gy ) oo

donde el limite de la expresién de la derecha cuando p — oo es igual a la expresion de la
izquierda. La clase A, puede ser caracterizada por medio de una apropiada constante. De
hecho, existen varias diferentes definiciones de esta constante, todas ellas son equivalentes
en el sentido que definen la misma clase de pesos. La mas clasica y conocida definicién es
la siguiente debida a Hruscev [Hr84] (ver también [G-CRdAF85]):

Definicién 2.1.3. Decimos que un peso w estd en la clase Ay si:

] —sup(|Q|/ (t)dt) exp(|Q|/logw(t)1dt> < o0, (2.1.7)

donde [w]fi la denominamos la constante Ao, exponencial de w, pués mas adelante consi-
deraremos una constante diferente de pesos en Ao, que es la mds utilizada en la actualidad.

Sigue de la definicién previa y de (2.1.6) que para todo 1 < p < o0
(w2 < [w]a,
A continuacién presentamos algunas caracterizaciones de la clase A, (ver [Gra04, Cap.9)).

Teorema 2.1.1. Sea w un peso. Entonces w estd en la clase A st y solo si se verifica
alguna de las siguientes condiciones:

a) Existen 0 < 7,0 < 1 tales que para todo cubo @ en R™ se tiene:

{x €Q:ulx) < 7%}' <4lQ.
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b) Existen 0 < «a, f < 1 tales que para todo cubo Q en R"™ y todo subconjunto medible
A de Q) se verifica:
Al < a|@Q] = w(A) < fw(Q).

c¢) La condicion Reverse Holder se mantiene para w, esto es, existen 0 < Cy, € < oo tal
que para todo cubo Q)

1 w(t)redt 1$E<ﬂ w(t)dt. (2.1.8)
@l Jq QI Jo

d) Existen constantes 0 < Cy, ¢y < 0o tal que para todo cubo @ y todo subconjunto

medible A de @) se tiene
w(A) (IAI)
—= < (Y ) 1.

0@ =“\ja 219

e) Existen constantes 0 < o', < 1 tales que para todo cubo Q) y todo subconjunto
medible A de () se verifica

w(A) < dw(@) = [A] < FQ.

f) Existe ¢ > 0 tal que para todo cubo Q y para todo r > 1

1wt < (i [ wwrrae)

g) Ezisten p tal que w € A,,.

En nuestra tesis utilizaremos otra constante A, mas chica que la de la definicién
(2.1.7), que fue utilizada por Hyténen y Pérez en [HP13], y que originalmente fue intro-
ducida por Fujii en [Fuj78] y mds tarde redescubierta por Wilson en [Wil87], definida de

la siguiente manera:

1
s = sup o /Q M(xqu)(z)dz,

donde el supremo se toma sobre todos los cubos con lados paralelos a los ejes coordenados.
Cuando el supremo es finito decimos que el peso w pertenece a la clase Ay,

Hytonen y Pérez en [HP13] establecieron una estimacién sharp de la desigualdad Reverse
Holder:

Lema 2.1.3. (Desigualdad Reverse Hélder sharp) Siw estd en la clase A, y si Q

es un cubo entonces:

(g1 [ wtorear) <2 (5 [ w(t)dt)HE,

para cualquier € > 0 tal que 0 < € < 2”+1[w1A —-

J 400
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Algunos corolarios de la desigualdad Reverse Holder
El siguiente resultado establece una versién cuantitativa de (2.1.9) y fue establecido
en [[-FR-R17].

Lema 2.1.4. FEuxiste ¢, tal que para todo w € A, para todo cubo Q) y para todo subcon-
junto 2 C Q) se verifica

w(E) @)
2(Q) <y (\Q! : (2.1.10)

L Aplicando la desiqualdad de Hélder resulta:

Cn [w]Aoo

1 Lp N A
w<E>—/waE—\@|.@/waEs 0l (@/Qw) (|Q|/Q><E)

ahora si aplicamos la desigualdad Reverse Holder, la tltima desigualdad nos queda

<2055 (@) < 2u(Q) (@)

Demostracion: Sea s =1+

Q \|Q Q|
Es decir,
[E1\Y
w(E) < 2w(Q) (@ '
Luego, el lema queda probado ya que s ~ ¢,[w]a_, . O

El siguiente resultado fue establecido en [I-FR-R17].
Lema 2.1.5. Sea b€ BMO yw € Ay. Entonces
16 = bgllexp L(w).@ < cnlw]a [0l Baso- (2.1.11)
Ademds, si j > 0 entonces
116 = 00 llexp 2115 wy.@ < Cnslwla Il Baro-

Demostracion: Recordemos que

1
| fllexp L(w),@ = Inf {)\ >0: m/@exp (@) — ldw < 1}.

Observemos que probar la desigualdad (2.1.11) es equivalente a probar

L/Qexp (Cn[|b(:v) —ba ) — ldw < 1, (2.1.12)

w(Q) w] A, |6l Baro

para algin ¢, independiente de w,by Q.
Usando el Lema 2.1.4 y el Teorema 1.4.1 obtenemos:

; % M - w:L Ooetw T 2 |b(x) —
w(@)/Q p( X ) td w(@)/o ({z € Q: [b(x) — bl > At}) dt

2 1 ([{reQ: ) — bl > A}| T
d
<o@h ¢ ( Q| wiQd

t " enlw b 2Me
S 26 ee cnl ]AOOH HB]VIO dt’

o
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eligiendo A = ae,[w]a. ||b]| Bpo2"e resulta

oo it
2e/ cle enlilan IBA0T" (f — 26/ -0 gy
0 Q

luego para que la identidad anterior resulte menor que 1 sélo basta elegir cualquier valor
de o < 1. Finalizamos la demostracion del lema observando que:

En consecuencia,

115 = bl lexp 173 00y0 = 10 = b@ll2p Lw) 0

O
Luego, como Oscexp - © BMO no resulta dificil de probar el siguiente resultado:
Lema 2.1.6. Sea b € Oscexprr Yy w € As. Entonces
1
16— bQHGXpL’“(w),Q < Cn[w]ﬁw HbHOscexer' (2.1.13)

Ademds, si j > 0 entonces

: i ,

H |b - bQ|J HexpLT/j(w),Q < Cn,j [w];loo HbHJOscexer :
Definicién 2.1.4. Pesos RH, y RH,
Decimos que un peso w esta en RH; si verifica la desigualdad Reverse Hélder (2.1.8) con
exponente s > 1 y notamos como [w|rm, a la mejor constante posible. Decimos que w esta
en la clase RH, si verifica:

’%"/ w(x)dz > sup esqw(x).
Q

Observemos que RH., € RH, C RH,, para todo 1 < ¢ < s. En [C-UN95] podemos
encontrar mas informacion sobre este tipo de pesos.
Vamos a dar una definicién equivalente de las clases RH.,, para ello en primer lugar,
definimos la funcién minimal de f, M f, para una funcién localmente integrable como:

; 1
Mf(z) = %f@/dey, (2.1.14)

donde el infimo se toma sobre todos los cubos () con lados paralelos a los ejes coordenados
que contienen a x. Es inmediato de la definicion que M f es una funcion localmente
integrable, y por el Teorema de Diferenciacion de Lebesque resulta M f(z) < |f(x)| en
casi todo punto.

Proposicion 2.1.2. Si un peso w esta en la clase RH,, entonces existe una constante C
tal que:

w(z) < CMuw(z),

en cast todo punto x.
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2.1.3. Las clases A,(u)

Maés adelante sera necesario considerar las clases A, cambiando la medida de Lebesgue
por una medida duplicante. Vamos a hacer un repaso de las principales definiciones y
resultados conocidos para las clases A,(1).

Definicién 2.1.5. Para 1 < p < oo decimos que un peso w estd en la clase A,(1) si para
todo cubo QQ C R"™ se verifica:

(o0 / wiin) (o | w(w)plldu)p_l <c.

A la mejor constante C posible la notamos como [w]a, . Decimos que w € Ay(pn) si
Myw(z) < Cw(x), donde M, es el operador mazimal de Hardy-Littlewood con respecto a
w definido en (1.6.4) como:

1
M, f(@) = sup oo /Q F@)lduy).

En este caso
M, w
w

(W], = ‘
LOO

Definicién 2.1.6. Definimos la clase Ao (1) como:

Aso(p) == | Ap(n)-

p>1

Observemos que si i es una medida duplicante, entonces M, es un operador acotado
en LP(wdp), con 1 < p < oo, siy sélo si w € Apy(p).
Los siguientes lemas dan propiedades especificas de los pesos A, y A,(u) que fueron
establecidas por Cruz-Uribe, Martell y Pérez en [C-UMP11] y cuyas demostraciones las
incluimos en esta tesis.

Lema 2.1.7. Siu € Ay yv € Ax(u) entonces uv € As. En particular, si v € Ay(p),
1 <p < oo, entonces uv € A,.

Demostracion: Fijamos un cubo ). Como u € Ay entonces en casi todo punto x € @) se
tiene:

o = ﬁ /Q w(y)dy < [ulayulo).
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Por lo tanto, si p > 1,

rclﬂ/Qu(x)v(a:)da: (ﬁ /Q(u(:c)v(:c))lpldsb')p_1
1

Q|
_[U]le u(z)v(z)dr * v(x) P u(z)de @l "
R (\ IRC ”d'(u@)))

:5%1) /Qv(x)U(x)dx (u(lQ) /Qv<$>1 e )dx)p—l

<[ul, [v]a, w)-

En consecuencia, uv € A,. Cuando p = 1 la demostracién es directa. O

Observacion 2.1.1. Siu € A;, entonces v € Ax(u) siy solo si uv € Ay (ver [Gra08)).

Lema 2.1.8. Siue€ A; yv e A,, conl < p < oo, entonces existe 0 < ey < 1 que depende
solo de la constante [u]a, tal que uwv® € A, para todo 0 < € < €.

Demostracion: Como u € Ay, u € RH,, para algin s > 1 que depende de [u],

Sea €g = 1/s' y 0 < € < €. Esto implica que u € RH; con s = (1/¢)’.

En primer lugar vamos a considerar el caso en que v € A;. Entonces como u,v € Ay, para
cualquier cubo @) y en casi todo punto x € @),

Tc12| /Q u (ﬁ / U(y)sdy> - (M%I / v(y)dy)l/SI
1/s'
Q|/ (5/ (y)d‘”)
(z)°.

< [ulrm.[u]a,[v]

En consecuencia uv® € Ay con [uv 4, < [u|gm, [u] A [U]jl

< [ulrm,

1t

Sive Ay, 1<p< oo, entonces para cualquier cubo @),

<@1]/QU(93)U(93)661$) (ﬁé(“(x)v(x)g)l_p'dx)pl
< (ﬁ/cgu(:@s dx) s ( ﬁ /Q U(x)dx) 1:51

(g utartas) (o [ ooy as) T < el b,

En consecuencia uvc € A, con |[uv| 4
P
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Lema 2.1.9. Las siguientes afirmaciones son validas:
1) Siw € Ay entonces w'™? € RH,..
2) w e Ay sty solo siw = wiwy, donde wy € Ay y wy € RH.
3) Siu,v € RHy entonces uv € RH..

Demostracion:
Para la prueba de este lema seguimos el trabajo de D. Cruz-Uribe y C. Neugebauer en
[C-UNO95].

1) Siw € Ay entonces w € A,,V p > 1, pues las clases A, son crecientes. Para probar
que w'™? € RH,,, veamos en primer lugar que si w € A, entonces existe una constante
C tal que

1 < MwM(w' PP~ <O, (2.1.15)

donde M es el operador maximal de Hardy-Littlewood y M es el operador minimal
definido en (2.1.14). Fijamos x y sea ) cualquier cubo que lo contiene. Si w € A; entonces
w € Ay; por la dualidad de pesos w € A,, w'™P € A,, en consecuencia, existe una
constante C' tal que

1—py1-7' 1—p\1—P
(wo ™) 7 Swg <Clwy ) .
Tomando supremo sobre todos los cubos que contienen a x y teniendo en cuenta que

sup (wé)_p)l_p = (inf wg, 7)1 resulta:

/

M) < Mw < CM(w'P)7,

lo que prueba la desigualdad 2.1.15. Ahora continuando con la prueba del lema, a partir
de la desigualdad 2.1.15 y teniendo en cuenta que w € A; resulta:

1 < MwM(w'P)P =t < Cw(x)M(w' PP
Reordenando esta ultima desigualdad obtenemos:
w(z)' " < CM(w' ) (x),

entonces w'™? € RH .

2) Supongamos que w € A, entonces w € A,, para algin p > 1. Por el Teorema de
Factorizacion para las clases A, existen wy,u € Ay tales que w = wiu!™P. Como u € A
entonces por la parte 1) del lema wy = u!™P € RH,,. Luego, w = wjwy con w; € Ay y
Wy € RHOO
Reciprocamente, supongamos que w = wjwsy, donde w; € A; y wy € RH,, y probemos
que w € Ay, esto es, w € A,, para algin p > 1. Nuevamente aplicando el Teorema de
Factorizacion para las clases A, como w; € Ay basta ver que wy = V7P con v € A,

1

o equivalentemente, wF € A;. Observemos que vale la siguiente desigualdad (similar a
(2.1.15))
1< ./\/111)]\4(101*7’/)7’*1 < C.
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Luego
M (wy ") (@) < CMuws(2)' ™ < Cws(w) 7,
es decir wy ” € Aj.

3) Supongamos que u, v € RH., y probemos que uv € RH,, esto es, veamos que existe
una constante C' tal que (uv)(z) < CM(uv)(x) en casi todo punto z. Como u,v € RH
entonces existen constantes C y Cy tales que u(z) < CyMu(z) y v(z) < CoMu(z).
Luego, teniendo en cuenta la propiedad del producto de los infimos de funciones resulta:

(uwv)(z) < C1CeM(u)(x)M(v)(z) < CM(uv)(z).

Luego uwv € RH . O

Lema 2.1.10. Siu € A; y uv € Ay entonces v € Ay.

Demostracion: Para la prueba de este lema utilizamos el lema 2.1.9. Como uv € AL,
usando 2) del lema 2.1.9, resulta que uv = wyws, donde wy; € A; y wy € RHy. Como
u € Ay entonces usando 1) resulta u=! € RH,, y por 3) tenemos wou~! € RH,,. Luego,
de esto tltimo y como w; € A; resulta, otra vez usando 2), que v = wy(wyu™') € Ay. O

2.2. Estimaciones cuantitativas en términos de cons-
tantes Ap

En la ultima década, con una amplia variedad de trabajos dedicados al estudio de
estimaciones de operadores en los espacios con pesos LP(w) y LP*®(w), ha surgido un
gran interés por las llamadas estimaciones cuantitativas, es decir, estimaciones en las que
se establece de forma cuantitativa la dependencia explicita éptima (sharp), de la cota de
la norma del operador en términos de la constante A;, 6 de la constante A,, ¢ bien, de
constantes mixtas que involucran la constante A.

En los comienzos de los anos 90, Buckley [Bu90], en su tesis doctoral, establecié la
siguiente estimacion para el operador maximal de Hardy-Littlewood:

Teorema 2.2.1. Siwe A, y1 <p < oo entonces

1
IM fllpe) < enplwli, 1]l (2.2.1)

En el caso p = 1, C. Fefferman y E. M. Stein en [FS71] establecieron la siguiente
desigualdad: Dado un peso w cualquiera, se tiene

[ M fll Lo w) < cnll fll Lt asw)-

De esto ultimo, si w € A; sigue que:
M fllzroe @) < cnlw]a [ f 21 w)-
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Un problema que desperté mucho interés fue determinar la precisa dependencia de
la norma en L*(w) de un operador de Calderén-Zygmund sobre la constante [w]a,, el
siguiente resultado conocido como la Conjetura A, establece:

Si T es un operador de Calderén-Zygmund acotado en L? yw € Ay entonces

|T]| 2wy < e(n, T)[w] 4, (2.2.2)

Esta tltima desigualdad fue probada para los siguientes operadores, sélo citamos algunas
de la amplia lista de respuestas importantes a este resultado:

» La transformada de Beurling (S. Petermich y A. Volberg [PV02], 2002).

La transformada de Hilbert (S. Petermich [Pe07], 2007).

La transformada de Riesz (S. Petermich [Pe08], 2008).

Paraproducto diddico (O. Beznosova [Be08], 2008).

Haar shift (M. Lacey, S. Petermich y M. Reguera [LPR10], 2010).

Los siguientes resultados fueron establecidos en un lapso de tiempo muy corto durante el
ano 2010:

» Una demostracién simplificada para Haar shifts (D. Cruz-Uribe, J. Martell y C.
Pérez [C-UMP10, C-UMP12], 2010)

» La cota L?(w) para T general por [w]4, In(1+ [w]a,) (C. Pérez, S. Treil y A. Volberg
[PTV10], 2010).

Finalmente, la Conjetura Ay fue completamente resuelta por T. Hytonen en [Hyt12] en
el ano 2012.

Todas las demostraciones de (2.2.2) se basaron en la representacion de T' en términos de
operadores Haar shift Sp *de este modo, mostraron (2.2.2) para Sp * en lugar de T.

2.3. Dominacién sparse

En esta seccién presentaremos definiciones y resultados conocidos de dominaciéon spar-
se que utilizaremos en los Capitulos 4 y 5 de esta tesis. La dominacién por operadores
sparse ha cobrado mucha importancia en los ultimos anos y ha sido ampliamente aplicada
a la teoria de pesos. Los operadores sparse son operadores positivos de una estructura muy
simple que tienen la propiedad de controlar puntualmente a ciertos operadores clasicos
del Anélisis Arménico, en particular, a los operadores de Calderén-Zygmund. Tienen la
ventaja de que a partir de ellos facilmente se obtienen estimaciones con peso cuantitati-
vas en términos de constantes de Muckenhoupt y de cotas éptimas proporcionadas por la
desigualdad Reverse Holder.
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2.3.1. Familias sparse

Dado un cubo @ € R™ denotamos como D(Q) al conjunto de todos los cubos diddicos
con respecto a (), es decir, los cubos obtenidos por repetidas subdivisiones de ) y cada
uno de sus descendientes en 2" subcubos congruentes. Los cubos pertenecientes a D(Q)
tienen varias propiedades entre las mds importantes podemos citar (ver [LN14]):

(i) Para cada k =0,1,2,---, los cubos en la k-ésima generacién Dy (Q) tienen la misma
longitud de lado 27%Ig y embaldosan @ en forma regular.

(ii) Cada Q" € Dy(Q) contiene 2" hijos en Dy,1(Q) y tiene un tinico padre en Dy_1(Q)
que lo contiene.

(iii) Para todo par de cubos @', Q" € D(Q) se verifica que Q@ NQ" =0, 0Q C Q", o
bien Q" C Q'.
(iv) Si Q" € D(Q) entonces D(Q") C D(Q).

En la Figura 2.1 podemos ver 4 generaciones Dy (Q).
Un reticulado diddico D en R™ es cualquier coleccion de cubos con las siguientes
propiedades:

(1) Si @ € D entonces D(Q) C D (cada hijo de @) también esta en D).
(2) SiQ',Q" € D entonces existe Q € D tal que Q', Q" € D(Q) (es decir, Q', Q" tienen

un padre en comun).
(3) Para todo conjunto compacto K C R™ existe un cubo @ € D tal que K C Q.

En muchas situaciones resulta 1util aproximar cubos arbitrarios por cubos diddicos.
Para tal propésito, un reticulado diadico no es suficiente, sin embargo 3" si lo son.

Teorema de los Tres Reticulados (Lerner-Nazarov). Para todo reticulado diddico
D existen 3" reticulados D; tal que:

3'(7,
(3 : QeD} =D,
j=1
y para todo cubo Q € Dy j = 1,2---,3", existe un tnico cubo R € D; de longitud de

lado lr = 3lg que contiene a Q).

Observacién 2.3.1. Si fijamos un reticulado diddico D y consideramos un cubo arbitrario
Q) C R” entonces existe un cubo Q € D tal que lo/2<ly <lgyQC 3Q". Por el dltimo

teorema existe j = 1,2,--- 3" tal que 3Q' = P € D;. Por lo tanto, para todo cubo () C R"
eviste P € Dj, 5 =1,2,---,3", tal que Q C P ylp < 3lg.

Definicién 2.3.1. Decimos que una familia S contenida en un reticulado diddico D es
una familia n-sparse, 0 < n < 1, si para cada Q) € S existe un conjunto Eq tal que:

1) M@l < [Eql.
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Do(Q)

y 4
E=

D,(Q)

D4(Q) g

Figura 2.1: Cuatro generaciones en el reticulado didadico D(Q)
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ii) Los conjuntos {Eq}ges son disjuntos de a pares.

Un ejemplo de una famila %—sparse es la familia de intervalos {I;},-, con I, = [0,27"].
En este caso basta con tomar Ej = I \Ixi;.

Definicién 2.3.2. Sea 7 > 1 y D un reticulado diddico. Una familia de cubos S C D se
dice T-Carleson si para todo cubo () € D tenemos

> Pl<rql

PCS,PCQ

Observacion 2.3.2. En la definicion de familia 7-Carleson se toman todos los cubos
contenidos en @, incluyendo a (). Por lo tanto siempre que tengamos una familia T-
Carleson si consideramos la suma de las medidas de todos los cubos de la familia incluidos
estrictamente en un cubo dado (), tendremos que

Y P (F-1)Ql

PCS,PCQ

La siguiente Proposicién se encuentra en el trabajo de Lerner y Nazarov (ver [LN14,
Lema 6.3]).

Proposicion 2.3.1. Toda familia de cubos n-sparse, 0 < n < 1, es %—Carleson, Y vice-
versa.

Definicién 2.3.3. Operadores sparse: Sea D un reticulado diddico y S C D una
familia sparse. El operador sparse es definido como:

Asf(x) =" faxo(x),

QeS
donde fg = é'/ f.
Q

2.3.2. Principales resultados de dominacion sparse

La dominacién de operadores de Calderén-Zygmund por operadores sparse fue esta-
blecida en primer lugar por A. Lerner en [L13] en términos de X-normas, donde X es un
espacio de funciones Banach arbitrario, con el fin de dar una prueba alternativa del Teo-
rema As resuelto por T. Hytonen en [Hyt12]. En ese trabajo, Lerner prob¢ la estimacién
para una clase de operadores w-Calderdn-Zygmund, definidos en la Seccién (1.6.1.2) de
esta tesis, con médulo de continuidad w que satisface la condicion Dini logaritmica:

1
1dt
/ w(t)log —— < 0.
0 tt
Mas tarde, bajo la misma suposicién sobre w, la cota de la X-norma fue mejorada por
una estimacion puntual, independientemente y simultaneamente por J. Conde-Alonso y

G. Rey en [C-AR16] y por A. Lerner y F. Nazarov en [LN14]. Luego, M. Lacey en [Lacl7]
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encontré un nuevo método que le permitié relajar la condicién log-Dini en la cota puntual
por la clasica condicion Dini:
boodt
w(t)— < oo.
0 t

T. Hytonen, L. Roncal and O. Tapiola en [HRT17] obtuvieron una precisa dependencia
lineal en la constante de Dini con aplicacion a integrales singulares rough. También en
[BM17, BFP16, C-ACD-PO17, L16] encontramos varios principios de dominacion sparse,
entre ellos citamos el de Lerner en [LL16] quien obtuvo para el operador maximal truncado
definido para un operador sublineal 71" por:

Mrf(z) = Zup 1T (fxrm\30)] (@)
Sx

el siguiente principio:

Teorema (Lerner). Si T es operador sublineal de tipo débil (q,q) y Mr es de tipo débil
(r,r), donde 1 < q < r < oco. Entonces, para toda f € L"(R™) con soporte compacto,
existe una familia sparse S tal que

T f(z)| <CZ qQXQ
Qes

parax € R" en c.t.p., donde (f); 5 = é'/ 1f17yC = Chgr(|T]| Lo pace+|| Mo || Lrproe).
Q

Posteriormente, Lerner en un trabajo conjunto con Ombrosi en [LO19] mejoran el
principio al imponer condiciones més débiles en las hipdtesis.
En lugar del tipo débil (¢, q) de T suponen una propiedad mas débil a la que llaman la
propiedad W ,:
Existe una funcién ¢7,4(A), 0 < A < 1, no creciente, tal que para todo cubo @ y para toda
feli(Q)
{2 € Q: IT(Fx) (@) > vra(N) (0} < NG

Si T es un operador del tipo débil (g,q) entonces la propiedad Wr, se mantiene con
Urg(A) = [Tl pass pace A9,

En segundo lugar, reemplazan el operador M por el operador mas flexible M#’a, definido
para « > 0 como:

M o = 5D 5501202 50D [T Ftana) () = T Ftana) ()
ST

Ellos establecieron el siguiente resultado:

Teorema (Lerner-Ombrosi). Sea T un operador sublineal que satisface la condicion
Wr vy tal que ./\/l T.o €5 de tipo débil (r,7) para algin o > 3, donde 1 < ¢q,r < 00. Sea
s = max(q,r). Entonces, para toda f € L*(R")

T f ()| <OZ ,QXQ

QeS

para x € R™ en c.t.p., C = Cy 40 (Vrq(1/2.(20)") + ||M#!

L7‘_>L’I',OO ) .
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J. M. Conde- Alonso, Culiuc, A, Di Plinio, F. y Ou, Y. probaron la dominacién sparse
en el caso de la Integrales singulares rough [C-ACD-PO17], més tarde Lerner en [L.19] dié
otra prueba.

En el siguiente Teorema resumiremos los resultados de dominacion sparse como serdn
utilizados en esta tesis.

Teorema 2.3.1. Sea f € C°.

1) Si T es un operador de Calderdn-Zygmund entonces existen 3" familias e-sparse
contenidas en 3" reticulados diddicos D; tal que

Tf(2)] < eure Y As (If]) (@)

=1
donde Asf(x) = ZQGS ] fQ y)dyxo(x).

2) Si Q € L®(S" ) y T es el operador integral singular rough definido en (1.6.2)
entonces existe una familia sparse S tal que

/n Tgfg' < cpar'Ns(f,g) r>1 (2.3.1)

donde f € L" y g € L}

loc
A’ = .
0= / ] (|Q| / \g\) Q

Observacion 2.3.3. Observemos que el Teorema de los Tres reticulados nos permite
mostrar que para todo reticulado diadico D,

AS f7 <anA$ f7

donde cada S; C D; y la eleccion de los reticulados diddicos D; es independiente de f,g.

Dominacion sparse para el operador Conmutador

Para el caso del Conmutador de un operador de Calderén-Zygmund también se esta-
blecié el siguiente resultado de dominacién sparse (ver [I-FR-R17, LOR-R17]):

Teorema 2.3.2. Si T es un operador de Calderon-Zygmund yb € BMO entonces existen
3" familias e-sparse contenidas en 3" reticulados diddicos D; tales que

1T f(@)] < eae Yy D AS" (0, /) (@)

7j=1 h=0

donde h=10,...,my

Amh o mfhi o h )
b N)@) = 3 [blz) - bl ,Q|/Q|b bol" Fro(e)

QeS
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Capitulo 3

Un contraejemplo relacionado a
estimaciones de tipo débil pesadas
para integrales singulares

En el presente capitulo mostraremos que la transformada Hilbert no verifica la siguien-
te desigualdad de tipo débil pesada (1,1):

sup w {x € R: |Hf(z)] > A} < c/ |f(z)| Myw(x)dx, (3.0.1)

A>0

donde Myw es la funcién maximal asociada a la funcién de Young ¢(t) definida en (1.6.7),
para cualquier ¢(t) de crecimiento més lento que tloglog(e® + t). Nuestra demostracion
estd basada en la construccién de M.C. Reguera and C. Thiele en [RT12], pero para
poder aplicarla en nuestro contexto fue necesario encontrar un resultado de extrapolacion
(Teorema (3.3.2)) que sera uno de los principales resultados de este capitulo. Todos los
resultados de esta parte de la tesis se pueden encontrar en [CLO17].

3.1. Introduccién y principales resultados

En el ano 1971, C. Fefferman y E. M. Stein [FS71] mostraron que el operador maximal
de Hardy-Littlewood M definido en (1.6.3) satisface la siguiente desigualdad de tipo débil
(1,1) con pesos:

wireR:|Mf(z)] > \} < ;/yf@)y Muw(z)dz, A > 0. (3.1.1)

Es decir, la anterior desigualdad dice que el par de pesos (w, Mw) es un buen par de
pesos para el tipo débil (1,1) de la funcién maximal de Hardy-Littlewood. Precisamente
en aquellos anos se produjo el auge de la teoria de pesos con el célebre trabajo de Muc-
kenhoupt [Muc72]. En particular, muchos de los resultados que valian para el operador
maximal de Hardy-Littlewood también se pudieron probar para los operadores de Cal-
derén-Zygmund, en particular para la transformada de Hilbert.

B. Muckenhoupt y R. Wheeden [MW77] analizaron reemplazar en el lado izquierdo
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Capitulo 3. Un contraejemplo relacionado a estimaciones de tipo débil
pesadas para integrales singulares

de (3.1.1) el operador maximal M por un operador de Calderén-Zygmund. Su conjetura,
conocida como la conjetura de Muckenhoupt y Wheeden establece:

Conjetura de Muckenhoupt y Wheeden: Sea w un peso y M el operador maximal
de Hardy-Littlewood. Si'T es un operador integral singular de Calderén-Zygmund entonces

supAw({z € R": [T'f(x)] > A}) <C | |f(z)] Mw(z)dz. (3.1.2)

A>0 Rn

La conjetura de Muckenhoupt-Wheeden significé el planteo de una suposicién que ge-
nero, con el correr de los anos, un sinfin de trabajos dedicados al estudio de desigualdades
con pesos A, y variantes de los mismos para diversos operadores.

Previo a la conjetura de M-, Cérdoba y Fefferman [CorF76] probaron un resultado
mas débil

w{r e R:|Tf(x) >} < §/|f(x)| Myw(x)dz, X >0, (3.1.3)

donde Mygw = M,w = M(|w|")*/".
En 1994, C. Pérez [Pe94] mejoré el resultado de Cérdoba y Fefferman al probar que
la siguiente desigualdad (ver en [HP15] una diferente demostracion):

w{x e R" . |T'f(z)| > A\}) < % . |f(2)] Myw(x)dz, X >0, (3.1.4)

se mantiene si 7" es un operador de C-Z y ¢(t) = tlog®(1 + t), con € > 0.

C. Domingo-Salazar, M. T. Lacey y G. Rey [D-SLR16] obtuvieron un resultado que
mejor6 atn mas el trabajo de C. Pérez, ellos establecieron que (3.1.3) se mantiene siempre

que ¢ satisfaga:
o) -1 t
1 t?log(e +t)

Por ejemplo, podemos considerar ¢(t) = tloglog®(e® +t),a > 1, 6 también

o(t) = tloglog(e® + t)logloglog®(e” +1) (a > 1).

M.C. Reguera and C. Thiele [RT12] dieron una respuesta negativa a la conjetura de
M-W mostrando que la estimacién (3.1.3) no es cierta cuando 7' es la transformada de
Hilbert y ¢(t) = t. Previamente Reguera [R11] habia mostrado que la conjetura era falsa
para versiones diddicas; A. Criado y F. Soria [CS16] también probaron que es falsa para
versiones multidimensionales. El ingrediente clave para la demostracion en [RT12] fue la
construccién de un peso w para el cual resulta el lado izquierdo de la desigualdad (3.1.3)
sustancialmente mas grande que el lado derecho.

Denotamos ¢ (t) = tloglog(e® + t). T. Hytonen y C. Pérez en [HP15] conjeturaron que
(3.1.3) se mantiene con ¢ = 1. Informalmente, el trabajo de Domingo-Salazar, Lacey y
Rey en [D-SLR16], mencionado antes, establecié que el resultado (3.1.3) es positivo para
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3.2. La construccion de Requera-Thiele

o) =t @(t) = tloglog (e+t) @(t) = tloglog®t,a >1  @(t)=t(logt)e >0 @@t)=t",r>1

Figura 3.1: Comportamiento de las diferentes funciones de Young

toda ¢ que crece realmente mas rapido que 1. A continuacién presentamos el principal
resultado de este capitulo. El mismo en particular implica que (3.1.3) no puede valer para
ninguna funcién ¢ que tienda a cero mas lentamente que .

Teorema 3.1.1. Sea ¢ una funcion de Young function tal que

o
t—oo t log log(e® + t)

Entonces para toda ¢ > 0 existe f,w y A > 0 tal que
wir €R:|Hf(z)] > A} > %/ |f| M w de. (3.1.5)
R

Este teorema junto con el principal resultado en [D-SLR16] enfatiza que el caso ¢ = v
y T = H es critico para (3.1.3). De todos modos, el problema acerca de que si (3.1.3) se
mantiene para T'= H y ¢ = 1 aun es abierto.
En base a los resultados expuestos, podemos resumir la escala de las funciones de Young
para las cuales se mantiene (3.1.3) en la Figura 3.1. El color rojo indica las funciones de
Young ¢ que no verifican (3.1.3), el color naranja indica que ain no se conoce, mientras
el color verde las que si lo hacen.

Mencionamos a continuacién las principales ideas del ejemplo de Reguera-Thiele. En
[RT'12] se muestra que dado k € N suficientemente grande, existe un peso wy con soporte
en [0, 1] que satisface Hwy > ckwy, y Mw; < cwy en un subconjunto £ C [0,1]. En la
Seccién 3.2, mostramos que una de las claves para usar en nuestro contexto el resultado
de Reguera-Thiele es que nosotros mejoramos la desigualdad Mw, < cw, mostrando que
en realidad para cada k existe r; > 1 tal que Mw,, < cwy. El segundo ingrediente en
[RT12] fue el argumento de extrapolaciéon de D. Cruz-Uribe and C. Pérez [C-UP00]. Este
argumento dice que suponiendo (3.1.3) con Mw en el lado derecho, podemos deducir una
desigualdad L? pesada para H. No tenemos en claro cémo extrapolar en forma similar, sin
embargo, en la Secciéon 3.3 para resolver esa dificultad obtenemos un sustituto del resultado
[C-UPO00] para la funcién M,w,r > 1, en lugar de Mw. Con todos estos ingredientes en
la seccion 3.4 damos una prueba completa de nuestro resultado.

3.2. La construccion de Reguera-Thiele

En esta seccién describiremos las principales partes del ejemplo construido por M. C.
Reguera y C. Thiele [RT12].
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P(1) A P(1)
rH. ' h
: —~ - :
{ J
Y
I

Figura 3.2: Representacion de los intervalos triddicos del ejemplo de R-T

11.1 11.1

E h
0 - - 1
5t Jgk—l
N - J
M
\ (Y) )
Jl

Figura 3.3: Representacion de los intervalos J', I 1, (J1)®, J y J3,

Un intervalo I de la forma [3'n,37(n + 1)), j,n € Z, es llamado un intervalo triddico.
Fijamos k € N suficientemente grande. Dado un intervalo triadico I C [0, 1), denotamos
A = %I , es decir, I es el intervalo con el mismo centro que I y de longitud un tercio de
la longitud de I. Adem4s, denotamos como P(I) al intervalo triddico adyacente a I® y tal
que |P(I)| = g¢|I]. Observemos que P(I) puede ser ubicado tanto del lado izquierdo como
del lado derecho de I, luego especificaremos su ubicacién. En la Figura 3.2 podemos ver
la representacion de los intervalos que acabamos de describir.

Denotamos J' = [0,1) y Iy = P(J'), luego |I11] = [P(J")| = |J'| = 3¢ El proximo
paso que realizamos es subdividir (J')® en 3*! intervalos triddicos de igual longitud,
tales intervalos los denotaremos como J2, m = 1,2,...,3*"1. En forma correspondiente,
denotamos I, = P(J2). Observemos que

1
3k

1 11
[ Tal = e 1) =

1)
T =gzl =

= |11,1|7
Y [Lom| = 55 |J24| = 53 param =1,2,..,3" Tengamos en cuenta que los intervalos I
y Iy, son disjuntos de a pares. En la Figura 3.3 estdn representados los intervalos J*,
(JYHYA, L1, J2 param =1,.., 3" L.

Procediendo por induccién, en la etapa [-ésima subdividimos cada intervalo (J, 1)
en 3! intervalos triddicos de igual longitud, y denotamos a todos los intervalos obte-

nidos como J!,, m = 1,2,...,3k"D(=1 a5 decir, en la etapa [-ésima tenemos 3(*~1(=1)

A
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3.2. La construccion de Requera-Thiele

intervalos J'. A continuacién, denotamos I;,, = P(J.). Luego

1

1 1 1
@K

-1 _ —
F§|‘]m | - 30—k - I-[l—l,m|

| Tl = T )2 =
Y im| = 5%, v los intervalos {I;,,} son disjuntos de a pares.

Denotamos por Z; and J; las familias de los intervalos {I;,,} and {J! } respectivamente,
y llamamos € = {U;e7 1.

Definimos el peso wy tal que wg([0,1]) = 1, wy, es constante en 2, y para todo I € Z; y
J € Tt

(recordemos la notacion wy(E) = [, wy).
En [RT12, Lema 2.1] se probé que se puede especificar la ubicacion de los intervalos {I; ,, }
de tal manera que si k > 3000 y = € J, ,, If;,, entonces

|Hwy(x)| > (k/3)w(z). (3.2.2)

Ademas,
Muwy(z) < Twg(x) (z € JI5,), (3.2.3)
Ilym

independientemente de la ubicacién precisa de {I;,,}. Luego, mostraremos que la estima-
ci6on (3.2.3) puede ser mejorada al reemplazar, en el lado izquierdo, el operador Mwy, por
un operador mas grande M,w; con r > 1 que depende de k.

Sera relevante para lo que sigue de este capitulo la siguiente representacion que en-
contramos del peso wy.

Lema 3.2.1.

00 k l
wg(z) = Z (?)/IC?T) xa, (). (3.2.4)

Demostracion: Supongamos que wy es constante en €, es decir, wi(x) = a;xq,(2).
Sea J € J, y tomemos I € 7 tal que I C J. Luego como wy(J) tiene soporte y esté
uniformemente distribufdo en I U J2 (ver construccién del peso w de [RT12]) resulta:

El intervalo J2 es subdividido, en la préxima iteracién, en 3*~! subintervalos J' € J1
entonces wy(J2) = ZJ’EJM:J’CJA wg(J"). Luego, reemplazando esto tltimo en la ecuacién
(3.2.5) tenemos:

we(J) =we(D) + > wi(J). (3.2.6)

J ET41:J CIA

Sea I € 7,1 entonces por (3.2.1) como J € J resulta:
wk(J) = wk([’) = Oélflul‘ = Oélflyt]‘.
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En forma similar, w(J') = «|J'|, y también wy(I) = oq|I| = allsik'. En consecuencia,
(3.2.6) implica:

Bl | | Bl
a1l J| = gy + Z |J'| = gy o,
J'eT 10 CIA
es decir 5 | | -
J 143"
Qg 1’J| = 3k + o — 3 IT|J|

k oy
yﬁ’—lﬂal_l. Repitiendo este proceso

Al despejar «; de la ultima ecuacién obtenemos «a; =
para I” € Z;_o obtenemos a;_1 = yﬂf’—fﬂal,g, luego oy = (ﬁf&lg; si continuamos
repitiendo el proceso obtenemos
3k !
o = <31<T_|_1> v, (3.2.7)

para algun v > 0.
A partir de la condicién wg([0,1]) = 1 y utilizando (3.2.7) tenemos

1 = w([0,1]) = wy <UQ,> _Zwk(m)_zalml\—vZ(ﬁj)llﬂzl

- 7§:<3k 1+1>|U

I€T,

o~
—_

1 3(k=1)l—(k—1)

0 l3(k 1)(1-1) 0
72(31@ 1_|_1> :VZ<3I< 1+1> 3kl

=1 =1

~

B Z 3k:l 3(l<: 1)1 B 1 i( 3k71 >l B
- 3k O A e AT 111~
1

1\ !
La tdltima igualdad resulta ya que »_,°, (L> = 3kL

Luego wg(z) = (ka’—fﬂ> Xo, (%), y en consecuencia el lema queda probado. O

Resultara ttil para lo que sigue, remarcar las principales propiedades de los intervalos
I el

= Para cada [ € N hay 3¢~D0=1 intervalos I € Z; tal que |I| = 37* y wi(I) =
<3k§—1+1> . Luego wy, (y) = <3k§—1+1> Xo, (Y)-

» Fijoly elintervalo J € J'! entonces el intervalo I € 7; tiene la siguiente propiedad

wld) = ()

Observemos que, a medida que el niimero de iteraciones [ aumenta, la medida de
los intervalos I € Z; disminuye, mientras que los promedios de w;, aumentan.
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3.2. La construccion de Requera-Thiele

» Para cada | > [y + 1, el intervalo J € J%*! contiene exactamente 3(*—1{=lo—1)

!
intervalos I € Z; tal que |I| = 37" y wy, (y) = (:,,,f—fﬂ> Xoy-

El siguiente resultado muestra una estimacién para M,wy, donde M, wy = M (wZ)l/ r
Lema 3.2.2. Sear =1+ ?,k% Entonces para todo I € I;,1 € N, y para todo x € I*,
M,wg(z) < 21wg(z).

Demostracion: Sea I € I, v sea € I®. Tomamos un intervalo arbitrario R que
contenga a z. Si R C I entonces

(17 [ viton) - (%)l - wia),

y en consecuencia el lema queda probado.

Supongamos que R ¢ I entonces |R| > |I|/3. Denotamos por F la familia de todos
los intervalos triddicos I’ C [0, 1) tales que |I'| = |I| y I’ N R # (). Existen a los sumo dos
intervalos I’ € F que no estdn contenidos en R, y por lo tanto

DRI+ Y I <|RI+2/1] < T|R|. (3.2.8)
I'eF I'eF:I'¢R

La tltima desigualdad resulta ya que |R| > |I|/3.
Afirmamos que sir =1+ 37«% entonces para todo I’ € F

<ﬁ /I wl:(y)dy) " (o), (3.2.9)

Si probamos esta tltima desigualdad entonces el teorema quedaria demostrado, ya que si
la usamos junto a (3.2.8) nos permite obtener:

|II| 1 ‘s T
7 [ ity wi(y)dy < Tun@))"
IR IR,

Para probar (3.2.9) vamos a suponer que I’ tiene interseccién no vacia con el soporte
de wy. Si I' # J para algin J € J,,1 entonces I’ C L, donde L € Z,,v < [, y en
consecuencia

1 1/r 3k v 3k l
(1 i) = (5=) = (o) o

y en este caso queda probado (3.2.9). Resta considerar el caso cuando I’ = J, para algin
J € Ji41. Vamos a usar el hecho de que para todo j > [+1, J € J;41 contiene 3¢*:=DU~1=1)
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intervalos I € Z; obtenemos

1
7 | ukdy = 3 Z > /wk dy

J=l+11el;:ICT’

-y ¥ Ty R

J=l+11eZ;:ICl’

k Jr
_ Z gk G—1-1) 30—k [ __3
3141

j=l+1

Observemos que la iltima suma, si hacemos el cambio ¢t = j — [, la podemos expresar:

00 jr 00 (t+0)r
Z 3(k=1)(j~I=1)g(l=)k 3 ! _ Zg(k—l)(t—l)g—tk 3"
k=141 3141

j=l+1

00 (t+D)r
_ 3(k—1)t3—(k‘—1)3—tk 3k
— 341

_ 1 io: 3kt37t37tk Sk (0
o k-1 3k-1 11

t=1
00 (t+0)r
1 . 3k
- 3k-1 23 (3k1_|_1) '

t=1
Por lo tanto,

1 ) 3k (t+Dr
1 oo
N 3k—1<§ 3k1+1 ><3k1+1

3k 1+1 )w’“

w(z)",

1
-13 — (3’“/(3’“ L+ 1))
la ultima desigualdad es consecuencia del hecho que
23 " i 1 3\ 1/3(3t /(31 +1))
3141 +1 =3\ 1 —1/3(3%/(3k1 +1))"
(3]6/(3]671 + 1))7‘ . 3
3—(3k/(3k=1 +1))" = 3 —(3k/(3k=1 + 1))’

<

. k r . .
slempre que %(3,3—1“) < 1, es decir, si r < % .
log (3k 1+1)
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3.3. Un resultado de extrapolacion con dos pesos

En particular, sir =1+ 3'@% esa desigualdad se satisface, entonces

( 3k )1+3k1+1 B ( 3k )( 3k >3k1+1( R ><3k13+3—3>3z§+1
3k 41 RN AN | 3141 3141
- () )T - () )
- k-1 4 1 3k+1 4 ] —\3k-1 11 k-1 41
< B g (1+1> ¥
3k+1 — | =
B L | 3141 3k -1 4+1 3kl 41
B <3(3’f-1+1) —3) 1 2
B 3kt 41 S T A
En consecuencia
1 , 33141 ., 3 ., ,
7 ], e < 57 ey = (1 i) o) < By
lo cual completa la demostracion. O

3.3. Un resultado de extrapolacién con dos pesos

Un teorema de extrapolacion es un resultado para deducir la acotaciéon de un opera-
dor sobre la familia de espacios con pesos LP(w), a partir del hecho de que el operador
estd acotado en LP°(w), para algin py fijo (a menudo pg = 2) y alguna familia de pesos.
El teorema de extrapolacién clasico es debido a Rubio de Francia [RAF84] (ver también
[G-CRAF85]), quién mostré que si T es un operador sublineal tal que para algin py,
1 < py < oo, T estd acotado en LP° para todo w € A, , entonces para todo p, 1 < p < oo,
T estd acotado en LP(w) para todo w € A,. Este teorema y sus variantes han sido la clave
para resolver muchos problemas en el Analisis Arménico.

D. Cruz-Uribe y C. Pérez en [C-UP00] establecieron el siguiente teorema de extrapo-

p
M PO
lacién para pares de pesos de la forma (w, (_w) 0) :

w

Teorema 3.3.1. Sean T un operador integral singular y f una funcion integrable con
soporte compacto. Supongamos que existen constantes positivas py y Cy tales que para
cada t fijo y para todo peso w
C
w{x e R" : |Tf(z)| >t}) < th/ |f(2)|”° Mw(x)dx (3.3.1)
Rn

entonces para todo p, py < p < oo existe una constante C, que depende de Cy,po, p y n
tal que para todo peso w

Muw

- ) g w(z)dz. (3.3.2)

wlle e R 1) > 1) < 52 [ 1@ (

Vamos a enunciar y probar el siguiente resultado para la funcién M,w,r > 1, en lugar
de Mw, que presenta algunas modificaciones del resultado de Cruz-Uribe y Pérez. Este
resultado es crucial ya que al aplicarlo al peso w;, de la secciéon previa, nos permitira la
prueba del principal resultado de este capitulo.
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Teorema 3.3.2. Supongamos que para todo peso w y para toda f € L'(M,w),

I H fll ooy < Al flloronwy (1 <7 <2).

Sea o, = 5. Entonces existe ¢ > 0 tal que cualquier peso w con soporte en [0, 1] verifica
1 2 1
Huw
/ <|—|/) w*dr < cAf/ wdr (1 <r<2).
0 (Marw)aT " 0
Demostracién: Denotamos f3, = %

Elegimos los ntimeros «, y (3, de manera tal que satisfacen a,, — 3, =r y a, — ZET =1.

Sean g > 0 e [ un intervalo de modo que el promedio de (gw)” sobre I es finito. Ya que
g verifica:

i e = (war1<f>/fgw)_(war1<f>/fgr“’%ﬁr>%(|l)

- (gt foren)

< 2Mie, (9" /w) (@) Ma, (w)(2)™,

donde M; denota a la funcién maximal de Hardy-Littlewood centrada con respecto a w
definida en (1.6.5).

Luego, elevando a ambos miembros de la tltima desigualdad a 1/r, teniendo en cuenta
que 2Y/" < 2 ya que r > 1, y luego tomando supremo obtenemos:

1/r

My (gw)(w) < 2( M, (g7 /0™ (@) Ma, () ()" ) (3.3.3)

El préximo paso es utilizar primero la hipétesis sobre H y luego (3.3.3):
[ g < Al
{IHf|>1}
24, [ 1F1Ma, () Mg (6 )
R

24, [ (19100, (0)F ) (Mo 07 ) P ),

wOér/Q

IN

aplicando la desigualdad de Holder a la tltima expresién obtenemos

c T Br %
< 24N (g 25 ) M (9 /07 L2

El operador MS esta acotado en LP(v), p > 1, luego
C T r 1 T r 1
|Mar (9" /) [ Faary < cllg” /™) (122 uor
= c/gQ(x)waT_sz(x)dx
R
= CHQH%fz‘(w)-
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3.4. Demostracion del Teorema 3.1.1

Luego
quw < CAT‘ f 2ar 9l L2 (w)-
/{Hf>1} | HLQ((Marw) ™ Jw T)” Iz (w)

Esta tultima desigualdad es equivalente a:

A/ gw < cA | f| sor \Ngllz2t- (3.3.4)
{[HfI>A} 12 (M) 55 fuwor ) (w)

Observemos que

1 1/2
| H fll 200 (w) = iu%) /\w{a: eR:|Hf(x) > )\} = sup </ ()\X{IZ|Hf|>,\}(x))2w(x) da:>
> R

A>0

= sup sup )\/ quw.
>0 gl 2y =1 {aslH A}

La tltima igualdad resulta del hecho que la norma L?(w) de una funcién f puede ser
obtenida por dualidad como || f|r2(w) = SUD|lg|1 2y =1 fgw.

Luego, teniendo en cuenta la desigualdad (3.3.4), si tomamos el supremo sobre toda g > 0
with ||g]|z2(w) = 1 resulta

||Hf||L2’°°(w) < CAT“fHLZ((MaTw)Q%/wM)'

Por dualidad, la dltima desigualdad es equivalente a

“Hf”m(war/(Marw)M%) < A f /0] 221 (),

donde L*!(w) es el espacio de Lorentz con peso. Concluimos la demostracién, tomando
f = w en la dltima desigualdad y usando que

w(0L]) 1/2 1/2
||X[0,1]||L2’1(w) = / t / dt = QUJ([O, 1]) / .
0

3.4. Demostracion del Teorema 3.1.1

Antes de mostrar la prueba del Teorema 3.1.1, necesitamos una relacion entre los
operadores My y M., con dependencia de la constante sobre r, cuando r — 1. El siguiente
resultado fue obtenido por F. Di Plinio y A. Lerner en [DiPL14], y en aras de mantener
lo mas autocontenido posible nuestro trabajo, incluimos la demostracion.

Lema 3.4.1. Para toda x € R,

o)\
M,f(z) < (2 sup t_’”> M, f(z) (r>1). (3.4.1)
t2¢=1(1/2)
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Capitulo 3. Un contraejemplo relacionado a estimaciones de tipo débil
pesadas para integrales singulares

Demostracion: Para cualquier intervalo I C R,

T R B R CO ST

{zeli| fl<o—1(1/2)7} {2€Lf1>6~1(1/2)\}

Estimamos cada uno de los sumandos:

R

{zel:p()<1/2

A

an= [ (W)= [ Uy <e [unvas
{zel:|flz¢~1(1/2)A} {zel:|flz¢~1(1/2)A}

donde ¢, = sup> 41719 @

1/r
Por lo tanto, para \g = (% [; |f|r> , obtenemos

ﬁ /I o171/ h0)dz < 1,

lo cual prueba (3.4.1). O

Luego, no es dificil deducir de (3.4.1) que existe una constante ¢ que puede depender
de ¢ tal que
o)
t

) M, f(z) (r>1). (3.4.2)

t>1

Myf(x) <c (SUP

Demostracion del Teorema 3.1.1: Supongamos por el absurdo que la desigualdad
(3.1.5) no se verifica, es decir, existe una constante ¢ tal que para todo peso w y para
toda f:

IH fll Loy < el fllzrargw)-

Usando (3.4.2) tenemos || f||z1(arw) < 1 (Supt21 d’(tll/r) I fll1(ry0), PaTE T > 1.

Por lo tanto,

o)
t

Ity < € (300 20 W, 7> 1

Luego, estamos bajo las condiciones del Teorema 3.3.2, en consecuencia, existe ¢ > 0 tal
que para cualquier peso w con soporte en [0, 1] se tiene:

1 2 1/r\2 1
|Huw| o P /
[ r < 4.
/0 ((Marw)o‘r/r w*dr < c Stl;]f) . i wdr (1 <r<?2), (3.4.3)

donde a, = 5.

Tomamos r = r, = 1 + m y w = wy, el peso que construimos en la Section 3.2.
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3.4. Demostracion del Teorema 3.1.1

Luego, a;,, = ;—ik =1+ 3,6% Ahora, si utilizamos primero la desigualdad (3.2.2) y luego
el Lema 3.2.2, teniendo en cuenta que %% = Z—ET y 24+, — %% = 1, obtenemos una

estimacién inferior para (3.4.3):

/1 ’Hwk’ ? ar k2 /1 wleraT d
—Y w xr — - ax
0 (Ma'rwk)ar/r F - 9 0 (Marwk)QOér/T
k2 aT,QOLr
— / w, T da
9 * 212_Tk UZGNUIEIZIA

k,2 1
> wrdx.
= 142 / k
27 "2k JO

Combinando esta tltima estimacion junto con (3.4.3) obtenemos:

V

v

£/
k < csup o(t) .
t>1

Sélo nos resta estimar el lado derecho de (3.4.4).
Sea ¢(t) = tloglog(e® + t)i(t), donde lim; oo ¥0(t) = 0. Sit > €, donde * + L = 1,
entonces

loglogt = log(r' log t'/™) = log(r')+log log t*/™ < log(r")+t*" < log(r')+t"/" < ¢1log r't"/™

Yy en consecuencia

/r e 1/r o 1/r
(b(tt)l = (loglog(:lf/f)w(t)) = (loglog(eﬂ;tw(t)) < C’(logrl)l/r(supl B(t).

Por otro lado, si 0 < § < 1, entonces

t 1/r .
sup o(t) < sup (log log(e® + t)w(t))l/
1<t<er’ b 1<t<ee(08™)?
+ sup (loglog(e® + t)w(t))l/r
ee(logr/)6 StSe’J
< c(logr')’" + (log )" sup (1),
tzeeaogr/)‘s
Para £, =  sup ¢(t)1/ "k y combinando ambos casos, obtenemos
(logr1,)0
t>e®
t 1/7, t 1/r t 1/7
PN T UL ()
t>1 t 1<t<er’ t t>er’ t
< c(log )%™ + Br(log ri )Y/ + ¢ B (log 1, )M/
< ok’ + "Bk =k (k™ + ' By)
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Capitulo 3. Un contraejemplo relacionado a estimaciones de tipo débil
pesadas para integrales singulares

Observemos que [, — 0 cuando k — oo, ya que limy_,, (t) = 0.
o)k

Luego, para k muy grande combinando la tltima desigualdad para sup,.; =<— junto
con la desigualdad (3.4.4) resulta
k < L (Cgké—l _l_C///Bk)’
es decir
1 < 63k6_1 +Cmﬁk,
y esto es una contradiccion. Por lo tanto, el teorema queda probado. O]

Observacion 3.4.1. La siguiente desigualdad estd contenida implicitamente en el trabajo
de T. Hytonen and C. Pérez [HP15]:

Mw{z e R: |Hf(x)| > A} < clog(r)|| fllormpw)y (> 1).

La demostracion del Teorema 3.1.1 muestra que log(r') es optimo, es decir, no puede ser
t
reemplazado por ¢(r') para cualquier ¢ creciente tal que lim w = 0.
t—oo logt

Un problema relacionado es lo que se conoce como conjetura A;, o conjetura débil de
M-W. La misma esta relacionada con determinar la mejor dependencia en términos de
la constante A; del tipo débil (1,1) de un operador de Calderén-Zygmund respecto a un
peso A;j. El mejor resultado positivo debido a A. Lerner, S. Ombrosi y C. Pérez [LOP09]
dice que: Si T" es un operador de Calderén-Zygmund entonces

1T\l 1o ) < c[w]a, (14 loglw]a,) || f] 21 w)-

En el trabajo reciente de Lerner, Nazarov y Ombrosi [LNO18] se prueba que la ultima
estimacién es sharp. Previamente Nazarov, Reznikov, Vasyunin y Volberg en [NRVV18]
habian probado que no era posible la dependencia lineal. Debemos mencionar que no
es dificil ver que el reciente resultado de Lerner, Nazarov y Ombrosi recupera nuestro
Teorema 3.1.1.
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Capitulo 4

Estimaciones cuantitativas en
desigualdades de tipo débil mixta
usando operadores sparse

En este capitulo obtenemos estimaciones de tipo débil mixta cuantitativas para los
operadores de Calderon-Zygmund y para las integrales singulares rough.
Nuestro enfoque se inspira en técnicas basadas en la dominacion sparse que fueron intro-
ducidas en [D-SLR16] y luego convenientemente extendidas en [LiPR-RR18]. Todos los
resultados de este capitulo se pueden encontrar en [CR-R18].

4.1. Introduccién y principales resultados

Muckenhoupt y Wheeden en [MW77] introdujeron un nuevo tipo de desigualdad con
peso denominada desigualdad de tipo mixta, que consiste en considerar una perturbacion
del operador maximal de Hardy-Littlewood con un peso A,, concretamente ellos esta-
blecieron que tanto el operador maximal de Hardy- Littlewood como la transformada de
Hilbert verifican:

Teorema (Muckenhoupt y Wheeden). Sea w € A; entonces

o € R w@)T /(@) > 1) < O / | flw(z)de,

donde T puede ser el operador mazximal de Hardy-Littlewood, o bien, la transformada de
Hilbert.

Si bien este tipo de estimacién no parece muy diferente a la estandar, la perturbacion
que causa tener el peso dentro del conjunto de nivel hace que resulte mas complicado, en
comparacion con el caso andlogo para estimaciones de tipo fuerte.

E. Sawyer [S85] probé una versién més sofisticada del resultado de Muckenhoupt-Wheeden
para la funcién maximal de Hardy-Littlewood donde intervienen dos pesos distintos. Su
resultado fue el siguiente:

29



Capitulo 4. Estimaciones cuantitativas en desigualdades de tipo débil mixta
usando operadores sparse

Teorema (Sawyer). Sea u,v € Ay entonces existe una constante C.,,, tal que para todo

t>0
ww ({x eR % > t}) < CT /R | flu(a)v(z)da. (4.1.1)

En particular, Sawyer mostré que (4.1.1) combinado con el Teorema de factorizacion
para pesos A, de Jones producen una nueva demostracién del Teorema de Muckenhoupt,
es decir, de la acotacion del operador maximal en LP(w) con w € A,. Ademds, motivado
por la posibilidad de extender su resultado a otros operadores, conjeturé que (4.1.1) de-
beria verificarse también para la transformada de Hilbert.

Maés tarde, Cruz-Uribe, Martell and Pérez en [C-UMPO05] generalizaron (4.1.1) a més
dimensiones y probaron que la conjetura de Sawyer se verifica para operadores de Cal-
derén-Zygmund via el siguiente argumento de extrapolacion:

Teorema (Cruz-Uribe, Martell y Pérez). Sean T' y G operadores sublineales.
Supongamos que para todo w € Ay y para algin 0 < p < oo,

1T flzr(w) < cwll GfllLew)-

Entonces para todo u € Ay y todo v € Ay

HTfHLl"X’(uv) < Cu,v,nHGfHLl"’O(uv)-

Las condiciones en los pesos en el resultado de extrapolacion llevaron a conjeturar que
(4.1.1), y en consecuencia la correspondiente estimacion para los operadores de Calderén-
Zygmund, también deberia verificarse cuando u € A; y v € A,. La respuesta afirmativa
a esa conjetura fue dada por Li, Ombrosi y Pérez en [LiOP17] donde también mostraron
varias estimaciones cuantitativas. También nos gustaria mencionar que en un trabajo re-
ciente [B18] se establece una generalizacién del resultado [C-UMPO05] para los operadores
maximales de Orlicz.

Ademés de los resultados mencionados anteriormente, en [C-UMPO05] se mostré que la

desigualdad (4.1.1) se satisface si u € A; y v € A(u); la ventaja de esa condicién es que
el producto uv es un peso de A, (ver Lema 2.1.7 del Capitulo 2).
En los ultimos anos, han sugido nuevas contribuciones bajo las mismas suposiciones pa-
ra el caso de integrales fraccionarias y operadores relacionados [BCP017], también para
estimaciones cuantitativas relacionadas [OP16, OPR16] y para extensiones multilineales
[LiOP19].

El principal objetivo de este capitulo es obtener estimaciones de tipo mixta cuanti-
tativas para los operadores de Calderén-Zygmund y para las integrales singulares rough,
asumiendo condiciones que implican que uv € A.. La diferencia en nuestras demostracio-
nes, con respecto a las técnicas utilizadas hasta ahora, es que utilizamos como principal
herramienta la dominacién por operadores sparse e ideas de [LiPR-RR18] que se remontan
a [D-SLR16].

El primer resultado que establecemos es el siguiente:

Teorema 4.1.1. Sean u € Ay yv € Ay(u) para algin 1 < p < oco.
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4.1. Introduccion y principales resultados

1. 8iT es un operador de Calderon-Zygmund,
T(fv)(x)

H (@) < eppluv]a [u]a, log (€ + [uv]a [u)a, [V]a, ) 1111 E2 u)-

L1:%°(uv)
(4.1.2)

2. 851 Qe L*(S"1) entonces

' Ta(fv)(x)

v(x)
Observemos que si © = 1, en el caso de los operadores de Calderén-Zygmund, la
estimacion (4.1.2) se reduce a

T(fv)(z)

v(z)
que mejora la estimacién obtenida en [OPR16, Theorems 1.16 and 1.17]

e
()

. < Cnpluv)a [u]a; [u]a log (e + [uv]a [u]a, [u]a[0]a,0) [1f 122 o)
L1:00(yv

< nplv]aglog (e+ [v]a,) Iflnw  p>1,

L1 (v)

< Cnplv]a, log (e + [vla,) 1 fllrw P> 1

L1:>0(v)

Una observacion en relacion con las estimaciones obtenidas es que en el caso particular
que v = 1, se puede obtener mejor dependencia en relacién al peso u. Esto produce la
pregunta natural si el factor [uv] 4 podria ser eliminado en las estimaciones en el Teorema
4.1.1.

A continuacién enunciaremos una variante del Teorema 4.1.1 que permite, en ciertos
casos particulares, recuperar la mejor estimacién conocida. Concretamente, en el siguiente
Teorema, si v = 1 se obtiene la mejor constante conocida.

Teorema 4.1.2. Sea v € Ay yu € Ai(v).
1. 8i T es un operador de Calderon-Zygmund

< V] 4, [V] 4 (U] 4, () 10g (e + [uv]a [v]ay) | FI] 21 (u)-
L1:%° (up)

e
()

2. 8i Qe L=(S"1) entonces

‘ To(fv)(x)

v(z)
No es dificil ver que las si p > 1 las hipotesis del Teorema 4.1.2 son mas fuertes que
las del Teorema 4.1.1 pero queremos mostrar que bajo estas hipdtesis tenemos la mejor
dependencia posible en las constantes.

< enaluv]ag, [v]a, [u] 4, ) [V] 4 10g (€ 4 [uv]ay [v]a,) 11|21 un)-
L1:20 (uw)
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Capitulo 4. Estimaciones cuantitativas en desigualdades de tipo débil mixta
usando operadores sparse

4.2. Demostraciones de los Teoremas

Para la prueba de los Teoremas 4.1.1 y 4.1.2, siguiendo las ideas de [D-SLR16] y
de [LiPR-RR18]|, necesitaremos algunos resultados previos, con ese fin enunciaremos y
probaremos algunos Lemas.

Lema 4.2.1. Sea v1,7v2 > 1. Para todo par de enteros no negativos j, k sea
ay; = min{y, 2777, Brp27727 20 2

donde p1,p2,0 >0y B > 0. Entonces

Z Ok,j < Cp1,p2,7,671 1Og2 (e —+ 72) 1+p1 + 5,
J,k>0

donde v > 1.

Demostracion: Comenzamos la prueba escribiendo

)SITED DI SENNNENITES SENNND SR

§,k>0 k=0 j>[logy((e+72)87)]+([6+p2]+1)k k=0 j<[logy((e+72)87)1+([-+p2]+1)k

Para el primer término, observemos que

o0

Z Z Ok,j

k=0 j>[logy((e+72)87) 1+ ([6+p2]+1)k
< Py 272k > 27
k=0 7= [logz((e472)87) [+([6+p214+1)k

= 072 Z 9~k9dk [.p29—[logs((e+42)87) |~ ([0+p2]+1)k
k=0

ZQ k—p2k .p2
e+72

< B Z 9—(1+p2)kgp2 logk

- (e + ’)/2

B2 OO —k
< 2
~ (e+72)8y kz:%

27203
(e +72)8y

Y2 1
<2 p<
- (6 + ’}/2)4 6 2 ﬁ
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4.2. Demostraciones de los Teoremas

Para el segundo término, observemos que

o0

Z Z Ok, j

k=0 j<[logy((e+72)87)1+([6+p2]+1)k

<m fj 27 > j*
k=0

1<j<[logy ((e+72)87)1+([d+p2]+1)k

<) (Nogy (e +72)89)1 + ([0 + pa] + 1) k)7 27
2 (6 + p2) 71 log, (e + 72)8y)

<
< log (€ +72)' "
— Cpl,p2,7,571 g € 72 .

Luego, con ambas estimaciones el lema queda probado. [

Para el préximo resultado recordemos que dada una funciéon de Young A, la norma de
Luxemburg de una funcién f es equivalente a (ver (1.3.3), Seccién 1.3):

o= i (ot [ (L) gy

Lema 4.2.2. Sea A una funcion de Young tal que A(zy) < raA(x)A(y), para algin

ka > 1, yS una familia %—sparse. Sea [ € C® yw € A, Yy Supongamos que para

todo Q € S

277 < flawye <27
Entonces para todo Q) € S existe EQ C Q tal que

D X, (2) < ealw]a

QeS

A(2i+1
W@ lawe < i e [ Alsw.

Eq
Demostracion: Dividimos la familia S en la siguiente forma

S” = {cubos maximales en S}

S' = {cubos maximales en S\ S"}

S’ = {cubos maximales en S\ U'_{S"}

Observemos que como w € A, usando (2.1.10) (corolario de la desigualdad Reverse
Holder), tenemos que para cada cubo @) y para cada subconjunto medible E C @,

1

w(E) <2 (%) Q). (4.2.1)
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Capitulo 4. Estimaciones cuantitativas en desigualdades de tipo débil mixta
usando operadores sparse

En particular, si Q € Sty J; = | pesi+1, pcg I entonces, si tenemos en cuenta la Obser-
vacion 2.3.2 y la Proposicién 2.3.1 del Capitulo 2, dado que la la familia de cubos S es

—aT AslA(Q) -Carleson tenemos que
THrA8A(2)

ai=| U opls (B e - — Ll

Pesitl, PCQ K,A8A(2)

Si denotamos J, = |Jpe S+, PCQ P, entonces por inducciéon podemos ver que

= (o) 1@

Combinando este resultado con (4.2.1) obtenemos

w(J,) <2 (@) T w(Q),

y en particular, si elegimos v = [¢,[w]a.. ], donde [.] denota la parte entera, entonces

1
w(J,) < /@44—14(2)w<Q)' (4.2.2)

Sea Q € S'. ysea Ep = Q\Upes” enul ] P. Luego usando la hipdtesis sobre A tenemos:

w@Iflawa
e+ T[]

<w(@Q)277 1+ !

e [ A @A)

; 1 ‘ 1 .
:w(Q)Q*J*I—FF g A(2j+1‘f\)w+ﬁ Z /PA(QJJrl‘wa

Q v
Pes;; [entulac |

i A(27+1) 1 i
<w(@Q)2797 gy Y /E*QA(‘waJrﬁ Z AOJ/PA(QH,f’)w.

pesi

Teniendo en cuenta que

1l A).p <277 = ﬁ/PA 2w <1
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4.2. Demostraciones de los Teoremas

y (4.2.2), podemos acotar el iltimo término de la suma como sigue:

1 .
DY /PA(T“Iwa
PGSZ[C”MA‘X’—I

1 1 :
< grrrad(2) > w(P)W/PA(Q”wa
i+’70n[w]Aoo—‘

Pes;

< mrad?) Y w(P)

PGS;?I: ’VCn[w]AOO—‘

1 kaA2) 11
= ﬁmw(Q) < ﬁzw(Q)-

En consecuencia

1 A7+ 11
w(@)HfHA(w)vQ < ﬁﬂ)(@) + Ka ;j—i—l ) /;ENQ A (’f’)w + ﬁzw(Q)

1 1 A2+
< (fz) w(@Q)| Fllaw@ + Fa ; ) /EQAOwa

3 A2+
(@ +ra e [ Al

a partir de la cual sigue la estimacién que buscamos. 0

El siguiente Lema lo utilizaremos en forma reiterada:

Lema 4.2.3. Sean w € Ay, y S una familia n-sparse de cubos. Entonces

Zw(@) < cplw]aw (U Q) )

QeS

Demostracion: Podemos suponer que S = |J;—, Sk donde {S;} es una sucesién creciente
de familias sparse finitas. Ahora fijamos k y consideramos &; la familia de cubos maximales
de S con respecto a la inclusién. Entonces

dw@=>, > wP)
QESk QES; PESy, PCQ

Observemos que si Ep C P es un conjunto medible entonces usando la condicién sparse
tenemos:

PeSy, PCQ PeS,, PCQ

1 1
Y wP)< ; > mw(P)\EH
1

IN

i 1
> inf M(wxo)(2)|Ep| < ~ ) M(wxq)
PESE. PCQ " pese, pcq? Er

1 1 1 1
: /Q Mluxg) =1 —os /Q M(xo)u(Q) < +fulaw(Q).

3

IN
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Capitulo 4. Estimaciones cuantitativas en desigualdades de tipo débil mixta
usando operadores sparse

En consecuencia, si tomamos la suma sobre los cubos ) € S}

Yoo wP) < -l Y w(@) = —fulaw | U@

1
QES* PeSy, PCQ N QeS; N QeS;

(gl
QESy, QES
S w(@) < %[wuww (U @)

QESy
y el resultado queda demostrado si hacemos k£ — oc. U

Por lo tanto

El préximo Lema establece un resultado para las funciones maximales pesadas.

Lema 4.2.4. Sea A una funcion de Young tal que A(st) < kA(s)A(t). SeaD; j=1,....k
una grilla didadica y sea w un peso. Entonces
A (@) w(x)dz,
d

w({z eR": Mf(w)f(x) >t}) < /icn/
R
donde F = U?; Djy M,{(w)f(x) = suPeqer 1/ aw).@
Demostracion: Sea t > 0. Observemos que

M f(z) < Z MPi f(x

donde el operador maximal My’ f esté definido como

/ F)wly)dy,
Q32 W

M, (f)(x) = sup

donde el supremo se toma sobre todos los cubos () pertenecientes a una grilla diddica D;.
Teniendo en cuenta que

w({z e RY: MPf(z) > A}) < /RdA (‘f(;)‘) w(a)de,

(ver [LN14, Section 15] para el caso A(t) = t, el caso mds general es andlogo), y usando
la hipétesis sobre A obtenemos que

w({z eR": M f(z) >t}) <w ({x eR": iMijf(a:) > t})
iw ({x cR™: MPif(z) > 3%})

Z A (T ooy
i [ A (Y iy

IA

IN

IN
o

%\\
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4.2. Demostraciones de los Teoremas

Luego, el lema queda demostrado. O

El siguiente resultado nos permite cambiar el peso subyacente en la norma de Luxemburg

local.

Lema 4.2.5. Sea u un peso, v € A,(u), y ¢ una funcion de Young. Entonces, para todo
cubo ()

1 loew.@ < 1 1f]a 0 oro).Q-

Demostracion: Sea A\ > 0. Entonces

5 oo (B wwras = s [ o (L2 b et o,

aplicando Holder

(1@ (/f (lf(;)‘ )p“@)“(@dﬂc); ( /Q va'(f)u(x)dw) ,/ )
<uv((QQ))) p <“02Q) /Q¢ (@)p (um(x)jlx) p <U(1Q) /Qv_i(x)U(:r)dJ p/
i (usz) /Q¢ <|f<f)'>p <uv><x>dx) ’

< (g7 Lo (2 (f)')pm)(x)dx);

Eligiendo A = || f{[v] 1, (y¢7(uv),@ tenemos

Luego, el lema queda probado. O

IN

<

IN
g

IN

S =

Antes de comenzar con la demostracion de nuestros resultados, vamos a hacer una
observacion que nos da el esquema que vamos a seguir para cada una de las demostraciones.
Sea T un operador sublineal y M,, f un operador maximal diadico tal que

w({oerts W@l =) <3 fa (4w,

donde A es a una funcién de Young. Observemos que

uv ({xERd : M>1}) < ww ({xeRd : |T(‘lczﬂ>1,J\~4m)f(x)§%}>

(e s )
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Como el segundo término de la suma en la desigualdad anterior esta controlado, entonces
para obtener una estimacion del lado izquierdo de la desigualdad soélo restaria controlar
el primer término de la suma. Llamamos

6= frew LU gy gy 1),

v

Luego, es suficiente probar que

e ({ ert: UL i, pie) < %}) < cuirius [ A(f)ur+ 5006
(4.2.3)

}) < 20n,Tﬁu’v/A(]f|)uv,
y en consecuencia

uv ({x cR? : To@l 1}) < 2cn,szu7v/A(yf|)uv.

v

pues entonces

N —

w ({x eR? : M}M > 1, My, f(z) <

4.2.1. Demostracion del Teorema 4.1.1

1. Operadores de Calderon-Zygmund
Probaremos la primer parte del Teorema 4.1.1 para el caso de operadores de Calderén-
Zygmund. Teniendo en cuenta el resultado de dominacién sparse (ver Teorema 2.3.1,
Capitulo 2) que establece: Si T' es un operador de Calderén-Zygmund entonces existen 3"
familias e-sparse contenidas en 3" reticulados diddicos D; tal que

Tf(2)] < cnre ZAS (1F1) ()

donde )
Asi@) =Y o | rwne). (4.2.4)
Qes Q
Luego, es suficiente probar el teorema para el operador sparse As, donde S es una familia
g—sparse contenida en un reticulado diddico D.
Sea G = {% > 1} \ {ME(f) > 3}, donde el operador maximal M7, estd definido
como

D = Su ! uv
MR = s o | ) )

donde el supremo se toma sobre todos los cubos () pertenecientes a un reticulado diadico
D, y también supongamos que f > 0y || f|lz1ww) = 1. Entonces por la observacion que
hicimos antes, es suficiente probar que

w(G) < eppluv]a,, [u]a, log (e + [uv]a [u] 4, [U]Ap(u)) + %UU(G).
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Si denotamos g = x¢ entonces

w(@ = [ ()@ = [ ga)w)@ir< [

usando la Definicion 4.2.4 en la 1ltima expresion obtenemos

1
=3 i1 Lmwis [ xater

QeS

-3 Lo s [ st

- U(Q) ! v L r)ulx)ar (uv
=3 o @y gy [ st (@)

como u € Aj, usando la observacién (2.1.1) del Capitulo 2, obtenemos que la ultima
expresion esta acotada por

, 1 1
< Y lula, ol ) s /Q (o) /Q g(x)u(z)dz (w)(Q)

As(fv)(z)

o o) ) )

1 1
< [u]Alc;m /Q ) ) 0)y 5 /Q g(x)u(z)dz (wo)(Q).

Notatnos ()51 = s Jo /() (u0) (@)do ¥ {901 = s Jo o(e)u(e)de.
Luego es suficiente probar que

[u] 4, Z<f>q(f)v1 (9)%1“”(@)
QES
1

< Cppluv]a[u]a, log (e + [uv]a, [u]a, [V]a,w) + §uv(G).
Dividimos la familia sparse como sigue: Sea ) € Sy ;, k, 7 > 0 tales que
277 < (f)gr <27,
275 < (g <27,
Llamamos

Skj = Z (NE1(9)61(uw)(Q).

QESy,;

Afirmamos que, dependiendo de como estimemos

o cn2 Fluv]a,,
Sk = —jok(p—1)
Cnpluv] a [V] 4, w2772 uv (G) .

Para la estimacion superior argumentamos como sigue: Usando el Lema 4.2.2 para
A(t) =ty uv € A, podemos asegurar que existen conjuntos Eg C @ tales que

S v, (@) < [eafuv]a]

QESy,;
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1
()@ fllatwra = )(@) s 5 /Q fuv = /Q puosd [ g

Luego si usamos que (g)% ; < 2% obtenemos

W= 2 NBsm@ <2t Y / fuv(uv)

QEsk’j QES
<4.27F Z fuv
@ES)ik (4.2.5)
=4.27F Z XEquv
R QES; i

< cn[uv]AOOZk/ fuv = cp[uv)a 27",

donde en la tltima igualdad usamos que || f|| 1 (u) = 1.

Para la estimacion inferior usamos (f)¢; < 277y (g)&, < 27" junto con el Lema 4.2.3,
de este modo obtenemos

spj < 27727k Z uv(Q)

QES]',;C

< cplu]a 27727 uw U Q
QES; i

< coluv]a 2727 w0 ({x € RY : Myg > 27471}).

Como v € A,(u), usando el Lema 4.2.5 resulta que

1
1 / <[U]Ap<u> / )
gu < quv | .
u(@) Jo w(Q) Jg
Teniendo en cuenta esta ultima desigualdad y la forma en que dividimos la familia sparse
resulta que

S =

kafl

< u(lQ) /qu < <%E—g“;/@guv>; < ([v] 4, Mung) ",

275 < Mug < ()4, Muwg)”

entonces

S =

de donde obtenemos
9~ kp— p[] ()<ng
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Luego, utilizando el Lema 4.2.4
Sk < cn[uv]Am2_j2_kuv ({x eR" : M,g > 2_k_1})
< cpuv]a 27727 uw ({x eR" : My,g > 2_kp_p[v]:‘1(u)}>

P

< cn[uv] ag [V] 4,272 2FHP / guv
Rn
< Cnpluv]a [v]a,0277 25 Vuw (G).

Luego, combinando ambas estimaciones para sy, ; resulta

i Do

k=0 7=0

Z Z min {c, 27 [u] 4, [wv] 4, cnplt] 4, [uv] s, [V] 4,27 27200 (G) }

k=0 7=0

| N

w(G)

IN

Ahora, sélo nos resta estimar la doble suma, para ello usamos el Lema 4.2.1 con

Y1 = cnlula, [uv]a,

Y2 = Cn,p[u Ay [U/U]Aoo[ ] Ap(u)s

d=p, B=uv(G), pr = ps =0y~ = 1. Luego, el teorema queda probado.

2. Integrales singulares rough
Para la demostracién del Teorema para el caso de operadores integrales singulares rough
T vamos a seguir con la misma técnica que utilizamos para el caso de operadores de Cal-
derén-Zygmund. Fijamos un reticulado diddico D, por el Teorema de los Tres reticulados,
existen 3" reticulados diddicos D;, j = 1,...,3" tal que

gn
(3Q : Qe Dy =D,
j=1

Sea G = {TQ JZU > 1} \ { %} , donde F = U?;Dj y y el operador maximal

M7 (f) estd definido como

1
MZ,(f)(x) = sup /fy uv)(y)dy,

(D@ = s s [ 17wl
donde el supremo se toma sobre todos los cubos ) en la famila F. Vamos a suponer
también que || f]| 21wy = ||| zoosn-1) = 1. Luego es suficiente probar que

1

w(G) < eppluv]a[ua [u]a, 1og (e + [uv] a [u] an, [u]a, [V] 4, ) + Fuv(G).

Denotamos g = x g entonces

[P ) ey
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Sea s =1+ con 7, > 0. La siguiente desigualdad se verifica:

w(GNQ) WGNQ)\?
) Sz( u(@) ) | (426)

En efecto, aplicando la desigualdad de Holder

1
2Tn[u] Ay’

L — b i
w(GNQ) meQ A _ meQu2 P - fQu2 Tl w2 xang

w(Q) () - (@
< (fQ “Hmy (fcz XG“Q“)E _ (u(Q))? (fcz “Hmy (“(GHQ))é
= @ (Q) 1 @ (Q) u(Q)
w@)FQI (b fgu ) (u«;m@));
- w(Q) W@ )

ahora usando la desigualdad Reverse Holder, la ultima desigualdad queda estimada por

(u(@))? Q|2 (u\g>)2 ey (um@);

=7 ) u(Q)
(@) T Q) T (u<G n @))5 Q) QI (u<G n @))%
u(Q) uw(@Q) ui(Q) uw(@Q)
Sélo resta ver que w@yeI— < 1, la cual es una consecuencia inmediata de la siguiente

u(Q)
estimacién (que resulta de aplicar la desigualdad de Holder):

IQI/ (|Q|/ )1 s> 1, (4.2.7)

a partir de la cual obtenemos u*(Q) > (u(Q))*|Q|'"*, y de este modo queda probada la
desigualdad (4.2.6).

Para la siguiente estimacion usamos el resultado de dominacion sparse para operadores
integrales singulares rough (Teorema 2.3.1) y la Observacién 2.3.3:

w(G) < /n To(fv)(z)gu(x)dx

S Cn,QS/Ag(fa gU)
1 A
DS o fu |(@/Q|gu|) Q)

leES )
@ )

:chsZ Z/'f' ( QI u(
i@ )

m= lQeS
(@)
(

cngsz Z/If\v(
GnN
)

o

m= 1Qe$

)
S 3 [ (S2)

m=1QeSm

uS
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Comou € Ay s =1+

2Tn[u]
s =~ [u] ... Teniendo en cuenta estos hechos junto con la desigualdad (4.2.6) y u € A,

resulta que

w(G) < cnolu 21/8;1% /If! « (Wig)@)i
:Z w@ o <u(f(8)®);suv<@>
Z s gty | 170 (M952) o
v <@/@g?su>zsuv@).

Si notamos (/)81 = sl Jo @) w0)(@)de v (0)a, = (g7 oo™ (@)ul@)dr) ™, Ta
ultima desigualdad nos queda expresada

entonces u satisface la desigualdad reverse Holder y

_CnQ

3n

<o Z

m=

uv(G) < ¢, olula[u]a, Z Z QQSUU(Q)

m=1QeSm

Es importante observar, antes de continuar con la demostracién del Teorema, que
necesitamos sacar los cubos de la familia sparse donde la funcién maximal es grande,
usando solo una funcién maximal. Por el Lema 4.2.4, al elegir M evitamos la dependencia
sobre la constante duplicante de la medida uvdx si hubiéramos utilizado M,,.
Continuando con la demostracion, es suficiente probar que para cada m,

chalulalula, Y (NEH9E2u0(Q)

QESm

< ¢ qpluv] ag[u an [u]a, log (e + [uv]a [u] a [u] a, [V]a, ) + uv(G).

2-3"
Fijamos m, por razones de simplicidad, denotamos S,, = §. Teniendo en cuenta la defi-
nicién del conjunto G, al sacar el conjunto donde M7, (f) > %, podemos dividir la familia
sparse S como sigue: Sea () € Sy, k,j > 0 tales que

27 < (flgh =27,

275 < {ghhas < 278

Definimos

sk = > (HE19)b2uv(Q).

QESk,;

Afirmamos que, dependiendo de como estimemos

Cn2_k[UU]A007
kg = —jo(2ps—1)k
Cnpluv] A, [V] 4, () 2772 w (G) .
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Para la estimacion superior argumentamos de la misma forma que como lo hicimos en
(4.2.5). Para la estimacién inferior, usamos el Lema 4.2.3,

skg < 27278 > w(Q)

Q€S

< cplun] 4 2772 Fuw U Q
QES; ik

< e [uv] 4, 2772 Fuw ({:c eR™ : (M, )2% > 2%4}) .
Por hipétesis v € A,(u), usando el Lema 4.2.5 resulta que

(ﬁ /Q ngu) i = ([Zﬁg; /Q QQSuv) 5 .

Teniendo en cuenta esta ultima desigualdad y la forma en que dividimos la familia sparse
resulta que

Tkt L 28 g [U]AP(“) 2s )Qip 25\ 757

entonces

2_k_1 < (MquS)i < ([U]Ap(u)MungS)@7

de donde obtenemos
2= 2spk— 23p[ } () < Muvg Muvg

Luego, utilizando el Lema 4.2.4

< en[uv] 4, 2772 uw ({x ER" 1 (M,g)* > 2”“71})
j 1

< cplun] 4 2772 Fuw ({x R+ ([0]4y 0 Mung) ™ > 271971})
< enfuv] 4 2772 uw ({x €R" : My,g > 27 2Pk 2sp[U]Ai(u)})
< ] a 0], 2 7207 Vo (G)

Combinando ambas estimaciones resulta que

chalulalula, Y (AE9)b2:u0(Q) = chglulaclula ) Z Sk.j

QeS

<33 min {2 e, 2 720 (6))

k=0 j=0

donde Ky, = [uv]a_ [u]a [u]a,-
Finalizamos la demostracién usando el Lema 4.2.1, con 1 = ¢, gKuw; Y2 = Cr 0 pFuv[V] A, ()

B=uv(G),d =2ps,y=3"y p1 =ps=0.
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4.2.2. Demostracion del Teorema 4.1.2

1. Operadores de Calderon-Zygmund
Para la demostracion vamos a seguir con la misma técnica que utilizamos para la demos-
tracion del Teorema 4.1.1, luego es suficiente probar el resultado para un operador sparse
As.

Sea G = {% > 1}\{Mf(f) > %}, donde el operador maximal M?P est4 definido
como

M (f)() y)dy,

Qar
donde el supremo se toma sobre todos los cubos Q pertenecientes a un reticulado diadico
D. También suponemos que f > 0y || f|11(uw) = 1. Luego es suficiente probar que

uv(G) < enp[vla, [V]as [u]a, ) log (e + [wv]an [v]a, [u] 4, w) + %UU(G)-

Si denotamos g = x¢ entonces

(@) = [()@)dr = [ g@)u)@de < [ AU g0 00 ()
G n no o(z)

usando la definicién (4.2.4) en la ultima expresiéon obtenemos

—Z|Q|/fv dy/R Xo()g(w)ula)da

Qes
/f ’Q‘>/g(x)u(x)dx

como v € A, usando la observacién (2.1.1) del Capitulo 2, obtenemos que la dltima
expresion esta acotada por

<y ! /Q F@)o(y)dy[o]a, inf v(z). /Q g(x)u(z)ds

QES

QeS U(Q) e
< v fly (x)uv(z)dz
v S 1 /
<ih s / Pty / g@)u(e)dz (w)(Q).
Notamos (f)&l = ﬁfQ f(x)v(z)dz y < w(Q) ng

Luego es suficiente probar que

[v] 4, Z<f>lé1<9>gluv<Q>

QeS

< npltln o) lasco Tog (e + [utla o], [l ) + 5u0(G).
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Dividimos la familia sparse como sigue: Sea @) € S ;, k,7 > 0 tal que

27971 < <f>Q1<2 7

Llamamos

Skj = Z (/)41(9)G1uv(Q).

QESy,;

Afirmamos que, dependiendo de como estimamos los promedios

—k
o, < {cnz [0 )4

Cnluv]a 27 uv(Q).

Para la estimacion superior argumentamos de la misma forma que como lo hicimos antes:
Por el Lema 4.2.2 para A(t) =ty v € Ay, existen conjuntos Eg C @) tales que

/fv§4 o
Q Eq

donde EQ CQy

Y X, (@) < Tealo]al].

Qesk \J

Luego, si usamos que (g)&’; < 27" obtenemos

s = Y Noalgn(@ <2 Y "9 / fv

QGS}CJ‘ QES

<42’“ZW

QES; i

<42kz vau

QES; k

Como por hipétesis u € A;(v) entonces M,u < [u]4,u(x), luego usando que || f|| 11wy = 1
la dltima desigualdad queda estimada por:

< 4 - Q_k[u]Al(v) Z ) fUU

Qes; ;Y Fa
=4. 2k[u]A1(v)/ Z Xg. fuv
Rn QGSj,k Q (428)
< cn2_k[u]A1(v) (V] Ao, fuv.
Rn

= 2 "), () [V] 4 -
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Para la estimacién inferior, usamos (f)g, < 277 y (9); < 27%. Ademds, como por
hipétesis v € A1 y u € A;(v) resulta por el Lema 2.1.7 que uv € A, luego usando el
Lema 4.2.3 tenemos

Skj < 27927% Z w(Q)

QES; i

< cpluw]a 2772 uw U Q
QES; i

< epluv] 4 27927 uw ({z € R™ © ME(g) > 275711).
Ahora usando el tipo débil (1,1) de M, (Lemma 4.2.4)
< bl 7w (o € B 1 M2() > 21))
< Cn[uv]AooQ_jQ_kaH/ guv

< cpuv]a 277 un(Q).

Combinando ambas estimaciones para sj ; resulta

oo o0

Aplicando el Lema 4.2.1 con

Y1 = ca[v]a, [V]ac [Wa,w) Y2 = calv]ag[uv]ag

d=1,8=uv(@),y=1y p1 = ps =0, finaliza la demostracion.

2. Integrales singulares rough
Fijamos un reticulado diddico D y sean D;, j = 1,...,3", los conjuntos obtenidos usando
el Teorema de los Tres reticulados. Llamamos

6= {2 Jazin > 5},

donde F = U?ile y el operador maximal M7, (f) esta definido como antes. Nuevamente,
por las razones que ya expusimos, elegimos al operador M7 (f) en lugar de M, f. Ademés,
supongamos que f > 0y || fllzt(u) = ||| zeo(sn-1) = 1. Luego es suficiente probar que

wo(G) < cngrplutla [ola, iy o] og (e + [ula. [olay) + Suv(G).

2
/ TQ(fU)M)g

v

Observemos que

w(G) <

/n To(fv)ug
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donde g = xqg. Luego para s = 1 + W’ con 7, > 0 y argumentando como en la

demostracion del Teorema 4.1.1 resulta que

(@W)(GNQ) _  (uw(GNQ))*
W@ = ( w(Q) ) ' (4.29)

Luego, usando la dominacién sparse y s’ ~ [uv]4_,, tenemos

w(G) < < cr08'A(f, gu)

[ Tt @guteis

Como v € A; resulta que la ultima expresion esta estimada por

< enaluv]a,fv Alz Z / (|22| /(qu)s> Q|

m=1 QESy,

ol 3 Y TR (@ / swr) (52 1

m=1QeSn,

m=1QeSn,

» =

Teniendo en cuenta (4.2.9) y aplicando la desigualdad Reverse Holder ya que uwv € Ay
resulta

() < coplitlaobla Y Y s 5| (%);&W@

m=1 QESn,

Si notamos (o1 = )fQ r)dr y (9)Eas = ng r)dr, la tltima
desigualdad queda expresada

< epaluv]a, [v]a, Z Z (9)&as) = uv(Q).
m=1 QESy,

En consecuencia, es suficiente probar que para toda familia sparse S,,,

coaluolacvla, S (b ((9)51) 2 u(Q)

QESM

< cnaluv]a[v]a, [u]a, @) [v]as, log (e + [uv]a, [v]a,) +

5 3nuv(G).
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Fijamos m y por simplicidad denotamos S,, = §. Dividimos la familia sparse S como
sigue: Sea @) € S5, k,j > 0 tal que

2_j_1 < <f>vQ,1 S 2_j7

27" < (9)G2s < 27",

Llamamos

st = 3 (N (9)82) % w(Q).

QESk,;

Afirmamos que dependiendo de la forma en que estimemos

Spi < 2 [u] 4, () [V] A
T enuv] 4L 2722w (@)

Para la estimacién superior reiteramos lo que hicimos para obtener (4.2.8). Para la esti-
macién inferior usando el Lema 4.2.3,

spj < 27727k Z uv(Q)

QES; i
= cluv]s 27727 uw U Q
QES; 1

< calwla 272w ({r € R ¢ (MRg)E > 277Y).
Como v € Aj(u), teniendo en cuenta los Lemas 4.2.5 y 4.2.4,

Coluv] 427927 uw ({z € R® + ME g > 2720411
Cn[uv] 4, 2772722 Dy (@)

cn[uv) A 277277 2% 0w (G) .

ININ TN

Combinando ambas estimaciones

cnoluv]a [v]a, Z<f>%1 (<9>7(5}1)% w(Q) = cpoluv]a [v]a, Z Z Sk,j

QES k=0 j=0

< Z min {c,.0uv]a [v]a, [l 4, ) [0] 4. 27F, croluv)d_[v]4,2772%2 w0 (G) }
k=0 j=0

Finalizamos la demostracion usando el Lema 4.2.1 con

N = cnoluv]a [Vl [Ula o [V]a., 72 = aneluv]d[v]a,,

B=uv(G),6=2s,7v=3"y pr=ps=0.
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Capitulo 5

Estimaciones cuantitativas en
desigualdades de tipo débil mixta
para Conmutadores

En este capitulo presentamos estimaciones de tipo débil mixta cuantitativas para Con-
mutadores de operadores de Calderén-Zygmund. La aproximacion a los problemas se basa
en los resultados de dominacién sparse obtenidos en [LOR-R17] y en [[-FR-R17], asi como
el enfoque en [LiPR-RR18]. Todos los resultados de este capitulo se pueden encontrar en
[CR-R18].

5.1. Introduccioén y principales resultados

Berra, Carena y Pradolini obtuvieron en [BCP17] la siguiente estimacion de tipo débil
mixta para Conmutadores de operadores de Calderén-Zygmund, cuando el simbolo per-
tenece a la clase BMO:

Teorema 1(Berra, Carena y Pradolini). Sean u,v pesos tales que uw € Ay y v €
Ax(u). Sea T un operador de Calderdn-Zygmund y b € BMO. Entonces para todo t > 0:

o ({reme (BT 1) o [ o (10050Y

(Y

donde ®(t) = t(1 + log™ t).

El resultado anterior fue el punto de partida para que luego probaran por induccion una
desigualdad andloga para Conmutadores de orden superior de operadores de Calderén-
Zygmund T, denotados por T;", para un entero no negativo m y definido por induccién
como sigue: T = Ty T = [b,T™'], donde b € Oscexpr € BMO y m > 1. El resultado
que establecieron fue el siguiente :

Teorema 2(Berra, Carena y Pradolini). Sean u,v pesos tales que u € Ay y v €
Ao (u). Sea T un operador de Calderdn-Zygmund y b € BMO. Entonces para todo t > 0
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y para todo entero positivo m:
uv ({x eR™ : w’ > t}) <C| 9, <M) u(z)v(z)de,
RTL

v(x t
donde ®,,(t) = t(1 +log* t)™.

La prueba de nuestros resultados estda basada en controlar puntualmente a los ope-
radores Conmutadores por operadores Sparse, siguiendo las ideas de Lerner, Ombrosi y
Rivera-Rios en [LOR-R17], la cual nos permite obtener un resultado que no sélo da una
nueva demostracion del Teorema 2 de Berra, Carena y Pradolini sino que ademas propor-
ciona una estimacion cuantitativa.

El primer resultado que establecemos es el siguiente:

Teorema 5.1.1. Sean u € Ay yv € Ay(u) para algin 1 < p < oco.

St T es un operador de Calderon-Zygmund y st m es un entero positivo, v > 1 y b €

OSCexp v entonces
Tm f b mSC ™
uv ({x eR" : ‘M > t}) < Cn,pF%/ Om (M) v (5.1.1)
RTL

(%
donde
m N\ T 1k et s
07, = S fuayfwo] sl log (e -+ ]y [wol 7 [T (o]ay )
h=0

y ®,(t) =t (1+log™(t))".

En nuestro préximo resultado suponemos que v € A; y y u € Aj(v). No es dificil
comprobar que las condiciones anteriores sobre los pesos son equivalentes a suponer que
u € Ay y v € Aj(u), en consecuencia no hay ganancia en términos de la medida de la
clase de pesos considerados. Sin embargo, al igual que para el caso de los operadores de
Calderén-Zygmund y de los operadores rough, recobramos la mejor estimacién conocida
para el caso particular en que v = 1.

Teorema 5.1.2. Siv € Ay yu € Ay(v). Si T es un operador de Calderdn-Zygmund y si
m es un entero positivoi, 1 > 1 y b € OsCexprr entonces

Tm b mSC '
uv ({x e R" : ‘M > t}) < Cn,pFTﬂ,/ Pm (M) uv (5.1.2)
RTL

v
donde
m h m—h h m—h 1+%
07, = Yol feli [ovl 3 [ulayofvla log (e + [o]a ol _fuel T )
h=0

y ®,(t) =t (1+1log™(t))".
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5.2. Demostacion de los Teoremas

Ahora observemos que el Teorema 5.1.2 nos permite obtener la siguiente estimacion
cuantitativa, cuando v = 1, como un caso particular de la que obtuvieron Ibanez-Firnkorn
y Rivera Rios en [I-FR-R17], cuando el simbolo tiene mejores propiedades de decaimiento
local que las funciones BMO:

m b TOnsc L"
u(fe R TP > ) < coplulaful} g e+ [u)a) [ @ (W) !
(5.1.3)

N. Accomazzo mostré en [A18] que si el Conmutador de una integral singular es de tipo
débil (1,1) entonces b € L*>® y que la estimacién Llog L, introducida por C. Pérez en
[Per95], implica que b € BMO. Teniendo en cuenta esos resultados nos preguntamos si la
condicién b € OScexp 1+ debiera ser una condicién necesaria para que se cumpla (5.1.3) al
menos en el caso en que v = 1.

5.2. Demostacion de los Teoremas

Para la prueba de nuestros resultados utilizaremos la misma técnica que empleamos
en el Capitulo 4 para la estimacion de los operadores de Calderén-Zygmund y de los
operadores integrales singulares rough por operadores sparse. También seran necesarias
las propiedades de los pesos establecidas en el Capitulo 2 y los Lemas del Capitulo 4 de
esta tesis.

5.2.1. Demostracion del Teorema 5.1.1

Teniendo en cuenta el Teorema 2.3.2 del Capitulo 2, bastara con probar las estimacio-
. m,h : .
nes correspondientes para los operadores sparse Ag" (b, f) definidos como:

A2 (b, b(z) —b men Ly e .
) =S [b(x) — bel |Q|/Q| o' Fxo()

QES
Sea
A, fo) () D 1
G_{ ) v(z) >1}\{M (log L) * (u >(f)>§}
[ Xges|b(@) = bol™ " gy Jo 1b = bol" (fv)xq(x) 5 1
B { () e {ML(logL)’rL(uv)(f) ~ 5}'

Supongamos que [|bl|osc,,, .- = 1. Luego debemos probar que

B (/) + Jur(G),

w(G) < Ctpm,h(uav)/ 2

n

donde

h m—h h

Poun(.) = [, ]y )37 Tog (e + [l funl 7 ol )
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Denotamos g = x¢ v usando que u € A; resulta

b(x) — bo|™ "L b—b v x
UU(G):/nXGuUS/nZQeS|() o™ "G Jo 10— bol"(fv)(z)xq ()(w)(x)

o(x)
b= bol"fv [ [b—bo|™"u
QES|@|/ ¢ /

<> /|b—bQ\ fry o =bel

< [ula, /| bl fuv Q)/Q|b—bQ|m_huuv(Q).

QGS

Vamos a estimar cada una de las integrales de la tultima expresién usando la desigualdad de
Hélder generalizada para las funciones de Young A(t) = tlog(e+t) y su complementaria
A(t) = exp(t") — 1, para r > 1 (ver (1.3.5), Capitulo 1), luego como u € Ay, y uv € A
usaremos el Lema 2.1.6 del Capitulo 2, y por 1ltimo [[b]|osc,,, ,» = 1. Entonces la tltima
desigualdad queda estimada por:

< clulay D (1116 = bl lexp 2001 | g 1) oy
Qes

x[[b — bQ|m-h||expm<m-h><u ngn bgL)m:h(w,qu(@))

ﬁ
S P L O T Aol YU 14 OO 1 IOt (o)
QES
h
= clula ool 04T ST ooy 9 2 o (@)
QEeS

Dividimos la familia sparse como sigue: Sea ) € Sy ;, k,j > 0 tal que

277 < g 1 a0 S 27
2757 <9l gy 0 S 2
Luego
Q;S S TN 7 I (o) B Z
donde

Sk,j - Z ||f||L(lOg L)%(u’v),QHgHL(log L) m:h (u),qu(Q)

QESy,;

Afirmamos que, dependiendo de la forma en que estimemos

h
o < enluv]a 27557 [on @u (| f]) uv,
kj S [
7 Crpm U] A, [U]Ap(u)2_3k7hpuv (G).
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5.2. Demostacion de los Teoremas

Para ver la estimacién superior usamos que ||g||L(1 D) w0 S < 27"y el Lema 4.2.2 con

A(t) = ®u(t) = tlog(e + )" y w = uv entonces

d (2041
QI g 0 < 5 . @ (fhue
y
Z XEQ S Cn[ufu]Aoo—I .
Qeskj
Luego
skt 32 [ e
Qesjk
—2 it [ @, (1) Y wgue
Rn

QES; i

Scn[UU]AOOQ_kjﬁ/ Ou ([ f]) uo

n

Para la estimacion inferior usaremos ||f||L(10gL)%(m))’ <277y |g| = 0 <27k
junto con el Lema 4.2.3

< 277k Z uv

QES; i
= cluv]s 2772 uw U Q
QES; 1.
< cafun] 2792 uw ({o € R My 271
< cpluv]a,, uv (€ Log 1) "2 w9

Como v € A,(u) entonces por el Lema 4.2.5

m— < m—
190 0 2272 0 S M9, o o108 2752

luego teniendo en cuenta la forma en que dividimos la familia sparse resulta:

27570 <lgll 9,

<
o <l

m— < M m—
" () [0] 4, ) LP (log )P ™7 (u0),Q = [v] 4y () LP (log L)? 7" (uv)

de donde obtenemos

27kl M - <M m— .
Log 1) "7 ()7 = o4, oy Lo (log LP " () I
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La ultima estimacién combinada con el Lema 4.2.4 nos permite argumentar como sigue:

>2’“})
2 wyd

<l 27w ({e e ®r 0 S

Skj < Culuv]a 2772 Fuw <{x eR": M

L(log L) ™

[U}Ap(u)LP(logL)p T
< Cn,p[UU]AOOQJQk/ [0] 4, () P (2719)" ()
RTL
< Cnpltv] ag V] 4,2 727 P mon (25)7 un(G)

< Cppluv]a[v]a,w?27727 k2kp+p log (6+2k+1) uv(G)

< Cnpm[uv] 4 [V] 4y ()2 P puv(G).

Luego si combinamos ambas estimaciones obtenemos

() < clu [uv]y_[ular S0 sk

k=0 j=0
e B m—h , .
< 3> min {cenpmlula, fuel s Tl []a,002 7250 DR Pu(@),
k=0 7=0

i\;-

I, meh gk
cenlul ol alyD 2 [

Finalizamos la demostracion aplicando el Lema 4.2.1, con

(fhu

h m—h

14-h m—h 1+
N = cenlula [woly ] [ulal Jn @n (D) uo, 72 = cenpmlula,[uv]y [ [ulal, [V]a,w, 6 = p,
ﬁ:U’U(G),"}/Zl,pl _yp2_mhp.

5.2.2. Demostracion del Teorema 5.1.2

Al igual que en la demostracion del Teorema 5.1.1 para la demostracién de nuestro
resultado serd suficiente probarlo para el operador

A2 (b, b—bo|™ " b—b
N =3It |Q|/| o' o

QeS

Sea

o {ZQESIb(@")—bQ!m—h (@) Jo b = bal"(fO)@) 1}\{MD L () %}

v(x)

Supongamos que [|b||osc,,, .- = 1. Es suficiente probar que

w(G) £ epmalu,0) [ @y(1f(@))dz+ 5u(G)

donde

h m—h

Grn (1, 0) = [0]a, W] [uv] 47 [u] 4, ) [0] 4, log (e T [olay [0l [l T ) -
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5.2. Demostacion de los Teoremas

Denotamos g = x¢ v usando que v € A; resulta

B 2 ges 16() = bol" "1 Jo b= bol"(fv)(x)xq(x)
w(G) = / Xauv < / o(z)

|Q‘/‘b_bQ‘ f’l}/‘b—b ‘m h
QES

< [ola /|b bQ|fv/|b bo|™ v

QES

<l Y gy [ 1 bl [ el @)

QES

(uv) ()

QGS

utilizando la desigualdad de Holder generalizada para las funciones A(t) = exp(t") — 1y
su complementaria A(t) = tlog(e + t)i, para r > 1, estimamos cada una de las integrales
de la ultima expresion por

< clelas 3 (1= bl lop im0l Fl oy 1 0
QeS

16 = bl sy orn-m @l gy 1) 22 o, (@)

como v € Ay, y uv € Ay, por el Lema 2.1.6 del Capitulo 2 resulta

h m—h
< lblButy e P 0 BT D 11 0019 o 22 oy 0 20(@)
Qes

h m—h
= clola 1 [00la D ey 091

QeS

m=h (uv%qu(Q).

Dividimos la familia sparse como sigue: Sea @) € S ;, k,j > 0 si

277 < HfHL(logL " (v),Q <27
275 < lgll, Lo )™ (w0 S 27",
Llamamos
515 = 30 U0y 0 90 12 (@)
QESy,;
Entonces

S0 00212 00119 g 1522 “Y S

QES k=0 j=0

Afirmamos que

.h
{cn[um 0] 27557 [0 @n (|f]) uv
Sk < ;

CrpmClu] 4 279 2KV P (@).
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Para ver la estimacién superior usamos el Lema 4.2.2 con A(t) = ®

(t) =tlog(e + ) y
w = v entonces

3=

h
< cqr
QN gt o < 8° [ T2 (D

Q
con
S X, (@) < [ealtla]
Qesk J
’ . —k
Ademas, teniendo en cuenta que HgHL(log 02 (40).0 < 27% yu € A;(v) resulta

Qesk ,J

) w(Q)
= 2 QNN 05112 0019 102 12 )0 010

QESy,;
kit uw(Q) .
< 55 /E @4 (1)) v
[ 1( 2 ]T (I)h |f|
. QEZSJI@/
<c /RQGZS,VXEQ(I):L (L) u

< calulaolla2 5 [ @y (f)u

Para la estimacion inferior, usamos que || f|| <27k

< 277 m—
L(logL)%(U),Q - Y HgHL(logL) r'h(uv),Q -

entonces por el Lema 4.2.3 resulta

D DN 11 FRNON 7 S (o)

Qesk \J

< 27k Z uv(Q)
QES; i

= cluv] 42772 Fuw U Q

QES; i

< cpluw]a 2772 ( reR": MP men g >27FMA )
L(log L) 7 (uv)

por el Lema 4.2.4 la ultima desigualdad queda estimada por
< Cpp[uv] 427927 B (2’““9) wv(G).

m—h
< cp[uv]a, 279272k log (e+25) 7 w(G).
< cnjm[uv]AOOQ_ijm;h wv(Q).
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5.2. Demostacion de los Teoremas

Luego, combinando ambas estimaciones resulta

Finalizamos la demostracion aplicando el Lema 4.2.1, con

m—h

= cealoly ol 03 ool 245 [ @y (1fl)ue

h m=h . Ly m=h
V2 = Cnpm(v]a, [V]4 [uv], L 2772%k
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Capitulo 6

Problemas abiertos y trabajos a
futuro

Dedicamos este ltimo capitulo de la tesis a plantear problemas que ain no han sido
resueltos y que creemos muy interesantes a estudiar en el futuro. Los problemas que
planteamos surgen naturalmente después de investigar resultados conocidos junto con los
que nosotros obtuvimos y que fueron presentados en los Capitulos 3, 4 y 5 de esta tesis.

6.1. La Conjetura Lloglog L

Un problema que atin no ha sido resuelto es determinar si la funcién ¢ (t) = tloglog(e®+1t)
es buena para la desigualdad

wiz €R: [Tf)| > A} < ;/R|f(x)|M¢w(x) iz, (6.1.1)

donde T" es un operador de Calderén-Zygmund y Myw es la funcién maximal para los
espacios de Orlicz definida en (1.6.7).

En el Capitulo 3 enunciamos y probamos el siguiente resultado para la Transformada de
Hilbert.

Teorema 3.1.1 Sea ¢ una funcion de Young function tal que

¢(t)
t—oo tlog log(e® + t)

Entonces para toda ¢ > 0 existe f,w y A > 0 tal que
wir €R:|Hf(z)] > A} > ;/ |f| M w da.
R

Por nuestro teorema sabemos que si ¢(t) es cualquier funcién que es esencialmente
més pequena que la funcién ¢ (t) = tloglog(e® + t) entonces la desigualdad (6.1.1) no se
mantiene. Por otro lado, por el resultado de Domingo-Salazar, Lacey y Rey en [D-SLR16]
sabemos que la desigualdad (6.1.1) se mantiene para toda ¢ de crecimiento mas rapido
que ).

Creemos que un problema muy interesante a estudiar es ver qué sucede con la desigualdad
(6.1.1) en el caso critico ¥ (t) = tloglog(e® +t).
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Capitulo 6. Problemas abiertos y trabajos a futuro

6.2. Algunos problemas cuantitativos en relacion a
las desigualdades de tipo débil mixtas

En relacién a las versiones cuantitativas de las desigualdades de tipo débil mixtas

varios problemas sin resolver quedan ain en la teoria, inclusive para el operador maximal

de Hardy-Littlewood. Concretamente atin no se sabe si es cierta la siguiente Conjetura
planteada en el trabajo de Ombrosi, Pérez y Recchi en [OPR16]:

Conjetura 1. Siu € Ay yv € Ay entonces existe una constante dimensional ¢ tal que

‘Md(fv)

v

< C[U]Al [U}Al ||f”L1(uv) (621)
L1:%° (uv)

Tampoco sabemos si se mantiene la siguiente variante de la desigualdad (6.2.1) para
operadores de Calderén-Zygmund.

Conjetura 2. Si T es un operador de Calderon-Zygmund entonces existe una constante
dimensional ¢ tal que para cualquier w € Ay yv € Ay se verifica

HT(fv)

” < clu]a, [v]a, log[u]a, | /] 22 o) (6.2.2)

L1:%° (uv)

En el caso de la Conjetura 1 en el trabajo [OPR16] se prueba que la dependencia en
las constantes no puede ser mejor que [u]4,[v]4,, en consecuencia, no es posible obtener
un resultado mejor que el que menciona la Conjetura. Por otro lado, Li, Ombrosi y Pérez
en [LiOP17] probaron que la Conjetura es cierta en el caso en que u = v.

Con respecto a la Conjetura 2, el caso u = 1 fue probado y es sharp en los trabajos
[LiOP17] y [LNO18|.

6.3. Algunos problemas en el caso del Conmutador

En lo que respecta a las estimaciones cuantitativas de las desigualdades de tipo débil
mixtas para Conmutadores de operadores de Calderén-Zygmund una cuestién interesante
de ver es de qué forma el factor [uv]4 en la estimacién del Teorema 5.1 puede evitarse.
Nuestra conjetura es la siguiente

oo

Conjetura 3. Sean u € Ay yv € Ay(u) para algin 1 < p < co.

Si T es un operador de Calderon-Zygmund y si m es un entero positivo, r > 1 y b €
OSCexpr €ntonces

Tm f b mSC T
uw ({x e R" : ‘ d (fv)’ > t}) < Cn,prfv/ D m (M) uv (6.3.1)
(% ’ R™ "

donde

m

m m—h m—h 1+%
Oy = Y fulay ), log (e + [ula,[ula [tla,)
h=0

y ®,(t) =t (1+1log™(t))".
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6.3. Algunos problemas en el caso del Conmutador

Otro interrogante que nos planteamos es acerca de qué pasaria con el producto si
u € Ay, v € Ay, es decir, qué se puede probar en el caso en que el producto uv no es
bueno.
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