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Resumen

Una gran parte de los sistemas en ingenieria, y en general, de los fendémenos
encontrados en la naturaleza, estan afectados por retardos temporales. Es decir, que
la evolucién de estos sistemas estd gobernada no s6lo por su estado actual sino por

su “historia pasada”, es decir, estados previos de los mismos.

Cuando este comportamiento se intenta reflejar utilizando un modelo matemaético
adecuado, debe hallarse una aplicacion (una funcion) que permita describir la evolu-
cion de dicho sistema en funcion del estado presente y pasado del sistema. Las denomi-
nadas Ecuaciones Diferenciales Funcionales Retardadas (EDFRs) resultan apropiadas
para desarrollar este tipo de modelos. Estas ecuaciones son mas complicadas que las
ecuaciones diferenciales ordinarias (EDOs), que a menudo se utilizan para modelar
sistemas en ingenieria y otras areas. En general, atin para las EDFRs més simples, las
nociones de espacio de estados, de condiciones iniciales, etc., no son simples de defi-
nir. Normalmente, el estado del sistema pertenece a un espacio infinito-dimensional.
También, las ecuaciones caracteristicas que resultan poseen infinitas soluciones, a dife-
rencia de las ecuaciones caracteristicas que se obtienen para las EDOs. De este modo,
el analisis de EDFRs no es una tarea simple, y requiere el manejo de herramientas que
en general son dificiles de comprender por los profesionales de las ingenierfas. Es por
ello que el desarrollo de técnicas para el estudio de estas ecuaciones, que involucren

conceptos de comin conocimiento a los ingenieros, cobra vital importancia.

En esta tesis, se propone estudiar EDFRs utilizando una técnica analitica basada
en el teorema grafico de bifurcacion de Hopf, que se conoce como Método en Fre-
cuencia (MF). Esta herramienta, en principio se desarroll6 para detectar la aparicion
de soluciones periodicas en sistemas descriptos por EDOs y posteriormente se adapto
para estudiar algunos tipos de EDFRs. Partiendo de estos tltimos avances, se provee
una mejora de la técnica que contempla casos mas generales de EDFRs, permitien-
do el estudio de muchos sistemas de interés. En primer lugar, se analizan distintas
variantes del oscilador de van der Pol sujeto a retardos. Ademaés, como aplicaciéon
principal de los resultados, se desarrolla el estudio de sistemas de control de conges-

tion de datos en internet. Complementando los resultados analiticos con los obtenidos



VI

mediante un programa especifico, se detectan escenarios dindmicos complejos que no
se han reportado antes para estos sistemas.

Por otra parte, se aborda el estudio de sistemas descriptos por ecuaciones a di-
ferencias con retardos, utilizando una variante (ya desarrollada) del MF. Se muestra
cémo en sistemas relativamente simples, la ocurrencia de dinamicas complejas puede
ser provocada (o evitada) manipulando las propiedades del retardo. Se proveen con-
diciones explicitas para la ocurrencia de la denominada resonancia fuerte 1 : 2, que
causa la interacciéon entre bifurcaciones de doble periodo y de Neimark-Sacker.

Por dltimo, se provee también una extensiéon del MF para el estudio de ecuaciones
diferenciales con retardos distribuidos (EDRDs). Si bien estas ecuaciones tienen un
amplio campo de aplicacién en sistemas biologicos, también se han utilizado en redes
neuronales y osciladores acoplados. La variante del MF que se provee para el analisis
de EDRDs constituye una generalizacion de los resultados obtenidos para ecuacio-
nes con retardos constantes. Ademas, el enfoque frecuencial posee ciertas ventajas

computacionales cuando se lo compara con otras técnicas méas cléasicas.
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Abstract

A considerable number of systems in engineering, and in general, of natural phe-
nomena, are affected by time-delays. The evolution of this kind of systems is ruled
not only by their present states but also by their “past history”, i.e., previous states

of these systems.

When we attempt to describe this behavior with a proper mathematical model, we
must find a map (a function) which allows us to describe the system evolution from
its present and past states. The so-called Retarded Functional Differential Equations
(RFDEs) are appropriate for developing such kind of models. These equations are
much more complex than Ordinary Differential Equations (ODEs), which are used
commonly to model systems in engineering and other areas. In general, even for the
simplest EDRFs, the concepts of state-space, initial conditions, etc., are not easy to
define. Commonly, the state of the system belongs to an infinite-dimensional space.
Also, the derived characteristic equations have infinite solutions, in contrast to the co-
rresponding characteristic equations obtained for ODEs. Thus, the analysis of EDFRs
is not a simple task, and requires the command of tools which are in general hard
to be understood by professionals in engineering. For this reason, the development
of techniques for studying such equations, involving common engineering concepts, is
highly important.

In this Thesis, the utilization of an analytic technique called Frequency-Domain
Approach (FDA), based on the graphical Hopf bifurcation theorem, is proposed. This
tool was firstly developed for detecting periodic solutions in ODEs systems, and later
was extended for the study of some kind of RFDEs. Starting from these last advan-
ces, we provide an improvement of the technique which includes more general cases
of RFDEs, allowing the analysis of many systems of interest. In the beginning, dif-
ferent schemes of the time-delayed van der Pol equation are analyzed. Moreover, as
the main application, the study of internet congestion control systems is performed.
Complementing the analytic results with those obtained from a specific program, so-
me complex dynamical scenarios, which are not yet reported for this kind of systems,

are detected.
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On the other hand, the study of systems described by difference equations is cove-
red, through a variant (already developed) of the FDA. Tt is shown how in relatively
simple systems, the appearance of complex dynamics can be provoked (or avoided)
handling the delay properties. Explicit conditions for the existence of strong 1 : 2 re-
sonances, which causes the interaction between period-doubling and Neimark-Sacker
bifurcations, are provided.

Finally, an extension of the FDA for differential equations with distributed delays
(DEDDs) is provided. Despite the fact that these equations are mainly applied in bio-
logical systems, they have been also used in neural networks and coupled oscillators.
The variant of the FDA provided for DEDDs represents a generalization of results
obtained for constant delays equations. Moreover, the FDA has some computational

advantages when compared to more classical techniques.
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Capitulo 1

Introduccion

Muchos de los fenémenos encontrados en la naturaleza estan afectados por re-
tardos temporales, es decir que su evolucion en el tiempo estd gobernada no soélo
por su estado actual sino también por su “historia pasada”, que corresponde a los
estados previos de dichos fenémenos. Para lograr una idea mas clara, consideremos
en primer lugar procesos que nos afectan cotidianamente. Un ejemplo simple es el
de un conductor transitando por una ruta. Ante un imprevisto, el mismo reacciona
maniobrando de acuerdo a una decisién, y esta decisién le insume un cierto tiempo.
Probablemente, cuanto menor sea este tiempo de reacciéon, mejor sera la capacidad
de este conductor de evitar un accidente. En forma similar, los retardos afectan a una
enorme cantidad de sistemas, muchas veces sin ser notados. Pensemos en nosotros
mismos: nuestro cuerpo es un sistema dindmico de una complejidad abrumadora, y
entre la vasta cantidad de procesos que tienen lugar en él, muchos de ellos estan
afectados por retardos. Por ejemplo, el sistema que regula la cantidad de células san-
guineas esta afectado por el tiempo que demoran en madurar las nuevas células que
se producen (Mackey & Glass, 1977). Cuando intentamos mantenernos erguidos de
pie, utilizamos un sofisticado sistema de control, que sensa la desviacién respecto de
la posicion vertical, procesa esta informacion y utiliza los miusculos y la estructura
Osea para generar las fuerzas necesarias en nuestras articulaciones para evitar que
caigamos. Por medio de estas acciones, logramos mantener la posiciéon de equilibrio
vertical, o en forma equivalente, logramos que esta posicion sea estable. Sin embargo,
dicha accién de control no es instantanea: se tardan alrededor de 40 ms en sensar la
desviacién, esta informacion demora entre 27 y 37 ms en la corteza cerebral y ademéas
se necesitan entre 3 y 13 ms para procesar una decision (véase Masani et al., 2008,
complementando con Sipahi et al., 2011). Seria l6gico pensar que un incremento en
los retardos mencionados puede deteriorar el comportamiento de este sistema de con-

trol. Por ejemplo, si demordramos 10 s en sensar y/o actuar sobre nuestra posicion
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vertical, probablemente nunca podriamos mantenernos de pie.

El efecto de los retardos se ve reflejado, en general, en la mayoria de los sistemas
de control. En el contexto de aplicaciones en ingenieria, el control refiere a intentar
que un sistema fisico (un circuito eléctrico, una reacciéon quimica, un brazo robético,
etc.) se comporte de forma deseada. Esto se realiza mediante acciones analogas a las
mencionadas en el dltimo ejemplo. Es decir, se necesita medir (sensar) una o maés
variables de interés, tomar una decision de control y actuar en forma conveniente
sobre un sistema, para lograr cierto objetivo. Todas estas etapas (en mayor o menor
medida) demoran un cierto tiempo en llevarse a cabo. Dependiendo de la aplicacion
especifica, de la magnitud de estos retardos, de la velocidad con que evoluciona el
sistema que se intenta controlar, etc., muchas veces los efectos de los retardos pueden
no ser determinantes y suelen despreciarse cuando se disena el sistema que realizara
el control. Sin embargo, éste no es el caso general, y a menudo los retardos tienen con-
secuencias severas sobre el comportamiento de estos sistemas de control. Los efectos
de los retardos pueden ser dominantes en la dinamica, causando fenémenos complejos
indeseables en los sistemas de ingenieria, por ejemplo, en maquinas de corte (Bala-
chandran, 2001), control de trafico en autopistas (Safonov et al., 2002), sistemas de
potencia (Milano & Angel, 2012), etc. Una pregunta logica es: ;Los retardos siempre
deterioran a un sistema dado? Curiosamente, la respuesta es no. También existen apli-
caciones en las cuales se pueden obtener beneficios de los retardos. Uno de los aportes
méas importantes en este aspecto se debe al trabajo de Pyragas (1992), que impulso
toda una corriente de investigacion en lo que se conoce como TDFC (“ Time-delayed
feedback control”). La técnica consiste en introducir retardos en forma intencional en
el esquema de control, y ha dado lugar a una gran cantidad de aplicaciones (Bleich
& Socolar, 1996; de Souza Vieira & Lichtenberg, 1996; Just et al., 1997; Atay, 1998;
Chen et al., 1999; Kim et al., 2001; Pyragas, 2001; Wang et al., 2001; Hu & Wang,
2002; Pyragas et al., 2004; Just et al., 2007; Scholl & Schuster, 2008; Larger & Dudley,
2010).

Entonces, es necesario conocer en profundidad cémo actian los retardos sobre el
comportamiento dindmico de un sistema, para intentar mitigar sus efectos cuando los
mismos son perjudiciales, y para sacar provecho cuando resultan beneficiosos. Para

ello, en primer lugar es necesario desarrollar modelos matematicos adecuados para



analizar los sistemas en cuestion.

En un sistema con retardo la transicion hacia estados futuros estd determinada
por el estado del sistema en tiempos pasados y posiblemente por el estado actual
del mismo. Si este comportamiento se intenta reflejar en un modelo matemaético,
debe hallarse una aplicacion (una funcion) que describa la evolucion del sistema (la
derivada temporal de sus estados) en funcion del estado presente (el estado en un

instante “t”) y pasado del mismo (el estado en instantes previos a “t”).

Las Ecuaciones Diferenciales Funcionales Retardadas (EDFR) (Hale & Verduyn Lu-
nel, 1993) brindan una herramienta adecuada para abordar este problema. El analisis
de las soluciones de estas ecuaciones no es una tarea simple, y requiere conocimientos
de herramientas que en general son dificiles de comprender y de aplicar por los profe-
sionales de las ingenierias, que muchas veces se ven limitados a la hora de lidiar con
este tipo de problemas. Si el sistema dado no posee retardos (en forma equivalente,
si los retardos son nulos), la EDFR se reduce a una ecuacion diferencial ordinaria
(EDO), y en este caso las técnicas de andlisis se simplifican enormemente. Por ejem-
plo, para una EDO de orden n, la condicién inicial que permite hallar una solucién
pertenece a un espacio de dimensiéon n. Ademaés, la estabilidad de una solucion de
equilibrio estd determinada por los n autovalores de la matriz de linealizacion co-
rrespondiente (Strogatz, 1994). En cambio, como se ampliara en la Capitulo 2, para
una EDFR, la “condicién inicial” se halla en un espacio infinito-dimensional. Anélo-
gamente, la estabilidad de una solucién esta determinada por un espectro de infinitos
autovalores. Inclusive debe definirse cuidadosamente cual es el “estado” del sistema
en un instante dado, y cudl es el espacio en el que se encuentra dicho estado (Hale &
Verduyn Lunel, 1993; Smith, 2010). Por otra parte, los textos que tratan las EDFR
con aplicaciones a ingenieria son relativamente escasos (véase Stépan, 1989; Hu &

Wang, 2002) comparados con la contraparte que se tiene para las EDOs.

El estudio de bifurcaciones consiste en conocer los distintos comportamientos que
puede tener un dado sistema, y detectar los cambios que sufre este comportamiento
cuando se varian los parametros de dicho sistema. En este sentido, las herramientas
de anélisis mas difundidas se desarrollaron originalmente para EDOs y posteriormen-
te fueron extendidas para EDFRs. Entre éstas se pueden mencionar la reduccion a

la forma normal (Faria & Magalhaes, 1995), la teoria de promediacion (Lehman &
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Weibel, 1999), los métodos de multiples escalas (Das & Chatterjee, 2002), de per-
turbacion incremental (Chung et al., 2006) y de homotopia (Shakeri & Dehghan,
2008; Bel & Reartes, 2012). En lo que sigue, haremos referencia a estas técnicas como
formulaciones en el dominio tiempo.

En esta tesis, se propone utilizar una técnica basada en el teorema de bifurcaciéon
de Hopf grafico (Mees & Chua, 1979; Mees, 1981; Moiola & Chen, 1996). La ventaja
mas inmediata de este enfoque, es que se utilizan herramientas que en general son
conocidas por los ingenieros, como son la transformada de Laplace, el método de ba-
lance de armoénicos y el criterio de estabilidad de Nyquist. Esta formulaciéon consiste
en plantear la ecuacion diferencial en forma de un sistema lineal con una realimenta-
cion no lineal', representar la parte lineal con una funcién de transferencia utilizando
la Transformada de Laplace, y hallar funciones caracteristicas complejas que permi-
ten estudiar la dindmica del sistema. Haciendo referencia a esta formulacion, diremos
que la misma corresponde al dominio frecuencia. El origen de la técnica puede si-
tuarse en el desarrollo de Allwright (1977) para sistemas de una entrada y una salida
(SISO), que més tarde fue ampliado en el contexto del control multivariable con el
nombre del teorema de bifurcacion de Hopf gréafico (Mees & Chua, 1979; Mees, 1981)
para el estudio de oscilaciones en sistemas descriptos por EDOs. Por otra parte, para
sistemas con retardos o EDFRs, el analisis de estabilidad basado en el principio del
argumento fue utilizado por primera vez por Tsypkin (1946) para sistemas de una
entrada y una salida. Como se ha mencionado, los retardos temporales afectan a un
sinntimero de sistemas en ingenierfa y se conoce que los mismos favorecen la aparicion
de oscilaciones y otros fenomenos complejos (Stépan, 1989; Hu & Wang, 2002). Por
ello, la técnica de Mees & Chua (1979) se extendié de manera natural para resolver
estos problemas (Moiola et al., 1996; Moiola & Chen, 1996). Este fue el punto de
partida para el desarrollo de esta tesis.

La técnica se perfecciond para el anilisis especifico de EDFRs, como se vera en el
Capitulo 4. Utilizando esta mejora de la metodologia, se han analizado diferentes
esquemas del oscilador de van der Pol sujetos a retardos, para los cuales se han deter-

minado los diagramas de bifurcaciones (diagramas que muestran el comportamiento

1 Otras técnicas que parten de representaciones similares son el método de la funcién descriptora
y los criterios del circulo y de Popov (véase el Cap. 5 de Vidyasagar, 1993 y el Cap. 10 de Khalil,
1996).



que exhibe el sistema para cada combinacion de parametros) y se han obtenido apro-
ximaciones de la amplitud y frecuencia de las oscilaciones que exhiben estos modelos

(estos resultados se hallan también en Gentile et al., 2012b).

Como aplicacion de los resultados del Capitulo 4, se presenta el estudio de al-
goritmos de control de congestion de datos en internet. Esta tematica representa un
problema de actualidad, como puede apreciarse de acuerdo a las numerosas contribu-
ciones que se han generado en los tltimos anos (Misra et al., 2000; Hollot et al., 2002;
Ranjan et al., 2004; Srikant, 2004; Raina & Heckmann, 2007; Rezaie et al., 2010; Liu
et al., 2012) para mencionar s6lo unos pocos trabajos. El control de congestion de
datos se realiza utilizando dos mecanismos que cooperan para este fin. Uno de ellos es
efectuado en general por el transmisor, teniendo en cuenta informacion proveniente
del receptor, sin considerar los nodos intermedios involucrados en el flujo de los da-
tos. El otro mecanismo actia en forma preventiva auxiliando al primero, detectando
la congestion en dichos nodos intermedios. Gracias al trabajo de Misra y colabora-
dores (2000), se cuenta con un modelo denominado “fluid-flow”, que esta dado por
un sistema de EDFRs, v que permite estudiar su comportamiento por medio de la
formulacion dada en el Capitulo 4. Complementando los resultados analiticos con los
obtenidos con el programa DDE-BIFTOOL (Engelborghs et al., 2001), se han obte-
nido resultados novedosos acerca de dicha dindmica, como se detalla en el Capitulo 5

(estos resultados también se encuentran en Gentile et al., 2012a).

Otro tipo de sistemas que resultan de interés son los sistemas discretos (SD), los
cuales estan descriptos por las denominadas ecuaciones a diferencias. En este tipo de
modelos el tiempo no se considera una variable continua sino que toma valores enteros.
Ademaés, muchas veces, dado un sistema continuo, sélo se conocen los valores de las
variables en instantes discretos de tiempo, por lo que puede considerarse un modelo
discreto o una discretizacion del modelo continuo (por ejemplo, en sistemas mues-
treados). En algunos casos resulta mas simple analizar un sistema discretizado que la
correspondiente ecuacion diferencial que gobierna la dinamica del sistema continuo.
Esto es mas evidente para sistemas con retardos, pues los SD resultan de dimension
finita aunque posean retardos, a diferencia de lo que ocurre con las EDFRs, donde atin
una ecuacion con derivadas de primer orden y con un retardo simple en general resulta

de dimension infinita (véase el Cap. 3 de Bellman & Cooke, 1963). Aunque existen
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diferentes formas de discretizar un sistema continuo (véase, por ejemplo Mohamad &
Gopalsamy, 2003), en general el retardo puede aproximarse con el agregado de varia-
bles adicionales que hacen las veces de una cadena de retardos (véase Vaccaro, 1995).
Por otra parte, la dinamica de los SD resulta de interés pues esta relacionada con el
estudio de estabilidad de o6rbitas periodicas en sistemas de EDOs y EDFRs (Seydel,
2010). Es por ello que en el Capitulo 6 de esta tesis se considera el estudio de SD con
retardos. A partir de un modelo general de un SD escalar, se estudian los efectos de
un tipo de control (Buchner & Zebrowski, 2000) y se muestra que el comportamiento
del sistema controlado depende fuertemente del retardo que se emplea en la reali-
mentacion. Ademas, se determina que para combinaciones dadas de los pardmetros,
aparecen dindmicas complejas, como por ejemplo las denominadas resonancias fuer-
tes (Kuznetsov, 2004), que provocan la interaccion entre otras bifurcaciones. Estos
resultados se aplican a ejemplos representativos como la ecuacion logistica estudiada
en (Buchner & Zebrowski, 2000) y el mapa de Hénon generalizado (Richter, 2002).

Algunos de estos resultados también pueden verse en (Gentile et al., 2011).

Finalmente, se aborda el estudio de sistemas con retardos distribuidos. Este tipo
de modelos tiene en cuenta el caso en que el retardo no se halla concentrado en un
instante fijo, sino que su efecto est& distribuido en cierto intervalo de tiempo. Es decir,
la evolucién del sistema depende de los valores de las variables en todo un continuo
de tiempos anteriores al actual (véase Crauste, 2010; Smith, 2010). Estas ecuacio-
nes resultan de gran utilidad en sistemas biologicos, por ejemplo, para modelar la
diseminacion de epidemias (van der Driessche & Watmough, 2000), la transmision de
virus (Culshaw et al., 2003), el crecimiento de la poblacion de especies (Ruan, 2006),
etc. También se encuentran aplicaciones a modelos neuronales (Liao et al., 2001) y os-
ciladores acoplados (Atay, 2003). En estos modelos, la forma en que la historia previa
influye sobre la evolucion actual esta determinada por cierta funcion de distribucion.
Usualmente, este tipo de ecuaciones se estudia formulando un modelo equivalente que
puede estar dada por una EDO o una EDFR con retardos constantes (véase Ruan,
2006; Smith, 2010). Sin embargo, la factibilidad de obtener estos modelos equivalentes
estd fuertemente ligada a la forma particular de la funciéon de distribuciéon. Es por
ello que resulta de interés contar con una metodologia que pueda aplicarse a sistemas

con retardos distribuidos en forma independiente de la funciéon de distribucion. En



el Capitulo 7, se desarrolla una variante del MF para el estudio de estos sistemas,
lo cual proporciona un nuevo campo de aplicacién para esta técnica. La variante que
se propone es una extension natural de los resultados del Capitulo 4. Utilizando es-
tos resultados, se estudian ejemplos relativamente simples que permiten comparar la

influencia de diferentes funciones de distribucién sobre la apariciéon de oscilaciones.






Capitulo 2

Conceptos preliminares sobre
sistemas con retardos

2.1. Introduccion

En este capitulo se presentara una sintesis de definiciones y resultados acerca de
sistemas con retardos que resultan relevantes para la presentacién de esta tesis. Estos
conceptos son fundamentales para comprender la dificultad de las ecuaciones diferen-
ciales funcionales retardadas (EDFRs), y las grandes diferencias que éstas tienen, por
ejemplo, con las ecuaciones diferenciales ordinarias (EDOs), que a menudo se utilizan
para modelar sistemas en ingenierfa y otras disciplinas. Sin duda, uno de los trabajos
pioneros en el estudio de EDFRs fue el de Bellman & Cooke (1963), que sent6 las
bases para muchos desarrollos posteriores. Otro trabajo de enorme importancia en
esta tematica es el de Hale & Verduyn Lunel (1993). La aplicacion de esta teoria a
sistemas de control puede encontrarse en (Hu & Wang, 2002). Por tltimo, en el libro
de Smith (2010) puede verse una excelente exposicion de los principales resultados
acerca de EDFRs, con aplicaciones en distintas areas. Los teoremas que se presentan
a continuacion se encuentran en estos textos, y por lo tanto aqui se enunciaran sin

demostraciones.

2.2. Ecuaciones retardadas

Para introducir algunos conceptos basicos acerca de ecuaciones retardadas, consi-

dérese en primer lugar la ecuacion simple

i(t) = ba(t — 1), (2.1)
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donde b7 e R, 7> 0,z € Ry &(t) := %x(t). La primera cuestion que surge es:
;Cuél es la minima informacion inicial que se debe especificar para que la Ec. (2.1)
defina una funcion z(t) para t > 0 7 Es decir, jcudl es el “valor inicial” que permite
obtener una solucion de (2.1)7 Observando esta ecuacion, parece logico pensar que,
al menos, debe especificarse una funcion en el intervalo [—7,0]. Ademaés, es de esperar
que las soluciones de la Ec. (2.1) se puedan representar como curvas o trayectorias
en algtn espacio de estados X. Otra pregunta logica es: ;Cudl seria este espacio de
estados?

La respuesta no es para nada trivial. El estado del sistema en un instante ¢ > 0 debe
tener toda la informaciéon que permita determinar la evolucion del mismo para instan-
tes posteriores. A diferencia de los sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias, el
estado del sistema (2.1) no puede ser xz(t) € R, ya que el valor de = en un solo instante
t no es suficiente para hallar z(u) para v > t. Por ello, se necesita conocer al menos
todos los valores de x(u), Vu € [t — 7,t]. En forma equivalente, se deben conocer todos
los valores de x(t + u), con u € [—7,0]; esto motiva las siguientes definiciones. Para
mayor generalidad, supongamos que en (2.1) z € R", y sea C([—7,0],R™) el espacio
de Banach de todas las funciones continuas que aplican el intervalo [—7, 0] en R™, con

la norma de un elemento ¢ € C dada por

1¢lle := miéx |¢(u)].

—7<u<0

Entonces, se denominara estado de la Ec. (2.1) al elemento de C definido como

xi(u) :==x(t+u), —1<u<0, (2.2)

que se ilustra en la Fig. 2.1 para el caso unidimensional (n = 1). Si D es un subcon-

junto de C, f : D — R™ es una funcion dada y x(t) := 4x(t), se dird que la relacion

x(t) = o(t), —-T<t<0, (23)

es una ecuacidn diferencial funcional retardada (EDFR) con dato inicial ¢(t). Una
funcion x(t) se dice una solucion de (2.3) en [0 — 7,0 + A) si existen c € Ry A >0
tales que x(t) € C([o — 1,0 + A) ,R™), x; € D y x(t) satisface (2.3) Vt € [0,0 + A).

Entonces, la trayectoria correspondiente a esta solucion puede verse como la curva
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.
>
-T 0 -7 4 u

Figura 2.1: Ilustracion del estado de un sistema retardado. Para cada valor de t,
dicho estado es xy(u), t — 7 < u < t, que “contiene” todos los valores de la variable
dependiente entre t — 7 y t. Para poder hallar la solucién, debe especificarse la funcién
o(u), =7 < u <0.

dada por el mapeo ¢ — x; contenida en el espacio de estados C. Notese que este

espacio de estados es de dimension infinita.

Nota: En (2.3) se considera el caso en el que f no depende explicitamente de ¢, y en
este caso el sistema se denomina autdnomo. En un caso mas general, se puede tener
x(t) = f(t,x¢), y el sistema es no auténomo. En lo que sigue, se consideraran sistemas

autonomos, a menos que se indique lo contrario.

La Ec. (2.3) es un tipo muy general de ecuacion diferencial e incluye a las ecua-

ciones diferenciales ordinarias (7 = 0)
x(t) = £ (x(1)), (2.4)
ecuaciones con retardos constantes
(1) = £ (x(8), X(t = 70), . X(t — 7)), (2.5)

y ecuaciones integrodiferenciales, como por ejemplo:

0

x(t)=f X(t),/k(u)x(t—i—u)du . (2.6)

—T
En esta dltima ecuacion, k(u) se denomina funcion de distribucion o kernel, y deter-

mina la influencia de los valores de x(u), para t — 7 < u < t, sobre la evolucion del
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sistema. La Ec. (2.6) se conoce como ecuacion a retardo distribuido.

Ejemplo 2.1 Considérese la ecuacion logistica clasica

() = ra(t) {1 _ lx(t)} , (2.7)

C

que es un caso particular de (2.4). En efecto, si se define el funcional

@) = rol0) [1 = Zo(0)]

entonces

i) =) |1 L(0)

C

—— {1 - lzv(t)} ,

C

donde se ha utilizado la representacion (2.2). Una versién méas evolucionada de la

Ec. (2.7) es la ecuacion logistica con retardo

i) = re(t) {1 L. 7)} ,

Cc

donde en este caso se define fo(¢) : = r¢(0) [1 — ¢(—7)/c]. Entonces,

fa(w) = ra,(0) [1 - lxt(_T)}

c
1
= rx(t) [1 — —x(t — 7')1 :
c
Por tultimo, se considera la ecuacion logistica con retardo distribuido
t
1
z(t) =rx(t) |1 — - / k(t —u)z(u)du| ,
c

—o0
donde k(-) es una funcion de distribucion como en (2.6). Esta funcion determina la
influencia de la historia previa del sistema sobre la evolucion del mismo en el instante

actual. Mediante el cambio de variables v = u — ¢, la ecuaci6on anterior se puede

escribir como

#(t) = ra(t) [1- 1 / E(—v)z(o + £)dv
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0
Por lo tanto si se define f3(¢) := r¢(0) [1 —1/c [ k(—v)¢(v)dv|, entonces se tiene

0

fa(xy) = ra(0) |1 — % / k(—v)zy(v)dv
=ra(t) |1 - % / k(—v)x(v + t)dv

Nota: En los Capitulos posteriores, el estudio se focalizara principalmente en siste-
mas de la forma (2.5), es decir, sistemas con retardos discretos o constantes. Por lo
tanto, para mayor claridad de la presentacion, en general se utilizara la notacion (2.5)
en lugar de la forma funcional dada por (2.3). Ademas, en la literatura especializada,
a las ecuaciones de la forma (2.5) se las llama cominmente DDEs (“ Delay- Differential
Fquations”) y por lo tanto, para mantener homogeneidad con la bibliografia, aqui se

adoptara esta denominacion.

2.2.1. Existencia y unicidad de las soluciones

Consideremos ahora los resultados concernientes a la existencia y unicidad de
las soluciones de la Ec. (2.3), que a conveniencia del lector, se enuncian en forma

simplificada como sigue. Para mayores detalles, pueden verse (Hale & Verduyn Lunel,

1993; Hu & Wang, 2002; Smith, 2010).

Teorema 2.1 (Existencia) Supongamos que D es un subconjunto abierto de C y

f:D — R". Si¢ €D, entonces existe una solucion de la EDFR (2.3) que pasa por
¢. &

Teorema 2.2 (Unicidad) Supongamos que D es un conjunto abierto enC, f: D —
R™ es continua y ademds Lipschitz en cada subconjunto compacto de D. Si ¢ € D,

entonces eziste una unica solucion de (2.3) que pasa por ¢.
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La unicidad de las soluciones debe interpretarse en forma cuidadosa. Por ejemplo,

sien (2.1) z es escalar, b= —1y 7 = 7/2, se obtiene la ecuacion
t(t) = —z(t — m/2),

Es claro que dos soluciones diferentes son z1(t) = Asint y z3(t) = Acost, A € R.
En primer lugar puede verse que para una DDE lineal, escalar y que tiene solo deri-
vadas de primer orden, las soluciones pueden ser oscilatorias. Ademés, si se grafican
x1(t) v xo(t) vs. t, puede verse que las mismas se intersectan una infinita cantidad
de veces, esto es Vty, = w(k + 1/4), k € Z. Estos hechos demuestran una diferencia
notoria con respecto a los sistemas descriptos por EDOs. jAcaso la interseccion entre
soluciones viola el principio de unicidad? La respuesta es no. Dicha interseccién surge
de proyectar soluciones que pertenecen a un espacio de dimension infinita sobre un
espacio finito-dimensional. Entonces, claramente las soluciones de una DDE lineal de
primer orden muestran mayor complejidad que las soluciones de una EDO lineal de
primer orden. Es por ello que en principio se estudiaran DDEs lineales, y posterior-
mente se abordaré el analisis de DDEs no lineales. Pero en primer lugar es necesario
definir algunos conceptos fundamentales; méas precisamente, veremos qué se entiende

por estabilidad de las soluciones.

2.2.2. Nociones de estabilidad

Consideremos nuevamente la ecuacién
(t) = £(x,), (2.8)

y supongamos que f(X) = 0, donde X € C es una funcion constante. Luego, x(t) = X es
una solucion de (2.8), y haremos referencia a este tipo de soluciones como soluciones
de equilibrio, o simplemente como puntos de equilibrio. Diremos que X es estable
si para un dado € > 0 existe § = d(¢,¢) > 0 tal que si ¢ € C y ||¢ — X||c < § entonces
||x(t, ¢) — X||c < €, donde la notacion x(t, ¢) enfatiza la dependencia de la solucion
de la funcion inicial ¢. Ademas, la solucion X se dice asintéticamente estable si
es estable y ademas existe una constante M > 0 tal que si o € Cy ||¢p — X||lc < M
entonces x(t, ¢) — X cuando t — co. Finalmente, X se dice inestable si no es estable.

Estas definiciones también pueden aplicarse a soluciones no constantes. De hecho, sea
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x(6,0) 4

N x(t,d)t+e
xX(t,9)

\4

(a) t

x(t,9) 4
x(1,9)

x(t,¢)+e

\ 4

(b) t

Figura 2.2: Ilustracion de los conceptos de estabilidad (a) y estabilidad asintotica (b),
en el caso general de una 6rbita no constante, para x escalar.

x(t, ¢) una solucion de (2.8), y considérese ademés una solucion perturbada x(t, ¢).

Sea z(t) := X(t, ¢) — x(t, ), entonces

z(t) = X(t) — x(t) = £(x(t,¢)) — £(x(t, ),
luego el sistema

2(t) = f(ze+x¢) —f(xe),

v (2.9)
z(t) = n(t):=o(t) —o(t), —T<t<0,

tiene una solucion z = 0 para n(t) = 0, —7 < ¢t < 0. Entonces, las propiedades de
estabilidad de la solucién no constante x(t,¢) de (2.8) son las de la solucion z = 0
de (2.9). En la Fig. 2.2 se ilustran los conceptos de estabilidad (a) y de estabilidad

asintotica (b) para una soluciéon no constante x(t, ¢) € C([—,0],R).
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0.5+
>
H o x(t
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B "1
-1 0
0 ” (1), %00
Figura 2.3: Representacion de dos soluciones periodicas del sistema () = —x(t —

7/2).

Notese que si X; es una solucion periodica de (2.8), entonces y; := X;4 también
lo es. Si ¥ # 0 es pequeno, entonces ||Xo — ¥o|| puede ser pequeno, y sin embargo
||X: — ¥¢|| no tiende a cero cuando t — co. Para ilustrar este hecho, se considera nue-
vamente el sistema ©(t) = —x(t — 7/2), del cual se conocia que dos soluciones estan
dadas por z1(t) = sin(t) y z2(t) = cos(t). Si estas soluciones se representan como
se muestra en el diagrama de la izquierda de la Fig. 2.3, podria pensarse en forma
errénea que la distancia entre ambas es cero, pues ambas soluciones tienen idéntica
amplitud y frecuencia. Sin embargo, ||z1(t) — z2(t)|| - 0 cuando ¢ — co. Entonces,
también se consideraran algunas definiciones dadas por Smith (2010). En principio es
necesario considerar la siguiente nocion de distancia: sea F el subconjunto de C dado
por F := {y;, t € R} y d(x¢,F) := inf {||x¢o — ¢|| : ¢ € F}. Entonces, diremos que
una solucion periddica X; es orbitalmente estable (OE) si para todo € > 0 existe
d = d(e) > 0 tal que si d(xq, F) < 6, entonces d(x;, F) < €, Vt > 0. Ademas, X; es
asinto6ticamente orbitalmente estable (AOE) si es orbitalmente estable y ademés
existe d; > 0 tal que si d(Xo, F) < 0 entonces existe ¢ tal que ||X; —Xy1yp|| = 0 cuan-
do t — oco. Por 1ltimo, si la érbita no es OE diremos que la misma es orbitalmente

inestable.



2.3. Ecuaciones lineales con retardo 17

2.3. Ecuaciones lineales con retardo

Considérese la ecuacion
t(t) = ax(t) + bx(t — 1), (2.10)

donde a,b y 7 > 0 son constantes y x es una funcion escalar. Este sistema es uno
de los més simples que pueden encontrarse entre los sistemas con retardos, y sin
embargo los resultados que a éste conciernen resultardn de utilidad para comprender

el comportamiento de sistemas mas complejos.

2.3.1. La ecuacion caracteristica

Supongamos que en (2.10) se buscan soluciones de la forma x(t) = Ae®*, donde

A, s € C. Reemplazando esta expresion en la Ec. (2.10) se obtiene
(3 —a— be’”) Aeft =0,
de donde, si A # 0 (soluciones no triviales), debe verificarse
h(s;T):=s8—a—be " =0. (2.11)

Esta es una ecuacion trascendente, y posee infinitas soluciones. Una propiedad im-

portante de dichas soluciones estid dada por el siguiente teoremas:

Teorema 2.3 Si existe una sucesion {s;} de soluciones de (2.11) tal que |s;| — oo
cuando j — oo, entonces R{s;} — —oo cuando j — oo. Luego, existe un nimero real
a tal que todas las soluciones de (2.11) satisfacen R{s} < a y ademds, en cualquier

banda vertical del plano complejo hay a lo sumo un niimero finito de dichas soluciones.

%

2.3.2. La solucion fundamental

Sea z(t) la solucion de (2.10) para la funcién inicial

0, —7<u<0,
ou) = (2.12)
1, uw=0,
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y considérese el siguiente resultado

Teorema 2.4 La solucion T(t) de la Ec. (2.10) con la funcion inicial (2.12) es la

solucion fundamental, es decir,

L0} = ey

donde LA{-} representa la transformada de Laplace. Ademds, para B > |a| + |b], se

liene
BT
F(t) = i 1/€8td t>0. ¢ (2.13)
(t) = lim — ——ds : :
T—00 2707 h(s)
gir

La tltima ecuacién no es mas que la formula para hallar la transformada inversa
de Laplace, por medio de una integral de contorno en el plano complejo, donde se
integra a lo largo de una recta vertical. Para obtener z(t) de esta forma, dicha recta
debe hallarse a la derecha de todas las raices de h(s; 7). Notese que si todas estas
raices se encuentran en el semiplano izquierdo, basta tomar 5 = 0 en (2.13). En caso
contrario, la condicion § > |a| + |b| se deduce suponiendo que existe una solucion

s = ( +iw de (2.11) con ¢ > 0, de donde se obtiene
(—a = be ™ cos(Tw)
w = be " sin(Tw),
entonces
(€| < lal + [b]] cos(rw)]e™™ < |a] + [ble™™ < |a] +[b].

Es decir, si 8 > |a| + |b| entonces 5 > ( y vale la Ec. (2.13).

Ahora consideremos brevemente el sistema no homogéneo dado por
&(t) = ax(t) + bx(t — 1) + f(2), (2.14)

donde f(t) es una funcién continua en R. Cuando sea necesario, se denotara a la
solucion correspondiente a la funcion inicial ¢ como z(t, ¢, f), resaltando la depen-
dencia de la misma de la funcion f. En particular, x(¢, ¢, 0) corresponde a la soluciéon
del sistema homogéneo (f = 0). El resultado siguiente establece que las soluciones

de (2.14) se pueden representar en términos de la solucion fundamental.
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Teorema 2.5 La solucidn x(t, ¢, ) de la Ec. (2.14) se puede representar como

t

x(t, o, f) = x(t, ,0) + /f(t —u)f(u)du, t>0. (2.15)

0
Mds atin, parat > 0 se tiene

0

x(t,0,0) = z(t)p(0) + b/%(t —u—T1)p(u)du. < (2.16)

—T

La Ec. (2.16) expresa la solucion de la ecuacion homogénea (f = 0) en términos de
la solucion fundamental Z(¢). La Ec. (2.15) se conoce en la literatura como féormula

de variacion de constantes.

2.3.3. Estimaciones exponenciales de las soluciones

Una de las consecuencias mas importantes de la formula de variacion de constantes
es que en conjunto con el Teorema 2.3 permiten demostrar el siguiente resultado:
Teorema 2.6 Supdngase que para cada T fijo, g = max {R(s) : h(s;7) =0} y que
x(t, @) denota la solucion del sistema homogéneo (2.10) que coincide con ¢ en [—T,0].

Entonces, para cualquier a > «y, existe una constante M = M («) tal que
|z(t, d)lle < Me*||@lle, t>0.

En particular, si ag < 0, entonces es posible elegir ag < a < 0, de modo que todas

las soluciones tiendan a cero exponencialmente cuando t — oo.

Como consecuencia de este Teorema, se obtiene el siguiente Corolario acerca de

la estabilidad de las soluciones:

Corolario 2.7 La solucion x(t,¢) de (2.10) es asintdticamente estable si y sdlo si

todas las raices de h(s;T) tienen parte real negativa. <

Por altimo, se considera el siguiente resultado que permite detectar cambios en la

estabilidad de las soluciones.
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Teorema 2.8 Para el sistema (2.10), cuando T varia, el nimero y la multiplicidad
de las raices de h(s;T) en el semiplano derecho sdlo pueden cambiar si una raiz cruza

el eje imaginario. $

Ademas, la solucion de (2.10) se dice estable independientemente del retardo (EIR),
si la misma es asint6ticamente estable para cualquier valor del retardo 7. Entonces,

una solucion de (2.10) sera EIR si:
= h(s;0) tiene todas sus raices en el semiplano izquierdo.
» h(iw;7) = 0 no tiene soluciéon para w € R.

Nota: En lo que sigue, se hara referencia a la ecuacion h(iw;7) = 0 como condicion

marginal (o critica) de estabilidad.

Ejemplo 2.2 Considérese nuevamente el sistema
(t) = ax(t) + bx(t — 1), (2.17)

el cual se estudia en detalle en el Capitulo 4 de (Smith, 2010). Claramente, la funcion
Z = 0 es una solucion de equilibrio. Se intentard determinar la estabilidad de esta
solucion. Como se habia mencionado, la ecuacion caracteristica correspondiente esta
dada por

h(s;T) :=s—a—be*" =0.

Cuando 7 = 0, se tiene h(s;0) = s — a — b y para que el punto de equilibrio sea
estable, debe verificarse que a +b < 0. Si 7 > 0, la condicion marginal de estabilidad

h(iw;T) = 0 conduce a
iw=a-+be ™ = |b]=la—iwl (2.18)

luego w? = b? — a?; por lo tanto si b* —a? < 0, no existe solucion de (2.18) para w € R
. Ademas, si b* —a? = 0 y suponiendo a+b < 0 se tiene h(0;7) = —(a+b) = —2a # 0.
En resumen, si a +b < 0y b* — a? <0, el sistema (2.17) es EIR.

Ademas, el Teorema 2.8 provee una forma de detectar cambios de estabilidad del
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20
107
b
0 estable
_10} Il -
Y, Vb
—20 /_\
—20 —10 0 10 20

a

Figura 2.4: Curvas de estabilidad marginal para el sistema (2.17) considerando 7 =
0.5. Negro: condicion a + b = 0. Azul: Curvas obtenidas a partir de (2.21). La region
sombreada corresponde al punto de equilibrio estable. Se indican los puntos utilizados
para simulaciones numeéricas.

punto de equilibrio. A partir de la condicion critica de estabilidad (2.18) y separando

en partes real e imaginaria, se obtiene

a+bcoswt = 0,
(2.19)

w4+ bsinwr = 0.
En primer lugar, puede verse que si a + b = 0, entonces w = 0 es solucion de (2.19).

Para w # 0, es posible despejar a y b como

COSWT b W

sin wr’ sinwTt’

(2.20)

a=w

lo cual permite obtener una curva de estabilidad marginal en el plano (a,b), para-
metrizada en la frecuencia w (para cada valor fijo de 7). A partir de la Ec. (2.20)
puede verse que los valores criticos de a y b no estan definidos para wr = km, k € Z.

Entonces, dicha curva marginal se divide en las porciones +, definidas como

COSWT b w

sin wt’ sin wTt

, nT<w< (n+ ), nGNUO}‘
(2.21)

Vo = {(a,b): a=w
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La Fig. 2.4 muestra un diagrama en el plano (a,b) correspondiente a 7 = 0.5, donde
puede observarse la region de estabilidad del equilibrio. Por ejemplo, el punto I corres-
ponde a (a,b) = (—10,9). Cuando se cruza la curva negra (por ejemplo, variando b),
una raiz de h(s;7) cruza el eje imaginario (hacia el semiplano derecho) por el punto
s = 0. En cambio, cuando la estabilidad se pierde cruzando la curva 7y (por ejem-
plo, al pasar del punto III al IV), un par de autovalores complejos conjugados cruza
hacia el semiplano derecho. En la Fig. 2.5 se muestran las simulaciones numéricas
correspondientes a los puntos (I), (IT), (IIT) y (IV), realizadas con la rutina dde23 de
Matlab.

0.1 2
@) (II)
1.5
0.05 1
0.5
% 10 20 3 % 10 20 30
0.1 0.5
(110) (IV)
0.05
0 /\N\/\MMMWW 0
x(¢) —0.05
0.1 0.
Ol 10 20 30 2% 10 20 30
t

Figura 2.5: Simulaciones numéricas del sistema (2.17), para distintos valores de a
y b correspondientes a los puntos indicados en la Fig. 2.4 con 7 = 0.5. Para todos
los casos la funcion inicial es ¢(t) = 0.1, —7 < ¢t < 0. (I): (a,b) = (—10,9); el
equilibrio es estable. (IT): (a,b) = (=10, 11), la solucién crece exponencialmente. (III):
(a,b) = (—10,—10); el equilibrio es estable. (IV): (a,b) = (—10,—12); se observan

oscilaciones de amplitud creciente.
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2.3.4. Criterio de estabilidad linealizada

Counsidérese nuevamente la ecuacién diferencial funcional no lineal
x(t) = f(xy), (2.22)

donde x; y f(-) se definen como en (2.3). Supongamos que X es una solucion de
equilibrio de (2.22) y consideremos una solucion perturbada dada por x(t) = X+z(t).
Entonces, se verifica

a(t) = £(R +2,), (2.23)

y claramente z(t) = 0 es solucion de esta ecuacion. El comportamiento de la solucion
z(t) = 0 de (2.23) permitira comprender el comportamiento de la soluciéon X de (2.22).

Supongamos que la funcion f(-) se puede escribir como

f(x+¢) =L(¢) + G(¢), ¢€C,

donde L : C — R™ es un operador lineal acotado y G : C — R" es un operador no

lineal tal que

GOl
o0 ||9llc
Entonces, el sistema lineal
z(t) = L(z), (2.24)

se denomina ecuacidon linealizada alrededor del equilibrio X. Considerando C = C([—, 0], C"),

se tiene el siguiente resultado.

Teorema 2.9 Sea h(s) la ecuacion caracteristica correspondiente al sistema lineali-

zado (2.24), y supongamos que
a:=mix{R{s} : h(s) =0} <O0.

Entonces, la solucion de equilibrio X del sistema no lineal (2.22) es localmente asin-

toticamente estable. De hecho, existen constantes reales positivas 6 y M tales que

6~ %lle <8 = lIx(t,8) — Kle < M|é — Kllc ™, >0,
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Si R {s} > 0 para alguna raiz caracteristica, entonces X es inestable.

Por ejemplo, considérese la ecuacion escalar no lineal

(t) = glz(t),z(t — 7)], (2.25)

donde g : C([-7,0],R) — R es continuamente diferenciable en sus dos variables. Si
g(Z,7) = 0, para algin T € R, entonces z(t) = T € C es una soluciéon de equilibrio

de (2.25). Escribiendo f(¢) = g[#(0), #(—7)], se tiene

f(@+¢) = ag(0) + bo(—7) + G [9(0), o(=7)],

donde
G p.— 9@y

0 |4y=@a) W |ay)=@a)

Entonces, la ecuacion linealizada o linealizacion de (2.25) alrededor de T es
(t) = ax(t) + bz (t — 7). (2.26)

Es decir, que el andlisis presentado en el Ejemplo 2.2 permite conocer la estabilidad
del equilibrio Z del sistema no lineal (2.25). Como el lector habréa notado, para aplicar
el Teorema 2.9 es necesario conocer la ecuacion caracteristica correspondiente a un
sistema lineal general de la forma (2.24), y hasta ahora solo se ha presentado la
ecuacion caracteristica del sistema (2.26). ;Como se obtiene la ecuacion caracteristica
en general? ;Qué propiedades tiene? Estas son algunas preguntas que se intentaran

responder en lo que sigue.

2.3.5. Revisitando la ecuacién caracteristica
Counsideremos nuevamente un sistema como el (2.24), es decir
x(t) = L(x), (2.27)

donde x; € C([—7,0],R"™) y L es un operador lineal, es decir que verifica L(a¢; +
Bpa) = aLi(¢pr) + BL(¢2), Vo, 5 € Ry ¢1,¢01 € C y ademés es acotado, es decir que
existe una constante positiva M tal que ||L(¢)||lc < M||¢|le, V¢ € C. Se comienza

buscando soluciones de la Ec. (2.27) de la forma

x(t) = ae®, a#0, (2.28)
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donde s € Cy a € C". Entonces, se tiene
x(t) = ase® = L(x;) = L(x(t + u)) = L(ac*™) = ¢*'L(ac*), —7 <u <0,

es decir,

sa = L(ae™). (2.29)

n
: B . n : B
Entonces, si Ben = {e;} denota la base canénica de C, se tiene a = ) aje;, luego
i=1

L(ae™) =L (eS“ Z ajej> = » a;L(eej).

j=1 j=1
A continuacién, se define £, como la matriz cuya k—ésima columna es la imagen del

vector e*“e; bajo la transformacion lineal L. Més precisamente,
£, := (L(e™e;) | L(e™es) | ... | L(e®™e,)) . (2.30)

Luego, L(ae™) = L£;a, y la Ec. (2.29) resulta (s, — £;)a = 0, siendo [, la matriz
identidad de orden n x n. Por lo tanto a # 0 debe pertenecer al espacio nulo de la
matriz s, — £, es decir que x(t) = ae® serd una soluciéon no trivial de (2.27) siy

so6lo si s es solucion de la ecuacion caracteristica

h(s;7) := det(sl, — £,) = 0. (2.31)

Ejemplo 2.3 Considérese la ecuacion
X(t) = f(X(t)> X(t - T))a (232)

donde x € R", f : R* x R® — R", y 7 > 0. Supongamos, ademéas que f() es
diferenciable en sus dos argumentos y que £(0,0) = 0. Entonces, X(t) = 0 representa

una solucion de equilibrio del sistema (2.32). Si se definen las matrices de orden n xn

of(x,y) of(x,y)
A= ——1-7 B .= Y/
ox ’ oy ’

(x,y)=(0,0) (x,y)=(0,0)

la ecuacioén linealizada del sistema 2.32 alrededor del equilibrio esta dada por

x(t) = Ax(t) + Bx(t — 7). (2.33)
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La ecuacion anterior se puede escribir en la forma (2.27) haciendo

L(¢) = Ad(0) + Bo(=7),
entonces para una solucion de la forma (2.28), se tiene

x(t) = sae = L(x;) = Ax(0) + Bxy(—7)
= Aae’” + Bae*(™7)
= (A+ Be®")ae® = L.ae™,

donde £, = A + Be *". Luego, a partir de (2.31), puede inferirse que la ecuacion

caracteristica correspondiente al sistema (2.33) es
h(s;7) = det(sl, — A— Be*") =0. (2.34)
Por ejemplo, considérese n = 3, x(t) = (x1(t), z2(t), z3(t)), y el sistema de ecuaciones

i1(t) = x1(t) — 2a(t) + 22t — 7),
To(t) = —x1(t)zo(t — 7) + 223(), (2.35)
l‘g(t) = .I'Q(t) —Ig(t—T).

Entonces
1 -1 0 00 O
A= o 0 21|, B= 0O 0 O ,
0O 1 O 0 0 -1

luego, de acuerdo con (2.34), la ecuacion caracteristica para el sistema linealizado es

s—1 1 0
h(s;7) = det 0 s -2 = (s—1)(s* + s —2) =0. (2.36)
0 —1 s+e

Entonces, s = 1 esraiz de h(s; 7). De acuerdo al Teorema 2.9, el equilibrio (71, 72, T3) =
(0,0,0) del sistema (2.35) es inestable. Notese que las restantes raices de h(s;7) no
son simples de hallar, pues corresponden a las soluciones de la ecuacion ¢(s;7) :=
s? 4+ se7*T — 2 = 0, que es trascendente. La funcion ¢(s;7) se conoce como cuasipo-
linomio en la variable s. En general, para una DDE, las soluciones de la ecuacion
caracteristica corresponden a raices de un cuasipolinomio. Esto muestra la princi-

pal dificultad para determinar la estabilidad de los puntos de equilibrio en este tipo
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Figura 2.6: Soluciones de la ecuacion caracteristica (2.36).

de sistemas. La Fig. 2.6 muestra las solucioes de (2.36), calculadas con el programa
DDE-BIFTOOL (Engelborghs et al., 2001). Notese que ademés de la solucion s = 1,

existe otra en el semiplano derecho.

A continuacion, se presenta un resultado de gran importancia por las consecuen-
cias que tiene acerca de la distribucion de las raices de h(s;7). La demostracion

correspondiente puede verse en (Smith, 2010).

Teorema 2.10 La funcion h(s;7) dada por (2.31) es entera. {

Entonces, de la teoria de funciones de variable compleja, se conocen las siguientes

propiedades de h(s;7):
» Cada raiz de h(s;7) tiene orden finito.

» El conjunto de raices de h(s;7) es a lo sumo, numerable.



28 Capitulo 2. Conceptos preliminares sobre sistemas con retardos

» El conjunto de raices de h(s;7) no tiene puntos de acumulacion, con la posible

excepcion del punto en el infinito.

Ademas, los Teoremas 2.3, 2.4, 2.6 y 2.8 siguen valiendo para la ecuacién carac-

teristica general (2.31).

2.4. Ecuaciones retardadas desde el punto de vista

de los sistemas dinamicos

En esta seccion, se presentaran algunos conceptos desde el punto de vista de los
sistemas dindmicos. Muchas de estas definiciones, en esencia, son similares a las usua-
les para sistemas de EDOs. Sin embargo, como para el caso de EDFRs los estados
son elementos de C = C([—r, 0], R"™), surge la complicacion natural de tener que tratar
con un espacio de estados de dimensién infinita. En algunas definiciones se utilizan
conceptos relacionados con espacios y operadores que pueden consultarse en (Kreys-
zig, 1978).

En principio, considérese un espacio de estados genérico X, que consiste en el con-
junto de estados del sistema. Ademaés, se requiere una aplicacion u operador £ que
determina coémo evolucionan dichos estados. ;Cuales son los argumentos de este ope-
rador? ;Qué propiedades tiene el mismo? Si en un tiempo ty el sistema se halla en
un estado z, entonces £ debe determinar en qué estado x’ se encontrara el sistema en
un tiempo posterior t;. Entonces, £ depende del tiempo inicial tq, del estado x y del
tiempo actual ¢;. Luego, se podria escribir 2’ = £(t1, to, ). En forma similar, si en un
instante posterior t; el sistema se encuentra en el estado z”, entonces x” = E(ty, 1, 2');
pero también se puede escribir 2" = £(to, to, ). Entonces, para ser consistente con su

significado, el operador de evolucién debe satisfacer dos propiedades:

S(to,to,fl?) =z, VipeRzelX

(2.37)
E(tg,to,x) = S(tg,tl,g(tl,to,x»y vto,tl,tz € R,l’ c X.

Para el caso de EDOs es natural considerar que el tiempo puede tomar cualquier valor
real. Esto sucede dado que las soluciones pueden continuarse hacia tiempos anteriores

y también hacia tiempos posteriores al instante inicial ty. Desafortunadamente, este
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no es el caso de los sistemas con retardos. En general, para una EDFR, las soluciones
no pueden continuarse hacia tiempos anteriores a ¢y (para mayores detalles véase Hale

& Verduyn Lunel, 1993; Smith, 2010). Entonces, se define el conjunto
S:{(tl,to) eERxR: ¢ Zto},

y se dird que £ : Sx X — X define un sistema semidindmico si verifica las Ecs. (2.37),
con (tg,t1), (t1,t0) € S. La denominacion semidindmico refleja el hecho de que en
general, el operador £ s6lo puede determinar la evolucién hacia valores crecientes del
tiempo, pues no es inversible.

La soluciéon de un sistema semidindmico es una funciéon continua y : I — X, I C R
que “recorre” los estados que toma el sistema. Esto quiere decir que si t,ty € I, t > tg,
entonces y(t) = E(t,to, y(to)). Luego, y : [to,00) — X definida como y(t) = E(t, to, )
es una soluciéon del sistema semidinamico.

Por otra parte, el sistema semidinamico se denomina auténomo si £ satisface
E(t,to,x) =E(t+a,to+a,x), Y(tty) €S,a R xeX.

Tomando a = —ty, resulta E(t,ty,z) = E(t — 1o, 0, x), es decir que el tiempo inicial ¢,
no es relevante, soélo lo es el tiempo total transcurrido ¢ — ty. En este caso, es posible

definir el operador ® : R, x X — X como
O(t,x) :=E(t,0,x2), (2.38)
de donde E(t,ty, x) = ®(t — to, x). Entonces, las condiciones (2.37) implican que

(0, x) = z,

(2.39)
@(t, (I)(to,I)) = (I)(t + t(),flf)7 Vit >ty > O,ZE € X.

Si el operador ® definido por (2.38) es continuo y ademas satisface (2.39), entonces
el mismo se denomina un semiflujo. Entonces se define la orbita hacia adelante como

el conjunto

Oy (z) :={P(t,x): t > 0}.
Un elemento e del espacio X se denomina equilibrio si ®(t,e) = e, Vt > 0. En forma
equivalente, en términos de la orbita, O (e) = {e}. Ademaés, la funcion y : R — X

definida como y(t) = e es una solucion del sistema semidinamico. En forma similar que
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para sistemas de EDOs, resulta de interés estudiar qué sucede con las soluciones en
estado estacionario, es decir, cuando el sistema evoluciona un tiempo suficientemente

grande. Con este propoésito, se define el conjunto limite omega como
Qz) ={ze X :I{tn} ,t, = 00, P(t,,z) = 2} .

Un subconjunto A € X es positivamente invariante si para a € A entonces O, (a) C
A. Ademas, A se dice invariante si para todo a € Ay t > 0 existe a’ € A tal que

®(a’) = a. Entonces, se tiene el siguiente resultado (Smith, 2010):

Teorema 2.11 FEl conjunto limite omega () es cerrado y positivamente invariante.
Si la clausura de O (z) es compacta en X, entonces Q(x) # 0 y es compacto, conezo,

tnvariante y ademds

lim ®(t,z) — Qz). O

t—o00

Es decir, cuando ¢ — oo, la solucion para el dato inicial z tiende al conjunto limite

Q(x). En forma equivalente, diremos que la orbita tiende al conjunto Q(x).

2.4.1. Sistemas semidindmicos definidos por ecuaciones retar-
dadas
Considérese el problema con valor inicial

X(t) = f(tv Xt)a

(2.40)
Xto = (b, tO S R, ¢ € C

Supoéngase que existe una tnica soluciéon definida para todo t > t; para cada “valor
inicial” (o, ¢) € RxC. Denotemos x(t, to, ¢) a esta solucion. El estado del sistema en el
instante t es x;(t, ¢) € C, definido en forma usual como x;(ty, ¢)(u) := x(t +u, ty, ¢),

—r < wu < 0. Entonces, se verifica:

Proposicion 2.12 Para la solucion x(ty, ¢) de (2.40), el operador

5<t, t(], (b) = Xt<t07 ¢)7

define un sistema semidindmico en C.
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Esto quiere decir que las soluciones de la EDFR. (2.40) corresponden a soluciones del

sistema dinamico £. Ademas, se deduce que para la ecuacion

Xto = ¢7 tOER>¢ECa

el sistema semidinamico que se genera es autéonomo, es decir,

5(t,t07 ¢) = Xt(toy ¢) = thtg(()? ¢)

En este caso, la solucion verifica x(t,to, ) = x(t — to,0,¢), v basta considerar el
problema con valor inicial (2.41) con ¢ty = 0. Ademas, es posible simplificar la notacion
escribiendo directamente x(t, ¢) = x(¢,0, @) y x:(¢) = x4(0, ¢). También, para el caso

autéonomo se puede escribir

O(t,0) =x:(¢), t>0,9€C,

y la orbita “hacia adelante” para el dato inicial ¢ esta dada por
O (¢) = {x¢(¢) : 1 =2 0} C C.

Proposicion 2.13 Una funcion e € C es un equilibrio de (2.41) si y solo si e es una
funcion constante tal que f(e) = 0. En este caso x(t) = e(0), t € R, es una solucion

de (2.41). ¢

Esta proposicion provee una forma simple de calcular los equilibrios de una EDFR.
Esto puede hacerse ignorando los retardos. Es decir, a cada funcion constante X € C
se le hace corresponder un vector (constante) en R" tal que X(u) = x, —7 < u < 0.
Entonces, dada f : C — R" en el miembro derecho de (2.41), se define F : R* — R”
como

F(x) = f(X), x€R"

Entonces, la EDO dada por x(t) = F(x) tiene los mismos equilibrios que la EDFR (2.41).

Proposicion 2.14 Supdngase que para la solucion x(t,¢) de (2.41) se verifica que

th'm x(t,¢) = ¢, para alguna constante ¢ € R™. Si € denota al elemento de C cuyo
—00

valor es idénticamente igual a c, entonces € es un equilibrio, f(c) = 0, y ademds

Q¢) = {c}. ©
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Esto quiere decir que toda solucién que tienda a un valor constante cuando ¢t — oo,

tiene como conjunto limite un equilibrio de (2.41).

2.5. Bifurcaciones
En el Ejemplo 2.2 se estudi6 la ecuacion
&(t) = ax(t) + bx(t — 1), (2.42)

donde z es una funciéon escalar y a,b, 7 € R. En dicho ejemplo, se mostrdé que depen-
diendo de los valores de las constantes a, b y 7, las soluciones pueden tener distintos
comportamientos (véanse las Figs. 2.4 y 2.5). Estas constantes se denominan para-
metros de la ecuacion (2.42). Cominmente, en los modelos de sistemas fisicos, existen
parametros que pueden afectar el comportamiento de estos sistemas. En forma més
precisa, el cambio en el comportamiento cualitativo (en la naturaleza y/o estabilidad
de las soluciones) de un sistema cuando se varia un parametro del mismo se denomina
bifurcaciéon. El parametro cuya variaciéon provoca este cambio cualitativo se conoce
como parametro de bifurcaciéon. Dicho cambio se produce cuando el parametro
de bifurcacion pasa por cierto valor, que se denomina valor critico. Para introducir

estos conceptos, se considera a continuaciéon un ejemplo simple.

Ejemplo 2.4 Considérese la ecuacion

#(t) = f(a) = p— a(t)a(t - 1), (2.43)

donde x es una funcién escalar y p € R. En este caso, se considerara que u es el
parametro de bifurcacién. Como se mostré en la seccién anterior, para hallar los
equilibrios = € C, éstos se plantean como constantes reales. Es decir, los equilibrios
de (2.43) estan dados por

0=p—(2)% (2.44)

de donde, si u < 0 no existen soluciones de equilibrio. Si u > 0, existen dos puntos

de equilibrio, 7y = +,/ft y T2 = —,/1. Entonces, el valor critico del pardmetro p es



2.5. Bifurcaciones 33

A
X Estable

Ty

Inestable

Figura 2.7: Diagrama de bifurcacion del sistema 2.43.

1o = 0, y la bifurcacién consiste en la aparicién de dos puntos de equilibrio cuando pu
pasa de p < 0 a > 0. Esta bifurcacion se denomina silla-nodo o fold, y es una de
las bifurcaciones mas comunes encontradas tanto en EDOs como en DDEs. Ademas,

para el sistema (2.43), se tiene

af af
= —x(t—1), ——— = —ux(t
RO R O
entonces, para el equilibrio Z; = +,/z la ecuacion linealizada correspondiente es
. of af
o(t) = ——| z(t)+ ———=| =x(t—1)

Vi (e(t) + 2t~ 1)),
Notese que (2.45) es un caso particular de la ecuacion @(t) = ax(t)+bx(t—7) estudiada

en el Ejemplo 2.2, con a = b = —,/i y 7 = 1. Entonces, utilizando (2.11), se obtiene

la ecuacion caracteristica
s+ \/,17(1 +e7°)=0.

Ademas, del Ejemplo 2.2, se tenfa que si a +b < 0y b*> — a? < 0, entonces el punto
de equilibrio 7; = +,/J es estable independientemente del retardo. Nétese que esto
es cierto para a = b = —,/u. Por otra parte, para Ty = —,/Jt, se tiene a = b = +,//.
Nuevamente, a partir de los resultados del Ejemplo 2.2, se deduce que el punto de
equilibrio o = —,/u es siempre inestable (véase también la Fig. 2.4). La Fig. 2.7
muestra las soluciones de (2.44) en funcion del pardmetro p. Esta representacion se

denomina diagrama de bifurcacién (en este caso, variando un parametro). En este
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diagrama, x debe interpretarse como la constante cuyo valor es igual al valor de la

funcion T € C que es una solucion de equilibrio de (2.43).

Por otra parte, considérese la ecuacion

() = fla) = p—a*(t — 1).

Notese que los puntos de equilibrio de esta ecuacion son los mismos que los de la (2.43).

Sin embargo, en este caso se tiene

of of ..
m—o, m— Q(t 1),

y para To = —,/jse tienen a = 0y b = 2,/u. Como a+b > 0, a partir del Ejemplo 2.2
se sabe que 75 es inestable. Para 7y = +,/j, resultan a = 0y b = —2,/Ji. Nuevamente,

de acuerdo con los resultados del Ejemplo 2.2, la ecuacion caracteristica resulta

h(s) = s+ 2y/pe”* = 0.

La condicion de estabilidad marginal se da cuando esta ecuacién posee soluciones
sobre el eje imaginario. Haciendo s = iw, resulta 1w = —2\/;76*1'

las Ecs. (2.19) resultan

¥ y para este caso

= —2\/pcosw,
w = 2,/psinw.
De la primera ecuacion, se obtiene w = /2, y reemplazando en la segunda se llega
a juy = (m/4)? ~ 0.61685. Es decir, que para este valor de y, el punto de equilibrio
77 cambia la naturaleza de su estabilidad. Luego, p; también es un valor critico del
parametro. Es mas, de acuerdo a la Fig. 2.4, con a = 0 y b < 0, el equilibrio pierde
la estabilidad cuando se cruza la curva 7y. Entonces, Z; es estable para u < up e
inestable para p > pi. jQué sucede para p > uq?, ;Qué tipo de bifurcacion tiene

lugar? Esto se intentara contestar a continuacion.

2.5.1. Bifurcaciéon de Hopf

En esta seccion, se presentard uno de los mecanismos mas comunes que puede

provocar oscilaciones en sistemas de ingenieria y en sistemas dinamicos en general: la
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bifurcacion de Hopf. La caracteristica distintiva de esta bifurcacién es que un punto
de equilibrio cambia la naturaleza de su estabilidad dando lugar a una solucién perio-
dica (no constante) cuando se varfa un parametro. Ademas, el cambio de estabilidad
del equilibrio se produce cuando, al variar dicho pardmetro, un par de soluciones

complejas conjugadas de la ecuaciéon caracteristica cruza el eje imaginario.

Considérese la ecuacion retardada
x(t) = f(x¢; ), (2.46)

donde x; € C, p es un pardmetro real y f : C x R — R” es una funcién no lineal suave
(al menos C?)! en sus argumentos. Ademés, como antes, el espacio C esta provisto de
la norma ||¢||¢c = méx,ec—r0 |¢(w)|. Supongamos que el sistema (2.46) tiene al menos
una solucion de equilibrio, que por simplicidad se considerara X(t) = 0. Es decir,

£(0; 1) = 0, Vu. Se define un operador lineal L : C x R — R" como

L(p)¢ := Dyt (0; )0, (2.47)

donde Dyf(0; i) := 0f(¢; 1) /Op|s—0. Luego, se define

G(¢; ) := £(; 1) — L(p)9,
y de esta forma se tiene que

o GG

#=>0 |9l
es decir que G(¢; 1) contiene los términos de “alto orden”. Ademés, para el operador
L(u), se define la matriz £4(p) como en (2.30) y se considera la ecuacion caracteristica
h(s; ) = 0 dada por (2.31), es decir, h(s; u) = det [sI,, — £,(1)] = 0, donde se enfatiza
la dependencia respecto del parametro de bifurcaciéon p. Supongamos que existe un
valor pi9 de dicho parametro tal que para pu < pg, todas las raices de h(s;u) tienen
parte real negativa. Supongamos también que cuando p se incrementa y pasa por

el valor pyg, existe un par de raices complejas conjugadas de h(s; i) que cruza el eje

imaginario hacia el semiplano derecho. Es decir que la solucion de equilibrio X se

!Diremos que f es C™ si tiene derivadas continuas de orden n.
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vuelve marginalmente estable cuando el parametro alcanza el valor pg, e inestable
cuando p > pg. El siguiente teorema establece que esta transicion puede dar lugar a

soluciones oscilatorias en el sistema (2.46).

Teorema 2.15 (Teorema de bifurcacién de Hopf) Supongamos que £(¢; i) tie-
ne derivadas continuas al menos de sequndo orden en sus dos variables y que £(0; u) =

0, Yu € R. Supongamos ademds que:

(H1) Para p en un entorno de g, h(s;p) tiene un par de raices s(p) = a(p) +
iw(p), donde s(p) es continuamente diferenciable, y s(po) = Fiwg, wo := w(io).

Ademds, h(s; po) no tiene otras raices que sean miltiplos de iwy.
(H2) El par de autovalores complejos cruza el eje imaginario para = py, es decir

Dya(p)lu=py > 0.

Entonces,

(i) Eziste una constante €g > 0 y funciones reales continuamente diferenciables
wu(e) y T(e) > 0 tales que pu(0) = o y T(0) = 27 /wo, y Xi(€) periddica de
periodo T(€), tal que X¢(€) es solucion de (2.46) y Xi(€) = eyi(e), siendo yi(e)

la solucidn periddica de periodo 2m/wq del sistema y(t) = L(uo)ys-

(it) Ezisten constantes positivas A, 0, y or tales que si (2.46) tiene una solucion
periddica X; de periodo T para |p— po| < 0, con ||Xj|lc < Ay |T"—2m/wo| < b,

entonces = p(e) y X, = Xepy(€), para algin |e| < ey y algin 1.
(i11) Sif es C°, entonces

p(e) = po + e’ + O(e"), (2.48)

T(e) = 2 {i Ly 0(64)} |

Wo W1
Ademds, si todas las raices de h(s; o) tienen parte real negativa excepto el par

+iwg, entonces X;(€) es estable si py > 0 e inestable si py < 0. &
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La afirmacion (%z) nos dice que si existe otra solucion periddica con periodo cer-
cano a 7'(0) para p en un entorno de pp, entonces esta solucion debe ser de la forma
de X;(€), excepto quiza por una traslacion en fase. Considerando la conclusion (7z),
diremos que el caso p; > 0 corresponde a una bifurcacién de Hopf supercritica

y que 1 < 0 corresponde a una bifurcacién de Hopf subcritica.

Luego, para el caso supercritico de la bifurcacion de Hopf (u; > 0 en (2.48)),
y suponiendo que el punto de equilibrio X de (2.46) es estable para u < pg, éste
se inestabiliza dando lugar a una solucién periddica asintéticamente orbitalmente
estable (AOE) para p > ug. Ademas, a partir del Teorema de Hopf se deduce que
la amplitud de esta solucion periddica crece en forma proporcional a /u — ug. Para
el caso subcritico (1 < 0), existe una solucion periddica inestable cuando p — pg =
p1e?+0O(€*) < 0, es decir, cuando X es estable. Tal vez este caso es el mas preocupante
desde el punto de vista ingenieril, por dos motivos: (1) cuando p < o y fo — p €s
pequeno, la cuenca de atraccion de X puede ser pequena dado que existe una orbita
inestable de amplitud O(y/— (i — o)) que rodea al equilibrio; (2) cuando X pierde
la estabilidad para g > pp, no existe ninguna solucion estable en un entorno de
X, por lo tanto las trayectorias tenderan hacia alguna solucion estable (si existe)
posiblemente de gran amplitud. En los graficos superiores de la Fig. 2.8 se muestran,
en forma esquematica, los escenarios correspondientes a las bifurcaciones de Hopf
supercritica (izquierda) y subcritica (derecha). Los trazos en rojo corresponden a
soluciones estables y los trazos en verde a soluciones inestables. Notese que un analisis
basado en linealizacion solo puede detectar el cambio de estabilidad del equilibrio, pero
no permite distinguir el tipo de bifurcacion. Por otro lado, en los graficos inferiores se
muestran proyecciones de las 6rbitas correspondientes sobre un espacio bidimensional.
Cuando todas las hipotesis del Teorema 2.11 se verifican y ademas 1 # 0 en (2.48),
la bifurcacion de Hopf se dice no degenerada y se denotara como Hyo (como se tipifica

en Moiola & Chen, 1996). Si D, a(pu) = 0 significa que el par de autovalores

|#=M0
complejos conjugados no cruza efectivamente el eje imaginario, y en este caso ocurre
la denominada bifurcacion degenerada Hy;.

Por otra parte, si g3 = 0 en (2.48), para conocer si la solucion periodica existe

cuando p < pg 6 cuando p > po debe considerarse una expansion de mayor orden en
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M<H, H=H, H>H,

TN

H<p, B=H, H>W,

)

H<p,

H>H,

>,
Figura 2.8: Bifurcacion de Hopf supercritica (izquierda) y subcritica (derecha) supo-

niendo que el equilibrio cambia de estabilidad para p = uqg.
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el parametro e. Es decir, debe plantearse pu(€) = o + e + O(€®), y en este caso la
direccion del nacimiento del ciclo limite estara dada por el signo de ps. Si puy # 0, la
bifurcacion de Hopf se denomina Hyy. En forma similar, si us = 0 y el coeficiente de
€% es no nulo, la misma se denominara Hyy, y asi sucesivamente. O, por ejemplo, si

D, o(p)|y=po = 0 y ademas p; = 0, la bifurcacién degenerada se denotara Hy.

Ejemplo 2.5 En el Ejemplo 2.4, para la ecuacién

i(t) = flae) = p—2*(t — 1), (2.49)

restaba determinar qué sucede cuando el punto de equilibrio ¥} = +,/u pierde la
estabilidad para p = (7/4)%. Recordemos que la ecuacion caracteristica asociada a
Ty = +\/p es h(s) = s+ 2,/ue”® = 0. Haciendo s = o + iw, y separando partes real

e imaginaria se obtiene

a+2,/pe"*cosw = 0,

w—2/pe"*sinw = 0,

(2.50)

Tomando a = 0 se obtienen wy = m/2y o = (7/4)?. Notese que —wy = —m/2 también
es solucion de las Ecs. (2.50) con a = 0. Es decir, cuando p pasa de p < po a p > fio,
existe un par de raices de h(s) que cruza el eje imaginario por los puntos +imr/2 cuando
1 = po- Ademas, de la segunda ecuaciéon en (2.50), se obtiene e* = 2,/usinw/w, de

donde, para sinw > 0 se puede escribir a = In (2\/,17 sin w/w). Entonces,

W

-D,u,a = . 3
2psinw

y dado que para pu = p se tiene s = sy = Fiwg = £7/2, resulta D, o, —,, = 4/m > 0.
Entonces, se verifican las hipotesis (H1)y (H2) del Teorema 2.15, y el sistema (2.49)
exhibe una bifurcacion de Hopf para pu = (7/4)?. La Fig. 2.9 muestra el diagrama de
bifurcaciéon en funciéon de p. Se muestran las soluciones de equilibrio que se generan a
partir de la bifurcacion silla-nodo, donde la linea llena roja representa soluciones de
equilibrio estables y la linea punteada verde indica soluciones de equilibrio inestables.
Ademas se muestra la amplitud (maximo y minimo) de las soluciones periodicas que

emergen a partir de Z; = +,/p para p > (m/4)% ~ 0.61685, por medio de la bifurcacion
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de Hopf (H). Esta continuacion de la amplitud de las orbitas se obtiene mediante
el programa DDE-BIFTOOL (Engelborghs et al., 2001). A la familia de soluciones
periddicas que se obtienen variando p también se la denomina rama. También se
muestran los resultados de simulaciones numéricas: para u = 0.5 el equilibrio Z; es
estable y para p = 0.8, el mismo es inestable y existe una solucion periddica estable
que lo rodea. Los valores de i utilizados en las simulaciones numéricas se indican con

lineas punteadas en el diagrama de bifurcacion.

—0.5
_1 L
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
)
1 J—
x(f) n=0.8
0.5
0 ‘ ‘ ‘ 0
0 20 40 60 80 0 20 40 60 80
4 t

Figura 2.9: (Arriba) Diagrama de bifurcacion del sistema (2.49), donde se muestran
las soluciones de equilibrio que se generan a partir del punto de silla-nodo (SN) y
la rama de soluciones periddicas que nace de la bifurcacion de Hopf (H). Para cada
valor de p, los puntos en rojo indican el méximo y el minimo de x(¢) sobre la solucion
periodica. (Abajo) Simulaciones numeéricas para = 0.5 y para u = 0.8.
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Capitulo 3

Introduccion al Método del Teorema
de Hopf Grafico

3.1. Introduccion

En este capitulo, se describira la técnica analitica que ha resultado fundamental
para el desarrollo de esta Tesis: el método para la deteccion de oscilaciones basado
en el teorema de Hopf grafico (Mees & Chua, 1979), al cual denominaremos Método
en Frecuencia, o directamente, MF.

Esta técnica estd basada en herramientas de comiin conocimiento para los ingenieros,
como son la transformada de Laplace, el método de balance de armonicos y el criterio
de estabilidad de Nyquist, entre otras.

En principio, el MF se desarrolld para el estudio de EDOs (Mees & Chua, 1979; Mees,
1981) y mas tarde se elaboraron variantes para el anélisis de DEEs (Moiola et al.,
1996; Moiola & Chen, 1996).

A continuacion, se pretende dar una idea del “estado del arte” de la herramienta,
comenzando por el planteo original dedicado al estudio de EDOs. Posteriormente, se
explicard como la técnica se modifico para permitir el anélisis de algunos tipos de
DDEs.

Las ideas que se exponen en este capitulo constituyen el punto de partida para los

aportes principales de esta Tesis, que se expondran a partir del Capitulo 4.
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(1) (1)

+ d(£)=0

g((1);p) J(W)
(a) (b)

Figura 3.1: (a): Representation en bloques del sistema (3.1). (b): Lazo linealizado.

3.2. El Teorema de Hopf grafico para el estudio de

ecuaciones diferenciales ordinarias

Counsidérese una EDO auténoma de la forma

(3.1)

donde x(t) € R" es el vector de estados, A(u) € R™™, B(u) € R C(p) € R™ ™,
i € R es un parametro y g : R™ x R — RP es una funcién no lineal suave (al
menos C?). Aplicando la transformada de Laplace al sistema anterior (considerando

condiciones iniciales nulas), se obtiene

L{x(t)} = (sLn — A(w) " B(w)L{g(y(t): )},

donde I, es la matriz identidad de orden n y s es la variable compleja de la transfor-

mada de Laplace. Ademas

L{y®)} = —CwL{x(t)}
= —C(p)(sl, — A(u)) ' B(u) L{g(y(t); 1)}
= —G(s;p)L{g(y(t); w)},

donde G(s; ) := C(p)(sI, — A(p)) ' B(u) es la funcion transferencia que representa
la parte lineal del sistema (3.1). De esta forma, dicho sistema puede representarse
en forma de lazo realimentado como se muestra en la Fig. 3.1(a), donde la entrada
d(t) se asume nula por tratarse de un sistema autonomo. Los puntos de equilibrio

y del sistema realimentado satisfacen la ecuacion G(0; 1)g(y; u) = —¥. Suponiendo
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A s} A HMio)}

R{s} 4 R{A(im)}
»

B<H,  pSM, SR, MM, B=H,  p<py

Figura 3.2: llustracion del Lema 3.1. Si un par de raices de la ecuacion caracteristica
del dominio tiempo cruza el eje imaginario hacia el semiplano derecho para p = g
(izquierda), la correspondiente funcion caracteristica del MF pasa a encerrar el punto
—1 440 cuando p varia desde pu < po hasta p > o (derecha). Ademas, dado que
el contorno de dicha funcién caracteristica estd parametrizado en la frecuencia w, la
curva azul correspondiente a p = o pasa por el punto —1 + 20 para w = wy.

que existe al menos un punto de equilibrio, y calculando la matriz Jacobiana definida

como

Jn) = By

dy y=y
se obtiene el lazo linealizado de la Fig. 3.1(b). Con el objetivo de detectar bifurcaciones

en el sistema (3.1), se considera el siguiente resultado:

Lema 3.1 (Mees & Chua, 1979) Si una raiz de la ecuacion caracteristica del sis-
tema no lineal (3.1), en el dominio tiempo, toma el valor imaginario puro iwy para un
valor dado p = po del parametro de bifurcacion, entonces un autovalor de la matriz

constante G (iwo; o) J (po) toma el valor —1 440 para p = pg.

La Fig. 3.2 ilustra este resultado en forma cualitativa para el caso en que un par
de soluciones de la ecuacion caracteristica cruza el eje imaginario hacia el semiplano
derecho cuando p pasa de 1 < pp a > po. Los autovalores de la matriz G(s; pu)J (1),

que se denominan funciones caracteristicas (o autovalores del dominio frecuencia) son
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las raices del polinomio
h(\, s;p) == det(\ L, — GJ) = A™ + @y (85 )N+ .o+ ao(s; ), (3.2)

donde a;(s;p), j =0,...,m — 1, son cocientes de polinomios en la variable compleja
s (MacFarlane & Postlethwaite, 1977). En lo que sigue, se hara referencia a la Ec. (3.2)
como ecuacion caracteristica en el dominio frecuencia. Notese que si p < m, el orden
del polinomio (3.2) puede reducirse dado que (m — p) autovalores son nulos. Ademas,
usualmente se tiene m < n, por lo tanto la formulacién en el dominio frecuencia
generalmente provee una ecuacion caracteristica de menor orden que la analoga en el
dominio tiempo.

Supongamos que el punto de equilibrio del sistema (3.1) es estable para p < pug e
inestable para p > o, y que para g = ji existe una raiz simple X(s; p) de (3.2) que
toma el valor —1+10 cuando s = iwy. Entonces, como se defini6 en el Capitulo 2, y =
Lo es el valor critico del parametro (el valor para el cual se produce una bifurcacion).
Si wg = 0, la bifurcacion se denomina estdtica (como por ejemplo, la bifurcacion silla-
nodo del Ejemplo 2.4). Si wy # 0 la bifurcacion se denomina dindmica o de Hopf. En
lo que sigue, se hara hincapié en la bifurcacién de Hopf, que constituye uno de los
mecanismos més frecuentes que da lugar al comportamiento oscilatorio de un sistema.
Para cada valor fijo de p, el lugar geométrico de /):(iw; i) constituye un diagrama de
Nyquist en el plano complejo, parametrizado en la frecuencia w. En particular, cuando
i = o, dicho contorno pasa por el punto —1 4 i0 para w = wy (véase la Fig. 3.2).
Con el proposito de clasificar el tipo de bifurcacion de Hopf, se considera el nimero

complejo auxiliar
u” G (iw; p)p(w; 1)
ulv

5(“’3”) - - ) (33)

donde p(-) se definira en breve, y v y u son los autovectores derecho e izquierdo de

la matriz G(s; u)J(p) asociados a X(s; ), es decir, que verifican
GJv = Xv, uwlGJ =ul\

Supongamos que p se varia levemente a partir de pg, y consideremos el siguiente Teo-
rema enunciado en (Mees & Chua, 1979; Moiola & Chen, 1996), que por conveniencia

para el lector se presenta en forma compacta como sigue:
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Teorema 3.2 (Teorema de Hopf Grafico) Supdngase que cuando w varia,
E(w; ) # 0y que la semirrecta con origen en —1 410 y con la direccion y sentido de

E(w;p) b, intersecta el contorno de X(z’w;u) en el punto

P = Ni; ) = =1+ E@; )6, (3.4)
donde 0 = 0(p) > 0. Supdngase, ademds, que dicha interseccion es transversal, i.e.,

X(zfa,ﬁ) y £(w; ) son no paralelos. Entonces:

1. El sistema no lineal (3.1) tiene una solucion periddica aislada en un entorno de

radio O(1) centrado en 7.

2. Si el nimero de veces que X(zw,ﬁ) encierra al punto P + 6¢(; 1) en sentido
antihorario, para 0 suficientemente pequenio, es igual al nimero de polos de

X(s; p) con parte real positiva, entonces el ciclo limite es estable. {

Es preciso mencionar que 0 y w representan la amplitud y frecuencia, respectiva-
mente, de la soluciéon periddica. Si se verifican las hipotesis del Teorema 3.2, dicha
solucién puede describirse en forma aproximada por medio de la serie truncada de

Fourier
2
y(t) =~ §+§R{Z y’“ei’“wt}, (3.5)
k=0

donde los coeficientes V* se definen mas abajo y R(-) es la parte real de una canti-
dad compleja. En la Ec. (3.3), el vector p(-) representa la componente de frecuencia

fundamental de g(y(¢); 1) para y(t) dada por (3.5), y se calcula como

1 1
p(w; ) = (D*g)v ® Voo + §(D2g)‘7 ® Va2 + é(D3g)V RVERYV, (3.6)

donde (-) denota el complejo conjugado, ® representa el producto tensorial y

(D’g) := M (D%g) := M

0x2 S ox3

X=X X=

%)

LConsiderando a &(w; p) un vector en el plano complejo.
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Los vectores Vg v Vag son las componentes normalizadas de frecuencia cero y dos,

respectivamente, de y(¢) en (3.5) y estan dados por

1
Vo = —ZH(O; M)(ng)v XV,

1 (3.7)
Vo = —ZH(ZQW; 1) (D*g)v @ v,

siendo H(s;p) := (I, + G(s;u)J (1)) " G(s; 1) la matriz que representa la ganancia
de lazo cerrado en la Fig. 3.1. Ademaés, los vectores p(w; i), Voo ¥ Voo se pueden
expresar en forma alternativa como

1~ 1
p(wip) = QVos + §QV22 + gL‘_f,

1 1 .
Voo = —ZH(O;M)Q\?, Vi = —ZH(22w;pJ)QV,

donde ) y L son matrices de orden p X m cuyos elementos se calculan como

Gk =D GV Lk =D ) glurty, (3.8)
r=1

r=1 g=1

donde ¢/, := 0%g'(y) /0y, Oy y ngk = 3%¢'(y) /0y, 0y,0ys. (evaluadas en el equilibrio).
Los valores de 6(j1) y @(j1) que son solucién de (3.4) determinan los coeficientes Y*

en (3.5) mediante las ecuaciones
V=0 ()Vea, Y'=0m)v, YVo=0()Va, (3.9)

y finalmente se obtiene la aproximacion de la orbita periodica (3.5). Solo resta de-
terminar como hallar el par (@,0) que es solucion de (3.4). Para esto se utiliza un
método iterativo 2, partiendo de wy, la frecuencia para la cual X(iw; fo) pasa por el
punto —1 +40. Si p esta suficientemente cerca de 1y, la frecuencia real W de la oscila-
cion se mantiene cerca de wy (Mees & Chua, 1979). Entonces, se itera como se indica

a continuacién

~

Paso 1 : MNiwr; ) = =1+ &(wo; )67,
Paso 2 : (it = —1+&(wpp)b?,

(iwo; 1) ' §(wr; )03 (3.10)
Paso N : /):(z'wN; p) = —1+&(wno1;p)b%.

2En algunos casos, es posible resolver (3.4) en forma analitica, como se vera en algunos ejemplos
en capitulos posteriores.
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Es decir, el algoritmo se inicia con la frecuencia wy, se calcula &(wp; 1) mediante (3.3)
vy se resuelve (3.4) para wy y 6;. Con wy, se recalcula {(wq; ) v en el Paso 2 se hallan
wy ¥ 5. El procedimiento se contintia hasta el Paso N, tomando N suficientemente
grande de modo tal que |wy — wy_1| < €, donde € es un valor pequeno establecido

previamente. Finalmente, se asignan los valores w :=wy y 0 := 0.

Por otra parte, la estabilidad de la 6rbita periddica que emerge de la bifurcacion

también puede determinarse algebraicamente calculando el denominado coeficiente de

_ §(wo; pr)u’ v
o= e T (311

curvatura, dado por

donde G'(iw; p) := 0G(s; 1) /08| s=io- Luego, si o es negativo (positivo), la bifurcacion
de Hopf es supercritica (subcritica); si el equilibrio sufre un cambio de estabilidad
para g = po, existe una solucion periodica estable (inestable) cuando el equilibrio es

inestable (estable).

3.3. Formulacién alternativa del MF para el estudio

de DDEs

Como se mencioné en la Introduccion del capitulo, el MF se desarroll6 origina-
riamente para analizar sistemas descriptos por EDOs. Posteriormente, el mismo se
extendio para abordar el estudio de algunos tipos de DDEs (Moiola et al., 1996;
Moiola & Chen, 1996). Por medio de esta variante de la técnica, se han realizado
avances, por ejemplo, en las areas de sistemas de control (Pagano et al., 1999) y redes
neuronales (Liao et al., 2004; Yu & Cao, 2007; Yu et al., 2008). En este seccion, se

describird en forma breve esta alternativa del MF para el anélisis de DDEs.

Considérese una DDE dada en la forma

x(t) = Aog(p)x(t) + Aix(t — 7) + B(p)g(y(t — 7); 1),

(3.12)
y(t) = =C(u)x(t),

3Notese que el coeficiente de curvatura oy es equivalente al coeficiente 11, en el Teorema 2.15.



48 Capitulo 3. Introduccién al Método del Teorema de Hopf Gréfico

e R™ yeR"
G [ G
gy(;p) e—d=0 e
(@ .

Figura 3.3: (a): Representacion en bloques del sistema (3.12). (b): Lazo linealizado,
considerando la dindmica del retardo en la realimentacion.

donde x € R", Ag(u), A1 (1) son matrices de orden nxn, B(u) € R™P C(u) € R™*",
g : R™ x R — R? es una funciéon no lineal al menos C*, i € R es el parametro de
bifurcaciéon y 7 > 0 es un retardo constante. Aplicando la transformada de Laplace

al sistema anterior y suponiendo funciones iniciales nulas, se obtiene

L{x(t)} = (sl — Ao(p) — As(u)e™") " B(u)L{g(y(t — 7); 1)},

y ademas

L{y(t)} = —Clp)L{x(t)}
= —C(p) (sIn — Ao(p) — As()e™7) ™" B(u) L{g(y(t — 7); 1)}
= —G(s;p)L{g(y(t —7); 1)},

donde en este caso, la funcién transferencia que representa la parte lineal se define
como G(s; ) := C(p) (sI, — Ag(p) — Ay()e") ™" B(p) (véase la Fig. 3.3(a)). Los

puntos de equilibrio se calculan en forma anéloga al caso de las EDOs, es decir

G(0; )g(¥; 1) = —¥, (3.13)

con la tnica diferencia de que ahora, para poder realizar este computo, la matriz
Ao(p) + Ai(pe) debe ser inversible. La matriz Jacobiana es J(u) = 0g(y; 1)/0yly—y,
aunque la ganancia de la realimentacion linealizada se toma como J(u)e *™ para
considerar la dinamica del retardo (Fig. 3.3(b)). Suponiendo la existencia de al menos
una solucion y de (3.13), la estabilidad de este equilibrio debe analizarse por medio

de la ecuacion caracteristica
h(A s;p) = det(My, — G(s;p)J (1))

(3.14)
= A"+ apmo1(s, e AT+ L+ ag(s, e ) = 0.
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ST: 1) seran, en general, cocien-

Notese que para esta ecuacion, los coeficientes a;(s, e~
tes de cuasipolinomios en la variable s. La condicion de estabilidad marginal ocurre
cuando una raiz simple X(s; p) de la Ec. (3.14) toma el valor —1 + 40 para s = iwy, lo
cual se da cuando el parametro de bifurcacién pasa por el valor critico u = pg. Esto
es equivalente a la condicion h(—1,iwy; po) = 0, v separando esta ecuacion en partes

real e imaginaria se obtiene

m—1
Fi(woipio, ™) = (=)™ 4+ (=1)*R {ag(iwo, e ™7 1)} =0,
k=0
m—1
Falwoiio, ) 1= D (=1 {axlin, e )} = 0.
k=0

El Teorema que se enuncia a continuacion es, en esencia, analogo al dado para sistemas

EDOs, con la salvedad de que ahora las funciones Fi(-) y Fi(:) dependen del retardo 7.

Teorema 3.3 (Moiola & Chen, 1996) Supdngase que: (a)y es, localmente, el ini-
co equilibrio de (3.12); (b) cuando varia w, &(w; ) # 0 y la semirrecta con origen en
—1 4140 y con la direccion y sentido de {(w; p), intersecta el contorno de X(z’w; W) en
el punto

~ ~

P = X i) = —1 + €@ )6, (3.15)
donde 0 = 0(i1) > 0. Supdngase, ademds, que

1. La tasa de cambio del autovalor X(iw;,u) con respecto a Su parametrizacion en

el punto critico es no nula, es decir

OF,/0u 0Fy/0
det 1/ 2/ 01 # 0.

8F1/0w aFg/aw

(wosko0)

2. La interseccion es transversal, es decir

R {&(iwo) } S {€(iwo) }
e . . # 0,
o %{X(iwo;uo)} 9{>\’(iwo;uo)} ’

donde X’(iwo; o) = QX’(S; 14) ] 08| (5:)=(iwoips0) -
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3. Existe un entorno de P en el cual no hay otras intersecciones entre algin au-

tovalor \;(iw; p) y la semirrecta que une —1 +i0 con P.

Entonces, el sistema no lineal (3.12) tiene una solucidn periddica y(t) de frecuen-
cia w = 0 + O(0*) que es unica en un entorno de radio O(1) centrado en'y. Si el
ndmero total de veces que el contorno de X(zw,ﬁ) encierra al punto P+ 6 (w; ) en
sentido antihorario, para 0 suficientemente pequeno, es igual al nimero de polos de

X(s; i) con parte real positiva, entonces el ciclo limite es estable. <

En este Teorema, el nimero complejo &(w; p) esta dado por

u’ G(iw; p)p(w; e ™7
ulv '

E(wip) = — (3.16)

Por otra parte, el coeficiente de curvatura se halla como

= f(wo;u)uTv
ot { ul 2 [G(s; ) J ()e=] \s:mv} ) (3.17)

(notese la analogia con las expresiones dadas para sistemas de EDOs). Las formu-
las anteriores fueron desarrolladas en (Moiola & Chen, 1996) realizando un balance

armonico para el lazo de realimentacion de la Fig. 3.3.

3.4. Ejemplos

En esta seccion, se presentard el analisis de dos ejemplos para ilustrar la aplicacion
del MF' a sistemas con retardos constantes. En primer lugar, se estudiara un modelo
logistico presentado en (Vasegh & Sedigh, 2009). En este trabajo, los autores utilizaron
la técnica de la funciéon descriptora para detectar la apariciéon de ciclos limites, cuya
estabilidad se determind con el criterio de Loeb. El segundo ejemplo representa la
forma normal * de la bifurcaciéon de Hopf subecritica, bajo la acciéon de un control

con retardos que se implementa para manipular las caracteristicas del ciclo limite

4La forma normal de una bifurcacién consiste en la ecuacién diferencial méas simple que puede
exhibir dicha bifurcacion. Para mayores detalles, véase Kuznetsov (2004).
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emergente (véase Just et al., 2007). Este ejemplo presenta una mayor complejidad
que el primero, y resulta de interés pues permitié refutar un Teorema acerca de la

estabilizacion de ciclos limites mediante el control con retardos (Nakajima, 1997).

Ejemplo 3.1

Considérese el modelo logistico
(t) = —x(t) + bx(t — 7)(1 — z(t — 7)), (3.18)

donde z es escalar, b € Ry 7 > 0 es el retardo 5. Para aplicar el MF, en principio
esta ecuacion debe escribirse en la forma (3.12). Una realizacion posible esta dada
por Ag=—1, A, =b,C =1 (y=—x) y g(y;b) = —by?. Otra realizacion alternativa
se obtiene considerando Ay = —1, A; =0, C = 1y g(y;b) = —by(1l + y). Teniendo
en cuenta esta tltima, resulta C(s — A)"'B = 1/(s+ 1), y ademas, el retardo puede
incluirse en la parte lineal eligiendo

—TS8

e
s+1°

G(s) =
A partir de (3.13) se obtienen los puntos de equilibrio como

~ ~ @\1 = Oa
G0)g(y;b) =-y = ~ (3.19)
Y2 =(1-10)/b.
Dado que el modelo (3.18) generalmente representa un sistema de poblacion, el equili-
brio 1 = 0 no resulta de interés. Ademas, como x(t) > 0, entonces y(t) = —Cz(t) <0,
y por lo tanto el punto de equilibrio no trivial g, resulta negativo. Entonces, la

Ec. (3.19) indica que este ultimo existira solo si b > 1. Para este punto de equili-

brio, la matriz Jacobiana es escalar y resulta

J(b) = —b(1+2y)| - =b—2.

y=02
A partir del Lema 3.1, la condicion de bifurcacion esta dada por X(z’w; b) = G(iwo)J (bo)

—17 es decir ]
b 2 - =-1 3 20)
( 0 ) 1+ in ’ ( '

SEste ejemplo se ha estudiado en: Gentile, F., Paolini E. y Moiola J. “Aplicacion de métodos
frecuenciales para la deteccion de oscilaciones en sistemas con retardos temporales”, presentado en
la Reunién para el Procesamiento de la Informacion y Control (RPIC), 16 al 18 de septiembre de
2009, Rosario.
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que separando en partes real e imaginaria resulta

(b — 2) cos(wT) = —1,

(bp — 2)sin(wr) = wp.

Elevando al cuadrado y sumando las ecuaciones, se obtienen los valores criticos de w

y 7T €Oomo
Wy = (bo - 2)2 - ]_, (321)

1 1
T = arc cos +27k|, k=0,1,.. 3.22
, (50—2)2—1[ (2—60) } (3:22)

Es claro que para que existan soluciones w € R, el parametro b debe verificar |b—2| >

1,luego b <16 b > 3. Si |b—2| < 1, de la Ec. (3.20) resulta evidente que el diagrama

de Nyquist del autovalor X(iw; b) no encierra el punto —1 + 0i dado que

. eficm- 1
/\iw;b‘< —| = <1, VWVw.
‘ ( ) 14w V14+w? T

Por lo tanto, cuando 1 < b < 3, el punto de equilibrio no trivial es estable indepen-
dientemente del valor del retardo, es decir, es EIR (Secciéon 2.3.3). Si consideramos
b > 3, entonces la Ec. (3.21) tiene soluciéon para w > 0, con lo cual, para b > 3, se
dan bifurcaciones de Hopf dependiendo del valor de 7. La Fig. 3.4 muestra la region
de estabilidad del equilibrio 7, y las curvas que representan los valores criticos del
retardo 7 que provocan bifurcaciones de Hopf, en funcién del parametro b. Este dia-
grama se denomina diagrama de bifurcacion en dos parametros. Notese que el mismo
es diferente a los diagramas de bifurcacién que se han visto hasta este punto. En la
Fig. 3.4, cada punto sobre las curvas en negro representa un par (b, 7) que es solucion
de (3.20).

Como el bloque que representa la parte lineal tiene s6lo una entrada y una salida,®
G(s)J(b) es escalar y los autovectores son u = v = 1. Las matrices Q y L (Ec. (3.8))
también son escalares, y valen ) = —2by L = 0. Ademas, la funciéon transferencia de
lazo cerrado es

H(s) = (G(s)J +1)'G(s) = ﬁ, o(s) =s+1+(b—2)e .

6Se har4 referencia a este tipo de sistemas como SISO (“Single input - Single Output”).
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25
20}
157
T

107

5t k=0

Equilibrio
estable
0 ! ! ! !
3 3.1 3.2 b 33 34 3.5

Figura 3.4: Curvas de bifurcacion de Hopf en el plano (b, 7) obtenidas a partir de la
Ec. (3.22), para distintos valores de k. Para la region sombreada, el equilibrio s es
estable.

A partir de (3.7) se calculan Vpy v Vg, resultando

b v b
20=b) 7 2p(i2w)’

Vo2 =
y por medio de (3.6) se halla

plw;b) = —b* (bi 1 290(1%)) ‘

Ademas, de la Ec. (3.16) resulta &(w;b) = —G(iw)p(w; b)e 7. Finalmente, utilizan-

do (3.11), y teniendo en cuenta que u = v = 1, se obtiene la expresion del coeficiente
de curvatura

_ o J Gliwo)p(wo;b) | _ b? b— 1+ 2p(i2uwp)
70 = %{ (Giwo) ) } -1 { (L + 7 1 iwor) o (i200) } '

Si, por ejemplo, consideramos b = 3.05, con las Ecs. (3.21) y (3.22) se obtienen
wo ~ 0.320156 y 19 ~ 8.8449. Con estos valores resulta oy >~ —0.6454, por lo tan-
to la bifurcacion es del tipo supercritica, y el ciclo limite emergente es estable. La
misma conclusion se obtiene mediante el Teorema 3.3 y observando la Fig. 3.5, don-
de se muestran el diagrama de Nyquist de /):(z'w; b) y el vector £(w;b) para b = 3.1

(ligeramente mayor al valor critico) y 7 = 8.8449. Dado que existe una intersecciéon
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-1 —-0.5 0 0.5 1

R{A}

Figura 3.5: Diagrama de Nyquist y vector (w) para 7 = 8.8449 y b = 3.1. Dado que
ambos se intersectan, el Teorema de Grafico de Hopf asegura la existencia de un ciclo
limite, que ademas es estable.
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Figura 3.6: Simulacién del sistema (3.18) para 7 = 8.8449 y b = 3.1. Se observa
claramente una oscilacion alrededor del equilibrio en Z = 0.6774.
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entre dicho vector y el contorno de A(iw:b), el sistema (3.18) tiene un ciclo limite
para esta combinaciéon de parametros. Ademaés, como el tinico polo de X(s; b) se halla
en so = —1, para el caso que se muestra en la figura el equilibrio es inestable (pues
X(iw; b) encierra al punto —1 + i0) y la solucion periddica es estable. En la Fig. 3.6
se muestra una simulacion correspondiente a b = 3.1 y 7 = 8.8449. Luego de un
transitorio, el sistema exhibe oscilaciones sostenidas alrededor del punto de equilibrio

T~ 0.6774.

Ejemplo 3.2

El sistema que se estudia a continuaciéon corresponde a la forma normal de la
bifurcacion de Hopf subcritica. Dependiendo del valor de un parametro de bifurca-
cion, este sistema puede, cualitativamente, exhibir dos comportamientos: (i) tener un
punto de equilibrio estable rodeado por un ciclo limite inestable, o (ii) tener un punto
de equilibrio inestable (como en los diagramas de la Fig. 2.8). A este sistema se le
aplica un esquema de control retrasado, con el objetivo de cambiar la estabilidad del
ciclo limite que aparece en la situacion (i). En particular, cuando el retardo que se
introduce en la realimentaciéon es un miltiplo entero del periodo de la 6rbita que se in-
tenta controlar, diremos que constituye un control de Pyragas (véase Pyragas, 1992).
Utilizando la variante del MF descripta en la Seccion 3.3, se estudiara la dinamica del
sistema controlado. Los resultados que se obtienen en este ejemplo concuerdan con
los presentados por Just et al. (2007). En el trabajo citado, los autores realizaron una
importante contribucién dando un contraejemplo al teorema propuesto por Nakajima
(1997), que establecia que una 6rbita inestable con un ntimero impar de exponentes
de Floquet fuera del circulo unitario, no podia estabilizarse por el control de Pyragas.
Sin embargo, a través del ejemplo que se describe a continuacion, Just et al. (2007)

mostraron que esto no es valido.

El sistema considerado es:

T1(t) I 1(t) + [22 + 22 b ol
T (t) 1 « To(t) v o1 ©2(1)
L cos3 —sinf3 21(t) —a(t =) : (3.23)

sinf3 cosf To(t) — xo(t —7)
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donde o, v > 0, K > 0y 3 son parametros, y 7 > 0 es el retardo constante 7. Ademaés,
K y 8 representan la ganancia y la fase, respectivamente, del controlador. Notese que
para el sistema sin controlar (K = 0), « es igual a la parte real de los autovalores de
la linealizacion en el equilibrio (7, Zs) = (0,0). Para escribir la Ec. (3.23) en forma

de sistema realimentado como en (3.12), se consideran las matrices

a— Kcosp 0 K cos 0
AOZ 7A1: 7B:O:_[2,
0 a— Kcosp 0 K cosp
(3.24)
y la realimentacion no lineal dada por

yo — K sin B yp + K sin B ya, — (y1 — 72) (47 + 43)
gy(t),y(t—1)) = . . 2 .o
—y1 + Ksin fyy — Ksin By, — (vy1 + v2)(yi + v3)

(3.25)

donde se ha utilizado la notacion compacta y;, := y;(t—7). La funcion de transferencia

para la parte lineal es:

1
) =C(s] — Ay — Are™ ™) 'B = I 2
G(s;pu) =C(s 0 e ") s ot KeosB— e x I, (3.26)

donde por simplicidad se ha introducido el vector de parametros p = («a,7, K, ).
Claramente, el origen es un punto de equilibrio del sistema (3.23). En ausencia de
control (K = 0), este punto resulta estable cuando o < 0, e inestable cuando a > 0.
Ademas para a < 0 existe un ciclo limite inestable que rodea al origen, cuya am-
plitud aproximada es /—a. Mediante la técnica de control propuesta por Just et al.
(2007) se busca alterar el comportamiento del sistema y lograr que para ciertos valores
de los parametros existan 6rbitas periodicas estables. Es decir, el objetivo es cambiar

el tipo de bifurcacién de Hopf y que la misma pase de ser subcritica a ser supercritica.

La funcion (3.25) se linealiza alrededor del punto de equilibrio y = 0, con lo cual

se obtiene la matriz Jacobiana en el dominio frecuencia

0 1—Ksinfg(1—e*)

J(s;p) =
(53 4) —14+ Ksinfg(1—e) 0

"Este sistema ha sido estudiado en: Gentile, F., Moiola, J. y Paolini E. “Control de bifurcacio-
nes utilizando la estrategia de Pyragas en el dominio frecuencia”, presentado en el II Congreso de
Matemaética Aplicada, Computacional e Industrial (MACI), 14 al 16 de diciembre de 2009, Rosario.
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Notese que los factores de la forma e™*" se incluyen para considerar la dinamica de
los términos con retardo. Definiendo Gy == [s —a+ Kcos (1 —e )| 'y Jip =
1 — Ksinf (1 —e*7), se puede escribir

0 G112

G(s;p)J (1) = :
_G11=]12 0

cuyos autovalores son A\ o(s; ) = £iG1yJ12. Considerando A, la condicion de bifur-
cacion resulta®

1 — Ksinf(1 — e o)
iwg — a+ K cos (1 — e~iwor)

Ao (iwg; ) = —1 = -1,

de donde se obtiene
iwg = a + i — k(1 — e ™o)™, (3.27)

Notese que si K = 0 (6 7 = 0) existe una tnica solucion wy = 1 para o = 0, que
corresponde a la condiciéon de bifurcacion del sistema sin controlar. Separando partes

real e imaginaria en (3.27) y resolviendo para a y 7 se llega a
a = Klcosf —cos(8— )],
T = Y[l - K(sinf —sin (8 — 1)),

donde 1 := wy7. Los autovectores derecho e izquierdo de la matriz G (iwo; p)J (1) aso-

(3.28)

ciados al autovalor As(iwp; @), resultan v = (1 —4)7, y u = (1 4)T. Utilizando (3.8),
se hallan las matrices () y L como

—4 — 48] —dry + 44
Ay 47 4+ 48

Q:O, L:

con lo cual, de (3.6) resulta p(wo;p) = (=1 —iy — v+ )T (notese que Vo y
V3o son nulos pues Q = 0). Teniendo en cuenta que en la bifurcacion se verifica

—Gr1J19t = —1, el coeficiente de curvatura se puede expresar como

14+ K1cosf +~vKr1sinf
on =
O 1+42K7cosf+ (K7)?

(3.29)

donde 0 := [ — 1. A partir de las Ecs. (3.28) se obtienen las curvas de bifurcacion

de Hopf en el espacio de parametros («,7), como se muestra en el diagrama de la

8Como A; y A2 son complejos conjugados, la condicion de bifurcacion puede obtenerse mediante
cualquiera de los dos.
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izquierda de la Fig. 3.7. La estabilidad de los ciclos emergentes se determina a partir
de la Ec. (3.29). Para la region que queda a la izquierda de la curva de Hopf, el
punto de equilibrio es estable y para la region a la derecha de la curva, el mismo es
inestable. Cuando la bifurcacion es subcritica, a la izquierda de la curva se genera un
ciclo limite inestable y cuando la misma es supercritica, a la derecha de la curva se
genera un ciclo estable. Los puntos sobre la curva en los que se produce un cambio
de estabilidad corresponden a bifurcaciones degeneradas Hiy y no es posible decidir
hacia donde emergen los ciclos con la informacion brindada por el coeficiente g, que
es nulo en estos puntos. La condicién oy = 0 equivale a la falla de la hipotesis (2) en
el Teorema 3.3, es decir, que la interseccion entre &(w;p) y el contorno de A(iw; p)
no es transversal. En la Fig. 3.7 también se muestran simulaciones del sistema para
v =—-10, p = n/4, 7 = 2r y K = 0.05. Para @« = —0.01 (azul) el equilibrio es
asintoticamente estable y para o = 0.02, (rojo) el equilibrio es inestable y el sistema
exhibe una oscilacion estable. En la Fig. 3.8 se representan los puntos de bifurcacion
de Hopf en el espacio de parametros (a, 7, K). Las porciones de la superficie en verde
corresponden a bifurcaciones de Hopf subcriticas y las partes en rojo a bifurcaciones
supercriticas. Es claro que las regiones que corresponden a estas tiltimas son mayores a
medida que K aumenta. La frontera entre las regiones verdes y rojas est& conformada
por puntos de falla del coeficiente de curvatura (oo = 0). Por tltimo, en la Fig. 3.9

se observan las curvas que representan esta falla en el espacio (7, K).
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Figura 3.7: Izquierda: Diagrama de bifurcaciéon en dos parametros para K = 0.05:
Bifurcacion de Hopf supercritica (rojo) y subcritica (verde). Derecha: Simulaciones
del sistema con v = —10, § = n/4, 7 = 27, K = 0.05, para « = —0.01 (azul) y
a = 0.02 (rojo).

Figura 3.8: Superficie que representa la bifurcaciéon de Hopf en el espacio de parame-
tros (a, 7, K).
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0.05

0.04

0.03r

0.02

0.01

Figura 3.9: Puntos de falla del coeficiente de curvatura (bifurcaciones degeneradas
Hio) en el espacio de pardmetros (7, K).
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Capitulo 4

Una nueva variante del Método en
Frecuencia para el estudio de DDEs

4.1. Introduccion

En este capitulo, se presentara otra variante del MF para el estudio de DDEs. Si bien
este enfoque es en esencia similar al descripto en la Seccion 3.3, esta nueva version
presenta ciertas ventajas computacionales sobre la anterior, que se iran puntualizan-
do en el transcurso del capitulo. Ademas, esta nueva version resulta més general con
respecto a la cantidad tipos de sistemas que permite estudiar. Esta alternativa surge
naturalmente a partir de la formulacién que se describié en la Seccion 3.2, median-
te un manejo simple de los diagramas en bloques y propiedades de matrices. Estos
resultados también pueden verse en (Gentile et al., 2012b). Por otra parte, se presen-
tardn los conceptos de controlabilidad y observabilidad para sistemas con retardos,
que deben tenerse en cuenta para una correcta aplicacion del MF.

Luego de la novedosa estrategia propuesta por Pyragas (Pyragas, 1992), se han de-
dicado grandes esfuerzos al area de control por realimentacion de estados retrasados,
conocido como TDFC (“time-delayed feedback control”). Esta técnica se ha utilizado
para diferentes objetivos, como la manipulacion de la amplitud y frecuencia de 6rbi-
tas periodicas (Atay, 1998), control de caos (Pyragas, 2001) y estabilizacion de ciclos
limites inestables (Pyragas et al., 2004; Just et al., 2007), para mencionar s6lo unos
pocos ejemplos.

En particular, el conocido oscilador de van der Pol con realimentacion retrasada ha
sido estudiado por varios autores. En un interesante trabajo de Atay (1998), se compa-
ran los efectos del TDFC con los de un compensador clasico proporcional y derivativo,
y se calculan la amplitud y frecuencia de las érbitas perioédicas con el método de pro-
mediacion. Otros investigadores realizaron contribuciones por medio del método de

formas normales (Wei & Jiang, 2005; Jiang & Wei, 2008; Wang & Jiang, 2010). Por
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altimo, de Oliveira (2002) utilizé una version simplificada del método de Lyapunov-
Schmidt para estudiar la existencia de oscilaciones en otro modelo del sistema de van
der Pol con retardo.

Estos mismos ejemplos se estudiaran con la variante del MF que se presenta a con-
tinuacion. Se obtendran aproximaciones de la amplitud y frecuencia de las orbitas
periodicas de los distintos osciladores, corroborando los resultados obtenidos por los

autores citados y presentando otros nuevos.

4.2. Estructuras relevantes de sistemas con retardos

En esta Seccion se hard hincapié en dos estructuras béasicas de sistemas con re-
tardos, las cuales resultan de sumo interés dada su amplia variedad de aplicaciones.
El primer esquema surge con la aplicacion de TDFC a sistemas de EDOs, con lo
cual el sistema a lazo cerrado esta descripto por una DDE. El segundo esquema es
méas general y abarca un espectro mayor de aplicaciones. Para este tltimo caso, se
desarrolla la nueva alternativa del MF que constituye el aporte fundamental de este

capitulo.

4.2.1. Caso I: Control de Pyragas o TDFC

Considérese el sistema dado por

X(t) = £(x(t); ) + z(1), (4.1)

donde x(t) € R", f : R” x R — R™ es una funcion no lineal, 1 es un parametro y z(t)
representa una entrada de control accesible. En particular, se considera un control de

la forma

y(t) = —Cx(),
z(t) = Kly(t)—y(t—1)],
donde 7 > 0 es un retardo constante, K € R™™ es la matriz de ganancias del

controlador y C' € R™*" selecciona los componentes del vector de estados utilizados

para calcular la accion de control y que por lo tanto, en un sistema fisico, se suponen
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accesibles para ser medidos. Entonces, el sistema a lazo cerrado resulta

x(t) = f(X(t);;b) + Ky (t) -yt - 1), (4.2)

y(t) = —Cx(t

Es decir, la senal de control es proporcional a la diferencia entre el estado actual y
el estado pasado del sistema. Este método fue originalmente propuesto y explorado
en forma experimental por Pyragas (1992). Comtinmente, se utiliza para estabilizar
ciclos limites inestables y/o para alterar la amplitud y frecuencia de las oscilaciones.
Una discusion interesante sobre esta técnica puede verse en (Just et al., 2003). Notese
que la variable retrasada acttia en forma lineal y aparece como consecuencia de la
estrategia de control elegida, aunque esta técnica también puede aplicarse a sistemas

que ya poseen retardos. La Ec. (4.2) puede reescribirse como

x(t) = Aox(t) + Aix(t — 7) + Bg(y(t); ),

(4.3)
para matrices apropiadas Ay, A; € R™*" y B € R"*P. Entonces, eligiendo
G(s;p) = C(sl, — Ag — Aje™*") !B, (4.4)

se puede aplicar la metodologia en frecuencia en la forma descripta en la Seccion 3.3.
Ademas, existe un considerable grado de libertad al momento de adoptar la realiza-
cién y una eleccion inteligente puede simplificar los cdlculos en forma notable. Sin
embargo, dicha elecciéon debe ser cuidadosa pues la realizacién debe resultar controla-
ble y observable (Mees, 1981; Agamennoni et al., 2008). Si esto no se verifica, algunos
cambios en la dindmica pueden no detectarse debido a cancelaciones de ceros y polos
en las funciones caracteristicas. Para sistemas descriptos por DDEs la situacion se
vuelve mas critica debido a que los criterios de controlabilidad y observabilidad son
més elaborados. Con respecto a éstos, existen distintas definiciones en la literatura,
pero aqui se adoptaran las dadas en (Bath & Koivo, 1976); éstas parecen ser las mas

simples y tutiles para los propositos de esta Tesis y se presentan como sigue:

Teorema 4.1 FEl sistema (4.3) es controlable si

rango (AO + Aje T —sl, | B) =n, sENAN,
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y observable si

Ag+ Aje " —sl,
rango =n, sE€ENA,

C

donde el conjunto A es el espectro de A := Ag+ Ae 7. &

Cabe mencionar que la estructura (4.3) esta considerada entre los casos estudiados
en (Moiola & Chen, 1996; Moiola et al., 1996), donde se plantea que la funcion de
realimentacion no lineal g depende de y(t), pero no simultaneamente de y(t — 7). El
problema es muy diferente cuando ambas salidas (y(t) e y(t — 7)) estan involucradas
en la funcion no lineal. Para este caso resulta més conveniente considerar el planteo

que se presenta a continuacion.

4.2.2. Caso II: Caso general

La siguiente descripcion es mas general que la presentada para el Caso I y parti-
cularmente resulta de utilidad cuando la no linealidad depende simultaneamente del

estado presente y pasado del sistema. Considérese una DDE de la forma

X(t) = £(x(t), x(t = 7); ), (4.5)

donde f : R" x R" x R — R", y x(t) y u se definen como en el Caso I. La funciéon
£f(:) = [f1(*)...fn(-)]" puede incluir términos lineales y no lineales, pero eventualmente
puede ocurrir que algunas componentes f; involucren sélo términos lineales. En este
caso es posible considerar una matriz A € R™" y definir f(-) := £(-) — Ax(t), de
forma tal que el producto Ax(t) contenga soélo términos lineales en la variable x(t)
(A puede ser nula) y £(-) contiene términos lineales y no lineales tanto en x(t) como

en x(t — 7). Entonces, (4.5) se puede reescribir como
x(t) = Ax(t) + £(x(t), x(t — 7); ).

Mas atin, en muchas ocasiones los términos estrictamente no lineales s6lo involucran
un subconjunto de las componentes del vector de estados x(¢). De aqui que f(-) pueda

expresarse como

f(x(t),x(t —7);p) = Bgly(t),y(t—7);n),
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donde B y C son matrices tales que g : R™ x R™ x R — RP (m < n) no tiene
elementos nulos; la matriz B € R™"*"™ selecciona las componentes de g(-) que forman
parte de f() y C € R™P selecciona las componentes del vector x(t) que aparecen en
los términos estrictamente no lineales. Como el lector puede inferir, el peor caso se
tiene cuando todas las componentes f; son estrictamente no lineales e involucran todas
las variables de estado, lo cual conduce a ¢ = B = I, y g(-) = £(). Sin embargo,
generalmente esto no ocurre, y m y p son menores a n, dando lugar a una reducciéon

en la dimension del problema. Finalmente, el sistema (4.5) se puede expresar como

x(t) = Ax(t) + Bg(y(t),y(t — 7); ),

4.6
y(t) = —Cx(1). o

Este sistema se representa como muestra el diagrama en bloques de la Fig. 4.1. En
este esquema, la realimentacion no lineal depende tanto de y(t) como de y(t —7) y
por lo tanto no puede analizarse directamente con la alternativa de la Seccion 3.3.
Entonces, una variante del MF para el estudio del sistema (4.6) esta dada por el

siguiente resultado.

Teorema 4.2 FEl sistema (4.6) puede analizarse mediante el MF descripto en la Sec-

cion 8.2 definiendo la funcion de transferencia de la parte lineal como G*(s;p) =

F(e™")G(s; ), donde
F(e™™) = e R*™ ™  G(s;p) = C(sl, — A)"'B. (4.7)

Ademds, la linealizacion alrededor del equilibrio debe obtenerse calculando la matriz

formada por bloques

- (280 | oe)

dy (1) dy(t — 7)) vy (t-)=3.9)-

Los pasos siguientes son andlogos a los descriptos en la Seccion 3.2.

Demostracion. El sistema (4.6) se puede representar con el diagrama en bloques

que se muestra en la Fig. 4.1, donde G(s; ) = C(sI,, — A)~'B. Como d(t) = 0, tanto

¢

el signo “—" del sumador como la ganancia del bloque e™*" se pueden absorber en
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(1)

G(s;)

g(2),y(t-1); 1)

Figura 4.1: Representacion en bloques del sistema (4.6).

y*(0)

—F(e”")G(s; L)

g(D)y(E-1);1)

Figura 4.2: Representacion en bloques equivalente al sistema (4.6), absorbiendo la
dindmica del retardo en la parte lineal.

la parte lineal. Para ello, la funcién de transferencia que represente a la parte lineal
debe definirse de modo que su salida sea
Y (s t
y*(t) = £ O A YD) cpem
Y(s)e y(t—7)

La funcion de transferencia buscada es F(e™*")G(s; u), con F(e*7) dada por (4.7).
Entonces, se obtiene la representacion de la Fig. 4.2 y la linealizacion correspondiente
resulta de calcular la matriz Jacobiana formada por bloques

- (26| oe0)

W m) |(y(t),y(t—f))=(§7§)-

Suponiendo que el sistema (4.6) admite una solucion de la forma

y(t) ~y+ R {Z ykei’@f} : (4.8)

la salida retrasada y(t — 7) esta dada por

2
yt—7)=y+R {Z ykeikmeik“’t} : (4.9)

k=0
Dado que y(-) tiene frecuencia w, lo mismo ocurre con g(-) y es posible calcular

sus coeficientes de Fourier G¥, k = 0,1,2, en términos de )°, V' e V2. Igualando
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cada armonico en la salida y la entrada de la parte lineal, se obtienen las siguientes
relaciones

VF = —G*(iwk; 1) G*, k=0,1,2.
La ecuacion anterior representa un balance armodnico de segundo orden. Definiendo

e(t) := y(t) —y y desarrollando la funcion no lineal en una serie de Taylor, se obtiene

gly(t),yt —7);p) =~ g(¥,¥;n) + (Dige(t) + (Digle(t — 1)
+3(Diigle(t) @ e(t) + (D,g)e(t) @ e(t — 7)
+3(D3gle(t — 1) @ e(t — 1) + 5 (DY) g)e(t) @ e(t) @ e(t)
+(D 112g) (t)@e(t)®e(t —T)
+(Dingle(t) ®e(t — 1) ®@e(t — 1)
(

+5(Dipgle(t — 1) Qe(t —T)@e(t — 1)+ O(le]*),
(4.10)

®
®

donde se utiliza la siguiente notacién compacta para las derivadas

) = 58%(?/1&25#)

Dt ,
( 9y;0y;...0yj
~————

ik donde i, 7,.... k=1 6 2.

¢ derivadas
Entonces, sustituyendo (4.8) y (4.9) en (4.10), se obtiene
Vo= =G0 1)G"
= —GO;p{(D1g)Y" + (D,8)V" + 1(DLg)V' @ V' + §(Di,g) V' @ Ve
+1(Dheg)Y' @ Y'e ™ + 1(DhLg)V' @ V' + O(IV'),
Y= =G (i )G
= —G(iw;){(D1g)YV" + (D2g)YV'e ™ + 3(D1ig) 2" @ V' + V' @ V%)
+H(Dhg) V' @ Ve T + Y@ )0+ (Y @ Ve 4+ [V @ Ye)
+3(D5,8)(2° @ Y'e ™ + Y @ ¥e ) + LD} g)V' @ V' @ V!
+(D}g) BV @V @ Ye ™ + LY @ Y @ Ye ™)
+(D}pg) BV @V @Y + 1V @ YV @ Y'e )
+1(D3pg)V' @ V' @ V'e ™ L+ O(IV'"),
V2 o= —G*(i2w; p)G®
= —G*(i2w; ) {(D18)V? + (Dyg) Ve ™7 + 1 (D}, g) V' @ V'
+3(Dhg) V! @ Ve ™ + 1(Dheg)V! @ Y'e T + O(IV').
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Es conveniente resolver J° e V? en términos de Y (véase Mees & Chua, 1979).
Entonces, despreciando los términos que contienen potencias mayores o iguales a

|V, las expresiones anteriores pueden escribirse como

V= =g [+ G (0] G (0 p) (D)Y@ YT,

4.11
Y2 — _le [T + G*(i2w; M)J]fl G*(i2w; 1) (D2g) Y @ Y1, ( )

(I + G (iw; p) J) Y™ = =G (iw; p)p(iw; 1), (4.12)
p(ZU),/t) — (DQg)yl* ® yO* T %(ng))_)l* ® yQ* + %(Di’)g)yl* ® yl* ® 5)1*)

donde
k
’ ykefiwkr
D?g = (Dflg | D},g | D3yg | Dgzg) )
D’g := (Di’ug | DY128 | Dinig | Dingg | D318 | D308 | Diyg | D§22g) :

Es decir, J, D?g y D3g son matrices formadas por bloques, dados por las derivadas
primeras, segundas y terceras, respectivamente, de la funcion no lineal g(-). Notese
que las expresiones en (4.11) son analogas a las dadas en (3.7). La ecuacion para
YV no puede resolverse en forma explicita pues la matriz (I + G*(iw; 1)J) no es
inversible en la bifurcacién. En cambio, la componente de frecuencia fundamental
puede aproximarse por el autovector derecho v de la matriz G*(iw; p)J (véase Mees
& Chua, 1979). De esta forma, se han obtenido formulas analogas a las descriptas en

la Seccion 3.2, y esto completa la demostracion. B

4.3. Ejemplos

En esta seccion, se estudiaran tres modelos que corresponden a distintas variantes
del oscilador de van der Pol con retardos. En primer lugar, se analizaran las bifurca-
ciones de Hopf en un modelo propuesto por Atay (1998) utilizando el esquema de la
Seccion 4.2.1. Luego, para el mismo modelo, se investigara la aparicion de bifurca-

ciones estaticas. Finalmente, la alternativa descripta en la Seccion 4.2.2 se utilizara
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para analizar la bifurcacion de Hopf en los Ejemplos 4.3.3 y 4.3.4. En base a estos
ejemplos, se discutiran las principales diferencias entre las formulaciones presentadas

en las Secciones 4.2.1 y 4.2.2.

Ejemplo 4.3.1 Consideremos el oscilador de van der Pol sujeto a una acciéon de

control

F(t) 4+ p(22(t) — 1) 2(t) + (t) = 2(¢), (4.13)

donde x € Ry pu > 0. Atay (1998) propuso que dicha sefial de control tenga la forma
z(t) = pkx(t — 1), k € R. Notese que si en (4.13) g = 0, la no linealidad se anula
provocando una bifurcacion degenerada para este valor del parametro. Entonces, como
se propone en Strogatz (1994), se realiza un escalado en la variable de estado dado

por u(t) = u'/?x(t). Luego (4.13) resulta
ii(t) + u?(t)ut) — pa(t) + u(t) = pku(t — 7). (4.14)
Esta tinica ecuacién es equivalente al sistema

Uy (t) = pug(t) — ua(t) — sud(t) + phus(t — 1),

4.15
Ug(t) = Uux (t), ( )

como puede verificarse derivando la primer ecuacion en (4.15) con respecto a t, resul-
tando en iy (t) = piy (t) — o(t) — ui(t)us(t) + pkis(t — 7). Por lo tanto, definiendo
Uo(t) = wy(t) y asignando wu;(t) = u(t), se obtiene (4.14). Notese que este sistema
puede estudiarse con la metodologia descripta en la Seccién 4.2.1 eligiendo la reali-
zacion

-1 -1 0 uk

1
Ay = , A= , CT=B= , (4.16)
1 0 0 0 0

g(y(t);p) = —(+ Dy(t) +y°(£)/3.
Luego, de acuerdo con (4.4), la funcion de transferencia para la parte lineal es

s
s2+s+1—pkes™

G(sypu) =C(s] — Ay — Are ™) 'B =
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2
Region de Hopf
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o

Figura 4.3: Region de posibles bifurcaciones de Hopf dada por (4.20).

Ademas, la linealizacion de g(-) alrededor de ¥ = 0 esta dada por J(u) = —(u + 1),
y por lo tanto la dnica funcion caracteristica es

N —s(p+1)
A(s; ) = .
(s34 s2+s+1— pke st

(4.17)

A partir de la aplicacion de la condicién de bifurcacion de Hopf (A(iwo: pt0) = —1) v

luego de unos célculos simples, se obtiene

1—w? = k cos(woT),
0T o (o7) (4.18)
fowo = ok sin(woT).

Elevando al cuadrado y sumando las Ecs. (4.18), se llega a
wo + (g — 2)wg + 1 — pgh® = 0,

que se puede resolver para la frecuencia critica w, como

2 —
won m 1 S12— 3l (4.19)

siendo n ;=1 — 4(1 — pdk?)/(2 — p3)?. Para que exista solucion, debe verificarse que
2 —p? >0y ademas 0 < n < 1. A partir de estas inecuaciones, las condiciones

necesarias para la existencia de una bifurcacion de Hopf pueden resumirse como

| V2,
2+ (/2 = L

IN

(4.20)
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La region en el espacio de parametros determinada por estas condiciones se muestra
en la Fig. 4.3. El area sombreada indica la zona de posibles bifurcaciones de Hopf.

Los autovectores derecho e izquierdo de G(iw; u)J(p) asociados a Niw; ft) son trivia-
les, v = u = 1. Més atn, D?g = 0y D3g = 2, con lo cual Vg = Voy = 0y pliw; u) =
1/4. Escribiendo G(s; 1) = s/A(s; 1), donde A(s; p) := s*+s+1— uke 7, se obtiene
G (3 1) = OG(5: 1) /05 = N (5; 1)/ A(s; )2, donde N(s; ) = —+1—uh(1+57)e .

Luego de algunos calculos simples a partir de la Ec. (3.11), se obtiene el coeficiente

0= T 1>%{z$<(55>) } |

de curvatura

que, utilizando la condicion X(iwo; to) = —1 resulta

oW
4| N (iwp)|?

Considerando (4.18), finalmente se llega a

oo = [wi 4+ 1 — ok cos (woT) — prokwoT sin (wpT)].

4
W0(2 - #07)
= 4.21
70 4[N (iwp) 2 (4.21)

Por lo tanto, la bifurcacion de Hopf es supercritica si ur < 2 'y suberitica si ur > 2.
También, es posible determinar la amplitud de las orbitas peridédicas emergentes a
partir del Teorema 3.3. Considerando (4.17) y teniendo en cuenta que p(iw; u) = 1/4,
se plantea la ecuacion de interseccion A(iw; 1) = —1+&(w; )6 (Ec. (3.15)). Separando

partes real e imaginaria, la misma resulta en

1—-&% = pkcos(wr),
pik cos(er) (4.22)
o = pksin(@r) + 1062,
y de la segunda ecuacion se obtiene 6 como
0 = 2/1i[1 — ksin(@r) /@) (4.23)

Para valores pequenos de pu, la frecuencia w es cercana a la unidad y la amplitud
normalizada estd dada por 0 ~ ZW. Entonces, ademas de la condicion
p > 0, para la existencia de orbitas periddicas se debe verificar que ksinT < 1.
Mas atin, de (4.22) se puede obtener facilmente py = f1 (@) := (1 — @?)/[k cos(@wT)], ¥

desarrollando esta funciéon con un polinomio de Taylor de primer orden se tiene
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Figura 4.4: Amplitud (izquierda) y frecuencia (derecha) de los ciclos limites del sis-
tema (4.14) en funcion de p, con 7 = k = 1. (x) valores calculados con el MF

(u=2y/p 1 —ksinT) y w=1— pkcos7/2); (o) simulaciones numéricas.

—2
kcosT

p= fi(w) ~

@-1)+0(@-1)?).

De esta forma, se obtiene un valor de la frecuencia con correcciéon lineal en el para-
metro, dado por

w~1—pkcost/2. (4.24)

Dado que Vg = Voe = 0, la aproximacion de la érbita periodica resulta u(t) = y(t) =
R{V'e™}. Mas atin, como v = 1, se tiene V' = 0 = 2[u(1l — ksin7)]/2. La de-
pendencia de la amplitud y la frecuencia en el pardmetro p se puede apreciar en la
Fig. 4.4. Este grafico provee una comparacion entre los valores tedricos obtenidos con
las Ecs. (4.23) y (4.24) y los resultados de simulaciones numéricas. Notese que para
el sistema (4.13) la amplitud tedrica resulta ¥ = p~'/2u = 2(1 — ksin7)2, como

mostro Atay (1998).

Ejemplo 4.3.2 Ademaés de las bifurcaciones de Hopf, se conoce que el sistema con-
siderado en el Ejemplo 4.3.1 puede exhibir varias bifurcaciones, como se muestra
en (Jiang & Wei, 2008; Wang & Jiang, 2010). Entre ellas pueden mencionarse la de-
nominada de Bogdanov-Takens, el triple cero y el cero-Hopf. La herramienta clasica
utilizada por estos autores es la reduccion a la forma normal, que parece ser la alter-
nativa méas difundida en la literatura especifica. Aqui se mostrara que a partir de una

realizacion adecuada, el MF permite la deteccion de todas las singularidades antes
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mencionadas.

En la Ec. (4.17) puede verse que si uk = 1, el valor de ;\\(O; 1) queda indeterminado.
Ademas, Jiang & Wei (2008) mostraron que para puk = 1 ocurre una bifurcacion es-
tatica. Por lo tanto, la cuestion que surge es si esta bifurcacion puede analizarse con

la realizacion dada por (4.16). Consideremos pk = 1, entonces

_ —1-s —d+e
A0—|—A1€ T—sl = s
1 —5
luego, rango{ Ay + A;e™*7 | B} = 2y rango{[(Ag+ A1e*")T | CT]T"} =1 (cuando s =
0), haciendo que falle la condicion de observabilidad establecida por el Teorema 4.1. En
algunas ocasiones, para satisfacer las condiciones de controlabilidad y observabilidad,
es necesario adoptar una realizaciéon que no es la mas simple o que no es la 6ptima
bajo el criterio que las matrices G(s;u) y J(u) tengan dimensiones minimas. Por

ejemplo, como puede verificarse facilmente, la siguiente realizacion del sistema (4.15)

deriva en un sistema controlable y observable

10 0 uk 1 10
AO: 7A1: JB: 7C: 9
1 0 0 O 0 01

g(y(#); 1) = = (e + D)y (t) + 5u(1) + 12(0).
Para esta eleccién de matrices, la funcién de transferencia de la parte lineal resulta
G(s;p) = (s 1)T/A(s;p), donde A(s; ) := s+ s — pke™*". La matriz Jacobiana es
J(u) = (—=(p+1) 1) € R™*2 (que tiene rango uno). Luego, uno de los autovalores

de G(s;p)J(p) es nulo y el no trivial esta dado por

~ 1 —s(p+1)
/\(S,/L) = S2 + 5 — Iuke—ST'

(4.25)

Notese que en esta expresion, se tiene X(O; w) = —1/(pk). Luego, la condicion pk =1
provoca una bifurcacion estatica (A(0;1/k) = —1). Sin embargo, esta expresion del
autovalor comparte una desventaja con la hallada en (4.17). Si se desea aplicar el
criterio de estabilidad establecido por el Teorema 3.3 se deben hallar los polos de
estas funciones caracteristicas, lo cual equivale a resolver ecuaciones trascendentes.
Entonces, mientras que se ha obtenido una reducciéon dimensional arribando a un
tnico autovalor en frecuencia, el analisis de estabilidad parece tener la misma com-

plejidad que en la formulacion del dominio tiempo. Es mas, se puede ver que este
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problema surgird siempre que se utilice la metodologia de la Seccion 4.2.1 debido al
término det(sl — Ag — A1e*7)~! que aparece en la definicion de G(s; p) (Ec. (4.4)).
Para evitar este inconveniente, se puede utilizar la alternativa de la Seccion 4.2.2.
Por ejemplo, si se consideran

-1 -1 1 1 0

B= , O = : (4.26)
1 0 0 0 1

A=

gy ()i 1) = —(u+ Dya(t) + y1(t)* /3 — pkya(t — 7),

se tienen

) 1
Clom) = T

J(p)=(=(p+1) 0 0 —pk)eR>

(8 1 se™*" 6_ST)€CD<4,

Es simple verificar que la matriz G*(s; ).J (1) tiene un tnico autovalor no nulo dado

por
~ (+1)s+ pke™"
A(s; ) = — :
(SMU/) 32 + S+ 1

(4.27)

En este caso, los polos de X(s;u) se encuentran en el semiplano izquierdo (s12 =
—1/2 £ i4/3/2). Entonces, tanto la estabilidad del equilibrio como del ciclo limite
emergente pueden deducirse a partir del diagrama de Nyquist de /):(iw; 1) v del Teo-
rema 3.3 sin tener que estudiar la distribucion de raices de un cuasipolinomio. Por lo
tanto, la ultima realizacién es claramente més ventajosa que las primeras y ademaés,
resulta més simple que la formulacion en el dominio tiempo. Por otra parte, las con-
diciones de controlabilidad y observabilidad para la parte lineal se determinan de la
misma forma que para sistemas EDOs, pues G(s;u) = C(sI, — A)~'B. Nétese que
con la expresion del autovalor (4.27) la condicion de bifurcacion (4.18) se mantie-
ne inalterada, pero las bifurcaciones estaticas (ST) pueden analizarse correctamente.
Teniendo en cuenta (4.27), la ecuacion caracteristica se vuelve

A+ 1)s + pkes"
s2+s+1

h(s,A;u)zA—X(S;u)IAJr( =0,

y las condiciones de bifurcacion pueden determinarse en términos de la funcion
h(s, A\; ). Particularmente, una bifurcacién estatica ocurre cuando h(0,—1;pu) =

0 (Moiola & Chen, 1996), de donde se obtiene pk = 1. La Fig. 4.5(a) muestra el
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Figura 4.5: Diagramas de Nyquist de A(iw; p0). (a): (1, k,7) = (0.5,2,0.5) (condicion
para la ocurrencia de una bifurcacion estatica); (b): (u, k,7) = (1,1, 7/2) (condicion
de GG). Notese que para este ultimo caso, el contorno pasa dos veces por el punto
—1 40, para wp, = 0y para wop = /2 — p? = 1.

diagrama de Nyquist de X(iw; p) para p= 0.5, k =2y 7 =0.5. Fijando k = 1/u, La

expresion de la frecuencia critica (4.19) se reduce a

2—pu 1
wo:\/ 5 32— mil

y por lo tanto si |u| < v/2, una solucion es wy, = 0 y la otra estd dada por wpp =
m. Esto significa que para una dada combinacién de los parametros, la ecuacion
de bifurcacion h(s,—1; 1) = 0 tiene soluciones s = 0y s = Fiwgp. Esta condicion
corresponde a una bifurcaciéon denominada cero-Hopf o de Gavrilov-Guckenheimer
(GG). Mas atn, reemplazando la condicion pk = 1 en (4.18) se obtiene el valor

critico del retardo 7 que provoca esta singularidad como

1
Taq = — arccos(l — wj,) = arccos(p® — 1). (4.28)

wo,b V2 — p?
Para ilustrar esta condicion, en la Fig. 4.5(b) se muestra el contorno de X(iw; ) para
uw=k=1y7=mr/2 (obtenido a partir de (4.28)).
Por otra parte, tomando sucesivas derivadas de la funcion h(s, —1; 1) es posible buscar
multiples raices en s = 0. Para mas detalles acerca de las condiciones que determinan

la multiplicidad de raices, véase (Moiola & Chen, 1996). Por ejemplo, consideremos
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la derivada Oh(-)/0s, que resulta en

Oh(-) _ T'(s;p)®(s) = (s; ) ®'(5)
Js P(s)? ’

donde T'(s;u) == s(u+ 1)+ e y ®(s) := s>+ s+ 1. Para s = 0 se obtiene
Oh(+)/0s|s=0 = p— T, entonces, h(s, —1; u) tiene una raiz doble en s = 0 s6lo si = 7,
es decir, para la combinacion de pardmetros (u, k,7) = (7,1/7, 7). Esta singularidad
se denomina bifurcacion de Bogdanov-Takens (BT). Fijando también la restriccion

@ =71y tomando la segunda derivada de h(-), se obtiene

0%h() _ T"(s;7)®(s) — I'(s;7)2"(s)
0s2 D(s)* '
Para s = 0 resulta 0%h(-)/0s?|s—o = —(2 — 72), luego la condicién para tener una

raiz triple en s = 0 es 7 = /2, 0 en forma mas precisa, el vector de parametros
correspondiente es (1, k, 7) = (v/2,1/v/2,V2).

Teniendo en cuenta los resultados de los Ejemplos 4.3.1 y 4.3.2, podemos obtener
el diagrama de bifurcaciones en el espacio de parametros (u, k). A partir de (4.18),
expresando los valores criticos g y ko en términos de wy, se llega a

1— 2
(MOakO):( wotaﬂwoﬂ 'wo )

wo sin woT

Estas ecuaciones representan la curva de bifurcacion de Hopf parametrizada en la
frecuencia critica wy, donde el tipo de bifurcacion se deduce a partir del signo de
coeficiente de curvatura (4.21). La Fig. 4.8 muestra las curvas de bifurcacion estatica
y de Hopf. Estas tltimas se han obtenido para algunos valores diferentes de 7. La
curva en verde indica la condicién de borde dada por k*+ (11/2)? = 1. Todas las curvas
de Hopf corresponden al tipo supercritico. El equilibrio es siempre inestable para un
punto (u, k) debajo de la curva verde o a la derecha de la curva de bifurcacion estatica
(indicada como ST). A la izquierda de la curva ST, para un valor de 7 dado (fijo), el
equilibrio es estable si p1 y k son tales que el punto (u, k) se encuentra por encima de
la curva de Hopf. Dicho de otra forma, si fijamos un par (¢, k') que verifique (4.20),
el origen serd estable si 7 es suficientemente grande para que la curva de Hopf se

encuentre por debajo del punto (¢, k"). Es decir, como puede verse en la Fig. 4.8, la
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Figura 4.6: Curvas de bifurcacion en el espacio de parametros (u, k). Se muestran
bifurcaciones estaticas (ST, negro), de Hopf (rojo) y las condiciones de borde dadas
por (4.20). Los puntos donde se unen las curvas de bifurcacion estatica (ST) y de
Hopf corresponden a bifurcaciones de Bogdanov-Takens o doble cero (DC). Para la
combinacion de parametros dada por (i, k,7) = (v/2,1/v/2,1/2) ocurre la bifurcacion
denominada triple cero (TC).
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(a) R{A}
0.5
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Figura 4.7: (a) Diagrama de Nyquist (izquierda) y simulacion numeérica (derecha)
para k = 1.5, p = 0.2 y 7 = 0.5. El lugar geométrico encierra al punto —1 + 20, el
equilibrio es inestable y existe una oscilacion estable que lo rodea. (b) Diagrama de
Nyquist (izquierda) y simulacion numérica (derecha) para k = 1.5, p =02y 7 = 1.
El lugar geométrico no encierra al punto —1 + <0, por lo que el equilibrio es estable.
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Figura 4.8: Curvas de bifurcacion en el espacio de parametros (u, k). Se muestran
bifurcaciones estaticas (ST, negro), de Hopf (rojo), los puntos Bogdanov-Takens o
doble cero (DC) y un punto de Gavrilov-Guckenheimer o triple cero (TC).

region de estabilidad del equilibrio es mayor a medida que 7 aumenta. Por lo tanto,
puede concluirse que el retardo tiene un efecto estabilizante sobre el equilibrio.

Para ilustrar estos hechos se proveen algunos resultados numéricos. A partir de la
Ec. (3.3) se puede verificar que para la realizacion (4.26) se tiene & = —1/(u + 1),
con lo cual este vector apunta siempre en la direccion del semieje real negativo. La
Fig. 4.7 muestra los diagramas de Nyquist de /)\\(z'w; p) dado por (4.27) y las simula-
ciones numeéricas para k = 1.5, u = 0.2 y dos valores diferentes de 7. En la Fig. 4.7(a)
(1 = 0.5) el diagrama de Nyquist encierra una vez al punto critico —1 + 40, entonces
el equilibrio es inestable y existe un ciclo limite estable que lo rodea. En la Fig. 4.7(b)
(1 = 1) el lugar geométrico de /)\\(iw;u) no encierra al punto critico, por lo cual el
equilibrio es estable y no existen soluciones peridédicas. Entonces, la realimentacion
retrasada estabiliza el origen al forzar la ocurrencia de la bifurcacion de Hopf. La
Fig. 4.8 muestra una curva de Hopf para el caso en el cual el retardo 7 verifica la
condicion (4.28). Dicha curva consta de dos ramas, una que finaliza en la curva de
bifurcacion estatica, y otra que intersecta la curva ST en el punto denominado TC,

que denota la bifurcacion triple-cero o de Gavrilov-Guckenheimer.
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Ejemplo 4.3.3 Otro sistema propuesto en (Atay, 1998) esta dado por la ecuacion
modificada

B(t) +p(2?(t) — ) a(t — 1)+ 2(t) = 0. (4.29)

Aplicando el mismo escalado de la variable que se utilizo en el Ejemplo 4.3.1 (u =
p/%z), se tiene

i(t) + (u(t) — p) u(t — 7) +u(t) = 0. (4.30)

Definiendo las variables de estado como us(t) = wu(t) y ui(t) = u(t), la ecuacion

anterior se puede reescribir como

Para aplicar la variante descripta en la Seccion 4.2.2 se considera la realizacion

g . B= (1) ,C:(o 1>,

g(y*(t); ) = (y(t)* — wy(t — 1) +y(t),

por lo cual la funcion de transferencia de la parte lineal es G(s) = C(sl, — A)™'B =
1/s2. Se puede comprobar facilmente que para las matrices elegidas el sistema resulta

controlable y observable. Ademés, para esta realizacion se obtienen G* = F'(e *")G(s) =

(1 e)7/s? y J(u) = (1 — p), luego

cE@im=5| "

—S8T

e

Dado que el rango de esta matriz es uno, un autovalor es nulo y el otro es igual a la
traza de la matriz, por lo tanto X(s; @) = (1 —pue=*7)/s? La condicién de bifurcacion

de Hopf (A(iwo; o) = —1), luego de separar las partes real e imaginaria, se puede

escribir como

o cos(wot) = 1 — wi,

o sin(wet) = 0.
Claramente, una solucién estd dada por wy = 1y pg = 0, la misma que para el sistema

sin retardo (véase Padin et al., 2005, para el oscilador de van der Pol sin retardo).
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Los autovectores derecho e izquierdo asociados a A(iw;u) son v = (1, e )T y

u= (1, —u)?, y ademas D?g = 0. Entonces p(iw; i) se obtiene como*

(DPg)lveveyv
0220200 0][1 e« e7™@T 1 ™7 ] 72T e—WT]T
= e /24T /4,

pliw; ) =

= 0o

(4.31)
Para calcular el coeficiente de curvatura es conveniente notar que
u? F(e ™ M)G (iwy; po)pliwo; i) = —p(iwo; f1), (4.32)
(pues en la bifurcacion X(iwo;uo) = —(1 — ppe™™°7) /w2 = —1). Por otra parte, se
tiene .
W [F(e )G (iw)]' T(p)v = ~[2 — pe™™7(2 + iwr)]. (4.33)
w

Utilizando (4.32) y (4.33), luego de algunos calculos se llega a

w [ —2usin(2wt) + pwT cos(2wt) — 2sin(wT) + pwT
o) = — .
O 4\ 4+ 412 + p2w?7? — 8 cos(wT) — ApwT sin(wT)

Por ejemplo, para la solucion (wo, to) = (1,0) el coeficiente de curvatura resulta

sin(7) .

8

gg =

Entonces, la bifurcacion de Hopf es supercritica si sin7 < 0 y subcritica si sin7 > 0.
En forma analoga al Ejemplo 4.3.1, es posible determinar la amplitud de las oscila-
ciones emergentes planteando la ecuaciéon de interseccion /)\\(ZLNJ, ) = —1+ &w; n)o?
(Ec. (3.4)). Teniendo en cuenta que A(iw; ) = —(1 — pe~7) /w? y la Ec. (4.31), se

llega a

1 — ficos(wr) = w* — 2 cos(wr)0?,

(4.34)

fisin(@r) = § sin(wr )6
De la segunda ecuacion se obtiene = 2(ji)'/2, i.e. la amplitud de las oscilaciones es
u = 2(11)"/2, que en el sistema original (4.29) corresponde a una oscilaciéon de amplitud
x = 2. El grafico de la izquierda en la Fig. 4.9 muestra la dependencia de la amplitud
con respecto a pu, proveyendo una comparacion entre los resultados basados en el MF

y los obtenidos por simulaciones numéricas. Ademas, a partir de la primera ecuacion

1Se entiende que (y1(t),y2(t)) = (y(t),y(t — 7)) para calcular las derivadas.
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Figura 4.9: Amplitud (izquierda) y frecuencia (derecha) de los ciclos limites en funcion
de p para el sistema (4.30), con 7 = 4.6. (x) valores tedricos (u = 2\/i, w = 1 +
peosT/2); (o) simulaciones numeéricas.

en (4.34), se obtiene i = fy := (w* — 1)/[2 cos(wT)]. Expandiendo fi como una serie

de potencias de w, se llega a
1

COST

@-1)+0(w-1)?%,

[

entonces, considerando so6lo el término de primer orden, la frecuencia corregida re-
sulta w ~ 1 4+ pcos7. Esta aproximacion se compara con resultados obtenidos por

simulacion, como se puede apreciar en el grafico de la derecha en la Fig. 4.9.

Ejemplo 4.3.4 Un tercer modelo de oscilador de van der Pol con retardo fue pro-

puesto por de Oliveira (2002) y esta descripto por la siguiente DDE

i) — pa(t) + 22t — 7)i(t — 1) + 2(t) = 0, (4.35)

donde z es una funcion escalar y 7 > 0. Como en los casos anteriores, la no li-
nealidad se anula para p = 0 causando una bifurcacién degenerada para este valor
del parametro. Para evitar esta degeneracion, se escala nuevamente la variable como

u(t) = p'/?z(t) y se obtiene

i(t) — pa(t) +u(t — 7)ult — 7) +u(t) = 0, (4.36)
que es equivalente al sistema
U (t) = pun (t) — ua(t) — gui(t — 7), (4.37)
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Notese que el término no lineal involucra sélo la variable retrasada; sin embargo no es

conveniente definir la realimentacion no lineal como g(y(t — 7)) = 54*(t — 7) pues la

matriz Jacobiana serfa nula en el origen. Entonces, se considera la siguiente realizacion

que resulta més apropiada

1 -1 1
A= , C"=B= ,

1 0 0
gy (t);p) = —(u+ Dy(t) + y*(t — 7)/3, (4.38)

de donde se obtiene G(s) = s/(s* + s+ 1), y entonces, para la parte lineal se tiene

S 1

G*(s) = ———
() s2+s+1 e—SsT

La matriz Jacobiana esta dada por J(u) = (—(p+1) 0) € R™*2 y el autovalor no
trivial de G*(s).J(p) resulta

~ —(p+1)s
A(s; ) = ——. 4.
(s:) = it 8 (4.39)
La condicién de bifurcacion ;\\(iw;,u) = —1 conduce a la solucién (wo, po) = (1,0),

que es la misma que para el oscilador sin retardo. Dicho de otra forma, el retardo no
afecta al valor critico del parametro de bifurcacion. Esto ocurre porque la variable
retrasada aparece s6lo en el término cibico y no tiene influencia en la estabilidad
del equilibrio. Sin embargo, el retardo puede modificar la estabilidad de la 6rbita
periddica emergente si estd presente en la expresion del coeficiente og. Por otra parte,
los autovectores derecho e izquierdo de G*(iw)J (i) son v = (1, e=“")T yu = (1, 0)T.
Todas las derivadas parciales segundas de g(-) son cero en el equilibrio, y la tnica
derivada tercera no nula es (D3,g) = 9%g(-)/0y(t — 7)* = 2. Entonces D?g = 0 y

D3g = (0000000 2). Para obtener la expresion del coeficiente de curvatura, se

calculan
1 dwe ™7
T v/ . . _ =
Trvre NV (DA +w?)
WG ] )y =

con lo cual resulta

wa coswyT — wo(1 — w?) sinwyT
41+ wd)(n+1)

o9 =
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Figura 4.10: Amplitud (izquierda) y frecuencia (derecha) de la solucion periodica en
funcion de p para el sistema (4.36), con 7 = 0.5. (x) valores teoricos (u = 2,/musecT,
w =1+ ptan7/2); (o) simulaciones numéricas.

Para los valores criticos wg = 1y pg = 0, la expresiéon anterior se reduce a

COST

8

o9 = —

Por lo tanto, la bifurcacion de Hopf es supercritica (subcritica) y el ciclo limite emer-
gente es estable (inestable) si cosT > 0 (cosT < 0) (véase de Oliveira, 2002). Nueva-
mente, la amplitud de la 6rbita periddica se puede obtener resolviendo (3.4), siendo
E(@; pu) = —G(iw; p)e ™" /4. Luego, el contorno del autovalor y el vector &(@; u) se
intersectan sélo si existe soluciéon del sistema

0=1-&*+ 1wsin(@w7)6?,

(4.40)

i = 1 cos(wT)6?.

De la segunda ecuacién se obtiene § = 2[jisec (w7)]'/2. Para @ cercana a wy (cerca de
la bifurcacién) la amplitud aproximada de la érbita periodica es u ~ § = 2,/jsecT.
Para el calculo de la frecuencia se aplica un procedimiento analogo a los ejemplos
previos; de la primer ecuacién en (4.40) se obtiene 1 = f3(@) := (0? —1)/[w tan(wT)],
que se puede expandir en potencias de w en un entorno de wy = 1 como

i~ G- +0(@-1)).

Por lo tanto, la frecuencia corregida esta dada por w ~ 1 4 ptan7/2. La Fig. 4.3
muestra la dependencia de la amplitud y frecuencia respecto del parametro p, donde

se ha fijado 7 = 0.5. Los circulos representan los valores obtenidos por simulaciones
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numéricas y las cruces los valores obtenidos con el MF. Notese que para el siste-

ma (4.35) la amplitud predicha es 7 = p~/2% ~ 2,/sec T, como mostrd de Oliveira

(2002) utilizando otra metodologia.

4.4.

Conclusiones del capitulo

La contribuciéon més importante de este capitulo es la nueva alternativa del MF

propuesta en la Seccion 4.2.2 para el estudio de DDEs. Esta posee ciertas ventajas

con respecto a la formulaciéon presentada en la Seccion 3.3, como por ejemplo:

Los polos de X(s; ) estan dados por las raices de un polinomio y no por las de
un cuasipolinomio. En el segundo caso, es dificultoso determinar la estabilidad

del ciclo limite emergente mediante el Teorema 3.3.

Resulta mas natural obtener una realizaciéon adecuada cuando los términos no

lineales dependen simultaneamente de y(t) y de y(t — 7).

Los criterios de controlabilidad y observabilidad se reducen a los usuales que
se utilizan en EDOs, que resultan mucho mas simples que los dados por el

Teorema 4.1.

Todas las férmulas involucradas en la aplicacion del MF son idénticas a las
desarrolladas para EDOs, a diferencia de lo que ocurre con el enfoque de la
Seccion 3.3 donde algunas expresiones se modifican. Esto es importante por-
que, por ejemplo, las formulas dadas en (Moiola & Chen, 1996) para balances

armonicos de alto orden pueden utilizarse sin modificaciones.

Un profesional que posea dominio del MF para EDOs puede estudiar una DDE de

manera casi inmediata, lo cual no ocurre en general cuando se trabaja con las for-

mulaciones en el dominio del tiempo. Por ejemplo, tomando el caso de las formas

normales; su aplicacion a EDRFs (véase Faria & Magalhaes, 1995) es mucho maés

compleja que para el caso de EDOs (véase Wiggins, 1990).

Ademas, los ejemplos muestran que es posible obtener una buena aproximaciéon de las
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soluciones periddicas. Como se ha mencionado, las formulas son enteramente analo-
gas a las desarrolladas para sistemas EDOs y por lo tanto es posible mejorar estos

resultados implementando balances armoénicos de mayor orden como las utilizadas

en (Moiola & Chen, 1996; Robbio et al., 2007).
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Capitulo 5

Aplicaciones: Control de Congestion
de Datos en Internet

5.1. Introduccién

Actualmente, el control de congestion de datos en internet es un problema desafian-
te. La congestion ocurre cuando un nexo o [ink se sobrecarga causando un desborde
en los canales de transmision. Entonces, algunas piezas (paquetes) de informacion se
pierden, y mas atn, el sistema completo puede volverse inestable. Este inconvenien-
te ha impulsado la investigacion intensiva de algoritmos de control de congestion de
datos. Una comunicacién tipica se realiza a través de un protocolo de control de trans-
mision (TCP: “ Transmission Control Protocol”). Segun este protocolo, el transmisor
ajusta el tamano de la ventana de datos a enviar en funcién del estado de la red;
éste se infiere por medio de senales de reconocimiento (llamadas ACKs: “Acknowled-
gements”) que el receptor le envia cada vez que recibe correctamente un paquete. De
esta forma, el transmisor puede conocer si el envio de datos fue exitoso y ajustar la
ventana de acuerdo al siguiente esquema: incrementa en uno el tamano de la ventana
cada vez que una trama se transmite correctamente o divide el mismo a la mitad cada
vez que un envio falla; esta estrategia se conoce como AIMD (“Additive Increase -
Multiplicative Decrease”). E1 TCP es una estrategia que se maneja entre transmisor
y receptor sin involucrar los nodos intermedios, y por ello se dice que es un protocolo
end-to-end. El tiempo que transcurre entre el envio de un paquete y el arribo del co-
rrespondiente ACK a la fuente se denomina “Round Trip Time” (RTT) y constituye
un parametro muy importante del sistema. Una excelente explicacion del mecanismo
TCP puede verse en (Srikant, 2004). Este protocolo actia en forma conjunta con
otro mecanismo denominado AQM (“Active Queue Management”), el cual se obtiene
implementando cierta capacidad computacional en los routers, que desde el punto de

vista de control puede verse como un lazo interno que actiia en cada nodo intermedio.
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Figura 5.1: Diagrama demostrativo del sistema TCP/AQM.

En esta estrategia se actiia en forma preventiva marcando paquetes en forma aleatoria
para ser descartados cuando la cola de datos es suficientemente grande. Los paquetes
marcados no generan los correspondientes ACKs; de modo que la ventana de datos se
reducird cuando existan muchos datos en cola para ser transmitidos. En forma maés
precisa, en el router se genera una senal de control (la probabilidad de que un paquete
sea marcado) en funcion de cierta medida de la variable de interés (el tamano de la
cola de datos), donde dicha funcion es creciente, y se acerca a la unidad cuando la
cantidad de datos esté cerca de desbordar la capacidad del buffer (véase la Fig. 5.1).
Entre los esquemas AQM mas difundidos se hallan el DROP-TAIL (véase Srikant,
2004) y el RED (“Random Early Detection”). El primero es el mas simple pero no
es el de mejor desempeno; sin embargo, debido a su simplicidad y a que surgi6é en
primer lugar es tal vez el més utilizado. Un desarrollo muy importante acerca de la
dindmica no lineal del sistema TCP con DROP-TAIL puede verse en (Raina & Heck-
mann, 2007). Por otra parte, el algoritmo RED es méas elaborado, y recientemente se
han propuesto diversas variantes en la literatura para mejorar el planteo original. Sin
embargo, si bien existen algunos resultados acerca de las bifurcaciones que presenta
el sistema completo TCP /RED, en la mayoria de los casos se realizan simplificaciones
sustanciales del modelo y no se tiene en cuenta la caracteristica de filtrado pasabajos
que se realiza en el esquema RED (Ding et al., 2009; Zheng & Wang, 2010).

Esencialmente, el algoritmo de control debe ser estable, es decir, el flujo de datos a
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través de los links debe tender a un valor estacionario que en lo posible deberia aprove-
char la maxima capacidad de los mismos. Sin embargo, naturalmente los pardmetros
de la red son muy variables y es extremadamente dificil desarrollar un algoritmo que
tenga un buen desempeno ante condiciones de operacién tan cambiantes. Es por ello
que el diseno de estas estrategias amerita un estudio desde el punto de vista de las
bifurcaciones. La variacién de parametros puede provocar cambios en el comporta-
miento que deben interpretarse desde la perspectiva no lineal. Un fenémeno muy
frecuente es la apariciéon de oscilaciones suaves mediante la bifurcacion de Hopf. La
existencia de esta bifurcacion en sistemas de control de internet ha sido documentada
por varios autores (Li et al., 2004; Ranjan et al., 2004; Michiels & Niculescu, 2005;
Raina & Heckmann, 2007; Xiao & Cao, 2007; Ding et al., 2009; Rezaie et al., 2010;
Zheng & Wang, 2010; Liu et al., 2012).

El analisis que se presenta en este capitulo se basa en el modelo continuo desarrollado
en (Misra et al., 2000) (véase también Hollot et al., 2002) que describe el esquema
TCP mediante una EDFR, que aqui se combina con la dindmica de distintos esque-
mas AQM. Utilizando la variante del MF desarrollada en el Capitulo 4, se intentaran
determinan las condiciones para la ocurrencia de bifurcaciones de Hopf y las caracte-
risticas de las soluciones periddicas emergentes. Ademas, para ampliar los resultados,
se emplea el programa DDE-BIFTOOL (Engelborghs et al., 2001) que permite la
deteccion de bifurcaciones globales. En particular, se vera que el sistema en cuestion
puede exhibir dindmicas complejas como sillas-nodos de ciclos limites y multiples os-
cilaciones, que en el caso de estos modelos es un resultado original en la literatura

especifica.

5.2. Descripcion del modelo

Como se ha mencionado, se considerara el modelo dinamico desarrollado por Misra

et al. (2000) (véase también Hollot et al., 2002), dado por la siguiente DDE no lineal

1 LW()W(t — R(t))
R(t) 2 R(t—R(t))
N(@)W(t)

W — Cg(t),

(5.1)
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donde W(t) es el tamano promedio de la ventana de datos a transmitir (paquetes),
Q(t) es el tamano promedio de la cola de datos (paquetes), N(t) es un factor de carga
(nimero de conexiones de TCP), Cy(t) es la capacidad del link (paquetes/s), R(t)
es el RTT (s) y P(t) es la probabilidad de que un paquete sea marcado. El RTT
involucra el retardo de propagacion 7, y el tiempo de espera en la cola del buffer, es

decir,

R(t) = Q(t)/Cy + Tp. (5.2)

El sistema (5.1) posee un retardo dependiente del estado Q(t), y por lo tanto su estudio
analitico es una tarea compleja. En primer lugar, se supondra que la capacidad del link
y el nimero de conexiones de TCP se mantienen constantes durante la transmision
que se considera, es decir, Cy(t) = C; y N(t) = N. Suponiendo que el sistema puede
operar con una tasa de transmision constante (en estado estacionario), existen valores

de equilibrio ﬁ/\, @ y R de las variables tales que (W (t),Q(t)) = (0,0), y por lo tanto:

2 = W?P,

- o (5.3)
NW = R, R=Q/Ci+T,.

Ademas, en el analisis que sigue se considerara el caso en que el RTT esta dominado
por el retardo de propagacion, es decir, Q(t)/Cy < T, '. Para este caso se obtiene el

sistema simplificado

Wt) = 2 — 5 WO (- TPt~ T,),
jé’ P (5.4)
Q1) = W (1) - C

Por otra parte, es conveniente realizar un escalado temporal, como se propone en (Mi-
chiels & Niculescu, 2005), introduciendo el tiempo no-dimensional ¢’ = ¢/T,,. De esta

forma se tiene
dw B dW dt’ 1 aw
dt — dt' dt T, dt"’

'El estudio del sistema (5.1) sin hacer esta suposicion puede verse en Gentile, F., Moiola J.
y Paolini E. “Dindmica no Lineal en un Modelo de Control de Congestion de Trdfico en Internet”,
presentado en la XIV Reunion para el Procesamiento de la Informacion y Control (RPIC), septiembre
de 2011, Oro Verde, pp.282-287. En este trabajo se ha utilizado un compensador proporcional como
esquema AQM, como se propone en (Hollot et al., 2002).
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y, en forma similar, dQ/dt = (dQ/dt')/T,. Entonces, el sistema (5.4) resulta

Wﬁ):1-%Wﬁnvu—nPu—1y

Q(t) = NW(t) — C/T,,

donde, por simplicidad, se ha conservado el simbolo ¢ en lugar de t’. Luego, es posible

definir nuevas variables de estado como w(t) = W(t) y q(t) = Q(t)/N, resultando en

1mw:1—%w®w@—UP@—U’ (5.5)

(t) = wi(t) - c.

donde ¢ := C/T,,/N es el tinico parametro adimensional que relaciona los parametros
fisicos.

Como se puntualizo en la introduccién, en conjunto con el protocolo TCP se utiliza
un mecanismo denominado AQM (“Active Queue Management”). Con respecto a este
altimo han surgido muchas variantes en la literatura. Aqui se tomaran tres esquemas
como casos de estudio: los controladores proporcional (P) y proporcional-integral (PI)
propuestos en (Hollot et al., 2002), y el ampliamente utilizado RED (“Random Farly
Detection”).

5.3. Analisis de los diferentes esquemas de AQM

5.3.1. Control proporcional (P)

En este esquema, la probabilidad de marcado es directamente proporcional al
tamano de la cola de datos, es decir: P(t) = KQ(t), donde K > 0 es la ganan-
cia del controlador. El sistema resultante ha sido estudiado por varios autores, por
ejemplo (Ding et al., 2009; Michiels & Niculescu, 2005; Zheng & Wang, 2010). En
estos trabajos los autores han realizado un analisis de bifurcaciones con distintas he-
rramientas: el método de miltiples escalas (Ding et al., 2009), una combinacion de
herramientas analiticas y numéricas (Michiels & Niculescu, 2005), y reducciones a la

variedad centro y formas normales (Zheng & Wang, 2010).
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El sistema (5.5) con control proporcional resulta

. k
i) =1 = gw(tyw(t = gt — 1), (5.6)

donde k := K N. Para aplicar el MF como se propone en el Teorema 4.2, en primer
lugar se introducen constantes auxiliares a; y ay (cuyos valores se elegiran en forma

conveniente) y el sistema (5.6) se reescribe como

w(t) =1-— gw(t)w(t —1)q(t — 1) + aqw(t) — aqw(t) + azq(t) — axq(t),

q(t) = w(t) —c.

Las matrices A, B y C se eligen como

—a1 —a I
Y B=C=I, F(e®):= 2, (5.7)
1 0 Le

A=

de modo que
Y (1) = (), ya(t), it = 1), gt — 1))"
= — (w(t), q(t), w(t — 1), q(t = 1))" .

Entonces, la funciéon no lineal de realimentacion resulta

g(y*(1); ) = L+ky (O)y (E—1D)y2(t—1)/2—ar1y1 (1) —azya(t) ’ (5.8)

—C

donde p := (c, k) representa el vector de parametros. Para esta realizacion, se tiene

1 S —day _ G(Smu)
G(s;p) = , G(sip)=F(e7®) Gls;p) =
As)\ 1 s+a (™) G(s;p)e®
donde A(s) := s* + a;s + ay. Resolviendo el sistema G*(0; u)g(y*; ) = —y* se

obtiene el punto de equilibrio y* = (—¢, —2/(kc?), —c, —2/(kc?))T. Luego se linealiza
la funcion g(-) alrededor de este punto de equilibrio, de donde se obtiene la matriz
Jacobiana

2 — a1 —a2 %@\1?72 §(§1)2

0 0 0 0

Por simplicidad se eligen a; = k717> = 2/c y as = k(71)?/2 = kc?/2, luego

—1/c —kc?/2 1/c kc?/2
0 0 0 0

J(p) =
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A partir de esta expresion se deduce que G*(s;u)J(u) tiene rango 1 y un tnico

autovalor no nulo dado por

(25 + k) (e —1)
x(s)

donde x(s) =: 2cs? + 4s + kc3. Notese que la eleccion de a; y as no solo permite

X(S;M) = ) (59)

obtener una expresion simple de X(s; 1), sino que también evita que este autovalor
tenga polos sobre el eje imaginario, lo cual, si bien no es estrictamente necesario,
resulta mas comodo para analizar el diagrama de Nyquist resultante 2. La condicién
de bifurcacion se obtiene tomando s = iw y resolviendo la ecuacion X(z’wo; fo) = —1

para ciertos valores criticos de pp y wo. A partir de (5.9), se tiene

kcd cos(wp) + 2wp sin(wg) = 2cwg,

—kc? sin(wg) + 2wp cos(wp) = —2wy,

y los valores criticos de los pardmetros se pueden escribir en funcion de wg como

coswy + 1 2w sin® wy ) (5.10)

(o ko) = ( wosinwy (1 + coswp)?
Entonces, tomando la frecuencia wg como parametro libre se obtiene la curva de Hopf
en el espacio de parametros (c, k), como puede apreciarse en la Fig. 5.2(a). A partir
de esta curva, puede deducirse como se ve afectada la estabilidad del sistema cuando
se varfan los parametros fisicos del mismo. Recordando que ¢ = CyT,/N y k = KN,
es claro que un incremento tanto en la capacidad del link C, como en el retardo de
propagacion T, deteriora el margen de estabilidad del equilibrio. Dicho de otro modo,
el rango de valores de la ganancia K del controlador que estabiliza el sistema es menor
a medida que Cy o T}, aumentan.

Por otra parte, los autovectores derecho e izquierdo de G*(s;u)J(p) asociados a

o~

A(s; ) son
v=_s,1,s% e, u= (-1, -kc*/2, 1, kc*/2)T,
respectivamente, y las matrices () y L resultan

e [24+ ks 0 2+ ke® ke(ef +1) e (e 01 s
2c? 0 0 0 0 s \'o 00 0

Q=

2El lector puede comparar la expresion del autovalor (5.9) con la que se obtiene, por ejemplo,
tomando a; = as = 0.
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Figura 5.2: (a) Curva de bifurcacion de Hopf para el sistema con control proporcional.
La notacion H— indica que para los puntos sobre la curva, el indice de estabilidad o
es negativo. (b) Diagrama de bifurcacion en un parametro con ¢ = 1. Para k ~ 3.41,
el punto de equilibrio se bifurca dando lugar a una solucién periddica estable. En la
figura se muestra la rama de amplitud (méaximos y minimos de w(t) sobre los ciclos)
obtenidos con DDE-BIFTOOL (-—) y aproximados con el MF (e).

Ademas, se tiene

o Esw T
TE= e ) TGN e ar e s )

donde p(s) 1= 2ce®s? + 2(1 + €°)s + kc. De la Ec. (3.7), se hallan

Vo2 =1p(w)(0, 1, 0, 1)7, Vo = mn(w)(i2w, 1, i2we ™, e=)7,
donde

vw) = —e @k — ke (1 —iw + ™) + i2w(c + )] /[4kc?],

vo(w) = e k(1 +iw) + (1 + c) (ke + i2w)e™]/[2cpo(i2w)].
Entonces, resulta p(iw; p) = (p1(w; i), 0)T, donde

pr(w;p) = e 2 {kc(2c?1e™Y — 1) — 8wy (1 + ce™¥)
—2kc3[2v0€™ + vy + €% (20 + vo(1 + 12w))]} /82

Finalmente, se obtiene &(iw; 1) = —2cpy(w; )/ x (iw).

Ademas, el coeficiente de curvatura resulta

oo = R {2cp1(wo; )/ [1 4 (14 kc®/2 4 iwo(1 4 2¢)) e=™°] } .
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Teniendo en cuenta el signo de este coeficiente se determina que la bifurcacion de
Hopf resulta supercritica sobre toda la curva mostrada en la Fig. 5.2(a). Aplicando el
proceso iterativo descripto en el Capitulo 3 es posible obtener la amplitud aproxima-
da de las orbitas emergentes, como se ilustra en la Fig. 5.2(b) para ¢ = 1. Ademas,
a fines de comparacion, se muestra la misma rama de soluciones peridédicas obtenida

con el programa DDE-BIFTOOL.

Michiels & Niculescu (2005), mostraron que fijando el parametro adimensional ¢ e
incrementando el parametro k mas alld del punto de Hopf, el sistema (5.6) exhibe
una cascada de doble periodo que conduce a un comportamiento caotico.

Con respecto a estos resultados, se menciona que otros autores (véase, por ejem-

plo Ding et al., 2009; Zheng & Wang, 2010) han estudiado el sistema

W(t) = % — %WQ(t)Q(t - T,),
A’; P (5.11)
Qt) = = W(t) - Cr

que se obtiene a partir de (5.4) considerando que el producto W (¢)W (¢t — T,,) puede
aproximarse por W2(t) cuando W (t) > 1 y tomando un esquema AQM proporcional.
Realizando nuevamente un escalado temporal y de variables, el sistema anterior se

puede reescribir como

. k 2
w(t) =1- W (t)q(t — 1), (5.12)

§(t) = w(t) — ¢,

donde cy k se definen de la misma forma que en (5.6). Sin embargo, es posible mostrar
que el sistema (5.12) no exhibe comportamiento cadtico. Esta conclusion se deriva del
Teorema de Poincaré-Bendixon para sistemas con retardos desarrollado por Mallet-
Paret & Sell (1996). Este Teorema también puede verse en Smith, 2010, y los detalles
se encuentran en el Apéndice de este Capitulo. Por lo tanto, si bien el modelo (5.12)
ha permitido un anélisis mas sencillo de la bifurcaciéon de Hopf, el mismo no revela

la naturaleza caotica del sistema.
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5.3.2. Algoritmo “Random FEarly Detection” (RED)

Como se ha mostrado en (Hollot et al., 2002), para la dinamica del controlador
RED puede considerarse la siguiente relacion
AP(s) KL
AQ(s) s+ K’
donde AP(s), AQ(s) son las transformadas de Laplace de dP(t) y dQ(t), respectiva-
mente. Estas cantidades se definen como 0P(t) := P(t) — Py 5Q) = Q) —Q, y

(5.13)

representan pequenas desviaciones alrededor de los valores de equilibrio. Las constan-
tes K y L son parametros propios del controlador RED: L es la pendiente del perfil
de marcado de paquetes y K determina el ancho de banda del controlador. A partir
de (5.13), aplicando la Transformada inversa de Laplace, se obtiene 6 P(t)+ K6 P(t) =
KLoQ(t), y la dindmica de P(t) resulta

P(t) = K[P(t) - P] + KL[Q(t) - Q).
Definiendo una nueva escala de tiempo como ¢ = t/T,, y haciendo Q(t) = Nq(?),

resulta

~

P(t) = —KT,[P(t) — P] + KLT,N[q(t) - ql,

donde nuevamente, por simplicidad en la notacién, se ha conservado el simbolo ¢ en

lugar de t'. Entonces, se obtiene el modelo del sistema TCP/RED dado por

1uo=1—%w@wu—1m@_n,

q(t) =w(t) —c, (5.14)
p(t) = —klp(t) — bl + nlg(t) — g,
donde se ha definido p(t) := P(t) y los nuevos parametros adimensionales son k :=

KT,y n:= KLIT,N. Para la realizacién se consideran la siguientes matrices

—aq 0 — Q9

100 I
A= 1 0 0 , B=1I3, C= ,F(e_s) = ,

0 01 Ie s

0 n —k

Ty (O)yr(t—=1)ya(t—1)/2—a1yi (t) —azya(t)
gy (t); ) = —c
kp —ngq

(5.15)
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La funcién de transferencia para la parte lineal esta dada por

G (5: 1) G(s; ) Gls:p) 1 s(s+k) —as —ass
S3p) = : S;p) = ;
G(s;p)e® A(s) 1 s+a; s(s+ap)

donde A(s) := s*+ (ay +k)s? + a1 ks +nas. Es simple ver que definiendo a; = 07,7 =

2/cy as = (1)%/2 = ¢*/2, la matriz Jacobiana puede expresarse como

—1/c —c/2 1/c */2
J(p) = 0 o o0 o0 |- (5.16)
0 0 0 0

Considerando la matriz G*(s; 1) J (1), vemos que la misma tiene rango uno y su tinico

autovalor relevante es

[25(s + k) +nc’](e — 1)
x(s)

A(s; 1) =

Y

donde x(s) := 2cs® + 2(2 + ck)s* + 4ks + nc® = 2¢A(s). A partir del diagrama de
Nyquist de X(s;p), se obtienen las curvas de Hopf que se muestran en la Fig. 5.3.
En ésta se observan la curvas de Hopf en el plano (¢, k) para distintos valores cons-
tantes de 7, donde H— (en rojo) corresponde a bifurcaciones supercriticas y H+ (en
verde) a bifurcaciones subcriticas, de acuerdo con el signo de oy (cuya expresion se
da a continuacion). En cada caso, la region de estabilidad del equilibrio se encuentra
a la izquierda de cada curva. Dicha region se vuelve mas estrecha a medida que el
parametro 7 se incrementa. Ademés, para mantener la estabilidad del sistema, un
incremento del valor de ¢ (debido a un incremento del la capacidad del canal Cy o una
reduccion en el nimero de conexiones N) debe estar acompanado de un incremento
en el ancho de banda del controlador (K). La Fig. 5.3(b) muestra las curvas de Hopf
en el espacio (c,n) para valores constantes de k. Nuevamente, el sistema es estable
en la regiéon que se encuentra a la izquierda de cada curva. Para valores pequenos de
k (por ejemplo, k = 0.1) las bifurcaciones de Hopf son siempre subcriticas, lo cual
determina la existencia de un ciclo limite inestable en la regién de estabilidad del
equilibrio. Para &k = 0.5 puede verse un punto de falla del coeficiente de curvatura
(00 = 0), y para k = 0.75 y k = 1, todos los puntos sobre la curva corresponden a
bifurcaciones supercriticas. Entonces, un incremento en el valor de k no s6lo mejora la

estabilidad del sistema, sino que puede inhibir la coexistencia de soluciones periodicas
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Figura 5.3: (a) Diagramas de bifurcacion del sistema (5.14) en el plano (¢, k) para

distintos valores de

1. En cada caso, el equilibrio es estable a la izquierda de la

correspondiente curva de Hopf. (b) Diagramas de bifurcacion en el espacio (¢, n) para
valores fijos de k. La region de estabilidad del equilibrio yace, también, a la izquierda

de cada curva.
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Figura 5.4: (a): Curva de bifurcacién de Hopf para el sistema con control RED co-
rrespondiente a 7 = 1. (b): Diagrama de bifurcacion en un parametro con ¢ = 2.
En el diagrama se muestra una rama de soluciones periédicas calculada con DDE-
BIFTOOL (-) y la aproximada con el MF (e—).

inestables con el equilibrio estable.

Por otra parte, los autovectores v y u de la matriz G*(s; p)J (1) son
v=_(s(s+k) 1, s(s+ke* e, u= (-1, =c*/2, 1, &/2)7,

y las matrices ) y L resultan

q11(s) 0 qus(s) qua(s) e 0 1 s(s+k)
Q= 0 0 0 0 , L=s(s+k)e*| 0 0 0 0 ,
0 0 0 0 0 00 0
donde qi1(s) := —[2s(s + k) + ncdle™/2c2, quz(s) := —[2s(s + k) + ncde™2]/2c% y

q14(s) := —es(s + k)(1 + e7*) /2. La funcion de lazo cerrado es

g 1) — H(s; p) - L 2es(s+k) —nc® —c3s
Bl = H(s;p)e™*  Hlsin) o(s) 2en 2n0(s) 2s9(s) 7

siendo ¥(s) :== 1+ e*(1 +¢s) y p(s) := 2s(s + k)I(s) + nc. Los vectores Vgy v Voo

se hallan como

V02 = VO(W>(O7 _17 07 _1)T7 V22 = I/2(w)(v%27 77/27 U%2€7i2w7 77672'%.}/2)717
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Figura 5.5: Detalle del diagrama de bifurcacion, donde ademés de la curva de Hopf
subcritica (linea a trazos verde) y la curva de Hopf supercritica (linea solida roja) se
muestra la curva de sillas-nodos de ciclos limites (SNC) (linea fina violeta).

donde v} 1= iw(k + i2w) y
vw) = wine —2(k* + wH)wcosw + nc(w + ksinw)} / (2¢1)
(w) = iw(k+iw)e ™ {nc® + e*[nc® + i2w(k + iw)]} / [cp(i2w)] .

Entonces, se obtiene p(iw; i) = (p1(w; i), 0,0)T, donde p;(w; i) esta dado por

D1 ZWZ;;% {ncw(w — ik)(w + ik + 2we™?) —dwrn (1+€™) (k> +ikw—+2w?)
+ic® (1o [(k —iw)(1 4 €™) — 2ne™ (k + i2w)(1 + )] (5.17)
+vpe™ (k + iw) (1 — €*)] } .
Luego, se obtiene (iw;pu) = —2cpi(w;p)/x(iw) y el coeficiente de curvatura que
resulta

oo = —2¢ R {p1(wo; 1)/ [q(wo)e™™° + X/ (iwo)] }, (5.18)
siendo q(w) := 2w? — nc® + 2k(1 — e*) — 2w(k — 2 + 2e7™*).
El sistema con control RED exhibe un comportamiento dinamico interesante. Si los
parametros (¢, k) estan cerca de la curva H+ en la Fig. 5.4(a), la cuenca de atraccion

de y* puede ser reducida debido a que existe un ciclo limite inestable alrededor del
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Figura 5.6: (a) Ampliaciones correspondientes a los recuadros (I) y (IT) marcados
en la Fig. 5.5 mostrando diferentes partes de la curva SNC. Ademads, se muestra un
diagrama cualitativo de la forma de la singularidad, que es similar para los recua-
dros (I) y (II). (b) Ramas de soluciones periodicas para valores constantes de ¢, que
corresponden a cortes verticales en el cuadro (I).
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punto de equilibrio. Por otra parte, si los parametros estan cerca de la curva H—
las trayectorias del sistema pueden verse atraidas por una soluciéon periddica estable,
como la que se representa en la Fig. 5.4(b) para ¢ = 2. Esta curva también muestra
la amplitud de las soluciones periodicas calculada numéricamente con el programa
DDE-BIFTOOL y la solucion aproximada con el MF.

La presencia de un punto de degeneracion (indicado con oy = 0) revela la existencia
de sillas-nodos de ciclos limites (SNC) en un entorno de este punto (véase Kuznetsov,
2004). Esta bifurcacion consiste en la aniquilacion de un par de soluciones periodi-
cas anidadas y puede detectarse cuando un multiplicador de Floquet cruza el circulo
unitario a través del punto 1+ ¢0 al variarse alguno de los parametros (véase Seydel,
2010). Esta bifurcacion se estudia con la ayuda del programa DDE-BIFTOOL. Por
ejemplo, considerando n = 1, para la curva de Hopf de la Fig. 5.4(a) se hacen cortes
para c constante y se contintian las soluciones periddicas emergentes variando &k (como
se hizo en la Fig. 5.4(b)). En estas continuaciones, sobre las ramas de soluciones pe-
riodicas se monitorean los exponentes de Floquet (calculo provisto por el programa)
y se detectan los puntos donde uno de estos exponentes cruza el circulo unitario a
través del punto 1 + ¢0. Si esto se realiza para cada valor de ¢ y los puntos SNC se
indican en el plano (¢, k), se obtiene la curva que se muestra en violeta en la Fig. 5.5.
En los cuadros rectangulares indicados con linea punteada (I, IT y IIT) en esta figura,
aparecen tres escenarios interesantes. En la Fig. 5.6(a) se provee una vista detallada
de los cuadros I y II junto con un diagrama cualitativo para indicar las regiones con
comportamiento dindmico distintivo en el espacio de parametros. Notese que pueden
existir hasta cuatro soluciones periédicas anidadas rodeando al equilibrio estable; co-
mo ejemplo, en la Fig. 5.6(b) se muestra la amplitud (maximo de w(t) sobre cada
solucion periddica) en funcion de k para distintos valores fijos de ¢. En el cuadro
IT se tiene un comportamiento similar al I, pero para otro rango de valores de los
parametros (c, k).

Sin embargo, el comportamiento del sistema para valores de los pardmetros dentro del
cuadro IIT es diferente a los anteriores. En la Fig. 5.7(a) se provee una vista detallada
de este cuadro junto con un diagrama cualitativo de las curvas de bifurcacion de sillas-
nodos. En cada region, el nimero indicado corresponde a la cantidad de ciclos limites

anidados que tiene el sistema. En la Fig. 5.7(b) se muestra la amplitud (méximo de
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Figura 5.7: (a) (Izquierda) Area ampliada correspondiente al recuadro (IIT) de la
Fig. 5.5. (Derecha) Diagrama cualitativo mostrando la forma de la singularidad. En
cada region, el nimero indica la cantidad de ciclos limites co-existentes. (b) Amplitud
(méximo) de w(t) vs. k para distintos valores de c. Notese que, para combinaciones
adecuadas de ¢ y k, pueden existir hasta cinco ciclos limites anidados.
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w(t)) de las soluciones periodicas en funcion del parametro k, para cuatro valores fijos
del parametro c. Por ejemplo, para ¢ = 1.1754, al variarse k se intersectan las curvas
FO y F1 de la Fig. 5.7(a). Para este caso, la 6rbita periédica que nace del punto de
Hopf colisiona con una orbita inestable en el punto indicado como F0. A su vez, la
rama de soluciones inestables colisiona con otra orbita estable de mayor amplitud en
el punto F1. Para ¢ = 1.1796, sobre la rama de soluciones peridédicas aparecen cuatro
puntos de SNC (F0-F4-F5-F1), y existe un rango de valores de k para el cual el sis-
tema exhibe cinco ciclos limites anidados. Si se continta incrementando ¢ los puntos
FO y F4 se acercan (por ejemplo, para ¢ = 1.1834) hasta que finalmente ambos coin-
ciden y luego dejan de existir (como se muestra para ¢ = 1.1881). Al aumentar ¢ atn
mas, sucede lo mismo con los puntos F5 y F1, hasta que finalmente toda la rama de

soluciones periddicas resulta estable.

5.3.3. Control proporcional-integral (PI)

En este caso se considera la siguiente funcion de transferencia para el controlador

(5.19)

AQ(s) s
donde AP(s)y AQ(s) nuevamente son las transformadas de Laplace de 0 P(t) y 0Q(t),

AP(s) K (f N 1) |

respectivamente, como en el ejemplo anterior. El parametro K es la gananciay z > 0
establece el ancho de banda del compensador. A partir de (5.19) se obtiene §P(t) =
(K/2)0Q(t) + KéQ(t), de modo que cambiando nuevamente la escala temporal y
tomando Q(t) = Nq(t), la dindmica de P(t) esta dada por
P(t) = (KN/2)8¢(t) + KNT,oq(t)

= (KN/z)w(t) —c]+ KNT,iq(t).
Entonces, definiendo p(t) = P(t),  := KN/z y p :== KNT,, el modelo del TCP/PI
se puede escribir como

1

w(t)=1- Ew(t)w(t — )p(t—1),

ilt) = w(t) — ¢ (520)

p(t) = lw(t) — o + pla(t) - ql.
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De nuevo, se tienen tres pardmetros adimensionales representados por el vector u =
(¢, B, p). Para aplicar el MF, una vez maés se consideran las constantes auxiliares a; y

as, y se elige la realizacion

—a 0 —as
1 00 I
A= 1 0 0 | B=L C= , Fre™) = :
0 01 Ire™*
g p 0
T+y )y (E—1)ya(t—1)/2— a1y (t) —azya(t)
g(y*(t); p) = —c
—(Be + pq)
(5.21)
Para la parte lineal se tiene
. G(s; ) 1 s —asp —ays
G*(s;p) = I G(SSM)ZA— 5
G(s;p)e* () \ Bs+p pls+ar) s(s+ar)

donde A(s) := 3 + a;5® + fass + pas. Ademas, tomando a; = 71y = 2/cy ay =
(71)?/2 = ¢?/2, la matriz Jacobiana resulta idéntica a la que se obtuvo para el modelo
RED (Ec. (5.16)). De nuevo, G*(s; )J (1) tiene rango 1, y el tinico autovalor relevante
es

g = G ol

donde x(s) := 2cs3+4s?+c3(Bs+p). Considerando el diagrama de Nyquist de X(s; ),

Y

es posible detectar los puntos de bifurcaciones de Hopf en el espacio de parametros y
continuarlos para obtener las curvas mostradas en la Fig. 5.8. La Fig. 5.8(a) muestra
las curvas en el espacio (¢, p) para distintos valores de §. En todos los casos ocurre
la degeneracion asociada a la anulacion del primer coeficiente de curvatura (oo = 0).
Ademas, se observa que a medida que ¢ aumenta, el rango de valores admisibles
de p para que el equilibrio sea estable se reduce. Mas atn, para cada valor de [
existe un valor ¢ = ¢4, de modo que para todo ¢ mayor a ¢4, el equilibrio es
inestable independientemente de p. La Fig. 5.8(b) muestra las curvas de Hopf en
el plano (¢, 3) para valores fijos de p. En este caso, para cada valor de p existe un
intervalo (Bin, Bmaz) de valores admisibles de 5 para que el sistema sea estable. Este
intervalo se vuelve mas pequenio a medida que ¢ aumenta. Esta figura también revela

la existencia del valor ¢ = ¢,4., mas alla del cual el sistema es siempre inestable. Para
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Figura 5.8: (a) Diagramas de bifurcacion en el plano (c, p) para distintos valores de f.
En cada caso, la region de estabilidad del equilibrio se encuentra a la izquierda de la
curva de Hopf. (b) Diagramas de bifurcacion en el espacio (¢, ) para valores fijos de
p. La region que queda a la izquierda de cada curva corresponde al equilibrio estable.
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este valor de ¢, sobre la curva de Hopf aparece una bifurcaciéon degenerada denominada
Hp1, donde la tasa de cambio del autovalor con respecto al parametro es nula en la
bifurcacion (este caso corresponde a la falla de la hipotesis 1 del Teorema 3.3).

Para ilustrar la deteccion de bifurcaciones degeneradas de Hopf, en la Fig. 5.9 se
muestra un detalle de la curva en el plano (¢, 5) para p = 0.1. Sobre la izquierda se
presentan diagramas de Nyquist correspondientes a distintos puntos sobre esta curva.
Cuando la curva de Hopf se recorre desde la parte subcritica (H+) hacia la supercritica
(H—), el vector £ pasa de apuntar hacia el interior del contorno de Nyquist de /)\\(iw; 1)
a apuntar hacia el exterior del mismo. En esta transicién existe un punto para el cual
el contorno de X(iw;,u) y el vector & son paralelos. Este punto corresponde a una
bifurcacion degenerada Hy, (falla de la hipotesis 2 del Teorema 3.3). Por otra parte,
los diagramas de Nyquist de la derecha en la Fig. 5.9 ilustran la ocurrencia de la
degeneracion Hp;. En este caso, se fija ¢ = ¢4, = 2.0345 v se varia el parametro
B. Por ejemplo, para § = 0.2 la curva encicla al punto critico —1 + 0. Cuando (8
se incrementa, dicha curva se acerca al punto —1 + 70 hasta que pasa a través de
éste para o1 = 0.26 (punto Hpy). Si 8 se incrementa atin mas, la curva del autovalor
se mueve otra vez hacia la izquierda, encerrando de nuevo al punto critico, como se
observa en el diagrama correspondiente a 8 = 0.3 3.

Por otra parte, los autovectores v y u de G*(s; u)J(n) asociados al autovalor X(s; 0

Son
v=(2/(Bs+p) L, 5% (Bs+p), e, u= (=1, /2, 1, ¢/2)",

y las matrices ) y L resultan

gqu 0 qi3 qu ) e* 0 1 s*/(Bs+p)
Q=0 0o o o L==<" 1| o 0o 0
’ (Bs+p) ’
0O 0 0 0 0O 0 0 0
donde
e ( 25> N 3) ce™® s s*c(1+e*)
= — C s = — —_ s = -
qu 2¢2 \ Bs+p s 2 2(Bs+ p) i 2(8s + p)

3En el dominio del tiempo, esta degeneracién ocurre cuando un par de autovalores complejos
conjugados con parte real negativa (positiva) en primer lugar se aproximan y alcanzan el eje imagi-
nario, y luego ingresan nuevamente al semiplano izquierdo (derecho), cuando un parametro se varia
monodtonamente.
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Figura 5.9: Detalle de la curva de Hopf para p = 0.1, donde se muestran distintos
diagramas de Nyquist del autovalor para algunos puntos de la curva. Cuando la
bifurcacion de Hopf es subcritica, el vector £ apunta hacia el interior de la curva,
pues co-existe una solucion periddica inestable con el equilibrio es estable. Cuando
la bifurcaciéon es supercritica, dicho vector apunta hacia el exterior de la curva, y la
solucion perioddica existe cuando el equilibrio es inestable. En el punto Hg, el vector &
es paralelo a la curva de Nyquist y el signo de g queda indeterminado; esta transicion
se aprecia en los diagramas de la izquierda. En la bifurcacion Ho; que se ilustra en los
diagramas de la derecha, la curva de A(iw; i) se acerca al punto critico —1, alcanza
este punto, y se aleja nuevamente cuando 3 se varia de manera continua.
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La matriz de lazo cerrado H (s; u) esta dada por

(g1 — H(s;p) .. _ 1 2cs* —pct s
Hilss ) = H(s;p)e®  Hlsa) ©(s) \ 2¢(8s+p) 2p0(s) 2s0(s)

donde 9(s) := 1+ €*(1 +cs) y ¢(s) := 25*9(s) + c*(Bs + p). Los vectores Voo y Voo
resultan
Voo = wp(w)(0, 1, 0, 1)T, Vi = wa(w)(vi?, v3?, viZe™™, v3%e™)T,
donde v¥? 1= 2w? v3? = —(p+i2wB)/2 ¥y
vo(w) := —w? [(pc® — 2w?) cosw + (p + Pwsinw)] / [2¢* (p* + w?5?)],
a(1) = e B[ (pcd — 2P i)+ (p + B [eoi20) (p + B,
Luego, se calcula p(iw; p) = (py(w; i), 0,0)T, donde
Z'w2€7i2w 5 o
L T8 (02 +w2B) (p+iwp) {cfw? (
+ic®(p +iwpB) [—4rp(p — iw)e™ (1 + €™) + vy [p*(1 + 5e™ + 4e")
+ w? B (e™ + 4e™ — 2) + i3wBp(1 + e)]] } .

wB+p(1+ 2e™)) —i8w?va(1 + ) (p + iw3)?

p

(5.22)

Entonces, se halla &(iw; p) = —2¢(p + iwpf)p1 (w; ) /x(iw), y finalmente se calcula

oo = —2¢ R {(p + iwoB)p1(wo; 1)/ [q(wo)e™™ + X' (iwp)] }, (5.23)

siendo g(w) == 2w? — iw(4e™ — 4+ Bc®) — A [p+ Be™ — 1)].

Como caso particular, la Fig. 5.10 muestra la curva de bifurcacion de Hopf en el
espacio (¢, p) para = 1. Dado que ¢ = CyT},/N, si se incrementa T, se incrementa c
(y también p) y eventualmente el sistema puede volverse inestable. En forma similar
a lo que sucede con el sistema TCP/RED, un incremento en la capacidad del link
C, reduce el margen de estabilidad. Para este caso, el punto de degeneracion Hy
(09 = 0) se encuentra para (c, p) ~ (1.269,0.594). Desde este punto, emerge una curva
de sillas-nodos de ciclos limites, identificada como F1 en la Fig. 5.10(b). Ademaés, en
esta figura pueden observarse varias curvas de este tipo. La forma de la singularidad

completa (la organizacion de estas curvas) se muestra en el diagrama cualitativo de la
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Figura 5.10: (a): Detalle de la curva de Hopf en el espacio (c,p) para § = 1. (b):
Ampliaciéon que muestra las distintas curvas de sillas-nodos de ciclos limites. La curva
F1 nace del punto de anulacion del coeficiente de curvatura (oo = 0), siguiendo la
curva desde la esquina superior izquierda. (c¢): Forma cualitativa de la singularidad.
Notese que un corte horizontal puede intersectar hasta nueve sillas-nodos de ciclos.
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Fig. 5.10(c). Notese que en un corte horizontal, se pueden obtener hasta nueve sillas-
nodos de ciclos limites. Es probable que este comportamiento policiclico sea evitado
en la practica mediante un ajuste correcto de los pardmetros del compensador. Pero si
la variaciéon de algiin parametro lleva al sistema a la inestabilidad, pueden observarse
multiples oscilaciones, posiblemente de gran amplitud. Nuevamente, la forma en que
se organizan las curvas de sillas-nodos de ciclos limites resulta novedosa para este tipo

de sistemas.

5.4. Conclusiones del Capitulo

Como aplicacion de la técnica descripta en el Capitulo 4, se ha presentado el estu-
dio de algoritmos de control de congestion de datos en internet. Se ha considerado el
modelo “fluid-flow” desarrollado por Misra et al. (2000), el cual, al estar dado por una
DEE, puede analizarse con el MF. Si bien en la literatura especifica existen resultados
concernientes al comportamiento no lineal del algoritmo TCP, aqui se han incorpo-
rado las dindmicas de los esquemas AQM y se han analizado los sistemas conjuntos
resultantes. Notese que para cada estrategia AQM analizada, el escenario dindmico
que se obtiene es muy diferente. Aunque la elecciéon de dicha estrategia no modifica
la no linealidad del sistema, si determina la ecuacion funcional p(t) = f(wy, g1, pt)-
Ademas, se han estudiado las bifurcaciones de Hopf que ocurren en los distintos esque-
mas, y se han detectado las degeneraciones Hg; v Hyg, correspondientes a la falla de la
transversalidad y del primer coeficiente de curvatura, respectivamente (véase Moiola
& Chen, 1996).

Las curvas que representan bifurcaciones globales se han obtenido con la ayuda del
programa DDE-BIFTOOL. La existencia de sillas-nodos de ciclos limites resulta nove-
dosa para este tipo de sistemas y alerta de la posible existencia de miltiples soluciones
periodicas. Si bien un régimen oscilatorio no significa que el sistema deje de operar o
colapse, si perjudica al desempeno de la transmision y provoca una utilizacion inefi-
ciente de la capacidad de los links.

Por otra parte, es conocido que los sistemas de control de congestion de datos pre-

sentan bifurcaciones de tipo colision de borde (Ranjan et al., 2004). Esto se debe a
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que las variables de estado son no negativas y ademés estan acotadas superiormen-
te. Por ejemplo, la probabilidad de marcado de paquetes no puede ser superior a la
unidad y Q(t) no puede superar la capacidad de almacenamiento del buffer de datos.
Ademas, generalmente, en el TCP se fija un tamafio méximo de la trama de datos
a transmitir. Entonces, si existen soluciones periddicas de amplitud suficientemente
grande, alguna de las variables puede alcanzar una de estas cotas, dando lugar a las
mencionadas bifurcaciones de colision de borde (véase también Nusse et al., 1994; Tse
& Di Bernardo, 2002). Aunque el estudio de estas bifurcaciones no se trata en esta
tesis, se menciona su existencia en estos sistemas y su estudio se plantea como una

posible mejora de los resultados que aqui se presentan.

5.5. Apéndice del Capitulo

Counsidérese el sistema

b5(t) = fi(m(t) wia (E— 1)), 1<i< N —1,
(5.24)
an(t) = fn(en(t), z1(t —rn)),

donde r; >0, fieCly

5 £0, VY(z,y)eR?* 1<i<N-1.
Y

Notese que la evolucion de xq estd influenciada por x,, la cual esta afectada por z3, vy
as{ sucesivamente, hasta que finalmente zy; estd influenciada por x;. Los sistemas
de este tipo especial se han estudiado en (Mallet-Paret & Sell, 1996) y los mismos se
denominan MCF'S (por “monotone cyclic feedback systems”). Supongamos que X es
el conjunto de todos los puntos de equilibrio de (5.24). Entonces, se tiene el resultado
desarrollado en (Mallet-Paret & Sell, 1996), que aqui se presenta en forma conveniente

como sigue:

Teorema 5.1 Six(t) es una solucion acotada del sistema MCFS (5.24) definida en
[to, +00), entonces

(a) Q(x) es una drbita periddica no constante, o
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(b) El conjunto limite Q(s) de cada solucidn s(t), con s(t +0) € Q(x), —max{r;} <

0 <0, estd contenido en X. &

El punto (b) tiene en cuenta el caso en que Q(x) es un punto de equilibrio simple. Es

interesante notar que este Teorema descarta soluciones cadticas en el sistema (5.24)

(véase Smith, 2010). El sistema (5.12) es un MCFS, con N =2y

k

file,y) =122y, faloy) =o—c

donde ry =1, r, = 0 y ademas

af1($7y) k 2 an(x7y)

= —— —:1

oy 27 dy

Notese que Jf1(z,y)/dy no se anula si se suponen valores positivos de z, lo cual tiene
sentido pues w(t) (el tamano promedio de la ventana de datos a transmitir) se supone
positiva. Entonces, del Teorema 5.1, se deduce que el sistema simplificado (5.12) no
puede exhibir comportamiento cadtico. Este hecho muestra como una simplificacion

en el modelo puede inhibir dindmicas complejas.
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Capitulo 6

Sistemas discretos con retardos

6.1. Introduccion

Como se ha mencionado en los capitulos anteriores, en los tltimos anos muchos in-
vestigadores se han abocado al estudio de esquemas de control conocidos como TDFC
(" Time delay feedback control"). Estos se basan en la inclusion intencional de retardos
temporales en la realimentaciéon de estados. Esta técnica ha resultado de gran utili-
dad para lograr diferentes objetivos de control tanto en sistemas continuos (Pyragas,
1992; Bleich & Socolar, 1996; Pyragas, 2001; Wang et al., 2001; Just et al., 2003;
Pyragas et al., 2004; Hével, 2010; Flunkert, 2011) como discretos (de Souza Vieira &
Lichtenberg, 1996; Konishi et al., 1996; Buchner & Zebrowski, 2000; Martinez-Zérega
& Pisarchik, 2005; Wen et al., 2006).

Como se ha visto a lo largo de esta tesis, en sistemas descriptos por ecuaciones di-
ferenciales ordinarias (EDOs) el uso de retardos temporales hace que el espacio de
estados se vuelva de dimension infinita. En cambio, se verd que en sistemas discre-
tos (SD), si bien la dimension se incrementa, la misma continta siendo finita. Esto
permite que el mapa controlado pueda expresarse como un sistema de ecuaciones a
diferencias de primer orden, agregando tantas variables de estado como ntmero de
muestras comprenda el retardo.

Si bien los controladores por retardos se emplean para lograr objetivos especificos,
como aumentar/disminuir la zona de estabilidad de un punto de equilibrio, retra-
sar/adelantar la aparicién de fenémenos complejos como oscilaciones o caos, etc., los
mismos pueden provocar a su vez la aparicion de comportamientos indeseables. El
incremento en la dimension del sistema se traduce en una mayor cantidad de auto-
valores y por ello, aumentan las posibilidades de que éstos crucen los limites de la
estabilidad originando bifurcaciones. Por ejemplo, se ha observado la apariciéon de

bifurcaciones de Neimark-Sacker (NS) al controlar mapas que a lazo abierto exhibian
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solo bifurcaciones de periodo doble (PD).

Las bifurcaciones PD pueden presentarse en mapas de cualquier dimensiéon y con-
sisten en la aparicion de orbitas de periodo dos en torno de un punto de equilibrio
cuando cambia la estabilidad del mismo. El comportamiento dindmico asociado a
una bifurcacion de NS es méas complejo pues comprende la aparicion de orbitas (de
periodos mayores a dos o cuasiperiodicas) en sistemas que tienen dos o més dimensio-
nes (Kuznetsov, 2004). La interaccion entre bifurcaciones PD y de NS al implementar
leyes de control por retardos lineales y no lineales se puntualiz6 en (de Souza Vieira
& Lichtenberg, 1996) para el caso del mapa logistico. Algunos resultados numeéricos
se presentaron en (Buchner & Zebrowski, 2000) al implementar sobre el mismo mapa
un esquema de control con retardo especifico, denominado “echo type”. Estas interac-
ciones también han sido observadas al acoplar osciladores similares pues la dimensién
del sistema dindmico aumenta naturalmente (Reick & Mosekilde, 1995).

En este capitulo se empleara el controlador por retardo presentado en (Buchner & Ze-
browski, 2000) para aumentar la region de estabilidad de un mapa escalar genérico que
presenta una bifurcacion PD. Se demostrara que resulta posible manipular (retrasar o
adelantar) dicha bifurcacién dependiendo de la cantidad de muestras retrasadas que
se consideren. Se daran las condiciones para la ocurrencia de bifurcaciones PD y de
NS y se obtendran coeficientes que permiten determinar la estabilidad de las orbitas
emergentes. Ademas, se formalizara analiticamente la existencia de una resonancia 1:2
en el sistema controlado, condicién que explica la interacciéon que se produce entre las
bifurcaciones antes mencionadas. Distintas contribuciones insinuaron la aparicion de
esta singularidad en mapas controlados por retardos (de Souza Vieira & Lichtenberg,
1996; Chen et al., 1999; Buchner & Zebrowski, 2000; Fitchner et al., 2004). En (Wen
et al., 2006) se propuso un tipo de control especifico para la generacién de resonan-
cias fuertes 1:2. Sin embargo, s6lo se obtuvieron resultados analiticos para el caso de
mapas de dimensién cuatro.

La herramienta analitica a utilizar es la extension del método en frecuencia para ma-
pas desarrollada en (D’Amico et al., 2002; D’Amico, 2004; D’Amico et al., 2004). Se
mostrard méas adelante que para el problema en estudio, el MF permite encontrar

resultados analiticos que no se han podido obtener mediante otras técnicas.
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Por otra parte, se abordaré el estudio del denominado mapa de Hénon generaliza-
do (Richter, 2002). Como se vera, el MF permite analizar este sistema en forma
relativamente simple y obtener los diagramas de bifurcaciones para cualquier dimen-
sion del mapa. Se mostraré que éste puede exhibir bifurcaciones PD y NS, y que estos

comportamientos dependen de la paridad de la dimensiéon del mapa.

6.2. Conceptos preliminares: El MF para sistemas

discretos

En esta Seccidon, se presenta brevemente la extension del MF desarrollada en
(D’Amico et al., 2002; D’Amico, 2004; D’Amico et al., 2004) para el estudio de bi-
furcaciones PD y NS en mapas. Como el lector podra apreciar, esta formulacion es
analoga a la correspondiente para sistemas continuos aunque involucra ciertas par-
ticularidades y la utilizacion de la transformada Z para analizar la linealizacion del

sistema discreto. Considérese el sistema en variables de estado

Xp41 = Axn + Bf(Yna M)v

, (6.1)
Yn = Xn,

donde x,, € R, A € R (que puede ser nula), B € R™? C € R™ 1 € R® es un
vector de parametros y f : R™ x R®* — R? es una funciéon no lineal suave (al menos
C?). El sistema (6.1) se puede transformar en la forma realimentada de la Fig. 6.1
tomando G(z;u) = C(2I — A)7'B y g(yn; 1) = —f(yn; p). La entrada v,, se asume
nula, y, es la salida y z es la variable compleja de la transformada Z. Los puntos
fijos y de este sistema se calculan como y = —G(1; u)g(¥; 1) v el comportamiento

dindmico en torno a los mismos se caracteriza mediante los autovalores de la matriz

+
v, Gzp) D

g,s1)

Figura 6.1: Representacion en bloques del sistema (6.1).
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de lazo abierto G(z; u)J (i), con J(pn) = Dyg(¥; 1) 1, que dependen de la variable z y
del parametro u. El contorno de Nyquist de los autovalores o funciones caracteristicas,
se obtiene haciendo z = ¢, 0 < w < 2. Si el diagrama de uno de dichos autovalores,
digamos X(ei“; @), cruza el punto critico —1 4 0i para = p, y w = wy, puede darse

una de las siguientes condiciones:

= que wy = 7; entonces se empleara la Tabla 6.1 para determinar la posible exis-

tencia de una bifurcacion PD 0,

» que e £ 1 para k = 1, 2, 3, 4; entonces se seguird el procedimiento de la

Tabla 6.2 para estudiar la posible aparicion de una bifurcacion de NS.

De existir una bifurcacion, la estabilidad de la soluciéon que emerge de la misma se
determina mediante el calculo de un indice o (Paso 8 en las Tablas 6.1 y 6.2). Si
o > 0 (o < 0), las oscilaciones existen cuando el punto fijo es inestable (estable) y
las mismas son estables (inestables); en consecuencia, la bifurcacion es supercritica
(subcritica). En caso que o = 0, la bifurcacion es degenerada y el comportamiento

que presenta el sistema es mas complejo (Kuznetsov, 2004).

6.3. Esquema de control “Echo type”

Considérese el mapa escalar x,.1 = f(zn;p) + u,, donde z,, € R es el estado,
i € R es el parametro, f(-) es una funcion no lineal suave (al menos C? en el primer
argumento) y u, € R es una senal de control de entrada. Supongase que, en ausencia

de control (u, = 0), este mapa verifica las siguientes propiedades *:

» tiene un punto fijo Z, que es estable para u < e e inestable para p > po, y
» para [t = lp, T exhibe una bifurcacion PD, i.e., D, f(T; uo) = —1.

Es conocido que el coeficiente de estabilidad de la érbita de periodo dos que emerge

se puede calcular como

06" = (D2 o)) + ¢ DL (F o). (62

"Por simplicidad, Dyg(¥; 11)ij = {99:(y: 1)/0y;}|y_g con g(-) = [910)-. .95 ()" ey = [y1 ... ym]";
para las derivadas de alto orden se utilizaran expresiones similares. En particular, cuandop =m =1
estas derivadas resultan escalares.

2Las cantidades con subindice “O0” representan valores a lazo abierto o sin control. El subindice

“0” se utilizard para los valores correspondientes al sistema a lazo cerrado o con control.
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Tabla 6.1: Procedimiento para analizar bifurcaciones PD.

Paso 0

Paso 1

Paso 2

Paso 3

Paso 4

Paso 5

Paso 6

Paso 7

Paso 8

G(),8().9.7() ¥ A() tales que
A(—1; po) = —1 4 0i son dados.

Calcular los vectores u,, y v,, dados por
ul G(=1; ) (1) = ul, X(—1; ),

G(=1; )T ()Y = A(=1; 1)V -

Evaluar la matriz

H(z;p) = [I+ Gz 0)J ()] G (z; ).

Calcular las matrices @, y L,, cuyos
elementos son

Gij = ZlDipy].gz-(?; P,
p:

lij=>23% Dgpyqngz‘(§;ﬂ)vp”q>
p=1g=1

dondei=1,.... ¢, j=1,...,m,y vP, v,
gi(+) son las componentes de v, v g(-),
respectivamente.

Hallar los vectores

V(})DD = _H(l; M>QPDVPD/27

PD
Prp (:u) = QPDVO + LPDVPD/6‘
Obtener

€PD (/L) = _UZDG<_1; lu)pPD (M)/(uz;DVPD)'
Hallar 6 tal que A(—1;72) = —1+ &, (71)6?
para [ # ji,. Si existe solucion, ir al Paso 7;
sino, terminar el procedimiento.

Evaluar Yy = QQVgD, Y =0v,,y
aproximar la 6rbita de periodo dos como
Yn = S"\ + Yo+ Yleiwn.

Calcular

UPD

= _uzDG(_L /’LO)pPD (/vbo)/ [U.ZDDZG(—l; /’LO)J(/’LO)VPD}

119
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Tabla 6.2: Procedimiento para analizar bifurcaciones de NS.

Paso 0

Paso 1

Paso 2

Paso 3

Paso 4

Paso 5

Paso 6

Paso 7

Paso 8

G(-),8(),9,J(-) ¥ A() tales que
A(e¥e; 11,) = —1 4 04 son dados.

Calcular los vectores u, y v, dados por
uy G(e™; ) J (1) = wy A€ ),

~

G(e™; ) J (1) Vs = MEY; 1)V s

Evaluar la matriz
H(z;p) = [I+ G(2 1) T (1)) G (25 ).

Calcular las matrices @), y L, cuyos
elementos son

Gij = Zl D, 9i(¥; pv”
P

- X Z_I wpuay; 91 (Y5 )UPVT,

dondez-l Ll =1,...,m,y vP vl
gi(+) son las componentes de v,y de g(),
respectivamente.

Hallar los vectores

NS —
Vo = _H(l; :u) NSVNS/47

NS 2w
Vo = _H(e 2 ) /"L)QNSVNS/Z‘L?

NS - NS —

Pys (w; :u) - QNSVO + QNSV2 /2 + LNSVNS/8'
El simbolo “~ 7 es el operador complejo
conjugado.
Obtener
Evs (Wi 1) = —uy G(e¥; p)pys (Wi ) /(W] v ).
Hallar & y 6 tales que A(e®; i) =—1 + Evs(@; )02
para i 7 [,. Si existe solucion,
ir al Paso 7; sino, terminar el procedimiento.
Evaluar Y, = HQVSVS, Y, =0v,., Yy = 92V§S,
y aproximar la 6rbita como
Yo = S’\ + gR{YQ + Ylei@” + Yg@ﬁan}.
Calcular o, = R{¢ p,s(w; )}, con
¢ =ul G(e¥;p)/ [e“ul D.G(e¥; 1) T (n)v ]

para [ = fl, y W = Wp.

NSO
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retardo = k

7| Sistema
dinamico

X, =(1-p)f (x,s ) +px,,

Figura 6.2: Implementacion de la ley de control propuesta.

Entonces, si o, es positivo (negativo), la bifurcacion es supercritica (subcritica) (Kuz-
netsov, 2004).
A continuacion, se aplica el control retrasado echo-type presentado en (Buchner

& Zebrowski, 2000) para extender el rango de estabilidad de 2. Este esta dado por

Upn =P [xn—k - f(:Bm :u)] ) (63)

donde p € (0,1) es la ganancia del controlador y £k € NU{0} es el retraso en el indice

temporal 3. Entonces, el sistema controlado puede escribirse como

Tnpr = (1= p)f(zn; 1) + pTni- (6.4)

Como se muestra en la Fig. 6.2, la ley de control propuesta se puede implementar sin
tener conocimiento previo de la funcion f(-) que gobierna el comportamiento dindmico
del mapa original (en Liz & Franco, 2010, se presenta una ley de control que tiene
propiedades similares). Méas atin, es simple verificar que se preserva el punto fijo del
sistema sin control. De acuerdo con (6.4), la expresion para calcular T esta dada por
T = (1—p)f(Z;n) + pZ, que resulta en T = f(T; p). Para facilitar el analisis dindmico
alrededor de 7, el mapa (6.4) se reescribe como un sistema de k + 1 ecuaciones de

primer orden eligiendo las variables

Tin = Tn,

Tan = Tn—k,

T3n = Tn—k+1, (65)
Tk+1,n = Tn-1,

3Notese que el control es no lineal, pues involucra la funciéon f(-).
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donde z;,, denota el valor de la variable j-ésima en el instante n. Entonces, el ma-

pa (6.4) es equivalente a

(

T1n+1 = (1 - p)f(xl,na H) + PT2n
T2 n = T3n
2,m+1 3, (6.6)
{ Th+1n+l = Tin.
La matriz Jacobiana (del dominio tiempo) de (6.6) calculado en T es
(L=p)Duf(@ipr) p 0 -+ 0
0 01 -0
€ REHDx(k+1)
0 00 --- 1
1 00 - 0
de forma que la ecuacion caracteristica esta dada por
[z — (1 = p) Do f(T; )] 2" — p = 0. (6.7)

Como puede inferirse, las expresiones explicitas de los autovalores sélo pueden obte-
nerse para valores pequenios de k (0,1 6 2). Para retardos mayores, las raices de (6.7)
deben calcularse en forma numérica (Buchner & Zebrowski, 2000), dificultando la
generalizacion de los resultados. Como se mostrara en lo que sigue, el MF permite un
tratamiento analitico mas extensivo del problema, proveyendo condiciones explicitas
para la existencia de bifurcaciones y para determinar el tipo de las mismas (Gentile

et al., 2011).

6.3.1. Analisis con el MF

El sistema (6.6) se puede representar como se muestra en la Fig. 6.1 eligiendo las

matrices
0 0o - 0
1
oo01 --- 0
A= Do : c REHOx(k+Y) T _ B — 0 c RE+DX1.
O00 --- 1 '
0

100 --- 0
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Entonces, la funcion de transferencia y el bloque no lineal del sistema entrada-salida

equivalente son

Zk

G(z) =Clzl = A7'B = iy 9 === ) (i)

con Yy, = Z1,. La linealizacion de ¢(-) en un entorno del punto fijo y = 7 esta dada
por

J(1) = —=(1 = p)Dy f(y; 1),

de modo que
(1= p)Dyf(G: 1)

Az p) = G(2)J(p) = S, (6.8)
y reemplazando z = ¢ en (6.8), resulta
o ¢“*(1 = p) Dy f(F: 1)
e ) = — oo D ip : (6.9)

Como se esperaba, el anélisis de los k+ 1 autovalores en la representacion del dominio
tiempo se transforma en el estudio de una tinica funcién A(-) en el dominio frecuencia.
Los desarrollos que siguen se focalizan en la obtencion de resultados analiticos rela-
cionados con la dindmica no lineal emergente de T en el mapa controlado, tomando

ventaja de la aplicacion del MF.

6.3.2. Estabilidad del punto fijo

Como se mencion6 previamente, la estabilidad del punto fijo puede analizarse por
medio de la funcion A(-) dada por (6.9). Los polos de A(z; u) = G(z)J(u) estan dados
por

2y = (Hl%/ﬁeiz’”’/(k“), r=0,1,..k,

y como 0 < p < 1, todas estos nimeros complejos se hallan en el interior del circulo
unitario. Luego, de acuerdo con el criterio de estabilidad de Nyquist, el punto fijo sera
estable si A(¢; 1) no encierra al punto critico —1 + i0.

Definiendo la funcién normalizada

N/ oiwy . (1_p)6iu)k

el andlisis de estabilidad es equivalente a determinar la cantidad de vaces que el

contorno de X(ei“’) encierre al punto 1/D,, f(y; it). O, en forma més conveniente, fijando
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los valores de p v k y variando pu, el diagrama de Nyquist de X(ei“) se mantiene fijo
mientras que el nuevo punto critico se mueve a lo largo del eje real, simplificando el
estudio.

Por otra parte, se puede mostrar facilmente que el modulo de X(eiw) dado por

N/ oiwy| 1—0p
A )‘_\/I—chos[w(k:—i-l)]—l—py

satisface (1—p)/(1+p) < [XMe*)| < 1, Vw. Entonces, la curva de Nyquist normalizada

se encuentra contenida en un sector anular de radios interior y exterior (1—p)/(14p)y

1, respectivamente. El valor minimo de |A(¢)| se obtiene cuando cos [w(k + 1)] = —1,
es decir, para las frecuencias w,, := ngllﬂ, n=0,1,...,k. En forma analoga, el maxi-

mo se da cuando cos [w(k 4+ 1)] = 1, para las frecuencias @, := n=20,1,..., k. Por

o
lo tanto, existen k£ + 1 maximos y minimos. Las Figs. 6.3 y 6.4 muestran diagramas
tipicos de X() para valores pares e impares de k.

Para valores impares de k, siempre existe un maximo sobre el semieje real negativo
con w = m, es decir, X(ei”) = —1. Esto significa que la condicion critica se da cuando
1/D,f(y; o) = —1. Entonces, el punto fijo serd estable si D, f(y; ) > —1 (el con-
torno no encierra al punto critico) e inestable si D, f(y; ) < —1 (pues el contorno
encierra una vez al punto critico). Para valores pares de k, el nimero de intersec-
ciones de X(ei“) con el semieje real negativo depende de los valores de p y k (véase
la Fig. 6.3). Los ceros de la parte imaginaria de X(ei‘*’) son los ceros de la funcion
h(w) := —(sinw + psinwk). Como D, h(w) = —(cosw + kp coswk), se puede deducir
que h(w) tiene una raiz doble en w = 7 si kp = 1. Si kp < 1, basados en las propie-
dades del contorno de X(ei”) (que corresponde a un tipo de cicloide), se prueba que
el mismo no tiene otras intersecciones con el semieje real negativo aparte de la que
ocurre para w = 7 (véase la Fig. 6.5(a)). Esta tltima se da para uno de los puntos de
modulo minimo localizado en M(e™) = —(1—p)/(1+p). Entonces, se deduce que 7 se-
ra estable si D, f(y; 1) > —(1+p)/(1—p) e inestable si D, f(y; 1) < —(1+p)/(1—p).
Si kp > 1, resulta D,h(r) < 0y ademas h(m) = 0, entonces existe un intervalo
I = (m — €, ) para algin € > 0 tal que h(w) > 0 para w € I. Puesto que h es con-
tinua y ademéas h(7/2) < 0 existe al menos una raiz en (7/2, 7). Entonces, se puede

asegurar que \(e“) intersecta el semieje real al menos dos veces: para w, < m (con

Me“e) < —(1—p)/(1+p)) y paraw = 7 (en Me™) = —(1 — p)/(1 + p)). Para este
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1 1
1} A
0 0
. @) (b)
-1 0 R{i} 1 -1 0 R{)"L} 1

Figura 6.3: Diagrama de Nyquist para k = 2. (a) p = 0.4; (b) p = 0.7. Las flechas
indican la orientacion de los contornos.

1 1
Ky Ky
0f 0f
y @ \< (b)

-1 0 R{) 1 -1 0 R{)NL} 1

Figura 6.4: Diagrama de Nyquist para k = 3. (a) p = 0.2, (b) p = 0.5. Las flechas
indican la orientacion de los contornos.

kp<1 kp>1
(D:TE 1 03:
(a) (b)

Figura 6.5: Detalle del diagrama de Nyquist en su intersecciéon con el semieje real
negativo, para k par. (a) kp < 1; (b) kp > 1
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Tabla 6.3: Condiciones para la estabilidad del punto fijo .

Punto fijo estable

k impar —1<D,f(g;n) <1

k par —(I+p)/(1=p) <Dyf(yip) <1 sikp<1
1/X(e*) < D, f(G;p) <1 sikp>1
—1 < Xe™) < =(1=p)/(1+p)

escenario (Fig. 6.5.(b)), el punto fijo es estable si D, f(y; u) > 1/X(e™“*) e inestable si
Dy f (@ 1) < 1/A(e).

Finalmente, se puede ver que X(eio) = 1 para todo k, adicionando una nueva condi-
cion para la estabilidad del punto fijo (1/D,f(¥; 1) = 1). De hecho, § sera estable
(inestable) si D, f(y; 1) < 1 (D, f(y; 1) > 1). Todas las condiciones para la estabilidad

de ¥ se presentan en forma resumida en la Tabla 6.3.

6.3.3. Bifurcaciones de doble periodo

Como se puntualizé en la Seccién 6.3, el mapa original con u,, = 0 exhibe una
bifurcaciéon PD para p = po. Como se mostrara en lo que sigue, el efecto del control
implementado sobre las caracteristicas de esta bifurcacion depende del ntimero de

muestras que comprende el retardo (k).

Proposicion 6.1 El mapa (6.4) exhibe la misma bifurcacion PD que el mapa sin
controlar si en la ley de control se considera un nidmero impar de muestras retrasadas
(k). Sin embargo, el nacimiento y las caracteristicas (amplitud y estabilidad) de las

orbitas de periodo dos pueden cambiarse si k es par.

Demostracion. La condicion necesaria para la ocurrencia de la bifurcacion PD en

el sistema controlado es
Ne™) = 1/D, f(7: o). (6.11)

Para poder asegurar que existe una oscilaciéon de periodo dos, también es necesario

determinar si la ecuacion A\(—1;1) = —1 + £PP(1)60? tiene solucion para [ # i,
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Tabla 6.4: Resultados obtenidos siguiendo los Pasos 1 al 7 en la Tabla 6.1 para el caso
en estudio.

Paso 1 H(zip) = 2%/¢(zp)
Paso 2 Q = —(1—p)D;f(7; 1)

L = —(L=p)Dyf ;1)
Paso 3 vy = Dif(in)/e(p

P = == D@ ) o) + DG ) /6
Pasod ") — SRS {[D2IG:]° fo)+ DG 0) /6
Paso 7 v = Dyf(Y; o)/ [20(1)]

vy = (1= p)D;f(T; to)/ [200(2; )]

P = Qup +3Qu + 1L
Donde ¢(z;p) = M =M1 —p)Dyf(G;p) —p

pp) = 2[1=Dyf(y;p)]

(Paso 6 de la Tabla 6.1). Considerando (6.9) y &~ (1) del Paso 5 de la Tabla 6.1,

resulta
(_1)k‘*(‘1_(11);f1)13y5(y7 1) — 14 % ’Y(ﬁ)927 (6.12)
donde D2 F(5 1))

2(1=Dyf(y:p) 6
La estabilidad de las 6rbitas emergentes puede determinarse calculando el indice de

estabilidad o'~ del Paso 8 de la Tabla 6.1. Basados en las expresiones obtenidas en

la Tabla 6.4 y realizando algunos calculos, se obtiene

o (DM = p)y(no) (6.13)

(=) +kp) Dy f (s o)

En lo que sigue, se mostrara que la paridad del retardo k conduce a diferentes resul-

tados.

(i) Valores impares de k. Basados en (6.10), la condicion (6.11) se reduce a

D, f(y; o) = —1, que de hecho corresponde a la condicion critica para la existencia
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de bifurcaciones PD en el mapa original. Luego, p, = po. Ademaés, (6.12) lleva a

D, f(g;) + 1= —~(m)6? y por lo tanto,

0=/~ [L+ Dy F 7)) A7) (6:14)

Pero esta amplitud es la misma que para el mapa sin controlar*. De hecho, el siste-
ma z,1 = f(z,; 1) se puede representar como G(z) = 1/zy g(-) :== —f(-). Entonces,
Ae“; u) = =Dy, f(J; ro)e ™. Siguiendo los pasos indicados en la Tabla 6.1, se puede
verificar que &, (1) = —7(p), luego la ecuacion A\(—1; 1) = —1 4 &, (71)8? conduce
a (6.14). Finalmente, dado que D, f(¥; 11,) = —1, el coeficiente de estabilidad (6.13)

se puede expresar como
PD (1 - p) PD
iy = <00 -
mp (14 kp) @
Puesto que 0 < p < 1 el signo del indice afn]; es el mismo que para o, (véase (6.2)),

lo cual significa que la estabilidad de la orbita se preserva. Entonces, para valores

impares de k, el controlador no modifica la bifurcaciéon PD existente.

(ii) Valores pares de k. A partir de (6.10) y (6.11), el punto de bifurcacion PD

esta dado por

Dy i) = 12 (6.15)
De modo que ahora el nacimiento de la bifurcacion depende de los valores de p y p.
De la Ec. (6.12) se puede obtener facilmente D, f(g; 1) + (1 + p) /(1 — p) = —v(11)6?,

entonces la amplitud de las posibles oscilaciones es

9:¢DJ@ﬂH%{ﬂWﬂ—m’ (6.16)
—(1)

y de la Ec. (6.13) el coeficiente de estabilidad se reduce a

= ) (6.17)

Suponiendo que la bifurcacion es no degenerada (0;5 # 0 < v(uo) # 0) y consi-
derando que y(u) es continua para D, f(y;p) # 1, se puede asegurar que existe un

entorno B = {p € R : 0 < | — po| < €} tal que signo{y(u)} = signo{y(u)}

4Notese que i es un valor genérico de p diferente del valor critico.
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Ahora, supongase que kp < 1. Si y(p,) > 0, para 1 € By i > p, (lo cual impli-
ca Dyf(g;11) < —(1+p)/(1 — p)), la amplitud 6 en (6.16) esta bien definida, y el
indice (6.17) indica una bifurcaciéon supercritica. Si vy(u,) < 0, existe solucion para
D,f(w; ) >—1+p)/(1—p) (& < po) y (6.17) determina una bifurcacién subcritica.
Si kp > 1, como se mostro en la Seccion anterior, el punto fijo se inestabiliza para
=, tal que D, f(y; p,) = 1/X(€“) > —(1 4 p)/(1 = p) con w, < 7. Dado que la
bifurcacion PD ocurre cuando ¥ ya es inestable, la 6rbita de periodo dos que emerge
es también inestable. El analisis de la direccion de la bifurcacién es analoga al caso

kp<1.1

Nota: Es preciso mencionar que la elecciéon trivial para incrementar la regiéon de
estabilidad del punto fijo seria k = 0 (correspondiente a un controlador no lineal sin
retardo). En este caso, el punto fijo  puede hacerse globalmente estable bajo ciertas
condiciones en f(-) (véase Liz & Franco, 2010). Sin embargo, por limitaciones fisicas,
en la practica podria ocurrir que la implementacion del lazo de realimentaciéon demore
al menos una muestra. En estas aplicaciones, seria conveniente disenar el controlador

con retardos pares.

6.3.4. Bifurcaciones de Neimark-Sacker

En diferentes contribuciones se ha mostrado que la utilizacion de TDFC puede
causar la aparicion de nuevas dinamicas en el sistema, especialmente bifurcaciones de
NS (de Souza Vieira & Lichtenberg, 1996; Buchner & Zebrowski, 2000; Wen et al.,
2006). El siguiente desarrollo formaliza la aparicion de esta bifurcacion por medio de

la técnica de la Seccion 6.3.

Proposicién 6.2 Supongamos que k es par, kp > 1 y que existe un valor del pard-
metro i, tal que Dy f(T: o) = 1/A(€°) (con —1 < A(e™*) < —(1—p)/(1+ p)). Mds
ain, supongamos que valen las siguientes condiciones

(i) D, (D f (75 )] ‘u=uo #0;
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(i) 0" 40, donde

vs  (1-=p) glwok g y )
7 == R (D2 £(%; o) + (D2f(T; 10))
8 e 0( + ) —+ kp (6 18)

|
1=Dy (@5 p10) — €2EHD — (1= p) Dy f (T 1o )€1k — p
Entonces, el mapa (6.4) exhibe una bifurcacion de Neimark-Sacker en un entorno de
z. O

Demostracién. En la Seccién 6.3.2 se probd que la curva de X(eiw) intersecta el
semieje real negativo para la frecuencia w, < 7 si k es par y kp > 1. Entonces, la
condicion critica para la aparicion de bifurcaciones NS esta dada por D, f(Z; p,) =
1/X(e™°). Puesto que A(+-) no depende de f, la transversalidad de esta interseccion
se analiza considerando el comportamiento de P(u) := 1/D, f(y; p). Como y = z, la
derivada de P(u) para u = p, se puede expresar como

Dy, [Dof (T; )]
(Do f (75 110))? |y,

Dy P () p=py = — # 0. (6.19)

Entonces, si D,, [D, f(Z; )] | 1=y, 7 0, se verifica la condicién de transversalidad.

La estabilidad de la bifurcacién estd determinada por el indice o de la Tabla 6.2.
Teniendo en cuenta los resultados de la Tabla 6.4, la expresion de este coeficiente
resulta en (6.18). Como puede verse, las caracteristicas de la orbita emergente de-
penderan de la combinacion de todos los parametros (u, p y k). La suposicion (i)

asegura que la bifurcacion NS no es degenerada. B

En la proposicién anterior, la condicion D, f(¥; pto) = 1/ M) es equivalente a
¢? — (1= p) Dy f(§i o) — pe™ " = 0. (6.20)

Por medio de manipulaciones algebraicas simples se obtiene la frecuencia critica

1 1 2 _ _ 2 I 2
are cos | LTP7 = (1= p)" Dy (55 o) |
kE+1 2p

Wy =

y resolviendo (6.20) para p y D, f(¥; ft,) como funciones de w,, se llega a

sin(w,(k + 1))
sin(w,k) + sin(w,)

p= —M7 Dy f(J; po) =

sin(w,k)
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-1
-1

Figura 6.6: Diagrama de Nyquist para k =13y p = 0.8.

Dado que la relacién de la derecha establece una dependencia entre u y la frecuencia
critica w,, estas dos expresiones pueden utilizarse para obtener la curva de bifurca-

ciones NS en el espacio de parametros (p, ).

Nota: También existen valores impares de k para los cuales (6.20) tiene solucion.
Estos casos no son relevantes desde el punto de vista de control pues el punto fijo ya
es inestable cuando tiene lugar la bifurcacion NS. La Fig. 6.6 ilustra este fen6meno
para k = 13 y p = 0.8. Aunque existen multiples cruces del semieje real negativo, el
que se encuentra a la izquierda de todos es el que ocurre para w = m y por lo tanto

y pierde la estabilidad por una bifurcacion PD.

6.3.5. Interacciéon entre las bifurcaciones PD y NS

A partir de los resultados previos, se infiere que el sistema controlado puede exhi-
bir bifurcaciones PD y NS para un mismo valor del retardo. Las dindmicas complejas
observadas en las simulaciones de distintos ejemplos y las evidencias numéricas que
se hallan en (de Souza Vieira & Lichtenberg, 1996; Chen et al., 1999; Buchner &
Zebrowski, 2000; Fitchner et al., 2004) sugieren que dichas bifurcaciones pueden in-

teractuar entre si, dando lugar a una resonancia fuerte 1:2 °. E1 MF provee condiciones

5Una resonancia fuerte ocurre cuando la frecuencia critica w, de una bifurcacién NS satisface
€@ =1 para s = 1,2,3 6 4. En este caso, el escenario dindmico depende de la variacién de mas de
un parametro.
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explicitas para la ocurrencia de esta singularidad. Una explicacion completa de este

fenémeno puede verse en (Kuznetsov, 2004).

Proposicion 6.3 El mapa (6.4) exhibe una resonancia fuerte 1:2 solo si k es par y

kp=1.<¢

Demostracion. De acuerdo con (D’Amico et al., 2004), las condiciones para detectar
la ocurrencia de una resonancia fuerte 1:2 (o en forma equivalente, la existencia de
una rafz doble en z = ¢™) en el dominio frecuencia son A(e™) = 1/D,f(7: pto) ¥
DZX(ei”) = 0. A partir de (6.10), la primera condicion esta dada por

k+1 kp + (_1>k+1
(-1 =

Dado que p € (0, 1), existird una resonancia 1:2 solo si kp+ (—1)¥*! = 0. Claramente,

=0.

DA = (1= p)(=1)

no existe solucion para valores impares de k. Sin embargo, para retardos pares, es

posible elegir un par (k, p) tal que kp =1. B

Nota: El mapa controlado puede tener una resonancia 1:2 independientemente de su
no linealidad considerando un valor par de k mayor que cero y haciendo p = 1/k.
Para el caso ideal (k = 0), la bifurcacion PD del mapa original se puede modificar
(Proposicion 6.1) sin crear una resonancia 1:2. Sin embargo, como se puntualizé pre-
viamente, el controlador resultante podria no ser realizable en la practica debido a

limitaciones fisicas.

6.4. Ejemplos

6.4.1. Mapa Logistico

En esta seccion, se estudia el comportamiento dindmico del mapa logistico z, 1 =

pux, (1 — x,) con control retrasado. Los resultados analiticos que aqui se obtienen
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Tabla 6.5: Condiciones para la existencia de bifurcaciones PD, NS y la resonancia
R1.2 en el mapa logistico controlado.

punto critico indice de estabilidad
PD p=3sik esimpar o;:p =9(1—p)/(1+ kp) si k es impar
u:f—:gsikespar aZﬁz(B—p)Z/(l—kp) si k es par

Rio kp=1sikes par

NS p= —sin.(wo)/sin(wok) o = —(1 = p)p?/2 x R{y(wo)/ax(wo)},
p=2— ol Y(wo) =268 /(11 = 1)+ (1 = p)etk /5 (w,)

o) =i i,
) 120.)0 (k+1) _ p

—(1=p)(2 — p)erek.

formalizan y generalizan el estudio numérico presentado en (Buchner & Zebrowski,
2000) para algunos valores especificos de k.

Es conocido que el mapa logistico tiene un punto fijo no trivial 7 = 1 — u~! con
i > 1, el cual es estable para p < 3 e inestable para p > 3. Méas atn, para y = 3
dicho punto fijo sufre una bifurcacién PD supercritica (o, = 9). El objetivo de este
ejemplo es analizar la efectividad del control echo-type (6.4) para intentar desplazar
las oscilaciones de doble periodo hacia valores mayores de i y por lo tanto extender

el rango de estabilidad de Z. Entonces, el sistema controlado resulta

Tpy1 = (1 - P)M$n(1 - xn) + PTn—k-

Aplicando las Proposiciones 6.1, 6.2 y 6.3 y considerando que D, f(Z;u) = 2 — p,
D2f(zyu) = —2uy D3f(7;u) = 0, las expresiones de las curvas criticas y los indices
de estabilidad resultantes se resumen en la Tabla 6.5. Como se esperaba, el rango
de estabilidad de T se preserva si el control se implementa con un ndmero impar
de muestras retrasadas. Sin embargo, el punto de bifurcacion PD puede moverse a

. . . PD
valores mayores de p si k es par. El indice o,

. €S positivo si kp < 1 y negativo si

kp > 1, por lo cual la estabilidad de la oscilacion de periodo dos puede cambiar de
acuerdo a la combinacion de p y k. La condicién kp = 1 con k par corresponde a la
resonancia 1:2; donde interaccionan entre si las bifurcaciones PD y NS. La Fig. 6.7

muestra las curvas de PD y NS en el espacio de parametros (p, ) para k = 2. Como
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2 I

NS+

0 0.2

0.4

p

0.6

0.8

Figura 6.7: Diagrama de bifurcaciones en dos pardmetros para k = 2. PD: bifur-
caciones de doble periodo supercriticas (+) y subcriticas (-). NS: bifurcaciones de
Neimark-Sacker supercriticas (-, trazo oscuro) y subcriticas (-, trazo claro). El deta-
lle muestra los puntos utilizados para las simulaciones numéricas que se muestran en

la Fig. 6.8.

(b)

Figura 6.8: Multiples atractores rodeando el punto fijo estable. (a) p = 0.51 y u = 4.95
(Punto I, Fig. 6.7); (b) p =0.525 y pn = 4.9 (Punto II, Fig. 6.7).
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34 36 38 4 42 44 46 47 48 4.9 5
n u

Figura 6.9: Diagramas de bifurcacion para k = 2. (a) p = 0.2; (b) p = 0.6.

puede observarse, el rango de u para el cual el punto fijo es estable se incrementa
comparado con el del mapa original; por ejemplo, el punto fijo pierde su estabilidad
para ;1 = 3 si p = 0 (sin control) mientras que este fenomeno ocurre para pu = 3.5
si p = 0.2. El rango de estabilidad puede incrementarse atin mas si p es mayor. Sin
embargo, el escenario dindmico en un entorno de ¥ se volvera méas complejo a medida
que p se acerque al punto de resonancia 1:2 (indicado como Rj.s).

En este ejemplo, la bifurcacion NS presenta una singularidad de Chenciner cerca
de la resonancia R;.,. Este punto esta caracterizado por la condicion o'’ =0 y
significa que existe la posibilidad de encontrar multiples érbitas alrededor del pun-
to fijo (Kuznetsov, 2004; D’Amico et al., 2004). Esta singularidad esta ubicada en
(Pons Hen) = (0.549,4.823) para k = 2. La coexistencia del punto fijo estable con dife-
rentes Orbitas invariantes (estables e inestables) para u < p, y p > 1/2 se muestra en
la Fig. 6.8. En ambos casos, la aparicion de érbitas inestables rodeando 7 alerta acerca
de un hecho interesante. Aunque la region de estabilidad se incrementa, la cuenca de
atraccion de ¥ se reduce. Por completitud, en la Fig. 6.9 se muestran los diagramas
de bifurcacion para k = 2 y diferentes valores de p. Para p = 0.2, el punto fijo pierde
su estabilidad cuando emerge una o6rbita estable de periodo dos alrededor del mismo
(Fig. 6.9(a)). Sin embargo, una bifurcacion NS provoca la inestabilidad del punto fijo
para p = 0.6 (Fig. 6.9(b)). El primer valor de p parece estar suficientemente alejado

de la region donde se encuentran tanto la resonancia como el punto de Chenciner
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NS-

o= 0/\
NS+

2 I I I I
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 6.10: Diagrama de bifurcaciéon en dos parametros para k = 6. PD: doble
periodo supercritico (+) y subcritico (-). NS: Neimark-Sacker supercritico (+, trazo
oscuro) y subcritico (-, trazo claro). El signo de o™ para la porcién de la curva de
NS en la esquina superior derecha indica sélo la direccion de la bifurcacion, pues el
punto fijo es inestable.

1 : 1
0.8 0.8
0.6 0.6

X X

0.4

0.2 0.2
(a) - (b)
3234 36 38 4 a2 %32 34 36 38 4 a2
H H

Figura 6.11: Diagramas de bifurcacion para k = 6. (a) p = 0.2; (b) p = 0.6.
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puesto que el punto fijo es el tinico atractor para p < . En vista de las condiciones
criticas expresadas en la Tabla 6.5, el mayor rango de estabilidad de T se obtiene con-
siderando el nimero minimo de retardos pares en la ley de control (k = 2). Cuando
k aumenta, el punto de resonancia 1:2 se mueve sobre la curva de PD hacia valores
menores de p (p = 1/k), y el rango de valores de p para el cual el punto fijo es estable
se ve reducido. Como ejemplo, la Fig. 6.10 muestra el diagrama de bifurcaciéon en el
espacio (p, u) para k = 6. En este caso, el maximo rango de estabilidad se reduce a
i = 3.4 donde aparece la resonancia 1:2, en contraste con el valor correspondiente
para k = 2 (u = 5). Sin embargo, se puede deducir que o > 0 sobre la curva de NS
para p < 3.4, lo cual indica que las 6rbitas invariantes sélo aparecen si Z es inestable
(bifurcacion NS supercritica). Por lo tanto, la cuenca de atraccion del punto fijo no se
ve afectada por el controlador. Los diagramas de bifurcacion de la Fig. 6.11 muestran
que el escenario dindmico completo puede cambiar comparado con el que se genera
para k = 2. En el caso particular de p = 0.2, el punto fijo pierde su estabilidad para
o =~ 3.357 debido a una bifurcacion NS (véase la Fig. 6.11(a)). La orbita invariante
que emerge se vuelve inestable para p > 3.674 y se observa una oOrbita estable de
periodo dos. El mismo fenémeno se describi6 en (Buchner & Zebrowski, 2000) para
k =12y p = 0.1 pero la condicion para la existencia de la bifurcacién NS se hall6 en
forma numeérica.

Finalmente, la Fig. 6.12 resume las curvas criticas en el plano (p, u) para diferentes
valores impares de k. Como se mostr6 anteriormente, no existe la resonancia 1:2 co-
nectando las curvas PD y NS. Mas aun, el escenario dinamico cambia sblo cuando T

se vuelve inestable, como se muestra en la Fig. 6.13.

6.4.2. Modelo discreto de poblacién

El siguiente mapa corresponde al modelo discreto de poblacion estudiado por Peng

(2005):

Tn

Tpy1 = flan;b) = R —y
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Figura 6.12: Diagramas de bifurcacion en dos parametros para distintos valores im-
pares de k (indicados en las curvas). La distincion entre bifurcaciones NS subcriticas
y supercriticas debe entenderse s6lo en el sentido de la direcciéon de nacimiento de los
ciclos, pues el equilibrio ya es inestable (debido a la bifurcacion PD).

1

1
0.8 0.8
x0'6 x0'6
0.4 0.4
0.2 0.2
0 L 0
2.8 3.2 3.6 4.2 2.8 32 3.6 4.2

u i

Figura 6.13: Diagramas de bifurcacion para k = 9. (a) p = 0.2; (b) p = 0.6.
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donde x,, representa la densidad de poblacion en el ano n y b > 0 es una constante.
Este modelo tiene en cuenta como influye la competencia entre individuos cuando se
alcanzan altas densidades de poblacion ®. El sistema tiene un punto fijo en el origen
y otro punto fijo no trivial Z = b. Este tltimo sufre una bifurcacion PD para b = /2
y la orbita de periodo dos que existe para b > v/2 es estable (OZD = 1). Aplicando a
este mapa la realimentacion por retardo indicada en la Ec. (6.3), se obtiene

Tn

1 —bx,+ 22 T+ Pnte

Tn+1 = (1 - p)
Por otra parte, las derivadas de la funcion f(x,;0b) estan dadas por

Dy f(z;0) = 2b(b* —2),
D3f(@;b) = 6(—b"+3b*—1).

Como se ha determinado previamente, para k impar la bifurcacion PD se mantiene
en b = /2 y la misma genera una 6rbita de periodo dos estable. Si k es par, a partir
de (6.15) se deduce que el nacimiento de dicha bifurcacion se desplaza hacia valores
mayores del parametro; esto es, b = v/2/\/T — p. Ademas, el indice de estabilidad

resulta

PD 7p2—4p+1
g =

" (L=kp)(1 = p)

Como 0 < p < 1 el numerador es positivo, por lo tanto la bifurcacion es supercritica

si kp < 1y subcritica si kp > 1. A partir de (6.21) y fijando k = 2 se obtiene la
curva de NS en el espacio de parametros (p,b) que se muestra en la Fig. 6.14. La
estabilidad de las érbitas que nacen de esta bifurcacion se determina por medio de la
Ec. (6.18). Las Figs. 6.15 a 6.19 ilustran el comportamiento que presenta el sistema
para distintas combinaciones de p y b cercanas a las curvas de PD y NS de la Fig. 6.14.
En la Fig. 6.15 se observa la orbita de periodo dos estable generada a partir de la
bifurcacion PD supercritica (el punto fijo es inestable). En las Figs. 6.16 y 6.17 se

ilustra la interaccion del punto fijo con una o6rbita inestable que nace de la bifurcacion

SEste ejemplo se ha estudiado en: Gentile, F., Bel A., D’Amico M. B. y Moiola J. “Efecto de
un controlador lineal por retardos sobre la dindmica de un mapa escalar”, presentado en el XXII
Congreso Argentino de Control Automéatico (AADECA), 31 de agosto al 1 de septiembre de 2010,
Buenos Aires.
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PD’

0 0.2 0.4 0 0.6 0.8 1

Figura 6.14: Diagrama de bifurcaciones en dos parametros para el modelo poblacional.
PD: doble periodo supercritico (+) y subcritico (-). NS: Neimark-Sacker supercritica
(+, rojo) y subcritica (-, verde). La ampliacion muestra los puntos de simulaciones
(Ver Figs. 4-8).

Figura 6.15: Orbita de periodo 2 estable para p = 0.4 y b = 1.828 (Punto I).
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Figura 6.16: Interaccion local de una 6rbita inestable con el punto fijo estable. (Azul)
Orbita estable exterior, para p = 0.75 y b = 1.823 (Punto II).

Figura 6.17: La 6rbita inestable de la Fig. 6.16 se ha cerrado sobre el punto fijo, el
cual es ahora inestable (p = 0.75,b = 1.84). Se observa una orbita estable exterior
(Punto III).



142 Capitulo 6. Sistemas discretos con retardos

2.8
2.6
2.4

2.2
X5 24 Sl
1.8

=

1.6

1.4

1.2-4
1.4

Figura 6.18: (Punto IV) p = 0.85,b = 1.78. En este caso el punto fijo es estable, y se
observa que la soluciéon converge hacia este punto.

Figura 6.19: (Punto V) p = 0.85,b = 1.785. El punto fijo ha perdido su estabilidad, y
existe una orbita periddica estable alrededor del mismo.
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de NS subcritica. En primera instancia el punto fijo estable se halla rodeado por dicha
orbita (Fig. 6.16); luego, ésta colapsa con el punto fijo, y como resultado este tltimo
se vuelve inestable (Fig. 6.17). La presencia de esta orbita inestable advierte un hecho
importante: si bien la region en el espacio de pardmetros donde el punto fijo es estable
se ha incrementado, el dominio de atraccién del mismo se ve reducido, pues aparecen
otras soluciones que no existian en el sistema original, como ocurria con el mapa
logistico. Tanto en la Fig. 6.16 como en la 6.17 se aprecia la existencia de una 6rbita
estable de gran amplitud, que no interacciona con la bifurcaciéon NS. Finalmente, las
Figs. 6.18 y 6.19 muestran como el punto fijo pierde la estabilidad y nace una 6rbita

estable que lo rodea, mediante el mecanismo de bifurcaciéon de NS supercritica.

6.5. Mapa de Hénon generalizado

El mapa de Hénon (Hénon, 1976) fue uno de los primeros ejemplos de mapas
cadticos simples, y por ello es uno de los més estudiados en la literatura. El mismo

esta definido por las ecuaciones

— ~ 2
U1 = 1 —auy,, +uzy

U2 n+1 = bul,n;

donde @,b > 0 y u; € R. Como se muestra en (Richter, 2002), mediante un cambio de
variables se obtiene el mapa de Hénon modificado (al que haremos referencia como
mapa 2D)

Tipt1 = a — x%n — bxy,

Tan+1 = Tin-
Este sistema puede escribirse en forma alternativa como una ecuaciéon a diferencias
de segundo orden como

Tpil = a — $i —br,_1, (6.21)

y el célculo de la solucion en forma recursiva se ilustra en la Fig. 6.20(a). Anadiendo un

retardo de k—1 muestras como se observa en la Fig. 6.20(b), se obtiene el denominado
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mapa de Hénon generalizado
Tpi1 =G — :1:'317,“rl — bxp_p. (6.22)

Definiendo las variables de estado

T1n = Tn,
Ton = Tp-1,

(6.23)
Tk+in = Tn—k,

la ecuacion (6.22) se puede reescribir como el siguiente sistema de k + 1 ecuaciones

de primer orden

— 2
Tintl = @ — T p — bt1,n

(6.24)
Tint+1 = Ti—1.n,
donde i = 2,3, ...,k + 1. Los puntos fijos de este mapa resultan
12 =200 1 .17,
———
k + 1 componentes
donde 72 € R estan dados por
1
9 — o (—(1+b)i (1+b)2+4a). (6.25)
[retardo -1 | - [~
| rotardo =1 b pp-( retardo =1 b
retardo | LaJ retardo | LaJ

5 retardo = k 5
xnﬂ: a- xn B b‘xn-l ‘xn+1: a- xn-k B bxn-l-k
(a) (b)

Figura 6.20: (a) Esquema representativo del mapa de Hénon 2D dado por (6.21). (b)
Mediante el agregado de un retardo de £ — 1 muestras, se obtiene el mapa de Hénon
generalizado.
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La estabilidad de los puntos fijos esta determinada por los autovalores de la matriz

Jacobiana
00 -2 —b
10 0 0
A=1| 0 1 0 0 c R(k+1)><(k+1)’
00 ... 1 0

y el polinomio caracteristico correspondiente es
h(z) = det(zI — A) = 2* + 232 4 b.

La estabilidad de los puntos fijos dados por (6.25) ha sido estudiada por Richter
(2002) mediante el test de Jury (Phillips & Nagle, 1990). En el trabajo citado, se han
obtenido en forma cerrada los valores criticos de los parametros a y b que determinan
la estabilidad marginal de dichos puntos fijos para 1 < k < 3. Ademés, para valores

de k mayores a 3, se han presentado resultados numéricos 7.

6.5.1. Analisis en el dominio frecuencia

Si en lugar de elegir las variables de estado como en (6.26), se toman

T1in = Tn,
X2n = Tn—k,
T3 n = Tp—k+1, (626)
Tk+1,n Tn—1,
entonces la ecuacion a diferencias (6.22) se puede escribir como
(
_ 2
Tiny1 = a—a3, —bra,
L2,n+1 = I3n
(6.27)
L Tk+1n+1 T1n-

"En el trabajo citado el orden del sistema se define como k en lugar de k + 1.



146 Capitulo 6. Sistemas discretos con retardos

Notese la similitud de este mapa con los estudiados en los ejemplos anteriores. Pa-

ra aplicar el método en frecuencia al sistema (6.27) se eligen las matrices A €

RUE+Dx(k+) B e RE+DX1 v ¢ ¢ RIX(+D) dadas por

0 —b 0 ... 0 X
00 1 ...0 .
A= . B= ,C=(0 0 1 0)
0 0 0 1
0
1 0 0 ...0

Entonces, la funcion de transferencia y la realimentacion no lineal resultan

z

G(Z,M) = O(Z] — A)_IB = Z]H_l—_'_b,

9(ymsn) = —(a—yp), (6.29)

(6.28)

donde y,, = x3, y p representa el vector de parametros del mapa. La linealizacion de
g(+) alrededor de cada punto fijo esta dada por

J(0) = 99 (yn; 1)

— 27
Oy, Y

Yn=y
Por lo tanto, se tiene una tnica funcién caracteristica en el dominio de la frecuencia
que es

z ~

Mep) =Gl I (p) = 20 (6.30)

6.5.2. Estabilidad de los puntos fijos y bifurcaciones

Con la intenciéon de utilizar el criterio de estabilidad de Nyquist, es necesario
conocer la ubicacion de los polos de A(z;p), los cuales coinciden con los polos de

G(z; 1) y estan dados por
- k+\1/56i7r(1+21”)/(k+1), r=0,1,..., k.

Luego, si b es menor que la unidad, dichos polos se hallan en el interior del circulo
unitario. Entonces, por simplicidad, en adelante se considerara b < 1.
Haciendo z = €™ en (6.28) se obtiene

. _ eiw
G(e™;pn) = ST (6.31)
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y es posible estudiar la estabilidad de los puntos fijos contando el nimero de veces
que la curva de G(e™; u) encierra al punto critico —1/J(u). Notese que |G(e™; )| =
1/|e*+1) 1|, de donde se deduce que

1 - 1
- < W, < -

y por lo tanto la curva de G(e™; i) se halla contenida en una region anular de radio

interno 1/(1+b) y radio externo 1/(1 —b). Ademas, |G(e™; )| puede escribirse como

1

G(e™; p)| = :
G5 m) V14 2bcos [w(k +1)] + b2

que alcanza el valor méximo, 1/(1 — b), cuando cos [w(k + 1)] = —1, y por lo tanto

existen k + 1 méaximos para las frecuencias

_1+2m
(k+1)

W m, m=0,1,... k.

En forma anéloga, el valor minimo, 1/(1 + b), ocurre cuando cos [w(k + 1)] = 1, que

se obtiene para los k + 1 valores de w dados por

W, = m, m=0,1,... k.

En la Fig. 6.21 se se muestra el modulo de G(e™;u) para k = 1,2 y 3. Por otra
parte, en la Fig. 6.22 pueden observarse algunos diagramas de Nyquist, para b = 0.1
y distintos valores de k. Notese que para cada valor de k el niimero de intersecciones del
contorno con el semieje real negativo es exactamente k. La Fig. 6.23 muestra algunos
diagramas de Nyquist para b = 0.6. Teniendo en cuenta el punto fijo ' > 0, para
k =1 la unica bifurcacion posible es la de doble periodo (notese que para este punto
fijo se tiene —1/J (i) = —1/(25™") < 0). Ademas, G(e™; 1) se puede escribir como
B bel + e~k
b2+ 2bcos [w(k +1)] + 1

G(e™; )
de donde
S{G(e”;p)} =0« bsinw — sin(wk) = 0.

Entonces, para k = 1 la ecuacion anterior resulta (b — 1)sinw = 0 de donde b =16
w=/{m, { €7Z. Como b < 1,y considerando 0 < w < 27, las intersecciones con el eje

real se obtienen para w = 0y w = 7. Para w = 0, resulta G(e”; u) = 1/(1+b) y para
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1.15

L1}
1,05
|G(e";w)|

1+

0.95

0.9 : : :
0 /2 b 3n/2 2n

Figura 6.21: Modulo de G(e™; ) para b= 0.1y k =1 (azul), k = 2 (negro) y k = 3
(rojo).

w = 7 se tiene G(e™; ) = —1/(1+b), y por lo tanto, como puede verse en la Fig. 6.21,
estos valores de w corresponden a minimos de |G(e™; u)|. Consecuentemente, para
k =1 las condiciones de estabilidad son

1 _ 1 1 - 1
J(p) 140 J(p) = 140
de las cuales puede deducirse que el punto fijo sera estable si
—— <y < —.
2 Y 2

Sin embargo, como 7" > 0, este punto solo puede exhibir una bifurcacion PD cuando

—1/J(u) = —1/(1 +b), (6.32)

que corresponde a ") = (1 + b)/2. Entonces, a partir de (6.25) se obtiene el valor
critico del parametro a como

app = 2(1 +b)2 (6.33)
Notese que para valores impares de k, se verifica que G(e™; u) = —1/(b+ 1), y por
lo tanto la condicion de PD dada por (6.32) y (6.33) vale para todo k impar. Para
k > 1, si el punto fijo pierde la estabilidad, lo hace debido a una bifurcaciéon de

Neimark-Sacker. A partir de la condicién de bifurcacion

G(e ,,LL) = eiw(k+1) + b = _J<ILL)7
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1
0.5
{G} o+
-0.5
-1 k=1
-1 =05 0 05 1
R{G}
1
0.5
{G} o
-0.5
-1 k=3
-1 -05 0 05 1
R{G}
1
0.5
I{G} o
0.5
-1 k=5
-1 =05 0 05 1
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1
0.5
I{G} o
-0.5
-1 k=2
-1 -05 0 05 1
R{G}
1
0.5
{G} o
-0.5
-1 k=4
-1 =05 0 05 1
R{G}
1
0.5
{G} o
-0.5
-1 k=6
-1 -05 0 05 1
R{G}

Figura 6.22: Diagramas de Nyquist de G(e™;u) parab=0.1y k=1,2,3,4,5y 6.
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+
k=1
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R{G}
k=3
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2
1
I{G} o
-1
= k=2
-2 -1 0 1 2
R{G}
2
1
LG} o
-1
2 k=4
-2 -1 0 1 2
R{G}

Figura 6.23: Diagramas de Nyquist de G(e™;u) parab=0.6 y k=1,2,3,4,5y 6.
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se obtienen las siguientes ecuaciones

J(p) cosw + b+ cos [w(k+1)] =0

(6.34)
J(p)sinw + sinfw(k+1)] =0,
de donde
J(p) = —sin[w(k + 1)] /sinw, (6.35)
y puede hallarse el valor critico de b como
1 k
by = k) (6.36)
sin w

Ademas, como J(pu) = —(b+ 1) + 1/(b+ 1)? + 4a, el parametro a se puede expresar

como

a=J(pu){20b+1) + (1)} /4, (6.37)

y reemplazando las expresiones de J(u) y b dadas por (6.35) y (6.36) en (6.37) se
obtiene .
— % {sin [w(k + 1)]—2sin(wk)—2sinw} . (6.38)
Entonces, a partir de (6.36) y (6.38) se obtiene la curva de NS en el plano (b, a)
parametrizada en la frecuencia w. La Fig. 6.24 muestra los diagramas de bifurcacion
para distintos valores pares e impares de k, donde la regién que corresponde al punto
fijo 2() estable se halla sombreada. En cada caso, dicha region de estabilidad puede
determinarse en base a una deduccion sencilla. Notese que para 1), J(i) es una
funciéon creciente del parametro a. Por lo tanto, a medida que a crece el punto critico
—1/J(p) se desplaza hacia la derecha sobre el semieje real negativo. Es decir, para a

suficientemente grande, este punto se verd encerrado por el diagrama de Nyquist de

G(e™; ), y por lo tanto el punto fijo serd inestable.

6.6. Conclusiones del capitulo

En primer lugar, se ha presentado un estudio detallado del comportamiento di-
namico que exhibe un mapa escalar sometido a la acciéon de un control por retardos
conocido como “echo type”. Se han dado condiciones analiticas para la ocurrencia de

bifurcaciones de doble periodo y de Neimark-Sacker a través de la version del MF
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1 ‘ 2
k=2 k=3
0.8} 1 PD
NS 1.5+
0.6+
1,
0.4
0.5h NS
0.2r ’
0 ‘ ‘ ‘ ‘ 0 ‘ ‘ ‘ ‘
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
2
k=5
15 [ PD
1t NS
0.5} NS
0 !
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
2 T
k=6
1.5¢ NS
a
1,
NS
0.5¢ NS b
O L ! ! !
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 6.24: Diagramas de bifurcacion para distintos valores de k. En cada caso, la
region sombreada corresponde al punto fijo estable.
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para sistemas discretos. También se ha formalizado la existencia de una resonancia
fuerte 1:2. Los resultados obtenidos permiten asegurar que la dindmica que se genera
alrededor del punto fijo del mapa depende principalmente en la paridad del retardo.
Por lo tanto, el rango de estabilidad del equilibrio s6lo puede extenderse si se utiliza
un nimero par de muestras retrasadas en la ley de control. En contraste, la cuenca de
atraccion del punto fijo puede verse afectada por la presencia de 6rbitas adicionales
que surgen de la bifurcacion de NS y la resonancia 1:2. Para retardos impares, las
bifurcaciones PD no pueden trasladarse a valores mayores del parametro, por lo tanto
estos valores no son adecuados para mejorar la estabilidad del punto fijo.

En segundo lugar, se ha presentado el estudio del denominado mapa de Hénon ge-
neralizado. Para este ejemplo, el MF también resulta ventajoso a la hora de obtener
las condiciones para la ocurrencia de bifurcaciones PD y NS. Las curvas correspon-
dientes a estas bifurcaciones se hallaron en forma analitica para valores genéricos de
k, es decir que se pueden aplicar para el mapa de Hénon generalizado de cualquier
dimensiéon. Se ha mostrado que, para valores adecuados de los pardmetros, el punto
fijo pierde su estabilidad debido a una bifurcacion PD solo si k = 1 (es decir, si la
dimension del mapa es 2). Para valores mayores de k, el mismo se inestabiliza debi-
do a una bifurcacion de NS. Aunque la bifurcacion PD existe para todos los valores
impares de k, cuando ésta se manifiesta, el punto fijo ya es inestable. En esta tesis,
se dan féormulas explicitas para el computo de las curvas de bifurcaciones de NS, que
son validas para cualquier dimension del mapa. Es decir, para cualquier valor de k,
mediante las formulas (6.33), (6.36) y (6.38) se puede obtener en forma inmediata el

diagrama de bifurcaciones locales en el espacio (b, a).
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Capitulo 7

Sistemas con retardos distribuidos

7.1. Introduccion

En algunos modelos es méas acertado pensar que la historia previa del sistema no
afecta solamente a través del valor en cierto tiempo anterior sino en todo un intervalo.
Esta idea se presentard por medio de un ejemplo simple. Considérese el modelo de

crecimiento logistico

N(t)=N(@t)[b—aN(t—1)],

con a,b,r > 0. Este modelo tiene en cuenta que el efecto de las altas densidades de
poblacidon no afecta instantdneamente al nacimiento de individuos, sino que lo hace
en un tiempo posterior. Notese que este modelo estd dado por una DDE, es decir,
que posee un retardo constante. Sin embargo, en algunas aplicaciones es mas realista
considerar que el efecto de la historia est& distribuido en un intervalo en el pasado.

Esto sugiere que debe plantearse un modelo de la forma
t
N(t) = Nt |b—a / N(u)k(t — w)du | | (7.1)

donde la funciéon k(t) determina los “pesos” de los valores previos de la variable N(t)
y se denomina funcion de distribucion o kernel. Por ejemplo, Rasmussen et al. (2003)
estudiaron la ecuacion (7.1) utilizando funciones de distribucion denominadas unifor-
mes, que son constantes en cierto intervalo y nulas fuera del mismo. Por otra parte,
como se puntualiza en Smith (2010), otro modelo interesante del desarrollo de dos
especies (donde una de ellas es la presa y la otra es el predador) estd dado por las

denominadas ecuaciones de Volterra

Ni(t) = Ni(t) [by — ar12No(t — 7],

Ng(t):Ng(t) —b2+a21/N1(u)k:(t—u)du s



156 Capitulo 7. Sistemas con retardos distribuidos

donde se considera que la fraccion k(¢ — u) de alimento ingerido por el predador en

el instante ¢ — u se convierte en masa corporal del mismo en el instante ¢.

Por otra parte, en (Culshaw et al., 2003) se estudia el modelo de transmision celular

del HIV dado por las ecuaciones

C(t)+ I(t)
Cum

t

I(t) = —prI(t) + k) / C(u)I(u)k(t — u)du,

—00

C(t) = rC(t) (1 — ) — k,C()I(2),

\
donde C(t) e I(t) son la concentraciones de células sanas e infectadas, respectivamen-
te, r es la tasa de reproduccion de las células sanas, C); es la capacidad efectiva del
sistema, k; es la tasa de propagacion de célula a célula, u; es la tasa de mortandad
de las células infectadas y k/k; es la fraccion de células que sobreviven al periodo de
incubacion.

Atay (2003) estudio el sistema de N osciladores acoplados

T2 | Hwat - wdi- 50|, @2

k=1(k#3) | 0

() = [1 41w — |2()Plz(t) +

donde z; € C, j =1,...,N, w; > 0, K es la ganancia de acoplamiento y k(-) es una
funciéon de distribucion. El autor mostrd que a mayor varianza de la funcién de dis-
tribucion, menor es el rango de valores de K que mantiene las oscilaciones. Es decir,
cuando la varianza se incrementa, mejora la estabilidad de los equilibrios z; = 0 de
cada oscilador.

Por otra parte, Crauste (2010) presenta una discusion interesante acerca de la esta-
bilidad y existencia de bifurcaciones de Hopf en el sistema escalar lineal

t
(t) = —ax(t) — b / x(u)k(t — u)du. (7.3)

—o0
En general, para estudiar este tipo de ecuaciones, la técnica usual consiste en definir
variables auxiliares y derivar las ecuaciones para eliminar los términos integrales. De
esta forma, se obtiene un modelo equivalente que puede estar dado por una EDO o
una DDE. Este enfoque tiene la desventaja de que el niimero de ecuaciones suele in-

crementarse en forma significativa. Pero el principal obstéculo es que la factibilidad de
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eliminar los términos integrales depende fuertemente de la distribuciéon particular que
se utilice. Por lo tanto, no hay una regla general para la obtencién de dichos modelos
equivalentes. Esto motiva la bisqueda de una metodologia que pueda aplicarse en
forma independiente de la distribucion que se plantee, es decir, que permita trabajar
con la ecuacién original aunque la misma sea una ecuacion integrodiferencial.

En este Capitulo se propone una variante del método en frecuencia (MF) con el ob-
jetivo de poder estudiar ecuaciones diferenciales con retardos distribuidos (EDRDs),
sin tener que recurrir a la formulacién de un modelo equivalente. La variante del MF
que se propone representa una generalizacion de la que se ha presentado en el Capitu-
lo 4 para sistemas con retardos constantes; de hecho, se vera que el retardo constante
puede obtenerse como un caso limite del retardo distribuido. Como se mostrara a
continuacion, la metodologia propuesta permite estudiar EDRDs en forma anéloga a
los sistemas con retardos constantes que se han presentado a lo largo de esta tesis.
Es decir, se posibilita el analisis de un tipo de sistemas (aparentemente) mas compli-
cados, sin que esto signifique un incremento en la complejidad de la metodologia en

frecuencia.

7.2. Retardo discreto y retardo distribuido: un ejem-
plo simple

Para proveer una idea mas precisa de sistemas con retardos distribuidos, se intro-
ducird un ejemplo muy simple que permitird mostrar la analogia con los sistemas a

retardos constantes. Considérese la ecuacién escalar
(t) = —px(t —7), (7.4)

donde x, u € R. Como es habitual, la funcién inicial debe especificarse en el intervalo
[—7,0]. Si se plantean soluciones exponenciales de la forma z(t) = e, se obtiene
Sest — _Iueste—ST7

con lo cual, la ecuacion caracteristica del sistema (7.4) esta dada por

s+ pe " =0. (7.5)
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El ejemplo anédlogo al (7.4) con retardo distribuido es

t
(t) = —p / z(u)k(t — u)du. (7.6)

o0
Notese que en este caso, como dato inicial es necesario proveer los valores de z(t) para
todo t € (—o0,0]. Si la funcion k(u) tiene soporte compacto, es decir, es no nula en
un intervalo [Ty, 7], basta considerar los limites de la integral como t — T} y t — Tp.
Por otra parte, es usual que la funcién de distribucién o kernel se normalice de forma

tal que

dado que, generalmente, la funcion k(u) se piensa como una funcion de distribucion
de probabilidad. Ademas se define el retardo medio (o directamente la media) de este

kernel como

y la varianza como

0% = / (u — ) 2w du.

Una de las funciones mas utilizadas en distintas aplicaciones (véase Liao et al., 2001;

Culshaw et al., 2003; Ruan, 2006) es la distribucién gamma, que esta dada por

apupflefau

oo

donde a > 0 y p € N. Los casos particulares p = 1 y p = 2 se conocen en la

kP (u) = , u>0, (7.7)

literatura especifica como kernel débil y kernel fuerte, respectivamente. Por ejemplo,
en la Fig. 7.1 se muestran graficas de la funcion gamma para a = 1 y distintos valores

de p. A partir de la integral

t 00
/ z(u)kP(t — u)du /:ct—ukp )du,
—0o0 0

se deduce que el kernel débil (p = 1) proporciona més peso a los valores “mas recientes”

de la variable x(t), mientras que para p > 1 el kernel pondera en mayor medida al
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Figura 7.1: Grafico de la funcion gamma para a = 1y p = 1 (azul), p = 2 (r0jo) y
p =3 (verde).

valor de la variable x(t) en el instante ¢ — 7 = t — p/a. De hecho, el valor 7 = p/a
corresponde a la media de la distribucion gamma. Ademas, puede mostrarse que la

varianza es 02 = p/a®. Si se hace a = p/7, de modo de mantener el retardo medio

2

igual a 7, y se toma p — oo se obtiene 02 = 72/p — 0. Esto quiere decir que

lm k), (u) =6(t — ),

p—o0

donde §(-) denota el impulso de Dirac; entonces

t

‘ P
plgl()lo z(uk,,,

(t —u)du=z(t — 7).

Por lo tanto, el sistema (7.4) se puede obtener como un caso limite de la Ec. (7.6). Lue-

go, considerando un kernel gamma en (7.6) y aplicando la Transformada de Laplace,

se obtiene
sX(s) —x(0) = —ul / x(u)kE(t —u)du + /x(u)k:g(t —u)du g, (7.8)

donde el segundo término en el miembro derecho es el producto convolucion (xxkP)(t),

con lo cual (7.8) se puede escribir como

X(5) = 0(0) =~ { [ a(hkilt ~ w)du |~ pX (),

— 00
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donde KP(s) = L{kP(t)}. Luego
0
X(s)[s+ puKP(s)] = z(0) — ul / z(w)kP(t — u)du p . (7.9)
El miembro de la derecha representa la historia del sistema, es decir, que para hallar
una solucion se necesita conocer la funcion inicial x(t) = ¢(t), —oo < t < 0. Si esta
funcién es nula, entonces las soluciones no triviales de (7.9) estan determinadas por

las raices de la ecuacién caracteristica

s+ pKP(s) = 0. (7.10)

Ademés, a partir de (7.7) se obtiene

a? 1 a? _ a  (p—1)!

D _ p—1 at — p—1 —

L T e U e e A I oy T
ap

(s +a)p’
y por lo tanto (7.10) queda expresada como

aP
s+ pu———-=0. 7.11
Mot ap (7.11)
Resulta interesante ver qué sucede con esta ecuacion caracteristica si se toma a = p/T

yp— o0

P
0 P _ 19 p
plggo Kypr(s) = plggo [S T (s7’ —|—p> ] ’

entonces se define y = [p/(s7 + p)]”, luego Iny = pln[p/(s7 + p)]. Por medio de la

regla de L'Hopital se determina que lim,_, Iny = —s7, con lo cual lim,_,,, y = e™*7,
es decir
z. p _ —S8T
plggo Ky (s)=e™".

Por lo tanto, cuando p — ooy a = p/7, la ecuacion caracteristica dada en la Ec. (7.11)
tiende a la mostrada en la Ec. (7.5). En otras palabras, la ecuacion caracteristica del
sistema con distribucion gamma tiende a la ecuacion caracteristica del sistema con
retardo discreto cuando p — oo, manteniendo el retardo medio tgual a T.

Notese que esta conclusiéon puede obtenerse mediante otra distribuciéon que no sea
particularmente la gamma, mientras se mantenga constante el retardo medio 7 y se

haga tender la varianza a cero.



7.2. Retardo discreto y retardo distribuido: un ejemplo simple 161

Gl —r 0
| v (1) «K(S);) L.dH=0 E G lsn) ]
gV (D.3,(1) ;1) 2005, 1)
(a) (b)

Figura 7.2: (a) Representacion en bloques del sistema (7.6). (b) Diagrama equivalente
utilizando la matriz extendida G*(s; ) dada por (7.13).

7.2.1. Planteo con el Método en Frecuencia

En esta seccion se explicard como los sistemas con retardo distribuido se pueden
estudiar utilizando el método en frecuencia. Nuevamente, se parte de un ejemplo muy
simple para mostrar la analogia con el caso del retardo discreto. Para el sistema (7.4),

si se elige la realizacion
A=—-1, B=C=1, gy") = —y(t) + py(t — 1),

se tiene G(s) = 1/(s+ 1) y por lo tanto G*(s) = (1 e*7)T /(s + 1). Por otra parte,
resulta J(pu) = (—1 ). Se puede ver facilmente que el tnico autovalor no nulo de

G*(s)J () es

~ _1 + Me_ST
Alsip) = ———=
(s; 1) P
y la condicién de bifurcacion A(s; 1) = —1 conduce a la ecuacién caracteristica (7.5).

Para el sistema (7.6), se elige la misma realizacion:
A=—-1, B=C=1, g(y") = —y(t) + pyx(t), (7.12)

t
donde, en este caso, y(t) := [ y(u)k(t—u)du (véase la Fig. 7.2(a)). Como se mencio-

no6 anteriormente, esta variable se puede escribir como y(t) = (y*k)(t), es decir, como
la convolucion entre la salida sin retardo y el kernel k(t). Entonces, suponiendo la exis-
tencia de la transformada de Laplace K (s) := L{k(t)}, se tendra Yi(s) = K(s)Y (s).

Luego, si se define la matriz

G (s) = , (7.13)
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la dindmica del kernel se incorpora en el bloque lineal y el sistema se puede representar
como se muestra en la Fig. 7.2(b). Notese la similitud de este planteo con el presentado

en el Capitulo 4. La matriz Jacobiana se calcula como

_ 0 5]
T = 25 | 3% ).

que para la funcion no lineal dada en (7.12) resulta J(u) = (—

p) € RY2. En este

1
caso, el unico autovalor distinto de cero de la matriz G*(s)J(u) es

Nsim) = — (1 + uK ().

Si, por ejemplo, el kernel es una funcion gamma kP(¢), la condicion de bifurcacion

A(s; 1) = —1 conduce a la ecuacion caracteristica (7.11).

7.3. Estudio de una ecuacién mas general

La idea de extender la funcion de transferencia incorporando el kernel K(s) es
la misma que se utiliz6 en el Capitulo 4 para el caso de un retardo constante, que
corresponde a k(u) = d(u — 7) y K(s) = e *". En lo que sigue, se intentara mostrar
la utilidad de la formulacién para el estudio de sistemas a retardos distribuidos méas
complejos que el (7.6). Sin embargo, en primer lugar el analisis se centrara en sistemas

escalares. Por ejemplo, considérese la ecuacion
t
donde z € R, p € R, z(¢) :== [ x(w)k(t—u)duy f: RxR xR — R es una funciéon

no lineal suave. Ademas, se supone sin pérdida de generalidad que f(0,0;u) =0y se

definen

of

=5, = 5. (7.15)

7.3.1. Enfoque en el dominio tiempo

Para estudiar el sistema (7.14) en el dominio tiempo, se consideran dos alternati-

vas. La primera es tomar directamente la linealizaciéon en el origen, es decir

(t) = Ox(t) (0.0,) (t) + Ox(t) (0,0:1) <) (7.16)

= 012(t) + daxi (1),
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donde en este caso, z(t) representa un valor pequenio de la variable. La ecuacion
anterior ha sido estudiada en detalle por Bernard et al. (2001), y posteriormente
por Crauste (2010).

Otra variante interesante para el anélisis de (7.14) surge cuando se utiliza una funcion
gamma como distribucion. En este caso, como describe Smith (2010), se recurre a una
propiedad de esta distribucion. La familia de funciones kI (u), j = 1,2, ..., p, satisface

las siguientes ecuaciones diferenciales

d
@k;(u) = —ak]}

Soki(w) = a [k (w) = KW)], Ki(0)=0,j =23 ..p
u
Ahora, para z(t) € C, se definen las funciones:
t
z(t) := /x(u)ki(t —u)du, j>1,

y de este modo, usando la regla de Leibniz para derivar bajo el signo de integracion,

resulta

=a /ta:(u)kg Yt — u)du — /tat(u)kg(t—u)du

Entonces, por ejemplo, la Ec. (7.14) se puede reescribir como

;

io(t) = flzo(t), zp(t); 1],

i (t) - alwo(t) — 21(t)), (7.17)

. ip(t) = alzp-1(t) —zp(t)),
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donde zo(t) := z(t). De aqui se llega a la importante conclusion de que el sistema
con retardo distribuido (7.14) con kernel gamma se puede reducir a un sistema ODE
de dimension p + 1. Para analizar este sistema en el dominio tiempo, dado que el
equilibrio es X = 0, donde X(t) = (zo(t), . 2p(t))T, se considera la linealizacion

60X (t) = A6X(t); la matriz A € RP+D*@+1) ests dada por

g 0 0 - &
a —a 0

A=10 a —-a --- ;
0 O a —a

y la ecuacién caracteristica asociada resulta

s — 01 0 0 coe =09
—a s+a 0 0
|s] —A| = 0 —a s+a -+ 0 |=[(s=0d)(s+a)—da’=0.
0 0 e+ —a Sta

(7.18)
Como conclusion, para un sistema no lineal de la forma (7.14) con un kernel tipo
gamma, se puede hallar un sistema EDO equivalente dado por (7.17). Seria interesante
estudiar qué sucede si se utiliza otro tipo de funcién de distribucién que no sea una
funcion gamma. Por otra parte, para obtener una solucion de la Ec. (7.17), la condicion
inicial debe ser X (0). Sin embargo, en el problema original (7.14) el dato inicial es
z(t) = ¢(t), —oo < t < 0. Aparentemente, esto sugiere una inconsistencia entre el
modelo (7.14) y el equivalente (7.17). Estas cuestiones se analizaran con mayor detalle

en la Seccion 7.4.

7.3.2. Enfoque en el dominio frecuencia

Para analizar el sistema (7.14) utilizando el MF, se elige la siguiente realizacion

A=-1,B=1,C=—1, gy (t); ) = yt) + f ly(®), yx(t); ] , (7.19)
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con lo cual la funcién de transferencia para la parte lineal es

G*(s) = 1| k(s : (7.20)

Notese que hasta aqui, el tinico requerimiento sobre el kernel es la existencia de
su trasformada de Laplace K(s) = L{k(t)}. A partir de (7.15) y (7.19), la matriz

Jacobiana estd dada por

J(p)=1+6 &), (7.21)

y por lo tanto

-1 146 92
s+H1\ (1+46)K(s) 6,K(s)

(7.22)

Luego, la funciéon caracteristica relevante resulta

Ns; p) = 140, 4 6,K(s)]. 7.23
(s; 1) s+1[+1+2 (s)] (7.23)
Por ejemplo, para el caso del kernel gamma, reemplazando KP(s) = a?/(s + a)?
en (7.23), es simple verificar que la condicion de bifurcacion X(s;,u) = —1 conduce

a la Ec. (7.18). Pero el enfoque en frecuencia permite tratar con distribuciones que
no sean necesariamente del tipo gamma. Las Gnicas condiciones que debe verificar el
kernel es que sea una funcion seccionalmente continua y de orden exponencial (para
asegurar la existencia de su transformada de Laplace). Por lo tanto, en lo que sigue,

se considera un kernel genérico k(t) y se supone que verifica dichas condiciones.

Los autovectores derecho e izquierdo de G*(s)J(p) resultan

v=(1,K(6)" vy u= (1,515j1)T.

Las matrices ) y L estan dadas por
Q= (Dflg + K(s)D3,9 | D},g + K(S)Dég) )

D%llg + K(3)<D%219 + Dgllg) + K(5)2D§219
D%mg + K(5)<D%229 + DngQ) + K(3>2D§229

I —
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y la matriz de lazo cerrado es

T\ ke )

donde ¢(s) := 61 — s + 62K (s). Luego se hallan los vectores Vi, v Vi como

Ve = a(w)(1, )Ty Vi =pw)(1, K(i2w))", (7.24)
donde
a(w) = —[Dhyg+2D%gR{K(iw)} + D39l K (iw)[*] /[46(0)], (7.25)
Blw) = —[Dhg+2D%gK (iw) + D3,gK (iw)?] / [4¢(i2w)] .

Entonces, p(iw) resulta

. 1. .
pliw) = ngllg + [Dflg + D39 + (Diyg + D%QQ)K(%‘})]

1 .
+ 5 [Dflg + D},9K (iw) 4+ K (12w) (szg + D3,9K (iw))]
(7.26)
41 8
1, .. .
+ g’K(lw)P [D:l))zzg + D:2))229K(ZW)} .

1 11— 1 .
Db [K(iw) + KT + 5 Do ¥

Luego, se obtiene &(w; 1) = p(iw)/(1 4 iw), y se calcula la expresion del coeficiente

0o = —R { - fg;()’(iw) } |

Ademas, como se enuncia a continuacion, a partir de (7.23) puede deducirse en

de curvatura como

forma simple una condicidon necesaria para que el equilibrio sea estable.

Proposicion 7.1 Sea I = [ k(t)dt, y supdngase que existe K(s) = [ k(t)e *'dt. Una
0 0
condicion necesaria para que el equilibrio de (7.14) sea estable es 61 + 021 < 0. En

caso de que el kernel se halle normalizado, esta condicion se reduce a 01 + 09 < 0.

Demostracion: Se tiene que
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y por lo tanto

~

NO; 1) = —(1+ 8, + 6,1).

Es decir, el inicio de la curva de Nyquist se halla sobre el eje real, en el punto —(1 +

01 + 021). Por otra parte, teniendo en cuenta que

k(i) < [ Ikolle i = [ Koyt =1
0 0
de (7.23) resulta
~ |14 61| + |02] ]

| Aiw; p)| <

VItw?

y por lo tanto lim X(iw; i) = 0. Es decir que la curva de Nyquist correspondiente a
este autovalor ‘tjtero;nina” en el origen del plano complejo. Por lo tanto, si d; + 21 > 0
entonces /):(O; i) < —1y el punto critico —1 estara encerrado al menos una vez por el
diagrama de Nyquist. Como el tinico polo de X(s; ) se halla en s = —1, se concluye
que el equilibrio seréd inestable. De aqui resulta la condicién necesaria para la esta-
bilidad dada por 0, + d2/ < 0. En particular, si el kernel se normaliza de modo que

I =1, se obtiene la condicion méas simple d; + ds < 0. H

Retornando a la Ec. (7.23), la condicion de bifurcacion A(iwg: 1) = —1 se puede

escribir en términos de la funcién K (iw) como

—51 + in

K(iu)g) = 52

(7.27)

Esta expresion es de utilidad para mostrar el siguiente resultado:

Proposicion 7.2 Si [ k(t)dt = 1, entonces el equilibrio T = 0 de (7.14) es estable,
0
independientemente del kernel, si 61 < —|d2|. Ademds, dicho equilibrio sdlo puede

inestabilizarse por medio de una bifurcacion de Hopf si 09 < —|01]. O

Demostracion: Estas conclusiones se obtienen en forma simple a partir de (7.27),

52 2
VOt W K (iwo)| < 1,

|02

escribiendo
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de modo que si |;| > |d2] no existe solucién wy € R de (7.27). Por otra parte, de la
Proposicion 7.1, T es inestable siempre que 61 + d2 > 0. Luego, se concluye que dicho
equilibrio es estable siempre que §; < —|d|. Por otra parte, si 05 < —|01], puede exis-
tir al menos una solucion wy # 0 de (7.27) y puede ocurrir una bifurcacion de Hopf

(el caso en que 02 > |1| no resulta de interés pues el equilibrio es siempre inestable). B

Como se mencion6 en la Introducciéon de este capitulo, Atay (2003) estudié un
sistema de osciladores acoplados (véase la Ec. (7.2)), y por medio de resultados nu-
méricos mostro que a medida que se incrementa la varianza de la distribucién decrece
la amplitud de las oscilaciones. Es mas, si dicha varianza es suficientemente grande, el
sistema deja de oscilar y los puntos de equilibrio de los osciladores se vuelven estables.
El autor no s6lo demostré que la varianza de la distribucién es un parametro clave
para las oscilaciones: ademés, conjeturé que la distribuciéon dada por un impulso de
Dirac (de varianza cero) es el mas desestabilizante. Es decir, el retardo constante es
el que mas favorece a la existencia de oscilaciones. También, por su parte, Crauste
(2010) arriba a conclusiones similares para un sistema escalar lineal como el represen-
tado por la Ec. (7.16). Sin embargo, aiin no se cuenta con una demostracion formal

de este hecho. Para el sistema (7.14) en estudio, se podria enunciar:

Conjetura 7.3 Para el sistema (7.14), el kernel dado por un impulso de Dirac
Kimp(t) == 0(t — 7) es el mds desestabilizante, esto es, la region de estabilidad en

el espacio (01,02) serd menor que con cualquier otro kernel k(t) que sea una funcion
oo

al menos continua a tramos y que verifique [ k(t)dt =1. ¢
0
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7.4. Ejemplo: Modelo logistico

Un caso particular de la Ec. (7.14) es la ecuacion logistica estudiada por Ruan

(2006), que esta dada por

t

z(t) =rx(t) |1 - % / r(u)k(t —u)du| . (7.28)

—00
Para esta ecuacion se consideraran distintas funciones de distribucion, y se aplicaran
los resultados obtenidos para la Ec. (7.14). En lo que sigue, se supone que el kernel
estd normalizado.

Si se toman las mismas matrices A, B y C que en (7.19), se tiene

—1 1
G*(s) = , 9y (1) = (r+ Dy (t) —ry(t)ye(t)/c,
s+1 K(s)
A partir de la ecuacion G*(0)g(y*) = —y*, se deduce la existencia de dos puntos de

equilibrio, ¥ = (0,0)T e y3 = (¢,c)T. Para y; se tiene d; = r, §, = 0, luego a partir

de (7.21) resulta

entonces /):1(3; r) = —(14r)/(s+1). De acuerdo con la Proposicion 7.1, el punto de
equilibrio 7 es siempre inestable independientemente del kernel que se utilice. Para

el equilibrio no trivial resultan §; = 0 y d, = —r, luego

Entonces, para este punto de equilibrio se obtiene la funcién caracteristica

~ rK(s)—1
Asjp) = ———— 7.29
de donde la condicion de Hopf (7.27) resulta
K (iwg) = —“"70. (7.30)

Entonces, el parametro ¢ determina el punto de equilibrio no trivial pero no tiene
influencia en su estabilidad. Por simplicidad, en el anélisis que sigue se considerara

¢ =1 (la tnica consecuencia es que se fija y3 = (1,1)7). Para el equilibrio no trivial,
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los autovectores derecho e izquierdo de G*(s)J(p) resultan v = (1 K(s))T y u =
(1 —r)T. Ademaés, se obtienen las matrices Q = —r(K(s) 1) y L = 0. También, a
partir de (7.24) y (7.25) se calculan los vectores

Vo = a(w)(1, K0)T vy Vi =pw)1, K(i2w))T,

donde
“= _w y Blw)= _TK?ZQigli)ﬂw' (7.:31)
Utilizando (7.26), el vector p(iw) resulta
pliw) = 1 {%%{K(iw}} 1+ K (iw)] + - “%ﬁ%ﬁﬁizw” } (732

Finalmente, se obtiene £(iw) = p(iw)/(1 + iw).

7.4.1. Distribucién uniforme “inmediata”

En primer lugar, se considera una de las funciones de distribucién utizadas por Ras-

mussen et al. (2003). Esta se denomina uniforme “inmediata” y estd dada por !

1

— 0<u<T,
k(u)y=¢ T (7.33)
0, u<0 6 u>T.
Para este caso, la Ec. (7.28) resulta
T
1
(t) =rax(t) |1 — T /w(t —u)du| . (7.34)
0

Notese que el término integral determina que para cada valor de ¢, la dinamica se
ve afectada por los valores de z(u) con t — T < u < t. Es decir, se deben conocer
los valores de x(u) para instantes inmediatamente previos a t hasta t — T. A partir

de (7.33) se obtiene

K(s) = = (177,

'En realidad en (Rasmussen et al., 2003) no se tiene en cuenta la normalizacién del kernel. Aqui,
el mismo se elige normalizado.
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entonces la condicion de bifurcacion de Hopf (7.30) resulta

1 (1 o efion) _ _M_O

twod’ r’

y separando partes real e imaginaria, se obtienen las ecuaciones

2

B wiT

coswpl =1 — —,
r

sinwyT = 0.

De la segunda, resulta wyT = kn, k € Z. Reemplazando en la primera, se tiene

(km)?

1V =1—
(1) n s

luego, para k par resulta wy = 0, y para k impar se llega a
k22

2T,

(7.35)

o =

El equilibrio cambia de estabilidad cuando (7.35) se verifica para k = 1. Por ejemplo,
con T =1 (y k = 1) se obtiene 79 = 7%/2 ~ 4.9348. En la Fig 7.3 se muestran los
diagramas de Nyquist y las simulaciones correspondientes, con 7' =1y para r = 4.8

(I: equilibrio estable) y » =5 (II: equilibrio inestable).

7.4.2. Distribucién uniforme “posterior”

Otro kernel similar utilizado por Rasmussen et al. (2003) esta dado por

0, u<Ty
1
= To <u<T; .
]{Z(U) Tl_TO, 0oSUS 17, (736)
0, U>T1,

donde 0 < Ty < T}. Es decir, se considera el sistema

T
1
1) = ra(t) |1~ s / ot — u)du | (7.37)
To
A partir de (7.36), se obtiene
1
K(s) = ———— (e7510 — ¢=5T1) |
( ) S(Tl — T()) ( )
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0.4
0.3 1
0.2 ; 1
0.1 1
/1
- —O‘.5 0
R{A}
1.2 1.4
@) - (D)
11 | 12 ‘
x(f) x(0) 1 ;
! 0.8
0.9
0 100 ; 200 300 0 100 ; 200 300

Figura 7.3: Diagramas de Nyquist y simulaciones numeéricas del sistema (7.34) con
T =1, para r = 4.8 (negro) y r = 5 (azul).

de modo que la ecuacion de bifurcacion (7.30) se puede expresar como

wg (Tl — T())

e—zonO o e—zonl — 7

r

y separando partes real e imaginaria como en el ejemplo anterior, se obtiene el sistema
de ecuaciones 2 )
w T1 — T[)
coswoly — coswol = 0—,
r (7.38)

sin w1} — sinwy1y = 0.

A partir de la segunda ecuacion resulta
w0T1 — U.)(]To = Zkﬂ', 6 WOTl + UJQTO = (2]€ + 1)7T, k € 7.

Si w11 —woTy = 2km, reemplazando en la primer ecuacion en (7.38) resulta la solucion
trivial wg = 0. En el caso en que woT} +woTy = (2k + 1)7, reemplazando nuevamente

en la primera ecuacion en (7.38), se llega a

(7.39)

5 [(zk + 1)7TT0:| _ (2k +1)27%(T, — Ty)
(To + 1Y) (T\ + Tp)?r
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Equilibrio 3 2

estable 7
L
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Figura 7.4: (a) Diagrama de estabilidad del sistema (7.60) para r = 1. La linea
punteada indica la recta Ty = Tp, y la linea llena corresponde a las soluciones de (7.39).
(b) Diagramas de Nyquist para Ty = 1, con T} = 2 (negro) v 71 = 3 (azul). (c)
Simulaciones numeéricas para Ty = 1, con T} = 2 (I: equilibrio estable) y 77 = 3 (IL:
equilibrio inestable).

Esta ecuacién define en forma implicita la curva de Hopf en el espacio de parametros
(To,T1) (para r constante) y coincide con la expresion dada en (Rasmussen et al.,
2003), con la unica diferencia que en el trabajo citado los autores consideran r = 1 en
el andlisis. Notese que en particular, si en (7.39) se hacen Ty = 0y T} = T, se obtiene
la condicion de Hopf que se hallo en (7.35) para el ejemplo anterior. La Fig. 7.4(a)
muestra la region de estabilidad del equilibrio no trivial con r = 1. Noétese que la
Ec. (7.39) se verifica para el caso limite 77 — Tp, que corresponde a la recta que se
muestra en linea punteada. Ademas, en la Fig. 7.4 se muestran diagramas de Nyquist
(b) y simulaciones numéricas (c) con Ty = 1 y para dos valores de T;: Ty = 2y
T, = 3. Con Ty = 2, el equilibrio resulta estable (I), y para 77 = 3, el mismo es

inestable (II) y se observa una soluciéon periodica estable.
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0 7-b T T+b 71

Figura 7.5: Distribucién triangular dada por (7.40).

7.4.3. Distribucién triangular

Otra distribucion que resulta de interés es una funcion triangular, dada por

( 0, u<T—b,
1
ﬁ[u—(T—b)], T-b<u<T,
k(u) = ] (7.40)
—b—2[u—(T—|—b)], T<u<T+Hb,
\ 0, u>T+0,

donde 0 < b < T'. La pendiente 1/b* se fija para que [ k(u)du = 1. La funcion k(u)
0

se ilustra en la Fig. 7.5. En términos de la funcién escalén unitario

0, < 0,
h(u) = ! (7.41)
1, u >0,

la funcion triangular (7.40) se puede escribir en forma equivalente como

1

() = 5 {(

donde Ty :=T — by Ty :=T + b. De esta forma, es simple obtener K(s) como

K(s) :é {e_STO — 2T 4 e_STl}
—sT
T h2s2 {eSb e — 2}
2 —sT

b2s?

{cosh(sb) — 1}.
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La condicion de Hopf (7.30) resulta

2 —iwgT .
2 fcosh(iwoh) — 1} = 22,

b2w? r
de donde, dado que cosh(iwgb) = cos(wpb), se tiene cos(wob) — 1 = ie™°Th2w3 /(2r), es
decir

2 3
% sin(woT),

b)—1=—
cos(wpb) .

b’wd
= — T).
5 cos(woT)
De la segunda ecuacion se obtiene w1 = 7(1/2 + k), k € Z, y reemplazando en la

primera, resulta 1 — cos(wob) = b?wi(—1)*/(2r). Para k = 0 se tiene

7h 72 b?
1 — cos (ﬁ) = 16r T8 (7.42)
Para valores fijos de r esta ecuacion define en forma implicita la curva de bifurcaciéon
de Hopf en el espacio (T,b). Por ejemplo, en la Fig. 7.6(a) se muestra esta curva
para r = 1. La Fig. 7.6(b) muestra los diagramas de Nyquist correspondientes a dos
puntos del plano (7', b): uno en la region de estabilidad y el otro fuera de la misma.
Por tltimo, en la Fig. 7.6(c) se muestran simulaciones correspondientes a los puntos

[ y II indicados en el diagrama de bifurcacion.

7.4.4. Distribucién gamma

Ruan (2006) consideré el sistema (7.28) con distribucion gamma, y en particular
los casos correspondientes al kernel débil (p = 1) y el kernel fuerte (p = 2). Para el

primer caso (p = 1), a partir de (7.29) resulta

a(r—1) —s

P\ Sip) = ——~——, 7.43
S0 = s+ a) (7.43)
de donde la ecuacion X(s;,u) = —1 lleva a s> +as + ar = 0, y tomando s = iw se
obtienen las ecuaciones
ar —w? = 0,

aw = 0,
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Figura 7.6: (a) Diagrama de estabilidad del sistema logistico con distribucion triangu-
lar, para r = 1. La linea punteada indica la recta b = T, y la linea llena corresponde a
las soluciones de (7.42). (b) Diagramas de Nyquist para b = 0.5, con T' = 1.5 (negro)
y T' = 1.7 (azul). (c) Simulaciones numéricas para 7" = 1.5 (I, equilibrio estable) y
T = 1.7 (I1, equilibrio inestable).

y se concluye que no existe solucién de Hopf. En forma similar, para el kernel fuerte

(p = 2) se obtiene
~ ra® — (s + a)?
Ns: ) =
(s51) (s+1)(s+a)?

y en este caso la condicion de bifurcacion conduce a s3+2as?>+a?s+ra®? = 0. Tomando

(7.44)

nuevamente s = 1w, resulta

w(a* —w?) = 0,

alar —2w?) = 0,

De la primera ecuacion, resulta w = a, y reemplazando en la segunda se obtiene el
valor critico del parametro ro = 2a. En la Fig. 7.7 se observan dos diagramas de
Nyquist en simultaneo con a = 1: uno para r = 1.5 (I) y otro para r = 2.5 (II). Como

muestran las simulaciones correspondientes, para r = 1.5 el equilibrio es estable, y
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Figura 7.7: Diagramas de Nyquist del sistema logistico con distribucion gamma con
p=2a=1yr = 15(I negro), r = 2.5 (II, azul). También se muestran las
simulaciones numéricas correspondientes.

para r = 2.5 el mismo es inestable. Estos resultados coinciden con los presentados

por Ruan (2006).

Los resultados de estos ejemplos muestran que la formulacién en el dominio fre-
cuencia permite, en cada caso, detectar en forma simple las condiciones de bifurca-
cion. Sin embargo, es interesante estudiar qué sucede para una distribucion genérica.
Retomando la Ec. (7.29), la expresion del autovalor es

rK(iw) —1

Niw; 1) = P (7.45)

La condicion critica X(iw; i) = —1 se cumplira solo si existen valores w = wy y r = 1y
tales que

K (iwg) = —2'%). (7.46)

Escribiendo K (iw) := Kr(w) + iK(w), la condicién anterior resulta Kr(wp) = 0y
Ki(wy) = —wp /1. Ademas, la Ec. (7.46) se puede expresar en forma alternativa como

|K (iwg)| = wo/r0 y Arg{K(iwg)} = —7/2 4 27k, k € Z. Este resultado se resume
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Figura 7.8: Diagramas de Bode de K?(s) paraa =1y p =1 (azul), p = 2 (negro) y
p = 3 (rojo).

como sigue:

Proposicion 7.4 FEl sistema (7.28) exhibird una bifurcacion de Hopf sdlo si existe
wo € (0,00) tal que © := Arg {K (iwg)} = —7/2 4+ 2nk, k € Z. En este caso, el valor

critico del pardmetro r serd

ro = wo/| K (iwp)| O (7.47)

Es decir, dada una funcion K(s), trazando el diagrama de Bode, debe determinarse
si la funcion Arg { K (iw)} toma el valor —7/2 para alguna frecuencia. Si esto ocurre,
el valor de | K (iwp)| permite calcular el valor critico ro. Para ilustrar esta proposicion,
se considera nuevamente el caso particular de la distribuciéon gamma, para la cual

1

K = ass/ap

(7.48)

La Fig. 7.8 muestra los diagramas de Bode correspondientes a a = 1 y distintos va-
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lores de p. Notese que para p = 1, como ya se habia puntualizado, no puede existir
bifurcacion de Hopf pues la curva de fase nunca alcanza el valor —90°. También,
en base a estos diagramas es posible asegurar que para todo valor de p mayor que
1 el sistema logistico exhibira la bifurcacion de Hopf. Por ejemplo, para p = 3 y
a =1 (en rojo en la Fig. 7.8) la curva de fase cruza por —90° para wy ~ 0.577. En-

tonces, a partir de (7.47) y notando que |K?(iw)| = 1/|1+iw/al?, resulta ro ~ 0.8879.

Por otra parte, a partir de (7.48) se pueden expresar el modulo y el argumento de

KP?(iw) como

1 w
= |KP(iw)| = , ©:=Arg{Kl(iw)} = —parctan ( — ), (7.49
pi= )| = o g (K2 (iw)) (%), (ra9)
de donde w/a = —tan(©/p), y reemplazando en la expresion del modulo resulta
1
0) = (7.50)

[1+ tan2(0/p)"*
Es decir, se obtiene la expresion polar de K (iw) , la cual, dados a y p permite hallar
el valor critico rg en forma explicita:
wo —atan(©/p)

) G as1)

p/2
= g tan s 1+ tan? s = asin s secPt! T .
2p 2p 2p 2p

La consecuencia mas simple de este resultado es que el valor critico del parametro r

To

que inestabiliza el equilibrio es proporcional al valor de a. Por ejemplo, para p = 2
se obtiene rgy = 2a; para p = 3 resulta 793 = (8/9)a = 0.8889a (comparese este valor
con el valor aproximado que se obtuvo para a = 1 utilizando la Proposicion 7.3). La
Fig. 7.9 muestra la forma de la funcién h(p) = sin[r/ (2p)]sec?™ [r/ (2p)]. Es cla-
ro que el rango de valores admisibles de r para tener un equilibrio estable se reduce

a medida que p aumenta. Estos resultados se presentan en forma resumida como sigue:

Proposicion 7.5 Para cada par (a,p) cona >0 yp € N, p > 1, el sistema (7.28)
con distribucidn gamma kE(t) exhibird una bifurcacion de Hopf para el valor critico

del pardmetro

ro = asin 7/ (2p)] sec?™ [7/ (2p)] . (7.52)
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Figura 7.9: Tlustracion de la funcion h(p) = sin (21:0) secP 1 (211;)

El equilibrio no trivial serd estable si v < rqo e inestable si r > ro. Ademds, la frecuen-

cia critica de Hopf es wy = atan [r/ (2p)]. ¢

7.5. Modelos equivalentes y datos iniciales

Como se ha mostrado en los ejemplos anteriores, el efecto de utilizar distintos
kernels en un modelo dado se puede analizar con el MF modificando la funcion K (s).
Por otra parte, cuando se utilizan técnicas en el “dominio tiempo”, en general, no se
trabaja con el modelo original sino que es usual formular un modelo “equivalente”.
Esto se logra definiendo variables auxiliares y /o derivando las ecuaciones con respecto
a t y encontrando relaciones entre las variables que permitan escribir las ecuaciones

sin los términos de la forma
t

/ z(u)k(t — u)du.

o0
En esta seccion se analizara con cierto detalle la formulacion de estos modelos equi-
valentes para el estudio de EDRDs. Recuérdese que en la Secciéon 7.3.1, para el siste-
ma (7.14), se mostro que al utilizar una distribucion gamma kE(t) se puede formular
un sistema EDO equivalente de dimension p + 1 (véase la Ec. 7.17). Por ejemplo,

esta estrategia es la que utilizo Ruan (2006) para estudiar la ecuacion logistica con
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distribucion gamma

t

() = ra(t) |1 - / 2kt — u)du | | (7.53)

—00

Si se considera p =1 (kl(u) = ae™*), se puede definir la variable auxiliar

y(t) = / r(u)kE(t —u)du = a / z(u)e” " dy. (7.54)

Entonces, resulta

t

J(t) = al 2()k(0) —a / (et dy

= a(z(t) —y(t)),

donde se ha tenido en cuenta que lim k!(u) = 0. Por lo tanto, la Ec. (7.53) se puede
U——00

reescribir como
o(t) = ra(t)(1-y@),
y(t) = a(z(t) —y@).

Es decir, que para la EDRD (7.53) se puede hallar un sistema equivalente dado por dos

(7.55)

EDOs de primer orden. Notese que para continuar la solucion del sistema (7.55), solo
es necesario conocer (z(0),y(0)) := (xo, yo). Como se puntualizé en la Seccion 7.3.1,
esto no parece tener concordancia con el hecho de que en (7.53) se necesita conocer el
dato inicial x(t) = ¢(t), Vt € (—o00,0]. A primera vista, esta “historia previa” parece

no influir en (7.55). Sin embargo, a partir de la Ec. (7.54), se tiene

y(0) =a /0 z(u)e™du = a /0 o(u)e™ du, (7.56)

es decir, que para obtener un dato inicial (z(0),y(0)) := (xo, yo) que sea consistente
con el sistema (7.53), para el computo de y(0) se requiere conocer la funcion ¢(t),
—o0 < t < 0. En general, cuando se buscan soluciones “a largo término” o de estado
estacionario, es comtn tomar ¢(t) = o (constante) como dato inicial. En este caso, a
partir de (7.56) es simple obtener y(0) = xo. Dos preguntas logicas son: ;Qué sucede

cuando se utilizan otras distribuciones? ;Se puede obtener, en general, un modelo
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equivalente en términos de una EDO? En lo que sigue, se intentard dar respuestas a
estos interrogantes.
Rasmussen et al. (2003) estudiaron el sistema logistico con distribucion uniforme

“inmediata” dado por la Ec. (7.34) y que por comodidad se repite a continuacion

(1) = ra(t) y-%/@@—umu. (7.57)

En este caso, se define

y@:%/wfmmz%/@mm, (7.58)

y derivando con respecto a t, se obtiene y(t) = x(t) —z(t —T'). Entonces, la Ec. (7.57)

se puede reformular como

w(t) = ra(t) (1 —y(t),

(7.59)
y(t) = z(t) —z(t-T).

Notese que solo es necesario especificar el valor de y(t) en t = 0, es decir que el dato

inicial debe ser:
z(t) = ¢(t), =T <t <0; y(0)=yo, yo €R.

Nuevamente, a partir de la definicion de y(¢) dada por (7.58), el valor yy se debe

calcular como

Yo =y(0) = % /Osc(v)dv = %/qb(v)dv.

Por ejemplo, si ¢(t) es una funcién constante, entonces ¢(t) = xg, =1 < t < 0,
0

y resulta yy = % f rodv = x9. Notese que a diferencia de lo que ocurre con el
-T

sistema (7.14), en este caso el modelo equivalente estd dado por una DDE. Para

la distribucién uniforme “posterior” se obtiene una formulacion similar. El modelo

considerado es
T

z(t) =rx(t) |1— ﬁ /x(t —u)du | , (7.60)

To
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y en este caso se define

Ty t—Tpo
1 1
t)= —— xt—udu:—/xvdv.
A (Tl—To>/ A I
T(] t*Tl
Entonces, resulta
1

y(t) = =T [2(t = To) — x(t = Th)],

y el modelo equivalente también estd dado por una DDE:

() =rz(t) (1 - y(1)),
1 (7.61)

/() =————= |x(t — To) — x(t —T1)].
I0) = bt = To) = alt = T0)
Nuevamente, para obtener una soluciéon, hace falta conocer z(t) = o¢(t), —T1 <
—To
t<0eyy = (Th —To)" [ ¢v)dv. Si ¢(t) = zg, =11 < t < 0, entonces y(0) =
-7
—Tp
(Ty —To)™' [ xodv = xo. Rasmussen et al. (2003) utilizaron las formulaciones (7.59)
-7y

y (7.61) para estudiar la ecuacion logistica.

Hasta el momento se ha mostrado que dado un sistema con retardo distribuido, en
algunos casos es posible hallar un modelo equivalente, ya sea en términos de una
EDO o de una DDE. Sin embargo, no es simple saber si siempre existe un modelo
equivalente, y en caso de que exista, si es simple de obtener a partir de la ecuaciéon
original. Es decir, no se conoce si para cualquier distribucion es posible manipular
la ecuacion de modo de “eliminar” el término integral. Tampoco resulta claro cual es
el nimero de variables adicionales que se deben definir para lograr esto, ni de qué
factores depende este ntimero. Como se mostro en la Secciéon 7.3.1, para el caso de
la distribucién gamma, la estructura particular de la funcién k?(u) determina el agre-
gado de p variables auxiliares. En el caso de la distribucion uniforme, es suficiente
con definir una variable adicional. También resulta de interés ver qué sucede para la

ecuacion logistica con distribucién triangular

0, u<Tp,
1
; Su—"Ty), To<u<T,
#(t) = ra(t) 1—/x(u)k(t—u)du k) ={ b
oo —b—Q(U—Tl), T<UST1,
0, u>T1T,

(7.62)
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donde Ty =T — by Ty =T + b. En este caso, eligiendo

t

y(t) = / x(u)k(t —u)du

- o (7.63)
= b% / z(u)(t —u—Ty)du — / zr(u)(t —u—"T)du p,

al derivar se obtiene

V2 (t) =zt — Tp)0 — z(t — T)b + / x(u)du

t

t—T
ot — TY(=b) + 2(t — T1)0 — / 2 (u)du
T
t—Tp t—T
= / x(u)du — / z(u)du
t—T =T
Luego, se define
=T
2(t) = / z(u)du,
t—T
que verifica
t—b—Tp =T
2(t—b) = / x(u)du = / x(u)du.
t—b—T =Ty

Entonces, resulta b?y(t) = z(t) — z(t —b), y ademaés 2(t) = x(t — Tp) — z(t —T'). Por lo
tanto, para el modelo logistico con distribucién triangular se obtiene la representacion

equivalente

2(t) = ra(t) (1 —y(t)),

i(0) = o5 (=(0) — 2( ~ ) (7.64

Zt)y=ax(t—-T+b)—z(t-T),
dado por una DDE. Nétese que en este caso, para un dato inicial constante ¢(t) = xo,
=T, <t <0, resulta

—To

2(0) = / zodu = xo(T — Tp) = zob.

=T
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Ademas, a partir de (7.63), resulta simple obtener que y(0) = zy. Notese que si bien el
mayor retardo en (7.64) es T', en la Ec. (7.62) resulta claro que z(t) debe especificarse
Vt € [-T1,0]. Ademas, para la variable y(t) soélo es necesario conocer el valor puntual
y(0). Sin embargo, a diferencia de lo que se observo para las distribuciones anteriores,
la variable auxiliar z(t) debe especificarse V¢ € [—b,0]. Para un dato inicial constante,

resulta z(t) = 2(0) = zob, —b <t <0.

Desde un punto de vista mas general, debe indagarse qué sucede para una ecuaciéon

de la forma t

()= f x(t),/x(u)k:(t—u)du : (7.65)

—o0
donde f: C'((—00,0],R) — R se supone suave y k(u) es un kernel genérico definido
para u € [Ty, T1] que se supone continuo en este intervalo (en particular, Ty podria
ser cero y 1) podria ser arbitrariamente grande). Entonces, la integral en (7.65) se
puede calcular entre ¢t — T} y t — T y se puede definir una variable auxiliar como

t—To
x(t) = / x(u)k(t — u)du. (7.66)
t—T1
Si la funcion k(u) tiene soporte no compacto, como en el caso de la funcion gamma,
entonces se considera

t

r1(t) = lim /m(u)k(t—u)du. (7.67)

T1 —00
t—T1

Para la funcion z,(t) dada por (7.66), derivando respecto de ¢ se obtiene

i1(t) = 2(ORTS) — ot — TORT) + / () (t — u)du, (7.68)

t—T1
donde k(T{™) representa el limite lateral a derecha lm k(To+e€), y en forma anéloga,
e—0
/{;(Tl(_)) representa el limite lateral a izquierda lim k(Ty —€) (véase la Fig. 7.10). No-
e—0
tese que las definiciones puntuales k(7p) y k(7)) no resultan relevantes en la integral.

De la Ec. (7.68) puede verse que si k(T()(+)) #0060 k:(Tl(_)) # 0, la dindmica de 1 (t)

estard gobernada por una DDE (notese que esto ocurre siempre que k(u) tenga una
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A k(u)

KT")
KT,")

Figura 7.10: Kernel genérico definido en [Tp, 71

discontinuidad tipo salto en u = Ty 6 w = T3). Por el contrario, si k(TéH) =0y
k(T ™) = 0 (es decir, k(u) es continua en u = Ty y u = T}), entonces se tendré
t—To
() = / (W) (t — u)du,

t—T1

y si ahora se define
t—To

xo(t) = / x(u)k'(t — u)du,

entonces

do(t) = x(t — T)K (TSD) — a(t — T (T)) + / 2wk (t — u)du,

t—T1

donde k’(TO(H) y k’(Tl(f)) representan los limites laterales para la funcion &' (u), defini-
dos en forma anédloga que para k(u). En este caso, si k"(TéH) =0y k:’(Tl(_)) = ( enton-
ces, en la ecuacion para i5(t) no aparecen términos con retardos. Pero si l{:’(T(§+)) # 0
0 k:’(Tl(f)) # 0, entonces la dinamica de xs(t) estara gobernada por una DDE. En-
tonces, para que las ecuaciones resultantes estén dadas por EDOs se requiere que las
derivadas tiendan a cero cuando u — Ty y cuando v — 7). Supongamos que k(u)
posee derivadas al menos de orden n + 1 en (7y,77), vy que éstas son continuas a

tramos y verifican

KT = K(T7) = = K@) = 0, kO(T57) #0,
KO = k(7)) = o= k(1)) = 0, k(1) #0.
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Entonces se pueden asignar variables auxiliares de la forma

t—Tp
25(t) = / 2@k —wdu, 1<j<n, (7.70)
=T,
y todas éstas verifican
t—To
i:(t) = 2(t — T)kU"N(T) — a(t — T)RI(T)) + / (W) k9 (t — u)du
t—T)
t—Tp
= / z(w)kY (t —uw)du, 1<j<n.
=T,
En cambio, para la variable auxiliar x,,,, dada por
t—Tp
Tpt1(t) = / z(u)kE™ (t — u)du, (7.71)
=T
la derivada temporal resulta
t—Tp
G () = 2(t — To)K™ (TS — 2(t — TOE™(T)) + / 2wk (t — u)du.
=T}

Es decir, se obtiene una DDE. En principio, es dificil conocer cuantas variables auxi-
liares es necesario definir para “eliminar” los términos integrales. Por ejemplo, como
se mostr6 en la Seccion 7.3.1, para la funcion gamma k2(u) = aPu?~te " /(p — 1)!
es necesario agregar p variables adicionales. Pero esto sucede en particular para esta
funcion. Otro tipo de funciones de distribucion que resulta de interés analizar son
los polinomios (como la distribucion uniforme y triangular, aunque esta tltima es
un polinomio definido por tramos). En principio, se considera un polinomio defini-
do en [Ty, T1], v luego se analizara el caso de polinomios definidos por tramos en

subintervalos de [Ty, T1]. Supongase que
k(u) = apu™ + W™ . 4ag, u€ [To, T1]. (7.72)

Notese que las condiciones (7.69) suponen cierta simetria de la distribucion con res-

pecto a la media. Resulta més general suponer

RIY) = (7)== k(1Y) = 0, K1) 0,

(7.73)
KO =k == ke (1) = 0, 9Q(T7)) 0,
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que para el kernel polinémico implica que k(u) = (u—T0)?(u—T1)%2(u), con z(Tp) # 0
y 2(T1) # 0. Ademaés, sin pérdida de generalidad se supone que p > ¢, y en principio,
para el analisis que sigue puede considerarse que z(u) es de grado cero (una constante).

Entonces, si se asignan variables como en (7.70), y se consideran las derivadas

t—To
fﬂw:m@—%mwUuﬁh—x@—ﬂmwﬂafh+ /xwm@@—um%
t—T)
se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones
z(t) = f(x(t), (1))
ai(t) = wa(t)
i (t) = —a(t = TORD(T) + 24a(t)
: (7.74)
Epa(t) = w(t—To)k@(T§) —w(t = TR (T7) + 2p10(1)
Em(t) = @t — Tk (T = 2t — TR D(TT)) + 2 ()
Tmi1(t) = mlay, (2t —Ty) —x(t —T1)),

\

donde la ecuacion para @,,41(t) surge de considerar (7.72). Si en la factorizacion de
k(u) el polinomio z(u) es de grado ¢, entonces en el sistema anterior aparecen m-+/¢+1
variables adicionales en lugar de m + 1, pero la formulacién es enteramente anéloga.
La finalidad de este desarrollo es mostrar que sin importar cudn suave sea k(u) en
los extremos del intervalo de definicién, el sistema equivalente estard dado por una
DDE. Si la distribucion esta definida a tramos por polinomios, el efecto es similar:
supongase que

r(u), Ty <u<b,

s(u), b<u<Ti,
donde r(u) y s(u) son polinomios y supéngase también que r(b) = s(b), de modo
que k(u) es continua en (7y,T}). Notese que al calcular las derivadas de k(u), éstas
resultan continuas a tramos a partir de cierto orden. Por ejemplo, si r(u) es de grado

Cy s(u) es de grado m, y ademés ¢ < m, entonces

al, Ty <u<b,

) (u) =
s (u), b<u<Ti,
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donde a es una constante. Entonces al asignar variables auxiliares como en (7.71), se

obtendra
t—Tpo
xoy1(t) = / z(u)kO (t — u)du
t—T4
t—b t—To
= / x(u)s'9(t —u)du + al / z(u)du,
t—T1 t—b
y por lo tanto
t—b
dopr(t) = sOB N2t —b) — sOT)a(t — T)) + / 2(u)s“) (¢ — u)du
t—T1
+ allx(t — Ty) — z(t — b)].
Es decir, a menos que s (b(*)) = —al, ademas de los retardos causados por las dis-

continuidades en Ty y 17 aparecen retardos causados por las discontinuidades de las
derivadas de k(u) en u = b (notese que esto es lo que ocurre para el kernel triangular
en (7.64)).

Estos resultados sugieren que cuando se utilice un kernel definido en un intervalo
cerrado [Ty, T}] se arribara a un modelo equivalente definido por una DDE. Ademas,
si este kernel es un polinomio, el grado del mismo determinard el nimero necesario
de variables a agregar. Desde el punto de vista practico esto resulta un tanto des-
alentador: si se desea estudiar el efecto de distintos kernels en un sistema dado, en
cada caso debe reformularse el modelo equivalente. El mismo tendrda un nimero de
variables en principio no conocido y ademas puede tener miltiples retardos.

Sin embargo, desde la perspectiva del Método en Frecuencia, el problema parece ser
mas simple: si se modifica la distribucion s6lo cambia la expresion de la transformada
K(s), pero la estructura del problema, la cantidad de variables, la realizacion a utili-
zar, etc., no se modifican. También, el efecto de las discontinuidades del kernel puede
interpretarse en forma simple desde la perspectiva de la transformada de Laplace. Por
ejemplo, para una funcién como la que se muestra en la Fig. 7.10, se podria expresar
k(u) como

k(u) = g(u)[h(t — To) — h(t = T1)],
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donde g(u) es una funciéon continua en R y h(u) es la funcion escalon unitario dada

por (7.41). Entonces, K(s) esta dada por
K(s) = L{g(t + To)} e — L{g(t + Ta)} e,

y para un sistema escalar, el autovalor en frecuencia que se obtiene es de la for-

ma (7.23), es decir,

A(S;M)ZSJrl

Entonces, la ecuacion caracteristica resulta

s — 0 — 02K (s) =5 — 01 — 62 [Gry (s)e ™0 — Gy (s)e* "] =0, (7.76)

donde Gr,(s) := L{g(t+To)} v Gr(s) := L{g(t+ T1)} usualmente estan dadas
por cocientes entre polinomios de la variable s. Entonces, la Ec. (7.76) resulta un
cuasipolinomio que se puede interpretar como la ecuacion caracteristica de una DDE.
Por otra parte, supongase que en (7.65) la funcion k(u) no tiene soporte compacto y

que es continua en R. Entonces x1(t) se define como en (7.67). En este caso resulta

t

i1 (t) = 2(t)k(0) + / (w)k (t — u)du,

— 00

t
dado que, como [ k(u)du es convergente, entonces lim k(77) = 0. En principio, si

—00 T1~>OO

t

/ z(u)k™ (t — u)du,
—o0
resulta convergente para todo n (como sucede para la distribucion gamma), entonces

t
i;(t) = x()kY=D(0) + / c(w)kW(t —u)du, 1<j<n+1,
—o00
y en principio en estas ecuaciones no aparecen términos con retardos constantes.
Nuevamente, el MF provee una interpretacion méas simple: si k(u) es continua para
u € R, su transformada de Laplace K(s) en general no contiene términos de la
forma e*7. En consecuencia, a partir del autovalor (7.75), se obtiene una ecuacién

caracteristica que resulta un polinomio y no un cuasipolinomio de la variable s.
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7.6. Ejemplo: Neuronas acopladas

Como ejemplo final de este capitulo se propone el estudio del modelo de dos
neuronas acopladas que ha sido presentado en (Liao et al., 2001). El mismo esta dado

por
( ¢

1(t) = — 21 (t) + auf m@%4b/k@—UMﬂwmt,

—00

(7.77)

t

¢ﬂﬂ=—xﬂﬂ+aﬁ’xﬂﬂ—b{/k@—Umemt,

—00

donde a;,b; > 0. Las variables x;(t) representan el potencial medio de la neurona y b;
es una medida de la influencia de la historia previa®. Se supone que f(-) es suave y
ademas verifica

f0)=0, wuf(u)>0,Vu>0.
En el trabajo de Liao et al. (2001), los autores estudiaron la existencia de bifurcaciones
de Hopf mediante la técnica de formas normales (Faria & Magalhaes, 1995) para el
caso en que k(u) es una funcion gamma débil, es decir, k(u) = ae™*".

Para el analisis del sistema (7.77) utilizando el MF se elige la siguiente realizacion

-1 0 10 . ay f(ba Yor — y2)
A= ., B=C= ] g(y(t)): )
0 -1 01 az f (b1 yix — y1)
t
donde se ha utilizado la notacion compacta i (t) := [ y;(u)k(t — u)du. La funcion

de transferencia para la parte lineal es

fg) = G(s) ) 1 10
s = G(s)K(s) 0= 0 1

Notese que como f(0) = 0, entonces (71,72) = (0,0) es un equilibrio de (7.77), es
decir y* = 0. Para este punto de equilibrio, la matriz Jacobiana esta dada por
0 —ay f'[(ba—1)yp] 0 a1ba f'[(b2—1)ys]
—azf'[(b1—1)u1] 0 azby f'[(b1—1)y1] 0
0 —ay 0 albg
—as 0 CLle 0

?Un sistema similar ha sido estudiado por Liao et al. (2004), donde la funcién no lineal se modela
como una tangente hiperbdlica.
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donde pu representa el vector de parametros y f' := f’(0). Luego, la matriz de lazo

G*(s)J(p) esta dada por

0 —a 0 albg
G*( )J( ) f/ —a9 0 CLle 0
S =
a s+1 0 —CllK 0 CllbgK
—CLQK 0 CLleK 0

donde, por simplicidad se denota K := K(s). La ecuacion caracteristica h(\, s; ) =

Ay — G*(s)J(p)| = 0 resulta

a1f’ *alef/
)\ s+1 O s+1
azf’ A —agb f 0
hA sip) = | 7 i ,
0 a1 f'K A —a1ba f'K
s+1 s+1 (778)
asf'K —agb1 f'K
p 0 s+l A
A2 2 2 N2
= L1 {)\ (s 4+ 1) —ajas(f)* [1 K(s) — 1] [b2 K (s) — 1]} = 0.
Entonces, la condicion de bifurcacion h(—1, s; 1) = 0 se puede expresar como
(s +1)* — arao(f)? [ K (s) — 1] [0 K (s) — 1] = 0. (7.79)

Es simple ver que las Ecs. (7.78) y (7.79) resultan mas simples de resolver si by = by,
y por ello, en primer lugar, se analizara este caso. Luego se abordara la situacion més

general en la que by # bs.

7.6.1. Caso simétrico (b; = by)

En primer lugar, se comenzaré estudiando el caso que se denominard simétrico,
en el cual el peso de la historia previa es igual para las dos neuronas (b = by = b).
En este caso, a partir de (7.78), se obtiene la expresion del autovalor en frecuencia
como

< bK(s) — 1]
Alsip) = 0— 29—

donde ¢ := \/ajasf’. La condicion de bifurcacion de Hopf X(iwg; p) = —1 resulta en
d[bK (iwg) — 1] = —1 — dwp, de donde se obtiene

Y

(5—1—iw0

K(iOJo) = bo

(7.80)
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0
Figura 7.11: Diagrama de bifurcacion para el sistema (7.77) con kernel gamma débil

(p=1).

Tomando como ejemplo el kernel gamma, se tiene KP(s) = a”/(s+ a)? y la condicion

de bifurcacion (7.80) resulta
aPbd = (0 — 1 — iwp)(a + iwp)?. (7.81)

Por otra parte, si en (7.80) se hace wy = 0, resulta K(0) = (§ — 1)/(bd), entonces,

siempre ocurre una bifurcacion estatica para § = dgr := 1/(1 — b).

Kernel gamma con p=1

Para el caso débil (p = 1) utilizado por Liao et al. (2001), la Ec. (7.81) resulta
abd = a(6 — 1) 4+ wi +iwe(d — 1 — a),

y mediante calculos simples se obtiene

a=06—-1, wy=+/(6—1D[5(b—-1)+1].

Para que exista solucion, deben verificarse § > 1y §(b — 1) + 1 > 0. Para el caso
limite en que 6 = dgr = 1/(1 — b), la frecuencia critica tiende a cero, y la curva de
Hopf colisiona con la estéatica (ST) en un punto denominado BT (Bogdanov-Takens).

En la Fig.7.11 se muestra el diagrama de bifurcaciéon, donde se ha tomado b = 1/2.
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2.57
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200 -
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Figura 7.12: Diagrama de bifurcacion para el sistema (7.77) con kernel gamma fuerte
(r=2).

Kernel gamma con p=2

Para el caso del kernel fuerte (p = 2), la Ec. (7.81) resulta
a’bd = (6 — 1)(a® — wi) + 2aw] + iwg[2a(6 — 1) + wj — a?],
y separando partes real e imaginaria se obtiene

a’bd = (6 —1)(a® — wd) + 2aw}
0 = wol2a(6 — 1) +w? — a?].

De la primera ecuacion resulta wi = a? — 2a(§ — 1), y reemplazando en la segunda,

luego de unos célculos simples se llega a
abd =2(6 — 1 —a)?. (7.82)

La ecuacion anterior define en forma implicita (para valores fijos de b) la curva de
Hopf en el plano (4, a). Como antes, debe considerarse que la curva de Hopf colisiona
con la curva estatica (ST) para dg7 = 1/(1 — b). La Fig.7.12 muestra el diagrama de

bifurcacion, donde nuevamente se ha considerado b = 1/2.
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0

Figura 7.13: Diagrama de bifurcacion para el sistema (7.77) con kernel gamma con
p=3.

Kernel gamma con p=3

Tomando p = 3 en (7.81), se obtiene
bda® = (0 — 1 — iwo) [a(a® — 3w]) + iwo(3a® — wy)] -
Expandiendo factores y separando partes real e imaginaria se llega a

b63 = (0 —1)a(a® — 3wd) + w2(3a? — w?)

(7.83)
0 = w[(6d—1)(3a? —wd) — ala® — 3wd)].
De la segunda ecuacion es posible despejar wg como
2
1) —
W= B0 —d (7.84)

0—1-3a

Luego de unos calculos sencillos, la primera ecuacién en (7.83) se puede escribir como

wy +3a(0 —a—1)wi +a*[6(b—1)—1] = 0.

Reemplazando w? dado por (7.84), la ecuacion anterior es equivalente a F(d,a) = 0,
donde F'(,a) es una forma polindémica en los pardametros ¢ y a (considerando valores

fijos de b). Es decir, F(,a) se puede expresar como

F(6,a) =) "> cpdlar, (7.85)

=0 k=0
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La ecuacion F'(d,a) = 0 define en forma implicita la curva de Hopf en el espacio de

parametros (§,a), como se muestra en la Fig. 7.13.

7.6.2. Caso general (b; # by)

Retomando la ecuacion caracteristica (7.78), se obtiene

2 _ 02K (s) — 1] [boK(s) — 1

A (s+1)2 ’

(7.86)

donde, como antes, 6% := ayas(f')?. Para un ntimero complejo w, considérese la rama
de la raiz cuadrada tal que w = +/|w[e??/?, donde 0 := Arg{w}, 0 < § < 2n.
Entonces, X(s; ) se puede expresar como

Sy/bi1K(s) — 1/boK(s) — 1
s+1 '

A(si ) = (7.87)

Por la presencia de la raices complejas, La forma funcional de este autovalor en fre-
cuencia es diferente a la que se ha trabajado hasta el momento. Nétese que (7.87)
permitiria no solo estudiar asimetrias en los parametros b; y by sino también dife-
rencias en los kernels de las dos neuronas. Si en (7.87) se hace s = 0, se obtiene la

solucion

1
V(b —1)(b — 1)

Utilizando (7.86), la condicion de bifurcacion se expresa como

dsr =

(1 +dwp)? — 6% [b1 K (iwp) — 1] [b2 K (iwg) — 1] = 0,
que para el kernel gamma KP(s) = a?/(s + a)?, resulta
(1 + iwp)?*(a + iwp)® — 6% [bra” — (a + iwg)?] [bea? — (a + iwp)?] = 0. (7.88)
Por ejemplo, para el caso débil, reemplazando p = 1 en (7.88), se obtiene
(1 + dwp)?(a + iwg)? — 82 [ab} — iwy] [aby — iwo] = 0,

donde b} := by — 1 y b} := by — 1. Expandiendo factores y separando partes real e
imaginaria se llega a
(a® —wd)(1 — wd) — daw? — 5*(a®bibs —w2) = 0

(7.89)
2[a? — wi +a(l —wd)] + ad? (b} + b3) = 0.
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De la segunda ecuacion, se obtiene

6% (by + b3)
2 170
=a|l+———-"5.
wy =a [ + 2at1)

Reemplazando en la primera, se halla que la condicion de Hopf equivale a F(9, a, b7, b3)
0, donde F' es una forma polinémica de sus variables. Por ejemplo, para valores fijos de
bi y b3, esta condicion se reduce a F(0,a) = 0, donde F(6,a) es de la forma (7.85). La
Fig. 7.14 muestra los diagramas de bifurcacion que se obtienen manteniendo by = 1/2

y tomando distintos valores de b;.

7.7. Conclusiones del Capitulo

En este capitulo se ha mostrado que el Método en Frecuencia permite el estudio
de EDRDs, utilizando una formulacion anéloga a la descripta en el Capitulo 4 para
el caso de retardos constantes. De hecho, la formulacién para EDRDs es mas general
que la desarrollada para DDEs, pues se ha mostrado que un sistema con retardo cons-
tante puede obtenerse como caso particular de un sistema con retardo distribuido.
La formulacion con el MF resulta natural al pensar el término integral del retar-
do distribuido como un producto de convolucién, que en el dominio de Laplace se
representa como un producto de funciones transformadas. Entonces, la variable “re-
tardada” puede verse como la variable original que pasa por un “filtro”, cuya funcion
de transferencia es K (s). Esta interpretacion permite una representacion en forma de
bloques realimentados para la cual el MF es directamente aplicable.

Con respecto a las EDRDs, la ventaja del enfoque frecuencial es que evita la formula-
cion de un modelo equivalente, que resulta necesario cuando se trabaja con las técnicas
denominadas “del dominio tiempo” (véase Culshaw et al. (2003); Ruan (2006); Smith
(2010)). De hecho, en (Liao et al., 2004), se utiliza el MF para estudiar un sistema
neuronal como el (7.77), pero utilizando un modelo equivalente de orden seis. En este
capitulo, se ha mostrado que la aplicaciéon del MF resulta mucho mas simple si el

problema se formula como se propone en la Seccion 7.3.2.



198 Capitulo 7. Sistemas con retardos distribuidos
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Figura 7.14: Diagramas de bifurcacion para el sistema (7.77) con kernel gamma débil,
con by = 1/2 y diferentes valores de b;. La region sombreada indica que el equilibrio
es estable.
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Capitulo 8

Conclusiones y trabajos futuros

A continuacion, se presentan las principales conclusiones de esta tesis:

= Se ha desarrollado una extension del método dado por el teorema grafico de
bifurcacién de Hopf, permitiendo el analisis de bifurcaciones locales de una am-
plia variedad de ecuaciones diferenciales funcionales retardadas. Se ha mostrado
como esta extension puede utilizarse para obtener aproximaciones de la ampli-
tud y frecuencia de las oscilaciones que aparecen en EDFRs, tomando como
ejemplos distintos modelos del oscilador de van der Pol con retardos. Ademés,
para balances armoénicos de alto orden pueden utilizarse las mismas formulas
que para sistemas EDOs, como las que se encuentran en (Moiola & Chen, 1996;

Robbio et al., 2007).

= El estudio de sistemas con retardos también se ha abordado desde el punto de
vista de sistemas discretos, lo cual resulta de interés cuando se trabaja con sis-
temas muestreados. Sin embargo, la motivaciéon principal del estudio de éstos
sistemas es que las bifurcaciones de mapas permiten comprender las bifurca-
ciones de ciclos limites de sistemas continuos. Para un modelo relativamente
simple se han encontrado comportamientos dindmicos complejos, cuya ocurren-

cia depende de la paridad del retardo utilizado en el lazo de realimentacion.

= Como aplicacion principal se realizo el anélisis de sistemas de control de conges-
tion de internet, que es una teméatica de gran actividad actualmente. El estudio
de este tipo de sistemas desde el punto de vista de bifurcaciones es fundamental
para poder comprender los fendémenos oscilatorios complejos que otros autores
observan en las simulaciones de redes. La obtencion del escenario dindmico com-
pleto permite conocer efecto de la variacion de pardmetros clave de la red sobre

su comportamiento. De esta forma, se pueden obtener ideas mas claras de cémo
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mejorar los algoritmos de control de congestion de datos, ya sea ajustando los

pardmetros en forma conveniente o disenando otras topologias de controladores.

= Se mostré como la metodologia en frecuencia puede aplicarse a sistemas con
retardos distribuidos, los cuales tienen diversas aplicaciones, como por ejemplo
redes neuronales (Ruan & Filfil, 2004), osciladores acoplados (Atay, 2003) y
principalmente en modelos de poblacién (Ruan, 2006) y de transmision de en-
fermedades (van der Driessche & Watmough, 2000). Es interesante notar que la
variante del MF propuesta en el Capitulo 7 es méas general que la presentada
en el Capitulo 4 para DDEs. El enfoque frecuencial parece més natural que
otras herramientas méas clasicas dada la estructura propia del problema, que
puede interpretarse en forma muy simple mediante el uso de la transformada de
Laplace. Ademas, la variante propuesta posee ciertas ventajas computacionales
ya que no es necesario formular un modelo equivalente que, dependiendo de la

funcion de distribuciéon que se utilice, puede ser dificil de obtener.

Como trabajos futuros a los desarrollos de esta tesis, se propone continuar la investi-

gacion en las siguientes lineas:

= Extender el analisis presentado en el Capitulo 6 a otros esquemas de control por
retardos, como por ejemplo los presentados en (de Souza Vieira & Lichtenberg,
1996). En este trabajo, los autores analizan algunos esquemas utilizando un
retardo de una muestra. E1 MF permite analizar dichos esquemas para cualquier
valor del retardo, lo cual podria ser 1til para determinar si otras estrategias de
control pueden provocar dindmicas complejas como las que se hallaron para el

sistema presentado en el Capitulo 5.

= Ampliar el analisis realizado en el Capitulo 5 considerando otros esquemas de
controladores que estan surgiendo actualmente. Ademas, los desarrollos del Ca-
pitulo 6 pueden utilizarse para estudiar modelos discretos de los algoritmos de
control de datos, como por ejemplo el analizado en (Ranjan et al., 2004). Esto
permitira combinar la potencialidad de las herramientas que se tiene tanto para

el andlisis de sistemas continuos como discretos.
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