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Resumen

El objetivo principal de este trabajo consistié en la aplicacién de la metodologia
de las Funciones Sturmianas Generalizadas (GSF) a la doble ionizacién de Helio por
impacto de electrones (e, 3¢). Este seria, estrictamente, un problema de cuatro cuerpos,
pero en el régimen de proyectiles rapidos el mismo puede reducirse a uno de tres. Has-
ta el dia de la fecha este problema continta sin estar adecuadamente resuelto: ningin
calculo tedrico ha conseguido reproducir correctamente las secciones eficaces totalmen-
te diferenciales (FDCS) experimentales. Més atin, el desacuerdo se hace extensivo a las
formulaciones tedricas. Los resultados presentados en esta tesis se muestran en consi-
derable acuerdo con aquellos de la metodologia Convergent Close—Coupling (CCC). La
presente tesis constituye un hito que evidencia el crecimiento del grupo de investiga-
cién, ya que es la primera en la que se logra resolver de forma exacta un problema de
tres cuerpos para un proceso de colision.

Se estudié ademas, en un modelo de momentos angulares nulos, la fisica contenida
en la propia funcién de onda de (e, 3e), en tanto a doble como a simple ionizacién. En
este modelo se establecié claramente la manera en la que la base GSF de tres cuerpos
es capaz de aproximar el comportamiento asintético de la solucién de dispersién, en
simple y doble ionizacion.

Otros estudios realizados consisten en la introducciéon de una metodologia numéri-
ca basada en la diferenciacion lagrangiana, con la que es posible obtener conjuntos
de GSF. La metodologia demuestra ser eficiente, precisa y capaz de una generalidad
inexistente en las implementaciones previamente disponibles para el grupo. Un ejemplo
de esto es la capacidad de trabajar con grillados radiales no uniformes, que incluso pue-
den contener una rotacién al plano complejo en el mismo espiritu que la metodologia
Exterior Complex Scaling (ECS). En el marco de los problemas de dispersién de dos
cuerpos se analizaron varias optimizaciones importantes para la base GSF. Su objeti-

vo, no obstante, fue estudiar prospectivamente en qué medida podrian incrementar el



rendimiento de los cédlculos en problemas de tres cuerpos.



Abstract

The main objective for this Ph D. work consisted in the application of the Gene-
ralized Sturmian Functions (GSF method) to the electron impact double ionization of
Helium (e, 3e). It is formally a four-body Coulomb problem, but under the fast projec-
tile regime it can be reduced to a three-body one. Up to this date, the (e, 3e) problem
has not found agreement between theories and experiments in this regime. Theories
themselves provide fully differential cross sections (FDCS) that differ in magnitude,
and in some cases even in shape. The results presented in this thesis show considera-
ble agreement with those of the Convergent Close-Coupling (CCC) formulation. The
present thesis constitutes a landmark which evidences the growth trend of the research
group in the fact that it is the first one which models a complete physical process, to
the degree that it is possible to establish a comparison with experimental FDCSs.

We also studied, in a zero—angular momentum frame, the physics contained in the
(e,3e) wavefunction: single and double ionization information. Within this model we
clearly established how the GSF basis manages to expand the asymptotic behaviour of
the scattering solution, for single or double ionization channels.

A new generating method for GSF basis was introduced. It is based in a lagrangian
differentiation scheme. It shows efficiency, high precission and it is capable of an un-
precedeted generality degree, not previously available to the group. For example, the
method allows for general, nonuniform radial grids, which may even contain a rotation
into the complex plane, in the same spirit as the Exterior Complex Scaling (ECS) met-
hodology. Within the two—body scattering problem frame, various optimizations were
tested for the GSF basis. They were, however, prospective studies to test whether the
performance of the GSF basis applied to three-body problems could be increased.
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Introduccién 3

La presente tesis tuvo como objetivo central la resolucién del problema de doble
ionizacion de Helio por impacto de electrones en el régimen de proyectil rapido em-
pleando la metodologia de las Funciones Sturmianas Generalizadas (GSF). Al dia de
la fecha, las mediciones en escala absoluta presentadas [1, 2] no han podido ser satis-
factoriamente caracterizadas por ningin esquema tedrico. Es decir, no concuerdan las
secciones eficaces totalmente diferenciales experimentales con las proporcionadas por

los métodos tedricos.

Si bien la doble ionizacién de Helio por impacto electrénico es, estrictamente, un
problema de cuatro cuerpos, en el mencionado régimen son validas ciertas aproxima-
ciones que permiten reducir su complejidad a uno de tres. Ain asi, para el problema
cuéntico de tres cuerpos no se conoce una solucion cerrada. Una forma de proceder ante
esta situacién consta de utilizar funciones de tres cuerpos aproximadas [3] (o cuatro [4])
que toman en cuenta el régimen asintético del problema en cuestion, siendo estas solu-
ciones validas para cuando las particulas se han distanciado lo suficiente. Por esta via es
posible obtener descripciones fisicas que con frecuencia resultan satisfactorias en forma
cualitativa. Algunas mejoras en estos modelos aproximados pueden ser introducidas
mediante el uso de cargas dependientes de los momentos, con el objeto de incorporar
el apantallamiento segin las direcciones de escape de los electrones [5]. Estos enfoques,
aun cuando se limitan a describir cualitativamente los fenémenos, frecuentemente sobre
o subestimando por 6rdenes de magnitud la seccién eficaz de interés, permiten sondear
la clase de mecanismos subyacente gracias a sus expresiones analiticas. En contrapo-
sicion, existe un espectro de metodologias denominadas ab—initio capaces de obtener
una soluciéon numéricamente exacta de un problema de tres cuerpos. Parte importante
de la dificultad para resolver adecuadamente estos problemas de tres cuerpos radica en
la imposicién de las condiciones asintéticas. Concretamente, recae en el hecho de que
no es de antemano conocida la manera en que cada canal se poblard y que cada uno

posee un comportamiento asintético diferente.

Una de las metodologias que ha mostrado ser capaz de resolver satisfactoriamente
problemas de tres cuerpos es la denominada J-Matrix [6, 7, 8]. Desarrollada a mediados
de la década de 1970 [7, 9, 10], se ha visto aplicada en numerosas ocasiones sobre
problemas de tres cuerpos tanto sobre la ecuacién de Lippmann—Schwinger [8, 11, 12]

como sobre las ecuaciones de Faddeev—Merkuriev [13, 14, 15, 16]. En lineas generales,
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se expresa la funcién de tres cuerpos separada en una regioén interna y una externa,
ambas con coeficientes a determinar. En la primera se utiliza una base de cuadrado
integrable, mientras que en la segunda se imponen condiciones de simple continuo para

uno de los electrones, considerandose que el mismo ha sido dispersado.

La metodologia llamada Convergent Close Coupling (CCC) formula la solucién de
un problema de tres cuerpos en términos de productos entre funciones, a determinar, de
un electrén libre con autoestados del blanco [17, 18]. Para estas funciones se obtiene un
sistema integro—diferencial de ecuaciones. No obstante, se pospone la resolucién directa
de tal sistema y se escribe una ecuacion de tipo Lippmann—Schwinger para la matriz de
transicion. Es en esta etapa, a través del operador de Green involucrado, que se impone
un comportamiento de tipo saliente a las soluciones. Los estados del blanco se obtienen
de una diagonalizacién por medio de una base de cuadrado integrable. Para representar
el continuo del blanco la metodologia se vale de pseudoestados, aproximaciones de

cuadrado integrable a estados del continuo.

El Exterior Complex Scaling (ECS) evita la imposicién de una condicién asintética
en particular realizando sobre las coordenadas radiales una rotacién al plano complejo
[19]. De esta forma, las ondas con comportamiento de tipo saliente son mapeadas a
decrecimientos exponenciales, con los que a su vez posible imponer, a partir de cierta
distancia, un cero numérico a la funcién de onda sobre la frontera del dominio. En el
ano 1999 fue publicado en la revista Science [20] un trabajo en el que se establece la

solucién definitiva de problemas de tres cuerpos mediante la metodologia ECS.

Existen implementaciones capaces de resolver un problema de cuatro cuerpos com-
pleto, es decir, tratando los tres electrones en pie de igualdad. Las mismas, empero,
estan limitadas a electrones lentos, de manera tal que con grillados numéricos de una
densidad moderada se puede caracterizar la funcién de onda. Destacamos las contri-
buciones de Bartlett [21, 22] como benchmarks dentro de un modelo de onda S en
el marco de la metodologia Propagated Exterior Complex Scaling (PECS). La misma
consiste en una adaptacion del esquema ECS, y el autor comenzé con tales desarrollos
en su trabajo doctoral [23], aplicando la metodologia a problemas de tres cuerpos. Aun
cuando prometedora, esta metodologia solo ha sido aplicada a problemas de cuatro

cuerpos simplificados, es decir, como ya dijimos a modelos S del sistema.

Es posible evitar completamente la imposicién de condiciones asintéticas y reem-
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plazarla por condiciones iniciales si se trabaja dentro de formalismos dependientes del
tiempo. Con la metodologia de Time-Dependent Close-Coupling (TDCC), Pindzola y
colaboradores [24] han atacado de manera directa un problema de cuatro cuerpos, al
igual que Bartlett, en un modelo de onda S . Los autores también han, previamen-
te, resuelto versiones de tres cuerpos en el contexto de la simple ionizacién de Helio
[25] y la doble fotoionizacién de la misma especie [26]. Més recientemente, Pindzola y
colaboradores han resuelto el problema de la doble ionizacion de He por impacto de
electrones como un problema de cuatro cuerpos en toda regla [27]. Debido al gran costo
numerico, el estudio se restringe a situaciones en las cuales el proyectil tiene muy bajas

energias.

En las resoluciones dependientes del tiempo debe tomarse el recaudo de que, du-
rante el periodo de la simulacién, los paquetes de onda asociados al proyectil o a los
electrones eyectados alcancen las fronteras del dominio considerado. Este aspecto se
puede solucionar si se emplea una grilla expansible en el tiempo, es decir, que se dilata
de manera tal que nunca se alcance tal situacion: es el fundamento de la metodologia
Wave Packet Evolution [28]. De entre la clase de metodologias dependientes del tiempo
debemos mencionar también al Time Dependent Exterior Complex Scaling (TDECS)
29, 30, 31, 32]. La idea detras de tal implementacién es reducir la cantidad de operacio-
nes computacionales necesarias: se reemplaza la resolucion de un sistema lineal por un
conjunto de operaciones de tipo matriz por vector. Esta implementacion en principio
escalaria mas favorablemente que las impementaciones independientes del tiempo del

ECS [33] para sistemas de tres y cuatro particulas.

Para finalizar la breve descripcién de algunas metodologias relevantes para acometer
la resoluciéon de problemas de tres cuerpos, mencionaremos la metodologia que ha
desarrollado el grupo de Fisica Atéomica de la Universidad Nacional del Sur y Centro
Atémico Bariloche. El corazén de la misma yace en la imposicién de las condiciones
asintoticas del problema en cuestién a través de las propias funciones de base, hecho
que simplifica notablemente las implementaciones respecto de, por ejemplo, el CCC o
el J-Matrix, que requieren de sofisticados subterfugios para modelar las condiciones de

doble continuo.

Repasaremos de manera sintética la trayectoria del método y las aplicaciones lle-

vadas a cabo por el grupo de Fisica Atémica de la Universidad Nacional del Sur.
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La metodologia de las Funciones Sturmianas Generalizadas (GSF, por sus siglas en
inglés) fue introducida recientemente si se la compara con las otras ya mencionadas.
Comenzé a ser implementado por el grupo a partir del trabajo de Frapiccini et al [34],
en el que se introdujeron los aspectos esenciales de la metodologia. En las referencias
[35, 36] se pueden encontrar las propiedades matemadticas de los conjuntos de base
Sturmianos. Entre las contribuciones del grupo hallamos aplicaciones al problema de
dos cuerpos [34, 36] y de estados ligados de tres cuerpos [37, 38, 35]. Para sistemas
ligados la base de Funciones Sturmianas ha mostrado ser sumamente eficiente, puesto
que se pueden obtener, comparativamente con escasos recursos computacionales, re-
presentaciones muy precisas de atomos libres [37, 38, 35] y confinados [39]. El método
GSF también se ha visto implementado a problemas de dispersién de tres cuerpos en
los trabajos [40, 41, 42, 43]. En todos ellos se establecié la eficiencia y precisién que
puede entregar la metodologia GSF. Un compendio completo puede encontrarse en la

referencia [44].

La serie de datos experimentales con la problematica que apuntamos a resolver
procede de mediciones publicadas en 1998 [1], un subconjunto de las mediciones pre-
sentadas en 1999 [2] junto con una serie de calculos realizados por la metodologia CCC.
Experimentos mds recientes son los de A. Dorn [45, 46], también en el régimen de in-
terés en esta tesis, pero los mismos no disponen de una escala absoluta. Siendo que
varias teorias, incluso aquellas basadas en funciones analiticas aproximadas, produ-
cen secciones eficaces fisicamente plausibles [3, 47|, es determinante disponer de datos

experimentales en escala absoluta.

A continuacién describiremos la diagramacion de la presente tesis y el ordenamiento
de la informacién presentada. En el marco de este trabajo se realizaron numerosos
estudios sobre problemas de dos y tres cuerpos, frecuentemente interrelacionados, ya
que en la mayoria de los casos un experimento numérico sobre dos cuerpos constituia
prospecciones sobre mejoras a implementar sobre los de tres. Por ende, la distribucién
mas adecuada consistio en agrupar los resultados en dos secciones principales. Una
primera abocada a los problemas de dos cuerpos y una segunda donde se presentan los
calculos de problemas de tres cuerpos. Al final de cada una se delinea una recapitulacién
con los aportes realizados y futuras continuaciones. Como cierre del trabajo en su

totalidad se presentan las conclusiones generales.



Introduccién 7

En la primera mitad se realiza un pormenorizado estudio de las bases GSF que
el grupo de investigacién ha utilizado hasta la fecha. Se clasifican en tres arquetipos
basicos, v de cada uno se establecen sus rangos de idoneidad. Otro estudio realizado
permite comprender las capacidades de expansién de todo un conjunto de base y como
varia la misma de acuerdo a la region espacial en consideracién. Se introdujo también
un cédigo capaz de producir bases GSF, con gran flexibilidad y generalidad que con-
sigue anadir capacidades nuevas a las implementaciones disponibles con anterioridad
en el grupo. Una implementacién con argumentos similares también se introdujo para
generar otro tipo de base recientemente introducido por el mismo grupo: las Funciones
Quasi—Sturmianas. Con ambas herramientas se estudiaron numerosas optimizaciones,
teniendo por finalidad caracterizar apropiadamente las maneras de trabajar de la ba-
se, que es en si un aspecto en estudio principalmente por sus consecuencias sobre los
problemas de tres cuerpos. En estos problemas los costes computacionales son con-
siderablemente mayores, y por lo tanto es menester conocer los detalles técnicos que
permitan reducirlos. La eficiencia en cuanto a recursos computacionales que presenta
la base GSF en comparacién con otras metodologias ab—initio preexistentes ha sido
establecida en la tesis del Dr. Juan Randazzo [48]. Conforme se conocen aspectos més
profundos de la base GSF, méas idéneo serd el uso de los recursos computacionales en

el modelado de problemas fisicos de interés.

En la segunda mitad se formula el problema de cuatro cuerpos, de (e, 3e) y se plantea
la formulacién que, en el rango de energias incidentes elevadas lo transforma en uno
de tres. Acto seguido se acomete la resolucién del mismo por medio de la metodologia
GSF. En primera instancia se estudia la fisica subyacente en la propia funcién de onda
de dispersion, tanto sobre los canales de simple como de doble continuo; todo esto en
el marco de un modelo de onda S. En las secciones siguientes se considera el modelo
completo de la problematica. Se muestran las funciones de onda del problema general,
y se analizan las secciones eficaces totalmente diferenciales (FDCS) que se obtienen
de nuestros calculos. Aquellos resultados son contrastados con datos experimentales y
con teorias de otros equipos de investigacién. Notablemente, se obtiene un muy buen
acuerdo con otra de las teorfas, el CCC, en la forma y en la magnitud de las FDCS.
Nuestros resultados presentan una correcta estructura de minimos que es esperable de

acuerdo a argumentos formales del régimen de bajo momento transferido, al igual que



8 Introduccién

los del CCC.

Un aspecto que refleja el crecimiento a nivel de grupo de investigacién es que la
presente tesis sea la primera en la que se modela un problema fisico del continuo hasta
el punto de poder establecer comparacion con datos experimentales. Es de esperarse
que la tendencia mantenga en los trabajos doctorales venideros.

Si bien esta tesis estd escrita en idioma castellano, se hard uso de siglas basadas en
nombres en inglés, a fin de mantener una misma nomenclatura con las publicaciones
especializadas, que mayoritariamente se encuentran esta iltima lengua. En todo el
desarrollo de la tesis se ha hecho uso del sistema de unidades atémicas, apropiado para
caracterizar las magnitudes microscépicas aqui estudiadas. Tanto las siglas como las

unidades utilizadas se encuentran anotadas en el apéndice A para una rapida referencia.






El problema de los dos cuerpos






Capitulo 1

Bases Sturmianas

1.1. Introduccion

La formulacién del problema de Sturm—Liouville y teoremas asociados se debe a J.
C. P. Sturm y J. Liouville, quienes en una serie de trabajos publicados entre 1836 y
1837 definieron sus bases. En particular, las contribuciones de Sturm se centraron en
las propiedades de los autovalores y comporamiento cualitativo de las autofunciones,
mientras que Liouville se abocd mayormente al estudio de la expansién de una funcién
arbitraria en términos de una serie infinita de autofunciones [49]. Este concepto consti-
tuye una generalizacion a las expansiones de Fourier, y es utilizado en numerosas ramas
de la fisica. En el dominio de la fisica atémica, las primeras aplicacién de bases Stur-
mianas, datan de la década de los ’50, con los trabajos de Shull y Lowdin [50] y Holoien
[51]. Se trataba de investigaciones relacionadas con los estados ligados de dtomos de
dos electrones activos, empleando como base lo que se conoceria luego como Sturmians
Coulombianos. Fue Rotenberg [52] quien acuné la definicién de Sturmian, senalando
su coneccion con la teoria de Sturm-Liouville. Glockle y colaboradores trabajaron con
lo que denominaron estados Weinberg, que son, de hecho, Funciones Sturmianas, en
problemas de dispersién [53]. Goscinski replanteé a las Funciones Sturmianas como
soluciones de una ecuacion de Schrodinger con una energia definida externamente, to-
mando como autovalor la magnitud de un dado potencial [54, 55]. En dichos trabajos
solamente se estudian las funciones de energia negativa, y no se esboza un esquema que
permita generarlas. El estudio formal de Goscinski considera Funciones Sturmianas, en
principio, de un ntmero arbitrario de particulas, y su aplicaciéon es fundamentalmente
en el dominio de los sistemas atémicos y moleculares ligados [55].

Las Funciones Sturmianas de energia negativa, han visto amplia aplicacién en calcu-
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los de tipo ab—initio para atomos multielectrénicos y sistemas moleculares, como se
aprecia en la referencia [55] y las referencias alli presentes. Su uso facilita tasas de
convergencia rapidas en las expansiones de atomos polielectrénicos [50, 51, 56]. En
cuanto al uso de Sturmians de energia positiva, pueden mencionarse los trabajo de G.
Rawitscher [57] y R Szmytkowski [58]. En afios recientes, el grupo de Fisica Atémica
de la Universidad Nacional del Sur ha generalizado el trabajo de G. Rawistcher, propo-
niendo diversos métodos con los que generar conjuntos de base Sturmianos [59, 37, 60]
de valores complejos y comportamiento asintético entrante o saliente.

Durante este trabajo se utilizo la experiencia previamente adquirida por el grupo
en cuanto a Funciones Sturmianas, a la vez que se aportaron conocimientos nuevos. Se
presenta en la secciéon 1.2 un compendio de sus propiedades matematicas fundamen-
tales, senalando cudles de éstas las convierten en herramientas utiles para el estudio
de problemas fisicos. Asimismo, se discute en profundidad una metodologia numérica
desarrollada en el marco de esta tesis. La misma se basa en un esquema de diferen-
ciacién lagrangiano y posee grandes prestaciones y potencialidades. Posteriormente se
analizan distintos problemas de aplicacién de la base para establecer y mejorar su

rendimiento.

1.2. Propiedades generales

Comenzaremos por proporcionar la ecuacién que define a las Funciones Sturmianas

Generalizadas:

v u () - By © 22 - g vy @ 22

donde Y, (T) son los denominados Arménicos Esféricos [61, 62, 63|, autoestados del
operador de momento angular. Esta separacién en una parte angular y otra radial
es posible dado que los potenciales U (r) y V (r) son tunicamente dependientes de la

distancia r al origen. Para la funcién S, (r) esto representa

[T+ U(r) — Eg) Sin(r) = =Bin V(1) Sin(r), (1.2)
siendo 7; = —i% + lél;é). La ecuacion (1.2) es similar a la ecuacién de Schrodinger

independiente del tiempo. La diferencia subyace en que en (1.2) el autovalor interviene

como peso %, de un potencial dado, siendo la energia E; un pardmetro fijado exter-
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namente. Para determinar completamente un conjunto de autofunciones necesitamos
imponer dos condiciones de contorno. En el origen forzamos la regularidad del conjunto,
es decir,

Sl,n (7" == O) =0. (13)

En la regién externa, donde r > R, la ecuacién radial (1.2) se reduce a:
[T +U(r) — E] Sin(r) = 0. (1.4)

Puede imponerse entonces una forma asintética, S, (1) = fas () , que sea compatible
con la ecuacién (1.4). Dependiendo de la energia E; y el potencial U(r) serdn las
elecciones posibles de f, (7).

A continuacién, se listan algunas posibles f,; (r) de interés fisico. Suponiendo que

U(r) tenga comportamiento asintético coulombiano y la energia sea positiva:

fas (r) = e H" (Z,k,r) + c_H; (Z, k,7), (1.5)

es decir, una combinacion de las soluciones con condicién de flujo entrante H,” (Z, k, 1),
saliente H;" (Z,k,r). No es estrictamente necesario que la carga Z de la condicién
asintética coincida con la carga que se percibe a grandes distancias en el potencial
U(r). Este detalle se explotard mas adelante en la tesis, en el estudio de la ionizacién
simple en problemas de tres cuerpos.

Si en cambio la energia fuese negativa, la forma asintética fisicamente aceptable

seria:

Jas (r) = e7hr =R ool2kn), (16)

Una situacién diferente se encuentra en los problemas confinados arménicamente, es
decir por un potencial U(r) — Lmw?r?. Las funciones no se extienden indefinidamente,

sino que estan moduladas por una exponencial gaussiana:

2

fas (1) = €72, (1.7)

Siendo las funciones Sturmianas soluciéon de un problema de Sturm-Liouville (de
alll su nombre), satisfacen una relacién de ortogonalidad pesada por el potencial gene-
rador V(r):

Virn = /000 St (1) V(1) Spp(r) dr o< 0 1, (1.8)
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asi como una relacién de clausura:

Z Sin(r') :jj:) Sin(r) _ 5(r — 1), (1.9)

n

Esta expresion de la relacién de clausura fue presentada por O. Goscinski [54]. En
trabajos previos del grupo [41, 37, 64, 36] se ha empleado una expresién similar pero
sin el factor ﬁ En estos casos se asume que las funciones Sturmianas se encuentran
normalizadas de manera tal que la relacién de ortogonalidad (1.8) adopte estrictamente
la igualdad con una delta de Kronecker. Otra opcién es normalizar las funciones de
manera tal que en la region asintética se comporten estrictamente como la funcién
asintética fus (). Esto puede resultar de utilidad para los problemas de dispersion,
como se verd mas adelante.

Para los casos de f,; () con flujo no nulo los autovalores del problema resultan
complejos. Por tanto, las funciones estan verificando una ecuacién de Schodinger con
un potencial complejo, hecho que implica la creacién de flujo saliente (H;" (Z,k,7)) o
entrante (H; (Z, k,r)) de corriente de probabilidad [61].

Es importante destacar que la proyeccion sobre los elementos de la base GSF, como
por ejemplo en (1.8) no lleva conjugacién compleja [44], hecho que permite que ciertas
integrales oscilatorias de extension espacial infinita posean un valor definido [36].

En los proximos apartados se ilustrara la forma y las propiedades de algunos tipos

de bases Sturmianas utilizados significativamente en esta tesis doctoral.

1.2.1. Sturmians: V(r) concentrado

Estos potenciales generadores han sido los mas extensamente utilizados por el gru-
po, tanto para calcular estados ligados [37, 64, 59] como para problemas del continuo
[41, 36].

El potencial mas emblematico de este estilo es una forma apantallada del potencial
coulombiano:

o/

V(r) = . (1.10)

r

Dado que la magnitud decrece exponencialmente con r, en (1.2) se alcanza el com-
portamiento asintético rapidamente, si bien esto estd modificado por la magnitud del
autovalor [3 .

En el caso de energias positivas, en un grafico de los autovalores en el plano complejo
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(Fig. 1.1) se pueden evidenciar dos ramas principales. Una de ellas consta de estados
cuyo autovalor posee parte real positiva: seran de tipo repulsivo, pues su amplitud cerca
del origen es escasa. La otra clase se caracteriza por poseer autovalores de parte real

negativa. Seran de tipo atractivo, concentrando oscilaciones cerca del origen.

30 T T T T T T

|
200 300

Figura 1.1: Autovalores del potencial de Yukawa para energia positiva (0.791)

Dado que V(r) no cambia de signo, la parte imaginaria de los autovalores debera ser
siempre positiva para estados con condicién de onda saliente (fus (r) = H," (Z, k, 7)),
puesto que es justamente este término el que se ocupa de crear el flujo de particulas.
En la figura 1.2 observamos dos autofunciones del continuo de un potencial de Yukawa.
Una de tipo atractivo, en trazo continuo rojo y una de tipo repulsivo, en trazo a rayas
azul. Se distingue claramente la manera de localizar las oscilaciones que presentan las
funciones segun el signo de la parte real del autovalor.

Para energias reales y negativas los potenciales generadores de tipo concentrado
proporcionan bases sumamente adecuadas para resolver problemas de estados ligados.
Los estados ligados del atomo de Helio en esta tesis se calcularon exclusivamente con
bases de esta clase de potencial y energia negativa.

Otro potencial conocido de esta categoria es el de Hulthén, que posee resolucion
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analitica en onda S y serd abordado en una seccién posterior en gracia a dicha analiti-

cidad.
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Figura 1.2: Base de tipo Yukawa

Un caso algo menos concentrado es el del potencial Coulombiano truncado, que
posee el mismo tipo de singularidad en el origen que el potencial de Yukawa, pero su
decrecimiento con r es mas lento. Para energias positivas los Sturmians coulombianos
serfan divergentes como potencias de r [48], y por tanto el potencial generador debe
truncarse si se desea obtener una base de estados del continuo fisicamente aceptable.
Los estados de energia negativa del potencial coulombiano, por otra parte, si forman
una base y han sido utilizados ampliamente en la literatura [65, 12, 51, 66, 9]. Sus
caracteristicas serdn descritas en el apartado posterior sobre Sturmians analiticamente

resolubles.

1.2.2. Sturmians: V(r) disperso

Este tipo de potenciales generadores proporcionan bases que guardan similitud con
las de la energia. No obstante, se sigue tratando de potenciales que, fuera de un cierto
radio, se anulan, con lo cual siguen siendo de corto alcance.

Son poseedores de una dinamica diferente a los Sturmians descritos en 1.2.1, pues-

to que no se localizan en una regién particular del dominio radial. Su naturaleza se
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puede comprender si se reescribe (1.2) considerando V(r) = 1, un generador de tipo

rectangular:

[T +U(r) = (Es — Bu)] Sin(r) =0 (1.11)

Se podra entonces apreciar la resemblanza con los autoestados de la energia: el
autovalor 3, ocupa un rol similar al de E,. No obstante, fuera del rango del potencial
generador, r > R, se tendrd que V(r) serd cero y las funciones presentardn el mismo
comportamiento asintético dado por (1.4).

Los autovalores se ramifican en repulsivos y atractivos al igual que se mostré en la
seccion de inmediato anterior, pero aqui moldean de otra manera a las autofunciones:
en el caso de potenciales generadores de tipo disperso los autovalores repulsivos corres-
ponderan a frecuencias de oscilacién més lentas mientras que los atractivos lo haran

con las rapidas. Vemos en la figura 1.3 los autovalores correspondientes a una base de

tipo disperso.
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Figura 1.3: Autovalores del potencial rectangular para energia positiva (0.791)

A las dos clases ya mencionadas de autovalor es necesario anadir un tipo espe-

cial, apreciable para los potenciales V(r) dispersos cuando la energfa es positiva. Para
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comprender esta clase de autovalores particularizaremos el estudio, considerando un
potencial rectangular V(r) = 1, pero los argumentos seran vélidos para cualquier po-
tencial V(r) apreciable en una regién del espacio donde U(r) también tenga presencia
significativa. Se denominé a los estados de estas caracteristicas pseudoligados, siendo
los mismos por ser numéricamente coincidentes con estados ligados de U(r) atin cuan-
do se haya impuesto una condicién asintdtica de tipo onda saliente. Se distinguen de
los de tipo repulsivo o atractivo por la fase de su autovalor: su parte imaginaria es
comparativamente muy pequena respecto de la real, estando practicamente posados
sobre el eje real positivo si la energia F es real. Estos elementos de base son tales que

(Es — Bn) se corresponde con un autovalor ligado del potencial auxiliar U(r).

Una forma de asegurar que los elementos pseudoligados estén siempre incluidos
en la base consiste en seleccionar los Sturmians en orden ascendente segin la parte
imaginaria de su autovalor. Dado que los pseudoligados presentan fases y partes ima-
ginarias muy pequenas, seran los primeros seleccionados por este criterio. Se hallé que
los elementos pseudoligados toman existencia cuando el alcance del potencial genera-
dor excede apreciablemente al del auxiliar, siendo el auxiliar de tipo atractivo. Los
pseudoligados, al asemejarse a autoestados de la energia, van creciendo en extension
espacial conforme més excitados son, llegando un punto en que pasan a percibir el
alcance limitado del potencial generador asi como las condiciones asintéticas salientes.
En esta situacion se observa que los autovalores comienzan a difuminarse con los de
tipo repulsivo. Mostramos en la figura 1.4 elementos de base de energia positiva de
un potencial rectangular y un auxiliar de tipo coulombiano atractivo, incluyendo un

elemento repulsivo, uno atractivo y uno pseudoligado.

Segtin se mostrard mas adelante en la presente tesis, los elementos pseudoligados
resultan importantes en la resolucion de problemas de tres cuerpos donde estan abier-
tos los canales de simple ionizacién. Dentro de la clase de potenciales generadores
extendidos podemos encontrar también al de Woods—Saxon, utilizado en trabajos de

G. Rawitscher [67, 57], cuya forma funcional es:

Vir) = — . (1.12)

14 e ows

Este potencial puede considerarse una versién suave del pozo rectangular, con un

radio maximo R, y un decaimiento exponencial cuya rapidez viene dada por . Se
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puede establecer una analogia entre las bases de tipo disperso y las bases de Fourier:
ambas edifican una solucién aportando, a grandes rasgos, una frecuencia de oscilacién

cada elemento.
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Figura 1.4: Funciones Sturmianas asociadas a un potencial generador de tipo rectan-
gular.

1.2.3. Sturmians: V(r) hibrido

Las dos clases de potencial generador presentadas hasta ahora podrian pensarse
como los casos limite de una mas general, con la posibilidad de tener un pronuncia-
miento importante en las proximidades del origen a la par que una extensién espacial
que abarque todo el dominio radial considerado.

Ejemplos sencillos de potencial hibrido podrian ser:

1
V(r) = A+B; (1.13a)
1 e—r/a
V(T‘) =A —r.T T B (1.13b)
14 e aws r

La primera combinacion extenderia su potencia de expansién estrictamente a todo
el dominio, mientras que en la segunda la idea es fijarle un alcance del orden de R,,,.
Ambas poseen un término de gran peso en el origen, cuyo efecto es entregarle a la base
la capacidad de expandir funciones de rapida oscilacién alli. La proporcién entre las

constantes A y B sirve para regular el grado de concentracién/dispersion de la base
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resultante.

En este tipo de potencial también puede darse la presencia de elementos pseudoli-
gados. Una argumento tedrico sobre la presencia de esta clase de funciones se detalla
en el apéndice B. La discusién alli presentada se realizd teniendo en cuenta potencia-
les generadores de tipo hibrido, pero los argumentos contienen también al caso de los
pseudoligados en potenciales extendidos.

No han sido empleados aun por el grupo estos generadores para problemas de
dispersién de tres cuerpos, pero es posible suponer que podrian proporcionar una base
de rendimiento comparable a la del potencial rectangular. Los pseudoligados de esta
base ya no serfan coincidentes con autoestados de la energia del potencial U(r), pero
la ganancia serfa en cuanto a disponer de oscilaciones concentradas en el origen para

caracterizar variaciones alli.

1.3. Ejemplos analiticos de bases Sturmianas

Se analizaran en esta seccién dos tipos de funciones Sturmianas de expresion analiti-
ca conocida. Las primeras, denominadas Funciones Sturmianas Coulombianas han sido
utilizadas exhaustivamente en el campo de la fisica atémica, tanto en la obtencién de
autoestados de sistemas ligados como en las metodologias Close Coupling [68, 18] y
J-Matrix [9, 7, 12, 13] para el continuo. Sobre las segundas, cuyo potencial generador

es el de Hulthén [69, 70], se realiz6 un estudio intensivo [36].

1.3.1. Funciones Sturmianas Coulombianas

Describiremos a continuacién un conjunto de funciones que ha visto extensisimo
uso: las Funciones Sturmianas Coulombianas. Tomando un potencial generador de tipo
coulombiano y energia negativa se puede obtener este tipo de funciones. A diferencia
de los autoestados coulombianos de la energia, los Sturmians coulombianos constituyen
una base completa sin requerir elementos del continuo.

Su expresion formal, normalizada, es

(n+21)!

D) (2Mr) e T L2 (90 | (1.14)

Sl,n (’I") =

siendo los autovalores

Bin = — (n+ 1)\ (1.15)
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En las aplicaciones mencionadas, para sistemas ligados [51, 50] como para el conti-
nuo [9, 7], se utiliza para regular la extension de los orbitales tipo Laguerre al pardmetro
A, tal como se expresé en (1.14). Puede emplearse como pardmetro la energia de ligadura
(negativa) correspondiente a dichos orbitales, reemplazando de acuerdo a A = /—2uF
alli.

El comportamiento asintotico de las Funciones Sturmianas Coulombianas es depen-
diente del autovalor. Por este motivo, en el cdlculo de energias de sistemas ligados se
han obtenido mejores resultados [48] reemplazando los Sturmians Coulombianos por
Sturmians Generalizados de energia negativa y potencial generador de corto alcance.

Las metodologias de tipo J-Matrix utilizan estas funciones para construir funciones
con el comportamiento asintético senoidal o cosenoidal a grandes distancias [9, 7).
En el célculo de sistemas ligados las funciones Sturmianas Coulombianas u Orbitales
de Laguerre han visto extensisimo uso [50, 51]. En sus dos libros, [55, 71], Avery
vy Avery construyen una base de N electrones en base a este tipo de Sturmians. Las
aplicaciones de Avery y Avery se abocan principalmente a los estados ligados de atomos
multielectrénicos asi como moléculas.

En cuanto a las funciones coulombianas de energia positiva, mencionaremos que
Szmytkowski [58] demostrd que, si su condicién asintética es estacionaria, poseen un
espectro continuo. Mds atn, si el autovalor tuviese parte imaginaria no nula las fun-

ciones serfan divergentes como r/™{#} y por ende no serfan fisicamente aceptables.

1.3.2. Autovalores y autofunciones del potencial de Hulthén

El potencial de Hulthén es un caso particular de los denominados potenciales de
Eckart [69]. Parte de su utilidad radica en que se asemeja a un potencial apantallado,
como el de Yukawa, pero a diferencia de éste, el de Hulthén si posee resolucién analitica

para el caso de momento angular cero. Su definicién es:

—r/a
e
V(r)=Vo————, 1.16
(r) %1+ cer/a ( )
donde a > 0 es un parametro que marca el grado de apantallamiento, c = —1y V5 < 0.

El potencial de Hulthén es claramente de corto alcance: se comporta coulombianamente
(—Z/r si se elige como peso Vy = —Z/a) a distancias pequenas y decae exponencial-

mente para valores grandes de r. A causa de su corto alcance, y en contraposicion
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con el caso Coulombiano, el potencial de Hulthén puede albergar un nimero finito de

estados ligados.

Para el problema de autovalores de la energia existe una solucién analitica conocida
en onda S (I = 0); no asi para otros valores del momento angular [72, 70, 69]. Lo mismo
vale para el problema de autovalores del potencial, es decir, la ecuacién (1.2). Este
potencial fue estudiado en profundidad en [36], donde se analizaron las propiedades

matematicas de las bases GSF.

Las autofunciones de condicién asintética saliente vienen dadas por:
So(r) = Npe*™yFy(—n, —2iak + n, —2iak + 1,77/, (1.17)

y sus correspondientes autovalores son:

n(—2iak +n)

0 — _
/Bn 2”@2

(n=12..). (1.18)

La discretizacién proviene de haber forzado la condicion asintdtica saliente a grandes
distancias asi como la regularidad en el origen. La funcién 5 F(a,b, ¢, z) es conocida
como Hipergeométrica de Gauss [73]. Para satisfacer la condicién de regularidad en el
origen, el primer argumento de 2 F(a,b, ¢, z) queda reducido a un entero negativo. En
consecuencia, la serie que define a o F (a, b, ¢, z) se ve truncada, quedando limitada a un
numero finito de términos. Es decir, se convierte en un polinomio. A grandes distan-
cias se verifica, e™"/% — 0y o Fy(—n, —2iak + n, —2iak + 1,e7"/%) — 1, cumpliéndose
asintéticamente S, (r — o0) o €*". En [36] se tomé como normalizacién N,, para

(1.17)

_ (—2iak +n)! (—2iak + 2n)
Mo = (—2iak)! \/n!F(n)a(—ka +n)’ (1.19)

de manera tal que V,,, = 1 y la relacién de clausura (1.9) se vea simplificada. Si el in-
terés estd en disponer de funciones que se comporten a grandes distancias estrictamente

como e*" entonces N,, = 1 serd una mejor eleccién.

La estructura de (1.2) permanece similar si anadimos un potencial auxiliar de la
forma U(r) = UyV(r). En este caso las autofunciones permanecen inalteradas, pero los

autovalores experimentan un corrimiento dado por el peso Uy del potencial auxiliar.

B = B — Uy (1.20)
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El lector més interesado en los detalles formales es referido a la referencia [36].

1.4. Espectrograma de las Funciones Sturmianas

Con el fin de comprender en qué medida los distintos tipos de base podian servir
para la resolucién de problemas de dispersion se desarrollé un codigo capaz de reex-
pandir cada Funcién Sturmiana de un dado conjunto en una base de autoestados de
energia de algin potencial arbitrario U(r). Este trabajo es una continuacion, si bien
con un objetivo distinto, del desarrollo previamente llevado a cabo por Goémez, Ga-
saneo y Mitnik [74]. Su estudio permitia conocer en qué medida una dada GSF se
compone de las diversas autofunciones de energia del potencial coulombiano. El interés
aqui estd desplazado a obtener no una descomposicién espectral de las GSF en todo
su dominio radial sino informacién detallada de cémo dicha composiciéon varia con
la coordenada r. Luego, tomando aquella informacién, se evalian colectivamente las
capacidades de toda una base GSF para expandir soluciones con distintos rangos de
energia, y cémo esta capacidad varia con la coordenada radial.

Mateméticamente se puede expresar a cada Sturmian como combinacién lineal de

autofunciones de la energia de la siguiente manera:

S (1) = / ¢(E) pp (r) dE. (1.21)
Las funciones ¢g(r) son los autoestados de energia de un dado potencial U(r). Pueden
existir estados discretos; estos representarian contribuciones deltiformes en la funcién
c(F). Del espectro de estados ¢ (1) se selecciona un conjunto discreto por la imposicién
de condiciones de contorno de tipo caja en un dado dominio radial finito, adoptando

(1.21) la siguiente estructura:

Sin(r) = Z cZ"@Eq (r). (1.22)
q
Los coeficientes ¢, se determinan mediante la relaciéon
R
cé’" = / ©r, (1) S (1) dr. (1.23)
0

En la implementacion numérica se procede copiando la grilla radial donde estéd evalua-

do el Sturmian S; ,,(r), a expandir, incluyendo el valor maximo de la coordenada, R. Se
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define un potencial U(r) del cual extraer los autoestados de energia. Con la discreti-
zacion de la coordenada radial se aproxima la derivada segunda por diferencias finitas

de segundo orden.

g, (ri) 1
drz " h2

(¢, (riv1) — 208, (1) + ¢, (ri-1)) (1.24)

La ecuacién de Schrodinger independiente del tiempo se aproxima por una ecuacién
en diferencias finitas. Imponiendo condiciones de borde nulas en r = 0 y r = R se
obtiene un problema de autovalores tridiagonal y simétrico, resoluble eficientemente con
la rutina DSTEVX de LAPACK [75]. Este procedimiento es, salvando la anadidura del
potencial genérico U(r), similar al empleado por Gémez y Mitnik [74] para obtener de
manera rapida un conjunto de autoestados de energia. Disponiendo de la base ¢g, (r;)
se obtienen de manera numérica los coeficientes ¢, por medio de (1.23).

La presente herramienta extiende a la preexistente en dos sentidos. Primero, es po-
sible utilizar un potencial arbitrario U(r) en lugar del caso Coulombiano. En segundo
lugar, la descomposicion en autoestados se realiza por tramos en la coordenada radial.
Es decir, el intervalo radial es dividido en subintervalos y sobre cada uno de estos se
efectiia la proyeccion de una dada GSF contra los autoestados de la energia. Entonces,
por cada GSF' y subintervalo se obtiene su composicién en las diferentes energias. Con
esta informacion podemos precisar de qué manera varia, con la coordenada radial, la
capacidad de las GSF para caracterizar distintas energias. O, dicho de otra manera,
es posible determinar si un conjunto de GSF serd capaz de expandir apropiadamen-
te la solucién de un problema de dispersién en el dominio radial considerado. Este
aspecto resulta de suma importancia a la hora de resolver problemas de dispersién,
principalmente de tres cuerpos, como se discutira en las secciones 4.1 y 4.3.

Para tratar la descomposicién por tramos, definimos los coeficientes Cirz correspon-
dientes a un dado subintervalo [r; — A, r; + Al:

. ri+A
Cly = /TIA g, (1) Sy (1) dr. (1.25)
Los coeficientes céz de esta reexpansién en principio pertenecen al campo complejo,
por lo cual en todos los andlisis de esta seccidén se presenta su modulo.
En la figura 1.5 se puede observar la descomposicién espectral de una GSF del

potencial de Yukawa con autovalor de parte real negativa, es decir, de tipo atractivo.
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La misma estd generada en un intervalo de 90 u.a., que se subdivide en tramos de 10 u.a.
para la descomposicién espectral. Se puede apreciar que para radios progresivamente
mayores el pico principal de energia (senalado con un trazo rojo) se desplaza hacia
energias menores. Este comportamiento se debe al cardcter atractivo de su autovalor,
que genera un incremento de la frecuencia de oscilacién donde mayor sea la presencia del
potencial generador V(r). Conforme su influencia disminuye, la energia predominante

se aproxima a la energia con la cual se generd dicha base, en este ejemplo 0.759 u.a..
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Figura 1.5: Espectrograma de una GSF correspondiente a un potencial de Yukawa. Su
autovalor posee parte real negativa. De esta manera, la funcién presenta oscilaciones
mas rapidas donde el potencial generador es mas significativo. El trazo rojo senala el
desplazamiento de la energia predominante para los distintos intervalos radiales.

De manera similar se muestra en la figura 1.6 el espectrograma de una GSF de
generador rectangular. Se hace evidente la presencia de una energia principal (senialada
con un trazo rojo), predominante, y que la misma no varia apreciablemente conforme
el radio aumenta.

Se aprecia sobre todo en la figura 1.5 un incremento de la amplitud de los coeficientes
clIT; hacia valores mayores de la coordenada radial. El mismo se debe al crecimiento
de la amplitud de oscilacién que poseen las GSE dentro del intervalo en el cual fueron

generadas y fue discutido en los apartados 1.2.1 y 1.2.2.
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Figura 1.6: Espectrograma de una GSF correspondiente a un potencial de tipo rectan-
gular. Las energias se agrupan mas estrechamente que en el caso de la figura 1.5.
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Figura 1.7: Espectrograma colectivo, base de Yukawa

El interés final de este apartado consiste en disponer de una herramienta capaz de

caracterizar las capacidades de expansién de una base GSF en su totalidad. Esto no
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puede hacerse simplemente considerando sus elementos en forma individual, sino que
es necesaria alguna forma de analizar todo el conjunto. Con este propdsito, por cada
intervalo radial I y energia F,, selecciona el 032 de mayor peso de entre los calculados
para cada GSF de la base. Asi se compone, de manera colectiva, un espectrograma que
proporciona informacién de las capacidades de la base en su conjunto. Finalmente, para
negar los efectos de la amplitud creciente (por la creacién de flujo saliente/entrante)
hacia el extremo de la caja, en cada subintervalo radial I se efectiia una renormalizacion.
De otra manera los espectrogramas siempre mostrarian un crecimiento de todas las
amplitudes hacia R, que no revelaria informacion sobre las capacidades de expansién

la base.
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Figura 1.8: Espectrograma colectivo, base de potencial coulombiano truncado

Con la renormalizacién el espectrograma colectivo si proporciona una fuerte vi-
sualizacién de la capacidad de expansién que presenta una dada base Sturmiana. Los
coeficientes ci,’z renormalizados en el espectrograma colectivo yacen en el intervalo [0,1],
pero se optd por presentarlos con una escala de saturacién en 0.3. Es decir, que no dis-
crimina por encima de este valor. Las figuras 1.7, 1.8, 1.9 y 1.10 condensan de manera
muy sintética parte de las discusiones de los apartados 1.2.1, 1.2.2 y 1.2.3. En la figura

1.7 la base es de tipo Yukawa, con el parametro o = 0,02. Es claro que concentra la ca-
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pacidad de caracterizar un amplio espectro de frecuencias en las regiones mas préximas
al origen.

Esta informacion se distorsionaria si en lugar de utilizar subintervalos radiales
se efectiia una descomposicion espectral en el intervalo radial completo. Se podria,
erréneamente, suponer que una base posee la capacidad de expandir cierto rango de
energias cuando verdaderamente esta capacidad es valida en una subregién de la coor-
denada radial.

En la figura 1.8 se muestra el espectro de una base Sturmiana cuyo potencial gene-
rador es de tipo Coulombiano truncado. Seria el caso limite de un potencial de Yukawa
en el limite de alcance largo y truncado en el final del intervalo radial. Es apreciable
que existe una mayor dispersion de la capacidad de expansién de la base, permitiendo
a valores grandes del radio, caracterizar algunas energias mas que el caso previo.

La base de potencial rectangular presenta un espectro muy regular en todo el do-
minio radial, graficado en la figura 1.9. El hecho de que posea amplias capacidades de
expansion en toda la grilla resulta de interés para problemas de tres cuerpos, como se

discute en la seccion 4.2.
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Figura 1.9: Espectrograma colectivo de una base de generador rectangular

Finalmente se muestra en la figura 1.10 el espectrograma colectivo de una base



30 El problema de los dos cuerpos

generada con un potencial de tipo hibrido. Especificamente, uno de tipo Coulombiano
sumado a uno rectangular. La base resultante combina una buena capacidad de expan-
dir varias energias a distancias grandes mientras que cerca del origen se incrementa un
parcialmente dicha capacidad. Este tipo de base presenta buenas perspectivas para ser

utilizado en problemas de tres cuerpos, como se discute més adelante.
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Figura 1.10: Espectrograma colectivo de una base cuyo generador es suma de un po-
tencial rectangular y uno coulombiano.

La idoneidad de una base GSF depende fuertemente del problema que se desee
resolver. Con los argumentos delineados en esta seccién se ha establecido un criterio
con el cual, es posible estimar de antemano si una dada base GSF es apropiada para
resolver determinado problema del continuo. Existe la posibilidad de realizar estudios
mas exhaustivos con este codigo empleado para la confeccion de los espectrogramas.
Para el estudio de bases aplicadas a sistemas confinados del tipo quantum—dot [76], la
descomposicién podria efectuarse, por ejemplo, en términos de estados de un oscilador
arménico cudntico, utilizando sencillamente un potencial U(r) = £ pw?r? para crear las

funciones ¢ (1). Esta es una de las direcciones en las que se continuard el trabajo en

los proximos anos.
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1.5. Metodologia numérica : diferencias finitas de
orden arbitrario

Durante el desarrollo de la presente tesis se disené y codificé una estrategia para
generar funciones sturmianas. En este apartado se presentard la misma y se compararan
algunos aspectos de otras formulaciones numéricas implementadas previamente por
otros integrantes del grupo de investigacién.

El corazén de la presente implementacién numérica de resolucién de (1.2) es la
diferenciacion lagrangiana. Es decir, se hace uso de féormulas lagrangianas de diferen-
ciacién para obtener aproximaciones de alto orden a la derivada segunda en la ecuacién
(1.2). Comenzaremos por discretizar la coordenada radial r desde = 0 hasta un valor
maximo r = Rqz-

Luego se propone que el Sturmian en cuestion sera adecuadamente aproximado por

un interpolante lagrangiano de ng puntos, siendo n, un nimero impar.

po+ns—1 ns+po—1

Sin ()= > Sm(r) ]I (r=re) (1.26)
i=po k#p (Tp = Tk)
k=po
Efectuando dos derivaciones respecto a 7 en (1.26) obtenemos:
dQSln ns+po—1 ns+po—1 1 ns+po—1 1 ns+po—1 (7"1 Tk)
Sr= ) Sam) D oy D 11
2 mATP — _ _
dr p=po J#p (rp = 73) m#p.j (rp = 7m) k#p.j;m (ry =73
J=Po m=po k=po
(1.27)

Debe verificarse py < i < pp+ns;—1 para el indice 7, puesto que de otra manera se estaria
extrapolando.Dado un punto r; perteneciente la grilla,es posible tomar un intervalo de
ns puntos contiguos que contenga a aquel r;. Entonces establecemos una relacién entre
la derivada segunda en un dado r; en términos de los valores S;,, (1) p = po, po+ns—1
y recordando que py < i < py+ns— 1. De ser posible, se elegiran para la diferenciacion
”ST_l puntos a cada lado de r; a fines de disponer de una expresion centrada. Esto se
logra tomando pg = 7 — "ST_l Esta es la mejor opcidn, ya que las derivadas lagrangianas

con grillado uniforme presentan menor grado de error mientras mas centradas sean.

Definiremos una forma mas compacta para (1.27):

dQSl,n ns+po—1 @

dr? (rl) = Z Sl,n (rp) Cii . (128)

Pp=po
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Utilizando (1.28) transformamos la ecuacién (1.2) en un problema matricial. Se intro-
dujo, para trasladar la formulacién a un entorno explicitamente matricial, el vector

Sin, y denotaremos su elemento i como [S;,]

i

7;_,'_71,3—1
L [(1+1)
_ 1S ——2 U — E| [Sin]. = =Bin Vil [Sin].: 1.29
o Z;lcl,p[z,]ﬁ oz Stals = —Bin Vi [Sinl,.  (1.29)
p=i—"5—
ns — 1 ng — 1
= — 1,..,.N— = 1.
t 2 +1,., 9 +
ns—1

No obstante, en los primeros y ultimos puntos de la grilla radial no es posible

2

utilizar trivialmente un esquema de diferencias centradas, puesto que estariamos requi-

riendo puntos més alla de ry,1 o puntos r < 0.

Mostraremos primero cémo resolver la situacion del origen. Se conoce que la funcién

Sin (1) es regular alli: Sj, (r = 0) = 0 de acuerdo con las condicién de borde 1.3. Con

esto en mente, para los primeros ¢ = 1, .., an puntos aproximaremos la derivada

segunda con puntos del subconjunto p = 0,n, — 1. En la sumatoria (1.28) tendremos

que el término p = 0 es naturalmente cero. Explicitamente, para aquellos primeros

Ns

1=1,.., 2_1 puntos tendremos:

ns—1
C [(l+1 .
Cg?p) [Sl,n}p + {(2;”’2 ) —|—Z/{i —F [Slm]i = _/Bl,nVi [Slm]i? 1 = 1, .y

(3

ng — 1
2
(1.30)

1
21

p=0

Para facilitar la comprension, en la figura 1.11 se mostrard la esquina superior izquierda
de la matriz resultante de la discretizacién del problema de autovalores. Aqui hemos

Ns

definido la cantidad auxiliar ¢ = T_l, y habiendo tomado ng; = 7, dicho auxiliar
verifica ¢ = 3. Los simbolos cuadrados con cruz indican en qué punto de la grilla se
esta evaluando la derivada segunda y los circulos indican qué otros puntos intervinieron
en el interpolante. En particular, los circulos con un trazo vertical corresponden a
posiciones donde el valor de [Sl,n]o es conocido por la condicién de regularidad en el

origen. A partir de ¢ 4+ 1 se puede emplear las expresiones centradas, como se observa

de la figura 1.11.
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Figura 1.11: Descripcién grafica de la estructura de la matriz en su sector superior
izquierdo, donde se impone la condicién de regularidad en el origen. Los cuadrados
representan los puntos de grilla donde se evalia la derivada segunda y los circulos
indican los puntos que se emplean para la diferenciacion lagrangiana. Los circulos
rayados, corresponden a rg; alli se asume la nulidad de la funcién incégnita.

Trataremos ahora los "ST_l puntos finales de la grilla radial. Puesto que aqui co-
nocemos el comportamiento asintético de las funciones buscadas, dictado por fus(r),
utilizaremos esta informacion para poder extender la utilizacién del esquema centrado
a puntos que en principio caerian fuera del dominio considerado. Al imponer sobre las

Sin (1) la forma dada por f,s(r) a menos de una constante multiplicativa, podemos

entonces plantear las siguientes relaciones:

5’l n (Tz) fas (Ti) . Ng — 1
; = s L =Npmae T 1,00, Mg + .
Slyn (Tnmaz) faS (Tn'nzaw) 2

Esta condicién se reduce, en el caso n, = 3 a imponer una derivada logaritmica en

(1.31)

ns—1

rn‘IYL(L:I_" Impllca (1'31) que Slyn (r2)7 para‘ Z = nm(zx + 17 "'>nmaz + 2 9 €S Sl,n (/r.nmu.l')

multiplicado por una constante conocida, ff“ﬂ

as (Tnm.aw ) ’

Por tanto, se sigue aplicando (1.29)

pero se deben introducir las siguientes sustituciones:

[Sin); = [Sinl,n [f[f]‘] (1.32)

En forma explicita, las ultimas ecuaciones del sistema seran:

Nmax

n —1
1 & . I[(1+1)
_ @rg ) g —— L+ U —E|[S,]. = (1.33
2# p_ZTqu Cz,p [ lynjlp + Cznmar [ lm'}nmax + 2N7'z2 + 1 [ l,n]l ( )
=i— et

ng — 1
2

_Bl,nvi [Sl,n]i ) 1= Nmaz —

+ 17 A nmaz
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con

o T o L]

(2 2 aslp

Gl = CipTr - (1.34)
mazx p_nzmax e [fas]nmax

Haremos una clarificién gréafica similar a la presentada en la figura 1.11. Es conve-

ns—1
2

niente definir aqui la cantidad ns;; = ng + , puesto que la grilla radial debe, en

principio, extenderse hasta alli, aiin cuando en la resolucién matricial participen de

manera directa los puntos 7 =1, --- , n,.
ele)e]=]e]e]e
ollellelNeee]
OOOEOO(D _nmax'q+1
O|0|OIXIO|D|D
O|O|O[X|D|D[D] — Nmax
|

Nmax-q I'|l

Npax- Ns+2 Nmax fot

Figura 1.12: Descripcién gréfica de la estructura de la matriz en su sector inferior
derecho con la informacion asintética tomada solamente de r, . 1. Los cuadrados
representan los puntos de grilla donde se evaltia la derivada segunda y los circulos
indican los puntos que se emplean para la diferenciaciéon lagrangiana. Los circulos
rayados, corresponden a r, . 11, que es donde se asume para la funcién incégnita el
comportamiento asintético dado por la ecuacién (1.5).

La forma de introducir la informacién asintética yacente fuera de R,,., via la ecua-
cién (1.33) no es unica. Aquella enfatiza el uso de las ecuaciones centradas. La alterna-
tiva que se describe a continuacién busca utilizar la informacién asintética solamente
del punto n,,.; + 1. De esta manera la diferenciacion se basa mayoritariamente en

puntos interiores a la resolucién directa (i < ny,4,) pero a la misma vez deja que en

ns—1
2

cada ecuacion i = N0 — sy Nimae S€ introduzca informacion asintética desde

T = Nppaz + 1.

n -1
1 maxr as n
( ST @S, + Uﬁhwﬁﬂ&dmm)+usm

T o, Mmaz
2“ P=Nmaz—"Ns+2 [fas]
ng— 1
2

Nmazx

[(l+1
( _'_2 ) +u1 - E:| [Slﬂl]i = _ﬁl,nvi [Slm]ia 1= Nmaz —
2ur;

+ 1, .., Nmas-
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Presentamos en la figura 1.13 la estructura del extremo inferior derecho de la matriz

resultante del empleo de (1.35).
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Figura 1.13: Descripcién grafica de la estructura de la matriz en su sector inferior
derecho con la informacion asintdtica tomada solamente de r, . 1. Los cuadrados
representan los puntos de grilla donde se evalia la derivada segunda y los circulos
indican los puntos que se emplean para la diferenciacion lagrangiana. Los circulos
rayados, corresponden a 7, +1, que es donde se asume para la funcién incognita el
comportamiento asintético dado por la ecuacién (1.5).

El esquema (1.35) resulta apropiado para cuando se desean imponer condiciones
de borde de tipo caja. Seria una aproximacién dudosa imponer estas condiciones de
borde con (1.33), puesto que aqui la solucién fisica posee una derivada discontinua en
Roaz, yenr > Rq. es idénticamente nula. Un aproximante lagrangiano que tome mds
de un punto r > Ryq., no podria verificar exactamente estas condiciones. La forma
(1.33), no obstante, entregaba resultados méas precisos que (1.35) para las otras con-
diciones asintoéticas, de manera tal que ambas resultan mutuamente complementarias
para proporcionarle generalidad a la metodologia de célculo de la base Sturmiana.

Debido a que el paso entre puntos contiguos r; v ;41 es siempre el mismo, los
(2)

coeficientes ¢; ) pueden calcularse de una vez y almacenarse en una matriz de ns x ns.
J.
Todas las ecuaciones (1.29,1.30,1.33) se pueden reescribir como un sistema matricial,

cuyas incognitas seran los valores del sturmian S, (r,) v los autovalores /3,
H] S, = —8in [V] Sin. (1.36)

La ecuacién (1.36) constituye un problema de autovalores, que se resuelve con la ru-

tina ZGGEVX [75]. A lo largo de esta tesis se emplearon GSF con comportamiento
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asintdtico dado por fus (r) = H;" (r), la solucién Coulombiana con comportamiento de
onda saliente [61]. No obstante, la metodologia es suficientemente general para per-
mitir diferentes f,s(r). Se implementaron, ademds de la condicién de onda saliente, la
entrante, la estacionaria con un defasaje o derivada logaritmica predeterminados, la
condicién tipo caja e incluso una de confinamiento por un potencial cuadrético. Esta
ultima seria apropiada para el estudio de sistemas arménicamente confinados como los

tratados en [76, 77].

Como un caso particular ny = 3 este esquema de diferencias finitas contiene for-
malmente a la metodologia desarrollada por Randazzo en su trabajo doctoral [48].
No obstante, las implementaciones numéricas difieren considerablemente, ya que aquel
procedimiento estd especificamente optimizado para explotar la forma tridiagonal y
simétrica del esquema, de acuerdo con el algoritmo de Luk y Qiao [78]. De esta ma-
nera, dicho esquema compensa un menor orden de diferenciacién con la posibilidad de
utilizar grillados muy finos. El presente esquema esté concebido bajo la idea fundamen-
tal de utilizar la rutina ZGGEVX. Debido a que el costo computacional se incrementa
fuertemente con la cantidad de puntos de la discretizacion, la premisa fue la de explo-
tar dichos puntos lo maximo que fuese posible, con las diferencias finitas que se han
descrito. Veremos més adelante en esta seccion que no es necesario incorporar una gran

cantidad de puntos para obtener autovalores y autofunciones de muy buena precisién.

Si se observan las ecuaciones (1.30, 1.29 y 1.33) puede notarse que se estd sacrifi-
cando la simetria de la matriz en el proceso. La consecuencia de esto es la aparicién de
algunos autovalores espurios. No obstante, se encontré de manera empirica que dichos
valores espurios ocurren en pares conjugados, atin cuando las condiciones de contorno
impuestas a través de f, () fueran reales. Esto hace fcil su eliminacién de entre los
autovalores buscados. Otro hecho que limité su incidencia fue que correspondian a
autovalores de indice n alto en el esquema de ordenamiento utilizado principalmente,

ascendente por médulo de 3.

Esta metodologia, al utilizar la rutina de ZGGEVX, presenta una tolerancia comple-
ta al decrecimiento de la magnitud de V (r), puesto que en ningiin momento se invierte
la matriz diagonal de la discretizacién de V (r). Esto representa un progreso respecto
al procedimiento presentado en [48, 37|, que ademéds constituye la inicializacién del

publicado en la ref. [60]. En la referencia [48] se denota la necesidad de anadir un pe-
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queno valor constante cuando el potencial alcanza valores pequenos en la frontera del
dominio, hecho que es completamente innecesario para en la presente implementacion.

La metodologia aqui introducida, al encontrar todos los autovalores que la discreti-
zacion proporciona, y luego ordenarlos de acuerdo al criterio seleccionado, esta exenta
de un inconveniente que afecta a la técnica iterativa de la ref. [60]. Dicho procedimiento
asume que los autovalores semilla con los que se inicia un proceso iterativo deben estar,
en un entorno del valor correcto, puesto que de otra manera el método de correccion
no es estable y las sucesivas iteraciones pueden apartarse definitivamente del resultado
exacto. En consecuencia, se pierden pares autovalor—autovector que deberia contarse

en el conjunto de base.

n Bo,» analiticos Bo,» numéricos
1 1.50 0.14999999995E4-01
2 3.50 0.3499999998E+-01
3 5.50 0.54999999992E+01
30 59.5 0.595000000005E+2
31 61.50 0.615000000005E+02
32 63.5 0.635000000005E+02
98 195.50 0.1955000008E+4-03
99 197.50 0.197500002E4-03
100 199.50 0.199500003E4-03
148 295.50 0.295502E4-03
149 297.50 0.297502E4-03
150 299.50 0.299502E4-03

Tabla 1.1: Autovalores de la energia del oscilador arménico por el método de la Stur-
miana equivalente. Para los primeros cien autovalores se observa un acuerdo de nueve
cifras o mas. Llegando al autovalor 150 el mismo decae a seis cifras, todavia acepta-
ble. Se emplearon 800 puntos en esta resolucién y el tiempo total de célculo fueron 35
segundos en un procesador de 3.2 GHz. Se trabajé con n, = 25.

Es necesario destacar otro aspecto interesante de esta formulacién, que se relaciona
con la naturaleza lagrangiana sobre la cual esta edificada. Si bien la resolucién matri-
cial se efectia con i = 1, .., Nypqs, €stos puntos fueron concebidos como puntos de un
esquema de interpolacion, que verifica (1.26). Por ende, el método posee un esquema
de interpolacién natural. En concreto, permite la evaluacion de los Sturmians resul-

tantes en puntos arbitrarios de la grilla, siempre que estén contenidos dentro del los
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extremos de la resolucion. Se puede anadir a este respecto que el caso particular n, = 3

desarrollado en [48] naturalmente asume un interpolante de tipo cuadrético.

Con la finalidad de mostrar la precisién que la metodologia puede alcanzar atin con
un numero relativamente pequeno de puntos de grilla mostramos la resolucién del pro-
blema del oscilador arménico esférico, reduciendo la ecuacién (1.2) a la de Schrodinger
tomando Fy = 0, V(r) = —1 e imponiendo condiciones de borde de tipo caja. Con
estos parametros el cddigo evaluador de GSF calcula autoestados de la energia. Este
procedimiento fue denominado en [48] como método de la Sturmiana equivalente. Con
800 puntos de resolucion y ny, = 23 se pueden obtener mas de ciento cincuenta autova-
lores en buen acuerdo con sus contrapartes analiticas. Todo el proceso de calculo, desde
el armado de las matrices, la resolucion del sistema lineal y la exportacion insume 35

segundos en un procesador de 3.2 GHz.

Presentamos a modo de control de la convergencia de los autovalores generados por
esta metodologia el siguiente ejemplo. La tabla 1.2 muestra la variacion porcentual de
los autovalores de un potencial de Woods—Saxon al incrementar en 100 la cantidad de
puntos de la resolucién. Para este caso se tomé una energia F; =0.735 u.a., qy,s =0.5,
R,s =55.0, 714 =60.0 v condicién asintdtica de tipo saliente. En ambos rangos mos-
trados (400 — 500 y 1100 — 1200) se observa que la variacién es pequena. Mdas atun
al pasar de 1100 a 1200 puntos que de 400 a 500. Para nuestros propésitos los autova-
lores pueden aceptarse como convergidos. Podemos agregar que la resolucion con 1200

puntos precisa 90 segundos en un procesador de 3.2 GHz.

Esta metodologia de obtener GSF es particularmente 6ptima para potenciales si-
milares a los cubiertos en las subsecciones 1.2.2 y 1.2.3. Menos éptima resulta para
casos similares a los de la subseccién 1.2.1, como por ejemplo, el potencial de Hulthén
v el de Yukawa. Estos potenciales varian abruptamente cerca del origen, introducien-
do oscilaciones muy rapidas en los Sturmians. Asi, se requiere una mayor densidad de
puntos para poder caracterizarlas. Se halla numéricamente que, a partir de cierto n, las
funciones S, (r) tienen un crecimiento no natural en aquella regién que las evidencia

como falaces.

Existen dos soluciones para esta limitacién. La primera, dado que se estd utilizando
un potencial muy concentrado que se torna asintético rapidamente, utilizar un R,

mas reducido, puesto que se estaran desperdiciando puntos en caracterizar el de ante-
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mano conocido comportamiento asintotico. La segunda solucion si implica una variante
en el cédigo, consistente en utilizar un grillado no uniforme, en particular, mas nutri-
do en la regién proxima al origen. Este es uno de los aspectos que se discutira en la

siguiente subseccion.

n Nmaz = 400 = 500 nypee = 1100 — 1200

1 1.06E-5 0.17E-5
2 9.87E-5H 0.16E-5
3 7.26E-5 0.12E-5
4 4.14E-5 0.66E-5
5 7.31E-5 0.12E-5
50 4.66E-5 0.75E-5
ol 4.75E-5 0.76E-5
52 4.84E-5 0.78E-5
53 4.93E-5 0.79E-5
54 5.02E-5 0.81E-5
95 5.12E-5 0.82E-5
95 2.92E-5 0.14E-5
96 3.26E-5 0.15E-5
97 3.61E-5 0.15E-5
98 3.97E-5 0.14E-5
99 4.31E-5 0.15E-5
100 4.62E-5 0.15E-5

Tabla 1.2: Tasa de convergencia de los autovalores del potencial de Woods—Saxon. Se
muestra la variacién porcentual de los autovalores al agregar 100 puntos a la grilla. En
ambos rangos mostrados se observa que la variacién es pequena. Mas ain al pasar de
1100 a 1200 puntos. Para nuestros propésitos los autovalores pueden aceptarse como
convergidos.

Se observé que, por el hecho de emplear la rutina ZGGEVX este codigo era toleran-
te a la eleccién de potenciales V(r) estrictamente nulos a partir de algin radio dentro
del intervalo [0, R,,q.]. Dicha restriccién se aplicaba a la metodologia presentada en

[48, 37], que ademds constituye la inicializacién del procedimiento presentado en [60].

1.5.1. Grillados generales

Se establecieron ya los lineamientos basicos del esquema de diferencias finitas de
orden arbitrario. En principio, la expresién (1.26), no estd restringida a grillados uni-
formes. Es posible, por tanto, trabajar discretizaciones mas densas en una regién y

menos en otra. Una mayor concentracion de puntos r; cerca del origen permitird una
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mejor representacion de los Sturmians similares a los del apartado 1.2.1, mientras que
un grillado distribuido més homogéneamente se adaptara mejor a los del tipo 1.2.2. De
las metodologias preexistentes en el grupo, unicamente aquella basada en B—Splines
[79] puede naturalmente incorporar grillados variables. La metodologia de diferencias
finitas presentada por Randazzo [37, 48] asi como la basada en el método de shooting
[80, 81] presentada en [60] no pueden ajustarse a grillados variables puesto que la matriz
Hamiltoniana resultante deja de ser simétrica, hecho del cual dependen ambos esque-
mas; el primero completamente y el segundo para la inicializacién. Debe destacarse, no
obstante, que estos métodos pueden con mayor liberalidad incrementar la densidad de
puntos y no necesitar trabajar con grillados variables. El paso de un grillado uniforme

a uno general implica un incremento en el costo en los coeficientes de diferenciacién
()

Cips

que deberdn ser generados punto a punto teniendo en cuenta los r, tomados para
(2)

evaluar la derivada segunda en r;. Ya no se podrd asumir que ¢;;, serd un conjunto de
ns X ng que se repetird en todo el esquema. Atn con este incremento en el costo, el
método resulta notoriamente maés eficiente que uno de grillas uniformes. No es nece-
sario aumentar de sobremanera la cantidad de puntos, sino simplemente en la region
de interés. Esto da lugar a matrices H y S de menor tamano y por tanto tiempos de
operacién menores de ZGGEVX. Se abre, por lo tanto, un grado de libertad sobre la
distribucién de los puntos de la grilla. Se implementaron varias alternativas al tipo de
grillado uniforme. Describiremos las dos mas significativas en cuanto a la flexibilidad
que le otorgan al cédigo para tratar con los tres arquetipos de potencial generador
descritos anteriormente. Los llamaremos r(7), donde s denota el tipo de grilla e i es un
indice entero que cuenta los sucesivos valores de la coordenada radial. El caso uniforme,

ro(7) es simplemente:

ro(i) = hi,  i=0,... 1, (1.37)
siendo h = Rpnaz/Mima-

La propuesta siguiente contiene una mayor concentracion de puntos cerca del origen,

disminuyendo la densidad del grillado conforme crece la coordenada radial.
r1(3) = has [(# + )P —dg] . i =0,..., Nt (1.38)

En (1.38) la estructura es tal que el paso comienza muy pequenio y se va expandiendo

hasta tomar un valor asintdtico h,s cuando ¢ excede a iy significativamente. La variable
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p ajusta qué tan gradual o brusca es la transicién al paso asintético. Este esquema
resulté sumamente eficiente para casos de V(r) concentrado. El valor de p que mejores

resultados proporcioné fue 2. El pardmetro h,, queda determinado por R,.z,i0 V P:

Rmaw

['Lg + nfnaz)(l/p) - ZO] '

Pas = (1.39)

En los casos donde V(r) presenta una amplitud apreciable al alcanzar r = R4, se
requiere de una mayor densidad de puntos alli. Dichas funciones presentan capacidad
de expansién en aquella region, no habiendo alcanzado su régimen asintotico dentro del
dominio de la resolucién. Se necesita de un paso suficientemente fino con tal de carac-
terizar dentro del marco de grillado discreto, la discontinuidad del potencial generador

al cruzar R,,., y empalmar las funciones con su régimen asintético.

70 T T T T T T

| |
600 800 1000

Figura 1.14: Ejemplos de los esquemas 7,(i) empleados. El caso uniforme, ry(i) (trazo
punteado amarillo), r1(7) (trazo segmentado rojo) y el de la tangente hiperbdlica, r5(1)
(trazo continuo negro).

Con la idea de poder concentrar a voluntad los puntos de la grilla cerca del origen,
de R4z, 0 bien densificar el grillado cerca de ambos se desarrollé un esquema basado
en la tangente hiperbdlica. La misma posee un rango lineal y un rango asintético de
variacion muy lenta. Regulando los pardmetros incorporados se permite hacer uso de

uno, del otro o de ambos simultaneamente. La discretizacién se traza como sigue:

ro(i) = Ay, [tanh (aunlyn) + tanh (cup (0 — Iip))] i=0,..., ot (1.40)

RnLaCE
[tanh(an Ien)+tanh(ain (Rmaw—1tn))]

donde las variables auxiliares definidas aqui son A, =
El parametro oy, regula la pendiente de la tangente hiperbdlica e I, indica en qué valor

¢ de la grilla se tendra centrado el régimen lineal de dicha funcion.
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En la figura 1.14 vemos un ejemplo de cada una de las formulas para la coordenada
radial en funcién de su indice 1.

Recapitularemos brevemente las aptitudes de cada grillado. El uniforme, r4(7), se
muestra idéneo para casos de V(r) disperso que no alcanzan R, como podria ser el
potencial de Woods—Saxon. El esquema r; (i) representa la eleccién més indicada para
generar Sturmians de potenciales de tipo concentrado y singular en el origen, como el
de Yukawa, el Coulombiano o el de Hulthén. El 75(i) es ain mds general: si bien se
diseno para potenciales generadores que alcanzan R,,,, con amplitud apreciable, como
el pozo rectangular, variando los parametros es posible generar grillados aptos para
cualquier clase de V(r).

A modo de ilustracién en la figura 1.15 presentamos un caso donde el potencial
generador es de variacion deliberadamente abrupta, que presentaria una exigencia ex-
trema a la versiéon de grillado uniforme. Se emple6 como potencial generador el de
Hulthén, tomando o =1.0, F,=0.5, 1 = 0. La caja de la resolucién se delimité en 30

u.a. y se emplearon para la resoluciéon 1200 puntos.

>

Re(S, (1}

Y | | | 1
0 5 10 15 20
r (u.a.)

A\

Figura 1.15: Primeras 120 autofunciones del potencial de Hulthén con o« = 1,0 y un
radio maximo de 30 u.a.. Para esta resolucién se emplearon solamente 1200 puntos. Se
muestran las funciones hasta 20 u.a., puesto que son son indistinguibles maés alla. La
resolucién precisa solamente 90 segundos en un solo procesador de 3.2 GHz.
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Este tipo de prueba es simplemente para mostrar la versatilidad del cédigo, puesto
que en aplicaciones habituales no se requiere semejante concentracién de la base en una
pequena regién del espacio. Queda de esta manera establecido que los potenciales de
tipo concentrado no presentan un desafio para la metodologia. Asimismo mostramos
en la tabla 1.3 autovalores numéricos comparados con los analiticos correspondientes

al mismo juego de funciones de la figura 1.15.

n Bo,» analiticos Bo,n, numéricos
1 -0.50 + 1 1.00 -0.499999999957 + i 0.99999999990
2 -2.00 4+ i 2.00 -2.000000000052 + i 2.00000000013
3 -4.50 + i 3.00 -4.50000000043 + 1 2.99999999934
4 -8.00 4+ i 4.00 -8.0000000010 + i 4.0000000023
5 -12.50 4+ 1 5.00 -12.4999999987 + 1 4.99999999966
30 -450.00 + 1 30.00 -450.000000005 + i 30.00000004

31 -480.50 + 1 31.00 -480.499999997 + 1 31.000000044
32 -512.00 + 1 32.00 -511.999999992 + 1 32.000000041
33 -544.50 + 1 33.00 -544.49999998 + 1 33.000000041
34 -578.00 + 1 34.00 -577.99999998 + 1 34.000000037
35 -612.50 + 1 35.00 -612.499999975 + 1 35.000000038

115 -6612.50 + i 115.00 -6612.500097 + 1 115.000019

116 -6728.00 + i 116.00 -6728.00011 + i 116.00002
117 -6844.50 + i 117.00 -6844.50013 + i 117.000025
118 -6962.00 + i 118.00 -6962.00016 + i 118.000028
119 -7080.50 + i 119.00 -7080.50019 + i 119.000032
120 -7200.00 + i 120.00 -7200.00022 + i 120.000036
148 -10952.00 + i 148.00 -10952.0043 + i 148.000094
149 -11100.50 + i 149.00 -11100.5044 + i 149.000021
150  -11250.00 +i 150.00 -11250.0043 +i 149.999924
Tabla 1.3: Autovalores del potencial de Hulthén con a = 1,0. Este valor impone

una concentracién muy fuerte de las oscilaciones de la base hacia el origen, como
se mostré en la figura 1.15. Se utilizé el esquema de discretizacion (). Los autovalo-
res analiticos de este ejemplo son de parte imaginaria entera y parte real semientera,
facilitandose la constrastacion directa de los obtenidos numéricamente.

El paso méas pequeno y mas cercano al origen en esta resolucion fue de 2.78E-
005 u.a., mientras que el mayor y mas lejano fue de 0.05 u.a., donde la longitud de
onda de las Sturmianas es ~ 2mw. Para poder contar con un paso como el inicial, la
metodologia de la referencia [60], de grillado uniforme, deberia emplear alrededor de

un millén de puntos. Se debe destacar también que la formulacién de diferencias finitas
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aqui presentada no precisa iteraciones de los autovalores y autovectores para lograr

precisiones elevadas, hecho fundamental para la metodologia de la misma referencia.

Ya hemos observado las ventajas en eficiencia obtenidas por utilizar grillados de
tipo no uniforme. No obstante, éstos permiten una generalidad atin mayor: es posible
seleccionar un conjunto de puntos r; yacentes sobre un contorno complejo. Esta idea
ya ha sido presentada en [82, 83]; la presente serfa la primera implementacién capaz
de obtener, para potenciales U(r),V(r) generales, funciones de base definidas en un
contorno complejo, pero hasta la fecha ninguna de las implementaciones preexistentes
ha sido adaptada para resolver un caso general de la ecuacion con la coordenada rotada.
Se disponia hasta el momento de dos alternativas més limitadas. Una de ellas consiste
en aplicar, sobre alguna funciéon de expresién analitica conocida, la rotaciéon sobre la
variable radial [74]. La restante, que se muestra en [82] se basa en rotar la energia
E, al plano complejo a partir de un dado radio. Esto ultimo puede incluirse dentro
del siguiente esquema, atin més general: el empleo de una energia compleja en todo el
dominio y un potencial auxiliar que se encargue, hasta cierto rango, de cancelar su parte
imaginaria. Mas alld del mismo, la energia compleja podré imponer el decrecimiento
exponencial sobre las funciones, a la vez que, regulando la forma en la que el potencial
auxiliar decrece, obtener un mayor control sobre la transicion de régimen. También es
posible, directamente, emplear un potencial auxiliar que adopte a partir de cierto radio
un valor complejo, de absorcién [61], para forzar el decrecimiento de las funciones de
base. Son un objetivo de estudio los efectos de aplicar la rotacién compleja sobre la
coordenada o sobre la energia (directamente o via el potencial auxiliar), ambas opciones

posibles para la metodologia presentada aqui.

La rotacién de la coordenada radial al plano complejo puede imponerse, en princi-
pio, desde cualquier punto del dominio de resolucion, estando o no dentro del alcance
de V(r). Hemos hallado de particular utilidad al hecho de poder definir la rotacién
ligeramente dentro del rango V(r). La importancia de esta posibilidad se mostrard en
la seccién de aplicaciones a problemas de dos cuerpos. Resulta fundamental en aplica-
ciones de interés donde la energia del problema fisico es distinta a la de la propia base.
Es decir de esta manera se anaden verdaderamente las potencialidades del ECS a la

formulacién Sturmiana.

En cuanto a la definicién del contorno complejo, la componente imaginaria de la
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coordenada r no tiene incidencia alguna sobre la real. Se optd, por definir primero la
parte real segin alguno de los esquemas descritos previamente y luego, determinados
aquellos puntos, de la parte imaginaria de r como funcién de la real. Se implementaron
dos formas de escaleo complejo. Uno de tipo sharp (abrupto) y uno de tipo smooth
i

(suave). La version sharp simplemente impone una fase e’’¢es a partir de algin valor

Recs, siendo 9., el angulo que marca la direccion del contorno en el plano complejo.

0 r < Rees
Z{r} = , (1.41)

eees (R{r} — Rees) 7> R
mientras que para la forma smooth se eligié efectuar el paso al campo complejo si-
guiendo lo que se definié como una circunferencia de transicion. La misma proporciona
continuidad y diferenciabilidad al contorno, y permite acoplar suavemente el contorno

en su parte puramente real con el mismo en su forma compleja con una angulacion

Dees € [0, Z]

)2

0 R{T} < Rees
I{T} = Rcirc - \/RZirc - (R{T’} - }zecs)2 Recs < R{T’} < Rtr ? (142)
Yir + eiﬂecs (R{’f‘} - Rtr) R{T} Z Rtr

siendo Ry = Rees + Reiresen (Vees) € Y = Reire (1 — €08 (Vees)). En la figura 1.16 se
ilustra la manera en la que se determinan los parametros auxiliares ;. v Ry, en base a

Recs y 196CS'

Im{r} ecs

""Iytr

I I -

Figura 1.16: [lustracion de las variables auxiliares involucradas en el esquema de escaleo
complejo de tipo smooth.

En la figura 1.17 mostramos las caracteristicas de una base Sturmiana resuelta con
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su coordenada radial rotada. El potencial generador es levemente apreciable dentro de
la region de escaleo. De esta manera, posee cierta capacidad de expansiéon atn dentro
de la regién escaleada, aspecto que sera de utilidad en la resolucion de problemas de

dispersién.

Re{S, (1} (ua.)

r (u.a.)

Figura 1.17: Parte real de las GSF obtenidas de un generador de tipo Woods—Saxon,
utilizando una rotacién compleja suave de la coordenada radial. Se muestra también
el contorno de escaleo complejo (trazo a rayas) reducido en amplitud en un factor de
4 por para su visualizacién en el grafico asi como el potencial generador V(r) (trazo
punteado) evaluado en el contorno complejo empleado en la obtencién de la base.

Veremos en la seccion 2.3 que la utilizacion de bases Sturmianas con rotacién al
complejo de la coordenada radial le otorga a la base resultante una mayor capacidad
de lidiar con energias diferentes de la propia. Esta situacion se encuentra forzosamente
en la resolucién de problemas de tres cuerpos con una base de tipo esférico (r2,73), v

se estudiara en las secciones 4.2 y 4.3.

1.5.2. Proyecciones a futuro

Discutiremos en este apartado algunas posibilidades de implementacion que dentro

del marco temporal de la tesis no alcanzaron a ser exploradas, pero que en principio
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resultan factibles para la metologia.

Es posible, con total naturalidad, incorporar en la ecuacién diferencial derivadas
primeras por medio de diferenciacién Lagrangiana, propuesta vélida tanto para gri-
llados uniformes como no uniformes. El estudio realizado por Gémez [74] basado en
las referencias [84, 85] sobre distintas implementaciones de la rotacién compleja de la
coordenada podria extenderse a cualquier potencial, momento angular y energia, a la
par que contrastarse con los esquemas de rotacién descritos en la seccién previa.

Hemos discutido dos maneras de imponer las condiciones asintética en R,,.:. No
obstante, una sola forma se proporcioné para lidiar con la condicién de regularidad en
el origen, pero existe la posibilidad de modificar la imposicién de la tal condicién vy,
simultaneamente, conservar el uso de las expresiones centradas de diferenciacién. La
mejora consiste en extender el problema en espejo respecto del origen. Solamente seria
necesario hacerlo para ”Tfl puntos, imponiendo la relacion: Sy, (r_;) = =S, (7).

Una posibilidad que puede resultar eficiente consiste en implementar un grillado
radial basado en puntos de cuadratura. Es decir, emplazar sobre el intervalo radial los
nodos de algin esquema de cuadraturas, como de Gauss—Legendre o Gauss—Laguerre,
y luego anadir entre nodos una cantidad prefijada de puntos.

Otro desarrollo factible para el cédigo consiste en la anadidura de potenciales de
tipo no local en el calculo de la base Sturmiana. Esto se puede hacer tanto para el
potencial auxiliar como para el generador en (1.2). Los detalles de esta formulacién se
exponen en el apéndice C.

Habiendo repasado las capacidades y proyecciones de la metodologia podemos con-
cluir entonces que se trata de una herramienta sumamente versatil y eficiente, a la
par que abre un espectro de posibilidades considerable al permitir naturalmente la

extension al campo complejo de la coordenada radial.



Capitulo 2

Resolucion de problemas de
dispersion y optimizacion de la base

Discutiremos en este capitulo la aplicacion practica de las bases GSF a problemas
de dispersién. Dado que dicha base es parte fundamental de la metodologia ab—initio
utilizada a lo largo de este trabajo, se destina la presente seccion para una descripcion de
sus caracteristicas operacionales. Las mismas establecen un conjunto de reglas béasicas
para su adecuada aplicacién. De las optimizaciones que se discutiran a continuacién,
algunas son de inmediata utilidad para problemas de dos cuerpos, mientras que otras
estan orientadas al empleo de bases Sturmianas en problemas de tres. Detallaremos a
continuacion los aspectos esenciales de la teoria de dispersiéon que precisaremos para
ilustrar el rendimiento de las bases GSF aplicadas a estos problemas. Comenzamos por
la ecuacién de Schrodinger independiente del tiempo:

1 o = B
5,V V() - B| o) =0, (2.1)

y las condiciones de asintéticas apropiadas para determinar completamente la solucion
de dispersion:

) i(kr—~log(2kr))
D (r) — e/hrtalonlr k) f (9,6, k) (2:2)
T

r—>00

con vy = —%, k = v/2uFE la magnitud de la cantidad de movimiento, y Z la carga
asintética del potencial. Si el potencial es esféricamente simétrico, el Hamiltoniano
conmuta con el operador momento angular y su proyeccion en un eje de cuantizacion.

Resulta entonces conveniente descomponer la solucion en una expansion en autoestados
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del momento angular:

o) =3 3 i)Y @), (2.3)

=0 m=-1

A su vez, a las funciones ¢ (r) las expresamos como

Ui (r) = wolr) +05,(r), (2.4)

siendo ¢ (r) solucién estacionaria de

Hemos descompuesto al dispersor V(r) = U(r) + V(r) de (2.1) en una componente de
corto alcance V(r) y una de largo alcance U(r). Arribamos finalmente a la ecuacién

que debemos resolver para determinar 7 ,(r):

[ 1 <d2 I(1+1)

21

dr? 72

)+wm+wm—4 L) = —Veolr).  (26)

Se elaboré como parte del presente trabajo un cédigo para resolver problemas de
scattering utilizando funciones de base GSF. Este cédigo resulté de utilidad para com-
prender y optimizar la base tanto para dos cuerpos como para, indirectamente, pro-
blemas de tres cuerpos. La ecuacién mas general que puede abordar el codigo es de la

forma:
L d* 1(+1)

_ZF—FW—FVL (r)=E| v, (r)==Vr(r)po(r) (2.7)

sc,l

Es un caso mds general que un problema de dispersién, que implicaria Vi (r) =

U(r)+V(r)y Vg(r) =V(r).

Con el objeto de contrastar las funciones de dispersion obtenidas con método es-
pectral se utilizé una implementacién capaz de resolver directamente la ecuacién (2.7)
aplicando el esquema de diferenciacién Lagrangiano descrito en la seccién 1.5. Estos
controles se realizan con grillas suficientemente densas, asegurando soluciones precisas

y convergidas. El procedimiento de resolucion directa se describe en el apéndice E.
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2.0.3. Problemas de dispersion: formulacion con la base GSF

Para obtener la solucién de la ecuacién (2.7) se propone una expansion de ¢, , ()

en términos de la base GSF:

N

scl Zal nSln (28)

n=1
Introducimos (2.8) en (2.7) y hacemos uso de (1.2) para eliminar el operador diferencial
de (2.7).

N

Do (Vi (r) =Ur) = BV (r) = (E = E,)) Sy (r) = =V (r) g0 (r) (2.9)

n=1
Se proyecta luego contra cada elemento de base S,/ (), lo que nos permite reescribir

(2.9) como un sistema lineal en los coeficientes a;,:
Ha = —b, (2.10)
donde los elementos de la matriz H y el vector b son:
How= [ drSi () (Ve 0) =U ) = 5oV () = (E= E)Sin () (211
b, = — /000 drSy . (r) Ve (1) @o (1) (2.12)

El sistema lineal se resuelve empleando la rutina ZGESV de la librerfa LAPACK [75].
Si la base GSF se encuentra normalizada a H," (Z, E,r), la amplitud de dispersién 7,

puede ser factorizada trivialmente:
Zalnsln Zal n Z Ewr) (213)

<Zaln> (Z,E,,r) = T,H;" (Z, Es, 7).

La implementacién es capaz de trabajar con bases GSF evaluadas en grillados va-
riables como los descritos en la seccion 1.5.1. Para ello, las integrales radiales se realizan
por la regla trapezoidal basada en puntos espaciados arbitrariamente en la coordenada
radial y que incluso pueden contener una rotaciéon compleja. Los detalles de esta regla

de integracién se describen en el apéndice D.
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2.1. Estrategias de optimizacion de la base GSF

En este apartado se describird un conjunto de optimizaciones y conceptos que per-
miten obtener un mejor rendimiento de la base Sturmiana. Los mismos se derivaron
de la experiencia en el uso de bases Sturmianas tanto en problemas de dos cuerpos
como de tres. Dado que en problemas de dos cuerpos es posible hacer una evaluacion
mas clara de los efectos de cada modificacién, estos estudios se tratardan en el presente

capitulo.

2.1.1. Concentraciéon-dispersion

En esta seccién se analizard la idoneidad de las bases Sturmianas para distintos
arquetipos de problema de dispersion. Desde un punto de vista formal, cualquier elec-
cién de potencial generador dara lugar a una base completa. No obstante, lo acertado o
desacertado de la misma permitird o no resolver el problema en cuestion con un name-
ro reducido de funciones de base. Complementaremos con experimentos numéricos en
problemas de dispersiéon los argumentos presentados en los apartados 1.2.1,1.2.2, Es de
gran importancia poseer esta informacion para efectuar educated guesses a la hora de
confeccionar bases para problemas de dos y tres cuerpos.

Comenzaremos con un problema cuyo dispersor es extremadamente concentrado

y Vi(r) = —10= - =22,

r

e—ar

r

en la vecindad del origen, especificamente Vg(r) = —10
siendo o =1.3. En este ejemplo, F = 0,5 y [ = 0. El problema se resuelve separadamente
con dos bases GSF, ambas con F,; =0.5, pero de diferente potencial generador. Una de
ellas con un Coulombiano truncado y la otra con un potencial rectangular. En la figura
2.1 se despliegan los médulos de los coeficientes de expansiéon ag, obtenidos para una
y otra base. Claramente la convergencia se alcanza significativamente méas rapido con
una base concentrada.

Se puede percibir en la figura 2.1 que, para el potencial coulombiano truncado
aparecen funciones de escasa contribucién, aiin en elementos por debajo de n = 50. Una
revision de los autovalores de aquellos elementos los evidencia como de tipo repulsivo,
es decir, cuya parte real de f3;, es positiva. Actualmente se encuentra en estudio la
manera de excluir del calculo a los estados que no intervendran significativamente en la
expansion de la solucion de dispersion. Principalmente para problemas de tres cuerpos

esto puede proporcionar un ahorro significativo de costo computacional. Por otra parte,
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una base dispersa, del tipo relevado en 1.2.2, no logra la convergencia atn con 120

elementos de base. Lo evidencia la escasa disminucién relativa de los coeficientes.
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Figura 2.1: Mddulo de los ag,, obtenidos de la resolucién de un problema de dispersién
con un dispersor de Yukawa muy concentrado sobre el origen. Los cuadrados negros co-
rresponden con una base de potencial Coulombiano truncado, mientras que los circulos
verdes a una base de potencial rectangular. La convergencia es alcanzada con apenas
50 elementos para el primero y no es alcanzada con 120 para el segundo.

El siguiente caso considerado en complejidad también consta en resolver un pro-
blema de dispersién de dos cuerpos con una base de energia igual a la del problema,
con la diferencia de que esta vez, el lado derecho de la ecuacion se extiende significa-
tivamente dentro de la caja radial considerada. Trabajamos con Vz(r) = 1 dentro del
dominio, anuldndose fuera, y ¢o(r) como un estado de dispersién de condicién saliente
calculado de manera numérica con la implementacién de diferencias finitas discutida

en el apéndice E.

Se resuelve el mismo problema de dispersién con tres bases diferentes: una de tipo
Yukawa, una de potencial Coulombiano truncado y una de pozo rectangular. Esta
ultima fue la que obtuvo mejor convergencia, al decrecer més rapidamente el tamano
relativo de los coeficientes. La base més concentrada, la de Yukawa, en cambio, fue la
que obtuvo el peor rendimiento, dado por el decrecimiento més lento de sus |a;,| (fig.

2.2).
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Figura 2.2: Moédulo de los coeficientes a;,, de un problema de dispersién generalizado.
En este ejemplo Vg (1) = 1y ¢o(r) es un estado de dispersién numérico de condicién sa-
liente. Resoluciones con bases GSF de Yukawa (cruces violeta), potencial Coulombiano
truncado (cuadrados negros) y de pozo rectangular (circulos verdes).

Mayor complejidad se encuentra cuando la base no posee la misma energia del
problema. Este caso se halla forzosamente en problemas de tres cuerpos, como se ana-
lizard mas adelante. La base debe expandir un comportamiento asintotico que no es
el propio, y por tanto, si es del tipo 1.2.2 o 1.2.3 tendra la capacidad de caracterizar
frecuencias distintas a la propia en todo el dominio, como se estudié en la seccién 1.4.

Si la base tiene capacidad de expansién en todo el dominio considerado, hay un
obstaculo que no se puede evitar y limita su flexibilidad. Es el hecho de que las condi-
ciones de contorno (energia y carga asintética) de la base no se condigan con las de la
solucion esperada. Por ello la misma no se reproducira del todo correctamente. No obs-
tante, en la seccién siguiente se enuncian alternativas para lograr que la base resuelva
problemas con energias cercanas a la propia atiin cuando no coincidan exactamente.

Queda por destacar el escenario mas exigente para una base Sturmiana: un proble-
ma con una energia distinta a la propia y un lado derecho de variaciéon abrupta y a
la vez extensién apreciable en todo el intervalo radial. Un problema asi requerird un
mayor esfuerzo, en términos de cantidad de funciones de base, para ser resuelto ade-
cuadamente. La mejor apuesta en este caso seria el tipo discutido en la seccién 1.2.3,
a raiz de que concentra algin grado de oscilaciones en el origen mientras que también

puede caracterizar ondas de diferentes energias en todo el dominio.
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2.1.2. Extensién analitica de las integrales

Una integral de solapamiento es aquella donde el integrando es un producto de

funciones Sturmianas,

/0 " Sy (r)Sn(r)dr — /0 Sy () Sun (F)dr + /R " () S (). (2.14)

Desde la perspectiva formal dichas integrales radiales estan definidas en toda la
semirrecta real. Por supuesto, en aplicaciones de tipo numérico es necesario detenerse
en algun valor finito, descartdndose el segundo término de (2.14). Atn asi, el conoci-
miento de la forma asintética de las funciones de base Sturmianas permite adicionar
analiticamente este término. Esta mejora se discutié por primera vez en [40] sobre in-
tegrales de solapamiento, y la misma fue de utilidad en los calculos de tres cuerpos
que se desarrollaron a lo largo de este trabajo doctoral. Resulta complejo aislar los
efectos de esta modificaciéon en un problema de tres cuerpos, y mas aun contrastar
que se esté tratando de una correcciéon genuina, mas alla de la evidente disminucién
de las oscilaciones espurias en la solucion. Por este motivo se realiza un experimento
numérico con un problema de dispersién de dos cuerpos para mensurar los efectos de
anadir analiticamente el segiindo término de (2.14).

El término de (2.10) pesado por E — E implica la integracién entre dos GSF sin
mediar la atenuacién de ningin potencial; es decir, un caso como (2.14). Cuando las
energias del problema y de la base son coincidentes, dicho término no interviene en la
resolucién. Ahora bien, cuando difieren, el valor de (2.14) juega un rol activo. Podemos
notar de (1.5) que una integral de solapamiento entre dos GSF de condicién pura-
mente saliente o entrante serd de tipo oscilatorio, extendiéndose hasta el infinito. No
obstante, debido a que el producto escalar entre dos funciones Sturmianas no implica
conjugacion, la integral puede, mediante un artificio similar al de la integral de Bethe
[86] entregar un valor finito [36]. La integracién desde el final de la grilla numérica,
r = R, hasta r — 0o se obtiene analiticamente. Desde r = 0 hasta Ry debe mantenerse
la integracién por la via numérica, puesto que aqui las GSF tienen capacidad de expan-
sion y difieren considerablemente entre si. La integral analitica similar a la mostrada
en [36] pero con la complejidad adicional de incluir un comportamiento eikonal, es
decir, que considera los efectos asintdticos de una distorsién coulombiana. Se presenta

a continuaciéon un problema de dispersion de energia £ =0.905 resuelto con una base
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de energia E, =0.605. Se puede notar cémo la anadidura del solapamiento hasta el
infinito corrige la funcién hacia el valor correcto, obtenido por diferencias finitas de
orden 23 con las condiciones de borde correspondientes a la energia E del problema.

Los detalles de dicha implementaciéon numérica se hallan en el apéndice E.

20 T T | T T
| N n A n n
'I '| n '| "‘ ',||
10} P L A LA L W .
/S S AL N O SO L I A A A O T L S R N
= oA RN A A AN
+ A AN A R N R S R AR R A N AN AN
O VT ey
2 L A O T T O O O A O O A O L O AR O R O A O
=t VoL
Y N T I I A N A AR V) v
-10+- R A A Y A A R T VA .
vy oy oy oy v
B y vV i
220 1 | L | | | 1
0 20 40 60 80
20 T I T | T | T
B " ] n i T
i AN o n A
10~ A A A A A .
| nohvon [ [N O T T 4
S AN AAAAS
VA A AN AN A R R RN A R RN AN RN A WA AN
S YV L YV Y
v |"l |”‘ Il'|||ll|||||| ||" \! (V)
10r SAARERA R ]
L Voy oy ]
220 ) | L | | | 1
0 20 40 60 80
r (u.a.)

Figura 2.3: Problema de dispersiéon con energia £ =0.905. La base Sturmiana posee
FE, =0.605. Panel superior: resultado con la extensién analitica del solapamiento. Panel
inferior: sin la extensién mas alla del dominio de integracién numérico. En ambos casos
comparamos la resolucién (trazo negro segmentado) con una por diferencias finitas
(curva anarnjada continua). El lado derecho empleado era no decreciente en el dominio
pero nulo fuera del mismo.

Esta mejora, no obstante, posee una cota. Extiende el rango de validez de una base
Sturmiana a valores razonablemente cercanos en energia. Al resolver el mismo problema
utilizando la misma base pero una energia £ =1.205 la solucién no resulta corregida
completamente, aunque si posee menor error que su contraparte sin la extension del
solapamiento.

La solucion del problema posee una condicién asintética moldeada principalmente
por E, mientras que la de la base lo es por E,. Por lo tanto, se dificulta expandir la
solucion correcta si estos valores no son préximos. Se escribe a continuacién la férmula

que se ha derivado para extender las integrales analiticamente:
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/ Slaana (,r) Slb,nb (T) Tpe_ATdT =

R

/OO Nlei51(k1T—71l09(2k17"))NQGZ'Sz(k2r—"/2l09(2k27"))Tpe—Mdr _ (215)
R

Ny Ny (2k1) 757 (2ky) 7 RY™VEy (ZR).

Hemos aniadido cierta generalidad a la expresion via 7Pe~" y definido las variables
auxiliares ¥ = is1y1 +is272 —py Z = — (is1ky + is2ka — A). A través de los pardmetros
p v A se pueden considerar interacciones de tipo Yukawa, Coulombiano, arménico,
exponencial o constante (manteniendo p = 0y A = 0), siendo esta tultima la necesaria
para evaluar el segundo término de (2.14). Con los pardmetros s; y sy se pueden
imponer condiciones asintoticas de tipo entrante o saliente, segtin s; +1. Los momentos
ki se ky relacionan con las energias de los integrandos como sigue: k; = +/2ukE;. Las
constantes de normalizacién Ny y N se incluyen debido a que los integrandos podrian
tener amplitud no unitaria y alguna fase. La integral exponencial E,, (x) [87] se evalia
por medio de fracciones continuas. Disponemos también de expresiones asintéticas para

argumento grande y pequeno, presentes en [87] como verificacién del cédigo.

Debe destacarse que en (2.15) asumimos implicitamente que Sy, ,,, (1) — Netskr=ylog(2kr)),
Si bien esto es aproximadamente correcto, no es coincidente con el comportamien-
to Coulombiano exacto Sj, », (r) — NH* (Z, E,r). Segin sean la carga (a través de
v) y los momentos angulares, la funcién HljE (Z,E,r) asumird un comportamiento de
tipo eikonal a mayores o menores distancias. Una integral involucrando las funciones
coulombianas exactas H, li (Z, E,r) serfa marcadamente mds compleja que la presentada

en (2.15).

La misma metodologia puede extenderse, a problemas de tres cuerpos, si bien esta
modificacién no llegé a implementarse en el marco temporal de la presente tesis. La
formulacién asi como pruebas preliminares de factibilidad se encuentran en el apéndice

F.
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2.2. Eleccion de una base de alcance deliberada-
mente restringido

Para resolver un problema de dispersiéon con una base de energia no coincidente
con la del mismo ya se establecié la necesidad de que la base fuera capaz caracterizar
diferentes frecuencias de oscilacion en una regiéon que abarque mas alla de la zona cer-
cana al origen. Por otro lado, se mostré la mejora en la aproximacion de las condiciones
asintoticas que anade la extension analitica de las integrales tanto en el lado izquierdo

como el derecho de (2.7).

Implicitamente se trabajo, en las pruebas previas, con juegos de base que para la
cantidad de elementos utilizados tenian capacidad de expansién en todo el intervalo

radial considerado.

Se hallé una estrategia conceptualmente opuesta, que permite a la base lidiar con
energias muy diferentes a la propia. El procedimiento consiste en buscar deliberada-
mente que la base posea capacidad de expansion en todo el dominio exceptuando la
zona inmediata a R,,... Esto excluye, en primera instancia a la base del potencial rec-
tangular en su versiéon habitual (valor unitario hasta R,..). Tras consideraciones de
tipo practico, se concluye que esta estrategia no se puede implementar con bases de tipo
Yukawa y coulombiano truncado. Una base de Yukawa, segin sea su pardmetro oy
alcanzard o no el extremo R,,,, con capacidad de expansion. Ahora bien, suponiendo
que se escoja (u,; de manera tal que el alcance sea limitado, se lograra la premisa de
evitar el extremo, pero a la misma vez la base consigue expandir la soluciéon buscada
en una region demasiado estrecha y préoxima al origen. Un potencial generador cuya
base puede mantener capacidad de expansion en buena parte del dominio empleado,
pero intencionadamente perderla al alcanzar un dado R, es el de Woods—Saxon. A
modo de ilustraciéon de los resultados de este procedimiento, resolvemos un proble-
ma de dispersion, donde el lado derecho estd dado por el estado ligado coulombiano
3s de carga Z = —4. La energia del problema es ¥ =2.3 u.a., mientras que para la
base Sturmiana se tomé Fy; =0.5 u.a.. La diferencia entre estos valores es del orden
que podria esperarse en un problema de tres cuerpos con un nucleo de Helio, como se
estudiard mas adelante. Los parametros del potencial generador fueron R,, =65.0 y

s =0.5, mientras que como auxiliar se usé _72
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Figura 2.4: Resolucion de un problema de dispersiéon con una base de alcance delibe-
radamente acotado. Es posible observar que a pesar de diferir en energia respecto del
problema, la base consigue construir una funcién de dispersién con el comportamiento
correcto. La resolucién por medio de la base GSF (parte real: trazo negro continuo,
parte imaginaria: trazo rojo segmentado) se contrasta con la resolucién directa de (2.7)
por diferencias finitas (parte real: trazo raya—punto en azul, parte imaginaria: trazo
doble punto-raya en verde). Panel superior: regién cercana. Las soluciones son indis-
tinguibles. Panel inferior: regién lejana, donde se observa que alrededor de 65 a.u. la
base pierde la capacidad de expansion.

El grado de acuerdo reflejado en la figura 2.5 requiere de alrededor de 130 funciones
de base. Aun cuando no estd claramente establecida la razén por la que esto sucede,
si disponemos de la siguiente hipdtesis plausible. Debido a que el comportamiento
asintdtico de la base difiere significativamente del de la solucién real del problema, la
mejor combinacion lineal alcanzable por la base es aquella en la que la regiéon cercana
a R, no se halla bien expandida. No obstante, si puede mejorarse la regién interna
al anadir méas elementos de base, que no modifican la forma en la regién asintética (ya
de por si en desacuerdo con la de la solucién buscada). Al utilizar la misma base, pero
una energia negativa no se logré una solucién aceptable, posiblemente por no contener

ésta una parte imaginaria, por ende no teniendo el sistema de ecuaciones manera de
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introducir esa informacion.

Esta estrategia presenta buenas perspectivas para problemas de tres cuerpos, a
la vez que requeriria escasas modificaciones a las implementaciones ya existentes y
serd objeto de experimentacién en el futuro préximo. La extensién analitica de las
integrales de solapamiento reduce aproximadamente a la mitad las ya de por si pequenas
discrepancias con la solucién por diferencias finitas; es decir ambos procedimientos

resultan compatibles.

2.3. Resolucién de problemas de dispersion con la
base de Sturmians con rotacién al plano com-
plejo de la coordenada radial

Mostraremos, en una aplicacién de dos cuerpos, las potencialidades de la base Stur-
miana con rotacién de la coordenada radial al plano complejo. El objetivo es, nueva-
mente, resolver un problema cuya energia difiera de la de base, ya que esta situacién es
habitualmente encontrada al resolver problemas de tres cuerpos. Resolvemos el mismo

problema fisico del apartado inmediatamente anterior.

De acuerdo a la figura 2.5, se consigue una precision del orden de la obtenida por
el procedimiento 2.2. Para corroborar que la rotacién de la coordenada desempena
un rol, y que el resultado de la figura 2.5 no es simplemente una consecuencia del
alcance escogido para potencial generador (Woods—Saxon) de acuerdo a lo discutido
en la seccién anterior, se llevé a cabo la resolucién del mismo problema removiendo
dicha rotacién. El acuerdo entre el resultado por diferencias finitas y la metodologia
GSF se deterioro significativamente, mostrando la parte real y la imaginaria amplitudes
diferentes en la regién asintdtica. Como se menciondé en la seccién previa, la diferencia de
energias se corresponde con la de mayor exigencia demandada a una base Sturmiana en
un problema de tres cuerpos con energia positiva. Hemos empleado una base de energia
FE, = 0,3 u.a.; su generador fue uno de tipo Woods—Saxon, de alcance R, = 70 u.a.
y difusividad a,,, =2.0. La rotacién al campo complejo comienza a aplicarse a las 70
u.a., con una circunferencia de transicién de radio 3 u.a. y un angulo final 9J.., = 60,0

grados. Alcanzan 130 funciones de base para lograr el acuerdo de la figura.
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Figura 2.5: Resolucién de un problema de dispersion con una base GSF con ECS. La
resolucién por medio de la base GSF (parte real: trazo negro continuo, parte imaginaria:
trazo rojo segmentado) se contrasta con la resolucién directa de (2.7) por diferencias
finitas (parte real: trazo raya—punto en azul, parte imaginaria: trazo doble punto-raya
en verde). Panel superior: regién cercana. Panel inferior: regién lejana. La rotacién
compleja se aplica a partir de 70 u.a.

2.4. Conclusiones y perspectivas del problema de
los dos cuerpos

En las secciones previas de la tesis se han presentado las propiedades béasicas de las
GSF, a la vez que se realizaron estudios en profundidad con la finalidad de alcanzar
una comprension mas completa de la herramienta que primordialmente utiliza el grupo
de investigacién. Se organizaron las clases de GSF segun la extensién espacial de su
potencial generador y se estudié la idoneidad de cada clase para diferentes tipos de
problema de dispersion. Ciertos experimentos numéricos, si bien se realizaron sobre
problemas de dos cuerpos, incorporaban una exigencia que se encuentra en los pro-
blemas de tres cuerpos: la necesidad de que la base sea capaz de caracterizar energias

distintas a la propia. A este aspecto se retornara en los capitulos siguientes, abocados
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ya a problemas de tres cuerpos.

Se introdujo una nueva metodologia capaz de generar GSF, basada en diferencias
finitas de orden elevado. Es un esquema que proporciona gran precision a la vez que
eficiencia de célculo, y permite una flexibilidad mayor que los esquemas preexistentes,
al ser capaz, de manera natural de incorporar grillados radiales generalizados. Los mis-
mos pueden incluso ser contornos sobre el plano complejo. La metodologia comprende
la posibilidad de incorporar en la resolucién potenciales de tipo no—local, herramien-
ta que puede facilitar el tratamiento de interacciones no—locales introducidas por el

intercambio con los electrones no activos del problema en cuestion.
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Capitulo 3

Introduccion

Hemos mencionado en la introduccién general de la tesis que el problema de la
doble ionizacién de Helio por impacto de electrones en el régimen de proyectil rapido
y electrones eyectados lentos constituia atin un problema no resuelto. Los resultados
experimentales presentados en [1, 2] no han sido atin adecuadamente reproducidos por
ninguna teorfa, y mas ain, no existe hasta la fecha acuerdo entre las predicciones
tedricas en cuanto a la magnitud de la seccién eficaz completamente diferencial. Son
aquellos experimentos los inicos que disponen, en el régimen que estamos estudiando,
de una escala absoluta. Dado que las formas de las secciones eficaces calculadas por
diferentes métodos cualitativamente son similares, al factor decisivo lo constituye la
escala absoluta de los datos experimentales, sea para definir cudl, si alguno de los
célculos publicados [2, 88, 13] es completamente correcto. Otro desenlace posible es que
distintos calculos tedricos se respaldacen entre si, y esto les otorgaria cierta plausibilidad
para cuestionar los experimentos.

En la seccién siguiente plantearemos el fundamento tedrico del problema y la apli-
cacién de la metodologia GSF al mismo. Mas adelante se presentan los resultados y
andlisis fisicos extraidos de la funcién de onda en un modelo de momento angular cero.
El mismo simplifica el problema del dlgebra intrincada de los momentos angulares, pero
a la vez mantiene la dificultad dada por el acoplamiento interelectronico. Para realizar
una comparaciéon con datos experimentales es necesario contar con la resolucion del
problema completo, con suficientes ondas parciales del momento angular de manera
tal que la fisica de la colisién pueda ser bien caracterizada. Es decir, es necesario ir
mas alld de dicho modelo de onda S. A esto nos abocaremos en los capitulos finales

de la presente tesis. Se presentan alli los resultados propios de la metodologia GSF en
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comparacion con los datos experimentales de [1, 2] y otros célculos teéricos publicados

en las referencias [88, 14].

3.1. Formulacion para proyectiles rapidos

En un experimento de colisiones de electrones contra una especie atémica tipica-
mente se dirige un haz de estos proyectiles contra un gas a muy baja presion de dichos
atomos. En este trabajo se tomé como especie atémica al Helio. Se trata de un ato-
mo de dos electrones, que incluyendo al nicleo y al proyectil electrénico constituyen
un problema de cuatro cuerpos. No obstante, dentro del marco de proyectil rapido
son posibles ciertas aproximaciones que reducen la complejidad a un problema de tres
cuerpos.

Se escribe la ecuacion de Schrédinger (no relativista) para la colisién de un electrén
contra un atomo de Helio. En principio serd una ecuaciéon de cuatro cuerpos. Se tra-
bajara bajo la aproximacién de masa nuclear infinita. El operador Hamiltoniano del
sistema completo a resolver sera:
H:—;vf—;vg—;vg—Z—Z—Z+1+1+1. (3.1)

A1 ) rs T2 Tz T23
Por tanto, la ecuaciéon de Schrodinger independiente del tiempo adoptara la siguien-

te forma:

<—;V%—;V§—;V§—TZ1—TZQ—TZngTL+T;+7;—E)‘Il(r1,r2,r3):0.
(3.2)
Denotaremos por 1 al electrén incidente/dispersado y por 2 y 3 a los propios del
atomo de Helio.
Debido a que consideramos que la velocidad de incidencia del electrén proyectil es

elevada, se propone el desarrollo perturbativo siguiente. Al Hamiltoniano total (3.1) lo

descompondremos en una parte asintética y una parte perturbativa.

Hy(Z,) = hy(Z,)+ hye, (3.3a)
_ Z-Z, 1 1
Wi(z,) = - Py —+—, (3.3b)

1 12 T13
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donde hemos denotado

1 1 zZ Z 1
hge = |—2Ve—-Vio = -2 4 — 4
" ( 3V2 Vs w7y r23> (342)
1 Z
hy,(Z,) = (—2v§ - Tf’) : (3.4b)

El hamiltoniano Hy (Z,) incluye todas las interacciones del subsistema (2,3) me-
diante hp., mientras que la interaccion proyectil-nicleo —Z, /7y es descrita por h,(Z,).

Los dos subsistemas se hallan acoplados por la interaccién W (Z,).

Se propone ahora para la funcién de onda de cuatro cuerpos una serie perturba-
tiva con parametro A, cuyo valor numérico serd luego igualado a 1. Este parametro

estd asociado a la magnitud de la interaccién W.
\II+ (rla Iy, I'g) = Z )‘n\I’(n)Jr (rh ro, I'3) : (35)

Los érdenes sucesivos de U™+ satisfacen el siguiente sistema de ecuaciones diferencia-

les:

[E — Ho) O (£, 15,13) = 0, (3.6a)
[E — Ho] \y(l)—i— (I‘l, ro, 1‘3) = W‘IJ(OH— (I‘l, Iro, 1'3) y (36b)
[E — Ho] U™ (ry,ry,r3) = WU UF (1) 1y 13). (3.6¢)

La solucién de orden cero entonces se constituird de la siguiente manera, puesto que
es separable en una parte atomica y otra debida al proyectil libre de interacciones,

tomando Z, = 0:
1

(2m)3/2

Aqui ®© (ry,r3) representa el estado fundamental del d&tomo de Helio. El momento

\I’(O)+ (I‘l, Iy, I‘g) = eikiirl (I)O (I'Q, I’3) (37)

del proyectil se denota por k;. La solucién WO+ (ry,ro,13), representa el estado inicial
del sistema, mientras que el electrén proyectil es modelado por una onda plana. Intro-

ducimos entonces esta proposcién en la ecuacién (3.6b) para obtener la relacién que
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verifica WM (rq, 1y, 13) :

1
<—V% + hHe - E> \I/(IH_ (I'l, Iy, I'3) = (38)

iki~r1

Z N 1 n 1 e By ( )
—|—+—+— ) —=Py (ry,r9).
1 12 T13 (271')5/2 0 1oz
Expresamos la funcién del primer orden perturbativo WM+ (ry, 9, r3) como una combi-
nacién de ondas planas para el electrén dispersado, pesada por una funcién @7, (k, ro, r3)
a ser determinada:

1

\I}(l)+ r,re,Ir3) = ——=75
( ) 2"

/ dke™ ™1 d7 (k, 1o, 13) . (3.9)

Con la proposicién (3.9) reemplazada en (3.8) y proyectando sobre un autoestado

—L _etker1 del momento lineal final k¢ obtenemos:

(2m)2
1 4n

hge — E, CI>;"c ,Tg,I3) = ———
(e = F) @%@ x2m) =~

(—Z + 6iq<r2 + €iq'r3) (I)O (I‘Q, 1‘3) s (310)

en donde hemos definido £, = F — %kfc, la energia total del sistema compuesto por
el nicleo de Helio y sus dos electrones luego de haber recibido el impacto. La misma
puede o no hallarse por encima del umbral de doble ionizacion, es decir, ser suficiente
para que ambos electrones puedan ser eyectados al continuo. El vector q es el momento

transferido por el proyectil al blanco: q = k; — ky.

Estando por encima del umbral de ionizacién doble, E, = 0, como resultado de la
colisién es posible que ambos electrones sean emitidos, o bien que uno solo de ellos lo
sea. El restante queda ligado en algtin estado de He™. Por la conservacién de la energia
las configuraciones finales aceptables son tales que Ey + E3 = E,. Todos estos procesos
deben estar contenidos simultdneamente en la solucién ®7, (q,re,r3), que formalmente

podra escribirse de la siguiente manera:
Of (ry,r3) = /drédrg G (g, 13,15, 15) W (rh, rh) O (1, 15) . (3.11)

con el operador de Green definido en [89]. Resulta conveniente definir cuatro sectores
asintéticos [90], seguin sobre qué coordenada se observa el limite de valores grandes.

Emplearemos una convencion ligeramente distinta a la de la referencia [90] para que
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sea consistente con los rétulos que hemos elegido para denotar los electrones:

QO: T9,73,T93 —» OO, E—)C;«EO, (312)
)
3
Qo 1y — 0, 7 — 0, (313)
2
T2
Q3: r3—o00, ——0, (3.14)
3
Q: ryr3— 00, @, L) (3.15)
o T3

En las regiones Q; (siendo i = 2, 3) la funcién de onda debe describir principalmente
la situacién en que uno de los electrones permanece cercano al ntcleo formando un
estado ligado mientras que el otro se halla a grandes distancias, eyectado. La forma
asintética en estas regiones del dominio (72, 73) debera ser [89]:

eiknm —in2,n In(2kpr2)

1 .
Of o (qrars) — = F, (kaia, q) $n(rs), (3.16)

ro—00 27T T2

donde hemos introducido p = \/m . Hemos definido aqui el pardmetro de Sommer-
feld 1y, = Zk—;l y el momento k, con el que el electrén emitido parte, dejando al otro
ligado en el estado ¢, (r3) de He'. La sumatoria (3.16) recorre en el indice n todos los
estados ligados de un solo electrén en el nicleo residual. Asi, las F), (k,I2,q) son las
amplitudes de ionizacion simple. La definicién de la funcién asintética para el sector

Q)3 es totalmente analoga.

Cuando ambos electrones se encuentran en el continuo y muy apartados entre si,
estamos en la regién Qg [90]. En este dominio las distancias entre particulas son grandes
y no existen contribuciones apreciables de parte de los estados ligados. El operador de
Green en este sector sera:

5 eilsp—o In(2kp)—00]

G (1. = (2mi) ot Up L (). (317)

ot

En el operador de Green podemos evidenciar el esperado comportamiento asintético
para el doble continuo, con frentes hiperesféricos [89]:

3 ei[np—)\o In(2kp)—0o0]
@}, (q,12,13) = (2mi)' P2 Ty 1 . . (3.18)
P

N

siendo Ao el pardmetro de Sommerfeld, y Ty ;. = T (%rg, %r?)) la amplitud de do-

ble ionizacién. Los momentos dependientes de las coordenadas Rj (7 = 2,3) fueron
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propuestos por Alt y Mukhamedzhanov [90], mientras que xk = /k3 + k3 es el hiper—

momento.

Al resolver la ecuacién de Schrodinger resultante, todos los canales abiertos, es
decir, aquellos energéticamente permitidos, se hallan representados: CID;ZQ (q,re,13),
®7 3 (q,r2,13) and ®f, . (q,ry,13). Estos tres tipos de solucién estdn incorporados de
manera simultdnea. Es decir, la solucién completa de (3.10) tendrd la siguiente forma

general para grandes distancias:
¢:—C (q7 ra, I'3) pjoo ®:—C,2 (q, I, I'3) + (Ij:_c,?) (q, I, r3) + (I)jc,c (Cl, ra, I'3) : (319)

La matriz de transicién Ty, i se define de acuerdo a [91]:

47 1

Tf{2,1~<3 - ?W< 122,123 (r2’ 1'3) | —Z+ el + eiqu3|q)i (r27 I'3)>, (320)

siendo \Iflz2 & (rg,r3) un producto de tres ondas planas con distorsién Coulombiana
y condicién asintética de tipo onda entrante. La seccién eficaz totalmente diferencial
(FDCS) es dada por la expresién siguiente [91]:

&o _ (omyihekaks
d0dQ5dQ ;dE,2dE; ks

\TE%EB\?. (3.21)

Si bien la matriz de transiciéon, tal como se mostrard mas adelante, es extraida de
la funcién asintética en los correspondientes sectores €2;, resultard instructivo para la

interpretacién de los resultados el empleo de la definicién formal (3.20) de la misma.

Discutiremos ahora algunos aspectos fisicos contenidos en el modelo (3.10) en re-
lacién con la formulacién de colisiones multiples (multiple scattering) de la referencia
[91]. La ecuacién (3.10) contempla una colisién simple del proyectil con algin elemento
del blanco (ntcleo, electrén 2, electrén 3). Es decir, de dicha interacciéon Coulombiana
hemos considerado un primer orden. Por el contrario, los procesos de colisiéon secun-
darios que ocurran entre los tres componentes del blanco son modelados a todo orden,
debido a que las interacciones coulombianas son tratadas de manera (numéricamente)
exacta. Del arbol de procesos de colision miltiple descritos en [91], solamente aquellos
que contengan estrictamente una interacciéon con el proyectil serdn incluidos en nuestro
formalismo a primer orden, que es valido en el rango de altas energias. Las colisiones
reiteradas del proyectil contra los constituyentes del blanco requieren de la resolucién

de érdenes sucesivos del sistema (3.6a), (3.6b), ..., (3.6¢). Un formulacién alternativa
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hemos presentado en las ecuaciones (9) y (10) de la referencia [43], para considerar el
proceso de (e, 3e). La ecuacién (10) de [43] es de tipo integro—diferencial, e implicaria el
célculo simultédneo y acoplado de multiples ecuaciones similares a la (3.10) de la presen-
te tesis. Al igual que aqui, en dicho articulo se trabaja con una aproximacién de primer
orden, pero aquella formulacién contiene en principio la posibilidad de proceder, no
perturbativamente, mas alld en el grado de interaccién entre el proyectil y el sistema.
La carga numérica y computacional, empero, se corresponderia con la resolucién de un
problema de cuatro cuerpos y seria necesario disenar cuidadosamente una estrategia

numérica para acometer tal tarea.

3.2. Evaluacion del estado ¢ (rs,r3)

Hemos mencionado la capacidad de las bases GSF para obtener tanto soluciones
de energia negativa como positiva. En esta tesis se trabajo con representaciones del
estado ligado de Helio obtenidos con dicho tipo de base. Una construcciéon asi sera,
en principio numéricamente exacta. No se utilizan en el trabajo presente funciones
aproximadas como las de Byron y Joachain [61, 92|, Bonham y Kohl [93], Pluvinage
[94], Le Sech [95] ni expansiones tipo Hylleraas [96, 97|, alternativas utilizadas en
articulos precedentes [91].

Los autoestados de la energia para un dtomo de dos electrones activos verifican la
siguiente ecuacion,

1 1 1
—ivg — ivg + U (ry) + U (1) + — = B| @ (r5,15) = 0, (3.22)
23

siendo los potenciales U® (ry) , U®) (r3) los encargados de contener tanto las interaccio-
nes de los dos electrones activos con el nicleo a la par que con los electrones restantes.
Hemos considerado la aproximacién de masa nuclear infinita, que ciertamente se aplica
al caso de interés, con cuatro nucleones. Los operadores de energia cinética y potencial
en (3.22) conmutan con el médulo del momento angular total L = Ly + L3, asi como
su proyecciéon en una direccién de cuantizacion, que haremos coincidir con la direccién
de incidencia del proyectil. Denominaremos L, a la proyeccién de L y a sus respectivos
numeros cuanticos como M y L, ambos enteros. Debido a que el vector L satisface las
propiedades que definen, en el dominio de la mecanica cuantica, a un operador momen-

to angular, L podra adoptar valores enteros no negativos, mientras que los M validos
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seran aquellos enteros tales que —L < M < L. Para definir un conjunto completo de
observables que conmutan, tomamos también los médulos de los vectores Lo, L3, cuyos
nimeros cuanticos denominaremos [,, [, respectivamente. Es posible, por lo tanto, defi-
nir autoestados ®q (ry, r3) de los médulos de L, Ly, Ls, la proyeccién L, y la energia E
simultdneamente. Las autofunciones de los operadores angulares son conocidas como
armoénicos biesféricos, cuya constitucién en términos de autofunciones de Lg y L3 con
sus respectivas proyecciones en z es:
VAN (B2, s) = 30 (labymamy [ LM )Y (82) Vi (85) (3.23)
mamp
Las propiedades bdsicas de estas funciones pueden hallarse en las referencias [61, 98].

Para el célculo del estado fundamental del atomo de Helio emplearemos la base de

tres cuerpos no correlacionada, también separada en componentes angulares y radiales:

2,b 3,b
S (1) S0 (1)

=00 (2, 15) = iy (B2, ) = L (3.24)
2 3

donde v representa el conjuno de nimeros {L, M, 1, l, ng, ny}. Los superindices (b) se
utilizaran para distinguir la base empleada en la obtencion del estado ligado de la que
utilizaremos para el continuo del problema. La base de tres cuerpos no correlacionada

es solucién de:
1 1
—§V§ — §V§ + U(Q’b) (7"2) + U(3’b) (7”3) — E‘£2’b) — Egg’b) El(/b’b) (I'Q, 1'3)
= [<Ban VEY (1r2) = By, VD (r5) | EPY (v, 13) . (3.25)

Las funciones Sl(f:; (ry) y S&P

P, (r3) poseen energias E§2"’),E§3"’) < 0 y condiciones

asintéticas dadas por la ecuacién (1.6). Se propone la expansién de ®q (ra, r3) en térmi-

nos de la base Sturmiana de tres cuerpos,

@0 (I'Q, I'g) = Z Z qb(yb’b)E(Vb’b) (I'Q, I'3) s (326)

la,ly Ma;mp

: b,b . - , .
siendo ¢’ ) los coeficientes de la expansion, aun por determinar.

A raiz de la separabilidad en las variables angulares, se fijan los valores L, M para los
que se desea obtener autoestados de la energia. Ahora bien, dentro de cada onda parcial
determinada por L, M es en principio es necesario sumar en los infinitos valores {l,, [, }

triangulares con L. En cualquier implementacién numérica se tomara un nimero finito



72 El problema de los tres cuerpos

de ellos. Resulta conveniente trabajar por pares (l,,;) bien determinados, de manera
tal que no se desperdicien recursos computacionales en aquellos que no verifican la

relacion triangular con L.

La propuesta (3.26) es introducida en (3.22) dando lugar a :

2.2 {U © (r) + U (rs) = U (r2) = U (r5) = B0, VE) (1) (3.27)

lalb NagNp

1 -
B VO (1) 4 (B EED — BO0) | g0VZ0 (5, 1) = 0
23

(b,b)

Las energias E permitidas y los coeficientes ¢ constituyen las incognitas del pro-

blema de autovalores y autovectores. El caso del atomo de Helio reduce los potenciales
U (ry), U (13) a —%7 —% respectivamente. Se utilizaron potenciales V2 (ry) , V3 (13)
del tipo estudiado en la seccion 1.2.1, concretamente, de tipo Yukawa, y auxiliares

U (ry) , U (r3) de tipo coulombiano, estos tiltimos con la finalidad de eliminar los
términos de la interaccién con el nicleo de la ecuacién (3.22). La ecuacién (3.22) se
reduce entonces a:

Z Z [_ﬁlanaV(Z,b) (7"2) _ 6lbnbv(3,b) (7»3) 4 i (3.28)

T
lalb NagNp 23

lalpngny —v

. (E B E§2,b) B Egs,b))] (b(b,b)LM:(b,b) (1.27 r3) —0.

El término é, la correlacion interelectrénica, impide la separabilidad de la ecuacion

(3.28) en las coordenadas ro, r3. Se lo expande como sigue:

Loy Uy ) v ). (3.20)

Luego se efectiia una proyeccion de la ecuacion (3.28) contra cada elemento =) (ro,r3),

obteniendo una representaciéon matricial del problema de autovalores:
[H - Es} o = 0. (3.30)

Hemos definido E = (E - E§2’b) - Eé?”b)>, que seran en definitiva los autovalores resul-

tantes del problema matricial. Los elementos de las matrices H y S son, explicitamente:
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_ 1|
H, , = /dr2dr3 :,(ﬁ’b) (ra,r3) [—ﬁlanaV(Q’b) (ra) — 5lbnbv(3’b) (r3) + — |20 (rg, r3)

T23

(3.31a)

Sy/,z/ = /dI‘ng‘g E(Vli’b) (1‘2, I'3) El(jb’b) (7'2, 7“3)

Las integraciones angulares, en los dngulos soélidos {25 y €23, involucran armonicos
esféricos y biesféricos, y se pueden realizar analiticamente. Las radiales, es decir, en
(re,r3), Si se resuelven de manera numérica. Las integraciones radiales y angulares del
término % han sido reportadas por el grupo de investigacién y no repetiremos los

detalles aqui, sino que referimos al lector a las referencias [48, 44].

La resolucién del problema de autovalores se lleva a cabo con la rutina ZGEEV,
previa inversion de la matriz S, o alternativamente con la rutina DSYGV que no precisa
de dicha inversién. Ambas rutinas son parte de la librerfa LAPACK [75]. La energia
del autoestado ¢ del Helio es dada por E; = (EZ + E§2’b) + Eﬁ‘“”b)).

Una funcién de onda que describa la dindmica de un conjunto de fermiones debe
ser antisimétrica ante la permutacién de todas las coordenadas (espaciales y de spin)
de dos fermiones cualquiera [61, 98]. Para el estado fundamental, la funcién de spin
serd antisimétrica, hecho que fuerza que la parte espacial sea simétrica. En la imple-
mentacién numérica no se incorporo tal simetrizacion, si bien fuede forzarse a través de
la base [48, 99]. Los autoestados hallados, resultaban simétricos o bien antisimétricos.
En particular para este trabajo nos resulta de interés el estado fundamental del 4tomo
de Helio, que es simétrico. Es necesario resolver el problema seleccionando L, M = 0.
Parte de los estudios de simple y doble ionizacién se realizaron empleando un modelo de
Helio Temkin—Poet como estado inicial, que implica conservar inicamente los términos
la =0, 1, =0 de (3.26). Los restantes se efectuaron con soluciones del atomo de Helio
que incorporaban momentos angulares [,, [, de hasta dos y tres, valores que resultaron
suficientes para los estudios del proceso de colisién llevados a cabo la presente tesis. En
la tabla siguiente mostramos las energias que se obtenian para el estado fundamental

segtin la cantidad de ondas parciales incorporadas.
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Ondas parciales Presente trabajo Exacto
Temkin—Poet (,,1, = 0) -2.87902936 -2.879028767 [100]
Hasta (l,,1, = 2) -2.90276658 -2.902766378 [56]
Hasta (l,,1, = 3) -2.90324694 -2.903320527 [56]
Hasta ({,, 1, = 12) - -2.903712009 [48]
Completo - -2.903724377 [101]

Tabla 3.1: Energias de los estados ligados de Helio empleados en esta tesis, asi como
valores de referencia pertenecientes a otros trabajos.

Estos valores se pueden reducir si se incorporan mas configuraciones angulares a
la par que se realiza una optimizaciéon del parametro o de la base de Yukawa. El
objetivo presente es disponer de una descripcion aceptable del estado ligado de Helio
para realizar el calculo de la colisién. Estudios en profundidad sobre la obtencién de
estados ligados de Helio de alta precisién con bases Sturmianas han sido presentados

por el grupo en las referencias [64, 37, 48, 99].

3.3. Evaluacién de la funcién ¢, (q,rs, r3)

Para la funcién de dispersién @/ (q,rs,r3) nos valdremos de la siguiente base de
tres cuerpos:

~ T2) Pun;
25 (ra,15) = Vfp! (B, Fy) 222 AR (3.32)
T2 T3

Dicha base incluye funciones GSF Sl(,QnC,) (2) ,Sl(,:’r’l? (r3) con energias E,, Fj, positivas y

condiciones asintéticas de tipo saliente, aspectos que hemos senalado con los superindi-

ces c. Verifica:

1 1
—5Vi- Vit U (1)) + UB (ry) — B — E@wﬂ 299 (ry,13) = (3.33)

(=B, VE) (r2) — By VO (r3)] 250 (12,13),

y con ella propondremos la siguiente expansién:

Ol (qrars) =D Y Y 2D (g 1) (3.34)

LM 1,1 nl, ),
Dada la separabilidad del Hamiltoniano atémico en el momento angular total es
posible resolver individualmente las contribucién de cada onda parcial definida por los
valores de L', M'. La aplicacién del operador (hy. — E,) sobre la funcién ®7, (q, r2,r3)

ya expresada en la base Sturmiana elimina los operadores diferenciales de la resolucion.
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Ademés, si deliberadamente se eligen los potenciales auxiliares U (r;) de cada juego

de base de forma tal que identicamente cancelen las interacciones —%, obtenemos
K

[ A A 1
T2 r3 T23

—V2—V3——+—E] =0 (g, 1r3) = (3.35)
1
[_5lanav(2) (r2) — By, V! (rs) + P E } ) (ry,13) .

La representacién de las matrices Hamiltoniana y de solapamientos en términos de la

base GSF son entonces:

]' —(c,c
H, v /dr2d1"3 =, &) (1"2, 1“3) |:_/6lanav(2’b) (7’2) - 5lbnbv(3’b) (7"3) + ] E( ) (1‘27 1'3)

23
(3.36a)

Sl,/ v /drzdrg = , &) (I'Q, I'g) E( ©) (I'Q, r3) (336b)

Por otra parte, en el lado derecho de la ecuacién (3.10) expresaremos la onda plana
en términos de ondas esféricas. Ambos tipos de ondas poseen una energia bien definida,
pero mientras las primeras son autoestados del momento lineal, las otras tienen bien

definidos los valores del médulo y proyeccion en z del vector momento angular.

e =4ry "N il (qr) Y (@)Y () - (3.37)

1=0 m=—1
Las j; (¢r) son funciones esféricas de Bessel [102] de orden [. Al realizar la proyeccién

sobre cada elemento de base obtenemos:

47

Oy = /dI‘QdI’g 25 (ry, r3) — (Z — €92 — €'U73) Oy (1, 1) - (3.38)
¢

Podemos entonces reescribir la ecuacién (3.10) convertida en un sistema lineal,

[H - (E, — B> — E®9) 8] ¢ = ¢p. (3.39)

En el apéndice G se detalla el calculo de los elementos del vector qb(c’c). Se presenta
una expresién general, para cualquier par de valores L, M del estado inicial del dtomo
de Helio, asi como una particularizacion para L, M = 0. Dicha formulacién evidencia
ciertas simplificaciones que son capitalizables en la implementaciéon numérica. La mas
significativa consiste en que las soluciones correspondientes a ondas parciales de un

mismo L' y distinto M’ difieren entre si inicamente en un factor global. Entonces, es
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necesario resolver el sistema lineal (3.39) una sola vez para cada L', puesto que para
cada valor permitido de M’ la solucién se puede obtener multiplicando por aquel factor

global.

Estimamos apropiado plantear aqui, ya que se ha establecido el problema a resolver,
una comparacién de la fisica del presente modelo de (e, 3e) con respecto del caso de
(e,2e) y las implicaciones que esto acarrea sobre la implementacién numérica. En el
problema de (e, 2¢) la interaccién del blanco con el proyectil es del tipo que cldsicamente
denominariamos fuerza interna, ya que el proyectil es parte del sistema que se estd mo-
delando. No ocurre asi en la aproximacion al (e, 3e) estudiada en esta tesis: el proyectil
colisiona con el blanco (He), transfiere una cantidad de energia F, y momento q al sis-
tema, para luego distanciarse velozmente. El sistema que se estd modelando es ahora
el del atomo de Helio que luego del impacto posee una cantidad de energia positiva.

La perturbacién ocasionada por el proyectil es, cldsicamente, una fuerza externa.

El problema (e,2e) posee una simetria de rotacién respecto al eje de incidencia
del proyectil, debido a que no existe ninguna orientacién especial en torno a dicho
eje. La tarea, y por ende la carga computacional, se reduce unicamente a las ondas
parciales de M’ = 0. Aquella simetria es rota en el problema de (e, 3e) por el vector
momento transferido q, que define una direccién privilegiada; es necesario considerar
y calcular cada onda parcial con M’ = —L’,--- | L’'. No obtstante, hay una dificultad
inherente al problema de (e,2e) [48, 99] que es inexistente en (e,3e): la extension
espacial del lado derecho de la ecuacién de dispersién (3.10) es claramente acotada.
En la misma, el estado ligado del blanco se ocupa de limitar espacialmente el término
forzante, removiendo la necesidad de considerar integraciones continuo—continuo entre
funciones de condicion asintética estacionaria con otras de tipo saliente. Esto sucede en
el problema de (e, 2¢), ya que el estado no perturbado posee al electrén incidente en un
continuo estacionario. Las interacciones estan mediadas por campos coulombianos, de
largo alcance, y por ello las integraciones de tipo continuo—continuo de (e, 2e) requirien

un tratamiento cuidadoso.

Proporcionaremos a continuaciéon ciertos detalles relativos al costo computacional
de la implementacién numérica. Por coordenada, onda parcial y unidad de longitud, la
cantidad de funciones de base necesarias ronda la unidad, pero creciendo ligeramente

con el dominio radial considerado. Vale la unidad para cajas de 30x30 u.a., mientras
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que para una caja de 140 u.a. se emplearon de 150 a 170 funciones para asegurar una
descripcion aceptable de la funcién de dispersién de tres cuerpos. Existe una cantidad
minima de espacio a ser ocupado en el disco rigido o memoria RAM, que viene dado por
la representacién del Hamiltoniano en la base Sturmiana del continuo. Por supuesto
que en un calculo existe informacién adicional que debe ser almacenada, como la base
y diversos pardametros fisicos y numéricos, pero claramente el volumen principal viene
dado por aquella matriz. El tamano de la matriz hamiltoniana, representada en la base
Sturmiana, serd de (N, x N,)* N? elementos. Cada uno ocuparé 16 Bytes si se trabaja
con variables complejas de doble precisién del lenguaje Fortran. A modo de estima-
cién, un céalculo realizado con cinco ondas parciales, y 70 Sturmians por coordenada
insumira aproximadamente 9.0 GB. Un cédlculo con 30 Sturmians y la misma cantidad

de ondas parciales requerird al menos 0.3 GB.

3.4. Seccion eficaz totalmente diferencial

El célculo de la seccidn eficaz que se ha implementado en esta tesis se basa en la
expresién (3.21). Es en este punto que resulta conveniente la implementaciéon de la

simetria apropiada de la funcién de onda, como sigue:

dF (q,19,13) Z ZfA[yl,l/ (To,T3) ZL,l]/b\/[,+ (q,72,73) + (3.40)

LM 1,0

/

(—1)° Vi (85, %) @)

* (q7 T3, 7"2):| ;

con el factor f,4 definido por f4 = % [1 + (% — 1) 5lalb} . Hemos definido en (3.4) las
funciones radiales CIDZL,IZJ/:I + (q,72,73) de cada onda parcial.
Con la funcién ®F, (q, ro, r3), simetrizada, haremos uso de la expresién (3.21) para

realizar el calculo de las FDCS:

o kpkok
= (2m)° =25 lim p°| B, . A1
dQQngdedEanEg ( 7T) kifii% pz_zg | sc (q7 r27r3)| (3 )

En un contexto computacional, el limite p — oo se aproxima considerando algiin hiper-
radio fijo tal que se pueda asumir que ®7, (q,r2,r3) ingresé en su régimen asintético.
Para los fines de la formulacién tedrica presentada en este capitulo, 6,03 eran los

angulos polares de las coordenadas esféricas de cada electréon. No obstante, cuando
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se muestren las secciones eficaces totalmente diferenciales (FDCS), los consideraremos
como coordenadas polares en el plano de la colision, recorriendo desde [0, 27]. Esta
descripicién es la empleada habitualmente en los graficos de las publicaciones afines al

area tematica.



Capitulo 4

Estudio de la funcion en onda S

La resoluciéon en onda S permite analizar la fisica subyacente en el proceso de co-
lisién sin la complejidad adicional que incorporarian las dependencias angulares de
ondas parciales mas altas. Es decir, se puede comprender la informacién contenida en
la propia funcién de onda. Otro de los objetivos de la seccién es analizar de qué ma-
nera la metodologia es capaz de generar la solucién conteniendo todos los canales.
Considerando todos los momentos angulares iguales a cero, la ecuacién (3.10) deviene

en:

1 1 Z  Z 1
{_8 <7«§£> — 7i (rga) -— 4+ ——F, d):_c (ro,73) = F (r2,73) .
2

212 Ory 2r2 Ors ors Ty T3 Ts
(4.1)
El lado derecho esta dado por
F (re,rs) = —W? [—Z + jo(qra) + jo(qrs)] @ (ra,73), (4.2)

donde las jo(z) son las funciones esféricas de Bessel (Riccatti-Bessel) [102] de orden
cero. En (4.2), ¢ (r9,73) es el estado fundamental de una resolucién en onda S del

atomo de Helio.

La ecuacién (3.34) se reduce, por lo tanto, a

S, (r2) Sy, (r3)

T2 T3

¢;rc (r27 TB) = Z Apmy,

NaMp

(4.3)

Como primera imagen visual de la funcién de onda de (e, 3e) trataremos un caso
con energia por encima del umbral de doble ionizacién en la seccién 4.1. Con estos
resultados analizados se hard un estudio de cémo es el funcionamiento de la base

a la hora de generar las soluciones a problemas de dispersion en la seccién 4.2. A



80 El problema de los tres cuerpos

continuacion se estudian los canales de simple ionizaciéon presentes en el célculo de
energia mayor que cero. Posteriormente se analizaran los casos £ = 0y E < 0. Cada
uno de ellos plantea un desafio diferente para la base Sturmiana. Finalizando el capitulo
dedicado al estudio de la fisica contenida en la funcién de dispersiéon en onda cero, se
presenta una formulacién alternativa basada en la expansion del operador de Green del

hamiltoniano de (4.1).

4.1. Funcion de onda, energia total positiva

Si la energia se encuentra por encima de cero, el umbral de doble ionizacién, la
funcién presentard frentes hiperesféricos [103, 104]. Adicionalmente, todos los cana-
les de simple ionizacién se encontraran abiertos. El cédlculo de la funciéon de onda se

acometié con tres tipos de base Sturmiana, difiriendo en su potencial generador. Los

utilizados fueron V(r) = 1, V(r) = e_:/a y V(r) = % (truncado). En las tres repre-
sentaciones la funcién presentaba los frentes hiperesféricos de la condicién de Peterkop
[103, 104] ademads de ciertas estructuras de oscilacién rapida y gran amplitud en los
bordes. Estas estructuras, se mostrara claramente en la seccién siguiente, se correspon-
den con los canales de simple ionizacién. En todos los casos se trabajé con dominios
radiales de 140 u.a. y 150 funciones por coordenada. La energia y el momento trans-
ferido se eligieron dentro del régimen de electrones eyectados de baja energia. Como
se alcanza a observar en la figura 4.1, las estructuras de los bordes permanecen con

amplitud poco variable en todo el espacio considerado.

La base de Yukawa concentra las oscilaciones cerca del origen, y para un problema
donde la base estd obligada a expandir energias diferentes en todo el dominio esto no es
ideal. Es decir, al ser una base completa seria en principio posible incrementar el ntimero
de elementos de base hasta obtener una buena expansion en cada punto del espacio.
Esto acarrearia un costo computacional innecesario por dos motivos. Primeramente, el
tamano de las matrices involucradas seria significativamente mayor, mientras que al
incorporar funciones de base de gran cantidad de oscilaciones (en la proximidad del
origen), se necesita de una mayor cantidad de puntos de cuadratura para evaluar las

integrales que surgen de proyectar (4.1) sobre cada elemento de base.
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Figura 4.1: Funcién de onda del modelo de onda S resuelto con una base de generador
rectangular.
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Figura 4.2: Funcién de onda del modelo de onda S resuelto con una base de generador
de Yukawa.

El caso limite de la base de Yukawa con el parametro o« — oo seria un potencial

Coulombiano truncado en el borde del dominio, donde abruptamente pasaria a valer
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cero. En principio este potencial concentra en menor medida las oscilaciones. No obs-
tante, para dominios del tamano considerado en el presente calculo, la base también
encuentra dificultades para lograr una buena descripcién de los canales de ionizacién

simple mas alld de 80 u.a..

0 60 80 v
r
3 80 100
.y, 100

Figura 4.3: Funcién de onda del modelo de onda S resuelto con una base de tipo
Coulombiano truncado.

Se concluye por lo tanto que la manera mas eficiente de trabajar en problemas de
tres cuerpos, donde la base estd forzada a expandir energias no coincidentes con la

propia, es utilizar una base dispersa.

En la figura 4.4 se ensena un corte realizado en las funciones de tres cuerpos a lo
largo de 73 para un valor fijo de r5. Se observa que, a partir de 80 u.a., la caracterizacién
de los canales de simple ionizacién por parte de la base de Yukawa es insuficiente. Es
decir, pierde la capacidad de expandir correctamente las oscilaciones rapidas propias

del primer canal de simple ionizacién.
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Figura 4.4: Comparacién un corte hecho en ro =1.92 en las funciones de onda obtenidas
con el potencial rectangular (trazo continuo negro), con el de Yukawa (trazo punteado
verde) y con el potencial Coulombiano truncado (trazo segmentado rojo).
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Figura 4.5: Funcion de onda del modelo de onda S. Se presentan las resoluciones con
la base del potencial rectangular (trazo rojo continuo con circulos) y Yukawa (trazo
azul a rayas). Corte a un hiperdngulo @ = 15°. Es claramente notable que ambas
representaciones consiguen construir una idéntica funcién de dispersion.
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Si bien las funciones de onda discrepan parcialmente en los bordes, a la hora de
caracterizar los frentes hiperesféricos se obtiene un acuerdo excelente, como se puede
observar en los cortes siguientes hechos en a = 15° (fig. 4.5) y a = 45° (fig. 4.5).
Este hecho es importante por una razén de consistencia interna en la formulacién del
problema con bases GSF: la solucién fisica que se obtenga debe ser independiente de

qué base elegida para resolver el problema.
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Figura 4.6: Funcion de onda del modelo de onda S. Se presentan las resoluciones con
la base del potencial rectangular (trazo rojo continuo con circulos) y Yukawa (trazo
azul a rayas). Corte a un hiperdngulo o = 45°. Es claramente notable que ambas
representaciones expanden la misma funcién de dispersion.

En la figura 4.7 se muestra la corriente de probabilidad asociada a la funcién de
onda, definida en este modelo de momento angular nulo por:

. . . d . d
Jprob (T277“3) =1Im {ch (7’2, 7’3) [eerQ + egd'l"g:| ¢s+c (7’2; 7”3)} . (44)

Hemos definido los versores €,,€3 en la direccién de los ejes coordenados del plano
(re,r3). Para evidenciar el comportamiento hiperesférico de la solucién en la regién
apartada de los bordes, hemos graficado solamente la direccion de dicha corriente.
Es decir, para mejor visualizacién de este aspecto hemos llevado todos los vectores

Jprob (2, 73) & una misma longitud, pero respetando su direccion.
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Figura 4.7: Corriente de probabilidad en forma versorial. Se mantiene la direccién de

los vectores, pero son normalizados a una misma longitud por claridad visual de la
figura.

Las estructuras claramente no hiperesféricas de los bordes se corresponden con
canales de ionizacién simple. Este hecho se establecerd detalladamente en la seccién
4.3. Por otro lado, es natural preguntarse si el comportamiento hiperesférico observado
en las figuras 4.1 a 4.3 y 4.7 se corresponde verdaderamente con el que prescribe [103],
més detallado por Kadyrov y colaboradores [105]. Esto puede proporcionar informacién
acerca de si un dominio de (140 u.a.) x (140 u.a.) puede considerarse en el rango

asintdtico. Con esta intencionalidad se realiza un ajuste de un corte hiperradial de la

funcién de onda, usando el modelo

frir(p) = Aplpws (kp + Noln (kp) + co) - (4.5)

Liberando todos los parametros para que el algoritmo de Levenberg—Marquardt pro-

visto en el software libre QtiPlot [106], los resultados que se obtuvieron fueron los

siguientes
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A D K Ao Co
Valor | 9.48¢-04 | 0.654 | 1.23273 | 3.376 | 137.65
Error | 3.0e-06 | 0.001 | 4.0e-05 | 0.003 | 0.0014

Tabla 4.1: Parametros de ajuste de un corte hiperradial en o = 45° de la funcién de
onda en momento angular cero. El intervalo hiperradial es desde p = 25 hasta p = 185
u.a..
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Figura 4.8: Ajuste del un corte hiperradial. Resultado GSF (trazo continuo en negro)
y curva de ajuste (puntos azules)

El hipermomento del problema es x =1.23207; obsérvese que el ajuste libre se
aproxima considerablemente. En cuanto al decrecimiento de la amplitud, marcado por
el parametro p, podemos afirmar que se aproxima al valor teérico de 0.5, aunque no
coincidiendo exactamente. Esto parece indicar que a pesar de la distancia empleada
en la resolucion, no estamos ain en el rango asintotico propiamente dicho. El ajuste
se efectud desde p = 25 hasta p = 185 u.a.. Se puede observar en la figura 4.8 cémo
el modelo propuesto (4.5), con una fase logaritmica, consigue ajustar efectivamente
la funcién resultante en un intervalo con un gran numero de oscilaciones. Un ajuste
similar, pero considerando el hiperradio desde 100 hasta 180 u.a.. obtiene un resultado
de p similar al de la tabla 4.1. Una variante del estudio, consistente en fijar el parametro

p =0.5 de acuerdo al esperado tedricamente arroja los valores de la siguiente tabla.
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A D K X | <o
Valor | 4.4872e-04 | 0.5 (fijado) | 1.2320 | 3.5 | -0.9
Error 2.0e-07 - 0.0006 | 0.1 | 0.4

Tabla 4.2: Idem que la tabla 4.1; esta vez con el parametro p fijado en 0.5 de acuerdo
a lo esperado tedricamente. El intervalo hiperradial de este ajuste es desde 100 hasta
180 u.a..

En los dos ajustes presentados en las tablas 4.1 y 4.2 la caracterizacion del hiper—
momento resulta sumamente precisa. Ligeramente menos lo es la tasa de decrecimien-
to de la amplitud de la funcién, evidenciando que seria recomendable trabajar con
dominios radiales atin mas extensos. Una alternativa para tratar adecuadamente el
comportamiento de los frentes de Peterkop, que ha mostrado su eficiencia consiste en
reformular el problema dado en (3.10), en coordenadas hiperesféricas [42]. La misma
se halla actualmente en desarrollo por el grupo de investigaciéon para momentos angu-
lares generales. En este caso las propias funciones de base poseen el comportamiento

asintotico apropiado, prometiendo buena eficiencia en problemas de tres cuerpos.

4.2. Condiciones de borde y dinamica de expansién
de la base Sturmiana

Un aspecto que define la calidad de la solucién de dispersion es su capacidad de
aproximar las condiciones de contorno del problema a resolver. En particular, una
solucion de tres cuerpos requiere que la base sea capaz de describir adecuadamente
diferentes rangos de energia permitidos a cada electron.

Teniendo en mente los frentes hiperesféricos de Peterkop [103] en la ecuacién (3.18),
podemos apreciar que para valores pequenos de 19, dichos frentes representan al electrén
3 alejandose con una energia cercana a F,, mientras que el 2 lo hace con escasa energia.
Para otros hiperangulos a tenemos diferentes proporciones en la reparticién de la
energia total por parte de los electrones eyectados. A medida que el hiperdangulo «
crece, gradualmente pasamos de una situacién en la que el electrén 2 acarrea toda la
energia a una en la que es el 3 quien lo hace.

Si las condiciones de borde, que en nuestra metodologia se imponen a través de
la base GSF, pueden aproximar o replicar las de la solucién esperada, se introduciran
escasas contribuciones espurias por este desacuerdo en la frontera. En las referencias

[40] v [99] se estudiaron cudles serfan las energias de base 6ptimas para caracterizar el



88 El problema de los tres cuerpos

doble continuo. Se encontré empiricamente que las funciones de base para cada electron

debian poseer una energia coincidente con la total disponible en el problema.

Figura 4.9: Caracterizacién de las condiciones en las frontera de la caja.

Aqui proporcionaremos una justificaciéon de por qué es ésta la mejor eleccién para
modelar el doble continuo. Se puede establecer una analogia con el problema de un es-
calén de potencial, cubierto en los cursos introductorios de Fisica Moderna o Mecanica
Cuéntica. Obsérvense los frentes hiperesféricos de la figura 4.9. Requeriremos definir
tres vectores pertenecientes al espacio (rq, r3) para el argumento que seguird: €z, €3 son
versores que se alinean con los ejes 75 y 73 respectivamente, y p = cos () €+ sin () €3
un versor normal a los frentes hiperesféricos. Comencemos describiendo la regién de
a ~ 0 (sector (a) en la figura 4.9). Aqui, el electrén 2 emerge con practicamente toda
la energia disponible, mientras que el 3 apenas posee energia cinética para distanciarse
del niicleo. Estos frentes hiperesféricos tienen un vector de onda dado por xk = /2E,p,
que para « ~ 0 practicamente estard alineado con €,. En esta region el vector de onda
r coincide con el de la base, k, = v/2E,€,. Conforme el hiperdngulo crece, la orien-

tacién del vector de onda hiperesférico va variando (sector (b) en la figura 4.9), y el
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acuerdo en la frontera v = R se torna menos exacto para valores crecientes de rs.

La proyeccion del vector de onda en la direccién de €; serd cos () v/2E4. Dado que
~ 1 .92 . .

cos (a) = 1— 30, el acuerdo no se deteriora de manera importante, cuanto menos para
~ : s

a pequenios. Cuando « se aproxima a § (sector (c) en la figura 4.9) la componente de

. ~ 1 ’

k a lo largo del eje e; es <ﬁ> V2F,. Esta es la zona en la que el acuerdo estd en su

peor condicién. Luego, con a creciendo nuevamente, el acuerdo del vector de onda del

frente hiperesférico y de la base comienza a mejorar nuevamente al recorrer r3 = R

decreciendo en ry. Por lo tanto, para evitar las zonas afectadas por un acuerdo regular

en la condicién de borde en el sector (¢) (o ~ 7/4) y tener certeza de que la funcién

estd bien calculada, serd suficiente con analizarla dentro de la zona delimitada por

T2,T3 S 0.8 Rma;z:~

Se analiza ahora la situacién (d) de la figura 4.9. Aqui se hallan muy fuertemente
representados los canales de simple ionizaciéon. Cada uno de ellos poseerd una energia
diferente, relacionada con la profundidad de los estados del nicleo residual. Aqui la
base representa con correccién aquellos canales cuya energia se asemeje a la de la
base. La aproximacién es mejor conforme la diferencia relativa entre la energia de
cada canal y la de la base sean menores. Es decir, mientras mayor sea la energia total
E, respecto de los estados ligados del nucleo residual, mejor calidad se obtiene en la
representacion de la simple ionizacion. No obstante, y como se verd en el apartado donde
estudiaremos dichos canales, los mismos, en particular los mas profundamente ligados,
alcanzan su comportamiento asintético rapidamente. Es posible entonces realizar un
céalculo separado para obtener una buena descripcion de aquellos canales que no sean

bien abarcados por la resolucién de toda la funcién de (e, 3e).

Se debe senalar que los argumentos expuestos en esta seccién estan basados en que
la base posee capacidad de expansién en todo el dominio de la resolucién. Las estra-
tegias exploradas en las secciones 2.2 y 2.3 sobre problemas de dos cuerpos presentan
perspectivas de relajar las restricciones que afectan a la base GSF cuando debe expan-
dir el frente hiperesférico y los diversos canales de simple ionizacién de un problema
de tres cuerpos. La implementacién de aquellas mejoras puede representar una ventaja
sustancial para el estudio de la ionizacién simple, que con los codigos disponibles hasta
el momento es posible, pero requiere de cédlculos separados para algunos canales en

particular, hecho que la torna poco practicable para un problema con ondas parciales
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mas alla de la S.

Existe un factor ya verificado que en cierta medida permite mejorar la calidad
de las soluciones obtenidas a pesar de estar aprorimdndose las condiciones de borde
correctas, hiperesféricas. El mismo consiste en extender las integrales de solapamiento
entre dos GSF, hasta el infinito de manera analitica como se discutié en la seccion 2.1.2.
Se observa cierta mejora en la descripcion del doble continuo y canales de ionizacién
simple en los que el electrén emitido no adquiera una cantidad elevada de energia

respecto de Ej.
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Figura 4.10: Funcion de onda resultante de realizar una resolucién en una caja de 60
u.a. de lado y luego una prolongaciéon asintética de los elementos de base Sturmiana. La
region I se corresponde con la caja donde se resolvié el problema. Dentro de la misma
la base es capaz de expandir de manera acorde la solucion. En las regiones II y III la
base se ha tornado asintética en una de las dos coordenadas. En la region IV la base
es asintdtica en ambas coordenadas, resultando en frentes planos.

Como parte del estudio de la dindmica de expansion de la base se realizé una pro-
longacion asintotica de sus elementos. Luego se evalu6 la funcién de onda normalmente,

obteniéndola no solo en el dominio considerado para la resolucién, sino también fuera
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del mismo. Claramente no se puede aspirar a disponer de una solucién vélida fuera
de la caja, puesto que alli la base no posee capacidad de expansién. Sin embargo, la
funcién de onda obtenida en algunas regiones presentaba caracteristicas correctas.

De acuerdo a la figura 4.10, plantearemos cuatro secciones distintas, numeradas de
I alV. La T se corresponde con la caja considerada. La calidad de la expansion aqui es
la que se ha analizado al comienzo de esta seccidn.

En los sectores I y I1I la base se torna asintética en una de las dos coordenadas, pero
no en la otra. Se puede notar que aqui los canales de simple ionizaciéon son deformados,
quedando con una energia que no es la propia de cada uno, sino que se amoldan todos
a la energia de la base, E,, que a su vez se escoge igual a F,. Aqui existe una regién
que contiene la funcién de onda correctamente representada; aquella donde la direccién
de salida es coincidente con alguno de los versores €;. Los frentes hiperesféricos aqui se
ven seriamente distorsionados.

En el sector rotulado como IV podemos observar que la funciéon ya no estd bien
descrita porque en ambas coordenadas se ha alcanzado el cardcter asintdtico de la
base. La misma es aqui incapaz de expandir y por lo tanto lo que se obtiene son frentes
planos angulados de acuerdo a la energia de la base de cada electrén. En estos cédlculos
dichas energias eran coincidentes (una sola E igual para las bases de ambos electrones),

por lo cual los frentes tienen una direccién normal orientada en o = /4.

4.3. Estudio de los canales de simple ionizacién

Hemos mencionado las estructuras de rapida oscilacién que se observan en las figu-
ras 4.1, 4.2 y 4.3 y nos hemos referido a ellas como canales de ionizacién simple. En
esta seccién mostraremos que poseen no solo la energia apropiada, sino que también
el comportamiento asintdtico correspondiente a la ionizacién simple. En primera ins-
tancia se proyecta la funcién ¢s.(r2,r3) contra cada estados ligados de He™, ¢, (r3).
Esto da lugar a una funcién, que denominaremos % Dicha funcién se extiende has-
ta 140 u.a., como la funcién ¢g.(r2,73) de donde procede. Seguidamente se expande
&n(re) en una base GSF auxiliar S (r5) con una energia En) = E, + % y carga
asintética Z — 1, aun cuando el potencial auxiliar se elige como U(r) = —%. La carga

y energia asintdticas son las que se espera que contenga &,(r2) a grandes distancias,

pero al menos en las proximidades del nicleo es de esperar que el electrén emitido
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perciba la carga nuclear Z al completo y por ello se toma U(r) = —%. La expansion
se realiza en un dominio de 70 u.a., que es significativamente més limitado que las
140 u.a. donde esta definida &,(r2). Por tanto, si fuera de este radio la expansién es
coincidente con &, (r2), necesariamente se habrd demostrado que &, () verifica exacta-
mente las condiciones necesarias para describir de manera correcta al electrén emitido.
Asi, se habrd probado que las estructuras presentes en los bordes de ¢g.(r2,r3) son

efectivamente los canales de ionizacién simple.

Figura 4.11: Funcién de ionizacién simple 4(r) (parte real: cuadrados azules, parte

. o s s 4

imaginaria: circulos verdes) y su reexpansién en la base auxiliar S,(n)(rQ) (parte real:
trazo negro continuo, parte imaginaria: trazo rojo segmentado). El comportamiento
asintdtico de &4(rs) coincide en energia de salida y carga asintética con la base auxiliar

87(7;1)(7'2). Este hecho confirma que & (r2) se corresponde con la emisién del electrén 2
dejando al 3 ligado en el estado 45 de He™.

En las figuras 4.11 y 4.13 se muestran a las reexpansiones de los canales {4(r5) v
&5(r2) en términos de las bases auxiliares S (ro) y S )(7’2) respectivamente. En ambos
casos se puede notar que el comportamiento asintético de £4(r2) y &5(r2) es alcanzado
dentro de las 60 u.a.. Se hace evidente que las funciones &(r2) y &5(r2) poseen el

comportamiento asintético esperado en cuanto energia y carga asintética, ain cuando
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las mismas no se imponen en el momento de hallar ¢,.(r2,73). Se observa ademds que
ambas funciones representan ondas salientes practicamente puras. En conclusién, son
efectivamente las funciones de onda que describen la eyecciéon de uno de los electrones
con la energia F, y percibiendo, por el apantallamiento del electrén ligado, una carga

asintética 7 — 1.

0.0002 T T - T T T T T T T T T T T
1. ) >
D W Ko 0 1 i) AR i it
% I mb il 'oo "I l‘:o |'| b |’|' ¢ 4 * B¢ “:, i 10 Pdg n® ] ? 10
”" | \ l NG ? Iy \ ”n ) ” ® 0

1 “ b n M M 1 ml I 19]

o ol l 7 4 ? b o lml ;; "‘:‘ h]P by “r:l ““‘ u"

VFngJ@mhﬁwﬁmﬁﬁ

-0.0002 ".'." _
\/ln |
NS, i

10,0004} -
I

i .
i

-0.0006 f .

-0.0008 | | ! | ! | | | | | ! | |
) 0 10 20 30 40 50 60 70
r, (u.a.)

Figura 4.12: Funcién de ionizacién simple &5(ry) (parte real: cuadrados azules, parte
imaginaria: circulos verdes) y su reexpansion en la base auxiliar 87(,?)(7“2) (parte real:
trazo negro continuo, parte imaginaria: trazo rojo segmentado). El comportamiento
asintético de &5(rq) coincide en energia de salida y carga asintdtica con la base auxiliar

S (r9). Este hecho confirma que &5(r2) se corresponde con la emisién del electrén 2
dejando al 3 ligado en el estado 55 de He™.

Las funciones &4(r2) y &5(r2) poseen energias de emisién de Ey =0.884 y E5 =0.839
u.a., relativamente cercanas a la energfa de la base S, (r2), Es =0.759. En esta situacién
dicha base logr6 expandir adecuadamente £4(r2) v &5(r2) en el dominio de resolucién
(140 u.a. x 140 w.a.). En la figura 4.13 se presenta el caso de un caso donde, por
tener aquel canal de simple ionizaciéon una energia de salida demasiado apartada de

E (= E,), la correspondiente &, (r2) no posee comportamiento puramente saliente. Se
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aprecia que la parte real e imaginaria oscilan con amplitudes diferentes. &, (r2) puede
entonces pensarse como una combinacién de una componente saliente y una entrante

(no deseada, introducida en la obtencién de ¢g.(r2,73)).
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Figura 4.13: Funcién de ionizacién simple & (r2) (parte real en trazo continuo negro;
parte imaginaria en trazo rojo segmentado). Se aprecia que atn en el rango asintético
la amplitud de la componente real e imaginaria no coinciden. Por lo tanto, &;(r2) no
se comporta como una onda saliente pura. Este problema tiene origen en que E, =
E, =0.759 mientras que E; =2.759.

En los casos donde la funcién &, () se halla bien descrita, formando una onda
puramente saliente, la reexpansién en la base St (r9) v la propia &, (r2) son coincidentes
ain fuera del dominio donde Si” (r9) es capaz de expandir. Cuando &,(r2) no estd bien
caracterizada, las expansiones unicamente funcionan dentro del radio de 70 u.a., pero
fuera del mismo, discrepan.

Para cuantificar en qué medida las soluciones resultan contaminadas por una com-
ponente entrante planteamos que, asintéticamente la solucién se comporta como una

combinacién de las funciones Coulombianas linealmente independientes, H* (Z, E,,, 13).
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Las funciones &, (o) y H* (Z, E,,,75) se evaldan en dos radios distintos, Ry, Ry, perte-

necientes al rango asintético de &, (12):

AVHY (Z,E, Ry) + A H (Z, B, Ry) = &, (Ry) (4.6)
AMHT (Z,E, Ry) + A H ™ (Z,E,, Ry) = &, (Ry) . (4.7)

Separando Aﬁ" y A™ obtenemos:

§n (R1) H™ (Z,En, Ry) — &, (Ro) H™ (Z, Ey,, Ry)
H+ (Z,En, R\ H- (Z, By, Ry) — H- (Z, Eyn, Ry) H* (Z, By, Ry)’
fn (RQ) H+ (Z, Env Rl) B gn (Rl) H+ (Z, Env RQ)
H*(Z, By, R\) H-(Z, By, Rs) — H- (2, By, Ry) .H* (Z, E,, Rs)

A = (4.8)

A (4.9)

En la tabla 4.3 se muestran los valores numéricos de las amplitudes de simple
ionizacion, Agf) . Puede observarse de la tabla 4.3 y en la figura 4.1 que, conforme
crece n, las amplitudes AS:L) se reducen y progresivamente estas soluciones de simple
ionizacion se difuminan con el doble continuo. Si se desea obtener una descripcién
precisa de un dado canal ionizacién simple &, (r2), tal que el electrén ligado queda en
uno de los estados menos excitados, es posible resolver el problema de tres cuerpos
empleando una base S;' (r2)S, (r3) con energia E, = E,,. De esta manera, componente
&n (r9) resulta libre de contribuciones entrantes, como podemos ver en los ejemplos

(a),(b),(c) de la tabla.

n Energfa de emisién (u.a.) |AS:L)| x 103 |A(_n)/A$l)|(%)

1 2.759000 1.3524 10.6
2 1.259000 0.7161 6.14
3 0.981222 0.3345 3.30
4 0.884000 0.2126 1.92
5 0.839000 0.1521 1.21
6 0.814555 0.1149 0.79
7 0.799816 0.0912 0.55
la 2.759000 1.3625 0.02
1b 2.759000 1.3426 0.15
2b 1.259000 0.4433 0.32

Tabla 4.3: Amplitudes de transicion para los canales de ionizacion simple: valores abso-
lutos de las componentes salientes y cocientes de los valores absolutos de las amplitudes
entrante y saliente. Idealmente, dichos cocientes serian nulos. Hemos observado que si
son menores o del orden de ~2% el comportamiento asintético de &, (r3) se torna
indistinguible de una onda saliente pura. Mostramos también las amplitudes de ioniza-
cién para los primeros canales calculadas en resoluciones de tres cuerpos con bases de
energia coincidente con la de salida del canal respectivo. Estas resoluciones separadas
se efectian en dominios significativamente menores: 30 u.a. (la) y 60 u.a. (16 y 2b).
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Se pueden ofrecer dos alternativas a la ya propuesta de realizar resoluciones sepa-
radas para los canales mas profundamente ligados. La primera opcién, mas inmediata,
pero potencialmente muy efectiva es incorporar a los codigos existentes la opcién de
trabajar con la base de tipo Woods—Saxon de acuerdo a los razonamientos de la sec-
cién 2.2. Incluso el canal con més distancia a la base en términos de energia podria
describirse de manera aceptable dentro del rango del potencial generador. La otra es-
trategia, que requeriria reformas importantes en los codigos ya desarrollados, seria la de
incorporar bases GSF con rotaciéon compleja de la coordenada. Las mismas se pueden
generar con la formulacién de diferencias finitas presentada en la seccion 1.5.1, y segtin
los resultados de la seccion 2.3, poseen buenas perspectivas para expandir energias di-
ferentes a la propia. Disponiendo de un método capaz de obtener en una sola resolucién
las amplitudes de ionizacién—excitacion a cada canal, el tratamiento de este fenémeno

mas alla del modelo de onda S se vuelve practicable con la metodologia GSF.

Para concluir el anédlisis de la separacién de los canales de simple ionizacién mostra-
remos en las figuras 4.14 y 4.15 cémo varia la corriente de probabilidad al ir removiendo
los primeros canales de ionizacién simple. Aqui, a diferencia de en la seccién 4.1, de-
cidimos utilizar una escala de tipo logaritmico. La distorsiéon que se observa sobre la
corriente de probabilidad afecta inicamente el comportamiento sobre los bordes, es de-
cir donde se concentran los canales de simple ionizacién. La regién de doble continuo,

en cambio, no sufre modificaciones.

120 r 120 .
T N O Y I
N TR R R R Wl
}R’;;;u”, ,,,,, \i”;;”:
AlliiAsiscnnnns RN
\‘HH;HN,,,, \H“j;»
H”;;”””” }HN/:
L) L R 4 ™ ff.f_f//f
v S0 /M%;:’”’f - L 50f A pr sy ]
L f/‘f///,,,,,,,,,
f// I et _ /54//:"/////,
/ . O / // /{'//;f:::
e :’//—M\.
-2@ 1 _2@ .
e 50 . -20 50 120
2 r,

Figura 4.14: Corriente de probabilidad de la funcién de dispersion. Izquierda: Sin remo-
ver ningtin canal. Derecha: con los dos primeros canales de simple ionizacién removidos.
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Figura 4.15: Corriente de probabilidad de la funcién de dispersion. Izquierda: con los
primeros cuatro canales de simple ionizaciéon removidos. Derecha: con los primeros seis
canales de ionizacién removidos. Podemos evidenciar que el frente hiperesférico per-
manece esencialmente inalterado, mientras que las estructuras de los bordes se afectan
radicalmente.

4.4. Relevancia de los elementos de base

En este apartado discutiremos la preponderancia de los elementos de base, asi como
posibles formas para adoptar un ordenamiento maés eficiente de las bases GSF. En
este trabajo las GSF para cada valor de momento angular son indexadas de acuerdo
al médulo de su autovalor. Aun cuando esto resulta adecuado, es de interés actual
conocer mas detalladamente en qué medida son necesarios los elementos de base segin
el caracter de sus autovalores. La informacion sobre cudles elementos de base participan
mas significativamente puede emplearse en calculos futuros, permitiendo un educated
guess mejor orientado a la hora de seleccionarlos, reduciendo el tamano de las matrices
involucradas y con esto los tiempos y recursos computacionales necesarios.

Comenzamos el andlisis de la base con la solucién en onda cero llevada a cabo con
la base del potencial rectangular, graficada en la figura 4.1. Los elementos de base son
productos de GSF en cada coordenada, de acuerdo a (4.3). La energfa total disponible
para el sistema es de 0.759, y la misma se eligié para la F, de los conjuntos de base
{Sn.(r2)} vy {50, (rs)}-

Se muestran relevantes los elementos de base de tipo repulsivo, es decir, de oscilacion
mas lenta que la que impondria la energia F,. Esto es esperable debido a que, segin

se ha discutido en la seccién 4.2 el frente hiperesférico impone una reparticion de la
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energia total dependiente del hiperdngulo a. Segun se discutid, el frente describe todas
las posibles combinaciones de energias Fs, F'3 para los electrones del blanco, tal que
Ey + B3 = E,. Por lo tanto, serd necesario para describir adecuadamente el frente
hiperesférico una cantidad de elementos de base cuya longitud de onda sea mayor que
la correspondiente a la energia F,. Para un potencial generador de tipo rectangular
esto se traduce en elementos de base con autovalor de parte real positiva.

Se aprecian ademas dos pares de lineas claramente separadas del resto de la estruc-
tura. Estas corresponden a pares de GSF que contienen los elementos pseudoligados
que replican los estados 15 y 25 del i6n He™. Tal como se analiz6 en la seccién previa,
se ocupan de expandir los primeros dos canales de simple ionizacion.

Los productos de GSF tales que Re{f2}, Re{f3} < —2.0 contienen oscilaciones
demasiado rapidas en ambas coordenadas, ya que en el canal de ionizacién simple con
mayor energia de emisién un electrén es despedido del atomo con 2.759 u.a. de energia.
Se aprecia claramente en la figura 4.16 que estos productos son prescindibles en una

resolucién.

|
Re{B3}

I T
50 30 -1.0 1.0 3.0

Re{B>}

Figura 4.16: Logaritmo decimal del médulo de los coeficientes de la funcién de (e, 3e)
en onda S con la base del potencial rectangular.
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Se advierte en la figura 4.16 una estructura en forma de ciupula centrada aproxi-
madamente en Re{fy} =0.25= Re{fs}, cuya estructura precisa un mayor detalla para
ser analizada. Es por esto que presentamos un acercamiento a dicho domo en la figura
4.17. Existe una clara frontera sobre las lineas Re{f8; = 0,759 y Re{f; = 0,759. Hacia
abajo y a la izquierda de la frontera los elementos de base son del continuo tanto en ry
como en r3, mientras que en los otros cuadrantes al menos en una coordenada se tiene
un estado pseudoligado. La estructura en forma de ctipula, por su parte, implica la ma-
yor parte de la constitucion el frente de doble continuo, puesto que aqui se ubican los
elementos que son producto de dos GSF con oscilaciones més lentas que las marcadas
por la energia total del problema. En las proximidades de la frontera las contribuciones
de los estados pseudoligados se difuminan con el continuo y no es claro si conforman

estrictamente canales de simple ionizacién o si participan en el doble continuo.

Re{B>}

Figura 4.17: Logaritmo del médulo de los coeficientes de la funcién de (e, 3e) en onda
S con la base del potencial rectangular. Acercamiento a la estructura centrada aproxi-
madamente en [y =0.25= f;.

Analizaremos ahora la composicién de la funcién de onda de tres cuerpos del mismo
problema, pero calculada con la base del potencial de Yukawa. En este caso también
vale E;, = E, A primera vista se llegan a apreciar cuatro plateauz, limitados por dos
barreras que se extienden hasta los extremos del dominio mostrado. También se hace

evidente una mayor variacion de la magnitud de los coefficientes de la expansion de
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la solucién de dispersion. En la figura 4.16 se observa que los valores absolutos de los
coeficientes difieren entre si en, como maximo ocho érdenes de magnitud. Diferente es
en la figura 4.18, donde se aprecian treinta érdenes de magnitud involucrados.

La participacién de elementos de base constituidos por productos repulsivo-repulsivo
a todas luces es irrelevante para la solucion, toda vez que se apartan levemente de cero

los mo6dulos de sus autovalores.

3/ 300 300 E

Figura 4.18: Logaritmo del médulo de los coeficientes de la funcién de (e, 3e) en onda
S con la base de Yukawa.

La configuracién éptima para una base de tipo Yukawa consiste entonces en selec-
cionar unos pocos elementos de tipo repulsivo, de magnitud cercana a cero, tomando
los restantes elementos de base asociados a autovalores de tipo atractivo (oscilaciones
més répidas). Es decir, seleccionar las configuraciones (f32, f3) correspondientes al pla-
teau mas elevado, junto con el muro que lo delimita. El resto de los aportes son diez o
mas 6rdenes de magnitud méas reducidos y podemos afirmar que, por lo tanto, podrian
obviarse del calculo. Finalmente, debemos destacar que la solucién calculada con la

base de Yukawa no posee adecuadamente descrito el primer canal de ionizacién simple,
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debido a que serian necesarios elementos de base con mayor rapidez de oscilacién hacia
los valores méximos de 75 0 73 (ver seccién 1.4). Esto se corregirfa incorporando més
elementos de base atractivos, si bien serfa una manera ineficiente de hacerlo, ya que los
mismos presentan oscilaciones muy rapidas cerca del origen, donde ya se ha logrado
una buena expansién de la funciéon de onda de dispersion.

Es un objetivo a futuro aplicar el mismo tipo de andlisis de la preponderancia de
los elementos de base en resoluciones completas del problema de (e, 3e). Debido a la
mayor cantidad de ondas parciales, los recursos computacionales requeridos son signi-
ficativamente més importantes, y existe menor margen para la inclusion de elementos

de base de escaso aporte a la solucion.

4.5. Caso particular : £ =0

Tanto para verificar que la metodologia permite considerar el caso umbral como para
estudiar en este régimen, se calculé la funcién de onda de (e, 3¢) considerando la energia
total igual a cero. Una interpretacion clasica implicaria que los electrones eyectados son
capaces de distanciarse indefinidamente del ntcleo, pero con una velocidad tendiente
a cero.

Peterkop determiné [107], dentro el marco semicldsico de la aproximaciéon WKB
(62, 108], el comportamiento asintdtico de la funcién de onda para valores grandes de
ambos radios. Por otra parte, dentro del formalismo cuédntico, Klar y Schlecht [109]
formularon también este comportamiento. La funcién de onda en la regién de doble
continuo debe verificar:

D% (g, 1, 15) = —eA@OVD (4.10)
pi

donde la funcién A (o, 6) depende del dngulo hiperesférico a y de 6 = cos™!(Ty - T3).
A pesar del decrecimiento de la amplitud, mas lento con p que en el caso de energia
positiva, debido a la presencia de la raiz cuadrada en la exponencial oscilatoria, la co-
rriente de probabilidad decrece con p1—5 a grandes distancias. Este valor es correcto, ya
que preserva invariante el flujo de probabilidad a través de superficies de p constante
[103]. Este caso plantea un desafio mayor a la base Sturmiana, debido a que la funcién
esperada presentard frentes hiperesféricos de longitud de onda dependiente de la coor-

denada p. En otras palabras, la energia més apropiada para minimizar los rebotes es

ahora dependiente del tamano de la caja. El calculo de la figura 4.19 se realiz6 en un
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dominio de 170 u.a., empledandose una base de 200 funciones por coordenada con una
energia de 0.04 u.a.. Esta energia se determiné de un calculo preliminar en una caja
més reducida, de 100 u.a., con menos elementos de base (120). Graficamente se estimé,
de este preliminar, la longitud de onda de los frentes hiperesféricos en proximidad del
extremo de la caja. Con esta informacién, y asumiendo de acuerdo a (4.10) un com-
portamiento reciproco con p para la energia local de los frentes, se estimé la energia

que portarian éstos cerca de las 170 u.a. de hiperradio.

60

120
)
3 (g 180

Figura 4.19: Funcién de dispersién correspondiente a una energia total de cero. Se
observa una extension gradual de las longitudes de onda, asi como la pequena amplitud
de la componente de doble ionizacién respecto de las de simple ionizacién presentes en
los bordes (truncadas al acercar la escala a la magnitud del frente hiperesférico).

Con la finalidad de verificar el decrecimiento del momento con la raiz cuadrada del
valor de la coordenada hiperesférica p, y a modo de estudio exploratorio se realizé un

ajuste con el siguiente modelo:

frit(p) = %cos (k/p + ¢0) (4.11)

El ajuste presente en la figura 4.20, realizado entre p = 25 u.a. y p = 240 u.a., se

alcanza con los siguientes valores de los pardmetros:
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A D K Co
Valor | 0.0048 | 0.981 | 5.877 | -2.64
Error | 0.0001 | 0.005 | 0.001 | 0.01

Tabla 4.4: Parametros del ajuste de la funcién de onda de energia cero.

En la figura 4.20 podemos observar el ajuste aplicado sobre los resultados. Podemos
afirmar que el resultado del calculo con GSF reconstruye el hecho de que el argumento
de la funcién oscilatoria dependa de la raiz de p. Menos satisfactorio resulta el valor
que marca la tasa de decrecimiento de la amplitud. Teniendo en cuenta este valor a
la vez que los argumentos considerados hacia el final de la seccién 4.1, es plausible
suponer que a pesar de haber empleado una caja de 170 u.a. por coordenada, atin
asf el rango asintético de la funcion se halla a distancias mayores. Las pruebas sugieren
que nuestra metodologia es capaz de resolver adecuadamente el problema, pero que se

debe trabajar con dominios considerablemente mas extensos.
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Figura 4.20: Ajuste de un corte radial de la funcién de tres cuerpos con energia cero. El
modelo de ajuste impone el decrecimiento de la longitud de onda previsto por Peterkop.
La funcién de onda (parte real) se grafica en trazo negro continuo con cuadrados,
mientras que con un trazo continuo rojo se presenta el resultado del ajuste.

Cerca del borde de la caja encontramos que el acuerdo entre la energia impuesta a

la base y la que localmente tendria la solucién buscada no es completamente acertado.



104 El problema de los tres cuerpos

Como hemos mencionado, en este régimen no se conoce de antemano la energia con-
veniente para la base. Un estudio de la dindmica de Wannier [110] implicaria trabajar
con momentos angulares distintos de cero, a fin de evaluar secciones eficaces comple-
tamente diferenciales. La emision de ambos electrones en direcciones opuestas, con el
nucleo yaciendo de por medio de acuerdo a la configuracién de Wannier, resulta en
contraposicién directa con el problema de (e,3e) en el régimen de pequena transfe-
rencia de momento, ya que esta forma alli ha de observarse un minimo en la seccién
eficaz completamente diferencial [47]. Se menciona en la Ref. [46], que tal supresién
se observa, pero deja de hacerse presente si el momento transferido crece. Desde un
punto de vista formal, el comportamiento asintético dado por la ecuacién (3.18) no
seria el apropiado para esta cinematica particular, con lo que deberia replantearse la
expresién (3.21) para el cdlculo de secciones eficaces en este régimen. No obstante,
debido a que los trabajos experimentales [111, 112] deben realizarse con algun valor
finito de energia, en principio es posible utilizar el formalismo tedrico presentado sin
modificaciones. Podemos concluir que la base Sturmiana presenta buenas posibilidades

para tratar la fisica de dos electrones distancidndose del nicleo con energias muy bajas.

4.6. Emnergias Negativas

Si la energia disponible para los electrones se encuentra por debajo del umbral de
doble ionizacién, la funcién de dispersién no presentara frentes hiperesféricos. Sola-
mente permaneceran abiertos aquellos canales de simple ionizacién cuya energia de
eyeccion sea mayor que cero. Para resolver problemas donde exclusivamente intervie-
nen los canales de simple ionizacién se requiere que la base Sturmiana sea capaz de,
simultdneamente, replicar la condicion asintética de cada uno de ellos. En el dominio de
las energias negativas esto supone una menor idoneidad para la metodologia, a causa
de que las energias de eyeccion serdan proporcionalmente muy diferentes.

Existe, no obstante, una alternativa para obtener una funcién de energia negativa
correcta. Se requiere resolver un problema por cada canal que se desee obtener adecua-
damente. Esto no es computacionalmente costoso por las dos siguientes razones. Los
estados de simple ionizacién se vuelven asintéticos a distancias comparativamente cor-
tas, del orden de 50 u.a.. Para una caja de este tamano se requieren aproximadamente

60 funciones de base por coordenada, resultando en una resolucién poco costosa. Debe
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realizarse una por cada canal permitido. Si existen canales de energias similares, es
posible abarcarlos a ambos con una misma resoluciéon. Cada funcién de onda de tres
cuerpos tendrd un canal bien descrito, que deberd ser aislado como se enuncié en la
seccién 4.3. Se deberd a continuacién sumar de cada resolucién su canal correctamente

caracterizado.

Es posible utilizar en estos problemas de tres cuerpos las estrategias discutidas en las
secciones 2.2 y 2.3. En particular la primera es un objetivo en el corto plazo. Cualquiera
de ambas presenta buenas potencialidades para que en un solo cédlculo de la funcién
de tres cuerpos se obtengan todos los canales de ionizacién simple adecuadamente

descritos.

Se presenta en la figura 4.22 un ejemplo de solucién de 4.1 con energia negativa E,
con una base del continuo en ro y r3. Es notable cémo la misma consigue representar
un cero numérico en la region donde de ser positiva la energia FE, existiria el doble

continuo, mientras que se aprecia ademas la construccion de la ionizacion simple.

35

("'9.) 70

Figura 4.21: Funcién de dispersion obtenida para un problema con energia total por
debajo del umbral de doble ionizacion. Resolucién obtenida con bases del continuo para
ambos electrones.
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Se evalué la posibilidad de utilizar estados ligados como base para estos procesos,
pero la idea se descartd, puesto que los estados ligados lograban pobremente describir
las oscilaciones correspondientes al electrén eyectado. En el ejemplo numérico de la
figura 4.22 se utilizé una base del continuo para uno de los electrones a la par que una
de energia negativa para el otro. Si bien el resultado no satisfizo las expectativas, se
presenta porque ilustra la superioridad de las bases con energia positiva frente a las de

ligados para describir estados de simple continuo.

9) 50 50 <1

Figura 4.22: Funcién de dispersién obtenida para un problema con energia total por
debajo del umbral de doble ionizaciéon. Resoluciéon obtenida con una base del continuo
en r3 y una de ligados en 7s.

Se puede apreciar en la figura 4.22 que las frecuencias de oscilacién no estan propia-
mente caracterizadas en ninguna region del lado derecho de la figura, como lo estan en
el lado izquierdo. En cambio, si es notable cémo las base del continuo puede describir
correctamente el decrecimiento de las funciones en la direccién r3 aun cuando no sea

asi para las oscilaciones en rs.



Capitulo 5

Doble ionizaciéon de Helio, solucién
completa

El paso de un modelo de onda S a uno que incluya diferentes valores de momento
angular total conlleva tomar en cuenta nuevas variables. Especificamente, la cantidad
de ondas parciales de dicho momento angular L’ que se incluyen en el calculo, y para
cada una de ellas, las ondas parciales de los momentos angulares de cada electrén,
caracterizadas por pares {l/,[;}. Cada una de las ondas parciales de L’ ademads incor-
pora las 2L/ + 1 proyecciones del momento angular en el eje de cuantizacién, z. Es
decir, los niimeros cudnticos M’ = —L',--- , L'. En las primeras secciones del presente
capitulo mostraremos estudios efectuados considerando varias ondas parciales para la
funcién de scattering, pero un modelo Temkin—Poet para el blanco de Helio. Luego de
ello pasaremos a mostrar el problema en toda su dimensién, considerando de forma
completa el atomo de Helio. Dichos resultados constituyen la principal contribucion de

la presente tesis.

Para el célculo de cada onda parcial L’ se necesita incorporar los pares de momentos
{l/,1}} v sus permutados, {l},l’}. Este hecho se hace evidente para los valores pares
de L'. En estos casos es de esperar que una correspondiente onda parcial con ambos
momentos iguales, {l/,1’}, sea simétrica ante el intercambio de ry por r3. Sin embargo,
esto no sucede si a la hora de efectuar la resoluciéon no se tienen en cuenta las ondas
con los momentos permutados. Un ejemplo concreto terminara por clarificar este pun-
to: sea L' = 2, y los pares {l/,[;} dados por {{0,2},{1,1},{2,2}}. Las funciones de
onda radiales asociadas a las ondas parciales {1,1} y {2,2} no serdn simétricas, atin
cuando fisicamente deban serlo. Para obtener un resultado fisicamente aceptable se

debe realizar el calculo considerando {{0,2},{2,0},{1,1},{2,2}}.
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En particular, la contribucién de la onda parcial L' = 1 es considerablemente més
significativa que aquellas de L' = 0y L' = 2. Si se observa el lado derecho de la ecuacion
(3.10), y se tiene en cuenta que bajo las condiciones cinematicas del experimento de
Orsay de 1998 [1, 2], que g = 0.24, resulta evidente que estaremos dentro de lo que se
denomina régimen de cuasi—foton (quasi—photon en [47]). Si se expresan las exponen-
ciales oscilatorias de (3.10) en series de potencias vemos que el término de la potencia
unitaria en las coordenadas radiales es el mas relevante, puesto que existe cancelacién
del término constante.

Un mayor momento transferido en principio implicaria una mayor similitud entre las
magnitudes de las distintas ondas parciales, hecho que a su vez conllevaria a requerir
varias de ellas para alcanzar la convergencia de los resultados. Seria de esperar un

apartamiento importante el régimen de cuasi—foton.

5.1. Blanco de Helio Temkin—Poet

5.1.1. Estudio de la magnitud del término inhomogéneo de la
ecuacion (3,10)

Este anélisis tiene por objeto determinar en qué medida resulta significativo el
aporte de cada onda parcial L’ en la resolucién del problema de (e, 3¢). Es informacién
necesaria para determinar la cantidad de ondas parciales a incorporar en la solucion.
Para ello se realizan resoluciones con diferentes valores de L’ y se evalia el médulo de
cada elemento del vector ¢ de (3.39). En estas pruebas se emplea un dominio de 70
u.a., con las configuraciones angulares para cada valor del momento angular L’ total

desplegadas en la tabla 5.1.

0 1 2 3 4
{0,0) | {0.1} | 0.2} | {0.37 | {04}
(L1} | {12} | {11} | {12} | {2.2}
(2.2} | {2.3} | {2.2} | {2.3} | {3.3}
(3,3} | (3.4} | {1.3} | {1.4} | {1,5}
(4,4} | {45} | {24} | (3.4} | {2.6}

Tabla 5.1: Ondas parciales utilizadas para evaluar el maximo y la media de los valores
absolutos de los coeficientes

Se observa de la tabla 5.1 que se emplean cinco configuraciones angulares por cada

L', con 84 GSF por coordenada y onda parcial. El vector ¢ por cada L’ posee 35280 (es
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decir, 84x84x5) elementos. De ellos se toma el méximo y el promedio para establecer
qué cantidad de ondas L’ son suficientes para que la funcién de onda total contenga
satisfactoriamente la fisica de la colisién que deseamos modelar. Se listan estos valores

en la tabla 5.2.

r 0 1 2 3 4
Maéximo | 2.341e-02 | 1.315e-01 | 6.238e-03 | 8.766e-05 | 6.409e-05
Media | 4.117e-05 | 2.680e-4 | 1.799e-05 | 2.250e-07 | 1.354e-07

Tabla 5.2: Mayor valor absoluto y promedio de los elementos del vector ¢ por cada
onda parcial L. Esto implica que las ondas parciales con momento angular total L' > 2
seran de magnitud muy inferior respecto de los casos L' = 0,1, 2.

Se hace evidente que la onda L' = 1 es la de mayor peso, como es de esperar en
el régimen cuasifotonico del experimento de Orsay [2]. Le siguen en importancia las
ondas 0 y 2, ya uno y dos érdenes de magnitud por debajo si obsevamos los maximos.
Otros érdenes de magnitud por debajo se hacen presentes las ondas 3 y 4. De acuerdo
a los resultados de la tabla 5.2 podemos concluir que considerar ondas por encima de

L' = 2 es un refinamiento prescindible.

De acuerdo a las expresiones (G.8) y (G.9), presentes en el apéndice G, la parte
dependiente de (r9,73) del lado derecho de la ecuacién (3.10) para cada onda parcial

L' del continuo viene dada por:

Fu (ro,73) = [=Z 6o+ jrr(qra) + g (qrs)] ‘I)’% (rg,73) (5.1)

Dejamos aparte en la expresion (5.1) los factores que proceden de las integraciones

angulares. Mostramos en la figura 5.1 las funciones puramente radiales F 1 (12, 73):

La figura 5.1 evidencia una disminucién importante de las contribuciones de momen-
to angular a partir de dos. El méximo de amplitud de .7-:3 (re,73) es aproximadamente
220 veces menor que el de j-:l (r9,73). Por lo tanto, las diferencias que observamos en la
tabla 5.2 tienen su origen no solamente en los coeficientes que resultan de las integra-
ciones angulares, sino que parte importante procede de la estructura funcional de las
partes radiales F 1 (re,73). Se concluyen estos estudios con la certeza de que, para el
régimen de momento transferido de =0.24, es suficiente considerar momentos angulares

totales de no mas de dos.
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Figura 5.1: Graficos de las primeras cuatro funciones radiales j-:y (rg,r3), con L' =
0,1,2,3; (a), (b), (c), (d) respectivamente. Se hace manifiesto que la funcién F; (rq, r3)
destaca en magnitud por sobre las demés.

5.1.2. Secciones eficaces totalmente diferenciales

Se muestran las secciones eficaces que se obtienen realizando los calculos con un
modelo de Helio con todos los momentos angulares iguales a cero. Los paneles de la
figura 5.2 no han requerido de renormalizaciéon alguna, y los mismos alcanzan cierto
grado de acuerdo con los experimentos. Se muestran solamente seis configuraciones
angulares debido a que este acuerdo es de tipo fortuito, como se hard evidente al
presentarse los cdlculos efectuados con un modelo més completo del blanco.

No es este el primer caso donde un modelo tedrico simplificado del problema fisico
alcanza una descripcién aceptable. Jones y Madison [3] obtuvieron, empleando estados
inicial y final con un mismo grado de aproximacién, un acuerdo aceptable tanto en
forma como en magnitud respecto a los datos experimentales de [2]. Estas funciones
resuelven de manera aproximada los hamiltonianos asintéticos del problema de tres

cuerpos para el estado ligado, la funcién de Pluvinage, como para el continuo, con
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la funcién denominada C3 [113]. No obstante, este hecho es catalogado de fortuito
en [114], donde se muestra que el mismo analisis llevado a la cinematica de 4 eV no

proporciona una correcta magnitud de la seccién eficaz.
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Figura 5.2: FDCS para las configuraciones angulares 6, = 27° (a), 69° (b), 111° (c),
139° (d), 291° (e) y 319° (f). El estado ligado de Helio se modeld en onda S, mientras
que para la funcién de dispersion si se consideraron momentos angulares generales.
El acuerdo en magnitud que se aprecia es fortuito, como quedard claro en la seccién
siguiente.

Otro argumento en contra del éxito aparente del modelo Pluvinage—C3 consiste en
que si se emplea un estado ligado de mayor calidad, el grado de acuerdo se deteriora
en lugar de mejorar [114]. Més atin, la funcién de Pluvinage no constituye el andlogo
ligado de la funcién C3 [115], como aseguran los autores de [3]. Es notable entonces

la sensibilidad que presentan las secciones eficaces con la calidad de la descripcion
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del blanco. Esto ha sido discutido por Jones y Madison [3] y Ancarani y Dal Capello
[94], donde discuten las variaciones de las secciones eficaces segin qué funcién se emplée
para caracterizar el estado ligado de Helio, segtin su correlacion interelectrénica. Termi-
nard de ser evidente que el acuerdo logrado aqui es de tipo fortuito cuando analicemos
las secciones de inmediato siguientes, donde se trabajé con mas ondas parciales en la

expansion del blanco de Helio.

5.2. Blanco de Helio completo

5.2.1. Funcion de onda de dispersion

Mostramos en las figuras 5.3, 5.4 y 5.5 las ondas parciales que constituyen la solu-
ci6én del problema (3.10) con toda generalidad. Es decir, considerando una descripcién
aceptable del estado fundamental del 4tomo de Helio asi como varias ondas parciales

en la solucion de dispersion.

De las propias escalas de las funciones se consigue apreciar que las correspondientes
a la onda L' = 1 son las de magnitud mas apreciable, y por lo tanto son fundamentales
para la correcta caracterizacion del proceso fisico. Es notable la importancia relativa que
presentan los canales de ionizacién simple en las ondas parciales en las cuales al menos
uno de sus dos momentos angulares [, [; equivale cero o uno. La magnitud relativa de
los canales de simple ionizacién se eclipsa conforme observamos ondas parciales con

valores mas grandes de dichos indices.

30 30

Figura 5.3: Ondas parciales de la funcién de dispersién, onda L' = 0. Izquierda: {0,0}.
Derecha: {1,1}
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Figura 5.4: Ondas parciales de la funcién de dispersién, onda L' = 1. De izquierda a
derecha y arriba abajo: {0,1}, {1,2}, {2,3},{3,4}.
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Figura 5.5: Ondas parciales de la funcién de dispersién, onda L’ = 0. Izquierda: {0, 2}.
Derecha: {1, 1}

Dado que el interés principal es obtener informacion fisica del proceso de doble
ionizacion, proporcionamos en la figura 5.6 cortes hiperradiales en o = 45° de las
distintas funciones de onda mostradas en las figuras 5.3, 5.4 y 5.5. Esto arroja una idea

de la incidencia de cada onda parcial en la seccién eficaz totalmente diferencial. Es
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decir, las ondas que presenten magnitudes méas apreciables en estos cortes seran las que
més contribuyan en la constitucién de la seccién eficaz, debido a que la expresién (3.41)
trabaja con el cuadrado del médulo de la funciéon completa. Los términos cuadraticos
en las primeras ondas de L' = 1 determinaran las formas generales de las FDCS. En
la figura (5.6) se ilustraron tres ondas parciales de L' = 1: {0,1}, {1,2} vy {3,4}. Esta
ultima ya pertenece al orden de magnitud de las primeras ondas parciales de momento
angular total L/ =0y L' = 2. Hemos omitido, para no sobrecargar la figura, el corte
hiperradial de la onda {2,3} de L' = 1. Su magnitud se encuentra en un punto medio

entre las dos principales y las tres ondas de menor peso.
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Figura 5.6: Comparativa de cortes hiperradiales de distintas ondas parciales correspon-
dientes a L' = 0,1,2. Se muestran, de ' = 1 las ondas {0, 1} (trazo a rayas negro),
{1,2} (trazo a rayas rojo) y {3,4} (trazo a rayas azul). De L' = 0, {0,0} (trazo con-
tinuo negro) y de L' = 2, {0,2} (trazo punteado negro). A todas luces las primeras
ondas parciales de L' = 1 determinan los aspectos mas fundamentales del proceso fisico
en cuestiéon. La participaciéon de L' = 0,2 se limita introducir modificaciones menores,
puesto que en la expresién (3.41) interviene el cuadrado de la funcién completa y las
diferencias en escala se acentian. En todos los casos se graficé la parte real de la

funcioén.

Presentamos el detalle de las dos primeras funciones de onda de momento angular

total L' = 1, fundamentales para construir la FDCS al menos en el régimen de cuasi—

foton.
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Figura 5.7: Onda parcial L' = 1: {0,1}. La escala se defini6é para enfocar apropiada-
mente la region de doble continuo; los primeros canales de simple ionizacion se aprecian
truncados.
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Figura 5.8: Onda parcial L' = 1: {1,2}.

5.2.2. Estudios de convergencia

Una parte importante de la validacién de los resultados obtenidos es compuesta por
los controles de convergencia de la funcion de dispersion asi como la seccién eficaz al

incrementar la precisién del calculo a través de los varios parametros involucrados.
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Figura 5.9: Estudio de convergencia de las ondas parciales de L' = 1. En el panel su-
perior, las ondas {0, 1} (trazo negro, continuo, y circulos negros) y {1,2} (trazo rojo,
segmentado, y cuadrados rojos ). En el panel inferior observamos las ondas parciales
{2,3} (trazo punteado negro y circulos negros) y {3,4} (segmentos rojos y cuadrados
rojos) de ambas resoluciones, mientras que se afade la contribucién {4,5} (trazo azul
continuo) existente solo en la més completa. En ambos paneles se emplearon los simbo-
los para graficar los resultados correspondientes al calculo de menos ondas parciales y
las lineas (continuas, segmentadas o punteadas) para la versién mdas completa.
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Ya se ha mostrado claramente en la secciéon 5.1.1 que la importancia relativa de las
ondas parciales més alla de L' = 2 es escasa en lo que a la magnitud de las funciones de
dispersién respecta. En este apartado se analiza el grado de variacién de las funciones
de onda por la inclusién de més ondas parciales en el estado ligado, asi como en cada
contribucion L' del continuo. En particular, y siendo que la onda L’ = 1 resulta ser la de
mayor preponderancia, sobre ella se enfocaron los estudios. Se observo escasa diferencia
entre las funciones de onda del continuo cuando el estado ligado del Helio pasaba de
contener las ondas {{0,0},{1,1},{2,2}} a anadir el par {3,3}. En el caso del continuo
se pasé de tomar {{0,1},{1,2},{2,3},{3,4}} a {{0,1},{1,2},{2,3},{3,4},{4,5}}, en
ambos ejemplos considerando los correspondientes pares intercambiados (ej. {3,4} y
{4,3}). En la figura 5.9 podemos apreciar que las funciones no se modifican sensible-
mente al anadir una onda parcial en el estado ligado y dos (y sus intercambiadas) a la

expansion de la funcién de dispersion.

FDCS
FDCS
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Figura 5.10: FDCS para las geometrias 65 = 41° (izquierda) y 0y = 319° (derecha) en
unidades arbitrarias, a fin, de en la misma grafica, mostrar el cociente entre ellas. En
los sectores donde las FDCS son apreciables el cociente ronda la unidad. El calculo
méas completo, es decir con mas ondas parciales se presenta en trazo continuo negro; el
mas simple en trazo segmentado rojo. El cociente se delinea en puntos anaranjados.

Habiendo establecido la convergencia en cuanto a la componente principal de la
funcién de onda, L' = 1, mostramos en qué medida se modifican las secciones eficaces
debido a las adiciones ya especificadas para el estado ligado como para el continuo.
Se muestra en la figura 5.10 cémo varfan las FDCS de dos geometrias particulares,
Oy = 41° y 0, = 319°, y se grafica su cociente. Se emplean unidades arbitrarias para,
en la misma gréafica, mostrar el cociente de las FDCS. Podemos observar que en las
regiones donde las FDCS son apreciablemente distintas de cero, dicho cociente ronda

la unidad, dejando claro que no existe un cambio radical entre una resolucién y la otra,
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mas aun si se consideran las barras de error presentes en los datos experimentales con
los que compararemos nuestros calculos.

Hemos observado una cierta dependencia de las secciones eficaces con las dimensio-
nes del recinto de la resolucion. Los calculos finales se efectuaron en dominios radiales
de 50 u.a. y 70 u.a., y se realizaron cédlculos preliminares en dominios de 30 u.a.. Se
ilustra en la figura 5.11 el grado maximo de incertidumbre que puede afectar a los
resultados.

La férmula (3.41) requiere, en principio, ser evaluada en un hiperradio p tendiente
a infinito, hecho que no se puede llevar a la practica de manera numérica directamente.
Podemos observar en la figura 5.11, no obstante, que el valor se estabiliza apreciable-

mente al pasar de 30 u.a. a 50 y finalmente a 70 u.a..

n 1 1 L b
0 90 1680 270 360

Figura 5.11: Secciones eficaces completamente diferenciales (FDCS). Izquierda 6, = 41°,
derecha 6, = 291°. Calculos en dominios de 30 u.a. (trazo continuo negro), 50 u.a.
(trazo rayado rojo) y 70 u.a. (trazo punteado azul). Las secciones eficaces se evaluaron
en radios 28.5, 47 y 66 respectivamente con la expresion (3.41).

Esté previsto implementar el cdlculo de las matrices de transicién con las férmulas
propuestas por Kadyrov [105], estudiada y aplicada por Palacios et al [116], Horner et
al [32] y McCurdy et al [117].

5.2.3. FDCS: resultados finales

En esta seccién analizaremos las FDCS calculadas en el presente trabajo en com-
paracién con los datos experimentales y otras dos teorias: CCC [88] (en las geometrias
disponibles) y J-Matrix [14]. Se fija en aquellas un angulo de eyeccién para uno de
los electrones (;) y se grafica la FDCS en términos del dngulo del restante (63), co-

locdndose también los valores experimentales con sus barras de error. Los juegos de
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FDCS experimentales de la Ref. [2] son veinte, con dngulos f comenzando en 27° y
hasta 333°. Los primeros diez se hallan equiespaciados en 14°, luego hay un paso de
54°, para volver al equiespaciamiento de 14°. Se debe destacar que el grado de acuerdo
teoria—experimento a la hora de caracterizar la forma de las FDCS en el problema de
(e,3e) aqui estudiado palidece ante el grado de acuerdo que se registra para la ioniza-
cién de Hidrégeno [118]. El error relativo es significativamente mayor en el caso de los
datos (e, 3e), debido a que este proceso es dos 6rdenes de magnitud més infrecuente que
la simple ionizacién del propio Helio. Esto implica procesos de medicién de semanas a
fin de garantizar suficientes conteos del proceso y geometria que se desea medir [119].
Asi también sucede si la comparacién de los datos experimentales de doble ionizacién
se comparan en cantidad de puntos y tamafio de las barras de error respecto a sus
contrapartes de simple ionizacién; la referencia [120] contiene ejemplos de ionizacién
simple de Helio. En particular, los autores de [121] mostraron para la simple ioniza-
cién del Helio un remarcable acuerdo de sus cédlculos por la metodologia CCC y los

experimentos analizando la emisién hacia afuera del plano de la colision.

Adicionalmente, presentamos las FDCS evaluadas en este trabajo en comparacién
con las de la metodologia CCC como funciones de &mbos dngulos de eyeccion: (6o, 63).
Estos resultados permiten destacar aun mas los requerimientos fisicos que verifican

ambas predicciones tedricas, reafirmando su validez.

Presentamos en las figuras 5.12, 5.13, 5.14 , 5.15 y 5.16 las secciones eficaces com-
pletamente diferenciales (FDCS). Estas constituyen el objetivo final de la presente
tesis. Para cada configuracién angular 6, Para ciertas configuraciones angulares se dis-
ponia de los calculos proporcionados por A. S. Kheifets (publicados en las referencias
[122, 88]). Se consiguié mostrar un acuerdo tanto en forma como en magnitud respecto

de los resultados del CCC.

Es notable la concordancia tanto en forma como en magnitud de nuestros resultados
con aquellos de la metodologia CCC, apreciable en todos los paneles de las figuras 5.12,

5.13, 5.14, 5.15, 5.16.
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Figura 5.12: Secciones eficaces completamente diferenciales (FDCS). (a) 6, = 27°, (b)
Oy = 41°, (c) Oy = 55°, (d) 2 = 69°. En trazo negro continuo: GSF; en trazo rojo a
rayas: CCC; en trazo punteado: J-Matrix.
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Figura 5.13: Secciones eficaces completamente diferenciales (FDCS). (e) 8, = 83°, (f)
Oy = 97°, (g) 02 = 111°, (h) O = 125°. En trazo negro continuo: GSF; en trazo rojo a
rayas: CCC; en trazo punteado: J-Matrix.
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(L

L,

0 90 180
0

Figura 5.14: Secciones eficaces completamente diferenciales (FDCS). (i) 62 = 139°, (j)
0, = 153°, (k) 6, = 207°, (1) 6, = 221°. En trazo negro continuo: GSF; en trazo rojo a
rayas: CCC; en trazo punteado: J-Matrix.

“270 360

270 360

Figura 5.15: Secciones eficaces completamente diferenciales (FDCS). (m) 6 = 235°, (n)
Oy = 249°, (0) O = 263°, (p) O = 277° . En trazo negro continuo: GSF; en trazo rojo
a rayas: CCC; en trazo punteado: J-Matrix.
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Figura 5.16: Secciones eficaces completamente diferenciales (FDCS). (q) 6, = 291°, (1)
0y = 305°, (s) 02 = 319°, (t) A2 = 333°. En trazo negro continuo: GSF; en trazo rojo a
rayas: CCC; en trazo punteado: J-Matrix.

De particular interés para resaltar la validez de nuestros calculos resultan los paneles
(i) (Fig 5.14) y (s) (Fig 5.16). En estos casos el electrén 2 es emitido en la direccién
de —q y q respectivamente, y la distribucién del electrén 3 en (i) y (s) debe poseer
una simetria respecto de cualquiera de estas dos direcciones (63 = 139° y 63 = 319°).
Los tres resultados tedricos presentados en dichos paneles verifican tal simetria, si bien
los del J-Matrix en particular no respetan la estructura de nodos que se discutirda a
continuacion. De hecho, estos ultimos implican una emisién, muy pronunciada, con
ambos electrones saliendo en una misma direccién, hacia —q o q. Este punto cuestiona
el rigor con que el J-Matrix implementado sobre las ecuaciones de Fadeev—Merkuriev
contempla la repulsion interelectronica en el canal final.

Seguiremos una nomenclatura similar a la del la Ref. [47] para nombrar los minimos
que, de acuerdo a la similitud que en el régimen de bajo momento transferido existe

con la fotoionizacion dipolar, tienen lugar en las secciones eficaces:
= (A) Emisién en direcciones opuestas: ko = —kj. Esto cancela el término dipolar

» (B) Emisién de ambos electrones en direcciones ortogonales al momento transfe-
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rido: ks L qy ke L q.

» (C) Emision en direcciones idénticas: ko = ks.

» (D) Emisién en direcciones tales que la suma de los momentos sea ortogonal al

momento transferido: ko + k3 L q,

aun cuando nuestro formalismo no calcula la matriz de transiciéon a la manera En la
tabla siguiente se detalla sobre qué valores de 03 se deben hacer presentes los minimos

de las FDCS segun con el régimen dipolar.

0, | (A)|(B)|(C) D) |0 |A)]B)](C)]D)
27 207 | — |27 | 71 | [207| 27 | — [207] 251
A1 |221| — |41 | 57 | |221| 41 | — |221 237
55 1235| — | 55 | 43 | | 235| 55 | — | 235223
69 | 249 | — | 69 | 29 | | 249 | 69 | — |249 | 209
83 263| — | 8 | 15| |263| 8 | — |263 195
o7 | 277 | — |97 | 1 | |277| 97 | — |277| 181
111 [ 291 | — | 111|347 | | 291 | 111 | — | 291 | 167
125 [ 305 | — | 125|333 | | 305|125 | — |305 | 153
139 [ 319 | — | 139|319 | | 319|139 | — |319 | 139
153 | 333 | — | 153|305 | 333|153 | — |333]125

Tabla 5.3: Posiciones de los minimos en 63 correspondientes a los fenémenos (A), (B),
(C) y (D) para cada configuracién . En las veinte configuraciones 6, en que se dispone
de datos experimentales no se verifica la ortogonalidad simultanea de ko y k3 con q.

Haremos un analisis de los aspectos fisicos apreciables en la seccion eficaz totalmen-
te diferencial como funciéon de ambos dangulos. Nos servimos, en la figura 5.17, de una
escala con una saturacion a partir de 0.0003. El propésito es evidenciar ciertos detalles
quedan subsumidos por las estructuras més apreciables, especificamente, los picos bi-
nario y de retroceso. En esta figura se incluyen también los minimos correspondientes

a nodos estrictos en el régimen dipolar [122]:

(D) : 05 = £180 — 260, — 05, (5.2¢)
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0.0002

0.0001

Figura 5.17: Andlisis de las estructuras presentes en la seccién eficaz totalmente dife-
rencial. Se destacaron en trazo segmentado las curvas nodales correspondientes a los
fenémenos (A) y (D). El trazo doble linea - punto corresponde a la emisién en una
misma direccién para ambos electrones. Los cuadrados sefialan los ceros del caso (B),
mientras que las circunferencias marcan las zonas donde existen los maximos locales
visibles en panel (s) (Figura 5.15)

Por otra parte, se sefialé con un cuadrado la situacién particular (B), donde ambos
electrones son eyectados en direcciones perpendiculares al momento transferido. La
misma se solapa en la geometria in—plane con las otras geometrias (A),(C) y (D).

En la Ref. [47] se hace mencién a un méximo local que se aprecia en el panel (s)
(Fig. 5.15) en la zona de 63 = 139°. En la figura 5.17 hemos destacado esta regién (y su
simétrica) en una circunferencia. Dicho maximo tiene lugar contraviniendo la presencia
de ceros en el limite dipolar. No obstante, alli mismo los autores explican que se debe a
un maximo de momento transferido a los electrones, es decir, un minimo transferido al
nucleo. La condicién de transferencia de momento minima hacia el nicleo se denomina

esfera de Bethe [123, 119]. Los autores de [119] senalan que, dentro del régimen dipolar
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las reglas (A) y (D) toman mayor preponderancia y eclipsan la condicién de Bethe; esta
supresion deja de observarse fuera del régimen dipolar. Los minimos denominados (B)
se aprecian poco en la geometria en la que estamos estudiando el problema: dentro del
plano de la colisién existen solamente dos direcciones ortogonales a q y yacen en direc-
ciones opuestas. Por lo tanto, dos electrones emitidos en direcciones perpendiculares a
q estarian siendo despedidos con direcciones paralelas o antiparalelas entre si, hecho
que se superpone con los minimos de tipo (C) y (A) respectivamente. Un estudio de
la geometria out—of-plane podria hacer evidente esta estructura. No obstante, y dado
el grado de incertidumbre presente hasta la fecha entre teorias y experimentos atin en
la configuracién in—plane, parece futil incrementar la complejidad del estudio. Hemos
denominado los picos binario B y de retroceso R o recoil. El primero corresponde a una
emision tal que la suma de los momentos de los electrones se orienta hacia el momento
transferido q. El otro pico implica una suma de momentos de eyeccién orientada en la

direccion —q.

@ (b)

Figura 5.18: Representacion esquematica de los procesos de primer orden dominantes en
el modelo de proyectil rapido. El caso (a) es conocido como Two-Step—1. Los procesos
(b) v (c) involucran una interaccién adicional, la colisién con el nicleo.

En la referencia [91] se presenta una formulacién del problema de cuatro cuerpos
desglosado en un esquema de colisiones multiples. Este planteo permite distinguir los
distintos procesos de colisién que intervienen en la dinamica de los cuatro cuerpos.
Hemos mencionado que en la presente tesis se trabajé en un modelo de proyectil répi-
do, considerando una colisién Unica con del mismo con los componentes del blanco.
Luego el blanco puede redistribuir la energia y el momento en sucesivos procesos de
cualquier orden. Los dos picos presentes en la figura 5.17 corresponden a emisiones con
los electrones emergiendo en direcciones separadas por = 90°. Esto remite a la colisién
clasica de dos particulas, una de ellas con velocidad inicial sensiblemente menor. Des-

tacamos esquematicamente en la figura 5.18 los procesos de colisién que contribuyen
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principalmente con la FDCS encontrada. El panel (a) de dicha figura constituye el
proceso comunmente denominado Two-Step—1. Los otros dos, (b) y (c), implican una
colisién extra con el ntcleo, constituyendo entonces procesos de un orden adicional de
interaccién entre los componentes del blanco.

Se hace evidente de las figuras 5.12 a la 5.15 el grado de acuerdo que presentan las
teorias CCC y GSF entre si para las geometrias presentes en el experimento de Orsay.
Ambas juegos de FDCS fueron multiplicados por factor 2.2 para ser comparados con
los datos experimentales. Ahora estableceremos una comparativa mas profunda entre
las metodologias tedricas en todo el rango de 6, y 5. La misma se presenta en la figura
5.19.
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Figura 5.19: Seccién eficaz totalmente diferencial, graficada en funcién del dngulo de
eyeccién de cada electrén. Se hace evidente la concordancia de forma y de magnitud
de los calculos de esta tesis (a) con los de la metodologia CCC (b).

Segun se observa en la figura, la Unica diferencia que puede senialarse es que las es-
tructuras visibles son maés estrechas en los cédlculos del CCC. Aun asi, ambas soluciones
senalan los mismos fenémenos fisicos, ya senalados en el andlisis de la figura 5.17. Se
puede, a la luz de los resultados mostrados en esta seccion, apreciar el grado de acuerdo
entre las secciones eficaces generadas en el trabajo presente y la metodologia CCC. Es,
al dia de la fecha, la primera vez que para la problemética de (e, 3e) en el régimen de
proyectil rapido se encuentran dos implementaciones tedricas concordantes.

Los resultados publicados por Silenou Mengoue [15, 16] guardan cierta similitud con

los presentados por Zaytsev y colaboradores [14], si bien sus predicciones no son com-
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pletamente idénticas. En ambas formulaciones se resuelven las ecuaciones de Fadeev—
Merkuriev por el método J-Matrix. Segun se puede apreciar en las figuras 5.12 a 5.16
los resultados de la metodologia J-Matrix parecen predecir estructuras de mayor an-
chura, e incluso emisién significativa en direcciones donde deberian existir minimos.

Estos, en cambio, si son verificados por las versiones del CCC y GSF.

5.3. Conclusiones y perspectivas del problema de
tres cuerpos

En el rango de proyectiles rapidos se resolvié de manera completa la formulacién
dada en [42], es decir, més alld de un modelo en onda S tanto en la caracterizacién
del estado inicial, ligado, como en el estado final, perteneciente al continuo. Asimismo
se implementd, en su forma general, la seccién eficaz basada en el comportamiento de
la funcién de onda a grandes distancias, discutida en la referencia [42] y presentada
originalmente en [89, 105]. Ambas permitieron estudiar la fisica del proceso adecuada-
mente, arrojando resultados que satisfacen los requerimientos fisicos esperables de una
seccién eficaz para este proceso [47, 123]. En estos célculos se empleé la metodologia
GSF tanto para expandir el estado ligado de Helio como la funcién de dispersién. Este
hecho remarca la polivalencia de las bases Sturmianas.

Esta tesis constituye un hito dentro de la trayectoria del grupo de investigacion, pues
es la primera tesis que en la que se presentan resultados tedricos en comparacién con su
contraparte experimental. Las tesis previas, de los ahora Dres. Randazzo y Frapiccini
contrastaron sus resultados del continuo contra benchmarks tedricos también en onda
S. El objeto de esta mencién no es establecer una comparacién con aquellos autores,
sino evidenciar el crecimiento que se ha alcanzado como grupo de investigacion.

El siguiente objetivo a corto plazo es la realizacién de calculos a una energia de
4 eV de salida para ambos electrones emitidos. Aqui la metodologia CCC reporta un
peor acuerdo que para la cinemética de 10 eV [2]. Los autores sugieren la posibilidad
de efectos mas alld del primer orden de Born para este caso con electrones més lentos,
hecho objetable, ya que la aproximacién de Born claramente se asocia con el electrén
proyectil/deflectado. No obstante, si nuestras predicciones tedricas para aquella energia
de eyeccion llegaran a concordar con las de Kheifets [2], estariamos, de manera defi-

nitiva, ante un hecho sin precedentes para el proceso de (e, 3e) en este régimen de
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bajo momento transferido: dos teorias senalarian la misma fisica. Si este fuera el caso,
valdria preguntarse entonces a qué se debe la discrepancia con los experimentos. Si por
imprecisiones en las resoluciones de energia, y momento de los fragmentos de la colisién
u otro factor procedimental no contemplado. Por otra parte, el problema podria estar
del lado de las formulaciones tedricas, y podria ser necesario reconsiderar la interaccién
del blanco con el proyectil. De interés también resulta la mayor cercania de la energia

de emision, 4 eV, al umbral de ionizacién doble.

Un objetivo posterior es resolver con nuestra metodologia la situacién cinematica
del experimento de Dorn [45], si bien aqui la transferencia de momento es mayor que en
el experimento reportado en [1, 2] y la energia del electrén incidente/deflectado es mas
baja. Un mayor momento transferido modificaria la importancia relativa de las ondas
parciales del momento angular total. Por otro lado, la energia incidente de 1 keV sigue
perteneciendo ciertamente a rango de alta energia, pero en menor medida que los 5.6
keV del experimento tratado en esta tesis. El estado de cuatro cuerpos no perturbado
asi como la solucién propuesta para el primer orden asumen que el electréon proyectil
puede modelarse adecuadamente con ondas planas sin distorsién. Esta suposicién sigue
siendo valida para ambos valores de energia, pero con seguridad lo serd mas para el
caso de 5.6 keV. Si nuevamente se obtuvieran FDCS concordantes con la metodologia
CCC, dicho acuerdo reforzaria ain mas a ambas teorfas. Las series experimentales
del grupo de Freiburg si bien muestran mayor acuerdo en forma con la teoria [45],
estas secciones eficaces no disponen de una escala absoluta. Su aporte principal es el de
controlar que la forma que entreguen las secciones eficaces tedricas se condiga con ellas,
pero no contienen la posibilidad de definir las incertidumbres planteadas en cuanto a

la magnitud de las mismas.

El siguiente paso en la progresion es trabajar con diferentes especies atémicas. FEn-
traria en juego una variable adicional, consistente en modelar los electrones no activos y
su apantallamiento. De particular interés son los atomos de dos electrones en su 1ltimo
nivel, como el Magnesio, ya que las implementaciones posibles en su estado actual son
capaces de caracterizar de manera exacta problemas de tres cuerpos. Por ello, y debido
a que los electrones internos estaran mas fuertemente ligados, seran menos susceptibles

a ser perturbados por un proyectil.

Se mostrd, dentro de un modelo en onda S, que con la base GSF es posible atacar
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un problema con energia total muy préoxima al umbral de doble ionizacion, es decir,
dentro del régimen de Wannier. La obtencion de la funcion de onda de un problema
completo puede llevarse a cabo sin mas modificaciones de los cédigos, si bien seria
necesario trabajar en dominios espaciales de extensiones considerables.

También en el marco de onda S se estudié la importancia de los elementos de base
GSF en la expansién de la solucion del continuo de tres cuerpos, de acuerdo a la parte
real de su autovalor. Se hizo evidente que ciertos elementos de base son escasamente
necesarios, con lo que un proceso de seleccién podria descartarlos y redundar en un
ahorro de recursos computacionales. Ademads, se establecié cudles productos de GSF
si resultan importantes y deben ser tenidos en cuenta en los calculos.

En cuanto a adaptaciones y mejoras de la metodologia es un objetivo a corto plazo
es trabajar con bases de tipo Woods—Saxon, dado que estas prometerian una mejora
en cuanto a la capacidad de la base de caracterizar oscilaciones con una energia dis-
tinta de la propia. Esto favorece la buena expansion del frente hiperesférico de doble
continuo asi como de los canales de ionizacién simple. Beneficios similares comportaria
la reestructuracién de los cédigos tomados para tres cuerpos para trabajar sobre con-
tornos complejos de la coordenada radial, a la par que realizar estudios relacionados al
formalismo ECS en si.

En cuanto a los canales de simple ionizacién, hemos observado en un modelo de
onda S que se puede extraer sus amplitudes facilmente si se trabaja con una base
GSF generada con un potencial rectangular. El estudio de la simple ionizacién es otro
aspecto en el que se profundizarda en tiempos venideros, puesto que se requiere un
niumero moderado de modificaciones para considerar las amplitudes presentes en las

diferentes ondas parciales.
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El objetivo central de esta tesis fue la resolucién del problema de doble ionizacién
de Helio por impacto electrénico, que en el régimen de proyectil rapido y electrones
emitidos lentos no ha encontrado acuerdo entre teorias y experimentos. Mas ain, di-
fieren entre si las predicciones tedricas de distintos grupos, incluso aquellas derivadas
de primeros principios. La tarea principal consistié en plantear la resolucién de aquel

problema explotando las capacidades de la metodologia GSF.

Se desarrolld una metodologia numérica capaz de generar GSF con potenciales
arbitrarios y de efectuar la resolucién aplicando la técnica de ECS. Es la primera
implementacién que consigue de una manera sistematica y general plantear la obtencion
de una base con rotaciéon compleja de la coordenada radial. Asimismo, y més alla de este
ultimo avance, la metodologia puede conseguir grandes niveles de precision, de acuerdo
a los ejemplos numéricos mostrados en la secciones 1.5 y 1.5.1. Por otra parte, contempla
la posibilidad de incorporar potenciales de tipo no local tanto al potencial auxiliar como
al generador. En sintesis, anade dimensiones adicionales a las herramientas generadoras

de Bases Sturmianas que el grupo de investigacion dispone.

Debido a que la herramienta primordial de trabajo esta constituida por las GSF,
se desarrollé un cédigo capaz de descomponer a cada elemento de base en términos de
autoestados de la energia Coulombianos. En problemas de dos cuerpos resulta aprecia-
ble cémo puede, segtn la eleccion de los parametros de la base, variar la velocidad de
convergencia. Tanto mayor resulta este impacto sobre problemas de tres cuerpos, por
ser los 1ltomos considerablemente mas costosos en recursos computacionales. Es, en-
tonces, fundamental conocer las capacidades de expansién de un conjunto de funciones
de base sobre cada sector de su coordenada radial. Con este objeto se desarrollé un
cédigo capaz de expandir cada funcién Sturmiana en autoestados Coulombianos de
energia, realizando dicha expansion por sectores. Combinando las descomposiciones de
cada Sturmian se ideé la forma de considerar las capacidades de todo un juego de base

GSF.

Continuando con el estudio y las propiedades de las GSF, se establecieron tres
arquetipos para dichas bases, de acuerdo al tipo de potencial generador: si el mismo es
concentrado en una regién cercana al origen, disperso en todo el intervalo o cualquier
término medio entre estos extremos. Se establecieron las propiedades de cada clase,

dejando claro para qué problemas de dispersion resulta mas eficiente cada uno. Se
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analizé un tipo de elemento de base que ocurre cuando el potencial generador posee
cierta extension espacial y el auxiliar es de tipo atractivo. Se denominé a estos elementos
como pseudoligados, y los mismos mostraron luego ser relevantes en la extracciéon de

las amplitudes de ionizacién simple en problemas de tres cuerpos.

Con la base GSF se realizaron experimentos numéricos sobre problemas de disper-
sién de dos cuerpos, dirigidos a obtener informacién sobre la forma mas eficiente de
emplearla. El objetivo tras varios de ellos fue realizar prospecciones sobre el impacto
que tendrian las optimizaciones cuando fueran aplicadas a problemas de tres cuerpos.
Esto se puede hacer exigiendo que la base resuelva una ecuacion de dispersién con una
energia diferente a la de la propia base. En particular, dos maneras de implementar
bases GSF presentaron buenas posibilidades de mejorar las capacidades actuales de que
se dispone para atacar problemas de tres cuerpos. Una de ellas consiste en el empleo
de potenciales similares al de Woods—Saxon, con un radio de accion tal que se cubra la
mayor parte del dominio radial, pero sin alcanzar apreciablemente la frontera del mis-
mo. El otro esquema consiste en la aplicacién del la técnica ECS a la base Sturmiana.
Ambas propuestas conducen a rendimientos similares al caracterizar ondas de energia
notoriamente distinta a la de la base, requisito que pesa sobre la misma en cualquier

problema de tres cuerpos.

Ya en el marco de los estudios de tres cuerpos, se comenzo con el tratamiento
de modelos de onda S. Se realizo el estudio de un modelo de onda S del proceso de
(e,3e) con el objetivo de comprender profundamente el contenido fiisco de cada una
de las funciones de ondas de tres cuerpos obtenidas. Con dicho estudio En cuanto al
problema de tres cuerpos, se estudié dentro del marco de un modelo en onda S, la
fisica subyacente en la funciéon de onda. Con la misma se mostrd que es posible extraer
las amplitudes de ionizacién simple asi como de doble de la propia funcion de onda.
Se analizaron los casos de energia total positiva, negativa, y, como un desafio adicional

para la base, la situacién especifica de energia cero.

Otro estudio de optimizacion se realizd bajo el modelo de onda S. Se graficaron
los coeficientes de la expansién de la funcién del continuo contra la parte real del
autovalor de cada elemento de base. El resultado fue instructivo sobre todo para el
tipo de base de Yukawa, para el que se establecio la clara necesidad de incorporar unos

pocos elementos de base de autovalor repulsivo (Re{f;,,} > 0), ya que la magnitud de
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los coeficientes descendia diez 6rdenes de magnitud abruptamente mas alld de cierto
valor. Sobre los generadores de tipo rectangular se pudo establecer que los elementos
pseudoligados resultan fundamentales y deben ser incorporados en las expansiones. En
una base de tres cuerpos, los elementos que involucran dos autovalores atractivos de
forma tal que la energia que caractericen sea mayor que la disponible para el canal de

simple ionizacién sin excitacion pierden rapidamente preponderancia.

Ascendiendo en complejidad en cuanto a la representacién del problema fisico, se
realizaron estudios liberando la restriccién de onda S sobre la funcién de dispersion,
si bien manteniendo el modelo en onda S para el blanco. Se mostré por medio de un
estudio del lado derecho de la ecuaciéon de dispersion que en el régimen considerado
de momento transferido la contribucién de las ondas parciales L' en adelante podia
considerarse despreciable. Curiosamente, manteniendo el modelo Temkin—Poet para el
blanco, las secciones eficaces totalmente diferenciales (FDCS) se hallaban en el orden
de magnitud de los experimentos. Este hecho, no obstante, resulta ser fortuito, puesto
que al modelar en forma completa alatomo de Helio el acuerdo en magnitud con los
datos experimentales desaparecié. Se presentaron finalmente los resultados fundamen-
tales de esta tesis: el resultado correspondiente al tratamiento completo del blanco en el
estado inicial y el tratamiento completo y exacto del sistema en su estado final, donde
los dos electrones del blanco son emitidos. Aqui se observé que si bien los resultados no
coincidian en magnitud con los datos experimentales absolutos, si lo hacian respecto de
los célculos de la metodologia Convergent Close-Couplong (CCC). Se observé que los
resultados difieren solo marginalmente en la magnitud, mostrando acuerdo casi com-
pleto en forma y por lo tanto prediciendo la misma fisica de la colisién. Mas aun, los
resultados del método GSF resultaban en sintonia con las restricciones tedricas, princi-
palmente una estructura de minimos, estudiada previamente por Lahmam—Bennani y
colaboradores [47]. Tambien se realizo la comparacién de las FDCS de este trabajo con
las proporcionadas por S. Zaytsev, evaluadas en el marco del método J-Matrix. Las
mismas ya se encontraban renormalizadas para aproximarse a los experimentos. No
obstante, estos calculos dejaban sin verificar completamente la estructura de minimos

que debia presentar la FDCS por trabajarse en el régimen cuasifotonico. obstante,

Hasta el momento, los resultados de esta tesis constituyen el inico caso de acuerdo

entre dos metodologias ab—initio en la problemética de (e, 3e) para un proyectil rapido.
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Existen dos aspectos que se validaron con los resultados hallados. Especificamente, la
formulacién perturbativa propuesta por el grupo en la ref. [42] y el hecho de extraer
la seccion eficaz de la propia funcién de onda. Esta tesis constituye un ejemplo de la
labor grupal del equipo de trabajo, asi como del progreso transcurrido por el mismo.
Es la primera tesis de este grupo en la cual se resuelve en forma exacta un problema de
tres cuerpos que permite describir un proceso de colisién y realizar la comparacion con
datos experimentales y otras teorias. Es un hito que se ha alcanzado a nivel de grupo
de investigacion y cuyo progreso se seguird observando en los trabajos doctorales de
los proximos becarios.

Podemos senalar una amplia variedad de proyecciones a futuro. En primera ins-
tancia, seguird realizar cdlculos de doble ionizacién de Helio por impacto de electrones
para las restantes configuraciones cinematicas disponibles experimentalmente. Es po-
sible incorporar sobre los codigos de tres cuerpos las modificaciones estudiadas en las
secciones dedicadas a problemas de dos cuerpos con la finalidad de beneficiar tanto la
descripcion del doble continuo como de los canales de simple ionizacién. Existe tam-
bién la posibilidad de explotar el calculo de las amplitudes de dispersién de ionizacion
simple, que se mostré exclusivamente para el modelo en onda S. Su generalizacién al
resto de las ondas parciales constituye un objetivo de corto plazo que podria producir
resultados de interés, contrastables con datos experimentales.

Un objetivo posterior consiste en generalizar los estudios de doble ionizacién por
impacto de electrones a otros blancos atéomicos. El desafio principal que se anade con-
siste en modelar efectivamente la presencia de los electrones no activos a través de
potenciales de apantallamiento asi como interacciones de intercambio. Por otra parte,
va no serd suficiente caracterizar el estado inicial como de un tinico momento angular
total fijo, sino que intervendran orbitales atémicos involucrando varias ondas parciales

del momento angular total.
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Apéndice A

Convenciones generales y siglas

I. Unidades atomicas

unidad de longitud | 0.529 x10719 m
unidad de velocidad | 2.188 x10° m/s
unidad de tiempo 2.42 x10717 s
unidad de energia 27.2116 eV
constante de Plank | A =1 u.a.

Tabla A.1: Unidades Atomicas

II. Siglas

Se utilizaron en este trabajo las siglas correspondientes a los nombres originales
en inglés de las metodologias y ciertas variables fisicas. De esta manera se proporcio-
na al lector un pasaje mas fluido entre la presente tesis y la bibliografia especifica,

fundamentalmente en lengua inglesa. Las siglas se listan por orden alfabético.

s CCC : Convergent Close Coupling

ECS : Exterior Complex Scaling

FDCS : Fully Differential Cross Section, seccién eficaz totalmente diferencial

GSF : Generalized Sturmian Functions

SDCS : Single Differential Cross Section, seccién eficaz simple diferencial

= u.a. : unidades atémicas



Apéndice B

Estados pseudoligados

Partimos de la ecuacién basica que verifican las funciones de base Sturmianas (1.2).
Consideraremos en esta discusion el caso particular U(r) = @, con Zeoy < 0y
FE, > 0. Es decir, el potencial coulombiano auxiliar serd atractivo, y la energia de
los Sturmians, positiva, ya que justamente que esta tUltima condicién haria inesperado
hallar funciones semejantes a estados ligados. La ecuacién (1.2) adopta entonces la

forma:

1 d2 ) (l + ]-) Zcoul o
<_2udr2 PO T E> Sin (1) = —BaV (1) Sin (7). (B.1)

Haremos una particularizacién adicional:

7
V() = Vo+ 2, (B.2)

debido a que asi podremos abarcar con nuestro argumento potenciales generadores
de tipo mixto (seccién 1.2.3). Esta restriccién, por lo tanto, contiene un mayor grado
de generalidad que si nos limitaramos a potenciales puramente dispersos. La ecuacién

(B.1) se convierte en:

1 d2 l (l + ]-) Zcoul + 51 nden
_ 7 By = VoBin) ) S (r) = 0. B.3
( 21 dr? + 2112 + , ( VobBin) | St (1) (B.3)

Introducimos ahora las definiciones £ = Es —VobBin y 7 = Zeoul + BinZgen ¥

reescribimos (B.1). Debe verificarse E < 0y Z < 0.

(_1d2+l(l+1)+2_ﬁ) S (1) = 0. (B.4)

244 dr? 24ur? r
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Recordaremos que para el potencial Coulombiano tenemos

_ 72
Ey=——.
2n’2

(B.5)
Colocando entonces las variables a V y Zgen en (B.5) obtenemos para 3 la ecuacién:

522g26n + B (2ZcouZgen — 2n°Vy) + 22, + 20 E; = 0. (B.6)

cuyas soluciones son:

2
Zcoulden —n' VO 1

g—_ o £ VWV = 2022y VoZeo + ZyenE) (B.Ta)
gen gen
1 %
B = 7 [E + Qngl] , 81 Zgen = 0. (B.7b)

Debe verificarse, para que un elemento de base se corresponda con un estado pseu-
doligado, que su amplitud haya decrecido hasta un cero numérico en la regién donde
comienza a valer el régimen asintético. Es decir, donde el potencial generador pasa a
ser de magnitud despreciable, R,. Los pseudoligados satisfacen la condicion asintdti-
ca impuesta (por ejemplo, onda saliente), pero en una regién donde su amplitud ya es

numéricamente inapreciable. Otra manera de expresar la condicién es:

abs (S (Rgen)) << maz {abs (S, (Ram))}, (B.8)

donde R, corresponde con el méximo de S ,,(r) més alejado del origen. De otra manera,
los elementos de base comenzardn a mimetizarse con el continuo (saliente o entrante)
y la parte imaginaria de 5 dejara de ser despreciable respecto de la real. A modo de
ilustracién se presentan en la tabla B.1 los autovalores de los Sturmians pseudoligados
seleccionados de entre los obtenidos para una resolucion con: V, =0.78, Z.ou = —2,
Zgen, =0.55 y Ey =0.75. Se presentan valores analiticos de acuerdo a (B.7a), asi como
sus contrapartes numéricas generadas con el cédigo de diferencias finitas discutido la

seccién 1.5.

El grado de coincidencia reportado en la tabla B.1 comienza siendo sumamente sig-
nificativo, pero se deteriora conforme n crece. Los tltimos estados de la tabla poseian
extensiones espaciales tales que ya apreciaban la finitud del dominio radial considera-
do, de 100.0 u.a., dejando de cumplirse la condicién (B.8) para ellos. Es claramente

apreciable que la parte imaginaria de los autovalores resultantes es del orden de un cero
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numérico para los primeros cinco estados. En los siguientes la parte imaginaria comien-
za a crecer, indicando que los efectos del borde y la condicién asintética alli impuesta

se torna numéricamente relevante para su extension espacial.

n Bo,» analiticos Bo,» numéricos
1 1.6934972694  1.6934972689 + 2.3E-012
2 1.2399380100 1.2399380998 + 2.6E-013 i
3 1.1001300206  1.1001300205 - 4.3E-013 i
4 1.0430450196  1.0430450195 + 6.5E-014 i
5 1.0148433711  1.0148433711 - 5.1E-013 i
6 0.9990044204  0.9990044165 + 1.1E-009 i
7 0.9892680827 0.9892638222 + 8.2E-007 i
8 0.9828716789  0.9825998840 + 3.1E-005 i
9 0.9784505527 0.9761322668 + 1.5E-004 i
10  0.9752700593 0.9680180283 + 3.2E-004 1

Tabla B.1: Pseudoligados analiticos vs numéricos. Comienzan a apartarse cuando las
autofunciones se extienden hasta el alcance del potencial generador (en este caso, un
pozo rectangular). La resolucién numérica se efectué en una caja de 100.0 u.a..

Para los pardmetros empleados aqui las soluciones f3,, con signo positivo en (B.7a)
arrojaron valores que se corresponderian con energias mas profundas que la fundamen-
tal de (B.5). Por tanto, carecian de significado fisico y se hicieron a un lado en este
estudio. Ademads, siendo sus valores analiticos significativamente mayores y rdpidamen-
te crecientes, ninguno de ellos cay6 dentro de la lista de autovalores numeéricos, ya que
los mismos son ordenados y seleccionados por moédulo creciente en el cédigo. Es una
continuacién factible un analisis més detallado, analitico y numérico, de estos estados
empleando diferentes combinaciones de Vy y Zgep,.

En conclusion, se ha presentado un breve estudio analitico y numérico acerca de
un suceso comun y hasta intrigante en el cdlculo de bases GSF: la aparicién de ciertos
elementos de base que adoptan la apariencia de estados ligados ain cuando la energia
es positiva y el comportamiento asintdtico impuesto es de tipo saliente. Con los ar-
gumentos delineados aqui consideramos haber establecido de una manera general las

condiciones bajo las cuales es de esperar su presencia entre los elementos de una base.
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Potenciales no locales en el calculo
de Funciones Sturmianas

La metodologia para producir bases GSF de manera numérica puede incorporar
en su formulacién potenciales de tipo no local. Lo anterior se aplica tanto para el
potencial auxiliar U(r) como el generador V(r). La ecuacién (1.2) con potenciales no

locales adicionados es:
R’I’VL(I/CL'
[T, +U(r) — E] Sin(r) + / Ung (r,r") Spn(r')dr! = (C.1)
0

Rmafl)
Bin [w) Sin)+ [ Vs () Sialeh].
0

La dificultad en este tipo de problema radica en que, dentro de la integral, interviene
la propia funcién incégnita S, (r"). Esto puede escribirse en términos de la misma
funcién evaluada a lo largo de puntos a lo largo de todo el intervalo. A modo de
ejemplo se explicita a continuacién c6mo se incorpora un potencial no local Y (r, ') en
un grillado de tipo uniforme utilizando integracién por trapezoides. La contribucién no

local en un punto r, de la grilla es dada por:

Rmafl)
/ Y s, (1o #”) Sin(r)dr' = (2)
0

R
2 (Nmae + 1)

T + 2TNL (rV? T”maz_l) Slyn(,rnmaz_l) + TNL (TV? rnmaz) Slan(,rnmaz):|

(T2 (70,70) Sta(ro) +2Txe (1, 11) Sian(r1) + 2w, (7,72) Si(r2)+

Las evaluaciones del potencial no local en principio se extienden a lo largo de todo
el dominio de la grilla radial. La presente es una ejemplificacion sencilla, que puede

generalizar en dos sentidos: extendiendo la ley de cuadraturas a grillados no uniformes y
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a utilizando una regla de integracion de mayor orden, como la de Simpson. La extensién
de las reglas de integraciéon de Simpson y por trapezoides a grillados variables se detalla

en el apéndice D.



Apéndice D

Cuadraturas para grillados
variables

Las integraciones realizadas en los problemas de dos cuerpos se efectuaron por cua-
draturas trapezoidales y de Simpson. Estas rutinas debian ser suficientemente generales
como para trabajar con funciones de base GSF que pudieran estar evaluados en grillas

no uniformes.

Sea x la variable independiente e y la dependiente. Los valores discretos de cada
par (z;, ;) se hallan almacenados en los vectores x e y. Asimismo, definimos el vector
de cuadraturas q. Consideramos que los tres vectores tienen elementos indexables por
i1=1,...,N.

El procedimiento consistia en, dados los valores de la variable independiente x,
elaborar un vector de cuadraturas q aplicando sucesivamente la regla trapezoidal o la
de Simpson. Luego, una integracion numérica se reducird simplemente a un producto

escalar del vector de cuadraturas por y.

I= /IN y(r)de = q-y (D.1)

x1

Los métodos empleados diferian tinicamente la construccion de q.

I. Trapezoides

La regla de integracion por trapezoides asume que el integrando serd bien aproxi-
mado por rectas sucesivas. Esta regla entrega un orden mas que la de los rectangulos,

siendo escasamente més compleja de implementar.
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/%Hl y(x)de ~ (%HQ_%) (y(w:) + y(zig1)) (D-2)

Aproximaremos ahora la integral completa:

[ v = 22 (g0 +y(0) + D3
(x5 — )

(l’N - $N71)
5 —

5 y(rn) +y(ry-1)).

(y(zs) +y(w2)) + -+

Reagrupamos los términos de modo tal que quede en forma de productos y; ¢;:

TN _ _ 0 — T
7 v = Ty e |5 B
1
+y<$N71) (JTN—l - l’N—z) 4 (5L’N - CL’N—l) +y(l’zv) (IN - 1’N—1) _
2 2 2
Finalmente, obtendremos para los coeficientes g;
To— T
Q= 7( 2 5 )
4 = (m“;x‘l) i=2,...,N—1 (D.5)
IN — TN—
o = v

Es inmediato corroborar que con un paso h uniforme se reduce (D.5) a las expre-

siones méas familiares

- h

Qg1 = 5
¢ = h, 1=2, ,N —1 (D6)

h

qn = 5

II. Simpson

Para derivar una ley de cuadraturas de Simpson definimos primeramente un poli-

nomio de Lagrange interpolante de tres puntos de una sucesién de pares {z;, y; }.
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LT Tig1 T Tiy2

Ps(x) = y; + (D.7)
Li = Tig1 i — Tit2
T — Tjy2 r — I T — T T — Tj+1
Yit1 + Yit2
Tit1 — Ti42 Tig1 — 4 Tit2 — Tj Tig2 — Ti41

Resolveremos la integracion del polinomio anterior desde x = z; hasta x = x;».

i Tivo — T (Tigo — x)° T — Tita)®
/ Ps(z)dx =y, [ = _ (o >)] + Yir1 [6( ( +2)

i 2 6($i+1 — T Tip1 — xi)(xi+1 - $i+2)
(D.8)
+y Lit2 — Tit1 (Tigo — $i+1)2 (i1 — 90:’)3
i+2 - -
i 2 6(zir2 — ;)  6(Tive — 2:)(Tiva — Tiy1)

Si la cantidad de puntos donde disponemos de las evaluaciones de la funcién a inte-
grar resulta par, debemos anadir la ultima seccién. Esta cuadratura se puede obtener
de tomar un interpolante cuadratico entre los puntos z; y ;.2, pero integrandolo desde

Tivr1 hasta Tit2.

e (Tipe — @ig1)? ] [(Ii+2 — Ti41)? Tigo — Tipa
Py(x)dr = y; | — + +
/mﬂ () v [ 6(xir1 — a0)(@ire —x0)] O 6w — ) 2

(D.9)

Tiyo2 — Ti+1 ($i+2 - 96i+1)2
i [ 2 6(iy2 — ;) }

El armado del vector de cuadraturas es aqui evidentemente mas complicado que en
()

[

el caso trapezoidal. Definiremos, en base a (D.8) los coeficientes a

C [(Tivg — i _ (Tiv2 — 2:)° (D.10)
' L 2 6(zit1 — ;)
(2) | (951 - $i+2)3
P = (D.11)
_6(33i+1 — ) (Tiy1 — Tiy2)
%(3) _ | T2 T Tigr (Tiya — Tit1)” _ (@ip1 — 33)° (D.12)
2 6(it2 —x;)  6(Tivo — 2:)(Tiva — Tiy1)
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Entonces, los elementos ¢; seran:

o = ol (D.13)
N
i = ay), i=1, {2] —1 (D.14)
, N
G2i+1 = Otg?_l + a%}rl, 1=1, [2} -1 (D.15)

Se ilustra la construccion de q con los coeficientes ozl(»j ) en la figura D.1.

m @ 3 n @ 3) O @ G

o, o o o O Uor.3 Oloreg Ooriq Olorig
(1) (2) (3) (1) (2) (3) (1)
oy O3 o3 Oopq Oprg Qa1g Corea

O 0O O o - - 00000

: q, 9, 49, 9 ds Q1 91 %na Yone 9ons

Figura D.1: C(Q)nstruccién del vector q de cuadratura de Simpson por medio de los
j
i

coeficientes «

Para los elementos finales de q debemos considerar separadamente N par o impar.
Trataremos primero el caso impar, més simple, en el cual cabe una cantidad entera de

polinomios interpolantes de tres puntos.

gv-1 = al), (D.16)
gN = 0153)_2- (Dl?)

En particular, el ultimo elemento de q se diferencia del resto de los impares porque

aqui no existe ningun coeficiente agv). Vemos en la figura D.2 la construccion resultante.
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(3)
N-4

(1) (2) (3)
n-2 Oy Oy

Figura D.2: Construccion de la cuadratura de Simpson para intervalo variable

Consideracion especial merece el caso de N par. En esta situacion hemos de definir

los coeficientes 7»(j )

;) en base a (D.9) aplicada sobre los puntos y_s,xn-1 y x. Recor-

daremos que aqui el interpolante polinomial se construye con los mencionados puntos

pero su integracion se efectiia desde xy_; hasta xy.

7(1) _ __ (Tir2 — xi1)? }

‘ 6($i+1 - l‘i)(l’iw - 1’1)

r 2

(2) ($i+2 - $i+1) Tiy2 — Iz’+1]

= + D.18
" L 6($i+1 — J}i) 2 ( )
,ygs) _ | T2 T Tigr (Tiro — Tiy1)?

! I 2 6(vipe — ) |

La construccion de los ultimos tres elementos del vector de cuadraturas se ve mo-

dificada a:

gv_s = a5+ 75, (D.19)
gN-1 = 045\:?)_3 + 7](\3)_2 (DQO)
av =19, (D.21)

En la figura (D.3) se describe la adicién de la integral de zy_1 a zy a través de los

coeficientes %(j )
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(3 (1) (2) (3)

Oyos Inz e Vo
1 2 3
(Xf) (2) (3)

n-3 Uyez Oyes

Figura D.3: Construccion de la cuadratura de Simpson para intervalo variable
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Resolucion directa de la ecuacion
de dispersion de dos cuerpos

En base al esquema de diferenciacion descrito en la secciéon 1.5 se desarrollé un
codigo capaz de resolver de manera directa, por diferencias finitas de orden arbitrario,

el problema dado por la ecuacién de dispersién generalizada:

1 d I(l+1
_ZMdTQ—l—(Q’WQ)—i-VL (r)—F :C’l (r)y==Vgr(r)po(r). (E.1)

La ecuacién (E.1) se diferencia de (1.2) en que no existe la figura del autovalor y que

la funcién incégnita de (E.1) aparece solamente en el lado izquierdo. Las condiciones

asintéticas se imponen de igual manera que en la seccién 1.5.

Se procede a discretizar la coordenada radial, y expresar la derivada segunda por

@)
,p

medio de los coeficientes ¢, ya introducidos en la seccién 1.5. El resultado de la dis-
cretizaciéon es un conjunto de ecuaciones lineales acopladas, mientras que al discretizar
(1.2) se obtiene un problema de autovalores y autovectores. La resolucién de un sistema
lineal es, desde un punto de vista de recursos computacionales, considerablemente mas
econémica que la de un problema de autovalores. Por este motivo se puede trabajar
con discretizaciones de r mas densas sin que esto conlleve un crecimiento desmedido
de los tiempos de calculo. En los ejemplos de la seccién 1.5 se trabaja con resoluciones
de no mas de 1200 puntos, ya que con dicho valor se obtiene la alta precisiéon que
alli se presenta mientras que la resolucién demora alrededor de 90 segundos en un solo
procesador de 3.2 GHz. En cambio, la resolucién de (E.1) con una discretizaciéon de

6000 puntos requiere de 6.5 segundos con el mismo procesador; el tiempo asciende a

solamente 12.5 segundos si la discretizacién emplea 10000 puntos.

Se define el parametro n, andlogamente a la seccién 1.5. Es decir, indica qué can-



Resolucién directa de la ecuacién de dispersion de dos cuerpos 153

tidad de puntos se toman para establecer el aproximante de la derivada segunda. Para
un grillado de diferenciacion genérico se emplea la rutina ZGESV. Sin embargo, el caso
mas bésico ny = 3 merece una consideracién especial. El mismo implica una matriz Ha-
miltoniana tridiagonal, y en el contexto de los sistemas lineales si existe, en la libreria
LAPACK [75], una rutina especifica capaz de resolverlos eficientemente: ZGTSV. Si
se decide utilizar una diferenciacién con tres puntos, y por ende una grilla mas densa
para compensar la baja precision de dicha aproximacién, es apropiado trabajar con
la rutina ZGTSV puesto que la misma solamente almacena los elementos diagonales
y subdiagonales de la matriz del sistema lineal. No obstante, se hallaron evidencias
de que una evaluacién en diferencias finitas con un orden elevado permite alcanzar la
convergencia de la solucién con un nimero comparativamente reducido de puntos. En
la figura E.1 se ilustra la convergencia del las resoluciones con ny, = 25 en comparacién

con ny = 3 y mas puntos de grilla.

0.1753 . .

T

—— 3-diag, 10000
—— 3-diag, 20000
— 3-diag , 40000
— 3-diag, 80000 4
3-diag, 160000
3-diag, 320000
3-diag, 640000
—— 3-diag, 1280000
X 25-diag, 1200
-
*

~
=

+\/
3 0.17528

S | 1.7368300e-01 T 25-diag, 2400
B 25-diag, 4800
25-diag, 9600
X
1.7368295¢-01 L <
6.39467 N 6394675
0.1752 : ' - ' '
3.79 6.795 6.8 6.805

r (a.u.)

Figura E.1: Detalle de una funcién v/, (r) resuelta con distintas discretizaciones del
intervalo radial y orden de diferenciacién. Se puede observar que las resoluciones con
ns = 23 presentan una convergencia significativamente mas rapida que las de n, = 3.

Se puede observar claramente que los puntos del esquema de n, = 25 muestran

tendencia a agruparse préoximos a los resultados de ny, = 3 con 640000 y 1280000
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puntos. Es decir, registran variaciones notoriamente menores que los resultados del
esquema tridiagonal, que requiere una cantidad considerable de puntos hasta hallar
convergencia.

La implementacién aqui descrita se utilizé en el marco del trabajo [124] para obte-
ner un tipo de funciones de base denominados Quasi-Sturmians, que son solucién de
una ecuacién con la misma estructura de (E.1). En aquella contribucién se introdu-
cen los aspectos matematicos y formales, asi como se discuten dos casos particulares
analiticos de bases Quasi—Sturmianas. También se describe de manera breve la imple-
mentacién general en un esquema de diferencias finitas de orden arbitrario y se efectiia
la resolucion de un problema de dispersién a modo de ilustrar las capacidades de la
base. Esta prevista la escritura de otro articulo orientado més fuertemente sobre los

aspectos numéricos y de aplicacién de las bases Quasi—Sturmianas.



Apéndice F

Continuacion hasta el infinito de las
integrales en (79, 73)

El tipo de integrales involucradas al calcular la matriz de repulsion es el siguiente

[44]:

0 0 ) 1
1 2 3 4
/ dTSl(l,)nl (fr) Sl(g,)ng (T) Tl / dT/Sl(g,)ng (rl> Sl(4,)7l4 (T/) T/l+1 =
0 r
R [e'S)
1
1 2 3 4
[ s, s, 0 [ ars, 0080, ) St ()
0 r
1

oo oo

1 2 3 4
[ arstl, 052, ' [ s, o) st ) i
R r

(F.2)

Definimos

A?Q,SQ (p7 )\’ kla kg, 1,72, R) — / Nleisl(klrf'yllog(leT))N2€isz(kgrffyglog(ngr))Tpef/\rdr
R

(F.3)
= N1 Ny (2ky) 7' (2ky) ™" RY"VE, (RZ), (F.4)
donde hemos introducido v = is17y; +isey2 —py 2 = — (is1k1 + is9ks — \). Analicemos
separadamente los términos de (F.1):
R (2) LT a® (4) 1
/ /
/O dTSll,nl (T> Slz,ng (T) r / dr/Slg,ng (7” ) Sl4,n4 (T ) 7,/[.;,.1 = (F5)

R R
1
1 2 3 4 53,8
/ drSl(l 37,1 (T) Sl(g,?n,z (T> Tl |:/ dT/Sl(g,)ng (T’l) Sl(4727,4 (TI) 7,,/[+1 + A31 ! (pﬂ A? kg? k47 737 ,‘}/4) R) )
0 r
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oo o 1
2 3 4
/}; drSl(ll,)nl (T) Sl(z,?rbg (T) Tl / dr,Sl(s,,)ng (T/) Sl(4,?n4 (T/) T/l+1 = (F6)

/ drsl(ll,)nl (T) 55(22312 (T) TIALS’)2784 (pa )‘7 k37 k47 V3, V4, 7").
R

Notamos en (F.6) que aparece una funcién A3 (p, A, ks, k4, v, v4,7) dentro de
una integracion. Evitaremos resolver dicha integral directamente, y nos valdremos de
la aproximacién asintdtica de A57** (p, A, ks, k4, 73, 74, 7) para argumentos grandes. La
misma resulta apropiada si tenemos en cuenta los pardmetros que intervienen en la

evaluacién de (F.5) y (F.6).

La expansion asintotica de utilidad aqui es:

1- -+ -

ez[ v v(v+1) 1/(V+1)(V—|—2)Jr

(F.7)

Como ejemplo de la validez de la aproximacion en el rango de parametros propios

de un problema de colisiones, mostramos una evaluacién de (F.7) con cinco términos
asi como de la Integral Exponencial exacta. Tomando Z =2.0, una energia £ =(0.884

y un radio R =90.0 llegamos a los siguientes valores:

Exacta -2.24093037646 x 1073 + i 3.43442469498 x 1073
Asintética (5 términos) | -2.24093037656 x 1073 + i 3.43442469546 x 1073

Tabla F.1: Evaluacién exacta y asintética de E, (RZ)

Queda evidenciado que con seguridad se puede emplear (F.7), para aproximar
E, (RZ) en (F.6) por unos pocos términos de su serie asintética. Con esta aproxi-
macion, el conjunto de integraciones que es necesario efectuar pertenece a la clase que

puede ser resuelta con la expresién (2.15).



Apéndice G

Calculo del vector ¢

Detallaremos en este apéndice el calculo del vector ¢. Mostraremos primeramente
cémo se procede para calcular las intergaciones que involucran a uno de los términos

exponenciales, e'472 y 473

/ =9 (1, 1) 972Dy (g, 1) (G.1)

Reemplazamos las exponenciales por su expansion de una onda plana en ondas parciales

(3.37):

/ng;c) (1‘2, I'3) eiq~r2 (I)O (1'2, I'3> =

> axi'y™ (q Z / dradrs= 57 (ra, vs) ji (gra) V™ (F2) @PVEGY (ry,15) = (G.2)

Iym
l”—}—l

mx* A a blla sy
Zwb) > oY@ (Q)Offbn)a v N Y A

1=[1 — 1)

donde hemos introducido las siguientes notaciones:

Tt (q) = / draSyr) (r2) i (ar) S0 (r2) | (G.3)
oLt (g) = /0 draS2) (ra) i (ar) S22 (1) (@.4)
Crt 01 e, 1) = Z4m BY " 0 ms e, 1) (G5)

La definicién de los coeficientes angulares B; Mfw (121751, m;l,, 1) se encuentra en el

apéndice H

El elemento de volumen en coordenadas esféricas posee un factor dr; = r?dQ) dr;

( =

que elimina los factores Tl presentes en las funciones EVC,}C) (ro,r3) y = ? (rg,r3). Por
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tanto, las expresiones ol ale (@) y Jl(;f),),i ala (q) presentan solamente como integrandos

ning

a las funciones Sturmianas sin los factores %
1

Para el término con la exponencial oscilatoria en rz tendremos, andlogamente,

/EI(/C';C) (ra,r3) €' 973D (ra,13) =
> ity @)y / dradrs='5? (ra,13) ji (qrs) V™ (Fs) @PVEEY (rg, 1) = (G.6)
Im v

I+l

Z o (b,) Z Y™ () J(cbl by (q) O(c,b)l;’la (_1)lg+lg’+za+zb—L”—L Cﬁ;hM' [ll’,’, l;’, AN

Iy ny n!'ng

1=y 1|

La integral de seis dimensiones que interviene en el término que media la interaccion

de proyectil con carga nuclear es simplemente:

=(cc) b,b)=(b,b _ ()10 (D)1
E /erdr,?,\—aV// (ra,r3) pPVIEPD) (ry rg) = O, LOm MmO 1,0 1, E i On Iy
14

’ (G.7)

Existe otra manera analitica de formular las expresiones, que es valida para el caso
especifico en el cual el blanco de Helio se halla inicialmente en un estado de momento

angular total nulo: L =0 = M.
mx bb)= (b b) _
Z 4i'y, Z / dr2dr3uy,, (ra,r3) ji (qra) Y™ (T2) ¢, (ro,r3) =

" (e, 1o (e,b)l}la ~(2)L" M
L]\g ZSD bb)J//n)n ( )On’bnab Dl({{l)a , (G8)

D Ami'y (@) / dradrsE(( (r2,13) ji (qrs) Y™ (Fs) o VELY (v2,15) =

V@ D I 0 O D @

l//lb

donde hemos utilizado los coeficientes que definiremos a continuacion:

AV 7" " l;, L// la
DM = 60, VAT | Gy, /200 + 1 (—1)" : (G.10)

0 0 0

AVl " " l” L// l
DM = G0, VAT | Gy, /20 41 (1) Ob ) (l)’ . (G.11)

Los arreglos entre paréntesis son denominados Simbolos 6-j [125]. El término nuclear
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es idéntico en ambas formulaciones; vale (G.7). En (G.8) y (G.9) se hace evidente que,

para el caso de interés de esta tesis, que es utilizar el estado fundamental del Helio,

sobrevive inicamente un término del desarrollo de la exponencial oscilatoria en ondas

parciales. Mds atn, para un mismo valor de L', y dos dados valores M’ permitidos,

sean ellos M, y M,, las solucién correspondiente a M’ = M, sera coincidente con la
v/ @)

de M'" = M, a menos del factor YT Por lo tanto, es suficiente con realizar una sola
o \a

resolucién del sistema (3.39), con algin M’ valido para cada valor L'




Apéndice H

Integrales de armoénicos esféricos y
biesféricos

Para realizar las integrales de solapamiento entre dos elementos de las bases de tres

cuerpos no correlacionada, es precisa la siguiente integral angular:

/3}%/]\4,* (T2, T3) V) b ! (T2, T3) d202ds = 0r/ 160 10y, 1.0 1, (H.1)

La expresién BY T M [l’ l;;1,m; la, lp) que se menciona en el apéndice G consiste en
la integral de dos armdnicos biesféricos y un arménico esférico en los angulos d€2y y

ngI

B Uil 1 mi Lo, ) = [ V™ (2, Fa) (V" (2)) VEA! (B, Ba) 22 =

(21+1)(21,+1) Z
4 (2lq+1) mpmaemymp

(it LML 0 0 0) (11 m = mg) (~1)"5

5l{)lb5m§)mb<lalbmamb‘LM> (HZ)

Las identidades de los coeficientes de Clebsch—Gordan permiten establecer las si-

guientes relaciones entre los indices:

my, = my (H.3)
Mg +my = M (H4)
m, +m, = M (H.5)
m-—m, = —m,, (H.6)

y con ellas es posible determinar qué valores de éstos no implican términos nulos en
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las sumatorias:

m, = my (H.7)
m = M —M (H.8)
m, = mg+m (H.9)
my = M —m,. (H.10)

Por lo tanto, M’ y M fijan el valor de m, que a su vez selecciona un valor m/, por cada

m,. Este ultimo indice es el Unico en el que se realiza una sumatoria.
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Abstract

We study some mathematical properties of generalized Sturmian functions
which are solutions of a Schrodinger-like equation supplemented by two
boundary conditions. These generalized functions, for any value of the energy,
are defined in terms of the magnitude of the potential. One of the boundary
conditions is imposed at the origin of the coordinate, where regularity is
required. The second point is at large distances. For negative energies, bound-
like conditions are imposed. For positive or complex energies, incoming or
outgoing boundary conditions are imposed to deal with scattering problems;
in this case, since scattering conditions are complex, the Sturmian functions
themselves are complex. Since all of the functions solve a Sturm-Liouville
problem, they allow us to construct a Sturmian basis set which must be
orthogonal and complete: this is the case even when they are complex. Here
we study some properties of generalized Sturmian functions associated with
the Hulthén potential, in particular, the spatial organization of their nodes, and
demonstrate explicitly their orthogonality. We also show that the overlap matrix
elements, which are generally required in scattering or bound state calculations,
are well defined. Many of these mathematical properties are expressed in terms
of uncommon multivariable hypergeometric functions. Finally, applications to
the scattering of a particle by a Yukawa and by a Hulthén potential serve as
illustrations of the efficiency of the complex Hulthén—Sturmian basis.

PACS numbers: 31.15.—p, 34.10.+x
(Some figures may appear in colour only in the online journal)
1. Introduction

The applications in physics of Sturm-Liouville formulation appeared immediately after the
principal theorems were demonstrated by Sturm and Liouville in 1836 and 1837. A large variety

1751-8113/12/0152014-21$33.00  © 2012 IOP Publishing Ltd  Printed in the UK & the USA 1
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Insights from the zero-angular-momentum wave in single and double ionization
of He by fast electrons

M. J. Ambrosio,""” G. Gasaneo,' and F. D. Colavecchia®
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In a recent contribution our group proposed a perturbative approach to deal with the open problem of double
ionization of helium by electron impact. The goal of this work is to delve into the physics of the scattering function,
and provide evidence of the nature of the single-ionization channels present in the three-body wave function. We
show that the fast oscillating parts of the wave function are indeed the single-ionization channels, which appear
coupled with the double continuum ones. We found a particular type of basis set within the Generalized Sturmian
method that is better suited to isolate single from double-ionization channels.

DOI: 10.1103/PhysRevA.89.012713

I. INTRODUCTION

The double ionization of atoms by electron impact, even in
the simplest case of helium targets, is still an open problem
in atomic physics [1]. Even the most sophisticated ab initio
theories are unable to describe absolute experimental data
without the need for a rescaling. The differences are specially
important in the high-energy regime, where experimental
absolute fivefold differential cross sections are available; see
for example, Lahmam-Bennani ez al. and Taouil et al. [2,3].

In the past two decades computer performance has seen
great progress, which enabled physicists to develop more and
more sophisticated numerical approaches to solve problems
with a greater degree of accuracy. Examples of these methods
are the time independent methods, such as the exterior complex
scaling (ECS) [4], the convergent close coupling (CCC) [5,6],
and J matrix [7-9], among others.

Part of the complexity of three-body Coulomb problems lies
in the fact that asymptotic conditions are difficult to include
in the models, and each method approaches this problem in a
different way.

The ECS methodology takes advantage of a rotation of the
radial coordinates to the complex plane. This allows us to
include the correct asymptotic behavior without enforcing it
formally.

The CCC scheme distinguishes each of the ejected elec-
trons. One electron is represented in terms of basis states
obtained from an £2 diagonalization of the target Hamiltonian,
which includes pseudostates for the continuum part of the
spectrum. The other one is described by continuum Coulomb
wave functions. The three-body wave function is not computed
explicitly, but the 7-matrix elements are obtained instead.
Three-body outgoing behavior is set by using the Green
operator in a simplified Lippmann-Schwinger equation for the
T matrix. Thus, the asymptotic behavior is explicitly enforced
in this methodology.

The J-matrix model takes a similar path to CCC [8-10].
Outgoing-type behavior is explicitly enforced for one of the

“Corresponding author: marcelo.ambrosio@uns.edu.ar

1050-2947/2014/89(1)/012713(10)

012713-1

PACS number(s): 34.80.Bm, 34.50.Fa, 31.15.A—

electrons, while standing waves are selected for the other
one. The method separates the three-body wave function
solution in the internal and the external part. The internal
wave function is expanded in terms of three-body Hamiltonian
eigenfunctions obtained trough a £? diagonalization. The
external one is represented in terms of Coulomb Sturmian
functions with outgoing asymptotic behavior. The coefficients
of these expansions are obtained by solving a linear system of
equations. Thus, the explicit form of the asymptotic conditions
is used.

Time-dependent models, such as the time-dependent close
coupling [11,12], the time-dependent exterior complex scaling
(TDECS) [13] or a wave-packet evolution [ 14], use completely
different types of asymptotic conditions and avoid the difficul-
ties of the time-independent methods.

One of the aims of this contribution is to show that
the generalized Sturmian functions (GSFs) theory impose
the desired asymptotic behavior, for any (single or double)
ionization channel. This is done by imposing outgoing
behavior on each of the radial coordinates of two sets of
spherical coordinates, one for each ejected electron. Within
the GSF method, outgoing asymptotic conditions are explicitly
enforced on each coordinate, which in turn enforces the correct
three-body behavior.

Let us now recall the history of the GSF method. The
group begun implementing GSF with the work of Frapiccini
et al. [15], where the main aspects of the methodology were
introduced. References [16,17] contain a good summary on
the mathematical properties of Sturmian basis sets.

The group has also presented some applications to two-
[16,18] and three-body bound-state problems [17,19,20].
Sturmian functions for bound states have been shown to
be very efficient, and one can obtain highly accurate free
[17,19,20] and confined [21] helium eigenvalues among many
other systems [22].

Continuum GSFs have also been implemented to solve
three-body scattering problems in Refs. [23,24]. In all these
examples, the GSF method has proven to be efficient and
accurate. For a complete review see Ref. [22].

The aim of the present contribution is to analyze the
information contained in the wave function of an S-wave

©2014 American Physical Society
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Abstract The double ionization of helium by high energy electron impact is investigated. The pure four-body
Coulomb problem may be reduced to a three-body one in accordance with the use of the first Born approxima-
tion. Even within this frame, major unexplained discrepancies subsist between several theoretical descriptions,
and with available absolute experimental data. In this contribution we discuss an alternative formulation which
allows to tackle the problem with a different methodology, the generalized Sturmian approach. We discuss
some issues associated to the convergence of the calculated cross sections.

1 Introduction

It has been stated that the three-body Coulomb problem has been solved numerically, the proof being given
through calculations of the single ionization [(e, 2¢) process] of hydrogen by electron impact [1]. Several
numerical recipes like the Convergent-Close-Coupling [2], the Exterior-Complex-Scaling [3], the J-matrrix
[4], among others, managed with great success to numerically approach the solution of the problem. A similar
success is also obtained when the same methods are applied to the double ionization of helium by photon
impact [(y, 2e) process]. Except in some minor details, it can be said that these methods agree remarkably
well with each other, and with the experimental observations.

However, for the double ionization of helium by impact of high energy electrons, the (e, 3e¢) process,
the same is not observed. When dealing with high energy projectiles the four-body problem corresponding
to the (e, 3e) process can be reduced to a three-body one. This reduction can be related to the First Born
Approximation, within which no method is able to satisfactorily reproduce the absolute experimental data of
the Orsay group [5,6]. In addition, those numerical methods—which are in such beautiful agreement for (e, 2¢)
and (y, 2e) processes—do not agree with each other when applied to the (e, 3e) case [7]. In some sense, this
brings some doubts on whether the three-body problem can be considered as solved in all cases.
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