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Resumen

En los ultimos anos ha tomado auge nuevamente el estudio de desigual-
dades de tipo mixtas pesadas, debido a que, desde el ano 2005 hasta la
actualidad, se han resuelto algunas de las conjeturas propuestas en los anos
80 en relacion a ese tipo de estimaciones. La mayoria de estos resultados han
sido obtenidos en el contexto lineal.

En esta tesis, comenzamos el estudio de este tipo de desigualdades en el
contexto multilineal. Concretamente, obtenemos desigualdades pesadas mix-
tas para operadores de Calderén-Zygmund multilineales y para la integral
fraccionaria multilineal. Ademds, probamos extensiones vectoriales de estos
resultados.






Abstract

In the last years, the study of weighted mixed type inequalities has taken
on relevance again, since, from 2005 up to the present day, some of the
conjectures related to this type of estimates raised in the 80’s have been
solved. Most of these results have been obtained in the linear context.

In this thesis, we begin the study of this type of inequalities in the multili-
near setting. To be more specific, we obtain weighted mixed type inequalities
for multilinear Calderén-Zygmund operators and for the multilinear fractio-
nal integral. Furthermore, we prove vector-valued extensions of these results.
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Introduccion

En analisis armoénico hay un gran nimero de desigualdades de la forma

1T fller@y < ClIS Fllzow)

1T £l ooy < CIIS Fll oo (w)

donde generalmente 7" es un operador integral singular, S es un operador
“més facil”de tratar (cominmente un operador maximal y por lo tanto po-
sitivo), y w estd en alguna clase de pesos.

Una de las funciones maximales més destacadas en el analisis armoni-
co es la funcién maximal de Hardy-Litlewood, definida para una funcién f
localmente integrable como

M{(x) = sup@ /Q £ dy,

Q>3

donde el supremo es tomado sobre todos los cubos (), con lados paralelos a
los ejes, que contienen al punto x. La funcion maximal de Hardy-Littlewood
verifica las siguientes desigualdades que son de suma importancia.

» M es de tipo débil (1,1): Para cada f € L}(R") y A > 0, existe una
constante dimensional C' tal que vale la desigualdad

o e R Mf@) > M < & / 1)l de,

es decir, M : L*(R") — Lb“°(R").

» M es de tipo fuerte (p,p): Sea 1 < p < oo. Entonces existe una
constante C' tal que vale la desigualdad

[ 0@y ar<c [ i,
es decir, M : LP(R™) — LP(R").
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Diremos que w es un peso si es una funcién no negativa localmente inte-
grable. Mas adelante relajaremos esta condicién y no siempre cada vez que
consideremos un peso pensaremos que w es localmente integrable: con la no
negatividad sera suficiente. Con el propdsito de caracterizar los pesos w tal
que la desigualdad de tipo fuerte (p,p)

| os@yew dr<c [ 1@pre) i
vale para 1 < p < oo y toda f € LP(w), B. Muckenhoupt introdujo en [66]
la clase de pesos A, conocida hoy en dia como la clase de Muckenhoupt.
Un peso w pertenece a la clase A, de Muckenhoupt, 1 < p < oo, si

p—1
L i 1-p/
s‘ép(rm/g“’)(@r/cgw ) =

donde p’ es el exponente conjugado de p definido mediante la relacién %—1—1% =
1. Este ntiimero se llama la constante A, de w, y lo denotamos por [w]4,.
Un peso w pertenece a la clase A; si existe una constante C' tal que
Muw(x) < Cw(z) para casi todo punto z € R™. Si w es un peso Aj, entonces
el nimero
Muw
w

[w]z‘h = ‘
se llama la costante A; de w.

El Teorema de Muckenhoupt dice que M : LP(w) — LP(w) si y solo si
w e Ay

La clase A, resulta ser la unién de las clases A,, y esté caracterizada por
la siguiente cantidad

1
[w] 4., = sup

o /Q M(wxg).

La disigualdad probada por C. Fefferman y E. Stein [32] nos dice que
para todo ¢t > 0, existe una constante dimensional C' tal que

w{r e R": M f(zx) >t}) < %/ |f(x) | Mw(z)dz.

n

Posteriormente, B. Muckenhoupt y R. Wheeden [67] probaron que si w €
Aq, entonces, existe una constante C' tal que para todo t > 0,

o e R M(fw (o) w(x) >0} < < / f (@) da.
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En 1985, E. Sawyer [75] probé que si u,v € Aj, entonces, existe una
constante C' tal que para todo t > 0,

w({zer: M{fo)z) 1)) < Q/ F@) (@)@ de.  (0.0.1)
v(z) tJr

Esta estimacion es una extensién no trivial de la clasica desigualdad de
tipo débil (1,1) para el operador maximal, dada la presencia de un peso v
dentro del conjunto de distribucion.

En el mismo trabajo, E. Sawyer conjeturé que la desigualdad (0.0.1) era
valida si el operador maximal era reemplazado por la transformada de Hil-
bert. En 2005, D. Cruz-Uribe, J. M. Martell y C. Pérez [24] extendieron
(0.0.1) a R™. Més atin, lo probaron para operadores de Calderén-Zygmund,
resolviendo de esta manera la conjetura de E. Sawyer. Ademas, conjeturaron
que su resultado debia ser valido para v € A..

Recientemente K. Li, S. Ombrosi y C. Pérez [59] resolvieron esta conje-
tura. Probaron que si u € A; y v € AL, entonces, existe una constante C'
que depende de la constante A; de u y la constante A, de v tal que

uv({:c eR™ : T(fo)@)) > t}) <C | |f(x)|u(z)v(z)de,

v(z) R”
donde T puede ser la funciéon maximal de Hardy-Littlewood, un operador de
Calderén-Zygmund, o una integral rough.

Nuestro propdsito es presentar estimaciones mixtas con pesos que gene-
ralizan al contexto multilineal el teorema probado por K. Li, S. Ombrosi y C.
Pérez. Mas precisamente, vamos a presentar desigualdades mixtas con pesos
para los operadores de Calderén-Zygmund multilineales y para la integral
fraccionaria multilineal.

Con este objetivo, necesitaremos introducir conceptos de la teoria multi-
lineal que a continuaciéon presentamos.

En 2009, A. Lerner, S. Ombrosi, C. Pérez, R. H. Torres y R. Trujillo-
Gonzélez introdujeron en su trabajo [57] la funcién (sub)multilineal maximal
M definida como

m
M) =swp [T [ 1wl = < R,
Qx5 |Q’ Q

donde el supremo es tomado sobre todos los cubos () que contienen a x. Este
nuevo operador es el apropiado para estimar los operadores de Calderén-
Zygmund multilineales.

Consecuentemente, desarrollaron la correspondiente teoria de pesos para
esta nueva funcion maximal.
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Sea m un entero pOSlthO y sean 1 <pq,..., Pm < 0. Notamos p el niimero

dado por }D = -+ ..+ —, y P el vector P = (p1, ey Pm). Dado @ =
(W1 ooy Wiy ), sea
vg(z) = Hw]?] (x), x€R"

Decimos que w0 satisface la condicién A si

() T ) <

1-p
Cuando p; = <|Q| fQ J)
diremos que w € A, 1) si

u@\‘ =

k:.d\‘ =

se entiende como (infg w;)~*. Por lo tanto

1 e
sup —/ Vg (fnf w;) ™! < oco.
Qo \IQJg E Q

El comienzo de la teoria de operadores de Calderén-Zygmund multilineal
se remonta a la década del setenta, con los trabajos de R. R. Coifman e Y.
Meyer [16], [17] y [18]. Sea T' un operador multilineal inicialmente definido
en el m-producto de espacios de Schwarz y tomando valores en el espacio de
distribuciones temperadas,

T:S(R") x -+ x S(R") = S'(R™).

Siguiendo la notacién de L. Grafakos y R. Torres [40], decimos que T es
un operador de Calderén-Zygmund m-lineal si, para algin 1 < ¢; < oo, se

extiende a un operador multilineal acotado de L% x ... x L% a L4, donde
% = q_1 + ...+ —, y si existe una funcion K, definida fuera de la diagonal
T =y =..=1Y, en (R")™ que satisface

= T tiene la siguiente representacién
T(f1, s frm)(2) :/( | K(2,y15 s Ym) f1(Y1)- fn(Ym) dyn...dym,

para todo x & ML, sop(f;)

s Condiciéon de tamano: El ntcleo K satisface
A
> o vk — wil)

|K(y07y1a 7ym)| S (
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» Condicién de regularidad

Aly; — g5l
m mn+e’?
(zk,l:o |Z/k - Z/l‘) :

para algin e > 0y todo 0 < j < m, siempre que |y;—y}| < SMaTo<k<m|y; — Yil-

|K(y07 -~7?Jj, Jym) - K<y07 "'7y;'7 7ym)‘ S

El siguiente operador que vamos a presentar es la integral fraccionaria y
su version multilineal.
Para 0 < a < n y f localmente integrable en R", se define la integral

fraccionaria como )
)

I.(f) = / T —dy
R~ |fU - y|

Una manera natural de extender las integrales fraccionarias al contexto
multilineal es la siguiente: Para a un nimero tal que 0 < a < mn y f =
(f1, -+, fm) una coleccién de funciones en R", definimos la integral fraccionaria
multilineal como

PN Siw) o fon(Ym)
T (x)—/(n) (

2 — 1] 4 o F T = Y] )

Los primeros resultados para este tipo de operadores fueron obtenidos
por C. Kenig y E. Stein [48].

La funcién maximal fraccionaria M, (para 0 < a < n), asociada a la
integral fraccionaria I, estd dada por

1
Ma = e d 5
fe) = s e [ )iy

donde el supremo es tomado sobre todos los cubos () que contienen a x.

En 2009, K. Moen [64] introdujo el operador maximal (sub)multilineal
M, asociado a la integral fraccionaria multilineal Z,, que sera relevante
para nuestros resultados. Definio, de esta manera, para 0 < a < mn y
F=(f1,-.., fm), €l operador maximal (sub)multilincal M, como

./\/laf(x) = SUPH (W;_nam/Q|fz(yz)|dyz>

Q37
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Desigualdades mixtas con pesos de tipo débil para los operadores
de Calderon-Zygmund multilineales

En este trabajo vamos a presentar estimaciones mixtas con pesos que
generalizan el teorema de K. Li, S. Ombrosi y C. Prérez al contexto multi-
lineal. Trabajaremos primero con [[;", M f;, obteniendo de esta manera una
desigualdad mixta con pesos de tipo débil para este pr?ductlo. Concretamen-

te, sl wy, ..., w, € A1 y v € Ay, y denotamos v = w{™...wy , entonces, vale
que

< CTTIflle -

v 1 5
Lm > (vom) i=1

| 1", Mf;

(Ver el Teorema 3.1.3 en la Seccién 3.1).

Facilmente se ve que la conclusién de este teorema también vale para el
operador maximal mas pequeno M. Tenemos, entonces, que bajo las mismas
hipdtesis, vale la desigualdad

M([) 5
HT SCHHfiHLI(wi)-

Lﬁ’m(uv%) i=1

(Ver el Teorema 3.1.4 en la Seccién 3.1).
En segundo lugar, debilitaremos las hipdtesis en los pesos w; y obten-
dremos un resultado independiente para el operador M. Especificamente,
1 1

si W = (wi,...,wm) € Aq.1), ¥ = w"..wj5 y v es un peso que satisface
1
vum € Ao, entonces, vale que

HM(f)

(%

< CTTIflle -
=1

1
Lm > (vom)

(Ver el Teorema 3.1.5 en la Seccién 3.1).

Para la demostracién de este teorema serd clave tener en mente el con-
cepto de familias sparse. Recordemos que para 0 < 1 < 1, una colecciéon S
de cubos diddicos {Q;}32, se denomina una familia 7-sparse si para todo j
existe Eg, C QQ; de manera tal que |Eq,| > 7|Q;| y ademds { Eg, }52, cumple
que Eg, N Eg, = 0 sij # k. Por lo tanto, para f € L>*(R") de soporte
compacto, decimos que A, es un operador sparse si

Afle)=>" <|%|/Qf(y) dy) Xq(z),

QeS

donde S es una familia n-sparse.
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Posteriormente, presentaremos un teorema de extrapolacion, que nos per-
mitird finalmente extender el resultado a operadores de Calderén-Zygmund

multilineales. El teorema de extrapolacién dice que si W = (wy, ..., w,,) €
1 1

Aa,. ), /"™ e A v v = w]"..wj, entonces se verifica la desigualdad

()

v

M(f)

v

<C

1

1 1 1
Lm > (vom) Lm > (vvm)

donde C' es una constante y 7" es un operador de Calderén-Zygmund multi-
lineal. (Ver el Teorema 3.2.4 en la Seccion 3.2).

Teniedo en cuenta los resultados antes mencionados, podremos presen-
tar una desigualdad mixta con pesos de tipo débil para los operadores de

Calderon-Zygmund multilineales. Mas precisamente, si T' es un operador de
1 1

Calder6n-Zygmund multilineal, = (wy, ..., w,,) y ¥ = w{"...wy , suponga-
mos que W € Aq,.1) Y yum € As O W1y, .c;w,, € Ay y v € Ay, Entonces
existe una constante C' tal que vale

T(f)

v

< C T Iillzrw)-
i=1

Lm>°(vom)

(Ver el Teorema 3.2.5 en la Seccién 3.2).

Como consecuencia directa de este teorema, presentaremos un corolario:
Si T es un operador de Calderén-Zygmund multilineal, @ € Ay, 1)y v €
RH,, entonces, existe una constante C' tal que vale la desigualdad

T(f)

()

< CTTIAl e -
1

L (o) i=1

(Ver el Corolario 3.2.7 en la Seccién 3.2).

Desigualdades mixtas con pesos de tipo débil para la integral frac-
cionaria multilineal Z,

Como mencionamos anteriormente, también trabajaremos con la integral
fraccionaria multilineal. Vamos a presentar una desigualdad pesada mixta
para este tipo de operadores y la apropiada clase de pesos asociada a los
mismos.

F. Berra, M. Carena y G. Pradolini [6] probaron la siguiente desigualdad
mixta de tipo débil:
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Sea0<a<n,1§p<qutalquesatisfaceéz%—%.Siu,vson

pesos tales que wu, vy € Aj o w7 € Aryuv e Aoo(uv_??), entonces existe una
constante positiva C' tal que para todo ¢t > 0 vale la desigualdad

1

u? ({x €R": % > t}>; < g(/n ’f(@IPU(:U)%v(:U)dx);

donde I, es la integral fraccionaria o la funcién maximal fraccionaria M,.

En primer lugar, extenderemos el teorema de F. Berra, M. Carena y G.
Pradolini para operadores maximales fraccionarios multilineales. Concreta-
mente, si 0 < a < mn, ¢ = —L— 4™ = (ui"?,...,up?) y v =[] uf,
supongamos que @™ € Ay, 1y y vv? € As, 0o u, . umd € Ay v™ € Ay,
entonces existe una constante C' tal que se verifica la desigualdad

<C [Tl -

L%OO(V'UQ) =1

HMM )

(Ver el Teorema 4.2.1 en la Seccién 4.2).

Luego, presentamos un teorema de extrapolacién, que nos permite pasar
de la integral fraccionaria multilineal a la maximal fraccionaria multilineal:
Si0<a<mnyq=—"— sean @ = (uy"?,...,un?) € Ay . 1), v? € Ay

y denotamos v = [[*, u}, entonces existe una constante C' tal que vale la
desigualdad

Ma(f)

()

Zo(f) <c

La:%° (vv?) L4 (vv4)

(Ver el Teorema 4.3.1 en la Seccion 4.3).

Finalmente, gracias a los dos teoremas mencionados arriba, vamos a pre-
sentar una extension del teorema de F. Berra, M. Carena y G. Pradolini
para la integral fraccionaria multilineal. Mas precisamente, si 0 < o < mn,
q=—— um™ = (uy",...,up?) y v =[]", uf, supongamos que @™ € A, 1)
y vl € Ay, o ul™, ... u € A y v™ € A, entonces existe una constante
C tal que vale la desigualdad

Z.(f)

<C ]Il -
i=1

L3:%° (yv)

(Ver el Teorema 4.3.3 en la Seccion 4.3).
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Aplicaciones

A modo de aplicacién, presentaremos las siguientes desigualdades mixtas
vectoriales para operadores de Calderén-Zygmund multilineales y la integral
fraccionaria multilineal respectivamente.

= Sea S( f ) = T(f ) donde T es un operador de Calderén-Zygmund mul-

tilineal. Sea @ = (w1, ..., wn) € An,..1) ¥ = Ao, 0 W1, oy Wy € Ay
1 1

vyvE Ay Seav =w..wh yseal <r <2 Paracadal <i <m,
consideramos { fliz}k’@ C L'(w;). Entonces, existe una constante C' > 0
tal que

1 1

( > |S<f,11,...,f:;>|’"> <c]] <Z\f;i,. )
k1 1 = k;

m
=1

peersbom Lm > (vom) L (w;)

(Ver el Corolario 5.1.1 en la Seccién 5.1).

= Sea S( f ) = I"f)f ) donde Z, es un operador multilineal fraccionario.
Sea ¢ = —t— ™ = (uf", ..., up?) y v = [[", u]. Supongamos que
am™ e Aq..yy vv? € Ax, 0wl ul € Ay y v™ € A Para

cada 1 < i < m, consideramos {f} }x, C L'(u;). Entonces, existe una
constante C' > 0 tal que

1 1
T

m r
r

(Z |S(f%1,---,f£)lr) <]l (er,;

k1,..o.km LQ«OO(VUQ) =1

Lt (u;)

(Ver el Corolario 5.2.1 en la Seccién 5.2).

Problemas abiertos

Creemos interesante dejar planteados dos problemas que hasta el momen-
to no han podido ser resultos.
El primero trata el problema de unificar dos condiciones para probar

-

una desigualdad mixta con pesos de tipo débil para M(f ). Concretamente,
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planteamos si serd posible que dado W = (w1, ..., wm) € An,. 1), vtme Ay
1
y v = w{"..wj, entonces, valga la siguiente desigualdad

HM<f )

< C JTillzr w-
=1

1
Lm > (vvm)

(Ver la Conjetura 1 en la Seccién 6.1).

En segundo lugar, planteamos una problematica similar para la integral
rough bilineal. Para 1 < ¢ < ooy Q € LY(S*") con [g,,-, Qdo = 0, donde
S?*~1 es la esfera unitaria en R?", R. Coifman e Y. Meyer [17] introdujeron
la integral singular bilineal rough asociada a €2, definida como

Talfi 29(@) = v [ [ o= fale - g MO,

y1dya,

donde v.p. significa el valor principal de la integral. Planteamos el interrogan-
1 1

te si serd posible que si (wyi,ws) € Aq1 1), vM/? € A ¥y v = wiws, entonces,
valga la siguiente desigualdad

Ta(f1, f2)

; < C | fillzr o 12l 21 (ws) -

1 1
L2 (wv2)

(Ver la Conjetura 2 en la Seccién 6.2).

Estructura general de la tesis

Los contenidos que hemos resumido en los parrafos anteriores se organizan
de la siguiente manera.

En el Capitulo 1 introduciremos definiciones y resultados clasicos en el
contexto lineal. Empezaremos definiendo los espacios de Lebesgue, que seran
el contexto para los resultados de esta tesis. Introduciremos la clase de pesos
A, y definiremos ciertos operadores en el contexto lineal, que van a ser funda-
mentales para los resultados obtenidos en este trabajo, como son la funcién
maximal de Hardy-Littlewood y su version diddica, los operadores de Cal-
derén-Zygmund, los operadores sparse y la integral fraccionaria. Daremos sus
definiciones y propiedades basicas, y ademds aportaremos una prueba a par-
tir de la dominacién sparse para una desigualdad de tipo Coifman-Fefferman
para operadores de Calderéon-Zygmund.

El Capitulo 2 estard destinado a presentar una generalizacién al contex-
to multilineal de los operadores introducidos en el Capitulo 1. Definiremos
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la clase de pesos Ap y recordaremos definiciones y propiedades basicas de
la funcién maximal (sub)multilineal, los operadores de Calderén-Zygmund
multilineales y la integral fraccionaria mutilineal. Estos operadores tendran
un rol protagédnico a lo largo de la disertacion.

El propdsito del Capitulo 3 es presentar estimaciones mixtas con pesos que
generalizan el teorema de K. Li, S. Ombrosi y C. Pérez al contexto multilineal.
Trabajaremos tanto con [[;~, M f; como con M( f) bajo diferentes hipétesis
sobre los pesos que intervienen en las desigualdades. Luego, mediante un
teorema de extrapolacién, podremos probar desigualdades mixtas con pesos
para operadores de Calderén-Zygmund multilineales.

En el Capitulo 4 trabajaremos con la integral fraccionaria multilineal. Va-
mos a presentar una desigualdad pesada mixta para este tipo de operadores
y la apropiada clase de pesos asociada a los mismos. Para ello, trabajaremos
primero con M, ( f ) v luego nuevamente mediante argumentos de extrapo-
lacion extenderemos el resultado a la integral fraccionaria multilineal.

En el Capitulo 5 presentamos, a modo de aplicacion, desigualdades mixtas
vectoriales para operadores de Calderén-Zygmund multilineales y la integral
fraccionaria multilineal.

Por ultimo, en el Capitulo 6, planteamos dos problemas que hasta el mo-
mento no han podido ser resueltos. El primero trata el problema de unificar
dos condiciones para probar una desigualdad mixta con pesos de tipo débil
para M( f ). El segundo presenta una problemadtica similar para las integrales
rough bilineales.

Contribuciones originales

Las contribuciones originales de esta tesis pueden hallarse esencialmente
en los Capitulos 3, 4 y 5. Los trabajos a los que dieron lugar estos resultados
son los siguientes:

» K. Li, S. Ombrosi y B. Picardi, Weighted mized weak-type inequalities
for multilinear operators, Studia Math. 244 (2) (2019), 203-215.

» B. Picardi, Weighted mized weak-type inequalities for multilinear frac-
tional operators, arXiv:1810.06680 (2018). Enviado para su publicacién.
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Capitulo 1

Preliminares: Resultados
clasicos

En este capitulo introduciremos definiciones y resultados clasicos en el
contexto lineal que serdn necesarios para el entendimiento de la tesis.

Los espacios de Lebesgue L” poseen diversas aplicaciones en matemati-
cas y en otras disciplinas. Tienen la particularidad de medir el “tamano”de
las funciones, lo que hace que sus propiedades sean muy tutiles en anélisis
matematico, ecuaciones en derivadas parciales, probabilidad, etc.

Definicién 1.0.1. Dado un espacio de medida (X, p), para 0 < p < oo se
define LP(X, ) como el espacio de las funciones f : X — C p-medibles
y tales que |f|P es integrable. Si f € LP(X,u) se define la norma de f en

LP(X, 1) como
s = ([ 1Pdn)”.
X

L®(X, u) = {f medibles : || f||zoo(x,u) < 00},

Si p = 0o definimos

donde
| fll zoo(x ) = esssup | f ()]

zeX

y el supremo esencial se define como

esssup |f(z)] :=inf{a > 0: p{z € X : |f(z)| > a} = 0}.
zeX

Notemos que, claramente, hay una dependencia del espacio LP(X, ) con
respecto al conjunto X. En efecto: sea p = oo, p la medida de Lebesgue,
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X = [a,b] un intervalo acotado en la recta real y n € N. Sea g(z) = z".
Luego ¢ es una funcion esencialmente acotada. Sin embargo, si X = R esto
ya no es cierto, pues ||g||poor ) = Supyeg |2"| = +00.

Para 1 < p < oo los espacios LP( X, i) equipados con sus correspondientes
normas son espacios de Banach.

El espacio en que trabajamos es, generalmente, R". Si F/ es un subconjun-
to de R™, notaremos p(F) para hacer referencia a la p-medida del conjunto
E. Cuando p es la medida de Lebesgue notaremos |E|. xg serd su funcién
1 sizeFl
0 siz¢E

En el caso en que X = R" y u sea la medida de Lebesgue, notaremos
LP(X, pn) = LP(R™). Dado un conjunto medible £ C R"™ definimos

caracteristica: yg(x) = {

LP(E) = {f medibles : || f||1rg) < 0o},

donde )
o = ([ 1fae)", 0<p<oo
E

[f1|Loe () = esssup [ ().
zel

En reiteradas oportunidades se mencionaran los exponentes conjugados
py p'. Es por eso que a continuacién daremos su definicén.

Definicién 1.0.2 (Exponentes conjugados p y p’). Sean p y p’ dos reales
pertenecientes al intervalo (1,00). Diremos que p y p' son exponentes con-
jugados si verifican X + & = 1, es decir, p' = p%l. St p = 1 notaremos su
exponente conjugado p' = +oo vy, de forma similar, si p = 400 escribiremos
p=1.

En los espacios LP(X, u) vale que si 1 < p < oo entonces

/X Foldi < 1l N9l ox

donde p y p’ son exponentes conjugados. Esta desigualdad es conocida como
la desigualdad de Holder. Notemos que esto nos dice que si controla-
mos las cantidades || f||zo(xm) ¥ 9/l 2o (x> Podemos controlar la cantidad
HngLl(X,u)-

Observacién 1. Cuando p = q = %, esta desigualdad se conoce con el

nombre de desigualdad de Cauchy-Schwarz.
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Es importante destacar que la desigualdad de Holder puede ser generali-
zada en espacios de Lebesgue para actuar sobre m funciones: sean py, ..., Py, p
tales que Il) = pil + ...+ pL, entonces

i Fmller e < TTIillzrs -
=1

La desigualdad de Holder puede ser utilizada para demostrar la desigual-
dad de Minkowski, la cual es una generalizacién de la desigualdad triangular
en el espacio LP(X, ).

Proposicién 1.0.3 (Desigualdad de Minkowski). Sea 1 < p < oo y sean
f,g € LP(X, p). Entonces vale que

1+ gllzroem < e + l9lle -

En algunas ocasiones, utilizaremos la siguiente expresion de la norma de

una funcién f € LP(X, u) por dualidad:
| todu).

A veces no es necesario pedir que una funcién sea integrable sobre todo
el espacio X y, muchas veces, es suficiente trabajar con funciones que son
integrables sobre todo subconjunto de X que tiene ciertas propiedades. Por
ejemplo, si X = (0,4+00), podemos estudiar las funciones integrables sobre
todo intervalo acotado de X sin que estas funciones sean necesariamente
integrables sobre todo el conjunto X.

1AWz =

LP (X"

Definicién 1.0.4 (Espacios L}y LX.). Sea 1 < p < co. Definimos el es-
pacio de clases de funciones p-medibles de potencia p localmente integrables,
notado L% (X, u) como

loc

LY (X, ) { (/ |f(z)Pdu(x > < 00, para todo K C X compacto}.

El espacio LS. (X, ) de clases de funciones localmente esencialmente acota-
das estard definido como

o (X, ) = {f csup es|f(z)| < oo, para todo K C X compacto}.
zeK
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Observacion 2. Si f € L}, (X, u) diremos simplemente que f es localmente
integrable.

Un ejemplo clasico de una funcion localmente integrable esta dado por
f(z) = % para todo x € (0,400). Esta funcién verifica que [, %dm < 00 para
todo compacto K C (0, +00) pero sin embargo f ¢ L'(0, 4+00).

Trabajaremos también en los espacios débiles de Lebesgue, definidos de
la siguiente manera.

Definicién 1.0.5. Para 0 < p < oo el espacio débil LP>*(X, u) se define
como el conjunto de todas las funciones p-medibles f : X — C tales que

| f Il zpooe(x,) = i“%A p({r € X« [f(x)] > A})r < oo
>

Los espacios débiles de Lebesgue LP*°(X, ) son espacios cuasi-Banach
y satisfacen que LP(X,u) C LP*°(X, u). Cuando p es una medida absolu-
tamente continua con respecto a la medida de Lebesgue, esto es, cuando
dp = wdz, escribimos LP(w) o L»*°(w) para denotar el correspondiente es-
pacio de Lebesgue pesado. La funcién medible no negativa w se llama peso
(ver Seccién 1.3 para més informacién).

LP*> es un caso particular de una definicién mas general: los espacios de
Lorentz.

Los espacios de Lorentz [P

Se llama funcién de distribucién de f (asociada a p) a la funcién ay :
(0,00) — [0, 0] dada por

ap(A) = p({r € X o [f(x)] > A}).

Si f es una funcién medible podemos definir una funcién en [0, c0), de-
creciente, que tiene la misma funcién de distribuciéon que f de la siguiente
manera:

F1(8) = imf {A: ay(\) < t).

Sea (X, p) un espacio de medida. LP9(X) es el espacio de las funciones
medibles f que satisfacen

q (%1 gt
1o = (2 [ 15 @1T)" <o
P Jo
cuando 1 <p<oo,1<qg<oo,y

Lo
[fllp.cc = suptr f*(t) < oo
t>0
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cuando 1 < p < co. En general ||.||,, no es una norma ya que la desigualdad
triangular puede no ser cierta. Sin embargo, cuando p = ¢ se tiene que
| fllpg = IIf ll, = I fll, ¥ se recupera el espacio LP.

Para mas informacion sobre el reordenamiento decreciente y los espacios
LP4 ver el capitulo 5 de [78].

Sera util introducir las siguientes definiciones.

Definicién 1.0.6 (Funcién simple). Diremos que una funcion p-medible y
finita f : X — R es una funcion simple si su imagen es un subconjunto finito
de R. Sea Im(f) = {aq,...,an}. En tal caso, podremos representar

N
f(l’) = ZaiXEiv

donde E; = f~Y(y) forman una particién de X y son conjuntos p-medibles.

Una funcién simple f es integrable si el conjunto {z € X : f(z) # 0} es
de - medida finita.

Definicién 1.0.7 (Soporte de una funcién). El soporte de una funcion f
definida en X estd dado por

sop(f) ={x € X f(x) # 0}.

Las funciones simples integrables y las funciones continuas con soporte
compacto son densas en los espacios de Lebesgue.

1.1. Funcién maximal de Hardy-Littlewood

Las funciones maximales surgen naturalmente en el analisis arménico y
han sido estudiadas a lo largo de los anos para resolver una gran variedad de
problemas en distintas areas de la matematica. Entre ellas, una de las mas
destacadas es la funcion maximal de Hardy-Litlewood.

Definicién 1.1.1. Sea f una funcion localmente integrable en R™. La funcion
mazximal de Hardy-Littlewood de f se define como

1
M) = sup /Q W) dy.

donde el supremo es tomado sobre todos los cubos () que contienen al punto
x. El operador maximal de Hardy-Littlewood M es el operador que envia la
funcion f a la funcion M f.
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Ocasionalmente, utilizaremos la notacién (f)g = ﬁ fQ f. Por @ siem-
pre hacemos referencia a aquellos cubos cuyos lados son paralelos a los ejes
coordenados, y |@| representa la medida de Lebesgue de Q. Notemos que si
[(Q) representa la longitud del lado del cubo @ se tiene que |Q] = I(Q)™.
Este operador fue introducido en 1930 por G. H. Hardy y J. E. Littlewood
[42] en el caso unidimensional y més tarde esta definicién fue extendida a
R™ por N. Wiener [81]. Hay variantes de esta definicién reemplazando cubos
por bolas, o bien considerando cubos o bolas centradas en x. Estas variantes
son equivalentes salvo constantes dimensionales, al menos mientras la medida
subyacente sea la medida de Lebesgue.

La funcién maximal de Hardy-Littlewood es semicontinua inferiormente,
y en consecuencia medible. El operador M definido sobre las funciones local-
mente integrables con valores en las funciones medibles es sublineal, lo que
significa que

M(af +bg)(x) < la|M(f)(x) + [b]M(g) (),

para cada par f, g de funciones, a,b de niimeros y cada x € R".

La funcién maximal de Hardy-Littlewood surge dentro del analisis tan-
to para probar teoremas de existencia de limites en casi todo punto como
para “controlar” otros operadores, como por ejemplo operadores integrales
singulares, variantes fraccionarias e integrales fraccionarias. El teorema de
diferenciacion de Lebesgue nos dice que

) 1

Para el entendimiento de la tesis es necesario conocer las definiciones de
operador de tipo fuerte y de tipo débil que daremos a continuacion.

Definicién 1.1.2 (Operador de tipo fuerte (p,q)). Dados dos espacios de
medida (X,p) e (Y,v), diremos que un operador T : LP(X,u) — L1(Y,v)
es de tipo fuerte (p,q), o lo que es lo mismo, que es acotado de LP(X, )
en L1(Y,v) si existe una constante C' que depende unicamente de p, q y la
dimension del espacio tal que

IT fllzacvy < Cllfllzexm-

Definicién 1.1.3 (Operador de tipo débil (p,q)). Dados dos espacios de
medida (X, p) e (Y,v), diremos que un operador T es de tipo débil (p,q),
(g < ), o lo que es lo mismo, que T : LP(X,u) — L2*°(Y,v), si para todo
A > 0 emiste una constante C' que depende unicamente de p, q y la dimension
del espacio tal que

Q

v({y €Y < [Tf() > A7 < Sl o

31



Diremos que T es de tipo débil (p,00) si es un operador acotado de
LP(X,p) en L>®(Y,v), esto es, si existe una constante C' que depende so-
lo de p y de la dimension tal que

1T f @)ooy < ClFllzo e

Observemos que si 1" es un operador de tipo fuerte (p, ¢) entonces también
es de tipo débil (p, q).

Demostracion. Sea Ex ={y €Y :|Tf(y)| > A}.

T ()]
e = [ o< [ (s < St < M

Por lo tanto o
1
v(Ey)T < XHJC”LP(XM’
O]

La siguiente desigualdad de tipo débil es una de las desigualdades clésicas
de suma importancia que verifica el operador maximal de Hardy-Littlewood.

Teorema 1.1.4 (Hardy-Littlewood-Wiener). Para cada f € L*(R™) y A > 0,
existe una constante dimensional C' tal que

" C
o e R Mf@) >N < T [ 5] de
El teorema dice que M : LY(R") — LY*°(R"), es decir, que M es de
tipo débil (1,1). Ademds, tenemos que el operador M transforma el espacio
L en si mismo, més precisamente ||M f|loo < || f|lco- Es decir, M es de tipo
fuerte (00, 00). Por lo tanto tenemos que M es también de tipo débil (oo, 00).

Teorema 1.1.5 (Teorema de interpolaciéon de Marcinkiewicz). Sean 1 <
po < p1 < 0o y T un operador sublineal definido en LF°(R™) + LP1(R™) con
valores en el espacio de las funciones medibles, donde T es simultdineamente
de tipo débil (po,po) y de tipo débil (p1,p1). Entonces T es de tipo fuerte (p,p)

para po < p < p1.

Observaciéon 3. El teorema de interpolacion de Marcinkiewicz se puede ge-
neralizar a los espacios de Lorentz.

Como consecuencia del teorema de interpolaciéon de Marcinkiewicz y del
hecho que M es de tipo débil (1,1) y de tipo débil (0o, 00) se tiene la siguiente
desigualdad de tipo fuerte (p, p).
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Corolario 1.1.6. Sea 1 < p < oo. Entonces existe una constante C' tal que
|ty dr<c [ if@p e
n Rn
es decir, M : LP(R") — LP(R™).

Por ser M un operador de tipo débil (1,1) se tiene que también verifica
la siguiente desigualdad.

Lema 1.1.7 (Lema de Kolmogorov). Si S es un operador de tipo débil (1,1),
0<0<1yFE un conjunto de medida finita, entonces existe C = C(9) ta
que

[E Sf(@)Pdz < C B2

1.2. Cubos diadicos y el operador maximal
diadico

Entendemos por un cubo de longitud de lado [ en R™, un cubo semi-

abierto Q = [x1, 21 +1) X -+ X [vp, 2, + 1), ¥ = (21, ...,2,) € R™ 1 > 0, con

lados paralelos a los ejes coordenados. Diremos que [0,1)" es el cubo unidad
abierto por la derecha de R". Consideremos las colecciones de intervalos

Dy ={27%0,1)"+m :meZ"}, keZ

Los cubos diddicos estandar de R™ se definen como la unién de todas esas
colecciones en k € Z. Es decir,

D:UDk

Algunas de las propiedades que tienen los cubos diadicos son las siguien-
tes:

» Para cada k fijo, dado x € R", existe un tnico cubo ) € Dy tal que

T € Q.

= Dos cubos diadicos cualesquiera o bien son disjuntos, o bien uno de
ellos esta totalmente contenido en el otro.

= Un cubo diadico de la coleccién D, esta contenido en un unico cubo
didadico de cada colecciéon D;, (j < k), y contiene 2" cubos diddicos de
la coleccién Dy ;.
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= Para cada k, D, es una particion de R™.
Estamos ahora en condiciones de definir el operador maximal diadico.

Definicién 1.2.1. Sea f una funcion localmente integrable y consideramos la
coleccion D de todos los cubos diddicos estandar en R™. Definimos el operador
mazximal diadico y lo notamos por My al operador dado por

Myf(z) = sup ﬁ /Q )| dy,

QeD,Q>x

donde el supremo se toma sobre todos los cubos didadicos de R™ que contienen
azw.

Observemos que My f(z) < M f(z). En la seccién 1.1 vimos que M es un
operador de tipo débil (1,1) y que es acotado en LP(R"), 1 < p < oc.
Por lo tanto deducimos que M, también tiene este tipo de acotaciones.
Sin embargo sera de nuestro interés poder acotar el operador maximal de
Hardy-Littlewood por el operador maximal diddico. La desigualdad puntual
M f(z) < CMyf(x) no se verifica en general. No obstante, podemos acotar
puntualmente el operador maximal de Hardy-Littlewood por varios operado-
res diddicos. Una suma de 3" familias diddicas nos dan la estimaciéon inversa
que queremos. Podemos encontrar 3" familias diddicas D; de manera tal que

371
Mf(x) < C> Mgy, f(x). (1.2.2)
j=1
Ver el Teorema 3.1 y comentarios posteriores en [54].

El siguiente teorema nos da una descomposicion del espacio R™ que es
muy util. Es la llamada descomposicion de Calderén-Zygmund.

Teorema 1.2.3 (Descomposicién de Calderén-Zygmund [10]). Sea f € L'(R™)
no negativa y sea A > 0. Entonces existe una sucesion de cubos didadicos dis-
Juntos {Q;}; tales que

1. f(x) < X para casi todo x & | J; Q;-

2. 1U; Q51 < 51l gny-
3. )\<@fij§2">\-
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Demostracion. Consideremos el conjunto {x € R™ : Myf(x) > A\}. Six € R”
es tal que Myf(z) > X entonces existe un cubo diddico maximal @); tal que
r€EQR,;y @ fQj f > A. Notemos ademds que {z € R" : M, f(z) > A} puede
escribirse como union disjunta de cubos diddicos maximales. En efecto, si )
es el cubo diadico maximal que contiene a x, y si y es cualquier otro punto en
@, entonces y debe tener también a () como cubo maximal. En caso contrario,
si existiera un cubo maximal @’ tal que y € @ con @ C @', x también estaria
en () y eso contradice el hecho de que @ es el cubo maximal que contiene a
x. Por lo tanto tenemos que

{z e R": Myf(z) > \} :UQ,

Esta sucesion (), verifica las propiedades del enunciado. En efecto:

1.

Siz ¢ |J; Q; entonces esto quiere decir que x ¢ {z € R" : Myf(z) >

)\} Por lo tanto, para todo cubo diddico ); tal que z € @); se tiene que

Tom Q | /. 0, f < A Como todos los promedios son menores o iguales que A
J J

el limite también lo es, y por el teorema de diferenciacion de Lebesgue

se tiene que f(x) < A en casi todo punto.

Como los ); son disjuntos, tenemos que

(ng=§N%<§%;éf

1
<

A /{reR":Mdf(m)>>\}
1
Wf—xWMmﬂ

f

Observemos que esto demuestra que el operador maximal diddico es de
tipo débil (1,1).

. Ya vimos que \ < ﬁ fQ f. Veamos ahora que ﬁ fQ f <27\ Para

cada cubo Q; consideremos su padre diadico, es decir, el cubo diadico
Q] cuyo lado es el doble que el de @, es decir, |Q]| = 2"Q,|, y tal que
Q; C Qj Como (); es maximal, se tiene que para Q] el promedio de la
funcién es mayor que \. Luego,

1
<A
2|Q; C2gf_|Qg| ng
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En el resto de la tesis, cada vez que aparezca el operador ma-
ximal de Hardy-Littlewood M estaremos pensando en una versién
diadica del mismo, ya que por lo que mencionamos anteriormente
cualquier estimacién en norma serd consecuencia de (1.2.2) y de
obtener una estimacion independientemente de la familia diadica
que estemos considerando.

1.3. Pesos

Un peso es una funcién no negativa que toma valores en (0,00) en casi
todo punto. Luego un peso puede valer 0 o infinito solo en un conjunto de
medida cero. En algunas ocasiones debemos pedir que el peso sea localmente
integrable pero no siempre sera necesario. Dado un peso w y un conjunto

medible F,

denota la w-medida del conjunto F.
Vimos en el corolario 1.1.6 de la Seccién 1.1 que si 1 < p < oo, entonces
existe una constante C' tal que

/n (M f(z))P do < c/n |f(2)P dz.

Nos interesa ver qué pasa cuando la medida dx es reemplazada en esta de-
sigualdad por un peso w(z). Concretamente, la pregunta que motiva la defi-
nicién de las clases de pesos A, es si hay una caracterizaciéon para todos los
pesos w(x) tal que la desigualdad de tipo fuerte (p, p)

| arr@re i< e [ @l da

Rn

sea valida para toda f € LP(w). B. Muckenhoupt mostré en [66] que esta
desigualdad es valida si y solo si w esta en la clase A,, conocida hoy en dia
como la clase de Muckenhoupt.

1.3.1. Clase A, de Muckenhoupt

Un peso w pertenece a la clase A, de Muckenhoupt, 1 < p < oo, si

1 1 o\ Ny
sgp<@ /Q w(y)dy) <@ /Q w(y) dy> <
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donde p’ es el exponente conjugado de p definido mediante ]% + z% = 1. Este
nimero se llama la constante A, de w, y lo denotamos por [w] 4, .

Un peso w pertenece a la clase A; si existe una constante C' tal que
Muw(z) < Cw(z) para casi todo punto z € R™. Si w es un peso A;, entonces
el niimero

= s (g [0 d) T~
! @ cubos en R” ‘Q| @

se llama la costante A; de w. Notemos que si w € A; entonces satisface

ye

!Q|/ ) dy < [w]a, essiélfw(y)

para todo cubo @) C R™.
No es dificil ver que la constante A; también puede ser escrita como

Mw

[w]Al = w

o0

Estamos ahora en condiciones de enunciar el teorema de Muckenhoupt.

Teorema 1.3.1 (Teorema de Muckenhoupt [66]). Sea 1 < p < oo. Las
siquientes condiciones son equivalentes:

(a) M : LP(w) — LP(w)

(b) M : LP(w) — LP>®(w)

(c) weA,.

Observaciéon 4. Sip =1 las condiciones (b) y (c) siguen siendo equivalentes.

Vamos a mencionar algunas propiedades de las clases A, que seran utiliza-
das més adelante para demostrar algunos de los teoremas que presentaremos.

Proposicién 1.3.2.
1. Sip < q entonces A, C A,.
2. we A, siy solo siw T € Ay
3. Si wy,we € Ay, entonces wlw;p € A, para 1 <p < oo.

Demostracion.

37



1. Sip=1,
() s = (g™ < (5GP

Sea p > 1. Sea w € A,. Por lo tanto [w]s, < oo y solo basta ver
que [w]a, < [w]a,. Aplicando la desigualdad de Holder con exponentes

1—p’ :
7y € tiene que

CIRICTR
(ﬁ/Qw) |Q|1q_1</Qw1—p) 1=p |Q|( 13;, )
NP1
(@Ll/Qw)(/le—p) Q.

Tomando supremos se tiene que [w]4, < [w]a,.

. P
conjugados % y

IN

L
2. La condicién A,y para w™ »—T es

1 1 1 1L p-1
(@ oW =) =

Como (p—1)(p' — 1) =1, a la izquierda tenemos la potencia p’ — 1 de
la condicién A, para w.

3. Esto puede verse facilmente, probando que [wywy *]a, < [w1]a, [wg]ﬁ_ll.
[

El resultado 3 de la Proposicién 1.3.2 que permite construir pesos A, a
partir de pesos A; tiene la gran importancia de caracterizar completamente
los pesos A,. El teorema de factorizacién A, dice que la inversa de la afir-
macion 3 es cierta. Esto nos da una sorprendente representacion de los pesos
A, introducida por P. Jones en [47].

Teorema 1.3.3 (Teorema de factorizacion A, [47]). Sea w € A,, para algin

1 < p < oo. Entonces existen pesos wy, ws € Ay tal que w = wywy *.

Daremos a continuacién el enunciado de otro resultado clave en la teoria
de pesos. Para mas detalles, pueden consultarse los libros [35] y [30].
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Teorema 1.3.4 (Desigualdad de Hoélder inversa). Si w € A, para algin
p > 1, entonces existe € > 0 (que depende de w) tal que para todo cubo @

! ey :Ul}rg = w(z) dz
(@/Qw ()d) g(;('Q,/Q ()d).

Como consecuencia de la desigualdad de Holder inversa tenemos el si-
guiente corolario.

Corolario 1.3.5. Siw € A,, 1 < p < oo, entonces existe ¢ > 0 tal que
w'te e A,

Demostracion. Probar que w'™ € A, es equivalente a probar que

/ / _ 1 (1+€ 1+5(p 1)
|Q| IQI

Pero esto es inmediato con el mismo ¢ que aparece en la desigualdad de
1

Holder inversa para w, teniendo en cuenta que w € A, y por lo tanto w™ »—T &

Ay O

P

El siguiente teorema da una caracterizacion de los pesos A; que nos per-
mite construir pesos en esta clase, y en A, con la afirmacién 3 de 1.3.2.

Teorema 1.3.6. Si f € L}, 0 < § < 1, entonces w(x) = (Mf(x)) € A
con constante Ay que depende de 6. Reciprocamente, si w € A, entonces
evisten f € L}, 0< 8§ <1yk e L>® con k™' € L™ tales que w(x) =

k() (Mf(x))°.

Demostracion. Veamos que

locy

ﬁ /Q (Mf) < CEOMF() ctaeQ

con C' independiente de Q) y f. Fijemos @, y sea Q' el cubo del mismo centro
y doble de lado. Partimos f = f1 + f2 con f; = fx¢. Entonces tenemos que
Mf(z) < Mfi(z) + M fy(x) y por lo tanto M f(z)° < M fi(z)° + M fo(z)°,
0 <d < 1. Como M es de tipo débil (1,1), por la desigualdad de Kolmogorov
(Lema 1.1.7), se tiene que

L 1-6 5
|Q|/Mf1 |Q| C(9) 1QI | uld



Por otro lado, siy € @) y R es un cubo que contiene a y tal que ﬁ fR | fo| #

0, tiene que valer que [(R) > %Z(Q), de modo que para alguna constante c,
que depende solo de n, se tiene que x € ¢, R (cubo de lado ¢, veces el lado
de R). Luego

1 1
i L= o [ = e )
y por lo tanto M fy(y) < C M f(x) para todo y € ). Entonces

1 5 )
KNL;Mﬁ@»dyscwﬁ<»

Sea ahora w € A;. Entonces satisface la desigualdad de Holder inversa,
es decir, existe € > 0 tal que

! e (g xlig * w(z) dx
(@/Qw ()d) gc(,Q|/Q <>d).

Junto con la condicién A; se tiene que

1i6
<Mw1+5(:v)> <Cw(x) ctxeR"

Ademas,
w'te(r) < Mw'™(z) cto € R™

Poniendo w'™® = f y = =4, tenemos
+e

w(z) < (Mf(2)) < Cw(w),

y definiendo k(z) = % se tiene el resultado. O

Desigualdades con dos pesos

Es interesante notar que en algunos problemas es necesario considerar dos
pesos distintos. Podemos generalizar el problema a un par de pesos (u,w) y
preguntarnos si para 1 < p < oo hay una caracterizacién para todos los pares
de pesos (u,w) tales que el operador maximal M es de tipo fuerte (p,p) con
respecto al par de medidas u(z)dx y w(z)dz, es decir, para los cuales existe
una constante C' tal que

n

/n (M f(x))Pu(x) de < C/ |f(2)[Pw(z) da.
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También podemos preguntarnos si para 1 < p < oo es posible determinar los
pares de pesos (u,w) tales que el operador maximal M es de tipo débil (p, p)
con respecto al par de medidas u(x)dr y w(z)dz, es decir, para los cuales
existe una constante C' tal que

u(fo: M) > M) < / )Pl d.

Definicién 1.3.7. Decimos que el par de pesos (u,w) estd en A, para 1 <

p < 00, Si )
1 1 __1 "
(lQ_l/Qu> <|Q_|/Qw 5 ) <C (1.3.8)

y decimos que estd en Ay si
Mu(z) < Cw(x) c.t.p.

B. Muckenhoupt obtuvo una caracterizacion para las desigualdades de
tipo débil para M, dando una respuesta positiva a nuestro segundo planteo.

Teorema 1.3.9. M : LP(w) — LP*>(u), es decir,

C

e M@ > M) < 5 [ 1f@Pu) do

sty solo st (u,w) € A,.

Observemos que la condicién A, no da respuesta al primer planteo que
hicimos, pues existen pesos (u, w) tales que (u, w) € A, y el operador M no es
acotado de LP(w) a LP(u). La condicién A, es necesaria para la desigualdad de
tipo fuerte para un par de pesos (u,w), pero no es suficiente. Para tener una

caracterizacion de esos pesos hasta el momento solo se conocen condiciones
de tipo “test”debidas a E. Sawyer [74].

Teorema 1.3.10. Para 1 < p < 0o son equivalentes las siguientes propieda-

des:

(0
[ sarawis < ¢ [ P

n

(b)

/ M (xouw' ™) (z)Pu(z)ds < C’/ w(z) P dr < oo,
Q Q

Existen condiciones suficientes tipo bump. Para mas informacion y resul-
tados ver [72].
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1.3.2. Clase A

B. Muckenhoupt defini6 en [65] la clase A, de pesos en R™ como aquellas
funciones no negativas localmente integrables w satisfaciendo la siguiente
condicion: dado € > 0 existe 6 > 0 tal que si @ es un cubo, £ C @y
|E| < 4|Q], entonces w(E) < ew(Q). Luego probé que w estd en € Ay, si
y solo si w € A, para algin p > 1. R. Coifman y C. Fefferman definieron
en [15] la clase A, de la siguiente manera: w € A, si existen constantes
C,6 > 0 tal que para cualquier cubo @ y cualquier £ C ) medible vale que

wiE) C(@)é. (1.3.11)
w(Q) Q|
También probaron que esta condicién es equivalente a decir que w € A, para
algin p > 1. La condicién (1.3.11) apareci6 previamente en [14], sin probar
allf la equivalencia. (Ver ademas [41]).

Otras caracterizaciones de A, fueron dadas por N. Fujii en [33]. Més
tarde, S. Hrusc¢ev en [44] e independientemente J. Garcia-Cuerva y J. L.
Rubio de Francia en el libro [34] introdujeron otra caracterizacién, obtenida
como el limite cuando p tiende a oo de la condicén A,, es decir,

(ﬁ / ) cemp<@| [0 )

En el libro de L. Grafakos [35] se presenta de la siguiente manera: Como
consecuencia de la desigualdad de Jensen tenemos la estimacion

emp(\m/ lOg"”) = <|22| / "”);

para 0 < ¢ < 0o. Si w € A,, aplicando esto a w™! con ¢ = ﬁ tenemos

(o) ol o)< (2 ) (e o)

y es posible probar que el lado derecho de esta estimacion tiende al término
del lado izquierdo cuando p — oo.
Teniendo esto en cuenta, diremos que un peso w pertenece a la clase A,

S“p{<|@|/ )‘m’<|@|/ log “”_1))} < oo
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Este nimero se llama la constante A, de w, y lo denotamos por [w]...
En las estimaciones cuantitativas, donde las constantes son relevantes,
suele usarse la constante A,, de Fujii-Wilson dada por

1
[w]a,, = sup

. w(Q)/QM(wXQ)’

Viendo diferentes presentaciones de la teoria de pesos A,, vemos que
dependiendo del contexto conviene usar una u otra definicién de la clase A...

El siguiente teorema presenta algunas de las caracterizaciones de la clase
de pesos Ay. Ver [31] para més informacion.

Teorema 1.3.12. Las siguientes afirmaciones son equivaentes:
1. we Ay

2. Vale una desigualdad inversa de Holder para w, es decir, existen 0 <
c, e < oo tal que para todo cubo () tenemos

<6/Qw(x)l+s dx) N < r; Qw(x) dx.

3. Existen 0 < ¢,0 < oo tal que para todo cubo Q) y todo subconjunto
medible A de () se tiene

4. Eriste 1 < p < oo tal que w € A,.

5. Existe ¢ > 0 tal que para cada cubo Q) y para cada r > 1

alese ()

Mas adelante sera 1til el resultado que presentamos a continuacién junto
con su demostracién.

S =

Lema 1.3.13. Sea 0 < n < 1. Sea QQ un cubo y E un subconjunto medible
de Q tal que |E| > n|Q|. Siw € A entonces existe C > 0 tal que se verifica

w(Q) < Cw(E).
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Demostracion. Usamos el hecho de que como w € A, entonces w € A, para
algin ¢, y la desigualdad de Holder.

1 1 11
Vo= e

< D[ ([urt)?

wlQ) < Tar

Por lo tanto,

q i L w i w7 qlw %w
w(@) an(@/Q ><|Q|/Q ) (@7 w(B).

Como w € Ay se tiene que

(o) (i L) =

w(Q) < Cw(E).

y por lo tanto

1.3.3. Clases A,(1) y Aso(pt)

Vamos a generalizar la definicion de la funciéon maximal de Hardy-Littlewood
y de la clase de pesos A, que hemos dado antes, ahora para una medida g
que no tiene que ser necesariamente la medida de Lebesgue. Para w € A,
1 < p < o0, se tiene que la medida w(x)dz es duplicante, es decir, para A > 1
y para todo cubo () vale que

w(AQ) < A" w4, w(Q),

donde A(@ denota el cubo con el mismo centro que ) y de lado A por la
medida del lado del cubo Q.
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Dada una medida duplicante 1, definimos el operador maximal M,, como

1
M, f(x) = sup s /Q )l duty).

Diremos que un peso estd en la clase A,(u), 1 < p < oo, si para todo
cubo @) vale que

1 1 g T
(m /Q w(w)du(x)) (m /Q w() 7 dy >> <c

Diremos que w € Ay (u) si
Mw(z) < Cw(x).

[w] 4, () denotard la mejor constante C' posible, y notaremos con A (1)
a la unién de todas las clases A,(u). Es decir,

Ase(pr) = [ Ap().

p>1

Observacion 5. Como 1 es una medida duplicante, entonces M, es un ope-
rador acotado en LP(wdp), para 1 < p < oo, siy solo st w € Ay(p).

Cuando p es la medida de Lebesgue, se omite el subindice p y se escribe
simplemente M y A,.

1.3.4. RH,,

Recordemos que si w € A,, entonces verifica la desigualdad de Holder

mversa \
1 ° C
— ’d — d
<|Q| /Qw(x) x) < 1] /Qw(x) T,

Definicién 1.3.14. Decimos que un peso w estd en RH si verifica

(ﬁ[gw(m)%x)s < %/Qw@)dx,

y notaremos [w]gy, a la mejor constante C' posible.

para algin s > 1.
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Definicién 1.3.15. Denotamos por RHy, la clase de pesos w tal que para
todo cubo Q, existe una constante C', que es independiente de (), tal que

esssup w(x) (x)dz.

< — w
€Q Ql Jo

Observemos que si s > 1, entonces RH,, C RH,.

Presentaremos dos lemas: el primero fue probado por D. Cruz-Uribe, J.
M. Martell y C. Pérez en [25], y del segundo daremos una breve demostracion.

Lema 1.3.16. Siu € A; yv € Ax(u), entonces uv € A,. En particular, si
v e Ay(u), para 1 < p < oo, entonces uv € A,.

Observacion 6. Siu € Ay, entonces v € Ay (u) sty solo siuv € Ay,. Ver
/36].

Lema 1.3.17.

(a) w € Ay sty solo si w = wiwy, donde wy € Aj y wy € RH.

(b) Siw € Ay, entonces w™! € RH.

(¢) Siu,v € RHy, entonces uv € RH..

(d) Siw € A yu € RHy, entonces wu € Ax.

(e) Siwe RHy, entonces w® € RHy, para cualquier s > 0.

Demostracion. Estas propiedades de las clases A, de Muckenhoupt son bien
conocidas. Las primeras tres pueden encontrarse por ejemplo en [26] o en
[34]. Sin embargo, hasta donde sabemos, (d) y (e) aparecen escritas especifi-
camente por primera vez en el trabajo de K. Li, S. Ombrosi y B. Picardi [60],
donde se presenta un simple argumento para ambas demostraciones.

Prueba de (d):
Como w € A, por (a), w = wiwsy, donde wy € A; y we € RH,. Por (c),
wou € RH. Entonces, wu = (wywq)u = wy(wyu). Luego, por (a), wu € An.
Prueba de (e):
Si s > 1, sale por la desigualdad de Hélder, entonces solo tenemos que con-
siderar el caso s < 1. Como w € RH,, C A, entonces

k= cela )

Por definicién, nuestra afirmacion se sigue inmediatamente. O
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Como consecuencia de este lema, obtenemos el siguiente resultado.
Lema 1.3.18. Siu € A, yv € RH,,, entonces = A,

Demostracion. Como v € RH.,, por el Lema 1.3.17 (e), se tiene que v €

RH.,, pues % > 0. Entonces, se tiene que wvm es el producto de un peso

u € Ay por un peso v € RH.. Luego, por el Lema 1.3.17 (a), se tiene que
weE Ay. O

1.4. Operadores de Calderén-Zygmund

A partir de los resultados de Muckenhoupt, muchos autores han dedicado
su labor al estudio de desigualdades con pesos A, y variantes de los mismos
para diversos operadores. Una de las clases de operadores que ha recibido
mayor atencion es la de los operadores singulares. Con el propésito de motivar
la definicién de operadores integrales singulares, empezaremos dando algunos
ejemplos.

El operador integral singular més clasico y estudiado es la transformada
de Hilbert en la recta real, definido como

Hf(x) = lv.p Mdy = 1 lim /{ Maly,

71' RLT—Y T e—=0t ERM:|z—y|>e} T~ Y

donde v.p. significa el valor principal de la integral. Observemos que en este
caso el integrando es no integrable, razén por la cual se utiliza el término “in-
tegral singular”. R. Hunt, B. Muckenhoupt y R. Wheeden [45] demostraron
que la transformada de Hilbert satisface las siguientes propiedades:

Teorema 1.4.1 (Hunt, Muckenhoupt y Wheeden [45]).

1. Siwe Ay, conl <p< oo, entonces,

IH fllzewy < Clfllzew)- (1.4.2)

Mas aiin, el reciproco también es cierto, es decir, si se verifica (1.4.2),
entonces w € A,,.

2. Siw € Ay, entonces,

1H fllzteowy < CllfllLtw)- (1.4.3)
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El analogo n-dimensional para la transformada de Hilbert es la trans-
formada de Riesz. Definimos la j-ésima transformada de Riesz R; para j =
1,...,n como

R;f(x) = lim Mf(y)aly r e R"

e—0t |z—y|>e ’.CE - y’n—i-l
Los operadores R; también satisfacen (1.4.2) y (1.4.3).

Tanto la transformada de Hilbert como las transformadas de Riesz, son
casos particulares de una clase mas general: la de los operadores de Calderon-
Zygmund. En general, podemos considerar operadores de la forma

Tf(x)= [ K(x,y)f(y)dy,

Rn

donde el nicleo K (z,y) cumple con ciertas condiciones.

Los operadores de Calderén-Zygmund estan definidos por medio de un
nicleo K(z,y) que es una funcién localmente integrable definida fuera de
la diagonal x = y en R™ x R". Diremos que 1" es un operador de Calderén-
Zygmund si T es un operador lineal acotado en L?(R™), y tiene representacion

Tf(x)= | K(z,y) f(y) dy,
RTL
para todo = & sop(f), donde el nicleo K satisface:

s Condicién de tamano:

o

Kz, y)| < —
Kl < =

, TFY

» Condicién de regularidad

K (o) = KG)l + K ()~ K9] < w720 ) =

‘l’—y‘ > 2’3: - Z‘a
para algin moédulo de continuidad w, por lo que entendemos una fun-
cién creciente y subaditiva w : [0, 00) — [0, 00) con w(0) = 0. Decimos
que el ntcleo satisface la condicén de Dini si

1
t
W] pins ;_/ w0 g« oo
0 t
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Los operadores de Calderén-Zygmund son usualmente definidos mediante
el médulo de continuidad de Holder w(t) ~ t°, ¢ € (0,1], por lo que la
condicién de regularidad puede ser encontrada como
Alx — z|°
para algin € > 0 y siempre que |z —y| > 2|z — z|.

Observemos que tanto la transformada de Hilbert como las transformadas
de Riesz encajan dentro de esta definicién. Basta elegir K (z,y) = x—iy en el

Tj—Yj

grerT €n el caso de las

caso de la transformada de Hilbert, y K(x,y) =
transformadas de Riesz.

Los operadores de Calderén-Zygmund son de tipo débil (1,1), es decir,
T:L'(R") — LY%°(R"), y son de tipo fuerte (p,p) para 1 < p < oo, es decir,
T:LP(R") — LP(R™), 1 < p < oo. Observemos que el primer hecho implica
que los operadores de Calderén-Zygmund también satisfacen la desigualdad
de Kolmogorov (Lema 1.1.7).

Sera 1util tener presente la definiciéon de un operador maximal truncado

de Calderén-Zygmund T, que estda dada por

Ty f(x) :=sup

e>0

| K )y

La teoria clasica de operadores de Calderén-Zygmund dice que 7 también
mapea Ty : LY(R") — LM°(R").

R. Coifman y C. Fefferman [15] probaron que si T' es un operador de
Calderén-Zygmund, para cada w € Ay, y 0 < p < o0, se tiene que existe una
constante C' que depende de p y w tal que

/Rn Tf(@)Pw(@)de < [ Mf(x)w(z)de. (L4.4)

R7

Destacamos que esta estimacién no vale en general para cualquier integral
singular: hay ejemplos de operadores de convolucién con niicleos satisfaciendo
la condicién de suavidad de Hormander para los cuales (1.4.4) no se verifica,
como puede verse en [63].

En los ultimos anos ha sido muy relevante para la teoria de pesos y de
los operadores de Calderéon-Zygmund el descubrimiento de un control por
operadores sparse. Veremos detalles sobre este hecho en la Seccion 1.5.

1.5. Operadores Sparse

En los tltimos anos, un gran nimero de autores ha dedicado parte de
su labor a abordar la cuestion de establecer distintos tipos de desigualdades
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para diversos operadores. Esto condujo, entre otras cosas, a un aumento del
nivel de comprensién de la teoria y al desarrollo de una depurada forma
de estudiar los distintos operadores reemplazandolos por objetos diddicos
mas manejables, en el contexto de lo que ha venido a denominarse teoria de
dominacién sparse.

De algiin modo, los resultados de dominacién sparse pueden considerarse
como una actualizacién del principio de Calderén-Zygmund, el cual afirma-
ba que “para cada operador singular deberia existir un operador maximal
adecuado que lo controlase en algin sentido”. Un ejemplo de esto es la de-
sigualdad (1.4.4) presentada en la Seccién 1.4, conocida como la desigualdad
de Coifman y Fefferman [15], donde un operador de Calderén-Zygmund es
controlado por el operador maximal de Hardy-Littlewood. La actualizacion
de este principio podria enunciarse del siguiente modo: “para cada operador
singular existe un operador sparse adecuado que controla a dicho operador
en algin sentido”.

1.5.1. Familias Sparse

Definicién 1.5.1. Sea 0 < n < 1. Una coleccion S de cubos diddicos {Q;}52,
se denomina una familia n-sparse si para cada j existe un conjunto medible
Eqo, € Qj tal que |Eq,| > n|Q;| y ademds { Eq, }32, cumple que Eg,NEq, =)
st j # k.

La primer pregunta que puede surgirnos es: jexisten familias sparse? La
respuesta es si.

Ejemplo 1. Cualquier familia de cubos disjuntos {Q;}52, es una familia
sparse, tomando los Eq, como los mismos cubos (Q);.

Ejemplo 2. Podemos pensar el concepto de familia sparse como genera-
lizacion de cubos disjuntos. Ver Figura 1.1. Estos cubos no son disjuntos,
estdn todos solapados. Pero si tomamos Eq, = Q; — Qjy1, lenemos que
|Eg,| = %]Qj\, y asi probamos que {Q;}32, es una familia sparse, con 1 = %
y luego con cualquier n mas chico.

Ejemplo 3. Otro ejemplo de familia sparse es la familia de intervalos {11, }52,
con Iy = [0,27%]. En este caso basta tomar Ej, — Ejy1.

Ejemplo 4. En la Figura 1.2 podemos ver una familia %—sparse.

Esta definicén explicita de familia sparse es bastante reciente. Sin em-
bargo, el concepto de familia sparse estuvo implicito de alguna manera en
la literatura desde los afios 50. Podemos establecer la primera aparicién de
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1

Figura 1.1: Familia %-Sparse

Figura 1.2: Familia %—sparse
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esta idea en el trabajo de A. P. Calderén y A. Zygmund [10]. Recordemos la
descomposicién que ellos dieron para una funcién f € LY(R™).

Teorema 1.5.2 (Calderén y Zygmund [10]). Dada f € L*(R™) y A > 0,
existe una descomposicion f = g+ b, donde
lgllze < 2"A, llgllzr < £l lglize < 2"Mfller y b= 32;b;, donde

sop(b;) C Qj, [b; =0, 32;1Q;| < I fller. 225 11b5ller < 2|/ fllr para algunos
cubos diddicos Q);.

Como podemos ver, esta descomposicién esencialmente consiste en partir
la funcién f en una “parte buena” g, que es acotada, y en una “parte mala”b
que es construida mediante “atomos”soportados en cubos disjuntos.

Observemos que la coleccién de cubos {Qf} obtenida tomando A\ = a
donde a > 2" para todo k € Z en el Teorema 1.5.2 satisface que para

__ Nk k+1
Eqr = Qj —Uil;

los conjuntos Egr son disjuntos dos a dos y satisfacen que %\Qf | < [Egl.
J J

k

Luego {Q;} es una familia sparse. Este hecho fue explotado por primera vez
en [8].

En los dltimos anos, el grado de comprension de como utilizar la condicion
sparse ha permitido obtener resultados sumamente interesantes dentro de la
teoria y, en particular, en el ambito de las desigualdades cuantitativas con
pesos.

Definiciéon 1.5.3. Una coleccion S de cubos didadicos se denomina una fa-
milia A-Carleson, A > 1, si para cada cubo () € D,

> P <AQI.
PeS,PCQ

No es dificil ver que toda familia 7-sparse es %—Carleson. La afirmacion
inversa es mas complicada de probar y fue establecida en [54], donde se
demuestra que cada familia A-Carleson es %—sparse.

Esta equivalencia sera 1til méas adelante.

1.5.2. Operadores sparse

Definicién 1.5.4. Sea f € L>®(R™) de soporte compacto. Decimos que Ag
es un operador sparse si

Af@) = (ﬁ /Q i) dy) Yola),

Qes

donde S es una familia n-sparse.

92



La importancia de A, radica en que esta intimamente conectado con los
operadores de Calderéon-Zygmund. Esta conexién fue primeramente encon-
trada por A. Lerner en [52].

Vamos a estimar ahora los operadores sparse: Sea S = {@Q;}52, una fa-
milia n-sparse. Veremos que

maz{l,—1-}
[Asf vy < Colwla, " f o)

_ 1
Demostracion. Dado un peso w € A,, notaremos o = w1, donde %+1% =
1.

Basta estimar

sup 1/Rn As(f) g.

9l 0t (=

Vamos a suponer f,g > 0. Teniendo en cuenta que los Eq, son disjuntos y
usando la desigualdad de Holder, tenemos

/nAs(f)gzzzfQj/Q g

=, |Eq,l
<-=> f :
Z @i Qi1 Jo,

—Z ) Mg(x) dz

< L M () Mg(x) da
n Jrn

Y M) wh M) wh de
n Jrn

=< %( | Mf@)y w(w)) < s Mg(x)” a(m))p
C mam{l,L

=
< ZMA T ey 9l e o)

P

| /\

3 =

Tomando supremos obtenemos que

[ ]ma:p{l P 1}

| Asfllzr) < C S || 2o ()

33



Teorema 1.5.5 (Lerner [53]). Sea T un operador lineal o sublineal positivo,
y consideremos el operador maximal de Lerner asociado

My f(z) :=sup sup |[T'(x@q)f) ()]
Q3 yeqQ

Supongamos que T y My son acotados de L' en LY. Luego para toda f €
LY(R™) de soporte compacto y € € (0,1) existe una familia (1 — ¢)-sparse S
de cubos diddicos tal que

C4CT 1
Ty < ST XS—/ £l
€ SZ |3S| 35

€S
donde cq depende solo de la dimension y cr = ||T||151.00 + [|Mr]|151,00-

En particular, este teorema se puede aplicar a los operadores de Calderén-
Zygmund. El estudio de la teoria de dominacién sparse de operadores de
Calderén-Zygmund comenzé con el libro de A. Lerner y F. Nazarov [54], e,
independientemente, con el trabajo de J. M. Conde-Alonso y G. Rey [21].

Para ver cémo aplicar el Teorema 1.5.5 a los operadores de Calderon-
Zygmund, es necesario hacer algunas observaciones. Como ya mencionamos
en las Secciones 1.1 y 1.4, el operador maximal de Hardy-Littlewood M,
cada operador de Calderon-Zygmund 7' y el operador maximal truncado de
Calderén-Zygmund Ty son acotados de L' en LY. A partir del préximo
resultado, tendremos que My también es acotado de L' en L1,

Lema 1.5.6.
My f(x) < Ty f(x) + ca(Cr + [[wl pini) M f ().

Demostracion. Sean Q > z v z € @ fijos por el momento. Consideremos
B = B(x,2y/n 1(Q)). Como 3Q C B, tenemos que B¢ C (3Q)°. Tenemos que
estimar

T(x@3ey<f)(2) = T(xaeyef)(2) = T(xpf)(z) + T(xp:f)(x)

donde el ultimo término esta acotado por T f(z) por definicién.

(X f)(2)=T(xpf)(z) = K(z,y) f(y) dy—/ K(z,y) f(y) dy
(3Q)° ly—al>2v/ Q)

-/ ()~ KGw) [0 dyt [ (o) S) dy =411
ly—=z|>2v/n Q) (3Q)°NB
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En I tenemos z,z € @, entonces |z — x| < /n l(Q) < 3|z — y|, luego por
la condicion de regularidad de K

NG
I d
1) < /| o l@“’< 20 ) dy

3 1
< 2*]6 s d
a ; /Qk\/ﬁ UQ)<|z—y|<2k+1/n 1(Q) w(2™) (2k/n 1(Q))™ [F ()l dy
EOO 1
< o~k ;
< kzlw( ) Ca Bz, 21 /n 1(Q))] /B(mw%m))lf(y)l y

w(27%) cq M f(z)

WE

Ed
—_

< |w||pini ca M f(z).

En [T tenemos que z € @, y € (3Q) entonces |y — z| > 1(Q), y luego por
la condicion de tamano de K,

7] < /( G 1)l dy

Q)°NB |y - Z|n
Ck
< / o W) d
<c, ﬁ /B )] dy

< Ck cg Mf(x).

Combinando estas estimaciones y tomando supremo sobre z € Q y Q) 3 x,
tenemos el lema. O

Observacién 7. Un resultado mds general que el Teorema 1.5.5 fue recien-
temente obtenido por A. Lerner y S. Ombrosi en [55].

Por lo tanto tenemos el siguiente teorema, que como mencionamos antes,
es una aplicacion del teorema de A. Lerner.

Teorema 1.5.7. Cada operador de Calderon-Zygmund T satisface las hipote-
s18, y luego las conclusiones del Teorema 1.5.5.

1.5.3. Desigualdad de tipo Coifman-Fefferman para ope-
radores de Calderén-Zygmund a partir de la do-
minacién sparse

Sera util en los teoremas de extrapolacion que usaremos més adelante
una desigualdad de tipo Coifman-Fefferman que originalmente fue probada
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en [15] y como ya mencionamos en la Seccién 1.4 dice lo siguiente: Si T" es un
operador de Calderéon-Zygmund, para cada w € A, y 0 < p < 0o, se tiene
que existe una constante C' que depende de p y w tal que

/Rn T f(x)|Pw(x)dx < C - M f(z)Pw(z)dz.

En lo que sigue, por completitud, daremos una prueba muy sencilla a partir
de la dominacién sparse antes mencionada. Probaremos que para un operador
sparse Ag, siw € A y 0 < p <1 vale que

/Rn |Asf (z)[Pw(z)de < C M f(z)Pw(z)dz. (1.5.8)

Rn

Demostracion. Vimos en el Lema (1.3.13) que si w € Ay v S es una familia
n-sparse, entonces existe una constante C, tal que dado cualquier cubo @) de
la familia S y cualquier subconjunto medible £ C @, vale que

w(Q) < Cw(E).

Ademas, como A, es un operador sparse, se tiene que

Afl@) =) ( . f(y)dy>><czj(ﬂf),

5o \ il Jo,

donde S es una familia n-sparse (podria considerarse n = %), es decir, para
todo j existe Eg, C Q; tal que |Eg,| > 3|Q;|, donde los |Eq,| son disjuntos.
Luego, teniendo en cuenta esta relacién sparse y la condicién A,

w(Q;) < C2°w(E)) = Cw(E;).
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Por lo tanto, para 0 < p < 1y considerando que los Eg, son disjuntos,

[ as@re@a = | (Z ol f(y)dy> X, (o) w(x)da

= (Z@ o (y)dy) w(Q;)

J

1 p
< ; (@ A f(y)dy> w(Q;)

O

Observacion 8. Por extrapolacion, se sigue que (1.5.8) vale para cualquier
0<p<oo. Ver [23].

Por lo tanto, se tiene que vale el siguiente resultado.

Teorema 1.5.9. Para un operador sparse Ay, si w € Ay y 0 < p < 00 vale
que

- |As f(2)[Pw(z)dz < . M f(z)Pw(z)dz.

Si combinamos los Teoremas 1.5.5, 1.5.7 y 1.5.9, obtenemos una desigual-
dad de tipo Coifman-Fefferman para operadores de Calderén-Zygmund a
partir de la dominacién sparse.

1.6. Integral fraccionaria

Definicién 1.6.1. Sea 0 < o < n y f localmente integrable en R". Se define
el potencial de Riesz o integral fraccionaria como

]a(f) - Ca,n /n %dy

donde -
2 I'(%5%)




Este operador es de gran importancia por sus aplicaciones, ya que nos per-
mite dar una representacion integral a las potencias negativas del Laplaciano
2
A definido como Af =" &

J=1 922
J
Para ver esto, recordemos primero la definicion de la funcion Gama dada
por

I'(a) :/ 2 e "dr, Re(a) > 0.
0

Haciendo el cambio = = at, tenemos
oo o0
INa) = / a® 1t e g dt = aa/ tetemt dt
0 0

y por lo tanto

- 1 /°° 1 —at
a = =—— t“ e M dt.
L(a) Jo

Con esta relacion podemos definir las potencias negativas de un operador A
no negativo que genera un semigrupo

1 o0
A= — / oLt gt
F(O‘) 0

Si tomamos A = —A tenemos una representacion integral para las potencias
negativas del Laplaciano

(—A)°(f) = ﬁ / a1y

Recordemos que una funcion f estd en la clase de Schwarz S si es indefini-
damente derivable y ella y sus derivadas decrecen rapidamente en infinito. Las
funciones C'*° de soporte compacto estan en S y también otras como eIl que
no tienen soporte compacto. En particular, S C L' y como para f € L'(R")
se define su transformada de Fourier como f(&) = [, f(x)e >"¢dz, esto
define la transformada de Fourier de una funcién de S.

Luego tomando f en la clase de Schwarz, tenemos

A (f) = e fw)

y entonces
() =[x ()Y = fr kG,
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z|2
e~ i . Ver [77]. Por lo tanto,

donde K es el nicleo del calor Ky(x) = a 1t)§
Cayes@ = [ [ e S0 ) a
- T(@) Jo n (47t)2 v,y
1 oo gl e*ulif‘z
- 7 dt | d
e [ 1 (/ ()t ) y
1
=5 I dy.
@) Jan fy) I(x,y) dy
Sustituyendo u = % en I(x,y) se tiene
* e (g7 o yf
I = = d
(x,y) /0 (471')5 ( 4u ) A2 U
— | _y|2:éin /oo —atl+% -u gy,
220[71-5 0
= |z — y|25_n F(n — 204)'
22aﬂ.§ 2
Luego
2*2047T77"F(n—22a)
= f y) |z —vy 200—n dy
(o) . () | |

(—A)7% f(2) = La(f)(@)

Por lo tanto
para f en la clase de Schwarz. Como la clase de Schwarz es densa en LP(R"),

se puede extender a f € LP(R™).
El estudio de integrales fraccionarias y su funcién maximal asociada es
relevante en el andlisis arménico. De ahora en adelante dejaremos de lado las
constantes y consideraremos el operador integral fraccionario o potencial de

) dy, 0 < a<n,

Riez como
n x =y

Lt = [

y la funcién maximal fraccionaria como
1
Oéf(m) = Sup TA1l— |f(y)|dy7 0 S a<n,
QI Jo

Q3
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donde el supremo es tomado sobre todos los cubos () que contienen a .
Notemos que en el caso a = 0 recuperamos el operador maximal de Hardy-
Littlewood.

El operador M, fue introducido por B. Muckenhoupt y R. Wheeden en
[68]. En las estimaciones con pesos para los operadores integrales I, M,
desempena un papel similar al que desempena el operador maximal de Hardy-
Littlewood en las estimaciones con pesos para integrales singulares.

Los operadores maximales fraccionarios estan relacionados con el ope-
rador maximal de Hardy-Littlewood. En efecto, como consecuencia de la
desigualdad de Holder se puede obtener la siguiente desigualdad puntual

D
q

M f(x) < |f 1 (Mf(x))4,

1
ara - =
p q

D=
3e

M, verifica el siguiente resultado:

Teorema 1.6.2. Sea 1 < p < = y sea q tal que % =

M, : LP(R") — L9(R™).

L _ a2 BEntonces
P n

Para ver propiedades basicas de estos operadores se pueden consultar los

libros de E. M. Stein [77] y L. Grafakos [35].
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Capitulo 2

Preliminares: Contexto
multilineal

En este capitulo presentaremos una generalizacién al conexto multilineal
de los operadores introducidos en el Capitulo 1. Definiremos la clase de pesos
Ap y recordaremos definiciones y propiedades bdsicas de la funcién maxi-
mal (sub)multilineal, los operadores de Calderén-Zygmund multilineales y la
integral fraccionaria mutilineal.

2.1. Funcién maximal (sub)multilineal

En 2009 A. Lerner, S. Ombrosi, C. Pérez, R. H. Torres y R. Trujillo-
Gonzélez introdujeron en su trabajo (ver [57]) la funcién maximal (sub)multilineal

M.

Definicién 2.1.1. Dada f = (f1, -, fm) se define el operador mazimal M

como
m

M(f)(z) = supH@i| /Q i)y, z € R™,

@3z

donde el supremo es tomado sobre todos los cubos () que contienen a x.

Este operador maximal es mas pequeno que el operador producto

m

[T,

j=1
que hasta ese momento era el operador auxiliar utilizado para estimar ope-

radores integrales singulares multilineales. Consecuentemente, desarrollaron
la correspondiente teoria de pesos para esta nueva funciéon maximal.
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Teorema 2.1.2 (LOPTT [57]). Sea 1 < p; < o0, j=1,...,my zln — pil +
.t 1 Sean v y w; pesos. Entonces la desigualdad

M)y < c H £l 27 ()

j=1
vale para cualquier fsz' y solo si
1 2
sup i < 00,
all, al,
i

donde <‘Q| fQ >pﬂ se entiende como (infgw;) ™! en el caso en que p; = 1.

Este resultado para M es una extension natural al contexto multilineal de
la caracterizaciéon del tipo débil de Muckenhoupt para M, ya que recuperamos
(1.3.8) cuando m = 1. Se define un analogo de las clases A, de Muckenhoupt
para pesos multiples.

2.2. Clase A}g

Definicién 2.2.1. Sea m un entem positivo Sean 1 < pi,.; pm < 00. No-
tamos p el nimero dado por % = = + .+ —, y P el vector P = (P1y ey Pm)-

Definicién 2.2.2. Sea 1 < pq, ..., pm < 00. Dado W = (wy, ..., wy,), sea

p

vg(z) = ijpj (), = e€R"

Decimos que W satisface la condicion Ap si

S“p(\m/ )ﬁ<\@|/ 11,;)%@0

7j=1
1
7

1-p/
Cuando p; =1, (@ fQ w; pj) " se entiende como (Infgw;)~t. Por lo tanto

B =

diremos que W € A, 1) Si

o (a1

hSA

ﬁ 1nf w;)”

Jj=1

63



Observemos que si cada w; estd en A, entonces por la desigualdad de
1

Holder,
1 1 AR
(i ) (af”)
w TERINY:
gsgpn<@/62wj> <|Q_|/ij > < 00,

Jj=1

3=

k:e\‘ =

entonces tenemos que
m
H Apj C Ap,
j=1

y esta inclusién es estricta. De hecho, W € Az no implica en general que
w; € Lig,.
Usando la desigualdad de Holder se tiene también que

mp—1

1 " S\
wl@he) (@h™)
1 (o =R

Ssng <@/Qw]> <@/ij > < 00,

J=1

—1
donde usamos que m — * =" (=),
p Dj

La condicén multilineal A tiene la siguiente caracterizacién en términos
de las clases A, lineales:

Teorema 2.2.3 (LOPTT [57]). Sea & = (w1, ..., wp) Yy 1 < p1yeeey P < 00.
Entonces w € Ap sty solo si

l—p/. .
e A, =1,..,
{wl € Ampty 1 m (2.2.4)

Vg € Amp
1

U B . N
donde la condicion w; " € A,y en el caso p; = 1 se entiende como w]" € A,.
k3

Observemos que en el caso lineal (m = 1) ambas condiciones incluidas
en (2.2.4) representan la misma condicién A,. Sin embargo, cuando m > 2,
ninguna de las dos condiciones en (2.2.4) implica la otra.

Un resultado mdas general puede encontrarse en [58], ver el Lema 3.2 alll.
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Observacion 9. En el caso particular que cada p; = 1 se tiene que p = %
Por el Teorema 2.2.3, dado W = (wy, ..., w,,), tenemos que valen las siguientes

afirmaciones:
. 11
w S = (wy, .., Wiy) € Aq,..1) entonces vy = wi"..wi € Aj.

1
» S1wW € Aq,.. 1) entonces w™ € Ay para todo i =1,...,m.

Notemos que W € A, 1) no implica que w; € A, para cada i = 1,...,m.
Podemos ver esto con un simple contraejemplo: Sea m = 2 y consideremos
1 1

los pesos wy; = 1y wy = ﬁ Entonces @ € An 1), wi,wi € Ay, wy € Ay,
pero wy & Aj.

Observacién 10. Si w; € Ay para todo i, entonces W € A, 1).
Pedir que cada uno de los w; € A; es més fuerte que pedir que @ € A 1).
El Teorema 2.2.3 juega un rol importante en la siguiente caracterizacién
de desigualdades de tipo fuerte para M con un peso.

Teorema 2.2.5 (LOPTT [57]). Sea 1 < p; < o0, j=1,...,my % =
et pim. Entonces la desigualdad

_|_

1
p1

M oy < CTT 022 ()

Jj=1
vale para toda f siy solo st W satisface la condicion Ap.

En este teorema es esencial asumir que p; > 1 para todo j. También

—

destacamos que el teorema no vale si M(f ) es reemplazada por H;"Zl M f;.

2.3. Desigualdad mixta de tipo débil para M(f )

Se sigue de la cldsica desigualdad de Fefferman-Stein (para 1 < p < 00)
M fllew) < CllFllze )

que si p; > 1 para todo j y % == pil + ..+ pL, entonces

T

Sin embargo, si al menos uno de los p; = 1, ni siquiera vale una desigualdad
de tipo débil analoga a (2.3.1) para pesos arbitrarios w;. Por otro lado, si
asumimos que todos los p; = 1y todos los pesos w; € A; tenemos lo siguiente.

LP(vg

B} < CTT s aty)- (2.3.1)
) j:l
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Teorema 2.3.2 (LOPTT [57]). Sean w; pesos en Ay para todo j =1,...,m.
Sea v = ([}, w;)m . Entonces

T

La siguiente proposicién muestra que un anélogo de tipo débil para (2.3.1)

—

puede conseguirse poniendo M(f ) en lugar de [[7", M f;.

m
Lo () < CH HfjHLl(wj)-
j=1

Proposicién 2.3.3. Sea % = p% + ...+ pi. Si1 < pj < oo entonces

IM oy < C T2 htp)-
Jj=1

2.4. Operadores de Calderén-Zygmund mul-
tilineales

La teoria de operadores de Calderén-Zygmund multilineales se remonta
a los trabajos de R. Coifman e Y. Meyer, [16], [17] y [18], en la década
del setenta. Su trabajo estaba orientado al estudio de ciertos operadores
integrales singulares, como el conmutador de Calderén. Esta teoria aparece
naturalmente en el andlisis armonico. Los resultados obtenidos por M. Lacey
y C. Thiele [50], [51] para la transformada de Hilbert bilineal motivaron el
estudio de este tipo de acotaciones para operadores de Calderén-Zygmund
multilineales en general. El trabajo de L. Grafakos y R. Torres [40] establecié
las bases de la teoria de operadores de Calderén-Zygmund sin pesos. Los
resultados con pesos que conectan los operadores de Calderén-Zygmund y la
clase A5 de pesos fueron abordados por A. Lerner et al. en [57].

Sea T un operador multilineal inicialmente definido en el m-producto
de espacios de Schwarz y tomando valores en el espacio de distribuciones

temperadas,
T:S5(R") x---x S(R") — S"(R").

Siguiendo [40], decimos que T" es un operador de Calderén-Zygmund m-lineal
si, para algin 1 < ¢; < oo, se extiende a un operador multilineal acotado
de LT x ... x LI a L4, donde % = qil + ...+ qim, y si existe una funciéon K,
definida fuera de la diagonal x = y; = ... = y,,, en (R")"™"! que satisface

= 7T tiene la siguiente representacién

T(f1s--s fm) () :/(n)m K(z,y1, s Ym) Fr1) - (Ym) dyr-..dym,
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para todo x & M7, sop(f;)

» Condicién de tamano: El ntcleo K satisface
A
> o Uk — wil)

’K(@/anla 7ym>| S (

» Condicién de regularidad

Aly; — y;l°
m mn-+-e’?
(Zk,l:o Y — yl‘) )

|K(y07 o Yjs 7ym) - K(y(]a "'>y;7 7ym)‘ <

para algin € > 0 y todo 0 < 5 < m,
siempre que |y; — ;| < %mal'ogkgm\yj — Yil-

El siguiente teorema probado en [40] resume algunas propiedades bésicas
de los operadores de Calderon-Zygmund multilineales en espacios de Lebes-
gue.

Teorema 2.4.1 (Grafakos y Torres [40]). Sea T' un operador de Calderén-
Zygmund multilineal. Sean p, 1 < p; < oo tales que % <p<ooy pil + ..+
1

_ 1 L
— = 2. Luego vale que
Pm p ‘g q

1. T : Lt x ... x LPm — LP cuando todos los p; > 1.

2. T : LPY x ... x LPm — LP* cuando al menos un p; = 1.
3. En particular, T : L* x ... x L} — Lu®.

Vamos a enunciar dos resultados importantes en [57] que conectan la
funcién maximal (sub)multilineal M, los operadores de Calderén-Zygmund
multilineales y la clase de pesos Ap. El primero puede verse como una ge-
neralizacién de la desigualdad de Coifman-Fefferman al caso multilineal. El
segundo muestra que las clases Az son las apropiadas para las acotaciones
de operadores de Calderén-Zygmund multilineales.

Teorema 2.4.2. Sea T" un operador de Calderon-Zygmund multilineal, w un
peso en Ay y p > 0. Exziste C' tal que las desigualdades

1Ty < CIMU ) arw) (2.4.3)

T () zreowy < CUMF ) Izooew) (2.4.4)

valen para toda f acotada de soporte compacto.
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Teorema 2.4.5. Sea T' un operador de Calderdon-Zygmund multilineal, pil +
1
o pTVL

1 —
zﬁ,yweAﬁ.

(1) Sil<p; <oo,j=1,..,m, entonces
T oty < CTTIF 225 ) (2.4.6)
j=1
(1) Sil<p;<oo,j=1,...,m y al menos un p; = 1, entonces

T zrway < C TTIillers - (2.4.7)
j=1

Las clases Ap pueden caracterizarsee mediante la acotacién de ciertos
operadores integrales singulares multilineales.

Definicién 2.4.8. Para i = 1,...,m la i-ésima transformada de Riesz mul-
tilineal se define como

2 . Z;nzl (@i — (y5)s)
Rif@=vr | ey 0o i

donde (y;); denota la i-ésima cordenada de y;.

—

Teorema 2.4.9. si (2.4.6) o (2.4.7) valen para cada R;(f), entonces w € Ap.

2.5. Integral fraccionaria multilineal

En el contexto multilineal, una manera natural de extender las integrales
fraccionarias es la siguiente:

Definicién 2.5.1. Sea o un nimero tal que 0 < a < mn y sea f =
(f1, -, fm) una coleccion de funciones en R™. Definimos la integral fraccio-
naria multilineal como

fall0) = /< mym ([ = yi| + A 2= ym])

Los primeros resultados para este tipo de operadores fueron obtenidos
por C. Kenig y E. Stein [48]. Ellos probaron desigualdades sin pesos para
estos operadores.

El principal resultado con pesos para Z, fue introducido por K. Moen en
2009 y lo enunciamos a continuacion.
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Teorema 2.5.2 (Moen [64]). Supongamos que 0 < a < nm, 1 < p1,...,pm <
00 y q es un nidmero que satisface = < p < q < co. Supongamos que una de
las siguientes condiciones vale.

(a) q > 1y (v,W) son pesos que satisfacen

para algun r > 1.

(b) ¢ <1y (v,W) son pesos que satisfacen

para algin r > 1.

Entonces la desigualdad

(/ (Zof v)" d:c) f[(/ (15w )P da:)lj

vale para toda f € LP(wh) x ... x LPm(wPm).

Q=

Corolario 2.5.3. Supongamos que 0 < o < nm, 1 < pi,....;pm < 00 ¥y

. . 1 .
q es un mimero que satisface — < p < q < oo. Ademds supongamos que

VW1, ..., Wy, Som pesos con v4 w, ', ...,wfnp;” € A, que satisfacen
1_1 1 % - 1 —p/. pi/
sup 1(Q)[Q| P(— qu:v> H (— w; de) I < o0.
Q Q| Jo ey Q] Jq
Entonces,

(/n(zfl/qdm>l ﬁ(/ (1 ;)" dx)i

vale para toda f € LP'(wh) x ... x LPm(wPm).

K. Moen [64] introdujo el operador maximal (sub)multilineal M, asocia-
do a la integral fraccionaria multilineal Z,,.
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Definicién 2.5.4. Para 0 < a < mn yf: (f1, s fm), definimos el operador
mazximal (sub)multilineal M,, como

1
QgI;H <‘Q|1—_%/Q‘fi<yi)‘dyi>-

Observemos que el caso a = 0 corresponde a la funcién maximal (sub)multilineal
M estudiada en [57].

El Teorema 2.1.2 enunciado en la Seccién 2. 1 que fue probado en [57],
dice que para 1 < py, ..., Py < 00, 5 = + .+ —, y V'Y wj pesos, entonces
la desigualdad

M zrowy < € TNl o)
j=1

vale para cualquier f si y solo si

1 (1 1/ ”
olinl) T ) <~

1 1-p;
donde (@ fQ w; )

B =

u’.ﬁ\‘ =

. ’ —1 —
se entiende como (infy w;) ™" en el caso en que p; = 1.

K. Moen [64] presenta la correspondiente caracterizaciéon para M,,.

Teorema 2.5.5 (Moen [64]). Supongamos que 0 < a <nm, 1 < py1,...,pm <
00 ¥ q es un numero que satisface % <p < qg<oo. Entonces la desigualdad

Mol Aoy < e TN )
Jj=1

vale st y solo si los pesos (v, W) satisfacen

m

1_ 1 1 3 1 7
supl Qla» —/I/dx / Jda: i< o0,
el g >}1|m

1

1
1)\ . ) _
donde ( 5 o w; pjdx) " se entiende como (infgw;)~! cuando p; = 1.

@fcz

El principal resultado con pesos para M, es el siguiente.
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Teorema 2.5.6 (Moen [64]). Supongamos que 0 < a <nm, 1 < p1,...,p;m <
00 y q es un nimero que satisface - < p < q < oo. Si (v, W) son pesos que
satisfacen

prariat ([ i Ly ™) <

J=1

para algun r > 1, entonces

(/ (Maof v) dx)

vale para toda f € LP'(wh) x ... x LPm(wPm).

Q=
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Capitulo 3

Desigualdades mixtas con pesos
para operadores de
Calderén-Zygmund
multilineales

En analisis armonico hay un gran nimero de desigualdades de la forma

NTfllzr(w) < CIS Sl o)

1T fll ooy < CIIS Fll proo )

donde generalmente 7" es un operador integral singular, S es un operador
“més facil”de tratar (cominmente un operador maximal y por lo tanto po-
sitivo), y w estd en alguna clase de pesos.

C. Fefferman y E. M. Stein [32] probaron en 1971 dos desigualdades muy
importantes que verifica la funcién maximal de Hardy-Littlewood M, que
enunciaremos a continuacion.

Teorema 3.0.1 (Fefferman y Stein [32]).

a) Para todo A > 0, existe una constante dimensional C' tal que

w{x e R" : M f(x) > A}) < % . |f(z)|Mw(z)dz.

b) Sea 1 < p < oo. Entonces, existe una constante dimensional C' tal que

P

( . Mf(x)’%u(x)dx) : < p’C’( . |f(x)|pr(w)dx> ,
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donde p' es el exponente conjugado de p.

B. Muckenhoupt y R. Wheeden [67] probaron en 1977 la siguiente de-
sigualdad para el operador maximal de Hardy-Littlewood M y para la trans-
formada de Hilbert H en la recta real.

Teorema 3.0.2 (Muckenhoupt y Wheeden [67]). Siw € A; entonces existe
una constante C' tal que para todo t > 0,

o €R: M(fu (o) wie) > )] < T [ 1fi)]de

{reR: H(fu @) u() > 0] < & / ()] de

Posteriormente, en 1985, E. Sawyer [75] probd la siguiente desigualdad.

Teorema 3.0.3 (Teorema de Sawyer [75]). Sean u,v € Ay. Eziste una cons-
tante C' tal que para todo t > 0,

uv({xER: % >t}) < %/R]f(a:)|u(x)v(x)dx (3.0.4)

Esta estimacion es una extension no trivial de la clasica desigualdad de
tipo débil (1,1) para el operador maximal, dada la presencia de un peso v
dentro del conjunto de distribucion. Notemos que si v = 1 este resultado es
una estimacion conocida debido a C. Fefferman y E. M. Stein [32] (Teorema
3.0.1). Notemos que (3.0.4) también vale si u € A; cuando v € Ay (ver [56]).

En el mismo trabajo, E. Sawyer conjetur6 que (3.0.4) era valido si el
operador maximal era reemplazado por la transformada de Hilbert. En 2005,
D. Cruz-Uribe, J. M. Martell y C. Pérez [24] extendieron (3.0.4) a R™. Mds
aun, lo probaron para operadores de Calderén-Zygmund, resolviendo de esta
manera la conjetura de E. Sawyer. El enunciado de su teorema es el siguiente.

Teorema 3.0.5 (Cruz-Uribe, Martell y Pérez [24]). Sean u,v € Ay, ou € A;
yv € Ax(u). Entonces, existe una constante C' tal que para todo t > 0,
T C
uv({x eR": T()(@) > t}) < — | |f(@)|u(z)v(x)dz, (3.0.6)
v(x) t Jrn

donde T' es la funcion mazimal de Hardy- Littlewood o un operador de Cal-
deron-Zygmund con cierta reqularidad.
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Estimaciones cuantitativas de este tipo de resultados mixtos con pesos
fueron obtenidas en [71] y también resultados equivalentes para conmutadores
en [5].

En [24], D. Cruz-Uribe, J.M. Martell y C. Pérez conjeturaron que (3.0.4)
y (3.0.6) debian ser validas para v € A.,. Este resultado constituye el caso
mas singular, dado que la condicién A, es la suposicion mas débil posible
dentro de las clases A,. Si bien algunos avances fueron hechos mas adelante
en [70], y algunas estimaciones cuantitativas mas precisas fueron halladas en
[71], el problema seguia sin ser resuelto.

Recientemente, K. Li, S. Ombrosi y C. Pérez [59] resolvieron esta conje-
tura. Probaron el siguiente teorema.

Teorema 3.0.7 (Li, Ombrosi y Pérez [59]). Sea u € A; yv € Aw. Entonces
existe una constante C' que depende de la constante Ay de u y la constante
Ay de v tal que

T(fv)

S CHfHLl(uv)a

L1:%° (uv)

donde T' puede ser la funcion maximal de Hardy-Littlewood, un operador de
Calderon-Zygmund, o una integral rough.

El propdsito de este capitulo es presentar estimaciones mixtas con pesos
que generalizan el Teorema 3.0.7 al contexto multilineal. Trabajaremos tanto
con [, M f; como con M( f ) bajo diferentes suposiciones. Luego, median-
te un teorema de extrapolaciéon podremos probar desigualdades mixtas con
pesos para operadores de Calderén-Zygmund.

3.1. Desigualdades de tipo débil mixtas con

—

pesos para M(f)

Antes de empezar con el contenido de esta seccion, haremos algunas acla-
raciones. En distintas oportunidades tendremos que probar desigualdades de
tipo débil (p,q), 0 < p,q < oo, es decir, desigualdades de la forma

C
1T 2oy < S Fll 2o,

donde T sera un operador conocido. Este razonamiento que vamos a explicar
es valido tanto en la version lineal como en la versién multilineal. Para probar
que

p({z € R™ [T f(x)] > A})p <

> Q

Nl 2oy,

74



solo bastara con probar que

Wz € R A< [Tf@)| <2007 < g (31D)

En efecto, supongamos que vale (3.1.1) y usemos la estrategia de partir
el conjunto en anillos:

> Q

u(le €R": [TF()] > AP = 3 ulfe € B 200 < [TH(@)] < 27AD)}

7=0

< szllfllm

oo

1

= X||f||Lq(u) %
=0

C
= 0 a0

dado que la suma converge.
Mas auin, por homogeneidad, bastara con probar que

p({z € R 1< |Tf(2)] < 217 < C|fllzagu- (3.1.2)

En efecto, sea g = § y supongamos que vale (3.1.2). Entonces tenemos
que

= SN lzegor

En primer lugar, obtendremos una estimacién para el producto [[;*, M f;,
que serd también véalida para el operador mas pequeno M. Luego, obtendre-
mos un resultado independiente para M, que debilita las hipdtesis en los
pesos w;. Con estas estimaciones en mente, por extrapolacién, podremos ex-
tender el resultado a operadores de Calderén-Zygmund multilineales.
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Teorema 3.1.3 (Li, Ombrosi y Picardi [60]). Sea wy, ...,w,, € A; yv € Ax

Denotamos v = w{"...wj . Entonces,

l

Demostracion. La idea principal de esta prueba es reducir el problema al
caso lineal y luego aplicar el Teorema 3.0.7. Definimos

H;'Zl MFf;

v

<CTTIflle -
=1

1
Lm>°(vom)

E={z:v(x <1_[]\4fZ ) < 2v(x)}

Sea 0; = HJ Lt (]\/[f]) y sea v; = vv;. Observemos que v € Ay v U; €
RH,. Por el Lema 1.3.17 (d), se tiene que v; € A,. Para probar el teorema,
es suficiente mostrar que

vw(E) < CT] il
=1

Por la desigualdad de Holder y el Teorema 3.0.7, tenemos
1

ﬁ (M f; w;)™
1

1=

IN

<
3|
t
|/\
s \
VS
S\H

M f; wl
E

[1(
</ v; wZ
1 {xw; <M f;}

=2 wivd{x: Mf; > v;}
1

1=

-
Il

IA
[\
=

m\
3\~

UZ ’L

.
Il

1

IA
(\)
JamE

A

m

C 1Tl s
=1

donde en la ultima desigualdad hemos usado el Teorema 3.0.7, ya que w; € A;
y U € Aoo ]
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El caso particular en que el peso v = 1 en el Teorema 3.1.3 es el Teorema
2.3.2, probado en [57]. Agregar una funcién no constante v en la funcién de
distribucién hace la prueba méas complicada. Sin embargo pudimos obtener
el resultado gracias a las ideas en [57] y al Teorema 3.0.7. Facilmente se ve
que la conclusion de este teorema también vale para el operador maximal
M. Concretamente, tenemos el siguiente resultado.

Teorema 3.1.4 (Li, Ombrosi y Picardi [60]). Sea wy,...,w, € A yv € Aw.
PR
Denotamos v = w{"...w5; . Entonces,
M(f) ]
H . < T Iflle -

Lﬁ’w(uv%) =1

Veremos mas adelante que como consecuencia del teorema 3.1.3, po-
demos obtener el mismo resultado para operadores de Calderén-Zygmund
multilineales. Sin embargo, sabemos que [[", M f; es demasiado grande pa-
ra estimar operadores de Calderén-Zygmund multilineales. De hecho, ya lo
mencionamos en el capitulo anterior y fue probado en [57] que la condicién
Wy, ..., Wy, € A es més fuerte que w = (wy, ..., wy,) € Aq,..1). Como la dltima
condicion caracteriza el tipo débil de un operador de Calderén-Zygmund T’
de L*(wy) X -+ x L(wy,) en Lw>°(v), es natural preguntarse si es posible
relajar la hipétesis wy, ..., w,, € A; en el Teorema 3.1.3 si ponemos 7" o M
en lugar de [[I*, M f;. El siguiente teorema da parcialmente una respuesta
positiva.

Teorema 3.1.5 (Li, Ombrosi y Picardi [60]). Sea @ = (w1, ..., wn) € An.. 1),
1 1

11 , 1 :
v=w"..wk yv un peso que satisface vvm € A,,. Luego, existe una cons-
tante C' tal que

v

HM(f)

< C T il - (3.1.6)
i=1

Lm > (pym)

Demostracion. Seguimos la estrategia de [59]. Como mencionamos anterior-
mente,

3n
Mf S CnZMD<i)f7
=1

donde D@ es un sistema diddico para todo 1 < ¢ < 3". Luego solo tenemos

que considerar las funciones maximales multilineales diddicas. Recordemos
1 1

también que si @ = (wy,...,wy) € Aqn,.1), entonces v = wi*..wy € Aj.
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Por otro lado, como v € A;, la hipdtesis vum € A, implica que v € As.

Notaremos My := Mp donde D es uno de los sistemas diddicos D@, 1 <
1< 3"

Entonces debemos probar que

m 1
v(x) -1 Jrn
Sin pérdida de generalidad, podemos asumir que f; > 0,7 =1,--

Ey = {:U 1< Md(fl’z;&i fm) (@)

-, m. Sea

<2, a™ <) < am(k+1)},
donde a > 2". Definimos

Q= {z: Ma(fr, -, fm)(2) > ™}

y sea {I Jk}] la coleccion de cubos diddicos maximales en €2;. Luego por ma-
ximalidad, a™" < H;L(fzhjk < 2™, Separamos la coleccién {I}}; en

Qi = {]Jk caft < (vim@ <d"th o 1eZ.

Entonces tenemos

kEZ kez kezZ j

<D dTuENT)

k
kEZ IEL TFeQ

= ZZ Z (BN 1Y),

k
keZ leZ Ij €l k
donde
— [k |7k .k L k+1
FL;@—{IjEQl,k.Hjﬂ{x.a <vm < a }‘>0}
Por el teorema de convergencia mondtona, es suficiente dar una estimacién

uniforme de
Y>3 dTuEN T,

k>N I€L Tkl
donde N < 0.

El siguiente lema sera clave en el desarrollo de nuestra demostracion.

Lema 3.1.7. T' = | J,o,, U,QN Iy es una familia sparse.
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Demostracion. Primero, notemos que si [ Jk C It, entonces k > t. Teniendo
en cuenta este hecho y usando la desigualdad de Holder, se tiene que

ED D IAES S ZH(

g:\
\_/
3=

Ikcrt z=t+1I7CIt z= t+1 IZCrti=1
(e%] m 1 (&) m 1
1 m 1 oy
— fi) < — fi
z z
V& a It
z=t+1 i=1 I;g[g J z=t+1 i=1
e t
a
<"y —|If]
a?
z=t+1

O

El siguiente lema sera una herramienta necesaria para poder demostrar
el Lema 3.1.9.

Lema 3.1.8. Sea w € Ay, y sear, =1+ Tn[wl]A . Entonces, para cualquier

cubo @, 1
1 W) 2
<@/Q“’ ) : \QI/Q“’

Como consecuencia, tenemos que para cualquier cubo Q) y cualquier subcon-
gunto medible E C @), vale que

1

donde Ew ::TI;JEI;:.

La demostracién de esta desigualdad de Holder inversa puede encontrarse
en [46], y, la consecuencia, es una aplicacién de la desigualdad de Holder.

Lema 3.1.9. Para |l > 0 y para l']’-€ € I'ix, existen constantes c¢; y ca que
dependen de v,v tales que

v(E, N [jk) < cla_”ll/(]]]f“).

Demostracion. Como v € A, sabemos que existe algtin ¢ tal que v € A,.
Entonces

1 q—1
EenIf\*
(%) Ce (ﬁ/ ) < e <l
j il v
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Se sigue que
1

|E, NI 1 L
Sy <o

Como v € Ay, podemos usar el Lema 3.1.8 para obtener

I/(E’],C N I]k)
v(I})

< cpa~?,

También tenemos el siguiente lema.
Lema 3.1.10. St wyws € Ay, entonces para cualquier cubo @), tenemos
(wiwa)q < Cwr)q(w2)q-

Demostracion. Sea Ey = {z € Q : wi(x) > 4wy)gt y B2 = {z € Q :
ws(z) > 4(ws)q}. Por Chebyshev, es facil ver que £ := Q\ (E; U Es) satisface
|E| > 1]Q|. En efecto,

|E.|:/ dx</%|Q| _ 1@l
{z : wi>4(wi)q} N Q 4 wZ(Q) 47

um<2

por lo que

Entonces tenemos que

1 1
1Bl =@\ (B1U )| = |Q| = [E1 U By| 2 |Q| = 51Q] = 5[Q)-

Como wywy € Ay, por el Lema 1.3.13, tenemos que wywq(Q) < Cuwyws(E).
Ademas,

wiwn(B) = [ e < [ awidot{us)g = 16(wn)ofus)olEl
E E
Por lo tanto, se tiene

wiws(Q) < cuywy(E) < 16¢{wy)g(wa)g|E|
< 16¢c(wr) g (w2)q|Q|.

]

Con este lema, podemos obtener también decaimiento exponencial para
[ <0.
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Lema 3.1.11. Para | < 0 y para I;g € Iy, existe una constante c; que
depende de v, v tal que

v(E,NIF) < ciav(I5).
Demostracion. Por Lema 3.1.10, tenemos
v (IF) < Cu W) {vm) gl | < Coppa*w(IF).

Por otro lado, )
VUE(I;C) > a"v(Ej, N I]k)

Entonces

v(E, N Ijk) < Cyvvalu([;”).
[l

Fijemos ahora /, formemos los cubos principales para | J,- v I'ix: sean P}
los cubos maximales en Uk> ~ Lik, entonces param > 0, si It € P! | decimos
IF € P}, ., si I} es maximal (en el sentido de inclusién) en D(I}) tal que

W) > 20

Denotamos P! = Um>0 7(Q) es el menor cubo principal que contiene a
@. Tenemos

ZZ Z a" (BN IY) <Zce calll 1= lz Z vm Yev(L

lEZ [kerl k leZ k IkGFl k
_ _ 1
< E 2c el E V)t E vm([f)
leZ Itep! k:,j:Tr(]]’?):I;5
_ i L 1
0 3 e lafun ], S () o (1)
leZ Itep!
— —calll
ce v [tX]t
leZ Ite'pl
< E cre—lg E l/vm

donde en la tercer desigualdad usamos el Lema 3.1.7, y en el ultimo paso
usamos el hecho de que

Z <I/>I§XI§ < Q[V]All/(x)>

Itep!
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en casi todo punto « € |J, ,.jecpi I, v PL es la coleccién de cubos maximales
(en el sentido de inclusién) en P'. Para un Q € P! fijo, por Lema 3.1.10

v (Q) < Coult) o (v7)lQl Su d'Cluu(@) [[ ()5

=1

Como los cubos @) son disjuntos, y por la desigualdad de Hélder, obtenemos

1

m

Ll(wi)’

S von(Q) S d'Coulila, L, [T
=1

QePL

y concluimos la prueba. O

Luego (6.1.1) vale tanto si @ = (w1,...,wm) € Aq,..1) ¥ vom € A
como (como consecuencia de Teorema 3.1.3) si los pesos w; € Ay para i =
1,...,myv € Ay. Estas condiciones son independientes. En la iltima seccion
proponemos como conjetura un posible resultado que creemos que mejoraria
el nuestro pero ain no ha sido resuelto.

En general, bajo las hipétesis del Teorema 3.1.5 la estimacién (6.1.1) no
es valida si M(f) es reemplazado por [1:%, M f; incluso en el caso en que
v(xz) = 1. Este hecho fue probado en [57].

3.2. Extension a operadores de Calderon-
Zygmund multilineales

Vamos a proporcionar un teorema de extrapolacién que permite reducir
el problema de operadores de Calderén-Zygmund multilineales a la funcion
maximal multilineal. Fue escencialmente obtenido en [70], combinando el
Teorema 1.5 y algunas observaciones en la Secciéon 2.2 alli. No obstante,
daremos una demostracion completa de este resultado.

Enunciaremos primero algunos resultados que serdn necesarios para la
prueba del teorema de extrapolacion.

En la demostracion del teorema vamos a utilizar el algoritmo de Rubio
de Francia.

82



Teorema 3.2.1 (Algoritmo de Rubio de Francia). Sea p > 1 y sea w € A,.
Sea T' un operador positivo sublineal acotado en LP(w) con norma ||T'|| Lr(w)-
Para una funcion no negativa h € LP(w) definimos

= Trh(z)
h _
Rh(z) = sznTan(w’

donde Ty es el operador identidad y T*h = T(T* ')h. Entonces valen las
siguientes afirmaciones

1. h(x) < Rh(x) en casi todo punto;

2. | RAl Loy < 2017l o) s

3. T(Rh(x)) < 2||T||Lr(w)Rh(x) para casi todo x.
Demostracion.

1. Es inmediata, ya que

= TFh(z)

Rh(z) = h(zx) + Z T 2 > h(z) c.t.p.

2. Como || T*h||pp@w) < HTHLP 2] Lo ), tenemos
N

T*h(z)

||LP w

Nl TR (2)

AT .

< lim

N—o0
Lp(w) k

IRA 1y = lim ‘

||h||m ||h||Lp<w
< = p
Jim E E = 2[|2]| o ()

3. Teniendo en cuenta que la primer desigualdad que vamos a aplicar vale
en casi todo punto, se tiene que

T(Rh)(z) = T(Z 2F[TE, w)> ZT<2"’||T|| . >

TH+1h(z) = T*n(z)
= E e = 2T o) Y srrmm—
k k k k
= 2| TN 0y = 2| T oy

< 2| T oy RA(),

en casi todo punto.
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]

Observemos que si en el teorema anterior reemplazamos I" por el operador
maximal de Hardy-Littlewood M, el teorema nos da una forma de construir
pesos en Aj.

Sera de gran utilidad tener presentes los siguientes dos resultados, cuyas
demostraciones se encuentran en [24].

Lema 3.2.2. Siue€ A, ve A, 1 <p < oo, entonces existe 0 < gy <1 que
depende solo de [u]a, tal que uv® € A, para todo 0 < e < .

Proposicién 3.2.3. Dado pg, 1 < py < o0, sea T un operador sublineal
tal que ||Tf||prooe < Col|fllror y | T ||z < Ci||fllz<. Entonces para todo
Po < p <09,

1

1 1 -1
17 lins <25 (Colo =)™ 4 ) s

Enunciamos ahora el teorema de extrapolacion.

1o
Teorema 3.2.4. Sea W = (w1, ..., wy) € Aa,..1), v e Ay yr = wit . wg

Entonces .
7(f)

M(f)

(Y

<C

1 1
Lm>*°(vom)

L%’m(uv%)
donde C' es una constante y T es un operador de Calderon-Zygmund multi-
lineal.

Demostracion. Primero, recordemos que si W = (w1, ..., wn) € Aqn,..1) en-
1

tonces v = wi"...w5 € A; (Observacion 9 en la Seccién 2.2).
Vamos a seguir las ideas del Teorema 1.5 en [70], las cuales estan basadas
en ideas previas en [24]. Definimos el operador S como
M(fv)(x)
S = ——
siv(z)#0y Sf(z) =0siv(x) =0. (Como v € Ay, v > 0 c.t.p.).
Como v € Ay, S es acotado en L>®(vvw) con constante C' = [1]4,, esto
es,
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En efecto,

‘H

1 1
01 ol S Wiy g7 7 S Wi M1

y como v € Aq, entonces
M(fv) < Wl o oy MY < WA 1] e ¥

por lo que tenemos

< Il Il e ey

m

HMW)

1
Lo (vym)

Mostraremos ahora que S es acotado en LP (vv ) para algin 1 < py < oo.
Observemos que

1

/ Sf(x)P° v(x) U%<l’) dr = M(fv)(x)P v(x)' 7 vm(z) du.

Rn

Como v € Ao, vm € A, para algin ¢t > 1 grande. Luego por, el teorema

de factorizacion A, (Teorema 1.3.3) existen vy, vo € A; tales que vm = vlvl ¢

por lo tanto,
=1

Po— po—1 )l—po'

Yoy = (vv,

Por el Lema 3.2.2, existe 0 < gy < 1, que depende solo de [v]y4,, tal que
vvs € Ay para todo vy € A; y 0 < € < gy. Luego, si
2(t—1)

po=—"——"+1
€0

t—1 1

1
entonces v Py € A,,. En efecto, v Poym = Ul(VUQ ")1=Po v entonces solo
t—1 t—1

restarfa ver que vvi® ' € A;. Pero vvl® ' = 1/02 € A, por el Lema 3.2.2.
Por el teorema de Muckenhoupt (Teorema 1.3.1), M es acotado en LP° (v 1*1’01)%)
y por lo tanto

ISA /|Sf|P0uU</M P
< Cy / (fu)Pou'~Poy = Co/fpouv = Col| f|I”°

LPo (vo
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Luego S es acotado en Lpo(yv%) con alguna constante Cj.

Luego por interpolaciéon de Marcinkiewicz en la escala de espacios de
Lorentz, S es acotado en Lq’l(l/v%) para todo py < g < oo. En particular,
por la Proposicion 3.2.3,

1 1 1
IS0 sy <20 ( Co(5= = =)+ Co )1 s e
L9 (l/’Um) po q L4 (yvm)

Luego, para todo ¢ > 2p, tenemos que ||Sf]| L < KOHfHqul( L. con

Lol(vom vom)
Koy = 4pg (CO + Cl). Enfatizamos que la constante K, es valida para todo
q = 2po.

Nuevamente por el Lema 3.2.2, para todo peso Wi € A; con [Wi],, <
2K, existe 0 < £y < 1 (que depende solo de Kj) tal que W1W5 € Ay para
tOdOW2€A1y0<€<E~0.

Fijemos 0 < ¢ < min{é&y, ﬁ} y sea r = (%)’ Entonces r’ > 2py y por

lo tanto S es acotado en L’J’l(l/vi) con constante acotada por Ky. Ahora

aplicamos el algoritmo de Rubio de Francia para definir el operador R en
’ 1

h e L™ (vvm), h > 0, por

Rh(z) =" S Mz)

k ik
~ 2VK,
Se sigue inmediatamente de esta definicion que:
= h(z) < Rh(z);

= [[RA] ) < 2|All

Lrlvl(l/v% Lrlvl(uv%)7

» S(Rh)(z) < 2K Rh(x).

En particular, se sigue del tltimo item y de la definicion de S que Rh v € A;
con [Rh v]a, <2Ky. SeaW; =Rhvy Wy =uv; € Ay. Entonces W1 W5 € A;.
Luego, Rh v v € Al C As.
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Entonces,

TAI™ oy At (ko ere: |TDE] )
) S A (v e € R | = > )
— TiIo) A (Vv {z eR": o(2) >\ })
~sup o (vt e (TED > )’
ey
’ Lr"x’(yv%)
T(f)@) | N
— " N
”h”u'itlirh 1 /n v(z) (z) v(x) vm(z) do
= s IT(F)(@)|7 h(z) v(x) vam () da|.
LYRPE

Antes de terminar, recordemos la siguiente desigualdad del Teorema 2.4.2
(desigualdad de tipo Coifman-Fefferman): si w € A, y s > 0 entonces

—

. () (@) w(x)de < C

M(F)(z)* w(z)de.

Rn

De la definicién de Rh(zx), la ultima desigualdad y la desigualdad de

Holder se tiene:

87



Rn
< | T(f) (@) Rh(z) v(x) var (z) da
Rn
< [ M(P(@)m Rh(z) v(z) v (z) do
Rn
_ M(P))\™
_ /( o Rh(z) v(z) v () de
<C (M( )> HRh 1
v 1 L1 (pym)
Lo (vum)
<oc |40 ...
v ioo 1 LT *1(1/’L)m)
m (va
_o o |[MY)
v 1
Lm > (vym)
Luego, tenemos que
T <o |[MD|T
v L%‘Oo(l/v%) v L%’oo(yy%)

]

Como consecuencia de los teoremas 3.1.4, 3.1.5 y 3.2.4 obtenemos el prin-
cipal resultado de este capitulo:
Teorema 3.2.5 (Li, Ombrosi y Picardi [60]). Sea T' un operador de Cal-
1
deron-Zygmund multilineal, W = (w1, ..., wy) y v = w"...wpy. Supongamos

.....

una constante C' tal que

I(f)

v

< C Tl - (3.2.6)
=1

LE’OO(V'U%)
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Para terminar esta seccion, recordemos el Lema 1.3.18: si u € Ay y v €
1 .
RH,., entonces uvm € A,,. Teniendo este lema presente, podemos dar un
corolario directo del Teorema 3.2.5.

Corolario 3.2.7 (Li, Ombrosi y Picardi [60]). Sea T" un operador de Cal-

derén-Zygmund multilineal. Sea W € Aq,.. 1y y seav € RH. Entonces existe
una constante C' tal que

T(f)

v

< CTTIflle -
=1

Lm’oo(yv%)
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Capitulo 4

Desigualdades mixtas con pesos
para la integral fraccionaria
multilineal

En este capitulo trabajaremos con la integral fraccionaria multilineal.
Nuevamente la idea es encontrar una desigualdad pesada mixta para este
tipo de operadores y la apropiada clase de pesos asociada a los mismos.
La idea central es reducir el problema a lo que ya hemos estudiado para
el caso no fraccionario. Este tipo de desigualdades mixtas para integrales
fraccionarias en el caso lineal tiene antecedentes en el trabajo [6], con lo cual
nuestro resultado dard una generalizacién de los mismos al caso multilineal.
También sera til usar la idea de extrapolacion que usamos en el contexto
no fraccionario, porque del operador maximal fraccionario podremos pasar a
la integral fraccionaria.

4.1. Integral fraccionaria multilineal

Recordemos que el operador integral fraccionario o potencial de Riesz se
define como

['af(:lc)—/]R Ly)dy, 0<a<mn,

o o —ylre

y la funcién maximal fraccionaria como

Mafw) = s o [ 17y, 00 <n

Q>z

donde el supremo es tomado sobre todos los cubos () que contienen a x.
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I, f(x) puede ser acotado por M, f(z), debido a la desigualdad de tipo
Coifman probada en [68]. Tenemos el siguiente teorema.

Teorema 4.1.1 (Muckenhoupt y Wheeden [68]). Sea 0 < a <n y0 < g <
o0. Para cada w € Ay tenemos

/Rn | o f(z)|"w(x)dx < C M, f(x)%w(z)dz.

R"

F. Berra, M. Carena y G. Pradolini [6] probaron la siguiente desigualdad
mixta de tipo débil:

Teorema 4.1.2 (Berra, Carena y Pradolini [6]). Sea 0 <a<n, 1 <p<

1 o : 4
el Si u, v son pesos tales que u,vr € Ay

S RIS

y q tal que satisface %

1Ll

w? € A yv € Ax(uve
para todo t > 0

donde 1, es la integral fraccionaria o la funcion maximal fraccionaria.

), entonces existe una constante positiva C' tal que

Para probar esto, necesitaron la siguiente estimacién puntual para M, en
términos del operador maximal de Hardy-Littlewood M.

Lema 4.1.3 (Berra, Carena y Pradolini [6]). Sea 0 < o <mn, 1 <p < Z,

1 1 [} q
i=1_29us=1+ 2 FEntonces
g p nY +p'

q

Ma(fut)a) < Mt i@ [ wray)”

para toda funcion no negativa w y f € LP.

Para comodidad del lector, mencionamos dos definiciones introducidas
en el Capitulo 2, que extienden las integrales fraccionarias en el contexto
multilineal.

Definicién 2.5.1 Sea o un nimero tal que 0 < o < mn y sea f: (fis-s fm)
una coleccion de funciones en R™. Definimos la integral fraccionaria multili-

neal como
T, =
(@) /( .

|z — 1] 4 o F T = Y] )
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Definicién 2.5.4 Para 0 < a<mn y f: (f1, .-y fm), definimos el operador
mazximal (sub)multilineal M,, como

Ma]?(ﬂf) = SUPH <‘Q|1;_7311/Q‘f1<y1)‘dy1>

Q330

Al igual que en el caso lineal, tenemos que M, es un operador mas
pequeno que Z,, mas especificamente, Ma(f) < CIa(]?) para f; > 0. Sin
embargo también tenemos la desigualdad inversa en norma. K. Moen [64]
presenta el siguiente teorema que relaciona Z, y M,.

Teorema 4.1.4 (Moen [64]). Sea 0 < ao < mn. Entonces para cada w € An
y todo 0 < g < 0o tememos

/Rn |Iaf(x)|qw(x)dx <C Ma]?(x)qw(x)dx

R

para toda f con f; acotada de soporte compacto.

4.2. Desigualdad mixta con pesos para M,

En esta seccién presentamos un resultado que extiende el Teorema 4.1.2
para operadores maximales fraccionarios multilineales.

Teorema 4.2.1 (Picardi [73]). Sea 0 < a < mn. Sean ¢ = —*—, W™ =

mn—a’

(u, . um?) yv = [[2, ul. Supongamos que W € Ay, 1y yvv? € A,
u, L umt e Ay y o™ € Ay, entonces existe una constante C' tal que

S

<C Il -

L2 (vos) i=1

HMa<f )

(Y

Notemos que si a = 0, entonces ¢ = i y obtenemos el Teorema 3.2.5
para el operador maximal (sub)multilinear M.

Observacién 11. Si en el Teorema 4.2.1 tomamos m = 1 tenemos que
% = 1— 2 y las hipdtesis en los pesos se reducen a u? € Ay yv € Ay. Luego
recuperamos el Teorema 4.1.2 en el caso p = 1 para una clase de pesos v mas
general. El peso u? en el Teorema 4.2.1 juega el rol del peso u en el Teorema

4.1.2.
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Para poder probar el Teorema 4.2.1 necesitamos la siguiente estimacion
puntual para M, en términos del operador multilineal maximal M. Esta es
una version multilineal del Lema 4.2.2, y para probarla, seguimos un enfoque
similar al que es usado en [6].

Lema 4.2.2 (Picardi [73]). Sea ¢ = —2—. Entonces

mn—a”

Ma(frs s fn) (@) < M(frag™™, oy frntag, ™) ™ () ﬁ </

Demostracion. Fijemos x € R™ y sea () un cubo que contiene a x. Aplicando

la desigualdad de Holder con 1_; y "% obtenemos

mn

m

= /)11 (ﬁ/ff )

=1

Ahora tenemos todas las herramientas necesarias para probar el Teorema
4.2.1.

Demostracion. (Teorema 4.2.1)
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Aplicando el Lema 4.2.2 y el Teorema 3.2.5, tenemos

< u?. .yl UQ{x cR" - M(flu%imqa _._,fmu#—mq)ﬁq(aj) S A
<wuf..ul : v(x) 17 (o frus)
=ui..ul vI(E))
= (") (w7 (™) 7 (B )" 7
¢ s - -
< = AL mq, mq
L T )
C m
= XH(/nfzuz)
C m
= XH”fi”Ll(ul)a
i=1
donde
— n. M(flu}_mqa ooy fntty, ™) () A mq
E\ = {x cR": ?}mq(l‘) > <H;nl (fRn fzuz)"?n> }

O

4.3. Extension a la integral fraccionaria mul-
tilineal

En esta secciéon proporcionaremos un teorema de extrapolacion que per-
mite reducir el problema de la integral fraccionaria multilineal a la funciéon
maximal fraccionaria multilineal. Enunciaremos algunos resultados que seran
necesarios para finalmente poder probar el teorema de extrapolacion.

Teorema 4.3.1 (Picardi [73]). Sean 0 < a < mn y ¢ = —"—. Sean i =

(u, ... un?) € Aq,..1y, v1 € As y denotamos v =[]/, u]. Entonces existe
una constante C' tal que

Z.(f)

v

Ma(f)

(%

<C

L‘LOO(]/UQ)

La:2° (yv)
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Para probar el Teorema 4.3.1 necesitamos dos resultados conocidos. El
primero es debido a K. Moen, que, para comodidad del lector, volvemos a
mencionar:

Teorema 4.1.4 (Moen [64]) Sea 0 < o < mn. Entonces para cada w € An
y todo 0 < q < 0o tememos

/Rn Zo f ()| 9w(z)dz < C | Mof (2)%w(z)ds

R’Il
para toda fcon fi acotada de soporte compacto.

El segundo resultado que utilizaremos se debe a D. Cruz-Uribe, J. M.
Martell y C. Pérez [24].

Teorema 4.3.2 (Cruz-Uribe, Martell y Pérez [24], Theorem 1.7). Dada una
familia F de pares de funciones que satisfacen que existe un numero po,
0 < po < oo tal que para todo w € Ay

f@)P w(z) de < C/ g(x)P° w(z) de,

n

Rn

para todo (f,g) € F tal que el lado izquierdo es finito, y con C que depende
solo de [w]a_, . Entonces, para todos los pesos u, v tales que u € A; yv € A
tenemos que

“fvilHLl"’O(uv) < CHgvilnLl"’O(uv) (f7 g) €F.

Este resultado fue extendido en [70] a una clase de pesos v méas grande:
aquellos pesos tales que para algin § > 0, se tiene que v’ € A.

Teniendo estos dos resultados a nuestra disposicién, procedemos de la
siguiente manera. Primero observemos que si @™ = (u}",...,un?) € A, 1)

entonces v = uf..ul, € A;.
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Luego, por el Teorema 4.1.4 y el Teorema 4.3.2,

)|’ o 2t 0, | Zal)()
= o = ilig A (VU {reR U(x) > )x})
q q n . Ia(f)(l') ! q
:SAEIS A <VU {z e R": o) >\ }>
q n . Ia(f_’)(x)
= stlig) t (uv {reR o) > t})

(Qqu
v L1120 (o)

(Maﬂy
v L1:00(vo)

= sup A(Vvq {r e R™: <M>q > A})

<C

A>0 v(x)
~ tq(’/”q {reR": (W) > tq}>
¢ (ot o Malf)(@)
ZStligt (Vv {reR .W>t}>
_[[MaH]
v L3:%° (pyv)

con lo que queda probado nuestro teorema de extrapolacion.

Como consecuencia de los Teoremas 4.2.1 y 4.3.1, obtenemos el principal
resultado de este capitulo:

Teorema 4.3.3 (Picardi [73]). Sea 0 < a < mn. Sean ¢ = ——, 4" =

(ui™, .. z ) yv H " ui. Supongamos que WM € Aq, 1y y vv? € A, 0
uTq, cnumd e Ay 7 ¢c Aoo, entonces existe una constante C tal que
T.(f o
=) el (T
L‘LOO(V'U‘I) =1
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Capitulo 5

Extensiones vectoriales

El estudio de desigualdades vectoriales para operadores lineales comenzo
en la década de 1930, con los trabajos de Bochner, Marcinkiewickz, Pa-
ley v Zygmund, entre otros. En este marco, surgen las desigualdades de
Marcinkiewicz-Zygmund para operadores lineales, con respecto a las exten-
siones ["-valuadas de operadores lineales entre espacios LP reales. En otras
paralabras, dados 1 < p,q,r < oo, decimos que (p,q,r) satisface una de-
sigualdad de Marcinkiewicz-Zygmund si existe una constante C' tal que pa-
ra cada operador acotado T : L%(u) — LP(v) (donde p y v son medidas
arbitrarias y L9(u) y LP(v) son espacios reales), cada n € N y funciones

fla >fn € Lq(lu)’

(/(ilTﬁk)(w)!’”)fdu(w))p < CHTH</<i|fk(w)\r>gdu(w)>q

El infimo de estas constantes C' > 1 que satisfacen la desigualdad anterior se
denota k,,(r), siendo k,,(r) = oo si no existe tal constante.

Estamos interesados en el estudio de las desigualdades de Marcinkiewicz-
Zygmund en el contexto de operadores multilineales. Dada {fi}r € LP(v),
denotamos

H(ijfkr)i _ </(;|fk(w)|r>fdy(w))

Lr(v)

P

En [11] D. Carando, M. Mazzitelli y S. Ombrosi obtuvieron una gene-
ralizacion de las desigualdades de Marcinkiewicz-Zygmund en el contexto
de operadores multilineales. En el caso particular de paraproductos, las de-
sigualdades de Marcinkiewicz-Zygmund fueron obtenidas por C. Benea y C.
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Muscalu en [2] y [3]. Los resultados en [11] extienden los previos obtenidos
en [39] y [7].

Seam € N, 1 < q1,...,qm,p,7 < 00 y consideremos ¢ = (qi, ..., m)-
Decimos que (p; ¢;r) satisface la desigualdad de Marcinkiewicz-Zygmund si
existe una constante C' tal que para todo operador multilineal 7" : L% (p4;) X

oo X LI (p,,) — LP(v) y funciones {f,il}zllzl C L), . {f Y-y C

L9 (1,,,) vale la siguiente desigualdad (con la modificacién usual cuando r =
00)

1

(Z rT<f;1,...,f,::;>!’"> <o|7I]] (Z\fﬁi )
k1 i=1 k=1

Lr(v) = i L% (1)

Como en el caso lineal, denotamos kg, (r) al infimo de las C' > 1 que satisfacen
esta desigualdad y decimos que kg, (r) = oo cuando no existe tal C.
El siguiente teorema es uno de los resultados en [11].

Teorema 5.0.1 (Carando, Mazzitelli y Ombrosi [11]). Sea 0 < p, g1, ..., Gm <
r<2o0r=2y0<p,q,...,qn <00y, para cada 1 <1 < m, consideramos
{fi n, C L%(p;). Sea S un operador multilineal tal que S: L% (p1) X - -+ X
L™ (1) — LP*°(v). Entonces, eziste una constante C' > 0 tal que

< OIS llwear [ | (Z |17, )
i=1 ks

La idea central de este capitulo es combinar este tipo de resultado con
nuestros teoremas 3.2.5 y 4.3.3, y obtener a partir de ellos extensiones vecto-
riales de tipo Sawyer para los operadores de Calderén-Zygmund multilineales
y para las integrales fraccionarias multilineales.

1

( > |S(fél7---,f&)lr>
k1

veeFom

Lr(v) L% (13)

5.1. Extension vectorial del Teorema 3.2.5

Recordemos el Teorema 3.2.5 presentado en la Seccién 3.2:

Teorema 3.2.5. Sea T un operador de Calderdn-Zygmund multilineal, 10 =
1 1

(Wi, ..., W) Yy v = wi"..wyi . Supongamos que W € Aq, 1) Y vom € Ay 0
Wi, ..., Wy, € A1 yv € Ay, Entonces, existe una constante C' tal que

()

v

< C TT iz w-
i=1

1
Lm > (vym)
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Como consecuencia de este teorema y del Teorema 5.0.1 obtenemos la si-
guiente desigualdad mixta vectorial para un operador de Calderén-Zygmund
multilineal 7.

Corolario 5.1.1. Sea S(]?) = T(f), donde T' es un operador de Calderon-

Zygmund multilineal. Sea w = (w1, ..., wn) € A, 1) Y yum € As, 0wy, ..., Wy, €
1 1

Al yv € Ay. Seav = w..wgy y sea 1 < r < 2. Para cada 1 < i < m,
consideramos { f{ }r, C L'(w;). Entonces, existe una constante C' > 0 tal que

) <] (Zf;‘/)i

1 1 1= .
L™ (yyim) =1 ki

( Do IS )
k1

voeFom

L (w;)
Demostracion. Observemos que bajo las hipétesis del Corolario 5.1.1, S sa-
tisface S: L'(wy) x -+ x LYw,,) — L=*>°(vvm). Luego, estamos bajo las
hipdtesis del Teorema 5.0.1. O
5.2. Extension vectorial del Teorema 4.3.3

Recordemos el Teorema 4.3.3 presentado en la Seccién 4.3:

Teorema 4.3.3. Sea 0 < o < mn. Sean ¢ = —L— 0™ = (uy", ..., ul?) y

v=1I",ui. Supongamos que W™ € An, . 1) yvv! € A, o uf", .. ult? € Ay
y v € Ay. Entonces, existe una constante C' tal que

Z.(f)

v

<C Tl -
i=1

L3> (vv9)

Como consecuencia de este teorema y del Teorema 5.0.1 obtenemos la si-

guiente desigualdad mixta vectorial para un operador multilineal fraccionario
Z,.

Corolario 5.2.1. Sea S(f) = I‘”f} ) donde T, es un operador multilineal

fraccionario. Sea ¢ = —"— @™ = (uy"?, ..., un?) yv = [[", ul. Supongamos
que W € Aq,. 1) y vv? € A, 0w, umd € Ay y o™ € Ay Para cada

1 < i < m, consideramos {f; }r, C L'(u;). Entonces, existe una constante
C > 0 tal que
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) <c]] (Z |f,iilr)
k;

La:>°(vv) =1

< > ISy S
k1

LY (u;)

Demostracion. Observemos que bajo las hipotesis del Corolario 5.2.1, .S satis-
face S: LY(uy) x -+ - X LY (uy,) — L (vv?). Luego estamos bajo las hipétesis
del Teorema 5.0.1. O
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Capitulo 6

Problemas abiertos

En este ultimo capitulo creemos importante dejar expuestos problemas
que consideramos interesantes y por el momento no han sido resueltos. El
capitulo esta dividido en dos secciones: la primera trata el problema de uni-
ficar dos condiciones para probar una desigualdad mixta con pesos de tipo
débil para el operador maximal multilineal M, mientras que la segunda esta
destinada a explicar una problematica similar para las integrales singulares
rough bilineales. Los operadores rough bilineales son mas singulares que los
operadores de Calderén-Zygmund bilineales y, seguramente, sean necesarias
otras técnicas para estudiar las desigualdades de tipo mixtas para estos ope-
radores.

6.1. Una conjetura sobre los operadores de
Calderéon-Zygmund multilineales

En la Seccién 3.1 obtuvimos una estimacién para el producto [[;", M f;.
Concretamente, obtuvimos el Teorema 3.1.3 que recordamos a continuacién.

1 1

Teorema 3.1.3 Sea wy,...,w,, € A] yv € Ay. Denotamos v = wi™...wy .
Entonces,

< CTTI e

LA (o) i=1

H?i1 Mfz
(%

Ademas, como mencionamos anteriormente, la conclusién de este teorema
también vale para el operador maximal M. Recordamos el Teorema 3.1.4.
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1 1
Teorema 3.1.4 Sea wy,...,w,, € A1 yv € Ay. Denotamos v = w{™... w5 .

Entonces,

HM(f)

v

< CTTIflle -
i=1

1
Lm>>°(vvm)

Ademas vimos en la Seccién 3.1 que es posible relajar la hipétesis wy, ..., w, €
A; en el teorema anterior a la condicién mds débil @ € A, 1), pero impo-
niendo una condicién diferente en el peso v. En lugar de solicitar que v € A,
pedimos que vum € A,. Estas condiciones no son comparables en general.
De esta forma, probamos que:

1 1

Teorema 3.1.5 Sea W = (w1, ...,wn) € Aq,.1), V= W".. W5 Y v un peso
que satisface vum € Aso- Luego existe una constante C' tal que
M(f)

v

1
Lm > (pym)

< C T il - (6.1.1)
i=1

Luego, (6.1.1) vale tanto si @ = (wy, ..., wm) € A1) ¥ vum € Ay como
si los pesos w; € Ay parai = 1,...m y v € A,. Estas condiciones son
independientes. Sin embargo, creemos que hay una condiciéon unificada que
contiene a las dos tal que (6.1.1) vale. Esto es:

11
Conjetura 1. Sea W = (wy, ..., wn) € Aq,.. 1), oYM e Ay y v = wit.wg

Entonces, existe una constante C' tal que

M(f)

v

<C Il e -
i=1

1
Lm > (vym)

6.2. Una conjetura sobre las integrales singu-
lares rough bilineales

El estudio de integrales singulares rough de tipo convoluciéon ha sido de
interés para la investigaciéon desde mediados del siglo veinte. Esta clase de
integrales es escencialmente la misma que estudiaron Calderén y Zygmund,
pero sin ninguna regularidad en el ntcleo.

Definicién 6.2.1. Sea Q € L'(S"") tal que [,,_, Q = 0. Definimos la inte-
gral singular rough Tq como

="
To(f)(z) = lm (=)

e—0* lz—y|>e |JZ - y|n

fy)dy
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El hecho de que no se asuma ninguna condicién de regularidad en €2 hace
que T sea un objeto mas dificil de tratar en comparacién con los opera-
dores de Calderén-Zygmund. A. P. Calderén y A. Zygmund [9] estudiaron
primeramente la integral singular rough

donde Q € Llog L(S™ ') con valor medio cero y mostraron que L, es acotado
en LP(R™) para 1 < p < oco. La misma conclusién, bajo una condicién menos
restrictiva Q € H'(S"!), fue obtenida por R. R. Coifman y G. Weiss [19] y
W. C. Connett [22]. El tipo débil (1,1) de T, fue establecido por M. Christ
y J. L. Rubio de Francia [13], e independientemente, por S. Hofmann [43].
Ambos trabajos inspirados en el trabajo de M. Christ [12]. En un trabajo
no publicado, M Christ y J. L. Rubio de Francia extendieron este resultado
para cualquier dimensién n < 7. El tipo débil (1,1) para Ty fue probado
por A. Seeger [76] en todas las dimensiones y luego extendido por T. Tao
[79] a situaciones en las cuales no hay estructura de transformada de Fourier.
Varias preguntas relacionadas con el tipo débil (1,1) siguen abiertas, como
por ejemplo si la condicién Q € L log L(S"!) puede ser relajada a Q €
H'(S"1), o simplemente 2 € L'(S"™!) cuando € es una funcién impar.

K. Li, C. Pérez, 1. Rivera-Rios y L. Roncal [61] presentan una versién
cuantitativa de la desigualdad de Coifman-Fefferman para 1 < p < oc.

Teorema 6.2.2 (Li, Pérez, Rivera-Rios y Roncal [61]). Sea Tq, con Q € L™
satisfaciendo [, () = 0. Sea p € [1,00) y w € Ay. Entonces,

1T fllLow) < Corlwla 1M fllLeq)
para cualquier funcion suave tal que el lado izquierdo sea finito.
Usando argumentos de extrapolacién, obtienen el siguiente corolario:

Corolario 6.2.3 (Li, Pérez, Rivera-Rios y Roncal [61]). Sea Tq con 2 € L™
satisfaciendo [, Q = 0. Sean p,q € (0,00) y w € As. Entonces, existe
una constante ¢ que depende de la constante A tal que

IToflLrw) < cllMfllLrw)

[T flLroow) < cl|M fl]Lroow),

para cualquier funcion suave tal que el lado izquierdo es finito.
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En el contexto bilineal, la teoria de integrales singulares rough es aun mas
intrincada. Sea 1 < ¢ < ooy sea Q € LI(S*™ ') con [, , Qdo = 0, donde
S?~1 es la esfera unitaria en R?". R. Coifman e Y. Meyer [17] introdujeron
la integral singular bilineal rough asociada a () definida como

Ay, 92)/1m1, 2)D)
(Y1, y2) "

Tao(f1, f2)(z) = v.p. /n - [l =) folz — y2) y1dys.

Para més informacién sobre operadores bilineales pueden consultarse [18],
[36] ¥ [69]. Si Q es suave, es decir, si es una funcién de variacién acotada
en el circulo, R. Coifman e Y. Meyer [[17], Teorema I] mostraron que Tg es
acotada de LP*(R) x LP?(R) en LP(R) cuando 1 < p1,ps,p < o0y zlv = pil + p%.
En dimensiones mas altas, L. Grafakos y R. Torres [40] mostraron que si 2 es
una funcién Lipschitz en S?"~! entonces Tg, es acotado de LP'(R™) x LP2(R")
en LP(R"™) cuando 1 < py,pe < 00, % <p< o0,y % = pil + p%. Pero si Q2 es
rough, la situacion es mas complicada.

Si Q es una funcién integrable en S' y es impar, el operador T estd

intimamente relacionado con la transformada de Hilbert bilineal

Moo (1 2)@) = [ o =100l —10)§
(en la direccion (61, 6;)) mediante la relacién
Talhi f)@) =5 [ 06102 Hono (i f)o) (0. 02).

La acotacién de H g, g,) fue probada por M. Lacey y C. Thiele [50], [51],
mientras que la acotacion uniforme en 6y, 0, de H g, 9,) fue establecida por C.
Thiele [80], L. Grafakos y X. Li [38], y X. Li [62]. G. Diestel, L. Grafakos, P.
Honzik, Z. Si, y E. Terwilleger [29] mostraron que si n = 2 y la parte par de €2
yace en H'(S'), entonces Tq, es acotado de LP1(R) x LP*(R) en LP(R) cuando

1 < D1, P2, P < 00, i = pil + p% y el triple (pil, p%, %) yace en el hexdgono
abierto determinado por las condiciones

1 1 1 1 1 1 1 1 _ 1

P D2 2" |\pp 7 2" |py P 2

Esta es la region donde se conoce la acotacién uniforme de la transformada
de Hilbert bilineal.

L. Grafakos, D. He y P. Honzik [37] dan una prueba de la acotacién de Tg
en L para todo p > % en todas las dimensiones. Mas precisamente, presentan
el siguiente teorema.
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Teorema 6.2.4 (Grafakos, He y Honzik [37]). Para todo n > 1, si Q €
L= (S*71), entonces se tiene que

||TQ||LP1(R")><LP2(R")ALP(R”) < o0

T

1
pam1<p1,p2<ooy5:pl 2

A. Barron [1] desarrolla una teoria de pesos para los operadores bilineales
rough Tq, usando una generalizacién multilineal de la teoria de dominacion
sparse en [20] junto con los resultados de L. Grafakos, D. He y P. Honzik
[37]. Necesitaremos el concepto de formas sparse positivas.

Definicién 6.2.5. Sea S una coleccion de cubos sparse en R™ y sea p' =
(P1, D2, -y Pma1) una (m + 1)-upla de exponentes. Definimos la forma

m+1
PSFL(fr,oos frsr) = D_ QI ] (F)wa
QeS i=1

donde )
(Hae =1QI Il fxallq

Estos operadores fueron inicialmente estudiados en [4], [27] y [28], moti-
vados por estimaciones puntuales previas en la teoria de dominacion sparse
(ver [49], [52], [53] y [54] para algunos ejemplos).

A. Barron presenta el siguiente resultado:

Teorema 6.2.6 (Barron [1]). Sea Tq el operador integral singular bilineal
rough, con Q € L>®(S*1) y fggn,l Q) = 0. Entonces, para cualquier 1 < p <
oo existe una constante C, > 0 tal que

(Tl fis ), f5)] < CpllUlzosimny sup PSEPPPN(fy, fa, f3),

donde el supremo es tomado sobre todas las colecciones sparse S con cons-
tante n, para algin n fijo que no depende de las funciones.

Como aplicacion de este teorema, se derivan estimaciones con pesos para
Tq.

Corolario 6.2.7 (Barron [1]). Fijemos 1 < p;,p, < 00 y 3 < p < oo tal

que Pil + piz = é. Luego, para todo peso (wi',wh?) € (A,,, Ap,) existe una
constante C' que depende de [uy*]a, , [w5*]a,,, 7, p1 y pa tal que

1Ty £o)limtutuy < Ol lLzor a1 ol oa e

para toda f; € LPi(w!).
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El siguiente corolario es un caso particular del Corolario 6.2.7, en el caso
de un solo peso.

Corolario 6.2.8 (Barron [1]). Sea 1 < ¢ < oo y Q € L®(S*') con
Jom1 Q@ = 0. Entonces, si w € A,, existe una constante C = C(w,q, Q)
tal que

ITa(fs 95 0y < CllFlLaew gl o)

w) —

para toda f,g € Li(w).

Creemos que la estimacién sparse de A. Barron en el Teorema 6.2.6 podria
ser mejorada. Si pudiera ponerse en los promedios la trupla (1,1, p) en lugar
de (p, p, p), es decir, si pudiéramos considerar PSFél’l’p) (f1, f2, f3) en lugar de
PSF ép Pb )( f1, f, f3), podriamos quizas seguir una técnica similar a la seguida
por K. Li, C. Pérez, I. Rivera-Rios y L. Roncal [61] para probar el Teorema
6.2.2 y asi poder probar una desigualdad de tipo Coifman-Fefferman para la
rough bilineal.

Estamos ahora en condiciones de plantear nuestra conjetura:

11
Conjetura 2. Sea (wi,w2) € Auyy, vV/? € Ay y v = wiwi. Entonces,
existe una constante C' tal que

To(f1, f2)

£ < C N fillrwnl f2ll 2t ws)-

1
L2°(vv2)

=

La posibilidad de que esta conjetura sea cierta radica en que en el caso
lineal, es véalida. Esto fue probado por K. Li, C. Pérez y S. Ombrosi en [59].
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