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Resumen

En este trabajo estudiamos a la logica que preserva grados de verdad asociada a la clase de
las algebras de Stone involutivas (denotada por S). Estas dlgebras fueron introducidas por
Cignoli y Sagastume ([12, 13]) en conexién con la teoria de las dlgebras de Lukasiewicz—Moisil
n—valuadas.

Existen diferentes maneras de relacionar una légica con una clase dada de algebras (cf.[35]). El
estudio de las logicas que preservan grados de verdad se remonta a Wéjcicki en su libro de 1988
[49], en el contexto de la légica de Lukasiewicz, y luego extendido en [5, 21, 22, 23| entre otros.
Esto sigue un patrén muy general que puede ser considerado para cualquier clase de estructura
de valores de verdad con un orden definido sobre ellos. El objetivo es explotar la multiplicidad
de valores, considerando una relacion de consecuencia que preserve cotas inferiores en lugar de
solo preservar el ultimo elemento del orden (el valor 1).

En el Capitulo 1, repasamos todas las nociones y resultados conocidos de algebra universal y
dualidades topoldgicas (de Priestley) que son necesarias para el desarrollo posterior. También,
repasamos nociones basicas de la teoria de las légicas paraconsistentes, exhibimos un ejemplo
importante y demostramos resultados conocidos.

En el Capitulo 2, introducimos la nocién de algebra de Stone involutiva. Probamos que ésta es
una clase ecuacional de algebras, es decir, S es una variedad. Exhibimos la relacién de éstas con
otras clases de algebras como los reticulos pseudocomplementados y las dlgebras de Lukasiewicz
trivalentes. Mostramos ejemplos importantes como también exhibimos un método para obtener
algebras de Stone involutivas de conjuntos. Ademas, repasamos la dualidad topoldgica estilo
Priestley para las S—édlgebras, dada por Cignoli y Sagastume en [13], y sus aplicaciones.
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Finalmente, en el Capitulo 3, introducimos la légica que preserva grados de verdad asociada a las
algebras de Stone involutivas denominada Six. Mostramos que ésta es una légica multivaluada
(con seis valores de verdad) y que queda determinada por un niimero finito de matrices finitas
(cuatro matrices). Probamos, ademads, que Six es una légica paraconsistente en la que es posible
definir un operador de consistencia y, por lo tanto, Stz resulta ser una Légica de la Inconsistencia
Formal (LFT)(ver [7]). Para finalizar este capitulo, estudiamos la teorfa de prueba de Six
proveyendo un célculo estilo Gentzen (calculo de secuentes) y probando los correspondientes
teoremas de correctitud, completitud y principio de inversiéon. Todos los resultados de este
capitulo son originales y fueron aceptados para su publicacion en

L. Cantu y M. Figallo, On the logic that preserves degrees of truth associated to involutive Stone
algebras. Por aparecer en Logic Journal of the IGPL. https://doi.org/10.1093/jigpal/jzy071



Abstract

In this thesis, we study the logic that preserves degrees of truth associated to the class of involu-
tive Stone algebras (denoted by S). These algebras were introduced by Cignoli and Sagastume
(see [12, 13]) in connection with the theory of n—valued Lukasiewicz—Moisil algebras.

There are different ways of relating a logic to a given class of algebras (cf.[35]). The study of
logics that preserves degrees of truth goes back to Wojcicki in his book of 1988 [49], in the
context of the Lukasiewicz logic, and then extended in [5, 21, 22, 23] among others. This ap-
proach follows a very general pattern that can be considered for any class of truth structure
endowed with an ordering relation; and which intend to exploit manyvaluedness focusing on
the notion of inference that results from preserving lower bounds of truth values, and hence
not only preserving the greatest element of the order (the value 1).

In Chapter 1, we recall all the notions of universal algebra, theory of topological dualities
(Priestley) which are necessary for what follows. Also, we recall basic notions of the theory of
paraconsistent logics, we exhibit examples and show well-known results of the theory .

In Chapter 2, we introduce the notion of involutive Stone algebra. We prove that it is an
equational class, that is, S is a variety. We exhibit the relation of these algebras with other well-
known algebraic structures such as pseudocomplemented lattices and three—valued Lukasiewicz
algebras. We show important examples of involutive Stone algebras and describe a method for
constructing involutive Stone algebras of sets. Besides, we recall the Priestley—style topological
duality for the S—algebras, given by Cignoli and Sagastume in [13], and its applications.

Finally, in Chapter 3, we introduce the logic that preserves degrees of truth associated to in-
volutive Stone algebras named Sixz. We prove that this is a multy—valued logic (with six truth
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values) and that it can be determined by a finite number of finite matrices (four matrices). We
show that Six is a paraconsistent logic in which it is possible to define a consistency operator
and, therefore, Stz turns out to be a Logic of Formal Inconsistency (LFI)(see [7]). To end this
chapter, we study the theory of truth of Siz by providing a Gentzen style calculus (sequent cal-
culus) for it and by proving the corresponding soundness, completeness and inversion principle
theorems. All these results are original and were accepted for publication in

L. Cantid and M. Figallo, On the logic that preserves degrees of truth associated to involutive Sto-
ne algebras. To appear in Logic Journal of the IGPL. https://doi.org/10.1093/jigpal/jzy071
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Capitulo 1

Preliminares

Este capitulo contiene resultados y definiciones ya conocidos en la literatura, y que componen
la base tedrica del desarrollado de los Capitulo 2 y 3 de esta tesis. Comenzaremos haciendo
un repaso de las definiciones bésicas y de los resultados mas importante del algebra universal.
También desarrollaremos una breve exposicién sobre la teoria de la dualidad de Priestley para
diversas clases de algebra . Finalmente, presentaremos una introduccién a la teoria de las 1égicas
paraconsistentes y, en particular, a la teoria de las Légicas de la Inconsistencia Formal (LFI’s).

Daremos por conocida la teoria de conjuntos parcialmente ordenados y para ampliar detalles
sobre este tema el lector interesado puede consultar [1].

Sean XY conjuntos. Dada una relacion R C X x Y, para cada Z C X, R(Z) denotara la
imagen de Z por R. Si Z = {z}, escribiremos R(z) en lugar de R ({z}). Ademads, para cada
V CY,R7Y(V) denotara la imagen inversa de V por R, i.e., RN (V) ={z € X : R(z)NV # 0}.
Si V' = {y}, escribiremos R~' ({y}). Por otra parte, denotaremos con R’ a la relacién opuesta
de R, ie., R? ={(y,z) € Y x X : (xz,y) € R}. Si T C X x X, entonces la relacion R o T estd
definida por (x,y) € Ro T si, y sélo si , existe z € X tal que (z,z) € Ty (z,9) € R.

Si (X, <) es un conjunto parcialmente ordenado e Y C X, entonces representaremos con
(Y]([Y)) el conjunto de todos los x tales que = < y (y < z) para algin y € Y, y diremos
que Y es creciente (decreciente) si Y = [Y) (Y = (Y]). Escribiremos (y] ([y)) en lugar de ({y}]
({y})). Ademads, denotaremos con MazY (MinY') al conjunto de los elementos maximales
(minimales) de Y.

Una relacién R C X x X es creciente si para todo (z,y) € R C X x X y todo y, z € X tal que
y < z se tiene que (z,z) € R, i.e., R es creciente si R(x) es creciente para todo x € X.
Considerando la relacién de orden opuesta, @ C X x X es decreciente si (z,y) € Qy z <y
implican (z,2) € Q.



1.1. Elementos de Algebra Universal

En esta seccién expondremos algunas nociones béasicas de algebra universal. Con el objeto
de facilitar la lectura del texto y fijar notaciones, repasaremos aquellas nociones del algebra
universal y de la teoria de categorias que vamos a utilizar con cierta frecuencia. Para mas
informacién sobre estos temas pueden consultarse [1, 6, 43].

1.1.1. Algebras, subalgebras y homomorfismos

Sea A un conjunto no vacio y n un nimero natural. Una operacion n-aria sobre A es cualquier
funcién f : A™ — A, donde n es la aridad de f. Si n = 0, una operacién O-aria es una constante
de A. Una operacion finitaria sobre A es cualquier operacién n-aria, para algin nimero natural
n. Un lenguaje o tipo de dlgebras es un conjunto F, cuyos elementos se llaman simbolos de
funcion y tal que a cada miembro f de F se le asigna un nimero natural n, llamado la aridad
de f. Ademas, se dice que f es un simbolo de funcién n-ario. Si F es un lenguaje de dlgebra,
entonces un dlgebra de tipo F es un par A = (A, F') donde A es un conjunto no vacio y F es
una familia de operaciones finitarias sobre A indexada por F tal que, a cada simbolo de funcion
n-ario f € F le corresponde una operaciéon n-aria f4 sobre A que pertenece a F. El conjunto
A se llama universo o soporte del dlgebra A = (A, F).

En lo que sigue, cuando no haya lugar a confusién, escribiremos f en lugar a fA y, si F es
finito, por ejemplo F = {f1, f2, ....., fx}, escribiremos (A, f1, fa, ..., fx). En este caso, si n; es la
aridad de f; para 1 <i < k, también diremos que A es de tipo (ny,na,...,ng).

Con el objetivo de simplificar la notacién, en algunos casos representaremos al algebra (A, F)
por su conjunto soporte A. En adelante, muchas veces identificaremos a un algebra A con su
conjunto soporte A.

Una clase ecuactonal de algebras, o variedad, es una clase de algebras similares definida por
medio de ecuaciones.

Un ejemplo importante de clase ecuacional de &lgebras es la clase de los reticulos. Un reticulo
es un algebra (A, V, A) de tipo (2,2) que verifica las siguientes identidades:



(R6) x Az ==,
(R7) zV (zANy) ==,
(R8) z A (zVy)=u.

Si, ademas, A verifica la propiedad distributiva
(R9) xA(yVz)=(zAy)V(zA=z).

decimos que A es un reticulo distributivo. Por otro lado, un reticulo distributivo acotado es un
algebra (A, Vv, A,0,1) de tipo (2,2,0,0) tal que verifica:

(i

) el reducto (A, V,A) es un reticulo distributivo,
(ii) para todo x € A, valen:

(

(

R10) 2 A0 =0,
R11) 2V 1=1.

Todo reticulo (A, V, A, 0, 1) tiene un orden asociado < sobre el conjunto soporte A definido por:
x <y si,ysolosi, xt Ay=uwz, siysolosi, zVy=uz Ademds, (4,V,A,0,1) es un reticulo,
si y solo si, el poset (A, <) verifica que todo par de elementos tiene supremo e infimo.

Recordemos que un reticulo L se dice completo, si para cualquier subconjunto X C L existe el su-
premo Sup X = \/ X de X. Observemos que Inf X = Sup{u € L : u es una cota inferior de X}
y por lo tanto, la existencia de Sup X para cualquier subconjunto X asegura la existencia de
Inf X para cualquier subconjunto X, y reciprocamente. Por lo tanto, un reticulo es completo
si existen todos los supremos, o todos los infimos. Un reticulo completo estd acotado pues
1 =Sup®y 0=Inf0.

Subalgebras

Sean A y B dos algebras del mismo tipo F. Entonces, B es una subdlgebra de A y lo notaremos
B<A, (osimplemente B<A) si B C Ay cada operacién de B es la restriccion de la correspon-
diente operacion de A. Dada un algebra A, para cada X C A definimos.

[X] =({B: X C By B es una subdlgebra}

Entonces [X]| es una subdlgebra de A, llamada la subédlgebra generada por X. Si X C A,
diremos que X genera A o que A estd generada por X si [X] = A. El dlgebra A es finitamente
generada si tiene un conjunto finito de generadores.



Homomorfismos

Sean A y B dos algebras del mismo tipo F. Una funciéon h : A — B se dice un isomorfismo
de A en B si h es inyectiva, sobre y si para cada simbolo de funcién n-ario f € F y para toda
n-upla (ai, as,...,a,) tenemos

h(fMay,as, ... an)) = fB(h(ay), haz), ..., hiay)).

Diremos que A es isomorfa a B y escribiremos A = B, si existe un isomorfismo entre A y B.
Si h verifica s6lo la condicién anterior, diremos que h es un homomorfismo de A en B. Si h es
inyectiva diremos que h es una inmersion o un monomorfismo. En el caso que h sea sobreyectiva
diremos que h es un epimorfismo y que B es una imagen homomérfica de A.

1.1.2. Congruencia , algebra cocientes, ejemplos

Sea A un algebra de tipo F y sea § C A x A una relaciéon de equivalencia. Entonces diremos
que # es una congruencia sobre A si satisface la siguiente propiedad de compatibilidad:

(PC) para cada simbolo de funcién n-ario f € F y elementos ay,as, ..., a,,b1,bs,...,b, € A,
si a;0b;, para todo 1 < i < n, entonces

fA(al, as, ... ,an)HfA(bl, bay ..., by)

Por lo tanto, para cada simbolo de funcién n-aria en F tenemos definido el conjunto A/6 una
operacién n-aria f*/60 que a cada n-upla de clases de equivalencia (|ailg, aslg, - - ., |anlg) € A/0
le asigna el elemento | f# (a1, as, . .., an)ls.

El conjunto de todas las congruencias sobre un algebra 4 lo denotaremos por Con(A). Si
0 € Con(A) entonces el algebra cociente de A por 6 que representaremos A/6, es el dlgebra
cuyo universo es A/60 y cuyas operaciones estan definidas por

A ale, lasle, - .., lanls) = | fA(a1, a2, ..., an)lo

donde ay,as, ....,a, € Ay f es un simbolo de funcién n-aria en F. Las algebras cocientes de A
son del mismo tipo que A. De esta definicién resulta que la aplicacion candnica q : A — A/0
es un epimorfismo. Un resultado importante es el siguiente:

Si A es un algebra entonces Con(A) ordenado por la relacién de inclusién es un reticulo acotado
y completo, cuyo primer elemento es idy que es la relacién de identidad sobre A y cuyo tdltimo
elemento es A x A.



El reticulo de las congruencias de un reticulo es siempre distributivo aunque el reticulo original
no lo sea. El reticulo de las congruencias caracteriza a las dlgebras subdirectamente irreducibles.
En efecto,

Teorema 1.1.1 Un dlgebra A es subdirectamente irreducible si, y solo si, Con(A)\{ida} tiene
primer elemento.

Es decir, A es subdirectamente irreducible si, y sélo si, existe ; € Con(A), 0 # ida tal que
¢, C 0 para toda 8 € Con(A) \ {idA}.

El siguiente teorema fundamental es debido a G. Birkhoff.

Teorema 1.1.2 Toda dlgebra con mds de un elemento es isomorfa a un producto subdirecto de
una familia de dlgebras subdirectamente irreducibles.

Por otra parte, recordemos que una clase particular de algebras subdirectamente irreducibles
son simples, donde un algebra A con mas de un elemento es simple si, y sélo si, las tnicas
congruencias de A son las triviales, es decir, id4s vy A X A. Ademas, un algebra A con mas de
un elemento se dice semisimple si es producto subdirecto de una familia de dlgebras simples.

Filtros

Sea (A,V, A, 0,1) un reticulo, F' C A es un filtro si verifica (F1) F #0, (F2) sia€ Fya<b
entonces b € F'; y (F3) six,y € F entonces z Ay € F. Ademés, F' es un filtro primo si es un
filtro que verifica la propiedad adicional si a Vb € I entoncesa € F'o b € F.

Con F'i(A) designaremos a la familia de todos los filtros de A, esto es,

Fi(A) ={F C A: F verifica (F1),(F2)y (F3)}

Algebras de Boole

Un édlgebra de Boole es un algebra (L, V, A, ~, 0, 1) de tipo (2,2,1,0,0) donde el reducto (L, V, A, 0, 1)
es un reticulo distributivo acotado y sastifacen las siguientes condiciones:

(Bl) eA~2 =10

(B2) av ~z =1,



Las algebras de Boole, introduidas por G. Boole en 1850, son modelos algebraicos del célcu-
lo proposicional de la logica clasica. Para mayor informacién sobre estas algebras se puede
consultar [33].

Reticulos distributivos pseudocomplementados

Existen en la literatura numerosas generalizaciones de las dlgebras de Boole en las cuales la
negacion es reemplazada por diversas operaciones unarias, que sastifacen algunas de las pro-
piedades de la operacién original. Una de ellas son los reticulos pseudocomplementados cuyo
estudio comenzoé con un trabajo de V.Glivenko en 1929.

Un algebra (L, A, V, %,0,1) de tipo (2,2,1,0,0) es un reticulo distributivo pseudocomplementado
(o p-algebra) si (L, A, V,0,1) es un reticulo acotado tal que para cada a € L, el elemento a* es
el pseudocomplemento de a; esto es, a* verifica

xr<a" siysolosi aAxz=0.

Cabe destacar que numerosos autores tales como H. Lakser y G. Grétzer (ver [32]) denomi-
naron a estas algebras p-algebras distributivas ya que el nombre de p-adlgebras en general, es
utilizado por autores tales como H. P. Sankappanavar, T. Hecht y T. Katrinak para las no
necesariamente distributivas (ver [46, 34]).

En 1949, P. Ribenboim mostré que la clase de p-algebras constituyen una variedad. Més preci-
samente, probd que estas algebras son reticulos distibutivos acotados con una operaciéon unaria
adicional * que verifica las siguientes propiedades:

(R1) z A (zVy) =a Ay,
(R2) 2 ANO* =z,
(R3) 0™ = 0.

Es bien conocido que en toda p-algebra L se verifican las siguientes propiedades: para todo
a,be L

(P1) aNa* =a™ Na* =0,
(P2) anb=0,siy sblosi, a < b,
(P3) a <a*,

(P4) a** = a*,



(P5) aAb=0,sisdlosi, a™ ANb=0,
(P6) a < b implica b* < a*,

(P7) (aVb)* =a*Ab,

(P8) (a Ab)™ = (a™ Ab™),

(P9) (a** V)™ = (aVb)*

(P10) (aVa*)* =0.

Algebras de De Morgan

Un dlgebra de De Morgan es un algebra (L, V,A,—,0,1) de tipo (2,2,1,0,0) donde el reducto
(L,V,A,0,1) es un reticulo distributivo acotado y se verifican las siguientes condiciones:

(M1) ——z =z,
(M2) =(zVy)=—-aA-y.

De la definicion resulta que en toda dlgebra de De Morgan se verifican las siguientes propiedades:

M3) x <y si, y sélo si, 7y < =z,

M4) =(x Ay) = -z V —y,

(M3)
(M4)
(Mb5) —1
(M6) Si L es un dlgebra de De Morgan con més de un elemento, se puede definir sobre el conjunto
X(L) de todos los filtros primos de L, la transformacién ¢ llamada transformacion de
Birula y Rasiowa que a cada P € X (L) le asigna

o(P) =L\ -P € X(L)

donde
P ={-x:2 € P}.

Las propiedades importantes de ¢ son:

(pl) pp(P) = P, para cada P € X(L),
(p2) si P, € X(L) son tales que P C @, entonces p(Q) C ¢(P).



La nocién de élgebra de De Morgan fue estudiada por A. Bialynicki-Birula y H. Rasiowa en [3]
como un instrumento algebraico para el estudio de légicas constructivas con negacién fuerte.

Algebras de Lukasiewicz trivalentes

La teoria de las algebras de Lukasiewicz trivalentes fue introducida y desarrollada por G. Moisil
en [37]. Posteriormente, A. Monteiro en [38, 39] indic6 una axiomdtica equivalente a la dada
por Moisil y la que presentaremos a continuacién es debida a L. Monteiro [40].

Un algebra (A, V, A, =, V,0, 1) de tipo (2,2, 1, 1,0,0) se dice un dglgebra de Lukasiewicz trivalente
si el reducto (A, V, A, —,0, 1) es un algebra de De Morgan y se verifican las siguientes identidades:

(L1) mz v V2 =1,
(L2) =z AVz =z Az,
(L3) V(zx Ay) =Vz AVy.

1.2. Dualidades topolégicas

En esta seccién repasaremos la dualidad de Priestley para los reticulos distributivos acotados
y algebras de De Morgan. En lo que sigue indicaremos con £ a la categoria de los reticulos
distributivos acotados y sus correspondientes homomorfismos.

1.2.1. Dualidad de Priestley para los reticulos distributivos acotados

Recordemos que un espacio topoldgico totalmente disconezo en el orden es una terna (X, 7, <)

donde
(T1) (X, <) es un conjunto parcialmente ordenado,
(T2) (X, 7) es un espacio topolégico y

(T3) para todo z,y € X tales que x < y , existe U C X abierto, cerrado y creciente tal que
relUey¢U.

Un espacio de Priestley (o P—espacio) es un espacio topolégico compacto y totalmente disconexo
en el orden. Una P—funciéon de un P—espacio en otro, es una funcién continua y creciente.
Denotaremos con P a la categoria de los P—espacios y las P—funciones. Como es usual, a los
objetos de P lo representaremos por su conjunto subyacente X . H. Priestley en [43, 44] introdujo
los funtores contravariantes ¥ : P — Ly ¢ : L — P como sigue:



(T4) si X es un objeto de P, ¥(X) = D(X) donde D(X) = (D(X),N,U,0, X) es el reticulo
de los subconjuntos abiertos, cerrados y crecientes de X,

(T5) para cada f € homp (X1, X2), U(f)(U)= f~Y(U) para cada U € D(X,).
y, por otro lado

(T6) si L es un objeto en £, &(L) = X (L) donde X (L) = (X(L),7,<) el conjunto de los
filtros primos de L ordenados por la relacién inclusién y con la topologia que tiene como
sub-bésicos a los conjuntos de la forma op(a) ={P € X(L):a€ P} y X(L)\or(a)
para cada a € L,

(T7) si h € homp(Ly, Ly), entonces ®(h)(P) = h™(P) para cada P € X(L,).

Por otra parte, o7 : L — D(X (L)) es un isomorfismo de reticulos distributivos acotados y la
funcién ex : X — X (D(X)) definida por e¢(z) = {U € D(X) : x € U} es un isomorfismo en P,
es decir, es un homeomorfismo y un isomorfismo de orden.

De esta manera, los funtores W y ® establecen una completa dualidad entre las categorias L y
P.

Esta dualidad tiene muchas aplicaciones. Por ejemplo, Priestley ([43, 44]) caracterizé a las
congruencias de los reticulos distributivos acotados por medio de ciertos subconjuntos del P—
espacio asociado de la siguiente manera.

Lema 1.2.1 Sea L un reticulo distributivo acotado e Y un subconjunto cerrado de X(L). En-
tonces

OY)={(a,b) e Lx L:or(a)NY =0o,(b)NY}

es una congruencia en L y la correspondencia Y — O(Y) establece un anti-isomorfismo entre
el reticulo de todos los subconjuntos cerrados de X (L) y el reticulo de las congruencias de L.

1.2.2. Dualidad de Priestley para las algebras de De Morgan

W. Cornish y P. Fowler ([10, 11]) extendieron la dualidad de Priestley a las algebras de De
Morgan de la manera que indicamos a continuacién. Un espacio de De Morgan (o m-espacio)
es un par (X, g), donde X es un objeto de Py g : X — X es un homomorfismo involutivo y
un anti-isomorfismo de orden. Por otra parte, una m-funcién de un m-espacio (X, ¢1) en un
m-espacio (Xs, g2) es una P—funcién f: X; — X5 tal que verifica:



fogi=g20f.
Denotaremos con m a la categoria de los m—espacios y las m—funciones y con M a la categoria
de las algebras de De Morgan y sus correspondientes homomorfismos.
Si L = (L,A,V,—,0,1) es un objeto de M y g : X(L) — X(L) estd dada por, para cada
Pe X(L)

gL(P) =L\ {-x:z € P}
entonces (X (L), gr) es un objeto de m. Por otra parte, si (X, ¢g) es un m—espacio y se define la
operacién —: D(X) — D(X) por la prescripcion, para cada U € D(X)

~U=X\g'(U)

entonces (D(X),N,U, =, 0, X) es un objeto de M. Luego, las categorfas M y m son dualmente
equivalentes y los isomorfismos oy, vy €x, presentados en la seccién anterior, son las equivalencias
naturales correspondientes.

Por otra parte, Cornish y Fowler en [10] introdujeron la nocién de conjunto involutivo de un
m-espacio (X, g) como un subconjunto Y de X tal que g(Y) =Y |, lo que es equivalente a
decir que y € ¢g(Y') si, y solo si, y € Y. Entonces, mostraron que

Teorema 1.2.2 Si L es un dlgebra de De Morgan, entonces el reticulo de todos los subconjuntos
cerrados e involutivos de X (L) es isomorfo al dual del reticulo de todas las congruencias de L.

Cabe mencionar que si (X, g) es un m-espacio e Y € X es involutivo, entonces Y es involutivo
(donde Y indica la clausura de Y') . En efecto, de la hip6tesis resulta que Y = g(Y) y como g es
un homeomorfismo concluimos que Y = ¢(Y’). Para finalizar, recordemos el siguiente resultado.

Lema 1.2.3

(1) Si (X,9) € m eY es un subconjunto cerrado e involutivo de X, entonces ©(Y) es una
congruencia de De Morgan sobre W(X,g). Mds ain, sim: V(X,g9) = V(X,q)/O(Y) es
la proyeccion canonica, entonces

Y = H(2(m)(2(T(X, 9)/O(Y))
donde la funcion € : X — ®(V(X,g)) estd definida por e(x) ={U € V(X) :z € U}.

(i1) Sea A un dlgebra de De Morgan y © una congruencia sobre A. Siw: A — A/O es la
proyeccion candnica, entonces Y = ®(m)(P(A)) es un subconjunto cerrado e involutivo de

O(A).
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1.3. Lodgicas paraconsistentes

En la légica tradicional, la presencia de contradicciones en la teorfa y la trivialidad (el hecho que
la teoria implique todas las posibles consecuencias) se asumen inseparables, siempre y cuando
se cuente con una negaciéon. Este es el efecto de una caracteristica logica comun conocida como
explosividad: de una contradiccion ‘a 'y —a’ todo es derivable.

En efecto, la légica cldsica (y muchas otras légicas) equiparan los conceptos de ‘consistencia’
con el de la ‘no existencia de contradicciones’. De esta manera, tales logicas fallan en distinguir
entre la existencia de contradicciones y otros tipos de inconsistencia.

Las légicas paraconsistentes son logicas en las cuales estos dos conceptos son independientes.
Es decir, la paraconsistencia es el estudio de teorias que admiten contradicciones y que, sin
embargo, no son triviales.

En lo que sigue ¥ = {X,},c., es una signatura proposicional, donde ¥, es un conjunto de
conectivos de aridad n. Sea = = {p;}ic, un conjunto numerable de variables proposicionales.
Entonces, el conjunto de formulas F'm construidas con las variables proposicionales de = y los
conectivos de X es el algebra absolutamente libre generada por = en el lenguaje .

Como es usual, denotaremos a los elementos de F'm con las letras griegas minusculas «a;, 3,7, . . .,
etc.; y denotaremos a los conjuntos de férmulas con letras griegas mayusculas I', A, etc..
Ademas, notaremos I', & en lugar de ' U {a} y I'; A en lugar de I' U A.

1.3.1. Trivialidad, Explosividad y Consistencia

Nuestra presentacion se enmarca en la teoria general de las relaciones de consecuencia. Sea X
un conjunto, con P(X) denotamos al conjunto de las partes de X. Consideremos un conjunto
de férmulas F'm.

Decimos que =C P(F'm) x F'm define una relacién de consecuencia sobre F'm si se verifican:

(Cl) a €T implica I' = «, (Reflexividad)
(C2) A Ea, ACT implica I’ = a, (Monotonia)
(C3) AEayTl ak g implica AT | S. (Corte)

En este trabajo, una légica L. es una estructura L. = (F'm, |=) formada por un conjunto de
férmulas F'm y una relaciéon de consecuencia |= definida sobre F'm. Una légica LL se dice tars-
kiana si satisface (C1),(C2) y (C3)

Diremos que una légica IL es compacta si verifica la condiciéon:

(C4) T |= « implica T'™" |= «, para algiin conjunto finito I'* C T". (Compacidad)

11



Una propiedad usual de las logicas que estudiaremos es la estructuralidad.

Sea 0 : = — F'm una funcién, sabemos que existe un tinico homomorfismo (endomorfismo)
o : Fm — F'm que extiende a . Una légica es estructural si preserva endomorfismos. Es decir,
si vale

(C5) T' = « implica €(I") = €(a), para todo endomorfismo € sobre F'm. (Estructuralidad)

En términos sintacticos, la estructuralidad se corresponde con la regla de sustitucién uniforme
o, alternativamente, con el uso de axiomas esquemas y reglas esquemas.

Cualquier conjunto de férmulas I' C F'm se dird una teoria.

Una teoria se dice propia si I' # F'm y se dice cerrada si contiene a todas sus consecuencias, es
decir, si para toda formula « vale

['Ea si,ysolosi, a €T

En adelante consideraremos l6gicas I = (F'm, |=) cuyo lenguaje base ¥ contiene un conectivo
unario de “negaciéon” — y tal que = satisface (C1)—-(C3) y (C5).

Sea I' una teorfa de IL. Se dice que I' es contradictoria con respecto a =, o simplemente contra-
dictoria, si satisface:

JoMEay I E-a)

Ademas, T" se dice trivial si

Va(l' E «a)

Observemos que la teoria I' = F'm es trivial, por (C1). Podemos concluir que la existencia de
contradicciones es una condicién necesaria, pero en general no suficiente, para la trivialidad en
una teoria dada, puesto que las teorias triviales derivan toda posible consecuencia.
Finalmente, I' se dice explosiva si:

VOCVﬂ(F, Q, T ): B)

Es decir, una teoria se dice explosiva si se trivializa cuando es extendida con un par de férmulas
contradictorias. Por otro lado, si una teoria es trivial entonces es explosiva, por (C2). Ademas,
si una teoria es contradictoria y explosiva entonces es trivial, por (C3).

Las nociones anteriores pueden ser extendidas de teorias a logicas de una manera natural. Se
dice que una légica IL es contradictoria si todas sus teorias son contradictorias. Es decir, IL es
contradictoria si

Vida(T'Ea y T'E —a)
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Analogamente, IL se dice trivial si todas sus teorias son triviales; y se dice explosiva si todas
sus teorfas son explosivas. De las definiciones anteriores y (C2) se tiene:

Proposicién 1.3.1.1 Una légica L es contradictoria (trivial/explosiva) si, y solo si, su teoria
vacia es contradictoria (trivial/explosiva).

Algunos principios 1égicos conocidos (aplicados a una légica genérica IL) pueden ser formalizados
como sigue:

Principio de la No Contradiccion (Il es no contradictoria)

AVa(l' Ea o T~ —a)

Principio de la No Trivialidad (L es no trivial)

Ar3a(l o)

Principio de la Explosion (L es explosiva)

VIVavB(T, a, —a = B)

Estos tres principios estan interrelacionados, como lo muestra el siguiente resultado.

Teorema 1.3.1
(i) Una ldgica trivial es contradictoria y explosiva.

(i1) Una légica L explosiva falla en el Principio de la No Trivialidad —si, y solo si L falla
en el Principio de la No Contradiccion.
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1.3.2. Ldgicas de la Inconsistencia Formal (LFI’s)

Durante el siglo XX, diferentes autores como Stanislaw Jaskowski (1948), David Nelson (1959)
y Newton da Costa (1963) propusieron, independientemente, el estudio de 16gicas que tuvieran
teorias contradictorias no triviales, dando lugar a las ldgicas paraconsistentes.

Para da Costa, una légica es paraconsistente con respecto a la negaciéon — si tiene una teoria
contradictoria pero no trivial. Es decir, si

AIeBT Eay TE-ay T REp

Observemos que esta nocién de logica paraconsistente nada tiene que ver con el Principio de la
No Contradiccion, pero estd intimamente ligado con el rechazo al Principio de la Explosién.
Por otro lado, Jaskowski definié a una légica paraconsistente como aquella légica en la que falla
el Principio de la Explosién, es decir:

A'3a3p(T, o, ~a = B)

No es dificil ver que estas dos definiciones de logica paraconsistente son equivalentes.

Es importante observar que si en una légica todas las contradicciones son equivalentes, esta no
puede ser una logica paraconsistente. En efecto, diremos que dos conjuntos de férmulas I'' y A
son equivalentes, si

Vo e AT Ea) y VaeI'(A E a)

En particular, dos férmulas « y  son equivalentes si {a} y {8} son conjuntos equivalentes
de formulas. Observemos que la equivalencia entre férmulas es una relaciéon de equivalencia
sobre F'm (por (C1) y (C3)). Sin embargo, la equivalencia entre conjuntos no es una relacién
de equivalencia sobre P(F'm) a menos que L satisfaga la siguiente condicién:

(C6) VBe AT EfB) v A E aimplical = « (Corte sobre conjuntos)

Teorema 1.3.2.1 Sea IL una ldgica tarskiana. Entonces, si todas las contradicciones son equi-
valentes en 1L entonces IL no es paraconsistente.

Una logica L se dice consistente si es explosiva y no trivial, en otro caso, se dice que L es
inconsistente. Luego, podemos afirmar que una légica es paraconsistente si es inconsistente y
no trivial.
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Sea p una variable proposicional y sea ()(p) un conjunto de férmulas que dependen solamente
de p que satisface lo siguiente: existen formulas o y (§ tales que

(a) Ole), a [~ B8,
(b) O(a), ~ar = B,

Se dice que una teoria I' es gentilmente explosiva (con respecto a ()(p)) si:

YavB(T, O(a), o, —a = B)

Entonces, podemos introducir la nocién de Légica de la Inconsistencia Formal.

Definicién 1.3.2.2 (/8]) Una Légica de la Inconsistencia Formal es una légica (o LFI) para-
consistente gentilmente explosiva.

En otras palabras, una légica L es una LFI (con respecto a una negacién —) si:

(i) 33T, a, —a = B), vy

(i) existe un conjunto de férmulas (O(p), que depende exactamente de una variable proposi-
cional p, y que verifica (a) y (b) tal que VaVva(I', O(«), o, ~a = 5)

A continuacion exhibiremos la légica C; de da Costa. Esta es la primer légica de la jerarquia
de 16gicas C,, 1 < n < w (ver [14, 15]). Esta légica es un claro ejemplo de LFI basada en la
logica proposicional clasica CPL. La presentacion serd por medio de un calculo de Hilbert y se
debe a Carnielli, Coniglio y Marcos en [7].

Sea Y la signatura que contiene a los conectivos binarios A, V y —, y el operador unario —. Sea
Fm el algebra de las férmulas generada por un conjunto numerable = = {p; };c,, de variables
proposicionales sobre ¥. Para cada férmula «, sea o« la abreviatura de la férmula —(a A —a).
La logica Cy = (F'm, ) puede ser axiomatizada por los siguientes axiomas esquema.

Axiomas Esquema:
(Ax1) a— (6 — «),

(Ax2) (@ = f) = ((a = (8 = 7)) = (@=7)),
(Ax3) a— (B = (aAf)),

(Ax4) (aApB) = o,

(Ax5) (aAp) =B,
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(Ax6) o — (aVp),
(AXT) B = (aV B),
(Ax8) (a =) = ((B—17) = ((aV ) =),
(Ax9) a V(o= f),
(Ax10) aV —q,
(Ax11) ——a — a,
(bcl) ocax — (a = (—a — ),
(cal) (caAoff) — o(a A fB),
(ca2) (oca Aofl) — o(aV ),
(cal) (o Aofl) = o(a — f3),

Regla de inferencia:
(MP) va—f
La definicién de demostracién formal en Cy es la usual. Si I'U {a} C F'm, escribiremos I' -} «
para indicar que existe una demostracién formal en C a partir de las premisas I'. Si I' = (),
diremos que « es un teorema.

En [16] y [17], N. da Costa y E. Alves propusieron una original semantica de valuaciones
para C; sobre {0,1}. Una caracteristica distintiva de estas valuaciones es que la negacién
paraconsistente (—) se comporta en forma no deterministica con respecto a esta seméntica,
como veremos a continuacién. Esta clase de seménticas (denominadas a menudo bivaluaciones)
fueron generalizadas para diferentes LFI’s.

Definicién 1.3.2.3 (Valuaciones para Cy) Una funcion v : Fm — {0,1} es una valuacion
para Cy, o una Cy-valuacion, si verifica:
(VAnd) wv(aAB)=1 siysolosi vie)=1yv(s)=1.
(vOr) vV p)=1 siysolosi v(a)=1 o0v(s)
(vImp) (= B)=1 siysolosi vie)=0o0v(fB)=1.
(vNeg) Siv(—a) =0 entonces v(a) = 1.
(vCf) Siv(——a) =1 entonces v(a)=1.
(VWB,)  v(a) =v(-a) siysolosi v(ioa) =0 siysolosi v(—oa)=1.
(VWBy)  Siv(a) #v(-a) yvu(B) # v(=8) entonces v(aff) # v(—(atf)), para § € {A,V,—}.

Designamos con V' al conjunto de todas las Cy-valuaciones.

<
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Sea I'U {a} C Fm. Se define de una manera natural una relacién de consecuencia seméntica
= con respecto al conjunto de las Cj-valuaciones como sigue:

I' =« siysolosi, paratodave VO, siv(l') C {1} entonces v(a) =1

Entonces,
Teorema 1.3.2.4 (de Correctitud) Sea T' U {a} C Fm.
'k a implica T'E «
Dem. Sea v una Cj—valuacién. Basta probar que:
(1) Si « es una instancia de un axioma de C; entonces v(a) = 1.
(2) Si ay [ son tales que v(a) = v(a — ) = 1, entonces v(f) = 1.

Para probar (1) debemos chequear cada axioma de Cj. Observemos que las cldusulas de la
definicion de valuacion para los conectivos A, V y — son las usuales que caracterizan las tablas
de verdad de estos conectivos en la légica clésica. Por lo tanto los axiomas de (Ax1) a (Ax9)
son correctos con respecto a esta seméntica de valuaciones. Con respecto al axioma (Ax10), si
v(—a) = 1, entonces v(aV—a) = 1. Si, v(—a) = 0y por (vNeg) v(a) = 1, luego v(aV-a) = 1.
Para probar que el axioma (Ax11) es vélido supondremos por el absurdo que para toda valua-
cién v, v(=—a — a) = 0. Entonces, por (vImp), v(=—a) =1y v(a) = 0. Por (vCf) tenemos
que v(a) =1y v(a) = 0, lo que es una contradiccion.

Para los restantes axiomas solo probaremos la validez de (bcl). Sea  una instancia del axioma
(bcl), es decir 5 es oav — (o — (ma — 7)). Si v(oa) = 0 entonces por (vImp) v(8) = 1. Sino,
v(oar) = 1 entonces por (VWB;) entonces por esto tenemos que v(«) # v(—a). Si v(a) =0
entonces por (vImp) tenemos que v(5) = 1. Si v(a) = 1 entonces v(—a) = 0 por (vImp)
v(B) = 1.

Finalmente, por (vImp), (2) vale. [

Para la demostracién de la completitud necesitaremos algunas definiciones y resultados.

Definicién 1.3.2.5 Sea L = (F'm, =) una ldgica tarskiana y sea TU{«, 8} C Fm. El conjunto
[’ es mazimal no trivial con respecto a o si I' = v pero T, B |= a para toda B € T.

Definicién 1.3.2.6 Sea L una légica tarskiana. Un conjunto de formulas T' es cerrado en 1L
(0 es una teoria cerrada de L), si para toda formula B

'Ep siysolosi el
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Entonces, podemos probar el siguiente lema.

Lema 1.3.2.7 Si L es una ldgica tarskiana, cualquier conjunto de formulas mazimal no trivial
con respecto a la formula B es cerrado.

Dem. Sea I' un conjunto de féormulas maximal no trivial con respecto a (3, donde 3 es una
férmula de L. Como L es tarskiana si o € I' entonces I' = . Reciprocamente, supongamos
que I' = a y que a ¢ T'. Entonces, como I' es maximal no trivial con respecto a § tenemos que
I, |= B. Pero, como L es tarskiana (por (C6) y tomando A = I' U {a}) tenemos que I' |= £,
lo que contradice la hipdtesis de que I' es maximal no trivial con respecto a [3. ]

A continuacion mostraremos un resultado clasico de la légica.

Teorema 1.3.2.8 (de Lindenbaum-Los) Sea 1. una légica tarskiana y finitaria.
Sea I'U{a} C Fm tal que T = «. Entonces, existe un conjunto de formulas A tal que A es
mazximal no trivial con respecto a o yI' T A C Fm.

Dem. En esta demostracién haremos uso del Axioma de Elecciéon en una de sus versiones
equivalentes como es el Principio del Buen Ordenamiento. Supongamos que F'm es un conjunto
bien ordenado, es decir, F'm es la sucesién transfinita {a)}r<p donde 6 es un ordinal. Por
induccion transfinita, podemos definir una sucesién creciente de teorias {I'y}r<¢ del siguiente
modo: I'y =TI y para todo A < 0

r, siA=p+1y Ty oo
Iy=< T,U{a,} sid=p+1y I'ya,fa
U,<xTw si A es un ordinal limite

Sea A = J,_,'x. Entonces, A cumple con las condiciones requeridas. En efecto, claramente
[' € A. Veamos que I'y £ « para todo A < 6. Si A = 0 entonces por hipétesis I'y & a.
Supongamos que (H.I.) I', /= o para todo p < A y supongamos que A = u+ 1 < 6. Por la
definicién de I'y tenemos que I'y = a. Si A es un ordinal limite y T'y = «, como L es finitaria,
existe un subconjunto finito I/ de Ty tal que IV |= a. Pero T',, C T, si u < 7 y por lo tanto,
[/in C T, para algtin 4 < . Luego, I', = a para algin g < A lo que contradice (H.L.).

Por un argumento similar, probamos que A = «. Finalmente, supongamos que 5 ¢ A. Entonces,
B = a,, para algun p < ¢ y por lo tanto o, & I',11, por definicién de A. Por construccién de
', 41 tenemos que I'y,, v, |= o y entonces, por monotonia de L, tenemos que A, § = a. Luego,
A es maximal no trivial con respecto a a. |

Observacion 1.3.2.9 Recordemos que toda logica definida por medio de un cdlculo de Hilbert
cuyas reglas de inferencia son finitarias, es una logica tarskiana y finitaria. Luego, la logica
definida por el cdlculo Cy es tarskiana y finitaria.
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Teorema 1.3.2.10 Sea 'U{S} C F'm tal que I' es maximal no trivial con respecto a 3 en C4.
Entonces, la funcion v : Fm — {0,1} definida por

va)=1 <= ael

Para todo oo € Fm es una valuacion para C1.

Dem. Vamos a verificar que la funcién v sastiface las condiciones de la Definicion 1.3.2.3.

(vAnd)

(vOr)

(vImp)

(vNeg)

(vCf)

(VWBl)

Supongamos que v(¢ A 1) = 1. Entonces ¢ A € I'. Como I' es maximal no trivial, por
el Lema 1.3.2.7, T" es cerrado y por lo tanto contiene a todos los axiomas, en particular
(pA)) = ¢ € T'. Luego, por modus ponens, ¢ € I y por lo tanto v(¢) = 1. Andlogamente,
tenemos que v(¢) = 1. Reciprocamente, supongamos que v(¢) = 1 y v(¢») = 1. Entonces,
¢ y ¢ pertenecen a I'. Como I' contiene a los axiomas, ¢ — (¢ — (¢ A1) € ' y, por
modus ponens, ¢ A1 € I'. Luego, v(¢p A ) = 1.

Se prueba analogamente.

Supongamos que v(¢ — ) = 1. Entonces ¢ — ¥ € I'. Si ¢ € I', por modus ponens,
1 € T'. Luego, tenemos que vale la siguiente afirmacién: v(¢) = 1 implica que v(¢)) = 1.
Es decir, v(¢) = 0 0 v(¢p) = 1. Reciprocamente, supongamos que v(¢) = 0 o v(¢)) = 1.
Luego, p €T o ¢p € I'. Si ¢ € ', como el axioma ) — (¢ — 1) € I' y por modus ponens
se tiene que ¢ — ¥ € I', y entonces v(¢p — 1) = 1. Si ¢ ¢ T, por la maximalidad de T’
con respecto a (3, tenemos que ', ¢ = 5. Supongamos por el absurdo que ¢ — ¢ & T,
nuevamente por la maximalidad de I" se tiene que I, — ¢ |= 8. No es dificil verificar
que I'; o V (¢ — 1) = 5. Esto es una contradiccion por el axiona (Ax9).

Supongamos que v(—¢) = 0, y supongamos ademéds por el absurdo v(¢) = 0. Entonces,
¢ €Ty ¢ dT. Como I es maximal, I', ~¢ = By T', ¢ = . Luego, haciendo una prueba
por casos se puede verificar que I' = /3, lo que es una contradiccion.

Supongamos que v(——¢) = 1. Entonces, =—¢ € I'. Como I es cerrado, =—¢ — ¢ € T,
por el axioma (Ax11). Por modus ponens, ¢ € I, es decir, v(¢) = 1.

Supongamos que v(¢) = v(=¢). Si v(p) = 1 = v(—¢) entonces ¢, —¢ € I'. Si o¢ pertene-
ciera a I'; como I' contiene a los axiomas, o — (¢ — (=¢ — 1)) € I' para toda férmula
1; y por modus ponens tendriamos que @ € I' para toda férmula 1. En particular £
perteneceria a I', lo que es una contradiccién. Por lo tanto, o¢ ¢ T, es decir, v(o¢) = 0.
Si v(¢) = 0 = v(—¢) entonces ¢ &€ I''y =¢ ¢ I'. Como I' es maximal no trivial con
respecto a [3 tenemos que I',;¢ = 5y T',=¢ |= 3; como vimos en el caso (vINeg) esto es
una contradiccién.

Andlogamente se prueba que v(—o ¢) = 1.
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(VWB,;) Se prueba con razonamientos andlogos a los anteriores.

Teorema 1.3.2.11 (de Completitud) Sea I' U {a} C Fm.
I'Ea implica TF «

Dem. Supongamos que I' I/ a y sea A un conjunto maximal no trivial con respecto a «
que extiende a I'. Sabemos que tal conjunto existe por el teorema de Lindembaum-Los. Por el
Teorema 1.3.2.10, existe una valuacién v tal que v(I') C {1} y v(a) =0, pues ' C Ay o & A.
Luego, I' £ « lo que es una contradiccion. |

Para finalizar, enunciamos el siguiente resultado que se demuestra en forma directa.

Teorema 1.3.2.12 C es una LFI con O(p) = {op} = {—=(p A —p)}
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Capitulo 2

Algebras de Stone involutivas

En este capitulo haremos una revisién de la teoria de las algebras de Stone involutivas, incluyen-
do todos aquellos resultados conocidos acerca de las mismas. Muchos de estos son fundamentales
para el desarrollo posterior de este trabajo, como veremos en el Capitulo 3. En primer lugar,
nos referiremos a los motivos que llevaron a considerar el estudio de estas dlgebras. Veremos
que la clase de las algebras de Stone involutivas puede ser definida mediante ecuaciones, es de-
cir, ésta constituye una variedad. Estudiaremos sus propiedades béasicas y su relacién con otras
clases de dlgebras conocidas. Presentaremos una dualidad topoldgica estilo Priestley para ellas
y la utilizaremos para, entre otras cosas, determinar los miembros subdirectamente irreducibles
y simples de esta clase de dlgebras. La mayoria de estos resultados fueron obtenidos por R.
Cignoli y M. Sagastume en [12, 13].

2.1. Introduccion

En [12], R. Cignoli y M. Sagastume de Gallego se propusieron caracterizar a las dlgebras de
Lukasiewicz—Moisil 5-valuadas como 4lgebras de De Morgan, cuyos elementos complementados
verificaran ciertas condiciones, para luego obtener las correspondientes caracterizaciones de las
algebras de Lukasiewicz—Moisil 4-valuadas y 3—valuadas como casos particulares. Estos autores
buscaban dar un primer paso en la obtencién de una posible caracterizacién algebraica de las
logicas de Lukasiewicz n—valuadas en términos de reticulos, lo que les permitiria compararlas
con otros calculos proposicionales y evaluar posibles aplicaciones a la teoria de circuitos y de
programacion. Es en este contexto, que fueron introducidas las dlgebras de Stone involutivas.

Recordemos que si L = (L, A,V,0,1) es un reticulo distributivo, un elemento a € L se dice
elemento complementado si existe b € L tal que a Vb =1y aAb = 0, ademas b se dice el
complemento de a, b es tinico y lo denotaremos con a'.
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Denotaremos con B(L) al centro de L, esto es, B(L) es el conjunto de todos los elementos
complementados de L.

Sea A = (A, A, V,—,0,1) un algebra de De Morgan. Entonces,
Proposicién 2.1.1 B(A) es una subdlgebra de De Morgan de A.

Dem. Es claro que B(A) # ) pues 0,1 € B(A). Ademds, dados a y b € B(A) no es dificil
verificar que (a Vb) =d AV y (aAb) =d V. Porlotanto aVbyaAbe B(A). Por
otro lado, si a € B(A), existe b € A tal que aAb =0y aVb=1 Sea c = —b, entonces
—aANc=-aAN-b==(aVb)=-1=0y —-aVc=-aV-b=-(aAb) =-0=1. Esto es,
—a € B(A). |

Denotemos con K(A) al conjunto de todos los elementos a € A tales que la negacién de De
Morgan de a, —a, coincide con el complemento de a, es decir

K(A)={keA:=k=k}.

Entonces,
Proposicién 2.1.2 K(A) es una subdlgebra de De Morgan de B(A).

Dem. Como -1 =0 = 1" tenemos que 0 € K (A) y por lo tanto K(A) # (). Sean z,y € K(A),
entonces ~z = 2’ y —y = . Luego, =(xVy) =z A—-y=2"Ny = (xVy) y anilogamente
se tiene que —(z Ay) = (z Ay)'. Por otro lado, si x € K(A), -(—x) = —(2') = (2') = (—z)’,
esto es, ~z € K(A). [

Para cada a € A, sea K, el conjunto de todos los elementos de K (A) mayores o iguales a a,
esto es,

K, ={ke K(A):a<k}

Si K, tiene primer elemento, lo denotaremos con Va. Entonces,

Definicién 2.1.3 (Cignoli et al. [12]) Se llama clase de las dlgebras de Stone involutivas,
notada S, a la clase de las dlgebras de De Morgan A tales que:

(i) para todo a € A existe Va,

(i1) la correspondencia a — Va es un homomorfismo de reticulos.
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Proposicion 2.1.4 Si A es un dlgebra de Stone involutiva entonces:
(i) VA= K(A),
(ii)) x € VA siy solo si ©=Vu,

(i1i)) V(x Vy)=VzVVy.

Dem. (i) Sea x € VA. Entonces, = Va para algin a € A. Como Va es el primer elemento
de K,, tenemos que z = Va € K, C K(A). Por otro lado, si x € K(A) entonces x es el primer
elemento de K, = {k € K(A) : x < k} yaque z € K, y si k € K, entonces z < k. Luego,
Vr=xyxeVA.

(ii) La implicacién (=) es consecuencia de (i). La reciproca (<=) es inmediata

(ili) Inmediato pues por hipdtesis V es un homomorfismo de reticulos. n

El siguiente teorema nos muestra que la clase S puede ser definida mediante ecuaciones, es
decir, S constituye una variedad.

Teorema 2.1.5 (Cignoli et al. [13]) S es una clase ecuacional. Mds ain, un dlgebra de De
Morgan A € S si y solo si existe un operador V : A — A que satisface las siguientes identidades:

(SI1) V0 =0,

(S12) a ANVa = a,

(SI3) V(a Ab) = Va A Vb,
(Sl4) -Va AVa=0.

Dem. (=) Sea A € S y sea, para todo a € A, Va el primer elemento del conjunto
K, ={k € K(A) : a < k}. Esto es, Va € K, vy, si k € K, entonces Va < k. Suponga-
mos ademas que la aplicacion a +— Va es un homomorfismo de reticulos y veamos que valen
(SI1)—(SI4).

Como 0 € K(A), tenemos que 0 € Kj y entonces VO < 0. Pero, como 0 es primer elemento,
0 < V0. Luego, VO = 0. Como Va € K, se tiene que a < Va y entonces a A Va = a. (SI3) vale
pues V es homomorfismo de reticulo. Finalmente, como Va € K(A), sabemos que =Va = (Va)'
y entonces “Va A Va = (Va) A Va =0

(<) Sea V : A — A un operador que satisface (SI1)—(SI4). Veamos primero que vale la
siguiente afirmacién: si k& € K(A), entonces k = Vk. En efecto, sea k € K(A), entonces
k < Vk, por (SI2). Por otro lado, por (SI1) y (SI3) tenemos que 0 = V0 = V(—k A k) =
V-k A VEk, entonces (V-k A Vk) V (-V—-k) = —=V—k. Luego, distribuyendo se tiene que
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(V=ok v =V=k) A (Vk V =V=k) = =V=k. De (SI4) se tiene V-k V -V—=k = 1 y entonces
VkV =V-k ==V-k, es decir, (1) Vk < =V—k. De =k < V—k tenemos que -k A V-k = —k.
Luego, =(—=k A V=k) = ==k, entonces ==k V -V—-k = ==k, es decir -V—-k < —=—k. Luego, (2)
-V—-k <k.De (1) y (2), Vk < k.

Veamos ahora que VA = K(A). Sea x € VA, entonces existe k € A tal que x = Vk. Por
(SI4), tenemos que “Vk A Vk =0y -Vk Vv Vk = 1. Por lo tanto, z = Vk € K(A).
Por otro lado, sea k € K(A). Por lo probado anteriormente, k = Vk, es decir, k € VA.

Probemos que:

(i) Va es el primer elemento de K, = {k € K(A) : a < k}. Por (SI2) y que VA = K(A)
tenemos que Va € K,. Sea x € K,, luego = € K(A). Por lo visto anteriormente, x = Vz. Es
decir, a < z, esto es a A z = a. Luego, V(a A x) = Va, por (SI3) Va A Vz = Va. Entonces,
Va < Vz =z, esto es, Va < x. Luego, Va es el primer elemento de K.

(ii) V es un homomorfismo de reticulos. Solo tenemos que verificar que V(aVb) = VaV Vb,
para todo a,b € A. Como a < Vay b < Vb (por (SI2)) se tiene que a Vb < Va V Vb, esto es
VaVv Vb e Ky Seax € Koy = {x € K(A) :aVb<zx}. Entonces,aVb<zy V(aVb)esel
primer elemento de K,,. Luego, a < x y b < z y entonces, por (SI3), Va < Vz y Vb < V.
Como z € K(A), por lo visto anteriormente, x = Vz y entonces Va < =y Vb < z. Luego,
VaV Vb < z. Esto es, VaV Vb es primer elemento de K, y como el primer elemento es tinico,
tenemos que V(a V b) = Va Vv Vb. |

De ahora en mds, en este trabajo, un élgebra de Stone involutiva es una estructura (A4, A, V, -, V,0, 1)
de tipo (2,2,1,1,0,0) tal que

(i) (A, A,V,—,0,1) es un dlgebra de De Morgan y
(ii) V satisface (IS1)—(IS4).

Observaciéon 2.1.6 En toda dlgebra de Stone involutiva el operador V es mondtono. En efecto,
six <y entonces tA\y = x y luego V(xAy) = Vz. Por (S13), VeAVy = Vz, esto es, Vx < Vy.

A continuacién mostraremos resultados acerca de las dlgebras de Stone involutivas que nos
seran de utilidad en el Capitulo 3.

Lema 2.1.7 En toda dlgebra de Stone involutiva valen:

(SI5)  V1=1, (SI6) —xV V=1, (SI7) VVzx =V,
(SI8) V-Vz =-Vuz, (S19) V(zV-z)=1,
(S110) x N—=Vz =0, (S111) V(zV Vy)=VzV Vy.
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Dem. (SI5): Inmediato.

(SI6):  De (SI2) se tiene que ~x = —(x A Vz) = -2 V =Vz, y entonces, -z V Vz =
—zV-VzVVr=-zVI1=1

(SI7): Es consecuencia de la Proposicién 2.1.4 (ii).

(SI8): Es consecuencia de la Proposicién 2.1.4 (i) y el hecho que K(A) es una subélgebra de De
Morgan de A (Proposiciones 2.1.2 y 2.1.1).

(SI9): De & < Vx se tiene que =Va < =z y entonces V-V < V-z. Esto es, =Vz < V-uz, por
(SI8). Luego, 1 = =Va VvV Ve < V-zVVze =V(-zVz)=V(xV-x), pues V es homomorfismo
de reticulos .

Finalmente, (SI10) y (SI11) son consecuencia de (SI6), (SI7) y del hecho que V es un homo-
morfismo de reticulos. u

2.2. El pseudocomplemento ~ y el operador dual A

En esta seccién veremos que toda dlgebra de Stone involutiva admite una estructura de reticulo
pseudocomplementado. Esto es, en toda dlgebra A € S es posible definir la operacién unaria
sobre A, x: A — A, del siguiente modo:

a* =4e5. " Va,
entonces, x es un pseudo-complemento sobre A.
Lema 2.2.1 La operacion x verifica lo siguiente:

(i) % es antitona, i.e., si x <y entonces y* < x*. Ademds, 1* =0 y 0* = 1.
(ii) ** es una clausura, i.e., se verifican:

(a) x < a**,
(b) x <y implica v < y**,

(C) (m**)** — m**'

Dem.
(i) Si x < y, por la Obsevacién 2.1.6 tenemos que Vz < Vy. Luego, -Vy < =Vzx esto es
y* < x*. Ademsds, es inmediato que 0* =1y 1* = 0, por (SI5).
(i) (a)
rAx** =ax ANV (=Vz)
= (-2 vV (=Vz)) (Leyes de De Morgan)

= =(-x vV V) (SI8)
= —=(x A V) (Leyes de De Morgan)
=xA\Vr=z (SI2)
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(b) Inmediato por el inciso (i).

(c)

(47 = (~V(-Va))"
= 2V(=V(=V(=Vz)))
= =V (=V(=—Vz)), (SI8)
=V (=VVz),
= -V (=Va), (SI7)
— .:C**
[
Ademas,
Lema 2.2.2 FEn toda dlgebra de Stone involutiva se verifica:
(Z) :L‘* — :L‘***;
(i) (xVy)* =" Ay,
(117) (x Ay)™ =™ A y*,
(iv) o* Vv a* = 1.
Dem. Analoga a la del lema anterior. ]

Cignoli y Sagastume observaron en [13] que si A es un dlgebra de Stone involutiva, entonces
™ = V. Como z* V ** = 1 se tiene que A es un reticulo de Stone. El pseudocomplemento
dual 2z de x también existe (x* = V-z) y por lo tanto A es un reticulo de Stone dual. Es
decir, la clase S es una subclase de la clase de los reticulos de Stone dobles.

Observacion 2.2.3 (Cignoli et al. [13]) Es bien sabido, que si A es un reticulo de Stone, se
tiene: a € B(A) si y solo si a = a*™*. Luego, si A es un dlgebra de De Morgan que también
es un reticulo de Stone y si definimos Vx = x** se tiene que las siguientes condiciones son
equivalentes:

(i) (A,V,N,—,V,0,1) € S,
(11) x* = —(z*) para todo v € A,

(iii) B(A) = K(A).
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Por otro lado, como es usual en la teoria de operadores modales, en toda algebra A € S es
posible definir el operador dual de V, notado A, como una operacion unaria sobre A, del
siguiente modo:

Aa =g4e5. "V a

Este operador tiene las siguientes propiedades:
Lema 2.2.4 En toda dlgebra de Stone involutiva A, se verifican las siguientes identidades:
(S112) Aa < a,
(SI13) AVa = Va, VAa = Aa,
(S114) A—a = a*,
(SI15) A(a A —a) =0,
(SI16) Aa N a* =0,
(SI17) A(a Ab) = Aa N Ab, A(a VD) = Aa Vv Ab.
Dem.

(SI12) De (SI2) sabemos que a < Va. En particular, —a < V-a, luego =—a > =V-a esto es
Aa = —-V-a < a.

(SI13) Sia € K(A) sabemos que Va = a y —a € K(A). Por la Proposicién 2.1.4 (ii), tenemos
que V-a = —a, y entonces =V-a = ——a es decir Aa = a. Como K(A) = V(A) (por la
Proposicién 2.1.4 (i)) si a € A entonces Va € K(A) y por lo tanto AVa = Va. Ademas,
sia € K(A) entonces ~a € K(A) (por la Proposicién 2.1.2). Luego V—-a = —a y entonces
-V—a = ——a es decir Aa = a. Por otro lado, como Va = a se tiene que VAa = Aa.

(S114) A-a = =V —(—a) = =Va = a*.

(S115) A(a A —a) = ~V(=(aA—a)) =—=V(-aVa)=-V1=-1=0.
(SI16) Aa A a* =-V-aA—-Va=-(V-aVVa)=-(-aVa)=-1=0.
(SI17)

SI17) Anéloga a las anteriores.
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2.3. Ejemplos de algebras de Stone involutivas

A continuacién mostraremos diversos ejemplos de algebras de Stone involutivas, algunas de
las cuales jugaran un rol importante en la variedad S. Los primeros cuatro ejemplos son las
conocidas cadenas de Lukasiewicz Ly, 2 < k < 5, con estructura de algebra de Stone involutiva.

El ejemplo (6) es muy importante, como veremos mas adelante.

(1) Ly = ({0,1}, A, Vv, —,V,0, 1) dada por

1
0
Yy
x‘—'x‘Vx‘x*‘Ax
0] 1 0 1 0
110 1 0 1
(2) Ly = <{O7 %7 1},/\,\/,_‘,v,0, 1) dada por
1
°
e
°
0
y
x‘—'x‘V:E‘x*‘Ax
0] 1 0 1 0
il 100
11 0 1 0 1
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(3) Ly = ({0, %, §7 1}, A, V,—,V,0,1) dada por

J
S
<
=

Wl

8

Az

— Wi wie O R
O wik Wi
—_ = = O

(4) Ls = ({0, %, 4217 %, 1},A,V,—,V,0,1) dada por

L]

W~

=

o o O

_ o O O
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MAL_ o o O
kS ©c o o o
W - = =
W Mt N = O
8 It NI I

({0,a,b,1},A,V,—,V,0,1) dada por

(5) By

Az

-z | Vx | =¥

T
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N,B,1},A,V,—,V,0,1) dada por

12
3737

(6) S6 = ({0,

Ax

-z | Vz | =¥

X
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<{O? a’? b7 C? d7 e? f? g7 h’ i?j? 1}7 /\7 \/7 ﬁ? v? 07 1> dada por

(7) A

Ax

o OO O

S OO O O

L L T e I i e B

-z | Vz | z*

" = 03

X

"W O -
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(8) A = ({0,a,b,¢c,d,e, f,g,h,i,7,1}, A, V,—,V,0,1) dada por

y
x| x| Vo |az*| Ax
01 0 1 0
al j c |h| O
b| 1 h c 0
c| h ¢c | h| ¢
d| g 1 0 0
el f | h|c| O
fle 1 10| c
gl d 1100
h| ¢ h c h
) 1 0 c
Jjl a 1 10| h
110 1 0 1

A continuacién exhibiremos dos ejemplos importantes debidos a Cignoli y Sagastume. Recor-
demos que fue Moisil, en 1941, quien primero intent6 presentar una semantica algebraica para
el Cdlculo Proposicional Lukasiewicz finito—valuado (o (n+ 1)—LPC). En esta direccién, intro-
dujo las hoy conocidas como dlgebras de Lukasiewicz-Moisil de orden (n + 1) (o élgebras de
Lukasiewicz-Moisil (n + 1)-valuadas) (ver [4]), siendo n un entero positivo, como sigue:

Definicién 2.3.1 Un dlgebra de Lukasiewicz-Moisil de orden (n + 1) es un dlgebra

(A, V, A, ~, (bi)ics, 0,1) de tipo (2,2,1,(1);es,0) donde J ={1,2,... ,n} y tal que

(A, V, N\, ~,0,1) es un dlgebra de De Morgan y (¢;)ics, son operadores unarios sobre A tales
que: para todo 1,5 € J,

(C1) ¢i(zVy) = ¢ix V ¢y,
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(C2) ¢pix NV ~ ¢pjx =1,

(C3) ¢i6ja = ¢,

(C4) ¢i ~x =~ dpy1i7,
(C5) i < j implica ¢,z < oz,

(C6) ¢pix = ¢y para todo i € J implican x = y.

El dlgebra de Lukasiewicz-Moisil de orden (n+1) estandares L,+1 = (Lyi1, V, A, ~, (0:)ies,0,1)

donde:

2
— 1
7n7 ? 7}7

S|

L = {0,

x Vy = max(z,y),

x Ay = min(z,y),
~r=1-uz,

j 0 ifjti<ntl
o; (—> = , para todo j € {0} U J,i € J.
1 ifj+i>n+1

(2.1)

Observacion 2.3.2 De la definicion anterior es facil verificar que en toda dlgebra de Lukasiewicz-

Moisil de orden (n+ 1), se verifica: x <y si y sélo si ¢;x < ¢y para todo i € J.

Proposicién 2.3.3 (Cignoli et al. [13]) Si (A, V, A, ~, (¢:)ics,0,1) es un dlgebra de Lukasiewicz-
Moisil de orden (n+ 1), entonces el reducto (A, V, N\, ~, ¢,,0,1) es un dlgebra de Stone involu-

tiva.
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Dem. Basta probar que valen de (SI1) a (SI4) del Teorema 2.1.5.

(SI2): Si i € J tenemos que ¢;(x V ¢,x) @ O;x N Pippx @ OV Pp @ ¢nx. Por otro lado,
OiPpx (@ ¢nz. Por (C6) se tiene que x V ¢,x = ¢,x esto es x < ¢,x.

(SI3): bu(x Ay) = du(mme TA ~mo ) = Gp(~ (~ 2V ~ 3)) Do G1(~ 2V ~ ) E

(c9)
=~ (1 ~a Vo ~y) =~ dr~ TN~ L~y = GuTA o GpY = G A Gy
(SI4): Inmediato de (C2).
(SI1): Sea j € J, y sea x € A por (C2) tenemos que ¢;xA ~ ¢,z = 0. Luego,
di(@jaN ~ ;) = ¢;0, para todo i € J. Luego, por (SI2) se tiene que, ¢;¢;z A ¢; ~ ¢jx = ;0;
por (C2), (C3) y (C4) ¢p;xN ~ ppi1_ip;x = ¢p;aN\ ~ ¢jx = 0 = ¢;0. En particular, ¢,0 = 0.

Teniendo en cuenta la Observacién 2.3.2 queda probada la proposicion. |

En particular, si n = 3 tenemos que

Proposicién 2.3.4 (Cignoli et al. [13]) Si (A, V, A, ~, ¢1,d9,0,1) es un dlgebra de Lukasiewicz-
Moisil de orden 3, entonces (A,V,\,~, ¢2,0,1) es un dlgebra de Stone involutiva que verifica
la desigualdad

aA¢2NGSbVN¢2b

Dem. Sean a,b € A. ¢1(a A ¢ ~ a) (513 dra N o192 ~ a (@ pra N o1 ~ Pra
@ draN ~ Pap1a (&) pran ~ ¢ra = 0. Luego, ¢1(a A ¢ ~ a) < ¢1(bV ~ ¢2b). Por otro

lado, ¢o(a A ¢g ~ a) = ¢ea A Gaps ~ a @ Paa N\ g ~ a = po(aN ~ a) = ¢20 = 0. Esto es,
da(a N g ~ a) < Pa(bV ~ pob) y, por la Observacién 2.3.2, se tiene a A ¢ ~ a < bV ~ ¢ob. B

Por otro lado, si A es un algebra de Stone involutiva en la cual se verifica la desigualdad

a A V-a < bV Vb, es facil verificar que la estructura (A, V, A, =, A, V,0, 1) es una algebra de
Lukasiewicz-Moisil 3—valuada. Por lo tanto, tenemos lo siguiente:

Proposicién 2.3.5 (Cignoli et al. [13]) La clase de las dlgebras de Lukasiewicz-Moisil
3- valuadas coincide con la clase de las dlgebras de Stone involutivas que verifican la identidad

(aAV=a)V (bV ~Vb) = bV ~Vb
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2.4. Estructura de algebra de Stone involutiva sobre un
algebra de De Morgan

En esta seccion, analizaremos condiciones necesarias y suficientes para que diversas algebras de
De Morgan admitan una estructura de dlgebra de Stone involutiva.

Comencemos observando que no toda algebra de De Morgan admite estructura de algebra de
Stone involutiva. En efecto, consideremos el reticulo asociado a la conocida légica relevante de
Belnap 4-valuada B, dado por

donde =0 =1, =1 =0, =N = N y =B = B. En este caso, K(284) = {0, 1}, ademds, VO =0y
VN =1=VB = V1. Entonces, V(N A B) = V0 =0y, por otro lado, VNAVB =1A1=1.
Luego, V no es un homomorfismo de reticulos.

Dados los posets P = (P, <) y Q = (@, <), una funcién f : P — @ se dice residuada si existe
f*:Q — P tal que para todo p € P y para todo q € () se verifica:

flp)<q <= p<f(q).

En este caso, se dice que f y f* son un par residuado (o par adjunto), que f* es un residuo a
derecha (o adjunto a derecha) de fy que f es un residuo a izquierda (o adjunto a izquierda) de

fr
Lema 2.4.1 Si f y f* son un par residuado, entonces f y f* son mondtonas.
Dem. Sean a <ben P. Como fy f* es un par residuado,

() < F(b) <= b< (D))

y por lo tanto,
a<b=a< f(f(b) < fla) < f(b).
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El siguiente teorema nos provee condiciones necesarias y suficientes para que un algebra de De
Morgan admita estructura de dlgebra de Stone involutiva.

Teorema 2.4.2 Sea A un dlgebra de De Morgan y sea K C A su centro. Las siguientes con-
diciones son equivalentes:

(1) A admite estructura de dlgebra de Stone involutiva,

(ii) el homomorfismo inclusion v : K — A tiene un adjunto a izquierda f : A — K compatible
con el infimo, esto es, para todo x,y € A vale que f(x ANy) = f(z) A f(y).

Dem. (i) = (i)

Como A admite estructura de algebra de Stone involutiva, existe un operador V : A — A que
verifica de (SI1) a (SI4) del Teorema 2.1.5. Por la Proposicion 2.1.4 (i), sabemos que la imagen
de V es K. Luego, podemos pensar a V : A — K. Entonces, f = V es adjunto a izquierda de
t. En efecto, seaa € A ysea ke K

fla) <k & Va<k e a<k < a<uk)

Ademas, por (SI3), f es compatible con el infimo.

(i) = (1)

Supongamos que ¢ : K — A tiene un adjunto a izquierda f : A — K que es compatible con el
infimo. Veamos que la estructura (A4, V, A, =, f,0,1) es un algebra de Stone involutiva.

Seaa € Ayseak € K, = {qg € K:a < q}. Entonces, a < k, esto es, a < «(k). Como f
es adjunto a izquierda de ¢ se tiene que f(a) < k. Por otro lado, de f(a) < f(a) se tiene que
a < u(f(a)) = f(a), luego, f(a) € K,. Hemos probado que f(a) es el primer elemento de K.
Falta ver que f es homomorfismo de reticulos y para esto solo falta probar que f es compatible
con V.

Sean a,b € A. Como a <aVbyb<aVb, porel Lema 24.1, f(a) < f(aVb)y

f(b) < f(aVvb)luego f(a)V f(b) < f(aVb). Por otro lado, como a < f(a) y b < f(b) se tiene
que a Vb < f(a) VvV f(b) = u(f(a) V f(b)). Como f es adjunto a izquierda de ¢ tenemos que
Flavb) < fla) v F(b) .

Dado un conjunto no vacio X, una involucion sobre X es una funcion f : X — X que verifica,
para todo x € X

f(f(@)) =z

Claramente, toda involucién es una biyeccién y, se verifica, f = f~. Reciprocamente, toda
biyeccién f sobre X que verifica f = f~!, es una involucién.

37



Por otro lado, para todo A, notamos al complemento de A como CA = X \ A y definimos una
operacién unaria sobre P(A) del siguiente modo

A =Cf(A) =CfH(A)
Luego,

Teorema 2.4.3 ([41]) Sea X un conjunto no vacio y f una involucion sobre X. La estructura
(P(X),N,U,—,0, X) es un dlgebra de De Morgan.

Dem. Es bien sabido que (P(X),N, U, 0, X) es un reticulo distributivo acotado. Por otro lado,
si A C X entonces ngmpA = —Cf(A) =Cf(Cf(A)). Como f es una involucién (y por lo tanto
biyectiva) tenemos que Cf(Cf(A)) = CCf(f(A)) = A. Ademas, -f(AUB) = Cf(AUB) =
C(f(AUJ(B))=CfANCF(B) =—sAN—4B. o

Es interesante saber que elementos del dlgebra (P(X), N, U, ¢, 0, X) forman el conjunto K (P(X)).
Lema 2.4.4 A € K(P(X)) si, y solo si, f(A) = A.

Dem.

A€ K(P(X)) AN—jA=0y AU—~jA=X
-t ACCAyCAC A
—;A=CA

Cf(A) =CA

A= f(A)

teoT e

Observemos que si f = idy entonces A =CA = X \ A es el complemento de A.

Teorema 2.4.5 Sea X un conjunto no vacio y f una involucion sobre X. Entonces, la es-
tructura (P(X),N,U, =, V¢, 0, X) es un dlgebra de Stone involutiva donde para cada A C X,
~A=Cf(A)

ViA=(Z<X:f(2)=ZyACZ}

Dem. Solo queda probar que V verifica de (SI1) a (SI4). Como f(0) = 0 se tiene que V0 = 0.
Ademés, [(VyA) = [({Z C X : (Z)=Zy AC 7)) =

N2 C X f(Z) = 2y AC Z}) = (A(Z) : f(2) = Zy A C Z} = V;A. Luego, es
claro que A C VA, pues f es biyectiva.

Por otro lado, V{(ANB) =({Z C X : f(Z) =ZyANB C Z}, como f(V;A) = V;Ay
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ANB CACV/A, tenemos que V¢(AN B) C VyA. Andlogamente, se prueba que
Vi(ANB) C V By por lo tanto Vy(AN B) C V;ANVB. Reciprocamente, si Z C X es tal
que AN B C Z, entonces (AN B)UZ = Z y entonces (AU Z)N (BUZ) = Z. Aplicando f a
ambos miembros tenemos f((AUZ)N(BUZ)) = f(AUZ)Nf(BUZ) = f(Z) = Z. Tomando
Zy=f(AUZ)y Zy = f(BUZ) se tiene que f(Z;) = Z;, parai= 1,2y AC Z;, B C Z, con
ZiNZy= 2.

SixzeViAyax e VB entonces v € Zy, para todo Z; tal que f(Z,) =21y AC Zyy x € Zs,
para todo Z tal que f(Zy) = Zy y B C Zs.

Por otro lado, si Z C X es tal que f(Z) = Z y AN B C Z sabemos por lo anterior que
Z =7Z1NZycon f(Z;) = Z;, parai = 1,2y AC Z, BC Z,. Luego, z € Z y como Z es
arbitrario x € V(AN B).

Finalmente, —\foA N VfA = Cf(VfA) N VfA = CVfA N VfA = (Z) |

Para finalizar esta secciéon mostraremos un ejemplo de un dlgebra de Stone involutiva de con-
juntos. Sea X =[0,1] CR y sea f : [0,1] — [0,1] la funcién definida por

x size(3,2)
fz) =
l—z sizel05]U[31]
. 1
T
2 1 12
3 3
T
Ll 11
3 3
T
1 Lo

Claramente, f es una involucién sobre [0,1]. En efecto, sea z € [0,1]. Siz € (3, 2)

= f(x) =z = f(f(z)) = f(x) = z. Por otro lado, x € [0, %] & f(r) € [%) 1] y entonces
f(f(z)) = f(1 — ) = z. Andlogamente, si z € [%, 1], se tiene que f(f(z)) = .

Luego, por el Teorema 2.4.5, (P([0,1]),N,U, =, Vy, 0, X) es un dlgebra de Stone involutiva. En
virtud del Lema 2.4.4 y la definicién de f, es claro que
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laac (3D} -7 ((53.)) cxpony,

Pero, en K(P([0,1])) hay otros conjuntos como por ejemplo A = (

11
63

)o

25
36

)
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2.5. Dualidad topoldgica para las algebras de Stone in-
volutivas

Cignoli y Sagastume en [13] adaptaron la construccién mostrada en la Seccién 1.2 con el objeto
de dar una dualidad topoldgica para las dlgebras de Stone involutivas. Como mostraremos a
continuacion.

Un s—espacio es un m—espacio (X, g) que satisface la siguiente condicién:

(S) Para cada U € D(X), U es abiertoy g((U]) = (U].
Si X y X'’ son s—espacios, una s—funcién f : X — X’ es una m—funcién que verifica.

f(Max X) C Max X'

Denotamos con s a la categoria de los s—espacios junto con las s—funciones. Ademaés, denota-
remos con S a la categoria cuyos objetos son las algebras de Stone involutivas y sus morfismos
son los homomorfismos entre algebras de Stone involutivas.

Sea A un objeto de §. Como A es, en particular, un algebra de De Morgan, podemos afirmar
que A es un objeto de la categoria M. Luego, sea ®(A) = (X, g).

Como A es un reticulo de Stone, se tiene por Priestley ([44], Proposicién 2) que

0(Va) = o(a™) = (0(a)] para cada a € A. Como Va € K(A), tenemos que ¢g((c(a)] = (a(a)].
Por lo tanto, (X, g) € s.

Reciprocamente, sea (X, g) € s. La condicién (S) implica que (U] es abierto y creciente para
cada U € D(X). Luego, nuevamente por Priestley ([44], Proposicién 2), tenemos que D(X) es
un reticulo de Stone y (U] = U™ = VU.

Luego, por la Observacion 2.2.3, tenemos que Ds(X, g) = (D(X),U,N, =, V, X, D) es un objeto
de §. Ademsds, como de la Observacion 2.2.3 se deduce que los morfismos de la categoria S
son los homomorfismos de dlgebras de De Morgan que preservan el pseudocomplemento; y por
la caracterizacion de los maps duales de los homomorfismos de las dlgebras de Stone dadas
por Priestley ([44], Proposicién 5), se concluye que los maps duales de los morfismos en S son
precisamente las s—funciones. Luego, si denotamos con ®g a la restriccion del funtor @ a la
subcategoria S de £ y denotamos con Vg a la restriccion del funtor ¥ a s, se tiene el siguiente
teorema.

Teorema 2.5.1 (Cignoli et al. [13]) Las categorias s y S son naturalmente equivalentes.
Mas precisamente, los funtores composicion Vg®g y ®sWg son naturalmente equivalentes a los
funtores identidad de S y s, respectivamente.
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Sea (X, g) € s. Decimos que Y C X cerrado e involutivo es un S-conjunto si

Y)NMax X CY

Es bien sabido que si X es el espacio dual de un reticulo distributivo pseudocomplementado,
entonces el reticulo de las congruencias que preservan el pseudocomplemento son de la forma
O(Y), donde Y es un subconjunto cerrado de X tal que [Y) N Max X C Y (ver [45], seccion
4).

Teorema 2.5.2 (Clignoli et al. [13]) Sea A € S y(X,g) = Ps(A). Elmap Y — O(Y) establece
un isomorfismo entre el reticulo de los S-conjuntos de X vy el reticulo de las congruencias de

A, Con(A).

Dem. Fue probado por Priestley en, [45] Seccién 4, que si X es el espacio dual de un reticulo
distributivo pseudocomplementado, entonces el reticulo de las congruencias que preservan el
pseudocomplemento son de la forma O(Y'), donde Y es un subconjunto cerrado de X tal que
[Y)N Max X C Y. De este resultado, el Lema 1.2.3 y la Observacién 2.2.3 se completa la
demostracion del teorema. |

Sea (X,g) € s. Como X es el espacio dual de un reticulo de Stone, es bien sabido ([44],
Proposicién 3) que para cada z € X existe exactamente un n, € Max X tal que x < n,. Es
claro que ngy(;) = n,, para cada x € X, pues si g(x) £ n, entonces existiria un U € ¥(X) tal
que g(x) € Uy n, ¢ U. Pero como n, € Max X, tendriamos que n, ¢ (U]. Pero esto es una
contradiccién ya que g((U]) = (U] y entonces (U] no tendria elementos comparables con X.
Para cada x € X definimos

Ya: == {.I', Ny, g(l’), g<n$)}

Es claro que, Y, es un S-conjunto. Sea g, la restricciéon de g a ;. Como Y, = ¢ }(®(7)(V(X, g)/

O(Y,))), se tiene que (Yz,g9.) € sy que V(Y,,9,) = ¥(X,9)/O(Y,). Més ain, como |J Y, =X
zeX
tenemos el siguiente resultado:

Lema 2.5.3 (Clignoli et al. [13]) Sea A un dlgebra de Stone involutiva tal que ®(A) = (X, g).
Entonces A es un producto subdirecto de la familia {®(Yy, 9z) brex-

Dem. Es consecuencia de las consideraciones anteriores y el Teorema 2.5.2. |

Luego, para cada = € X se tienen los siguientes casos posibles:
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(1) g(ne) =g(z) =z =n,

(2a) g(n.) =g(x) <z =mn, (2b) 9(ng) =z < g(z) = n,

(3)  gln) < g(x) =z <.

(4a) g(ne) <g(z) <z <ng (4b) 9(ng) <z < g(x) <ng

(5)  g(ng) <zyg(x)<n, y 'y g(z) no son comparables.

Observemos que en el caso (i), con 1 < i <4, U(Y,,g,) = L;11. En el caso (5), ¥(Y,, g.) = Se.
Luego tenemos:

Lema 2.5.4 (Cignoli et al. [13]) Si |Yy| = j, con 1 < j < 3, entonces ¥(Yy, ¢,) = Ljtq. Si
|Y.| =4, y x es comparable con g(x), entonces V(Yy, g,) = Ls. Si x y g(x) no son comparables,
entonces V(Yy, g.) =~ Sg.

Teorema 2.5.5 (Cignoli et al. [13]) Las dlgebras de Stone involutivas subdirectamente irre-

ducibles son Lj con 2 < j < 5, y G&¢. Las dlgebras de Stone involutivas simples son Ly y
Ls.

Dem. Es facil chequear que Ly y L3 son algebras simples; y que Ly, L5 y G4 tienen exactamente
una congruencia no trivial dada por S-conjunto Y = Min X U Maz X = g(Max X)U Max X,
donde (X, g) denota al correspondiente espacio de Priestley. Luego, las dlgebras L; con 2 < j <
5, y G son subdirectamente irreducibles.

Supongamos que A es un dlgebra de Stone involutaiva subdirectamente irreducible. De los lemas
2.5.3 y 2.5.4, se tiene que A es un producto subdirecto de las algebras L; con 2 < 5 <5,y Gg.
Como A es subdirectamente irreducible tenemos que A = L; con 2 < j <5, 0 bien A= G; B

Como las algebras L; con 2 < j <5 son subdlgebras de &g, tenemos que:

Teorema 2.5.6 S = V(Sg), esto es, la variedad S de las dlgebras de Stone involutivas estd
generada por Sg.
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Capitulo 3
La légica Six

En este capitulo, nos interesaremos por la logica que preserva grados de verdad asociada a las
algebras de Stone involutivas, a la que llamaremos Six. Esto sigue un patréon muy general que
puede ser considerado para cualquier clase de estructura de valores de verdad con un orden
definido sobre ellos. El objetivo es explotar la multiplicidad de valores de verdad, considerando
una relacion de consecuencia que preserve cotas inferiores en lugar de solo preservar el tltimo
elemento del orden (el valor 1). Como veremos, Six resulta ser una légica paraconsistente, mas
aun, es una Légica de la Inconsistencia Formal (LFI) en la que podré ser definido un operador
de consistencia.

Es importante notar que existen diferentes maneras de relacionar a una légica con una clase
dada de dlgebras (cf.[35]). El estudio de las logicas que preservan grados de verdad se remonta
a Wéjcicki en su libro de 1988 [49], en el contexto de la légica de Lukasiewicz, y luego extendido
en [5, 21, 22, 23] entre otros.

3.1. La légica que preserva grados de verdad

Sea §m = (Fm,V,A,—~,V, L, T) el dlgebra absolutamente libre de tipo (2,2,1,1,0,0) generada
por un conjunto numerable de variables Var. Como es usual, con las letras p, ¢, ... denotaremos
a las variables proposicionales, con las letras «, 3, ... denotaremos a las férmulas y con I', 3, . ..
denotaremos a conjuntos de férmulas. Si A y B son algebras similares de tipo (2,2,1,1,0,0),
denotaremos con Hom(A, B) al conjunto de todos los homomorfismos de A en B.

Definicién 3.1.1 La ldgica que preserva grados de verdad sobre S, es la logica proposicional
Lg = (Fm, =g) dada como sigue, para todo T'U{a} C Fm:

(i) SiT ={ay,...,an} #0,
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ap, .0, Eg o = VA €S, Vv € Hom(gm, A), Ya € A
si v(a;) > a, para todo i < n, entonces v(a) > a

(ii) D =5 @ <= VAES,Vve Hom(gm, A), v(a) = 1.

(i1i) Si T' C Fm es infinito,

Flzéa — emsten oy, ..., o, €I tales que al,...,an)zéoz.

De la definicion anterior se deduce:

o o s < ;. . . < ., .
Proposicién 3.1.2 L3 es una ldgica sentencial, es decir, =5 es una relacion de consecuencia
finitaria definida sobre F'm.

Dem. Inmediato de la definicidn. [ ]

’ < . . .
Ademas, Lg verifica lo siguiente:

Lema 3.1.3 Para todo {a,...,a,,a C Fm, n > 1. Las siguientes condiciones son equiva-
lentes:

. <

i) oq,..., 00 5 @,

(i) ey A--- Ay, 5 a,
(i) SEa A ANay, < a.

Dem. (i)=(ii) Sea {ay,...,an,a} € Fm, n > 1. Supongamos que ar, ..., q, }zg a. Luego,
VA €S, Vv € Homg(Fm, A), Va € A, si v(q;) > a, para todo i < n, entonces v(a) > a. Como
A es un reticulo, tenemos que v(a;) > a, para todo ¢ < n, siy solo si, AI_, v(e;) > a , siy solo
si, v (A, (a;)) > a. Luego, si v (A}, (a;)) > a, entonces v(c) > a; es decir, ag A -+ Aoy, < @

Andlogamente, se ve que (ii)=(i).

Finalmente, (iii) es simplemente otra forma de escribir (ii), teniendo en cuenta (i). |

Observacién 3.1.4

. . . . .. . , . < . . .
(i) La equivalencia (i)<=>(ii) nos dice que la légica ILg es conjuntiva, esto es: el conectivo A
tiene el mismo comportamiento que la conjuncion cléasica.
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(ii) La equivalencia (ii)<=(iii) expresa que la relacién de consecuencia |=g internaliza la
s ’ . . 7 7 s . <
relacién de orden de las algebras de Stone involutivas. Més aun, la légica Lg depende
solamente de las ecuaciones que verifica la variedad S.

Como consecuencia del Lema 3.1.3 tenemos el siguiente corolario.
Corolario 3.1.5 Para todo o, 8 € F'm,

(i) al=5 B < SEaxB,

(i) a ={F5 B <= Sk a~p,

Dem. (i) Inmediato, tomando n = 1. (ii) Inmediato de (i). [

Observaciéon 3.1.6 Sabemos que la variedad de las dlgebras de Stone involutivas esta generada
por el dlgebra de seis elementos Bg, i.e., S = V(&) (ver Teorema 2.5.6). Esto quiere decir que
toda ecuacién (o inecuacién) es valida en la variedad de las dlgebras de Stone involutivas, si y
solo si, esta es valida en &g.

Luego,

Proposicién 3.1.7 Para todo conjunto I'U{a} C Fm, T’ )zé o si, y solo si, existe T'g C T
finito tal que para todo h € Hom(Fm, &), A{h(7) : v € To} < h(a). En particular, § =5 a
si, y solo si, h(a) =1 para todo h € Hom(gm, Bg).

3.2. L§ como légica matricial

En esta secciéon veremos que }Lg puede ser caracterizada en términos de matrices logicas y
matrices generalizadas.

Recordemos que una matriz légica (o simplemente una matriz) es un par (A, F) donde A es un
algebra y F' es un subconjunto (no vacio) de A. Una matriz generalizada es un par (A, C) donde
A es un algebra y C es una familia de subconjuntos de A que forman un sistema de conjuntos
cerrados. Es decir, C verifica:

(Cl) Aec,
(C2) Si{X;}ier C C entonces |J;,.; X; € C.
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A continuacién recordaremos la definicion de la 1égica determinada por una matriz.

Definicién 3.2.1 Sea M = (A, F) una matriz l6gica. La l6gica Ly = (Fm, Ey) se define
como sigue: si I' U{a} C F'm

FeEya — Vv € Hom(gm, A)
siv(y) € F, para todo v € I', entonces v(a) € F.

Si F = {M;}ier es una familia de matrices ldgicas, entonces la ldgica Ly = (§m, |=x) deter-
minada por F se define como la interseccion de las légicas determinadas por cada una de las
matrices de la familia, es decir,

=)

iel
Por otro lado, la 16gica determinada por una matriz generalizada se define como sigue.

Definicién 3.2.2 Sea G = (A,C) una matriz generalizada. La l6gica Lg = (m, =) se define
como sigue: si ' U{a} C Fm

NEga — Vv € Hom(gm, A), VF € C
siv(y) € F, para todo v € I', entonces v(a) € F.

Andlogamente, la logica determinada por una familia de l6gicas generalizadas, es la interseccion
de las logicas determinadas por cada una de las matrices generalizadas de la familia.

Consideremos las siguientes familias de matrices y matrices generalizadas con sus légicas aso-
ciadas. Sea la familia de matrices logicas

F={(AF): Ac Sy F esun filtro de A}

y la familia de matrices generalizadas

F,={(A, Fi(A)): Ae S}

donde Fi(A) es la familia de todos los filtros de A.
Entonces,
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. o o <
Teorema 3.2.3 Las ldgicas Ly y Lz, coinciden, y a su vez, coinciden con Lg.

Dem. La igualdad de las légicas Lr y Lz, sale directamente analizando las definiciones 3.2.1
y 3.2.2. Ademads, puesto que S es una variedad y la nocion de filtro es elementalmente definible,
la clase F, es cerrada por ultraproductos. Luego, L, es finitaria (compacta).

Luego, para probar que Lg, y L§ coinciden, solo debemos hacerlo para un ntmero finito de
premisas. Sean «q,...,a,,a« € Fm tales que aq,...,a, ):5 a. Luego, por el Lema 3.1.3, para
todo v € Hom(Fm,A), (1) v(a1) A--- ANv(ay,) < v(a). Sea F' € Fi(A) y supongamos que
v(ay),...,v(a,) € F, entonces por definicion de filtro tenemos, v(ag) A --- A v(a,) € F. Por
(1) y definicién de filtro, v(a) € F'. Luego, a,...,a, 7, a.

Reciprocamente, supongamos que (2) o, ..., o, 7, @y sea v € Hom(F'm, A). Consideremos
el filtro generado por v(ay),...,v(ay), F = Fi(v(aq),...,v(ay)). Claramente v(q;) € F para
todo ¢ < n, y entonces por (2) v(«) € F. Luego, por propiedad de filtro generado,

v(ag) A--- Av(ay) < v(a). Por lo tanto, por el Lema 3.1.3, a, ..., a, 5 o [

Recordemos que el dlgebra B¢ = ({0, %, N, B, %, 1}, A, V,—,V,0,1) dada por

1

W=

0

donde la negacién y el operador V estan dados por:

x| 7o | Vx
0] 1] 0
1 2

s | 1
N[ N | 1
Bl B | 1
2 T

303 | 1
110 1
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Los filtros de B¢ son los filtros principales generados por cada uno de los elementos de &g, estos

son [0) = G, [%_)Z{) NB,? 1, [N) ={N, 5,1}, [B) ={B, 5,1}, [5) = {5, 1} v [) = {1}.

3),[N),[B),[3),[1)}. Consideremos la siguiente familia de matrices 16gi-

Luego, Fi(®g) = {[0 2
6 , 1 2
FO = (@0, F) s F € Fi(@a)} = (@0, 0 0. |3 ) @0 [V, (0 [B), (0 |3 )). (0. 1)}

y la matriz generalizada

-7:96 = (B, I'i(Bg))

Entonces,
Teorema 3.2.4 Las logicas LLrs, L].-g Y ]L§ coinciden.

Dem. Puesto que toda légica determinada por un nimero finito de matrices finitas es com-
pacta, probaremos que estas légicas coinciden para un ntimero finito de premisas. Es claro que
Lrsy ]L;g coinciden.

Por otro lado, sean ay,...,a,,a € F'm tales que oy, ..., q, )zé «. Por la Proposicién 3.1.7,
esto es equivalente a B¢ = a3 A -+ Ao, X «, es decir, que para todo h € Hom(Fm, &),
h(ai) A -+ A h(ay) < h(a). Luego, por las mismas propiedades de filtros que expusimos en la
demostraciéon del Teorema 3.2.3, tenemos que ay,...,q, = Fo o La reciproca es analoga a la
exhibida en la demostracién del Teorema 3.2.3. |

< Y] . . ’ , ;. .. .
Hemos probado que LLg es una logica matricial, mas ain, es una logica matricial determinada
por una familia de seis matrices finitas. A continuacién veremos que podemos prescindir de
algunas de las matrices de la familia Fi(®g).

En primer lugar, observemos que la matriz (&g, [0)) = (&g,{0,5, N, B, 2,1}) es inocua. En
efecto, para todo aw € F'm y todo h € Hom(§m, &) se tiene que h(a) € [0). Luego, para todo

I' C Fm vale que I' |=(g,,0)) @ Es decir, podemos prescindir de esta matriz.

Por otro lado, veremos que las matrices (&g, [NV)) v (&g, [B)) son isomorfas. Para ello, primero
probaremos el siguiente resultado técnico.
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Lema 3.2.5 Sea h: gm — &g, V' CVar y I :Fm — &g tales que, para todo p € V',

h(p) sih(p) €{0,3,3,1} h(e) sih() € {o, L2}
h(p) = N sih(p)=1B . Entonces h'(a) = N sih(a) =
B sih(p)=N B sih(a) = N

para todo o € gm tal que Var(a) CV'.

Dem. Vamos a hacer la demostracion por induccién sobre la longitud de la férmula a(ntmero
de sfmbolos que intervienen en a). Recordemos que {0, 1 33 2 1} ~ L3 es una subalgebra de &,
es decir que es un conjunto cerrado con respecto a todas las operaciones.

Si a = p, donde p es una variable proposicional, el lema vale por hipétesis.

Supongamos que el lema vale para todo féormula con longitud menor que k, k > 1; y sea o una
formula de longitud k. Analizaremos los siguientes casos:

Casol:a= ﬂﬁ, con 3 € Fm. Si h(a) € {0, 2 3 3,1} como h(a) = h(=f) = —h(B), tenemos
que h(B) € {0, 3, 2,1}. Por lo tanto 1'(8) € {0, 3,2, 1}. Por hipétesis inductiva, h(3) = I'(8).
Como A’ es homomorfismo h'(a) = h/(=8) = -h(B) = =k () = K (=) = W («). Si h(a) = N,
como =N = N, tenemos que h(3) = N. Por hipétesis inductiva, h'(5) = B; y como =B = B,
se tiene que h'(«) = B. Andlogamente se analiza el caso en el que h(a) = B.

Caso II : o = ;1 A s, con (31,52 € Fm. Si h( ) = h(B1) A h(By) € {0, 1 T 3, 1} tenemos que
analizar varios subcasos. Si h(3),h(3:) € {0, 3 3, 1}, por hipétesis inductiva, h(f;) = b’ (61)
y h(B2) = h'(B2) vy entonces h(a) = h(B1) A h(B2) = W (51) AR (B2) = W («). Si h(By) =

y h(B2) € {0, 5}, por HI., B'(81) = By K (B2) = h(f) y entonces W' (o) = 1/ (B1) A h’(BQ) =
B AK(B2) = h(B2) = N ANh(B2) = h(51) A h(B2) = h(«). El resto de los subcasos se analizan de
la misma manera.

Caso III : a = 1 V s, con (1, 2 € F'm. Analogo al caso II.

Caso IV : a = Vg, con 8 € Fm. Entonces, h(a) = h(VP) = Vh(5) € {0,1}. Si, h(a) = 0,
entonces h(f) = 0, por como estd defindo el operador V en &¢. Por H.I, /() = h(B8) =0y
por lo tanto A'(«) = 0 = h(a). Si h(«) = 1, entonces h(8) € {3, N, B, 2, 1}. En cualquier caso,
se tiene que h'(a) = 1. [

Entonces, podemos probar que las matrices (&g, [IV)) v (B¢, [B)) determinan la misma légica.

Lema 3.2.6 Las logicas [=(se[N) Y F(ee[B) coinciden.

Dem. Puesto que =g, v) (¥ F(o6,(8))) €s una relacién de consecuencia compacta y conjuntiva;
es suficiente considerar las inferencias de la forma o =4 vy 6 (en el caso de que  sea un
teorema es suficiente considerar o como —.1).

Supongamos que (1)a f=(e, vy By sea h € Hom(Fm, &) tal que h(a) € {B, 2, 1}.
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Si h(a) = B, consideremos el homomorfismo 2’ como en el Lema 3.2.5. Entonces, h/'(a) = N €
{N,2,1} y por (1), W(B) € {N,2,1}. Si W'(8) = N, entonces h(f) = B € {B,%,1}. Si, en

) 3 )3
cambio, 1'(3) € {2,1}, entonces 1'(3) = h(B) € {3,1} C {B, 2,1}
Si h(a) € {2,1}, por (1), h(B) € {N,3,1}. Si h(B) = N, entonces h'(3) = B. Pero, en este
caso, h(a) = h'(a) € {3,1}, es decir, B € Hom(Fm, &) verifica que h'(a) € {N, 2,1} pero
W(B) ¢ {N,2,1}, lo que contradice (1). Luego, h(3) € {3,1} C {B, 2,1}.

De analizar los diferentes casos concluimos que a =g, ) 5.

Anélogamente se prueba que si o =g, (5)) 8 entonces a =g v)) B- |

De los resultados expuestos hasta el momento, podemos afirmar que ]Lg es una légica matricial
determinada por cuatro matrices. Cada una de estas matrices esta formada por el dlgebra de
seis elementos B¢ y cierto filtro de esta.

Teorema 3.2.7 La ldgica que preserva grados de verdad asociada a las dlgebras de Stone in-
volutivas, Lg, es una ldgica seis-valorada y matricial determinada por las matrices (®g, [%)),

(&6, [N), (&, [3)) v (&6, [1).

Observaciéon 3.2.8 En virtud del Teorema 3.2.7 llamaremos Six a la logica Lg. Es intere-
sante observar que Six es subldgica de la 16gica proposicional clasica (CPL), de las 16gicas de
Lukasiewicz 3,4 y 5-valoradas (L3, L4, y Ls); como asi también, de la légica tetravalente modal
(TML). Esta tltima estd intimamente relacionada con la ldgica 4-valuada de Belnap, la cual
es bien conocida por sus multiples aplicaciones en diferentes campos: de las extensiones de la
teoria de verdad de Kripke para lenguajes que permiten la auto-referencia (ver [19, 48]) a las
semdnticas para la programacién l6gica (ver [20]), y en general, en bases de datos deductivas y
programas de légicas distribuidas que manipulan informacién que puede contener conflictos o
gaps (ver [28]).

En particular, las 16gicas T ML ([25, 9]) y L4 son l6gicas matriciales con matrices (B4, {1, N})
y (Ly, {1}), respectivamente, donde

1
®

1
®:

N B
® 5
0

%4 .0

Ly
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Donde =N =N, -B=DB,-0=1y -1 =0en ‘B,, y por otro lado, ﬂ% = %, ﬁ% =
-1 =0en Ly.

En 7T ML los diferentes valores de verdad se deben al siguiente esquema: 1 simboliza verdadero
y no falso, 0 falso y no verdadero (estos valores son identificables con los valores clasicos), N
representa ni falso, ni verdadero (neither true nor false) y B tanto verdadero como falso (both
true and false).

Por otro lado, en L4 tenemos una graduaciéon de la nociéon de verdad. Es decir, intuitivamente,
1

3 es “mas verdadero” que 0, % es “mas verdadero” que %, siendo 1 el valor de verdad asignado

a las proposiciones verdaderas.
Estas caracteristicas aparecen combinadas en Six y es este el motivo por el que hemos deno-
minado como lo hicimos a los valores de verdad de ®g.

En una légica dada, un conjunto de conectivos légicos es funcionalmente completo si puede ser
usado para expresar todas las posibles tablas de verdad sobre una semantica matricial dada
correcta y completa con respecto a la logica. Decimos que la logica es funcionalmente completa
si contiene un conjunto de conectivos légicos funcionalmente completo.

Lema 3.2.9 Sea h: §m — &g, b/ : §m — B y p € Var tales que h(p) = B y h'(p) = N.
Entonces, h(a) # N y h'(a)) # B para todo o € §m tal que Var(a) C {p}.

Dem. Es consecuencia del hecho que {0, %, B, %, 1} y {0, %, N, %, 1} son subdlgebras de &¢. B

Corolario 3.2.10 Six no es funcionalmente completa.

Dem. Teniendo en cuenta el Lema 3.2.9, no es posible definir la funcién f : &5 — &g tal que
f(z) = N, para todo z. [ |

3.3. Aspectos paraconsistentes de Six

En esta seccién nos abocaremos a analizar a Six bajo la perspectiva de la paraconsistencia.
Veremos que las contradicciones (con respecto a —) no necesariamente trivializan las inferencias,
y por lo tanto, esta es un logica paraconsistente en el sentido de da Costa (cf. [14, 15]). M4s atn,
mostraremos que Six es una Ldgica de la Inconsistencia Formal (LFI, por sus siglas en inglés),
gentilmente explosiva (gently explosive) con respecto a un conjunto de férmulas adecuado O)(p)
el cual depende solamente de la variable proposicional p (cf. [8, 7]).
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Proposicién 3.3.1 Six es una logica no trivial y no explosiva.

Dem. Sip y ¢ son variables proposicionales diferentes, entonces tenemos que

En efecto, es suficiente tomar un homomorfismo h tal que h(p) = N y h(q) = B. Ademas, Six
es no explosiva con respecto a —. |

Recordemos que una légica IL se dice paracompleta si en ella no vale la ley del tercero excluido.
Utilizando el mismo homomorfismo que antes podemos ver que:

#Siz 4V 4 (3.2)

De esta manera, tenemos:

Proposicién 3.3.2 Six es una logica paracompleta.

Por otro lado, consideremos en el lenguaje de Siz al conjunto O(p) = {Ap V A—p}. Entonces

Lema 3.3.3 La ldgica Six es finitamente gentilmente explosiva con respecto a (O (p) y —.

Dem. Sean p y g variables proposicionales distintas. Es facil ver que

OWw).p¥siza v O @), Fsiz

Por otro lado, esté claro que h((Ap vV A=p) A p A =p) = 0, para toda h € Hom(Fm, &g). De
esta manera, tenemos que O(p),p, 7P =gz L- |

De este resultado y de la ecuacién (3.1) tenemos que:

Teorema 3.3.4 La ldgica Six es una LFI con respecto a — y con operador de consistencia o
definido por oo = Aa V A=, para todo o € F'm.

Ademas, al igual que en los sistemas C,, de da Costa (cf. [14, 15]), el operador de consistencia

se propaga a través de los restantes conectivos.
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Teorema 3.3.5 La légica Six satisface las siguientes condiciones:
(i) =iz oL (if) oor =g OV
(iii) oor = gjp 0@ (iV) ocr, 00 =g 0(a#B) para # € {A,V}.

Dem. Directo de considerar las tablas de verdad. [ |

Més ain, |=g;, 0—"oa, para todo n > 0. En particular, |=g;,, coa. De este modo, Sizx valida
todos los axiomas (cc),, de la 16gica mCi (ver [7]).

Como es usual en el marco de las LFIs, es posible definir un operador de inconsistencia e
sobre Six del siguiente modo:

oY =def O (.

Entonces, ea es equivalente a Va A V—a. Observemos que e y o pueden ser expresados equi-
valentemente como ea = V(a A —-a) y oa = A(aV —a). La tabla de verdad de ambos
conectivos se muestra abajo:

—lolo|o| o~ |2
O»—t»—tr—t»—O%

Hmln{ | ZreiH o3

Teorema 3.3.6 En Six vale:
(i) N f=gi @0 pero e (=g 0 A —a,
(ii) e [=gjp @ Yy e f=g;p 00,
(iii) o(a#p0) =g ®V o3 para # € {A,V}; la reciproca no vale.

Dem. Directo. |

Este ultimo resultado muestra que el concepto de inconsistencia, por un lado, y el de contra-
diccién, por el otro, pueden ser diferenciados en la légica Six. Esta es una caracteristica valiosa
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en el universo de las LFIs, solo satisfecha por unas pocas de ellas como mbC y T ML, siendo
la primera la més débil de la jerarquia presentada en [7]. A pesar del hecho de que Siz no
es funcionalmente completa (cf. Corolario 3.2.10), esta goza de una gran poder expresivo. Por
ejemplo, en Six es posible hablar de valores de verdad “clésicos” (0 y 1), como asi también de
valores “no clasicos”, a saber, %, N, By % De esta manera, por ejemplo, si o« es satisfecho
entonces « solo asume valores de verdad 0 6 1. Por otro lado, ea afirma que los valores de
verdad de a son 5, N, B 6 2.

Observacién 3.3.7 Las formulas modales Va VvV V-a y Aa A A-a, utilizadas para definir
el operador de consistencia oa 7y el operador de inconsistencia ea en Six, coinciden con
las férmulas introducidas por H. Montgomery y R. Routley en [42] para definir los conceptos
filoséficos de no contingencia (denotado por A) y de contingencia (denotado por V), respecti-
vamente. Las logicas de contingencia y no contingencia fueron extensivamente estudiadas por
diferentes autores. Es interesante notar, que el operador de no contingencia tiene propiedades

de propagacion similares a aquellas que tiene el operador de consistencia o propuesto por da
Costa (cf. [14, 15]).

Como es usual con las LFIs, es interesante analizar la posibilidad de reproducir a la légica
clasica dentro de Six.

Pensemos a CPL en el lenguaje generado por la conjuncién A, la disyuncién V y la negacion —
(intencionalmente estamos utilizando los mismos simbolos para los conectivos comunes de Six
y CPL). Sea §mcpy, el dlgebra de las férmulas de CPL en ese lenguaje. Entonces, tenemos el
siguiente Derivability Adjustment Theorem (DAT) con respecto a CPL.

Teorema 3.3.8 Sea I' U {a} un conjunto finito de formulas en CPL. Entonces, I Fcopr «
si, y solo si, I';op1,...,op, Egip @ donde Var(I' U{a}) = {p1,....pn}-

Dem. (<) SeaI' = {ay,...,ax} C Fmepr, v sea h € Hom(Fmepr, B1) donde By es el dlgebra
de Boole con un atomo (esto es, By = {0, 1}). Puesto que B; puede verse como una S-subalgebra
de B¢ (poniendo V(z) = x, para todo x, se tiene que B; ~ LLy), tenemos que h € Hom(Fm, &g).
Luego, por hipétesis tenemos que

h(/\ a; A /\ op;) < h(a).

Como h € Hom(Fm,B,), entonces h(p;) € {0,1} para todo j, 1 < j < n. De esta manera, por
definicién de o, h(op;) = oh(p;) = 1 para todo j, 1 < j <n.
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k
Entonces, si h(a;) = 1 para todo i, 1 < ¢ < k tenemos que h( A\ a; A

opj) = 1y, por lo
=1

tanto, h(a) = 1. Esto significa que I' Fcopr, a.

(=) Supongamos que I Fopr, a y sea h € Hom(Fm, &¢). Veamos que I',opy,...,op, Ey «
para cada una de las matrices M que determinan a Six. Sea M = (&g, [5)) y supongamos
que h(T'U {op1,...,op,}) C [3), donde Var(I' U {a}) = {p1,...,pn}. Entonces, h(op;) # 0
lo que implica que h(p;) € {1,0} para todo i, y por eso, podemos pensar a h como h €
HOTH(%ﬂlCPL,Bl).

Como I' Fepr oy h(I') C {1}, entonces h(a) =1y h(a) € [3). Luego, I', opy, ..., op, ):@67[%))
a.

De la misma manera se prueba que I',opy,...,op, Ea « para las restantes matrices que
determinan a Six. Por lo tanto, I', opy, ..., op, =g . [ |

3.4. Teoria de prueba para Six

Como hemos visto en las secciones anteriores, la légica Six ha sido presentada por medios
semanticos. Con el objeto de dar una caracterizacién sintactica de Six, presentaremos una
version de ella por medio de un calculo estilo Gentzen.

En el siguiente calculo de secuentes, al que denominamos &, trataremos con secuentes multiple-
conclusioned, es decir, con secuentes de la forma I' = ¥ donde I' y ¥ son subconjuntos finitos
de F'm. Los axiomas y reglas de & son los siguientes:

Axiomas

(Axioma estructural) o = « (L) L= (T) =T

(Primer axioma modal) a = Va (Segundo axioma modal) = VaV =V

Reglas estructurales

=% I'= X

(Debilitamiento a Izquierda) m (Debilitamiento a Derecha) m

'=a ol=%
=X

(Corte)
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Reglas logicas

o =% '=a I'=Xp

A e A
(" =) anp =% (=A) =X aAp
Na=%Y I0=X% '=%a/p
V=) —Faviss =V F=sava
(=) a=ph
- = "«
( =) Na=%>% (= ) '=a X
o T, =% T = a3
INa= VX IN-Va=X%
V) fvasve V=) rvwass

La nocion de derivacion (o &—prueba) en el calculo de Gentzen & es la usual.

Definicién 3.4.1 (i) Todo secuente inicial es una prueba en si misma, cuyo secuente final
es el propio secuente inicial.

(i1) Suponga que Il es una prueba con secuente final Sy y, supongamos que existe una instancia
de una regla de & con secuente superior S1 y secuente inferior S. Entonces, la siguiente
figura es una prueba de &:

u
S

(11i) Suponga que 11y y Iy son pruebas con secuentes finales Sy y Sa, respectivamente. Y
supongamos que existe una instancia de una regla de & con secuentes superiores Sy y S
y con secuente inferior S. Entonces, la siguiente figura es una prueba con secuente final

S:

Iy I1,
S

Decimos que el secuente I' = 3 es probable en &, y notaremos & + [' = ., si tiene una demos-
tracién en & (o una G-demostracion). Si « es una férmula escribimos & F « para simbolizar
que & F= q, i.e., el secuente = « es probable en &. Notaremos I' < ¥ para indicar que
tanto el secuente I' = ¥ como Y = I" son probables en &.
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A continuacién probaremos una serie de resultados técnicos, que nos seran de mucha utilidad

para probar los Teoremas de Correctitud y Completitud.

Lema 3.4.2 Sean aq,...,ay, 51, ..., 0m € F'm. Las siguientes afirmaciones son equivalentes.

(i) ai,...,cn = P1,...,Bm es probable en &,
(i) cn A+~ Nay, = B1,...,0m es probable en &
(11i) oq,...,q, = BV -V B, es probable en &

(iv) ag N Nay = 51V -V By, es probable en &.

Dem. Probaremos que (i) y (ii) son equivalentes para n = 2, ya que para valores mayores de

n la demostracion consiste en aplicar susecivamente la equivalencia para n = 2.

Si aq, 9 = [, ..., Bm es probable en &. Entonces, existe una prueba
IT
aq, Qg :>Bl7"'75m

Luego podemos construir la siguiente prueba,

I1
a1, g jﬁl,...,ﬂm
(A =
041/\042:>51,...7Bm
Reciprocamente, si ay; A ag = f1,..., [, es probable, existe una prueba
H/
al/\a2:>/81a'-'7ﬁm
Entonces, podemos construir la prueba
: ap = o . Qg = Qly
b ) oy s a4 ) @ sy I
a, 0 = o A\ Qg . a1 ANag = B1,..., Bm
(deb. der.) (deb. izq.)
(corte) 1,02 = a1 Aag, B, - -, Bm a1 N ag,n,00 = B, B
aq, 0y :61;---757%
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De un modo similar se prueba que (i) y (iii) son equivalentes. Ademads, usando (ii) y (iii), se
prueba que (i) y (iv) son equivalentes. |

Observaciéon 3.4.3 Dado que las reglas logicas que determinan el comportamiento de la con-
guncion N\ y disyuncion V son las mismas que en el caso cldsico, sabemos que verifican las
mismas propiedades que en este ultimo.

Lema 3.4.4 Sean o, 3,7 € Fm tales que « < (5. Entonces,
(i) aVy & BVy,
(1)) a Ny < BAY,

(i1i) —a & —f5,

(iv) Va < V.
Dem. (i):
(D(I:b%)@jﬁ (Deb) =7
(= V) a= 7 (= V) Y= 6B
Wj)aéﬁvv v=>BVy
aVy=[BVy
g}.x‘I;éLlogamente se prueba que SV vy = a V7.
ii):
(Hip) ———
(Deb.) o=0 Deb) L=
(A =) a,y =8 (Deb.) o,y =7
(:>/\)oz/\7:>ﬁ (/\:>)oz/\7:>7
alNy=[BAy
(iii): Inmediato.
(iv):
oty AZB__$= VP
() a=Vp
Va =V
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Analogamente se prueba que Vg = Va. [ |

Corolario 3.4.5 Sean o, 3,7v,0 € Fm tales que o= y ~ = 0. Entonces, aNy = A}
y aVy=[gVJI.
Dem. Es consecuencia del Lema 3.4.4 (i) y (ii), y la regla de corte. [

Se prueba que vale la distributividad entre la disyuncién y la conjuncién. Méas precisamente,

Lema 3.4.6 Sean «, 3,y € Fm. Entonces, aV (BA7y) < (aVp)A(aV7y).

Dem.
= B=p v=
Deb) T0F Deb) g2 O G o e P =
(= a=aV <$v)oz:>oz\/7 BAYy=aVp BAYy=aVy
(=N (= N)
(v:)a:%avﬁwwavw BAY = (aVB)A(aVy)
aV(BAy) = (aVB)A(aVy)
Reciprocamente,

5=p . =7
(Deb.) R (Deb.) R~
W= ry=p W= Ry =
(Lema) 7 (Lema) 1=

aV(BAYy)=aVp aV(BAYy)=aVy
aV(BAy) = (aVB)A(aV7)

=N

Por otro lado, — es una negacién de De Morgan por lo que es esperable el siguiente lema.

Lema 3.4.7 Sean o, € F'm. Los siguientes secuentes son probables en &.
(i) a = ——a, ——a=aq,

(ii) &V B = ——a V ~-p,
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(iii) ~—a A——=8 = aV §,
(iv) ~(aV B) = —a A =B,

(v) maV =8 = ~(anf),
(vi) ma N =B = =(aV j),
(vii) —(a A B) = —~a V =B,

Dem. (i) Inmediato por las reglas (—— =) y (= —).

(i)

5=p
Ly a= (=) ——""—
(deb. dor.) ) G =-a (deb. der.) 5=
(v =) a= ——aV-o-f B = —-—aV -0
aV p = -—aV -8
(iii) Analoga a (ii).
(iv)
€ er M € er /8 = 6
(d ]z'::lv)') a=a,f (d lz.:;iv).) g =a,p
() a=aVp () B=aVp
(= A) “(aVp) =« —(aVp)=-p
—(aVp)=-aN-p
(v)
eb. izq) — X=X eb. iz Chndl
e assa M S
() alf=a () alNpf=p
(v =) —a = —(aAp) -6 = -(aAp)

—aV = (aAp)
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W)V FS —av P o Y S 2
aV B = ——aV =8, =(-aA-p) (deb. izq.) aV f,——aV-=8 = =(-a A =fp)
=) aV = =(-aA-p)
B T )
—“aA—f = (aVP)

(deb. der.)

(corte)

(vii) Andloga a (vi), usando (iii), (—) y la regla de corte.
|

Finalmente, el siguiente lema refleja el hecho que V goza de las mismas propiedades que el
respectivo operador unario de las algebras de Stone involutivas.

Lema 3.4.8 Sean o, € F'm. Los siguientes secuentes son probables en &.
(i) V(aV p) < VaVv Vg,
(ii)) V(a A B) < VaAVp,
(i1i) VVa < Va,
(iv) V-Va & =Va,

(v) BF= VL.
bem. (i)a:>a B=8
a=a,pf B=ap
(=V) a=aVp aVpB=VaVvpg) (=V) B=aVp aVpB=VaVvpg)
a=aVp,ViaVvps) a,aV B =VaVvp) B=aViViaVp) B,aV B = V(aVp)
(c) a= Viavg) (c) o _B=V(avi
(V) Va= V(aVpj) (V) VB = V(aVps)
(V=)
VaVvVg= VaVp)

aVpB=aVp (deb.) a = Va

aVp=al a,B=Va,Vi
aV p=Va,Vp

V(aV p) = Va,Vp

V(aV )= VaVvVp

(Lem. 3.4.2)
(c)

(=V)
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=V f=Vp
/\(deb) oz?éﬁ = Vaa (deb) a,f=Vp
((VT) aNpf=Va ((VT) aNpf=Vp
(= A) V(aAp) = Va ViaNp)=Vp

V(aAB)=VaAVp

aANf=aNp
(L?;I;SA-?) o= aNp (deb) aAB=ViaApB)
© a,B=aNB,ViaAp) aAB,a,f=VaAp)
) a,B = ViaAp)
) Va, = V(aAp)

Va,VB = V(aAp)

N G AVE = V(e A

(i)

Va = VVa es una instancia del primer axioma modal. Por otro lado

Va = Va
(V) VVa = Va

(iv) Es consecuencia del primer axioma modal y de la regla (=V).

(v)
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3.5. Correctitud, Completitud y Principio de Inversion

Para poder probar los teoremas de Correctitud y Completitud es necesario especificar cuando
un secuente es valido en este contexto.

Definicién 3.5.1 Sean «q,...,a,, 01, ..., Bm € F'm. Diremos que el secuente «q,...,q, =
B1, -, Bm es vélido si para todo homomorfismo h € Hom(F'm, Bg) se verifica que

h(/\ ;) < h(\/ B5)

Si n =0, consideramos A o; = T y si m = 0, consideramos \/ §; = L.
i=1 Jj=1

De la definicién anterior podemos deducir facilmente que

Proposicién 3.5.2 «y,...,a, = B1,..., By es vdlido si, y solo si, /\ & FGix \/ B;.
j_

Ademas, diremos que la regla de secuentes

I'=%,..., T = 2%
=%

preserva validez si se verifica que

I'; = ¥, es valido para 1 < i < k implica I' = X es valido.

Las siguientes nociones son usuales en el campo de la Teoria de la Prueba y necesarias para el
desarrollo de esta seccién.

Recordemos que, se denomina complejidad de la formula o € F'm al nimero de ocurrencias de
conectivos en ella. Mas precisamente:

Definicién 3.5.3 Sea o« € F'm. Se llama complejidad de o, y se nota c(«), al nimero entero
no negativo que se calcula recursivamente de la siguiente manera:

w (L) =¢(T) =c(p;) =0, para toda variable proposicional p;,
n o(=f) =1+ c(B),
- ((VH) = 1+c(B),

(

= (A7) =c(BVr)=1+c(B)+c(v)
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Por otro lado, existen diferentes convenciones sobre como medir la longitud de una demostracién
en un cédlculo de secuentes. Para nosotros, la longitud de una demostracién P, notado lenght(P)
es el nimero de ocurrencias de reglas légicas en P.

Teorema 3.5.4 Sea a € Fm. Entonces, a==T oa== L1 o

n m;

a== AV oy

i=1j=1

donde o;; € {px, Pr, Vi, Vi, “Vi, "V pi} para alguna variable proposicional py, n > 0,

Dem. Haremos la demostracion por induccién sobre la complejidad de «.. Si ¢(«) = 0, entonces
aes pr o 1 o L. En cualquiera de los tres casos el teorema vale trivialmente.

(H.I.) Supongamos que el teorema vale para toda férmula de complejidad menor estricto que
k, k> 0. Sea « tal que ¢(a) = k, entonces

Siaesal Aa?, por HI., o == Toa* == 1 o

ng Mk;

o= AV o

i=1j=1

para k =1, 2.
Sia' == 1L oa®> = L, entonces a« == L. Si o' == T, entonces a == a? y por H.I. el
teorema esté probado. Andlogo si a? == T.

ny M1, ng M2, ny Mi; ng M2,

Sino, alz():/\Val]yoP:":/\\/oz entonces a = o' /\a2:(|:/\\/ozm/\/\\/ozwy

i=1j=1 i=1j=1 i=1j=1 i=1j=1
esta ultima expresion es la conjuncion de términos que son disyunciones de férmulas que estan

en {pk’a Pk, kaa v_'pk7 _'Vpkv ﬁv_'pk;}

Si a es o' Va? con o' y @® como en el caso anterior. Entonces7 Sia! 5= Toa? =T,

entonces @ == T. Si a! == 1, entonces a == «o® y por H.I. el teorema estd proba-
np Mi; ng M2,

do. Andlogo si @* == L. Sino, a = o' Vo? == /\ \/ a;; VN \/ ay;. Por el Corolario
i=17=1 i=1j=1

3.1.5 y teniendo en cuenta que toda algebra de Stone involutiva es, en particular, un reticu-

lo distributivo, aplicando la propiedad distributiva el ntimero de veces necesario podemos
ny M1, ng M2,

transformar la expresién A \/ oj; V- A\ \/ of; en una expresién del tipo A\ f donde
i=1j=1 i=1j=1

Bi € {pk, Pk, Vi, Vpi, Vg, 7V-pi } para alguna variable proposicional py.
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ny Mi,;

Siaes—a',por HL, o' g=Toa' 9= Loa' =94= A V aj;. Sia' 5= T, entonces a == L.
1=17=1
ny My
Si a! == 1, entonces o == T. Sino, por el Corolario 3.1.5, a = =a! == — '/\1 \/1 a;. Como
i=1j=
toda algebra de Stone involutiva es, en particular, un algebra de De Morgan, en ellas valen las
ny M1, ny M1,
leyes de De Morgan, luego o == — /\ \/ ap; == \/ /\ —ay;
i=1j=1 i=1j=1

Nuevamente, por la propiedad distributiva y teniendo en cuenta que en toda algebra de Stone
ny M,

involutiva vale la identidad ——z =~ x, se tiene que la expresién \/ A _‘O‘z‘lj es equivalente a
i=1j=1

una del tipo AV 5 donde S, € {pk, Pk, VP, Vi, 7Vpr, "V-p} para alguna variable

proposicional py.

Finalmente, si @ es Va' y o' == T, entonces a« == T. Si a! == L, entonces a == L.

Sino, o == '/\1 \/1 aj; y como en la variedad de las dlgebras de Stone involutivas valen las
i=1j=

identidades VVz ~ Vz, V-Vz = =-Vz, V(r Vy) = Ve VVyy V(z Ay) = Vz A Vy,

ny M,

tenemos que « = Va! 5= A V Va;

i=1j=1
{pK, Pk, Vi, Vpr, Vg, 7V—pi } para alguna variable proposicional py. [ |

i;» donde Vailj es equivalente a alguno de los elementos de

Observacién 3.5.5 El Teorema 3.5.4 nos dice que toda formula oo € F'm es logicamente equi-

n m;
valente (en Six) a T o L o a una formula de la forma /\ \/ ;. Si o no es equivalente a L
i=1j=1
n m;
ni a T, diremos que /\ \/ «;; es una forma conjuntiva de a y denotaremos con & a cual-
i=1j=1
quier forma conjuntiva de c. Si o es equivalente a L o a T, entonces L (o a T ) es una forma
conjuntiva de . Ademds, diremos que cada o;; es un bloque de &.

Si « es una forma conjuntiva, denotaremos con #« al niimero de bloques que intervienen en ella.

n m;
Es decir, sives L oa T, entonces #a = 0. Sino, si v es A \/ a;;, entonces #a = mi+- - -+m,,.
i=1j=1

Ejemplo 3.5.6 Consideremos la formula ¥V ((py A=Vpa)V Vpy). Entonces, por el Lema 3.4.8
(i), tenemos

V((p1 A =Vp2) VVps) & V(pt A=Vp2) VVVp,y
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y, por el Lema 3.4.8 (ii) y el Lema 3.4.4 (i), tenemos

V(p1 A=Vp2) VVVpy & (Vp AV=Vpy) V VVp,
Por otro lado, Vpy ANNV—Vpy < Vpi A=Vps, por el Lema 3.4.4 (i1) y Lema 3.4.8 (iv). Luego,
por el Lema 3.4.4 (ii)

(Vpi AV=Vpo) VVVpy & (Vpr A=Vps) V VVp,
Por el Lema 3.4.8 (ii) y Lema 3.4.4(i), se tiene

(Vpl A —|Vp2) V vaz S (Vpl A\ _'sz) V sz

Finalmente, por el Lema 3.4.6, tenemos

(Vp1 A=Vp2) VVpe & (V1 V Vp2) A (=Vpa V Vpy)

Esta ultima formula es una forma conjuntiva logicamente equivalente a la original y hemos
probado que la formula V((p1 A=Vp2)V V) y (Vp1V VD) A(—=Vpa V Vpy) son interprobables.
Es decir, los siguientes secuentes son probables

V((p1 A=Vp2) VVpa) < (Vp1 V Vpe) A (=Vpa V Vps)

En este caso #(Vp1 V Vpa) A (=Vpa V Vpy) =4

Lema 3.5.7 Sean a € Fm y & una forma conjuntiva de o. Entonces, « < Q.

Dem. Es consecuencia de los Lemas 3.4.4, 3.4.7, 3.4.8 y 3.4.6. |

Teorema 3.5.8 (Correctitud) Todo secuente I' = % probable en & es vdlido.

Dem. Mostraremos que todo secuente final en una &-prueba es vélido, usando induccién en
el niumero de secuentes en la prueba. Para el caso base, la prueba consiste de una sola linea,
un secuente inicial. Los tnico secuentes iniciales son de la forma 1. =, = T, a = o, a = Va
y = Va V ~Va; y claramente son validos.

Para el paso inductivo, necesitamos verificar que todas las reglas (légicas y estructurales) pre-
servan validez. Por ejemplo, la regla de debilitamiento

I'=%X%
INa=>X%
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preserva validez. En efecto, supongamos que I' = {ay,...,an}, ¥ = {B1,...,8m} y que el

secuente I' = 3 es vélido. Entonces, la desigualdad A h(a;) < \/ h(5;) vale en &4. Como &g
i=1 j=1

es un reticulo distributivo, se tiene inmediatamente que A h(o) A h(a) < \/ h(B;) v, por lo
i=1 j=1
tanto, I', & = ¥ es valido. Luego, la regla de debilitamiento a izquierda preserva validez. Por

un razonamiento andlogo se verifica que la regla de debilitamiento a derecha preserva validez.
Ademas, la regla de corte

'=a ol =%
I'= X%

preserva validez. En efecto, si A h(a;) < V h(B;) Vh(a) v A hlai) Ah(a) <V h(B;) se
=1

i=1 j=1 =1 J=

3

tiene que A h(a;) < \/ h(B;), ya que en todo reticulo distributivo vale que si x < yV z y

z A z <y entonces x §y
Nuevamente, debido a la estructura reticular de &g, se prueba sin dificultad que las reglas
l6gicas (A =), (= A), (V =),y (= V) preservan validez.

Por otra lado, teniendo en cuenta que &4 es un dlgebra de De Morgan, por (DM1) y (DM6)
(Capitulo 2), se ve claramente que las reglas légicas (=), (-— =) y (= ——) preservan validez.
Finalmente, veamos que

INa= VX
(V) I'Va = VX

n

preserva validez. Supongamos que (1) A h(a;) A h(a) < \/ h(V;). Entonces, como V es
i=1 j=1

homomorfismo de reticulos, tenemos A h(a;) A h(a) <\ VA(S;) = \/ . Pero, en
v ha

h(p
i=1
&g vale que Vz € {0,1} para todo z. Luego, V <\n} h(@)) €{0,1}. Si V (\7 ) =0,
j=1 1
)

h(ci) A h(a) = 0y eso implica que A h(a;) = 0 o h(a) = 0. En ambos

= 1

entonces, por (1),
K]

casos se tiene que A h(a;) A h(Va) = 0 y por lo tanto /\ h(a;) A h(Va) < \/ h(Vp;). Si

i=1 i=1 j=1

\v4 (\w} h(@-)) = 1, trivialmente se tiene que /n\ h(c;) N h(Va) < \77 h(V B;).
j=1 J=1

>

i=1
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Para probar el Teorema de Completitud, necesitamos primero ver que se verifica el Principio
de Inversion.

Si,.... S,

Lema 3.5.9 (Principio de Inversion) Para toda regla de de &, excepto las reglas de

debilitamiento, se verifica que: si S es valido entonces S; son vdlidos para i € {1,... k}.

Dem. Las reglas (A =), (= A), (V=) y (= V) son las mismas que en el caso cldsico. Dado
que las algebras de Stone involutivas son en particular reticulos distributivos, se verifica como
en el caso cléasico el Principio de Inversién para ellas.

Como la negacién de las algebras de Stone involutivas es una negacion de De Morgan, las reglas
(=), (-= =) y (= —~) verifican el Principio de Inversién.

La regla (=V =) verifica el Principio de Inversién ya que en S verifica la identidad V-Va ~
—Va.

Veamos que (V) verifica el Principio de Inversién. Supongamos que el secuente I', Va = VX
es vélido. Luego, para todo homomorfismo h € Hom(Fm, ®g) se verifica que

WA\ ) AVR(@) = h(\ 7 AVa) <h(\/ V) =WV \[ ) = Vh(\/ )

~vel ~yel’ peX pex pex
Por como estd definido el operador V en &g se tiene que VA('\/ ) € {0,1}. Si VR( B) =0,
pex BEX
entonces h( A v) A Vh(a) = 0. En &4 podemos afirmar que h( A 7) = 0 6 Vh(a) = 0. Si
yel ~yel

h( A\ 7v) = 0y entonces h( A v Aa) < h(\ VB). Si Vh(a) = 0, luego h(ar) = 0 y entonces

vel ~yel Bex

h(A v) Ah(a) =0y h(A v ANa) <h(V V).

yel vyerl BeX

Por otro lado, si VA('\/ ) =1, claramente h( A 7 Aa) < h(\/ V). |

pex ~vel BeES

Teorema 3.5.10 (Completitud) Todo secuente vdlido de & es probable en .

Dem. Mostraremos que todo secuente valido I' = ¥ tiene una demostracién en & por induccién
sobre el nimero total de conectivos logicos V y A que ocurren en I' = 3. En virtud del Lema
3.5.7, asumimos que toda féormula en I' U X esta en forma conjuntiva.

Para el caso base, toda férmula en I' y ¥ es un bloque en {p, —p, Vp, V-p, =Vp,-V-p} para
alguna variable proposicional p, o una de las constantes 1. o T. Como el secuente es véalido,
tenemos los siguientes casos:
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(1) LeToT e,

21)pelypex; (22)pel'y Vpe X,

(31) pelypeX;(32) pelyVpex,
(41)Vpel'yVpe; (42) Vpel'yVpeX,
(5.1) - Vpel'y -VpeX; (52 -Vpelypex,
(6) Vp,~Vp € X.

En el caso (1), I' = ¥ puede ser derivado de (L) o (T) o mediante la aplicacién de debilita-
miento(s). En los casos (2.1), (3.1), (4.1), (4.2) y (5.1), ' = X puede ser derivado de un axioma
estructural y debilitamiento(s). En los casos (2.2), (3.2), I' = ¥, puede ser derivada del primer
axioma modal y debilitamiento(s). En el caso (5.2), podemos derivar =V—p = p como sigue

(=) -p=V-p
t
(cut) I v ——

y de acé , derivamos I' = 3 por debilitamiento(s). En el caso (6), derivamos I' = ¥ usando el
segundo axioma modal, el Lema 3.4.2 y debilitamiento(s).

Para el paso inductivo, sea a una féormula cualquiera que no es un bloque y tampoco una
constante en I' o 2. Entonces, por la definicién de la formula proposicional, o debe tener una
de las siguientes formas (8 V) o (8 A7). Si « tiene la forma (S V) y Vp es un bloque de 5 y
- Vp es un bloque de v, entonces I' = ¥ sale usando el segundo axioma modal, el Lema 3.4.2
y debilitamiento(s).

En otro caso, I' = ¥ puede ser derivado de las reglas de introduccién de V o A, respectivamente,
usando el caso a izquierda o a derecha, dependiendo de si « estd en I' o X, pero sin usar
debilitamientos. En cada caso, cada secuente superior de la regla tendrd menos conectivos A o
V que I' = X, y por el Principio de Inversion, el secuente es valido. Por lo tanto, cada secuente
superior tiene una derivacion en @&, por la hipdtesis inductiva. [
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Capitulo 4

Conclusiones

En esta tesis, hemos estudiado la 16gica que preserva grados de verdad con respecto a las dlgebras
de Stone involutivas, llamada Six. Probamos que esta es una logica seis—valorada que puede
ser definida en términos de cuatro matrices finitas. Six resulta ser una logica interesante que
combina buenas caracteristicas de la légica cuatro—valuada de Belnap FOUR con las logicas
n-valuadas de Lukasiewicz para 2 < n < 5. Como légica paraconsistente, Six resulta ser
una genuina LFT con operados de consistencia que permite distinguir entre inconsistencia y
contradiccion.

Recordemos de [7] que una légica L es marcadamente paraconsistente (boldly paraconsistent)
si no existe una férmula B(p1,...,p,) que satisfaga las siguientes condiciones:

(1) VL ﬂ(’yla s 7’771) para algfln Ty Ty Y
(il) a,~aFp B(71,...,7n) para todo a,vi, ..., Yn.

Una logica paraconsistente que no es marcadamente paraconsistente no es una “genuina”’ logica
paraconsistente: de una contradiccién es posible derivar todas las instancias del mismo esque-
ma. Por ejemplo, la 1égica minimal de Johansson es paraconsistente, pero no marcadamente
paraconsistente puesto que «,—~a F =3, paratodo « ytodo (. Nos proponemos determinar
si Six es marcadamente paraconsistente.

Por otro lado, exhibimos una representacién sintactica de Six por medio del calculo de secuentes
&. Pensamos que & merece un estudio més profundo. Por ejemplo, queda abierta la cuestién
de si es posible probar un teorema de eliminacion de corte para &. Pensamos que este no es el
caso debido a la forma inusual de las reglas logicas que regulan el comportamiento del operador
V. En este sentido, pensamos que la herramienta de los hipersecuentes puede ser mas adecuada
para presentar un calculo estilo Gentzen para Six con la propiedad de eliminacién de corte.
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Finalmente, creemos que seria interesante el desarrollo de un sistema de Deduccion Natural
para Six. Para esto, se deberdan presentar reglas de introduccion y eliminacién para cada co-
nectivo. En particular, se deberan presentar sendas reglas para el conectivo de consistencia
y determinar si procede el descargo de hipdtesis en cada caso. Ademds, cuando construimos
pruebas, se pueden realizar inferencias innecesarias (rodeos). Una ocurrencia de una férmula
se dice maximal si es, simultaneamente, la conclusién de una regla de introduccién e hipotesis
de una regla de eliminacién. Una prueba se dice normal si no contiene férmulas maximales.
Buscaremos un método para normalizar demostraciones, esto es, un método que permita hallar
demostraciones sin rodeos, y proveer un Teorema de la Forma Normal.
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