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RESUMEN

En esta tesis se presenta un estudio de oscilaciones en sistemas no
lineales generales que cumplen ciertas condiciones de diferenciabilidad.
Para ello se parte, en una primera etapa, de verificar los postulados del
teorema de bifurcacién de Hopf que da las condiciones para detectar la pre-
sencia de soluciones periddicas en un sistema de ecuaciones diferenciales
ordinarias sujeto a la variacién de un pardmetro u del mismo. A tal efecto,
se utiliza una propuesta fuertemente enraizada en la Teoria de Control Mo-
derna que ofrece-una interesante y didactica presentacién gréfica. Con es-
tos primeros resultados exploramos una generalizacion del teorema de bifur-
cacion de Hopf, permitiéndole mayor flexibilidad a sus hip6tesis. En otras
palabras, dos de las tres hip6tesis originales podrdn no cumplirse dando
lugar a una gama variada de diagramas de bifurcaciones locales, esto es,
representaciones entre el estado estacionario y la rama de soluciones pe-

cuando vari:
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en una jerarquia de tales puntos singulares, es decir donde fallan los pos-
tulados del teorema, se cae inevitablemente en una perturbacién multipara-
meétrica cuando se intentan recuperar los diagramas de bifurcaciones 0, en
otras palabras, cuando se intenta recuperar la dindmica oscilatoria del

sistema.

Con 1la propuésta formalmente enunciada se estudian las 1lamadas dege-
neraciones del teorema de bifurcacidén de Hopf. Para las mismas se han pre-
visto dos alternativas de anédlisis. La primera consiste en plantear las
condiciones de definicidén y de no-degeneracién con nuestra formulacién y
aplicar los resultados de la teoria de singularidades para obtener los dia-
gramas de bifurcaciones locales. La segunda, en cambio, permite directamen-
te construir los diagramas locales en el espacio de los parédmetros origina-
Tes del sistema aplicando técnicas numéricas. En este trabajo mostramos am-
bas formas de andlisis, especialmente en los Gltimos capitulos. Con tal



fin, hemos implementado diferentes 6rdenes de aproximacionses para recuperar
la dinamica oscilatoria del sistema. Estas aproximaciones incluyen, en or-
den ascendiente, mayor informacion del sistema no lineal en forma similar a

Ta cldsica expansion en series de Taylor.

Las contribuciones originales mAs importantes radican en: 1) La formu-
lacion de las condiciones de definicidén y de no-degeneracion utilizando las
técnicas en el 1lamado dominio frecuencia: 2) La extension del método gra-
fico existente para hallar la amplitud y frecuencia de las oscilaciones de
tal manera de incluir naturalmente a las bifurcaciones degeneradas de Hopf;
3) La continuacién de las ramas de soluciones periédicas bifurcadas utili-
zando tecnicas numéricas junto con diferentes aproximaciones de balance ar-
ménico ,y 4) La comparacién de resultados numéricos entre la formulacidn
propuesta y el programa mAs completo y preciso de continuacién de solucio-
nes periodicas hasta el presente, el conocido cédigo AUTO.
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ABSTRACT

In this thesis a study of oscillations in general smooth nonlinear
systems is presented. For this task, in a first stage, the hypotheses of
the Hopf bifurcation theorem are verified to satisfy the conditions for the
occurrence of oscillations in a system of ordinary differential equations
in which a parameter p varies. Concerning with this, a proposal enrooted
strongly in the Modern Control Theory offering an interesting and didactic
graphical presentation is used. With this primary results, a generalization
of the Hopf bifurcation theorem 1is explored by permitting much greater
flexibility to its hypotheses. In other words, two of the three original
hypotheses can fail giving a variety of Tlocal bifurcation diagrams, that
1s, representations between the steady-state solutions and the branch of
periodic solutions when the bifurcation parameter p varies. Doing that, a
hierarchy of such singular points can be constructed, that is, when the
Hopf postuiates fail, and, inevitably, a multiparameter perturbation
appears in the effort of recovering the bifurcation diagrams or, 1n other

words, when the oscillatory dynamics is trying to be recovered.

With the proposal formally presented, the so-called degenerate Hopf
bifurcations are studied. For this task, two different alternatives of
analysis are included. The former consists in presenting the defining>and '
the nondegeneracy conditions with our formulation, and then in applying the
well-known results of singularity theory to obtain the local bifurcation
diagrams. The latter, on the other hand, permits directly the construction
of the local diagrams in the space of the original system parameters by
using numerical techniques. In this work, we show both ways of analysis
specially in the last chapters. As a matter of fact, we have implemented
different orders of approximations to'recover the oscillatory dinamics of
the system. These approximations include, 1in ascending order, more
information of the nonlinear system 1in a way similar to the classical

expansion in Taylor series.
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The most important original contributions of this work are: 1) The
formulation of the defining and nondegeneracy conditions using the so-
called frequency domain techniques; 2) The extension of the existent
graphical procedure to obtain the amplitude and frequency of the
oscillations in order to include naturally Hopf bifurcation degeneracies;
3) The continuation of the bifurcated periodic solution branches using
numerical techniques together with different harmonic balance
approximations, and 4) The comparison of numerical results between the
proposed approach and the most complete and accurate program for the
continuation of periodic solutions, the well-known software package AUTOQ.
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CAPITULO 1

BIFURCACIONES Y DINAMICA DE SISTEMAS

Los sistemas fisicos reales son modelados mediante ecuaciones diferen-
ciales ordinarias o parciales para representar sus manifestaciones dinami-
cas en un contexto donde se puedan aplicar herramientas de andlisis genera-
les. Al modelo matemdtico resultante, una vez estudiado su comportamiento
dindmico, se le aplican diversas técnicas con el fin de mejorar sus presta-
ciohes, sea logrando una optimizacién del proceso, controlando ciertas va-
riables criticas, asegurando rangos de estabilidad, mejorando velocidad de
respuesta, etc.

Estds Tineamientos generales como objetivos bien definidos involucran
el estudio e identificacién de sistemas en un primer paso, para trasladar
observaciones del modelo experimental a ecuaciones matematicas. Sin embar-
go, en esta etapa también confluyen los conocimientos que revelan el grado
de comprensibn de Tos fendmenos particulares (y extrafios) de cada sistema y

la experienci
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stas. Es 1ndispensabie un buen

a adguirida
manejo de la teoria de ecuaciones diferenciales para la convalidacién de
resultados y comparacién de los modelos experimental y matem&tico. Esta es
una de las partes m4s dificiles en la bUsqueda del modelo que luego se con-.
vertird en Ta idealizacién del proceso o sistema y por ende en el producto

terminal de la etapa de identificacién.

Una vez que el modelo propuesto via identificacidén 1lena los huecos de
incertidumbre paramétrica y regiones de aplicabilidad, que Tos matematicos
llaman dominios de validez, comportdndose en forma similar al proceso que
le did origen, viene una etapa de continuos ensayos sobre el mismo. Aqui se
descargan toda la maquinaria y rigor matemitico en las formulaciones Yy se
exploran caminos nuevos que pueden ser de utilidad en aplicaciones futuras.
Las primeras observaciones y desarrollos de estas investigaciones en el te-
rreno matematico normalmente se realimentan en la etapa de identificacién

dando un producto que generalmente converge a un modelo mejor. Asi aparecen



complejidades que deben afadirse aj modslo propuesto en la identificacisn
para tener en cuenta fendmenos mas particulares o bién modslizaciones mas
generalizadas,

Al estudio de 1a din&mica de sistemas compete 1a elaboracion matemati-
ca de andlisis generales sobre ecuaciones diferenciales que caracterizan al
sistema fisico. Sin embargo, los métodos e ideas abren infinitas posibili-
dades en el terreno de la matemitica aplicada a cientificos que actyan re-
lacionando toépicos de 1a matemética pura de sistemas dindmicos con aquéllos
Que resultan de la realidad de las experiencias. Ast, 1interactuando en los
diferentes niveles, los tres grupos -experimental, puro y aplicado~, co-
existen aportando so]gciones e tdeas a problemas de interés y, cuando el
lazo de realimentacion funciona, los avances son tan vertiginosos que Tlos
grupos se enriquecen cont fnuamente y tienen una excelente produccidn cien-
tif1co~tecno]égica.

La G1tima etapa consiste en mejorar al sistema fisico originai contro-
lando su producto final o las prestaciones de la planta en general. Existen

innumerabies estrategias de control para sistemas Tineales: desde los cla~
sicos compensadores y filtros, pasando por los observadores de estado, has-
ta las recientes técnicas de controi robusto usando perturbaciones estruc-
turadas. En cambio, para sistemas no lineales aparecen complicaciones for-
males en las definiciones mas elementales y se requieren herramientas fuer- -
temente enraizadas en las teorias de operadores, an4lisis funcional, geome-

tria diferencia], topologia vy ecuaciones diferenciales.

Una clasificacién general de Tos sistemas puede hacerse a partir de sy
modelo matemdtico. Existen asi dos grandes ramas: Jos sistemas lineales y
los sistemas no lineales. En los UTtimos afos se han hecho ingentes esfuer-
20§ para trasladar las definiciones clasicas de los sistemas lineales a los
no lineales y se han utilizado métodos poderosos, pero generalmente compli-
cados, para extender las nociones simples de controlabilidad y observabili-
dad en forma mé4s general,



Sin embargo, la mayoria de.los sistemas fisicos responden a un modelo
no lineal, y no a uno lineal que resulta de la restriccién de la zona de
operacion o de interés. Innumerables son las aplicaciones para las cuales
los rangos de validez encuadran perfectamente y se disefian asi controlado-
res eficaces para tal o cual proceso. Pero existen aplicaciones que no sdélo
no se enmarcan en ciertos rangos reducidos, sino que su din&mica es tan ri-
ca que el modelo lineal no logra satisfacer siquiera alguno de los fendme-

nos experimentaies mas distintivos.

Es-claro que la modelizacién por un sistema no lineal no siempre es
deseable por la complejidad que aparece en las ecuaciones y m4s tarde en
los métodos que se deberdn emplear para resolver el problema. Sin embargo,
es el anco camino para englobar los fendmenos m&s caracter{sticos Yy singu-
lares de sistemas en forma general sin estar atados a restricciones de do-

minios y simplificaciones, la mayorfia de las veces audaces y conflictivas.

En Ta teoria de Reacciones quimicas y Procesos en general los modelos
no lineales presentan una riqueza dindmica tan elogiable, desde el punto de
vista de su complejidad, que no es de extrafar que los primeros modelos ma-
tematicos algo sofisticados hayan aparecido en el periodo 1950-1960. En
otras disciplinas, principaimente en Fisica, el estudio de la din4mica de
sistemas ha sido un factor fundamental de avance, desde el clédsico oscila-
dor de Van der Pol hasta el comportamiento caético de la juntura Josephson,

pasando por la teoria de turbulencias en fluidodinamica y definiciones con-

cretas y evolucionadas de los atractores extrafios.

Es importante recalcar aqui la necesidad del estudio de la dindmica de
sistemas no lineales para posteriormente abocarse al control de los mismos.
E1 conocimiento de 1a variedad de configuraciones extrafias, pero facilmente
individualizadas desde el punto de vista fisico o experimental, es de fun-
damental importancia para determinar los objetivos de control, perfomance u
optimizacion que se establecerdn sobre el sistema en estudio.

Como primer paso de tremendos y multiplicativos avances, tuvimos Tlos



resultados de estabilidad de los puntos singulares o de estado estacionario
de un sistema fisico modselado por ecuaciones diferenciales ordinarias. E}
test de estabilidad se basaba en el cdlculo de los autovalores de la matriz
del sistema linealizado. El1 primer escollo habfa sido superado asi por
Lyapunov. Entonces, se necesitdé esperar muy poco para que un genio como
Poincaré impulsara vivamente con ideas brillantes la Mec4dnica Celeste y 1la
teoria de ecuaciones diferenciales, y planteara la necesidad de una singu-
laridad curvilinea, conocida como ciclo limite, para representar un estado
oscilatorio permanente. A fines del siglo pasado, este cientifico francés
senté las bases matemdticas para estudiar oscilaciones y clasificar la di-
némica para sistemas de orden dos (plano de fase). Abarecieron entonces re~
laciones claras entre dos grandes ramas de la Matem&tica: la teoria de
ecuaciones diferenciales y la topologia.

Sin embargo, ya en este siglo, hasta la década del 30 no quedaron re-
sueltas todas las configuraciones dinédmicas en el plano de fase, es decir
los diferentes flujos de trayectorias (soluciones de las ecuaciones dife-
renciales) en cercanias de los puntos de equilibrio o estacionarios de un
sistema. Nuevamente Ta escuela rusa, en este caso con Andronov y sus disci-
pulos, tomé la delantera en el estudio de la dindmica de sistemas y princi-
palmente en la dindmica de osciladores, de grandes aplicaciones en la ac-
tualidad en la ingenieria electrénica. Los trabajos de Andronov vy su equipo
(ver Andronov y colaboradores, 1966) se vieron coronados m4s tarde por to-
das las aplicaciones, en especial en ingenieria quimica, pues su claridéd
en la explicacion de los fendémenos y rigurosidad matemdtica, hicieron de
los mismos una de las recopilaciones mds completas, integras y excepciona-
tes que un no especialista en el tema pueda leer y deleitarse al mismo
tiempo. Andronov uni6é la genialidad de Poincaré en sus aplicaciones a la
belleza de 1la simplicidad y claridad de sus exposiciones, resultando tal
combinacién formidable en el primer gran compendio de la dindmica de siste-
mas.

En 1942, un cientifico alemdn (ver Hopf, 1942), enuncié un teorema,
que hoy 1leva su nombre, donde indicé las proposiciones que debian cumplir-



se para que aparecieran ciclos 1imites en un sistema de ecuaciones diferen-
ciales ordinarias cuando variaba un parémetro del mismo. Las reparcusiones
y aplicaciones de tan extraordinaric resuitado se hicileron esperar mas de
treinta anos por la complejidad de los célculos involucrados que demandaban
el uso de una computadora digital, inexistente en aquella época.

A partir de la década del '70 aparecieron ideas muy novedosas que per-
mitieron un tratamiento de este tipo de problemas usando elementos mas
abstractos como la geometria diferencial. Era tan importante 1a variedad de
resultados obtenidos que ocurriéd un avance vertiginoso en diversas ramas de
las ciencias junto al propio avance de la Matematica pura. Se desprendieron
coma especialidades las teorias de Singularidades y Catdstrofes como ramas
de la Teoria de Bifurcacion (mediados de la década del ’70). Asi, el con-
trovertido libro de René Thom (ver Thom, 1975) se sitGa hoy con una pers-
pectiva impresionante de aplicaciones, tan sugestivas pictdricamente como
inter-relacionadas con la Teoria de Singularidades. Mé&s aun, hablar si 1la
palabra bifurcacién fue propuesta por Poincaré para denotar el fendmeno de
separacion o dos caminos que nacen de uno original, o si la utilizaron an-
teriormente otros investigadores, podemos apreciar que este vocablo es tan
rico en la jerga Matematica, Fisica y aGn ingenieril que lo podemos identi-
ficar como uno de los pasos elementales al estudio m&s avanzado de atracto-
res extranos y caos.

Demos un bosquejo de ciertos elementos que necesitaremos con asiduidad
mas adelante. Los puntos de equilibrio o estados estacionarios tienen defi-
nida su estabilidad calculando los autovalores del sistema linealizado, me-
diante el signo de su parte real. Si todos tienen parte real negativa ese
estado de equilibrio corresponde a un punto singular estable. E1 fenémeno
de bifurcacién estd ligado al cruce de ese Timite o frontera de estabilidad
que es el eje imaginario. ;Qué ocurre entonces si algin autovalor de la ma-
triz de linealizacién es cero, o si un par complejo estd sobre el eje ima-
ginario? En el primer caso tenemos un punto de bifurcacion estatica, es de-
cir aparecen dos ramas de estados de equilibrio -una estable y la otra

inestable- al realizar una perturbacién en alguno de los parémetros del



sistema, suponiendo que Tos autovalorss restantes permanecen en el semipla~
no izquierdo.

En el segundo caso se cumple el primer postulado del teorema de bifur-
cacion de Hopf, es decir en cercanfas de dicho estado, variando un paréme-
tro del sistema, es posible encontrar oscilaciones, es decir variaciones
ciclicas en las variables solucién del sistema cuando se asume que el campo
vectorial es diferenciable hasta por lo menos cuarto orden. Se ha asumido
gue los demds autovalores de la matriz de linealizacién se encuentran todos .
en el semiplano izquierdo. El probiema de indefinicién de estabilidad en
este caso fue alertado por Lyapunov, analizado por Poincaré, resuelto por
Andronov para sistemas de dimensidén dos y totalmente demostrado por Hopf
para sistemas de dimensién "n". Esa es la razén por la cual muchos investi-
gadores'bref1eren 1lamar al clésico teorema de bifurcacién de Hopf como
teorema de Poincaré-Andronov-Hopf.

Sin embargo estos dos tipos de bifurcaciones, estéticas y de Hopf
(también 1lamadas dindmicas) son los primeros de una larga serie de fenéme-
nos que recien ahora han comenzade a estudiarse. Por ello a estos dos tipos
basicos de bifurcaciones podriamos 1lamarlos elementales.

Veamos para una aplicacidon donde se verifique el Teorema de bifurca-
cion de Hopf el tremendo error que se comete considerando sélo la dindmica
del sistema lineal. Cuando se varia el parédmetro distintivo y se linealiza
el modelo, supondremos que un par simple de autovalores complejos cruza el
eje imaginario haciendo que dos autovalores tengan parte real positiva
(equilibrio inestable), mientras que los demis conservan el signo de su si-
tuacidon anterior, es decir estdn en &1 semiplano izquierdo. Evaluando una
expresion obtenida originalmente por Hopf puede detectarse la presencia de
ciclos limites (estables o inestables) en el modelo. Para el caso lineal
s6lo podemos decir que el estado estacionario cambié de estable a inesta-
ble. Sin embargo, un comportamiento mads cercano a la realidad predice que
el sistema mantendrd un régimen oscilatorio para condiciones iniciales cer-

canas a las de estado estacionario. Una imagen simplista seria la siguien-



te: Supongamos tener una habitacién a oscuras y un velador que define difu~
samente un circulo iluminado. No podemos establecer el radio de dicho cir-
culo para que se noten perfectamente los diferentes objetos de la habita-
cién. Con la linealizacidén apenas vemos un entorno, y en 10s casos que nho
se puede predecir qué tipo de estabilidad tendrd el estado de equilibrio
debemos analizar los términos de orden superior (derivadas de mayor orden
del campo vectorial). Con herramientas como el Teorema de bifurcacién de
Hopf ampliamos el radio del circulo iluminado y detectamos algunos de 1los
contornos de los objetos de la habitacién. Con métodos mas poderosos, auxi-
liados por la geometria diferencial y formas normales de Poincaré, podemos
ampliar dicho entorno para distinguir los objetos que esté&n en la penumbra.
Entonces, a mayor informacidén recabada de los términos no lineales corres-
ponde mayor intensidad luminica del velador.

Los desarrollos de bifurcaciones est4dticas y catédstrofes elementales,
en cambio, como los puntos cuspidales, 1levan a analizar en forma completa
la multiplicidad de estados de equilibrio, uno de los tépicos caracteristi-
cos de la teoria de reacciones y sistemas quimicos en general. Es claro que
un punto o una curva de puntos de catdstrofe revela que para ciertas combi-
naciones de pardmetros del sistema el comportamiento cambia en forma tan
notoria al cruzar la singularidad que parece como si tuviéramos otro siste-
ma en estudio. De alli el nombre de cat4dstrofe. El ejemplo tipico en 1la
teoria de reacciones es cuandc la cury dc estacicnaric tiene un
unico estado de equilibrio cuando se varia el parémetro principal, pero ba—
ra una modificacion de un segundo parémetro pasamos a una curva de estados

de equilibrio que tiene multiplicidad.

E1 material que presentaremos en esta tesis no intenta ser exhaustivo
en un tema que ha crecido explosivamente en los (ltimos diez afios. Por el
contrario, la finalidad de este trabajo es mostrar cémo pueden realizarse
aproximaciones de las soluciones peridédicas utilizando técnicas de la teo-
ria de control no lineal. En todos los casos la aparicién de las soluciones
periodicas estard vinculada a un teorema de Hopf generalizado para el cual
los postulados cldsicos ya no se cumplen. Al tipo de singularidades que se



obtienen de dicha generalizacién se las conoce como bifurcaciones degenera-
das de Hopf. Con este fin se ha incluido, entonces, una extensién de las
técnicas del teorema de bifurcacidén de Hopf en el dominio frecuencia que
muestra Ta potencialidad y versatilidad del mismo en caracterizar fenomeno-
logias m&s amplias. Para ello se han utilizado ejemplos cldsicos de la 1i-
teratura ingsnieril donde se han dascubierto comportamientos dindmicos com-
plejos nunca antes presentados en comunicaciones cient{ficas. Tal es el ca-
so de interacciones entre diferentes curvas de bifurcaciones degeneradas
estaticas y dindmicas dando origen a centros organizadores de dinédmica en
varios pardmetros del sistema, como también localizacionss de estructuras
de cuatro ciclos 1imites anidados en el espacio de estado.

La_ tesis se ha organizado de la siguiente manera. El1 Capftulo 2 pre-
senta el teorema de bifurcacién de Hopf en el dominio tiempo y en el domi-
nio frecuencia junto con una aplicacién de todas las férmulas usando la se-
gunda variante de cédlculo. Para aquéllos con amplios conocimientos en c4l-
culo de soluciones periddicas este capitulo puede evitarse y comenzar di-
rectamente con la lectura del Capftulo 3. Para los no iniciados en el tema,
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apitulo 2 brinda las bases de 1a notacién que mantendremos a Jo largo
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teoria de bifurcaciones de Hopf.

0s capitulos sucesivos como asi también una répida introduccién a 1la

E1 Capitulo 3 incluye una continuacién de las curvas de bifurcaciones
estdticas y dindmicas utilizando la formulacién en el dominio frecuencia.
Se muestra, ademds, cémo naturalmente pueden definirse las degeneraciones
elementé]es del teorema de bifurcacién de Hopf cuando un segundo parémetro
del sistema en estudio se varia, Al final se presentan resultados numéricos
en un ejemplo mds elaborado que el del Capitulo 2, donde se corrigen y am-
plian varios trabajos cientificos precedentes.

Por su parte el Capitulo 4 muestra la continuacién de curvas de bifur-
cacioneé'degeneradas en el espacio de pardmetros definido por el parémetro
principal de bifurcacién y por dos pardmetros auxiliares. Asimismo se in-
cluyen una serie de graficas que determinan diferentes diagramas de bifur-



caciones locales en el espacio de dos de los parametros auxiliares. Como
una extensiodn, se incluye una posterior variacién de un tercer parémetro
auxiliar para visualizar interacciones méas complejas entre las curvas de
- bifurcaciones degeneradas. Aqui se muestran, entonces, posibles centros or-
ganizadores de la dindmica para el sistema bajo estudio.

En el Capitulo 5 se introduce formalmente al lector en el estudio de
las bifurcaciones degeneradas de Hopf. Para ello se indican brevemente los
resultados obtenidos usando teoria de singularidades para mas tarde incluir
el andlisis de dichas degeneracioﬁes utilizando el método en el dominio
frecuencia. Ademé4s, se muestra un ejemplo de aplicacién donde se detecta
una estructura de tres ciclos limites anidados.

En él Capitulo 6 se presenta Ta técnica de continuaciédn para el cédlcu-
lo de las soluciones periddicas ante la variacién del parémetro principal.
La importancia de este capitulo es primordial pues no s6lo se muestran las
diferentes aproximaciones de balance arménico implementadas para recuperar
la solucién periddica, sino que se realizan comparaciones con el programa
de continuaci6n de ramas bifurcadas AUTO. Este Ultimo conjunto de subruti-
nas es hasta el momento el programa mas confiable y exacto que existe para
el calculo de bifurcaciones de un sistema de ecuaciones diferenciales. Los
resultados numéricos usando el método en el dominio frecuencia estén orien-
tados no sélo a recuperar la rama periédica bifurcada desde el punto criti-
co, sino también a reconstruir los diagramas de bifurcaciones locales “en
cercanfas de ciertas bifurcaciones degeneradas.

En el Capitulo 7, en tanto, se muestran aproximaciones para el cédlculo
de los denominados coeficientes de curvatura que permiten el andlisis de la
estabilidad de la solucién bifurcada. Por tal motivo, cuando se logra que
varios de dichos coeficientes se anulen, se estd en presencia de singulari-
dades que involucran a varios ciclos limites anidados. Al final del capitu-
lo se muestra Ta localizacién de estructuras de hasta cuatro ciclos 1imites
para uno de los ejemplos estudiados, resultado novedosoc hasta el presente

en la teoria de reacciones quimicas.



Finalmente, en el Cap{tulo 8 se agregan bravementsa las conclusionss a
las que hemos arribado al términc de este trabajo de investigacién. También
se presentan algunas lineas qus a juicio del autor son importantes de ex-
plorar en el futuro para completar aun més Jos resultados obtenidos.
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CAPITULO 2

EL TEOREMA DE BIFURCACION DE HOPF

E1 teorema de bifurcacién de Hopf constituye una poderosa herramienta
analitica para explorar la aparicién de soluciones periddicas en sistemas
de ecuaciones diferenciales ordinarias. A pesar de la sencillez de sus pos-
tulados, las implicancias de su aplicacién son extraordinarias, consideran-
do el amplio espectro de ecuaciones diferenciales que tienen como solucién
a las orbitas periddicas. Es por ello que se han invertido ingentes esfuer-
Z0os en obtener, primero, un marco teérico adecuado para tratar el problema,
para luego dar lugar al célculo propiamente dicho de las solucionas. En es-
te capitulo se presentaran brevemente dos propuestas que.enuncian al teore-
ma de bifurcaci6n de Hopf. La primera de ellas la identificaremos como me-
todologia en el dominio tiempo, mientras que la segunda la 1lamaremos pro-
puesta en el dominio frecuencia. Como esta Gltima variante serd 1la base de
futuros desarrollos, mostraremos al final de este capitulo una aplicacién a
un ejemplo para resaltar los lineamientos generales de dicha formulacién.
En la Seccién 2.1 incluiremos una resefia histérica. En la Seccidn 2.2 pre-
sentaremos la version del teorema de bifurcacién de Hopf en el dominio
tiempo, mientras que en la Seccién 2.3 haremos lo propio con su contrapar-
tida en el dominio frecuencia. La Seccién 2.4 contendrd un anilisis sobre

1
I

a posible estructura de bifurcaciones en un ejemplo, asf como la determi-
nacion de la amplitud y frecuencia de las soluciones peridédicas emergentes -

de puntos de bifurcacion de Hopf.
2.1.INTRODUCCION

E1 concepto de ciclo limite o solucién periédica de un sistema de
ecuaciones diferenciales ordinarias se remonta a las ideas geniales del
gran matematico francés de fines del siglo pasado Henri Poincaré. Entre sus
innumerables y formidables contribuciones figuran la representacién de la
dindmica de sistemas de orden dos en el retrato o plano de fase y resulta-

dos sobre la existencia de ciclos Timites en tales sistemas. La amplia y
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rofunda generalidad de anélisis impresa en tocdos sus razonamientos, unida
a la gran necesidad de caracterizar la rica dindmica observada en la faz
experimental, dieron un impulso extraordinario al estudio de la din&mica de
sistemas, auxiliado por incipientes resultados en otras ramas de la matemé~
tica tales como la Topologia.

Para sistemas de dos dimensiones la temprana conjetura de existencia
de ciclos limites formulada por Poincaré fue formalmente demostrada par An-
dronov y colaboradores (ver Andronov y Chaikin, 1949, Andronov y colegas,
1966). Es asi que algunos investigadores reconocen a este resultado de
existencia de soluciones peridédicas en dos dimensiones como la conjetura de
Poincaré-Andronov. Apenas un par de afios m&s tarde, un matematico alemdn,
Eberhardt Hopf (1942), enuncia unos simples postulados sobre los cuales de-
muestra la existencia de ciclos limites en sistemas de "n" dimensiones
(n22) bajo ciertas condiciones de diferenciabilidad de las funciones no 1i-
neales que componen el campo vectorial. E1 teorema, que hoy 1leva su nom-
bre, trata sobre el nacimiento, a partir de un cierto valor critico, de so-
Tuciones periddicas cuya amplitud y frecuencia pueden calcularse aproxima-
damente cuando varia un parametro real u en las ecuaciones originales del
sistema en estudio. Este importante resultado fue rescatado luego de casi
treinta afios por investigadores que perfeccionaron la formulacién original
y demostraron el teorema usando otras técnicas matematicas (véanse, por
ejemplo, los trabajos de Poore, 1976; Marsden y McCracken, 1976; Hsu y Ka-
zarinoff, 1976; Allwright, 1977; Mees y Chua, 1979, entre otros).

Casi al mismo tiempo, otros cientificos trataron de reformular el teo-
rema en términos mis globales permitiéndole que ciertos enunciados de Jlas
hipétesis originales de Hopf no se cumplieran. Entre estos Gltimos trabajos
caben destacarse las contribuciones de Takens (1973), Chafee (1978),
Hassard y Wan (1978), Kielhdfer (1979), Gobber y Willamowsky (1979), Golu-
bitsky y Langford (1981), y Golubitsky y Schaeffer (1985). A grandes ras-
gos, la generalizacién del teorema de bifurcacién de Hopf 1leva a conside-
rar una variacion multiparamétrica en el sistema de ecuaciones diferencia-
les ordinarias (también puede hacerse para sistemas de ecuaciones a deriva-
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das parciales). Dos premisas pueden rescatarse intactas de tal emprendi-
miento: 7) Estudiar las diferentes familias de solucionas periédicas en
sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias agrupadndolas en diagramas
de bifurcaciones locales y globales, y, 77) Localizar, dado un cierto mode-
to de un sistema real, la singularidad m&s compleja con el fin de analizar
el estudio de la dindmica ante perturbaciones en todos sus parémetros. Tal
singularidad actla como un centro generador u organizador de fenémenos di-
namicos menos complejos cuyos efectos, en la mayoria de los sistemas rea-

les, perduran como compaortamiento global.

En los capitulos siguientes se 1ran delineando estas posibilidades
usando el método en el dominio frecuencia. Sin embargo, deben quedar claras
dos falencias inevitables que posee la teoria de bifurcacién de Hopf: 1)
Los resultados son enteramente locales. Aunque los dominios de validez de
la existencia de las soluciones periddicas pueden extenderse, deben reali-
zarse complicados estudios del error de la aproximacidn; 77) Otros fendme-
nos dinamicos mds complicados pueden presentarse. Al respecto, existen tra-
bajos acerca de la interaccién entre bifurcaciones "generalizadas" (o mas
precisamente, degeneradas) de Hopf y rutas a1"caos, entre los que se desta-
can, por ejemplo, Healy y colaboradores (1991).

Para finalizar con esta resefia, no podemos dejar de mencionar ciertos
trabajos de relieve en la faz numérica que implementan las formulaciones
precedentes o de por si constituyen hitos en 1a localizacidn de estructuras
de bifurcacidén. Entre los mds destacados figuran los trabajos de Keller
(1977), Langford (1977) y Seydel (1981) (vease también Seydel, 1991) en la
presentacién teérica del probiema. Los algoritmos e implementaciones més
eficientes pueden encontrarse en Hassard y colaboradores (1981), Aluko y
Chang (1984), Holodn ok y Kubicek (1984), entre otros. Sin embargo, el cé-
digo de subrutinas m&s aceptado y poderoso que existe hasta el momento 1o
constituye el programa AUTO de Eusebius Doedel (véase Doedel, 1981; Doedel
y colaboradores, 1984; Doedel, 1986). E1 programa AUTO permite no sélo cal-
cular bifurcaciones estdticas (ligadas al problema de muitiplicidad de es-

tados de equilibrio) y dindmicas con su correspondiente continuacién en uno
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0 dos pardmetros del sistema, sino también evaluar fendmenos globales y se~
cuencias de bifurcaciones que doblan su periodo. Asi las dos falencias re-
marcadas que posee la teoria de bifurcacién de Hopf para el cédlculo de las
soluciones peridédicas para valores alejados del critico fueron enteramente

superadas en dicho conjunto de subrutinas.

Notemos, no obstante, que la evaluacidn y localizacién de singularida-
des complejas podria insumir, aun utilizando el programa AUTO, tiempos de
coémputo muy grandes, sobre todo teniendo en cuenta la variacién multipara-
‘meétrica del modelo en estudio. Es asi que se hace necesaria una combinacién
de técnicas de las propuestas del teorsma de bifurcacién de Hopf generali-
zado, cuya méxima expresion estd volcada en las paginas del libro de Golu-
bitsky y Schaeffer (1985), con la m&s exquisita y refinada técnica de con-
tinuacion de soluciones periddicas dada por Keller (1977) e implementada
por Doedel en su paquete AUTO.

2.2.TEOREMA DE BIFURCACION DE HOPF EN EL DOMINIO TIEMPO

E1 teorema de bifurcacién de Hopf trata sobre la aparicion de solucio-
nes periodicas en un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias cuando
un parametro real de las ecuaciones del modelo varia. M&s formalmente, di-
remos que si en un sistema de ecuaciones diferenciales i=?kx,u) de orden
“n" que depende de un paréametro real § y que ha sido linealizado alrededor
de un punto de equilibrio, encontramos que un par de autovalores complejos
conjugados del sistema linealizado cruza el eje imaginario para un valor
critico de p, entonces para ciertos valores de i cercanos al critico pueden
encontrarse ciclos 1limites en proximidades del punto de equilibrio. En
otras palabras, desde el valor critico del parémetro u para el que se pro-
duce el cruce de los autovalores de las ecuaciones linealizadas, emerge una
rama de soluciones periddicas que crece en amplitud a medida que nos aleja-

mos del valor critico.

Los ciclos 1imites pueden existir para valores menores que el critico

H, (bifurcacidn subcritica) o bién para valores mayores que H, (bifurcacién
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supercritica). Entonces, puede notarse que para ciertos valores de 4 ten-
dremos localmente un (nico estado de equilibrio, mientras gue para otros
tendremos la "competencia’ entre un estado de equilibrio y un ciclo 1imite.
Esta "competencia” no es tal pues se ha asumido qgue los demds autovalores
de las ecuaciones 1inea]jzadas, con excepcion del par que cruza el eje ima-
ginario, permanecen en el semiplano izquierdo. Asi existe una transferencia
de la estabilidad del estado de equilibrio que pasa de estable a inestable
(o viceversa) al ciclo 1imite emergente. Resta entonces determinar para qué
valores de p existe la rama de soluciones periddicas, pues su estabilidad
vendréd determinada en contraposicién a la estabilidad del estado de equili-
brio encerrado por la misma.

Asumiremos que la funcién ?(x,u) es no lineal y es ck (kz4) tanto en x
€ R" como en i € R, Entonces, puede calcularse una expresion complicada,
que 1lamaremos coeficiente de curvatura, cuyo signo determinard la estabi-
lidad del ciclo 1imite y por ende si el ciclo limite existira para valores
de H<H G para valores de HXU En la Figura 2.1 mostramos el retrato de
fase de un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias de dos dimensic-
nes y su alteracion fenomenoldgica al variar un pardmetro del mismo. Puede
notarse como el estado de equilibrio pasa de foco estable (u<u0) a foco
inestable (u)uo). Para el valor critico b= tendremos un continuo de 6rbi-

tas periodicas del sistema linealizado. Esta singularidad se conoce como

centro (ver Minorsky, 1962, para una discusién mas detallada sobre los pu
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tos de equilibrio y su estabilidad). Si consideramos dnicamente la informa-
ci6n provista por la linealizacién sélo podriamos decir que la estabi]idad'
del estado de equﬁ]ibrio ha cambiado, es decir pasa de foco estable a foco
inestable. En cambio, si aplicamos e]lteorema de bifurcacién de Hopf, po-
driamos determinar cu4l de las dos situaciones (bifurcacién subcritica o
supercritica) es la real para nuestro sistema. En otras palabras, determi-
nariamos para qué valores de i aparece un ciclo limite y podriamos calcular
su amplitud y frecuencia de oscilacion. Las dos situaciones presentadas en
las Figuras 2.1.a y 2.1.b son indistinguibles localmente teniendo en cuenta
los términos provenientes de la linealizacién. No obstante, algo alejado
del punto de equilibrio los efectos de las no linealidades se hacen sentir
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y se manifiestan en la aparici6n de una érbita periédica aislada.
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Figura 2.1: Bifurcaciones de Hopf: (a) supercritica, (b) subcritica.
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Debe notarse que para el valor critico H=H la teoria de sistemas 1i-
neales predice un continuo de érbitas periddicas como lo sefiala la Figura
2.1. 8in embargo, la situacién real del sistema no lineal sera muy distin-
ta. M&s especificamente, la teoria de bifurcacién de Hopf predice un ciclo
limite de "amplitud cero” para H=H, . Un diagrama esclarecedor de tal situa-
cion lo constituye la Figura 2.2 donde se muestran los diagramas de bifur-
caciones locales para el caso lineal y no lineal de una bifurcacién de Hopf
supercritica. En la primera alternativa el continuo de ciclos limites a
partir del valor critico H=H, se representa con una recta, pudiéndose obte-
ner infinitas érbitas periédicas anidadas de cualquier amplitud. Para el
caso no lineal, en cambio, la situacién es diferente: Exactamente para H=p,
tendremos un Gnico ciclo de amplitud cero, o para los lectores que desean
un refinamiento en este concepto, diremos que para p=u, tendremos la unién
de un ciclo Timite de amplitud cerc con un estado de equilibrio,

(a) (b)

Figura 2.2: Efectos de las soluciones periédicas en: (a) sistemas 1linea-
les ¥y (b) no 1ineales.

E1 uso de estos diagramas fue popularizado principalmente por Golu-
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bitsky y Langford (1981) considerando que el estado de equilibrio puede
trasladarse al origen de coordenadas mediante una transformacién y utili-
zando la simetria inherente de las soluciones periédicas. Es asi que sélo
se representa la rama superior de los c¢iclos limites y se omite, en todas
las gréaficas, la rama dual inferior. Existen otras formas de representacién
de las ramas de ciclos limites que tienen en cuenta alguna medida de la am-
plitud de la oscilacién. Aqui utilizaremos la forma dada en Golubitsky y
Langford (1981) y, en algunos casos, presentaremos el diagrama completo con
su simetria natural cuando sea estrictamente necesario.

En el sistema no lineal, para distinguir entre los dos posibles dia-
gramas de la Figura 2.1, debe calcularse una expresidn conocida como el
coeficiente de curvatura o el indice de estabilidad del faco o, Suponiendo
que la parte real da los autovalores complejos conjugados
1*1’2(u)=a(u)iiw(u) gue cruzan el eje imaginario se incrementa éuando I se
incrementa, diremos que estaremos en presencia de la situacién mostrada en
la Figura 2.1.a cuando el coeficiente de curvatura es negativo. Por otro
lado la Figura 2.1.b corresponde a la situacién cuando el coeficiente de
curvatura es positivo. Para una facil referencia adjuntamos en la Figura
2.3 los dos casos anteriores en la forma propuesta por Golubitsky y Schae-
ffer (1985) como diagramas alternativos de los casos supercritico y subcri-
tico. A continuacién enunciaremos el teorema de bifurcacién de Hopf en el
dominio tiempo (ver Marsden y McCracken, 1976).

Amp[ ‘

P

(a) (b)

Figura 2.3: Diagrama de bifurcacién local para: (a) bifurcacién supercriti-
ca y (b) subcritica.
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Teorema 1

sea F(x;/) un campo vectorial en R" (n22), parametrizado en p € R y ¢*
(ka4) tanto en x € R" como en . Supongamos que F(x,k)z0 para un tnico pun-
to x(1) y notemos a la matriz J, (1) € R"xR" como el Jacobiano (D?)i(u) de-
finido por

afl/ax1 6f1/8x2 - afl/éxn
af2/8x1

O (™ 447
dfn/ax1 - afn/axn 2 0)

Supongamos, ademas:
a) Jj(u) tiene un par de autovalores complejos conjugados 1*1 2=a(u)i1w(u),
para los cuales a(uo):o y

~

dﬁ'/du‘(iio) > 0, w(uo) > 0;
b) Los restantes autovalores de Jl(u) satisfacen
Re[u(uo)] # 0;

c) Re[o1], conocido como el coeficiente de curvatura es distinto de cero.
Entonces existe un rango de valores positivos o negativos de Au:u—uo en el
cual a cada valor de i Te corresponde un Gnicao ciclo 1imite a una distancia
O(IAuli/z) desde el estado de equilibrio X(u) y cuyo periodo de oscilacién
es,2n/w(u0)+O(Au). Ademds, si Re[01]<0 y R@[v(uo)]<0 Vv el ciclo 1imite es
estable, mientras que si Re[01]>0 y Re[v(uo)]>0 V v el ciclo limite es
inestable.

La formula para el calculo de 0, buede consultarse en Poore (1975),
Allwright, (1977), Hassard y Wan (1978), entre otros, donde se utilizaron
diferentes herramientas matemdticas. La férmula de o, se incluye en la Sec-
cioén 2.4 de esta tesis utilizando la metodologia en el dominio frecuencia.
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En el terreno de las aplicaciones concretas a un modelo no trivial el tra-
bajo de Uppal y colaboradoraes (1974) constituyd un ejemplo de las poderosas
implicancias del tecrema de bifurcacién de Hopf. A estos primeros resulta-
dos se sumaron refinamientos exquisitos tanto en la teoria como en las im—
plementaciones numéricas que iremos mencionando en el transcurso de este
trabajo.

Antes de concluir con esta seccidén notemos que las condicionss a) y b)
del teorema pueden verificarse usando el criterio de estabilidad generali-
zado de Nyquist 1levando al sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias
a una representacién equivalente entrada-salida. Realizando una linealiza-
cién alrededor de los estados de equilibrio podemos aplicar dicho criterio
pues las estructuras finales son 1ineales (ver MacFarlane y Postlethwaite,
1977). Para trasladar la parte ¢) del teorema de bifurcacién de Hopf en el
dominio tiempo a la configuracidn de entrada-salida necesitamos los resul-
tados de Allwright (1977) para sistemas de una entrada una salida (también
conocidos con 1a sigla SISQ) y extendidos por Mees y Chua (1979) para sis-
temas de mUltiples entradas-mGitiples salidas (MIMO). En la siguiente sec-

2.3. TEOREMA DE BIFURCACION DE HOPF EN EL DOMINIO FRECUENCIA

La representacidén de una o6rbita periddica como una sumatoria de infi-
nitos términos a través de una serie de Fourier fue la motivacién principal
de diversos métodos para “ensayar” una posible aproximacién de la solucidn
del sistema. Sin embargo, habia que considerar, en algin momento del anédli-
sis, la truncacién de la serie para obtener una solucién aproximada ante la
imposibilidad de sobrellevar los infinitos cdlculos que la teoria demanda-
ba, Esta propuesta para encontrar las soluciones periddicas de sistemas ds
ecuaciones diferenciales ordinarias fue presentada en forma de una matriz
en Mees (1972) de tal modo de inter-relacionar la dindmica de sistemas con
la teoria de control. Asi podrian obtenerse los coeficientes de la serie

propuesta como solucién hasta el orden deseade junto con la frecuencia de
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la oscilacién. Ademds, al poco tiempo, el vinculo fue mas evidente con Ta
teoria de control, como 1lo demostraron los intentos por mejorar la aproxi-
macion y el conservatismo de las predicciones obtenidas con el método de 1la
funcién descriptora (vea, por ejemplo, Mees y Bergen, 1975). No obstante
debieron transcurrir unos afios mas para que todo el encanto de la teoria de
bifurcacién de Hopf fuera trasladado magistralmente al dominio frecuencia
haciendo uso de las ideas vertidas en Mees (1972).

Es asi como en Allwright (1977) se presentd una versién del teorema de
bifurcacién de Hopf que rescata las ideas de una expansién de 1a solucidn
en series de Fourier junto con un método grafico que mejora las prediccio-
nes del clé4sico método de la funcién descriptora.. Aunque la versién de
Allwright fue desarrollada para sistemas SIS0, pues simulténeamente se es-
taba gestando el criterio de estabilidad para sistemas MIMO, répidamente
fue extendida por Mees y Chua (1979) para permitir mGltiples no linealida-
des en los lazos de realimentacion.

E1l método en el dominio frecuencia tiene ciertas ventajas comparado
con su contrapartida en el dominio tiempo. Entre ellas podemos mencionar:

-1

a) Es particularmente atractivo si necesitamos la estructura de bloques
realimentados para luego realizar algin tipo de control, o b1én, si la for-

Ta configuracion entrada-salida.

b) Tiene una poderosa y Gtil interpretacién gréfica tanto para sistemas de
un lazo como para sistemas multilazo.

¢) Tiene una expresion sencilla para el cédlculo del coeficiente de curvatu-

ra que no requiere transformaciones de coordenadas ni reducciones sofisti-
cadas.

d) Es conceptualmente f4cil de manipular en sus resultados finales por no
especialistas.

e) Permite extender Jlos dominios de validez de 1las soluciones periddicas
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utilizando mejores aproximaciocnes, o en otras palabras, incluyendo mas tér-

mincs de la serie propuesta como solucién.

f) Permite visualizar gréficamente cudndo fallan ciertos postulados del
teorema de bifurcacién de Hopf.

Antes de enunciar el teorema principal definamos la notacidn especifi-
ca a utilizar. Consideremos un sistema de "n" ecuaciones de estado no 1i-
i
neal general y auténome indicado por las siguientes expresiones:

A()x + B(u)g(Cx;u) (2.1.a)

3]

X

y = C(u)x, (2.1.b)

donde A, B y C son matrices cuyas dimensiones estan dadas por nxn, mxr vy
mxn, respectivamente, y g:R™R". Aplicando transformada de Laplace en ambos
miembros de (2.1) y considerando e=~C x, g(Cx;u)=f(e;u), definimos

G(s;1)=C(sI-A) B, (2.2.a)
y = -e. (2.1.b)

Notemos que (2.1.a) es un sistema de "“n" dimensiones, mientras que la fun-
cién no lineal f:R™R" es un vector de "r" componentes. Generalmente “"r" ss
considerablemente menor que "n", por 1o tanto es razonable esperar que la
versién en el dominio frecuencia del tecrema de bifurcacién de Hopf requie-
ra menos esfuerzo computacional que su clédsica contrapartida en el dominio
tiempo. Entonces, los puntos de equilibrio se obtienen hallando las solu-

ciones de las "m" ecuaciones no lineales indicadas por
G(O;u) f(e;u) = -e. (2.3)

Notese que G(O,u) estd bien definida pues s6lo necesitamos que A exista,
1o cual es siempre posible, ya que pueden agregarse términos en la parte
lineal A de tal forma de asegurar dicha condicién e incluirlos al mismo
tiempo con signo cambiado en la parte no lineal.

Linealizando la estructura general de bloques realimentados mostrada
en la Figura 2.4.a alrededor de un punto de equilibrio &, obtenemos el sis-
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tema indicado en la Figura 2.4.b, donde J:(Df}é es la matriz de Jacobiano
de fle;i) evaluada en &(u). Entonces, con dos blogues lineales, uno en la
rama directa y el otro en la realimentacién podemos aplicar el Criterio de

estabilidad generalizado de Nyquist para estudiar la estabilidad de} punto
de equilibrio.

0 u

r

Figura 2.4: (a) Sistema no lineal realimentado general, (b) sistema linea-
1izado.

De la teoria de sistemas realimentados sabemos que a un par de autova-
lores imaginarios puros tiwb asociado con la matriz J1 de la versidn en el
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dominio tiempo corresponde un autovalor (-1+70) de la matriz de lazo abier-
to G(fwu;u)J(u) para el valor critico del parémetro H=H - As{ en la versidn
del dominio frecuencia la condicién de bifurcacién de Hopf se obtiene cuan-
do un autovalor de G(s;u)J(p) es (~1+70) para s:iwo, wbio y H=l. En otras
palabras, mediante la variacion de u, uno de los autovalores de G(s;u)J (i)
pasard por el punto critico (-1+70) en el plano complejo cuando "s" se mue-
ve en el cldsico contorno de Nyquist. Para ello, simplemente se calculan
todos los autovalores de G(iw;u)J(u) en una frecuencia w y se repite este
procedimientc en wtAw hasta cubrir [0,®). Posteriormente, se ordenan los
autovalores de forma de determinar curvas suaves parametrizadas en frecuen-
cia. Finalmente, se grafican dichos valores y sus correspondientes conjuga-
dos en 1lo que se conoce como lugar geométrico caracterfistico de
G( 7w;11)J(1). Estas curvas representan el graficc de Nyquist gensralizado de
la funcién caracteristica.

Para hacer el estudio de estabilidad del punto de equilibrio se cuen-
ta, para un cierto valor del parémetro u, el nﬁmerd de vueltas en sentido
antihorario dado por los lugares geométricos caracteristicos alrededor del
punto (-1+70). S1 este numero es igual al namero de polos de P(A) con parte
real positiva, el sistema es estable. En la forma usual, hemos indicado con
P(») al polinomio caracteristico definido al calcular los autovalores de
G(s;)J(H).

Un caso que se obtiene frecuentemente en la préctica ocurre cuando to- -
dos los polos de-P(\) tienen parte real negativa, o en otras palabras la
planta G(s;u) es estable. Diremos entonces que el estado de equilibrio es
inestable si existe al menos un Tugar -geométrico caracteristico cuyo numero
de vueltas alrededor del punto critico (-1+70) en sentido horario es mayor
que cero. Técnicamente existen otros detalles que el lector interesado pue-
de consultar en MacFarlane y Postlethwaite (1977). En esta tesis menciona-
remos otras variantes y casos especiales cuando sea estrictamente necesa-
rio. Por el momento exigiremos que un Unico autovalor, al que distinguire-
mos con i(fw), pase por el punto critico (-1+70) cuando K=l mientras que
los demas autovalores, aln ante variaciones de p en un entorno de My per-
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manecen “alejados” del punto critico (-1+70). La segunda restriccién que
impondremos seré que el autovalor &(iw), responsable dael fendmeno de bifur-
cacion, pase por el punto critico para un Unico valor de W (0,®), es decir
que no existan los 1lamados bucles en el gréfico de los lugares geométricos
caracteristicos. Ambas restricciones evitan el caso de cruces miltiples de

autovalores de las ecuaciones linealizadas en el dominio tiempo.

Antes de enunciar el teorema de bifurcacién de Hopf en el dominio fre-
cuencia incluiremos en este punto una definicién que utilizaremos a menudo
en los capitulos siguientes. Sea

P(A,s;)= detIAl - G(s:u)d(p)!l = A™ + am_i(s;u)km'1 + ...+ ao(s;u) =0

. (2.4)
el polinomio caracteristico de la matriz de la rama directa G(s;u)J(1) ob-
tenido luego de aplicar el proceso de linealizacion descripto al comienzo
de esta seccibén. Consideremos A=-1 como una raiz simple de (2.4), entonces
podemos enunciar lo siguiente:

Definicidn
Supongamos P(-1, iw,i)=0 para B=y,, entonces diremos que si wbio ten—
dremos la condicién de bifurcacion estdtica, mientras que si wb#o estaremos

en presencia de la condicién de bifurcacién dindmica o de Hopft.

Observacién

Nétese que para la verificacion de1.teorema de bifurcacién de Hobf la
anterior definicién para wbio constituye s6lo uno de los postulados a veri-
ficar del cldsico teorema. Es por ello que se habla m&s propiamente de con-
dicién de bifurcacién. En el dominio tiempo, la condicién de bifurcacién
estdtica ocurre cuando un autovalor real de las ecuaciones linealizadas es
cero.

Obsérvese que en el dominio frecuencia el producto final de los luga-
res geométricos caracteristicos corresponde a una parametrizacién en fre-
cuencia cuya interpretacion aparece por el momento més oscura que la co-
rrespondiente a su contrapartida en el dominio tiempo. Sin embargo, a lo
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largo de esta tesis, indicaremos ciertas ventajas que ofrece el dominio

frecuencia sobre el dominio tiempo que Justifican su estudio.

Las condiciones de bifurcaciones estaticas y dinamicas pueden repre-
sentarse graficamente en ambos dominios de an&lisis para el caso critico
H=U . Aqui supondremos que la condicién de bifurcacién es simple, es decir
un unico autovalor real en cero para bifurcacién estdtica o un Gnico par de
autovalores 1imaginarios puros para bifurcacién dinédmica. La Figura 2.5.a
muestra la condicion de bifurcacion estdtica en ambos dominios mientras que
la Figura 2.5.b hace 1o propio con la condicién de bifurcacidn dindmica. Es
claro ver de las mismas que mientras en el dominio tiempo la representacién
es directamente el autovalor, en el dominio frecuencia tenemos una curva
parametrizada en w. Sin embargo, a pesar de esta aparente dificultad, exis-
ten ciertas ventajas, ademds de las ya mencionadas al comienzo de esta sec-
cibn, que vigorizan el método de andlisis en el dominio frecuencia como ve-
remos oportunamente.

$lm 3 tima
=0
X a A
w o W:O- W:O W:O=
- Re ¥ -1 % Re A
X A
fim »® tima
' X Xsiw, b | ' A3
. > wo ; " n ‘=
" ReX -1 ] 5 Re A
2™
X v .

Figura 2.5: (a) Condicién de bifurcacién estatica en el dominio tiempo y en
el dominio frecuencia, (b) Idem para bifurcacién dindmica.
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Definida la notacion correspondiente, enunciaremos a continuacién e)
teorema de bifurcacion de Hopf en el dominio frecuencia (Mess y Chua,
1979).

Teorema 2

Sea un sistema realimentado definido por las ecuaciones (2.2) y repre-
sentado en forma de diagrama en bloques como en la Figura 2.4.a. Tal siste-
ma es equivalente a un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias como
el indicado genéricamente por las ecuaciones (2.1). Supongamos que f:R™R"
es una funcién ¢ y que &(M) es la solucién Unica de (2.3), notando adem4s
gue J:(Df)a. Escribamos dualmente X para el punto de equilibrio de la ecua-
cion diferencial. Sea G(s;u)J(p) la matriz de lazo abierto con funciones
caracteristicas o autovalores Xk(s) donde k=1,...,m. E1 polinomio caracte-
ristico es una funcién algebraica P(\,s)=0 parametrizada en p. Notemos A
para aquel xk cuyo lugar geométrico caracteristico intersecta al eje real
negativo lo més cerca posible del punto critico (~1+70), siendo la frecuen-
cia angular de interseccién correspondiente W Supongamos que cierta ex-
presién El(wr)io (el algoritmo para obtener dicho nuimero complejo se indica
en la p4gina 33) y el segmento, cuya direccién estd fijada por E (w ), tra-
zado desde el punto critico ( 1+70) intersecta a X(7w) en P como se muestra
en la Figura 2.6 con X(1w)- = -148° 5 (w ), donde 820. Asumiremos ademés
los siguientes postulados:
i) La interseccitn es transversal,
77) No existen otras intersecciones entre dicho segmento y algin otro Tugar
geométrico caracteristico distinto de i(fw)
Entonces existen valores de 9 26 >0y Wy Zw >0 tales que
a) Si 6<6 y Iw~w l<w el sistema rea11mentado tiene una solucidn periddica
e(t) de frecuenc1a w:n*O(G ) tal que

2
e(t) = & + Re[Y E* exp(ikit) + 0(8%)1, (2.5)
k=0

donde Ek son los valores de las amplitudes de los arménicos.
b) La orbita periédica correspondiente en el sistema de ecuaciones diferen-

ciales ordinarias es Unica. Dicha 6rbita est4 centrada en X y tiene su ra-
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dio acotado. Sea §<91 y iQLer<w1, entonces el cicio 1imite es estable si
el nimero total de vueltas alrededor de] punto P+§15 en sentido antihorario
por el lugar geométrico caracteristico es igual al nimero de polos de P(})
con parte real positiva. Aqui se ha tomado 8>0 lo suficientemente psguefo
para que no ocurra ninguna nueva interseccién entre el lugar geométrico ca-
racteristico y el segmento que define §l(h;).

Im Aliw) f

ézliil(w,)l

R(iwr)“"// ’ ! 0 Re A(iw)

Figura 2.6: Método de Hopf grafico: lugares geométricos.

La prueba de este teorema puede consultarse en Mees y Chua (1979) y en
Mees (1981), aunque ambas dependen fuertemente de 1la prueba original de
Allwright (1977). En las citadas referencias se calcula la expresién de
61(Wr) basandose en que existe una solucién de la forma dada por la ecua-
cion (2.5) en el sistema realimentado. Brevemente, el método utilizado con-
siste en igualar la salida de la parte no 1ineal f(e,u) con la entrada de
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la parte lineal G(s,u) para cada uno de los arménicos a considerar, a saber
para este caso, el término de frecuencia cero (que no tiens dapendencia
temporal), el de frecuencia fundamental y el del segundo arménico. As{ en-
tonces, a esta primera aproximacién, la denominaremos formulacién de balan-
ce armonico de segundo orden. La férmula para 51("}) contiene expresiones
de Tas derivadas segunda y tercera de la funcién no Tineal evaluadas en e]
punto de equilibrio &(u).

Allwright (1977) capturé magistralmente la obtencién de 51 a partir de
la estructura de bloques realimentados por 1o cual recomendamos con énfasis
la Tectura de su trabajo. M4s adelante veremos una extensién de su técnica
que permite considerar una mayor cantidad de arménicos en 1la solucién pro-
puesta (2.5). Sin embargo, a los efectos de completar este capitulo intro-
ductorio de la teoria de bifurcacién de Hopf en eT dominio frecuencia, es
suficiente con 1interpretar la idea de 61 como expresién que nuclea la in-
formaci6n de la dindmica de] sistema no lineal para determinar qué tipo de
diagrama local (subcritico o supercritico) corresponde ante la variacion de
.

En cuanto al andlisis de estabilidad de la solucién periéddica ocurre
generaimente que G(s;t)J(U) no tiene polos en el semiplano derecho y el
punto critico (=1+70) no sers encerrado excepto por i(iw). Entonces, 1a
condicién a verificar para estudiar la estabilidad es simplemente que el
segmento cuya direcci6n queda determinado por El apunte hacia afuera en la -
interseccién P para que el ciclo 1imite sea estable Yy hacia adentro para
que sea inestable., Estas dos posibilidades estén representadas en la Figura
2.7 donde sa agregan, para facilitar la interpretacion grafica, los diagra-
mas correspondientes a bifurcaciones supercriticas y subcriticas. Notese
que en forma andloga a su contrapartida en el dominio tiempo, 1la parte 1i-
neal del sistema, es decir el Tugar geométrico de i(fuo, €s exactamente e]
mismo para ambos casos. En otras palabras, no podemos distinguir entre 1la
situacién supercritica o subcritica teniendo s6lo como informacisn 1a parte
lineal.
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1 ! \§

Figura 2.7: Bifurcaciones de Hopf: (a) supercritica y (b) subcritica en el
dominio frecuencia. ‘

Para realizar esta clasificacién necesitamos saber cual serd el com-
portamiento de los términos no lineales nucleados en 51‘ Por ejemplo, para
valores del parédmetro p tales como b, en la Figura 2.7.a no encontramos in-
terseccion entre ambas entidades: La parte que lleva la informacién de la
Tinealizaci6n, es decir i(fw) y la parte resultante de la aproximacién de
los términos no lineales Ej, mientras que si ocurre para > . Por lo tanto

el diagrama correspondiente es el supercritico. Note que para u<u0, i(iw)
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no encierra al punto critico (=1+70) por 1o cual el estado de equilibrio es
estabie. Si el vector El apuntara hacia adentro como en la Figura 2.7.0,
entonces si obtendriamos una interseccién entre A( 7w) y 51 para valores de
H<p . Para valores de H>p, se observa que no existe una interseccién entre
ﬁ(iw) y 51 para la cual IﬁLwrl sea un valor pequefio. Por lo tanto conclui-
mos que estamos en presencia de bifurcacién de Hopf subcritica. E1 valor de
6 que se obtiene por el método gréfico es una medida de 1a amplitud de los

f , , . 0 1 2
armonicos que 1intervienen en las expresiones de E , E y E.

Observaciones

Es interesante recalcar ciertos puntos estratégicos de la formulacién
del teorema de bifurcacién de Hopf en el dominio frecuencia para resaltar
ciertas similitudes con la formulacién en el dominio tiempo. Por ejemplo,
la mencién de un Unico autovalor o lugar geométrico caracteristico que pasa
par (-1+70) y la ausencia de bucles de A as similar a pedir en el dominio
tiempo que sea un Unico par de autovalores complejos conjugados el que da
lugar a la bifurcacién. Esta condicién evita los casos de bifurcaciones
miltipies tales como los presentados por Moiola (1991,1992) utilizando téc-

nicas en el dominio frecuencia.

En el teorema principal de Mees y Chua se requiere que la interseccién
sea transversal, es decir se trata de evitar que 61 sea tangente a i(fw).
Como 61 es funcidén de las derivadas segunda y tercera de la funcién no ti-
neal evaluada en el punto de equilibrio 8(u), puede mostrarse que El tiene
una variacion suave con i pues f(e,u) € 04. Puede suponerse, entonces, que
localmente ante una perturbacién en el parédmetro y a partir del valor cri-
tico H, la tendencia de 51 no se vera drésticamente afectada. En otras pa-
labras, y como lo sugiere la Figura 2.7, &1 seguird apuntando hacia afuera
o hacia adentro dependiendo del caso supercritico o subcritico de bifurca-
c¢ién. Entonces podria calcularse Unicamente el gréfico central de ambos ca-
sos y asf decidir a qué tipo de bifurcacion corresponde, pues una pequefia
modificacion en u no afectaria el resultado final de la direccién de &1.
Esta idea fue explorada en Mees y Chua (1979) para derivar, a partir de una

expresiéon similar a £, el coeficiente de curvatura o de estabilidad del fo-
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co. Sin embargo, existe una posibilidad de invalidar dichos razonamientos vy
es cuando el vector 61 es tangente en el punto critico al lugar geométrico
caracteristico: Ante pequefias perturbacionas en un entorno de i es imposi-
ble determinar si &1 apuntaréd hacia afuera o hacia adentro del lugar geomé-
trico. Esto tiens su analogia en el dominio tiempo al exigir que una deter-

minada expresién tenga definicién de signo.

Si consideramos HEH la necesidad de exigir una interseccidon transver-
sal estd ligada con la unicidad de la solucion periédica emergente. Si 51
fuera tangente al lugar geométrico caracteristico A(iw) para p=y. se po-
drian obtener dos posibles soluciones periddicas o ninguna. Esta situacién

también, por a1 momento, deseamos evitar.

Para concluir con esta seccidn notemos que la estabilidad del ciclo
Timite puede hallarse aplicando el Criterio de estabilidad generalizado de
Nyquist trasladando el punto critico (-1+70) al punto de intersecciodn ﬁ.
Ante una perturbaciéon en la amplitud de 1a solucidn 6 se analizar4d el com-
portamiento para valores menores y mayores a 8. Por ejemplo, para la inter-
seccion esquematizada por 1a letra A en la Figura 2.7.a., para un valor
91>§ el punto correspondiente P1 no es encerrado por ningdan 1ug§: geométri-
co caracteristico, luego la solucidén es estable por encima de P, es decir
la amplitud de 8 tiende a disminuir alcanzando 1a solucidn ﬁ como muestra
la flecha. En cambio, para un valor de 92<§ el punti correspondiente Pz
queda encerrado por el lugar geométrico caracteristico A, Tuego la solucién
es inestable por debajo de ﬁ. Entonces, la amplitud ] tiende a aumentar al-
canzando la solucién P como indica la flecha. Por 1o tanto, A indica un ci-
clo limite estable pues ante pequefias perturbaciones en la amplitud del
mismo, el estado final tiende a la solucidén sefialada por ﬁ. De Ta misma
forma puede hacerse un andlisis similar para determinar la estabilidad de
la 6rbita periddica sefalada por la letra B. En este caso las flechas esca-
pan del punto esquematizado por 1a letra B indicando que la solucién, ante

pequefias perturbaciones, es inestable.
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2.4, BIFURCACION DE HOPF EN UN REACTOR TANQUE AGITADO CONTINUO

En esta seccidn consideraremos el andlisis de la aparicién de ciclos
limites usando el método en el dominio frecuencia. B&sicamente se mostrarén
algunos cédlculos sencillos algebraicos para determinar la forma del lugar
geomeétrico caracteristico como también resultados de implementaciones en
una computadora. Para ello consideraremos una reaccién exotérmica irrever-
sible de primer orden que tiene lugar en un reactor tanque agitado en forma
continua, tal como fue presentado en el hoy clésico trabajo de Uppal y co-
laboradores (1974). Las ecuaciones del modelo en forma adimensional son

dx]/dt = -x, t D (1—x1) exp[xz/(1+x2/7)]' (2.6.a)

dx,/dt = =x, + B D (1-x,) explx/(1+x,/¥)] - B(x,~x, ), (2.6.b)

donde D es el pardmetro principal o de bifurcacién, B, By ¥ son parametros
auxiliares del sistema. Cabe aclarar que esta eleccion puede resultar con-
flictiva o artificial cuando se quieren comprobar las predicciones del mo-
delo con los resultados experimentales. Asfi, otros autores como Vaganov y
colegas (1978), o mas recientemente Pismen (1985), consideraron otro paréme-
tro de bifurcacion.

Considerando xzc:o y ¥»® podemos simplificar las expresiones anterio-
res de la siguiente manera,

dx,/dt = -x, + D (1-x,) exp(x,) (2.7.a)
dxz/dt = -(1 + B)x2 +BD (1—x1) exp(xz), (2.7.b)

que pueden sef expresadas en la forma de sistemas realimentados equivalen-

tes, donde se han tomado las siguientes asignaciones:

A= ; B o= ; C=1; f(e,D)=D(1+ei)exp(—ez).

Usando 1a ecuacién (2.2.a), obtenemos

33



1/(s+1)
G(s) = , (2.8)
B/ (s+1+3)

mientras que la matriz de Jacobiano J es

J = [ g9, 1=1[D exp(—éz) € 1. (2.9)

" Los puntos de equilibrio (D) se obtienen usandc la ecuacion (2.3)

A
e

. -D (1 + 91) exp(—ez), (2.10.a)

A
e

, =B él/(1+B). . (2.10.b)

Las funciones caracteristicas de G(s)J son:

V s

i
o

Xl(S) ; (2.11.a)

M(s) = [(4 + BJ,)s + J (14 B) + BJ1/[s+1)(s+1+6)]. (2.11.b)

Reemplazando s por 7w obtenemos los lugares geométricos caracteristicos pa-
ra diferentes valores del pardmetro de bifurcacién D. En este caso sélo el

autovalor xz(iw) seré i(iw) y representard la dindmica de l1a parte lineal.

Antes de aplicar el teorema de bifurcacién de Hopf al ejemplo propues-
to en esta seccidén derivaremos condiciones para detectar la presencia de
bifurcaciones utilizando la informacién dada por (2.11.b). Las manipulacio-
nes algebraicas son simples y pueden también ser obtenidas por el método en
el dominio tiempo. Sin embargo, se ha preferido este an&lisis para mostrar
completamente el uso de la metodologia en el dominio frecuencia.

Usando la ecuacién (2.9) obtenemos J2=—(1+€1)J1. Entonces, la ecuacién

(2.11.b) puede escribirse de la siguiente manera

A,(8) = U LI-B(148 )]s + 1+ B -B(1#BM/[(s+)(s+1+B).  (2.12)

Dado que D es estrictamente un valor positivo, entonces J1>0 y 1lamando
a:J1[1—B(1+é1)], Y b:a+Jlﬁen la expresion (2.12) podemos distinguir facil-
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mente tres casos:

Caso 1: a>0. Entonces b>0 dado qué B0 vy xz(fw) tiene un gréfico similar al
mostrado en la Figura 2.8. Para nuestro anilisis futuro esta condicidon no
es de interés pues el lugar geométrico Xz(iw) nunca pasaré por el punto
critico (-1+70) como puede verse de la figura mencionada precedentemente.

ImA

Figura 2.8: Lugar geométrico caracteristico para el caso 1.

Caso 2: a<0 y b<0. En esta particular disposicion la expresiédn para lz(s)
resulta

Xz(s) = = [c(s + d/c)]/[(s+1)(s+1+8)], (2.13)

donde c=-a y d=~b son valores positivos. Note ademas que Tos polos de lz(s)
son p,=-1y p,=-1-B, mientras que el cero es z1=—d/c. Usando las anteriores
expresiones de a y b en términos de los pardmetros originales del sistema
se llega a la siguiente expresién de d/c,
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d/c = 1 - B[B(1+€1>)—1] (2.14)

y haciendo uso de las condiciones de definicién que distinguen a este caso

puede verse facilmente que

0 < d/c < 1,

Entonces el diagrama de polos y ceros y sus posibles correspondientes luga-
res geométricos caracteristicos estdn representados en la Figura 2.9. Néte-
se que para el Tlugar geométrico esquematizado en la Figura 2.9.b existen
dos intersecciones con el eje real negativo: la primera para una frecuencia
w1=0 y la segunda para una frecuencia wb¢0. Entonces dicha configuracién
permite la presencia de bifurcaciones estaticas y dindmicas cuando alguna
de dichas intersecciones coincide con el punto critico (-1+70). En cambio,
para e1'ﬁugar geométrico caracteristico presentado en la Figura 2.9.c 1la
Unica interseccién con el eje real negativo corresponde siempre para fre-
cuencias w1=0. Luego, la uUnica posibilidad es la presencia de bifurcaciones
estaticas cuando la interseccién se produce en el punto critico (-1+170).

Ims

Re s

N‘U
©

Figura 2.9.a: Diagramas de polos y ceros correspondientes al caso 2.
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ImA

‘\~‘h-!" Re ;’

Figura 2.9.b: Lugar geométrico caracteristico del caso 2. Permite ambos

tipos de bifurcaciones: estéticas y dindmicas.

*lm A

W:O . W=xoo ReA

Figura 2.9.c¢: Lugar geométrico caracteristico del caso 2. Unicamente

se puede detectar bifurcacién estética.

Caso 3: a<0 y b>»0. Ahora Xz(s) puede expresarse de la siguiente manera

Xz(s) = - [c(s =~ b/c)1/[(s+1)(s+1+8)]. (2.15)
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Como b y ¢ son ambos estrictamente positivos, entonces el cero de kz(s) es-
ta en el semiplanc derecho (sistema de fase no-minima). E1 diagrama ds po-
fos y ceros se indica en la Figura 2.10 junto con el lugar geométrico ca-
racteristico. Para este caso puede detectarse una interseccidn entre lz(iw)
y el eje real negativo para Wb¢0‘ Luego, con esta configuracién, podemos
obtener dnicamente la condicién de bifurcacidn dindmica cuando dicha inter-

seccion coincide con el punto critico (-1+170).

Imsé

Figura 2.10.a: Diagrama de polos y ceros correspondiente al caso 3.

~—

Figura 2.10.b: Lugar geométrico caracteristico del caso 3.
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Una vez analizada la estructura del Tugar geometrico caracteristico,
cubriendo todas las posibilidades de formas de acuerdo a las restricciones
de valores de los parémetros, podemos abocarnos a la deteccidn de oscila-
ciones usando el método en el dominio frecuencia. Antes de comenzar con los
resultados numéricos propiamente dichos incluiremos brevemente el algoritmo
implementado para calcular 61(Wr) y la solucion periédica aproximada. Por
simplicidad definamos Dk:(Dkf)b para k=1,2 y 3 como un operador lineal sg:
bre el producto tensorial, donde D]=J en nuestra notacidén anterior. Sea X\
el autovalor de G(fw)D1 mds cercano al punto critico (-1+70) vy u' y v los
autovalores izquierdo y derecho de G(iw)D1 pertenecientes a i(iw). Defina~
mos H(iw):[G(iw)D1+I]'1G(iw). Entonces el algoritmo implementado, propuesto
originalmente en Mees y Chua (1979), consta de los cinco pasos presentados
a continuacion:

1) Normalice v tal que Ivi=1 y u tal que uTv=1.
2) Calcule V== 1/4 H(0) DZV®V,
VZZ:—1/4 H(2 iw) Dzv®v,

p(iw)=D_(V_ _®v + 1/2 V®V22) + 1/8 D?v®v®V,
donde v es el complejo conjugado de v,
3) Calcule 51(w)= —uTG(iw)p(w), y el coeficiente de curvatura

o, (0= -RelE (/W16 (MIVI], 6 (iM=da(s)/ds|__ . -
4) Obtenga la solucién grafica en é y ﬁ, si existe, de la siguiente

expresion

~

i) = -1+ E (W )B%,

5) Calcule,con los valores obtenidos de §~y Q,]as siguientes férmulas

0 a2
EX =87V,
' =48 v,
2 _ a2
E" = B Vazr
2 k A
e(t) =&+ Re [ ) E" exp (7kit) . (2.16)
k=0

El ejemplo que estamos tratando posee multiplicidad en Ta solucién de
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equilibrio (ver Uppal y colegas, 1974). Esta fenomenologia estéd relacionada
con la deteccién de bifurcaciones estéticas que sabemos Unicamente ocurren
para las configuraciones mostradas en las Figuras 2.9.b y 2.9.¢. Sin embar-
go, dejaremos para capitulos sucesivos el estudio de tales bifurcacionss
estdticas y nos abocaremos a Ta aparicién y deteccion de ciclos limites que
emergen siguiendo los postulados de] teorema de bifurcacisdn de Hopf en el
dominio frecuencia,

Por ejemplo, consideremos la situacién presentada en Ja Figura 2,11.a.
Los parémetros B y B est4n fijos mientras que D varia provocandoc &1 fendme-
no de bifurcacién de Hopf. Con el algoritmo presentado anteriormente calcu-
tamos el vector 51(”;) Y su intersecciodn con el correspondiente lugar geo-
métrico KZ(JW). Note que ambos polos de Xz(s) estan en el semiplano 1iz-
quierdo para los valores permisibles de los pardametros, por lo tanto la di-
reccién de 51(Wr) determina la estabilidad de los ciclos limites emergen-
tes. Como vemos de la Figura 2.11.a el vector El apunta hacia afuera de
lz(fw), dando Tugar a ciclos limites estables. Una vez obtenida 1la solucion
grafica, es decir 0 y Q, usando el paso 5 del algoritmo precedente hallamos
ia solucién periédica aproximada. Para las dos situaciones mostradas en 1la
Figura 2.11.a tendremos Jas correspondientes érbitas periédicas (vea la Fi-
gura 2.11.b) en el plano de fase usando 1a ecuacioén (2.16) notando para es-
te ejemplo que se cumple e=-x.

Cuando D dismimuye, la amplitud de las oscilaciones aumenta. Sin em-
bargo debemos tener presente 1a naturaleza local de las predicciones reali-
zadas por el teorema de bifurcacién de Hopf y la presencia de otros fendme-
nos que pueden llevar a la desaparicién del ciclo 1imite para valores algo
alejados del critico Hy En estos casos es conveniente tomar alguna de las
dos variantes siguientes:

a) Realizar una simulacién con alguna subrutina de integracién numérica pa-
ra verificar los resultados, o

b) Aplicar la versién del teorema de bifurcacion de Hopf de alto orden pro-
puesta en Mees y Allwright (1979) v en Mees (1981).
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Figura 2.11: Deteccién de ciclos limites estables para dos valores diferen-
tes del parémetro de bifurcacion D, B=22, B=3 y D varia entre 0.085 vy
0.086. (a) Método de Hopf gréfico. (b) Plano de fase.

La primera alternativa se muestra en la Figura 2.12 donde se presenta
una comparacion entre la aproximacién de la solucion periddica utilizando
el método en el dominio frecuencia y una simulacién utilizando una rutina
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de integracién numérica. Asi los resultados pueden verificarse inmediata-
mente teniendo cierta confiabilidad en la solucién aproximada resultante al
aplicar el método en el dominio frecuencia. Aunque dependients del paso ds
integracidn, los valores tipicos de tiempo de CPU de las simulaciones van
de 20 a 60 segundos, mientras que son sdlo de cuatro segundos para cubrir
los cinco pasos del algoritmo indicado precedentemente. M4s aln, este tiem-
po se minimizé a menos de dos segundos utilizando una implementacién més
eficiente. Para todos los c4dlculos se usé una computadora VAX/750.

6.0

1'6 | { ‘ 1 1 1 1 { i 1
0.904 0.9106 0.9304 09436 0.9568 097
X4

Figura 2.12: Comparacién de resultados entre la simulacién (1inea .1lena)
y el algoritmo (linea punteada), D=0.0874, -

Aclaradas las ventajas y limitaciones debemos mencionar que tal vez
los resultados mds interesantes son obtenidos en la deteccién de ciclos 14-
mites inestables como fue remarcado en Colantonio y colegas (1989). El
tiempo de cémputo es el mismo, independientemente de la estabilidad de 1la
solucién periddica, por lo cual el método en el dominio frecuencia brinda
una herramienta poderosa para determinar ciclos limites inestables que son
' dificiles de localizar utilizando integracién numérica. Por ejemplo, cuando
B=14, B=3 y D=0.163 puede localizarse, aplicando los resultados del teorema
de bifurcacién de Hopf en el dominio frecuencia, un ciclo limite inestable
tal como se muestra en la Figura 2.13.a donde el vector &1(wr) apunta hacia
el interior de lz(fw). En cambio, en la Figura 2.13.b se compieta el andli-

42



sis incluyendo en el plano de fase el ciclo limite inestable aproximado

junto con dos soluciones obtenidas por simulacién que escapan de dicha sin-
gularidad curvilinea.

008

-0.08 L '
-1.04 -1.008 -0976 -0.944 -0.912 -088

Re A

2.2

o™ 13
x

08 i
032 0372 0424 0476 0.528 0.58:

X1

Figura 2.13: Detecci6n de ciclo limite inestable para B=14, B=3 y "D=0.163.
(a) Método gréfico, (b) Comparaciones con resultados de la simulacién.

Finalmente, cuando D disminuye por debajo de 0.103, con el método en
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el dominio frecuencia pueden detectarse dos intersscciones, relativamente
proximas, que corresponden a una estructura de dos ciclos limites anidados,
uno estable y el otro 1nestable. Para este tipo de situaciones se recomien-
da tomar m&s términos en la aproximacién de Ta funcién no lineal f(e,u) en
el blogue de la realimentacidn. Asi, es conveniente aplicar, al menos, una
aproximacién de balance arménico de cuarto orden como la utilizada en Mees
y Allwright (1979) para sistemas SISO o en Mees (1981) para sistemas MIMO.
El ciclo limite de menor amplitud (inestable) en la Figura 2.14 se obtiene
con menores errores que el ciclo limite exterior (estable). La primer in-
terseccion tiene lugar para una frecuencia W1>O y el ciclo limite es esta-
ble pues el vector & (w ) apunta hacia afuera de A (iw) mientras que la
segunda corresponde a un ciclo limite inestable de frecuencia W, >w Si
continuames disminuyendo el valor de D no se detectaran, sobrepasado un
cierto valor critico, mds intersecciones entre el vector E y el autavalor
12. Ello coincide en el modelo matem&tico con 1a unién y posterior desapa-
ricion de ambos ciclos limites.

003 <

~< 0006 I D

-003 1 I ! 1 4 ] 1 1 ]
-1.04 -1.016 - 0992 -0.968 -0.944 -092

Re A

Figura 2.14: Doble interseccién utilizando el método gr&fico para B=19,
B=3 y D=0.1029,.

Aungue los resultados son muy promisorios, esta situacién de concor-
dancias no pasa generalmente para todos los tipos de sistemas no lineales.
Nuestra recomendacién es realizar una cuidadosa simulacién para varias con-
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diciones iniciales en el retrato de fase o utilizar programas mis sofisti-
cados de continuacion de soluciones periddicas. Trataremos estos problemas
en capftulos sucesivos, pero nos permitimos mencionar, para finalizar el
presente, que la necesidad de transversalidad en el corte entre Ei(w;) y
Az(iw) compete a la unicidad de la solucién periédica como puede apreciarse
claramente en la Figura 2.14. Asi, disminuyendo el valor de D por debajo de
0.1029, alcanzaremos una situacién de tangencia entre E1 y 12 en el caso
limite para luego no detectar interseccién.
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CAPITULO 3

CONTINUACION DE CURVAS DE BIFURCACION EN EL ESPACIO DE PARAMETROS

Una vez localizado un punto de bifurcacién, sea estatico o dindmico,
el paso siguiente consiste en analizarlo detalladamente realizando la va-
riacion del pardmetro que provocd su nacimiento. Pueden emplearse diferen-
tes herramientas en este primer andlisis, pero sin duda resultarid de sumo
interés preguntarse si las estructuras dindmicas obtenidas se mantendrén
inalteradas cualitativamente ante la presencia de perturbaciones. Esta apa~
rente insensibilidad o resistencia a un cambio profundo puede determinarse
como asi también, en contrapartida, si el sistema es proclive a cambiar
drédsticamente su conocida y estudiada estructura dindmica. Podriamos pen-
sar, entonces, que las perturbaciones actuarfan enriqueciendo 1a dindmica
del sistema logrando la localizacidén de puntos mas conflictivos que los
puntos de bifurcaciones estaticas y dinadmicas por si solos. M&s aun, el mo-
delo matemdtico, como una aproximacion del fenémeno fisico, presenta incer-
tidumbres no s6lo en el valor de los parametros sino en la consideracion de
dumbres dindmicas. Por lo tanto, resulta de sumo interés considerar la mo-
dificacion de los primeros estudios a la luz de nuevas interacciones, a ve-
ces inimaginables, que tienen lugar ante la presencia de perturbaciones. En
nuestro caso permitiremos la variacion de un pardmetro auxiliar de tal for-
ma de continuar los puntos de bifurcaciones en dos dimensiones utilizando
las técnicas en el dominio frecuencia. En la Secci6n 3.1 daremos una resefia
histérica prestando especial énfasis a las aplicaciones. En cambio, en la
Seccion 3.2 presentaremos resultados preliminares para continuar las curvas
de bifurcaciones como asi también las condiciones de definicidén de otras
singularidades. En la Seccién 3.3 presentaremos las condiciones de defini-
cion de las bifurcaciones degeneradas de Hopf m&s simples usando el método
en el dominio frecuencia. Por Gltimo en la Seccién 3.4 mostraremos ejemplos
de aplicacién,
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3.1. INTRODUCCION

Uno de los trabajos m&s completos en el intento de analizar la dindmi-
ca de un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias cuando se varian al
menos dos pardmetros del mismo lo constituye el realizado por Uppal y cola-
boradores (1974). En el hoy clasico trabajo se dividian regiones en el es-
pacio de parametros que tenian, al menos localmente, una misma configura-
cion dindmica, por ejemp]o‘de estados de equilibrio, de ciclos limites es-
tables o inestables o similar nimero de puntos de bifurcacién de Hopf. Ins-
pirado, en muchas de sus presentaciones graficas,en los 1ibros de Andronov y
colaboradores (1966, 1973), el trabajo de Uppal y colegas rescataba la con-
tinuacion de curvas de bifurcaciones que ocasionaban cambios apreciables en
el retrato de fase. Su excelente factura técnica dejaba entrever las pode-
rosas aplicaciones que tendria mds adelante, no sélo el teorema de bifurca-
cion de Hopf sino también las bifurcaciones degeneradas de Hopf y las inte-
racciones con otras singularidades est4ticas y dindmicas.

En este contexto es importante rescatar la filosofia de estudio: En el
espacio de pardmetros de) sistema se calculaban sélo ciertas curvas (de bi-
furcaciones) distintivas, luego las 4reas encerradas por las mismas ten-
drian, al menos localmente, diagramas similares de bifurcacién. Con un re-
lativamente escaso esfuerzo computacional se lograba un vasto conocimiento
de'ia dinamica Toda1 del sistema. E1 trabajo tuvo un amplio y profundo im~
pacto en ingenieria quimica y matemitica aplicada como asi también en otras
disciplinas que necesitaban evaluar convenientemente los aspectos més so-
bresalientes de la dindmica de sistemas sin requerir simulaciones exhausti-
vas.

Mas tarde, nuevamente Uppal y colegas (1976) extendian sus metodolo-
gias a un caso mas complejo. De alli en mas dos 1ineas claras se separarian
casi indefectiblemente: Por un lado los estudios sobre multiplicidad de es-
tado de equilibrio (aplicando 1a teoria de catédstrofe) como en Chang y Calo
(1979) o utilizando teoria de singularidades como en Balakotaiah y Luss
(1982a, 1982b, 1984), Farr y Aris (1986). En cambio, en la otra vereda es-
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taban las aplicaciones orientadas exclusivamente a oscilaciones como en
Planeaux y Jensen (1986) y Farr y Aris (1987), entre otros. Sin embargo,
una serie de trabajos mixtos trataba de emular y explotar los desarrolios
de Uppal y colaboradores (1974), como en Hamer y colegas (1981), Heinemann -
y Poore (1983), por citar algunc de 1os mas destacados.

En el terreno de los matem&ticos se estaban dando Tos G1timos retoques
a teorfas poderosas para analizar las estructuras locales de bifurcacién
tanto estaticas como dindmicas en Golubitsky y Schaeffer (1979), Golubitsky
y Keyfitz (1980), Golubitsky y Langford (1981), Golubitsky y Schaeffer
(1985), Golubitsky y colegas (1988), para citar a nuestro juicio las més
importantes contribuciones. Especialmente en Golubitsky y Schaeffer (1985)
la teoria desarrollada es tan general que es independiente de la clasifica~
cion de la bifurcacién, es decir no se hace distincion sd la bifurcacioén es
estdtica o dindmica sino que se capturan todos los diagramas locales en
cercanfas de la singularidad.

En las secciones slUcesivas mostraremos como pueden calcularse ciertas
condiciones de definicién para bifurcaciones estaticas y dindmicas utili-
zando la propuesta en el dominio frecuencia. En especial, continuaremos los
puntos de bifurcaciones detectados usando la formulacién cldsica de un sélo
parametro para extenderla luego a un éegundo parémetro que llamaremos auxi-
liar. Otros programas incluyen esta importante opcién, principalmente e)
codigo AUTO de Doedel (1986). Sin embargo, nuestra formulacién incluye el
calculo del coeficiente de curvatura adquiriendo mayor flexibilidad y gene-
ralidad en los resultados en cuanto a técnica de continuacién se refiere.
Debe notarse que los c4lculos se hardn todos en la condicién de bifurca- -
cion, esto es cuando el lugar geométrico caracteristico responsable de la
bifurcacion pasa por el punto critico (~1+10).

3.2. BIFURCACIONES ESTATICAS Y DINAMICAS: RESULTADOS PRELIMINARES
Supongamos que al sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias re-
presentado por

X = A x + Bg(Cx;u), (3.1)
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donde A es una matriz nxn, B es nxr, C es mxn y g(.) es una funcién no 1i-
neal g:R™R", g(.) es ¢" (kz4) en xeR" y peR, se 1o transforma en un siste-
ma de bloques realimentados equivalente. La metodologia ya fue presentada
en el capftulo anterior, por lo tanto omitiremos los detalles y usaremos e]
resultado final. Asi, realizando 1la linealizacidén alrededor del estado de
equilibrio &(y), el sistema equivalente queda como el presentado en la Fi-

gura 2.4.b que, por comodidad para el Tector, repetiremos aqui,

G(s;u)

i

C (sI - A) B, | (3.2.2)

J() (Df)b. (3.2.b)

Los autovalores de G(s;u)J(u) pueden utilizarse para estudiar la esta-
bilidad del estado de equilibrio usando el Criterio de estabilidad genera-
lizado de Nyquist. Sin embargo, debemos tener en cuenta que el sistema ge-
neral es no lineal y por lo tanto los lugares geométricos o autovalores de
G(s;)J(p) variando sobre el cldsico contorno de Nyquist, darén una idea
sobre la dindmica local del estado de equilibrio, en especial sobre su es-
tabilidad. Sin embargo, en este capitulo, estaremos interesados en las con-
diciones que deben cumplirse para que el estado de equilibrio pierda ¢ gane
estabilidad cuando uno o dos polos del sistema realimentado de lazo cerrado
cruzan el eje 1maginafio en una u otra.d1reccién. Esta condicién es equiva-
lente a que uno o dos autovalores de las ecuaciones linealizadas en el do-
minio tiempo crucen el eje imaginario. En otras paiabras, en principio,
buscaremos una formulacién que permita caracterizar en forma sencilla é]
cruce de un autova]or real por el eje imaginario (condicién de bifurcacién
estatica) o el cruce de un par simple de autovalores complejos conjugados
(condicién de bifurcacién dinadmica o de Hopf).

Sabemos que Ta funcién algebraica P(x,s), formalmente anunciada en e]
Teorema 2 del capitulo anterior, puede parametrizarse en p de la siguiente
manera:

P(A,s;m)=det IAI - G(s,m)J(u)! =

t

_ Loy te1
A4 a, (sin

+ ...al(S;U)X+a0(é;u):O, (3.3)
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donde ai(.) son funciones racionales en s parametrizadas en H, vy
t=min{m,r). Para evitar cruces mdltiples de autovalores en el dominio tiem-

po o cruces multiples de polos de lazo cerrade en el dominio frecuencia,

supondremos
(8P/8X) |\ ( # 0, (3.4.a)
U! .
(aP/8s) A s # 0, (3.4.b)
l i’7o0
en un primer andlisis. Los puntos (lo,si) que satisfacen

P(lo,sj)=8P/8A(AO,si):O corresponden a rafces miltiples en A, mientras que
los puntos (ki,so) que satisfacen P(xi,so):aP/as(xi,so)zo corresponden a
raices miltiples en s.

En Ta teoria de sistemas realimentados el punto critico es (=1+170),
luego para las condiciones de bifurcaciones simples, es decir estdtica o
dindmica, exigiremos Az=-1 y que s varie siguiendo el c¢clésico contorno de
Nyquist. En férmulas matemdticas estas condiciones pueden notarse en dos
grupos que denominaremos condiciones de definicién y condiciones de no-
degeneracién de la singularidad,

Para la condicién de definicién de bifurcacién simple tendremos
P(-1,1Wb,ﬂ) = 0 (3.5)
mientras que las condicioneé de no-degeneracién son
8P/8X(-1,iwb,u) # 0, (3.6.a)

ap/as(-1,fwo,u) # 0. ' (3.6.b)

En la presentacién anterior hemos supuesto que no existen polos de lazo
abierto exactamente en el eje imaginario, es decir los denominadores de
ai(.) no se anulan para valores de s=iw.

Separemos la condicién de definicién de bifurcacion simple en el domi-

nio frecuencia en parte real e imaginaria
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t-1
Filwit) = Re[P(=1,7w,10] = -1" + T (=1)* Rela, (iw,1)]=0 (3.7.a)
k=1
t-1 '
Fo(Wik) = ImlP(=1,iw,1)] = ¥ (-1) Imla, (iw,u)]=0. (3.7.b)
k=1

Escribamos a las funciones racionales ak(s;u) de la siguiente manera

pk
j§oﬁpk—1,k s

8, (8i1) = , (3.8)
1=0 aqk-l,k qu-l

donde 61 WY ai ., son funciones reales de los parémetros del sistema, es-
1’ 2’

pecialmente de p, K=0,1,...,t-1; 11:0,1,...,pk; 12=0,1,...,qk. Notese que

si se hubieran permitido retardos en la matriz G(s;H) podrian aparecer coe-

ficientes complejos en ambos polinomios de (3.8) cuando s recorre el con-

torno de Nyquist.

Proposicién 1

Supongamos que se satisfacen las condiciones de no-degeneracisén
(3.6.a) y (3.6.b) para wb:O. Diremos que la condicién de definicién de bi-
furcacion estdtica es unicamente F;(O,u):o, pues Fé(o,u)EO.

Prueba

En forma general podriamos considerar el polinomio P(A,s;1)=0 dado en
(3.3) cuando M=-1 es una raiz simple y s=0. Utilizando estas dos condicio-
nes en la ecuacion (3.3) y 1a ecuacion (3.8) es faci] verificar el siguien-
te resultado

B B B
D5 T ST ytre o, 0.9, | (3.9)
[0 4 [ 04
0, t-1 0,t-2 0,0

Notese que la expresion (3.9) es real y es igual a Fl(o,u)=0. Luego, para
el caso de bifurcacién estitica Fz(O,u) debe ser idénticamente cero. Una
prueba mds detallada, se puede dar por un c4lculo directo tal como la pre-
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sentada por Moiola y colegas (1990a). B

Proposicién 2
Las condiciones de definicién para un autovalor doble en cero en el
dominio tiempo pueden trasladarse a satisfacer las siguientes expresiones

en el dominio frecuencia
Fl(o,u) =0, (3.10.a)

aF,/Ow (o,u) =0. (3.10.b)

Para la prueba de esta proposicién puede consultarse también la anterior
referencia. Nétese que en esta Ultima proposicién se ha hecho uso de una de
las condiciones de no-degeneracién expresada por la ecuacién (3.6.b) que se
refiere a la multiplicidad en s, o mas especificamente hablando a la multi-
plicidad en w.

Es claro entonces notar que las ecuaciones (3.7) poseen la informacioén
para detectar bifurcaciones estaticas y dindmicas. Para las primeras basta
considerar Fl(O,u)zo, mientras que las segundas vienen determinadas por el
conjunto Fi("b’“):Fz("b’“):o cuando W #0. Ademds, en numerosas ocasiones el
pardmetro p corresponde a una de las componentes de un punto de equilibrio.
Entonces pueden obtenerse los conjuntos de bifurcaciones que resultan de
calcular las derivadas sucesivas de Fi(O,u) con respecto a p. Estos conjun-
tos nos permitirén estudiar la multiplicidad de soluciones de los estados
de equilibrio. Notese que la informacién integra de bifurcaciones estéaticas
estd contenida en la funcién F1(0,u)=0, por lo tanto se utilizard dicha ex-
presion como base para analizar multiplicidad de los estados de equilibrio.
A los efectos de completar el material necesario para analizar el ejemplo
de aplicacién de la Seccién 3.4 notemos que Fl(O,u)=0 (o su expresién simi-
lar (3.9)) depende de los pardmetros del sistema, donde se supone ahora que
M es una de las componentes del estado de equilibrio. Para ser rigurosos
definamos mas apropiadamente una funcién gj(u,ql,...,qp) tal que Fl(o,u)z
gl(u,q1,...,qp):0 donde hemos evitado la primitiva dependencia con la va-
riable w=0 e inciuido "p" pardmetros del sistema original que pueden resca-
tarse sencillamente de la ecuacién (3.9). Entonces, ahora u serd una varia-
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ble de la funcion gl(a) (ver Thom, 1975).

La teoria elemental de cat4strofe constituye una herramienta muy Gtil
para predecir el nimero méximo de soluciones que existen en las cercanias
de un punto Q en el espacio de pardmetros (q1,...,qp). Esto se logra encon-
trando en la regién permisible de]»sistema en estudio é1 o los puntos sip-
gulares de mayor orden o codimensidn caracterizados por el valor entero mas

grande para el cual el conjunto de ecuaciones

9, = dg,/du = d°g /au” = ... = d"¢ /" =0, 1sksp (3.11)

dk+1gl/duk+l 20

).

tiene una so1UCjén en (uo,qm,...,qp‘0

Como en nuestra formulacién 1los valores de
gi(‘loiq10) L
bién conocidos como "folds" en la teoria de cat4strofe), la siguiente sin-

o Que satisfacen

.;qpoizo corresponden a puntos de bifurcacién estdtica (o tam-

gularidad serd el bunto cuspidal, cuyas condiciones de definicion son

9, = dg /du =0.

En el capitulo siguiente se avanzard en la clasificacidn de estas sin-

gularidades usando la formulacién en el dominio frecuencia. Para el presen-

ct+

(e8]

capitulc nos guedan estudiar las condiciones de definicién de ias bifur-
caciones de Hopf mas simples, tarea de la que nos ocuparemos en la siguien-
te seccion.

3.3. BIFURCACIONES DEGENERADAS DE HOPF DE CODIMENSION 1

Condiciones de Definicion

E1 objetivo de esta seccion es hallar las condiciones de definicién de
las bifurcaciones degeneradas de Hopf m&s sencillas tales como: a) La falla
de la condicidn de transversalidad, es decir cuando en la formulacién en e]
dominio tiempo d(Re x*)/au:o, y b) La falla del test de estabilidad cuando
una expresion complicada (1lamada coeficiente de curvatura) no tiene defi-
nicién de signo. Notaremos, por simplicidad, la primera de las degeneracio-
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nes come Ho1’ mientras que la segunda corresponderd a la degeneracidn H1o‘

Puede decirse que la primera degeneracién involucra la interaccién, en
cercanias del valor critico, de al menos dos puntos de bifurcaciones de
Hopf, mientras queb1a segunda estd relacionada con al menos dos ciclos 1i-
mites anidados, emergentes del mismo punto de bifurcacién de Hopf. E1 valor
de codimensién, sencillamente hablando, corresponde al nimero de parémetros
auxiliares necesarios para localizar la degeneracién. En términos mds gene-~
rales, dicho nimero indica la necesidad de incluir dichos parédmetros auxi-
liares para describir la fenomenologia en cercanias de la singularidad.
Aqui no se ahondarédn més estos conceptos; sin embérgo una exposicién més
refinada y rigurosa puede consultarse en Golubitsky y Schaeffer (1985).

Para obtener la férmula equivalente en el dominio frecuencia de la fa-
11a de la condicién de transversalidad en el cruce de los autovalores, ana-
licemos primero una de las estructuras de diagramas locales que pueden ob-
tenerse en cercanias de 1a degeneracién. Hemos considerado a p como paréame-
tro auxiliar del sistema, y por simplicidad, hemos representado sélo el lu-
gar geométrico caracteristico A del autovalor en frecuencia que provoca el
fendmeno de bifurcacién. En la Figura 3.1 de los diagramas de bifurcaciones
locales puede decirse que para p=p, tendremos dos puntos de bifurcaciones
de Hopf mientras que para pP=p, no tendremos ninguno. Sin embargo, para este
Gltimo valor de p tendremocs soluciones peridédicas tal como muestra la
figura antes mencionada. Notemos que existen intersecciones entre ambos lu-
gares geométricos para todos los valores de p indicados cuando p=p,, cum-
pliendo las condiciones de deteccidn de 6rbitas periédicas al realizar un
balance arménico de segundo orden. En el capitulo 5 ampliaremos estos con-
ceptos.

Del andlisis del lugar geométrico caracteristico, para P=p_, iipasa
dos veces por el punto critico (-1+70): una para uzu1 y la otra para H=H,
mientras que % alcanza como valor "minimo” el punto critico (-1+i0) para
H=H Y PEP,. Ademéds, esta condicion particular muestra el limite entre los
diagramas locales para p=p, (dos puntos de bifurcaciones de Hopf) y para
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p=p, (ningun punto de bifurcacion de Hopf). Entonces, para PP, Y K=l ta-
nemos la fatla de la condicién de transversalidad del cldsico teorema de
Hopf, que como vimos estd ligada a la presencia de un extremo (méximo o mi-
nimo) del lugar geométrico caracteristico X por el punto critico (-1+170).
Una vez dada la imagen global procederemos a la prueba formal dando al mis-
mo tiempo la formulacion necesaria para calcular la condicién de definicidn
de tal degeneracion.

Figura 3.1: Diagramas de bifurcaciones locales para interacciones entre
dos puntos de bifurcacién de Hopf.

Sea el lugar geométrico caracteristico mis cercano al punto c¢ritico
(-1+70)
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Xz a (w0 + G, (w11, (3.12)

~entonces, cuando Az-1 en (w,oH,)  tendremos 61(”0’“0):F1(Wo'“0)_1’ Yy
Gz(”b'“o):Fz(”b’“o)' Asi encontrar los valores extremcs del lugar geométri-
co caracteristico en A=-1 es 1o mismo que encontrar los valores extremos de
G, (w,1) con la condicion G,(w,1)=0. Para ello podemos enunciar la siguiente
proposicién,

Proposicién 3

Supongamos que ("b’“o) es un punto de bifurcacidén dindmica, es decir
satisface las ecuaciones (3.7).
a) Si Gi(w,u) tiene un extremo relativo en (wo,uOJ con la condicidn
G, (W,11)=0, Y s7 GFé/Gw(wb,uO)¢0 6 aFé/a“(”b'”o)#o’ entonces
M(wh.HU):(WF}/GN)(aFé/ﬂw)—OﬂF3/ﬂw}(aFé/ﬁN):O-
b) Si M(wb,uo):o y aFé/Ow(wD,uo)#O d aFé/Bu(wb,uo)io, entonces ("b'“o) es
un punto critico de la funcidén Gl(w,u) con la condicion Gz(w,u):o.

Prueba
a) Supongamos que GF?/aw(wO,uo):anfaw(wO,uO)¢0. Entonces por el teo-
rema de la funcién implicita existe un entorno E("b’“o) tal que w=w(u) V
HEE(wW 1) Y
3G, /o oF ,/du

dw
— (W) = =

dp aGZ/Gw

(WyaHy) OF /9w 1 (kW sH,)

Como la Tuncidn G1(W’“) tiene un valor extremo en (wb’“o) y w=w(lt) en
E(w,,H,) podemos definir HOUO=G (W), 1) v HEE(w,,H,) ¥y por Tlo tanto
(dH/du)(wb,No)=0:

1

(AH/c) Cwy bg) = 136, /00 + 3G, /ow dwfau]| = ———LOF /O,
! ! (w 1) OF /3w
o'"o 2
'ow
IF /aw - aFl/aw.an/au]l - — =0,
(w,,u,) OF, (wyo )
Iw
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entonces debes verificarse M(wb,uo):ﬂ, como queriamos demostrar. B
Existe una prueba an&loga para aFv/a“(”b’“o)#O“

La expresion M fue presentada por primera vez en Moiola y colegas
(1990b) como condicién a verificar para la continuacién de las curvas de
bifurcaciones estdticas y dindmicas. A continuacién enunciaremos el resul-
tado mds importante de esta seccién para completar la falla de la transver-
salidad de cruce de los autovalores.

Proposicién 4

Supongamos  que aFé/aw(wb,uO)¢0, M(Wb'“o):o' wb¢0 Y sea HWu),
uGE(wU,uo) la funcidn y el entorno encontrados anteriormente en la prueba
de la Proposicion 3.
a) Si dzHAiF(wo)io, entonces falla la condicion de transversalidad del
cldsico teorema de Hopf.
b) Si dzH/duz(uO):O y el signo de [dZH/cﬂJ2 (ul)dzH/du2 (uz)]:1 para algun va-
lor de Hy<H <, entonces falla la condicién de transversalidad del teorema
de Hopf.
c) Si fH/ouz(uO):O y el signo de [dZH/auz(uj)azH/ouz(uz)]:ﬂ para algun
valor de u1<u0<u2, entonces la condicién de transversalidad diremos que se
degenera.

Prueba .
Las partes a) y b) se prueban inmediatamente de la parte b) de la pro-
posicion 3, pues en ambos casos éstas son condiciones suficientes para que
("b’”o) sea un valor extremo de Gl(w,u) con la condicidn Gz(w,u):o. Para la
parte c¢) diremos que si esta condicidn se satisface, esto significa que
H(u1) tiene un punto de inflexiodn en H,» es decir dicho punto es la conjun-
cién de un valor mdximo y otro minimo. Por lo tanto Gi(w,u) con la condi-
cidén Gz(w,u):o no tiene un valor extremo en ("b'“o)' |

Las condiciones anteriores a), b) y ¢) pueden facilmente verificarse

suponiendo un Unico extremo, dos extremos (m&ximo y minimo) y tres extremos

(minimo, maximo y minimo, por ejemplo) vy representando las derivadas prime-
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ra y segunda para cada caso. Para el caso de un extremo s inmediato pues
directamente es un maximo o minimo. Luego, para el caso de los dos extremos
se supondrd que ambos se juntan lograndose asi, en el limite, un punto de
inflexioén (caso ¢). Finalmente, para el caso de tres extremos, supondremos
que éstos se juntan en-uno sélo en el limite, satisfaciendo la condicién b)
expresada anteriormente. Es f4cil de verificar que dicho punto corresponde-
rd a un méximo o minimo. En este caso, vy ajustéandonos a la eleccién ante-

rior, serd un minimo.

Antes de pasar a la falla del coeficiente de curvatura digamos que la
condicién de definicién de la falla de la transversalidad de los autovaio-
res en el dominio frecuencia viene dada por ‘

OF,/Ou OF /3w - OF /3w OF_/3u = 0,
1 2 1 2
(WO,NO)

‘mientras que la condicién de no-degeneracién es

/
d°H
— # 0.
a® .

H (wb,uo)

Allwright  (1977) demostré que el coeficiente de curvatura
01:~Re[uIG(fwo)p1/n] (donde n:uTG’(iwb)J?’G’(iwb)sz/ds(fwb)) se reducia a
la foérmula de Poore (1976) para el caso de un sistema de ecuaciones dife--
renciales ordinarias. Luego si 01:0, no existia definicién de signo Yy -no
podia determinarse para qué valores de U tendriamos ciclos Timites. En
otras palabras la forma parab6lica tipica seria mds plana que para el caso
no degenerado y se deberia realizar una aproximacién de mayor orden para

determinar si la bifurcacion seria supercritica o subcritica.

Obtengamos una imagen m&s clara de la situacién que efectivamente ocu-
rre con el método gréfico. Cuando se enuncié el teorema de bifurcacién de
Hopf en el dominio frecuencia en el capitulo 2, uno de los postulados re-
queria .que la interseccidn entre el lugar geométrico caracteristico i(iw) y
el Tugar geométrico de la amplitud, definido por L1(w,6)=-1+€1(w)62 fuera
transversal. Matemdticamente esto puede definirse de la siguiente manera
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Rel&, (w)]| Imfg, (w)]
det £ 0, (3.14)
Reldr/dw) ] ImidX/dw)]

donde da/dw se calcula en W. En otras palabras se trata de que ambos vecto-
res no sean colineales. Recordemos que de anularse dicho determinante esta-
riamos en presencia, ante pequefias perturbaciones, de dos intersecciones,
de una Unica interseccidén o de ninguna, como se menciond en el Capitulo 2
en su Gltima seccidn. E1 propésito de la siguiente proposicién es relacio-
nar la expresion (3.14) con la formula del coeficiente de curvatura o, dada
por Allwright (1977). Este resultado fue timidamente apuntado en Mees y
Chua (1979), pero no fue demostrado formalmente. Aqui daremos, en la si-
guiente proposicidn, la prueba rigurosa.

Proposicién 5
S7-el vector &1(wr) es tangente en el punto critico (-1+i0) al lugar
geométrico caracteristico i(fw), entonces el coeficiente de curvatura es

cero.

Prueba

Para probar la proposiciéon anterior necesitamos primero calcular la
expresion de (di/ds). Sea u' el autovector izquierdo de G(s)J, correspon-
diente al autovalor i(s),

uT G(s) J = 2 uT.

Derivando ambos miembros con respecto a “s”" y notando por simplicidad
G’'=dG/ds, tendremos

, T T

u’T GJ + uT G'J=Au + 2y . (3.15)

Multiplicando ambos miembros por el autovector derecho v de la matriz G(s)J
correspondiente al mismo autovalor X y normalizando ambos autovectores de
tal modo que ulv=1, tendremos

viedvtruguyv=2ru’ v+t v, (3.16)
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de donde es fé4cil deducir usando G(s) J v = X v que

AR (3.17)

Usando la hip6tesis de la proposicién vemos que debe cumplirse
RelE, (v, )1 Inldi/dw(w )T = In& (w) Reldi/dw(w )] = 0. (3.18)

Notemos que para s= 7w, dﬁ/ds:d&/d(iw):—i di/dw. Supongamos que di/dn:c+1d,
entonces di/dszd—ic, y de la expresién (3.18) tendremos, considerando
£,(w )=a+ib, ‘

ad - ¢cb=0= ad = cb. (3.19)
Por otra parte la férmula dei coeficiente de curvatura es
uT G(iw) p1
o = Rel— 7T ~RelE (w )/A"]. (3.20)

uT G’ Jv

Reemplazando El(w;)=a+1b, y i’zdi/dszd-ic, podemos verificar el siguiente
resultado

a+ ib ad - ¢b
o = - Re[————] = = [——] . (3.21)
! d - ic d® + c?

Usando entonces la condicién (3.19) obtenemos que 01=0 cuando el vector
&1(wr) es tangente en el punto critico (-1+70) al Tugar geométrico caracte-
ristico A(iw). En la seccién siguiente mostraremos dos ejemplos donde se
utilizan varias de las férmulas aqui presentadas.

3.4. EJEMPLOS DE APLICACION

a) Reactor tanque agitado continuo con reacciones consecutivas

Consideremos el modelo de la ecuacién diferencial adimensional para un
reactor perfectamente mezclado con una serpentina de enfriamiento en e]
cual ocurren dos reacciones consecutivas, irreversibles de primer orden
A»B>C, tal como el presentado en Halbe y Poore (1981)
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X, ==X+ D(1 - xl)exp(x3)7 (3.22.a)

X,==x, + D(1 - X Jexp(x,) - Dsx, exp(x,), (3.22.b)
X, == (14B)x, + BD(1- x,) exp(x,) + DBSax, exp(x,), (3.22.¢)

donde D es el pardmetro de bifurcacién y B, §, « y B son pardmetros del
sistema. Tal conjunto de ecuaciones puede llevarse a la forma indicada en

(2.1) tomando la siguiente eleccién de matrices

-1 0 0 1 0
A= 0 -1 0 , B = 1 -1 , C=1, vy
0 0 -1-B B Bax

D(1 - x1) exp(xz)
g(x) =

DSx2 exp(xg)

La funcién transferencia resulta entonces aplicando la ecuacién (2.2.a) en

1

——— a

s + 1
1 -1

G(s) = ——

s + 1 s + 1

B B «
L. s+148 s+i+f

Notando que y=-e en la estructura propuesta en el Capftulo 2, podemos ha-
1lar los estados de equilibrio usando la ecuacion (2.3)

~

D= -éi/(1+é1) exp(ég), (3.23.a)
8, = &,(148,)/11 + (1-8)8,] C (3.23.b)
53 = B(1+a)é1/(1+ﬁ) - 8“61(1+51)/[(1+3)(1+§1'361)]' (3.23.¢)

Aunque el parémsetro de bifurcacidn elegido es D, es mis conveniente
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tomar como pardmetro a éa (componente primera del estado de equilibrio) pa-
ra analizar los conjuntos de bifurcaciones estAticas y la multiplicidad de

estado de equilibrio. Las conocidas curvas con forma de S pueden trazarss

~

asignando valores a &, en el intervalo (-1,0) y reemplazando en las expre~

siones (3.23) para obtener los valores de D, éz y éa'

La funcidon no lineal f(e,D) es Tocalmente reemplazada por la
matriz de Jacobiano J:Gf/aela, cuya expresion es

D exp(-&,) 0 —D(1+el) exp(—eg)

0 -8D exp(—eg) SDe2 exp(-ea)

o en forma compacta

i1 13

0 J22 J23

Vs (3.24.3)

G AX+A, =0, (3.24.b)
donde

Ay =y, = 9 )/(s+1) = BU,, + ad_)/(s+14B),

o = BLd, 0 0 - U, () 1/L(s+ ) (s+14B)] - 3, J, /(s+1)%.

Como ha sido notado por Halbe y Poore (1981) y Jorgensen y colaboradores
(1984), existe al menos un autovalor del sistema linealizado en el dominio
tiempo en el semiplano izquierdo para un amplio rango del conjunto de paré-

metros. Farr (1986) demostré que en este reactor no tiene Tugar 1a singula-

A

ridad de un autovalor triple en el origen, como asi tampoco un par imagina-
rio puro y un autovalor en cero. Entonces, ademds de las singularidades
producto de la multiplicidad de estado de equilibrio, tendremos Unicamente
las siguientes :

a) Un autovalor real simple en el origen.
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b) Dos autovalores reales en ej origen o un autovalor dobls en cero.
¢) Un par simple de autovalores imaginarios puros,

Notese que el sistema Tinealizado en el dominio tiempo tiene tres au-
tovalores, mientras que sdélo dos funciones caracteristicas aparecen en el
dominio frecuencia. En otras palabras: el polinomio caracteristico para es-
tudiar la estabilidad del estado de equilibrio €s de orden tres en el domi-
nio tiempo, mientras que en el dominio frecuencia es de orden dos. Sin em-
bargo, también debe notarse que el polinomio resultante en el dominio tiem-
po tiene coeficientes reales mientras qQue en el dominio frecuencia tiene
coeficientes complejos.

Cos en cercanfas al punto crftico (-1+70) podemos distinguir los siguientes
Comportamientos detectados en los diagramas pequefios de la Figura 3.2: (1)
Puntos de bifurcaciones estdticas, como en los casos b y e; (2) Puntos de
bifurcaciones de Hopf, como en los Casos g e 1, y (3) Ningan punto de bi-
furcacién, como en los casos-a, ¢, d, f, hy j. Lg estabilidad de los pun-

«+

0s de equilibrio y de los ciclos limites est4 agregada en el grafico para
tlustrar mejor la situacién. Los puntos limites en 1a curva de equilibrio
corresponden a bifurcaciones estaticas y provocan el cambio en la multipli-

cidad de la solucién de equilibrio para algunos valores de D. La amplitud,

—

frecuencia y estabilidad de los ciclos se hallaron usando las técnicas des- .
criptas en el Capitulo 2. Es bueno aclarar, sin embargo, que esta grafica

estd distorsionada para darle mayor claridad conceptual a la dindmica del
sistema. ’

E1 objetivo es continuar, permitiendd la variacién en un segundo parg-
metro del sistema en estudio, Tos puntos correspondientes a bifurcaciones
estaticas y dindmicas tales como e vy 9 (por ejemplo), respectivamente,
usando 1a informacién dada por (3.24.b). Asi, tomando A=-1 LY S$=iw en
(3.24.b), y Separando en partes real (Re) e imaginaria (Im) el resultado es
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F w8 =1 = a/p, + b(1#8)/p, + o(1+8-w7)/p, + d(1-w)/p, = 0,
(3.25.a)
Fo(w8) = aw/p, - bw/p, = c(2+B)w/p, ~ 2dw/p, = O, (3.25.b)
donde
a =

é1(5+1)/(1+é1)’ b = 8@1[1+(1—S~Sa)é]]/[1+(1—S)§1],

O
11

-Bséf[1+a+(1—s—8a)§1}/{{1+(1-5)61](1+e1)}, d = 887/(1+8)°,

p=tW s (B, b s (B-w) LM%, p, = (1) P

_2<
3
>d

[T

imA
(s

o
[
v

Figura 3.2: Diagrama de bifurcacion local y secuencia de lugares geométri-
cos caracteristicos asociados.
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Cuando w=0, podemos verificar por inspeccidén que (3.25.b) es idéntica
mente cero, Entonces, la condicién de bifurcacidén estdtica se obtiene sa-

tisfacisendo la ecuacion

1T -a+ b/(1+B) + ¢/(1+B8) + d = 0. (3.26)

Esta expresion es similar a la presentada por Halbe y Poore (1981) utili-
zando 61 en lugar de ?1. En cambio, deben usarse ambas expresiones para bi-
furcacién dindmica, es decir (3.25) para ub#O.

Hemos explicado en el capitulo anterior como se hace el estudio de la
estabilidad de Tos ciclos Timites cuando varia el parémetro de bifurcacion.
En esta seccion detectaremos los puntos de bifurcaciones estaticas y diné-
micas y los continuaremos sobre la variedad de estados de equilibrio. Ade-
mas, a los puntos de bifurcacién de Hopf les indicaremos 1la estabilidad de
los ciclos emergentes considerando el signo del coeficiente de curvatura.
Todas las gréficas estén distorsionadas con el fin de mostrar los resulta-
dos con claridad.

Los resultados principales se muestran en Jos diagramas cualitativos
de 1astiguras 3.3 a 3.7. En las Tablas 3.1 y 3.2 se presentan los casos
estudiados junto con la informacién de los valores de los pardmetros. Se ha
trabajado con 81 como parametro artificial pues es inmediato luego obtener

3 e

Para la construccién de las curvas de bifurcacién se necesita una es-
timacién inicial de 61 Y W cercana a un punto de bifurcacion. Luego, se re-
suelve la ecuacion (3.25) usando una rutina standard para encontrar los ce-
ros del sistema de ecuaciones no lineales. Entonces, se varia el parémetro
auxiliar elegido (por ejemplo B, S, « o B) y se resuelve nuevamente la
ecuacion (3.25), utilizando para este caso como solucién inicial la solu-
cion final obtenida en la iteracién anterior. Note, ademds, que los dos ti-
pos de bifurcaciones (est4ticas y dinédmicas) se obtienen con la misma fér-

mula. Asy, el dominio frecuencia se convierte en una forma natural para
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TABLA 3.1
B S « B
Caso 1 8 0.04 1 1.5
Caso 2 8 0.04 1.4 1.5
Caso 3 8 0.04 1.4 2
Caso 4 12 0.01 0.6 1
Caso § 14 0.01 0.6 1
Caso 6 9 0.01 1 2
Caso 7 18 0.01 1 2
Caso 8 18 0.01 1 1
Caso 9 8 0.01 1 1
TABLA 3.2
tipo degeneracioén §1 D parémetro aux.
Figura 3.3 H.o 0.8279 0.2162 a=1.059
H, 0.8588 0.2163 a=1.093
Caspide 0.9480 0.2306 a=1.044
Figura 3.4 H10 0.6269 0.2418 B=1.815
H10 0.8102 0.3082 B=1.969
H01 0.8279 0.3091 B=1.9587
Figura 3.5 H.o 0.8965 0.0268 B=12.300
Cuspide y punto
Hopf con w=0 0.9885 0.03534 B=12.349
Figura 3.6 punto Hopf con
w=0 0.3409 0.1147 B=13.1804
Caspide 0.5215 0.141 B=11.637
H10 0.551 0.2149 B=9.3716
H10 0.9254 0.06213 B=15,4645
H01 0.9409 0.0487 B=16.229
Clspide 0.9895 0.3495 B=11.4259
Hoo 0.9908 1.068 B=9.1992
Figura 3.7 H10 0.8723 0.05309 B=10.4672
punto Hopf con w=0 0.9077 0.02477 B=12.10081
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considerar estos fendmenos. La mayoria de los investigadores en esta area
han trabajado en el dominio tiempo y los algoritmos generalmente no inclu-
yen ambos tipos de bifurcaciones dentro de una misma formulacién (por ejem-

plo, consulte a Roose y Hlavacek 1985, para un tratamiento y referencias
mas completo).

La Figura 3.3 representa la forma de evolucién de las curvas de bifur-
caciones entre el caso 1 -en el cual no existe multiplicidad de la solucién
de equilibrio- y el caso 2 —-en el que para algunos valores de D tenemos
multiplicidad tres- cuando varia el parametro auxiliar « desde 1 a 1.4.
Desde el caso 1 puede verse cdmo dos curvas de bifurcaciones de Hopf, una
que da origen a ciclos limites estables y la otra a ciclos limites inesta-
bles, se juntan para luego desaparecer cuando « es mayor que 1.093. Es tam-
bién interesante notar que la curva de Hopf 1inestable no cambia su astabi-
lidad al alcanzar una bifurcacién degenerada de Hopf en el punto 1imite. E]
punto de union de ambas curvas de Hopf, se conoce como singularidad H01 si-
guiendo la notacién propuesta por Planeaux y Jensen (1986), y es féci] de
clasificar usando laos diagramas de Golubitsky y Langford (1981) y las asig-
naciones de estabilidad mostradas en la Figura 3.3.

A
X1

%y

Figura 3.3: Variedad de estado estacionario y sus curvas de bifurcacisn,
E1 parémetro « varia desde 1 a 1.4.
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Por otro lado, el cambio de estabilidad en 1a curva de Hopf correspon-
de a una bifurcacién degenerada denominada H por Plansaux y Jsnsen
(1986). Notemos que ambas singularidades estan muy cercanas, Y no saria
sorprendente encontrar, ante la variacién de un segundo pardmetro auxiliar
la degeneracioén H11' que corresponde a una singularidad con cambio en la
estabilidad de la solucién bifurcada en el punto critico junto con la falla
de la condicién de transversalidad del cldsico teorema de Hobf. En otras
palabras, H01 corresponde a una bifurcacién degenerada de Hopf donde falia
la transversalidad de cruce de los autovalores, mientras que H g correspon-
de a una bifurcacién degenerada de Hopf donde el coeficiente de curvatura
es cero.

Para un valor particular de « dos curvas de bifurcaciones estaticas
emergen desde un punto cuspidal. Esta situacién critica marca un cambio en
la forma de los diagramas de equilibrio en el plano xl—D y como resultado
aparece multiplicidad de la solucién de equilibrio. Los nimeros sobre 1la
variedad de equilibrio de 1a Figura 3.3 indican el nlmero de vueltas alre-
dedor del punto critico (-1470) por el lugar geométrico caracteristico. Es-
to corresponde también al nuimero de autovalores en el semiplano derecho en
el dominio tiempo y determina &reas con la misma estabilidad 1local. A]
atravesar las curvas de bifurcaciones estos nimeros se modifican, agregdan-—
dose (o quit4dndose) 1 6 2 seglin sea la bifurcacién esté4tica o dindmica.

En Ta Figura 3.4 puede verse qué ocurre cuando comenzando desde el ca-
s0 2 y variando el pardmetro B éste 1lega al valor 2 que corresponde al ca-
S0 3. Para B cercano a 1.96 aparecen dos bifurcaciones degeneradas como era
el caso de la Figura 3.3. En el mismo diagrama incluimos en el margen dere-
cho el lugar geométrico caracteristico y el vector £, (w ) para el caso de
la bifurcacién degenerada de Hopf H . Notemos que el vectcr E (w ) es tan-
gente al lugar geométrico k(rwj en e] punto critico (-1+70), por lo cual no
podemos decir nada acerca de la estabilidad de la soluci6n bifurcada realj-
zando un balance arménico de segundo orden. M4s adelante, en los capitulos
sucesivos, estudiaremos estas situaciones con mayor detalle empleando una
aproximacién de balance arménico de orden superior.
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Figura 3.4: Curvas de bifurcaciones cuando el paré&metro auxiliar B
varia desde 1.5 a 2.

Las curvas de bifurcaciones de Hopf inferior y superior se mantienen
sin variantes al continu4rselas desde el caso 2 al caso 3. Sin embargo, la
curva inferior tiene un cambio en la estabilidad de la solucién bifurcada,
producto de una singularidad H1 . Ademds, las dos curvas de bifurcaciones

’

Q
estdticas presentan continuidad cuando B varfa sin llegar a unirse. As

e

[ 4T
ell

tonces no existe modificacion en l1a multiplicidad de estados de equilibrio.

En la Figura 3.5 deécribimos Ta situacién que acontece cuando el para-
metro B varia, comenzando desde el caso 4 y llegando al caso 5. Una de las
curvas de bifurcacién dindmica tiene uh cambio en la estabilidad de la so-
lucidn bifurcada (degeneracién H1o) mientras que la otra curva termina en
el punto de unidén de dos curvas de bifurcaciones estaticas. En esta Ultima
situacion, el valor del pardmetro B es cercano a 12.34 y el coeficiente de
curvatura es menor que cero, ‘es decir corresponde a una bifurcacién de Hopf
estable, pero w disminuye y se hace cero cuando dicha curva dindmica termi-
na en las curvas estéticas. En valores cercanos a los de esta singularidad
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encontramos las caracteristicas propias del fendmenc de bifurcacidén de Hopf
junto con saltos o bien a un estado de equilibrio estable o a una drbita
periddica. Sin embargo, la situacién dindmica completa es més compleja, a
tal punto que muchos investigadores conocen esta singularidad, que corres-
ponde a un cero doble en el dominio tiempo, como la singularidad de Bodga-
nov-Takens (vease, por ejemplo, Guckenheimer y Holmes, 1985 y Guckenheimer,
1984).

Figura 3.5: Curvas de bifurcaciones cuando el pardmetro auxiliar B
varia entre 12 y 14.

En el plano complejo puede notarse que la frecuencia de interseccion
W del lugar geométrico mé&s cercano al punto critico (-1+70), disminuye
hasta hacerse cero bajo la variacién de los pardmetros principal y auxi-
liar. Esto corresponde a un par simple de autovalores complejos conjugados

que degeneran en un cero doble en el sistema de las ecuaciones linealizadas
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en tiempo. Esta singularidad ademas incluye el nacimiento de dos curvas de
bifurcaciones estdticas en dicho punto. Luego 1a degeneracién puede denomi-

narse como cero doble en tiempo y punto cuspidal a la vez.

En la Figura 3.5 puede notarse también que para algunos valores de D vy
B la multiplicidad de la solucién de equilibrio cambia de 3 a §. Esto puede
obtenerse féacilmente proyectando las curvas de bifurcaciones estédticas en
el plano D-B y aplicando la clasificacién de la teoria de catédstrofe o las
herramientas analiticas de la teoria de singularidades (ver, por ejemplo,
Balakotaiah y Luss, 1986; Farr y Aris, 1986, entre otros).

La curva dindmica superior en la Figura 3.5 correspondiente al caso §
es estable. Esto puede determinarse luego de aplicar el método en el domi-
nio frecuencia. ET mismo resultado hemos obtenido al continuar la curva de
bifurcacién dinémica estable del caso 4 cuando el parémetro auxiliar B va-
ria. Ademas, Doedel y Heinemann (1983) predijeron un ciclo limite estable
para nuestro caso 5 en su estudio de continuacién de las ramas periédicas.
Sin embargo, Halbe y Poore (1981) habian calculado que el ciclo limite
emergente era inestable, aunque habfan detectado por simulacién un salto a
una ¢rhita peridédia estable.

Realizando Ta continuacidén en la variedad de equilibrio de los puntos
de bifurcacion del caso 6, puede obtenerse, variando el pardmetro auxiliar
B, los puntos de bifurcacién del caso 7 (ver Figura 3.6). Comenzando por un
caso sin multiplicidad en la soluci6n de estado de equilibrio, la forma de
la variedad de equilibrio cambia drésticamente cuando el parémetro B Tlega
al valor de 11.42. Desde este valor y hasta el valor de B=11.64 la multi-
plicidad para ciertos valores de D es 3 (tres). Para valores de B mayores
que 11.64 Ta multiplicidad de estado de equilibrio puede ser 5 (cinco).
Nuevamente, proyectando Tas curvas de bifurcaciones estdticas en el plano
de los parametros D-B, obtenemos la multiplicidad de la solucién de equili-
brio aplicando los resultados de clasificacion de la teoria de catéstrofe.

Mds aun, otra bifurcacién degenerada aparece en la parte inferior de
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la Figura 3.6, donde la frecuencia de la curva dindmica, que también cambia
de estabilidad para un valor de B intermedio, disminuye a csero. La curva
dindmica finaliza en una curva estdtica para B=13.18. Esta situacién es me-
nos compleja que la antes vista de la Figura 3.5, donde también interviene

un cambio en la multiplicidad de la solucién de estados de equilibrio.

B

Figura 3.6: Curvas de bifurcaciones cuando el pardmetro auxiliar B
varia entre 9 y 18.

Las dos curvas de bifurcaciones dinémicas centrales de la Figura 3.6
se unen en un punto correspondiente a una bifurcacidn degenerada HOl. Para
valores superiores de B a este valor critico no se hallan curvas de bifur-

caciones de Hopf en cercanias de esta singularidad.

Un nuevo resultado se encontrd para el caso 7. E1 punto de bifurcacion
de Hopf superior no habia sido detectado por Halbe y Poore (1981). Aplican-
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do el método en el dominio frecuencia, hemos obtenido este punto de bifur-
cacion dindmica asi como su estabilidad. También pudo verificarse realizan-
do la continuacion de la curva de Hopf superior desde el caso 6. En la Fi-
gura 3.7 puede verse como se modifican las curvas de bifurcaciones para pa-
sar del caso 9 al caso 8 variando el pardmetro auxiliar B. En esta figura
la degeneracién méds caracteristica que aparece es cuando una curva de bi-
furcacion de Hopf inestable degenera en dos curvas de bifurcaciones estati-
cas. Esta singularidad corresponde a un cero doble en el dominio tiempo vy a

un punto cuspidal como hemos visto en otra de las figuras precedentes,

Figura 3.7: Curvas de bifurcaciones cuando el pardmetro auxiliar B
varia entre 8 y 18.

Para concluir con este primer estudio de este ejemplo, en la Figura
3.8 mostramos cdémo de la variedad de estados de equilibrio obtenemos Jos
conjuntos de catastrofe al proyectar en el plano de pardmetros D-B. Se in-
dican las combinaciones de pares (D,B) que conducen a unicidad de la solu-
cion de equilibrio, a tres o a cinco estados de equilibrio. Né6tese que en

este diagrama se han marcado las degeneraciones dindmicas H1o’ H01 y Fx‘
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Esta Gltima corresponde a un par de autovalores cero en el sistema de ias
ecuaciones linealizadas an tiempo o a multiplicidad en w=0 en el dominio
frecusncia, al satisfacerse la ecuacién (3.10). E1 lugar geométrico carac-
teristico tipico de la singu1aridad F1 se muestra en el diagrama superior
derecho. En el capituloc siguiente se continuardn estas degeneraciones agre-
gando la variacién de un segundo pardmetro auxiliar. Sin embargo, ahtes de
concluir este capitulo, veremos la continuacidén de curvas de bifurcaciones
estdticas y dindmicas en un ejemplo aparentemente mds sencillo que el tra-
tado anteriormente. La complejidad encubierta de este segundo ejemplo la

iremos describiendo a medida que lo analicemos.

B

Figura 3.8: Variedad de estados de equilibrio, curvas de bifurcaciones y
conjuntos de catéstrofes para $=z0.01, a=t, B=1.8 (B varia entre 6 y 18).
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b) Reactor tanque agitado continuo con capacitancia térmica

Consideremos un reactor tanque agitado continuo con una reaccién sim—
ple, irreversible, exotérmica de primer orden A+B con capacitancia térmica
externa como el sugerido por Planeaux y Jensen (1986)

kl = -x 4 D(1—x1)exp(x2), (3.27.a)
X, = ~(1+B+Pp)x, +Box_ + DB(1-x, Jexp(x,), (3.27.b)
ig = Bp(xz—xs)/e, (3.27.¢)

donde D es el pardmetro principal de bifurcacién, mientras Que B, B, p vy ¢
son otros pardmetros del sistema. Las matrices A, B, Cy la funcién no 1i-
neal g(x) pueden tomarse de 1a siguiente manera,

~1 0 0 1 1 0 0
A = 0 1--fp Bp y B = B, C= ,

0 1 0

0 Be/e —-Bp/e 0

a(x) =D (1 - X)) exp(xz).
Entonces G(s) viene dada segun (3.2.a) como
T
6s) = | /s (s+Bp/c)B/D, |

donde

0,= 5%+ (1 + B+ Bp + B p/e)s + (1+H)Bp/c.

Considerando g(x)=f(e) y x=-e, los puntos de equilibrio se obtienen usando
(2.3),

D :-él/(1+é1) exp[Bél/(1+B)1 (3.28.a)

éz = B§1/(1+ﬂ), (3.28.b)

donde claramente puede tomarse é1 como pardmetro principal (artificial) de
bifurcacion, pues dando valores a é1 obtenemos los correspondientes valores
de D. La "matriz" de Jacobiano viene dada por

LI 9, 1= -8 /eE) B, ' (3.29)
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mientras que los autovalores de 1a matriz de 2x2 G(s)J son

X1 =0 Vs, (3.30.a)

X
2

-8 /L(1+8 ) (s+1)] + BB, (s+Bp/€)/D,. (3.30.b)

Note que el Unico autovalor relevante capaz de causar fendmenos de bifur-
cacion es el dado por (3.30.b). Ademds, observe que los polos de kz(s) es-
tan en el semiplano izquierdo pues los valores de B, p y € son positivos.
Entonces, el numero de vueltas de xz(fw) alrededor del punto critico
(=1+70) en sentido horario nos dar4 el numero de polos de lazo cerrado en
el semiplano derecho.

Considerando la condicién de bifurcacién A_=-1 y s=iw podemos separar

(3.30.b) en partes real e imaginaria como sigue,

8, B8, [(Bo/€)” (14B)+W’ (14+Bp) ]
Fo(w,8) =1~ o+ - =0 (3.31.a)
(148 (14w") D,Ciw) D, (iw)
8, w BS,w [w+(Bp)° (1+1/¢)1/¢]
Fo(w,8.) = s = = 0. (3.31.b)
(1+€ ) (1+w") D, (iw) D, (iw)

Los puntos de bifurcacién estdtica acontecen para iguales valores de los
pardmetros B y fJ que en el ejemplo del Capitulo 2. Para un tratamiento .més
detallado usando la formulacién en el dominio frecuencia puede consultarse
Moiola y colaboradores (1990a), donde se obtuvieron analiticamente varias
condiciones de bifurcaciones y sus degeneraciones. Aqui en cambio, se han
preferido usar las férmulas dadas por (3.31) en Tla continuacién de curvas
de bifurcaciones est4ticas y dindmicas. Como ejemplo mostraremos la Figura
3.9 donde las curvas de bifurcaciones dindmicas 1levan marcada su estabili-
dad. De dicha figura se desprende que las curvas de bifurcaciones dinémicas
cortan a las anteriores en los puntos “a" dando lugar a una singularidad
que involucra un par de autovalores imaginarios puros y un autovalor en ce-
ro. Incluimos en tal figura los resultados de estabilidad del punto de
equilibrio al aplicar el Criterio de estabilidad generalizado de Nyquist.
Asi podemos tener 1, 2 6 3 vueltas alrededor del punto critico (-1+70) como
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1o muestran los diagramas superiores. lLa imagen especular de Xz(fw) para
Osw<e se muestra en lineas punteadas y corresponde a lz(iW) cuando Qzw>-w,
El andlisis de Ja dinémica en la singularidad indicada por los puntos “a"
puede hacerse mediante las herramientas desarrolladas en Langford (1983) o
en Yu y Huseyin (1988). Note que en dichos puntos singulares el lugar geo-
métrico caracteristico tiene un bucle y pasa dos veces por el punto critico
(-1+70).
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Figura 3.9: Variedad de estados de equilibrio, curvas de bifurcaciones y
Tugares geométricos caracteristicos para B=11, €=0.8, p=1 (B varia
entre 0.1 y 2).

Las condiciones de definicién de tal singularidad usando la informa-
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cidén dada en el dominio frecuencia fuercn puntualizadas recientemente en
Moiola (1991, 1992). Aqui, en cambio, nos contentaremos con sefalar las di-
ferencias entre esta configuracion y las vistas en el ejemplo previo., Ra-
cordemos que en el ejemplo anterior las curvas de bifurcaciones dinamicas
finalizaban en las estdticas si existia interseccién entre ambas. En este
ejemplo, para un autovalor simple en cero (est4tica) y un par imaginario
puro (dindmica) ambas curvas deben intersectarse en la forma mostrada por
la Figura 3.9.

Finalmente, la estabilidad de las 6rbitas periédicas se determina
usando las férmulas del coeficiente de curvatura cuando el tercer autovalor
en el dominio tiempo estd en el semiplano izquierdo. En cambio, cuando te-
nemos uno.de los autovalores en el semiplano derecho debemos analizar la
estabilidad de la 6rbita emergente realizando perturbaciones en cercanias
de P para determinar el sentido de las flechas como se hizo en el Capitulo
2. Asi, para este ejemplo, el caso "b" corresponde a la aparicién de un ci-
clo limite estable, el caso "¢" a uno inestable y el caso "d" a uno meta-
estable o semi-estable. Una discusi6n méds detallada puede encontrarse en

g2 ] At

oiola y colegas (13890a).
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CAPITULO 4
LOCALIZACION DE BIFURCACIONES DEGENERADAS EN EL ESPACIO DE PARAMETROS

Un andlisis preliminar en el estudio de la dindmica de sistemas 1o
constituye la evaluacion de ciertas condiciones de definicidén para la loca-
lizacion de las singularidades en el espacio de pardmetros. Estas degenera-
ciones dividen el espacio de parémetros caracteristicos en zonas de igual
comportamiento dindmico (al menos localmente). Asi, puede tenerse una idea
mas clara de la complejidad del sistema bajo estudio al explorar el mismo
sGlo en ciertos aspectos distintivos. El esfuerzo computacional se ve drés-
ticamente reducido pues se deben evaluar férmulas bien definidas y realizar
su pro]ongacién 0 continuacién en otros paradmetros auxiliares. Ademés, con
esta metodologia se hallan intersecciones entre las curvas de bifurcaciones
que corresponden a otros puntos distintivos, de mayor complejidad, que
acttan como centros organizadores de dindmica. Es decir, en cercanias de
los mismos, se obtienen diferentes diagramas de bifurcaciones locales que
ayudan a completar enormemente 1la imagen dindmica en amplias regiones del
espacio de parémetros. En otras palabras, tales diagramas locales se dis-
torsionan alejados de la singularidad, pero sus connotaciones e implican-
cias en la dindmica del sistema permanecen intactas. Entonces es importante
Ta obtencion de dichas singularidades a través, primero de su ubicacién en
el espacio de parédmetros para luego pasar al estudic mas detallado de obte-
ner sus diagramas locales. En 1la Seccidén 4.1 daremos una introduccién y re-
sefia histérica del estudio de dichas singularidades. En la Seccién 4.2 pre-
sentarémos a1gunaé formulas para obtener ciertos conjuntos de catdstrofe
derivados del estudio de 1la multiplicidad de la solucién de equilibrio.
Luego, en la Seccidon 4.3 haremos 1o mismo con los conjuntos pertenecientes
a las bifurcaciones dindmicas. Finalmente, en la Seccién 4.4, mostraremos
un rico ejemplo de aplicacién sobre el cual se obtendran los diagramas de
bifurcaciones locales. Toda la formulacién presentada estard basada en 1la
metodologia en el dominio frecuencia. Debe aclararse, sin embargo, que
otras condiciones de definicion pueden obtenerse para caracterizar otras

singularidades, tanto o mds interesantes que las aqui propuestas. Sin em-
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bargo, creemos gue las presentadas a continuacién cubren una gama variada
en las aplicaciones como as{ también son suficientes para hacer notar 1a

potencialidad de an&lisis del método en el dominio frecuencia.
4.1, INTRODUCCION

Los primeros trabajos que remarcaron la posibilidad de estudiar dife-
rentes configuraciones dinédmicas locales ante 1la variacion de dos paréme-
tros del sistema fueron presentados en e] excelente 1ibro de Andronov vy co-
laboradores (1966), y luego rescatados también por Minorsky (1962). La es-
cuela de matematicos rusos aventajaba claramente a Occidente en el estudio
de sistemas no lineales en general, y de oscilaciones en particular. Las
primeras-aplicaciones numéricas no triviales aparecieron algo mas tarde del
advenimiento de las computadoras digitales, con su consecuente uso masivo
dado por 1los investigadores. Una de las primeras fue el famoso trabajo de
Uppal y colegas (1974) en el estudio de un reactor tanque agitado continuo.
Como ya hemos mencionado en el capitulo anterior, este trabajo generd una
tremenda actividad en el estudio de singularidades y degeneraciones que de-
rivaroﬁ mas tarde en las aplicaciones mas refinadas de Jlas teorias de ca-
tastrofes y singularidades. Sin embargo, el camino habia sido allanado y
preparado para tal ocasién a través de una secuencia admirable de trabajos
de Amundson y colaboradores, entre los cuales podemos mencionar a Bilous vy
Amundson (19565), Amundson y Aris (1958), y Amundson y Séhmitz (1963). No
fue coincidencia que las aplicaciones més importantes y complejas ocurrie-
ran en el campo de la ingenieria quimica, pues los procesos son mayorita-
riamente no lineales. Podrian rescatarse otras primeras ép]icaciones en
Biologia principalmente, pero sin duda no muestran la riqueza dindmica de

la coexistencia entre soluciones de equilibrio mdltiples y oscilaciones.

Desde el cldsico trabajo de Uppal y colegas (1974) las aplicaciones
han aumentado considerablemente en complejidad y se espera que las nuevas
herramientas de computacién algebraica en forma simbdlica y técnicas de
procesamiento en paralelo hagan posible an4lisis adn mas sofisticados. Para
ello basta comparar, por ejemplo, los estudios preliminares de Halbe y
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Poore (1981) en la dindmica de un reactor tanque agitado continuo con reac-
ciones consecutivas utilizando las férmulas de bifurcacidén de Hopf con un
analisis similar, pero mucho mas profundo y general, que el presentado en
su tesis doctoral por Farr (1986) haciendo gala de las mas sofisticadas
técnicas de la teoria de singularidades. Mientras el primero de los traba-
jos incluia uUnicamente los diagramas de bifurcaciones Tocales, el segundo
mostraba los diagramas globales para un amplisimo conjunto de combinaciones

en el espacio de parémetros,

Histéricamente los problemas de multiplicidad debido a bifurcaciones
estdticas y las oscilaciones periédicas resultantes del fenémeno de bifur-
caciones de Hopf fueron tratados en forma conjunta. Sin embargo, la comple-
jidad subyacente en ambos pronto obligd a los investigadores a abocarse a
uno u otro problema por separado. No obstante, a partir de las contribucio-
nes de Golubitsky y Schaeffer (1985) principalmente, donde se presentd una
teoria general capaz de tratar ambos problemas con las mismas herramientas
analiticas, existe una tendencia a unificar el estudio de bifurcaciones.
Aunque todavia muchos fenémenos de bifurcacién permanecen algo oscuros o de
dificil caracterizacién, se ha tratado de salvar esta dificultad tomando
casos particulares o agregando ciertas restricciones que facilitan el mu-
chas veces tedioso y complejo proceso algebraico. Este capitulo se ha dia-
gramado con esa filosofia: Mostrar que una dada metodologia permite el anéa-
Tisis simultdneo de los dos tipos elementales de bifurcaciones y varias de
sus degeneraciones m4s comunes. En este contexto el material que presenta-
remos es completamente original, como asi también varios de los resultados

incluidos en las aplicaciones numéricas.
4.2, MULTIPLICIDAD DE ESTADOS DE EQUILIBRIO

En esta seccién daremos las férmulas mas importantes para analizar la
multiplicidad de estados de equilibrio partiendo de la informacién brindada
por los puntos de bifurcaciones estdticas. Estos (ltimos supondremos que
son puntos limites de un diagrama de bifurcacién, es decir, variando el pa-

rametro principal del sistema alcanzaremos los mismos con valores méximos o
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minimos del pardmetro, al menos localmente hablando. Para tener una imagen
mas clara el lector puede consultar la Figura 3.2. En la misma claramente
puede notarse gue asociado a estos puntos limites o de bifurcacién estdtica
(puntos b y e) existen al menos dos estados de equilibrio para pequefias
perturbaciones en el pardmetro principal. La proyeccion de estos puntos 1i-
mites sobre el eje de las abcisas (correspondiente al parémetro de bifurca-
cion) separa regiones con diferente multiplicidad comoc fAcilmente puede
apreciarse de la Figura 3.2,

La informacién de la evolucidén de los puntos de bifurcaciones estdti-
cas estéd contenida en la expresion Fl(o,u):o derivada en el capfitulo ante-
rior (ecuacion (3.7.a)). Hemos utilizado la palabra evolucién para indicar
gue podemos construir las curvas de bifurcaciones estéticas vy algunas de
sus "degeneraciones" considerando un espacio de parémetros mis amplio. E]
objetivo de esta seccion es proveer las férmulas necesarias para hallar las
degeneraciones de bifurcaciones est4ticas utilizando la clasificacion pro-
puesta por la teoria de catédstrofe (Thom, 1975; Mees, 1981),

rén an nerdmae '} ..... I

Asi lo n, &n primer iugar la unidn de

w
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O
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dos puntos limites o puntos de bifurcaciones estdticas. Esta singularidad
se conoce camo punto cuspidal y las condiciones de definicién son

Fl(O,N) = dFi/du(O,u):O, (4.1)
para algun valor de H=p mientras que la condicién de no-degeneracidn vie-
ne dada por

2 2
d Fl/du (0,u) # 0. (4.2)

Siguiendo con la clasificacién, diremos que 1a unién de dos puntos cuspida-
les se conoce como la singularidad “"swallowtail". Usando la formulacién en

el dominio frecuencia vemos que las condiciones de definicién son

F (0,1) = dF /du(0,u) = szl/duz(O,u) =0 (4.3)

para algun valor de H=H mientras que la condicion de no-degeneracién pue-
de notarse como
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dgFl/dNB(O,H) # 0. (4.4)

Finalmente para el caso que nos ocupa debemos también definir la sihgulari-
dad "butterfly" que consiste en la unién de dos singularidades swallow-

tails. Entonces, las condiciones de definicién vienen dadas por

Fy (0,100 = dF /di(0,1m) = d°F /du’(0,1) = dF /du"(0,p) = 0 (4.5)

para algun valor de ML mientras que la condicién de no-degeneracioén para
esta singularidad es

d4F1/du4(0,u) # 0. (4.6)

Para el ejemplo que trataremos en la Seccidn 4.4 esta Gltima es la singula-
ridad de mayor orden encontrada. Sin embargo, Unicamente para completar Tla
formulacién en el dominio frecuencia, podemos decir que la unién de dos sin-
gularidades butterflies dard lugar a la singularidad “wigwam", cuyas condi-
ciones de definicién son

F,(0,10=0F  /du(0,1)=d"F /du” (0,1m)=d"F  /du’(0,m)=d"F/du* (0, m)=0, (4.7)

para algun valor de H=H siendo la cohdicidén de no-degeneracion

dSFI/dus(O,u) #0. (4.8)

Recientemente Farr y Aris (1986) encontraron la singularidad wigwam obte-
niendo hasta siete estados de equilibrio ante perturbaciones en cinco para-
metros del sistema. En muchos casos los célculos pueden realizarse sin im-
plementar las férmulas y obteniendo los conjuntos de estas singularidades
en el espacio de parémetros como en Balakotaiah y Luss (1986), es decir
pueden obtenerse analiticamente. En otras aplicaciones es necesaria la im-
plementacidn en una computadora para seguir la evolucién de estos conjuntos
en busca de la singularidad de mayor orden o codimensién. Para la completa
clasificacion de la multiplicidad de los estados de-equilibrio deben calcu-
larse otras expresiones para asi obtener los diagramas de bifurcaciones lo-
cales. Como estamos interesados Unicamente en obtener la localizacién de
las singularidades utilizando técnicas en el dominio frecuencia y hemos

considerado a [ como una de las componentes del estado de equilibrio, 1a
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extension resulta inmediata si tenemos en cuenta ademds la variacidén de un
parémetro auxiiiar, E1 lector interesado puede encontrar en Balakotaiah v
Luss (1986) una exposicidn mas detallada junto con la definicidn de ciertas
variedades que depen calcularse para realizar asf la clasificacion de los
diferentes diagramas de bifurcaciones Tocales en cercanias de la singulari-

dad de mayor orden.
4.3, MULTIPLICIDAD DE PUNTOS DE BIFURCACION DE HOPF

Podemos realizar de manera andloga a la presentada para el anidlisis de
multiplicidad de estados de equilibrioc, una ecuacidén gue contenga toda la
informacidén de los puntos de bifurcacién de Hopf. Asumiendo la notacion vy
los postulados de la proposicidén 3 vemos que tal funcién se puede caracte-
'rizar‘por H(U)=Gl(wU!)J1) V';FE(m)JQQ con tal que ’an/aw(mw;%)¢0 6
GFZ/HN(WO,NO)¢O. En otras palabras, cuando H(u0)=—1 y ”b¢0 tenemos un lugar
geométrico caracteristico pasandc por el punto critico (-1+170), es decir se

da la condicidén de bifurcacién dindmica.

Considerando las derivadas sucesivas de H{u) con respecto al pardmetro

de bifurcacién podemos encontrar las sigulentes singularidades:
a) H(H)==1, dH/du(y )=0 y d°H/diu® (u)#0 (4.9)
o falla de la condicidén de transversalidad del cldsico teorema de Hopf;
2 2 3 3
b) H(p )==1, dH/dp(p )=d"H/du" (1 )=0 y d H/dp™(u )#0, ' (4.10)
es decir, falla de Ja condicién de transversalidad hasta segundo orden;
2 2 3 3 4 4
¢) H(p )==1, dH/dp(p )=d H/dp"(p,)=d H/du (uo)zo y d H/dp (uo)¢0 (4.11)

es decir, falla de la condicidon de transversalidad hasta tercer orden. lLa
degeneracién a) presenta la interaccidén entre dos puntos de bifurcacién de
Hopf. La singularidad b), en cambio, corresponde a la interaccién de tres
puntos de bifurcacién de Hopf, mientras que la Gltima compete a la presen-

cia de cuatro puntos de bifurcaciéon de Hopf.
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Ahora estamos preparados para la definicion rigurosa de una de las fa-
milias de bifurcaciones degensradas de Hopf: aquella que representa la in-
teraccion entre miltiples puntos de bifurcaciones de Hopf. En el capitulo 3
utilizamos una notacién abreviada para e} primer miembro de esa familia,
H01. En virtud de la simplicidad y claridad no agregamos las condiciones de
no-degeneracién de cada miembro de la misma. A tal efecto, a fin de poder
interpretar los resultados dados en la Gltima seccién, definiremos los tres
primeros miembros de esta familia HOm, que involucran interacciones entre
‘m+1" puntos de bifurcaciones de Hopf. Los tres primeros miembros de esta
familia son:

a) Ho1’ cuyas condiciones de definicidn son

H(uo) = -1 y dH/du(uO):O, (4.12)
y las condiciones de no-degeneracién son
2 2
d "H/du (uo) £ 0 y ol(wb,u0)¢0 (4.13)

donde ¢ (.) es el coeficiente de curvatura resultante de aplicar

1
,
n balancer arméni

u nonico de segundo orden (ecuacién (3.20))
b) HOZ, cuyas condiciones de definicién son
H(u) = =1y dH/du(u) = dZH/duz(uo) =0 (4.14)

y las condiciones de no-degeneracién son

dH/du’ (u )%y o (W, 1,)#0. (4.15)
c) H,, cuyas condiciones de definicién son
Hg) = =1y dH/duy)=d H/du® (u))=dH/du® (u )= (4.16)
y las condiciones de no-degeneracién son

d4H/du4(u0)¢0 y 01(wb,u0)¢0. (4.17)

La segunda familia de bifurcaciones degeneradas de Hopf comprende m{1-
tiples ciclos limites en la rama de érbitas periddicas. En el capitulo 7 se
vera una aproximacién para obtener los 1lamados coeficientes de curvatura
de orden superior a 01("5’“0)' Nuestro andlisis serd incompieto hasta ese
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momento. Sin embargo, como el objetivo consiste en mostrar los diagramas de
bifurcaciones locales en la secciéon siguiente, no existe ningln impedimento
para hacerlo usando s6lo algunas de las definiciones aqui presentadas. En
otras palabras, la informacién dada supera ampliamente el margen necesario
para obtener los diagramas de bifurcaciones locales. Por lo tanto definire-
mos algunas singuiaridades que hemos detectado en el ejemplo de la seccidn
sigujente y otras cuya existencia mostraremos en otro ejemplo del capitulo
7.

Los tres primercos miembros de la segunda familia de bifurcaciones de-
generadas de Hopf son:

a) H1o' cuyas condiciones de defincidén son

H(uo):-1 y 01(wb’“o) = 0, (4.18)

mientras que las condiciones de no-degeneracién son

dH/du(uO)¢0 y 02("6’“0) # 0, (4.19)

En este caso 02(.) es el coeficiente de curvatura de segundo orden para el
cual necesitamos una aproximacién de balance arménico de cuarto orden. Di-
cho coeficiente rescata la informacion hasta la derivada quinta de la fun-
cién no lineal f(e,u) de la rama de la realimentacidn.

b) HQU, cuyas condiciones de definicidn son
Hu==1y 0 G, b )20, (W, 1 )=0, (4.20)
mientras que las condiciones de no-degeneracién son

dH/du(u0)¢0 y aa(wb,uo)io. (4.21)

En este caso, el coeficiente de curvafura de tercer orden 03(.) involucra
una aproximacion de balance armonico de sexto orden, y por ende lleva la’
informacién de la dindmica del sistema hasta la séptima derivada de la fun-
cién no lineal f(e,l) de la rama de la realimentacion.

c) qu, cuyas condiciones de definicidn son
H(uO):—1 y .“1(”b’“o)=°z(”o'“o)=°3(”b'“o):o’ (4.22)

y las condiciones de no-degeneracién son

86



dH/du(yO)¢O y o4(wb,u0)¢0n (4.23)

Aqui la nueva cantidad definida por 04(.) corresponde al coeficjente de
curvatura de cuarto orden caiculado a partir de una aproximacién de balance
arménico de octavo orden. Dicho coeficiente 1leva en su cdliculo 1a informa-
cion de todas las derivadas parciales hasta el orden noveno inclusive de la
funcién no lineal f(e,u). Debemos notar que en cercanias de la singuiaridad
H10 pueden detectarse hasta dos ciclos limites anidados, con diferente es-

tabilidad. En cercanias de H2 ante la perturbacién de dos pardmetros

o’
auxiliares, pueden detectarse hasta tres ciclos 1imites anidados emergentes

del mismo punto de bifurcacién de Hopf, y asi sucesivamente.

Finalmente, mencionemos algunos de los miembros de la tercer familia y
sin lugar a dudas, la m&s dificil de clasificar en cuanto a la obtencidn de
sus diagramas de bifurcaciones locales, como ha sido sefialado en Golubitsky
y Langford (1981), y méas tarde en Golubitsky y Schaeffer (1985),

Mencionemos sbélo cuatro miembros de esta familia, tales como:

a) H, ., cuyas condiciones de definicién son

11
H(p )==1 y dH/du(u0)=o1(wb.uo)=0, (4.24)

y las condiciones de no-degeneracién son

d°H/du”(u )#0 y o, (w1 )70, (4.25)
Esta singularidad involucra la interaccién estre dos puntos de bifurcacién
de Hopf y dos 610]03 limites anidados en alguna de las ramas de 6rbitas pe-
riodicas.
b) H12’ cuyas condiciones de definicién son
HGG) = =1y dH/du(u)=d"H/du® (M )= (w11 )=0, (4.26)

y las condiciones de no-degeneracién son

3 3
d " H/du (u0)¢0 y qz(wo,u0)¢0. (4.27)

En cercanias de esta singularidad encontramos la interaccién entre tres
puntos de bifurcaciones de Hopf con dos ciclos limites anidados en algunas
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de las ramas de érbitas periddicas.

G) sz, cuyas condicionas de definicién son
Hp==1 dH/du(uO)=01(»b,u0)=02(wb,u0)=0, (4.28)

y las condiciones de no-degeneracién son
2 2
d H/du (H)#0 y '“3(Wb’“o)¢°' (4.29)

En cercanias de esta singularidad hallamos la interaccion entre dos puntos
de bifurcacidnde Hopf con estructuras de tres ciclos limites anidados.

d) H,,» cuyas condiciones de definicién son

2 2 _ 3 3 _ _
H )==1 'y dH/du(u,)=d"H/du (W, )=d"H/du (“o)'°1(“b’“o)'°' (4.30)
y las condiciones de no-degeneracién son
4 4
d H/du (u0)¢0 y az(wb,u0)¢0. (4.31)

Esta singularidad involucra la presencia de cuatro puntos de bifurcacién de
Hopf y dos ciclos Timites anidados. La clasificacion de esta G0ltima familia
fue presentada originalmente en Golubitsky y Schaeffer (1985). Debe notar-

u 5
se, sin embargo, que las variantes de clasificacién di

O
.
o
]

Q.
D
e

(@]

(&

les son mayores que en las primeras dos familias. En otras palabras, deben
evaluarse otras expresiones para saber a qué subtipo pertenecen estas sin-
gularidades para asi obtener los respectivos diagramas locales.

En la seccidon siguiente mostraremos algunas de estas singularidades -y
su continuacién en el espacio de pardmetros. Debemos aclarar que los tiem-
pos de computos son razonables para todas las singularidades halladas. No
obstante, como se verd mis adelante, las implementaciones de los coeficien-
tes de curvatura mayores que el primero requieren mucho tiempo de CPU por
lo cual se limitaran sus aplicaciones cuando estemos interesados exclusiva-

mente en detectar estructuras de ciclos 1imites anidados.

4.4, EJEMPLO DE APLICACION

Consideraremos el primer ejemplo dado en el Capitulo 3 y descripto por
las ecuaciones diferenciales ordinarias (3.22). Seguiremos con la formula-
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cién presentada en (3.25) con el objeto de brindar expresiones explicitas
par calcular las degensraciones mis importantes enunciadas en las Secciones
4.2 vy 4.3 de este capitulo. Ademds, mejoraremos la presentacién de los dia-
gramas de bifurcacién dados en Halbe y Poore (1981), adicionando mayor in-
formacién al fenémeno oscilatorio mostrado en Jorgensen y colaboradores

(1984) y en Moiola y colegas (1990a).

Hemos visto que la condicién de bifurcacién estatica debia satisfacer

la expresion siguiente

FI0,€) =9 (8) = 1-a+b/(1+4B) + ¢/(1+B) + d = 0. (4.32)

Para el caso de un cero doble en w=0 (autovalor doble en cero en el dominio

tiempo) necesitamos satisfacer (4.32) y
AF,/0w(0,8 ) = a - b/(1+M)° -~ ¢/(1+4)° - 2d = 0. (4.33)

Tomando ahora Tas derivadas de (3.25) con respecto a @1

encontramos
. 2 2
-1 Jda 143  db 146~ dc 1-w ad

OF /08 = - oi— 4 e —x o+ — + r (4.34.a)

! ! Py a8 P, ael Pq de1 P, ae1

%)

or jes . S W90 (eB)w e Bw 4 (4.34.b)

277 P, ael P, o‘e1 P, 98, P, de1
donde: aa/aélr(1+5)/(1+8f),

3b/08 =BL(1-5) (1-5-5c) & +2(1-5-50)8 +11/[1+(1-8)87]

A4 A3 A2 P
ac _BS{(1—8)(1~S—Sa)ei+2(2—8)(1~S—Sa)el+[5+2a-48(1+G)]e1+2(1+d)ei}

%, [(1—S)éf + (1-8)8_ + 11%

A A A 3
0d/de = 2881/(1+e1) .

Tomando ahora las derivadas parciales en (3.25) con respecto a w podemos

obtener las siguientes expresiones
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AF . 2
1 A 1 ad 1 d 1+0-w") a 1-
— ,{
e e I b<1+{)"*mi-'"]+ R 1’ d.__ (—— 1’ (4.35.3)
Oy Ay p] Ay pz d pa O p4
SF }
a W d W 3 W o W
- +
it S B AL S R IRy s F U
Bw 3w Py aw P2 aw Pa aw P4
donde
a i 5 Ja W . o 1 5
— [~ ]=—2w/p1 y 1= (1-2w /pi)/pi, — [—1= ~2w/p,,
Ow p] aw p: Jw p2
o W 5 3 W 2 > 2428 5
— I 1=0-2w /e, /e, o 1120 (2w + B )1/p,,
A pz ' Aw pg 3
3w , (14w R (1-w")
== 1=t -4 — 1/p., — J= =2w[1+ 2 1/p,.
dw Py Py 4 Ow Py P, 4

Para un punto cuspidal las condiciones de definicidn resultan de satisfacer

N,
(4.32) y

1 da 1 db 1 dc  d(d) oF
B T T T e T T ) =0 (4.30)
de] de1 148 de1 1+ de1 de1 ae1

Para un punto cuspidal y una raiz doble en w=0 necesitamos satisfacer Jlas
ecuaciones (4.32), (4.33) y (4.36). Tomando las derivadas sucesivas de la
funcioén 91(é1) obtendremos la singularidad swallowtail, al satisfacer
(4.32), (4.36) y

’ 2
d'g, d%a 1 d% 1od% d@) &,
= - b — T — 4 = — (0,8)) = 0, (4.37)
a8l g P ag? P d&?  dg®  aa®

mientras que la singularidad butterfly viene dada por la solucién
simulténea de (4.32), (4.36), (4.37) y

3
9, da 1 a1 g% o G,
—t s Ly -~ + — + —— =z —1'0,8.) = 0. (4.38)
daj dé? 146 d8]  1+B dé? a8’ 9> !
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Para las bifurcaciones dindmicas necesitamos resalver (3.25) con wb¢0, En-

tonces, usando esta condicién en (3.25.b) obtenemos la siguiente expresion
a/p, = b/p, + c(2+B)/p_ + 2d/p,. (4.39)

Usando 1a informacién de (4.39) en (3.25.a) llegamos a la férmula presenta-

da a continuacion,

1+ bB/p, = c(1+w)/p, = d(1+w’)/p, = 0 (4.40)

que contiene la informaci6n de las condiciones de bifurcaciones de Hopf.
Para la falla de la condicién de transversalidad deberemos satisfacer
(4.40) para »b¢o junto con

OF | OF, OF OF
[— — - - ](wb,ai) = 0. (4.41)
ael dw Aw 881

Primero analizaremos Tos diagramas resultantes de calcular los puntos
de bifurcaciones estdticas, puntos cuspidales, singularidades swallowtaii y
butterfly. A tal efecto, en la Figura 4.1 mostramos los conjuntos de catés-
trofe resultantes de proyectar las curvas de bifurcaciones estaticas sobre
el plano de los pardmetros o y D. Se pueden ver que las mismas pertenecen a
secciones de corte del conjunto de catdstrofe conocido como butterfly. Un
grafico mds ilustrativo seria 1levar toda la informacién de las curvas de
bifurcaciones estdticas y dinamicas tal como el presentado en 1Ja Figura
4.2. Note que la proyeccion de las curvas de bifurcaciones estiticas en el
plano de pardmetros o-D corresponde al caso inferior de 1la Figura 4.1. Las
bifurcaciones degeneradas de Hopf se han notado en la forma antes indicada
en tanto que la singularidad de un cero doble se esquematizd con la letra
F1. Las singularidades indicadas con la letra C en la Figura 4.2 correspon-
den a puntos cuspidales cuando se proyectan las curvas de bifurcaciones es-
taticas sobre el plano a-D. En la manera usual, se han indicado el numero
de polos inestables de lazo cerrado (o nimero de vueltas en sentido horario
alrededor del puntc critico (-1+70)) sobre la variedad de estados de equi-

librio y 1a multiplicidad de la solucidn de equilibrio sobre el plano «-D.
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'Figura 4.1: Curvas de bifurcaciones estédticas y la singularidad butterfly
para B=8 y 8=0.04. En el diagrama superior Pf=1.206 mientras que en el
inferior B=1.3.

Sobre el margen superior izquierdo se representan los dos autovalores
relevantes (ecuacién (3.24.b)) indicando mediante 1a direccién de El(wr) la
estabilidad de los ciclos 1imites emergentes. Asi, Es corresponde a Jas
condiciones de ciclos limites estables, Eu a las condiciones de ciclos 1i-

mites inestables vy EH a la condicidén de degeneracién de la falla del coe-
10

ficiente de curvatura.
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Figura 4.2: Variedad de estado estacionario, curvas de bifurcaciones y con-
juntos de catéstrofes para B=8, $=0.04, P=1.3 y « varia entre 0.7 y 1.3.

Volviendo a la Figura 4.1 podemos continuar los tres puntos cuspidales
para obtener singularidades de mayor orden. Asi en la Figura 4.3 vemos que
variando un tercer pardmetro encontramos que para ciertos valores del mismo
aparecen dos nuevas singularidades que resultan de la unidn de las curvas
de puntos cuspidales. A estas singularidades las habiamos 1lamado swallow-
tails. Notemos que también la forma de unirse de los puntos cuspidales es
un nuevo punto cuspidal. Las cuspides propiamente dichas forman una super-
ficie en el espacio de parédmetros «, By S. A esta superficie también se la

conace como el conjunto de catdstrofe swallowtail (ver Figura 4.4).

En la Figura 4.3 podemos repetir el mismo procedimiento y continuar en
un nuevo pardmetro auxiliar las dos clUspides que representan singularidades
swallowtails. Utilizando las correspondientes férmulas dadas al comienzo de
esta seccidn podemos hallar el grafico indicado en la Figura 4.5 donde am-
bas swallowtails se unen, siguiendo la caracteristica forma cuspidal, en
una singularidad butterfly. Balakotaiah y Luss (1984) probaron que dicha
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singularidad era la de mayor orden encontrada en este sistema. En cercanias
de esta singularidad se obtiensn todos los diagramas representativos de
multiplicidad de la solucion de equilibrio ante pequefias paerturbaciones en
los parédmetros auxiliares «, B y S. Los diagramas de bifurcacionss muestran
la forma caracteristica de la solucidén de equilibrio en funcisdn del paréame-
tro principal de bifurcaci6én D. Algunos de dichos diagramas de bifurcacio-
nes se presentan con linea de trazos en la Figura 4.2 sobre 1a variedad de

estados de equilibrio.

14
X
0.8 L.
0.2 - ] ]
0.8 141 1.4 1.7 2

p

Figura 4.3: Curvas de puntos cuspidales como secciones de corte de la sin-
gularidad swallowtail para B=8 en el plano de pardmetros «-j,
cuando varia S. :

La teorfa de singularidades desarrollada en Golubitsky y Schaeffer
(1985) presenta otra forma poderosa de obtener los diagramas locales de bi-
furcaciones en presencia de la variacién de un parémetro principal o dis-
tinguido (en este caso D). Las aplicaciones m&s sobresalientes de esta teo-
ria- para la obtencién de los posibles diagramas de bifurcaciones locales
fueron presentadas en una secuencia admirable de trabajos por Balakotaiah y
Luss (1982a, 1982b, 1984 y 1986). Una vez indicadas estas bifurcaciones es-
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t&ticas y sus degeneraciones nos abocaremos ahora a compactar aun méas Jla
informacion de las graficas tipo Figura 4.2, considerando 1a variacion de
un tercer pardmetro del sistema. Entonces Gnicamente continuaremos, usando
las férmulas correspondientes dadas al comienzo de esta seccidén, las si-

guientes singularidades HO], H Cy F] para cbtener los diferentes dia-

10’
gramas de bifurcaciones locales en amplias zonas del espacio de parametros.

Figura 4.4: Diagrama de la singularidad swallowtail en el espacio
de parédmetros a-f-§,

En las Figuras 4.6 y 4.7 se muestran, para dos conjuntos de paréme-
tros, las continuaciones de tales sinéu]aridades que dividen el plano de
los parametros auxiliares en zonas diferentes, en cuanto a comportamiento
dindmico (local) se refiere. Asi las degeneraciones H10 delimitan 4reas
donde una curva de bifurcacién de Hopf cambia su estabilidad. Las singula-

ridades F] y H = confinan 4reas donde el numero de puntos de bifurcacién de

01
Hopf se mantiene constante (sea 0, 1, 2, 3 & 4 para este ejemplo) bajo la
variaci6n del parédmetro principal de bifurcacién D. Por Gltimo, las singu-

laridades cuspidales C involucran multiplicidad en la variedad de estados
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de equilibrio v confinan diferentes nimero de soluciones de estado estacio-

nario,

1.2

1.1

0.8

0.8 B

S
0.7 1 i I i

0.038 00448 00516 00584 00652 0072

Figura 4.5: Continuacién de las singularidades swallowtails (8) hasta al-
canzar la singularidad hl/f’ferIV indicada por B, Yalor del Gnico para-

QA L LT

metro constante, B=8.

En las Figuras 4.6 y 4.7 no trazamos la variedad de Timite doble pro-
puesta por Golubitsky y Schaeffer (1985) para realizar un detallado an&li-
sis de las posibles formas de los diagramas de bifurcaciones 1igados a 1la
multiplicidad de estado estacionario. Hemos preferido clasificar estas re-
giones de acuerdo al nimero de puntos de bifurcaciones de Hopf en desmedro
de obtener todas las combinaciones posibles de diagramas locales. Ademds,
creemos oportuno sefialar que la inclusién de estas variedades hubiera 1le-
vado a complicar sobremanera el ya intrincado grafico. De todas formas di-
chas variedades pueden calcularse en el dominio frecuencia partiendo de la

informacion provista por las curvas de bifurcaciones estdticas.
Habiendo aclarado estas limitaciones diremos que todas aquellas regio-

nes nombradas con la letra a (i=1,2 y 3) no tienen ningln punto de bifur-

cacion de Hopf en sus diagramas locales cuando D varia. Las regiones nom-
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bradas por bJ (j=1,2,...,9) tienen dos puntos de bifurcaciones de Hopf: ¢,
(k=1,...,4) tienen sélo un punto de bifurcacidn de Hopf: dl (1=1,...,10)
tienen tres puntos de bifurcaciones de Hopf, y finaliments, e (r=1,...,14)
tienen cuatro puntos de bifurcaciones de Hopf. La Figura 4.7 fue obtenida
por primera vez utilizando las herramientas analiticas de 1la teorfa de sin-
gularidades y la formulacién dada por Golubitsky y Langford (1981) en 1la
tesis doctoral de Farr (1986), y mas tarde publicada por Farr y Aris
(1987). En forma independiente fue obtenida también por Maiola y colegas
(1990c) donde se la completé para obtener los diagramas de bifurcaciones
locales. En cambio, el complejo diagrama de bifurcaciones mostrado en la
Figura 4.6 fue obtenido por primera vez por Moiola y colaboradores (1990¢)
junto con la clasificacion de los diagramas locales presentados en la Figu-
ra 4.8 donde se han distorsionado sus formas para lagrar mayor claridad.

Figura 4.6: Curvas de bifurcaciones degeneradas para B=8 y 8:0.04.»
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Figura 4.7: Curvas de bifurcaciones degeneradas para «=1 y $=0.01.

En dichos diagramas locales se indican los puntos de bifurcaciones es
taticas sin 4nimo de analizar exactamente la forma de la solucién de equfé
librio. Estos diagramas se muestran de una forma cualitativa y con el obje-
to de resumir ambos fendmenos de bifurcaciones estdticas y dindmicas en 1la
region de los parémetros’'del sistema. Asi podemos ver ahora como varian di-
chos diagramas locales al cruzar alguno de los tipos de bifurcaciones o
singularidades presentadas en las Figuras 4.6 y 4.7. Por ejemplo, cruzando
la singularidad H01 desde la regidn a, a la b1 tendremos en cada una un
diagrama de bifurcacién local diferente. Luego la regidn b1 es enteramente
similar a la regién a, pero con dos puntos de bifurcaciones de Hopf debido
al cruce de esta degeneracion Ho1' En forma andloga, pero cruzando la sin-

gularidad on desde b1 a b? encontramos que b2 tiene la misma configuracién
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que b1 excepto que el punto de bifurcacion de Hopf inferior ha cambiado su
estabilidad. Teniendo en cuenta el tipo de singularidad que se ha cruzado
podemos encontrar as{ el nuevo diagrama de bifurcacion.
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Figura 4.8: Diagramas de bifurcaciones locales correspondientes a las Figu-
ras 4.6 y 4.7, cuando el parémetro D varia.

Hemos indicado otras bifurcaciones degeneradas mads complejas en la Fi-
gura 4.6 que corresponden a los puntos de interseccidn (para los mismos va-
lores de D vy X1) de H01 y H1o’ que 1lamamos H11 (véanse las condiciones de

definicion en la Secciéon 4.3), H y Hoa’ que 1lamaremos HOZ; C vy C, que

01
notaremos como S (swallowtail), etc.
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Los cuarenta diagramas locales representativas complietan los diez dia-
gramas dados por Halbe y Poore (1981). Sin embargo, todas las posibilidades
no estan exhaustas y es posible encontrar otra cantidad similar o mayor que
la presentada considerando la variacién de los dos pardmetros auxiliares
restantes. No obstante, el espiritu de esta presentacidn se basa mas en
mostrar una metodologia de andlisis que en determinar todas las estructuras
posibles de diagramas de bifurcaciones locales. Por ejemplo, .en la regién
triangular superior delimitada por los puntos cuspidales es claro que apa-
receran diagramas locales adicionales cuando se grafiquen las variedades de

limite doble aumentando considerablemente este nUmero.

Un comentario adicional es el siguiente, sobre las curvas H10 no hemos
incluido la informacién del signo de Oz(wb'“o)’ o en otras palabras los
puntos probables de ”2(”6’“0):0 con 01(wb’“o):0' que darian lugar a las
condiciones de definicién de las degeneraciones Hzo' Sin embargo, a los
efectos de clasificar los diagramas de bifurcaciones locales estrictamente
hablando, esta informacién puede prescindirse. Otros autores, principalmen-
te (1986), adjuntaron esta informacidn pero en graficos distorsiona-
el

o]
dos. Sin embargo, muchos de los carecen de varias de las curvas de bifur-
caciones. A tal efecto, utilizando los resultados de Moiola y colegas
(1991a), mostraremos un andlisis de las curvas de bifurcaciones degeneradas

cuando se varfian cuatro parametros del sistema.

Para determinar otras singularidades de mayor orden partiremos de 1la
situacion presentada en la Figura 4.6 donde se nota una interesante inte-
raccion entre curvas de bifurcaciones degeneradas estéticas y dindmicas.
Para ello variaremos el pardmetro S pafa mostrar como emergen y desaparecen
ciertas singularidades en el espacio de parametros. En cercanias de la sin-
gularidad F, puede encontrarse el fenémeno de bifurcacién de periodo infi-
nito. Note que el bucle de singularidades F1’ encerrado en el extremo 1z-

quierdo de la Figura 4.6 desaparece en la Figura 4.9 cuando $=0.06.

Las poderosas relaciones de unién entre las singularidades C, Ho1’ H10
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y Fx han desaparecido para dar lugar a dos bién distinguidas secciones de

la singularidad de catdstrofe swallowtail, una de ellas camprendiendo a los

puntos cuspidales propiamente diches y la otra a las singularidades Ho1'
Esto ocurre luego de un fendmeno similar al abservado en Farr (1986) donde

se notaron esquem&ticamente las transiciones que ocurren antes que el bucle
desaparezca. Para nosotros esta singularidad actla como uno de los centros

organizadores de la dindmica del sistema.

Desafortunadamente,

el estudio

global de esta degeneracién resulta extremadamente complejo pues correspon-
deria a una singularidad de Takens-Bogdanov (vea por ejemplo Takens 1974,

Bogdanov 1981a, 1981b) con mayor numero de estados de aqu

ilibrio y cambio
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Figura 4.9: Bifurcaciones degeneradas en e]lplano de pardmetros o-B para

B=8.y 8=0.06.
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de estabiiidad en el ciclo 1imite emergente. E] resultado final en e] plano

de parametros «-fi es el nacimfento de las degeneraciones Hoo ¥ H11 en el
tado izquierdo de la singularidad dindmica swallowtail. E1 diagrama ampli-
ficado en la parte inferior de la Figura 4.9 sélo muestra las degeneracio-

nes dinamicas indicando cuatro bifurcaciones de Hopf degeneradas de alto
orden,

En Ta Figura 4.10 el parédmetro auxiliar S es 0.08. Como hemos monstra-
do anteriormente en las Figuras 4.4 y 4.5 ambas singularidades swallowtails
se unen en una singularidad butterfly. Asi, para valores de « y B por enci-
ma de la curva C podemos encontrar hasta tres soluciones de equilibrio,

mientras que por debajo de dicha curva no tenemos multiplicidad de la solu-
cibn de estado estacionario. Por otro lado, el conjunto de catdstrofe cuyas
secciones corresponden a la singularidad swallowtai] dindmica va disminu-
yendo en tamafio, en otras palabras ambas degeneraciones H02 se encuentran
mas juntas a medida que crece el valor de S. Igualmente, ambas degeneracio-
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Figura 4.10: Bifurcaciones degeneradas en el plano de pardmetros a-B para
B=8 y $=0.08,
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nes H]1 se hallan mds préximas a las singularidades Hoz’ por 1¢ cual seré
una tarea dificil obtener los diagramas locales correspondientss a astas

degensraciones que casi se parecen a una singularidad le

La Figura 4.11 muestra las curvas de bifurcacicnes degeneradas cuando
S es 0.1. Note que la seccidn transversal de la singularidad swallowtail
aln persiste en el plano de los pardmetros «-f. Los dos diagramas inferio-

res son amplificaciones de la zona de interés. Nuevamente, ambas degenera-
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Figura 4.11: Bifurcaciones degeneradas en el plano de pardmetros o-8 para
B=8 y S=0.1.
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ciones Hoz se encuentran mas préximas entre si, y una de las singularidades
Hi, (especificamente la de menores valores de B en la Figura 4.11) se movié
para la rama inferior de las degeneraciones H01 luego de pasar por una sin-
gularidad H12 para valores de S comprendidos en 0.08<8<0.1.

La Figura 4.12 muestra las curvas de bifurcaciones degeneradas cuando
S=0.12. Note que la forma de las curvas H01 cambia notablemente en esta si-
tuacion con respecto a la Figura anterior. Ademds, ambas singularidades H02
desaparecen en una degeneracién H03 para un valor de S comprendido en
0.1¢8¢0.12. En cercanias de esta (ltima degeneracion encontramos la inte-
raccién entre cuatro puntos de bifurcaciones de Hopf. Al mismo tiempo, am-
bas singularidades H,, estan mas préximas entre si que en la figura previa.

Para aclarar mas la situacién, la Figura 4.13 presenta una considerable am-
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Figura 4.12: Bifurcaciones degeneradas en el plano de pardmetros o-B para
B=8 y &=0.12, '
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pliacion del pequefio diagrama de la Figura 4.12 para mostrar la localiza-

cion de ambas singuiaridades H11 sobre la Gnica curva Hoj,
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Figura 4.13: Ampliacién de la Figura 4.12. Bifurcaciones degeneradas en el
plano de parémetros «-f para B=8 y $=0.12.

Finalmente, en la Figura 4.14 incluimos las curvas de bifurcaciones
luego de 1la desaparicion de ambas degeneraciones H11 para un valor de

5=0.14. En todas las figuras consideradas a partir de la Figura 4.9 hemos
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fijado el parédmetro B=8, por io que creemos es posible encontrar la bifur-
cacion degenerada H13 para estes modselo muy cerca de nuestro conjunto de pa-
rémetros investigado. Debemos mencionar que de incluir el cé&lculo de Jos
coeficientes de curvatura O O, ¥ 0, poedriamos encontrar otras degenera-

ciones de Hopf en este espacio de pardmetros extendidos.
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Figura 4.14: Bifurcaciones degeneradas en el plano de parédmetros o-f8 para
B=8 vy $=0.14,

2.48

Recientemente, Byeon y Chung (1989) exploraron la desaparicion de las
singularidades swallowtails estdticas y dindmicas para valores préximos a
los parédmetros aqui presentados. E] objetivo de nuestro trabajo fue presen-
tar féormulas equivalentes pero partiendo de la metodologia en el dominio
frecuencia que utiliza la representacién caracteristica de sistemas reali-
mentados de control. Aunque el tratamiento de Byeon y Chung (1989) permite
mostrar varios diagramas de bifurcaciones globales no queda c¢laro de esta
Gltima referencia si los mismos se han obtenido por simulacidn o usando al-

gin programa de continuacién de érbitas peridédicas. M&s atn, el nimero de
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diagramas en Byeon y Chung (1989) es menor que el presentado en la Figura
4.8, por lo cual creemos que la anterior referencia completa nuestros re-
sultados pues calcula las variedades de limite doble. Notemos también que
muchos de los diagramaé ejemplificados en lé Figura 4.8 completan la bus-
queda realizada en Byeon y Chung (1989) puss estos Gltimos investigadores
no calcularon los ceros del coeficiente de curvatura como fé&cilmente se
desprende de la obervacién de las graficas relacionadas con la singularidad
swallowtail dindmica.

107



CAPITULO &
BIFURCACIONES DEGENERADAS DE HOPF

Hasta aqui se han visto Tas implicancias del teorema de bifurcacién de
Hopf, una forma de cdlculo aproximado de la sclucidn periddica emergente vy
la determinacidén de ciertas curvas de bifurcacién cuandc fallan dos de Tos
postulados (o su combinacion) en el cldsico teorema utilizando el método en
el dominio frecuencia. Sin embargo, todavia no se ha indicado una metodolo-
gia para calcular los diagramas de bifurcaciones locales en un entorno de
las degeneraciones méas sfmples. En este contexto tratarsemos brevemente los
resultados de la teoria de singularidades para poder recuperar los diagra-
mas de bifurcaciones locales en cercanias de las degeneraciones. Con esta
informacién en mente y los resultados preliminares de los capitulos ante-
riores podemos mostrar, al menos localmente, como el método grdfico en el
dominio frecuencia puede resolver los diagramas de bifurcaciones locales en
cercanias de estas degeneraciones. Este proceso se mostrara para dos de las
familias de bifurcaciones degeneradas de Hopf. En la Seccidon 5.1 daremos
una introduccién y resefa historica. En la Seccidn 5.2 daremos los linea-
mientos vy reéu]tados del estudio de estas bifurcaciones degeneradas utili-
zando la teoria de singularidades. En cambio, en la Seccidén 5.3 mostraremos
cémo pueden hallarse los respectivos diagramas locales usando las técnicas
del dominio frecuencia. Finaimente, en la Seccién 5.4, incluiremos un ejem-
plo de andlisis para mostrar la aplicacion del método. ‘

5.1. INTRODUCCION

De las cuatro hipétesis originales que Hopf considerd para la prueba
de su hoy famoso teorema, digamos que conservaremos l1as dos primeras, a sa-
ber: a) Un par simple de autovalores complejos conjugados, que ante la va-
riacién del pardmetro u, se hace imaginario puro. b) Todos los demds auto-
valores tienen parte real negativa. La violacidn de la primera hipétesis
corresponde a la aparicion de miltiples autovalores sobre el eje imagina-

rio, situacién que debe estudiarse para cada caso en especial. En particu-
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lar, podemos recomendar los tratamientos de Langford (1979, 1983), Gucken-
heimer (1984), Guckenheimer y Holmes (1985), Golubitsky y Roberts (1987) vy
Crawford y Knobloch (1988), entre otros. La segunda hipétesis es considera-
da la mayoria de las veces incluida en la primera. En cambio, la falla de
Ta condicion de transversalidad (que corresponderia al tercer postulado) y
la falla del coeficiente de curvatura (o cuarto postulado), pueden pensarse
como degeneraciones que conducen a miltiples puntos de bifurcaciones de
Hopf 1a primera y a miltiples ciclos limites en la rama bifurcada la segun-
da.

Entre las contribuciones mds sobresalientes que trataron de resolver
el problema planteado por las fallas de los postulados 3 y 4 pueden mencio-
narse a .Andronov y colegas (1973), Takens (1973), Flockerzi (1979),
Kielhofer (1979) y Vanderbauwhede (1980). Sin embargo, estos trabajos men~
cionados fueron el preludio del tratado mds completo hasta la fecha como
clasifiacion de las bifurcaciones degeneradas de Hopf: La contribucidn de
Golubitsky y Langford (1981). Este Gltimo trabajo mostrd una metodologia
para analizar los diagramas de bifurcaciones locales en cercanfas de las
singularidades y tratdé ademds tas fallas combinadas de los postulados 3 y
4. Mds tarde, Golubitsky y Schaeffer (1985) clasificaron otras singularida-
des de mayor orden dejando el terreno despejado para las aplicaciones con-
cretas. Estas Gltimas, entonces, no se hicieron esperar.

-La primera aplicacién numérica de importancia la realizé Labouriau
(1983, 1985, 1989) en sistemas biol6gicos. La siguieron las aplicaciones de
Planeaux y Jensen (1986) y Farr (1986) en ingenierfa quimica, Chen y Varai-
ya (1988) en ingenieria eléctrica, Margolis vy Matkowsky (1989) en teoria de
cambustion, entre otras. Recientemente algunos investigadores han empleado
técnicas combinadas de anédlisis tedrico y numérico sofisticadas, tales como
las aplicaciones de Hassard y Shiau (1989) y Shiau y Hassard (1991), en
biologia. Particularmente en la Gltima referencia se usaron técnicas deri-
vadas de la teoria de singularidades para el analisis de 1as"b1furcaciones
degeneradas de Hopf junto con las aplicaciones del sofisticado programa

AUTO (Doedel, 1986) para la continuaci6n de las soluciones periddicas.
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Cabes mencionar que todas estas aplicacionses hacen uso intensivo de los
resuitados dados por Golubitsky y Langford (1981). Sin embargo, otras for-
mulaciones independientes han mostrado su eficacia para analizar los dia-
gramas locales en cercanias de algunas de estas singularidades. Estas va-
riantes fueron dadas por Atadan y Huseyin (1984, 1986) y Huseyin (1986) em-
pleando el método de balance arménico intrinseco, y por Moiola y colabora-
dores (1990c, 1991b) apiicando herramientas de la teoria de sistemas reali-
mentados junto con técnicas de balance arménico. No obstante, la formula-
cion dada por Golubitsky y Langford (1981) es tan extremedamente completa y
podercsa que la convierten, sin lugar a dudas, en la mejor opcidn para el
estudio de bifurcaciones degeneradas de Hopf. Sin embargo, consideramos de
sumo interés completar una metodologia para el estudio de tales degenera-
" ciones sobre todo si permite su aplicacién directa en una disciplina tan
vasta como es la teorfa de control. En parte de este capitulo y en los si-
guientes seguiremos mostrando cédmo la formulacién en el dominio frecuencia
rescata la dinamica del sistema y constituye asi una herramienta poderosa

para el andlisis de oscilaciones en sistemas no lineales.
5.2. BIFURCACIONES DEGENERADAS DE HOPF Y LA TEORIA DE SINGULARIDADES

En esta seccidn no se pretenden presentar los lineamientos més distin-
tivos de la teoria de singularidades sino un bosquejo del tratamiento de
bifurcaciones degeneradas de Hopf usando herramientas de dicha teoria. Para
facilitar la consulta con trabajos o libros mds especificos uniformaremos
primero la notacién cientifica. Comenzaremos enunciando el teorema de bi-
furcacién de Hopf junto con una notacién mds acorde con las principales re-
ferencias en este subtdopico. Consideraremos campos vectoriales de "n" di-
mensiones que dependen en forma suvave de las variables de estado como as{
también de un vector de "p" parédmetros independientes. Agqui haremos una
distincién entre todos los paradmetros del sistema: uno de ellos serd 1lama-
do el pardmetro distintivo o principal de bifurcacién, por ejemplo U, es
decir el parédmetro clédsico asociado con la bifurcacién de Hopf. Los otros

son considerados como parédmetros de perturbacidn. Digamos que estos Gltimos
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definen un espacio de (p-1) dimensionss. Por simplicidad en la notacion,

primero omitiremos la dependencia de dicho vector con los parémetros (p~1)
dimensiona1es.

Supongamos entonces v=f(v,u) con f(0,0)=0 que 11amaremos soluciocnes de
equilibrio. 81 a) El Jacobiano de f(.) cerca del punto (v,u)=(0,0) tiene
autovalores simples a(p)xiw(y) con «(0)=0, w(0)#0 y no existen otros auto-
valores en el eje imaginario en (0,0); b) da/du(0)¢0, es decir la condicién
de cruce de los autovalores es transversal; c¢) u2¢o, donde H, es el coefi-

ciente de estabilidad o de curvatura.

Entonces, existe una Gnica rama de scluciones periédicas que emerge de
(0,0). La estabilidad y direcci6n de la rama periddica cumple con la clési-
ca férmula de la expansién de la amplitud

y el principio de cambio de estabilidad (es decir a un estado de equilibrio

inestable corresponde un ciclo 1imite estable o vicevaersa)

7=

Generalimente x
es una medida de la amplitud del ciclo limite, como se muestra en la Figura

5.1. XIL

v

A 4

Figura 5.1: Bifurcacion de Hopf subcritico y supercritico.
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Definicidn

Liamaremos a un punto de bifurcacién de Hopf degenerado si la primera
condicion a) se satisface, pero una o ambas de las hipStesis b) v ¢c) ho se
satisfacen.

Estas bifurcaciones degeneradas de Hopf pueden ser analizadas estu-
diando una ecuacidén definida implicitamente, tal como fue mostrado en Golu-
bitsky y Langford (1981). Esta ecuacién incluye, al menas locaimente, 1la
informacion de la dindmica del sistema original. Diremos localmente pues
esta ecuacion resultante consiste en una versidn simplificada del sistema
dindmico considerando que las soluciones son periddicas. Asi entonces pode-
mos escribir

a(xz,u)x 0, con a(0,0)=0, (5.1)

donde x=0 corresponde a las soluciones de estado estacionario, y las solu-
ciones de a(.)=0 para x#0 representan soluciones periédicas en el sistema
original. Se usa entonces la teoria de singularidades para analizar las so-
luciones no triviales de la ecuacién (5.1), es decir para x#0, considerando
una perturbaciéon en la ecuacion original en la degeneracion, adicionando
para tal fin la variacidn de parémetros auxiliares.

Para describir las soluciones no triviales de la ecuacién (5.1) pode-
mos reemplazar z:x2 (notemos que z20). Entonces, la ecuacidon resulta

a(z,M)x=0. Notemos que no reemplazamos xz/f; debido a que sdlo estamos in-
teresados en la solucién x=0 6 solucién de equilibrio.

Enunciaremos ahora las condiciones de no~degeneracién del cldsico teo-
rema de bifurcacién de Hopf como sigue

b) de da
== (0) =-a, (auz- —(.) ),
du du
-4, da da
c) M, = ——, (b==—/—)
2 a, 2 oz au
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Sin embargo, resulta una tarea dificil de realizar analiticamente, aln para
estas derivadas parciales de primer orden, calcular estas expresiones para
la clase general de sistemas no lineales. Por lo tanto algunos autores han
preferido evaluarlas numéricamente (Hassard, Kazarinoff y Wan, 1981: Shiau
y Hassard, 1991).

Para simplificar la notacién introduciremos la siguiente expresién

i+
.. e (5.2)
b a'z aly
Entonces el andlisis de las bifurcaciones degeneradas de Hopf utilizando la
teoria de singularidades consiste en tres etapas. En la primera se identi-
fica la estructura dindmica cualitativa de 1la singularidad con un simple
polinomio, denominado forma normal. Este proceso consiste en obtener las
deriVadas de la funcidén a(z,i) y calcular su valar. Aquéllas que se anulen
se identificardn con las condiciones de defincién, mientras que las desi-
gua]dades.corresponderén a las condiciones de no-degeneracién para que la
singularidad nb sea de mayor orden. La teoria provee entonces un minimo nd-
mero de parémetros requerido para construir un entorno general de estas
formas normales con todas sus variantes. Este entorno general significa que
se permitird una perturbaci6n de los pardmetros auxiliares de tal forma de
describir completamente la dinédmica de la singularidad utilizando un nlmerc
minimo de parémetros.

La segunda etapa consiste en el andlisis de la forma normal propiamen-
te dicha obtenida para determinar todos los diagramas de bifurcaciones pre-
sentes en cercanias de la singularidad. Los elementos cualitativos que di-
viden las regiones del espacia de parémétros en diferentes diagramas de bi-
furcaciones se conocen como variedades de transicién. Estas variedades se

definen de la siguiente manera
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Bo=lp: 3 1 tal que a(z,i)=a, (z,10=0, en (0,H;p)) (5.3)

a
1

—~—
o

Ly

K tal que a(z,m)=a_(z,1)=0, en (0,H;p)} (5.4)
H.={p: 3 z,it con z2>0 tal que a(z,u)=a7(z,u)=azz(z,y)=0, en (z,i1;p)) (5.5)

D={p: 3 M,z,,z, con zl;éz2 y 21,2220 tal que a(z,u)=zaz(z,u)=0, en
(zg,4;p) v (z,,H;P)} (5.6)

Blz{p: 3z, con >0 tal que a(z,u):az(z,u)zau(z,u)zo en (z,u;p)}. (5.7)

En cada caso "p" consiste en un vector de parédmetros auxiliares. Entonces,
usando estos conjuntos de transiciones podemos analizar las variaciones de
las formas normales, que tienen una naturaleza polinomial, bajo la influen-
cia de los pardmetros auxiliares. Sin embargo, el anadlisis es aun local
aunque pueda obtenerse una gran diversidad de diagramas de bifurcaciones.
La razon es simple: otros fendmenos mas complejos de bifurcacién, no con-
templados en la teoria, pueden aparecer en cercanias de estas bifurcaciones
degeneradas. Nos referimos especificamente a bifurcaciones en un toro inva-

riante o rutas conducentes a movimientos caéticos.

La etapa final consiste en identificar los pardmetros del sistema real
con aquellos resultantes de las perturbaciones de la forma normal. Esta no
es una tarea dificil de hacer localmente, pero generalmente requiere el uso-
de una computadora. Especialmente las tres (ltimas transiciones presentadas
exhiben problemas numéricos tan dificiles de tratar que aln no han sido re=
sueltas eficientemente.

Luego podemos describir las bﬁfurcaciones degeneradas de Hopf como
aquellas singularidades pertenecientes a una de las tres familias: I) Sin-
gularidades que involucran la falla de la segunda hipdtesis del teorema de
bifurcacién de Hopf. Para las mismas requerimos como condicién de no-
degeneracion que a10=az(0,u)¢0. Como hemos visto en el capitulo anterior
11amaremos a los miembros de esta familia HOm, donde "m" es el nimero de
parametros auxiliares requerido para contemplar todas las posibilidades de
diagramas de bifurcaciones locales. Las condiciones de definicidén de los
miembros de la familia H,, son
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85100:0) =8 (0,40 = ... = a (0,1) = 0, (5.8)
con las condiciones de no—degeneracion

a ,(0,p) # 0, 35 ne1(OsH) # 0.

Las formas normales y el entorno generalizado para los dos primeros miem-
bros de esta familia se dan a cantinuacion.

7) Degeneraciodn HO], cuyas condiciones de definicion son aol(o,u):o y las
condiciones de no-degeneracién son aQZ#O, a]O(O,u)¢0. Las formas normales
de esta singularidad pueden ser de dos tipos como se muestra a continua-
¢cidn:

a) Para este caso la forma normal es

x (x°+ u%y =0 (5.9)

exactamente en la singularidad, mientras que la perturbacién en un entorno

de un parametro auxiliar o es

-y

x( X<+ U+ a) = 0. (5.10)

N "
Los diagram a

ag urcaciones para este caso se muestran en la Figura 5.2,
donde con linea de puntos indicamos que la solucién de equilibrio o la so-
lucion periédica es inestable y con linea llena que tales soluciones son
estables. Note que para «>0 no'tendremos nigdn punto de bifurcacion de
Hopf, mientras que tendremos dos para «<0. La teoria cldsica de bifurcacign
de Hopf predice la forma de ambas ramas de soluciones peridédicas pero no su

union esquematizada para valores de «<0.

b) Para este caso la forma normal es

2

x(-x" + y%y = o, (5.11)

mientras que la perturbacidn en un entorno de un parametro auxiliar « es

x(~x" + p° + «) = 0. (5.12)

Los diagramas de bifurcaciones locales se presentan en la Figura 5.3. Note
Que para este caso la teoria de Hopf clasica predice sélamente e] diagrama

correspondiente a «<0., Debe aclararse que cada unc de estos dos casos de la
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degeneracion HD} tien€ a su vez dos variantes reemplazando todas las solu-
ciones estables por inestables y viceversa, en caso que la asignacién de
estabilidad tuviera sentido contraric al de las Figuras 5.2 y 5.3%. Esta
observacién vale también para todas las degeneraciones que tratarsmos a

continuacion por 1o cual omitiremos en cada una da ellas la consabida acla-
racién.

2

Figura 5.2: Diagramas de bifurcaciones locales para la singularidad HO]
(ecuacién (5.10)).

ez >( Ce=() oz < ()
U
\\\\ ”/ \\\ ’/’/ \\ /’/
o et o = \\ ,, \\ II
NeZ [ P, L

Figura 5.3: Diagramas de bifurcaciones locales para la singularidad H
(ecuaciodn (5.12)).

77} Degeneracién H,, cuyas.  condiciones de  definicion  son
801(0,u)=agq(0,u):0 y las condiciones de no-degeneracién son a,,(0,1)#0 y
aO?(O,U)¢O. Como‘en la singularidad anterior tendremos dos casos diferen-
tes.

a) La forma normal es

x(x” - 1) = o0, (5.13)

mientras que su perturbacién en una regioén de dos parametros auxiliares « y
B es
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2

“( x” mvu3 + o + Bu) = 0. (5.14)

El plano de parémetros a-f queda dividido en la forma indicada por la Figu-
ra 5.4. Los diagramas de bifurcaciones locales, en tanto, correspondientes

a las regiones 0,1 y 2 son indicados en la Figura 5.5.

(= d
I
. BO
1 1 2
O N
p
1 1 2

Figura 5.4: Variedades de transicién en el espacio de parémetros a-fi en
cercanias de la singularidad Hoq.

Figura 5.5: Diagramas de bifurcaciones locales para la singularidad H

(ecuacidn (5.14)). 02

b) La forma normal es

x(x> + ¥y =0, (5.15)

mientras que su perturbacién en una regién de dos parametros auxiliares a—f8
es

x(x2 + u3 + o + Bu) = 0, (5.16)

Los diagramas de bifurcaciones locales en este caso se muestran en la Figu-
ra 5.6.
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Figura 5.6: Diagramas de bifurcaciones locales para la singularidad H
(ecuacioén (5 16)).
II) Singd7aridades que fnvolucran la falla de Jla tercera hipdtesis del c¢ld-
Ssico teorema de bifurcacién de Hopf. Esta segunda familia es una clase de
complemento de la primera, pero en lugar de tener multiplicidad en los pun-
tos de bifurcacionss de Hopf, tiene multiplicidad de ciclos 1imites. Para

ello requerimos como condicidn de no-degeneracién que a (O HY#£0, pero per-

mitiremos que se anulen las derivada con respecto a z.
Definiremos entonces una singularidad HnO como la degeneracién que sa-

‘tisface las siguientes condiciones de definicién

a,,(0,4) = a,,(0,1) = ... = a ,(0,4) =0, (5.17)

y las condiciones de no-degeneracioén

331(0'“) 20 vy an+1,0(0,u) £ 0. (5.18)

Las expresiones (5.17) son conocidas como los indices focales, indices de
estabilidad o coeficientes de curvatura. En términos mas simples diremos
que las degeneraciones Hnu conducen a puntos limites en la rama de las so-
luciones periddicas y a multiples ciclos Timites. Las formas normales y el
entorno generalizado para los dos primeros miembros de esta familia son:

7) Para la degeneracién HlD' cuyas condiciones de definicidén son alo(o,u):o

y las condiciones de no-degeneracién aol(o,u)¢0 y aqo(o,u)io, tendremos dos
casos a considerar.
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a) La forma normal es

x(x" + ) =0, (5.19)

mientras que su perturbacién en un entorno de un parametro
auxiliar o es

x(x* + g+ oax’) = o, (5.20)

Note que el punto limite (PL) representa la coalescencia entre las solucio-
nes periodicas estables e inestables como se muestra en la Figura 5.7.
b) La forma normal es

x(x* =) = o0, (5.21)

Y Su perturbacidn en un entorno del parametro auxiliar « es

x(x4 - U+ axz) = 0. (5.22)

Los diagramas de bifurcaciones Tocales se incluyen en la Figura 5.8 donde
puede notarse, como en el caso anterior de la Figura 5.7, que para la con-
dicion critica («=0) la rama periodica emerge en forma mas vertical que pa-

ra cualquiera de los otros dos diagramas donde « es o bién positiva o bién
negativa.

- ————

Figura 5.7: Diagramas de bifurcaciones locales para la singularidad H1o
(ecuacion (5.20)).

oc<( 6c=0 >0

Figura 5.8: Diagramas de bifurcaciones locales para la singularidad HlL
(ecuacidn (5.22)).

FL

A
A

}
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77) Degeneracidén Hzo’ cuyas condiciones de definicién son
alu(o,u):axo(o,u):o y las condiciones de no-degeneracion son a“l(o,u)¢0 y
aBD(O,u)¢O. Mostraremos uno de los dos casos para esta singularidad, pues
el restante puede obtenerse en forma analoga a los anteriormente presenta-

dos.

La forma normal es

x(x® = p) =0, (5.23)

mientras que su perturbacién en una region de parametros auxiliares a-f es

x(x6 - U+ ax2 + ﬁxq) = 0. (5.24)

Las variedades de transicién en el plano de los parémetros auxiliares a~f3
dividen al mismo de la manera indicada por la Figura 5.9. Noétese que al
atravesaf‘estas variedades se modifica significativamente la forma de los
diagramas de bifurcaciones locales como se muestra en la Figura 5.10. Note-
mos que para los diagramas de bifurcaciones locales que poseen hasta dos
puntos limites es posible encontrar hasta tres ciclos limites en la rama de

soluciones periédicas para un mismo valor del parametro y,.

$ex

Figura 5.9: Variedades de transicion en el espacio de parémetros a-f en
cercanias de la singularidad H,o

81 considerdramos la singularidad H3 podriamos encontrar hasta cuatro

4]
ciclos limites rodeando el mismo estado de equilibrio para ciertas combina-
ciones de tres parametros auxiliares y el parédmetro de bifurcacién princi-
pal p. Esta singularidad, por comodidad, la presentaremos en el capitulo 7
cuando se calculen expresiones aproximadas para los coeficientes de curva-

tura.



Figura 5.10: Diagramas de bifurcaciones locales para la singularidad H
(ecuacién (5.24)).

III) Singularidades que involucran 1a falla combinada de las segunda y ter
cera hipétesis del teorema de bifurcacién de Hopf. Estas degeneraciones di-
fieren considerablemente de las dos familias tratadas precedentemente debi-
do a la presencia de un parametro modal. El mds simple de sus miembros se

define de tal forma de satisfacer las siguientes condiciones de definicidn

a,,(0,0) = a,,(0,1) = 0, (6.25)
Su forma normal es
x(€ x* o+ 2mp xZ + SJS = 0, (5.26)
donde a,,
t=signo(a, ), d=signo(a ), y m= —————
\/Ia a |
20702

. , ) . 2
Las condiciones de no-degeneracién son aqo(o,u)¢0, aoz(o,u)¢0 y m #¢d, E1

2 .
parametro "m" se conoce como pardmetro modal. Notemos que si m =¢8, enton-
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ces la ecuacién (5.26) puede factorearse. las otras condicionas de no-
degeneracidén corresponden a lo siguiente:

a) Si ago(o,u):o, tendremos miltiples soluciones periédicas; vy

b) Si auz(o,u):o, tendremos interacciones entre tres puntos de bifurcacién
de Hopf. La forma normal resultante en el entorno generalizado requiere la
inclusién de dos parametros adicionales « y £, dando como resultado la si-
guiente expresién

4 2 2 2
X(E X + 2mpux +8& K+ o+ B x7) = 0. (5.27)

Luego, existen tres situaciones distintas de bifurcaciones asociadas depen-

diendo de los valores de €, & v m. La primera ocurre para

e 6= -1,

Las conjuntos de transicion y los diagramas locales se muestran en las Fi-

guras 5.11 y 5.12, dependiendo del signo de "m". La correspondiente forma

normal es
x(_x4 tZ2mu x° - u2 + o+ ﬁf) = 0. (5.28)
fe< m#0 X m=0
Ho B, Hg
3 4 2
2 5

Figura 5.11: Variedades de transicién en el espacio de paréametros a~fi en
cefrcanias de una singularidad H11‘

Notemos que en la Figura 5.12 los diagramas de bifurcaciones lacales pre-
sentan la interaccion entre dos puntos de bifurcacién de Hopf y dos ciclos
limites en la rama de soluciones bifurcadas. Para otra posibilidad de ¢, &

y m, Golubitsky y Langford (1981) mostraron la presencia de soluciones pe-
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riodicas aisladas de la solucisdn de equilibrio. Este fendmeno es conocido
camo 71solas de ciclos limites, siendo actualmente aun complejo calcular la
estructura global de las mismas pues muchos algoritmos necesitan como punto
de partida un punto de bifurcacién de Hopf. Como para estas estructuras no
tenemos puntos de bifurcacién de Hopf se han sugerido ciertas variantes que,
no obstante, carecen de una eficiencia razonable (vea, por ejemplo mis co-

mentarios en Doedel, 1986).

m>0
4"" Il ‘\\ -
N (__ A RN
J 4 x o}
H

Figura 5.12: Diagramas de bifurcaciones locales para uno de los casos de
singuliaridades H11'

En Golubitsky y Schaeffer (1985) fueron analizados otros miembros de
esta familia que conducen a una gran variedad de diaéramas de bifurcaciones
locales. En la seccién siguiente mostraremos cémo el método graéfico puede
capturar los diagramas de bifurcaciones locales para las dos primeras fami-
1ias de bifurcaciones degeneradas de Hopf. Para la tercera familia creemos
que pueden hacerse andlisis similares, pero seria mas conveniente calcular
el valor de "m" utilizando las técnicas en el dominio frecuencia y asi

identificar su respectiva forma normal usando los resultados de Golubitsky
y Schaeffer (1985).



5.3. BIFURCACIONES DEGENERADAS DE HOPF Y EL METODO EN EL DOMINIO FRECUENCIA

En el capitulo 4 hemos visto cémo se definian algunas bifurcaciones
degeneradas de Hopf utilizando técnicas en el dominioc frecuencia. Sin em-
bargo, para algunas de tales condiciones veremos la formulacién correspon-
diente en el capitulo 7. Nos referimos, especwf1camente, a las expresiones
de los coeficientes de curvatura. No obstante, puede notarse que una vez
individualizadas las condiciones de definicién y de no-degeneracién de las
singularidades con la formulacién en el dominio frecuencia, se torna inme-
diata la obtencidn de las correspondientes formas normales y diagramas de
bifurcaciones locales. Ello es posible gracias a l1os resultados de Golu-
bitsky y Langford (1981). En otras palabras, la formulacién en el dominio
frecuencia permite dos lineas claras de analisis: a) La primera consiste en
trasladar las condiciones de definicidn y de no-degeneracién al dominio
frecuencia, aplicando luego los resultados de Golubitsky vy Schaeffer
(1985). b) La segunda, consiste en obtener Jlos diagramas de bifurcaciones
locales utilizando el método grafico en el dominio frecuencia consxderdndo

la aproximacién de balance arménico mas apropiada.

En esta seccién haremos uso de la segunda alternativa de andlisis,
mostrando sus aspactos mas distintivos como asi también sus ventajas y des-
ventajas. No obstante, para ello necesitamos considerar una expansidén de la
funcién no lineal f(e,t) en la rama de la realimentacidn que incluya las
derivadas de mayor orden, y por ende realizar un balance arménico superior
al segundo. Los pasos a seguir fueron dados por primera vez en Mees (1981)
para el cdlculo de un balance arménico de cuarto orden y en Tang y colabo-
radores (1983) para el cdlculo de un balance arménico de cualguier orden.
No obstante, en esta Ultima referencia se utilizaron series de Volterra y
los autores, aunque mostraron de qué manera podian obtenerse los vectores
solucion en forma iterativa, calcularon Gnicamente las fdérmulas explicitas
correspondientes al balance arménico de segundo orden. Recientemente, en
forma andloga a la presentada en Mees (1981), Moiola y colegas (1991b) de-
rivaron las férmulas de una aproximacién de balance arménico de sexto or-

den, es decir incluyendo la informacion hasta la derivada séptima de la



funcién no lineal. Méas tarde, en Moiola (1991) fueron presentadas las for-
mulas correspondientes a una aproximacién de balance arménico de octave or-
den. Describiremos brevemente los lineamientos generales para obtener di-
chas aproximaciones, para luego mostrar su aplicacién en la recuperacion de

ciertos diagramas de bifurcaciones locales.

Una extension natural consiste en presentar una mejor aproximacién de
Ta solucién grafica dada por

Aiw) = -1 + gl(pr)e'“’, (5.29)

& implementada en el capitulo 2 siguiendo el algoritmo de céalculo respecti-
vo. Esta mejor aproximacién puede notarse de la siguiente manera

! .

Aiw) = -1 47 g, 0%, (5.30)

k=1
donde los nlmeros complejos Ek se obtienen luego de realizar una aproxima-
cion de balance arménico de 2k-ésimo orden. En otras palabras, el gréfico
resultante de la ecuacién (5.29) que incluia una linea recta desde e) punto
critico (-1+10) se convierte en una curva en la expresion (5.30) parametri-
zada en 9. Los resultados de estabilidad de Ja solucidn periddica siguen
las mismas reglas que para la aproximacién de balance arménico de segundo
orden. Entonces necesitamos encontrar las intersecciones, si existen, entre
el lugar geoméirico caracteristico a(iw) y €l lugar geométrico de la ampli-

tud Lq que definimos de la siguiente manera

q
L w0) = =1+ F £ 0% (5.31)
k=1 :
Estas interseccicnes corresponderin a aproximaciones de soluciones periddi-
cas en el sistema real. Sobre el lugar geométrico caracteristico i(iw) lee-
remos la frecuencia de la soluciodn periddica, mientras que sobre el lugar
geométrico de la amplitud obtendremos una medida de 6. Supondremos que el
sistema no lineal representado por las ecuaciones (2.1) en la Figura 2.4.a
presenta soluciones periddicas para ciertos valores de H, en la forma dada
por
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Zq
e(t) = 6+ Rel T E" exp(rkwt)] + 0(6°% 1y, (5.32)

k=0
. 172 . ~ .
donde b:(lu—un!) “ es suficientemente pequefio, H = es el valor del parame-
tro principal de bifurcacién en el punto critico v

0 ? 4 2q
0 + 60 + 6
V0° V04 o ‘ v

) 2 0.2q (5.33.a)
1 3 2q+1
= 6 + 8 + ...+ 0
E V11 V13 v V1,2q+1, (5.33.b)
Z 4 4 2q
=6 + 6 + 2
E v?? V24 et vz,zq’ (5.33.¢)
SR L g° 20q-1)
= 0 4} o ol
E =0V # 0V + ot Ve ety (5.33.d)
£ = 0% : (5.33.e)
2q,2q9
Supondremos ademds que la funcién no lineal en la rama de la realimentacién
es diferenciable hasta el orden 2r+1, donde 1<q<r. Dado que e(t) tiene fre-

cuencia w, también tiene esta frecuencia f(e(t)), puss asumimos que estamos

ante una solucion perindica del sistema realimentado, luego debemos obtener

*1

., , k R 0 +i
los coeficientes de Fourier F° como funciones de E , E-, ..., E, donde

EY - EY.

Debemos resolver la ecuacién fundamental de balance arménico resultan-
te de igualar la entrada y salida de 1a parte lineal y no lineal respecti-

vamente

EY -G ikmF", (5.34)

donde k=0,+1, ... ,+2q.

Realizando 1a expansion de f(e) en series de Taylor alrededor del pun-
to de equilibrio &, sustituyendo la expresién de prueba e(t) dada por
(5.32) y utilizando algunas propiedades de Jas funciones trigonométricas

podemos verificar
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1

F =06 +0 /200, E%e' v+ e%e% + .. ]+ D./31[3/2 "B E 4. .
T+ ... (5.35.a)
Flos D E’ +D_/21[2E"5E" + ... + D./31[3/4 E'2E GE'+...1+... (5.35.b)
] 3] 1..7 1._.2..9 .
F72 DJE + D /20[ESE" +...1+ D,/31(3/2 E'GE W€ 4., . 1+... . (5.35.5)

Utilizando las Gltimas expresiones (5.35) en las ecuaciones (5.34) luego de

volcar la informacion de las series (5.33) liegamos a

[ G(ikw)D] + I ]Vk, = - G(ikw) W, (5.36)
J kj

y dado que G(ikw)Dl+I tiene inversa cuando k#1, tenemos

ij = = H(7KwW) ij, (5.37)

donde H(7kw)=[G(7kw)D +I1"'G(7kw). La dependencia de los v, en Tos W es
tal que cada ij puede calcularse sucesivamente usando (5.37) si los Vl

N
(3’<3j) son conocidos. De tal manera pueden obtenerse los valores de VU

v V33, VU4, qu, V44, VHS, VSS, VOG, V26, V46f V66 y asi sucesivamente.

Cuando k=1, debemos restringuir V1 ~de algin modo. Una forma conveniente
FJ

-3
<

e
22

consiste en tomar qu:v, que es el autovector derecho de G(iw)D1+I, y 1los
Vlj restantes ortogonales a v. La idea es que 8 mantendra fija la amplitud
de El a 1o largo de la direccidén de v y los términos de correccién no la
deberian afectar. Entonces, cuando k=1, la ecuacidén fundamental de balance

armonico (5.34) viene dada por

r r
. N2t it
[m7w01+1y2 Vo ana® = Gmw)Zwl‘hfﬁ . (5.38)
J:'l _]=1
Hemos supuesto
Aw) + 1= 0% w0 v 0% 4. (5.39)

que es la ecuacion resuelta graficamente. Entonces, dado que hemos normali-

zado los autovectores derecho e izquierdo de tal forma que se cumpla lvl=1,
T “ T .

uv=t, y iw+i=u [G(7w)D+Ilv, tendremos
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T r
2 4 5 X T 2i+1 T . 2
(87¢ +0 €2+0b€w+...) You Vi O s —uatim ¥ Wy oinn? M (5.40)
j=1 j=17

Igualando los coeficientes para las mismas potencias en 6 tendremos

T ,
61 = ~u G(iw) W (5.41.2a)
E = -u G(iW) W _~-E u v (5.41.b
>, = T W 15 p Y 13’ ‘ 9.41.b)
£ = -y Gliw) M -t 4y £ u'v 5,41

& = W 1,2r+1 raat Vag TS Y Vgt (5. ‘?)

Como puede verse de las férmulas anteriores todos las &r pueden calcularse
si los V1 2r.q SON conocidos. Luego de la férmula que especifica la compo-
nente ortogonal a v se obtiene

P{ G(iw) D1 + 11V = =P G(iw) w1 (6.42.a)

1,25+1

’

Zzj+1!

V112j+1 L v, (5.42.b)

T ., ‘ ‘
donde P=I-vv es la proyeccion sobre un subespacio ortogonal a v. En Moiola
(1991) se presentaron las formulas completas de los . vectores VH y los nu-
meros complejos Eq y &4 resultantes de considerar sendas aproximacicnes de

balances armdénicos de sexto y octavo érdenes, respectivamente.

Finalmente, para concluir esta somera descripcidn de las técnicas em-
pleadas, diremos que los numeros complejos Ek dependen de la frecuencia so-
lucién w. Sin embargo, tomaremos en la aplicacidén al final de esta seccion
el cédlculo de 1os~<‘.ik en w, la frecuencia de interseccién de 1(1w) con el
eje real negativo mas cercano al punto critico (-1+i0). En el capitulo si-
guiente se vera una técnica corregida donde presentaremos un algoritmo de

cdlculo para hacer mds eficientes las aproximaciones de alto orden.

Estamos en condicicnes ahora de obtener los diagramas de bifurcaciones
locales en cercanias de dos de las familias de bifurcaciones degeneradas de
Hopf. La primer familia involucra la falla en la condicion de transversali-
dad, es decir es la familia de bifurcaciones degeneradas HOm. Como ya hemos
indicado las condiciones de definicién y de no-degeneracién en el capitulo
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4 nos remitiremos a analizar los diagramas de bifurcaciones locales en cer-
canias de estas singularidades. Notemas que en todos los miembros de la fa-
milia HUm hemos supuesto que 01("6’”0)¢0’ por 1o que el lugar geométrico de
la amplitud Ll apuntara hacia adento o hacia afuera pero nunca sera tangen-
te al lugar geométrico caracteristico. Esto significa que ante pequefas
perturbaciones en los pardmetros del sistema la dimensién del lugar geomé-

trico L1 no se verda dramaticamente afectada,

Comencemos con el miembro més -sencillo de esta familia, es decir la
singularidad Ho1' En forma similar a la grafica presentada en la Figura
3.1, podemos representar la variacién del lugar geométrico caracteristico
3(iw) cuando se modifica el valor del paréametro principal de bifurcacion u.
Una vez finalizado esto diremos que hemos representado la superficie de 1la
ganancia caracteristica. Analicemos ahora con mayor detalle la Figura 5.13
donde se ha llevado a cabo el proceso descripto anteriormente. En la condi-
cién del pardmetro auxiliar aza podemos encontrar dos puntos de bifurca-
ciones de Hopf variando el pardmetro H. Los circulos llenos indican solu-
ciones estables mientras que los circulos vacios representan ciclos -1imites
inestablies. Observamos en esta Gltima figura que las ramas de soluciones
periddicas crecen en amplitud a medida que'se separan de sus respectivas
puntos de bifurcaciones de Hopf siguiendo 1la caracteristica vy particular

forma parabdélica.

Los ciclos limites esquematizados representan las intersecciones entre
los lugares geométricos de la amplitud y el lugar geométrico caracteristi-
co. Se incluyen en la misma figura el movimiento de los autovalores comple-
jos conjugados responsables de provocar el fendmeno de bifurcacién de Hopf
bajo la variacion del pardmetro p. Estos autovalores son los de la formula-
cion en el dominio tiempo e indican también dos puntos de bifurcaciones de
Hopf para u:u2 y “:“4- Para obtener el diagrama de bifurcacion lacal para
a=o directamente aplicamos el teorema de Hopf grafico presentade en el ca-
pitulo 2, pues para esta condicidn todos los postulados se satisfacen. Aho-

ra podemos varias « y p apropiadamente hasta alcanzar las condiciones de
definicién de l1a singularidad H01' En este caso la superficie de la ganan-
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cia caracteristica tiene un punto de tangencia (ver el diagrama centra)l de
la Figura 5.13), es decir, alcanza un extremo cuando pasa por el punto cri-
tico (-1+10) para W=, En otras palabras, el lugar geométrico caracteris-
tico en el punto critico (-1+70) alcanza un valor maximo o minimo local.
Esto corresponde a la falla de la condicidon de transversalidad en el domi-
nio tiempo para el par (“2'“7)’ como esta indicado en la Figura 5.13. En la
misma forma que hemos indicado anteriormente podemos recuperar todas las
intersecciones entre ambos lugares geométricos, es decir, caracteristico y
de la amplitud, para graficar las ramas de soluciones periddicas como se

muestra en la parts superior de la Figura 5.13.
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pz\* L4 7 a 10 o
0 R f A 0 Re A 0 ;Re A

Figura 5.13: Diagramas de bifurcaciones locales y el método en el dominio
frecusncia para una singularidad Ho1'
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Finalmente, cuando aza, observamos que no existen puntos de bifurca-
cion de Hopf pera si soluciones periédicas. Como fue presentado en Mees
(1981), la utilizacién del método de balance arménico es valido en esta si-
tuacion si se verifica que la frecuencia de interseccion W del lugar geo-
métrico caracteristico i(iw) con el eje real negativo es cercana a la fre-
cuencia de oscilacién ﬁ, indicada como interseccién entre 1(iw) y el lugar

geométrico de la amplitud.

Notemos que si el lugar geométrico de 1a amplitud L1 apunta hacia
adentro, 1legaremos a la situacisn esquematizada en la Figura 5.14. En este
caso, podemos sélo detectar intersecciones en un pequefio intervalo en 1la
variacién del parémetro principal, es decir en “x<“<“3 para azu Notemos,
sin embargo, que el lugar geométrico Ll puede cortar al lugar geométrico
K(iw) pero para valores muy alejados de la frecuencia W o, oes decir Q>>wr, y

en este caso las aproximaciones locales ya no son validas.

&=a2 &zaq

5

e
o)
TR

Figura 5.14: Idem a la Fig. anterior pero con diferente estabilidad en la
solucién bifurcada.
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Observemos que si cambiamos la direccidn del lugar geométrico de la
amplitud y la estabilidad de las soluciones de equilibrio apropiadaments,
podemos facilmente obtener los dos casos restantes para completar la degs-
neracion Hon' Es interesante destacar que la estabilidad de la solucion de
equilibrio en las Figuras 5.13 y 5.14 es la misma, por lo gque sélo la di-
reccién del lugar geométrico de la amplitud es determinante para clasificar

qué tipo de diagramas de bifurcaciones locales tendremos.

Las Figuras 5.15 vy 5.16 muestran, por otro lado, el andlisis de 1los
diagramas de bifurcaciones Tlocales en cercanias de la singularidad H .-
Observamos que hasta tres puntos de bifurcaciones de Hopf pueden localizar-
se ante las variaciones del parémetro principal u y dos parametros auxilia-

res « y ., Incluimos también la correspondiente variacion de los autovalo-
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Figura 5.15: Diagramas de bifurcaciones locales y el método en el dominio
frecuencia para una singularidad Hoz'
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res de las ecuaciones Tinealizadas en el dominio tiempo en la parte infe-
rior de las figuras para darle mayor claridad a nuestros resultados. Note
que la superficie de las ganancias caracteristicas de la izquierda tiene
tres intersecciones con la linea critica (-1+70), pero sélo una intersec-
cioén para las otras configuraciones. Nuevamente, cambiando 1a estabilidad
de las soluciones de edui]ibrio Y, correspondientemente, la direccion del
lugar de la amplitud L1 podemos encontrar dos figuras méas que completan to-
das las posibilidades de 1la singularidad Hoz‘ En todas las figuras hemos

supuesto que la planta es estable a lazo abierto, es decir el hecho de que

i(fw) encierre al punto critico (-1+10) significa una solucién de equili-
brio inestable.

3

Mg 0
pA ———— - - ' W
Hy—. Jppe
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Ho~ 6%
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Figura 5.16: Idem a la Fig. anterior pero con diferente estabilidad en 1la
solucidn bifurcada.» :
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Para esta familia de bifurcaciones degeneradas es suficiente conside-
rar el lugar geométrico de la amplitud L] 0 equivalentemente un balance ar-
monico de segundo orden. Sin embargo, todos los diagramas obtenidos adole-
cen de la localidad de las solucionss periédicas. Para ganar mayor confian-
za en el trazado de las ramas de las 6rbitas periddicas pueden utilizarse
Tos lugares geométricos de las amplitudes LZ,rL3 o} L4. En el capitulc 6 ha-
remos uso de estas aproximaciones para comparar las predicciones entre di-

ferentes érdenes en la soluciéon de balance arménico propuesta.

La singularidad H03 no fue analizada pero sigue las mismas reglas que
el estudio de las singularidades HO1 y Hoz' Para este caso tendriamos la
interaccion entre dos singularidades Hoz’ debiendo considerar un tercer pa-
rametro auxiliar, por ejemplo ¥, para poder describir todos los diagramas

‘de bifurcaciones locales en las cercanias de la singularidad.

La segunda familia que trataremos serd la correspondiente a degenera-
ciones Hno' Estas, como ya hemos mencionado, involucran la presencia de nti
ciclos limites en cercanias de la singularidad para valores apropiados de
los pardmetros principal y auxiliares. Las condiciones de definicidén y de
no-degeneracién de varios miembros de esta familia fueron indicados en el
capitulo 4. En el capitulo 7 indicaremos como a partir de la informacién de
las ecuaciones de ba]ancé arménico es posible obtener una aproximacion para
determinar los coeficientes de curvatura. Aqui en cambio, mostraremos coOmo
pueden obtenerse los diagramas de bifurcaciones locales en cercanias de es-
tas singularidades aplicando aproximaciones de alto orden en el teorema de

bifurcacion de Hopf en el dominio frecuencia.

Al mencs localmente, diremos que para analizar una singularidad H“O es
suficiente realizar un balance arménico de orden 2(n+1), es decir para
hallar los diagramas locales de Hﬁo necesitamos hacer un balance arménico
de cuarto orden, para H20, un balance arménico de sexto orden, y asi suce-
sivamente. En todos los miembros de esta familia hemos supuesto que se sa-
tisface la condicién de cruce transversal de los autovalores, o en otras
palabras que dH/du(u )#0 (ver ecuaciones (4.19), (4.20) y (4.23)). Por To
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tanto evitaremos la interaccién de dos puntos de bifurcacién de Hopf, como
en la singularidad Ho1'

Analicemos primero los diagramas de bifurcaciones locales en cercanias
de la degeneracién Hlo. La misma involucra hasta dos ciclos limites en la
misma rama de soluciones periédicas para ciertas combinaciones del parame-
tro principal p y del parédmetro auxiliar a. En las Figuras 5.17 y 5.18 se
muestran los lugares geométricos caracteristicos a(iw) y de las amplitudes
Ll y L2 para varias combinaciones de los parametros. El1 vector €1(”b’“5) es
tangente al lugar geométrico caracteristico que cruza al punto (-1+170) en
W= Realizando s6lo un balance arménico de segundo orden es imposible de-
terminar completamente la rica estructura dinamica en cercanias de esta

singularidad. Para ello necesitamos incluir las contribuciones de los armé-

tim X

Figura 5.17: Diagramas de bifurcaciones locales y el método er el dominio
frecuencia para una singularidad H10
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nicos mds altos, hasta el cuarto al menos. Cuando calculamos 5z(wu’“s) po-
demos obtener dos posibles direcciones de este escalar complejo, como se
muestra en las Figuras 5.17 y §5.18. Esto significa que Ez(wu,ub) apunta ha-
cia afuera o hacia adentro del lugar geométrico caracteristico. Como en las
figuras anteriores en el estudio de las singularidades HDm supondremos que

la solucién de equilibrio es estable cuando el lugar geométrico no encierra
el punto critico (-1+10).

Figura 5.18: Idem a la Fig. anterior pero con diferente signo del segundo
ceeficiente de curvatura.

E1 lugar geométrico L2 carresponde a una mejor aproximacion de la par-
te no lineal f(e,u) pues incluye hasta las derivadas de quintc orden can
respectoc a e. Note que para valores de i comprendidos en u1<u<u] (u:u]) el
lugar geometrice de la amplitud Lz intersecta al lugar geométrico caracte-
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ristico A(7w) en dos lugares, indicados por circulos en el diagrama corres-

pondiente a M=, Las demds configuraciones no presentan ninguna compleji-
dad de andlisis, por lo cual pueden reconstruirse sin mayores inconvenien-
tes los diagramas de bifurcaciones locales correspondientes a S A
Notese que el punto 1imite (o punto de coalescencia entre ciclos 1im1tés
estables e inestables) corresponde a la condicidn de tangencia entre ambos
lugares geométricos para valores distintos del punto critico (-1+70) cuando
aza Y pEHen 1a Figura 5.17 y M=, en Ja Figura 5.18. Observe ademds que
usando el principio de cambio de estabilidad, podriamos obtener dos confi-

guraciones mas para completar el andlisis de esta singularidad.

Ahora supongamas que tenemos que analizar los diagramas de bifurcacio-
nes locales en cercanias de la singularidad Hzo' La misma incluye regiones
en el espacio de par&metros (principal) py « y B (auxiliares) donde pueden
detectarse hasta tres ciclos limites como hemos visto en la seccidén ante-
rior. La situacion, usando el método en el dominio frecuencia, puede esque-
matizarse en los diagramas de las Figuras 5.19 y 5.20. Para estos casos no
podemos obtener todas Tlas configuraciones permisibles en cercanias de la
singularidad utilizando una aproximacién de balance arménico de cuarto or-
den. Debemos utilizar, al menos, una aproximacién de balance arménico de
sexto orden. Asi, en la Figura 5.21, agregamos la informacién de las varie-
dades de transicion que dividen el plano de los parédmetros auxiliares « y f
y ayudan a identificar los diferentes diagramas de bifurcaciones 1ocaies.de
las Figuras 5.19 y 5.20. Estas figuras, presentadas por primera vez en
Moiola y colegas (1991b), muestran los dos subcasos méas importantes de la
degeneraciodn qu, dependiendo si el numero complejo Ea(') apunta hacia
afuera o hacia adentro del lugar geométrico caracteristico i(iw) permitién-
donos clasificar los diferentes diagramas de bifurcaciones locales en cer-
canias de dicha degeneracién.

Para la definicidén de las variedades de transiciodn H1 y D de la tearia
de singularidades deber{iamos ser mads cuidadosos. Aunque de 10s respectivos
diagramas de las Figuras 5.19 y 5.20 se desprenden facilmente las condicio-

nes de definicidn de tales variedades, veremos en el capitulo siguiente que
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el cédlculo de los lugares geométricos de las amplitudes L1 .,L obedece,
1

y s

para obtener una mejor aproximacién, reglas de cdlculo 1terativo. Por 1o

Flgura 5.19: Diaygramas de bifuraciones locales y el método en el dominio
- frecuencia para una singularidad H,,-
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tanto, diremos que tales variedades involucran tangencias entre el Jugar

geométrico de la amplitud vy el lugar geométrico caracteristico considerando

Figura 5.20: Idem a la Fig. anterior pero con diferente signo del tercer
coeficiente de curvatura.
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cierto orden de aproximacidén de balance arménico. En otras palabras, debe-
mos tener especial cuidado en extender estos resultados que, como sabemos,
son estrictamente locales pues puede suceder que avanzando en drdenes si-
guientes de balance arménico estas variedades se encuentren algo mas o me-
nos alejadas de los valores obtenidos con un balance arménico de sexto or-

den. En el ejemplo de aplicacidén que veremos mas adelante ampliaremos estos
conceptos,

&

1

Figura 5.21: Variedades de transicion en cercanias de la bifurcacion dege-
nerada Hzo‘ Los nUmeros corresponden a los diagramas locales de las

Figuras 5.20 y 5.21.

Finaimente, observamos que el lugar geométrico de la amplitud LQ falla

en predecir el comportamiento periddico en cercanias de la singularidad

qu’ como L1 falla también en cercanias de la singularidad qu‘ Debemos te-
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ner en cuenta que trabajamos con una aproximacion y par lo tanto muy cerca-
na a la singularidad HkO debemos analizar los diagramas de bifurcaciones
locales considerando al menos el lugar geométrico de 1la amplitud Lk+1. Des
suposiciones mas se realizaron. lLa primera considera que todos los nimeros
escalares £, se calcularon en W , es decir la frecuencia correspondiente a
la interseccién entre el lugar geométrico caracteristico 3(1w) y el eje
real negativo. Si las frecuencias de interseccién de las soluciones propia-
mente dichas # son lo suficientemente cercanas a W el error cometido es
muy pequeno. La segunda suposicion contempla el caso de malitiples intersec-
ciones que dan lugar a miltiples ciclos limites. Como estamos analizando
diagramas de bifurcaciones locales, es decir muy cercanos a la singulari-
dad, hemos supuesto que Ql (frecuencia de interseccién del lugar geométrico
de 1a amplitud L3 y del lugar geométrico caracteristico &(1w) mas cercana a
wr) y ﬂg (idem a ﬁl pero en este caso es la mds alejada de wr) son muy cer-
canas entre si. En otras palabras, W es lo suficientemente. cercana a 01,
6; y ﬁg (cuando hubiere tres intersecciones) que se verifican
L3(ﬁ§)%L3(§é)éL3(Ql). Sin embargo, para obtener una mejor aproximacidn de
los diagramas de bifurcaciones locales debemos usar, por ejemplo, el algo-
ritmo que detallaremos en el siguiente capitulo. Asi evitaremos errores en
los diagramas locales obteniendo al mismo tiempo una idea de la convergen-
cia de las soluciones.

Para concluir este capitulo mostraremos un ejemplo de aplicacién uti-
Tizando una aproximacién de balance arménico de sexto orden. Por simplici-
dad tomaremos el ejemplo 2 del capitulo 3 (ecuaciones (3.27)) donde el uni-

co lugar geométrico caracteristico relevante venia dado por

XZ(l'w)zél/[(1+§1)(1+iw)] + Bé\l(fwﬁp/t‘)/Dl(iw). (5.43)

En la Figura 5.22 mostramos e) diagrama de bifurcacién local en cercanias
de una singularidad Hvo. En el pequefio diagrama "a” no encontramos ninguna
interseccién entre ambos lugares geométricos en cercanias del punto critico

(=1+70). Sin embargo, existe una interseccion entre ambos lugares geométri-
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cos correspondiente a un ciclo limite estables para grandes valores de 1a
amplitud f. Tal interseccidén la denotamos como "s1”. Variando el parémetro
principal D al valor indicado por "b" podemos encontrar tres intersecciones
entre ambos Jugares geométricos, dos corresponden a soluciones periddicas

estables (31) v una a &rbitas periddicas inestables {ul). ET andlisis de
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Figura 5.22: Diagramas de bifurcaciones locales vy
frecuencja, para B=22.076, f=4.83, £

el método en el dominio
=2 vy p=1.
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estabilidad se hace de la misma forma que para el caso del lugar geométrico
. . ., s o
Ll, es decir en cada interseccidén se hace una perturbacion en 6 de tal for-

ma de poder aplicar el Criterio de estabilidad generalizado de Nyquist.

Note que en la Figura 5.22 el lugar geométrico de la amplitud L2 da
estimaciones errdneas de amplitud y frecuencia para el ciclo limite mas
alejado del punto de equilibrio. La interseccidén entre i(iw) y L2 se da pa-
ra una frecuencia ﬁx superior a W _como se muestra en el diagrama izquierdo
¢ de la figura siguiente. Sin embargo, utilizando el programa AUTO con el
cual se han trazado los diagramas de bifurcaciones, puede verificarse que

la frecuencia del ciclo limite exterior es menor que W para tales valores
de D.

Variando el parédmetrao B ligeramente podemos obtener el diagrama de bi-
furcacion mostrado en la Figura 5.23. En el pequeiio diagrama “c¢” podemos
notar que el lugar geométrico de la amplitud intersecta al lugar geométrico
i(iw) lejos del punto critico (-1+70) dando pobres resultados de aproxima-
ciones en la amplitud y frecuencia del ciclo limite mas grande. Para clari-
ficar mas los resultados podemos agregar en esta figura la direccién de los
nlimeros complejos 51, &2 y &3. Observemos que 51 €S casi tangente a &(1w).
Ademds, el pequefio diagrama "d" muestra dos intersecciones entre ambos lu-
gares geométricos correspondientes a ciclos limites estables e inestables.
Aungque hemos usado una aproximacion que involucra la informacion de las de-
rivadas parciales hasta séptimo orden, es muy dificil localizar en forma
precisa el punto limite de la rama periddica mas alejado de la solucién de
equilibrio. AGn usando una expansion de balance arménico de octavo orden la
localizacion es aproximada, como ha sido mostrado en Moiola (1991). Tenga-
mos en cuenta que la funcién no lineal f(e,u) es Cx y nosotros estamos
aproximandala por un nimero finito de sus derivadas parciales evaluadas en
el equilibrio. FPor otro lado, hemos obtenido mejores resultados para el
punto limite més cercano al estado de equilibrio aln con una aproximacion

camo Lz'
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Figura 5.23: Diagramas de bifurcaciones locales y el método en el dominio
frecuencia, para B=22.074, P=4.63, =2 y p=1.

Finalmente, en la Figura 5.24 presentamos el diagrama de bifurcacion
local una vez gue los ciclos limites estables de menor amplitud desaparecen
de escena. .Esto ocurre luego de que la variacion en el parametro B es tal

que atraviesa una variedad de transicién H{,J desde la Figura 5.23 a la Figu-
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ra 5.24. En el pequefo diagrama "e" de esta Ultima figura detectamos Unica-

mente el ciclo Jimite estable més alejado, mientras que en el diagrama "f"

podemos obtener una configuracion de ciclos 1imites estables e inestables.

Nuevamente, la inclusién de

la expansién de balance arménico de sexto orden

ol Lq mejora sobremanera las predicciones del lugar geométrico de la ampli-

tud L como se desprende de esta Gltima grafica.
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Figura 5.24: Diagramas de bifurcaciones locales vy el método en el
frecuencia, para B=22.07, f=4.63, £=2 y p=1.
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CAPITULO 6

CONTINUACION DE SCLUCIONES PERIODICAS

En los capitulos anteriores hemos tratado principalmente el estudio de
soluciones periddicas pero para un rango muy pequeno de variacién del paré-
metro principal de bifurcacién pu. Ademéds, en la mayoria de los casos hemos
considerado a la singularidad propiamente dicha, sea proveniente de un pun-
to de bifurcacién de Hopf como de una bifurcacién degenerada. En cambio,
ahora, propondremos extender los dominios de validez de las soluciones pe-
riédicas implementando varias aproximaciones de balance arménico de dife-
rente orden cuando se varia el pardmetro M. Se verificaran y compararan los
resultados con sus similares obtenidos usando el sofisticado programa AUTO
de continuacién de soluciones periédicas. Las diferentes aproximaciones de
balance arménico de alto orden implementadas se compararan con los resulta-
dos obtenidos al aplicar AUTO a un modelo de ecuaciones diferenciales ordi-
narias. A tal efecto se mostraran diferentes graficos para sefalar las vir-
tudes y defectos de la metodologia usando técnicas en el dominio frecuen-
cia. Tales diagramas incluyen gréficos en el plano de fase, diagramas tem-
porales, diagramas de bifurcaciones locales y graficas de verificacién de
periodo. En la Seccién 6.1 presentaremos una introduccién al tema y una re-
sefla histérica. En la Seccién 6.2 incluiremos brevemente la metodologia de
calculo para hallar las aproximaciones de balance arménico de alto .orden
(cuarto, sexto y octavo orden). En cambio, en la Seccibén 6.3 mostraremos
con mayor detalle los lineamientos mas salientes del algoritmo. Finalmente
en la Seccidn 6.4, incluiremos un ejemplo de aplicacidn donde se mostraran
varias comparaciones con resultados similares obtenidos usando el programa

de continuacion de soluciones periédicas AUTO.

6.1. INTRODUCCION

En forma simultdnea con la aparicién de formulas més manejables del
teorema de bifurcacion de Hopf comenzaron a ver la luz numerosos intentos
de obtener métodos numéricos confiables y precisos para estudiar dichos fe-

némenos dindmicos. Asi paralelamente, crecieron algoritmos que solucionaban
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uno u otro problema de la continuacién de las soluciones bifurcadas. Ante
tal diversidad de métodos numéricos, ideados para aplicaciones particulares
unos, para aplicaciones algo méds generales otros, preferimos dar al lector
la referencia de dos trabajos gue contienen un buen numerc de los mismos.
Una recopilacion exhaustiva hasta el afio 1981 puede consultarse en Mittel-
mann y Weber (1981), mientras que una méas sintética perc rigurosa puede ob-
tenerse en Doedel (1986).

En este momento existen varios programas que permiten la continuacidn
de la rama de soluciones periddicas comenzando desde el punto critico o
punto de bifurcaciéon de Hopf. Habiendo nombrado a varios de ellos con ante-
rioridad, nos detendremos en el programa que consideramos mas general, vy
por qué no decirlo perfecto, que se conoce con el nombre de AUTO. La base
tedrica de su implementacion se fundamenta en el clasico y excelente traba-
jo de Keller (1977) sobre soluciones numéricas en problemas de bifurcacio-
nes. Sin embargo, el padre del programa es E. Doedel quién tras algo mas de
diez afios de esfuerzos logré plasmar, junto con un equipo de colaboradores,

una version libre de errores, poderosa y de facil manejo interactivo.

Desde la aparicién de los trabajos de Heinemann y Doedel (1983) y Doe-
del (1984) se inaugurd la época de las aplicaciones de sofisticadas técni-
cas numéricas en modelos concretos para determinar el comportamiento de so-
luciones periddicas. Sin embargo, el programa AUTO, aunque extremadamgnte
poderoso, adolece de herramientas numéricas para localizar bifurcaciones
degeneradas de Hopf que constituyen centros organizadores de la dinamica
del sistema. Por ejemplo, pueden obtenerse los primeros miembros de las fa-
milias de bifurcaciones degeneradas,HOm y H"O, pero a costa de un conside-
rable esfuerzo computacional. No obstante, puede decirse que el programa
fue pensado para continuar las ramas de soluciones periddicas -tarea que
hace excepcionalmente bién- y no para hallar las singularidades de bifurca-
ciones en el espacio de parédmetros. Mas orientado a obtener una expansion
de las formulas de bifurcacién de Hopf es el programa B1FOR2 de Hassard vy
colegas (1981) o sus versiones mas recientes de Hassard y Shiau (1989). Sin

embargo, este programa hace el célculo de las derivadas parciales de la
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funcidén no lineal numéricamente, por lo que pueden encontrarse serios pro-
blemas de precision. Es asi que cualquier intento serio de comparacién de
resultados y verificacién de las soluciones periédicas lleva a utilizar el
programa AUTO definitivamente (vea por ejemplo Planeaux y Jensen, 1986;
Shiau y Hassard, 1991, entre otros).

En este capitulo utilizaremos varias aproximaciones de balance arméni-
co de alto orden para calcular las soluciones periodicas emergentes de pun-
tos de bifurcacion de Hopf. La presentacidén tendrd el espiritu y alcance de
trabajos similares, principalmente aguellos realizados por Langford (1977),
Mees y Allwright (1979) y, méds recientemente, por Hassard y Shiau (1989) vy
Shiau y Hassard (1991). Las férmulas que utilizaremos han sido derivadas en
Mees (1981), donde se presentaron las expresiones luego de realizar sendos
balances arménicos de segundo y cuarto érdenes, y en Moiola (1991) donde se
obtuvieron las ccrrespondientes al realizar balances arménicos de sexto vy
octavo 6rdenes. Aungue la formulacién es algebraicamente compleja, cresmos
que el uso de eficientes técnicas de procesamiento en paralelo junto con el
uso de computacion simbdlica aliviardn sobremanera su implementacidén para

sistemas generales.

Distinto a otros trabajos anteriormente mencionados hemos preferido la
inclusién de las derivadas parciales en forma explicita evitando asi pro-
blemas numéricos en su aproximacién. Ademds, dicha formulacidén permite
cbtener, con un pequeno esfuerzo extra, una aproximacién de los coeficién—

tes de curvatura para estudiar ciertas bifurcaciones degeneradas de Hopf.
6.2. APROXIMACIONES DE BALANCE ARMONICO DE ALTO ORDEN

En el capitulo anterior hemos visto brevemente como se obtenian 1los
coeficientes de las series EU,...,Ek, donde k=2q, siendo g el orden de 1la
aproximacién de balance arménico utilizada. Dichas expresiones, principal-
mente las relacionadas con balances arménicos de sexto y octavo oOrdenes,
ocupan varias paginas en Moiola (1991) y hacen parecer a las férmulas de

balance arménico de segundo y cuarto érdenes relativamente sencillas.
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El algoritmo a implementar consiste en el cdlculo de los vectores V

¥ V22 a partir del autovector derecho de G(7w,1)J(H) calculado en W, es

decir la frecuencia de interseccién entre el lugar geométrico k(7w) y el
eje real negativo. Siguiendo el algoritmo dado en el capitulo 2 obtenemos
el ndmero complejo (w ). Trazando el lugar geométrico de la amplitud
L (w ,0)=-1+E (w )9 Yy el lugar eométrico caracteristico Y iw) supondremos
que existe una interseccién entre ambos que satisface los postulados del
teorema de bifurcacién de Hopf en el dominio frecuencia. Esta interseccién
determ1nara una frecuencia que 1lamaremos W, 1 y una amplitud O By donde
los subindices sefalan el orden del lugar geométr1co de la amp]1tud y el
nimero de 1teracc1én respectivamente. Partiremos ahora de esta frecuencia
Wy Y de k(iw 1) para recalcular &1(w1)1). Una vez hallado el valor numé-
rico de esta u]tima expresién se obtiene un nuevo valor del par (w,8) apli-
cando el método gréfico. Con este nuevo valor, que 1lamaremos (w6 )

s 11‘-—-

se procederd a repetir el procedimiento hasta alcanzar una d1ferenc1a pre-

fijada lw, ~ ~w_ I<c o bién 16 -8 t<e,. Llamemos a estos valores
1,0+1 71, W 1,j+1 1, j 6

A 2

. ~ . .
finales W, [Pl 91 i+1=91, y con ellos calcularemos la aproximacion de

balance arménico de segundo orden dada por

E)= V(W) 62, , (6.1.a)

B2V, (W) b, | (6.1.0)

=V, (0) (6.1.¢)

e(t) = & +Re[ Z E exp(7kw t)]. (6.1.d)
k=0

Para calcular la aproximacién de balance armoénico siguiente, esto es de
cuarto orden, consideramos como solucién inicial la solucién final del ba-
lance arménico de segundo orden. Asi usaremos 1o siguiente ”2,1:01 y
9211:61. Ademas, de los vectores correspondientes a la anterior aproxima-
cion debemos calcular los siguientes V13, V04’ V24, V33 % qu. Ahora esta-
mos en condiciones de hallar el nimero complejo &z(w2,1) y por lo tanto
describir el lugar geométrico de 1a amplitud L . Supongamos que dicho lugar
geométrico intersecta a k(7w) en un punto dando el par (w ,92 ). E1 pro-

el
- , &
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cedimiento nuevamente se repite hasta alcanzar una diferencia prefijada

. 2 " . A & . .
0 £y Para este caso la solucidn se notard como (#,,6,). La aproximacion

balance arménico de cuarto orden vendrd expresada por

£, = V(7))
E, = vii(w2)
E:23 = VZZ({;Z)
E; - Vfiii(WZ)
E;’ - v‘l‘&(ﬁd)

4
e(t) =e+ Re [V E; exp(7ki t) 1.

Repitiendo el procedimiento hasta aqui presentado podemos

é

2 + V

2

b

k=0

3
()4(N2

o

(6.

(6.

(6.

(6.

(6.

2.

2.

no

.C)

.d)

.e)

(6.2.f)

encontrar Jlas

aproximaciones de balance arménico de sexto y octavo érdenes calculando las

siguientes expresiones

0 A A2

E3 - Vez(”é) Oq v

el -y (W) 6 +v

3 7 11 wa 3

ES =V () 6%+ v
T Vo2 Wa 3

3 PN 23

E3 - V33(”5) 83 v

4 ~ ]

E3 = V44(w5) 6+ V

E3 N Vss(wé) 0 !

6 A A5
Ea - Vee(w3) 83 !

63 + V
6% + v
3

A4

83 + vV
3

Ag

83 ’

06

6
e(t) =e+Re[ ) E; exp(ikﬁgt) ]

k=0
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E:) = V(@) (342 £V () 6 Vo (W) 8% v v (b)) éj (6.4.a)
E, = v, (W) 8, . V() 67+ v, (W) é‘j PV (W) B, (6.4.b)
E. = V() 0% 4 v, (W) 00+ V, (W) 6%« v () 87 (6.4.¢)
£ - V. (R 6]+ Vo (W) 6+ V(i) ?a: , (6.4.d)
E, = Vv, (W) 0%+ v, (W) (3:‘ R IRCAR (6.4.e)
E. = V(W) 8% 4 v (i) 87, (6.4.F)
E, =V (W) 85wV (R) 63 , (6.4.9)
Bl = vV, (R) 6., (6.4.h)
E, = vég(;ﬁ“) &%, (6.4.1)
g
e(t) =e+ R [} EZ exp(fkﬂgt) 1; (6.4.3)
k=0

respectivamente. En la Figura 6.1 se muestra graficamente la marcha del al-
goritmo para las cuatro aproximaciones de balance arménico implementadas..
De la misma figura puede notarse si las predicciones de las aproximaciones
de 6rdenes mayores concuerdan con las de érdenes menores. Por ejempla, en
la Figura 6.1 obsérvese que las intersecciones entre las aproximaciones L
y L4 y el lugar geométrico caracteristico 3(1w) estan mas juntas que las
intersecciones correspondientes entre L3 y L2. Parece entonces razonable
pensar que la aproximacién de balance arménico de orden sexto serd sufi-
ciente para aproximar a la Orbita periédica dentro de determinados errores
y no se justificara realizar un balance arménico de orden octavo que intro-
duce sélo pequefias modificaciones en Wy 8 pero implica un gran valumen de
operaciones de calculo. En otras palabras, con el método gréfico es posible
tener una 1idea de la convergencia de la solucidén para las diferentes

aproximaciones de balance armdnico.
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Figura 6.1: Lugares geométricos caracteristico y de las amplitudes usando
el algoritmo propuesto.

6.3. CONTINUACION DE LAS SOLUCIONES PERIODICAS USANDO DIFERENTES
APROXIMACIONES =~

En Ta seccién anterior hemos mostfado como se calcula la drbita perié-
dica usando diferentes aproximaciones (Ll,...,Lq) para un valor particular
del pardmetro de bifurcacioén H, por ejemplo H=H, . Ahora estamos interesados
en hallar la dérbita periédica para u:u1+Au. Para ello proponemos un algo-
ritmo de continuacidn de la solucién de tal manera de sacar ventaja de la
tendencia que muestran las diferentes aproximaciones de balance arménico.
Mas especificamente, podemos usar como aproximacién del par inicial (w,0)
para u=p1+Au los valores de (91,§1) correspondientes a “:“1’ s1 estamos in-
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teresados en la continuacion de las soluciones periddicas con una aproxima-
cién de balance armon1co de segundo orden. En forma similar usaremos los
valores de (wé,ﬂz), ( 8 ) ¥ (w 6 ) como soluciones iniciales para conti-
nuar las orbitas periéd]cas con aproximaciones de balance arménico de cuar-
to, sexto y octavo 6rdenes, respectivamente. Note que excepto en el punto
de bifurcacion propiamente dicho las soluciones iniciales (w 6 ) para cada
aproximacioén L (i=1,...,4) esté4n mas cerca de la solucidn verdadera que

comenzando el algoritmo en W_ como habiamos planteado en 1la seccidén ante-
rior.

Podemos bosquejar esquemdticamente el algoritmo implementado siguiendo
los pasos dados a continuacion:

1) Para un valor dado de u:u k=1, no necesariamente el valor del paréame-
tro en el punto de b1furcac1én de Hopf, se calcula Wy L k(wr).
2) Se obtiene 1a interseccién  entre 1 k(w) y X(7w) que satisface

(w k):l(iw1 k), como hemos visto en la seccién anterior,

1 k
3) De 1a misma forma se obtienen las soluciones aplicando el método itera-
A 2 A A ~
i ‘ =2 (7 . | ( V=2 ( 70 )
tivo gréafico de Lﬂ _(wg ,) X(7wé’k), o u3 TR

):X(i@ k), cons1derando un c1erto criterio de error para detener

s

e] a]gor1tmo al alcanzar una solucién (w k,Bi k) satisfactoria.

4) Para un valor de u —u +Ap se cons1deran como valores iniciales para

A
cada aproximacién de ba]ance arménico los valores finales (w . 6)i b) obte-

’
, ¥

nidos para f&= M,
5) Se repiten ]os pasos 2 vy 3.

6) Se toma k=k+1 y se continua desde el paso 4 6 se finaliza el algoritmo
una vez alcanzado el valor de Mo (mdximo) é pjmin.(mfnimo).

Notemos que Ay pueds ser un valor positivo o negativo segun se quiera
avanzar o retroceder con el parametro, respectivamente. Obsérvese, ademas,
que se podria haber propuesto implementar s6lo las aproximaciones de balan-
ce armonico de segundo y cuarto 6rdenes para valores de U cercanos al valor
critico vy, a medida que nos vamos alejando del mismo, mejorar las aproxima-
ciones incluyendo la informacién de los érdenes sexto y octavo. Se ha pre-

ferido, no obstante, esta forma de cédlculo pues el objetivo consiste en
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comparar las diferentes aproximaciones para luego proponer estrategias de
analisis mas eficientes para el estudio del comportamiento oscilatorio del
sistema. Como se hardn comparaciones con los resultados del programa AUTO
se tendra una clara perspectiva de las falencias y ventajas del algoritmo

implementado, asi como de la riqueza dinamica subyugante de los sistemas no

lineales.

Es importante mencionar aqui que hemos decidido detener el cdlculo de
cada aproximacion de balance arménico cuando el respectivo lugar geométrico
tiende a ser tangente al lugar geométrico caracteristico i(iw). Esta cerca-
nia de tangencia entre ambos lugares geométricos predice, en la mayoria de
los casos, puntos limites en la rama de scluciones periédicas, indicando la
coalescencia de ciclos 1imites estables e inestables. Sin embargo, veremos
en los ejemplos de la seccidén siguiente, que estos puntos limites son de-
tectados a veces por defecto y otras por exceso en los valores del paréme-
tro principal de bifurcacién p. Mas aln, algunas aproximaciones de balance
arménico no detectan estas configuraciones hasta valores algo alejados de
los verdaderos. La explicacién es muy sencilla. Notemos que f(e,u) es una
funcion infinitamente diferenciable en la mayoria de los casos, y nosotros
tratamos de aproximarla rea]jzando una expansion en series de Taylor, con
1o cual intrcducimos una truncacién forzosa. Ademas, se ha realizado una
truncacién en la solucioén de balance arménico, pues es limitado el numero
de términos que consideramos para capturar la verdadera onda periodica. Am-
bas simplificaciones 1levan a que cualquiera de las soluciones de baTance
arménico sean . simplemente meras aproximaciones de la realidad. Es por ello
que ahara puede entenderse mds claramente la dificultad de detectar, aun
con la mejor aproximacion de balance arménico implementada, los puntos 1i-
mites en la rama de soluciones periddicas, y mas aun las variedades de
transicién H1 y D, siguiendo la notacién presentada en el capitulo ante-
rior. Entonces los diagramas de las Figuras 5.17, 5.18, 5.19 y 5.20 deben
interpretarse como los diagramas equivalentes por contacto a los verdaderos
diagramas de bifurcaciones hallados en proximidades de las singularidades.
En otras palabras, existirdn funciones continuas y con inversa continua cu-

ya aplicacion sobre los diagramas obtenidos por cdlculo numérico con la de-
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bida aproximacién (L, para la singularidad qu‘ L3 para 1a singularidad
Hzo‘ etc.) nos conducirad a los diagramas reales cuya obtencién pusde reali-
zarse usando el sofisticado programa AUTO.

Sin embargo, debemos destacar que la aplicacién del método grafico de
Hopf en el dominio frecuencia permite obtener los diagramas de bifurcacio-
nes locales directamente en e] plano (o espacio si se quiere) de los para-
metros reales del sistema. Es decir, considerando una cierta aproximacién
podemos trazar los diagramas de bifurcaciones locales utilizando Unicamente
herramientas numéricas directamente en el plano de los pardmetros auxilia-
res originales. En otras palabras, y para concluir esta seccién, los diag
gramas de bifurcaciones locales que hallaremos seran distorsiones de 1los
diagramas de bifurcaciones locales reales. Cuan menor o mayor es la distor-
sidn estard ligado al orden de la aproximacién empleada y al cumplimiento
de las hipdtesis simplificativas para hallarlos. En la seccién siguiente
mostraremos el funcionamiento del algoritmo de continuacion empleado vy am-
plias comparaciones con resultados similares obtenidos con el programa AU-
TO. Ademés incluiremos la obtencién de diagramas de bifurcaciones locales
en cercanias de miembros de la familia de bifurcaciones degeneradas HUm. Se
ha elegido esta familia pues conduce a una Unica interseccién entre ambos
lugares geométricos Li y i(iw)

Lo
m

6.4. DIAGRAMAS
APROXIMACIONES

BIFURCACIONES LOCALES UTILIZANDO DIFERENTES

En esta seccidén mostraremos comparaciones entre los diagramas de bi-
furcaciones locales obtenidos al aplicar diferentes aproximaciones de ba-
lance arménico, a saber, de segundo ¢ Ll, cuarto 6 LR, sexto ¢ L3 y octavo
o] L4 6rdenes. Las mismas se presentaran siempre acompanadas con los resul-
tados, que asumiremos exactos, dados por el programa de continuacién de so-
luciones peridédicas AUTO.

Las graficas, que incluimos a continuacion, completan resultados pre-
liminares de Moiola (1991), Moiola y Chen (1992) donde se implementd un al-
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goritmo similar psro no se realizé una exhaustiva verificacién de 1la
aproximacién en anplitud de la érbita periddica. E1 ejemplo tratado es un
reactor tanque agitado continuo cuyc modelc matemdtico fue presentado en el
ejemplo 2 del capitulo 3. Considerando los siguientes valores de los para-
metros auxiliares, B=22.078, B=4.63, p=1y €=2, se encuentran dos puntos de
bifurcaciones de Hopf que dan Tugar a dos ramas de soluciones periddicas
conectadas entre si. Esquemdticamente puede representarse esta situacién
como muestra la Figura 6.2.

1 4

D

Figura 6.2: Diagrama de bifurcaciones globales para Bz22.076, f=4.63, €22 y
pP=1. .

Consideremos la rama de érbitas periddicas emergente desde el segundo
punto de bifurcacién de Hopf, esto es desde HB? en la Figura 6.2. En la Fi-
gura 6.3 se presenta el lugar geométrico de los ciclos limites que se ob-
tiene aplicando el algoritmo descripto en las secciones precedentes utili-
zando las aproximaciones que por simplicidad notaremos como L1’ Lz, L3 y
Lq. Unicamente en el grédfico de la Figura 6.3.a se incluye también la va-
riacion del estado de equilibrio con el parametro principal de bifurcacién
D del sistema descripto por las ecuaciones 3.27. Nétese que en todos los

diagramas de bifurcaciones locales todas las aproximaciones concuerdan para
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valores extremadamente cercanos al de bifurcacion HB2. En todos los -casos
de oOrbitas periddicas se ha graficado el valor maximo para las diferentes
componentes de estado ei)max:max[ei(t)] (donde e=-x) para 0st<T, donde T es
el periocdo del c¢iclo limite, para hacer inmediata la comparacién con los
resultados del programa AUTO.

495 £ L
i B
34 L
018 02025 0.225
D
3.8 '--..,..\‘\\\ ‘\-\, -~
X e T L ¢
3 \:\\‘:ijgtidf,—\ 1
161 LAUTO — TSRy
- T |
2o
342l % !
0168 0.2065 0225

Figura 6.3: Continuacién de las ramas periodicas usando diferentes aproxi-
maciones de balance arménico a partir de HB2 y su comparacién con re—
sultados de AUTO.
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En Ta Figura 6.3.a puede notarse que la mejor aproximacion es L pues
es la mds cercana a la rama periddica hallada usando e]l programa Uxon En
cambic, segin la variable X, la mejor aproximacién es Lr seguida muy de
cerca por L » como indica la Figura 6.3.b. Finalmente, si1 consideramos Ja
variable X, vemos que las aproximaciones de balance arménico se comportan
naturalmente pues a medida que el orden aumenta se acercan mas a la rama
periédica obtenida usando el cédigo AUTQ. Asi L se aproxima mas a la soluy-

cién obtenida por AUTO que L L3 constituye una mejor aproximacion que L,
etc.

En la Figura 6.4 se muestra la variacion del periodo con el parametro
principal de bifurcacion D. Puede notarse que tanto L , L3 como Lq consti-
tuyen buenas aproximaciones, en tanto que L2 se aparta apreciablemente de
la solucién verdadera dada por AUTO. Casualmente es para esta aproximacion
de balance arménico que se presentan problemas de solucién (intersecciodn)
Gnica para valores de ? préximos a 0.793. En la Figura 6.5 mos tramos los

1ugares geométricos caracter1st1co X(7w) y de las amplitudes L s Lo, Ly

2 3
L para dos valores de x . La Figura 6.5.a muestra que todos 1os lugares

geometricos de ia ampl1tud intersectan a 1(7w) transversalmente, dando 1lu-

12

T .‘""4,.;:'.;\ ) l-1 — o

105 |- L TS Ly =
| 2 -

09 ' ' ,
0184 0.2045 0225

D

Figura 6.4: Continuacion del valor del pericdo T y su comparacién con simi-
lares resultados de AUTO.
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gar, al menos localmente, a una Unica solucién (Qi,gi)u En cambio, en la
Figura 6.5.b, el lugar geométrico de la amplitud L2 es casi tangente a
&(iw)n Para la Figura 6.5.a, 21:0.812, mientras que para la Figura 6.5.b,
21:0.793. Este Gitimo valor sera el limite de cadlculo en nuestra aproxima-
cion de balance arménico. Obsérvese, ademas, que las intersecciones entre
ambos lugares geométricos ﬁ(.) y L], é &(.) Yy Lx’ 0 %(.) y L4 sSON cercanas
unas a otras. Es de esperar entonces que dichas aproximaciones no den re-
sultados discordantes entre si.

02—

S ]
Irh A 1
0.06}- =

1
12 1.08 -096
Re A

|
1.2 1.05 -09
Re A

Figura 6.5: Lugares geométricos caracteristicos y limites de la aproxima—

cién.
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Ahara seleccionamos tres valores del paréametro principal de bifurca-
cidén D que corrssponden a diferentes situaciones sobre la rama de solucio-
nes periddicas. E1 objetivo serd Comparar con mayor detalle las aproxima-
ciones entre si y los resultados dados por el programa AUTO. Asf{ para
D=0.212526087 estaremos muy cerca del punto de bifurcacién de Hopf HB2, por
lo cual todas las soluciones utilizando 1a técnica de balance arménico para
los diferentes ordenes daran muy buenas aproximaciones. Notemos que el va-
lor de 6 para este caso es pequefio y la serije converge rapidamente. lLas so-
luciones periddicas en el plano o retrato de fase pueden apreciarse en la
Figura 6.6 para las diferentes aproximaciones usando el método en el domi-
nio frecuencia. La aproximacidn de balance arménico de cuarto orden da me-
jores resultados que la aproximacién de balance arménico de segundo orden
(Figuras 6.6.a y 6.6.b). Por otro lado, Tlas aproximaciones de balance armé-
nico de sexto y octavo 6rdenes son indistinguibles, al menos graficamente,
y constituyen una mejor aproximacién que la obtenida con L2 (ver la Figura
6.6.C).

El retrato de fase da mayor informacidn que los diagramas de bifurca-
ciones lacales en lo que respecta a la forma del ciclo limite. Nétese que
se tiene informaciéon no sélo de los valores maximos sino también minimos.
Por otro lado, los diagramas de bifurcaciones locales brindan mayor infor-
macion desde el punto de vista de la conexién 0 interaccidn de ramas perié-
dicas ante la variacion del parametro de bifurcacién principal. En la Figu-
ra 6.6.c podemos apreciar la casi total concordancia entre el ciclo !imité

obtenido por el programa AUTO y el calculado usando una aproximacion de ba-

lance arménico de sexto orden (L3) y una de octavo orden (L4).

En la Figura 6.7 se abserva la farma de onda de la variable x, en fun-
cion del tiempc para las diferentes aproximaciones. E1 desfasaje entre las
formas de ondas de las aproximaciones de balance arménico y los resultados
dé] programa AUTO es irrelevante pues, como sabemos, el estado final del
sistema para t-~ serd el ciclo limite. Nétese que todas las aproximaciones

o ~
concuerdan cuando los valores de 8, como en este caso, son pequefios
(6=0,7),



28 !
0.8 0.87 0.94

X,

Figura 6.6: Retratos de fase mostrando las comparaciones entre ias diferen-
tes aproximaciones y AUTO (Dz0.212526087).

Disminuyendo el valor del parametro D pademos obtener para
D=0.1826608935 los retratos de fase indicados en la Figura 6.8. En esta 4l-

tima figura graficamos el ciclo limite obtenido usando las aproximaciones
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de balance arménico segundo (L1) y cuarto (LZ) Junto con los resultados da-

dos por el programa AUTO (Figura 6.8.a), vy las comparaciones con las

|
0 05 1
t

Figura 6.7: Evolucién temporal en un periodo y comparaciones entre las di-
ferentes aproximaciones y AUTO,

aproximaciones de balance arménico de sexto y octavo ordenes (Figura
6.8.b). De la Figura 6.8.a vemos que la aproximacion L, da una medida exce-
siva de la amplitud del ciclo limite. En cambio, tanto L3 camo L, corrigen

fuertemente las primeras aproximaciones L1 y L2 dando lugar a una mejor lo-
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calizacién de la 6rbita periddica y recuperando notablemente la forma de 1a
curva cerrada,

Comparando la Figura 6.8 con la Figura 6.6 puede verse que la forma
del ciclo limite se ha modificado sustancialmente cuando nos alejamos del

punto de bifurcacidén de Hopf. En cercanias del valor critico de bifurcacian

6.3

X,

4,05

0.6¢& 0.87 1.06

X,

Figura 6.8: Retratos de fase mostrando comparaciones entre las diferentes
- aproximaciones y AUTO (D=0.1826608935). '
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Ta forma es casi una elipse, mientras que sus extremos comienzan a hacerss
mas agudos a medida que nos alejamos de esta condicién. En otras palabras,
para la condicién de la Figura 6.6 puede lograrse la expresién que aproxime
al ciclo 1imite considerando sélo algunos arménicos. En cambio para la con-
dicion de la Figura 6.8 es indispensable la inclusidn de m&s arménicos en
la solucién para lograr una mejor aproximacién en la caracterizacién de la

curva cerrada.

Esto puede verse claramente en la Figura 6.9 donde se presenta el dia-
grama de las ondas periédicas para las diferentes aproximaciones en funcidn
del tiempo. Nuevamente se ha elegido el gréafico de un periodo (normalizado)
de la oscilacién. Con la ayuda de la informacién dada por la Figura 6.4
puede facilmente desnormalizarse. La Figura 6.9.a muestra las comparaciones
entre las aproximaciones L1 y L2 con los resultados obtenidos luego de a-
plicar el programa AUTO. Como puede notarse claramente de la mencionada fi-
gura las aproximaciones L] % L2 difieren de la onda asumida como verdadera
dada por AUTO. Las aproximaciones L3 y L4 capturan mejor la solucién perid-
dica dada por AUTO (ver Figura 6.9.b) pero a expensas de un mayor volimen
de célculo. NoOtese nuevamente que los diagramas mas ilustrativos y comple-
tos resulitan ser los retratos de fase en lo que respecta a la localizaciédn

del ciclo limite.

Disminuyendo aln mds el valor del pardmetro D, la amplitud de los ci-
clos limites de la rama de soluciones perioddicas aumenta aln mas, entonces
es de esperar que las aproximaciones de balance arménico den resultados ca-
da vez mas alejados de la solucién verdadera. Recordemos que hemos aproxi-
mado la funcidén no lineal f(e,H) por una serie de Taylor evaluada en el es-
tado de equilibrio, luego a medida que nos alejamos de ©(u), necesitamos
mas términos de la serie para describir la funcién f(e,d) apropiadamente.
Sinhembargo, hemos establecido como 1imite la informacién brindada por la
derivada novena que consideramos en la aproximacién de balance arménico de
octavo orden. Asi, en la Figura 6.10 se muestran los ciclos limites en el
plano de fase X,~X. para las diferentes aproximaciones usando el método en

el dominic frecuencia. La aproximacion LZ, en este caso, predice una osci-
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lacién de mayor amplitud que la sol

ucion periddica verdadera dada por AUTO
(ver Figura 6.10). En cambio,

las aproximaciones L3 y Lq, aunque también
deficientes, capturan mejor la forma

y ubicacion de la solucidn periddica
en el plano de fase que las aproximaciones L1 y L.

1.05
X N &

1.05

0.865

0.68

t

Figura 6.9: Evolucién temporal en un periodo y comparaciones entre las dij-
ferentes aproximaciones y AUTO.

Las formas de ondas en funcién del tiempo para las diferentes aproxi-

maciones se adjuntan en la Figura 6.11. La aproximacion L, da resultados
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errdéneos comparandola con la onda obtenida utilizando el programa AUTO.
Aunque con mejores resultados que L2, las aproximaciones Ll, L3 y L4 captu-

ran con deficiencias la forma de onda verdadera. El1 valor del parametro de

10
XZ

1.1

X

Fiqura 6.10: Retratos de fase mostrando comparaciaones entre las diferentes
aproximaciones y AUTO (D=0.170954638).

bifurcacién D es el mismo para la Figura 6.11 que para la Figura 6.5.b. No-
temos gue para la aproximacién de balance arménico L2 (o lugar geométrico

de la amplitud) obteniamos una interseccitn que distaba de ser un corte
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A
transversal con el lugar geométrico Caracteristico A{iw). Esa condicién fi-

Jaba ademéas el l1imite de continuacidén de la rama de soluciones periddicas
para la aproximacién Lz'

122 e

Figura 6.11: Evolucion temporal en un periodo y comparaciones entre las di-
ferentes aproximaciones y AUTO.

Completemos ahora los resultados dados en el capitulo anterior inclu-

yendo la informacién de la aproximacidn de balance arménico de orden octa-

vo. En la Figura 5.22 mostramos cémo 1la aproxiinacién L3 intersectaba a
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3(7w} en tres lugares diferentes indicando la posible existencia de tres
ciclos limites anidados (o configuraciones paliciclicas). Consideremos la
interseccién mas alejada, o en otras palabras aquélia que predice el ciclo
Timite de mayor arplitud. La Figura 6.12 muestra los lugares geométricos de
la amplitud LB y L‘1 junto con el lugar geométrico caracteristico i(iw). La
interseccion entre L4 y 3(7w) ocurre para valores de 0 cercanos a 0.5,
mientras que la interseccién entre L3 y A iw) se da para 6320.67 (no mos-
trada en la Figura 6.12 pero si en la Figura 5.22). Graficando las corres-
pondientes soluciones en funciodn del tiempo para las aproximaciones L y L

podemos encontrar los diagramas de la Figura 6.13. Aqui puede notarse c]a—
ramente que la aproximacidén L recupera mucho mejor que la aproximacisn L

la forma de onda de la so]uc1én peridédica.

Im A

-0.0031

-0.0062
1 -0.9975 -0995
Re A
Figura 6.12: Lugar geométrico caracteristico y de las amplitudes L y L4
para B=22.076, [3=4.63, ¢=2, p=1 y D=0.14189356.

En este caso de mdltiples soluciones periddicas habiamos visto que la
aproximacion Lq era suficiente para describir localmente perturbaciones en
la degeneracién HOU. Sin embargo, si queremos que el error sea pequefo de-

bemos considerar aproximaciones de mayar orden, esto es Lq, LS, etc. Esto
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trae aparejado un considerable aumento en el voldmen de calculo, con 1o
cual se hace hasta el presente dificultoso ir mas alld de la aproximacién
L, S1 la localizacién de estos ciclos limites de grandes amplitudes (pues
corresponden a los ciclos 1imites externos) es una tarea compleja, el lec-
tor puede claramente apreciar cudn mayor seré la dificultad de la locatliza-
cion de las variedades de transicién H] y D mencionadas en el capitulo an-
terior. Es por ello que aln no se dispone de algoritmos eficientes para su

continuacidén en el espacioc de paréametros.

e

Figura 6.13: Evo]uu1on temporal comparando las aproximaciones L y L4 caon
los resultados dados par AUTO.

Para concluir con este ejemplo numérico antes de pasar al andlisis de
los diagramas de bifurcaciones locales en cercanias de ciertas bifurcacio-
nes degeneradas de Hopf, mostramos en la FigUra 6.14 un diagrama ampliado
para comparar la solucidn periédica obtenida por L4 y por AUTO. Ademds, en
la Figura 6.15 incluimos los respectivos ciclos limites en el plano de fase
donde puede apreciarse una buena concordancia entre los resultados de la
aproximacion de balance arménico de octavo orden y el programa AUTO. Nétese

que el ciclo limite tiene una forma algo distorsionada en uno de Sus extre-
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mos de la tipica y simétrica forma elipsoidal encontrada en los ciclos 1i-
mites internos. Como hemos notado anteriormente, las aproximaciones L y L
fallan en la deteccién de este ciclo limite que es el mas alejado de ]a S0-
lucion de estado estacionario. Esa es la razén de explorar con las aproxi-
maciones siguientes L3 y Lq.

048

0 05 1
t

Figura 6.14: Evolucién temporal comparandc la aproximacion L con los re-
sultados dados por AUTO.

3.2

1.8
048 - 067 0.74

Figura 6.15: Plano de fase comparando la aproximacion L con los resultados
dados por AUTO.
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Siguiendo con este ejemplo pero para una condicion diferente en el es-
pacio de parametros, esto es para €=4 y p=1 podemos encontrar la estructura
de bifurcaciones degeneradas presentada en la Figura 6.16. En el grafico
superior de esta figura notamos la interaccién entre singularidades HOl, es

decir aquéllas que involucran la interaccién de dos puntos de bifurcaciones

60
B

58.5

19.5 205 \ 215

o

20.6

p

Figura 6.16: Bifurcaciones degeneradas de Hopf H01 y HOO para ¢z=4 y p=1.

&
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de Hopf. Estas degeneraciones H Sé unen para dar lugar a dos degeneracio-
nes Hgﬁ, es decir aquéllas que presentan la interaccién entre tres puntos
de bifurcaciones de Hopf en cercanias de las mismas. La forma de obtencién
y formulacién han sido presentadas en el capitulo 4, por tal razén no abun-
daremos en mayores detalles. Los diagramas de bifurcaciones locales en cer-
canias de estas singularidades han sido anunciados en el capitulo 5, usando
herramientas de la teoria de singularidades y el método en el dominio fre-
cuencia. Usando como referencia el grafico inferior de la Figura 6.16 pode-
mos indicar cinco zonas de similar comportamiento dindmico, al menos local-
mente hablando. Estas regiones estan esquematizadas como a, b, ¢, d y e. En
puntos internos a la singularidad swallowtail tales como el a, podemos en-
contrar cuatro puntos de bifurcaciones de Hopf. En cambio, para los puntos
b, d v e tenemos sélo dos puntos de bifurcaciones de Hopf y ninguno para
puntos tales como el ¢. Notemos que atravesar una singularidad H01 en el
plano de los parametros B-B equivale a aumentar (o disminuir) en dos el nu-
mero de puntos de bifurcaciones de Hopf. En otras palabras, en puntos como
C no tenemos puntos de bifurcacién de Hopf, pero al pasar cualquiera de las
primeras singularidades H01 Tlegamos a e o d, donde tenemos dos puntos de
bifurcaciones de Hopf. Pasar de d o e a a implica una vez mds aumentar en
dos los puntos de bifurcacién de Hopf. En cambio, pasar de a a b implica

restar dos puntos de bifurcaciones de Hopf al nimero existente en la regién
esquematizada por a.

Los valores de los parametros B y B para el punto a son B=58.25 y
‘B=20.36. La Figura 6.17 muestra la curva de estados de equilibrio junto con
los cuatro puntos de bifurcéciones de Hopf y la conexién entre las ramas
peridédicas emergentes. Asi el primer punto de bifurcaciéon de Hopf o HB1 se
une con el Gltimo (HB4) luego de pasar la rama periddica por dos puntos 1i-
mites. En cambio, el segundo punto de bifurcacion de Hopf (HB2) se une con
el tercero (HB3) mediante la rama periddica central. Estos resultados fue-
ron)obtenidos con el programa AUTO de continuacién de soluciones periddicas
desde puntos de bifurcaciones de Hopf. E1 objetivo serd ahora obtener Jlos
diagramas de bifurcaciones locales usando las diferentes aproximaciones de

balance arménico. Asi en la Figura 6.18 presentamos dichos diagramas de bi-
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furcaciones locales utilizando el algoritmo descripto en las secciones pre-

1.1

X, . P —

HB1

0.5 l
0.2 0.5 0.8

D

Figura 6.17: Diagrama de bifurcaciones global para B=58.25, [220.36, ¢=4 y
p=1.

cedentes. Por ejempio, Ta Figura 6.18.a presenta la continuacion de las so-
luciones periéddicas desde el primer punto de bifurcacién de Hopf HB1; la
Figura 6.18.b la interconexién entre Jlos puntos de bifurcaciones de Hopf
HB2 y HB3 mediante la rama de 6rbitas periédicas respectivas y la Figura
6.18.c hace 1o propio desde el punto de bifurcacién HB4. En todas las girag-
ficas se ha incluido el valor de la solucién de estado estacionario para
tener una idea de la distancia entre este Gltimo y la solucion pericdica
respectiva para céda valor del parametro principal de bifurcacién D. Notese
que en el grafico central, es decir ]a Figura 6.18.b, todas las aproxima-

ciones coinciden sistematicamente con los resultados dados por AUTO.

E1 criterio de detencién del algoritmo para cada aproximacién es cuan-
do‘ée detecta alguna interseccién que no es transversal entre el lugar geo-
métrico de la amplitud Li y el lugar geométrico caracteristico i(iw). A mo-
do de ejempio para la Figura 6.18.a notemos que cuando D=0.29206 tenemos la
configuracion de lugares geométricos de las amplitudes y caracteristico da-
dos por la Figura 6.19. En esta Gltima figura puede verse claramente que la
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. g ) . Il . | .
aproximacion L, intersecta a A(7w) en dos valores muy cercanos entre sy,

presagiando la vresencia de un punto limite en la rama de scluciones perio-

0.74
\
/<1
0.67
0.6 L
0.29 032 035
D
0.81
HB3
X1
0.7751.
074 L ~HB? | |
0.37 042 047
D
0.91
X1
0874
0.838

0.55 0.58 0.61

Figura 6.18: Continuacién de ramas periddicas utilizando las diferentes
aproximaciones de balance arménico.

dicas. Nétese que esta condicién realmente aparece en el grafico de la Fi-

gura 6.17 pero para valores del parametro D inferiores al valor indicado
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como detencion de cdlculc de la aproximacion Lq. ta apraximacion L3 también
presenta dos cortes con A(iw) pero éstos se dan para valores de frecuencia
mas separados que los cortes entre Izy a(iw). Es de esperar que la detec-
cién del punto limite por parte de la aproximacién L3 se de para valores
del pardmetro de bifurcacién D menores que los obtenidos utilizando el pro-
grama AUTO.

0.04
Im 3\ - Ly

008k L

-0.2 |
-1.02 -0.94 -0.86

Figura 6.19: Lugares geométricos caracteristico y de las am

a jtudes. Crite-
rio de detencién de alguna de las aproximacion

pl

nhia Lo

Notemos que para las diferentes aproximaciones (Ll, L L.y L4) las

2’ 73
intersecciones con el lugar geométrico caracteristico i(iw) que indican un
ciclo limite inestable estdn todas muy cercanas entre si. Sin embargo, las
segundas intersecciones entre L4 y i(ik), y L3 y i(iw) pueden verse que es-
tan bastante separadas (ciclo limite estable). Estas dltimas dan una idea
de la convergencia de la solucién periddica utilizando varias aproximacio-
né§'de balance arménico. Para la interseccién correspondiente a un ciclo
limite inestable la convergencia es clara, mientras que para la intersec-
cion correspondiente a un ciclo limite estable sélo las aproximaciones L3 y
Lq parecen tener una cierta tendencia hacia la convergencia en la deteccidn
de la solucion periddica.
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Para ilustrar mas estos conceptos veamos como se comportan los dife-
rentes lugares geométricos de Jla amplitud Ll, Lz’ L3 y L4 para un valor del
pardmetro D en la rama periddica central, es decir entre los puntos de bi-
furcacién de Hopf HB2 y HB3. Para D=0.416150 los lugares geométricos de las
amplitudes y caracteristico son mostrados en la Figura 6.20. En la misma
podemos notar que la interseccién de todos los Li (i=1,...,4) con a(iw) es

coincidente (ver en el diagrama ampliado inferior el circulo indicando tal

0.06

o

Im A
-0.045

-015
-1.05 | -0948

-0.06
-1.01 -0999 -0988
Re A

Figura 6.20: Lugares geométricos caracteristico y de las amplitudes. De-
teccion de miltiples ciclos 1imites.
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interseccion). Cemo el valor de 6 €s pequefio todas las aproximaciones son
muy cercanas entre si y, tal comc hemos visto en la Figura 6.18.b, coinci-
dentes con los resultados del programa AUTO. Notemos, no obstante, que tan-
to el lugar geométrico de la amplitud L como L tienen sendas interseccio-
nes con l(7w) para valores algo a]eJados de la frecuenc1a W Estas inter-
secciones indicadas con circulos 1lenos, corresponden a c1clos limites es-
tables. De la Figura 6.17 puede notarse que tales ciclos limites estables

existen y rodean a los pequefios ciclos limites inestables.

Hemos verificado que las predicciones en frecuencia son mas acertadas
con la aproximacion L4 que con L3. Sin embargo, queremos hacer notar aqui
que para la segunda interseccién los resultados de Lq y L4 no son tan cer-
canos como lo eran para la primera interseccion (ciclo limite inestable)
los resultados de Ll, Lz’ L3 y L4.

De la misma forma que se ha realizado en la Figura 6.18 podemos mos-
trar cémo se va modificando el periodo de las soluciones periédicas cuando
varia el parametro D para las diferentes ramas. Para cada aproximacidn 1le-
varemos el valor del periodo T (i=1,...,4) resultante de aplicar la si-
guiente férmula T -2n/w . Esto se muestra en la Figura 6.21 para las dife-
rentes ramas de orb1tas periddicas. Con HBi (iz1,...,4) denotamos los res—

pectivos puntos de bifurcaciones de Hopf tal comoc se ha presentado en la

Al atravesar la singularidad H01 desde el punto "a" hasta el punto "b"
nos encontramos con que han desaparecido dos puntos de bifurcaciones de
Hopf, especificamente HB2 vy HB3, en forma similar a la presentada por la
Figura 5.14. E1 diagrama de bifurcacién para el punto "b", cuyos valores de
By [ son 58.3 y 20.348 respectivamente, se muestra en la Figura 6.22.
Aungue no aparece en esta Ultima figura, las ramas periddicas emergentes de
HBi y HB4 se conectan en forma similar a la mostrada en la Figura 6.17 a
través de soluciones periddicas estables. Como hemos hecho en el caso ante-
rior en la Figura 6.23 se muestran los diagramas de bifurcaciones locales

obtenidos con las cuatro aproximaciones de batance armonico y los resulta-
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dos del programa AUTO. Las Figuras 6.23.a y 6.23.b presentan los diagramas

de bifurcaciones para la rama emergente del punto de bifurcaciéon de Hopf

2.8
T

2.5

1.5

0.288 0.319

- 12 D
' HB2

AUTO, L, L,
099 L Ly L,

078 . ~HB3

0382 0422 0.462

0.6

+

0.559 -

0518 L& - |
5 055 0595 0.64

Figura 6.21: Variacion del periodo para las diferentes ramas de soluciones
bifurcadas.

HB1 para las dos componentes XY X, de las variables de estado. En tanto

en la Figura 6.23.c se hace lo propio con la rama emergente de HB4 para la
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componente X, Las aproximaciones Lg y L4 dan muy buenos resultados como
puede apreciarse en la Figura 6.23. En el diagrama de la Figura 6.23.c 1la
aproximacioén L2 (como en la Figura 6.18.c) deja de continuarse en cercanias
de una interseccién no transversal. En cambio, L,y L4 siguen dando solu-
ciones aceptables mds alld de este valor singular para el lugar geométrico
de la amplitud L?.

095
S
0.795} T

0.64 HB! |
025 045 065
D

Figura 6.22: Diagrama de bifurcaciones global para B=58.3, f=20.348, ¢=4 y
p=1.

Se ha preferido incluir el diagrama de la Figura 6.23.b para notar co-
mo las diferentes aproximaciones de balance arménico se separan de la solu-
cion asumida como verdadera obtenida por el programa AUTO. Asi es facil ver
que L2 sera mejor aproximacién que L1 para valores de D<0.31, mientras que
L3 serda mejor aproximacion que L2 para valores de D<0.29. Nuevamente la
aproximacion L4 detecta el punto 1imite (no indicado en la Figura 6.23.b)

hacia la derecha de su valor real mientras que L3 lo hace a la izquierda.

Si desde el punto "a" en la Figura 6.16 nos movemos de tal forma de

Tlegar al punto "d”, atravesando sé&lo una singularidad H01' pasamcs a un
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diagrama de bifurcacién tal como el presentado en la Figura 6.24. Para ta)

configuracion los valores de los pardmetros son B=58.4 y f=20.456. En esta

09

0879

HB4 :
0.838 ¢ 1

0.568 - 0599 0.63
D

Figura 6.23: Continuacién de ramas periddicas utilizando las diferentes
aproximaciones de balance arménico.

Ultima figura los puntos notados como HB3 y HB4 han desaparecido luego de

cruzada la singularidad Hoa' Los diagramas de bifurcaciones locales han si-
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do presentados en la Figura 5.13 pero con las asignaciones de estabilidad

cambiadas (tanto de la solucién de equilibrio como de la érbita periddica).

X o
n
5 EOOOaEOCDO0a

065
0.2 0425 065

D

Figura 6.24: Diagrama de bifurcaciones global para B=58.4, B=20.456, ¢=4 vy
p=1.

Las soluciones periddicas mostradas en la Figura 6.24 junto con las
soluciones de estado estacionaric fueron halladas utilizando el pragrama
AUTO. En forma similar a la presentada para los casos "a" y “b", mostramos
en la Figura 6.25 la continuacion de las ramas de soluciones periddicas
desde 1los puntosbde bifurcaciones de Hopf HB1 y HB2. Asi, en 1la Figura
6.25.a se muestra la continuacién de ]as 6rbitas periédicas usando las di-
ferentes aproximaciones para la rama emergente de HB1. En 1la Figura 6.25.b
se hace 1o mismo pero con el periocdo de la rama de soluciones periddicas.
Eq cambio, en la Figura 6.25.c se muestra la rama emergente del punto de
bifurcacién de Hopf HB2. Para este Gltimo diagrama ndétese que todas las
aproximaciones coinciden para un amplio rango del parémetro de bifurcacion
mientras el valor de 6 es pequefio. '

181



En Ta Figura 6.25.a las aproximaciones Ll, L,y Lq nc predicen la pre-
sencia del punto limite en la rama periddica hasta valores algo alejadas
del valor real dado por AUTO. En cambio, el cdlculo de L4 debe detenerse

ante la presencia de una interseccién no transversal entre el lugar geomé-

092

0.7 1
0.35 ‘ 0.5 , 0.65

D

Figura 6.25: Continuacidén de ramas periddicas utilizando las diferentes
aproximaciones de balance arménico.
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trico de la amplitud Lq y el lugar geométrico caracteristico i(iw)n Diremos
entonces que L4 apraxima la rama periédica por exceso mientras que Lq, L,y
L. 1o hacen por defecto.

1
Consideremos ahora trasladarnos desde el punto "a" al puntc "e” luego-
de pasar por una Unica curva Hu1' E1 diagrama de bifurcacién resultante al
aplicar el programa AUTO se muestra en la Figura 6.26 para B=58.04 vy
B=20.276. Los puntos de bifurcaciones de Hopf HB1 y HB2 desaparecen en for-
ma similar a la coalescencia de HB3 .y HB4 del caso anterior. Una vez mds,
pueden hallarse dichas ramas periddicas emergentes de los puntos de bifur-

caciones de Hopf HB3 y HB4 usando las técnicas en el dominio frecuencia.

09896
X4
0.8148[}

0.64 1
0.26 047 068

D

Figura 6.26: Diagrama de bifurcaciones global para B=58.04, B=20.276, ¢=4 y
p=1.

Las aproximaciones de balance arménice L], L L3 y L4 para dichas ramas de

soluciones peridédicas se muestran en la FigJia 6.27. En las Figuras 6.27.a
y.6.27.b se ha preferido presentar la continuacién de la rama de érbitas
periddicas emergente desde HB3 segdn las componentes XY X, respectiva-
mente. En ambas figuras puede apreciarse que todas las aproximaciones de
balance arménico concuerdan para un amplio rango del parametro principal de

bifurcacion D. En la Figura 6.27.c se muestra la continuacién de los ciclos
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limites emargentes desde HB4 usando las diferentes aproximaciones L
1

(i=1,..., 4) v el programa AUTO en la componente X, de las variables de es-
tado del sistema.

0.52 058 0.64
D

Figura 6.27: Continuacién de ramas periédicas utilizando las diferentes
aproximaciones de balance arménico.
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Pasandc de la configuracién del caso “e" al "¢ debemos cruzar una
curva de singularidades H01° Para los valores de los parédmetros auxiliares
B=58.2 y £=20.376 tenemos el diagrama de bifurcacidn presentado en la Figu-
ra 6.28.a y esquematizado par el punto “c” en la Figura 6.16. Los puntos ds
bifurcaciones de Hopf HB3 y HB4 de la Figura 6.26 han desaparecido al cru-
zar la degeneracién H01 mencionada. Entonces, a pesar de no existir puntos
de bifurcaciones de Hopf, tenemos §o1uciones periodicas en esta configura-
cion muy cercanas a la solucion de equilibrio. He aqui una de las ventajas
del método en el dominio frecuencia sobre el programa de continuacién AUTO.
Este Ultimo basa la continuacion de érbitas periédicas considerando una so-
Tucidén inicial: generalmente (y automdticamente) los puntos de bifurcacio-
nes de Hopf. Sin embargo, en esta condicién, tal como la sefialada en la Fi-
gura 6.28.a, debe proveerse otra solucién inicial que demanda, usualmente,
tiempo extra de computacién. En cambio, con el algoritmo en el dominio fre-
cuencia esto no sucede y puede continuarse la solucidén periddica desde
cualguier punto inicial con tal que satisfaga las condiciones de transver-
salidad requeridas en el método de Hopf gréafico.

En las Figuras 6.28.b y 6.28.c se muestran las ramas de soluciones pe-
riodicas para dos de las componentes de las variab]es de estado, a saber X,
y X, Puede nuevamente apreciarse que en la zona central todas las aproxi-
maciones concuerdan y que es en los bordes donde, al hacerse O mayor, todas
presentan divergencias en su intento de recuperar las soluciones periddicas
verdaderas. Hasta aqui puede decirse que se han recuperado todos los dia-
gramas de bifurcaciones locales en cercanias de las singuiaridades HOl, H02
(nétese que existen dos degensraciones H02 en la Figura 6.16) y H03. Esta
Gltima singularidad resulta al variar ‘alguno de los parémetros auxiliares
1ibres (esto es € y p) y encontrar la unién de las dos singularidades cus-
pidales HU2 de la Figura 6.16. E1 andlisis local, usando uUnicamente 1la
aproximacion de balance arménico de segundo orden L1’ sigue las reglas mos-
tradas en las Figuras 5.13, 5.14, 5.15 y 5.16 perc agregando una configura-
cion que tenga cuatro intersecciones entre la superficie del lugar geomé-
trico caracteristico y la linea critica (-1+70).
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1.4 I
0.26 044 062

D

Figura 6.28: Diagrama de bifurcaciones, aproximaciones de balance arménico

"+ Y sus comparaciones con resultados de AUTO para B=58.2, (=20.376, =4
y p=1.

Variando los pardmetros auxiliares B y B podemos lograr que }
cerrada de soluciones periddicas o “isola"

a rama
Se separe aun mas de las solu-
ciones de equilibrio. Luego, para B=57.62372 y B=20.376 tendremos el dia-
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grama de bifurcaciones globales mostrado en la Figura 6.29.a, en tanto que

en la Figura 6.29.b se presentan las diferentes aproximaciones de balance

arménico para recuperar la rama inferior de soluciones pericdicas. La Figy-

ra €.29.c¢ agrega un diagrama ampliado de una porcion de la Figura 6.29.b

04 048 056
D

Figura 6.29: Diagrama de bifurcaciones, aproximaciones de balance armdénico

Y suUs comparaciones con resultados de AUTO para B=57.62372, p=20.376,
€=4 y p=t.
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donde pueden apreciarse mas claramente las ramas de orbitas periddicas

aproximadas usando el método en el dominio frecuencia,

Finalmente, tal como lo habiamos realizado al comienzo de esta seccidn
presentamos, para un dado valor del pardmetro principal de bifurcacién D,
los ciclos limites obtenidos en el retrato de fase usando las diferentes
aproximaciones de balance arménica. Sea, por ejemplo, el valor de D elegido

0.313675. Asi de las Figuras 6.30.a y 6.30.b puede notarse que para los va-

24

AUTO

X

2
19 L

-
-

RN

el
0.58 0.66 0.7%

Figura 6.30: Retratos de fase para D=0.313676, B=57.62372, [=20.376, t=4 vy
p=1.

188



lores maximos de Xy L4 aproxima en exceso como habiamos dicho, mientras
que Ll, L2 y L3 1o hacen por defecto. Notemos que a pesar de llevar los va-
lores méximos de oscilacién de la variable en los diagramas de bifurcacisn
tales como en la Figura 6.29.b, los mismos son representativos de la preci-
Si6n de la aproximacién. Asi puede verse claramente de la Figura 6.29.b pa-
ra este valor del pardmetro D que tanto LJ como L4 dan muy buenas aproxima-
ciones del ciclo limite en tanto que Ll y L2 ya sefalan pequefas divergen-
cias con la solucién real. No obstante es dificultoso observar que L3 pro-
vee una mejor aproximacion que L4 como. queda puesto de manifiesto en la Fi-
gura 6.30.h.

Para concluir con esta secciéon diremos qQue hemos presentado sendas
aplicaciones de continuacién de las soluciones periddicas y analisis de una
familia de bifurcaciones degeneradas de Hopf. En el préximo capitulo calcu-
laremos aproximaciones de los coeficientes de curvatura mayores al primero
para detectar zonas de miltiples ciclos limites utilizando la formulacién

de los lugares geométricos de las amplitudes.
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CAPITULO 7
COEFICIENTES DE CURVATURA USANDO TECNICAS EN EL DOMINIO FRECUENCIA

Usando las diferentes aproximaciones de balance arménico hemos visto
que se pueden reconstruir los diagramas de bifurcaciones locales en cerca-
nias de ciertas degeneraciones del teorema de Hopf. Este tratamiento es en-
teramente numérico y tiene como limite algun valor de 6 en la expansion de
los lugares geométricos de la amplitud para el cual la serie se torna di-
vergente. Es (til, ademds de poder recuperar los diagramas de bifurcaciones
locales, tener expresiones para calcular las condiciones de definicién y de
no-degeneracion de singularidades pertenecientes a la familia Hno de bifur-
caciones degeneradas. En esta familia, como ya hemos adelantado, pueden en-
contrarse nt+1 ciclos limites en cercanias de la singularidad. E1 objetivo
del presente capitulo consistird en encontrar aproximaciones para calcular
estas condiciones de definicién y no-degeneracidén, que se conocen también
como coeficientes de estabilidad o coeficientes de curvatura. Para ello
utilizaremos la formulacion en el dominio frecuencia donde ya hemos calcu-
lado diferentes aproximaciones de aito orden. A tal efecto ordenaremos e]
material como sigue. En la Seccién 7.1 daremos una resefa histérica. En la
Seccidn 7.2 se obtendréd una formulacion recurrente para el calculo de los
cuatro primeros coeficientes de curvatura. En la Seccién 7.3 presentaremos
un calculo similar pero usando una estrategia diferente. Finalmente, en la
Seccion 7.4 mostraremos un interesante ajemplo numérico junto con la veri-

ficacion de los resultados obtenidos utilizando el programa AUTO.

7.1. INTRODUCCION

Los coeficientes de curvatura, también conocidos como los indices de
estabilidad del foco, 1levan la informacién de la estabilidad de la rama de
soluciones periddicas emergente desde puntos de bifurcaciones de Hopf. Asi
es posible, evaluando una férmula algo compleja en el valor critico, es de-
cir para H=p , saber si el ciclo limite que emanara desde el punto de bi-
furcacion de Hopf seréd estable o inestable. En el caso particular que dicha

190



expresién, que llamaremos primer coeficiente de curvatura, fuera cero, debpe
proseguirse con el cédlculo del segundo coeficiente de curvatura, y asi su-
cesivamente. Andronov y colaboradores (1973) obtuvieron el primer coefi-
ciente de estabilidad utilizando el método de la funcion de sucesidn. E]
tratamiento se limitaba a sistemas de dos dimensiones por lo cual los re-
sulttados pueden considerarse parciales. Sin embargo, la extension a siste-
mas de n~-dimensiones no se hijzo esperar. Poore (1975), Mees y Chua (1979),
entre otros, lograron las expresiones del primer coeficiente de curvatura
para sistemas multivariables utilizando diferentes herramientas matemdti-
cas.

E1 cdliculo del segundo coeficiente de curvatura fue presentado por
primera vez por Hassard y Wan (1978) vy corregjdo mas tarde en Hassard y co-
laboradores (1981). Utilizando otros mgtodos pronto aparecieron calculos
equivalentes para obtener el segundo coeficiente de curvatura, principal-
mente en Golubitsky y Langford (1981). Usando el método de las constantes
de Lyapunov, Gobber y Willamowski (1979) obtuvieron, para sistemas de dos
dimensiones, las expresiones de los tres primeros coeficientes de curvatu-
ra. Mas tarde, Farr (1986) extendié 1la formulacién dada en Golubitsky y
Langford (1981) para calcular el tercer coeficiente de curvatura para sis-
temas de n-dimensiones. En su tesis doctoral, Farr no considerd la normali-
zacion en frecuencia propuesta en Golubitsky y Langford (1981), logrando
expresiones mas generales y de inmediata aplicacion. Las formulas dadas en
Farr (1986) fueron corregidas mas tarde por problemas tipaograficos en Farr
y colaboradores (1989). En este Ultimo trabajo fueron aplicadas en un ejem-
plo para determinar el nimero maximo de ciclos limites y su posicién en un
sistema de dos dimensiones cuadratico, en 1o que se conoce como la segunda

parte del problema decimosexto de Hilbert.

A este respecto la bibliografia sobre el nUmero maximo de ciclos limi-
teé en sistemas cuadriticos, cdbicos, etc. de dos dimensiones ha tenido un
notable auge desde la aparicién de calculos usando computacion simbdlica
como el presentado en Rand (1985). E1 lector interesado en la fenomenologia

de sistemas de dos dimensiones con multiples ciclos limites puede consul-
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tar, por ejemplo, Rousseau (1987) o una serie de contribuciones més espaci-
Ticas dada por Lloyd {19885, 1988a,'1988b), Wan Dongming (1990), James y
L}oyd (1991), entre otros.

Recientemente han aparecido contribuciones utilizando el método en el
dominio frecuencia y aplicaciones del teorema de bifurcacion de Hopf a pro-
blemas ingenieriles, tales como en Kwatny y Piper (1990), Colantonio y co-
laboradores (1991), y Moiola y colegas (1991c). Es por ello que creemos
conveniente la extensién de dicha formulacién para poder estudiar los domi-

nios de existencia de miltiples soluciones periddicas.

E1 cdlculo del segundo coeficiente de curvatura utilizando técnicas de
balance arménico fue presentado en Moiola y colaboradores (1991b) junto con
las férmulas para la aproximacién de balance arménico de sexto orden. Pos-
teriormente, Moiola y Chen (1991) dieron una expresion aproximada del ter-
cer coeficiente de curvatura para analizar ciertas bifurcaciones degenera-
das de Hopf usando el métode grafico. £} objetivo de las seccicnes siguien-
tes serd dar una mejor aproximacién de las mismas junto con el cdlculo del
cuarto coeficiente de curvatura. Para tal fin se utilizara Ja aproximacidén
de balance armonico de octavo orden junto con las férmulas de los vectores
Vij presentadas en Moiola (1991). En la Gltima seccién, se mostrard un
ejemplo donde se incluyen las 1mp]ementac1ones derivadas en las secciones
previas con el fin de localizar estructuras de maitiples ciclos limites

anidados rodeando a un mismo estado de equilibrio.
7.2. BALANCE ARMONICO Y LOS COEFICIENTES DE CURVATURA

Supongamos tener un valor de la variable compleja s para el cual la
matriz de transferencia G(s:p)J(i) tiene un autovalor en -1. Es facil de
verificar que G(S;u)J(K) tendrd también el mismo autovalor. En bifurcacicn
para u:uo tenemos s:wO y S:_7"b’
cibn en el dominio tiempo. Consideremos que cuando M se incrementa, pasando

es decir los autovalores de la formula-

por M, "s" se mueve en el semiplano derecho tomando el valor o+iw, siendo

« y w valores positivos. Requeriremos también que para un valor de ¢ fijo
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mas aila de H, el sistema tenga como solucidén una oOrbita periédica. Como en
tos capitulos anteriores, v vy uT son los autovectores derecho e ,izquierdo
de G(s;H)J(H} correspondientes al autovalor -1 normalizados de la siguiente
manera lviz1 vy uTv:1. Entonces, podemos proponer la siguiente expresidon co-
mo solucidn en la deteccién de soluciones periddicas

5

E1zev+93v13+e'v + ... =8y

15 (7.1)

.l b

donde V. _,...,V .
1,3 1,2¢g+1

frecuencia W, podemos escribir la siguiente expansion

son vectores ortogonales a v. Para una determinada

1 B 1
G(iwl) = G(s)+(—a+iﬁw)G’(s)+“;—(—a+15w)dG“(s)+_g— (-a+ 1wW)G" (s)+..., (7.2)
donde chwl—w, y G’(s), G"(s),... son las derivadas primera, segunda, etc.

de G(s) con respecto a “"s”, evaluadas en nuestro valor propuesto de szat jw.

En la ecuacién de balance arménico (5.38), que repetiremos por comodi-
dad a continuacion

r r
, gy 2j+1 - , ci+1
[G(iw)d + I]E] Vi a1 @ = =G(iw) 2”1,;‘“19 , (7.3)

i=1

donde V11:V y "r" es el orden de la aproximacién de balance arménico, usa-

remos la siguiente notacién simplificada

wl,2k+1 =P, “(7.4)
En forma general intentamos resolver la siguiente expresién
. 3 5 E 3 5
(G(iw ) + IJ(vO +V_ 6 +V 68" + ...)=-G(iw)[p O +p 06 + ...1.
1 13 15 . 1 1 2 (7.5)

Usando la expresion (7.2) en (7.5) llegamos a

1 -
[G($)J- (o= 16W)G’ ()4 (a= i6w) “G" (8)J +...+1](VO+V 67+

V074 .) = =[6(s)=(o- 18W)G (s)+...1[p 07 +p 67+, 1. (7.6)

15

e . T T
Premultiplicando ambos miembros por u y usando el hecho que u es el auto-

vector jzquierdo de G(s)J correspondiente al autovalor -1, la ecuacion an-
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terior puede escribirse de la siguiente manera

. 1 . . ]
T(G‘féw)UlG’(S)JV6+”E*(G‘f6W)bUrG“(S)JV9—(G-75W)UIG’(S)JV1R9J+

.= —uTG(s)plﬁ3 + (a—féw)uTG’(s)plej— uTG(s)pﬁ5 +

oW 6 (s)p 0" + ... . (7.7
Consideremos ahora la primera aproximacién dada por Mees y Chua (1979),
)
uTG(7w)p18

(a=7dw) = e 2 vylﬂz '

ulaf(fw)Jv (7.8)

Reemplazando (7.8) en (7.7) y agrupando los términos de iguales potencias
en 6 podemos escribir, siguiendo los resultados originales dados en Moiola
y colegas (1991b),

. 1 2 « €
—(a*iﬁw)urG’(S)Jve T 7:uTG"(s)Jv65 - 71urG(s)JV1q9” + ... =

: T 5
—uTG(S)plﬁ3 + Y]UIG’(S)DIQS - uG(s)p 0 + ... . (7.9)
Esta Gltima expresién se reordena como se muestra a continuacion

. T, T 3 5 T, I
~{a=71éw)u G’ (s)JvO = -y G(s)plﬁ +6 [ylu G (s)JVlg—”: y,ug@ (s)dv+

+yluTG’(s)p1 - uTG(s)pzl + ... (7.10)

Para valores de s=iw la expresién (7.10) puede reacomodarse de la siguiente

manera
. T, . 2 T , 2 T .., .
(- 7Sw) = u G(7w)p19 /1 o+ [-710 G’(7w)JV13/n + 1/2y1u G'(Tw)dv/n

U (p /n+ uGCip, /0t w06’y ()

donde n:uTG’(iw)Jv.

En forma simplificada podemos notar a la ecuacién (7.11) como sigue

(a = 78w) = 7182 + 7204 + 0(95). (7.12)
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Por lo tanto, en lugar de usar la ecuacién (7.8) como primera aproximacioén
de (x-70w) podemos usar la expresidn mas exacta (7.12). Entonces, intrody-
ciendo la expresion (7.12) en la ecuacién (7.8), agrupando en valores de 6

en forma similar a la realizada anteriormente llegamos a la siguiente ex-
presién

(@ = W) = 7,07 + 0"+ y 0% + 0(6”), (7.13)
donde

T oy T -y UG '
Y= u G(7w)p3/n YU G (7w)p2/n VUG (iw)p /) +
yfuTG"(fw)p]/(zn) - quTG’(fw)JV1a/” ) ’1“TG’(1”)JV1v/” '

VUG Gy + Yot aCinav, /) - 18 v en),

Nuevamente, suponiendo ahora la mejor aproximacion (7.13) para (a-idw) los
valores de los coeficientes de las potencias menores que 0° no sufriran
cambios, Entonces, reemplazando (7.13) en (7.6) y luego de un tedioso pro-
ceso algebraico podemos verificar

(a-78w) = v.6% + 0" + 7 0° + y 6° + 067, (7.14)
donde '

I _ T ,, . _ T, . )
Y7 UG0WIp, /N - v w6 Giwdp /0 = ,u G (Tw)p, /1
T.,. . 2 T, . _ Tow, . _
ViU G IR/ YU GI(TW)p,/ iD= Y Y uT 6" Ciwdp /1 -
BT ey o i T .,, . _ Ty, . i
TGP (Wp /- Y UG (WY /n YU G (Twlav /n
vluTG’(iw)JVQV/n + 1/2 quTG"(iw)Jv/n + ylwquTG"(iw)Jv/q
T .., . 2T ., .
LR S PUR R @ IN WA VUGtV L/ (2n) -
2 T s, . 3T 59y, T T gy
1/2717”u G" (iw)dv/n —1/671u G (7w)JV1q/n UG (Twldv/(24m) ],

LQS valores de wl, yz y 73 han sido dados anteriormente y coma puede facil-
mente verificar el lector no se modifican cuando se calcula una mejor
aproximacién. E1 valor de P, fue dado por primera vez en Mees (1981), en
tanto que los valores de p; y P, fueron calculados por Moiola y colegas
(1991b) y Moiola y Chen (1992), respectivamente.
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Tomando las partes real e imaginaria de la expresion (7.14) llegamcs a
= Re(yl) 6 + Re(y,) o + Re(y.) 0° + Re(y,) o'+ .. (7.15)

Analicemos primero que ocurre cuando Re(yl)#o. La aproximacién que utiliza-

remos serd entonces

o« = Re(Y,) 6%, (7.16)

Para que exista una solucién periddica (0 debe ser un valor real) tanto «
como Re(yl) tienen que tener igual signo. Por convencion de estabilidad di-
remos que existiran cic]os limites cuando el coeficiente de curvatura o,y
« satisfagan u01<0, es decir 01:—Re(71). Notemos que cuando « es positivo
los autovalores bifurcantes estéan en el semiplano derecho y por 1o tanto el
estado de equilibrio es inestable. De existir ciclos l1imites en esta condi-
cién los mismos serian estables. Luego a ciclos Timites estables correspon-

den coeficientes de curvatura negativos.

Supongamos ahora que 01:0 exactamente en el punto critico. Luego no
podriamos determinar la estabilidad de la solucién bifurcada considerando
una solucidn de balance arménico de segundo orden. Entonces deberiamos con~

siderar la expansion

o« = Re(y)) 6° + Re(y) 6", (7.17)

Entonces, con el mismo razonamiento, 02:—Re(y2) es el segundo coeficiente
de curvatura. Notemos, ademas, que la expresidn (7.17) es muy similar a la
forma normal perturbada encontrada en cercanias de 1a singularidad H]o’ da-
da por la ecuacidén (5.20). En este casa el rol del parametro principal de
bifurcacidén p es asumido por «, miehtras que la medida de la amplitud de la
solucion periddica © puede facilmente relacionarse con x de la ecuacidn
(5.20).

“
»

En forma similar al planteamiento anterior, supongamos que tanto a
como 4 sean exactamente cero para ciertas combinaciones de los parametros
auxiliares y en la condicién de bifurcacién. Entonces, debemos tener en
Cuenta una expansién que involucre los términos de un balance arménico de
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sexto orden, es decir

o = Re(xl) OZ + Re(yz) 8‘1 + Re(Yq) 6“, (7.18)

Asi, rdapidamente podemos individualizar Oq:—Re(yq), pues en la condicidn

critica tendriamos

o Re(yj) o® , (7.19)

ya que Re(yl):Re(YZ):O. Una vez més la ecuacién (7.19) puede facilmente re-
lacionarse con la forma normal dada por (5.23) para la singularidad H,)0 y

la expresién (7.18) con la forma normal perturbada indicada en la ecuacién
(5.24).

En forma andloga, cuando Re(y1) = Re(yz) = Re(73):0 debemos examinar
el signo del coeficiente de 6" para poder determinar para qué valores de «
existen soluciones periddicas. Por lo tanto usaremos (7.15) para tal condi-
cion. En la Seccidn 7.4 mostraremos un ejemplo con maltiples ciclas limites
que responde a la expresién (7.15). Para tal caso daremos ademas las formas
normales y perturbadas que se obtienen luego de aplicar la teoria de Golu
bitsky y Schaeffer (1985). Haremos usoc de las expresiones anteriores, prin-
cipalmente de LR PN PR v, para localizar en el espacio de parametros con-

figuraciones de mdlitiples ciclos limites.
7.3. COEFICIENTES DE ESTABILIDAD: OTRA ALTERNATIVA DE CALCULO

En la anterijor formulacidén se ha prestado especial cuidado en agrupar
los términos de diferentes potencias en 6 de tal forma que la mejor aproxi-
macion de (a-7dw) como serie en & no afecte los resultados de la expresién
anterior. Los cédlculos pueden agruparse en forma mas compacta escribiendo

la ecuacién (7.6) de la siguiente manera

"y o) i 0 ®

X 5 non B
[I + ZXLWE ][ Zef_k+1V2k+l] _— G xﬁ z 7J+1 1 (7.17)
i=0 . k=0 . n=0 j; J
il n!
donde xi=(—a+15w)i' G =G(s); G =d G/ds s v =V (k'O 1 ...). Premul-

kel 01, 2ke10
tiplicando ambos miembros por u' vy usando que u'G'J=-u', la expresion
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(7.17) puede notarse como

Y]

i . . [aV] - ] U By o
[ZuK%Uﬁ!]@Gd”y(]:wrZG&Wm[ZG“”mL (7.18)
i=1 k=0 n=( =1

Supongamcs ahora que “x” viene dado por una serie en ¢ de la Siguiente for-
ma

x= Y & ", (7.19)
m=0 '
Nuestra tarea entonces consistird en reemplazar "x" en (7.18) para obterer
los valores 6. una vez 1gualados los coeficientes de ambos miembros para
{1}

iguales potencias en 6. Haciendo esto UGltimo pueden verificarse las si-
guientes expresiones

5,70, ‘ (7.20.a)

‘ T .0

O = -u G pl/n , {7.20.b)
1

Sl TR0 e T _ 52

62 = 7 [-u'G p, -~ uGp, 51ﬁ1v2 blﬁzvl], (7.20.¢)

T.0 T .1 T 1 2T 2 .
b = Unl-ua Py = 51u Go, - 87“ Gop, - 61” Gp,/2 - 53ﬁ1v3 -

61B1V3 - 2616282V1 - 6P

3
PV, - 6}63v1], (7.20.d)

o]
1}

T 0 L1 1 1 2 2 . 2
u/n-Gp, - 6,G Py~ 62G P, ~ 81G Py - 61G p,/2 - b1626 P
33 A X .
) 616 p,/61 - 1/n [ A OBV, * SR
2, . R o
62ﬁ2V1 + 26163§2v1 + 2015252v2 + blﬁzv, +

35?52@,x + afﬁgvz + 8:B4v]]. (7.20.e)

T i ' ‘
donde se ha usado ﬁi:u G J. Las anteriores expresiones concuerdan totalmen-
- » . . .
te con las obtenidas en la seccién anterior, cumpliéndose la siguiente re-
lacion

Yy = - &, (i=1,...,4). (7.21)

1 1

Diremos que las formulas de los coeficientes de curvatura son aproximadas
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pues en las ecuaciones (7.6) no se han considerado las variaciones de los
vectores v1'2j+1 (J=0,1,...,n) vy P, (i=1,...,m) con "s". Una formulacion
exacta de los mismos deberia considerar estos efectos. Por ello hablamos de
formulas aproximadas para los coeficientes de curvatura. Sin embargo, tales
variaciones son pequefas y afectan levemente la localizacién de la singula-

ridad en el espacio de parametros.

En la seccién siguiente veremos un ejemplo donde hemos localizado una
estructura de mdltiples ciclos limites que no habia sido detectada previa-
mente por otros investigadores. Alli aplicaremos las férmulas presentadas
en esta seccion para poder clasificar ciertas bifurcaciones degeneradas de
Hopf que resultan en mGltiples ciclos limites. Para la comprobacién utili-
zaremos el programa de Doedel (1986) de continuacién de érbitas periddicas.
Creemos que esta forma de andlisis resulta muy eficiente y apropiada pues
primero se localiza en el espacio de parametros la singularidad, y luego se
estudia la misma en el espacio real de los parametros del sistema. Si qui-
siéramos aplicar cada una de estas técnicas separadamente el esfuerzo com-
putacional seria tremendo. Notemos que deberiamos realizar cientos o miles
de ejecuciones con el programa AUTO para localizar aproximadamente la sin-
gularidad. Por otro lado, usando la técnica de balance arménico, podriamos
predecir la localizacién de la singularidad pero obtendriamos aproximacio-
nes de los diagramas de bifurcaciones locales sin saber los rangos de vali-
dez de las mismas. La combinacién de ambas técnicas se mostrara en el ejem=

plo de la siguiente seccisn.
7.4. MULTIPLES CICLOS LIMITES EN EL ESPACIO DE PARAMETROS

Antes de considerar el ejemplo propiamente dicho daremos los diagramas
de bifurcaciones locales que se encuentran en cercanias de la singularidad
HEU. La misma involucra en ciertas regiones de los parametros auxiliares la
presencia de hasta cuatro ciclos limites anidados alrededor del estado de
equilibrio. Hemos preferido incluir aqui los respectivos diagramas de hi-
furcaciones locales y no en el Capitulo 5 para mayor comodidad del lector,

pues en la aplicacién que veremos mas adelante estudiaremos uno de dichos
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conjuntos distintivos. Entonces, la bifurcacién degenerada de Hopf qu tie-

ne las siguientes condiciones de definicidn:

8., T 8, T A, = 0, (7.22)

o =0_ =g =0, (7.23).

usando la notacidn introducida por el método en el dominio frecuencia.

Las condiciones de no-degeneracién son

9]
a,, # 0 y a,, £ 0 (7.24)
Y
o, # 0 y dH/dp # @, {7.25)
respectivamente.
La forma normal de dicha singularidad es
8
x {x £ p) =0, (7.26)
minntraec Alia 1a FAarma mnarmal mardiirmbads s oo marmidmatim~e Aattvd lsarmac v o
niclHivi as yuc a i1unifa jieifial pei Ludibada e oo paltabdicliUus adAxtriiares U, I y
Y puede escribirse como
x( x° - u o+ ax® + Bx4 + yxﬁ) = 0. (7.27)

Los conjuntos de transiciones y diagramas locales de bifurcaciones pueden
apreciarse en la Figura 7.1. Como era de esperar son mas complicados que
los diagramas en cercanias de la singularidad H, . En particular, la varie-
dad de transicion D es mds intrincada en este caso de 1o que era previamen-
te para la degeneracion Hzo' Golubitsky y Schaeffer (1985) no mostraron en
detalle la forma de dicha variedad de transicidén D en el plano de los para-
metros a-f cuando y»>0. Esta fue deducida en Farr (1986) luego de analizar
~pgn detalle otras singularidades especialmente relacionadas con la multipli-
cidad de estados de equilibrio. Notemos que, localmente hablando, es decir
considerando las regiones 2, 4, 7 y & alrededor de la singularidad qu
cuando ¥>0 en la Figura 7.1, tendremos una configuracién similar a la mos-

trada en las Figuras 5.9 y 5.10, como era de esperar,
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Figura 7.1: Variedades de transicion en el espacio de parametras w-f-y M
diagramas de bifurcaciones locales en cercanias de una sinqularidad
H

0N

Habiendo presentado los diagramas de bifurcaciones locales de la sin-
guiaridad H_;“_J procederemos a estudiar un ejemplo donde aplicaremos las Tor-
mulas desarrolladas precedentemenie. E1 ejemplo de aplicacidn es un reactor
tanque agitado continuo con una reaccion exotérmica, irreversible, de pri-
ngr orden A»B con capacitancia térmica externa, como el estudiado en Pla-
neaux y Jensen (1986). Ya hemos visto cémo la formuiacién en el dominio
frecuencia permite estudiar ciertas bifurcaciones degeneradas de Hopf en
este reactor (capitulo 6) por 1o cual sélo nos limitaremos a presentar los

resultados especificos de los coeficientes de curvatura,
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En la anterior referencia, Planeaux y Jensen (1986) encontraron una
estructura de dos bifurcacionss degeneradas H:U que s& conectaban a través
de_las variedades de transicién D % H1 como muestra esquematicamente la Fi-
gura 7.2, para los valores de los pardmetros auxiliares f=2 y =1, Sin em-
bargo, se desprende de la lectura de la anterior referencia que dichos au-
tores no calcularon el coeficiente de curvatura tercero (”x) pues utiliza-
ron la formulacién dada por Hassard y Wan (1978) y Hassard y colegas (1981)
que solamente incluye el coeficiente de estabilidad segundo. Para determi-
nar los diagramas de bifurcaciones locales en cercanias de ambas singulari-
dades qu es necesario el céalculo de v para determinar su signo. Planeaux
y Jensen (1986), e1 cambio, realizaron numerosas ejecuciones con el progra-
ma AUTO de tal forma de concluir con el trazado de las variedades de tran-
sicion mostrado en la Figura 7.2.

B

Figura 7.2: Diagrama de bifurcacién propuesto por Planeaux y Jensen (1986)
para v=2 y p=1 rescatando las variedades de transicion.

Aplicando las férmulas para los coeficientes de curvatura presentados
en las dos primeras secciones obtuvimos los siguientes resultados:
a) Para la singularidad Hﬂo denotada como "a” en la Figura 7.2 hallamos

[R5 B i 0 o0,
12 U, 1 Y 4 0

ro
O
no



b) Para la singularidad ng mostrada como "b" en la figura precedente obtu-
v1mos 0‘:“?20, UWPO y ”q<O.

Entonces es claro ver que, para la primera degeneracion H;u’ nuestros
resultados son coincidentes con los de Planeaux y Jensen, mientras que para
la sequnda obtuvimos una muy diferente asignacion de las variedades H1 y D,
producto de que el signo de 9, es positivo. Sin usar la informacion del
signo de 04 podriamos, aunque en forma local y esquematica, presentar nues-
tros resultados de la manera mostrada en la Figura 7.3. Considerando el
signo de 04 podriamos ampliamente corroborar que la segunda degeneracion
Huu posee la estructura de la variedad de transicién como la mostrada en la

Figura 7.1. Entonces, la forma de conexién de las variedades de transicién
es como la indicada en la Figura 7.4.

20 1
10

20

B

Figura 7.3: Diagrama de bifurcacién hallado usando la informacion del coe-
) ficiente de curvatura tercero.

Para comprobar estos resultados obtenidos con el método en el dominio
frecusncia realizamos a continuacioén una extensa busqueda en el espacio de

parametros B-fi para detectar las variedades de transicidn Hi y D de tal
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forma ds verificar la estructura propuesta en la Figura 7.4. En especial

mostraremos los resultados obtenidos al recuperar los diagramas de bifurca-
ciones locales a la derecha de la singularidad H“o (b) usando el programa
AUTO.

B

Figura 7.4: Diagrama de bifurcacian hallado usando la informacion del ter-

cer y cuarto coeficientes de curvatura.

Asi, en la Figura 7.5 mostramos una estructura de ciclos Timites ani-
dados alrededor de un estado de equilibrio que facilmente localizamos como
el diagrama 8 de la Figura 7.1. Para un cierto rango del parametro D pode-
mos obtener cuatro'c1clos limites anidados. Este resultado es nuevo en este
reactor y modifica sustancialmente el ndmero de diagramas de bifurcacicnes
locales en el mismo. Los pardmetros auxiliares B y f tienen los valores si-
gulentes 23.825 y 4,99, respectivamente.

"t 0tro diagrama de bifurcaciones locales interesante aparece en la Figu-
ra 7.6, para B=23.83 y B=4.99. Ambos puntos limites superiores de la rama
de soluciones periédicas se encuentran muy proximos entre si anunciando una
posible coalescencia ante la variacion apropiada de B y fi. Este diagrama de

la Figura 7.6 corresponde al diagrama 5 en cercanias de la singularidad H,m
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de la Figura 7.1

0.94

0.72}-

0.5
0.136891 0.136892 0136893

D

Figura 7.5: Diagrama de bifurcacién local usandoc AUTO para B=23.825

Y [=4.89 (=2 y p=1),

Cuando B=23.84 y [=4.99 el diagrama de bifurcacidén se modifica respec-

to del de la Figura anterior como muestra la Figura 7.7. La desaparicién de

iclos 1imites anida-

ambos puntos limites lleva sélo a estructuras de

1

dos para cilertos valores del parémetro de bifurcacisn 0. Este diagrama de

bifurcacién corresponde al diagrama local 2 de la Figura 7.1.

Variando B, especificamente B=23.86 (f=4.99), obtenemos el diagrama de
bifurcacidon mostredo en la Figura 7.8,'que corresponde al diagrama local 1
de Ta Figura 7.1. Puede notarse que el punto limite de la Figura 7.7 ha

desaparecido en 1a Figura 7.8 producto de atravesar la singularidad Hn (6

L3

10"'
En la Figura 7.9 se muestra €] diagrama de bifurcacién para B=23.82 vy
[f=4.99, cuando dos de los tres puntos limites se encuentran muy proéximos
entre si. Este diagrama corresponde al diagrama de bifurcacién local esque-



- 094

0.72 -

05
0.1368325 - 01368335 01368345
| D

Figura 7.6: Diagrama de bifurcacién local usandc AUTO para B=23.83 y
=4.99 (=2 y p=1),

., 05
01367158 01367163 01367168
D

Figura 7.7: Diagrama de bifurcacién local usando AUTO para B=z23.84 y H=z4.99
(e=2 y p=1),
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matizado con el ndmerc 8 en la Figura 7.1. Finalmente para B=23.§1 y B=4.99
ambos puntos Timites desaparecen (ver Figura 7.10). Notemos que cualitati-

vamente este diagrama corresponde al 2 de la Figura 7.1 como también co-

09

X,

0.7 |

0.5

0136482 0136484 0136486
D

Figura 7.8: Diagrama de bifurcacion local usando AUTO para B=23.86 y [i=4,99
(£=2 y p=1). :

rresponde al 2 el de la Figura 7.7. Sin embargo, en la Figura 7.10 el dnico

punto limite de la rama de soluciones peridédicas se encuentra para valores

de "x" superiores a 0.8, mientras que en la Figura 7.7 lo encontramos para
vaiores de x cercanos a 0.54.

Aqui podemos ver la importancia de la teoria de bifurcaciones degene-
radas de Hopf en predecir estructuras de diagramas locales en un entorngo de
la singularidad. Asi, podemos obtener 1a localizacién de tales degeneracio-
nes con técnicas en el dominio frecuencia y clasificarlas, al menos local-
mente, utilizando Tos resultados de Golubitsky y Schaeffer (1985). Luego,
aplicando el método iterativo en el dominio frecuencia con aproximaciones
de'alto orden (Capitulo 6) o bien usando un método mas exacto dado por el

programa AUTO podemos recuperar los diagramas reales en cercanias de la
singularidad.
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i

0.5 maise
0.13695 0.1369505 0136851

D

Figura 7.9: Diagrama de bifurcacién local usando AUTO para B=23.82 vy [i=4.99
(¢=2 y p=1).

0.5
01370672 0.1370679 01370686
| | D

Figura 7.10: Diagrama de bifurcacién local usando AUTO para B=23.81 y
B=4.99 (¢=2 y p=1),

"y
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CAPITULO 8

CONCLUSIONES

En esta tesis hemos presentado un estudio sobre soluciones periddicas
en sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias utilizando Ta técnica de
balance arménico y resultados de ]a teoria de sistemas realimentados. f]
tratamiento ha sido formulado enteramente en el dominio frecuencia usando
herramientas analiticas de la teoria de variable compleja con técnicas so-
fisticadas como los resultados de la teoria de singularidades. E) objetivo
fundamental ha 51do resolver los diagramas de bifurcaciones locales gue se
encuentran en cercanias de bifurcaciones degeneradas de Hopf usando las an-
tedichas técnicas en el dominio frecuencia. Para tal fin hemos previsto dos
posibles alternativas de analisis, a saber: a) Obtener las  correspondientes
(y equivalentes) condiciones de definicién y de no-degeneracién de las sin-
gularidades usando la farmulacién en el dominio frecuencia para luego apli-
car los resultados de Golubitsky y Schaeffer (1985). Asi pueden encontrarse
los diagramas de bifurcaciones Tocales en un entorno de la singularidad.

b) Recuperar los diagramas de bifurcaciones locales usando el método de
Hopf gréfico en el dominio frecuencia. Con tal fin hemos presentado resul-
tados de recuperacién de diagramas de bifurcaciones locales para al menos
dos familias de bifurcaciones degeneradas: las que son provocadas por la
falla de la transversalidad del ¢ruce de los autovaiores bifurcantes, y las

que se originan cuando los coeficientes de estabilidad de alto orden se
anulan.

Para la tercer familia de bifurcaciones degeneradas de Hopf hemos ad-
vertido que seria conveniente calcular ciertas expresicnes para luego apli-
car los resultados de Golubitsky y Schaeffer (1985) y asi poder clasificar
1@ singularidad con sus diagramas de bifurcaciones locales asociados. Otra
férma consistiria en obtener los mismos haciendo uso del método grafico vy
las aproximaciones de alto orden. Sin embargo, numéricamente aparecen pro-
blemas serios en su obtencién debido a la dificultad de calcular eficiente-

mente ciertas variedades de transicién, sobre todo cuando las mismas estén
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alejadas de la singularidad.

En Tla obtencidén de los diagramas de bifurcaciones locales, hemos im-
plementado varias aproximaciones de balance arménico de alto orden para no-
tar en forma grafica la marcha del algoritmo en cuanto a convergencia vy
precision en la recuperacidn de la solucién bifurcada. A tal fin hemos com-
parado no s6lo los resultados obtenidos entre las diferentes aproximaciones
de balance arménico entre si, sino también dichas aproximaciones con los
resultados obtenidos de ejecutar el programa AUTO. Asi, pudieron verse cla-
ramente las limitaciones que ofrece el método en el dominio frecuencia en
cuanto a la convergencia de la serie en funcién de la amplitud 6. Para to-
dos los métodos que dependen de similares aproximaciones en serie es de es-
perar que sufran de tales limitaciones. Por otro lado, la posibilidad de
contar con un programa tan pulido y preciso como AUTO hicieron senciltla la
ciclopea tarea de realizar miles de simulaciones tratando de comprobar los
resultados dados por el método en el dominio frecuencia. A la imprecisién
de las simulaciones que realizariamos con subrutinas de integracion numéri-
ca deberiamos agregarle sus tiempos de cémputos prohibitivos. Por ejemplo,
para hallar con certeza un ciclo Timite estable para alguno de ios modelos
de reactores aqui estudiados, las tiempos de computo, usando programas de
simulacion numérica, oscilan entre 20 y 60 segundcs sélamente para un Unico
valor del parametro de bifurcacién. En cambio con AUTO puede obtenerse, pa-
ra valores similares de tiempo de célculo, la continuacién de los ciclas
Iimites variando el pardmetro principal y con mucha mejor resolucidn. Por
otro lado, con el auxilio del algoritmo que hemos implementado, la desayra-

dable tarea de realizar simulaciones se ve drésticamente reducida.

La localizacidén de las bifurcaciones degeneradas de Hopf en el espacio
de parametros es una tarea que se torna imprescindible para comenzar cual-
quier analisis serio de oscilaciones en sistemas. A tal fin hemos provisto
una formulacién ordenada para hallar los miembros més distintivas (y usua-
les) de las diferentes familias de bifurcaciones degeneradas de Hopf. Una
vez determinada tal o cual degeneracién en el espacio de parémetros, reco-

mandamos, especialmente para las singularidades de gran codimension, estu-
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diar los diagramas locales usando las aproximaciones de alto orden L_, L, v

L,» O bien, si se busca mayor precisién, obtener dichos diagramas de bifur-

Qgciones luego de aplicar el programa AUTQ.

Una importante ventaja del algoritmo que hemos implementado con res-
pecto al programa AUTO la constituye el hecho de prescindir de una solucién
inicial para la continuacién de ramas periddicas. La mayoria de los progra-
mas disponibles requieren de una solucién inicial, que bién puede ser un
punto de bifurcacion de Hopf, para comenzar el trazado de las soluciones
peridédicas cuandc se varia el parametro principal de bifurcacién. En cam-
bio, para la metodologia en el dominio frecuencia basta que la frecuencia
de interseccion W_ no esté muy alejada de cualquiera de las frecuencias SO-
Tucion Qi de las diferentes aproximaciones Li. Una interesante aplicacién
de esta ventaja la constituye el hecho de poder localizar rapidamente la
rama de soluciones periddicas inferiores (o mds proxima al estado de equi-

librio) de una "isola“. En cambio usando, por ejemplo, el programa AUTO,

primero se debe hacer una continuacién de alguna de las ramas periddicas
donde existen puntos de bifurcacién de Hopf. Luego debe hacerse una conti-
nuacion de soluciones periédicas de igual periodo en un segundo parametro
del sistema hasta llegar a la posible zona de “isolas”. Entonces, se debe
proceder nuevamente a realizar upa continuacién de soluciones periédicas

utilizando la condicién final de continuacidn de igual periodo como condi-

cidn ini

Vs [

o]

ial de continuacidn de orbita pericédica, ahora si en un Gnico pa-
rametro. Como es de esperar, el tiempo de cémputo crece enormemente y no es
raro que la localizacioén de las isolas demande varias horas de paciente es-
pera, sobre todo si no se conoce la localizacién de ciertas bifurcaciones
degeneradas de Hopf que inevitablemente acompafian su aparicion.

Por todos estos conceptos creemos que muchos resultados que se obtie-
nen con los algoritmos agui implementados complementan a varios programas
de'continuacién de ramas periddicas. Es por ello que creemos conveniente
primero explorar en la blUsqueda de las degeneraciones del teorema de bifur-
cacion de Hopf usando la formulacidn dada, para luego analizar con mayor

detalle los diagramas de bifurcaciones locales usando, por ejemplo, AUTO.
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Esta forma hibrida de andlisis tiene una gran potencialidad debido a que:
a) La localizacién exacta de degeneraciones de Hopf alerta sobre la exis-
tgncia de ciertos diagramas de bifurcaciones locales en cercanias de 1la
singularidad. Sin embargo, muchas veces estos diagramas locales tienen un
rango de existencia prolongado, por lo cual pasan a ser distorsiones evi-
dentes de aquellos originales diagramas locales que les dijeron vida, para
convertirse en diagramas de bifurcaciones globales.

b) Ya sea en la localizacién de la singularidad, para la cual utilizamos la
metodologia en el dominio frecuencia, como en el grafico del diagrama de
bifurcacién, para el cual usamos AUTO, Tos resultados son precisos, pues
nos valemos de todas las bondades de cada técnica.

¢) Parece muy probable encontrar en estos modelos de reacciones quimicas
singu]arjgades de mayor codimensién que no han sido analizadas aun en la
teoria dada por Golubitsky y Schaeffer (1985). Nos referimos especificamen-
te, por ejemplo, a interacciones entre cuatro ciclos limites y varios pun-
tos de bifurcaciones de Hopf. Estas singularidades pueden localizarse usan-
do las técnicas en el dominio frecuencia al tiempo que pueden obtenerse sus

diagramas de bifurcaciones locales utilizando AUTO. La importancia de las

3

w

Sfama
t

mas radica

n que actlan como centros organizadores de dindmica, es de-

3
cir alrededor de las mismas se manifiestan todos los fendmenos distintivos
de la dindmica oscilatoria relacionada con bifurcaciones de Hopf. Encontrar
todos los diagramas de bifurcaciones locales en cercanias de tales singula-
ridades, equivale a conocer los diagramas de bifurcaciones de la familia de

ecuaciones diferenciales con variacién multiparamétrica.

Finalmente, diremos que tres lineas de investigacion a explorar en el
futura serian apropiadas: a) Completar con exactitud el cédlculo de los coe-
ficientes de curvatura para poder hallar las degeneraciones de méxima codi-
mensién (o de mayor complejidad), b) Obtener relaciones entre el método de
bq]ance arménico y la dinadmica de sistemas cadticos, y c¢) Estudiar formas
de'contro1ar la dindmica de sistemas oscilatorios o cadticos aplicando téc-
nicas de control no lineal.

Para el caso a) el estudio ya fue fundamentado en el capitulo 7 de es-
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ta tesis por lo cuai no insistiremos en la importancia de dicha 1inea de
investigacién., En cambio, para la segunda variante, podemos decir que vya
existen trabajos preliminares vinculando a las técnicas del dominio fre-
Cuencia con la dindmica caética de ciertos sistemas. En particular, los mo-
dos de frecuencias fundamentales y algunos de sus arménicos de una forma de
onda de dindmica cadtica pueden ser calculados aproximadamente utilizando
las aproximaciones de amplitud presentadas en esta tesis. Es claro recordar
que la mayoria de estos sistemas tienen un espectro en frecuencia continuo,
pero pueden presentar varios picos para valores selectivos de la frecuen-
cia. Como fuera reportado Oportunamente, varios investigadores coincidieron
en afirmar que el método de balance arménico daria una idea de la magnitud
de dichos picos, por 1o cual resulta interesante una investigacién més

exhaustiva al respecto incorporando diferentes aproximaciones de balance
arménico.

Para terminar, diremos que la tercera linea es de reciente aparicién
en la comunidad cientifica, ya que los articulos sobre control de sistemas
cadticos comenzaron a aparecer en 1990. Esta linea tiene un futuro

UTUY promiso-

rio pues es deseable, en muchos procesos, evitar estas manifestaciones di-
namicas que ocasionan en muchos Casos cuantiosas pérdidas, ademds de ofre-
Cer caracteristicas de intratabilidad en 1a solucién del modelo. A tal
efecto, las investigaciones de la comunidad  internacional se han rdpidamen—
te orientado a tratar vias de control utilizando toda la aparatologia de 1la
Teoria de Control Moderna auxiliados por herramientas propias de la Dinami-
Ca de Sistemas tanto en sistemas continuos como en sistemas discretos. Esta
comunidén necesaria entre ambas ramas de las ciencias es el primer paso en
el camino para resolver el control de sistemas oscilatorios y de dinamica

caotica o compleja.

213



BIBLIOGRAFIA

Aluko, M. y Chang, H.C., 1984, PEFLOQ: An algorithm for the bifurcational

analysis of periodic solutions of autonomous systems. Comp. Chem. Engng.,
Vol. 8, pags. 355-365.

Allwright, 0.J., 1977, Harmonic balance and the Hopf bifurcation theorem.
Math. Proc. Cambridge Philosophical Soc., Vol. 82, pags. 453-467.

Amundson, N. R. y Aris, R., 1958, An analysis of chemical reactor stability
and control-1. Chem. Engng. Science, Vol. 7, pags. 121-131.

Amundson, N. R. y Schmitz, R., 1963, An analysis of chemical reactor

stability and control-Va. Chem. £ngng. Science, Val. 18, pags. 265-289.

Andronov, A. A. y Chaikin, C.F£., 1949, Theory of Oscillations. Editado por
Solomon Lefschetz, Princeton University Press, Princeton, New Jersey
(versién original en ruso, 1937).

Andronov, A. A., Vitt, A. y Khaikin, S., 1966, Theory of O0scillators,
London, Pergamon Press.

Andronov, A. A., Leontovich, E. A., Gordon, I, I. y Maier, A. G., 1973,
Theory of bifurcations of Dynamical Systems in the Plane. Israel Program

for Scientific translations, Halstead Press, John Wiley, New York.

Atadan, A. S. vy Huseyin, K., 1984, Symmetric and flat bifurcations: An
oscillatory phenomenon. Acta Mechanica, Val. 53, pags. 213-232.

Atadan, A. S. y Huseyin, K., 1986, A double Hopf bifurcation phenomenon.
Meccanica, Vol. 21, pags. 123-129. '

Balakotaiah, V. y Luss, 0., 1982a, Exact steady-state multiplicity criteria
for two consecutive or parallel reactions 1in lumped-parameter systems.
Chem. Engng. Science, Vol, 37, pags. 433-445.

Balakotaiah, V. y Luss, 0., 1982b, Structure of the steady-state solutions

of lumped-parameter chemically reacting systems. Chem. Engng. Science, Vol.
37, pags. 1611-1623.

Balakotaiah, V. vy Luss, 0., 1984, Global analysis of the multiplicity

features of multi~reaction lumped-parameter systems. Chem. Engng. Science,

214



Vol. 39, pags. 865-881.

Balakotatah, V. vy Luss, 0., 1986, Steady-state multiplicity features of
lumped-parameter chemically reacting systems, en ODynamics of Nonlinear

Systems, editado por V. Hlavacek. Gordon and Breach Science Publishers,
pags. 1-46.

Bilous, 0. y Amundson, . R., 1955, Chemical reactor stability and
sensitivity. AIChE J., Vol. 1, pags. 513-521.

Bogdanov, R. I., 1981a, Bifurcation of the limit cycle of a family of plane
vector fields. Sel. Math. Sov., 1(4), pags. 373-388.

Bogdanov, R. I., 1981b, Versal deformation of a singularity of a vector

field on the plane in the case of zero eigenvalues. Sel. Math. Sov., 1(4),
pags. 389-421,

Byeon, K. H. y Chung, I. J., 1989, Analysis of the multiple Hopf
bifurcation phenomena 1in a CSTR with two consecutive reactions -The

singularity theory approach. Chenm. Engng. Science, Vol. 44, pags.
1735-1742.

Colantonio, M. C., Moiola, J. L., Desages, A. C. y Romagnoli, J. A., 1989,
Hopf bifurcation in a CSTR using characteristic loci. Chen. Engng. Science,
Vol. 44, pags. 595-602.

Colantonio, M. C., Padin, M., Desages, A. C. y Romagnoli, J. A., 1991,
Application of higher-order bifurcation formulas. IFEE Trans. on Automatic
Control, Vol. AC-36, pags. 746-749.

Crawford, J. 0. y Knobloch, E., 1988, Classification and unfalding of
degenerate Hopf bifurcations with 0(2) symmetry: no distinguished
parameter. Physica D, Vol. 31, pags. 1-48.

Chafee, N., 1978, Generalized Hopf bifurcation and perturbation in a full

neiqpborhood of a given vector field. Indiana Univ. Math. J., Voi. 27,
pags. 173-194,

Chang, H. C. y Calo, J. M., 1979, Exact criteria for unigueness and
multiplicity of an rmth order chemical reaction via a catastrophe theory
approach. Chem. Engng. Science, Vol. 34, pags. 285-299,

215



Chen, R. L. y Varaiya, P.P., 1988, Degenerate Hopf bifurcations in power
systems. IEEE Trans. on Circuits and Systems (Special issue on chaos and

bifurcations in Circuits and Systems), Vol. CAS-35, pags. 818-824.

Doedel, £. J., 1981, AUTO: A program for the automatic bifurcation analysis
of autonomous systems. Cong. Num. 30, pags. 265-284, (Proc. 10th Manitoba
Conf. on Num. Math. and Comp., Univ. of Manitoba, Winnipeg, Canada, 1980),

Doedel, E. J. y Heinemann, A. F., 1983, Numerical computation of periodic
solution branches and oscillatory dynamics of the stirred tank reactor with
A-B~C reactions. Chem. Fngng. Science, Vol. 38, pags. 1493-1499.

Doedel, E. J., 1984, Continuation techniques 1in the study of chemical
reaction schemes, en Proc. Special Year in Energy Math., Univ. of Wyoming,
editado par Gross, K. I., SIAM Pub., pags. 103-138,

Doedel, £. J., Jepson, A. D. vy Keller, H. B., 1984, Numerical methods for
Hopf bifurcation and continuation of periodic solution paths, en: Computing
Mathods in Applied Sciences and Engineering VI, editado por Glowinski, A.,y
Lions, J. L., North Holland, Amsterdam, pags. 127-136.

i0n
RO

Doedel, E. J., 1986, AUTO: Software for continuation and bif

1)
~ LRVES ] oy

rca

ct

problems in  ordinary differential equations. Monograph, Applied
Mathematics, Caltech.

Dongming, W., 1590, A class of cubic differential systems with 6-tuple
Focus. J. Differential Egns., Vol. 87, pags. 305-315.

Farr, W. W., 1986, Mathematical Modelling: Dynamics and Multiplicity. Ph.D.
Thesis, University of Minnesota.

¥

Farr, W. W. vy Aris, R., 1986, Yet who would have thought the old man to
have had so much blood in him? Ref1ecf10ns on the multiplicity of steady
states oflthe stirred tank reactor. Chem. Engng. Science, Vol. 41, pags.
1385-1402,

»

Farr, W. W. y Aris, R., 1987, Degenerate'Hopf bifurcations in the CSTR with
reactions A-B~C. Canadian Mathematica] Society Conference Proceedings, Vol.
8, pags. 397-418.

Farr, W. W., Li, C., Labouriau, I. §. y Langford, W. F., 1989, Degenerate

216



Hopf bifurcation formulas and Hilbert'’s 16th Problem. SIAM J. Math. Anal.,
Vol, 20, pags. 13-30.

Flockerzi, 0., 1979, Existence of small periodic solutions of ordinary
differential equations in RZ. Arch. Math., 33, pags. 263-278.

Gobber, F. y Willamowski, K.-D., 1979, Lyapunov approach to multiple Hopf
bifurcation. J. Math. Analysis Appl., Vol. 71, pags. 333-350.

Golubitsky, M. y Schaeffer, 0. G., 1979, A theory for imperfect bifurcation
via singularity theory. Commun. Pure Appl. Math., Vol. 32, pags. 21-98.

Golubitsky, M. y Keyfitz, B&. L., 1980, A qualitative study of the
steady-state solutions for a continuous flow stirred tank chemical reactor,
SIAM J. Math. Anal., Vol. 11, pag. 316-339.

Go]ubitsky, M. y Langford, W. F., 1981, Classification and unfoldings of
degenerate Hopf bifurcations. J. Differential Eqns., VNol. 41, pags.
375-415,

Golubitsky, M. y Schaeffer, D. G., 1985, Singularities and Groups in
Bifurcation Theory, Vol. I, Springer-vVerlag, New York.

Golubitsky, M. y Roberts, M., 1987, A classification of degenerate Hopf
bifurcations with 0(2) symmetry. J. ODifferential Eqns., Vol. 69, pags.
216-264.

Golubitsky, M., Stewart, I. vy Schaeffer, 0. G., 1988, Singularities and
Groups in Bifurcation Theory, Val. 2. New York, Springer-vVerlag.

Guckenheimer, J., 1984, Multiple bifurcation problems of codimension two.
SIAM J. Math. Analysis, Vol. 15, pags. 1-49.

Guckenheimer, J. y Holmes, P., 1985, Nonlinear Oscillations, Dynamical
Systems, and Bifurcations aof Vector Fields. Springer, New York.

Halbe, D. C. y Poore, A. B., 1981, Dynamics of the continuous stirred tank
reactor with reactions A»B~C. Chem. Engng. Journal, Vol. 21, pags. 241-253.

Hamer, J. W., Akramov, T. A. y Ray, W. H., 1981, The dynamic¢ behavior of
continuous polymerization reactors-II. Chem. Engng. Science, Vol. 36, pags.
1897-1914.

217



Hassard, B. 0. y Wan, V. H., 1978, Bifurcation formulae derived from center
manifold theory. J. Math. Anal. Appl., Vol. 63, pags. 297-312.

Hassard, 8. 0., Kazarinoff, N. D. vy Wan, V. H., 1981, Theory and
Applications of Hopf Bifurcation. London Math. Soc. Lecture Notes Series

41, Cambridge University Press, Cambridge.

Hassard, B. 0. y Shiau, L. J., 1989, Isolated periodic solutions of the
Hodgkin-Huxley equations. J. Theor. Biol., Vol. 136, pags. 267-280.

Healy, J. J., Broomhead, D. S., Cliffe, K. A., Jones, R. y Mullin, T.,
1991, The origins of chaos in a modified Van der Pol oscillator. Physica D,
Vol. 48, pags. 322-339.

Heinemann, R. F. vy Poore, A. B., 1981, Multiplicity, instability, and
oscillatory dynamics of the tubular reactor. Chem. Engng. Science, Vol. 36
pags. 1411-1419.

3

Holodniok, M. vy Kubicek, M., 1984, DERPER =~ An algorithm for the
continuation of periodic solutions 1in ordinary differential equations. J.
Comp. Phys., Vol. 55, pags. 254-267.

oy [ ST U

104
1J

42, Bifurcation of a periodic solution from a stationary

e, &,

a
solution of system of differential equations. Ber. Math. Phys. Klasses
Sachs. Akad. Wiss., Vol. 94, pags. 3-22.

Hsu, I.-D. y Kazarinoff, W. D., 1976, An applicable Hopf bifurcation
formula and instability of small periodic solutions of the Field-Noyes
model. J. Math. Anal. Appl., Vol. 55, pags. 61-89.

Huseyin, K., 1986, Multiple Parameter Stability, Theory and its
Applications. Oxford University Press, Oxford.

James, £, M., y Lloyd, A. G., 1991, A cubic system with eight
small-amplitude 1imit cycles. Preprint, The University College of wales,
Aberystwyth,

Jorgensen, O. V., Farr, W. W. y Aris, R., 1984, More on the dynamics of a
stirred tank with consecutive reactions. Chen. Engng. Science, Vol. 39,
pags. 1741-1752,

Keller, H. 5., 1977, Numerical solution of bifurcation and nonlinear



eigenvalue problem, en Applications of Bifurcation Theory, editado por

Rabinowitz, P. H., Academic Press, pags. 359-384.

Kielhofer, H., 1979, Generalized Hopf bifurcation in Hilbert space. Math.
Meth. Appl. Sci., Vol. 1, pags. 498-513.

Kwatny, H. G. y Piper, G. E., 1990, Frequency domain analysis of Hopf
bifurcations in ealectric power networks. IEEE Trans. on Circuits and
Systems, Vol. 37, pags. 1317-1321.

Labouriau, I. S., 1983, Applications of Singularity Theory to Neurobiology.
Ph.D. Thesis, University of Warwick, Coventry, United Kingdom.

Labouriau, I. S., 1985, Degenerate Hopf bifurcations and nerve impulse.
SIAM J. Math. Anal., Vol. 16, pags. 1121-1133.

Labouriau, I. 8., 1989, Degenerate Hopf bifurcations and nerve impulse.
Part 2. SIAM J. Math. Anal., Vol. 20, pags. t1-12.

Langford, W. F., 1977, Numerical solution of bifurcation problems for

ordinary differential equations. Numerische Mathematik, Vol. 28, pags.
171-190.

Langford, W. F., 1979, Periodic and steady-state mode interactions lead to
tori. SIAM J. Appl. Math., Vol. 37, pags. 22-48,

Langford, W. F., 1983, A review of interactions of steady-state and Hopf
bifurcations, en: Nonlinear Dynamics and Turbulence, editado por
Barenblatt, &. 1I., Iooss, G. y Joseph, OD. D., Pitman, Boston, pags.‘
213-237.

Lloyd, N G., 1986, Limit cycles of certain polynomial systems, en
Nonlinear Functional Analysis and its. Applications, editado por S. P

Singh., D. Reidel Publishing Company, pags. 317-3726.

Lloyd, N. G., 1988a, Limit cycles of polynomial systems- Some recent
developments, en New ODirections in Dynamical Systems, editado por T.
Bedford y J. Swift, Cambridge University Press, pags. 192-234.

Lloyd, N. G., 1988b, The number of Timit cycles of polynomial systems in
the plane. The Institute of Mathematics and its Applications, Vol. 24,

219



pags. 161~-165,

MacFarlane, A. G. J. y Postlethwaite, I., 1977, The generalized. Nygquist

stability criterion and multivariable root loci. Int. Journal of Control,
Vol. 25, pags. 81-127.

Margolis, &. 8. vy Matkowsky, B. J., 1989, New modes of quasi-periodic
combustion near a degenerate Hopf bifurcation point. SIAM J. Appl. Math.,
Vol. 48, pags. 8§28-853.

Marsden, J. £. y McCracken, M., 1976, The Hopf bifurcations and ijts
Applications, Springer, New York.

Mees, A. I., 1472, The describing function matrix. J. Inst. Maths.
Applics., Vol. 10, pags. 49-67.

Mees, A I y Bergen, A. R., 1975, Describing functions revisited. IFEF
Trans. on Automatic Control, Vol. AC-20, pags. 473-478.

Mees, A. I. y Allwright, D. J., 1979, Using characteristic loci in the Hopf
bifurcation. Proc. Instn. Flect. Engrs., Vol. 126, pags. 628-632,

Mees, A. I., y Chua, L., 1979, The Hopf bifurcation theorem and its

applications to nonlinear oscillations in circuits and systems. [EEE Trans.
on Circuits and Systems, Vol. CAS-26, pags. 235-254.

Mees, A. I., 1881, Oynamics of Feedback Systems, John Wiley & Sons,
Chichester.

Minorsky, N., 1962, Nonlinsar Oscillations. D. Van Nostrand Comp., Inc.

Mittelmann, H. 0. y Weber, H., 1981, A bibliography on numerical methods
for bifurcation problems, Universitat Dortmund, Nr. 58.

Moiola, J. L., Desages, A. C. y Romaéno]i, J. A., 1990a, Bifurcations in
chemical reactors via feedback system theory. Chem. Engng. Science, Vol.
45, pags. 1863-1874,

14

Moiola, J. L., Colantonio, M. C., Desages, A. C. y Romagnoli, J. A., 1990b,
Bifurcations and degeneracies in a CSTR with reactions A-B-C: Frequency

domain analysis. Chem. Engng. Science, Vol. 45, pags. 297-305.

Moiola, J. L., Castro, L., Cendra, H. y Desages, A. C., 1990c, Degenerate

220



bifurcations and catastrophe sets via frequency analysis. Oynamics and

Stability of Systems, Vol. 5, pags. 149-162,

Moicla, J. L., Desages, A. C. y Romagnoli, J. A., 1991a, Catastrophes,
bifurcations and degeneracies via feedback system theory. lLatin American
Applied Research, Vol. 21, pags. 77-92.

Moiola, J. L., Desages, A. C. y Romagnoli, J. A., 1991b, Degenerate Hopf
bifurcations via feedback system theory: higher-order harmonic balance.
Chem. Engng. Science, Vol. 46, pags. 1475-1490.

Moiola, J. L., Desages, A. C. y Romagnoli, J. A., 1991c, Computing
bifurcation points using characteristic gain loci. TEEE Trans. on Automatic
Control, Vol. AC-36, pags. 358-362.

Moiola, J. L., 1891, Bifurcations in nonlinear systems wusing frequency
domain analysis. M.S. Thesis, University of Houston,

Moiola, J. L. y Chen, G. R., 1991, Degenerate Hopf bifurcations via
graphical analysis. Presentado en Texas Days Dynamics, Workshop - or

Nonlinear Dynamics (Chairman: M. Golubitsky), Houston, Texas.

Moiola, J. L. y Chen, G. R., 1992, Computation of 1limit cycles via
higher-arder harmonic balance approximation. Aceptado para su publicacidn

en IEEE Trans. on Automatic Control (aparecerd en el Vol. 38, N 3, 1993).

Moiola, J. L., 1992, Bifurcation conditions using frequency analysis:
Applications in Engineering. A aparecer en IFEE Student Paper Contest Book,
New Jersey.

Pismen, L. M., 1985, Dynamic of lumped chemically reacting system near

singular bifurcation points-II. Almost Hamiltonian dynamics. Chem. Engng.
Science, Vol. 40, pags. 905-916, '

Planeaux, J. B. y Jensen, K. F., 1986, Bifurcation phenomena. in CSTR
dynamics: A system with extraneous thermal capacitance. Chem. Engng.
Science, Vol. 41, pags. 1497-1523.

Poore, A. B., 1976, Bifurcation of periodic orbits in a chemical reaction
problem. Math. Bicsciences, Vol. 26, pags. 99-107.

Poore, A. B, 1976, On the theory and applications of the Hopt-iriedrichs



bifurcation theory. Arch. Ration. Mech. Analysis, Vol. 80, pags. 371-393.

Rand, A. H., 1985, Derivation of the Hopf bifurcation formula using
Lindstedt’'s perturbation method and MACSYMA, en Applications of Computer

Algebra, editado por R. Pavelle, Kluwer, Boston, p. 293.

Roose, 0., y Hlavacek, V., 1985, A direct method for the computation of
Hopf bifurcation points. SIAM J. Appl. Math., Vol. 45, pags. 879-894.

Rousseau, C., 1987, Bifurcation methods in qQuadratic systems. Canadian
Mathematical Society Conference Proceedings, Vol. 8, pags. 637-653.

Seydel, R., 1981, Numerical computation of periodic orbits that bifurcate
from stationary solutions of ordinary differential equations. Appl. Math.
Comp., Vol. 9, pags. 257-271.

Seydel, R:, 1991, Tutorial on continuation. International J. on Bifurcation
and Chaos, Vol. 1, pags. 3-11,

Shiau, J. L. y Hassard, 8., 1991, Degenerate Hopf bifurcation and 1solated
periodic solutions of the Hodgkin-Huxley model with varying sodium  ion
concentration. J. Theo. Biol., Vol. 148, pags. 157-173.

Takens, F., 1973, Unfoldings of certain singularities of vector fields:
Generalized Hopf bifurcations. J. ODifferential Egns., Val. 14, pags.
476-493.

Takens, F., 1974, Forced oscillations and bifurcations. Commun. Math. Inst.
Rijksuniversiteit Utrecht, 3, pags. 1-59.

Tang, Y. S., Mees, A. I. y Chua, L., 1983, Hopf bifurcation via Volterra
series. IEEE Trans. on Automatic Control, Vol. AC-28, pags. 42-53,

Thom, R., 1975, Structural stability and morphogenesis. Traducido por 0. H.
Fowler, Benjamin, Reading, Mass.

Uppal, A., Ray, W. H. y Poore, A. B., 1974, On the dynamic behavior of

coﬁﬁinuous stirred tank reactors. Chem. Engng. Science, Vol. 29, pags.
967-985,

Uppal, A., Ray, W. H. y Poore, A. B., 1976, The classification of the

dynamic behaviour of continuous stirred tank reactors -influence of reactor

222



residence time. Chem. Engng. Science, Vol. 31, pags. 205-214.

Vaganov, D. A., Samoilenko, N. G. vy Abramov, V. G., 1978, Periodic regimes
of continuous stirred tank reactors. Chem. Engng. Science, Vol. 33, pags.
1133-1140.

Vanderbauwhede, A., 1980, An abstract setting for the study of Hopf

bifurcation. Nonlinear Anal., Vol. 4, pags. 547-566.

Yu, P. y Huseyin, K., 1988, A perturbation analysis of interactive static
and dynamic bifurcations. IEEE Trans. on Automatic Control, Vol. 33, pags.
28-41,

223



