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Resumen.

El este trabajo se analiza el comportamiento dindmico de una estructura aporticada, con una de
sus vinculaciones externas con propiedades elasticas y una rotula elastica intermedia en el
dintel. El procedimiento analitico para estudiar la conducta dinamica de la estructura se
desarrollo en base al calculo de variaciones, obteniendo asi las ecuaciones diferenciales
gobernantes y el problema de contorno de la estructura estudiada. El método de separacion de

variables fue utilizado para hallar las frecuencias y las formas modales.

Los resultados obtenidos fueron comparados con valores disponibles en la literatura. También
se obtuvieron resultados a través de un modelo experimental de laboratorio construido al efecto

y por medio de un modelo de cédigo de elementos finitos de caracter comercial.

En el Capitulo I para introducir el calculo de variaciones, se ejemplifica la resolucion de un
problema relativamente sencillo como es el de vibraciones libres de una viga de dos tramos con
vinculos elasticos externos ¢ internos. De esta manera se obtienen las ecuaciones diferenciales y

el problema de contorno de la viga.

En el Capitulo II se analiza el comportamiento dindmico de un portico formado por una
columna y un dintel vinculados rigidamente entre si, con una de sus vinculaciones externas con
propiedades elasticas y una rotula eldstica intermedia en el dintel. El procedimiento para
estudiar la conducta dindmica de la estructura se desarrolla en base al calculo de variaciones,
obteniendo asi las ecuaciones diferenciales gobernantes y el problema de contorno del poértico
en L. El método de separacion de variables es utilizado para hallar las frecuencias y las formas

modales.

Los resultados numéricos son calculados por medio de algoritmos realizados con el software
Wolfram Mathematica (2012). Estos resultados se presentan en dos secciones: En primera
seccion se le da diferentes valores a las constantes de los resortes de los vinculos elasticos, y se
los compara con resultados similares en la literatura. En segundo lugar se toma diferentes
constantes de las condiciones de vinculo para estudiar su influencia en el comportamiento

dinamico de la estructura.

Las estructuras de acero sujetas a cargas variables o repetidas pueden fallar estando en servicio
con cargas significativamente menores a su resistencia estatica. Este tipo de falla, resultan del

crecimiento de las fisuras que se encuentran sometidas a cargas variables.

A través del estudio de las propiedades dinamicas de una estructura, se pueden desarrollar

métodos no destructivos que nos permitan acotar la zona de busqueda de una falla.



En el Capitulo III se estudia en forma experimental el comportamiento dinamico de un marco de
dos tramos con una fisura en una posicion genérica, con el objetivo de determinar un
procedimiento analitico que permita predecir los pardmetros dinamicos de una estructura

fisurada.

Se miden en el laboratorio las primeras frecuencias naturales de un modelo fisurado con

diferentes vinculos externos, empotrado-empotrado y empotrado-libre.

Para el modelo matematico se separa la viga horizontal en dos tramos y en el lugar de la grieta
se coloca un resorte rotacional. El desarrollo consiste en una simplificacion de una grieta en
donde no se involucran los parametros reales de la misma. Es importante trabajar con la teoria

de vigas y suavizar la continuidad con las condiciones de borde.

Para expresar la flexibilidad del resorte utilizamos la teoria propuesta por Chondros (1998), ya

que es la mas utilizada en la literatura.

En el Capitulo IV, a modo de introduccion al tema, se estudia de forma experimental el
comportamiento dinamico de una viga cantiléver. Con el objetivo de, por medio de un caso
sencillo, introducir la aplicacion de la Transformada Wavelet (TW) al procesado de sefiales e
imagenes que es otra herramienta, muy reciente en el tiempo, para la deteccidon temprana de

fisuras en una estructura. El cual sera desarrollado con mayor profundidad en futuros trabajos.
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1 Capitulo I: El célculo de Variaciones
1.1 Introduccién

1.1.1.Un breve comentario sobre la historia del calcule d
variaciones

El calculo de variaciones es una rama clasicasiemitematicas que se ocupa del desarrollo de
formas Optimas, estados o procesos en los quéteriade optimizacidén se da en la forma de
una integral que implica una funcién desconocid#e Es utilizado para demostrar la existencia
0 deducir las propiedades de alguna funcion qukzaeal valor éptimo para esta integral.
Ademas permite la obtencién en forma precisa yaefide las ecuaciones diferenciales y
problemas de contorno, que se describen en laatgodplicacion de sistemas mecanicos
vibrantes.

La primera persona que se considera resolvio uslggra cientifico de minimizacién fue Hero
de Alejandria que trabajé sobre problemas de Opticaié en el primer siglo de nuestra era.
Pappus, trabaj6 sobre problemas isoperimétricasta de la idea de algunos reyes de regalar a
sirvientes y militares, porciones de tierra quesibuedan trabajar en un periodo de tiempo
dado. Nace entonces, el problema de encerrar aicwwa plana la mayor superficie posible.
Si bien Pappus no fue el primero en trabajar cde t=ma, €l en sus libros recolectd y
sistematizo6 resultados de otros autores como Eustglimides, Zenodorus y Hypsicles todos

estos en un periodo aproximado que va desde & 808l 140 a C.

Mas tarde aportes importantes fueron desarrolladoBuropa en el siglo XVII, tales como el
trabajo de Fermat en el afilo 1662 sobre geomettigadpl problema desarrollado por Newton
en el afio 1685 para estudiar los cuerpos en mavien un fluido. Uno de los problemas mas
famoso es el de las curvas de Braquistocronag esrva entre dos puntos que es recorrida en
menor tiempo, por un cuerpo que comienza en elopmitial con velocidad cero, y que debe
desplazarse a lo largo de la curva hasta llegaeglindo punto, bajo accion de una fuerza
de gravedad constante y suponiendo que no existéfi. Esta fue formulada por Jhoann

Bernoulli en 1696 e inspirada por un problema sinplanteado por Galileo en 1638.

En 1744, Leonhard Euler, publico su libro “Métode busqueda de lineas curvas con
propiedades de maximo o minimo, o la resoluciénpdeblema isoperimétrico tomado en su
sentido mas amplio”, muchos matematicos considenanéste el inicio del Célculo de

Variaciones.

Posteriormente Lagrange realiz6 un amplio desard#l tema y publicdé en 1762 una memoria

en donde introduce el concepto de variacion dentegral con el simboléd para representarla.



Luego diversos autores trabajaron sobre el temas,BBolza, Carathéodory, Clebsch, Hahn,
Hamilton, Hilbert, Kneser, Jacobi, Mayer, Weiersrasélo para citar algunos.

En el siglo XIX en paralelo con algunos de los @&jab mencionados anteriormente surge uno
de los trabajos més célebres del calculo de vaniasij el estudio de la integral de Dirichlet, éste
era un problema de integrales multiples y fue namkd/ por su relacion con la ecuacion de
Laplace. Muchas de las contribuciones importantessoh hechas por Dirichlet, Gauss,
Thompson y Riemann entre otros. Fue Hilbert quéa &uelta del siglo XX, resolvid el
problema y fue inmediatamente después imitado gietgue y luego Tonelli. Sus métodos
para resolver el problema eran, en esencia, loajoea se conoce como los métodos directos
del célculo de variaciones.

Podemos enumerar diversos ejemplos sobre func&nadea el desarrollo de nuestro trabajo
nos basaremos en el ejemplo del funcional parens&s mecanicos.

Si tenemodN particulas con sus respectivas magag sus posiciones en el tiempson dadas

poru;(t) = (x;(t), y:(t), z;(t)) € R%,i = 1,..,n => la energia cinetica es
1 2
T(u) =§Z mx|u
1

y U=U(t,u) la energia potencial, entonces nos queda el foaktio

f(t,u,g)=T(E)-U(tu)
En este capitulo, se presentara el calculo decianias aplicado a un problema de vibraciones
libres tratados en libros clasicos como: Timoshe®kyg Young D.H.,(1956), Warburton, G.B.,
(1976) y Blevins, R., (1993) . El propoésito seegatrollar, por medio de una estructura de baja
complejidad, las ecuaciones diferenciales y ellproa de contorno de una viga de dos tramos

con vinculos elasticos y una rétula elastica ineatian utilizando dicho método.



1.2. Aplicacion del calculo de Variaciones: Problema @@ntorno.

1.2.1. Viga de dos tramos con vinculos elasticos

Su aplicacion al estudio de estructuras resistemiesido extensamente desarrollada en los
trabajos de investigacion de Dr. Ricardo Oscar §&rgs sus colaboradores, debiendo
consignarse un libro de texto en donde el temea&sio rigurosamente, Grossi, R.O, (2010).
Otros autores que trataron el tema son; Wang, €. Wang, C.M, (2001), Bernal (2004),
Albarracin C. M. y Grossi R. O (2005), Chang, Tlin, G.L. y Chang, E.(2006), Grossi R. O.

y Quintana M. V. (2008), Wu, J.J,(2011), RaffoFJ2013), Grossi R. 0.(2013).

No obstante y para dar completitud a la presesis,tee ejemplifica la utilizacion del calculo
variaciones en la resolucién de un problema relatante sencillo como es el de vibraciones
libres de una viga de dos tramos con vinculosiet&séexternos e internos.

Como se muestra en la Figura 1 el sistema coordeineme su origen en el extremo izquierdo
de la viga. La viga esta compuesta por dos traraagga de distinta longitud, y corresponden a
las secciones transversales comprendidas edtrg [para el primer tramo yc[ I para el
segundo en dondees la longitud total de la viga. En la secciért, unidbn de ambos tramos,
hay una rotula elastica representada mediantesonteea rotacion de constamggy un resorte a
traslacion de constantg, También se consideran propiedades elasticas lparainculos
exteriores de la estructura. Las condiciones eklstise representan mediante resortes a
traslacion, con constantggy t, y a rotacion, con constantes

Tomando conceptos del trabajo realizado por Ric@stmar Grossi (2010), consideramos que el
comportamiento flexional de los miembros de la \@gaadecuadamente descripto por la teoria

de vigas de Euler-Bernoulli y simultaneamente sdréeen cuenta la deformacion axial.

'm
t 1 rs t
w ul u3 \
/ ih\ - /rj \
N

\\U/ 1243

twl tw2 tw3

Figura 1.1: Viga de dos tramos elasticamente regtta



1.2.2. Energia interviniente en el sistema.

Si tenemos en cuenta los vinculos elasticos exeto tyz, tws, tus, tus, 1, rs y l0s vinculos
intermedios entre los tramos de viga, , t, , Y consideramos que los desplazamientos

transversal y axialu de la linea media de la viga estan descriptosgsoiunciones:

w=w(x 9, u=u x 9, Ox][0,]. (1.1)

El mecanismo de funcionamiento de la rotula requigre los desplazamientos transversales de
la viga sean continuos en el pumte, esto es
+ L\ -
w(ct) =w(c 1),
y las secciones transversales a las que esta adecyluedan desplazarse longitudinalmente y

girar libremente, es decir gue generan una distoidtd
ul(c+,t) # U (c‘,t)

ow, 9
= (et t) a—v)‘:(c 1),

donde la notaciée’ indica cuandox se aproxima & para valores mayores qug ¢ cuandox

Sé acerca epara valores menores que esta.

La energia potencial del sistema estructural esi@da por

[I[Eﬂ [ (Xt)T+ &A[aul(xt)} ]dx+
I{Ez'{az i)}%%{%(xt)ﬂm

L[ (0T + tu[ w(0n) T +rB (01)} (12)
L (e AT + 1 2 (e -2 () + o [ufe 9-u(e ]

+tU3[u2(|,t)]2 +tW3[W2(I,t)T+r ﬁ;’v (I I)} J

dondeE; es el médulo de elasticidad de Younges el momento de inercia de la seccién
trasversal respecto a su eje de flexioly gs el area de la seccion transversal. Con el sigbind
i =1 6 2 se indica la pertenencia al tramo 1 caahtr 2 respectivamente.

Los términos:



tafw(00)] +t,[w(of] + rlﬁaﬂ( OI)T +

1
X

tuo[ W4 (c, t)]z + s U |1t)]2 + o Wi I’t)]z + rs[%(l ’t)T ’

(1.3)

representan la contribucién a la energia de defddmale los vinculos elésticos externos de la

viga. En tanto los términos:

w, oy ow AT N A
rm{g(c 1) g(c t)} +t (e )-u(c 9], (1.4)
representan la contribucién a la energia de defdidmale la unién elastica entre ambos tramos

de viga, en ellas aparecen las constantes de dostas correspondientes, y t,,, que estan

ubicados a una distanaialel origen

La energia cinética esta dada por la expresion

T :%Eplﬁ([%(x,t)}z +[%—L:1(x,t)TJ dx
][ 200 ] o[ 209

En donde; es la densidad del material del trante viga(i=1,2).

(1.5)

1.2.3. Modelo Adimensional
Para el trabajo analitico, por conveniencia se edgionalizé la coordenada espacial que indica
la posicion de las distintas secciones de cadayilgs desplazamientos y u, respecto a la

longitud total

X g = WXL YKL
XK= W=——U=—""— (1.6)

En cuanto a las caracteristicas fisicas y geomaétrie las vigas se definieron parametros

adimensionales segun se indica

L, - (B), EA) (oA

Vi =|_i’ Vi _F'\ém EA

» Vo ,o—AI =12, (1.7)

dondel=c; I,= | — ¢, (E)i=E; I;; E=E1; 1=l1; A=Aq;, p=p 1.
Finalmente las constantes de rigidez de los viscelasticos fueron adimensionalizados segun

se indica a continuacion:



3
TW' :tw-l_conj:lazag-
j i El
T =t —|3 R —rl— con j=1,3
A T R =T 1 (1.8)
R _

T =t — R =r_—.

El "El

1.2.4. Construccion del Funcional: Principio de Hamilton.

El principio de Hamilton requiere que entre dosantest, y t; para los cuales las posiciones

del sistema son conocidas, éste ejecute un mowvionipre hace estacionagbfuncional
&
J(wW,V) ‘L (T-U) dt;

dondelL= (T-U) es el conocido lagrangiano del movimiento. El fanal en el que vamos a
trabajar, esta compuesto por funciones reales idafinen ciertos subconjuntos de espacios
vectoriales.

Teniendo en cuenta las expresiones de la eneagfdaebral del lagrangiano viene dada por
1%)¢ oW, * Tou ’
‘](V\/l-\/\é1U1'U2)=EE’;{J;[(p1A Fi[{ 6'[1( X’t)} +_ atl( X,ﬂ }_
{Ei E'{az\/\i(x t)} +Eﬁ\@_ﬂ[a—w(x,t)n dX -
l, v, [ 0X v, [9X, |
[ 109 +T.Lw(od] v (e -
. oW, > Tou ?
[ Ot +I[p2A2I [[—(Xt)} +[ 2( Xt)} ]_
o o (1.9)
[ [62\’\2 (X, t)} +EhTe [au (X t)} ﬂdx—
l, v, [ 0X l, v, [0X

E,l, [R{Z\Q’z (1.t) T T o [Wy (L) +

R{g\)/(vj(c‘,t)—g\)/(\f((f,)}] “A(nLu(T [ u(e. 9-%(5’)]2)} d

Por simple observaciofil.9) revela que define un funcional que depende deaticiones
realesU;, W coni,1,2

Por lo tanto, es conveniente introducir las sigi@gfunciones vectoriales:

v=(u,w), u=U,,U,), w=W,W,), (1.10)



Si G es un conjunto acotado @& y su entorno edGse denota colt=GUJG. Entonces,
la notacién C*(G)indica al sub conjunto del espac™ (G)N C(G)compuesto por la

funciones que son continuas en el cerradosus derivadas parciales hasta las de orden
k inclusive , son continuas en el abiefoy admite extensiones continuas hasta el

entornodG. Por lo tanto decimos que:

U, (X,t)0C? (G

Y
W(X,)0C (0),i=1,2,
con B
G =[0.]x[t 4]
Luego si introducimos los siguientes espacios vetés
S =(C()°y(C( §° (1.11)

Tendremos que

ulls,,

was,,,

vs, x§,.

Por lo tanto nuestro funcional ahora nos quedaiecidn dev, y lo escribimog = J(v) .

Para poder realizar la variacion del funcionale @sbe estar definido en un espacio lineal. El
espacio producto usado en (1.11) puede ser traafforen un espacio lineal si se introducen las

siguientes operaciones

(u(l),w(l’)+(u(2),w‘2)) =U®+u@w®+w @) 0u®u s, ,Ow “w 0§, ,
cuw)=(au,awv),0ul g ,Owl § ,0 CR,
Después de haber considerado todo lo expuestdaantente estamos en condiciones de decir

que el espacio admisible del funcional es

Dl = {v;v € SyxSw,v(xty) =hg(x),v(xt;)) =h;(x)vVx €[0,1]}. (1.12)
Ahora definimos la variacion del funciondl= J(v) en el puntov y en la direcciorv como la
derivada

6J(v;\7)=%J(V+8\7) (1.13)

=0

El puntovD"y la direccionvID} .



Las direcciones admisible® en el puntovOD" son aquellas para las cuales e vOOD" para
todo € suficientemente pequefio y exisié(v; V) .

En consecuencia, en vista (le12), ¥ es una direccion admisible enpara D"si y solo si

vOD; . Comov y ¥ son continuas al igual que sus derivadas en cadwty de las condiciones
de continuidad vistas anteriormente, el espacidideciones admisibles esta dado por

Dy ={%,90S,xS,. V(X §)=% X H=00 xJ[0,3} (1.14)
esto nos lleva a

o005~ ] e B2 - x4 -

to

E I, Ve, 02,
l, v, 0X{

RGO T O+ T w09 W0} Tw(e. (e,

SAT, U (00,09 +

2W, EAVea 0 U, oy,
x-S S ) T

| , W, , o .0 ou,

J‘{pzAzlzvaz [ 2(X,1) (;’tVZ( X )+ =2 (X ( DJ‘ (1.15)
I, Ve, 0°W, 02, Ve, 0 U, oU,

EI22 v, X2 axz ot X2 (X0 E|22A2 V|/ASZ OXZ(X,t) 0%, ( X,t)] e

Elzz'z(RSg‘)’("(n)g;’(‘é(n) W, (1O ( 1,1) -

Rn[g_%(c_’t) Si“( )J[f”vf( 9_%\1{(6’@_
S (LU (100:010) T (U 1)-Ui(e )

C
—
SN—

(e
—

O,
=

N —
N —
(——
=

La condicién de estacionario establece que
0J(v;v)=00v 0D} (1.16)

Si consideramos la primera integral
1%, oW,
j PA[S P T8 (X Hdxa 17)

Comov yVe C*(G) se puede integrar por partes con respetioa aplicar la condicién

v(X,t,) =V (X,t,) =0,0X 0[0,1],



se obtiene

tﬁavq(x t)—(X,HdX dt= tﬁa W XV, (X,DdX ¢ (1.18)

La misma condiciérw y Ve C*(G) nos permite integrar por partes dos veces respecto

2%

ox? W > (X,1)dX dt (1.19)
0

De donde obtenemos

tlc

”axg(x t\azwl(x t)dX dt=

TR ] 92 AW S 9 o (@20
_[!axfl(x,t)/\/l(x,t)dx+a)\(/l\2{(X,t)axi,j(X,to ;(’ly(Xt)N(Xt)] c
Lo mismo obtenemos para
” l(Xt) l(Xt)olx@u_—ﬁ Ul(thJl(Xt)dXd
jj 1(Xt) 1(><t)d><dt— (1.21)

EHo20%U, . au .
- XU, (X 1) dX+—2 (Xt Xt
{ {axf( Wy (X 1) dX+=2E (X, (

)} df

Si hacemos las mismas integrales dobles paramsbird y remplazamos en la ecuaci(inl13)
tendremos:



\/ S 3 3 OZ\N
) :J{Iplplllv”’*\{l (_ oz (YW X} - atz ( XY X,)jdx
_El Ve, 0V, Y RV oW, 1_03\/\{ 3 1
RRES (X OW( X, 1) dX+ aXf(X’t)axl(X’t)o axf(x’t)W(X ’tt
_E A Ve fOU7 -
Ly, !axlz(x,t)ul(x,t)dx

‘Ei'lRl"’Wl(o,t)Zivl(o,t)+w( 0 W( 0~ T, W & ¥ et
EA %Xt»MXtﬂ ~T,U,(0.90,(0.9
+IP2A2|2VpA2\423( azN ( )V~V2( X, D U ( X’) Uz( )j
_Ezlszlz C64\N2
l, v, 06X4
_E,A Vg,
" -([GXZU o(X,t)dX
_E,A Vg, 0U
l, v, 0X 0

T U (10)0,(1) = Tu(U (¢ 1) = Uy e 1)) (U2 () - Uy (e 1)} ot

Si ahora definimos

(1.22)

(X, WL (X, 1) o|x+a V\é(x t)aV\é(X Ly

WMDWM%

0

1

2(X,00,(X,9

BI =p APV/A YT’,Q:E‘I_I'\:'/E_I' ypzﬂﬂ

Loy

Agrupando en la ecuaci@h.23) obtenemos:
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33 (v;v) j{!(

j( Dlgiljz(x t)U,dX - Bl 50 ( gj U( X} dx

0

W W[ oW, o oW o OV
C{GXE 0%y 05 Fiaxl(o’t)axl(o’t)+

T (0,9 (0.9 =T, W(c W (c. ) -
D,| T,,U, (Ot)L] (0t)- %lilu,‘o

( B, 02 Cz%\/\f(Xt)jW(Xl)dX+
j (1.23)

!
|

( 26X2 (X't) Uy( X} dx-
C(%%Xt)ax(xn %;V%wt)vvz(x,ao
ng\;(v (Ot)g\)’(v (0t) =T W5 (1 )WL(1 1)

[ e e
Dz[Tm(Uz(c,t) U,(c.9)(0,(c.9-0,¢.9)-

U, 5 H "

2
Luego de la condicion de funcional estacionarialtas

T, —ToU, (1,t)U,(1,t) -

53(v;) jm 8 O g- 0“V§£(x,1)]\7y(x)dX+

AL
I{—BzaaTZVZVZ(X’t) Cz‘f,ff(Xt)j (X} dx
j Dlgil:z(Xt) (X, )dX- B 2U( 9] U( %) (1.24)
j -D, ‘3;::2 (X,t)U,(X,t) dX~ g 2U 2 (x, )jUZ(X,t)dX}dt=0,

conw=w" = 0WOD} .
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Como w, w[J (C“(E;))sy verifican la condiciér{1.12) podemos aplicar el lema fundamental del

calculo de variaciones generalizadaRénde donde se deducen que las funciengy; deben

satisfacer las ecuaciones diferenciales en dervpaiiales.

—Bla—zvzvl(x,t)—c1 a4V§f(x,t) =0,0X0 (0,1)dt>0,
ot 0X;
2";\’\’ (X,t)-C %)‘("f(x,r):o,mxm (0.)0t>0,
at 5 2 (1.25)
U, _g 9, -
Dlax—z(x,t) BlF(X,t)—O,DXD (0,HJt>0,
-D, ‘?;UZ (X,t)- azuj(x,t)zo,DXD (0,0t > 0.

Por lo que la funciémw; y u; debe satisfacer la ecuacion (1.13) y la condip#na funcional

estacionario se reduce

() J{ c| S ocd -2y xf
RM(O t)av)(l\!(Ot)-l--l;lelM 0} \7}( Of Ty W +C,)t~\4\/*c,))t—
RO (095045

S X0

q[wul(o,t) 0,09

| x|

1

(X,I) vy( XJ{ _ (1.26)

0

axz\ "7 ax 0

R R R S b
Dz[Tm(Uz(c‘,t)—ul(c+,t))(Uz(c‘,t)—ol(e,g)_

J-

Agrupando los términos de la ecuacion (1.26) yizeatlo los desarrollos algebraicos

TaU(10(1) -2

2

X 1)U, (X, 1)

adecuados. Obtenemos por un lado las siguientedicommes de borde naturales y de

compatibilidad:
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T, v, W(O0, 1)~ C; l(0 =0 (1.27)

T, U,0,0)- Dl‘;—;’i(o,w: 0 (1.28)
W (o OV
R ox, (0,1) anz 0.t)=0 (1.29)
W(c', - W(c, )=0 (1.30)
o 2 oW
T, W(c, 9 {ang h- ang(é )} (1.31)
D, Y (¢ =T (U, (.- U.(¢.1)=0
laXl , m \J2lC L )= (1.32)
oy, - - &Y=
D, 222(¢ 0T, (Uy(C 9= Uy(€ )= 0 (1.33)
oW, w, : _
g (0= R, (GE (e 0- 3¢ =0 (138
W, oW _
aXz(c 9-R EF f(en0-gt e p=o (1.35)
T, v, W(l, t)—CZ(;V(\éZ (1,)=0 (1.36)
T, U:(.0-D, 521020 (137)
OW, v~ OPW
R, axZ(I,t) C, ox: (Lt)=0 (1.38)

Luego teniendo en cuenta las ecuaciones diferes¢iaP5)tenemos que:

2
gz\f (X,t)-k' aat\ﬁv(x,t) =0,0X0 (0,pJt>0,i=1,2 (1.39)
0V, 0,
N (X,t)—p,z—tz'(x,t) =0,0X0 (0,)Ft>0 (1.40)
Con:
a_Vor a2 Vea | al_
=Byt gt =y fiEL2
K VEIi Vl' i VEI, AIZVII !
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Aplicando el método de separacion de variablespliacion de las ecuaciones diferenciales nos
queda de la forma

W (X, =T (1).W(X), (1.41)
U, (X, )=T (1)U, (X). (1.42)

Si remplazamos ef1.39) y (1.40)

%WIVT:—TWj—];\NT:—I:Of (143)
k kK* W T
—Il
iZU”T =T U= _12UT=I=—¢J (1.44)
pPuU T
Luego nos queda:

02U, 7 _ .
W(X)H‘ Ui (X)=0,0X0 (0,2)i=1,2 (1.45)
o'W, a— N .
T (X)=A*Wi( X)=0,0X0(0,1)i=1,2 (1.46)

Con:

Y =%I4w2;i =12
El
En dondew es la frecuencia natural en radianes por segundo.
Si asumimos que es una oscilacién armdnica, end@ara:
T(t)=€“.

Si consideramos qu&,y U;, como los modos naturales de vibracion transverkaigitudinal

de las vigas.
W, ( X,)=Ccosh@,a, X+ C, sentl ., X+ Gcosl,a, X¥ G sehg, ¥ (1.47)
U, (X,)=Cscos@’B,X,)+ Cssend’ B, X), (1.48)
W, (X;)= Ccoshd,a, X, )+ Gsentl,a, X Geost,a , Xy G sehg , ¥ (1.49)
U,, (X,)= C,,c0s(2,8,X,)+ C,,5end? B, X,) (1.50)

En dondeyx y £ son parametros adimensionales dados por las edsdicias fisico-geométrico
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de las vigas y estan definidos por las expresiones:

Voai Voai | .
a =42 v B =222 v .parai=12,3
i li I 2 li

Vg Ve Al

Si consideramos que los coeficientes de rigideziomnal y traslacional puedan asumir valores
tales que

O<sR<w, 0< T<o, 0 T <o yO< R <o
Las condiciones de contorno son todas naturalesi ¥ez al hacell,, R — o, se obtienen las

condiciones geométricas. Al hacer variar las coetade rigidez de los resortes, podemos ir

generando vigas con distintas condiciones de apoyos extremos de los tramos.

Si se reemplazan las ecuaciones de las expredibdeg-(1.50) en las de las condiciones de
borde y de continuidad dadas por las expresiohexr)¥(1.38) se obtiene un sistema de

ecuaciones homogéneo lineal de 12 const@itas;,.

De la condicion de no trivialidad del sistema, leswn determinante-ecuacion en los

autovalored\ del problema, que seran los coeficientes adimeakde de frecuencia.
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1.3. Conclusiones

Se obtuvieron las ecuaciones diferenciales y dllpnoa de contorno de una viga de dos tramos
con vinculos elasticos en sus extremos y una r@idistica intermedia. Podemos ver que el
método del céalculo de variaciones aplicado a umauatsra bésica, nos permite llegar con
rapidez a las ecuaciones gobernantes y es muy gelena la hora de realizar modificaciones a
ese modelo. En particular es compatible con prdpsesstructurales que involucran uniones o
vinculos externos con caracteristicas elasticas.

En el capitulo siguiente aplicaremos el método addtulo de variaciones para obtener los
coeficientes de las frecuencias naturales de umicpéen L, y para analizar como el
comportamiento dinamico de la estructura es afectaat la incorporacion de propiedades
elasticas a los vinculos externos.

Mas adelante nos centraremos en el estudio dedtula elastica intermedia en la estructura, y

como ésta se puede utilizar para asemejar a una.fis
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2. Capitulo Il: Semi-pértico con vinculacion elast@. Analisis dinamico
mediante el método variacional.

2.1. Introduccioén

El estudio de las propiedades dinamicas de porsicogles es muy importante en el campo del
disefio estructural ya que se constituye en la piddndamental de muchas estructuras

resistentes de utilidad en varios campos de laniege.

En efecto , los encontramos tanto en grandes cmegines como puentes y edificios ubicados
en regiones sismicamente activas como en micromauntiizados en modernos equipos

electronicos sometidos a entornos vibratorios, Madam, A. et al.( 2013).

Como puntualizaron Laura, P. y colaboradores ef7,188ema habia sido tratado en excelentes
libros, hoy clasicos, algunos reeditados: Timosbei¥k y Young, D. (1990), Warburton, G.
(1976), Blevins, R. (2001) y Clough, R. y Penzién(2010). Mas reciente y con abundante

informacién es la obra de Karnovsky y Lebed (2004).

En los trabajos de investigacion sobre vibracion pfticos, pueden mencionarse las
contribuciones de Filipich, C. (1987) y Laura, Paét (1987) que analizan vibraciones de
pérticos planos con vinculos elasticos o masasaadss obteniendo soluciones aproximadas
mediante métodos variacionales. Lin, H. y Ro, D08 propusieron un método hibrido,

analitico numérico, para analizar entramados plawasg J. (2011) presentd una combinacién
de elementos vigas, elasticos y rigidos, para mh@tar las caracteristicas dinamicas de un
pértico plano. Mei, C. (2011) analiz6 las vibra@srde un portico plano de varios pisos desde

el punto de vista de la vibracién de ondas.

En el caso particular del portico de dos tramas Shaped structure”), los primeros trabajos
corresponden a Bang, H. (1996), Glurgdze, M. (1998 guamanam, D. et al. (1998). Este
ultimo fue extendido en 2003 (Heppler, G. et @lpjando las restricciones en el movimiento
del pértico abierto. Dos trabajos que merecen data son los de Lee, Y.y Ng, T. (1994) y
Albarracin, C. y Grossi, R. (2005). En el primemallos se utiliz6 el método de Rayleigh-Ritz
en conjunto con la introduccion de resortes lireealdificiales a traslacién y a rotacion para
evaluar las frecuencias naturales de poérticos delegjidad diversa. En el segundo trabajo se
analiza un portico de dos tramos con vinculaciderea elastica. Aplican la técnica de andlisis
variacional con el clasico método de separacidnvaéables para la determinacién de

autovalores(frecuencias) y autovectores (formasatesi
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La presencia de una articulacion interna elasticaitio tratada por varios autores. Wang, C. y
Wang, C. (2001), Lee, Y. et al. (2003), GrossiyRuintana, M. (2008) y Quintana, M. et al.

(2010) estudiaron vigas con distintos vinculosrexte y un vinculo eléstico intermedio.

El caso de marcos con vinculos eldsticos internseftie estudiado entre otros por Santana, C.
(2009), Reyes-Salazar, A. (2012) y Gorgun, H. (201Bambién se consignan las
contribuciones surgidas de la presente investigad¥tazzi, A. et al. (2011), (2012, (2013),
(2014).

En este capitulo se analiza el comportamiento dotade un portico formado por una columna
y un dintel vinculados rigidamente entre si, cora we sus vinculaciones externas con
propiedades elasticas y una rétula elastica inianen el dintel. ElI procedimiento para

estudiar la conducta dinamica de la estructuraesarbllé en base al célculo de variaciones,
obteniendo asi las ecuaciones diferenciales gobe®g el problema de contorno del portico
en L. El método de separacion de variables fugzadid para hallar las frecuencias y las formas

modales.

Los resultados numéricos fueron calculados poriarel algoritmos realizados con el software
Wolfram Mathematica (2012). Estos resultados segmtan en dos secciones: En primer lugar
se le dio diferentes valores a las constantes sleelsortes de los vinculos elasticos, y se los
comparé con resultados similares en la literaturaley esta forma se validé el modelo
matematico propuesto. En segundo lugar se adopthfienentes constantes de las condiciones

de vinculo para estudiar su influencia en el cotgmoiento dinamico de la estructura.
2.2 Descripcion del modelo estructural propuesto

El pértico en L de la Figura 1 se considera formpdotres tramos o vigas. El trarh®, de
longitud |, es vertical y tiene vinculacidén elastica exteamaF. El segundo tram@®P, de
longitudl,, es horizontal y esta rigidamente unido al tré&@oen el extremd® y vinculado con
una rotula elastica en su extrefAal tercer tramo, que también es horizontal. Fieal® el
tercer tramdPH, tiene longituds, esta unido al tram@P a través de la rétula elastica y en su

extremoH se encuentra rigidamente empotrado.

El modelo estructural se planteé utilizando laitede vigas de Euler-Bernoulli y no se tuvo en
cuenta la deformacion axil de las vigas. La coddiale infinita rigidez axil es una hipotesis
razonable en la resolucion de este tipo de proldetras vigas se denominaron como 1, 2y 3,
comenzando desde el extrefolLas condiciones eldsticas de la vinculacion geesentaron
con resortes traslacionales y rotacionales y seatdm en los extremds y P de las vigas

componentes. En la viga 1, la vinculacion externaggfue representada por tres resortes
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orientados como se indica en la Figura 1. Dos tesdraslacionales cuyas constantes de rigidez
sont, y ty, restringen los desplazamientos en direccion peldel tramox; y en direccion
transversal a ély;. El giro de esa seccion de la viga esta contrgtemiaun resorte rotacional de
constanter,. Las vigas 2 y 3 estan unidas Brpor una rétula cuya condicion elastica esté

representada por un resorte rotacional de congientgidez ..

Xl! ul!WZ W3
'm N
O X2,U2 | X3,U3 H
|2,(E|)2, (p,A)2 P |3’(E|)3! (p’A)3

l1,(El), (0AR

tu Iz

N

Figura 2.1: Modelo estructural

Con el subindicé=1, 2 6 3 se indico la pertenencia a cada unasieidas. De esta formaes
la correspondiente coordenada axil. Los desplazdosdransversales al eje en el instanen

cada caso fueron indicados com@ =w(x,t); i=1,2,3. Los sentidos positivos de las

coordenadas y los desplazamientos son los indieadtsFigura 2.1.

El desplazamiento rigido de la viga 1 en direcdérsu eje bajo la hipétesis de rigidez axil se
relaciona directamente con el desplazamiento tesgalde la viga 2 en el extrer@a través

de la relacionu, = u,(x, t) = w,(0,t); OX,.
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Los mismos subindices también se utilizaron paraomhnar las propiedades fisicas y
geométricas de cada viga, gsi\ es la masa por unidad de longitud en dgnés la densidad
del material yA; es el area de la seccion transverSal,la rigidez a flexién de la viga, doné@g

e l; son el médulo de elasticidad del material y el roto de inercia de la seccién transversal,

respectivamente.

2.3. Desarrollo analitico para la obtencion del problende contorno.

La teoria de vigas de Euler Bernoulli, no considesaefectos de la deformacion por corte, ni de

la inercia rotatoria.

La energia total del sistema estructural se pugdgar en energia cinética (que es la energia
debida al movimiento) y energia de deformacion tiekis(que es la energia potencial

almacenada en la estructura que deforma elastica)nen

La energia cinética total de la estructura delipmwge expresa como:

_13) ow Y AAL(ow, Y
T—ZZ£ {AA.( m (X,t)n dx+= (at (O.t)j (2.1)

El dltimo término de la expresion de la energieética se debe a la traslacion de cuerpo rigido

de la viga 1 de longitut], debido a la hipotesis de infinita rigidez axial.

La presencia de la rétula elastica entre los dasids de la viga horizontal no afecta la
condicion de desplazamiento transversal Unico epuato de concurrencia, y se cumple la

condicion de continuidad:

W, (1,,t) =w,(0,t), (2.2)

y establece una relacion entre los giros de las@&es de los dos tramos concurrentes a dicha
union elastica y el esfuerzo resultante en el tegsotacional, proporcional a la diferencia entre
esos giros. A su vez, el esfuerzo interno eagante rotacional, se relaciona con el momento

flector de cada viga en el punto de concurrenciaacse indica a continuacion:
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EZIZLV\?(IZ,t)—r ( 3(0t)—aWZ( I)J
0X,

(2.3)
3 %W3(0t>—r["ws(0t)— Z(Zr)j
La energia potencial total del pértico estd daddgexpresion:
2 (1 0°w ’
u=>Y!{= L(x,t +
Z{ZI[ (6% . )” }
(2.4)

v 500 + S 00 + o)+ o et 2000

2.3.1Adimensionalizado de las variables y parametros.

Para facilitar el tratamiento analitico, como ymes en el capitulo 1, adimensionalizamos las
variables y los parametros utilizados en el modPw.acuerdo a ello, la coordenada espacial

que indica la posicién de las distintas seccioreesatla viga, se relaciona con la respectiva

X V 1=1,2,3

Es asi que los desplazamientos transversales aglonates asumen la forma:

longitud del tramo, segun sigue:

w= %Y g0 ax Ofod

En cuanto a las caracteristicas fisicas y georaétrile las vigas se definieron las relaciones

segun se muestra a continuacion:

Dondel=I 1,|:| 1,A=A1,E=E1yp:p1_

Los parametros que definen las constantes de zigdie los vinculos eldsticos fueron

adimensionalizados segun se indica, en funciéradecteristicas de la viga:

I I® |
= i Sl At el ey
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Finalmente, las expresiones de los esfuerzos aata corte y de momento flector de las vigas
en funcién de los corrimientos transversales queapresados como sigue:

oW _Q oW _M

oX*> EI 09X’ ElI

La convencién adoptada para esfuerzos internotiymssesta indicada en la Figura 2.2.

Figura 2.2: Esfuerzos internos positivos:

2.3.2Funcional del sistema estructural.

Teniendo en cuenta las energias potencial y canéhdas por las ecuaciorf@sl) y (2.4), se
escribe el funcional del sistema estructural coninegral del lagrangiano usando las

adimensionalizaciones

Froud=L oAt v (W oy ) BV (OW )
t{(T U)dt—2pAIH_1£[VpA f[at (X,tﬂ o (M (Mﬂ d

W \flz (0% Ot )jz
18 (B[l (o A o

W, (%) (X, 9
+Rn( 0()(2 ) 0(X3 )J ﬂdt.

(2.5)

En dondedy t;, segun el principio de Hamilton como fue enunciadcel capitulo I, son dos

instantes para los cuales las posiciones del sastem conocidas.

El espacio de funciones admisibles esta incluidel @onjunto de funciones siguientes:

W, (X, )0C(G),i=1,2,3
(2.6)
G =GU{0.1} .G =[0,dx[t, 1] Go=[ 0.1[t, 1] Go=[ O] 1, {]
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Ademas, estas funciones deben satisfacer las éomescde borde y de continuidad para los

miembros del portico y las correspondientes cond&s geométricas o esenciales

2.3.3. Problema de contorno: Ecuaciones Diferenciales Gemantes vy

Condiciones de Borde

En esta seccion se aplicaron los conceptos solbcél@ilo de variaciones presentadas en el
Capitulo 1, para realizar el desarrollo analitice gorresponde a la expresion de la variacion

del funcional.

De esta manera se obtuvieron las siguientes ecwecidiferenciales que representan el
problema del semi-portico vibran{@.7) y las ecuaciones de las condiciones de borde y de

continuidad, expresadas en funcion de los desplarnsms\W: (2.9 a 2.20)

ZX4(X.,t) K’ aW(x =0, 0X0(0,1), Ot> 0j= 1,2,; (2.7)
con
k' = ’gﬁl“ parai = 1,2,. 2.8)
Y
(W) aXs(Ot) +T, W(0.9=0; (2.9)
Ve, OW, 4 0°W -
Waxg O)+T, W (0,1)- K—2 o0 (09=¢ (2.10)
02\/\11 OW 2.11
v, Ve OY” FQE xl(Ot)j 0 (2.12)
v\ W(L,1)=0; (2.12)
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OW oy _OW o . 213
axl(1,t) o, (0t)=0; (2.13)

VW (1,1 = v WO, D); (2.15)
62\N2 (“) Rm(GW 4(0,1) aV‘é(Lt)J _o: (2.16)

] X, | 0X,
SERNTEL aw;gﬂj:o;
VWL 1= 0 ; (2.19)
z\>/<\/Z D=0, (2.20)

En las expresiones precedentes se han tenido enacizs relaciones que existen entre los
corrimientos transversales y los esfuerzos inted®sorte y de momento flector de las vigas.
En la ecuaciér{2.10) el tercero de los términos del primer miembroresenta la fuerza de

inercia por el movimiento de cuerpo rigido que peavel tramd-O.

Utilizando el método de separacion de variablesplacion de las ecuacionea®) se asumié

de la forma:

W (X, ) =W(X,) e; (2.21)
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W, (X, 1) = Wo(X,) €4; (2.22)

W, (X, 1) = W(X,) €. (2.23)

Donde las funcionesW,, W,, W, son las llamadas “funciones admisibfesie los

desplazamientos y representan los modos naturalgibrhcion transversal de las vigas, estan

dadas por las expresiones:
W, (X,)= Ccosh(Aa, X))+ C,senfla, X+ Gcogla, J+ C séaa, X (2.24)
W, (X,)= Geosh(Aa, X,)+ G senfia, X)+ Gcogla, ¥+ Gséaa, X, (2.25)

W, ( X,) = Geosh(Aa, X,)+ Gosenfla, X+ Geogla, X+ G séaa , X (2.26)

/v
dondea; =V, & ”% cparai=1,2,3;y A, =14[I4w§'0AE| ; con ), frecuencias naturales
El,

del sistema estructural; @y, C,,..., C;» constantes. Reemplazando las ecuaciah@42.26,
en las ecuacione.@1-2.23, y luego en las ecuacione®.4-2.20, se llegé a un sistema
homogéneo de ecuaciones lineales en las cons@négs,,. La solucion no trivial del sistema

de ecuaciones planteado requiere que su determirged nulo, y permite obtener los

coeficientes de frecuenciay los valores de frecuencia natural circugr
2.4.Comparacion del modelo analitico con otros modelos.

En esta seccion se presentan resultados numéecoseficientes de frecuencias naturales del
poértico en forma de L de la Figura 1, para unaeseéé ejemplos convenientemente elegidos.
Los resultados de los coeficientes de frecuencésrales, se determinaron para diferentes
valores de las constantes de los resortes a t@shacotacionT,, Ty, R, ¥y Ry, que representan

los vinculos elasticos en el extrefale la estructura y en la unién de los tramos de 2iy 3.
2.4.1. Verificacion del procedimiento analitico

Ademas de comparar con valores disponibles enel@atura, se obtuvieron resultados a través
de un modelo experimental construido al efectoryrpedio de un cédigo de elementos finitos

de caracter comercial.

! Una funcién desplazamiento se considera admisibile viola ninguna restriccién geométrica y puede
representar el desplazamiento del tramo de vigaisguna discontinuidad.
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2.4.1.1.Modelo experimental:

En el laboratorio se construy6 un pértico en L aaa planchuela de acero laminada en frio de
5/8 "x 1/8" (b=15.875 mm, h= 3.175 mmy) seccion transversal064x10nr. La longitud de
cada tramo es d420 mm Es necesario ademas el valor del médulo de EidatlE y de la
densidag del material empleado.

Debido a que en aplicaciones dinamicas, estos pardsnestan siempre involucrados a través
dela relaciér\/E_/p , Se opto por el siguiente procedimiento:

Se construy6é con el mismo material del poértico, uiga de417 mmde longitud libre y
rigidamente empotrada en uno de sus extremos. @sreabido que el primer autovalor de una
viga cantiléver es igual B8751 se midid experimentalmente el valor de la prinfezauencia

de ese modelo. Se realizaron varias medicioneproghedio de los valores medidos en el
modelo fuel4.85 Hz con ello fue posible determinar la relacion bdsgaitilizando la conocida

expresion de la ecuacién de vibraciones libres:

(122 [EL1_h?
2t 12\ pA" A 12

2 2
PP (1.8751)2 \/ §0.0031751)"
2m (0.417m) p 12

|E =5034,73™
p seg

Esta relacién, que es la velocidad de una ondaitlahigal en acero, fue utilizada en los

parametros mecéanicos de los modelos experimertalizdboratorio y en los modelos simulados
mediante elementos finitos.

El modelo de laboratorio, para el caso de vincalaocéxterna empotrado-empotrado, fue
montado sobre un perfllPN N° 100,y sujeto por dos prensas tal como se muestra en las
Figuras 2.3 y 2.4. El modelo de estructura vinouladn un empotramiento en uno de sus
extremos y libre en el otro, es también sujeto @ prensa a la mesa de ensayos como se
muestra en la figura 2.5. Con el fin de no pertuddacomportamiento de la estructura, las
mediciones se tomaron con un proximiter. El digpasiempleado fue un Provibtech, TMO
180. La sefial de desplazamiento fue leida y prdeesan un analizador de vibraciones de dos
canales VIBXPERT II, con 24bits de resolucion yOD.(Hz de frecuencia de muestreo. La
estructura fue excitada por medio de un impactoleEfiguras 2.6 y 2.7 podemos ver los
espectros de las 10 primeras frecuencias obtepioiogl analizador, empotrado-empotrado y

libre—empotrado respectivamente.
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Figura 2.3: Estructura montada sobre perfil UPN. Fdiitico biempotrado.

F

Figura 2.4: Prensa de anclaje de la estructura

Figura 2.5: Portico Empotrado-Libre
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Figura 2.6: Espectro de las 10 primeras frecuem@asrales del modelo Empotrado-Empotrado
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Figura 2.7: Espectro de las 10 primeras frecuemzfisgrales del modelo Libre-Empotrado

2.4.1.2. Modelo de Elementos Finitos

Para construir el modelo de elementos finitos gie@software Algor 2009.

Los tres miembros de la estructura son divididod @ elementos viga, cada elemento viga

tiene tres grados de libertad. La rétula de codbdictlastica, representada por un resorte

rotacional, es modelada por un elemento viga 3@@s/eénenor que el elemento viga de los

tramos. El momento de inercia de la seccién s@&\afin de obtener valores de rigidez que son

equivalentes a la rigidez de las constantes detteeque conectan las dos secciones en el punto
P.

2.4.2.Comparacion del modelo con vinculacién externa siléa.

A continuacién se muestran una serie de valorestricas obtenidos, que por medio de la
comparacion con resultados de la literatura cieatihos permitieron evaluar la precision de los

resultados arrojados por el procedimiento analitico
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2.4.2.1. Modelos: Empotrado-Empotrado y Empotrado — Libre

La variacion de los valores de las constantes slarteeen los vinculos elasticos, produce una
alteracion en los coeficientes de frecuencia desteuctura. En la Tabla 2.1, se presentan los
resultados de los coeficientes de frecuencia pasadbs valores limites que adoptaron las
constantes en el extrenko Empotrado, las constantes de los resortes tieadefinito; Libre,
las constantes de los resortes tienden a cero. |®aranstante de la rotula é) tomamos

Rm- o, ya que los modelos con que se comparan tienen continuidad en el tramo OH. Las

longitudes de los tramos se consideran iguales, de acuerdo a: I, =1, +1,.

Luego, los resultados de la solucion analitica x@cesentada se compargt) con los
resultados obtenidos mediante el método de elemédimitos, (2) con las lecturas tomadas del
modelo experimental de laboratoriq3) con resultados publicados en la literatura. Ecasb
del pértico libre-empotrado (L-E), se observa lafmiconcordancia con los valores de Lin, H.
et al., (2003). Para el caso E-E se compara cpnesentado por Albarracin, C. et al. (2005).

Los valores experimentales de frecuerfgimedidos erHz, han sido transformados a valores
adimensionales comparables a través de la expres]pna“w/ fl2 y se identifican como

“Experimental (2)".

1 2 3 4 5 Método
a) 4 1.0820 1.7863 3.9680 4.8031 7.0981 Soluciéliteozaexacta
A 1.0854 1.7903 3.9753 4.8077 7.0956 MBF
L-E 1 1.0811 1.7985 3.9907 4.8537 7.0986 Experiméjtal

f (4.30) (11.90) (58.59) (86.67) (185.38)  Experimelftiz)

) 1.0880 1.7869 3.9685 4.8021  7.0915 Lin et al.0g}(g)

b) A 3.9229 47227 7.0528 7.8249 10.1595 Solucién icwmkxacta
4 3.9319 4.7295 7.0613 7.8187 10.1580 NBF
E-E 4 3.9270 4.7214 7.0432 7.8357  10.1900 Experimé2)tal

f (56.76) (82.10) (182.5) (225.88) (382.08)  Experimm(Hz)

Albarracin et al.(2005)
®3)

Tabla 2.1: Comparacion de los coeficientes de &ecia natural, de un pértico en L de dos tramos iguales: a)
Libre-Empotrado (L-E) y b) Empotrado-EmpotradeEE

A 3.9222 47142 7.0376  7.7588 10.0069

En las Figuras 2.8 y 2.9 podemos ver las formasahesdde las cinco primeras frecuencias

naturales para los casos de vinculacion externapdeico, empotrado-empotrado y libre-
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empotrado respectivamente. Las formas modalesrfudnenidas con el software Algor 2009.

—— — = : e —
Y { _ Y ( Y
A -3.9339 I 1,=4.7295 I As-7.061: I
X X \ X

_— =

: ]

) )

/' (
/ \
(. |

)-7.818: %s-10.158 I—»
. I_,x ‘
—_—

Figura 2.8: Primeras cinco formas modales del pdEmpotrado-Empotrado (E-E),

Y Y Y
M -1.0854 I , 2,=1.7903 I 13-3.975! I
X ) § X
0000 00s0  m 081 0241 \ o000 oore m oam 0228 / 0000 0aTe  m 0d8 02
f 3
)4-4.807" H / A5 =7.0956 :
L. / I

Figura 2.9: Primeras cinco formas modales del gditibre- Empotrado (L-E),
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Por ultimo, tomamos un caso propuesto por Mor&le2009). En su trabajo Morales analiza
un semi-portico empotrado-libre por medio del mét&hleigh-Ritz-Meirovitch substructure

synthesis method (RRMSSM), y obtiene las primenasocfrecuencias naturales del modelo.

En la Tabla 2.2, se muestra los resultados deita primeros coeficientes de frecuencia
natural obtenidos por medio del método de célcaloatiaciones, y los obtenidos por Morales.
Las caracteristicas del modelo son; longitudes oe tramos2.215 my 4.249 m
respectivamente; y las otras propiedades adopﬁnxdaEllzo,0147Nm? El,=El,=0,0267Nm?

m =6x10°kg/ m m, =m =4,5x10° kg/ m Para modelar este ejemplo numérico con la
solucion exacta se adoptargn:2,215n; I, =2,249n;1,=2,000n Yy COmMO parametros

adimensionales &, =1, v, =1; v, =1, v, =1,0153; v, =1,8163, v,, =0,0075 v, =0,0903;

Vg, =1,8163; v, =0,0075T,=0; R,=0; T,=0; R, - o,

A Ao A3 Aa As Método
1,0301 1,9062 3,5186 5,1798 6,1299 Solucién analitica
1,0385 11,9198 3,5277 5,1787 6,1156 MEF

1,0229 1,9229 3,5337 5,18442 6,13302 Morales, (2009)12-DOF RRMSSM
1,0229 1,9229 3,5337 5,18442 6,13301 Morales, (2009) §0-DOF FEM)

1,0229 1,9229 3,5337 5,1841 6,13290 Morales, (2009) (Analytical)

Tabla 2.2: Los primeros cinco coeficientes adimamaies de frecuencia natuiglde un pértico en L, Libre-
Empotrado (L-E) comparacion de resultados.

2.4.3. Modelo Empotrado-Articulado

El siguiente caso numérico corresponde al portica articulado-empotrado en sus extremos.
Para ello se asignaron valores a los parametrosnalgera de modelar alternativamente
condiciones de articulacion en uno de los extrede90rtico y empotramiento perfecto en el
otro. Se idealizaron dos modelos para la solucidaliica exacta con el fin de verificar

resultados, Ellos son:

. Py . _, -1 . . —n-
a) VE| —1,va =1;0i=1,23; A =5 T, > o, T, -0 R,=0;, R, - .
i I 2 3
Figura 2.10.a
b) Ve, =Lv,, =100=1,23; yv, = 0,99y = 0,0, - o;T, -~ ®; R, - ; R =0.
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Figura 2.10.b. En este, se ha ubicado la rORulauy préxima al extremdd y con

constantdRmnula.

H

. "E 1, (EN (0A) P

LE) @A, p  '3EDs CAs Ly (D) (0A);

(b)
1 (ENy (0A), (@ 1,(Ey, (0.A)

tw tw
tu rz tu Iz

7 7

Figura

2.10: Pértico en L. Empotrado-Articulado

La utilizacion de las dos alternativas evidencanmdriedad de casos particulares que se pueden

analizar con el modelo propuesto.

En la Tabla 2.3 se muestran los coeficientes aeiémrcia obtenidos para las dos combinaciones
de parametros (a) y (b); y se complementa la Tedmaos valores calculados con el método de
elementos finitos. La diferencia porcentual ersiedos soluciones analiticas se indica en la fila

A%,
A

Si bien el caso modelado con ambas propuestassporrde a un mismo portico articulado-
empotrado, las diferencias entre las soluciones (), minimas por cierto, se deben a la
imposibilidad, por perturbaciones numéricas, deeshaoincidir la articulacién con el extremo
H. En este ejemplo los resultados numéricos se laabcu con seis cifras significativas,

utilizando el software Mathematica 10, Wolfram,{2Ppara resolver las ecuaciones analiticas.
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M Ja s Ja Js Método

3,3920 4,4566 6,5383 7,5702 9,6637 Solucion acalékacta (a)
3,3943 4,4266 6,5798 7,5666 9,6584 Solucién acaléikacta (b)
0,07% 0,68% 0,63% 0,05% 0,05%  Diferencia|a|=(b)-(b)/(b) %
3,3900 4,4266 6,5292 7,5608 9,6301 MEF

Tabla 2.3: Los primeros cinco coeficientes adimameies de frecuencia natufglde un poértico en L de dos tramos

iguales, Articulado-Empotrado(A-E) modelado de distintas maneras,

En la Figura 2.11 se muestran las formas modaléssd®nco frecuencias naturales del pértico

de la Figura 2.10 (b), empotrado en el puitp articulado erf.

Y i '
A1=3.3920 I A, -4.4566 I ( 23-6.538! I
X >4 X

0073 m 0447 0,220 0,000 opet m 062 0293

0.000 0077 w0454 0231 0000

U

25-9.6637 Y

Y
Ag-7.570: I—»
I—»x J x

onon 0081 m o482 0243 0,000 0078 w0457 0238

Figura 2.11: Formas modales de la estructura AERg, - «

2.5. Andlisis dinamico de la estructura; Combinacion diéerentes

condiciones en los vinculos elasticos del extremo

En esta seccidn, analizaremos la influencia dal@eion de la rigidez de los vinculos externos
en el comportamiento dindmico de la estructuraa o se combinaron diferentes valores de

las constantes de los vinculos elastitgd,, R,ubicados en el extrenta
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Para todos los casos que siguen se tomaron loensagu valores de los pardmetros

adimensionales de las vigas de la Figuralg=1s; vii=v;,=1/2; Veio=Veie=1; V,aeE Voae—1.

En los modelos de vinculacion que se analizaréstnseccion se ha adoptado la condicion de
infinita rigidez para el resorte rotacional quediact en el punt®, dando continuidad al tramo

horizontal

.Caso 1: T, =0

£
L

Figura 2.12: Caso 1 de vinculacién en el bdfdexterno de la viga Tw=0.

En la Tabla 2.4 se presentan algunos valores esistactos de los coeficientes de frecuencias
naturales calculados para el portico en L. Se Vargdnstante de rigidez del resorte a traslacion

en sentido verticall,, mientras que se mantuvieron fijos los valoresTge0 y deR, — «

(Figura 2.12).

Tw Ty R, M A2 A3 s As
Analiticc 2,0293 4,1935 5,2372 7,3158 8,3709
0 —00  —©
MEF 2,0336 4,1981 5,2364 7,2835 8,3214
0 5000 —oo Analiticc 2,0291 4,1867 5,2330 7,2173 8,1727
0 1000 —oo Analiticc 2,0282 4,1361 5,1517 5,5755 7.4307
0 500 —o Analiticc 2,0268 4,0098 4,7187 5,3033 7,4137
0 100 —oo Analiticc 2,0147 2,9966 4,3363 5,2697 7,4036
0 50 —oo Analiticc 1,9945 2,5775 4,3185 5,2677 7,4025
0 10 —oo Analiticc 1,7377 2,1394 4,3084 5,2670 7,4018
0 0 —oo Analiticc 1,3404 2,0945 4,3058 5,2666 7,4016

Tabla 2.4: Coeficientes adimensionales de frecaemafurali,. VariandoT,, conT,, ¥ R, fijos.
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St 1 Coef. Frec.T,, Tyw=0, Rz=cv

3.0} —2Coef. Frec. Ty, Ty=0, Rz=co

Tu}

10 50 100 500 1000

Figura 2.13. Efecto de rigidez de la condicién mhewlo Tuen los dos primeros coeficientes de frecuencia

Observando los valores de la Tabla 2.4, se notaqeetir deT, =5000, las magnitudes de las
tres primeras frecuencias naturales se mantienéctigamente constante. En consecuencia

puede suponerse que a partir de ese valor nuns&ialzanza la condicion de vinculo rigido.

En la Figura 2.13 podemos ver las curvas que reptas la variacion de los dos primeros

coeficientes de frecuencia a partir del cambiogldez del vinculo elastico analizanda.

Por otro lado, es posible observar en la mismaur&ig.13 que se ha producido una especie de
intercambio o salto entre los valores del primersegundo coeficiente de frecuenci&l
coeficiente de la primer frecuencia a partirde=50 adopt6é un valor constante y similar, al

valor de la segunda frecuencia para coeficiehitasenores a 10.

La Figura 2.14 muestra que la influencia de laagdin de rigidez del vinculo traslacional
vertical T, y para el mismo caso coh, =0, es similar para los casos extremos de valores de
rigidez del resorte rotacionaR¢=0 y Rz. «). Obviamente los valores para el caso de mayor

rigidez, son mayores.

20+

1.8+

1.6+

1.4+

1.2+

1 5 10 ' 50 100 500
Figura 2.14: Curvas del primer coeficiente de frecieevariandd, conR=0 y R—®
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Caso 2: T,=0

Figura 2.15: Caso 2 de vinculacion en el bd¥deterno de la viga Tu=0.

La Tabla 2.5 contiene los coeficientes de frec@naiaturales correspondientes al caso de

vinculacion en el extremb (Figura 2.15) asumiendo rigidez infinita paraedarte rotacional
R, - «. La constante del resorte a traslacién en setthsversallw adopta diferentes valores
entre infinito y cero también en este caso, el rtesmtacional en el punt® se supone
infinitamente rigido Rm- <. Asimismo se consider6 la ausencia de vinculadiéslacional

vertical.

Tw Tu R, M A2 s Ay As

Analitico 1,5479 3,9692 4,8158 7,0877  7,9012

MEF 1,5513 3,9744 4,8178 77,0752  7,8709

5000 0 —oo Analitico 1,5477 3,9636 4,8091 7,0545 7,8674

1000 0 —oo Analitico 1,5469 3,9330 4,7741 6,8161  7,6965

500 0 —oo Analitico 1,5459 3.8905 4,7269 6,4760 7,5714
100 0 —oo Analitico 1,5381 3,5193 4,4874 55645 7,4334
50 0 —oo Analitico 1,5290 3,1909 14,3989 5,4053 7,4171
10 0 —oo Analitico 1,4765 2,4930 4,3237 52920 7,4046
0 0 —oo Analitico 1,3404 2,0945 4,3058 5,2666  7,4016

Tabla 2.5: Coeficientes adimensionales de frecaematurall,. VariandoT,, conT, y R, fijos.
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Figura 2.16: Efecto d§, en los dos primeros coeficientes de frecuencieo as

La Figura 2.16 completa el caso analizado con sugque indican el efecto davsobre los dos
primeros coeficientes de frecuencia del poértick @on las condiciones de vinculacion elastica
en el extremdr indicada. (Figura 2.15).

Nuevamente el valor numérico @ig=5000, indica la condicion de rigidez absoluta.

En las Tablas 2.4 y 2.5 podemos ver como cambiedeficientes de frecuencias naturales, a
medida que la condicién de vinculo elastico cowadEnte se hace menos rigida, desde la
condicion de vinculo rigido hasta desaparecer diididez. Se nota la mayor influencia del
vinculo axil con la vigaT).

Caso 3: T,=0y Rz=0

Figura 2.17: Caso 3 de vinculacion en el extré&mo
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Tabla 2.6 se presenta la influencia de la rigilazpara los primeros cinco coeficientes de

frecuencia cuando es la Unica condicion de vinaplizada en el extrenfe (Figura 2.17).

Tw Tu R, M A2 As Ay As

Analiticc  1,5706 3,9250 4,7084 7,0630  7,8389

MEF 1,5741 3,9311 4,7072 7,0503  7,7793

0 5000 0 Analiticc 1,5703 3,9228 4,6995 7,0274  7,6851

0 1000 0 Analiticc 1,5691 3,9074 4,6145 55464  7,1131

0 500 0 Analiticc 1,5674 3.8643 4,3658 5,0052  7,1042
0 100 0 Analitcc 1,5540 2,9861 3,9861 4,8215  7,0993
0 50 0 Analiticc 1,5369 2,5695 3,9758 4,8119  7,0987
0 10 0 Analiticc 1,4120 1,9744 3,9704 4,8068  7,0986
0 0 0 Analiticc 1,0820 1,7863 3,9680 4,8031  7,0981

Tabla 2.6: Coeficientes adimensionales de frecaematurali,, de un poértico en L de dos tramos iguales, Vinculos
elasticos en extrente. Caso 3

Caso 4:Tw— oy Rz=0

Figura 2.18: Caso 4 de vinculacion en el extrémo

La Tabla 2.7 muestra los coeficientes de frecugpaia el portico cuando en el extrefde la

viga 1 esta restringida elasticamente a la trastalingitudinal, rigidamente vinculado en su

lado transversd[T,, — )y sin restriccion a la rotacion (R.=0), Figura 2.18.
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Tw Tu R, M A2 As Ay As

—00 —0 0 Analiticc 3,3920 4,4566 6,5383 7,5702  9,6637

—00 10000 0 Analiticc 3,3920 4,4544 6,5383 7,5402 9,6366

—00 1000 0 Analiticc 3,3916 14,3599 55319 6,5428 7,7064

—00 100 0 Analiticc 2,9849 3,3982 4,6227 6,5414  7,6789

Tabla 2.7: Coeficientes adimensionales de frecaemaiural,, de un portico en L de dos tramos iguales. Vinéarac

elastica en extreme (R=0)

A continuacion se analizan las variaciones de ilmsocprimeros coeficientes de frecuencia
natural para un poértico empotrado ledncon R,—, cuando el extremé& (Figura 2.18) esta
simplemente apoyada en el sentido transversal \vagka y el vinculo elastico longitudinal
aumenta su rigidez de cero hasta infinito. En ¢ufa 2.19 se observa que al aumentar el valor
de la constante del resorfe, se incrementan todos los pardmetros de frecuemassa

converger en el limite, cuantlo. », con el caso de los coeficientes de un portico con

vinculacion Clasica (A-E): articulado &y empotrado eil. También es posible observar que
los coeficientes de la primera y segunda frecueinéggcambian sus formas modales para un
valor deTu entre 100 y 1000. Un comportamiento similar ocemé&e los coeficientes de la

tercera y cuarta frecuencia para un valofdentre 1000 y 10000.

0,1 1 10 100 1000 10000 100000 1000000

Figura 2.19: Efecto d€, en los primeros cinco coeficientes de frecuenatanal,

I, =13V =V, =05,V ()= Vg 3= LVoa (9= VYo (3= LR, » @ ,R= 0,T, » o .
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Caso 6: Tu-oy Rz=0

N
Figura 2.20: Caso 6 de vinculacion en el extré&mo
El siguiente caso de vinculacion énes el de la Figura 2.20 y el comportamiento de los
coeficientes de frecuencia ante la variacion deoladicion de vinculo transversal a la viga se
muestra en la curva de la Figura 2.21. También @pudxbervarse que al aumentar la rigidez
aumentan los pardmetros adimensionales de freeugrmuievamente se ve la convergencia en

el limite, T, — o0 , hacia los coeficientes correspondientes a uticpdh-E.

0,1 1 10 100 1000 10000 100000 1000000

Figura 2.21: Efecto d€, en los primeros cinco coeficientes de frecuenatanal

=13V, =V, = 0.5,V )= Ve 3= LVon 9= Yoa = LR, » @ ,R= 0, » o .

Caso 7: TWoowy Tu=-@
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5

Figura 2.22: Caso 7 de vinculacion en el extrémo

En la Figura 2.22 se presenta el efecto del resotteional del pértico de la viga 1 en la
seccionF en la direccion normal al plano, considerando ggithfinita en el vinculo horizontal.
De los valores se observa que el efecto de estdicd@dm produce un efecto mucho mas
atenuado que el que generan los resortes trasédesonen el limite inferior , cuané—0, los
coeficientes de frecuencia coinciden con los ddiigad A-E y para el limite superior , cuando
R,—o, corresponden a los del portico E-E . Es asi goe gfemplo para la frecuencia
fundamental , los valores de los coeficientes adémmales van de 3.3900 (A-E) a 3.9316 (E-
E); en tanto para la quinta frecuencia naturalvade 9.6301 (A-E) a 10.0453 (E-E), Figura 23.

————i2

0,1 1 10 100 1000 10000 100000

Figura 2.23: Efecto dR, en los primeros cinco coeficientes de frecuena@émental,
I, =15V, =V, = 0.5, = Ve 3= LVoa = Ya@= LR, - o T -0 ] -0,
2.6. Andlisis dinamico de la estructura: Combinacion de

diferentes condiciones en el resorte rotacionalarmpunto P.

Finalmente analizamos cual es la influencia dedrtesotacional que esta modelando la rétula

elastica en el puntB del portico (Figura 2.24). En la Figura 2.25 vertegonsecuencia que
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produce la variacion del resorte rotacioriin) ubicado en el centro del tramo horizor@d,

en el primer coeficiente de frecuencia natural pesatres casos de vinculo externos clasicos

(libre, articulado y empotrado) en el puiitale la estructura de la Figura 2.1. En las curvas

podemos observar que la variacion de los coefigge@s pequefia y se producen para valores de
Rmmenores que 100.

I'm

o=

Figura 2.24: Rotula elastica en el purRalel portico

4
1 Cogf. Frec. Rm=var, T\, =0, Ty, =0, Rz=0
""" 1 Coef. Frec. Rm=var, Tyy=co, Tyy=co, Rz=0
= i8e e e 1 Coef. Frec. Rm=var, Ty, =co, Tyy=c0, Rz=co
0+ Rm

I 10 100 1000

Figura 2.25: Efecto dR,,, en el centro del tranfOH, en los primeros coeficientes de frecuencia fundaahen

A continuacion analizamos la variacion de la cantstalel resorte rotacion&, para valores
entre 5y 200. Por otro lado también ubicamos kigan de la misma a una distancia de un
tercio, en el centro y a dos tercios del vér@icgel portico. Este analisis se realizd en un portico

empotrado en sus dos extremos, y en un pértice-ldmpotrado.
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En la Tabla 2.8 podemos ver los primeros cincoiciegftes de frecuencias naturales para el
poértico empotrado en sus dos extremos. En estelzasmstante del resorte rotacio(R}) se
ubica en tres diferentes posiciones: a una digtdneil/3 I;; en el centro del tramo horizontal

OH; y una longitud, =2/3 |;. Se vario la constante del resorte rotaci¢Ra).

I/l Ry M ho A a As
200  3.9205 47232 7.0504 7.8183 10.1517
100  3.9167 47218 7.0464 7.8113 10.1506

1/3 50  3.9080 4.7185 7.0370 7.7956 10.1483
10  3.8490 4.6983 6.9731 7.7100 10.1344
5 3.7850 4.6800 6.9047 7.6464 10.1222
200  3.9212 4.7208 7.0533 7.8255 10.1427
100  3.9181 4.7169 7.0522 7.8255 10.1325

12 50  3.9110 4.7081 7.0498 7.8255 10.1018
10  3.8612 4.6555 7.0346 7.8254 9.9431
5 3.8047 4.6094 7.0201 7.8254 9.7765
200  3.9238 4.7232 7.0474 7.8182 10.1499
100  3.9234 47218 7.0405 7.8111 10.1471

2/3 50  3.9224 4.7184 7.0241 7.7955 10.1408
10  3.9156 4.6962 6.9125 7.7150 10.1052
5 3.9083 4.6730 6.7611 7.6608 10.0763

Tabla 2.8: Coeficientes adimensionales de frecaemaiurali, de un pértico en L de dos tramos iguales.

Empotramientos en sus extremos. Variando la comtigltresorte rotacionéR.,), en su posicion y valor.
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La Tabla 2.9 contiene los coeficientes de frecnaiaturales del portico, empotrado en el
extremoH y libre en el extremd-, con las mismas caracteristicas de variacién delrtees

rotacional(Ry,).

I/l Ry M Ao A a Xs
200  1.0817 1.7857 3.9661 4.8035 7.0947
100  1.0810 1.7851 3.9630 4.8017 7.0908

/3 50  1.0793 1.7836 3.9557 4.7976 7.0817
10  1.0671 1.7738 3.9064 4.7724 7.0186
5 1.0584 1.7673 3.8741 4.7579 6.9768
200  1.0814 1.7862 3.9666 4.8003 7.0977
100  1.0803 1.7862 3.9641 4.7954 7.0968

12 50  1.0779 1.7862 3.9581 4.7842 7.0949
10  1.0605 1.7858 3.9156 4.7165 7.0831
5 1.0398 1.7853 3.8657 4.6563 7.0721
200  1.0810 1.7860 3.9688 4.8033 7.0924
100  1.0795 1.7858 3.9684 4.8013 7.0862

2/3 50  1.0761 1.7852 3.9674 4.7967 7.0716
10  1.0524 1.7814 3.9611 4.7664 6.9722
5 1.0251 1.7774 3.9541 4.7349 6.8671

Tabla 2.9: Coeficientes adimensionales de frecaemaiurali, de un poértico en L de dos tramos iguales.

Empotramientos - libre. Variando la contante dsbrte rotacionalR.), en su posicién y valor.

De los datos de las Tablas 2.8 y 2.9 podemos \&pgta valores d&, de 10 y 5, la reduccion
del valor del coeficiente de frecuendiaes significativa. Los valores en los coeficientes
frecuencia debidos a las diferentes posicioneshilzacion de la rotula no muestran grandes

variaciones.

Ademas de los cambios de las frecuencia naturalesjzamos los cambios de las formas

modales del portico en presencia de una rotuldicdd®presentada por el resorte rotaciétal
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En las Figuras 2.26, 2.27 y 2.28 vemos las formadales del portico con vinculacién externa
(E-E) y en las Figuras 2.29 , 2.30 y 2.31 con Jimoon externa (L-E) . En las Figuras 2.26 y
2.29 la rotula eléstica fue ubicada de modo guergitud del tramo horizontdy=1/3 I, y el
valor de la contante del resoRg=10, en la Figuras 2.27 y 2.30 la rotula elastica foieada a
una longitud del tramo horizontg=1/2 |, y el valor de la contante del resorte es también
R,=10. Por ultimo en las Figuras 2.28 y 2.31 la rotukeséta fue ubicada a una longitud del
tramo horizontal,=2/3 |;, Si las comparamos con las Figura 2.8 y 2.9, enetndonstante del
resorte rotacional toma val&.= c, podemos ver como afectan la variacion de la coai, y

la ubicacion de la rétula elastica a los diferemteslos. Las formas modales y los valores de los
coeficientes adimensionales fueron obtenidos pationdel modelo de elementos finitos con
Algor 2009.

Y

Y
)1-3.846 i )2-4.7031 ‘_ A3-6.9767 1—»
X | Lx \ X

\ 0.000 0.078 m  0.156 0234 / 0.000 0075 m 0450 0.225 \ 0.000 0078 m 0168 0236
- A / \ -
( o
( \
. )
s/
_) Ag-7.7257 [ ( A5-10.1890 b4
Lx ; Lx
/ | m 5 \ 0.000 0.081 m 0163 0.244

Figura 2.26: Primeras cinco formas modales deig@gEmpotrado-Empotrado (E-B},=10y 1,=1/3I;
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Figura 2.27 :Primeras cinco formas modales deigiEmpotrado-Empotrado (E-B},=10y |,=1/2I,
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Figura 2.28: Primeras cinco formas modales deigidEmpotrado-Empotrado (E-B3},=10y |,=2/3I,
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Figura 2.29: Primeras cinco formas modales deigmttibre- Empotrado (L-E)R,=10y I,=1/3l,
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Figura 2.30: Primeras cinco formas modales deigmtiibre- Empotrado (L-E)R,=10y 1,=1/2l,
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Figura 2.31: Primeras cinco formas modales deigmttibre- Empotrado (L-E)R,~10y 1,=2/3l,

Ahora analizamos los casos particulares en quétldarelastica esta ubicada en alguno de los

dos extremos de la viga horizon@dH.

En primer lugar ubicamos la rétula en el extrethdel pértico. La vinculacion externa en el
punto H es rigidamente empotrado, mientras que en el pEntoodelamos una vinculo

articulado dandole valores dg — «; T, - »; R, —~ 0a los vinculos elasticos, Figura 2.32.

12=0 rm

"
0 |
@ I3(El)s. (PA)s

=]

11,(El)y, (AR

7

Figura 2.32: Pértico en L. Articulado- EmpotradeE) con rotula elastica en el puri
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En la Tabla 2.10, vemos los resultados de los apeficientes de frecuencias naturales

variando el valor desdR, - 0 aR, - «.

Rm M A2 A3 g As
—00 3.3920 4.4566 6.5384 7.5705 9.6640
500 3.3920 4.4566 6.5384 7.5705 9.6845
200 3.3915 4.4546 6.5419 7.5700 9.6669
100 3.3898 4.4461 6.5386 7.5630 9.6626
50 3.3866 4.4299 6.5320 7.5369 9.6543
10 3.3627 4.3270 6.4879 7.3918 9.6015
3 3.3119 4.1717 6.4144 7.2307 9.5266
0 3.1416 3.9266 6.2832 7.069 9.4248

Tabla 2.10: Coeficientes adimensionales de frecaematurall,, de un portico en L de dos tramos iguales Articolad

- Empotrado. Variando el valor de la contante dsbrte rotaciondR,,), ubicado en el punt® del portico.

A partir de los resultados numéricos de los coefiteis de frecuencia podemos ver que en el
caso deR_ - 0 los coeficientes de frecuencia;=3.14159,/5=6.2832y 15s=9.4248 son los

coeficientes de frecuencia del tramo de Vv({§®) articulada-articulada. Mientras que los
coeficientes;1,=3.9266, 1,=7.069 son los coeficientes del tramo de la vigaH) articulada—

empotrada.

Para el caso d&R_ - « los valores de los coeficientes de frecuencia Somlares al del

pértico Articulado- Empotrado analizado en la s&éc@i.4.2.2.

Por ultimo analizamos el caso en que la rétuldietassta ubicada a una distancia infinitamente
pequefa del puntd del portico. Mientras que en el purfpal igual que en el caso anterior,

modelamos un vinculo articulado dandole valorestge. «; T, - «; R - 0a los vinculos

elasticos Figura 2.33.
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Figura 2.33: Portico en L. Articulado- Articula@é-A) con rotula elastica ubicada a una distancfaitamente

pequefia del puntd.

En la Tabla 2.11, vemos los resultados de los aneficientes de frecuencias naturales del
modelo con la rétula elastica ubicada a una dig@nfinitamente pequefia del purticdel

portico, variando el valor desde, - 0 aR, - «.

Rn M A2 A3 Xa As

—oo  3.3920 4.4566 6.5386 7.5705 9.6666
500 3.3918 4.4563 6.5386 7.5798 9.6666
200 3.3898 4.4461 6.5386 7.5630 9.6666
100 3.3866 4.4299 6.5320 7.5369 9.6661
50 3.3802 4.4001 6.5197 7.4912 9.6499
10 3.3380 4.2428 6.4490 7.2968 9.5637
3 3.2685 4.0817 6.3686 7.1614 9.4880
0 3.1416 3.9266 6.2832 7.0685 9.4248

Tabla 2.11: Coeficientes adimensionales de frecaeraturall, de un portico en L de dos tramos iguales Articolad
- Empotrado. Variando el valor de la contante dsbrte rotaciondR,,), ubicado a una distancia infinitamente

pequefia al puntdl.

51



Obsérvese que la fila correspondient®.&0 coincide con la Ultima fila de la Tabla 2.10

cuando la articulacion se ubica en el pudto

En la Figura 2.34 comparamos las formas modaldssdgos casos, para la rétula ubicada en el
vértice O y para la rotula infinitamente cerca del extrerhoPara ambos ejemplos se toma el

valor de R,=0y el vinculo extremo ek y H, seran articulado.

Modelo
~
. y
M -3.1416
Y . Y
Lx Lx
‘\___ /
A -3.9266
Y
| :
’ L
0,000 ez m 0,187 0,280 x
/\_../' e N,
7
A3-6.2832
N /1

0.000. 0086 m 0473 0.259
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Figura 2.34: Primeras cinco formas modales deigmArticulado- Empotrado (A-ER.=0 y 1,=0, |5/ I3—1

De la comparacion de estos dos casos podemos absgwr los valores de los coeficientes de
frecuencia son iguales en ambos modelos, mientraslas formas modales varian segun el

tramo del portico que analicemos.

Analizando las formas modales de la Figura 2.3fogeque la primera frecuencia, en el primer
modelo corresponde a la columna biarticulada ylesegundo a ambos tramos, que al girar el
nudo O adopta la forma modal de la viga biarticulada. Lismo sucede para la tercera y la

quinta potencia.

En la segunda y cuarta frecuencia, en el segundelmamo rota el nud® y ambos tramos

adoptan la forma modal de una viga articulada-eragat

En el primer modelo, se corresponde con el tr@Hparticulado-empotrado.
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2.7. Conclusiones.

En este Capitulo se analiz6 el comportamiento dit@nde un semi-pdrtico, vinculado

eladsticamente en uno de sus extremos e internanmotemedio de este modelo estructural
propuesto y analizando los resultados numéricogenatits, se presentan dos Tipos de
conclusiones. En primer lugar las que se refietanéhodo de variaciones, y en segundo lugar
el analisis de los resultados numéricos del célddolos coeficientes de frecuencia de la

estructura.

Con respecto al método en si, como ya se menciorah €apitulo | , podemos ver que es de
facil aplicacién en una estructura como la del sedniico. En este ejemplo una vez planteado
el problema de contorno, se utilizé el método gmseion de variables y se planted la solucion
exacta. Para obtener los resultados numéricos mstrageron algoritmos de resolucion

utilizando el software Mathematica 12, el calcudolals coeficientes de frecuencia es rapido y

con buenos resultados.

Para completar el andlisis de los resultados sevielobn los valores de los cinco primeros
coeficientes de frecuencias naturales, combinamgi@aciones diferentes en las condiciones de
vinculacion elastica. De los resultados y grafippesentados podemos mencionar algunos

aspectos destacados:

* En la Figura 2.10 podemos ver que, al variar |aarde de rigidez del resorte vertical
T, la estructura se rigidiza con una pendiente masypciada que cuando se varia
solamenteT,, (Figura 2.9). Ademas por medio del Figura 2.9 guods decir que el
vinculo elastico verticall, le aporta mas rigidez a la frecuencia fundamenél d
sistema.

* Con respecto al resorte rotaciorfig] si bien aporta mayor rigidez al sistema al
aumentar su valor la variacion no cambia sustameiale. En el Figura 2.19 podemos
ver la poca variacion de los coeficientes de fracizefrente al incremento en la rigidez

del resorte rotacional en el purio

En el capitulo siguiente analizaremos con mayaaligela influencia de un resorte rotacional
ubicado en un punto intermedio de la viga horiZo®td, como modelar una fisura por medio

del resorte y su influencia en el comportamient@uiiico de la estructura.
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3. Capitulo IlI: Simulacién analitica de una Fisura: \lidacion

experimental

3.1. Introduccion

Los métodos de identificacion de fisuras en estrast fueron objeto de estudio de muchos
investigadores. En estructuras civiles sobre tamométodos de deteccidon no destructivos se
fueron incrementando en los Ultimos afios. Los doagemétodos propuestos tratan de identificar

la posicion de la fisura y ponderar su magnitud.

En un trabajo muy detallado, Chondros, T. y Dimarag A., estudiaron en 1998, la influencia

de una fisura en el comportamiento dinAmico deestraictura de junta soldada.

Es por ello que uno de los procedimientos mas diflos para la deteccién de fisuras en
estructuras, ha sido el estudio de las modificasogue genera en su comportamiento
dinamico.

Una descripcién muy completa del estado del artdemiea, mencionando y describiendo las

contribuciones mas importantes, fue el realizadddamldemi, S. y Morassi, A. (2013).

Ellos explican que generalmente en estructuragesiva amplitud de la deformacion es
suficiente para mantener la fisura abierta en foperananente. Esto permite la gran ventaja de
poder trabajar con un modelo lineal y por lo tacdmducen a formulaciones eficientes para

resolver los problemas tanto estaticos como dingsnic

Desde los primeros estudios del tema, Thomson,1943), queda claro que el dafio localizado

produce una reduccion local en la rigidez de la.vig

En la literatura podemos encontrar varios modelesgdetas entre los cuales podemos
mencionar: La reduccion de la rigidez local, moddiscreto de resorte y por ultimo los
modelos mas complejos de tres dimensiones. Loeedifes autores en su mayoria se basan en
la teoria lineal de la mecanica de la fractura selacidén entre la energia de deformacién y el

factor de intensidad de tensiones utilizando eet®a de Castigliano.

Entre los mas utilizados encontramos el que reaapk la fisura por una flexibilidad
concentrada, Adams, R. et al. (1978). En vigagxidh en el plano, la flexibilidad local se
introduce por medio del resorte rotacional que@ssidera sin masa y cuya constante esta en
funcién de la profundidad de la grieta, Gudmund$br{1983) y Sinha, J.K. et al. (2002).

Un aspecto de crucial importancia en este tipo ddefos es la ponderacion de la flexibilidad

asignada al resorte que modelara a la fisura. Nasusrautores han ahondado en este tema y
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propusieron diversas maneras de obtener una fidaitiequivalente a la fisura; Liebowitz, H.
y Vanderveldt, H. (1967); Liebowitz, H. y Claus, (1968); Okamura, H. et al.(1969); Rizos,
P. et al. (1990); OstachowiczW. y Krawczuk, M. (189Chondros, T. y Dimarogonas, A.
(1998); Bilello, C. (2001); Krawczuk, M. et al.(20Q Ong, Z. et al.(2014). Debemos
puntualizar que la expresion de Chondros, T. €f18B8), es la méas asiduamente utilizada en la

literatura.

La mayoria de los trabajos que han estudiado e, témeron realizados en vigas rectas de un
tramo. Entre los que analizaron marcos se puedeciamar las contribuciones de Ovanesova,
A.y Suarez, L. (2004), El-Haddad, M. et al. (199@addemi, S. et al. (2013).

Entre los marcos el uso del semi-portico o entrandel dos tramos (L-Shaped structure), es
muy difundido en distintos campos de la ingenienialuyendo modernas aplicaciones en
robética, Moghadam, A. (2013).

Unos de los métodos mas utilizados para detectarfisara en una estructura, mediante las
frecuencias naturales de la misma, es el denomimadodo inverso. Este tiene su base en la
idea de que, tanto la ubicacion y la profundidadeadgrieta influyen en los cambios en la
frecuencias naturales de una viga dafiada. En as#rsgia, una frecuencia particular podria
corresponder a diferente ubicacion y profundidatiefisura. De esta manera por medio de los
graficos de contorno, en una cierta estructurarga palores dados de frecuencia se puede

inferir las caracteristicas de la fisura.

Se estudian las dos o tres primeras frecuenciasated de la viga fisurada y se analizan a
través de un gréfico de contorno. Liang, A. et(@991), proponen encontrar la locacion y el
tamario de la fisura por medio del punto de int@idacde las tres primeras frecuencias de una
viga cantiléver. Nandwana, B. y Maiti, S. (1997)liza este método para el andlisis de una viga
de seccion variable. En este trabajo los errores aparecen tanto de posicion como de
profundidad de la fisura son aproximadamente dely38%6% respectivamente. Owolabi, C. et
al. (2003), realizaron estudios de medicion ddrkes primeras frecuencias sobre dos conjuntos
de vigas de aluminio y su correspondiente amplitend, este caso los errores entre lo
experimental y lo predicho teéricamente son dekorde 0.1%. Nahvi, H. y Jabbari, M.
(2005), detectaron fisuras por medio de las medésiade laboratorio de una viga cantiléver.
Chen, X. et al. (2005), utilizan el método del pude interseccion de las tres frecuencias de
forma experimental excitando una viga cantiléver pedio de un martillo. Los errores de
locacién y tamafio de la fisura son menores de 24 réspectivamentd&osales et al. (2009)
trabajaron el problema inverso para la deteccidla geofundidad y deteccién de una grieta en
una viga Bernoulli- Euler. También se pueden vas dontribuciones surgidas de la presente
investigacion: Ratazzi, A. et al. (201,52018), Rossit, C. et al. (2016).
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En este capitulo se estudia en forma experimehtalneportamiento dinamico de un marco de
dos tramos con una fisura en una posicion genédoa, el objetivo de determinar un
procedimiento analitico que permita predecir losapeetros dinamicos de una estructura

fisurada.

Como es sabido, una condicién esencial que gaealatiepresentatividad de un procedimiento
analitico es la verificacion experimental de losutados que arroja. Especialmente, en casos

como éste del que no se encuentran muchos ejemplasliteratura.

En el presente trabajo se medirdn en el laboratasiqrimeras frecuencias naturales de un
modelo fisurado con diferentes vinculos externagyarado-empotrado y empotrado-libre. Si
bien reproducir la geometria de una fisura o grestanuy complejo, lo que hacemos para el

modelo de laboratorio es simularla por medio dearte de una hoja de sierra.

Para el modelo matematico se separa la viga haalzen dos tramos y en el lugar de la grieta
se coloca un resorte rotacional. El desarrollo isteien una simplificacién de una grieta en
donde no se involucran los parametros reales dediana. Es importante trabajar con la teoria

de vigas y suavizar la continuidad con las condiesode borde.

Para expresar la flexibilidad del resorte utilizanfe teoria propuesta por Chondros, T. (1998),

ya que como fue mencionado es la mas utilizada tefatura.

3.2.Modelo Analitico: Teoria de resorte Chondros & Dimtgjonas.

3.2.1Flexibilidad local en el centro de la viga.

El modelo analitico adoptado para simular la fissg&l modelo discreto de resorte.

Como mencionamos en la introduccién, en la liteeapodemos encontrar diferentes planteos
de cdmo simular la flexibilidad local de un dafiowera estructura. Caddemi, S. y Calio, |.

(2009) desarrollan la formula que relaciona el p@taio de dafo y la rigidez del resorte

rotacional

p-BL (3.)

en dondés. es la flexibilidad local YR es la rigidez del resorte rotacional.
Esta teoria nos permite relacionar la rigidez @sbrte con la profundidad de la grieta. Por
ejemplo para una seccion rectangular con unaagilieprofundidad uniforme, la expresion para

la rigidez local nos quedara
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Ry =—— - (3.2)

En donde definimos=hh, con h, como profundidad de la fisura ly altura de la seccién
rectangular de la viga.

La funcionf(a) es de mucha importancia en nuestro trabajo , yaguea que nos define la ley
con la que varia la flexibilidad local con respeatta profundidad del dafio en la estructura.

Esta es una funcion adimensional que en su formergkepuede ser escrita como:

(/=Y a(h/ b @3

En este capitulo, como ya mencionamos, por seaslutilizado en la literatura utilizaremos la

formula de flexibilidad propuesta por Chondros yn@rogonas.

La magnitud adoptada para la flexibilidad es:

_6m(1-v*)h

PBe El

f(a), (3.4)

en dondev es el coeficiente de Poisson y
f(a)=0.6272a° - 1.04538°+ 45948%- 9.97d+ 202eM8- 33083  47.4063

~40.755612 + 19.¢r10 .

En la Figura 3.1lpodemos observar la curva que relaciona la profiadide la fisura y la

flexibilidad del resorte.

fla)

—— Chondros, Dimaragonas

1.0

Figura 3.1: Cufiexibilidad en funcién de la profundidad de fisura

Para obtener los resultados analiticos se utiliehraismo modelo estructural que se analizara



en el capitulo anterior (Figura 3.2).

X, Uy W Vg
0 2t L7 &é ]
1,(E1),, (PA), 13, (EDs (PA)

|,(Ey (2AR

Figura 3.2: Estructura

Los vinculos externos de la estructura estan costpsigpor un empotramiento en el extrerho

y un vinculo elastico compuesto por dos resortesidcionales y uno rotacional en el extremo
F, que se adoptardn de manera de representar el itliapas utilizar en las mediciones
experimentales.

La fisura ubicada en el punBes reemplazada por un resorte de rigidez:

La rigidez a flexion, la masa, la longitud y el&e cada viga es representadafbrp;, i y
A, coni=1, 2, 3.

3.3.Modelo Experimental de Laboratorio.

Para poder contrastar los resultados numéricoseakzd un modelo experimental en el

Laboratorio de vibraciones de la Universidad Naaiatel Sur. Se construyé un semi-portico
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con una planchuela de acero 868 "x 1/8" (b=15.875mm, h= 3.175mimeccion transversal
4.064x10mtg. Para definir el mddulo de elasticidad del matesa realiz6 el mismo

procedimiento descripto en la seccidd del capitulo II.

El modelo se vincul6 a un perfil UPN 100, propondéndonos éste la rigidez necesaria para
considerar un empotramiento, por medio de dos rzasdaoldadas como vemos en la Figuras
3.3y 3.4.

Figura 3.3: Estructura y Perfil UPN 100

Figura 3.4: Mordaza con bulones para sujecién

La fisura fue generada en la planchuela por mediardcorte con una hoja de sierra de 1 mm
de espesor. Para poder lograr con mayor preciaipnofundidad y uniformidad en el corte, se
construy6 una pieza de acero duro con una hendiieanos sirvioé de tope de profundidad del

corte como vemos en la Figuras 3.5y 3.6.

63



Figura 3.5: Pieza de acero para marcar la profaadit la fisura.

Figura 3.6: Estructura parcialmente encastrada éendidura de la pieza de acero.

La planchuela se encastra en la hendidura y sa t@msversalmente hasta la profundidad
requerida. Se construyeron tres de esas piezagligtontas magnitudes de la profundidad de la

hendidura para generar tres profundidades de fiistiatas.

Con el fin de no perturbar el comportamiento deslauctura, las mediciones se tomaron con un
proximiter. El dispositivo empleado fue un ProviiteTMO 180. La sefal de desplazamiento
fue leida y procesada con un analizador de vibnasiale dos canales VIBXPERT II, con 24

bits de resolucién y 1.000 Hz de frecuencia de tnees

3.4.Resultados Numeéricos.

En esta seccion del trabajo presentaremos dos gugaesultados numéricos. Utilizando la
teoria del calculo variaciones combinada con larideae resorte de Chondros, T. y

Dimaragonas, A. se obtuvieron los valores de frecias naturales de dos modelos de portico
libre-empotrado y empotrado-empotrado.
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En las Tablas 3.1 a 3.5 se presentan los valorefedaencia del portico dafiado con

vinculacion exterior libre- empotrado. Para ellos balores analiticos se obtuvieron asignado

valores nulos a las constantes de los vinculoticgdaen extremé& de la Figura 3.2.

Se consideraron cinco posiciones posibles sobdingdl para la fisura, separadas entre si un

sexto de la longitu®H. A su vez en cada posicion de la fisura, se coreide tres valores de

profundidadp=0.25, 0.50 y 0.7%le la altura de la seccién.

Las longitudes de los tramos son igualgsl,+l;y en el modelo experimenta la longitud del

tramo e4,=0.46 m.

También se agregaron los valores de frecuencigpditico sin fisuraa=0, (S/F) a efectos

comparativos.
Il o R 1 2 3 4 5
SIF 4.77 13.04 65.14 95.16 207.74 Experimental (Hz)
2 1.081 1.7862 3.968 4.8015 7.0935 Analitico(autovalor)
0.25 220 fc 4.84 13.22 65.24 95.53 208.15 Analitico (Hz)
fc 4.77 13.04 65.14 95.05 207.58  Experimental (Hz)
e% 1.4 1.3 0.15 0.6 0.27 Error porcentual
A 1.080 1.7769 3.962 4.802 7.066  Analitico(autovalor)
1/6 0.50 44 fc 4.83 13.08 65.04 95.55 206.90 Analitico (Hz)
fc 4.66 12.93 65.02 95.09 207.42  Experimental (Hz)
e% 3.5 1 1 0.5 -0.2 Error porcentual
A 1.0698 1.7416 3.9356 4.7905 6.9521 Analitico(autovalor)
0.75 8.4 fc 4.74 12.57 64.18 95.10 200.28 Analitico (Hz)
fc 4.34 12.60 64.58 95.10 207.48  Experimental (Hz)
e% 8 -0.2 -0.6 0.00 -3.6 Error porcentual

Tabla 3.1: Primeras cinco frecuencias naturaldy@éco L-E, con fisura en el sexto de la llZl{ - 1/6),y distintas

profundidades de fisura
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I/, a Rn 1 2 3 4 5
SIF 4.77 13.04 65.14 95.16 207.74  Experimental (Hz)
A 1.081 1.786 3.966 4.803 7.095  Analitico(autovalor)
0.25 220 fc 4.84 13.21 65.18 95.61  208.58 Analitico (Hz)
fc 4.77 13.04 65.14 95.05 207.14  Experimental (Hz)
e% 1.4 1.3 0.06 0.6 0.7 Error porcentual
A 1.078 1.783 3.953 4.796 7.078  Analitico(autovalor)
1/3 0.50 44 fc 4.821 13.175 64.75 95.32 207.619 Analitico (Hz)
fc 4.66 12.98 64.92 94.45 204.22  Experimental (Hz)
e% 3 15 -0.3 0.9 1.6 Error porcentual
A 1.063 1.771 3.892 4.766 6.999  Analitico(autovalor)
0.75 8.4 fc 4.685 12996 62.770 94.117 203.044 Analitico (Hz)
fc 4.38 12.93 64.15 93.47 196.32  Experimental (Hz)
e% 6.5 0.5 -2 0.7 3 Error porcentual

Tabla 3.2: Primeras cinco frecuencias naturaldy@éco L-E, con fisura en el tercio de la ldzl¢ - 1/3),y
distintas profundidades de fisura

Io/ly o Rn 1 2 3 4 5
SIF 4.77 13.04 65.14 95.16 207.74  Experimental (Hz)
A 1.0814 1.7862 3.966 4.8003 7.0977 Analitico(autovalor)
0.25 220 fc 4.85 13.22 65.20 95.49  208.76 Analitico (Hz)
fc 4.71 13.01 65.98 94.83 207.63  Experimental (Hz)
e% 2.8 1.6 -1.2 0.7 0.5 Error porcentual
2 1.0770 1.7861 3.9558 4.7801 7.0942 Analitico(autovalor)
1/2 0.50 44 fc 4.81 13.22 64.84 94.68  208.56 Analitico (Hz)
fc 4.66 12.99 64.50 93.89 207.46  Experimental (Hz)
e% 3 1.7 0.5 0.8 0.5 Error porcentual
2 1.0550 1.7856 3.9026 4.700 7.080 Analitico(autovalor)
0.75 8.4 fc 4.61 13.21 63.11 91.50 207.72 Analitico (Hz)
fc 4.33 12.99 60.98 89.97 206.79  Experimental (Hz)
e% 6.1 0.5 2 1.7 0.4 Error porcentual

Tabla 3.3: Primeras cinco frecuencias naturaldgy@tico L-E, con fisura en el medio de la lliZl{ - 1/2),y
distintas profundidades de fisura
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I/, a Rm 1 2 3 4 5
SIF 4.77 13.04 65.14 95.16 207.74  Experimental (Hz)
A 1.0810 1.7860 3.968 4.8033 7.0924 Analitico(autovalor)
0.25 fc 4.842 13.219 65.25 95.608 208.446 Analitico (Hz)
fc 4.77 13.04 65.03 95.10 207.41  Experimental (Hz)
e% 1 1.3 0.3 0.5 0.5 Error porcentual
2 1.0750 1.7850 3.9671 4.7950 7.0061 Analitico(autovalor)
2/3 0.50 44 fc 4.823 13.203 65.217 95.276 206.907 Analitico (Hz)
fc 4.77 12.98 64.48 94.94 205.80 Experimental (Hz)
e% 1 1.7 1 0.35 0.5 Error porcentual
A 1.0450 1.7803 3.9593 4.7578 6.9434 Analitico(autovalor
0.75 8.4 fc 4.527 13.134 64.960 93.805 199.783 Analitico (Hz)
fc 4.49 12.43 59.70 94.16 192.59  Experimental (Hz)
e% 0.8 5 8 -0.3 4 Error porcentual

Tabla 3.4: Primeras cinco frecuencias naturaldgy@éco L- E, con fisura a los dos tercios déula(l,/l; - 2/3),y
distintas profundidades de fisura

Io/ly o Rn 1 2 3 4 5
SIF 4.77 13.04 65.14 95.16 207.74  Experimental (Hz)
A 1.080 1.7849 3.9684 4.8047 7.0982 Analitico(autovalor)
0.25 220 fc 4.84 13.20 65.26 95.66  208.79 Analitico (Hz)
fc 4.77 13.04 65.14 95.16 207.36  Experimental (Hz)
e% 1.4 1.2 0.2 0.5 0.7 Error porcentual
2 1.072 17791 3.9652 4.8021 7.0975 Analitico(autovalor)
5/6 0.50 44 fc 4.81 13.22 64.84 94.68  208.56 Analitico (Hz)
fc 4.76 13.12 65.15 95.56 208.75  Experimental (Hz)
e% 1 0.7 -0.5 0.9 0. 09 Error porcentual
2 1.0330 1.7557 3.9523 4.7919 7.0939 Analitico(autovalor)
0.75 8.4 fc 4.43 13.77 64.73 95.15 208.54 Analitico (Hz)
fc 4.66 12.16 63.15 94.11 196.37  Experimental (Hz)
e% -5 11 2 1 6 Error porcentual

Tabla 3.5: Primeras cinco frecuencias naturaldgy@itico L-E, con fisura a los cinco sextos déula(./1, - 5/6),y
distintas profundidades de fisura
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Segun puede observarse, los valores obtenidosl coétedo analitico presentan en general una
muy buena aproximacién con el experimental.

Las siguientes figuras nos muestran como son taafes las frecuencias naturales por la
profundidad de una grieta. El andlisis se efecira plistintas posiciones de la fisura sobre el
tramo horizontal del portico y en base a los rasglolé experimentales y analiticos. Las

magnitudes de las frecuencfaen la estructura fisurada, estan relacionadasaciacuencia de

la estructura sin grietas que se denorfymaedido experimentalmente para las figuras 3.7y 3.9

3.11. En general, las frecuencias disminuyen a dhaeglie la profundidad de la fisura aumenta.
Como se puede observar, la segunda frecuencia afe@ada por la grieta cuando se produce
en el medio del tramo horizontal. Se puede dedugir la forma modal correspondiente a la
estructura sin dafio no tiene curvatura en ese punto

Las Figuras 3.8, 3.10 y 3.12 son analogas a |asiargs pero se utilizan los valores calculados
por el método variacional considerando los valdr84 Hz, 13.22 Hy 65.24 Hz para las tres

primeras frecuencias del pértico sin fisura.
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Figura 3.7: Grafico de variacion de las tres prasdrecuencias naturales segun la profundidad fiula. Modelo
Experimentall,=1/6 |,
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Figura 3.9: Gréfico de variacion de las tres pramsdrecuencias naturales segun la profundidad fikula. Modelo
Experimental 1,=1/2 |,
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Figura 3.10: Gréfico de variacion de las tres prasdrecuencias naturales segun la profundidad fisura. Modelo
Analitico 1,=1/2 |,
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Figura 3.12: Gréfico de variacion de las tres prasdrecuencias naturales segun la profundidad fisura. Modelo
Analitico 1,=2/3 |,

En las Tablas 3.6, 3.7, 3.8 y 3.9, se calcularerfriecuencias naturales para el mismo modelo
de portico, con la diferencia que los vinculos exie ahora son empotrado-empotrado.

/13 a Rn 1 2 3 4 5

S/IF  fc 56.76 83.01 182.50 228.88 382.08 Experimental) (Hz

A 3.9195 47144 7.0155 7.7862 10.1331 Analitico(autovalor)

1/3 050 44 fc 56.45 81.67 180.86 217.40 377.32 Analitiela)(
fc  56.45 83.01 181.88 225.22 382.26 Experimenité) (
e% 0 -1.6 -1 -3.6 -1.3 Error porcentual

Tabla 3.6: Primeras cinco frecuencias naturaldy@éico E-E, con fisura a los un tercio de la (34, - 1/3),y
profundidades de fisura=0.5
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|2/|1 (¢4 Rm 1 2 3 4 5

S/IF fc 56.76 83.01 18250 228.88 382.08 Experimenitd) (

4 3.9117 4.6886 6.9269 7.7234 10.093 Analitico(autovalor)
1/3 0.75 8.40 fc 56.22 80.78 17425 217.64 374.35 Analitietz)(

fc 56.15 80.57 167.24 2179 377.81 Experimentit) (

e% 0.11 03 4 01 09 Error porcentual

Tabla 3.7: Primeras cinco frecuencias naturaldgy@éco E-E, con fisura a los un tercio de la (yd, - 1/3),y
profundidades de fisuka=0.75

L/, @  Raq 1 2 3 4 5

S/F fc 56.76 83.01 18250 228.88 382.08 Experimentis) (

A 3.8482 4.6617 7.0364 7.8254 9.9059 Analitico(autovalor)
1/2 0.75 8.40 fc 5441 79.18 181.44 224.73 360.59 Analitietz)(

fc 52.49 78.13 183.72 227.05 348.51 Experimenitsd) (

e% 35 1.3 13 1 3.4 Error porcentual

Tabla 3.8 Primeras cinco frecuencias naturalepditico E-E, con fisura a los un medio de la lgf; (- 1/2),y
profundidades de fisua=0.75

|2/|1 (¢4 Rm 1 2 3 4 5

S/IF fc 56.76 83.01 18250 228.88 382.08 Experimenitd) (

A 3.8420 4.7007 6.9814 7.7194 10.136 Analitico(autovalor)
2/3 0.75 8.40 fc 54.02 80.86 177.82 217.27 376.77 Analitietz)(

fc 5249 8118 173.95 217.29 380.86 Experimeniid) (

e% 28 0.4 2 001 11 Error porcentual

Tabla 3.9: Primeras cinco frecuencias naturaldgy@tico E-E, con fisura a los dos tercios daula(./l, - 2/3),y
profundidades de fisuka=0.75

Analizando los valores de las tablas, podemos wer muy buena concordancia entre los
resultados tedricos y las experiencias realizadagl daboratorio. En este caso los errores

porcentuales entre los valores del modelo tedridel experimental no superardeds.
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Lo que podemos resaltar de la experiencia en ardario es que los cambios en las

frecuencias se hacen mas significativos para wor dalx cercano #®.500 mayor.

3.5.Deteccion de fisuras: Método inverso

En esta seccion se aplicard el método inverso lpadateccion de fisuras combinando, en el
modelo de portico en L, los resultados analiticexpgerimentales de las frecuencias. Como ya
mencionamos, el método propuesto tiene su base ided de que, tanto la ubicacién como la
profundidad de la grieta influyen en los cambiosl&n frecuencias naturales de una viga
dafiada.

Se realiza una combinacion de una simulaciéndadén base a los resultados obtenidos en

laboratorio.

Incorporando los valores de frecuencia medidosl éaberatorio en el determinante ecuacion
caracteristica obtenido en la resolucién del siat@n0 -2.24, pueden obtenerse graficas que
representan los valores de dichos determinantesdistintas magnitudes &, y L, (Figuras
3.12,3.13y 3.14).

Obviamente los valores nulos del determinante réeteion de la superficie con el plano

horizontal de valor nulo) generan curvas para @aaaiencia natural en funcion gy |,

El punto de interseccion de las tres curvas nds ldaubicacion y profundidad de la fisura.

50
Rm

100

Figura 3.12: Superficies de valores del determmantiacion caracteristica para frecuenfgjdg fzmedidas con una
fisura de 25% de profundidad en la mitad del tramo
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Figura 3.13: Superficies de valores del determmantiacion caracteristica para frecuerfgjdg fzmedidas con una
fisura de 50% de profundidad en la mitad del tramo

i,

100

Figura 3.14: Superficies de valores del determmantiacion caracteristica para frecuerfgjdg fzmedidas con una
fisura de 60% de profundidad en la mitad del tramo

3.6.Aplicacién del método inverso al modelo de laborr&to

Se analizaron cuatro modelos de laboratorio condescteristicas geométricas descriptas en la
seccidon3.3. Los vinculos externos de los porticos estan c@siog por un empotramiento en
uno de sus extremos y libre en otro.

Como ejemplo practico se tomaron como datos losreslde los coeficientes de las tres
primeras frecuencias naturales del portico, al sadk provocé una fisura a un medio de la luz
I,/1,=1/2 y con una profundidad de fisuna/h =0.25, 0.50, 0.60 y 0.7fTabla 3.10).

/14 o Rn 1 2 3

0 - - 485 13.22 65.25 Experimental Kz

0.25 220 fc 4.85 13.22 65.20 Experimental i2)

0.5 0.50 44 fc 4.80 13.22 64.84 Experimental 2

060 22 fc 4.76 13.22 64.50 Experimental K2

0.75 84 fc 4.61 13.21 63.11 Experimental K2

Tabla 3.10: Primeras tres frecuencias naturaléqditico E-L, para una relacién &g, - 1/2,y una relacion db/h
igual a0.25, 0.5, 0.6 y 0.75.
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Para poder acoplar los resultados medidos, en alelmoexperimental con el modelo
matematico de resorte, normalizamos las frecueng@smedio del procedimientozéro
setting, utilizado por Nandwana, B. y Maiti, S. en 19@htenemos un facta mediante la
relacion entre, la frecuencia teorica y la medidaelemodelo experimental, para el portico no
fisurado. En este caso sera:

1" frecuencia $frecuencia Sfrecuencia
foanalitico 4.91 13.39 66.10
f medido 4.85 13.22 65.25
Z 1.0124 1.0128 1.0130

En la Tabla 3.11, se indican los valores de lasiacias medidas de los tres primeros modos

en laboratorio, de los valores dg los de la frecuencia normalizaffg) para ser incorporada a

la expresion
Modelo o Modos f-laboratorio Factor-Z of

1 4.85 1.0124 4.91

1 0.25 2 13.22 1.01285 13.39
3 65.20 1.0130 66.04
1 4.806 1.0124 4.87

2 0.5 2 13.22 1.01285 13.39
3 64.84 1.0130 65.68
1 4.76 1.0124 4.82

3 0.6 2 13.22 1.01285 13.38
3 64.50 1.0130 65.33
1 4.61 1.0124 4.67

4 0.75 2 13.213 1.01285 13.38
3 63.11 1.0130 63.93

Tabla 3.11: Valores d2y f, para una relacion dg/higual a0.25, 0.5, 0.6 y 0.75.

En la Figura 3.15 se indican las curvas que reptasdas combinaciones posibles de valores
Rny |, para obtener cada una de las frecuencias medidastdrseccion indica los valores de
R,y |, obtenidos por medio del método inverso para untupdidad de fisura db/h =0.25

Los valores correspondientes al modelo teérico-matieo sonR,=220 m Kgy [,=0.21m.La
Figura 3.16 muestra la zona ampliada del area exuzepor las curvas de la tres frecuencias, el
punto de interseccién es hallado por una aproxibmatineal y los valores obtenidos son:
R.=214.1 m Kggue equivalal valor dehyh =0.254 y [,=0.2378m.
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Figura 3.15: Gréfico de contorffig, f,,, f;3, de:h./h =0.25, ,=0.5I;
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Figura 3.16: Grafico de contorno ampliadgh =0.25, b=0.5l;

Por medio de un proceso similar en las Figuras 8.B718, la profundidad de fisura es de
h/h=0.50. Los valores correspondientes al modelo teérictematico sonR,=44 m Kgy

[,=0.21m. Los valores adquiridos a partir de la aproximaciteal son: R,=41.9 m Kg

equivalente al valdn/h =0.497y 1,=0.2194m.
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En las Figuras 3.19 y 3.20 la profundidad de fimghc/h =0.6Q mientras que en las Figuras
3.21 y 3.22 es dé&/h =0.75 Los valores tedricos para el primer caso 22 Kg my
[,=0.21m,mientras que los de laboratorio SRp=22.4 m Kgequivalente al valon/h =0.599y

76



[,=0.2181m.Para h/h =0.75,los valores tedricos soR,=8. 4 m Kgy [,=0.21m,mientras que
los de laboratorio soiR,=7.965 m Kgequivalente al valon/h =0.748y 1,=0.2093m
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Figura 3.19: Gréafico de contorfg, f;, f;3, de:h/h =0.60, b=0.5l;
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En la Tabla 3.12 se indican en primer lugar loones de la profundidad y ubicacion de la
fisura producida en el modelo fisico. En segundmidise muestran los resultados obtenidos al
volcar los valores de frecuencia medidos experiater@nte en el modelo analitico numérico.

Se observa que el procedimiento seguido arrojexo@ente aproximacion a los valores reales.

Modelo Experimental Modelo Teobrico
(mediciones en laboratorio) (resultados por el método Inverso)
Rm ho/h I, R hy/h I,
Modelo 1 220 0.25 0.21 2141 0.254 0,2378
Modelo 2 44 0.5 0.21 41.09 0.497 0.2194
Modelo 3 22 0.6 0.21 22.24 0.599 0.2181
Modelo 4 8.4 0.75 0.21 7.965 0.748 0.2093

Tabla 3.12: Comparacion entre resultados tedricosdiciones de laboratorio.



3.7.Conclusiones

Todo lo estudiado y desarrollado en los documeatdsriores, nos permitid analizar el
comportamiento de un semi-pértico dafado, a traeéls variaciones de sus frecuencias
naturales. Se simul6 una fisura por medio de ledeatel resorte rotacional, propuesta por
Chondros y Dimaragonas, los valores fueron comparadn los medidos en un modelo
experimental. Los errores porcentuales entre llmgasmdel modelo tedrico, y de laboratorio

se encuentran como maximo en el orden del.10%

Se aplicé en método inverso combinando, el desan®dbrico aplicando algoritmos en el
software Mathematica, y los resultados medidos| grortico construido en el laboratorio.
Los resultados obtenidos en la experiencia fueron Innenos. Los puntos de cruce de las
tres curvas de frecuencia en los gréficos tienea omuy buena aproximacion en la

estimacion de grado de penetracion y ubicaciomnlaiéd.

Podemos ver en los graficos y en los resultados, lguobustez de método inverso es
proporcional al grado de avance de la fisura. Rarax =< 0.30 los cambios en las
frecuencias naturales son imperceptibles. Lo qgdlega a pensar que el método puede ser

un primer paso para la deteccion de una fisurafiigtiva en una estructura.
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4. Capitulo IV: Conclusiones Generales e introducciora futuras lineas de

investigacion.
4.1 Conclusiones Generales

El andlisis se centr6 en el comportamiento dindrdieauin semi-portico, vinculado elasticamente en
uno de sus extremos e internamente en su dintelav®s de este modelo estructural propuesto se
obtuvieron resultados numéricos de los coeficiedte$recuencia y las formas modales de variados

semi- porticos que pueden ser generados con ellmode

Para el desarrollo analitico se aplico el métoda@leulo de variaciones, se pudo ver que es de
eficiente aplicacion en una estructura como lasdeli-portico. En este modelo de estructura una vez
planteado el problema de contorno, se utilizé efonh@ de separacion de variables y se plante6 la
solucion exacta. Para obtener los resultados noo¥mie construyeron algoritmos de resoluciéon
utilizando el software Mathematica 10, el calcuéblds coeficientes de frecuencia es rapido y con

buena convergencia.

Ademas de comparar los resultados con valoresmldpe en la literatura, se obtuvieron resultados a
través de un modelo experimental construido altefeon planchuelas de acero y por medio de un
cbdigo de elementos finitos de caracter comercas.resultados tuvieron una muy buen concordancia

entre los diferentes modelos.

Todo lo estudiado y desarrollado en los Capitulpdl] nos permitié analizar el comportamiento de
un semi-portico dafiado, a través de las variacideesus frecuencias naturales. Se simulé una fisura
por medio de la teoria del resorte rotacional, pespa por Chondros y Dimaragonas, los valores
fueron comparados con los medidos en un modeloriexpeatal. Los errores porcentuales entre los
valores del modelo tedrico, y de laboratorio seuentran como maximo en el orden del 10%, lo que

es altamente satisfactorio en este tipo de proldema

Se aplicé el método inverso combinando el desaritelbrico aplicando algoritmos en el software
Mathematica, y los resultados medidos en el portieostruido en el laboratorio. Los resultados
obtenidos en la experiencia fueron muy buenos.durgos de cruce de las tres curvas de frecuencia
en los graficos tienen una muy buena aproximacidordaeestimacion de grado de penetracion y

ubicacion del dafio.
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4.2. Introduccion a futuras lineas de investigaciéiplicacién de La

transformada de Wavelets a sefales

En esta seccidn a modo de introduccion se estediartha experimental el comportamiento dinamico
de una viga cantiléver. Con el objetivo de, por imeld un caso sencillo, introducir la aplicacionale
Transformada Wavelet (TW) al procesado de sefal@magenes que es otra herramienta, muy
reciente en el tiempo, para la deteccién temprarfésdras en una estructura. El cual sera desaalml|

con mayor profundidad en futuros trabajos.

Para ello, se hall6 la sefial de la forma modabd&imera frecuencia natural, de la viga fisurgdse

aplico la transformada de Wavelet para detectaraghin de Idisura.

4.2.1. Breve revision bibliogréfica.
A finales de 1970, el ingeniero Jean Morlet, prapusa alternativa para la transformada de Fourier.
Su propdsito era la busqueda de petroleo, y pévanetesitaba producir inicialmente vibraciones y
analizar los ecos resultantes, cuyas frecuenciesrselacionaban con el grosor de las diferentpasa

existentes bajo tierra.

Unos afios después, Alex Grossmann, fisico teéspeatalizado en mecénica cuantica, reconocio
ciertas similitudes entre el trabajo de Jean Mgrles estados coherentes, y construy6 una féramila

inversion exacta para la transformada de Jean Morle

En 1985, Yves Meyer, matematico, observd el trabdgsarrollado por Jean Morlet y Alex
Grossmann, asi como su férmula de reconstrucciéa,dio cuenta de que era un redescubrimiento de

la formula que Alberto Calderén habia introduciddadécada de 1960 en el andlisis armonico.

En 1998 aparece el nombre de Stéphane G. Malfaciedizado en vision por ordenador y andlisis de

imagen, el cual se interesd rapidamente por lasshdes Wavelets y todas sus posibles aplicaciones.

En el campo de las vibraciones mecéanicas, Newland1994) fue uno de los primeros en aplicar
TW. Wang, Q y Deng, X. (1999), aplican el andlid#sWavelet a la sefial de la deflexién de una viga
fisurada. Douka, E. et al. (2003), analizan araiyi experimentalmente una viga cantiléver por medi
de la TW. Ovanesova, A y Suérez, L. (2004), estudiarcos planos fisurados aplicandoles la TW.

Rucka, M. y Wilde, K. (2006) analizan vigas y pleéauradas por medio de una Gaussian Wavelet.

Wu, N y Wang, Q. (2011), presentan un estudio iestdie una viga dafiada a través de la
transformada especial de Wavelet. Xiang, J. y Lidhg2012), desarrollaron un método para detectar
fisura basado en la forma modal y las frecuencmdadestructura. Andreaus, U. et al. (2016),

identifican la fisura de una viga por medio deéflekion estética.
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4.3 Deteccidn de fisuras por transformada especial de &velet.

4.3.1Transformada de Wavelets: Conceptos Generales.

Las sefiales transitorias son mas complejas queefades estacionarias. Para las primeras, sedéliz
Transformada de Wavelet (TW) para su estudio. legmirsdas se analizan a través de la conocida

Transformada de Fourier (TF).

La Transformada Wavelet (TW) permite variar el thoae la ventana de andlisis. Al igual que la
Transformada de Fourier por Intervalos, la TW puedelir las variaciones en tiempo-frecuencia de

las componentes espectrales, pero posee una iésdliiferente.

El analisis por medio de las Wavelet permite el deointervalos grandes de tiempo en aquellos
segmentos en los que se requiere mayor precisidrajenfrecuencia, y regiones mas pequefas en

donde se requiere informacion en alta frecuencia.

La forma de comprender como opera esta transformageensar en una sefial temporal pasando por

varios filtros que dividen a ésta en porcionesldeyabaja frecuencia.

En la TW aparece un parametro de escala, que darsinta escala utilizada en los mapas, las escala
grandes pertenecen a vistas globales y las chidatabes mas refinados. Comparando en términos de
frecuencia, la frecuencia baja corresponde a irdoidom global de la sefial, mientras que la alta

frecuencia corresponde a una informacion detalfeda@atrones ocultos de la sefial.

4.3.2Caracteristicas y propiedades de las Wavelets.

La TW descompone la sefial en pequefias ondas.dostamdas localizadas, es decir son sefiales que
tienden a cero en un corto tiempo. En resumen lagel¥t son funciones que tienen dos propiedades
importantes: oscilaciéon y corta duracion.

Una funcic')ntp(x) es una funcion Wavelet si y solo si su transfornagal&ourier¥ (w) satisface para

una frecuencia.

——dw<+oo, (4.1)

Esta condicion implica que
[w(x)dx=0. (4.2)
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El valor de la funcic')np(x) localizada en los dominios de tiempo y frecuensiaigada para crear la

familia de Wavelets

= u( %) @3

en dondesy u son numeros reales que denotan los paradmetrosale gdraslacion respectivamente.

La funcién original(x) sin escalar ni trasladar se denomina la Waveletenaa funciony,, ,(x)

serd la funcién de comparacion que reemplazan exfasnenciales complejas de la transformada de
Fourier.

A continuacion presentamos algunas de las propgsdads importantes de las Wavelets

En el andlisis y deteccion de una singularidad, rasmentos de fuga tienen un protagonismo

fundamental. Una Wavelet tienanomentos de fuga teniendo en cuenta la siguiengcem:

TxkljJ(X) dx=0, k=0,1,....,n~ 1 (4.4)

Una Wavelet com momentos nulos es ortogonal a los polinomios dd@m-1. Si tenemos una sefial
gue tiene una singularidad en un punto determinga@sto significa, que la sefial no es diferenciable
en ese punto, y que los coeficientes de la tramsfda continua de Wavelet toman un valor muy alto.
Mallat (1998) demostr6é por medio de un teorema gna funcidny(t) con un decrecimiento rapido

poseen momentos nulos si, y s6lo si, exisig) de soporte compacto, de decrecimiento rapio, t

que:
Wy =1 £ 22, 45)
Como consecuencia para una séidltenemos
WL = 85 (OB ( 4.6)
con
8. (1) =%9Ej 4.7)

Ademasy(x) tienen momentos nulos si, y solo si,

87



+00

[8(t)dt=0. (4.8)

-0

Al producto def (x)x8_se lo denomina consolacion de las funciones y sedgpreta como un

promedio de la sefial, sobre un dominio proporciaralescala.

El tipo de Wavelet seleccionada y el niumero de nmbasenulos es fundamental para realizar el
analisis por medio de Wavelet.

Regularidad es la capacidad de una Wavelet de reconstruimdige una sefial a partir los
coeficientes calculados en el proceso de transfméma o dicho de otro modo, representa la

concentracion y suavidad de la funcion Waveletlelominio de frecuencia y tiempo.

Simetrig si la Wavelet es simétrica, al verla como umdike puede decir que tiene fase lineal, si no
es simétrica se introduce distorsion en la faseo.Es de especial interés en aplicaciones de

procesamiento de sonido e imagenes.
4.3.3.Clasificacion de Wavelets.

En esta seccion hacemos una clasificacion de adgimaas funciones Wavelet mas utilizadas. Estas
estan restringidas a las funciones disponibles lespftware Wolfran Mathematica 10 que es el
utilizado méas adelante en la metodologia.

Las funciones: Mexican Hat, DWaussian y Morlet Welpertenecen a una familia de funciones no

ortogonales con una funciéup(x) explicita definida. El andlisis de estas funciorsdimitado a la

Transformada Continua de Wavelet.
4.3.4Transformada de Wavelets.

Hay dos tipos de transformadas. Por un lado lssfoamada discreta es mas compacta y tiene sus
ventajas en cuanto a rapidez y tamafo de los fishde célculo, por otro lado la transformada
continua emplea una variacion continua de ambodnpetros y requiere mas gasto en memoria y
tamano de los conjuntos correspondientes, busaaml@s datos sean redundantes. Para los objetivos
planteados se prefiere la transformada continuaspomayor resolucion, ya que interesa detectar
pequefias singularidades en una sefial.

Si tenemos la sefid(x), en donde la variablg es el tiempo o el espacio, podemos definir a la

transformada continua de Wavelet como la integehptbducto de la sefial y la funcién Wavelet

W, (u 9 =%j f( w(‘%xj dx (4.9)
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En dondéM(u,s)son los coeficientes de Wavelet.

4.4 Modelo experimental

Se analizé una viga cantiléver, en el Laboratodovitbraciones de la Universidad Nacional del Sur,
confeccionada por una planchuela de acero de /88" (b=15.875mm, h= 3.175mm), seccién
transversal 4.064x2tts’. El empotramiento se materializé6 por medio dempedaza, construida con

dos planchuelas de acero, sujeta a una mesa dgotaimo vemos en la Figura 4.1.

Figura. 4.1: Dispositivo Experimental.

4.5 Adquisicion experimental de la linea de deflexionealla viga fisurara

Se vuelcan a continuacién los resultados obtereddas primeras etapas de la investigacion sobre el
tema, Ratazzi, A. et al. (2016).
Se analiz6 la viga cantiléver fisurada a un tedgda luz modelada en el laboratorio, descriptéae
seccién 4.4. A la viga se le realizaron doce mam@as8s mm de diametro, equidistantes distribuidas a
lo largo de la misma. Se estudiaron los desplaaaos de doce puntos marcados y se obtuvo la
elastica por medio de una técnica de medicion @gtn el programa Tracker 4.94.
Se midi6 la primer frecuencia natural de la vitye.$3 H3, y con esta frecuencia fue excitada la viga
con una bobina como se muestra en el esquemaritpula 4.2.
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Generador de Sefales
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Amplificado

— Iman

? E Bobina

Viga

Figura 4.2: Esquema del laboratorio.

Este procedimiento se filmo en cdmara lenta ychpurado por un dispositivo con una resolucion de
1280 x 720 pixeles, éste ademas permite captuacadros por segundo.

La filmacion fue analizada con el software Tracke®4 Copyright (C) 2007 Free Software
Foundation, Inc. <http://fsf.org/} Se obtuvieron los maximos desplazamientos deléae puntos
distribuidos a lo largo de la viga, lo cual nosmpiée construir la elastica de la misma como venms e

la Figura 3.

Desplazamientc
0.020-

Figura 4.3: Desplazamientos maximo de la viga l&uei.

4.6 Aplicacion de la transformada de Wavelet a la sefial

Dado las caracteristicas de las Wavelet con respelds parametros de escala y tiempo, estas tienen
la propiedad de detectar cambios sutiles en urel.dedfs maximos desplazamientos de los 12 puntos

del modelo experimental pueden ser tomados comaefie a la cual podemos aplicarle la TCW. Los
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cambios repentinos en los coeficientes de Wavelalizados puede significar la presencia de una
grieta.
En este trabajo analizaremos la viga cantiléverdiga a un tercio de la luz, la funcion Wavelet raad

utilizada fue la Mexican Hat, esta es una funcibmétrica y regulada y arrojo resultados de buena
calidad

La deflexion de la viga de laboratorio es aproximatediante la union de polinomios de grado tres,
por medio de un algoritmo en el software Matheraati. La Figura 4.fnuestra, la transformada de

la deflexionf(x) por medio de la Mexican Hat Wavelet.

f (x), CWT, Mexican Hat
Wavelet Coeficientes

0.015;

0.010¢

0.005;

‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ Longuitudm
50 100 150 200 250 300 350 g qmm

Figura 4.4: Transformada Wavelet de la elastica.

A continuacién, en las Figura 4.5, se puede ideatifel punto en donde esta la fisura en el modelo
los 100 mm, por medio del pico que se produce e@sedlograma. En este grafico se representa en el
eje horizontal la posicién longitudinal, en el ggrtical la escala. Los diferentes colores paraacad
punto representan la magnitud de los coeficierdeéd/dvelet.
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a=0.30

Escala

200 300

0 100
Posicion longitudinal (mm)

Figura 4.5: Escanograma Transformada Wavelet.

En la Figura 4.6 se observa la vista en tres dilners de la transformada de Wavelet, es posilble ve

a la altura de 100 mm como los valores de los ceefies alcanzan un valor maximo.

0.04
0.03%}
0.021%

0.011%
coefbcbedl €4

escala

longitud

Figura 4.6: Grafico en tres dimensiones de losicieefes de la Transformada Wavelet.
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4.7 Conclusiones

Lo desarrollado en este trabajo, nos permitié aaalel comportamiento de una viga cantiléver
dafiada, a través de las variaciones de sus fraasematurales y de la deflexion de la viga vibrando
en el primer modo de vibracion. Se simul6 una &ispor medio de la teoria del resorte rotacional,
propuesta por Chondros y Dimaragonas.

Se detecto la fisura por el método basado endasformadas continuas de Wavelet. La transformada
fue aplicada a la forma modal de la primera frecigenatural de la viga cantiléver fisurada. La eurv
se obtuvo por medio de un método Optico, combiradoun algoritmo desarrollado en el software

Mathematica.

La funcién de onda Mexican Hat proporcioné una meuctara y precisa de detectar la posicion de la
grieta, arrojando valores maximos de los coefieignta técnica de deteccion de ondas hace posible
detectar grietas que requieren un minimo de dagosnttada, es decir, solamente la respuesta de la
estructura. La precision del método depende delldagl de la filmacién y resolucién de la camara,
aungque nos proporciona una herramienta para obtargeprimera aproximacion para detectar una
fisura.

El propdsito de futuros trabajos es, perfeccioadgétnica de obtencion de la elastica de la estaugt
hacer pruebas con otros tipos de funciones Wawvelatbes asi como la incorporacion del andlisis de

porticos fisurados.
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The study of the dynamic properties of beam structures is extremely important for proper structural design. This present paper
deals with the free in-plane vibrations of a system of two orthogonal beam members with an internal elastic hinge. The system
is clamped at one end and is elastically connected at the other. Vibrations are analyzed for different boundary conditions at the
elastically connected end, including classical conditions such as clamped, simply supported, and free. The beam system is assumed
to behave according to the Bernoulli-Euler theory. The governing equations of motion of the structural system in free bending
vibration are derived using Hamilton’s principle. The exact expression for natural frequencies is obtained using the calculus of
variations technique and the method of separation of variables. In the frequency analysis, special attention is paid to the influence
of the flexibility and location of the elastic hinge. Results are very similar with those obtained using the finite element method, with
values of particular cases of the model available in the literature, and with measurements in an experimental device.

1. Introduction

The study of the dynamic properties of beam systems is very
important in structural design as they are the cornerstone for
many resistant structures.

The issue is relevant virtually in all fields of engineering:
structures composed of beams can resist by virtue of its geom-
etry. Such structures can be found from large scale, such as
bridges and buildings located in seismically active regions to
microbeam systems used in modern electronic equipment
which is subject to vibration environment.

As Laura and his coworkers pointed out [1], many excel-
lent books and technical papers deal with vibrating beam sys-
tems, including [2-6].

Many researchers have analyzed the vibration of beam
systems. Reference [1] dealt with the determination of the
fundamental frequency of vibration of a frame elastically
restrained against translation and rotation at the ends, car-
rying concentrated masses. Reference [7] proposed a hybrid
analytical/numerical method to do dynamic analysis of
planar serial-frame structures. Reference [8] presented

an elastic- and rigid-combined beam element to determine
the dynamic characteristics of a two-dimensional frame com-
posed of any number of beam segments. In his paper, Mei [6]
considered the vibration in multistory planar beam structures
from the wave vibration standpoint. Reference [9] analyzed
in-plane vibrations of portal frames with elastically restrained
ends. An approximate solution is obtained by means of a vari-
ational method.

In the particular case of L-beam structures, early studies
have been done by [10-12]. In 2003, [13] extended the pre-
vious papers [12] by relaxing the restrictions on the motion
of the open frame. In 2005, [14] determined natural fre-
quencies and mode shapes of elastically restrained L-beams.
They applied the separation of variables method for the
determination of the exact eigenfrequencies and mode shapes
and calculated the eigenvalues numerically by applying the
Newton method strategy to the corresponding frequency
equation. Reference [15] used a formulation by the Rayleigh-
Ritz method together with the introduction of artificial linear
and torsional springs for computing the natural frequencies



and modes for the in-plane vibrations of complex planar
beam structures.

The presence of an internal hinge in beams has been
treated in several papers including [16-22]. Here, we deal with
the vibration of L-beams structures assuming an internal
hinge in different positions of the structural system.

The two parts of the L-shaped geometry are joined at right
angle, with the end of one of them clamped and the end of
the other elastically restrained. Figure 1 depicts the structure
under study.

Classical structural models do not consider the properties
of the connection stiffness, because they are based only on
models with pinned or rigid joints. Many authors have stud-
ied structures with flexibly connected members as it is known
that the behavior of the connection plays an important role
in analysis and design. Reference [23] presented a computer-
based method for geometrically nonlinear beam system with
semirigid beam-to-column connections. Reference [24] stud-
ied wooden framed structures; they considered that mechan-
ical connections are recognized as extremely important ele-
ments in the aspect of strength and structural safety. Refer-
ence [25] studied steel frames and observed that the interstory
shears generally increase when the connections stiffness is
taken into account. As known, ideal supports used in many
structural models do not fit exactly real supports.

In the current presentation it is assumed that the beams
are adequately modeled using Euler-Bernoulli theory, so that
the effects of shear deformation and rotatory inertia are
considered to be small, and they are neglected in the analysis.
The cross sections of beam elements have double symmetry
(the shear centre and centroid are coincident), so it can be
assumed that there is no coupling between bending displace-
ments and torsional rotations.

The beam system is modeled in Mathematica code [26]
using the method of separation of variables to obtain the exact
values of the natural frequency coefficients.

Finally, numerical results are shown for slender beam
systems by considering the effects of different stiffness of
the elastic connections. A comparison is made with results
obtained by the authors with the finite element method, [27]
and with values available in the literature. In addition, some
particular cases are also compared with the experimental
results of a specially constructed device.

2. Theory

A more realistic model of an L-geometry beam system is pre-
sented to analyze the natural vibration problem. The structure
under study has elastic restrains at F and a clamped end H as
it is shown in Figure 1, with («; + a3 = 71/2). It is assumed that
the elastic internal hinge at P can be located in different posi-
tions. The structure has three beam members: FO beam, with
length I,; OP beam, with length /,; and PH beam, with length
I;. Each of them has uniform properties throughout its length.
The influence of the type of connection between beam-
elements of the structural system and elastic conditions on
the outer edge F is considered in the study. The external end
H has a classical clamped condition, while the external end F
is supported by two translational springs of stiffness t,, and ¢,
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FIGURE 1: Beam system structure.

and a rotational spring of stiffness r,, Figure 2(a). At point
P, there is an internal hinge, elastically restrained against
rotation between beams 2, OP, and 3, PH; this semirigid
connection is materialized by a rotational spring of stiffness
1,,» Figure 2(b).

The flexural rigidity, the mass density, the length, and the
area of the cross section of each beam are E;I;, p;, ;, and A;,
withi =1,2,3.

Three coordinate systems are located as shown in Figure 1.
Respectively, each coordinate origin is at the point F, O, or P.
Atabscissa x; (0 < x; < [;) and at any time ¢: w; is the flexural
displacement in the transverse direction of the beam’s neutral
axis, 0; = Jw;/0x; is the section rotation, and u; is the axial
displacement. The deformation of a beam in the x direction
is not taken into account. The beams are considered infinitely
rigid in the x direction.

The sign convention used for the positive shear force spins
an element clockwise (up on the left and down on the right).
Likewise the normal convention for a positive bending
moment elongates the reference fiber of the beam indicated
by the dotted line. Figure 3 shows the sign convention to be
employed.

For free vibration, the bending moment and the shear
force expressions are

*w;
Q (x,,t) Il 31 >

0x; (1)

2 ¢))
M, (x,t) = E;I; =

0x; (xpt)

At time t, the kinetic energy of the beams is given by

31 ow; 2
22 J Pl i ( ot () ) Xi

2
N P AL (aul > '
(:0)

ot
The last term of the kinetic energy expression is due to the
rigid body translation of beam 1 of length ;. Due to the
assumption of infinity axial rigidity, ou,/ot at x, = I, is
equal to ow,/ot at x, = 0; therefore in (2) the expression
(aul/at)2|(ll,t) can also be replaced by (dw, /at)2|(o,t).
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(a)

(b)

FIGURE 2: (a) Elastic boundary conditions at end F; (b) elastic internal hinge at joint P.

On the other hand, the potential energy of the mechanical

system is given by
2
L *w:
E,-Il( i > dx,
(x;t)

.1
v = 5;’ J Ox2
2
(o,t)) (3)

O 1
2
2
) + Etw(wl (0>t))
(0,t)

1 0 0
R -
2 X,

. 1 [ ow,
Sl it §
2%\ ox,

n %tu(ul 0,1,

Ly 0%3

which involves the work of the elastic constrains. And again
due to the assumption of infinity axial stiffness, 1,(0,t) =
u,(l;,t) = w,(0,t); therefore in (3) the expression (1 (0, 1))
can also be replaced by (w, (0, £))2.

To express equations in dimensionless form, the nondi-
mensional parameter is introduced:

Xl.=%,

1

with X; € [0,1] Vi=1,2,3. (4)

The displacements u; and w;, and 0; may be expressed in terms
of the dimensionless coordinates as follows:

w; (x;,t
W, (Xi’ t) = M,
l;
ow., ow;
6; (X;t) = a_xl = a_l ; €)
il(x,1) Xi l(x,0)
u; (x;,t
Ui(Xi,t)Z 1( i )
l;
The characteristics of beam 1 are used as “reference”:
EI = E,I,, pA=p A, =1, (6)
to define the ratios:
El; PiA; l;
v = - Vv = 5 V.= 7 7
El = B PA; A L= (7)

FIGURE 3: Sign convention for positive transverse displacement (w),
shear force (Q), and bending moment (M).

the dimensionless spring stiffness:

T,= ty—> uw=ti0ss
EI EI
l l (8)
RZ :T’ZE, Rm :Tmﬁ,
and the dimensionless frequency coeflicient:
2 =Bl ©)

EI

where w is the circular natural frequency of the vibrating
system in radians per second.

The expression of the energy functional of the system of
beamsis J =T -U".

Hamilton’s principle requires that § Lth Jdt taken between
arbitrary intervals of time (£, t,) at which the positions of the
mechanical system are known is equal to zero. That means
that the system should execute a motion which makes the
functional J stationary on the space of admissible functions:

5 th (T" —U*)dt = 0, (10)

a

ty
5] (T" —U*)dt
t

a

=0 —pAl3




oW, 2
+VPA1V11V122< —2 > ] dt
ot o

2
1 EI b Vg aZW,-
‘ET{L [ZLT x|,
a | i=1 I; i 1(X,.b)

: 2
+ J ' Rm( W, ) dt
12 aXz (0,t)

dt

oW,
(1,t) aX3

2
) d
(0.)

¥ j:b T, (v, ) (W, (0,0t

a

a

t
+ J bRZ< %
t 0X,

a

+ jth Tu(vlz)z(WZ (0,1)) dt

tﬂ

(1)

Taking into account the boundary conditions at the ends, the
compatibility, and equilibrium conditions at the joints bet-
ween beam elements and applying the procedure of calculus
of variations in (10), the following boundary and eigenvalue
problem is obtained

o*w, Y W, o
ax* TR e =
1 I(Xy,t) (Xy,t)
o'w, L O°W,
+k =0, (12)
4 2 2
0X5 lix,m o |ix,n
o'w, il *W, o
ox4 3 ot -
3 1(X;0t) (X55t)

with k! = (p,A;/E;L)I}, i = 1,2,3.

Consider
VZIWI (l,t) = 0, VIZWZ (1, t) = V13W3 (0, t),
ow, oW,
X lay 90X, (O,t))
@ azwl _ Y, aZWZ
v, 0X7 w Y 0X3 ©.0)
Ve, 0°W, R (aw3 A ) o
Vi, an (L " 0X; (0,t) 0X, (1L,t) ’
Ve, O°W; ow, ow,
o\ 3 Loy~ 3% k) 0
v, 0X3 |on Xslon 9Xylay
Ve, O°W,
Eh Ll 4 Tyv W, (0,) = 0,
2 ax3 w’l 1
(Vll) 1 1(0,t)
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Ve, O°W, VL, oW,

2 3 2 3 J
L, X3 L 0X3 |0

Ver, O°W

22 4T W, (0,1)
ax3 2
(Vlz) 2 1(0,t)
~ k', v, W, (0,1) = 0, (13)
VEI, azwl ow, ~0o
S ~R = =0,
v, 0X7 |y 9Xily
ow,

v W5 (1,t) = 0, 2 =

: X3l

Using the well-known separation of variables method, solu-
tion of (12) is assumed to be of the form:

Wy (Xy,t) = ZWM (X)T@®),
n=1

W, (X,,t) = D W, (3,) T (1), (14)

n=1

W, (X5,t) = ) Wi, (X5) T (1).

n=1

The functions W;,,, W,,,, and W, represent the corresponding
transverse modes of natural vibration of each beam member
and are given by

Wi, (X,) = C, cosh (1,,a, X;) + C,senh (4,4, X,)
+C;cos (A0, X;) +Cysen (Ao, X, ),

W,, (X,) = C5cosh (1,0, X,) + Cgsenh (1,0, X,)
(15)
+C,cos (1,0, X,) + Cgsen (A0, X,),

W;, (X3) = Cycosh (4,05 X;5) + Cygsenh (1,05 X5)

+ Cy; cos (A,05X5) + Cppsen (1,05 X5),

where o = v, {|v 4 /vg is a mechanical and geometrical
\I*w2pA/(EI) is the
dimensionless frequency coefficient of mode of vibration #,
and C,,C,,...,C,, are arbitrary constants to be determined.

Replacing expressions (15) in (14) and these ones in (13),
a linear system of equations in the unknown constants C,,
C,,...,Cy, is obtained.

For a nontrivial solution to exist the determinant of the
coefficient matrix in the linear system of equations should be
equal to zero and the roots of the transcendental frequency
equation are the dimensionless frequency coeflicients of the
mechanical system in Figure 1.

parameter, with i = 1,2,3, A, =

3. Finite Element Method

The authors solved some numerical examples using the
finite element method, using the software ALGOR 23.1 [27].
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FIGURE 4: Experimental system device; C-C model.
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FIGURE 5: Spectrum of the first natural frequency; Case a: F-C
model.

The three members of the structure are divided into 100
beams elements, respectively, each beam element with three
degrees of freedom.

The internal hinge elastically restrained was modeled by a
very small beam element, 300 times smaller than the length of
the beam. The moment of inertia of the section was varied in
order to obtain stiffness values that are equivalent to the stiff-
ness constants of the spring connecting the two sections at
location P.

4. Experimental Model

An experimental model was built of steel to compare the
results obtained by the analytical and finite element models.

The experimental beam system has two parts of equal
length I (see Figure 4). It was tested under two different
boundary conditions (clamped and free at x; = 0) while the
other end (x; = 1) was clamped. The presence of an internal
hinge was not considered. The geometry of the structural sys-
temis describedbyl =1, =L, +1; =0.50m; A = A; = 4.064 %
10°m%1 = I = 3.468x107'! m*; and the material properties
are p = p, = 7870kg/m’ and E = E; = 2.1 x 10° kg/cm?, with
i=1,2,3.

FFT

o o
[ S} W
1 |

Amplitud

(=]
—_
1

1 Ty

0 500 1000
Frecuencia (Hz)

FIGURE 6: Spectrum of the first natural frequency; Case b: C-C
model.

In order to measure the natural frequencies, an optical
proximity sensor was used as it is seen in Figure 4.

Figures 5 and 6 show the spectrum of the first ten natural
frequencies of the free-clamped (Case a) and the clamped-
clamped (Case b) beam systems, respectively.

5. Numerical Results

Frequency coefficients were obtained by the exact analytical
solution, with the finite element method, FEM, [27] and with
the experimental model.

Table 1 presents the first ten coefficients of natural fre-
quency of vibration of a beam structure with free-clamped
boundary conditions without internal hinge, Figure 5.

For the analytical solution the parameters are taken as

vg =1, Vi=1,2,3,

voa =1
PA; ’
(16)

Vll = 21/12 = 21/13 =1.

The analytical solution for Case a: F-C model, was obtained
withT, = T, = R, = 0; R,, — o00. It is remarkable that
for the first ten frequencies, the analytical results are very
close to the experimental ones. The analytical results are also
compared with previous published ones, [7]. As it can be seen
in the table all of them are in excellent agreement.

The exact analytical solution for C-C structure was
obtained with T, =T, = R, = R,, — ©00.

Table 2 shows the first ten coefficients of natural fre-
quency of vibration of the beam structure with clamped-
clamped boundary conditions. Again the first ten frequency
coeficients obtained by the analytical model are very similar
to the experimental model. They also are in excellent agree-
ment with the FEM solution and previous published results
[14].



Table 3 shows the frequency coeflicients for pinned-
clamped L-beams obtained by the analytical procedure and
the finite element method. For the analytical solution the
spring constants are assigned in two different ways to model
the simply supported-clamped system:

(D) vg, = Livyy, = Liforalli = 1,2,3, v, = v, =1/2,
T, — 0o, T, - 00,R,=0,and R,, — o0.

(2) v, = Livyy, = Lforalli = 1,2,3,v, =099, v, =
0.01,T, — 00,T, = 00,R, = oo,andR,, = 0.

The percentage differences between both sets of results are
shown in file |A|%. Although both sets of results correspond
to a simply supported-clamped system, the small percentage
differences, less than 0.7%, are due to the different numerical
computational aspects between the analytical models (1) and
(2). The results were determined using the Mathematica
software [26] with five significant figures.

Table 4 compares the first five natural coefficients of
vibration for a free-clamped system with Morales published
results [28]. The characteristics of Morales frame are [; =
2215mand [, + I; = 4.249m, E,I, = 0.0147Nm?, E,I, =
E,I, = 0.0267Nm?, m, = 6 x 10 kg/m, and m, = m, =
4.5 x 107> kg/m. For the analytical solution, the parameters
are assumed as [; = 2.215m, [, = 2.249m, [; = 2.000 m,
v, = Lvg =1 vys =1v, =10153, vg, =18163,v,, =
0.0075, v, = 0.0903, vy = 1.8163, v, = 0.0075, T,, = 0,
R, =0,T, =0,and R,, — o00. It can be verified that our
results are in excellent agreement whit those obtained by
Morales.

Traditionally, the analysis and design of beam structures
have been based on the assumption that the boundary con-
ditions are rigid. The disadvantage of this model is that the
flexibility of the real boundary conditions is neglected and
therefore the real natural frequencies cannot be obtained.

Thus, we now analyze the case of beam system structure
with elastic boundary conditions at edge F and clamped at the
other end H, while the internal elastic hinge (at section P) is
assumed to have R,, — ©0. Numerical simulations are car-
ried out to investigate the effect of the rigidity of the boundary
conditions on the natural frequencies of the system.

In Figure 7 the effect of rigidity T, of the translational
spring on the frequency coeflicients of the structure is shown.
It can be seen that the first frequency coefficient A, increases
with increasing the value of T, from T, = 0, A, = 1.5208
to T, — 200, A, = 3.3762. For values larger than 200 the
fundamental coefficient stays practically the same: T, — oo,
A, = 3.3920. Its increase is of 124%.

The second frequency is 3.3947 for T, = 0 and 4.4566
for T, — o0; its increase is of 31% and the most significant
change occurs between T,, = 200 and T,, = 1000. The higher
frequency coeflicients exhibit a similar behavior.

From Figure 7 it could be concluded that the first and
second frequencies interchange their modal shape for a value
of T, between 100 and 1000. A similar behaviour occurs in the
case of third and fourth frequencies for a value of T}, between
1000 and 10000.

Figure 8 shows the effect of T, on the first natural fre-
quency coefficients. Again it is observed as a matter of course
that the natural frequency coefficients increase with the
spring constant parameter.
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FIGURE 7: Effect of T, on the first five natural frequency coeflicients.
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FIGURE 8: Effect of T, on the first five natural frequency coefficients.
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Figure 9 shows that the effect of the spring R, is small.

Table 5 presents the case of a clamped-clamped structure
with an elastic joint at [, = 0.5, and R, is the constant
rigidity of the rotational spring at P that connects the beam
members indicated as OP and PH. In this table R,, assumes
different values from infinity to zero. It can be seen that all
the first frequency coeflicients decrease in value, except for
A4, which practically remains constant.

Table 6 presents the case of a clamped-clamped structure
with an elastic connection at P, [, — 0, [; = [,. In this
table, R, assumes different values, from — oo to 0. It can
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TaBLE 1: Comparison of the first ten frequency coefficients A, = {/I*w?(pA/EI) for L-beams: Case a: F-C.

A A As Ay As As A Ag Ay Ao

fi=4.30  11.90 58.59 86.67 185.38 233.76  386.96  456.54 659.79 751.3 *Experimental, in hertz
1.0811 1.7985 3.9907 4.8537 7.0986 7.9541 10.255 11.139 13.392 14.290 **Experimental, adimensional
1.0820 1.7863 3.9680 4.8031 7.0981 7.9131 10.229 11.034 13.368 14.171 Exact analytical solution
1.0854 1.7903 3.9753 4.8077 7.0956 79307 10.225 11.059 13.355 14.191 FEM

1.0880 1.7869 3.9685 4.8021 7.0915 — — — — — Lin and Ro, 2003 [7]

*Experimental, in hertz: values f,, were measured in the experimental model (Figure 5).
** Experimental, adimensional: values were obtained from f,, measured values: A,, = [ - {/(27tf,,)*(pA/EI).

TaBLE 2: Comparison of the first ten frequency coefficients A, = {/I*w?(pA/EI) for L-beams: Case b: C-C.

A A, A Ay As A A Ag Ag A

fi=56.76  82.01 182.5 225.88 382.08 448.0 653.08 737.92 992.43 1105.3 *Experimental, in hertz
3.9270 4.7214 7.0432 7.8357 10.190 11.035 13.323 14.162 16.424 17.333 **Experimental, adimensional
3.9229 4.7227 7.0528 7.8249 10.159 10.838 13.310 14.137 16.345 17178 Exact analytical solution
3.9319 4.7295 7.0613 7.8187 10.158 11.014 13.337 14.152 16.465 17.282 FEM

3.9222 4.7142 7.0376 7.7588 10.007 — — — — — Albarracin and Grossi, 2005 [14]

*Experimental, in hertz: values f,, were measured in the experimental model (Figure 6).

** Experimental, adimensional: values were obtained from f, measured values: A,, = [ - 3/(27f,)*(pA/EI).

TaBLE 3: Frequency coeflicients A, = {/I*w?(pA/EI) for simply supported-clamped beam system; comparison of results.

A A, A Ay As

3.3920 4.4566 6.5383 7.5702 9.6637 Exact analytical solution (1)
3.3943 4.4266 6.5798 75666 9.6584 Exact analytical solution (2)
0.07% 0.68% 0.63% 0.05% 0.05% |A] = ((1) = (2))/(2) %(difference)
3.3900 4.4266 6.5292 7.5608 9.6301 FEM

TaBLE 4: Non dimensional frequency coefficients A,, = {/I*w2(pA/EI) for free-clamped beam system; comparison of results.

M Ay As Ay As

1.0301 1.9062 3.5186 5.1798 6.1299 Exact analytical solution

1.0385 1.9198 3.5277 5.1787 6.1156 FEM

1.0229 1.9229 3.5337 51844 6.1330 (Morales, 2009 [28]) 12-DOF RRMSSM
1.0229 1.9229 3.5337 5.1844 6.1330 (Morales, 2009 [28]) 60-DOF FEM
1.0229 1.9229 3.5337 5.1841 6.1329 (Morales, 2009 [28]) Analytical

TaBLE 5: Effect of R,,, on the first five non dimensional frequency coefficients of a C-C system, with an elastic joint at [, = 0.5/;, beam-beam
connection.

R, A A, A, A, As
— 00 3.9229 4.7227 7.0528 7.8248 10.1595 Exact analytical solution
500 3.9229 4.7227 7.0528 7.8248 10.1595
100 3.9145 4.7121 7.0499 7.8248 10.1327
50 3.9110 4.7082 7.0498 7.8248 10.1086
20 3.9818 4.6862 7.0436 7.8248 10.0438
10 3.8614 4.6557 7.0346 7.8248 9.9439
3 3.7464 4.5724 7.0075 7.8248 9.6334
3.5695 4.4983 6.9776 7.8248 9.3290
0.5 3.4604 4.4692 6.9631 7.8248 9.2013
3.2662 4.4332 6.9410 7.8247 9.0429

3.2566 4.4247 6.9489 7.8306 9.0501 FEM
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TaBLE 6: Effect of R,, on the first five non dimensional frequency coefficients of a C-C beam system, with an elastic jointatl, — 0,1; =

(exact analytical solution).

R, A A, A, A, As
— 00 3.9229 4.7227 7.0528 7.8284 10.1595
500 3.9229 4.7227 7.0528 7.8248 10.1595
100 3.9127 4.6887 7.0340 7.7679 10.1255
50 3.9127 4.6676 7.0340 7.7352 10.1255
20 3.9127 4.6104 7.0339 7.6520 10.1253
10 3.9127 4.5322 7.0336 7.5490 10.1248
3 3.9125 4.3200 7.0327 7.3245 10.1232
3.9122 4.1216 7.0304 71710 10.1193
0.5 3.9117 4.0365 7.0277 7.1188 10.1157
0 3.9038 3.9296 7.0161 7.0664 10.1059

TaBLE 7: Effect of R, on the first five non dimensional frequency coefficients of a SS-C beam system, with an elastic joint at , = 0.5;, beam-

beam connection (exact analytical solution).

R, A, 1, A 1, A
— 00 3.3920 4.4566 6.5383 7.5702 9.6637
500 3.3920 44566 6.5383 75702 9.6637
100 3.3903 4.4470 6.5374 7.5692 9.6607
50 3.3883 4.4349 6.5354 7.5687 9.6541
20 3.3821 4.4009 6.5297 7.5672 9.6337
10 3.3723 4.3514 6.5216 7.5651 9.5984
3 3.3318 4.1975 6.4976 7.5585 9.4430
3.2548 4.0264 6.4721 75509 9.2192
0.5 3.1959 3.9477 6.4602 7.5470 9.1105
0 3.0686 3.8450 6.4432 7.5412 8.9626

TaBLE 8: Effect of R,,, on the first five non dimensional frequency coefficients of a SS-C beam system, with an elastic jointatl, — 0,1; =1,

(exact analytical solution).

R, 1, 1, A 1, B

— 00 3.3920 4.4566 6.5383 7.5702 9.6637
500 3.3920 44566 6.5383 75702 9.6637
100 3.3884 4.4394 6.5314 7.5314 9.6550
50 3.3851 4,4237 6.5248 7.5123 9.6455
20 3.3757 4.3812 6.5066 7.4501 9.6202
10 3.3614 4.3234 6.4808 7.3751 9.5866
3 3.3107 41713 6.4076 72219 9.5068
1 3.2413 4.0410 6.3398 71283 9.4485
0.5 3.2026 3.9903 6.3120 7.0983 9.4277
0 3.1408 3.9290 6.2768 7.0654 9.4033

be seen that the first, the third, and the fifth frequency coeffi-
cients remain practically constant and the second coeflicients
decrease by 20% and the fourth decrease by 11%.

Table 7 presents the frequency coefficients of a simply
supported-clamped structure with an elastic joint at [, =
0.51;.

In the present conditions, the first, the second, and the
fifth frequency coeflicients decrease in value and the third and
fourth remain practically constant.

Table 8 contains the frequency coeflicients of a simply
supported-clamped beam system with an elastic connection
atPl, — 0,1; = [,. It can be seen that all the frequency coef-
ficients decrease in value between 8% (A,) and 3% (A5).

Figures 10 and 11 show graphically the variation of first
three natural frequency coefficients for various locations of
the elastic hinge: ,/l — 0 tol,/I — 1, with different com-
binations of R, T, T,, and R,,. In both figures, it is clear that
for the fundamental frequency coefficient the differences in
the values of frequencies are not so significant.

6. Conclusions

The model presented in this paper allows studying the effect
of the variation in the rigidity of the elastic supports and the
elastic joint on the dynamical behavior of the beam sys-
tem structure. The model enables an efficient, simple, and
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straightforward way of computing natural frequency coefti-
cients for L-Shaped-Structures with many different boundary
conditions at simply supported, clamped, free, and elasti-
cally restrained. It was observed that the loss of rigidity of
the translational springs significantly changes the natural
frequency coeflicients, especially the fundamental frequency
coeflicient. The presence of an elastic joint, modeling a beam-
beam connection, also implies changes in the natural fre-
quencies when the rigidity is lost.

Although the model with elastic connection and supports
does not represent the inherent complexities of real systems
such as nonlinearity or damping, it provides conceptual
insights regarding the fact that the loss of rigidity can cause
significant changes in the dynamic behavior of the structure.

9
5,L_—->e——»x————x___—_x_¥;%__—__x_---x—r——x~_‘*,‘\‘x
A
4
d i
3 T T T T T T T T T |
0 01 02 03 04 05 06 0.7 08 09 1
L/l
— A
A
—x- A

FIGURE 11: Variation of first three natural frequency coefficients with
location of the elastic hinge, I, = I, +I; = I, L/l € (0,1), vg;, =
=50,T, = 100, T, = 100, and

= Voay = 1, R,

VElg) = Veag,

m

In this sense, this model can be seen as a useful first approach
to study the real system. The proposed analytical solution
may be applied to include more complicating effects, such as
elastic constraints at both ends, more than one internal elastic
hinge, and another geometry with &, + a3 # 7r/2. Finally, it
has been demonstrated that an elastic approach constitutes a
reliable tool to deal with beam system structures.
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Introduction

The problem of the influence of a crack in a welded
joint on the dynamic behavior of a structural member
has been studied in a thorough paper by Chondros

and Dimarogonas.!

The static and dynamic analysis of beams with

Abstract

A crack on a structural member introduces a local flexibility which is function of
the crack depth. This new flexibility condition changes the dynamic behavior of
the structure. The knowledge of the influence of the crack on the characteristic
dynamic parameters makes it possible to determine both the crack position and
its magnitude. A large number of research papers have been written on the
subject, most of them on straight beams of a single segment. However, despite
the importance of L-shaped beams in a variety of technological applications,
very limited information is available for the case of such structures. In this
article, a cracked L-beam structure is studied by an analytical approach which
is validated by experimental measurements. The Euler—Bernoulli beam theory
is assumed to describe the transversal displacements and the crack is modeled
by means of an elastically restrained hinge. A special device was designed to
measure experimentally the natural frequencies of steel L-beams structures.
The natural frequencies of in plane vibrations of L-beam structures are
obtained considering a crack at different positions as well as of different
depths. Values obtained with the analytical solution are satisfactorily compared
with experimentally measured frequencies and the values reported in previous
studies on the subject published by other authors.

to efficient formulations for solving both static and
dynamic problems.

From earliest studies, it is clear that localized
damage produces a local reduction in the stiffness
of the beam.> Many models have been proposed in
the literature to describe open cracks on beams, the
flexibility modeling of cracks is quite common.* In

single or multiple concentrated damages, produced by
cracks, has received an increasing interest in recent
years.

A very complete description of the state of the art in
the field with the mention and description of the most
important work was done by Caddemi and Morassi,?
whose reading is recommended.

There it is explained that generally, it is assumed
that the amplitude of the deformation is enough to
maintain the crack always open, this model offers the
great advantage to be linear and, therefore, it leads

Experimental Techniques (2015) © 2015, Society for Experimental Mechanics

the case of beams under plane flexural deformation,
a crack is modeled by inserting a massless rotational
elastic spring at the damaged cross section.>®

Many researchers have studied the topic of
equivalent flexibility of the spring which models
the crack.””!> Among them, it can be mentioned
that the expression of Chondros et al.!® is the most
widely used.

Most of the papers deal with straight beams
of a single stretch. Far less are related with
frames.10~18
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The use of the L-shaped structures is widespread
in many fields of engineering, including modern
applications in robotics.!”

In present work, an L-shaped beam with a crack in
one of the sections is studied. In order to perform this
study, it is important to have an analytical procedure
which allows determining the dynamic parameters
of cracked L-beams structures. And it is known that
an essential condition to ensure the reliability of an
analytical procedure is the experimental verification
of its accuracy, especially in a case like this in which
the values available in the literature are scarce.

The objective of this study is twofold: The
proposition of a classical elastic model where the
crack is modeled by a rotational spring calculated
following Chondros’ theory and shows the excellent
concordance that the proposed model exhibits with
experimental measurements performed on a device
specially designed.

In addition, information is provided about the
variation of the natural frequencies of an L-beam
produced by a crack at different positions and of
different depths and the usefulness of the combination
of the posed analytical approach and experimental
measures in crack detection is demonstrated.

Structural Model and Analytical Solution

The study deals with the vibration of L-shaped beams
assuming an internal crack in different positions in
one of the beams of the system.

C.A. Rossit et al.
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Figure 1 L-frame structure.

The two parts of the L-shaped structure are joined
at right angle, with the end of one of them clamped
and the end of the other elastically restrained. Figure 1
depicts the structure under study.

The position of the crack is defined by the
coordinate /; and locally affects the flexural stiffness
of the L-beam. It is modeled as a massless, rotational
elastic spring at the damaged cross section connecting
the two adjacent segments of the beam.

The magnitude adopted for the flexibility constant
of the equivalent spring (Bc¢), is obtained by means of
the expression proposed by Chondros et al.!”> which
was found with fracture mechanics methods:

6 (1 —v?)

h
Be I bc (2) (1)

with
b (2) = 0.6272 7% —1.045332° +4.59487* —9.9737°
+20.29487° — 33.035177 +47.10632°
—40.75567° +19.67"°

and z = ’c/,, while & is the height of the cross section
and /¢ is the depth of the crack.

Three beam members are defined in the structure:
the beam FO of length /;, the beam OP of length
and the beam PH of length /5; each of them having
uniform properties. The beams are modeled using the
Euler-Bernoulli beam theory.

The external end H is a classical clamped support
and the external end F is supported by two

Experimental Techniques (2015) © 2015, Society for Experimental Mechanics
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i |

0

Bottom fiber

Figure 2 Sign convention for positive shear force (Q) and bending
moment (M).

translational springs of stiffness t, and t, and a
rotational spring of stiffness r,. At section P, there
is the crack. To model the crack, it is supposed an
internal hinge elastically restrained against rotation
between beams 2, OP, and 3, PH, this semirigid
connection is materialized by a rotational spring of
stiffness:

Tm = Ypc- (2)

The flexural rigidity, the mass density, the length,
and the area of the cross section of each beam are E;I;,
pi, li and A;, withi=1, 2, 3.

Three coordinate systems are located as they are
shown in Fig. 1, and its origins are taken to be
at points F, O, and P in each beam. At abscissa x;
(0<x; <I;), w; is the transverse displacement of the
beam 7, and 0; = dw;/dx; is the section rotation at any
time ¢. The deformation of a beam in x direction is not
taken into account, because the beams are considered
infinitely rigid in the axial direction.

The sign convention used for the positive shear
force spins an element clockwise (up on the left and
down on the right). Likewise the normal convention
for a positive bending moment elongates the bottom
fiber of the beam. Figure 2 shows the sign convention
to be employed.

For free vibration, the bending moment and the
shear force expressions are:

Wz (Xl/ t) Wi (xi, 1)

M; (x;, 1) = Eil; 90
1

; Qi (X, 1) = Eil;
(3)

To express equations in dimensionless form, the
nondimensional parameter is introduced:
X; = %i; with X; € [0,1] Vi =1,2,3  (4)

The displacements w;, and 6#; may be expressed in
terms of the dimensionless coordinates as follows:

i (X, t oW X',t
Wi (X, 1) = @ 0 (X, 1) = #
! 1
8 . 4’[
T
Xi

Experimental Techniques (2015) © 2015, Society for Experimental Mechanics
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The characteristics of beam 1 are used as

“reference’”:
El = E1l, pA = pA1, =1 (6)

to define the ratios:

_ Eili _piAi L
VEL = R VoA = V= g (7)

the dimensionless spring stiffness:

P P ) )
Tw=thrTu=tuE/Rz=rzErRm=rm§ (8)
Under the described conditions and applying the

technique of variational calculus,? the governing
differential equations of the problem and the
boundary and continuity conditions are:

9t w, 2w,
— X, D+ K — (X, =0 9
3Xi;(1)+182(1) (9)
W, 2 W,
3X4 (XZ,I)"'kz 82 (ert)_o (10)
4 2W
8X3 (Xs,t)+k3 Py (X3,0)=0 (11)
with kf = 24111 i =1,2,3.
VEIIanoz Tvr Wy (0,8) =0 12
2 an ( )+ Wvll 1( )_ ( )
(Vll)
VEIla W1

0,0 — (%(0 t))—O (13
v, X3 ax, ) )

33
L2220, + T v W2 (0, 1)
(vi,) 9X;
2y
— Ky v, ——= v 20,n=0 (14)
v, Wi (1,0 =0 (15)
oW, oW,
—(1,t) = —= (0, ¢ 16
X, (L= aXz( ) (16)
VE[1 92 Wi VE12 a2 W3
0,t 17
w92 (1,n= v, 9x2 0,1 (17)
vy Wa (1,1) = vy W3 (0, 1) (13)
VE]2 8 Wz VE13 3 W3
1,1t 0,1t 19
V128X3()v128X3() (19)
5 3
3
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@ )

2 W- W5 (0,1)  aWw,(1,t
VEDL 22(1,t)—Rm< 30, awa (1,0 _o

v, 3X3 X3 X,
(20)

2 W- W5 (0,1) AW, (1,t
VEL 23(0,t)—Rm< 3(0,0)  9WH( )>:O

v, X3 X3 X,
(21)
v Wi (1,1) =0 (22)

AW

—1,H)=0 23
8X3( ) (23)

The last term in Eq. 14 is due to the rigid body
axial translation of beam 1 of length /;, which is a
consequence of assuming infinity axial rigidity.

Using the well-known separation of variables
method to solve Egs. 9 to 11, free vibrations of the
system can be expressed in the form:

Wi (X1, 0) =) Wi (X1) ¢ (24)

n=1

o0

Wi (X, 1) =) Wap (X3) € (25)

n=1

W3 (X3,1) = Z Wi (X3) €' (26)

n=1

The functions Wy, W,, and W3, represent the
corresponding transverse modes of natural vibration
of each beam member and are given by:

Wi, (X1) = C; cosh (L ,01.X7) + Casenh (A0 X7)

+ C5 cos (Ao X1) + Casen (M1 X1)  (27)
Way (X2) = Cs cosh (L,,00X2) + Cesenh (A,02X2)

+ C7 cos (Aya2X2) + Cgsen (A,02X3)  (28)
W3y (X3) = Co cosh (A,03X3) + Croseni (A,o3.X3)

+ C11 €os (Apa3.X3) + Crasen (A,3X3)  (29)
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Figure 3 (a) and (b) Experimental
device: clamped-lamped L-beam.

where a; = v;; ¢/Vrdi/y; is a mechanical and geomet-
rical parameter, with i=1,2,3; A, = J/PFw2r4/g is
the dimensionless frequency coefficient of mode of
vibration 7 and Cy, C5, ..., C2 are arbitrary constants
to be determined.

Replacing Eqs. 27, 28, and 29 in Egs. 24, 25, and
26; and these ones in Eqgs. 12 to 23, a linear system of
equations in the unknown constants Cy, Ca,..., C12
is obtained.

For a nontrivial solution to exist, the determinant
of the coefficient matrix in the linear system
of equations should be equal to zero and the
roots of the transcendental frequency equation are
the dimensionless frequency coefficients A, of the
mechanical system in Fig. 1.

The results were determined by using the Mathe-
matica software?! with six significant figures.

Experimental Device

Two particular cases were modeled, a free-clamped
(F-C) and a clamped-clamped (C-C) L-beam.

A bar of steel 5/8 “x1/8" (b=15.875mm,
h=3.175mm) was employed.

Both members the same length (,,=5L+15),
cross-sectional area, and material properties:
i=1,2,3;

Voa; = 1; VEI, = 1; A4

VL = 21/12 = 21/[3 =1

The length of each member was 420 mm for the
F-C case and 446 mm for the C-C.

Figure 3(a) and (b) shows the clamped-clamped
model tested.

The crack was modeled with a thickness of 1 mm.
All precautions were taken so that the cut is made
smoothly and its depth be uniform: A piece of hard
steel was employed, with a gap where the beam
is embedded up to the desired depth (Fig. 4(a)
and (b)).

Experimental Techniques (2015) © 2015, Society for Experimental Mechanics
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The beam was excited with an impact hammer near
the clamped end, where there are no nodes of the
modal shapes of the first five frequencies.

In order not to disturb the behavior of the struc-
ture, measurements were taken with a proximitor.
A Provibtech device, TMO 180, was employed. The
displacement signal was read and processed with a
two channel vibration analyzer Vibxpert II, with 24
bits of resolution and 1000 Hz of sample frequency.

To evaluate the measured values, it is needed to
know the Young modulus E and the density p of the
employed material.

Because these two parameters, in dynamical
applications, are always involved by means of the
ratio \/? , the following procedure was followed:

A value widely verified in solid mechanics was
taken as reference: the fundamental frequency of a
cantilever beam. It is known that the corresponding
eigenvalue is 1.8751.%2

A cantilever beam of length 417 mm was built with
the same strap of the L-beam.

The measured frequency: 14.85 Hz, then:

1 A% | EI 1 (1.8751)% | Eh?
f==—==]— 1485Hz= — 5
2x P\ pA 27 (0.417m)~“\ p 12

E m
= | —=5034.7—
P seg

This value, which is the speed of a longitudinal
wave in steel, is employed in the numerical
determinations.

Numerical Results

In order to verity the accuracy of the procedure, two
particular cases of the proposed analytical approach
are modeled:

Free-clamped L-beam, without internal hinge:
T,=Ty=R,=0; R;, > o0;

Experimental Techniques (2015) © 2015, Society for Experimental Mechanics
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Figure 4 (a) and (b) Crack
produced in the strip.

Clamped-clamped L-beam, without internal hinge:
T,=T,=R,=R, — c0.

Table 1 presents the first five natural frequencies
of vibration. The values obtained by means of the
analytical approach are in very good agreement with
results available in the literature.

Experimental determinations are also performed
and data show a striking agreement with aforemen-
tioned values.

Tables 2—6 compare the results between experi-
mental measurements in a device with a crack artifi-
cially produced and the proposed analytical procedure
with a crack modeled following Chondros’ criterion.
A free-clamped L-beam with /; =[5 + 5 is considered,
different locations (/;/l;) and depths (h./h) of the
crack are taken into account. Applying Egs. 1, 2, and
8, one obtains Ry, for each particular situation.

As it can be seen, the experimental values are
again in excellent agreement, from an engineering
viewpoint, with those obtained by means of the
analytical procedure. There are just five situations
where differences are upon 5%, but in no case exceed
than 10%.

Figure 5 shows the effect of the depth of a crack at
different locations on the natural frequencies.

The magnitudes of frequencies in the damaged
structure f are related to the frequency of the structure
without crack which is named f.

In general, the frequencies decrease as the depth of
the crack increases

As it can be observed, the second frequency is not
affected by the crack when occurs in the middle
of the second member. It can be deduced that
the corresponding modal shape of the undamaged
structure has no curvature at that point.

Figure 6 shows the effect that the position of a
crack (hc./h=0.75) causes in the first three natural
frequencies of the free-clamped L-beam structure.
Again, it is observed that the second frequency does
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Table 1 First five natural frequencies for F-C and C-C L-beams

C.A. Rossit et al.

Free-clamped L-shaped beam

i 1 2 3 4 5
Ai 1.0880 1.7869 3.9685 4.8021 7.0915 Lin and Ro® (eigenvalue)
Ai 1.0821 1.7863 3.9684 4.8037 7.0982 Analytical (eigenvalue)
(f) 4.85 13.22 65.25 95.62 208.79 Analytical (Hz)
(f)) 4.77 13.04 65.14 95.16 207.74 Experimental (Hz)
Clamped—-clamped L-shaped beam
i 1 2 3 4 5
Aj 3.9222 4.7145 7.0376 7.7588 10.007 Albarracin et al.24 (eigenvalue)
Ai 3.9331 4.7235 7.0540 7.8255 10.149 Analytical (eigenvalue)
(f;) 56.62 82.08 183.07 225.29 378.99 Analytical (Hz)
() 56.76 83.01 182.50 228.88 382.08 Experimental (Hz)
Table 2 First five natural frequencies for F-C L-beams with a crack in the sixth of the second member
I/l helh R 1 2 3 4 5
116 0.25 220 Ai 1.0812 1.7862 3.9680 4.8015 7.0935 Analytical (eigenvalue)
(f) 4.84 13.22 65.24 95.53 208.15 Analytical (Hz)
(fi) 4.77 13.04 65.14 95.10 207.58 Experimental (Hz)
0.50 41 Ai 1.0800 1.7769 3.9619 4.8020 7.0660 Analytical (eigenvalue)
(f) 4.83 13.08 65.04 95.55 206.90 Analytical (Hz)
(f;) 4.66 12.93 65.02 95.09 207.42 Experimental (Hz)
0.75 7.9 A 1.0698 1.7416 3.9356 4.7905 6.9521 Analytical (eigenvalue)
() 4.74 12.57 64.18 95.10 200.28 Analytical (Hz)
(f;) 4.34 12.60 64.58 95.10 207.48 Experimental (Hz)
Table 3 First five natural frequencies for F-C L-beams with a crack in the third of the second member
I/l helh R 1 2 3 4 5
1/3 0.25 220 A 1.0810 1.7857 3.9661 4.8035 7.0947 Analytical (eigenvalue)
(f;) 4.84 13.21 65.18 95.61 208.58 Analytical (Hz)
(fi) 4.77 13.04 65.14 95.05 207.14 Experimental (Hz)
0.50 41 A 1.078 1.7831 3.9529 4.7961 7.0783 Analytical (eigenvalue)
(f;) 4.82 13.17 64.75 95.32 207.62 Analytical (Hz)
(fi) 4.66 12.98 64.92 94.45 204.22 Experimental (Hz)
0.75 7.9 Ai 1.0633 1.7709 3.8920 4.7657 6.999 Analytical (eigenvalue)
(f) 4.68 13.00 62.77 94.12 203.04 Analytical (Hz)
(f;) 4.38 12.93 64.15 93.47 196.32 Experimental (Hz)

Table 4 First five natural frequencies for F-C L-beams with a crack in the middle of the second member

Io/ly hcth Rm 1 2 3 4 5
112 0.25 220 Ai 1.0814 1.7862 3.9666 4.8003 7.0977 Analytical (eigenvalue)
(i) 4.85 13.22 65.20 95.49 208.76 Analytical (Hz)
(f;) 4.71 13.01 64.98 94.83 207.63 Experimental (Hz)
0.50 41 Ai 1.0770 1.7861 3.9558 4.7801 7.0942 Analytical (eigenvalue)
() 4.81 13.22 64.84 94.68 208.56 Analytical (Hz)
(fi) 4.66 12.99 64.50 93.89 207.46 Experimental (Hz)
0.75 7.9 Ai 1.0550 1.7856 3.9026 4.700 7.080 Analytical (eigenvalue)
() 4.61 13.21 63.11 91.50 207.72 Analytical (Hz)
(fi) 4.33 12.99 60.98 89.97 206.79 Experimental (Hz)
6 Experimental Techniques (2015) © 2015, Society for Experimental Mechanics
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Table 5 First five natural frequencies for F-C L-beams with a crack in the second third of the second member

Iil; helh Rm 1 2 3 4 5
2/3 0.25 220 A 1.0810 1.7860 3.9684 4.8033 7.0924 Analytical (eigenvalue)
() 4.84 13.22 65.25 95.61 208.45 Analytical (Hz)
(f) 477 13.04 65.03 95.10 207.41 Experimental (Hz)
0.50 41 Ai 1.0750 1.7850 3.9671 4.7950 7.0661 Analytical (eigenvalue)
(fi) 4.79 13.20 65.22 95.28 206.91 Analytical (Hz)
() 4.77 12.98 64.48 94.94 205.80 Experimental (Hz)
0.75 7.9 i 1.0450 1.7803 3.9593 4.7578 6.9434 Analytical (eigenvalue)
(fi) 4,53 13.13 64.96 93.81 199.78 Analytical (Hz)
() 4.49 12.43 59.70 94.16 192.59 Experimental (Hz)

Table 6 First five natural frequencies for F-C L-beams with a crack in the fifth sixth of the second member

L1l helh R 1 2 3 4 5

5/6 0.25 220 Aj 1.0800 1.7849 3.9684 4.8047 7.0982 Analytical (eigenvalue)
(f) 4.84 13.20 65.26 95.66 208.79 Analytical (Hz)
() 4.77 13.04 65.14 95.16 207.36 Experimental (Hz)

0.50 41 Aj 1.0720 1.7791 3.9652 4.8021 7.0975 Analytical (eigenvalue)
() 4.76 13.12 65.15 95.56 208.75 Analytical (Hz)
(f)) 4.77 12.88 64.97 95.05 205.79 Experimental (Hz)
0.75 7.9 A 1.0330 1.7557 3.9523 47919 7.0939 Analytical (eigenvalue)

() 4.43 13.77 64.73 95.15 208.54 Analytical (Hz)
(f) 4.66 12.16 63.15 94.11 196.37 Experimental (Hz)
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Figure 5 Relative decrease of the first
three natural frequencies with the depth
of a crack located at different positions
of the second member of a free-clamped

L-beam.
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Figure 6 Influence of the location in the second member of a crack (h./h =0.75) on the relative decrease of the first three natural frequencies in a

free-clamped L-beam.

not vary when the crack is in the middle of the
segment.

Then, we use the available information in order to
demonstrate the usefulness of the proposed analytical
model in crack detection.

The inverse method, widely used in the scientific
literature (Rosales et al.?>, Labib et al.?%), is employed
to predict position (/5) and depth (i./h) of a crack
from measured values of frequency in the damaged
structure.

As is known (Owolabi et al.?’), measuring the
first three natural frequencies (f,, withn=1,2,3)
will be enough to determine the crack location
and depth for a beam-like structure with a single
crack. Each of the first three dimensionless values:

An= 4 Qnf)?* PAgr of every measured frequency
is introduced into the frequency transcendental
equation formed with the system of Eqgs. 13 to 22.
Plotting in a curve, the results of the frequency

transcendental equation for a particular mode 7 is
obtained a contour line (Rm versus /). Each point of
the curve represents a combination of different crack
locations /; and crack depths (identified by R,,), that
according to the analytical model, correspond to the
measured frequency.

Three contour curves are obtained for the first, sec-
ond, and third modes. Overlaying those three graphs,
it is possible to obtain an intersection point. The cross
point has particular coordinates: I, and R,,. The posi-
tion of the crack is represented by /> and R, represents
the crack depth according to Egs. 1, 2, and 8.

The situation, identified with: //l;=1/2,
helh=0.25, f;=4.71Hz, f=13.01Hz, f;=64.98Hz
(Table 4), is used to illustrate the procedure.

Figure 7 shows three curves which are contour
lines, according to the analytical model, of each
measured frequency, (=1, 2, and 3). They do not
intersect exactly at a point, but they describe a small

Experimental Techniques (2015) © 2015, Society for Experimental Mechanics
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Figure 7 Set of values Rn,, l» corresponding to every measured
frequency in a damaged free-clamped L-beam.

triangular zone, that allows to estimate the position
of the crack ; and the crack depth R,.

There are different procedures for estimating
the crack position and its depth (/3, Ry). In the
present analysis, the triangle enclosed by the points
of intersection of each pair of curves (Fig. 8)
is analyzed and its centroid is determined, it
is the sought point: [, =208.5mm (/»/]; =0.496),
Ry =213.6 (he/h=0.254).

Those estimated values are in excellent agreement
with the real position of the crack and its depth, an
error of 0.36% of the length of the whole beam OH
in the position and 0.4% of the section height in the
crack depth.
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Figure 8 Enlarged view of the area of intersection of curves.

The analytical approach was also verified, for some
cases of the cracked clamped-clamped L-beam struc-
ture, comparing with experimental measurements.

Tables 7-9 show the obtained values by both paths.

As it can be seen, the experimental values are again
in surprising agreement with those obtained by means
of the analytical procedure. There is no case where
the difference exceeds than 5%, and generally it is
less than 2%

Conclusions

The convergence between the experimental and
analytical values showed that a classical elastic model
of the L-beam behavior in combination with the

Table 7 First five natural frequencies for C-C L-beams with a crack in the third of the second member

11l helh Rm 1 2 3 4 5
13 0.50 44 Ai 3.9195 4.7144 7.0155 7.7862 10.1331 Analytical (eigenvalue)
(f;) 56.45 81.67 180.86 217.40 377.32 Analytical (Hz)
(f;) 56.45 83.01 181.88 225.22 382.26 Experimental (Hz)
0.75 8.4 A 3.9117 4.6886 6.9269 7.7234 10.093 Analytical (eigenvalue)
(i) 56.22 80.78 174.25 217.64 374.35 Analytical (Hz)
(f) 56.15 80.57 167.24 217.9 377.81 Experimental (Hz)

Table 8 First five natural frequencies for C-C L-beams with a crack ("</, = 0.75) in the middle of the second member

I/l helh Rm 1 2 3 4 5

112 0.75 8.4 Ai 3.8482 4.6617 7.03645 7.8254 9.9059 Analytical (eigenvalue)
(f) 54.41 79.18 181.44 224.73 360.59 Analytical (Hz)
(f;) 52.49 78.13 183.72 227.05 348.51 Experimental (Hz)

Experimental Techniques (2015) © 2015, Society for Experimental Mechanics
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Table 9 First five natural frequencies for C-C L-beams with a crack ("c/, = 0.75) in the second third of the second member

o/l heth Rm 1 2 3 4 5
2/3 0.75 8.4 Ai 3.8420 4.7007 6.9814 7.7194 10.136 Analytical (eigenvalue)
(fi) 54.02 80.86 177.82 217.27 376.77 Analytical (Hz)
() 52.49 81.18 173.95 217.29 380.86 Experimental (Hz)
Chondros’ representation of a crack constitutes a 5. Gudmnundson, P., “The Dynamic Behavior of
simple and reliable tool that allows to attack in a Slender Structures with Cross Section Crack,”
straightforward way the problem of an L-shaped Journal of the Mechanics and Physics of Solids 31:
structure with a crack. Its usefulness in crack detection 329-345 (1983).
is demonstrated. 6. Sinha, J.K., Friswell, M.1., and Edwards, S.,

The approach can be easily adapted to study all “Simplified Models for the Location of Crack in
possible outer boundary conditions of the L-beam Beam Structures Using Measure Vibration Data,”
structure taking into account elastic constraints at Journal of Sound and Vibration 251(1): 1338 (2002).
both ends. Further cracks may be incorporated by 7. Liebowitz, H., Vanderveldt, H., and Harris, D.W.,

““Carrying Capacity of Notched Column,”
International Journal of Solids and Structures 3: 489-500
(1967).

8. Liebowitz, H., and Claus, W.D.S., Jr., “‘Failure of
Notched Columns,”” Engineering Fracture Mechanics 1:
379-383 (1968).

9. Okamura, H., Liu, H.W., Chu, C.H., and Liebowitz,

including additional internal elastic hinges.

It is interesting to note the importance of carrying
out experimental procedures as they are a sure way
to verify analytical approaches.
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