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Resumen

Las investigaciones realizadas para la elaboracion de la presente tesis involucran
desarrollos con series de potencias enteras para abordar el estudio del comportamiento
mecéanico-estructural de porticos planos abiertos y cerrados. Los estudios de la tesis se
organizan en tres partes: una que contempla la busqueda de las frecuencias naturales de los
porticos, otra que resuelve el comportamiento estatico bajo diferentes condiciones de
solicitacion/vinculo y finalmente la ampliacion de los estudios de estatica y determinacion
indirecta de cargas criticas empleando formulaciones de segundo orden.

La resolucion de las ecuaciones gobernantes de los problemas estructurales se halla dentro
del encuadre adoptado por la Teoria Clasica de Resistencia de Materiales. La metodologia
béasica consiste en hallar la respuesta para cualquiera de los problemas propuestos, mediante
la resolucion de las ecuaciones diferenciales gobernantes utilizando series de potencias
enteras para describir los corrimientos axiales y transversales. Se evaltuan las condiciones
esenciales 0 geométricas para todas las barras que concurren a un nodo, asi como el equilibrio
del mismo y las condiciones de vinculacién a tierra del entramado.

Bajo este marco de referencia, se han resuelto todos los problemas planteados con un muy
reducido nimero de incdgnitas en comparacion a las utilizadas en el método de elementos
finitos con la misma formulacion unidimensional.

Se ha elaborado un codigo de célculo basado en la metodologia de esta tesis. Se comparan
los resultados de esta investigacion con los que brindan los programas comerciales de
elementos finitos, lograndose, en algunos casos, sustanciales reducciones en el tiempo
computacional para la misma calidad de respuesta. Este tipo de enfoques es de importancia
gravitante para encarar estudios que requieran tiempo de calculo masivo, como por ejemplo
optimizacion estructural.
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Abstract

The research performed to elaborate the present thesis involves the development of integer
power-series in order to address the study of the structural mechanics behavior of open and
closed frames. The studies of this thesis contemplate three parts: on one hand the search of
natural frequencies in the dynamics of frames, on other hand the solution of the static
behavior under different load/boundary conditions and finally, the extension of the studies
about statics and the indirect determination of buckling loads employing second order
formulations.

The resolution of the governing equations of the structural problems is enclosed in the
context of the Classic Strength of Materials Theory. The basic methodology consist in the
calculation of the response for all the proposed problems by solving the governing differential
equations by using integer power series to describe the axial and transverse displacements.
The essential or geometric conditions of all bars concurring to a given node are evaluated as
well as the equilibrium at the node and the remaining boundary conditions of the whole
frame.

Under this reference context, all the proposed problems have been solved employing a
rather reduced number of unknowns in comparison to the ones used in the finite element
method (FEM) with the same unidimensional formulation.

A calculation code based in the methodology of this thesis has been elaborated. A
comparison of the results of the present investigation with the ones obtained by commercial
programs based in the FEM has also been carried out. In some cases, a substantial reduction
of calculation time has been achieved for the same response quality. This type of approaches
is of crucial importance in order to carry out studies that require massive computational time
as, for example, the structural optimization.
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Capitulo 1

OBJETIVOS Y ALCANCE DE LA TESIS

Introduccion

Motiva al autor de la presente tesis encauzar una investigacion exhaustiva destinada a
obtener desarrollos intrinsecos de sistemas cerrados aporticados planos, aplicando series de
potencias enteras. En los mismos, se impone la automaticidad de las condiciones geométricas
de continuidad y de equilibrio de esfuerzos caracteristicos en los nodos, en los cuales acceden
dos o mas barras.

Es bien conocida la probleméatica de las ingenierias que utilizan los denominados
entramados de barras -tanto de comportamiento plano como espacial- y que emplean desde
hace varias décadas los programas del método de rigidez, que dividen el dominio en pequefios
elementos, y que implican la adopcion de incognitas cinematicas en la unién nodal de dos o
mas barras.

Sin embargo estos programas - por ejemplo MEF- deben subdividir cada tramo recto,
frente a soluciones no algebraicas como son las de vibraciones naturales y teoria de segundo
orden. Esto conlleva, en general, un importante aumento de las incognitas del problema.

La tesis aborda el estudio del comportamiento mecanico-estructural de los pdrticos abier-
tos y cerrados, identificando las variables que influyen en las respuestas ante las acciones
estaticas y dinamicas y el planteo y resolucion de las ecuaciones gobernantes del problema,
siempre dentro del encuadre adoptado por la Resistencia de Materiales clasica y orientado
principalmente a la automatizacion de la herramienta, como se vera con un reducidisimo
namero de incognitas.

Se adiciona ademas, la resolucion de los problemas hiperestaticos por medio de la teoria
de segundo orden -las cargas de punta debido a la deformacion transversal modifican la
accion flexional- problematica que no esta, en general, incorporada en los programas

comerciales tradicionales. Se sistematiza para entramados arbitrarios por medio de series de
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potencias. Cabe afiadir que, con esta teoria de segundo orden, fijando la relacion de las cargas
de punta con una carga de comparacion, es posible entonces, indirectamente y cuando las
deformaciones crezcan indefinidamente, hallar la denominada carga critica.

En el tratamiento del programa que se desarrolla y en los estudios analiticos realizados se
utiliz6 el programa de Matematica Simbolica Mathematica [1].

Antecedentes

Se pretende expresar en esta seccién una breve resefia de los antecedentes histéricos,
alentado por la frase del gran filésofo, cientifico e historiador aleman Gottfried Wilhelm
Leibniz (1646-1716), “el conocimiento de la Historia resulta beneficioso, desde que no solo
otorga su justa dimension a los hombres del pasado, sino que ademas provee a los hombres
del presente, una guia para orientar su esfuerzo” [2, 100].

En la actualidad, es préactica usual la aplicacion de métodos aproximados de analisis
superior, como el método de variaciones, método de las mallas y el uso de series.
Logicamente, el Método de Elementos Finitos (MEF), indiscutiblemente, es uno de los mas
extendidos y exitosos utilizados [3-5].

Las series de potencias abarcan un contexto mas general, porque no es Gnica su aplicacién
a entramados, se utilizan desde hace mucho tiempo en la resolucién de ecuaciones
diferenciales. A continuacion se realiza una breve recopilacion de algunos trabajos,
analizados por el tesista, referentes a la utilizacion de esta solucion en problemas especiales
de la ingenieria estructural.

Las series de potencia han sido empleada para problemas de borde y de condiciones
iniciales, aun fuertemente no lineales [6-11], con resultados altamente satisfactorios.

Los autores proponen en [6] las series de potencias enteras, como alternativa para
encontrar las frecuencias naturales de vibracién y las formas modales en porticos planos,
poligonales abiertos. Concluyendo en que el namero de incdgnitas es solamente tres, para
cualquier tipo de vinculacion del pértico.

En [7] se utilizan las series de potencias enteras para abordar el problema del pandeo de
porticos planos, llegando a conocer las cargas criticas para las cuales se inestabiliza el

sistema, o bien cuando el equilibrio estable se transforma en inestable.
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En [8] se hallan las ecuaciones de movimiento para una barra gruesa homogénea de
directriz circunferencial y seccion transversal constante con al menos un plano de simetria
que contiene al arco. Los valores de las frecuencias naturales surgen de solucionar un sistema
diferencial en los tres corrimientos basicos que se abordan por medio de series algebraicas.

En [9] se estudian las barras compuestas empresilladas determinando sus frecuencias
naturales. Se aborda la simulacion de las formas modales por medio de las series de potencias.

En [10] se hallan las frecuencias naturales de arcos de diversas formas, secciones y
vinculaciones, resolviendo por medio de recurrencias los coeficientes de la solucion en forma
de series de potencias de la ecuacion diferencial que gobierna el problema. Se anula un
determinante de 3x3 que proviene de las ecuaciones de borde en uno de los extremos, se
muestran también las formas modales.

En noviembre de 2004, en el Congreso de Mecanica computacional se presentan tres
trabajos [11, 12, 66].

Las vigas Vierendeel son de uso divulgado en la ingenieria estructural, en [11] los autores
han estudiado el comportamiento de dichas vigas utilizando las series de potencies enteras.

Se presenta una solucion en serie de potencias por medio de un algoritmo sistematico de
recurrencia en [12], que permite analizar la inestabilidad del equilibrio en pdrticos planos
abiertos atensorados. Se muestra la ventaja de simular con precision arbitraria la forma modal
trascendente de cada tramo, aun con variacion continua de seccion.

En [66] los autores utilizan las series de potencias para el estudio de la inestabilidad del
equilibrio en porticos planos abiertos.

En el 2005 [13], los autores extienden el uso de las series de potencias en una dimension,
a través de un método variacional directo, con la utilizacién de series de potencias en 2
dimensiones. Se resuelven problemas planos de inestabilidad del equilibrio (abolladura),
donde a los dominios planos rectangulares cargados, se les agrega refuerzos parciales
arbitrarios que incrementan la carga critica.

En el trabajo [14] se analizan algunos problemas no lineales de mecanica utilizando
soluciones analiticas, utilizando series algebraicas. Manipulando previamente las ecuaciones
logran convenientes algoritmos de recurrencia.

En los Gltimos 10 afios se han presentado varias investigaciones en el calculo de porticos

utilizando diversos métodos. Se realiza continuacion una breve recopilacién de los mismos.
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En el trabajo [101] se aborda el problema de las vibraciones de los porticos a dos aguas,
calculando las frecuencias naturales, aplicando el método de transformada diferencial
(DTM). En el mismo, se presta especial atencién a la derivacion de las ecuaciones
diferenciales gobernantes junto con las condiciones de borde y compatibilidad del problema.

En [102] baséandose en la solucion general para la ecuacion homogénea gobernante para
el analisis lineal de pandeo de la viga de Euler, se construyen nuevas funciones de forma y
se presenta un nuevo elemento finito. Se logra demostrar que el elemento finito convencional
es una aproximacion del elemento propuesto.

En el articulo [103] se analizan las caracteristicas de vibracion de un pértico formado por
viga y columna, ejemplos tipicos de los cuales se encuentran a menudo en muchas estructuras
arquitectonicas. En el analisis dindmico se tienen en cuenta los desplazamientos axial y
longitudinal de las vigas. Como resultado se obtienen, a partir de expresiones matematicas,
las frecuencias naturales y las formas modales.

En el trabajo [104] se da una solucion analitica para el estudio de las vibraciones en el
plano de entramados utilizando ondas. Las vibraciones se describen como ondas que se
propagan a lo largo de un elemento estructural uniforme y se reflejan y transmiten a las
discontinuidades, como ser las articulaciones estructurales.

En el articulo [105] los autores extienden un estudio anterior, sobre soluciones exactas de
problemas de vibracion axial de barras elasticas, a analisis dinamicos de estructuras
aporticadas elasticas. Logran encontrar soluciones exactas para la vibracion libre y los
andlisis armonicos para casos no triviales. Se construyen nuevas funciones de forma para el
campo de desplazamiento transversal utilizando las ecuaciones gobernantes homogeéneas,
luego formulan un nuevo elemento viga. El estudio ilustra que el rendimiento del elemento
en el analisis dindmico puede ser mejorado incluyendo el efecto de la fuerza de inercia del
elemento sobre las funciones de la forma.

Los autores en [106] proponen que, en el analisis dindmico exacto de los entramados
planos, debe considerarse el efecto de la distribucion de la masa en los elementos viga, esto
se logra utilizando el método de rigidez dindmica.

En [107] se desarrolla un programa de elementos finitos para el analisis no lineal de
pandeo y vibracion de estructuras elasticas delgadas con conexiones semirrigidas. Los

autores prestan especial atencion a la influencia de la precarga estética en las frecuencias
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naturales y formas modales, relaciones no lineales de frecuencia-amplitud y curvas de
resonancia. Analizan tres sistemas estructurales con importantes aplicaciones précticas: un
portico en L, un arco poco profundo y un entramado con techo inclinado. Los resultados
ponen de manifiesto la importancia de la precarga estética y la rigidez de las conexiones
semirrigidas en las caracteristicas de pandeo y vibracion en este tipo de estructuras.

En el articulo [108] los autores analizan las vibraciones en entramados planos. Se
optimizan las matrices estructurales de rigidez y de masa para obtener mejor rendimiento en
el estudio de vibraciones naturales del portico. Las matrices obtenidas se parametrizan
facilmente debido a su estructura simple. En este estudio se implementan ambos elementos
vigas: Bernoulli-Euler y Timoshenko.

El estudio presentado en [109] los autores utilizan la matriz de rigidez dinamica, para
vigas Timoshenko, considerando la inercia rotatoria y la deformacidn por corte, para obtener
la solucion exacta del problema de vibracion libre de porticos planos. Obtienen las
frecuencias naturales y las formas modales de vibracion para diferentes combinaciones de
condiciones de contorno y distintas disposiciones de las barras.

El autor en [110] realiza el analisis de vibracion libre de marcos planos adosados de una
sola planta. Obtiene una solucion analitica exacta. Las vibraciones se describen como ondas
que se propagan a lo largo de elementos estructurales uniformes y se reflejan y transmiten en
discontinuidades estructurales. Tiene en cuenta los efectos de acoplamiento entre la flexion
y las vibraciones longitudinales. En los ejemplos presentados se obtienen las frecuencias
naturales y las formas modales.

En el trabajo [111] se estudia el fendmeno de pandeo utilizando el método de elementos
de cuadratura en entramados planos. Este método comienza con la aproximacion de los
integrandos en la formulacion variacional de un problema. No se fijan ni los nodos ni el
namero de nodos en un elemento en cuadratura, se ajustan de acuerdo a la necesidad de
convergencia. Se muestra que el método propuesto es adecuado para el analisis de pandeo de
estructuras planas con secciones transversales variables o constantes.

En el estudio [112] se presenta el anlisis de post pandeo en un pértico espacial semi-
rigido elasto-plastico con rotacion finita. Los elementos son de secciones transversales
simétricas y con uniones semirrigidas. Se considera el efecto de las fuerzas axiales sobre el

momento flector y el pandeo lateral. Se tienen en cuenta las ecuaciones eulerianas para una

Universidad Nacional del Sur 5



Héctor Daniel Martin Tesis Doctoral

viga-columna con rotacién finita. Los efectos de inclinacion, se adoptan para un sistema
elastico y luego son extendidos a un sistema inelastico con el concepto de bisagra de plastico.
Se realizan andlisis de pandeo no lineal y pandeo elasto-plastico para el pértico espacial, a
los fines de demostrar el potencial del método desarrollado en términos de precision y
eficiencia.

Los autores del trabajo [113] analizan el pandeo de porticos de acero con miembros
cénicos y conexiones flexibles. El método se basa en encontrar las soluciones exactas de las
ecuaciones diferenciales gobernantes para la estabilidad de un pértico con elementos de
seccion doble T. Para varios casos particulares, comunmente utilizados, se estudian las
influencias de diferentes variables. Entre ellas: el factor de forma, la relacion de conicidad,
la relacion de luz, la flexibilidad de las conexiones, las restricciones elasticas de rotacion y
traslacion en la carga critica, ademas del correspondiente coeficiente de longitud efectiva
equivalente.

La aproximacion al pandeo utilizada en [114] es aquella en la que se incrementa la carga
y se controla el determinante de la matriz del sistema. En este trabajo se analizan con
elementos finitos el pandeo de porticos y vigas. Las ecuaciones de equilibrio no lineal se
resuelven usando el método de Newton-Raphson y se presenta un buen nimero de ejemplos.

En el articulo [115] se estudia un modelo analitico para la respuesta dinamica de porticos
formados por viga y columna, solicitados por excitaciones impulsivas del terreno. Se propone
un modelo simplificado que incorpora un elemento viga-columna con adicion de masa
concentrada y resortes en los extremos de los miembros para facilitar la interaccion entre las
respuestas dinamicas globales y locales. Para tener en cuenta la deformacion por corte y la
inercia rotativa, el modelo se formula utilizando la teoria de viga de Timoshenko.

En el trabajo [116] se presenta el analisis dindmico de los entramados planos de
Timoshenko utilizando masa distribuida. EI método de rigidez dindmica es el método exacto
para el analisis dindmico de porticos planos usando el sistema de coordenadas continuas para
considerar el efecto de masas distribuidas en elementos viga. EI método de rigidez dindmica
puede crear algunos modos nulos donde las uniones del elemento viga tienen deformacion
nula. Los autores proponen el esquema de nodo interior flotante para eliminar los modos

nulos de vibracién flexional en los porticos de Timoshenko.
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Los autores del articulo [117] utilizan un enfoque variacional en los problemas de valores
de contorno en el comportamiento dindmico de porticos. Se analizan porticos de dos y tres
barras, con miembros inclinados y con puntos extremos e intermedios elasticamente
restringidos. Determinan las frecuencias propias exactas y las formas modales en el caso de
vibraciones libres.

En [118] se estudia el problema del célculo de las frecuencias naturales de vigas con
multiples grietas y porticos con vigas agrietadas. Las frecuencias naturales se obtienen
utilizando un nuevo método en el que se utiliza un modelo de resorte rotacional que
representar las grietas. Para las vigas, las matrices de rigidez dinamica de cuarto orden se
obtienen de manera recursiva, de acuerdo al namero de fisuras, aplicando la eliminacion
Gaussiana. Luego se ensambla la matriz de rigidez dinamica global de un pdrtico con
multiples elementos agrietados.

Se desarrolla en [119] un modelo de elementos finitos para el analisis de pandeo en
entramados. EI modelo esta basado en elementos de cascara que agrega imperfecciones
geométricas y el comportamiento semi-rigido de las uniones. Las imperfecciones
geométricas se incorporan desplazando los nodos del modelo segun las formas modales de
pandeo. Los resultados se validan con cuatro ensayos a escala real y se obtienen las
estadisticas de incertidumbre del modelo.

En [120] se investiga la resistencia al colapso sismico de los pérticos de acero equipados
con amortiguadores viscosos superelasticos a traves del analisis dinamico incremental. Estos
amortiguadores viscosos superelasticos son dispositivos de control pasivo hibrido que
combinan estratégicamente un dispositivo viscoelastico y cables en paralelo, fabricados de
aleacion con memoria de forma.

En el articulo [121] los autores presentan un procedimiento numerico preciso Yy eficiente
para evaluar la fiabilidad de las estructuras de porticos de acero con uniones semirrigidas. La
resistencia y el comportamiento final del portico se predicen usando un modelo de bisagra
de plastico refinado, debido a su eficiencia computacional. EI comportamiento no lineal de
las conexiones semirrigidas fue capturado utilizando un modelo de potencia de tres
parametros.

En el disefio de porticos de acero, el efecto de segundo orden normalmente se tiene en

cuenta por el empleo del analisis elastico de segundo orden, para calcular las deformaciones
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y las acciones internas en el portico. Los porticos compuestos por elementos con delgadas
secciones transversales pueden pandear en forma local o distorsionar previamente antes de
llegar al estado limite. En el articulo [122], se estudian los efectos secundarios adicionales
causados por el desarrollo del pandeo local. Se emplean elementos de viga unidimensionales

independientemente de si las secciones transversales de miembros son esbeltas o no lo son.

Objetivos generales
Atento a lo expresado anteriormente, los objetivos generales de esta tesis son:

1- Abordar el estudio del comportamiento mecéanico-estructural de los porticos abiertos y
cerrados, identificando las variables que influyen en las respuestas ante las acciones
estaticas y dindmicas. Luego, el planteo y resolucién de las ecuaciones gobernantes del
problema, siempre dentro del encuadre adoptado por la Resistencia de Materiales clasica,
orientado principalmente a la disminucion de incognitas del problema y a la
automatizacion de la herramienta que motiva esta tesis.

2- Recurrir a distintas estrategias para la obtencion de las soluciones a través de enfoques
numéricos por medio de las correspondientes simulaciones computacionales.

3- Ampliar las soluciones y algoritmos conocidos para poérticos abiertos a entramados
generales, entendiéndose como tales aquellos donde un nimero arbitrario de barras con-
curran a un mismo nodo.

4- Desarrollar propuestas automatizadas enfocadas hacia una economia computacional, sin
pérdida de precision, comparandolas con los programas comerciales de rigidez o ele-
mentos finitos utilizados actualmente.

5- Propender a que los cuatro items previos puedan incorporarse como recomendaciones para
todos aquellos profesionales que desarrollan su actividad en dichas ramas de la Ingenieria

Estructural.

Relevancia y objetivos especificos del problema

Los nuevos conocimientos y las tecnologias se transforman incesantemente, siendo mo-
tivo de correlativas profundizaciones de las investigaciones tedricas. Por su parte el calculo,
también sujeto a evolucion continua, se ve influenciado por el auxilio de las computadoras,

que ha comportado la obsolescencia de muchos procedimientos de analisis numérico vy el
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florecer de un gran nimero de estudios sobre métodos mas generales e idoneos para la
concrecion de los programas y de sus sucesivas elaboraciones. Pero a propdsito, ocurre
sustraerse a la facil sugestion de atribuir a las computadoras una capacidad que éstas no
poseen. Mas aln, es oportuno no perder de vista la importancia que el calculo directo y su
ejercicio significan en los problemas de las ingenierias, que entre otros es aquello que la
mayor parte de los ingenieros deben entender: en la formacidn de la sensibilidad hacia los
tamarfios y magnitudes de las solicitaciones y dimensiones, en las mediciones de maxima para
la eleccion de las soluciones mas oportunas, en el afinamiento del espiritu critico,
indispensable, porque finalmente espera al ingeniero fijar los datos de partida, recoger y
evaluar los resultados de las elaboraciones numéricas, analizandolos en una obra de sintesis
y revision general, siempre necesaria antes de pasar a la fase de ejecucion.

Ahora bien, dentro del abordaje especifico del problema, y como colofon del parrafo
previo, al afrontar la estatica, estabilidad, dinamica y teoria de segundo orden para la
resolucién de entramados generales de barras, como se dijo, se recurrira a la aplicacion
sistematica de soluciones numéricas dentro de una propuesta en series de potencias enteras.
Estas alternativas no demasiado difundidas tienen la virtud de un anélisis mas ingenieril que
la fria utilizacién de los programas enlatados. En cualquiera de las dos, aplicando lo que suele
conocerse como condiciones de transferencia, es decir, la continuidad geométrica y el
simultaneo equilibrio de los nudos, se consigue una particularidad muy destacable que es la
reduccidn sustantiva del nimero de incognitas a manejar. En efecto, al aplicar las condiciones
precitadas, de alguna manera, se van resolviendo las distintas barras en un circuito
seleccionado. Entonces se produce una economia de manipulacion algebraica y
correspondientemente una economia de tiempo computacional. Este es como se dijo, junto
con la automatizacion del proceso, el objetivo principal de la propuesta aqui presentada.

Por otra parte, y para fijar ideas, en el problema de la busqueda de frecuencias naturales
de un entramado, la ecuacion correspondera a la nulidad de un determinante caracteristico
que es funcién no lineal de las mismas. Sin embargo, el orden de dicho determinante sera
siempre relativamente muy pequefio respecto del hallado por métodos tradicionales, por
ejemplo MEF [3-5], donde la ecuacidn caracteristica corresponde al problema lineal clasico
de autovalores, pero el orden de la matriz es, en general, notablemente superior al que nos

ocupa.

Universidad Nacional del Sur 9



Héctor Daniel Martin Tesis Doctoral

En el desarrollo de la tesis se recopila la aplicacion de las series de potencias en el estudio
de pdrticos planos poligonales abiertos [6], con un nimero arbitrario de tramos para partir de
una base conocida y numéricamente comprobada. Se amplia a la misma tipologia estructural
al problema de compresion excéntrica de segundo orden.

Logrado esto, se propone entonces automatizar el célculo en poérticos cerrados y entra-

mados cualesquiera, con las mismas herramientas analiticas.

Metodologia

La metodologia basica consiste en, conocidas las formas de los corrimientos axiales y
flexionales, hallar la respuesta para cualquiera de los problemas previamente consignados,
mediante la resolucion de las ecuaciones diferenciales gobernantes por una propuesta en
series de potencias enteras. Con este fin, se plantean las condiciones esenciales 0 geométricas
para todas las barras que concurren a un nodo, el equilibrio del mismo y las condiciones de
vinculacion a tierra del entramado.

El artificio que simplifica la metodologia desarrollada es que cada barra tiene una res-
puesta en funcion de constantes arbitrarias de integracion que permite, evidentemente,
determinarlas bajo condiciones arbitrarias de vinculacibn y que van surgiendo
consecutivamente al movernos en alguna secuencia sobre los nodos que conforman el
entramado que nos ocupa. Esto conduce a que solamente se tendran incognitas desconocidas
en un numero relativamente bajo, sea el problema homogéneo o no. Este numero de
incdgnitas depende, por un lado de los grados de vinculacion a tierra que nuestro pértico bajo
estudio contiene y por otro lado de la cantidad de barras que concurren a cada nodo, esto es,
si son solo dos barras concurrentes, la cantidad de incognitas no aumenta, si son mas de dos
se adicionan tres incdgnitas por cada barra que se agrega al nodo.

Lo dicho esta totalmente perfeccionado desde hace tiempo, para entramados abiertos de
forma arbitraria. En el presente desarrollo se ha buscado, optimizar el tiempo computacional,

y a la vez, concretar y extender la misma metodologia a entramados generales.
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Justificacion general de la metodologia de trabajo.

La motivacion consiste en suministrar al disefiador estructural, tanto de las Ingenierias
Aeronduticas, Civil como Mecanica, un procedimiento accesible, economico y directo que
facilite la busqueda de esfuerzos, frecuencias y deformaciones en entramados estructurales
de uso difundido en dichas especialidades. No es mision de este desarrollo “competir” con la
marcada potencialidad de Elementos Finitos, método enormemente difundido y optimizado
durante las ultimas décadas y que continGa, sino presentar una alternativa mas econémica y
mas intuitiva para los ingenieros estructuralistas y con utilidad aceptable entre los
profesionales que utilizan a diario estas herramientas y que por supuesto, las novedades no
podrian nacer dentro de un gabinete de ingenieria sino a través de una tarea de investigacion
como la que realiza un tesista. Ciertas comparaciones de tiempo computacional seran

incluidas y se inferira la ventaja de la metodologia presentada.

Resultados logrados

1- Se concreta un programa que automatiza la resolucion de entramados generales, por medio
de alternativas de solucién no utilizadas en los programas comerciales de uso cotidiano.

2- Respuesta estéatica, con teorias de primero y segundo orden, y frecuencias naturales.

3- Comparacion de resultados con métodos reportados en la bibliografia o por programas

comerciales.

Organizacion de la tesis

En lo que respecta a la redaccion y ordenamiento de la presente tesis, ha sido de gran
ayuda los consejos de Godoy [15].

El orden ldgico para el calculo completo de un entramado plano, deberia ser, en primer
lugar la estética, y luego indistintamente pasar a la dinamica o al equilibrio con teoria de
segundo orden.

En la presente tesis, la organizacion no es la mencionada, sino que, por lo que se justifica
luego, es la siguiente: primero se realiza el estudio de la dinamica, hallando las frecuencias
naturales de vibracion del pdrtico, luego se pasa a la estatica de primer orden, calculando los
esfuerzos en las barras y finalmente al estudio del equilibrio, con el estudio de segundo orden,

obteniendo las cargas que conducen a la inestabilidad del entramado.
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Este reordenamiento responde a la sencilla razon de que el programa central que recorre
el entramado, lo realiza en una sola pasada para el célculo de las vibraciones naturales,
mientras que lo debe realizar 3 veces para el célculo estético y entra en un proceso iterativo
en el céalculo del equilibrio. De alli la justificacion del ordenamiento en los capitulos, el
mismo que se adopta al realizar los estudios para la elaboracion de los programas.

Capitulo 1: Introduccién

Capitulos 2, 3 y 4: Vibraciones en entramados cerrados: desarrollo de la teoria, programa
elaborado utilizando series de potencias, ejemplos y conclusiones.

Capitulos 5 y 6: Estudio estatico de entramados cerrados: desarrollo de la teoria, ejemplos y
conclusiones.

Capitulo 7: Estudio del equilibrio con teoria de segundo orden en entramados cerrados,
teoria, ejemplos y conclusiones.

Capitulo 8: Comentario finales sobre la tesis, conclusiones, presentaciones en eventos

cientificos de los resultados y perspectivas futuras de investigacion.
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Capitulo 2

VIBRACIONES NATURALES DE PORTICOS UTILIZANDO SERIES
DE POTENCIAS

Introduccion

En el presente capitulo se muestra de que manera, utilizando desarrollos de series de
potencias, se simulan las formas modales trascendentes de los tramos de un portico y se
calculan las frecuencias naturales de vibracion [16], con la aproximacion deseada al elegir la
potencia maxima de la serie.

Este método tiene la ventaja que solamente es necesaria plantear la continuidad
geométrica y estatica en cada nodo. El nimero total de incognitas es muy bajo y, en general,
depende de la cantidad de vinculos a tierra y del nimero de barras que llegan a los nodos [6-
10].

Imponiendo el cumplimiento de los sistemas diferenciales, se sistematizan los algoritmos
de recurrencia al utilizar los desarrollos en series de potencias, en la resolucion de las
ecuaciones diferenciales.

El problema de vibraciones naturales de porticos es de tipo lineal y para resolverlo,
habitualmente, con elementos finitos, se divide cada tramo en elementos con aproximacion
algebraica [3-5]. Con el fin de obtener mayor precision, normalmente se aumenta el nimero
de elementos y consecuentemente el nimero de incégnitas. El uso de series de potencias para
simular la forma modal de cada tramo sin aproximaciones, es decir, con precision arbitraria,
tiene la ventaja que s6lo exige, en nodos de tramos consecutivos la continuidad estatica y
geométrica [6]. Se define precision arbitraria o bignum (por big number, "nimero grande"

en inglés) como “un método que permite la representacion, en un programa de computacion,
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de nimeros ya sean enteros o racionales con tantos digitos de precision como cuanto sea
deseado y ademas posibilita la realizacion de operaciones aritméticas sobre dichos numeros”,

(www.es.wikipedia.org/wiki/Precision_arbitraria).

Planteo del problema

En la Figura 2.1 se muestra un portico plano cerrado, referido a un sistema de coordenadas
de referencia X-Y. La nomenclatura utilizada es la siguiente:

nb es la cantidad total de barras.

nn es el nimero total de nodos.

j  eselsubindice que denota la barra, j=1, 2, ..., nb.

n eselsubindice que denota el nodo, n=1,2, ..., nn.

La numeracion de las barras y los nodos puede realizarse arbitrariamente, ver Figura 2.1,
ya que como parte de la investigacion, se ha disefiado un algoritmo que las reenumera
convenientemente. EI mismo se explicara luego con detalles en un apartado especial.

Las caracteristicas de cada barra son las siguientes:

Ej Mddulo de Young de la barra j.

p; Densidad uniforme de la barra j.

F; Areade labarraj.

Jj  Momento de Inercia de la barra j

oj Angulo entre la barra j y el eje de abscisas.

ojx Angulo relativo entre la barra j y la barra k (ver Figura 2.2).

a; Longitud de la barra j.

X-Y Sistema de coordenadas globales.

X; Coordenada local de la barra j.

Las unidades que se emplean son las que seleccione cada usuario, en los ejemplos que se

muestran en la presente tesis, en los préximos capitulos, se ha utilizado el sistema MKS.
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Figura 2.1: Esquema general de un pértico en estudio.

Figura 2.2: Ubicacidon de los angulos en las barras.
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Los datos necesarios para poder realizar el proceso son: las coordenadas globales de los
nodos, el nodo inicial y final de cada barra, las caracteristicas geométricas (area e inercia) y
mecénicas (mddulo de Young, densidad) de cada barra. Con las coordenadas globales final
e inicial de los nodos de cada barra j se calculan los incrementos AXj y AYj. Luego se
comienza calculando las constantes geométricas de las barras; longitud a; y angulos relativos

Ojk -

a, = JAX P +AY ) (2.1)

AX AY,
cosa;=—= sena; =—= (2.2a, b)
q, q;
C, =cos(e;, ) =cos(a; — ) = COS; COS ¢ +SENCx; SeNey, (2.33)
S;x =sen(e;, ) =sen(a; — ) = sena; COS @, —COS z; SeNex, (2.3b)

Estudio energético
Para el estudio energeético se considera en cada barra j un sistema de coordenadas local x;
en donde cada punto, al vibrar, tendra un desplazamiento transversal vj(x;)) y un

desplazamiento axial uj(xj), como se muestra en la Figura 2.3.

Figura 2.3: Desplazamientos y coordenadas locales de cada barra j.
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Las energias potencial de deformacion U y cinética K del pértico seran la sumatoria de las
propias de cada barra, todas éstas en funcién de los desplazamientos:

nb nb
U:Z; U, K:Z; K, (2.4a, b)
]= ]=

En la cual la energia potencial (2.5) estara dependiendo de momentos y de los esfuerzos

normales:

10 M*(x)) T NA(x))
U == | —2dx, + | —=2 dx, (2.5)
J 2 _[ Eij J J. J

0 0 i

La Energia Cinética (2.6), aceptando modos normales de vibracion, se expresa en funcion
de w (frecuencia circular de vibracion de todo el pértico), ademas de los desplazamientos

transversales y axiales.

1 b
K, =3P F, a)zj [vz(xj)+u2(xj)] dx; (2.6)
0

A continuacion se indican las expresiones correspondientes a los momentos flectores M y

a los esfuerzos normales N:

M(x;)=-E;J; v}’(xj) (2.7)
N(x;) = E;F; uj(x;) (2.8)
donde
_0®)
(®)'= x (2.9)

Planteando el Teorema de Hamilton [17-25]:

SU-K)=0 (2.10)
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Reemplazando las expresiones (2.4a, b) en (2.10)

[Z u-3 K }0 (2.11)

j=1

y teniendo en cuenta las expresiones (2.5) y (2.6) en la (2.11), resulta:

S M) o)
B

0 it

(2.12)
- —z p;F; & I v 2(x;)+u(x, )] J:
Sustituyendo ahora las (2.7) y (2.8) en la expresion (2.12):
2
18 (E ‘]J VE,(XJ')) (E FJ UJ(XJ))
{2 b R
(2.13)
-p,F, a)ZJ1 [VE(x)+u?(x) ] de}J_O
0
que explicitado da lugar a:
Z{EJJJJ.V"(XJ oV (x; )dx, +EJFJ_[U ) ouj(x;) dx; -
" . (2.19)
—piFy @ [ [v;(x) 6v;(x;)+u; (%)) Su;(x;)] dxj}=o
0
nb a.
Z{EJJJV;’( j)5v;(xj)‘ —E;Jv7(x J.)5vj(xj)‘o’+E J.v”” ) ov;(x;)dx; +
j=1
+E;Fu’ (X j)5uj(xj)‘:j Iu” ) dx; — (2.15)

-p,F. a)zf [vj(xj) SV (x;) +u; () 5uj(x,.)] dxj}:O
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Reagrupando convenientemente:

b . . .
Z{E.J .v’.’(xj)5v} (xj)‘oj ~E.J .v’.”(xj)5vj (xj)‘oj +EFu' (xj )5uj(xj)‘oj +

1717 1717 1717
j=1

+ [EJJJ Vi"(%;) = o Fy @0 vy (x, )] SV (x;) dx; — (2.16)

O ey ?

a

_,f [Eij uj (x;)+ p,F; @u;(x;) ]5uj(xj)dxj}:o
0

Para variaciones arbitrarias Juj y JVvj, entodas las barra (j =1, 2, ..., nb) se desprende de

la Gltima expresion que:

E;J;V)"(x;)— p;F; @ v;(x;) =0 (2.17a)

1717

E;F; uf(x;)+p;F; @u;(x) =0 (2.17b)

]
Se pasa ahora a coordenadas adimensionales utilizando el siguiente cambio de variables:

X
Oijsaj = 0<-1<1
a

i

3 =a—’ (2.18)

Desde aqui en adelante la comilla, indicada en (2.9), se refiere a la derivada respecto de

la nueva variable:

Entonces, las ecuaciones diferenciales (2.17a y b) resultan:
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EJJJ " 2
Y, (&,)-piF; @’ v;(&)=0 (2.19)
J
Eij " 2
22 Ui (&)+piF @' (&) =0 (2.20)
J
puede reescribirse de la siguiente manera:
vi'(§)-Q7vi() =0 (2.21)
donde:
p.F
Q2 =111 ;%3 2.22
Luego la (2.20) queda expresada de la siguiente forma:
" Pj
Uj (§J)+E_J‘"2 a;"u;(¢;) =0 (2.23)
i
Definiendo a 4; como
i~ i~ -
J; ,/Jj/Fj
Queda finalmente la ecuacion (2.23) de la siguiente manera:
Q 2
u;'(gj){l—’J u;(£)=0 (2.25)
i
introduciendo ahora:
E,J;
3o = aj; (2.26)
E,J;
Jgj = a? (2.27)
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R =—" (2.28)

se llega a

Z‘]ZJ J( 5\/ i )‘ m 5V i (&5 )‘ +F11UJ )5uj(§j)‘z =0 (2.29)

Desarrollo en series de potencias
Se propone, para la solucion de las ecuaciones diferenciales (2.21) y (2.25), un desarrollo
en series de potencias para las funciones desconocidas de los desplazamientos transversales

y axiales de cada barra, [6-11, 26-43, 55] con las siguientes expresiones:

Vi (fj):iAj,i ¢ u;(§)= Zm: ¢ (2.30a, b)

en donde, sus correspondientes derivadas de orden superior, se escriben de la siguiente forma:

m-1

( ) ZIAJ'gll Z +1 JH—lg Z(Dll jl+l§

V?(‘fj ) - ii(i _1) Aj,i 5}_2 = mZ::(' +2)(i +1) Aj,i+2 5; = rTWZ::(”z,i Aj,i+2 étjl

)= 2i-0)(-2)(-2)4, & = S0, Ay

Donde:

(i+k)!
k!

O =U+DE+2)(+3)..(i+k)= (2.31)
Retomando las ecuaciones diferenciales que gobiernan nuestro problema (2.21) y (2.25),

y utilizando las soluciones propuestas en serie de potencias escribimos:

m-4

(04| j,i+4 5 Q Z AJ i g 0 (232)

i=0
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-2

3

I
o

2
. Q. m :
P2 Biisz 5; "‘{/1_11 sz,ifj =0 (2.33)
=

Igualando los coeficientes de igual potencia en ambos desarrollos, para la barra j,
obtenemos las siguientes ecuaciones de recurrencia:

Q* A .
Pai Ajiva— Q? Aji=0 = A, =——" (i=0,1,...,m-4) (2.34)
4
QY o YB
®5i B +[_J] B =0 = Bji2=" (_J] - (i=0,1,...,m-2) (2.35)
/11' /1,' 2y

Como puede apreciarse en la ecuacion (2.34), se vinculan los coeficientes Aj, i+4 con los
Aj i, y en la ecuacion (2.35), los Bj i+2 con los Bji lo que resulta, en principio, cada barra
con un total de 6 incognitas, a saber: Ajo, Aj1, Aj2, Aj3, Bjo vV Bj1.

Condiciones de compatibilidad geométrica, esenciales o primarias

En cada nodo donde concurran m barras, se deben plantear m-1 condiciones de

continuidad geométrica, esenciales o primarias.
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Figura 2.4: Esquema de desplazamientos entre dos barras consecutivas.

Como se muestra en la Figura 2.4, las relaciones entre desplazamientos de una barra k

cualquiera que parte del nodo, con otra barra j que llega al mismo nodo, son las siguientes:

u (0)=u;()cosa;, +v,(1)sena;, (2.36a)
v (0)=v;(1cose,;, —u;(1)sena;, (2.36b)
v.(0)_vi(®) 2360

a, a,

siendo la barra j la que llega al nodo, segun el sentido de circulacién (y se la evalla en su
extremo final, &= 1) ykuna de las barras que sale del nodo (siendo evaluada en su comienzo,
& = 0). Las longitudes de las barras j y k son a;y ax respectivamente, dadas por la expresion
(2.1). El &ngulo ajx es el relativo entre la barra j y la k. A los fines de simplificar la escritura,
se llaman a las relaciones trigopnométricas seno y coseno entre las barras k, j de la siguiente

manera.

Cj,k =C0SQ;), SJ.,k =sena;,
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Reemplazando las funciones de desplazamiento transversal y axial, por su correspondiente

desarrollo en series de potencias, y teniendo en cuenta que, por ejemplo para la barra j es:

m

Vi(0)=A, V(D=2 A u(0)=8B, vy uj(l):iBj,i

i=0 i=0

Bo=Cii 2.Bii + S LA, (2.373)
i=0 i=0
Ao= Cj,k ZAj,i - Sj,kZBj,i (2.37b)
i—0 i—0
mZ:—l
A
Ak N — ¢l,| j,i+1 ak m—1 (2 37C)
1 _ = - % A .
ak aj = A(,l aj ;q)l,l j,i+1

Con ellas se obtienen los coeficientes Axo, Ak1 Y Bko de la barra k en funcion de la barra
j. Teniendo en cuenta el orden en que se realiza el proceso de célculo, la barra j es analizada

con anterioridad a la barra k.

Ecuaciones de compatibilidad geomeétrica, esenciales o primarias

Hay situaciones donde se arriba a un nodo en donde hay mas de una barra conocida.
Observando la Figura 2.1, se ilustra lo dicho con el caso del nodo 8, donde las barras 8, 10 y
11 ya han sido calculadas si el recorrido ha comenzado por la barra 1. En este escenario se
deben plantear las ecuaciones de compatibilidad geométricas, con las barras que se conocen
sus coeficientes en el desarrollo en series. Esta situacion adiciona 3 ecuaciones mas por cada
barra en el contexto antes descripto. Este proceder resulta ser uno de los principales adelantos
producto de la presente investigacion ya que, con esta metodologia, se logra pasar de pérticos
abiertos (en los cuales concurren solamente dos barras a cada nodo), previamente estudiados
por otros autores [6, 8, 10, 32], a entramados cerrados (en los cuales arriban mas de dos barras

a los nodos).

Universidad Nacional del Sur 24



Héctor Daniel Martin Tesis Doctoral

Las ecuaciones de compatibilidad geométricas quedan expresadas de la siguiente manera:

_Zm:Bk,i_[Cj,kiBj,i + S5y iAj,i JZO (2.38a)
iph _[Cj,k iAj,i - Sj,kiBj,ij:O (2.38b)

i=0 i=0 i=0
m-1 m-1
a; Zwl,iAk,iﬂ_akZ@l,i Aig =0 (2.38¢c)
i=0 i=0
aj Agy — ar Aj, =0 (2.38d)

Se debe recalcar que, en estas ecuaciones, la barra k es evaluada en su extremo, o sea en
& =1, por lo que resulta una sumatoria de los coeficientes de la serie de potencias en las
expresiones (2.38 a-c). El caso especial de la (2.38d) es cuando ambas barras son evaluadas
en su origen, o seaen ¢&=0.

Resumiendo lo visto hasta aqui, con las condiciones de compatibilidad geométricas,
esenciales o primarias, se logran calcular coeficientes de una determinada barra a partir de
los coeficientes de barras que preceden en el desarrollo y que concurren al mismo nodo. Con
las ecuaciones de compatibilidad geométrica, esenciales o primarias, se relacionan dos barras
que concurren a un nodo y Yya tienen sus coeficientes calculados, transformando las
expresiones en ecuaciones, las que seran resueltas al completar la circulacion por todas las

barras del entramado en estudio.

Condiciones estaticas de equilibrio, naturales o secundarias en los nodos
En cada nodo, en el cual concurre méas de una barra, se deben plantear las correspondientes
tres condiciones estaticas de equilibrio, o sea dos sumatorias de esfuerzos y una de
momentos.
Se desarrolla a continuacion la expresion (2.29) para el caso particular de un nodo en el
cual concurren solamente 4 barras, dos de ellas con coordenadas iniciales en el nodo, la barra

3yla4(&=0), las otras dos con sus coordenadas finales en el nodo, las barras 1y 2 (&= 1);
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dicho de otra manera, dos barras salen del nodo y las otras dos que ingresan al nodo. Esto se
puede ver en la Figura 2.5.
Reescribiendo la ecuacion (2.29):

i[Jz,jv} (&)evi (¢, )\Z ~3,v;(&)ov, (& )\l FRLU()ou) (& )H -0 (239)

i=1

§=0

1

Figura 2.5: Esquema de 4 barras, dos ingresando (1 y 2) y dos saliendo del nodo (3 y 4),

para el analisis de las expresiones de equilibrio en el nodo.

Desarrollando para las cuatro barras la expresion (2.39):

J,%7'(2) 8v; (1) =3 ,,v7'(0) 8v; (0) + 3 ,v;5 (1) 6V, (1) — I ,v5 (0) 6V, (0) + 040
2.40
+J,5V5 (1)6v5 (1) =J,5v5(0)Sv5 (0)+ J,v4 (1)6v, (1) —J,,v5(0) v, (0)-
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[3v(1) v, (1) —J59(0) 6V, (0) +35v5 (1) 8V, (1) —J5v5(0)V, (0)+
+J:33V5 (1) 6v5 (1) —J55v5(0) 6V, (0) +35,v5 (1) SV, (1) —3,,v( (0)]
(

+Fau; (1)ou, (1) —FRuup(0)su, (0) +F,uy(1)du,

[EEN
~—~—
,:I'I
N
C
/—\
v
C
N
—~
o
~
+

+F,u5 (1) Su, (1) —F,us(0)8u, (0) +F,u;(1)du, (1) -F, u;(0)5u4(0) =0

Poniendo a todas las barras en funcion de la primera barra que sale del nodo, en este caso

la 3:

(2.41a)
(2.41b)
(2.41c)
(2.41d)
(2.41¢)

(2.41f)

La expresion (2.40) debe ser valida para cualquier valor de variacion (J'uj y J'v;j) para

valores i =1, 2, 3y 4, quedando entonces, la parte de dicha expresion correspondiente a estas

variaciones [18-20]:

~3:,V1(1) (~S55,0U, (0)+Cyy v, (0)) —J5,v5(1) (~S5,6U, (0)+Cs, 5v,(0))+
+13,5(0) 6V, (0) +J5,v;'(0)(=S48U, (0)+Cyy 6V, (0)) +
+F; (1)(0U, (0)Cyy + 6, (0) S5,) +F,u; (1)(SU, (0)Cyy + 6V, (0) S, )

—F3u3(0) 8u, (0) - Fu; (0)(8u,Cyy + 6V, (0)S,, ) =0

Extrayendo de la (2.42) los términos cuyo factor comin es vz (0):

(2.42)
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OV (0)[ =3 M(1)Csy — V5 (1) Cop + J5¥5(0)+ 35,04 (0) Cyy +

(2.43)
+F,u; (1) Sy, + U, (1) S, —FLu; (0)834] =0
en donde se debe cumplir que:
- J31V1m(1) C31 o J32V£"(l) Csz + J33V§'(0) + ‘]34V:1”(0) C34 +
(2.44)

+Fu7 (1) S5, + Fou5 (1) S5, — Fu; (0) Sy, =0

Q(1)Cyy +Q,(1)C, = Q4(0)-Q, (0)Cyy + N, (1) S, +N, (1)Sy, =N, (0)S5, =0 (2.45)
de la cual se deduce que:
Qs (0) = Ql (1) C31 + Qz (1) Csz _Q4 (0)C34 + N1 (1) S31 + Nz (1) S32 - N4 (O) S34 (2-46)

NOTA 1: Esta expresion es posible sintetizarla, para una cantidad n de barras que
concurran al nodo, de la siguiente manera: “la primera barra que sale del nodo (la 3 en este
caso), tiene un valor de esfuerzo de corte en el inicio de la barra que es igual a la suma de los
esfuerzos de corte en las barras que llegan al nodo (1 y 2 en este caso) menos las que salen
del nodo (la 4 aqui) multiplicados por los respectivos cosenos de los angulos relativos; todo
esto mas los esfuerzos normales de las barras que llegan al nodo (1 y 2 aqui) menos las que
salen del nodo (4) multiplicadas por sus respectivos senos de los angulos relativos”

De igual forma los términos cuyo factor comun d'us (0):

U, (0)[ J5v(1) Say + J3,v5 (1) Sy, = J5V4(0) Sy, +
(2.47)
+F11u1’ (1) C31 + FlZU; (1) C32 - F13Ué (0) _F14u:1 (0)C34] =0

de la cual se deduce que:
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_Ql (1) S31 _Qz (1) Ssz + Q4 (0) S34 +

+#N, (1)Cyy + N, (1)C;, =N, (0) =N, (0)Cy =0 (2.48)

en donde:

N3 (0) = _Ql (1) S31 _Qz (1) S32 +Q4 (0)834 +

+N,(1)Cy +N,(1)C,, =N, (0)C,, (2.49)

NOTA 2: Esta expresion también es posible sintetizarla, para una cantidad n de barras
que concurran al nodo, de la siguiente manera: “la primera barra que sale del nodo (la 3 en
este caso), tiene un esfuerzo normal que es igual a la suma de los esfuerzos de corte de las
barras que salen del nodo (solo la 4 en este caso) menos las que llegan al nodo (1 y 2 aqui)
cada uno por sus respectivos senos de los angulos relativos; todo esto mas los esfuerzos
normales de las barras que arriban al nodo menos las que salen del nodo, todas estas por sus
correspondientes cosenos de los angulos relativos”

En la Figura 2.6 se representa un esquema de las direcciones de las barras con las

proyecciones de los esfuerzos Q y N en cada una de las cuatro barras que concurren al nodo.

Universidad Nacional del Sur 29



Héctor Daniel Martin Tesis Doctoral

Figura 2.6: Esquema de las direcciones de 4 barras que concurren a un nodo, con las
proyecciones de los esfuerzos Q y N para el analisis del equilibrio.

Retomando la expresion (2.40), la misma debe ser valida para cualquier valor de la

derivada de la variacién &v;’ para valores i =1, 2, 3y 4, que representan los giros, extrayendo

los términos marcados resulta:
3,V (1)8v; (1) + I ,v5 (1) 8V, (1) = J,5v5 (0) 8v5 (0) — J,,v5 (0) 6V, (0) =0 (2.50)

En el nodo se debe cumplir que todos los giros sean iguales, por lo que:

6V, (1) =6, (1) = 6v4(0) = 6v, (0) (2.51)

Por lo cual se arriba a que:
M, (1)+M,(1)-M,(0)-M,(0)=0 (2.52)
M;(0)=M,(1)+M,(1)-M,(0) (2.53)

NOTA 3: Esta expresion también es posible sintetizarla, para una cantidad n de barras
que concurran al nodo, de la siguiente manera: “la primera barra que sale del nodo (la 3 en
este caso) tiene un valor del momento flector que es igual a la suma de los momentos flectores
de las barras que arriban al nodo, menos las que salen del nodo”

Con las expresiones (2.46), (2.49) y (2.53) se verifica el equilibrio en el nodo planteado,
considerando en cada barra el esquema de esfuerzos, todos ellos con signo positivo,
bosquejado en la Figura 2.7.

Teniendo en cuenta que:
N =F,ui(&)  Q=-3,;vi(&)  M;=-3,,v/(¢) (2.543, b, )

Reemplazadas en las ecuaciones (2.46), (2.49) y (2.53):
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_‘Js,s Vg'(O): _‘]3,1 Vlm(l) Cam ‘Js,z V;"(l) Cop + ‘]3,4 VZ’(O)CM +

' , , (2.55)
+ F1,1 U, (1) S31 + F1,2 U, (1) S32 - F1,4 U, (O) S34
F1,3 U; (0) = ‘]3,1 Vlm(l) 831 + ‘]3,2 V;"(l) S32 - ‘Js,4 VZ’(O) S34 + (2.56)
+ F1,1 U1’ (1) C31 + F1,2 U; (1) Csz - F1,4 uzll (0)C34 |
—J,5V5(0)==3,,v/(1)-J,,v; (1) +J,, v, (0) (2.57)

Sustituyendo las funciones de desplazamiento transversal y axial, por su correspondiente
desarrollo en series de potencias, y teniendo en cuenta que, tanto para una barra j que llega

al nodo, como para la barra k que tiene su origen en el nodo se cumplen:

m-2

Vi (O) = ¢2,0Ak,2 V}' (1) = Z(oz,iAj,nz (2.584a, b)
m-3

v7(0)=0,0A 4 ViD= oA (2.58¢, d)
i=0
m-1

Uy (0) = @B, u; (1) = Z¢l,i Bj,i+l (2.58¢, 1)

i=0

Las expresiones (2.55), (2.56) y (2.57) resultan:

m-3 m—3
_‘]3,3 (Ds,oAs,s = _‘]3,1 CSIZ ¢3,iA1,i+3 - ‘]3,2 C322¢3,iA2,i+3 + ‘]3,4 C34(03,0A4,3 +
i=0 i=0

m-1 m-1 (259)
+hR; Salz B+ Ry Sszz(/’l,i Byin—Fs S34(P1,o B..
i=0 i=0
m-3 m-3
Fis 0B = Jd3; S312 @A+ s, 8322¢3,iA2,i+3 —J34 SauPs oAzt
-0 0
m-1 m-1 (260)
+hR; Cslz @;Bia+F, CszZ(Pl,i B,ii—Fia C34(P1,o B.,
i=0 i=0
m-2 m-2
—dy3020A, =—dy Z(”z,iAi,iJrz —Jy, Z%,iAz,nz +Jd,4 00 (2.61)
i=0 i=0
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De estas Ultimas expresiones, es posible despejar algunos coeficientes de los desarrollos
en series en funcion de otros.

Siendo ahora, nbe y nbs el nimero total de barras entrantes y salientes, respectivamente
al nodo en estudio, y sea k la barra de la cual se despejan los coeficientes, las expresiones
generales quedan de la siguiente forma:

-1 nbe m-3 m-1
A\<,3: 1 o |:Z(_‘]3,b Ck,bz¢3,iAb,i+3 + Fl,b Sk,bz(ﬂl,i Bb,i+1j+
3k 3,0 b:bl i=0 i=0 (262)
Z(‘JSb Cen?:0A = Fip Sepio Bb,l):|
nbe m-3 m-1
Bk,l o { (‘]% Sk,bZ(D?;,iA),H?; + Fl,b Ck,bZ(”l,i Bb,i+lj +
1k 1,0 bl i=0 i=0 (263)
+ ( Jap Sip®s0Ms = Fup Cipio Bb,l):|
b=1
nbe m-2 nbs
{ ZDZ(le |+2j+2‘]2,b (Pz,opb,z} (2.64)
ok Pao | 03 b=1

Con estas tres expresiones, es posible realizar la programacion para una cantidad m de

barras que concurran o salgan de un nodo.
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(1)

u,(1)
o (1)

v, (1) =¢(1)

=0

ey

0.(0) &

¢ %
M (0)
AN

i
N (0) u (0)

v (1)

A
\ v

Vv (0)=¢.(0)
v (0)

Figura 2.7: Esquema de esfuerzos positivos en una barra para el analisis del equilibrio.

Ecuaciones de equilibrio, naturales o secundarias en los nodos

En caso de arribar a un nodo en donde todas las barras ya han sido estudiadas, de la
observacion directa de la Figura 2.1, se ilustra lo dicho en el caso del nodo 8, donde las barras
8, 10 y 11 ya han sido calculadas. En este escenario, con el mismo criterio adoptado
anteriormente al plantear las ecuaciones de compatibilidad geométricas, se deben utilizar
ahora las ecuaciones de equilibrio con todas las barras que se conocen. Esta situacion
adiciona 3 ecuaciones mas. Lo dicho anteriormente resulta ser otro de los principales
adelantos producto de la presente investigacion ya que, con esta metodologia, se logra pasar
de porticos abiertos (dos barras por nodo) previamente estudiados por otros autores [6, 10,
11], a entramados cerrados (mas de dos barras por nodo).

Las ecuaciones de equilibrio quedan expresadas de la siguiente manera, si consideramos
gue son todas barras entrantes al nodo, o0 sea que ya se han calculado sus coeficientes o son

incdgnitas del problema.
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nbe m-3 m-1
Z[_J&b Ck,bz(/)&ip\),i+3 + Fl,b Sk,bZ(Dl,i Bb,i+1) =0 (2.65)
b=1 i=0 i=0

nbe m-3 m-1

Z(J&b Sk,bz%,ip&;,na +R, Ck,bzq)l,i Bb,i+l): 0 (2.66)
b=1 i=0 i=0

nbe

Z(_‘]z,bi Pai Ab,nzj =0 (2.67)

b=1

Se debe recalcar que, en estas ecuaciones, todas las barras son evaluadas en &= 1, por tal
motivo resulta una sumatoria de los coeficientes de la serie de potencias.

En el caso especial de un extremo de barra k con una articulacion al resto de la estructura,
es necesario plantear que el momento flector en el extremo final de dicha barra es nulo. De

esta forma la (2.67) queda expresada como:

m-2
Jox Z(/’z,ipknz =0 (2.679)
i—0

Condiciones de borde

En cada nodo en el cual se encuentra un vinculo se deben plantear las condiciones de
borde correspondientes a cada tipo de vinculacion. Estas deberan ser evaluadas en cero si se
trata de un origen de barra (&= 0), 0 en 1 si se trata de un extremo de barra (&= 1). Se debe
aclarar que, aunque se presentan las condiciones de borde en ambos extremos, a los fines de
la programacion se realiza siempre en los origenes de las barras con vinculos. Dicho de otra
manera, las barras que concurren a un vinculo tienen su sentido desde el vinculo hacia el otro

extremo de la misma.

Articulacién doble:

Las condiciones de borde correspondientes a una articulacién en un origen de barra son:

U (0)=v,(0)=M,(0)=0 (2.68)
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Este momento nulo corresponde a

v¢(0)=0 (2.69)

Con estas condiciones es posible determinar que para la barra k que posea una articulacién

en su origen, respectivamente las constantes:

'Ako = Bk,o = Ak,z =0 (2.70)

En el caso que la barra k posea una articulacion en su extremo final se tendra que:

U, (1) =Y, (1) =M, (1)=0 (2.71)
de donde se deduce que:

Z A= Z B = Z(”z,i A =0 (2.72)

Articulacién simple (o0 apoyo mavil):
Las condiciones de borde correspondientes a una articulacion simple en un origen de barra

son.

U (0) =, (0)=v(0)=0 (2.73)

Con ellos se determina que para la barra k que posea una articulacién en su origen,

respectivamente las constantes:

'Ako = Bk,l = 'Akz =0 (2.74)
En el caso que la barra k posea una articulacion en su extremo se tendra que:
U (1)=v, (1)=M,(1)=0 (2.75)

De donde se deduce que:
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Z A= Z%,i B = Z(oz,i A =0 (2.76)

Empotramiento

Las condiciones de borde correspondientes a un empotramiento en un origen de barra son:

v (0)=u,(0)=6,(0)=0 (2.77)

Este giro nulo corresponde a evaluar
Ve (0)=0 (2.78)
con ellos se determina que para la barra k, que posea un empotramiento en su origen, las

constantes resultan:

A<,o = Bk,O = A<,1 =0 (2.79)

Cuando la barra k posee un empotramiento en su extremo final se tiene que:

u (1)=v(1)=6,(1)=0 (2.80)
de donde:

Z A= Z B = Z(”l,i Ain=0 (2.81)

Cuasi - empotramiento

Se agrega en esta parte, ademas de las condiciones de borde ya estudiadas, el Cuasi
empotramiento. Se trata de un vinculo en la direccion de la barra que impide el giro y
desplazamiento transversal, pero permite el desplazamiento axial de la barra, como se

muestra en la Figura 2.8.
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J uj(xj)

V; (X;)
Figura 2.8: Esquema de un Cuasi - empotramiento en barra.

Las condiciones de borde correspondientes a este tipo de vinculo en un origen de barra

son:
v;(0)=6;(0)=N,(0)=0 (2.82)
Este giro nulo corresponde a evaluar
v;(0)=0 (2.83)
y el esfuerzo normal nulo es

u;(0)=0 (2.84)

Con ellos se determina que para la barra j posea un Cuasi-empotramiento en su origen, las

constantes

=0 (2.85)

Ménsula

En el caso de un extremo libre, si corresponde a un origen de barra, se cumple:

Qi(0)=M,(0)=N,(0)=0 (2.86)

Esto es debido a que se evalla

¥((0)=v(0) =y (0)=0 (2:87)
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con ellos se determina para la barra k que posea un origen libre, que sean nulas las siguientes
constantes:

'Ak,s = A<,2 = Bk,l =0 (2.88)
Cuando la barra k posee una ménsula en su extremo final se tiene que
vi(1)=v((1)=u,(1)=0 (2.89)

de donde se deduce que:

Z%,i A= Z(/)z,i A = Z(”l,i Bin=0 (2.90)

Vinculos elasticos

Es posible contar en los extremos de barra con vinculos elasticos, como lo muestra la
Figura 2.9. En la misma, los valores ki, k2j y ks;j corresponden a las constantes elasticas
en el extremo de la barra j, siendo los primeros subindices 1, 2 y 3 correspondientes a

direcciones normal a la barra, axial y giro.

Figura 2.9: Representacion de un vinculo elastico
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Haciendo un anélisis energético se plantea lo siguiente:

U =Elej(v;')2dx+ EFjII(u’.)de+k ¥, (0) +ky, 1, (0) +ky, v, (0)
0 0

i 1j% 2j™] 3t

Aplicando los principios del analisis variacional y la integracion por partes:

| |
SU = EJ, [v].svjdx+ EF, [uj.oujdx+
0 0

+ky;v;(0).6v;(0)+k,;.u; (0).6u; (0)+ky;.v; (0).6V] (0)

(| 2j*7] 3j7]

| |
oU = EJJ. {v;’.&v; L—J'v}”.év}dx}t EFj {u}.éuj‘g —J‘u;'.ﬁujdx}L
0 0

+ky;v;(0).6v; (0)+k,;.u; (0).6u; (0)+ky;.v; (0).6V (0)

|
| |
—[v'.”.ﬁv.‘ _ '[ v'.'f’év.dxj +
0 ] Io ] J
0 -

oU =EJ, [v}'.év]

| ]
+EF, [(u] (1).6u; —u’(0).8u; )—J.u}’ﬁujdx +
0

+k;;.v;(0).6v, (0)+k,;.u; (0).6u; (0)+ky;.v; (0).6V} (0)

1V 2j"7j 37
oU = EJ, [v}’(l)ﬁv; —v(0).6V; —V{(l).6v; +V{(0).5v, +JLV}’{’6VJ.dx}L
0
+EF;| uj(l).6u; —u’(0).6u, —ju}’.&ujdx}+
0
+ky;v;(0).6v;(0)+k,;.u; (0).6u; (0)+ky;.v; (0).6V] (0)

17 2j™] 3j*7] J

Reagrupando convenientemente en la Gltima expresion se llega a:

(2.91)

(2.92)

(2.93)

(2.94)

(2.95)
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[+EJ;v7(0)+k,;v;(0) ]6v; (0)=0
[—EF;U; (0)+k;;.u;(0) Jou; (0) =0 (2.96)
[ -EJ;vi(0)+ks;;.v(0) [ov; (0) =0

Pasando a coordenadas adimensionales con el cambio de variables ya realizado

anteriormente:

X X.

Oijsaj = 0<-1x1 &=L
]

aj aj

Reacomodando la expresion para el esfuerzo transversal o de Corte:

I-!l o
v, (0)+ 83,0 g .97
i
v;(0)+Kvi(0)=0 (2.98)
donde
K, = (2.99)
Yok '

Para valores de ki j suficientemente grandes,
K;j— 0= v, -0

se obtiene desplazamiento transversal impedido

En el caso del Esfuerzo Normal:

u; (0)
—EF, ;%+ k,;-u;(0)=0 (2.100)

—K,;u; (0)+u;(0)=0 (2.101)

donde
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K, =— (2.102)

Para valores de ko suficientemente grandes,
Ky >0 =u;, -0

se obtiene el caso de desplazamiento axial impedido.
Analizando ahora el Momento Flector:

2 1Ky 2 (2.103)
v, (0)—K;;v,"(0)=0 (2.104)
K, = 2.105

3j k3 aj? ( . )

Para valores de k2 tendiendo a infinito,
K;j—>0= Vvi=6,-0

se obtiene el caso del giro impedido.
Sintetizando todo el analisis previo y aplicando los desarrollos en serie de potencia es
posible arribar a las ecuaciones en los vinculos como sigue:
v (0)+K,;vi(0)=0
0 (2.106)
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Aj,O + Klj 210 Aj,3 =0
Bj,O - sz Dro Bj,l =0 (2.107)
(01,0Aj,1 - Ksj (Dz,oAj,z =0

De donde se obtienen los coeficientes:

A
B

o = _Klj 2 Aj,a

1o 27RO I (2.108)

?s,
Aj,l = K3j ﬂAj,z
Dro

Vinculos simples inclinados

En el caso de articulaciones simples (apoyos mdviles), las cuales restringen un solo grado
de libertad, es posible colocarlas en el extremo de una barra j con un angulo de inclinacion 3
que forma la vertical del vinculo con respecto al eje vertical global Y, tal como se muestra

en la Figura 2.10.

Figura 2.10: Representacién de un vinculo simple inclinado un angulo B
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En el andlisis de este tipo de vinculacion se plantea que el desplazamiento en la direccion
normal al vinculo Ny (ver Figura 2.11) debe ser nulo:

U;coso-v; seng=0 (2.109)

Figura 2.11: Representacion de los esfuerzos y desplazamientos en el extremo de la barra j

que posee un vinculo simple inclinado.

Observando la Figura 2.11, también debe anularse el esfuerzo en la direccion Hy. Esto

significa plantear que:
Q;cosé+N; send=0 (2.110)
Continuando con el analisis de los desplazamientos, teniendo en cuenta que
5§=0-f = u;cos(6-p)-v, sen(6-p)=0

En el origen de la barra j, 0 sea en &= 0, y conociendo el desarrollo en series de potencias,

es posible escribir:
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B, cos(6-f)- A, sen(6-4)=0
donde

Ccos send—sen fcosd
cos #cos @+ sen fsend

(2.111)

io = Mo

Retomando la expresion (2.87) y reemplazando los esfuerzos por lo visto en (2.54 a, b):

N;=F,uy; (fi) Qj=—Jg; V'j"(égi)

_‘]S,j V}”(fj )COS(@—ﬁ)+ Fl,j U; (51 ) Sen(ﬁ—ﬂ):o (2.112)

De la misma manera que en el estudio de los desplazamientos, considerando que el vinculo
se encuentra en el origen de la barra j (&= 0) y teniendo en cuenta el desarrollo en serie de

potencias:

J3; A 3050(cosO cos f+sendsen f)=F,; B, ¢, (sendcos f—sen fcosd)  (2.113)

En la cual se puede obtener uno de los coeficientes de la serie de potencias en funcion del

otro:

B _A Js; 95, (COSO cos f+senfsen )
L=

MR g, (sen@cos B—sen Bcos o) (2.114)

El coeficiente correspondiente al momento nulo en el comienzo de la barra es otro de los
datos en este tipo de vinculos, por lo que M; (0) =0 corresponde a v;’(0) = 0, lo que implica
que el coeficiente Aj» =0.

Resumiendo lo desarrollado para vinculos inclinados, es posible indicar que las incognitas
son los coeficientes Ajo, Aj1 Y Ajo, Ya que al coeficiente Bjo se lo calcula con la expresion
(2.87); al Bj1 conlaexpresion (2.91) y ademas Aj> =0 debido al momento nulo en el extremo

de la barra j.
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Capitulo 3

DESARROLLO Y DESCRIPCION DEL PROGRAMA DE CALCULO
DE VIBRACIONES

Introduccion:

En este capitulo se analiza con un grado importante de detalle el programa completo que
realiza el célculo de las frecuencias naturales de un portico mediante la utilizacion de las
series de potencias. Dicho programa se ha realizado integramente con el software de
Matematica Simbolica Mathematica [1] en diferentes versiones, que fueron desde 8.0 a 10.0.

Se indica, en principio, como se deben ingresar los datos del pértico en estudio, luego los
primeros calculos que organizan al portico para ser recorrido por el programa. Se detallan las
funciones empleadas y su correspondencia con las expresiones que se obtuvieron en el
Capitulo 2. Es importante destacar, que gran parte del programa es luego utilizado para los

estudios de la estéatica y estabilidad del entramado.

Cargado de datos del entramado:

En el programa se deben ingresar primeramente una serie de datos particulares de cada
entramado. Los mismos son los siguientes:

Nodos: Se debe colocar las coordenadas de los nodos, considerando un sistema de
coordenadas globales, sin interesar el orden en que se anoten. Esto significa una matriz de
tres columnas y tantas filas como nodos tenga la estructura. La primera columna corresponde
al nimero del nodo, la segunda el valor de la abscisa y la tercera la ordenada correspondiente.

Barras: Se ingresa la matriz topoldgica de las barras, que posee 9 columnas y tantas filas
como barras tenga el entramado. La primera columna indica el nimero de la barra, en la
segunda y tercera columna correspondientemente, el nodo inicial y final de cada barra, sin
importar que nodo se coloca primero, luego el programa se encargard de ordenarlo. Las

columnas 4 y 5 son las que indican si la barra se encuentra articulada en su extremo (se coloca
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un numero 1) o empotrada al entramado (con un cero). A continuacion en las columnas 6 a
9 se ingresan los valores de éarea, inercia, modulo de Young y densidad de cada barra
respectivamente.

Vinculos: A continuacién se ingresa una nueva matriz de dos columnas, y tantas filas
como vinculos a tierra posea el entramado. En la primera columna se indica el nimero del
nodo que posee la vinculacion, en la segunda columna se debe indicar el tipo de vinculacion:
Empotram, CuasEmpotram, ArtDoble, ArtSimpl o Libre. Es posible también indicar vinculos
elasticos, en este caso se deben colocar las tres constantes elasticas correspondientes a los
desplazamientos horizontal, vertical y giro: kij, kzj y ksj.

Vinculos inclinados: es una nueva matriz en la que se indican las articulaciones simples
0 apoyos moviles que se encuentran inclinadas, si es que éstos existen en el entramado.
Consta de 2 columnas y tantas filas como vinculos inclinados posea la estructura. En la
primera columna se indica el namero del nodo donde se encuentra el vinculo inclinado, en la
segunda columna los angulos en radianes que forma la vertical del vinculo con respecto a la
vertical de referencia global, siendo un angulo positivo generado en sentido horario, desde la
vertical de referencia hacia la vertical del vinculo, los &ngulos estaran en el intervalo abierto
(-m 12, + m[2).

Grado del polinomio para el desarrollo en series de potencias: aunque por defecto se
elige de grado 30, es posible adoptar otro valor. Como se observara en los ejemplos del
capitulo siguiente, en caso de necesitar conocer las primeras frecuencias naturales, la
precision es muy buena con solo utilizar grado 10, en caso de buscar frecuencias superiores,

se debe aumentar el grado de la serie.

Calculos iniciales

Previo a los desarrollos con series de potencias es necesario realizar una serie de procesos
con el fin de determinar constantes propias del entramado.

Vinculo en un nodo con mas de una barra: Para resolver el caso en que un vinculo se
encuentra en un nodo al cual acceden mas de una barra, se adiciona una nueva barra cuya
longitud es la milésima parte de la barra méas corta de la estructura. El extremo de esta nueva
barrita genera el nuevo nodo donde se coloca el vinculo. Este artilugio matematico en el

modelo asegura que a cada vinculo siempre acceda una y solo una barra. Existe una rutina
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que agrega, al final de la matriz indicadora de nodos, los nuevos nodos, de la misma manera
las nuevas barras, con constantes geométricas y mecéanicas que resultan ser el promedio de
las constantes ingresadas en las demas barras del entramado. También hay una rutina en
donde se reubican los nuevos nodos vinculados y los vinculos inclinados.

Ordenamiento de las barras y de los nodos: Como parte de la investigacion se ha
desarrollado un algoritmo que reenumera las barras y los nodos en un proceso que va
recorriendo un camino elegido en forma aleatoria, realizando esta tarea en forma iterativa,
hasta lograr un camino 6ptimo para el célculo

El programa que realiza esta tarea se describe a continuacion:

Se eligen primero las barras que, saliendo de un vinculo, tienen en su otro extremo un
nodo simple, en el cual acceden solo dos barras. En caso que esto no ocurra en la estructura,
se elige al azar un nodo vinculado, luego detecta la barra que llega a ese nodo y el nimero
de nodo al final de dicha barra, enumerando en forma correlativa la barra y el nodo, y
comenzando ambas con el nUmero 1. Luego elige aleatoriamente una de las barras que
concurren a este ultimo nodo, la que sera parte del camino utilizado para recorrer el
entramado, marcando las demas barras como fuera del camino. Continda con este criterio
hasta llegar a un nodo en que todas las barras estén marcadas (ya sea que tengan la marca de
camino o fuera del camino); si en ese instante no quedan barras sin marcar en ningdn lugar
de la estructura, serd éste el recorrido final, caso contrario retoma el ciclo seleccionando
nuevamente un vinculo aleatoriamente. Se ha realizado un diagrama de flujo, ver Programa
A en el Apéndice.

Con el nuevo camino marcado, se genera una matriz de correspondencia con dos
columnas, la primera indica el nimero nuevo de la barra y la segunda el nimero indicado por
el usuario al ingresar los datos, o sea el nimero que la barra poseia en su comienzo. De la
misma manera hay otra matriz correspondencia de nodos. Luego un algoritmo que se encarga
de reenumerar barras, con las caracteristicas geométricas y mecanicas de cada una en la
numeracién indicada al comienzo, y de reenumerar los nodos, reubicando los vinculos con
sus correspondientes caracteristicas: empotramiento, cuasi empotramiento, articulacion
doble o simple, libre, vinculos inclinados y constantes elasticas.

Barras por nodo: Es necesario el reconocimiento de la cantidad de barras que concurren a

cada nodo. Para ello se arma un vector correspondiente a cada nodo, cuyas componentes son
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los nimeros de las barras que arriban a ese nodo, de manera que estos vectores pueden tener
una 0 mas componentes, segun la cantidad de barras que concurren a dicho nodo. Esto ayuda
en la programacion, especialmente en nodos a los cuales concurren méas de una barra.

Ubicacidén de los nodos: se determinan las coordenadas de los nodos a los que concurren
mas de dos barras y el listado de las barras que concurren a dicho nodo.

Nodos con ecuaciones: significa la deteccion de los nodos en los que se plantearan las
ecuaciones de compatibilidad y las ecuaciones de equilibrio. Estos nodos estan caracterizados
por barras que tienen alli su extremo final.

Ubicacion de los vinculos: esto significa detectar cuales barras poseen vinculos vy
reordenar su direccionamiento de forma tal que la barra tenga su origen local en el vinculo.

Calculo de las constantes geométricas del portico: se refiere a la determinacion de la
longitud y esbeltez de las barras, angulos relativos de las barras que concurren a un nodo,
expresadas en las ecuaciones (2.1), (2.2) y (2.3).

Calculo de las constantes de cada barra: son las necesarias para el programa, ecuaciones
(2.26 a 2.28) y guardan en su interior valores del médulo de elasticidad, inercia, area y

longitud de cada barra. Se transcriben a continuacion:

Analisis de las incognitas:

Cada barra posee como incognitas a los 6 coeficientes del desarrollo en series: Ao, A1, A2,
Az, Bo y By, ya que los demas estan vinculados a éstos por medio de las expresiones de
recurrencia (2.34) y (2.35):

Qf Ajvi Qi Bi,i
Ajja=——— Biio=—|—| —

Dy ﬁ’J’ Pa;

La cantidad total de incognitas es igual a seis veces la cantidad de barras:
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ndmero de incdgnitas = 6 x nimero de barras

Se arma una matriz de 6 columnas (cada columna representa un coeficiente: Ao, A1, Ao,
As, Bo y B1) y una fila por cada barra (un total de nb filas). En principio con todos los
elementos iguales a cero.

Nota importante: es necesario remarcar, para una mejor comprension del desarrollo de
la tesis, la estrecha vinculacion que tienen los seis coeficientes Ao, A1, A2, Az, Bo y By, en el
origen de la barra, con: el desplazamiento transversal v, el giro (en funcién de v'), el momento
flector (en funcion de v'"), el esfuerzo de corte (en funcion de v'""), el desplazamiento axial
u 'y el esfuerzo normal (en funcion de u”). De la misma forma en los extremos de las barras
con las sumatorias correspondientes. Lo dicho en el parrafo anterior lo sintetizamos en la

Tabla 3.1 para la barra k y un desarrollo en series de potencias hasta el grado m:

Relacion En ¢ =0 En ¢ =1
Desplazamiento m
Vk Ak,O Z Ak,i
transversal i=0
Giro v, A D P A
i=0
Momento A A > 0, A
i=0
Esfuerzo de Corte v, A, D0y A
i=0
Desplazamiento m
) Uy, Beo Z B,
axial i=0
Esfuerzo Normal Uy B.. > 0B
i=0

Tabla 3.1: Relaciones entre los coeficientes de los desarrollos en series de potencias y las

correspondientes derivadas de v y u para una barra k.
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Continuando ahora con el andlisis de las incognitas, se debe recorrer todo el portico, nodo
por nodo siguiendo el camino y se resuelven las barras que poseen vinculos. Esto significa
que se marcan, en la fila correspondiente a esta barra k, los coeficientes del desarrollo en
series de potencias de la barra que resulten ser incognitas para cada vinculo.

En la Tabla 3.2 se enumeran los casos de vinculacion estudiada.

Vinculo Coeficientes marcados
Empotramiento A Ay B
Avrticulacion doble As A Y B
Articulacion simple A A Y B
Libre Ao AqY B
Cuasi - empotramiento Az As Y B

Tabla 3.2: Coeficientes de la serie de potencias marcados como incognita en la barra k en

caso de poseer vinculacion a tierra.

Casos especiales:

En el caso de una barra que posea en su origen una articulacién interna a la estructura y
no se encuentre en el camino elegido para recorrer el entramado, se colocan como incognitas
a los coeficientes Ax1, Axz Y Bka1. Notar que en este caso es conocido el valor del momento
flector nulo en el origen de la barra (correspondiente a la segunda derivada de v, 0 sea Ax?)
pero se desconoce el valor del giro en dicho punto, o sea la primera derivada de v.

Si la barra posee articulacién a la estructura en su origen y ademas se encuentre en el
camino, aqui se debe agregar a la barra una nueva incognita libre. Sera solamente la
correspondiente al giro en su comienzo, Ax..

Si una barra, que se encuentra en el camino, esta articulada a la estructura en su extremo
final (esto significa que no transmite momento flector ni giro) y desde ese nodo salen mas de

una barra que NO se encuentran articuladas entre si, se debe crear una nueva incognita Ax1
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en una de ellas. Esto agregara una nueva ecuacion de compatibilidad geométrica (giro) entre
la barra a la cual se le adiciono la incognita y cada una de las demas barras salientes del nodo.

Luego se vuelve a recorrer todo el pértico nodo a nodo, salteando las barras marcadas
anteriormente con los vinculos y agregando nuevas incégnitas libres en las barras que no se
encuentren en el camino marcado anteriormente, o sea las que estan marcadas con la bandera
fuera del camino. Esto significa que se marca, en la fila correspondiente a esta barra k, los
coeficientes Ax2, Ax3 Y Bka. Estas barras también Illevan una bandera de marcacion con el
fin de no agregar nuevas incognitas en el otro extremo de la misma barra ya marcada, o sea
evitar que la misma barra se analice en dos oportunidades, una en cada extremo de la misma.
Programa B en el Apéndice.

El célculo del total de incognitas libres nil que posee el entramado simplemente se realiza
contando el total de marcas que se colocaron en los items anteriores.

A continuacion se le asigna un nimero 1 a la primera incognita y ceros a todas las demas;
se recorre el programa obteniéndose la primera columna de ecuaciones, luego se realiza este
proceso asignandole un 1 a cada incognita y ceros a las demas. Esto nos conduce a un proceso
en que se recorre el programa tantas veces como incognitas libres posea el entramado (nil
veces). Para realizar esta tarea, en el programa se le asigna a cada coeficiente del desarrollo
en series de potencias 3 subindices, A; i, p. El primer subindice j, indica que el coeficiente
pertenece a la barra j, numerados de 1 a la cantidad de barras del entramado nb (j=1,2, ...,
nb). El segundo subindice i es el grado de la potencia en el desarrollo en series de potencias,
(i=1,2,..., m), por defecto el programa toma desarrollos hasta el grado m = 30, pero este
valor es posible cambiarlo. EI tercer subindice p es el orden en que se recorren los
coeficientes dentro del programa, con valoresdesde 1anil (p=1,2, ..., nil). Programa C
en el Apéndice.

El parrafo anterior introduce un algoritmo que recorre la matriz generada con las marcas
de las incognitas libres, asignandole un nimero 1 a los lugares marcados, e incrementando el
valor de p (desde 1 a nil, cantidad de incognitas libres) y dandole el valor ceros a las demas

incdgnitas para cada valor de p.
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Figura 3.1: Portico analizado con 6 barras y 6 nodos. Con vinculos a tierra ubicados

en los nodos 1y 6.

Con fines de aclarar mejor este algoritmo explicado en el Gltimo parrafo, se analiza el
ejemplo de la Figura 3.1. Se trata de un entramado de 6 nodos con 6 barras, que posee
vinculos a tierraen los nodos 1y 6. Para este ejemplo se tomaran ambos extremos articulados.
Se supone que ya ha aplicado el algoritmo que determina el camino que recorre el programa.
El mismo estaria formado por las barras 1, 2, 3, 4. Las incognitas son los coeficientes de las
articulaciones correspondientes a las barras vinculadas, 1 y 5: A11p, A13p Y Biip, (de la
barra1l) As1p, As3p Y Bsip, (de la barra 5) ademés de los que se adicionan en el nodo 2, ya
que el camino sigue al pasar de la barra 1 a la 2. La barra 6 queda fuera del camino, en tal
caso se agregan las incognitas: As1p, Assp Y Beip. En este ejemplo hay un total de 9

incdgnitas, o sea que nil = 9. Se forma entonces la matriz siguiente:
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mat =

o O O O O O
P kP O O O -
O O O O O o
P kP O O O -
o O O O O O
P kO O O -

Esta matriz contiene 6 filas, correspondiendo la 1° fila a la barra 1, la 2° a la barra 2 y asi
hasta la barra 6. Las columnas corresponden a los 6 coeficientes de cada barra: Axop, Ax1p,
Ax2p, Ak3p, Brop Y Bkip. LOSelementos indicados con un 1 en la matriz son los que llevan
las incognitas libres.

Para este ejemplo concretamente y para fijar ideas, al variar el subindice p desde 1 al total
de incognitas nil, y recorriendo la matriz antes mencionada, el algoritmo realiza lo siguiente:
En la barra 1:

p=1 — A111=1, y los demas nulos: A; i 1 =0 (para j #1, i #1), Bji,1=0 (¥i, V]j).
p=2 — A132=1Yy los demas nulos: Aj,i,2 =0 (para j #1, i #3), Bj,i,2 =0 (V1i, V]).
p=3— Bi113=1Yy los otros nulos: A;, i 3 =0 (Vi, ¥]j), Bji3=0, (para j #1, i #1).

En la barra 5:

p=4 — As14=1, y los demas nulos: Aj i+ =0 (para j #5, i #1), Bji,4 =0 (¥i, V).
p=5 — As35=1Y los deméas nulos: Aj,i,s =0 (para j #5, i #3), Bji,s =0 (¥i, V]).
p=6— Bs16=1Y los otros nulos: A i s =0 (Vi, V]), Bjie=0, (para j #5, i #1).

En la barra 6:

p=7 — As17=1, y los demas nulos: A;i7 =0 (para j #6, i #1), Bji7=0(¥i, V]).
p=8 — As3s=1Y los deméas nulos: Aj,is =0 (para j #6, i #3), Bji,s =0 (¥i, ¥]).
p=9— Bs,19=1Y los otros nulos: Aj i,9 =0 (¥i, ¥j), Bji o =0, (para j #6, i #1).

Nota: a continuacion se obviara colocar el tercer subindice con fines de simplificar la

escritura de las formulas.
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Gréfico del entramado.

Dado que Mathematica no es precisamente un programa para realizar gréaficos sino que se
trata de un programa orientado al calculo, de alli que la tarea de visualizar el entramado
requiere de una porcion de programa. Se ha desarrollado una subrutina que toma los datos
necesarios para realizar un dibujo del portico que se esta estudiando, indicando donde se
encuentran los extremos de barras vinculadas. Esto simplemente ayuda a verificar
visualmente que los datos ingresados coincida con el portico que se quiere analizar, sobre
todo en lo que respecta a la matriz topoldgica que indica el nodo origen y final de cada barra.
Siexiste algtn error en el ingreso de estos datos, los mismos se detectan al observar la grafica.

Funciones.

En la siguiente etapa, se ingresan una serie de funciones que luego seran llamadas por el
programa, cuando este vaya recorriendo el camino antes elaborado, con fines de calcular el
entramado. En cada una de estas, se requiere una serie de datos para ser evaluadas, que el
mismo programa proveera cuando necesite convocarlas.

Se indican a continuacion cuéles son dichas funciones y especificamente con que formula
de las desarrolladas en el Capitulo 2, estan vinculadas. En la mayoria de los casos se ha
transcripto la expresion a la que se refiere. El nombre que poseen es el mismo con que se las
denomind dentro del programa. Observar que no hay tildes en dichos nombres y en algunos
de ellos se trata de una combinacion de palabras con letras maydsculas en su expresion
escrita.

recurrencia estaen funcién de la barra j, y es la encargada de vincular a los coeficientes
de los desarrollos en series de potencias (2.34) y (2.35). Los mayores o iguales a 4 en el
desarrollo de la funcion desplazamiento transversal (correspondientes a los coeficientes Aj;)
y mayores o iguales a 2 en la funcion de desplazamiento axial (correspondientes a los
coeficientes Bj;). De esta manera, en cada barra, independientemente del grado de potencia
méaxima requerida, quedan solo 6 coeficientes que, en principio, son las incdgnitas. Ellos son
los cuatro primeros del desplazamiento transversal y los dos primeros del desplazamiento

axial:
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2 2
(04,i gDZ,i

geometricas se refiere a las tres condiciones de compatibilidad geométricas dadas por las
expresiones (2.37a, b, ¢), las mismas estan en funcion de dos barras que concurren a un nodo,
una de ellas conocida (la barra j) y la otra desconocida (la barra k), que toma los valores ya
calculados de la barra j:

i=0 i=0
A<O_Cj,k ;AJI _Sjkg ji

ak m-1
Aa= a_ZO:(Dl,i Aj,i+1
j i

giro es una sola ecuacion de compatibilidad geométrica (2.38d) donde intervienen los

giros de dos barras que concurren a un nodo y ambas tienen su origen local en el mismo:
0= q; A<,1 _akAj,l

geometricasEsp son solamente dos condiciones de compatibilidad geométricas
especiales (2.37a, b) y se utilizan en el inicio de una barra donde hay una articulacion en la
barra desconocida, por lo tanto aparecen solo los desplazamientos y NO el giro, ya que en
esta situacion este giro es desconocido.

ecuacompat son las ecuaciones de compatibilidad geométricas (2.38a, b, c). Se las utiliza
para vincular dos barras, la j y la k que concurren a un nodo y ambas ya han sido evaluadas

anteriormente:

ZBk,i _(Cj,k sz,i + S ZAj,i j:O

i=0 i=0 i=0
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Zm:Ak,i_(ijk Zm:Aj,i - Sj,kiBj,ij=0

i=0 i=0 i=0

m-1

m-1
q; Z§01,iA<,i+1_akz¢’1,i Ajia =0
i-0 i—0

ecuacompatEspeciales son solamente dos ecuaciones de compatibilidad geométricas
(2.38a, b), que se realizan en el extremo final de una barra, en donde se encuentra una barra
articulada al entramado. Por lo tanto aparecen solo los desplazamientos y NO el giro, ya que
en esta situacion el giro es desconocido.

equi son las tres condiciones de equilibrio en un nodo, (2.62), (2.63) y (2.64). Estan en
funcion del nodo y de las barras que concurren al mismo. Aqui la barra k toma valores del

total de las barras entrantes al nodo (nbe) y del total de las barras salientes del nodo (nbs).

_1 nbe m-3 m-1
Ak3 = |:Z[_J3yb Ck,bz%,ipb,ns + Fl,b Sk,bzgpl,i Bb,i+1j +
b1 i=0 i=0

‘]3,k 2%

nbs
Z(‘]3 b Ci b(/73,oAb,3 - Fl,b Sk,b(/’l,o Bb,l):|

1 k Prol b2 i=0 i=0
nbs

+

nbe m-3
|:Z(‘]3b Sk,b ¢3IA}I+3+Fleka¢1I |+1J
b=

—Jap Skp®30A s~ Fip Cinro Bb,l)}

b=1

@

{i[ meZi%u |+2j+nzbs:‘]2b¢zop\)z}

‘Jz k P20 | b1 i=0
CondEquiEsp son solamente dos condiciones de equilibrio (2.62) y (2.63), que se utilizan
donde hay una articulacién, por lo que no se transmite momento en el nodo (Ax2= 0), solo
esfuerzos normales y transversales. Estan en funcidn del nodo y las barras que a él concurren.
ecuequi son las tres ecuaciones de equilibrio en un nodo, (2.65), (2.66) y (2.67). Estan en

funcion del nimero del nodo y de las barras que concurren a dicho nodo.
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nbe m-3 m-1
Z(_‘]S,b Ck,bz¢3,iA),i+3 + Fl,b Sk,bz%,i Bb,i+1j =0
i=0 i=0

b=1

nbe m-3 m-1
2[‘]3@ Sk,b2¢3,ipb,i+3 +R, Ck,bZ("l,i Bb,i+1J: 0
i=0

b=1 i=0

nbe

Z(_‘JZ,b mz_z(oz,i A\),nz] =0

b=1 i=

ecuequiEsp son dos ecuaciones de equilibrio especiales (2.65) y (2.66), que se realizan
en un nodo en el cual concurren solamente dos barras y las mismas estan articuladas entre
ellas. En este caso el momento flector es nulo, 0 no se transmite momento de una a otra barra.
ecuaMomNulo es la ecuacion que se plantea en el extremo final de una barra conocida,

en donde hay una articulacion a la estructura (no atierra). Se debe exigir que el momento sea

nulo (2.67).
m-2
Jox Z¢2,iA<,i+2 =0
i=0

vinculo esta en funcion de la barra j que lo posee en su extremo inicial (2.108):

Ao =K@ Ais

Bj,o = sz Dro Bj,l
)

A= Ky =22A,
Dro

vinculoinclinado estd en funcion de la barra j que posee un vinculo inclinado en su

extremo inicial (2.111) y (2.114):
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Ccos fsend—sen [ cosé
cos #cos@+sen send

B,=A

i.0 J.0

Js; @50 (cOSO cos S+senfsen )

B., =A
" PR g, (sen@cos f—sen Bcoso)

)

Programa.

Con los datos calculados anteriormente y las definiciones de las funciones, se ingresa a la
parte del programa propiamente dicho, que recorre la estructura siguiendo el camino
indicado en el item calculos iniciales. Ver diagrama de flujo en Apéndice, Programa D.

Comienza recorriendo todos los nodos resolviendo los vinculos que encuentre, utilizando
las funciones vinculo o vinculoinclinado, segun corresponda, en la barra j que concurre al
nodo vinculado. Luego le realiza la recurrencia a dicha barra j, que queda marcada (con
intencidn de no repetir la recurrencia, e indicar que dicha barra esta solucionada en lo que
respecta a los coeficientes del desarrollo en series de potencias). Para marcar la barra, se
agrega una septima columna de ceros a la matriz mat en la cual se coloca una bandera cada
vez que una barra pase por recurrencia. En esta instancia, todas las barras que contienen un
vinculo en uno de sus extremos, se las considera resueltas, ya que han pasado por la
recurrencia de los coeficientes.

Luego se recorre nuevamente el entramado, siguiendo el camino, evitando los nodos con
vinculos. Esto asegura que siempre encontrard al menos dos barras en cada nodo, y una de
ellas seguro que ya estara resuelta. Se realizan las siguientes acciones:

Analisis de las condiciones geomeétricas, esenciales o primarias
- En cada nodo, ya es conocido el vector que contiene el nimero de las barras que
concurren al mismo, de manera que selecciona la barra que se encuentra en el camino,
y ya ha sido resuelta. Las demas barras obtendran sus coeficientes en funcion de esta
barra.
- Se verifica si la barra se encuentra articulada a la estructura en su extremo final y si
en ese extremo existen otras barras NO articuladas entre si, y que tengan alli su

origen; en tal caso se plantea la ecuacion de giro entre ellas.
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- Se comprueba si alguna de las otras barras que concurre al nodo ya ha pasado por
recurrencia, en tal caso se realizan las ecuaciones de compatibilidad geométricas,
ecuacompat.

- En caso que haya articulaciones al entramado en alguna de las barras se realizan las
dos ecuaciones de Compatibilidad, llamando a ecuacompatEspeciales.

- Si se trata de un nodo en donde concurren barras que NO han sido evaluadas aun, se
realizan las condiciones de compatibilidad geométricas, geometricas, entre cada una
de las barras del nodo y la que ya trae los datos; luego se las marca a todas como

evaluadas realizandole también la recurrencia.

Analisis de las condiciones de Equilibrio, Naturales o Secundarias

- Enelcaso de que las barras del nodo estén marcadas con la recurrencia, o sea que ya
han sido evaluadas, se les realizan las tres ecuaciones de equilibrio, ecuequi, caso
contrario son las tres condiciones de equilibrio, equi.

- Si la barra tiene en su extremo una articulacion al entramado, se plantea la ecuacion
de momento nulo, ecuaMomNulo. En el caso que la articulacion se encuentre en el
origen local de la barra j, se anulan los coeficientes Aj, ».

- En la situacion particular de un nodo al cual acceden solamente dos barras, y existe
una articulacion entre ellas, se realizan las dos condiciones de equilibrio,

CondEquiEsp, y la ecuacion de momento nulo, ecuaMomNulo.

Calculo de autovalores.

Luego de haber recorrido todo el camino, todas las barras han pasado por la recurrencia,
0 sea que han sido evaluados sus coeficientes. Luego se procede a armar la matriz con las
ecuaciones, a la cual se calculara su determinante. Programa C del Apéndice.

En cada oportunidad que el programa, descripto anteriormente, realiza una ecuacion, ésta
es almacenada como un elemento ecip en donde i = 1,..., nil yp =1,..., nil. Esta matriz
cuadrara de orden nil es a la cual se le calculan los valores de w que anulen el determinante.
Dichos valores, o autovalores, son las frecuencias naturales del entramado.

Al utilizar el programa Mathematica [1], existe la posibilidad de que realice el célculo

simbdlico del determinante, generando un polinomio de alto orden en la variable w, ya que
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cada elemento de la matriz es un polinomio en variable w. Luego se pude solicitar al mismo
programa que calcule las raices de dicho polinomio. Este proceso demora una gran cantidad
de tiempo, de manera que se ha optado por realizar dicho céalculo empleando un método

numérico como lo es el método de biseccion. Programa E en el Apéndice.

Método de biseccion

Se utiliza este método en el programa para analizar el determinante de la matriz comentada
en el parrafo anterior hasta encontrar los valores de w que anulen el determinante,
seccionando los intervalos de busqueda.

Se comienza con un valor inicial de w muy pequefio (wo = 0.01, y es posible cambiarlo);
se calcula el valor del determinante y se incrementa en un valor Aw (ejemplo Aw = 4 con
posibilidad de ser cambiado), y se vuelve a calcular el determinante. En caso que los dos
valores calculados de los determinantes posean el mismo signo, se sigue incrementando w,
caso de tener signos opuestos, el incremento cambia el signo y pasa a valer la mitad del
anterior (biseccion). Se continta de esta manera hasta que dos valores consecutivos de w
estén tan proximos como se quiera, para esto se debe ingresar un valor del error permitido ¢
(por defecto es € = 0.0001). El valor de w encontrado es la primera frecuencia w1. Se continla
a partir de la frecuencia hallada con el incremento original Aw, con fines de buscar la
siguiente frecuencia, hasta un total de 5 (valor que también es posible de cambiar).

Finalmente imprime los valores de las 5 frecuencias naturales del entramado.

Gréficos de las formas modales.

Luego de obtenidas las frecuencias naturales del entramado, se deben mostrar las formas
modales correspondientes a cada una de estas frecuencias. Como se ha aclarado antes, el
programa que se ha utilizado Mathematica [1] es un programa de matematica simbolica,
donde realizar graficos es mucho mas complejo que en programas graficos, haciendo mas
lenta esta parte del calculo.

Se explica a continuacion el método que se ha utilizado para conducir la blsqueda de
autovectores de un problema no lineal, a un problema lineal equivalente.

El programa Mathematica [1] contienen el algoritmo optimizado para resolver el problema

de valores propios aplicados a una matriz para los denominados problemas lineales,
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utilizando los comandos Eigenvalues, para los valores propios, Eigenvectors, para los
vectores propios o Eigensystem para obtener ambos.

Hasta el momento se tiene la matriz en donde sus elementos son polinomios en variable
w. Se han calculado las frecuencias naturales wj resultante de anular el determinante de esa
matriz. Al reemplazar cada uno de estas wj en la matriz, generan una matriz cuadrada
numérica singular para cada frecuencia natural. Uno de los autovalores de esta matriz es nulo.
Identificando la posicidbn de este autovector nulo, se selecciona el autovector
correspondiente. Las componentes de este autovector se reemplazan en las incdgnitas de
nuestro problema para luego recorrer el portico y encontrar todos los coeficientes de los
desarrollos en series de potencias de cada uno de los tramos del portico.

Conociendo ahora, para cada frecuencia natural, las funciones polinGmicas
correspondientes a los desplazamientos axiales y transversales, se ingresa a un subprograma

que realiza el grafico del pértico.
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Capitulo 4

EJEMPLOS DE CALCULO DE VIBRACIONES NATURALES DE
ENTRAMADOS

Introduccion:

Con el fin de ilustrar lo propuesto en los dos capitulos anteriores, se presentan aqui un
grupo de ejemplos de entramados, a los que se les calculan las primeras frecuencias
naturales de vibracion las formas modales.

Los resultados obtenidos con el programa elaborado con Mathematica [1], se comparan
con los calculados mediante el Software comercial de elementos finitos Algor [4]. En este
programa se ha utilizado el analisis de tipo LINEAL, calculando las frecuencias naturales
SIN incluir esfuerzos en las barras -traccidon o compresion- ni cargas adicionales en los
nodos. Debe notarse también que los valores de frecuencias obtenidos en Algor, que
figuran en las imagenes que se han colocado correspondientes a las formas modales, estan
afectados por 27 en el pasaje de unidades, de radianes por segundo a hertz. Algunos
resultados son también comparados con los obtenidos mediante la utilizacion de un
programa de elementos finitos realizado por De Rosa [44].

Es posible elegir barras con diferentes caracteristicas geométricas y fisicas, pero para
simplificar la carga de datos en los programas utilizados, se adoptan todas las barras
iguales, de seccion uniforme F =0.12 m?, con modulo de elasticidad E = 2,1 x 101'N/m?, las
longitudes de las barras se toman en metros, el momento de inercia J = 0,0036 m* y peso

especifico p = 7850 Kg/m?®.

Ejemplo 1
En primer lugar, se resuelve un pdrtico cerrado simple, como se muestra en la Figura

4.1, formado por 6 barras y 6 nodos.
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Se evalUa este primer ejemplo utilizando diferentes tipos de vinculacion a tierra que se
detallan a continuacion:
Biarticulado: se muestran los valores de las frecuencias naturales en la Tabla 4.1 en hertz,
en donde se usa el programa desarrollado con Mathematica [1] con series de potencias de
grados 10, 20 y 25, respectivamente. Se comparan ademas con los resultados obtenidos
utilizando 10 elementos por barra en el Software Algor [4] y con el programa de elementos
finitos desarrollado por De Rosa [44]. Se muestra en la Figura 4.2, el grafico que produce el
programa luego de cargar los datos del entramado, o sea las coordenadas de los nodos del
portico, las barras y la ubicacion de los vinculos, a los fines de verificar visualmente el

portico a calcular previo a realizar el recorrido para obtener las frecuencias naturales.

(0,6)

® - (a) (36)

2 4

) 6 )
(2 o) (5) (3.4)

1 5
O K (6) (3,0)

X

>

Figura 4.1: Entramado analizado con 6 barras y 6 nodos. Los vinculos a tierra se encuentran

ubicados en los nodos 1y 6. Las coordenadas de los nodos en el sistema global en metros.

Articulado - empotrado, se observan los resultados obtenidos en la Tabla 4.2.
Empotrado-libre, con los resultados en la Tabla 4.3, y en la Figura 4.3 los gréaficos de las
dos primeras formas modales obtenidos con el programa.

Empotrado- empotrado, con los valores obtenidos en la Tabla 4.4 y en la Figura 4.4 se
comparan las formas modales obtenidas con series con los gréaficos de Algor [4].
Empotrado y con articulaciones simples inclinadas, se muestran los resultados de las

frecuencias naturales de este ultimo caso para este entramado en la Tabla 4.5.
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Figura 4.2: Entramado analizado con 6 barras y6 nodos. Grafico que muestra el programa,

Caso 1: Biarticulado

para el caso doblemente articulado.

Modo Series de potencias MEF [4] MEF [44]
10 20 25 Algor De Rosa
1 61.750 61.751 61.751 61.750 61.751
2 506.204 510.830 510.830 510.556 510.932
3 675.240 708.221 708.221 708.241 708.511
4 896.686 913.613 913.613 914.015 913.972
5 1041.070 1040.360 1040.360 1039.960 1041.220
6 1243.670 1240.330 1240.330 1239.920 1241.590

Tabla 4.1: Resultados de frecuencias naturales en hertz, obtenidos al analizar el portico

biarticulado con series de potencias de grados 10, 20 y 25, comparados con los obtenidos

utilizando 10 elementos por barra en el Software Algor [4] y en el programa de elementos

finitos desarrollado por De Rosa [44].
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Caso 2: Articulado - empotrado

Series de potencias
Modo Algor [4]
10 15 20 25

1 98.220 08.222 08.222 08.222 98.2056
2 535.896 541.856 541.853 541.853 541.806
3 809.509 825.341 825.339 825.339 825.409
4 900.034 915.496 915.482 915.482 915.655
5 1172.650 1206.310 1206.940 1206.940 1206.108
6 1252.660 1247.460 1248.000 1248.000

Tabla 4.2: Resultados obtenidos al analizar el portico articulado - empotrado con series de
potencias de grados 10, 15, 20 y 25, comparados con los obtenidos utilizando 10 elementos

por barra en el Software Algor [4].

Caso 3: Empotrado-libre

Modo Series de potencias Algor [4]
10 15 20 25

1 32.267 32.268 32.268 32.268 32.243
2 97.806 97.820 97.820 97.820 97.722
3 216.312 216.699 216.699 216.699 216.099
4 620.842 628.331 628.356 628.356 627.431
5 1014.100 993.772 994.186 994.187 989.187
6 1092.050 1063.660 1063.730 1063.730

Tabla 4.3: Resultados obtenidos al analizar el portico empotrado - libre con series de
potencias de grados 10, 15, 20 y 25, comparados con los obtenidos utilizando 10 elementos

por barra en el Software Algor [4].
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Figura 4.3: Primeras dos formas modales del pértico empotrado-libre, obtenidas utilizando

series de potencias.

Caso 4: Empotrado- empotrado

Modo Series de potencias Algor [4]
10 15 20
1 124.015 124.030 124.030 124.002
2 592.200 603.611 603.609 603.581
3 879.876 906.325 906.305 906.620
4 920.177 1006.790 1006.700 1006.810
5 1225.700 1234.400 1234.580 1233.550
6 2377.430 1339.590 1340.720 1340.712

Tabla 4.4: Resultados obtenidos al analizar el portico empotrado - empotrado con series de

potencias de grados 10, 15, 20 y 25, comparados con los obtenidos utilizando 10 elementos

por barra en el Software Algor [4].
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Mode 1ot 20
Frequency: ©5 7392 /5
Made: - 2araC
Fraquency 850024 05
Mode 3ol 20
Fresuency 12431845

Figura 4.4 Primeras 3 formas modales del portico empotrado - empotrado, obtenidas con

series de potencias comparadas con graficos del Software Algor [4].

Caso 5: Empotrado en el nodo 6, con dos articulaciones inclinadas: en el nodo 1 con un

angulo de —t/3 respecto a la vertical del vinculo, y en el nodo 4 con +xu/6.
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Series de

Modo | potencias, Algor [4]
grado 30

1 175.539 175.465

2 331.901 331.958

3 596.744 596.705

4 842.242 842.148

5 1206.397 1205.970

Tabla 4.5: Resultados obtenidos al analizar el prtico con un empotramiento en el nodo 6 y
dos articulaciones inclinadas en los nodos 1y 4, comparados con los obtenidos utilizando
10 elementos por barra en el Software Algor [4].

NOTA: Utilizando la metodologia propuesta en esta tesis, la resolucion de este
entramado, en todos los casos, requiere resolver un sistema con solo 9 incognitas. En las
resoluciones con el método de elementos finitos [3-5], se han utilizado elementos viga,

dividiendo a cada barra en 10 elementos, lo que conduce a un total de 180 incognitas.

Ejemplo 2

A los fines de mostrar un entramado mas complejo, se presenta el portico de la Figura
4.5, que posee 12 nodos y un total de 18 barras. Utilizando los desarrollos en series de
potencias, este poértico se resuelve con 33 incognitas. Con el método de los elementos
finitos [3-5], a 10 elementos por barra, suman unas 540 incdgnitas. Se muestran los

resultados de las primeras frecuencias naturales en la Tabla 4.6.
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Figura 4.5: Portico analizado con 18 barras y 12 nodos. Los vinculos a tierra se encuentran

ubicados en los nodos 1y 11 (articulaciones), los extremos 2 y 10 son libres. Las

coordenadas de los nodos en el sistema global en metros.

Series de Potencias

Modo Algor [4]
10 Error (%) 30 Error (%) 50 Error (%)
1 69.803 | +0.0017 | 69.803 +0.002 69.803 +0.002 69.802
2 551.361 | -0.0190 | 551.961 | +0.089 551.961 +0.089 551.469
3 768.218 | -0.0068 | 768.349 | +0.0103 | 768.349 | +0.0103 768.27
4 1259.472 | -3.731 | 1308.517 | +0.0173 | 1308.517 | +0.0173 | 1308.291
5 1478.636 | -1.811 | 1506.147 | +0.015 | 1506.147 | +0.0149 | 1505.922

Tabla 4.6: Resultados obtenidos al analizar el entramado de 18 barras y 12 nodos, con

series de potencias de grados 10, 30 y 50, comparados con los obtenidos utilizando 10

elementos por barra en el Software Algor [4].
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En la Tabla 4.6 se mencionan los errores relativos, calculados como indica la expresion
(4.2), entre los valores obtenidos al utilizar el método propuesto y los que se consiguen con
el método de los elementos finitos Algor [4], con las condiciones planteadas (grado de los

polinomios en series y cantidad de elementos en MEF).

_ (frec.Algor)-(frec.Series)

Error
(frec.Algor)

(4.1)

Es importante destacar, que el valor exacto no se conoce. Elementos finitos realiza una
aproximacién, que se mejora al aumentar la cantidad de elementos por barras,
incrementando considerablemente el nimero de incdgnitas. Con series, al aumentar el
grado no crece la cantidad de incdgnitas. Es posible concluir que si la serie tiende a infinito,
se resolveria con la misma cantidad de incognitas y se estaria obteniendo el valor exacto

tedrico de la frecuencia natural buscada.

Ejemplo 3

El siguiente entramado plano esta formado por 11 barras, se encuentra vinculado a tierra
por dos articulaciones, en los nodos 1 y 9, con dos vinculos libres: 4 y 7. Tiene la
particularidad de que algunas barras estan internamente articuladas al portico, tal es el caso
de la barra 10 que se articula en el nodo 2 y la barra 11 que lo hace en el nodo 6. Se observa
el entramado propuesto en las Figura 4.6, y en la Figura 4.7 se muestra el grafico que
produce el programa desarrollado.

Se encuentran las frecuencias naturales utilizando polinomios de grado 30 y comparados
con el método de los elementos finitos Algor [4], los valores se muestran en la Tabla 4.7.
En esta oportunidad, se emplean 24 incdgnitas para resolver el pértico con la metodologia

propuesta, siendo 330 las necesarias para MEF.
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Figura 4.6: Entamado de 11 barras con dos articulaciones internas en la barra 10 en el

nodo 2 y la barra 11 en el nodo 6. Con articulaciones a tierra en los nodos 1y 9.
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Figura 4.7: Entamado de 11 barras, dibujo que muestra el programa.

Series de
Modo |  potencias Algor [4]
grado 30
1 62.813 62.813
2 463.083 463.170
3 498.215 497.875
4 630.807 630.580
5 766.089 765.851

Tabla 4.7: Resultados obtenidos al analizar el portico con articulaciones internas,

comparados con los obtenidos utilizando 10 elementos por barra en el Software Algor [4].
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Conclusiones

La caracteristica de mayor importancia a destacar de la solucién por series al detectar las
frecuencias naturales de un entramado es el nimero de incognitas. Es siempre muy pequefia
la cantidad de incognitas que resuelve el conjunto estructural, cualquiera sea el nimero de
barras del portico. Como contrapartida, otros métodos, tal como el conocido de los
elementos finitos [3, 5], deben plantear forzosamente tres incdgnitas por cada nodo. Por lo
general, es necesaria la subdivision de cada barra en pequefios elementos para garantizar un
mejor resultado, lo que obliga a la proliferacion de nodos, y por ende, aumenta la cantidad
de incdgnitas del problema a resolver.

Al utilizar series, las primeras frecuencias naturales requieren bajo grado en la potencia,
con potencias hasta orden 10 hay muy buena aproximacion, como se lo observa en los
ejemplos. Para frecuencias mayores, es necesario aumentar este grado en los polinomios.
Se debe tener muy en cuenta que también es necesario el aumento en la cantidad de
elementos al utilizar MEF, incrementando ampliamente la cantidad de incognitas, no
sucediendo lo mismo al utilizar series de potencias, ya que la cantidad de incdgnitas es
independiente del orden del polinomio utilizado. Se lograria también, con este ultimo
método, una solucion exacta en caso de poder considerar polinomios en donde, en el limite,

el grado tienda a infinito.
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Capitulo 5

RESOLUCION DE ESTATICA EN ENTRAMADOS CON SERIES DE
POTENCIAS

Introduccion:

En el presente capitulo se muestra de que manera, utilizando desarrollos de series de
potencias, se resuelven los entramados cuando los mismos se encuentran sometidos a
esfuerzos y momentos. Estos esfuerzos pueden ser cargas verticales u horizontales en los
nodos, momentos aplicados en los nodos, o bien cargas distribuidas transversales y/o axiales
aplicadas a lo largo de las barras. Se obtienen los diagramas de los desplazamientos axiales
y transversales, los esfuerzos de corte y normales, ademas de los diagramas de momentos
[49].

De la misma forma que lo desarrollado en capitulos anteriores para el calculo de las
frecuencias naturales de vibracion, el método tiene la ventaja que solo es necesaria la
continuidad geométrica y estatica en cada nodo. EI nimero total de incognitas es muy bajo
y, en general, depende de la cantidad de vinculos a tierra y del nimero de barras que llegan

a los nodos.

Planteo del problema

En principio, lo desarrollado para el célculo dindmico en lo que respecta a las
caracteristicas geométricas y mecanicas del entramado, son similares. El portico se encuentra
en un sistema de coordenadas de referencia X-Y. Con la siguiente nomenclatura:

nb es la cantidad total de barras.

nn es el nimero total de nodos.

j  eselsubindice que denota la barra, j=1,2, ..., nb.
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n es el subindice que denota el nodo, n=1,2, ..., nn.
Las caracteristicas de cada barra son las siguientes:
E; Mddulo de Young de la barra j.

p; Densidad de la barra j.

F; Areade la barraj.

Ji  Momento de Inercia de la barra j

oj Angulo entre la barra j y el eje de abscisas.

ojx Angulo entre la barra j y la barra k.

a; Longitud de la barra j.

X-Y Sistema de coordenadas globales.

Xj Coordenada local de la barra j.

Las unidades que se utilizan son las que seleccione cada usuario, en los ejemplos que se
muestran en la presente tesis se ha empleado el sistema MKS.

Para esta instancia de célculo es necesario conocer también los valores de los esfuerzos
en los nodos y en las barras, que son datos en el problema a tratar.

En los lugares donde existen esfuerzos concentrados es necesario crear un nodo. Estos
esfuerzos son, para el nodo i: Hi (horizontal), V; (vertical) y ui (momento aplicado),

considerandolos positivos cuando el sentido es el indicado en la Figura 5.1.
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X

Figura 5.1: Esquema general de un entramado con cargas concentradas en el nodo 5,

transversales distribuidas en la barra 10 y axiales distribuidas en la barra 11.

En lo que respecta a las cargas distribuidas axiales p; (x) y transversales gj (X) que se
encuentran en la barra j, las mismas deben estar expresadas en su desarrollo con series de

potencias, como se indicaen la (5.1 ay b):

mp

i ! i
pi(x)=2 P, 9 (Xj):;; G5 X (5.1a, b)

i=0

Siendo mp y mq los maximos grados en los desarrollos en series de potencias de cada una
de las cargas axiales y transversales respectivamente. Los valores de los coeficientes pj;i y

Qji son datos para cada barra j que posea cargas distribuidas. Si la carga es una funcion
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trascendental, es posible hacer previamente el desarrollo en series de Taylor (0 Mc Laurin
como caso especial) de la expresion y expresarla como series de potencias. En el caso de
existir cargas parciales en un tramo de una barra, es necesario colocar un nuevo nodo de
modo de dividirla en barras para cada una de las cargas parciales, de forma que cada tramo
tenga carga distribuida en toda su extension. De la misma manera que si hay cargas
concentrados en el medio de un tramo se debe crear un nodo donde se ubica el mismo.

Las ecuaciones gobernantes del problema estatico son las siguientes

E;J;vi"(x)-a;(x)=0 (5.2a)

E;F; ul(x;)+ p;(x,)=0 (5.2b)

]

Pasando las expresiones anteriores a coordenadas adimensionales, utilizando el mismo

cambio de variables que se usé en el estudio dinamico:

OSXJ- <8, = 0<-lx1
a.
J
X.
§== (5.3)
a
Las ecuaciones (5.2a) y (5.2b) resultan:
EJ; V(&) -afa;(5) =0 (5.49)
BjF u(&)+ alpi(5)=0 (5.4b)

De la misma forma que en el Capitulo 2, la comilla, de ahora en mas se refiere a la derivada
respecto de la nueva variable. Siendo las expresiones de las cargas distribuidas axiales y

transversales las que se muestran en las (5.1a, b).
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Desarrollo en series de potencias

Se propone, para la solucion de las ecuaciones diferenciales, de la misma forma que en el
estudio de vibraciones, un desarrollo en series de potencias para las funciones desconocidas
de los desplazamientos transversales y axiales de cada barra [54, 55], con las siguientes

expresiones:

Vi (fj):iAj,i ég} “j(gj)zzm:Bj,i 5} (5.52, b)

En donde, sus correspondientes derivadas de orden superior, se escriben de la siguiente

forma:
v, (eﬂ-)=§¢“ A
V()= rg%,i Ao é; (5.6a, b, ¢)
V'(6)= 2 0 A

donde:

(i+k)! (5.7)

i) =0 %
ii(6)+ 2o o

Siendo:
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J, =—1 F, =— (5.9a, b)

Utilizando ahora las soluciones propuestas en serie de potencias en (5.1), (5.5) y (5.6):

m-4 i 1 m :
Pii Ajia _J_qu,i ;=0 (5.102)
i=0 4,j i=0
m-2 : 1 & :
?i B2 G +_Z p;i&; =0 (5.10b)
i=0 Fz,j i=0

Igualando los coeficientes de igual potencia en ambos desarrollos, las expresiones para la

recurrencia resultan ser:

A= (5.11a)
J4,j Dy i

B = (5.11b)
FZ,j D,

Como puede apreciarse en la ecuacion (5.11a), se vinculan los coeficientes Aji+a con los
coeficientes de las cargas gj;, Yy en la ecuacion (5.11b), los Bji+2 con los p;i lo que resulta en

cada barra j un total de 6 incognitas, a saber: Ajo, Aj1, Aj2, Aj3, Bjo Y Bij1.

Condiciones de Compatibilidad Geométrica
De la misma forma que lo desarrollado en capitulos anteriores, para el caso de vibraciones,
en cada nodo donde concurran m barras, se deben plantear m-1 condiciones de continuidad

geométricas cuyas expresiones son:

Bo=Cpi 2 Bii + S LA, (5.123)
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Ako :Cj,k ZO:Aj,i - Sj,kZOIBj,i (5.12b)
ak m-1
A= - 2% A (5.12¢)

Con ellas se obtienen los coeficientes Aco, Ax1y Bko, de la barra k en funcion de la
barra j, que considerando el orden del calculo, debe ser previa a la barra k. En otras palabras,
la barra j trae los valores de los coeficientes ya calculados, y la o las otras barras que salen
de ese nodo, lo toman en funcidn de los coeficientes de ésta. Es importante recordar que las
barras que salen de un nodo, son evaluadas en cero (&= 0), de manera que solo queda el
primer coeficiente en el desarrollo en series. La barra j es evaluada en su extremo final (&=

1). Esto significa que existe sumatoria de sus coeficientes.

Ecuaciones de compatibilidad geométrica

Hay situaciones donde se arriba a un nodo en donde hay mas de una barra conocida. En
este escenario se deben plantear las ecuaciones de compatibilidad geométricas con las barras
de las cuales se conocen sus coeficientes en el desarrollo en series de potencias. En este caso,
las barras son evaluadas en su extremo final, resultando sumatorias de coeficientes. Esta
situacion adiciona 3 ecuaciones mas por cada barra en el contexto antes descripto. Lo antes
dicho resulta ser uno de los principales adelantos producto de la presente investigacion ya
que, con esta metodologia, se logra pasar de porticos abiertos, previamente estudiados por
otros autores [6-12], a entramados cerrados. Se ha denominado portico abierto a aquellos en
los cuales en cada nodo solo concurren dos barras o bien existe un vinculo, y pérticos
cerrados (o entramados) a aquellos en donde pueden arribar mas de dos barras a un nodo y
hasta pueden existir vinculos en nodos a los que concurren méas de una barra, caso de los
marcos cerrados (ejemplo 6.5, Figura 6.10).

Las Ecuaciones de Compatibilidad Geométricas quedan expresadas de la siguiente

manera.
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ZBM—(CM > B+ Si DA J:o

i=0 i=0 i=0
m
=0

i=0

A<,i _(Cj,k ZAj,i - Sj,kZBj,i]:O
i=0
m-1 m-1
a; Z¢l,iA<,i+1_akZ¢1,i Aiia =0
i=0 i=0

a; A(,l_ak Aj,l =0

(5.13a)

(5.13b)

(5.13c)

(5.13d)

Se debe recalcar que en estas ecuaciones, la barra k es evaluada en su extremo, 0 sea en

& =1, por lo que resulta una sumatoria de los coeficientes de las series de potencias en las

ecuaciones (5.13 a-c). El caso especial de la (5.13 d) es cuando ambas barras son evaluadas

en el origen de las mismas.

Condiciones estaticas de equilibrio en los nodos

En los nodos en los que concurre mas de una barra, se deben plantear las correspondientes

condiciones estaticas de equilibrio, o sea dos sumatorias de esfuerzos y una de momentos, de

la misma forma que se realizo en el Capitulo 2 para el caso de vibraciones naturales. Con un

andlisis similar, que se muestra luego en este mismo capitulo bajo el titulo “Analisis detallado

de las ecuaciones de equilibrio cuando existen cargas puntuales aplicadas en los nodos”, se

llega a las siguientes expresiones para dichas condiciones de equilibrio:

1 nbe m-3 m-1
Aks = ] |:Z(‘]3,b Ck,bz%,ip\),na + Fl,b Sk,bz%,i Bb,i+l
3k P30 [ b=t i—0 0

nbs

+Z(_‘J3,b Cev?30A s~ Fip Sipro Bb,1)+ H, S -V, C
b1

(5.144)
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l nbe m-3 m-1
Bk,l = = {Z[_Js,b Sk,bz(/’s,i A\j,i+3 + Fl,b Ck,bz(pl,i Bb,i+1j +
i=0 i=0

1k Pro [ b=t

(5.14b)
nbs
+ Z(Ja,b Si®s.0A s~ Fup Cip@ro Bb,l)_ H.C, _Vnsk:|
b1

1 nbe m—2 nbs
Az= ] |:Z[J2,b2¢z,i'%,i+zj_zjz,b P02 _/Jn} (5.14c)
2k Poo | b=t i—0 bt

Siendo, nbe y nbs el nimero total de barras entrantes y salientes respectivamente al nodo
en estudio, y k la barra de la cual se despejan los coeficientes.

El subindice n es el que corresponde al nodo en el cual se esta planteando el equilibrio y
actlan las cargas horizontal, vertical y momento. Los senos y cosenos con un solo subindice
son los correspondientes a la barra respecto al sistema de coordenadas global, debido a que
surgen de la proyeccidn de las cargas sobre la direccion de la barra en estudio.

Con estas tres expresiones, es posible realizar la programacion para el total de barras que

concurran o salgan de un nodo.

Ecuaciones estaticas de equilibrio en los nodos
En nodos en los cuales todas las barras concurren, esto es decir que en el mismo todas
Ilegan con coordenada &= 1, se plantean las ecuaciones de equilibrio, con un andlisis similar

al realizado en vibraciones. Asi se obtienen las ecuaciones que se expresan a continuacion:

nbe

Z(Jz,bz‘,%,ip\;,nz}_% =0 (5.15a)

b=1
nbe m-3 m-1
Z|:_‘]3,kck,32¢3,ip\<,i+3 - Fl,ksk,32¢l,i Bk,i+l:| - HhSk +Vth =0 (5-15b)
k i=0 i=0
nbe m—3 m-1
Z|:_‘]3,ksk,3z¢3,iAk,i+3 + Fl,ka,sz¢1,i Bk,i+1j| - Hth _VhSk =0 (5-150)
k i=0 i=0
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Analisis detallado de las ecuaciones de equilibrio cuando existen cargas
puntuales aplicadas en los nodos

A continuacion se realiza un analisis cuidadoso de las expresiones que se utilizan en
equilibrio de nodos para los casos en que hay esfuerzos aplicados en los mismos. Se parte
del andlisis de variaciones [18-25, 50-54] correspondiente a un entramado en el que se aplican
esfuerzos en nodos y cargas en barras. Se llega también a las ecuaciones diferenciales que
gobiernan el problema estatico (5.26 a, b), mostradas anteriormente en (5.8 a, b).

Considerando todas las energias que intervienen en un entramado sometido al estudio, la
energia de deformacion U, considerando los aportes flexional y axial para cada barra j, la

energia S debido a los esfuerzos aplicados en los nodos, son las siguientes:

_rfa M) o BNE(x)
u=> le“ ! ) dxj+_([ 33 dx, (5.16)

° :g{Hi[Can (Xj)+savi (Xi)}r

+V, [Sa u; (xj)—Ca \7 (Xj )]+ﬂi Vi (XJ )}

(5.17)

En esta ultima expresion, el subindice j se refiere a la barra j sobre la cual se proyecta el
esfuerzo, siendo a el angulo entre la barra y el sistema global de coordenadas, C y S los
correspondientes valores de coseno y seno.

La energia T (5.18) debida a las cargas repartidas a lo largo de cada una de las barras j, ya

sean transversales q o axiales p:

O —y ®
o]

(%) v; (%) )dx, +T pj(Xj)u,—(Xj)de} (5.18)

La energia total W del conjunto estructural (5.19):
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W=U-S-T (5.19)
Debiéndose cumplir que

§(U-S-T)=0 (5.20)

_5§{Hi[cauj(xj)+savj(xj )]+Vi [Smuj (x,)-C, v, (x, )]+ (5.21)
+44,V; (, )}_5.[% (%;)v; (%, ) a, _51] P, (%;)u; (x;)dx; =0

0

Donde nb es el nimero de barras y nn el nimero de nodos. A continuacion se reemplazan

las expresiones del momento flector y esfuerzo normal.

=

[nzb: {Ej\]jzv}’(xj)ﬁv” )dx; +E;F, ju D—
—i{H{Ca ou; (x;)+S, cSVj(xj)]+Vi [Sa ou;(x;)-C, 5vj(xj)}+ (5.22)

i=1

j

4,8V (%))} - ! 9, (%, )ov; () dx; -

Oy ¥

p; (%;)du; (x; )dx; =0

Resolviendo las integrales por partes:
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(5.23)

nn

Z{Hi [Ca ou; (%;)+$, ov, (x, )] +V, [Sa du; (x;)-C, ov,(x, )]+

i=1

44,6V (Xj )}_Iqj (XJ)5VJ (xj)dxj _I P; (Xi)5uj (xj)dxj =0
0 0

Agrupando convenientemente, de los términos que contienen integrales se obtienen las

ecuaciones diferenciales que gobiernan el problema:

o '._._!D

[E]J]vj( )= qi(xj)]avi(xj)dszo =

E,J,v"(x;)-a;(%)=0 (5.24)

YT

1[ E;F U] (%)= p; (%) Jou;(x;)dx; =0 =

—E;Fuf (x;)=p;(x;)=0 (5:25)

R |

v}m(fj )_ qj\](fj) =0 —uj (fi)_ p]F(jJ) =0 (5.26a, b)
'] )
siendo
X; Ej.]j Eij
Tibe o=z Ri=r (5.27a, b, ¢)
J
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Se considera a continuacion, para simplificar el anélisis, la Figura 5.2 correspondiente a
5 barras que se encuentran en dos nodos. Las coordenadas locales de las barras 2 y 3 se inician
en el nodo 3, la barra 1 tiene su extremo final en el nodo 3, las barras 3, 4 y 5 tienen su final
en el nodo 4. En el nodo 3 se aplican los esfuerzos Hs, Vsy [z horizontal, vertical y
momento; en el nodo 4 Ha, V4 y pa. Estos esfuerzos se los considera, a los fines analiticos,
aplicados todos sobre la barra 3. En esta barra, ademas, actan las cargas transversales y

axiales qz(x) y ps(x), respectivamente.

Figura 5.2: Esquema de barras y esfuerzos en los nodos.

Desarrollando para el caso especial de 5 barras, Figura 5.2, los términos de la (5.23) que

no contienen integrales:
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Ellel"(xl)ﬁvl'(xl);11 + Eszv;’(xz)ﬁv;(xz);12 +.t ESJsvg(xs)évg(xs)Es -
| B3 V00) 8, (%)) + Endo v (%) v, (3, ) V2 (%) 8V, () |+

+E,F, ul'(xl)éul(xl)al

0

+E,F, u;(xz)éuz(xz)?

ot E5F5ug(X5)5U5(X5)|:5_
(5.28)
—H3[C35U3(X3)+S35V X3):| H [C 5u +S 5\/ :I_

-V, [SS S, (%, ) —C, OV, (xS)] -V, [83 SUy (X5)—C, OV, (xg)]—

—Hs Vg (Xs) = 14y 05 (%;) =0

Realizando ahora el cambio de coordenadas, para normalizar cada una de las barras del
entramado, y tomando solamente los términos en los que intervienen los desplazamientos
angulares, que son iguales para todas las barras en cada nodo, significa tener en cuenta que,

por ejemplo en el nodo 3:

6v;(0)=6v; (1) =6V, (0)
y en el nodo 4:

6, (1)=&, (1)= %, (1)

Agrupando:
LU 2% (0)-(0)9%(0) ]+ [ W% () v 0)% (0))+
; E;js [V1(1)8% (1) -v;(0)6% (0) ]+ E;§4 [V @eu)-v©)ov )] &2
+E;;js[ (1), (1) ~v2 (0)V; (0) |- 1 6V, (0) s 8 (1) =0

Se consideran las siguientes constantes:

Universidad Nacional del Sur 87



Héctor Daniel Martin Tesis Doctoral

3, =0 3y =—1 R, =—r (5.30a, b, ¢)

Reagrupando los términos convenientemente se llega a:

V4 (0)[ 3, (1) = 35,5 (0) = J,5 V5 (0) — 45 | =0 (5.31a)

V3 (D[ 3,5v5 (1) + 350 Vi (1) + Iy Ve (1) — 1, | =0 (5.31b)

Reemplazando las correspondientes expresiones dadas en (5.5) y (5.6a, b, ¢) de las series
de potencias en estas dos ultimas expresiones, surgen las condiciones de equilibrio (5.32a) y

la ecuacion de equilibrio (5.32 b) para momentos:

JosAs o0 = Jz,lzfﬂz,iAi,nz —do Ay oo — s =

i=0

J2,1Z¢2,iA1,i+2 - ‘]2,2 Az,z Do~ H3
i=0

A,= ' (5.32a)
Jos Pap

Jz,az¢z,iA3,i+2 +J24 Z(/’z,iAzt,nz + a5 Z(oz,iAs,nz —py =0 (5.32b)
i~0 i—0 i—0

Nota: En las condiciones de equilibrio, se suman las barras entrantes al nodo (solo la barra
1 en el caso del nodo 3) y se restan las salientes al nodo (la barra 2 en este nodo). En las
ecuaciones de equilibrio, se suman las barras entrantes al nodo. Evidentemente, si se estan
planteando este tipo de ecuaciones es para los casos en que NO hay barras salientes del nodo,
en cuyo caso, si las hubiera, se plantearian las condiciones de equilibrio.

A continuacion, retomando los demas términos de la (5.28), se proyectan todos los

desplazamientos sobre la barra 3:
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~{ 35 M(1)[ 81565 (0) + C 56V, (0) |- 35,(0) 5v, (0) +
+33,V5'(1) 8V, (1) = J5.,v5(0)[ S,,46U5 (0) +C, 46V, (0) |+
+J33V5 (1) 8v5 (1) = J;,v3(0) SV, (0) +
+35V5 (1)[ S450U5 (1) +C, 565 (1) |- 5,2/ (0) 5v, (0) +
+J,3,6V2'(1)[ Ss.56U; (1) + Cs 20V (1) |- J55v(0) S, (o)} +
+Fy4; (1)] C50U5 (0)—S,56V, (0) |- Fu; ( (0)+
, , (5.33)
+F;,U5 (1) 8u, (1) — Fy,u5 (0)[ C, 46U, (0) =S, 56V, (0)] +
+F,3u5 (1) 8u, (1) - F,u5 (0) S, (O) +
+FyqU; (1)[ C, 56U4 (1) — S, 50V5 (1) | - F4u; (0) Su, (0) +
+FyUs (1)] Cy 565 (1) — S5 50V5 (1) | F5uz (0) Sug (0) -
—H, [ C,8u, (0)+ 5,0V, (0) |- H, [ C,6u, (1) +S,0v, (1) ] -

-V, [ S,6u,(0)—C,0v, (0) |-V, [ S:0u, (1)~ C.0v, (1) ] =0

Reagrupando convenientemente, se obtienen las expresiones que nos conducen a las

condiciones de equilibrio y las ecuaciones de equilibrio faltantes:

0)[_J3,1C1,3V1m(l) + J3,2C2,3V;"(0) +J, 3v"'(0)

—FyS,3U; (1) + .S, U5 (0) —H,S, +V,C, | =0 (5.34a)
SU, (0)] =35,8, (1) + 35,8, ,v5(0) + F,C, 4u; (1) —
—F,,C, 35 (0)— Fy U5 (0)—H,C, —V;S; | =0 (5.34b)
OV (1) [_‘]3,3\/1’”(1) - Js,4c4,3VZ'(1) - 33,5C5’3vé"(1) —
(5.34c)

—FyS45U; (1)~ FisSs U5 (1) —H,S; +V,C; |=0
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Su, (1) [—J3V4S43vj{’(1) —J55SsaVe' (1) + Fyoul (1) +

, , (5.34d)
+Fy..Cal; (1) + Fug (1) - H,C, -V, S, | =0

Reemplazando las expresiones de las derivadas superiores por sus correspondientes en

desarrollo en series de potencias (5.5) y (5.6a, b, ¢), resultan:

J33A3050 = J3,1C1,3Z¢3,i/'\1,i+3 = J3,C,5050A0 5 +

i=0

+F1,181,3Z¢1,i Bin — Fi2523010By1 + H3S; - VG =

i=0

1 m
A= —[JMCMZ%J Az —332C5050A 5 +

J3305, i=0
. (5.35a)
+|:1,181,3Z¢1,i Bl,i+1 - Fl,zsz,s(ol,o BZ,l +H,S, —V3C3}
i—0
m
F300Bsy = _Ja,lsl,sz%,iAms + ‘]3,282,3(/’3,0Az,3 +
i=0
m
+F1,1C1,3Z(/’1,i Biii— Fi2Cos010Bys —HC -V, =
i=0
1 m
B,1 = = [_‘]3,181,32¢3,iA1,i+3 + ‘]3,282,3(03,0A2,3 +
1.3P10 i=0
N (5.35b)
+F1,1C1,Sz¢)1,i Bl,i+l - I:1,2(:2,3(01,0 BZ,l - H3C3 _V383}
i=0
m m m
_‘J3,3Z(/)3,i Ais— ‘J3,4C4,3Z¢’3,i Aia— ‘]3,5C5,3Z¢3,iA5,i+3 -
i=0 i=0 i=0
(5.35¢)

_F1,4S4,3Z¢’1,i Byi— Fl,sss,sz(”l,i B, —H,S;+V,C,=0

i=0 i=0
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_J3,4S4,3Z¢3,i Aia— ‘]3,585,32¢3,iA5,i+3 + Fl,sz(ﬁl,i Bsint+
i—0

i=0 i=0

o o (5.35d)
+F1,4C4,3Z§01,i Byt F1,5C5,3Z§01,i B, —H,C,-V,S,=0

i=0 i=0

Nota: En el caso de la condicion de equilibrio (5.35a), para obtener el coeficiente As3 se
suman las barras entrantes al nodo (solo la barra 1 en el caso del nodo 3) y se restan las
salientes al nodo (la barra 2 en este nodo). En el caso de la (5.35b), para obtener el coeficiente
Bs,1, en el caso de barras salientes se suman los coeficientes correspondientes al corte y se
restan los de esfuerzos normales. En barras entrantes se suman los normales y restan los del
corte.

En las ecuaciones de equilibrio, son todas las barras entrantes al nodo. Llevan todas el

mismo signo en el caso de la (5.35c) y signos contrarios en la (5.35 d).

Condiciones de borde

Cedimiento de Vinculos
En el caso de que los vinculos sufran algiun desplazamiento, es posible también calcular
los esfuerzos en las barras del entramado utilizando los desarrollos de series de potencias, ya

que indirectamente estos desplazamientos se los vincula con los coeficientes de la serie.

Figura 5.3: Esquema del cedimiento de vinculo en una articulacion de la barra j.
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Como se muestra en la Figura 5.3, en el extremo inicial de la barra j existe un
desplazamiento axial y otro transversal que se encuentran vinculados a los primeros

coeficientes del desarrollo en series como se indica a continuacion:

AS, =+, /A X +AY? (5.36)

sen g =s f; = Ay, [AS, C0s i, =¢ 5 = AX; [AS, (5.37a, b)
v;(0)= A, =-A5, (cos B, sena; +sen B, cosa; ) (5.384)
u;(0) =B, =AJ;(cos 3, cosa; —sen 3, sena; ) (5.38b)

Vinculos con Carga
En el caso que posea aplicada una carga en cualquiera de los vinculos a tierra, es posible
estudiar independientemente cada uno de los casos, como se muestra a continuacion.
Considerando los esfuerzos aplicados en el nodo j del origen de la barra k (Figura 5.4 a-
c): Fuerza horizontal Hj, fuerza vertical V;j, y momento « ;. Los coeficientes en de la barra k
correspondientes toman los valores dados en las expresiones que se muestran a continuacion
para cada tipo de vinculo:

Vinculo Libre con Momento, Corte y Normal aplicado en el nodo, Figura 5.4 a:

e Vic,—H;s, Vs +H;c,
=1 =Jx X B. =% 1%
Akz 2‘J2,k Ak,3 6‘]3,k kd = (5.39a, b, ¢)

1k
Articulacion simple con Momento y Normal:

Rz _Vis +H;c
A 23, B..= —F (5.40a, b)

1k

Articulacion doble con momento aplicado, Figura 5.4 b:

Universidad Nacional del Sur 92



Héctor Daniel Martin Tesis Doctoral

H;
= 5.41
A2 33 (5.41)
Cuasi-empotramiento con esfuerzo normal aplicado, Figura 5.4 c:
V.s,+H.c
=" (5.42)
1k
"
|
2 J—% k )
p / M Hi / H;
/ J/ ,u’ ’ J
J
....... A I

Figura 5.4: a) Extremo libre con esfuerzos aplicados, b) articulacion doble con

momento aplicado y ¢) Cuasi-empotramiento con fuerzas aplicadas.

Otros elementos para la elaboracion del programa

Cambio en el sentido de orientacion de las barras

Es necesario, en la parte final del programa, llevar todas las barras a su numeracion
original, o sea la que ha colocado el usuario al cargar los datos del entramado. Este proceso
no es complicado; lo que si lleva un andlisis adicional es en los casos en que el sentido de la
barra se cambia. Para ello, hay una seccidén del programa, antes de mostrar los resultados
finales que se encarga de esto, teniendo en cuenta lo siguiente:

Si la expresion del desplazamiento transversal en el sentido inicial es

V(&)=Y a & 0<e<1 (5.43)
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Y luego del desarrollo ha sido cambiada al sentido contrario

Vf(g):ZAkgk 0<¢<1 (5.44)

Se debe cumplir también la siguiente relacién: £ =1 -, ademas vi(¢) =- vt (C), por lo

que es posible escribir:

W(&)=Ya, & =y, (1-8)=-Y A (1-¢) (5.45)

k=0 k=0

Se puede realizar el siguiente analisis que relaciona los coeficientes:

Vi ()=A=-) 3, (5.46a)
k=0
V(1)=A=Yn 8. (5.46b)
k=0
Vi ()=2A=-) 0,2, (5.460)
k=0

Continuando con el mismo criterio se llega a la expresion final para los coeficientes en el

cambio de sentido en las barras:

Pk Byin (5.47)

De igual manera se procede para los coeficientes en el desarrollo en series de potencias

para los desplazamientos axiales.
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Signo de las cargas distribuidas en las barras
Al ingresar las cargas distribuidas es necesario tener en cuenta que el signo esta
relacionado con las coordenadas locales. Por lo tanto, el usuario del programa deberéa tener

muy en cuenta la direccion que le ha indicado a una determinada barra.

p,(x)z0

q,(x,) =)

- S u.(x,)

p:(x)20 3

Figura 5.5: Signo en las cargas distribuidas en forma transversal y axial.

Para aclarar mejor este tema, se supone en principio que la barra j tiene origen en el nodo
s y extremo final en el nodo t. La carga p(x) es positiva si tiene esa misma direccion, y la
carga q(x) es positiva si al recorrer la barra, la misma tiene direccidén perpendicular y hacia
la derecha. En la Figura 5.5 se esquematizan dos ejemplos de barras con diferentes

orientaciones y signos positivos en ambas cargas.

Proyeccion de cargas distribuidas en barras inclinadas
El ingreso de las cargas distribuidas sobre las barras se realiza teniendo en cuenta sus
proyecciones, normales y axiales, a la barra. Se analiza a continuacion el caso de una carga

vertical sobre una barra inclinada, como se indica en la Figura 5.6.
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w,(x)

w (x)

Figura 5.6: Proyeccion de una carga distribuida sobre una barra.

Teniendo en cuenta que:

L? =17 +h? (5.48)
cosa=I/L 'y sena=h/L (5.49a, b)

Se deduce al proyectar las fuerzas que:

{q(x)L:w(x)lcosa

p(x)L=-w(x)lsene (5.50a, b)

El signo negativo (-) para p(x) obedece al convenio acordado previamente, ver Figura 5.5,

quedando finalmente:

{q(x): w(x)cos’a

p(x)=-w(x)cosa.sena (5.51a, b)

Para cargas horizontales aplicadas a barras inclinadas, el analisis es similar, quedando en

este caso las dos positivas:
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p(x)=w(x)cos’a
q(x)=w(x)cosa.sena (5.52a, b)

Articulaciones interiores al entramado

Es posible la resolucion de pérticos en los que existan barras articuladas a la estructura.
Las barras que estén en el camino de calculo y posean articulaciones interiores al entramado
en su extremo final, no transmiten momento ni giro al resto del entramado en ese nodo. En
esas condiciones, se debe tener en cuenta lo siguiente: Una de las barras que salen de ese
nodo, y no tienen articulaciones en ese nodo, llevara la incognita A, las demas estaran
relacionadas con esta barra. De esta manera se incrementa en uno el niamero de incognitas en
el calculo del entramado. Por ejemplo, en la Figura 5.7 se muestra un esquema en donde la
barra 5 llega al nodo 7 con datos, a partir de alli, una de las restantes (barra 6, 7 u 11) debera
tener como incognita al coeficiente A;, pudiendo ser la barra 6 (Aie) las demas estaran

relacionadas con este en las ecuaciones correspondientes.

Figura 5.7: Esquema de una barra con articulacion interna al pértico.

Programa de calculo

El programa elaborado para los calculos estaticos de un entramado cerrado tiene aspectos

similares al desarrollado para el estudio de las frecuencias naturales. Al respecto, también
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aqui se ha utilizado el software Mathematica [1]. Se detallaran a continuacion los tramos del

programa que revisten diferencias.

Carga de datos

En su comienzo, la carga de datos del entramado es la misma: coordenadas de nodos,
matriz topoldgica de barras, ubicacion de los vinculos a tierra en los nodos.

Se agregan las siguientes matrices:

- La matriz cedimientos de vinculos, que posee cuatro columnas y tantas filas como
vinculos con cedimientos posea el entramado; en la primera columna aparece el nimero del
nodo que contiene el vinculo que cede, en la segunda el cedimiento horizontal Ax (en [m]
con signo positivo hacia la derecha), luego cedimiento vertical Ay (en [m] positivo hacia
arriba), y en la cuarta columna el giro A¢ (en [rad] horario positivo).

- La matriz cargas de 4 columnas y tantas filas como nodos con cargas haya en la
estructura. En la primera columna se indica el nimero del nodo en que se encuentra la carga,
en la segunda la magnitud de la cargar horizontal H (hacia la derecha positivo en [N]), luego
la vertical V (hacia arriba positivo en [N]) y finalmente, en la cuarta columna, el momento «
(horario positivo en [Nm]).

- La matriz cargas distribuidas transversalmente tiene dos columnas; en la primera se
coloca el numero de la barra y en la segunda el polinomio correspondiente a la carga en
variable x, q(x), por ejemplo: x?—-3x+1 o bien puede ingresarse con factores:
(x —2)2(x + 1) la unidad en este caso es [N/m]. Cuando se trata de una funcién no
polinémica, ya sea trascendente u otra, se debe escribir su desarrollo en series de potencias
en este lugar.

- La matriz cargas distribuidas axialmente, de la misma forma que la anterior, donde

se agrega p(X).

Calculos iniciales

En la primera parte del programa, se deben realizar acciones similares a lo descripto para
vibraciones naturales. Se efectla una nueva numeracion de barras y nodos, luego se
determina el camino a seguir en el calculo — Programa A en el Apéndice. Se debe agregar la

localizacion de las cargas puntuales y los cedimientos de vinculos en la nueva numeracion
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de nodos. También reubicar las cargas distribuidas, transversales y axiales, en la nueva
numeracion de barras.

Se recorre el entramado analizando cuales son las incdgnitas libres y si hay articulaciones
internas en el entramado. Programa B del Apéndice.

A continuacién se realiza un grafico esquematico para poder chequear visualmente los

datos ingresados antes de proceder al programa de calculo propiamente dicho.

Funciones de Calculo

El programa se ejecuta llamando, en diferentes oportunidades, una gran cantidad de
funciones que se listan e identifican a continuacion.

Como se ha explicado en el programa que resuelve las vibraciones naturales, se indican a
continuacion cuales son dichas funciones y especificamente con que formula de las
desarrolladas en este capitulo estan vinculadas. Esto esta indicado en el numero que
acompafia a cada expresion. EI nombre que poseen es el mismo con que se las denomind
dentro del programa de vibraciones; recordar que no hay tildes en dichos nombres y algunos

de ellos se trata de combinacion de palabras.

recurrencia esta funcién tiene como argumento el nimero de la barra j. Se observa que
la (5.11a) es la encargada de vincular a los coeficientes de los desarrollos en series de
potencias, mayores o iguales a 4 en el desarrollo de la funcion desplazamiento transversal
(correspondientes a los coeficientes Aj;i ), con los coeficientes de las cargas transversales en
dicha barra q(x). En el caso de la (5.11b), vincula a los coeficientes mayores o iguales a 2 en
la funcion de desplazamiento axial (correspondientes a los coeficientes Bji) con los
coeficientes del polinomio que define la carga axial p(x). Se transcriben a continuacién las

expresiones (5.11a, b).

q;
A =l Bj,i+2 ==

b ‘]4,j¢74,i Fz,j Dy
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Las funciones para las condiciones y ecuaciones de compatibilidad geométrica son las
mismas que en el caso de vibraciones naturales. De manera que ya se analizaron en los
Capitulos 2 y 3. De alli las expresiones (5.12 a, b y c)

Las funciones para las condiciones de equilibrio varian un poco, ya que aqui aparecen las

cargas nodales. EI nombre es el mismo que el presentado en el Capitulo 3, equi, pero las
expresiones son las (5.14a, b, ¢), transcriptas a continuacion:

nbe

1

w3 m-1
he” J {Z(J% Ck'bz%'ipb’m *+Fuy Skvbqul,i Bb,i+lj+
3k Pao b=t —r L

nbs
+Z(_J3,b Cen?s0A3 = Fup Sipio Bb,l)+ H,S -V, Ck}
b1

nbe

i=0 i=0
nbs

1 m-3 m-1
By, = {Z(_‘]&b Sk,bz¢3,iA>,i+3 +Fy Ck,bZ(Pm Bb,i+1j +
Fl,k Pro | b=t

+ Z(‘J3,b Sn®30M 3 — Fip Cen®io Bb,l)_ H,.C, _VnSkj|
bol

1 nbe m-2 nbs
Az = J |:Z[J2,b2¢2,iA),i+2j_Z‘]2,b ®20M 2 _ﬂn}
2k P20 [ b=t i=0 b=1

En el caso de las ecuaciones de equilibrio (5.15a, b, c), como en el Capitulo 3, se las
denomina ecuequi:

nbe

Z[JZ,biwz,iA),i+2j_ﬂh =0

b=1

nbe m-3 m-1
Z|:_‘]3,kck,3z¢3,iAk,i+3 - Fl,ksk,az%,i Bk,i+l:| - HhSk +Vth =0
k i=0

i=0

nbe m—3 m-1
Z|:_‘]3,ksk,sz¢3,iAk,i+3 + Fl,ka,3Z¢1,i Bk,i+1j| - Hth _VhSk =0
k i=0 i=0
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Bésicamente, el programa nucleo del célculo se recorre, para este caso de célculo de
estatica, en 3 oportunidades (Ver diagrama de flujo del Programa F en el Apéndice) y con las
siguientes caracteristicas:

En la primera pasada se corre el programa completo, el que se encarga de pasar por la
estructura tantas veces como incognitas tenga el entramado (nil), generando una matriz
cuadrada en ese orden. En esta parte los coeficientes de los desarrollos en series que
resultaron ser incognita de problema, tomaran el valor 1 en una pasada y 0 en las otras
pasadas, como se ha explicado en el Capitulo 3. En esta primera parte, no se tienen en cuenta
las cargas aplicadas en los nodos al evaluar el equilibrio en ellos, ni las distribuidas en las
barras al realizar la recurrencia de las mismas. Salvando la diferencia con lo estudiado en
vibraciones solamente en la evaluacion de las ecuaciones diferenciales que se realiza con las
funciones de recurrencias.

En la segunda pasada se corre el programa una sola vez, generando un vector. En este
caso si se tienen en cuenta las cargas aplicadas en los nodos y las distribuidas en las barras.
Se resuelven también en este paso los vinculos que tienen cargas aplicadas.

Se resuelve el sistema de ecuaciones lineales obteniendo los valores reales de los

coeficientes desconocidos

matriz . incognitas + vector =0

En la tercera pasada se lo recorre por ultima vez para asignarle los valores reales a todos
los coeficientes de todas las barras del entramado; esta vez con las cargas en los nodos pero
sin las recurrencias en las barras.

En esta etapa del calculo son conocidos todos los coeficientes de los desarrollos en series
de potencias de todas las barras, pero en la hueva numeracion. De manera que es necesario
ahora llevarlos a la numeracién original de barras y nodos, o sea la que ha ingresado el usuario
del programa. Existe una rutina que realiza este procedimiento que utiliza la expresion (5.47)

en las barras que han cambiado el sentido.
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Resultados finales:
Conociendo todos los coeficientes, es posible escribir las funciones de desplazamiento
transversal y axial dadas por la (5.5), pero referidas finalmente a las coordenadas locales X;

de cada barra, sin normalizar:

vj(xj):ZAj,i X, UJ(XJ):iBJ’,i X,

m
i=0 i=0

Luego se pueden encontrar los valores de los esfuerzos en cada una de las barras con las
siguientes expresiones, correspondientes al Momento, Esfuerzo de Corte y Normal

respectivamente:

m-2 )
Mi(xj):_JZ,jZ¢2,iAj,i+2 X} (5.53)
i—0
m-3 )
Q; (Xj ) ==J3; Z%,iAj,ns le (5.54)
i—0
m-1 )
N; (Xi): Fl,jz(ﬂl,iBj,m le (5.55)
iz0

Finalmente se presentan los graficos correspondientes a estos esfuerzos en el entramado
completo siguiendo la numeracion original que ha ingresado el usuario. Se pueden visualizar
las funciones correspondientes a cada esfuerzo, de manera que se conocen punto a punto sus
valores. Esto Gltimo aprovechando algunas herramientas que posee el programa para

desplazarse dentro de las funciones [1].

Conclusiones y ventajas del método
Una de las grandes ventajas del presente método es que las cargas de forma polindmica,
de grados mayores a uno, se toman en forma exacta, en toda su longitud, sin la necesidad de

dividir la barra en pequefios segmentos con cargas uniformes o trapezoidales para lograr la
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aproximacion, cosa que si realizan los otros métodos. En caso de necesitar que en la barra
exista una carga de forma trigonométrica, u otra funcién no polindmica, es posible realizar
un desarrollo en series de esa funcion y expresarla como polinomio.

Otra de las grandes ventajas es, que se ha mencionado varias veces en el desarrollo de la
presente investigacion, la gran reduccion en la cantidad de incognitas para resolver el
problema, como se muestra en los ejercicios resueltos.

Es posible agregar también que la solucion a la que se arriba es exacta, en la medida que

es viable tomar un desarrollo en series de potencias con grado infinito.
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Capitulo 6

EJEMPLOS DE ESTATICA DE ENTRAMADOS UTILIZANDO
SERIES DE POTENCIAS

Introduccion

En el presente capitulo, se resuelve la estatica de algunos entramados con diferentes
caracteristicas a modo de ejemplos numéricos pretendiendo mostrar la eficacia del método
planteado en la tesis. En algunos casos, se comparan los resultados obtenidos con la
bibliografia [56] y en otros casos se resuelve el entramado utilizando el Método de los
Elementos Finitos con el programa comercial Algor [4]. Para los casos de comparaciones
con los resultados del libro [56], se debe recalcar que en el mismo las soluciones han sido
derivadas aplicando la teoria del trabajo virtual. S6lo se considera la energia de deformacion
por flexion, despreciandose los efectos de las deformaciones por esfuerzo de corte y axial.
Esto Gltimo si se ha tenido en cuenta en los presentes desarrollos utilizando las series de
potencias. Este proceder acarrea una pequefia diferencia en los resultados, lo que hace méas
exactos a los valores obtenidos con el método propuesto en esta tesis. En los resultados de
las tablas, en todos los casos, en los esfuerzos de corte y normal, las unidades se encuentran

expresadas en N (Newtons) y los momentos en Nm.

Ejemplo 6.1

Este primer ejemplo de dos barras, extremadamente simple en su resolucion, solo pretende
dar importancia al hecho de tener en cuenta en el método, los efectos de considerar la
deformacién axial. Esto queda de manifiesto en los desarrollos del capitulo 5 cuando no se
desprecia el segundo término, que considera el aporte axial en la expresion de la energia U

de deformacidn que se transcribe a continuacion (6.1).
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_l nb aiMz(Xj) aJ’NZ(Xj)
U_E ; _l; £, dxj+.(|; EF dx, (6.1)

Se trata del esquema dado en la Figura 6.1, de dos barras articuladas en los extremos, en
la que se procedera a variar la flecha f y el &rea transversal de las barras, con fines de verificar
lo enunciado. Se lo resuelve aplicando series de potencias, utilizado 3 barras, ya que es
necesario crear un nodo en donde se encuentra la carga P. A los fines de encontrar valores
numeéricos, se toma una carga P = 2500 N, mddulo de elasticidad de las barras E = 2,1 X
101N/m? y momento de inercia J = 0,0036 m*. Se resuelve para dos tipos de estructura,
ambas con L = 20 m una con flecha f =4 my otra con f = 0.5 my las diferentes secciones
transversales de las barras para las cuales se ha resuelto el problema se muestran en la Tabla

6.1. Se han utilizado series de grado 3.

Lj4

L/4 Lj2

y
F Y

L

«
L
< >

_v
F 3

Figura 6.1: Esquema de dos barras biarticuladas con una carga P en el nodo B.

Se puede observar de la Tabla 6.1 que en general, los valores del momento en el punto B
donde se ha aplicado la carga, son del mismo orden, no pasa lo mismo en el punto A,
detectando un brusco cambio cuando la flecha es de 0.5 m, en secciones pequefias (0.05 y

0.12 m?) y llegando incluso a cambiar de signo.
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Flecha f (m) Area (m?) Momento en A Momento en B

0.05 - 2233.38 +5133.31

0.12 - 2297.45 +5101.27

4 1.20 - 2339.10 + 5080.45

12.0 - 2343.28 +5078.36

0.05 +1641.52 + 7070.76

0.12 - 68.98 +6215.51

0 1.20 - 2045.30 +5227.35
12.0 -2312.94 +5093.53

Tabla 6.1: Valores de momentos (Nm) para diferentes secciones transversales de las barras
y distintos valores de la flecha f.

En la Figura 6.2 se muestran dos de los diagramas de momento, con flecha f = 0.5 m,
obtenidos utilizando el presente método con el programa Mathematica [1] empleando series

de potencias de grado 3.

e <

Figura 6.2: Diagramas de momentos que se han obtenidos con el presente método, con

flecha f = 0.5 m y respectivamente con valores de area: a) 1.2 m?, b) 0.05 m?.

Ejemplo 6.2

Se trata de un entramado presentado en el libro de Leontovich [56], en su Capitulo 2,
enunciado como carga vertical aplicada a una ménsula, con las coordenadas de los nodos que
se muestran en la Figura 6.3. Solamente en este ejemplo se agrega una flecha sobre el nimero
de cada barra a los fines de indicar la direccion que se ha utilizado para cargar la barra Esto
indica que, la barra 1 tiene inicio en el nodo 1 y extremo final en el nodo 2, la barra 3 va del

2 al 4. Esto es importante al momento de interpretar los resultados, ya que las funciones

Universidad Nacional del Sur 106



Héctor Daniel Martin Tesis Doctoral

correspondientes a cada solicitacion tendran estas mismas direcciones. En este entramado,
que se explica con mayores detalles, solo posee una carga puntual en una ménsula, P= 1000
N, que en el programa es considerado como un nodo con vinculo a tierra del tipo libre, con
carga aplicada en el vinculo. Los nodos 1y 6 poseen vinculos a tierra del tipo articulaciones
dobles.

Para simplificar se adoptan todas las barras iguales, de seccion uniforme F = 0.12 m?, con
Madulo de Elasticidad E = 2,1 x 10'N/m? y momento de inercia J = 0,0036 m*, para todas
las barras. Las longitudes de las barras se toman en metros, indicado en las coordenadas de
los nodos en la Figura 6.3.

@) 4 ®
(0.4) (4,4)
A3 [ p
P 2 ©
(1.3) 3
(0,3) 5
1 2
() (0.0) 40} (&)
g | ’ A WL,
" 1 !

L
-1 0 1 2 3 4

Figura 6.3: Portico de 5 barras y 6 nodos, con articulaciones dobles en los nodos 1y 6.
Posee carga puntual en el nodo libre 3. a) Esquema con datos, b) grafico del portico

resultante del programa.

En la Figura 6.4, se muestran los graficos de los esfuerzo de corte y normal obtenidos
utilizando series de potencias con Mathematica [1]. Los valores son comparados con la
bibliografia [56] en la Tabla 6.2.
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[T |
Q - N
Figura 6.4: Graficos de esfuerzo de corte y normal.
Barra | Esfuerzo Series de potencias Leontovich [56]
1 107,69 107,81
2 1000 1000
3 Corte 107,69 107,81
4 250 250
5 107,69 107,81
1 750 750
2 0 0
3 Normal 250 250
4 107,69 107,81
5 250 250

Tabla 6.2: Resultados de esfuerzo de corte y normal, obtenidos al analizar el pértico con

series se potencias, comparados con los obtenidos en Leontovich [56].

A continuacidn, se dan las expresiones correspondientes a las funciones de momentos de

cada una de las barras, obtenidos con desarrollo en series de potencias:

Barra 1: M1 (x) = 107.691347 x
Barra 2: M2 (x) = 1000 - 1000 x

Barra 3: Mz (x) =-676.92596 + 107.691347 x
Barra 4: M4 (X) = - 569.23461 + 245 x
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Barra 5: Ms (x) = 430.76539 — 107.691347 x

Utilizando las expresiones que sugiere [56], se llega a los siguientes valores para los
momentos:

Nodo 2, barra2: M= 1000 Nm

Nodo 2, barra3: M= -676.563 Nm

Nodo 4: M= -568.75 Nm

Nodo 5: M= 431.25 Nm

En la Figura 6.5, se presenta el diagrama de momentos y el grafico de deformaciones,

ambos obtenidos mediante el desarrollo en series de potencias.

m

lllIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIII

A i

Figura 6.5: Graficos de momentos y deformaciones, obtenidos con series de potencias.

Ejemplo 6.3:

En este caso es otro portico simple presentado en Leontovich [56], de tres barras. Se
realiza este ejemplo con el fin de mostrar un cedimiento de vinculo, para este caso, es un
desplazamiento horizontal del vinculo de la izquierda de magnitud 1 cm. Se trata de dos
columnas de 3 m unidas por una viga de 4 m, empotradas a tierra las bases de las dos
columnas. Los nodos se enumeran desde abajo a la izquierda siguiendo sentido horario, al

igual que las barras. Las caracteristicas propias de las barras son las mismas del ejemplo 6.2.
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Se muestra en la Figura 6.6 los diagramas de momento, corte y esfuerzos normales obtenidos
mediante series de potencias. En la Tabla 6.3 se comparan los valores de los esfuerzos de

corte y normal.

RN RRRARN T

Figura 6.6: Diagramas obtenidos con series de potencias de: a) momentos, b) esfuerzo de

[T T T
=2

corte, ¢) esfuerzo normal.

Las expresiones de las funciones de momento (Nm) para cada una de las barras obtenidas
con el desarrollo en series son las siguientes:

Barra 1: Mz (X) =- 1601694.91525 + 762711.8644 X

Barra 2: M, (x) = 686440.6779 - 4.15437 x 101% x

Barra 3: Mz (x) = 686440.6779 - 762711.8644 X

Los valores de momentos en los nodos (Nm), dados por la bibliografia [56], se detallan a
continuacion:

Nodo 1y 4: M= 1.60364 x 10°

Nodo 2y 3: M= -687273

En la Tabla 6.3 se comparan los valores obtenidos por desarrollos en series con lo que

provee la bibliografia, para los esfuerzos de corte y normal.
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Barra Esfuerzo Series de potencias | Leontovich [56]
1 72711.86 763636
2 Corte 4.153 x 1010 0
3 72711.86 763636
1 4,153 x 1010 0
2 Normal 72711.86 763636
3 4,153 x 1010 0

Tabla 6.3: Resultados de esfuerzo de corte y normal obtenidos al analizar el portico con
series se potencias, comparados con los obtenidos en [56].

Ejemplo 6.4

Se muestra un entramado cerrado de mayor complejidad, [53-55] en el cual existen
vinculaciones internas al pértico. Basicamente es una estructura de geometria simétrica con
3 tensores (barras 9, 10 y 11) con una carga puntual P de 10.000 N en el nodo 5, como se

muestra en la Figura 6.7.

7 P
(2.5,5) (5 )4(5.6)
(4) a4~ 5 (8) (7.55)

6
(04)(3) 2 10 \7 (10,4)
2[5 N7~
0.3)(2) f0,3) (10,3)\8/

1 8
vyt (Weo (100)[(9)

Figura 6.7: Entramado de 11 barras doblemente empotrado en los nodos 1y 9, con las

barras 9, 10 y 11 articuladas internamente al pértico.
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Se han adoptado los mismos valores que en el ejemplo 6.2 para los materiales y geometria
de las barras. Por simplicidad en el ingreso de datos, se toman todas las barras con las mismas
caracteristicas, pudiendo ser distintas en caso de ser necesario. Los resultados para este
entramado son comparados con los obtenidos al utilizar el programa de elementos finitos
Algor [4].

En la Figura 6.8, se muestran los diagramas de momentos obtenidos mediante el desarrollo
en Series de Potencias, comparado con los que produce el programa de Elementos Finitos
Algor [4]. Los valores de los momentos en algunos de los nodos se presentan en la Tabla 6.4,
donde también se muestran valores de esfuerzos de corte y normales en las diferentes barras,

que se observan esquematicamente en la Figura 6.9.

ooy 1t

Figura 6.8: Graficos de momentos, comparacion con: a) los obtenidos utilizando el presente

método y b) calculados con Método de Elementos Finitos, Algor [4].
Es importante destacar que este ejemplo se resuelve con 15 incdgnitas utilizando series.

En caso de la verificacion con MEF, con 10 elementos viga por barra, en cada nodo habra 3

incdgnitas, lo que resulta un total de 330 incognitas.
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Figura 6.9: Graficos obtenidos con el programa de esfuerzos de a) corte y b) normal.
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Nodo Esfuerzo Series de potencias MEF Algor [4].
1y9 1876.68 1876.67
2y8 2183.83 2183.82
Momento

3y7 565.37 565.37

5 1957.62 1957.62
Barra Esfuerzo Series MEF Algor [4].
9y 11 5254.02 5254.02

Normal
10 8399.02 8399.02
9,10y11 0 0

1ly8 Corte 1353.5 1353.5
2y7 2749.2 2749.2

Tabla 6.4: Valores de momento, esfuerzo de corte y normal obtenidos al analizar el portico

con series se potencias, comparados con los obtenidos con MEF, Algor [4].

Ejemplo 6.5

Se trata de un marco cerrado con 5 barras, simplemente apoyado en dos nodos y con una
carga uniforme g(x) en la barra inferior de 1000 N/m [53-55]. Las caracteristicas geométricas
de las barras son iguales a los ejercicios anteriores. También se trata del mismo material. El
esquema del entramado se observa en la Figura 6.10, en donde se indican las coordenadas de
los nodos, en el sistema global y con unidades en metros.

Los resultados de los momentos en los nodos se muestran en la Tabla 6.5 comparandose
con los obtenidos al utilizar el MEF. Luego en la Figura 6.11 se comparan los graficos de
momento. En la Figura 6.12 se muestran los graficos de esfuerzos de corte y normal obtenidos

con el programa.
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Figura 6.10: Marco cerrado biarticulado con carga uniformemente repartida q(x) en la barra

inferior, la nimero 4.

Nodo Series de potencias MEF [4].

1 (barra 1) 364.168 364.164
1 (barra 4) 640.487 640.484
1 (barra 5) 276.319 276.32
2 66.819 66.817

3 (barra 3) 185.858 185.873
3 (barra 2) 10.306 10.306
3 (barra 5) 175.552 175.559
4 517.387 517.399

Max. Barra 4 546.063 546.059

Tabla 6.5: Valores de momentos (Nm) en los nodos y maximo momento en la barra 4,

obtenidos al analizar el pértico con series se potencias, comparados con MEF, Algor [4].
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Figura 6.11: Diagramas de momentos obtenidos a) con el programa y b) con MEF [4].

q

~<

Figura 6.12: Diagramas de esfuerzos obtenidos con el programa: a) corte y b) normal.

Ejemplo 6.6

Con fines de mostrar otro tipo de carga, se resuelve el pdrtico presentado en Leontovich
[56]. Se trata de un pértico de 4 barras con una carga triangular vertical en una de las barras,
como lo muestra la Figura 6.13. La carga es perpendicular al suelo, por lo que es necesario

descomponerla en una carga axial a la barra y otra transversal. Ambas se expresan como
polinomios de primer grado.
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Figura 6.13: Pdrtico abierto biarticulado con carga triangular distribuida en la barra 2.

En la Figura 6.14 a) se muestra el diagrama de momentos obtenido con el programa que
utiliza series de potencias. Las expresiones de los momentos correspondientes a cada barra
son las siguientes:

Barra 1: M1 (x) = 125.146246 x

Barra 2: M, (x) = 375.43873 - 970.64422 x + 346.15384 x*> — 32.00193 x3

Barra 3: Mz (x) = - 124.268768 + 138.593926 x

Barra 4: M4 (x) = 375.43873 - 125.1462463 X

Los resultados de los momentos en los nodos, obtenidos con las expresiones dadas en la
bibliografia [56]:

Nodo2y4: M= 376.404

Nodo 3: M =122.659
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c)

Figura 6.14: Diagramas de a) momento flector, b) esfuerzo de corte y ¢) normal.

El diagrama de esfuerzos cortantes se muestra en la Figura 6.14 b). A continuacion las
expresiones de las funciones correspondientes a cada barra obtenidas con el programa, en
Newtons:

Barra 1: Q1 (x) = 125.146246

Barra 2: Q2 (x) = -970.64422 + 692.30769 x - 96.0058 x2.

Barra 3: Q3 (x) = 138.593926

Barra 4: Q4 (x) = -125.146246

La bibliografia [56] muestra expresiones que permiten calcular las reacciones horizontales

H y verticales V en los apoyos:

Hi=Hs =125.468 N V1= 1250 N. Vs= 250 N.

El diagrama de esfuerzo normal se muestra en la Figura 6.14 c¢). A continuacion las

expresiones de las funciones correspondientes a cada barra, en N:
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Barra 1: N1 (x) = 1249.9999.

Barra 2: N2 (X) = 797.503216 — 461.53846 x + 64.003869 x2.
Barra 3: N3 (x) = 242.80302.

Barra 4: N4 (x) = 249.9999.

En la Tabla 6.6 se muestran algunos valores de esfuerzos obtenidos con series y
comparados con los que provee la bibliografia [56].

Nodo Esfuerzo Series de potencias Leontovich [56]
2y4 375.43 376.40
Momento (Nm)
3 124.26 122.66
Barra Esfuerzo Series de potencias Leontovich [56]
1 1249.99 1250
Normal (N)
4 249.99 250
1y5 Corte (N) 125.14 125.46

Tabla 6.6: Valores de momentos (Nm) en los nodos, esfuerzos de corte (N) y normal (N) en
la barras, obtenidos al analizar el portico con series se potencias, comparados con la
bibliografia [56].

Conclusiones

En este capitulo, se han resuelto varios porticos en diferentes situaciones, tratando de
utilizar ejercicios provistos en la literatura [56] para comparar los resultados, en varios casos,
0 que se corroboraron los valores utilizando el método de elementos finitos con el programa
Algor [4]. Es de destacar que, con el método aqui desarrollado, es posible también colocar
en las barras, cargas de mayor complejidad, polinomios de mayor grado, o trigonomeétricas,
ya que esta Ultima se la expresaria en su desarrollo en series de potencias. Este tipo de carga
podria resultar de mucha complejidad para el ingreso de datos en caso de utilizar algunos

programas de elementos finitos, ya que es necesario dividir en muchos elementos la barra y
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cada elemento con una aproximacion trapezoidal de carga, con fines de aproximar en toda la
barra una carga trigonométrica, por ejemplo. Algunos programas contemplan el ingreso de
este tipo de cargas por barra y luego realizan la aproximacion internamente. En la resolucion
con series, no seria una aproximacion de la carga sino la funcién exacta de la forma en que
varia la carga. Esta ventaja aqui descripta se suma a la reduccion en la cantidad de incdgnitas
para resolver el entramado, respecto al método de los elementos finitos.
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Capitulo 7

TEORIA DE SEGUNDO ORDEN EN ENTRAMADOS

Introduccion

Cuando una estructura con esfuerzos axiles es analizada con teoria de segundo orden,
significa que se plantea el equilibrio en su posicion deformada. El problema es no lineal. Las
restantes hipotesis del analisis lineal se mantienen: linealidad mecénica y cinematica.

Se aborda el problema de segundo orden de entramados planos, atendiendo que dentro de
la ingenieria estructural puede resultar de significativa importancia en las cubiertas
aporticadas planas. En la construccion metalica, especialmente para el dimensionado final,
es determinante conocer la seguridad frente a la inestabilidad del sistema en estudio,
potencialidad que con esta teoria puede aproximarse [58-60, 66].

Se recuerda que, y con el propdsito de aclarar el desarrollo de este capitulo, la teoria de
segundo orden constituye la busqueda de esfuerzos, desplazamientos y deformaciones. En
tanto el estudio lineal de la inestabilidad del equilibrio propiamente dicho consiste en un
problema clasico de autovalores. Por lo tanto, la teoria de segundo orden debe considerarse
como un estudio indirecto de la inestabilidad estructural. En efecto, cuando el estado de
cargas, al menos teéricamente, se aproxima por debajo, al critico, la presente teoria dara lugar
a deformaciones mas alla de las admisibles. Como es sabido, la pieza se flexiona
(comunmente, se pandea o se comba) mucho antes del estado critico. Varios ejemplos al final
del capitulo confirmaran lo expuesto [57].

En la resolucidn se parte de plantear las ecuaciones diferenciales en los desplazamientos

axial y transversal, que rigen el equilibrio de cada elemento recto junto con las condiciones
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de vinculacion a tierra y de continuidad en cada nodo (3 de tipo geométrico y 3 de equilibrio
local), donde los efectos flexo-axiales se acoplan.

Vale afiadir una aclaracién adicional. En lugar de trabajar con ecuaciones diferenciales no
lineales, ya que el esfuerzo axial de cada barra depende de la derivada del desplazamiento
axial y que multiplica a la derivada segunda del desplazamiento transversal, se efectia un
proceso iterativo, donde en cada paso se mantienen constantes los esfuerzos axiales que
produce la linealizacion del proceso. Tras pocas iteraciones, los esfuerzos normales en pasos
sucesivos no se modifican (el error aceptado se fija) y la solucién se completa.

Cabe consignar que la consideracién de los esfuerzos axiales, dentro de la ecuacion
diferencial del desplazamiento flexional, pueden dar lugar a que se tengan desplazamientos

estructurales significativos, que una teoria de primer orden no detectaria.

Ecuaciones gobernantes del problema
Para dar generalidad al problema, se consideran todas las energias que intervienen en un
entramado sometido al estudio. Entre ellas, la energia U de deformacion, considerando los

aportes flexional y axial para cada barra j:

1[ &b 4 M2 (x 3 N?(x.
u=2>) I#dxj+£#dx. (7.1)

j
21:1011‘ it

Admitimos para este desarrollo que la carga axial distribuida pj(x) es nula. Eventualmente,
en el caso de necesitar considerarlas, es necesario subdividir el tramo y colocar cagas nodales
equivalentes. Entonces la energia G aportada por el efecto de segundo orden, correspondiente

a las cargas axiales N; en las barras, que se suponen constantes en cada iteracion, vale:

a;

I(v] (x, ))2 dx; (7.2)

0

1 nb
Gz—ZNj
2 j:l
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La energia S debido a los esfuerzos aplicados en los nodos i. En esta expresion, el
subindice j se refiere a la barra j sobre la cual se proyecta el esfuerzo, siendo « el angulo entre
la barra y el sistema global de coordenadas, C y S los correspondientes valores de coseno y
seno.

=3 {H G, (x5, (1)) z

i=1

Vi [Sa u; (%;)=C, v, (x, )}Lﬂi vi (% )}

Laenergia T debida a las cargas repartidas a lo largo de cada una de las barras j, solamente

las transversales gj(x), ya que las axiales son nulas como se ha explicado en parrafos
anteriores:

T= _nb [qu (xj)vj (xj)dxjj (7.4)

La energia total W del conjunto estructural, es debida a los aportes de todas las energias
anteriores

W=U-G-S-T (7.5)
Debiéndose cumplir que
5(U-G-S-T)=0 (7.6)
En forma general, la expresidn correspondiente al analisis de variaciones en un entramado
cerrado cuando se considera la teoria de segundo orden, es similar a la ya vista, con el

agregado del término correspondiente a la carga N; de compresion en la barra j. Es importante

recordar también que el Nj de compresion es positivo.
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Reemplazando las expresiones (7.1 a 7.4) en la (7.5), y luego aplicando (7.6), resulta lo

que se indica a continuacion:

(7.7)
_52{Hi [Ca u, (xj)+Sa Vv, (xj )} +V, [Sa u, (xj )—Ca Vv, (xj )]+

2;

V5 (%))} =6 a; (%) vy (x;)dx; =0

0

Donde nb es el numero total de barras y nn el nimero de nodos del entramado. A
continuacion se resuelven las integrales por parte. Se reemplazan ademas las expresiones del

Momento y esfuerzo Normal.

i{vag (xj)évj (xj):j - NJ.Tv}’(xj)évj (xj)dxj} (7.8)

nn

—Z{Hi [ C, ou;(x;)+S, ov, (x;) [+Vi[ S, 8u;(x;)-C, oV, (x;) |+

i=1
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Las ecuaciones diferenciales que gobiernan el problema se obtienen agrupando

convenientemente los términos que contienen integrales:
B3, v (% )+ NG v () =a;(x;) (7.9)

donde N;=E;Fu;'(x)

]

E;F;uj (Xj)=0 (7.10)

Las que, en coordenadas normalizadas, resultan ser:

Vv

,_,,,(gj)_qj-(é:j)JrNJV?(fj):O (7.11)

] 2
J, a; 34,1

3}

uj (&)=0 (7.12)

Desde aqui en adelante la comilla, indicada en (7.11) y (7.12), se refiere a la derivada

respecto de la nueva variable, ademas:

g=-L 0y, = R, =—1 (7.13a,b,c)
]

Utilizando las series de potencias, de la forma en que se lo ha planteado en capitulos

anteriores:

m-4 , 1 m , Nj m-2 ,
Pui Aiva 6 __qu,i S+ Poi A2 6 =0 (7.14)
i~0 J, i ajJ,; o
m-2 .
@i Bjin & =0 (7.15)

I
o
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Las expresiones para la recurrencia se obtienen de la misma forma que en los capitulos

anteriores, igualando los coeficientes de igual potencia:

G-y, A
i~ 2 Pai s
A 8 R (7.16)
j,i+4
‘J4,j(P4,i
Bj,i+2 =0 (7-17)

En la ecuacion (7.16), se vinculan los coeficientes Aji+a con los coeficientes de las
funciones que representan las cargas g;,i, con los esfuerzos de compresion en cada barra Nj y
con los coeficientes anteriores en el desarrollo en series del desplazamiento transversal Aj,i+2.
La (7.17) indica que la funcion del desplazamiento axial es lineal, ya que los coeficientes en
el desarrollo en serie mayores o iguales a 2 son nulos.

Vale aclarar que tampoco han cambiado las condiciones y ecuaciones de compatibilidad

geométricas, o de primer orden, que se plantean en cada nodo.

Condiciones y ecuaciones estaticas de equilibrio en los nodos

En los nodos a los que concurren mas de una barra, se deben plantear las correspondientes
condiciones de equilibrio, o sea dos sumatorias de esfuerzos y una de momentos, de la misma
forma que se realiz6 en capitulos anteriores. Con un analisis similar, se llega a las siguientes

expresiones para las condiciones de equilibrio:

1 nbe m-2 nbs
A<,2 = J |:Z(J2,bz¢2,ipb,i+2]_2‘]2,b (/’2,opb,2 _,Un:| (7.18)
2k Poo | b1 i=0 b=1
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1 nbe m-3 m-1
A= ] {Z(Js,b Ck,bZ¢’3,iA3,i+3 +Fy, Sk,bZ%,i By +
3k Pso [ b1 i~0 Ay

N m-1 N
+§Ck,bz¢1,i Ab,i+1j+ H, S -V, C +a_k At (7.19)
i—0

k
nbs Nb
+Z —J3p Cen®30A 3 = Fip Skp?10 By _a_ck,bA),l
b1 b

nbe

l m-3 m-1
Bk,l = {Z[_Js,b Sk,bz¢3,iA),i+3 + Fl,b Ck,bz¢1,i Bb,i+1 -

Fl,k ZE i-0 0

N m-1
- Sk,bZ%i A;,m] -H.C -V, S + (7.20)
& i—0

nbs N
+ Z[‘]&b Skp®30M 3= Fip Cup®10 By + ab S A\)lﬂ
b1

b

Siendo, nbe y nbs el nimero total de barras entrantes y salientes respectivamente al nodo
n en estudio, k es la barra que toma valores de las anteriores en el camino de recorrido del
entramado.

En el caso de nodos en los que todas las barras concurren, se plantean las ecuaciones de
equilibrio, con un andlisis similar al realizado anteriormente y se obtienen las ecuaciones que

se expresan a continuacion:

nbe

ZKJz,b;‘,(PziA},nzj_ﬂn =0 (7.21)

b=1

nbe

m-3 m-1
Z|:_J3,kck,32¢3,iAk,i+3 - Fl,ksk,32¢1,i Bk,i+1 -
i=0 i=0

k

N m-—1 (722)
__bCk,bZ(Pl,i A\),i+1i| -H. 5 +V,C, =0
a, i—0
nbe m-3 m-1
Z|:_‘]3,ksk,32¢3,iA<,i+3 + Fl,ka,3Z¢l,i Bein—
X i—0 i-0
(7.23)

N m-1
_a_bsk,bz(pl,i Ab,m}_ H.C, -V,S, =0
b i=0
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Condiciones de borde

Para los casos en que existan esfuerzos aplicados en un nodo origen de barra, lo que
significa que es evaluado en coordenada local con §j =0, las expresiones a las que se arriba

utilizando el calculo de variaciones, a la barra k en el nodo n, son las siguientes:

_ —H,
A= 500 (7.24)
1 N
A= (Hn S—Vh G __k'Ab,kJ (7.25)
3k Pap a
B . = _Han _VnSk
k1= F— (7.26)

1k

Programa de calculo donde se considera la teoria de segundo orden

Para un estado de carga definido, como se ha dicho, se trata de un problema no lineal,
llevado a una iteracion de un problema lineal, considerando los esfuerzos axiales constantes
en cada iteracion.

El programa de célculo basicamente es el mismo analizado en el Capitulo 5
correspondiente a la estatica, ingresando una subrutina que almacena los valores de los
esfuerzos normales obtenidos al calcular el entramado, ver diagrama de flujo Programa G en
el Apéndice. Se inicia el proceso con valores arbitrarios de los esfuerzos axiales en las barras.
Esto es lo que se utiliza como semilla del estado de carga fijado.

En cada iteracion, se toman los esfuerzos normales de todas las barras hallados en la
pasada anterior. Esos esfuerzos normales son los N; con los que se vuelve a correr el
programa, teniendo en cuenta las expresiones halladas para la recurrencia en (7.16) y (7.17).
También intervienen en las expresiones de las condiciones y ecuaciones de equilibrio (7.18)
a (7.23), y en los vinculos a tierra segun las condiciones de borde dadas en (7.24) a (7.26).

Con un estado de cargas, se realiza la iteracion hasta que se estabilizan los esfuerzos

normales en las barras. En ese momento es posible concluir que se ha encontrado la solucién
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elastica utilizando la teoria de segundo orden con series de potencias para ese estado de
cargas.

Si el proposito es acercarse a un estado méas proximo al que provoca la inestabilidad del
equilibrio o estado critico, es necesario comenzar a incrementar el valor de todas las cargas
externas al entramado multiplicAndolas por algun factor previamente ingresado (fac) mayor
auno (fac > 1). Con fines de controlar lo que sucede con las elasticas, es necesario almacenar
en un vector, el valor del desplazamiento en algtn punto del entramado (denominado punto
D), para cada cambio en los valores de las cargas.

Se continla con este proceso, chequeando el aumento en el valor del desplazamiento en
ese punto D del entramado. En el momento en que estos valores chequeados comienzan a
aumentar superando ciertos valores preacordados, es sefial que el proceso se estda por
terminar, ya que muy proximo se encuentran los valores criticos. Es posible continuar el
acercamiento a este estado de inestabilidad, disminuyendo el factor que incrementa las
cargas, y continuar con el proceso iterativo.

El proceso indicado puede o no ser convergente, en funcion de las caracteristicas
geométricas y mecanicas del pértico, como asi también de la magnitud del estado inicial de
cargas escogidas o de los valores de incremento de carga elegidos. Cuando se superan las

cargas criticas, el proceso es divergente.

Busqueda indirecta del estado critico para algunos casos
A continuacion se muestran una serie de ejemplos simples a los cuales es posible arribar
a su estado critico mediante desarrollos tedricos. Se comparan los resultados con los que se

obtienen al utilizar las series de potencias y empleando el programa Mathematica [1].

Caso 1

Se parte de una barra empotrada en un extremo Yy libre en el otro. En este ultimo estan
aplicados una carga P y un momento Mo, Figura 7.1. La barra tiene longitud L, un médulo
de elasticidad es E y la inercia de su seccién transversal es J.

La ecuacion diferencial que resuelve este problema es la que se muestra a continuacion:
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EJVv"(x)+PV"(x)=0 (7.27)

La solucion analitica de la expresion del desplazamiento transversal que satisface la

ecuacion diferencial (7.27) es la siguiente:

v(x)=c, sen(k x)+c, cos(k x)+c, x+c, (7.28)
en donde
2o (7.29)
EJ
) 4

Figura 7.1: Barra empotrada libre para analisis del caso 1.

Se deben satisfacer las condiciones de borde que se indican en (7.30 a-d):

v--(o):“E"_;: m v™(0)+k2V/(0) =0 (7.30a, b)
v(L)=0 v'(L)=0 (7.30c, d)

Las correspondientes tres primeras derivadas
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v'(x)=c kcos(kx)—c,ksen(kx)+c, (7.31a)

v"(x)=—c, k?sen(k x)—c, k*cos(k x) (7.31b)

(
v"(x)=-c k®cos(kx)+c,k*sen(k x) (7.31c)

Esto conduce a un sistema de cuatro ecuaciones con 4 incégnitas que lleva a la siguiente

solucion para el corrimiento transversal.

m

i k?cos(k L) (7.32)

v(x)= —%tg (k L)sen(k x)—k—nlcos(k X)

Cuando kL — /2  entonces v(x) — oo de alli es posible encontrar el valor de la carga

critica:
_Br (7.33)
crit 4L2
Conociendo que:
M(L)=-EJ v"(L) (7.34)
2
M(L)=—3m| KL ook (7.35)
cos(kL)

Utilizando la (7.30a) y relaciones trigonométricas, resulta el valor del momento:

M (L)=-—2— (7.36)
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Ejemplo 7.1

Se considera la columna de la Figura 7.2, de longitud L = 6 m y en la parte superior un
voladizo con largo | = 0,5 m, médulo de elasticidad de las dos barras E = 2,1 x 101N/m? y
momento de inercia J = 0,0036 m*. Con estos valores, la carga critica resulta ser:

2
P, =) _5 18154x10'N (7.37)
(2L

El correspondiente momento en la base aumenta considerablemente a medida que nos

JP

acercamos a este valor de carga

Figura 7.2: Columna empotrada con carga en voladizo.

Este mismo ejemplo ha sido resuelto con la metodologia que se propone en el presente
capitulo y cuyos resultados se explican a continuacion.

En la Figuras 7.3 a-c se observan los diagramas de momento, corte y normal, obtenidos
con cargas previas a superar los valores criticos, y para el caso que se muestra, corresponde
a una carga P = 4.8756 x 10" N.
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En la Figura 7.4a, se muestra como aumenta considerablemente el desplazamiento
horizontal en el nodo donde se encuentran las dos barras, a medida que la carga se aproxima
a la critica.

Cuando la carga critica es superada, comienzan los errores numéricos y se observa en la
Figura 7.4b lo que ocurre con el desplazamiento horizontal del mismo nodo mencionado en
el parrafo anterior.

En la Figura 7.5 se observa una gréafica de salida en el programa, elaborado utilizando
series de potencias, en donde es posible indirectamente encontrar el valor de la carga critica.
Como se ha dicho anteriormente, la aproximacion con este procedimiento es siempre por

debajo al valor dado por la expresion teorica (7.37).

7°EJ

P=5.17942 x10'N < P, =———=5,18154x10"N (7.38)
L

crit —
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Figura 7.3 Graficos de esfuerzos: momento, corte y normal,

resuelto con series de potencias para P = 4.8756 x 107 N [1].
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Epiazamento
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Figura 7.4 Desplazamiento horizontal del nodo superior para valor de carga P: a) menor a la

carga critica, b) superada la carga critica [1].

Esfoerze Normal

=

Cantndad de Neracumes

Figura 7.5 Grafico donde se muestra de que manera, indirectamente,

es posible encontrar el valor de la carga critica [1].
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Caso 2
Se trata de un pdrtico biempotrado con dos cargas puntuales, extraido de la bibliografia
[61] que se observa en la Figura 7.6. La ecuacion trascendente para deformada simétrica es

la siguiente:

kL 6Ll

tg(kl) L |

(7.39)

En donde k* = P/EI
Conociendo los valores de las constantes geomeétricas y del material, es posible obtener la

carga critica de pandeo P

crit *

Ejemplo 7.2

Se realiza el célculo para un portico como el de la Figura 7.6 con las siguientes
caracteristicas: L =3m, Ly =4m, | =1, =0,0036 m*, E = 2.1 x 10** N/m2. Con estos valores,
la ecuacion caracteristica (7.39) se satisface con Per = 5.74478 x 108 N.

Al resolverlo con el célculo iterativo utilizando series de potencias de grado 30, se le
coloca una pequefia carga perturbadora horizontal en uno de los nodos superiores, de esta
manera, pasados ciertos valores se llega a una carga P = 5.69021 x 108 N, previa a provocar
la divergencia, obteniéndose los diagramas de momento, corte y normal que se muestran en
la Figura 7.7.

De la misma manera que en el ejercicio anterior, en la Figura 7.8 se puede observar los

resultados que muestra el programa elaborado.
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EIL EIL

W/ W/

Figura 7.6 Portico biempotrado con cargas puntuales.

Figura 7.7 Diagramas de momento, corte y normal.

Se observa que el valor hallado es el que provoca la deformada no simétrica. Esto se debe

a que se le ha agregado una perturbacién horizontal.
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Figura 7.8 Grafico donde se muestra de que manera, indirectamente,

es posible encontrar el valor de la carga critica.

Caso 3
A continuacion un pértico biarticulado con dos cargas puntuales en el dintel superior,
extraido de la bibliografia [61], como se indica en la Figura 7.9. La ecuacién gobernante para

la carga de pandeo es la de Bleich [62].

”—Ltg z +i(1—£ cotgzj—E sec = cosZ 1 a -1|=0 (7.40)
nL "{(2n) P m m/ H 2n nt2 L

donde:

=1 BN (7.41a, b)

La ecuacidn (7.40) es la ecuacidn general que relaciona la fuerza horizontal H con la carga
transversal aplicada P. Como P se incrementa, H varia en forma no lineal. Ademas, es una
ecuacion altamente trascendente y compleja, y en consecuencia no es posible indicar, en
general, los valores de P para los cuales el entramado pandea.

Enelcasoquel =11, L=L1y a=L1/3, la(7.40) se reduce a:
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T T m? T T n’l1 T T
—tg| — |[+—|1—-—cotg— |-—| =sec— cos—-1|=0
n g(an nz( m gmj mZ[G 2n n } (7.42)
con
H_m* (7.43)
P n? '
Ejemplo 7.3

Se realiza el calculo para un portico como el de la Figura 7.9 con las siguientes
caracteristicas: L=L1=6m,a=2m, 1 =1,=0,0036 m*, E = 2.1 x 10'* N/m?. Con estos
valores, la ecuacion se satisface con P = 2.07262 x 108 N.

Realizando el ejemplo con series, sin colocarle una carga perturbadora que lleve el analisis
a deformacion NO simétrica, el valor al que se arriba es P=1.987 x 108 N. Luego del mismo

las deformaciones son extremadamente no lineales.

EI I,

ELL ELL

&

v

Figura 7.9 Portico biarticulado con cargas puntuales en la viga superior.
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Caso 4
Con fines de realizar ejemplos distintos a los pdrticos abiertos, se presenta a continuacion
un marco cerrado Figura 7.10, que también lo provee la literatura [61].

EIL

Figura 7.10 Marco cerrado.

La ecuacion trascendental para la carga critica P esta dada por:

g4 LI
e L (7.44)
siendo:
PRy L (7.45)
2 2 I
Si las cuatro barras del entramado son idénticas, la anterior se convierte en
tgl=-1 (7.46)
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En este caso, la raiz minima de la ecuacion trascendental da la carga critica:

P

crit

=16.47 EI/1? (7.47)

Ejemplo 7.4

En el caso de un marco cerrado como el de la Figura 7.10 con las siguientes caracteristicas
geométricas y mecanicas: L = 3 m, | = 0,0036 m*, E = 2.1 x 10 N/m?. Con estos valores,
la ecuacion (7.47) se satisface con P = 1.38348 x 10° N. Utilizando series se logra
aproximarse hasta el valor: P = 1.3862 x 10° N, como se puede observar en la Figura 7.11.

Paraelcaso que L=3m yLi; =4 m, lacarga critica es Pcr = 8.29047 x 108 N. Con series
de potencias, colocando un pequefio momento en uno de los nodos superiores, como para
provocar una deformada NO simétrica, se controla el desplazamiento transversal en el medio

de una de las barras verticales y se llega a valores de P = 8.166 x 108 N.

Esfuoerzo Noemal

Cantidad de Iteraciones

Figura 7.11 Gréafico donde se muestra de que manera, indirectamente,

es posible encontrar el valor de la carga critica en el marco cerrado [1].
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Solucidn elastica utilizando la teoria de segundo orden

En esta ultima parte del capitulo se resuelve un entramado cerrado con un grado
importante de complejidad, lo cual se considera uno de los principales aportes en esta tesis.
Se buscan las soluciones elasticas considerando la teoria de segundo orden, utilizando series
de potencias, comparando luego los resultados con los que se obtienen al utilizar un programa
de elementos finitos [4].

Ejemplo 7.5

El entramado a resolver se muestra en la Figura 7.12 y consta de 10 barras, 9 nodos,
empotrado en los nodos 1, 7 y 8. En el esquema se observan 2 cargas puntuales, Ps y P4 (en
N) ubicadas en los nodos 3 y 4. Ademas hay 4 cargas uniformemente repartidas 02, s, gz Yy
o (en N/m) situadas en las barras 2, 3, 4 y 10 respectivamente. Las coordenadas de los nodos
se indican en un sistema global, con unidades en m. Las barras poseen las siguientes
caracteristicas: 1 = 0,0036 m*, E = 2.1 x 10 N/m?.

o
})’\ (/3 1! (]"
A w I
NN LA CAALUAL AL SR LU L L
—= o 1.7
= |(3) 9 (415, 7) 4 (5) i)
q, g 4 9 10 5
W T
—= |(04) AAAAALELLAAARARAARLAAERARE
@ 8 @|6a 1 @ "
1 7 6
y + 00 | (5.0) |(®) @ (1.0
. X

Figura 7.12 — Entramado de 10 barras con cargas puntuales y repartidas.
Se resuelven dos estados de cargas (caso 1 y caso 2) [57], en cada uno de ellos,

incrementando todas las cargas con un factor f, que toma valores 1, 100 y 1000. Se busca la
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solucion eléstica utilizando la teoria de segundo orden con series de potencias, utilizando el

programa Mathematica [1], comparando los resultados con el método de los elementos finitos

[4]. Algunos de los resultados obtenidos se muestran en las Tablas 7.1 y 7.2. Se ha tabulado

para el nodo 3, los desplazamientos horizontal vs y vertical us, el giro ez y el momento Ma.

También se indica el tiempo de célculo para cada método empleado.

Caso 1: P3=2x10°N,P4+=0,02=0, g3=0, ga=3 x 10 N/my q10=0.

Series de potencias MEF [4]
tiempo (seg) 8 32
vz (m) 3.048 x 10° 3.0x10°
f=1 us (M) 5.38 x 10° 5.4 x10°
03(°) 1.159 x 107 1.157 x 103
Mz (Nm) 7846.35 7835.08
tiempo (seg) 9 74
vz (m) 3.038 x 10°® 2.84 x 10
f=10° us (m) 5.3798 x 107 5.3784 x 1073
03(°) 0.1175 0.1157
Mz (Nm) 776643 794408.6875
tiempo (seg) 11 302
v3 (m) 2.4558 x 1072 2.3061 x 1072
f=10° us (m) 5.3804 x 1072 5.4085 x 1072
03(°) 1.328 1.3508
M3 (Nm) 6.8356 x 10° 6.94 x 10°

Tabla 7.1 — Resultados obtenidos de tiempo de célculo, desplazamientos y momentos en el

nodo 3 para el Caso 1 de cargas.
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Cas02: P3=0N, P4=5x10°N, 2=2x10°N/m, @gs=4x10*N/m, qz=0N/my
0= 5 x 10* N/m.

Series de potencias MEF [4]
tiempo (seg) 9 22
v (m) 3.792x 10° 3.1x10°
f=1 us (M) 2.88 x 10° 2.9x10°
03 (°) 5.459 x 10°® 5.531x 10
Ms (Nm) 72695.8 73705.85
tiempo (seg) 9 144
vz (m) 7.016 x 10°® 7.418 x 10°®
f =107 us (m) 2.843 x 107 2.902 x 1073
03 (°) 0.568 0.562
M3 (Nm) 7.07 x 108 7.402 x 10°

Tabla 7.2 — Resultados obtenidos de tiempo de célculo, desplazamientos y momentos en el

nodo 3, para el Caso 2 de cargas.

Se observa de las tablas que en general los valores son del mismo orden, teniendo en
cuenta que los procesos son totalmente distintos para arribar a los mismos.

En este entramado, se han utilizado 20 elementos por barra en elementos finitos, lo que
hace un total de 600 incognitas. Utilizando series de potencia, son solamente 15 incognitas.
Se ha agregado también la informacion referida al tiempo de célculo computacional,
observandose una diferencia muy grande entre los dos métodos, sobre todo en presencia de

cargas gque provocan grandes deformaciones.
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Figura 7.13 — Diagrama de momentos para el Caso 2 con f =100 [1].

Conclusiones

Si bien es cierto que hoy en dia existen potentes programas de elementos finitos, que
permiten abordar el tema con seguridad y eficiencia, también es verdad que la manipulacion
de tales programas, requiere de un avezado conocimiento en el uso de los mismos. Por otro
lado, el costo de dichos programas resulta demasiado oneroso para gran parte de los
profesionales.

Por los motivos expuestos, es frecuente que los ingenieros procedan al analisis del
problema, simplificando peligrosamente el modelo. Efectivamente, suele estudiarse cada
miembro del entramado, como una columna con soportes elasticos en ambos extremos. El
problema es que los miembros del pdrtico no se comportan de este modo, precisamente
porque la rigidez de los resortes, que equivalen a la reaccion elastica que el resto del conjunto
ejerce sobre el miembro considerado, no solo no es constante sino que depende de la carga
critica desconocida del conjunto.

Como aplicacion especifica dentro la ingenieria estructural, se ha presentado aqui una
solucién en serie de potencias por medio de un algoritmo sistematico de recurrencia. Esto
permite analizar el comportamiento estructural de entramados planos, arribando a una

solucion elastica teniendo en cuenta la teoria de segundo orden.
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Una caracteristica a destacar de la solucion por series del problema de segundo orden en
porticos planos, es el nimero de incognitas. Cualquiera sea el nimero de barras, es siempre
muy pequefia la cantidad de incdgnitas que resuelve el conjunto estructural. Como
contrapartida, otros métodos, tal como el conocido de los elementos finitos, deben plantear
forzosamente tres incognitas por cada nodo. Por lo general, es necesaria la subdivision de
cada barra en pequefios elementos para garantizar un mejor resultado, obligando a la
proliferacién de nodos, y por ende, aumentando la cantidad de incognitas del problema a
resolver. Eso trae aparejado un mayor tiempo computacional que queda de manifiesto en el
ultimo ejemplo en donde se ha indicado la demora en llegar a la solucion con cada método
(ver valores de tiempo empleado en Tablas 7.1y 7.2).

Para finalizar, algo que se ve claramente reflejado en el Gltimo ejemplo, el tiempo
computacional es siempre muy bajo utilizando series de potencias. Se ha resuelto cada
situacion en ambos programas utilizando la misma computadora y en las mismas
condiciones. A medida que el estado de cargas se va incrementando, se aumentan también
las grandes deformaciones y aumenta enormemente el tiempo computacional al utilizar
elementos finitos, no ocurriendo lo mismo si se utilizan series de potencias. Esto concluye

en otra de las grandes ventajas del método propuesto en la presente tesis.
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Capitulo 8

COMENTARIOS FINALES

Conclusiones

Con esta tesis se aporta un programa que resuelve la estabilidad, estatica y dindmica de
entramados planos, dentro del encuadre adoptado por la Resistencia de Materiales clésica.
Se adiciona ademas, la resolucion de los problemas hiperestaticos por medio de la teoria de
segundo orden, en la cual, al fijar la relacion de las cargas de punta con una carga de
comparacion fue posible hallar la denominada carga critica, esto se logra de manera
indirecta cuando las deformaciones crecen indefinidamente.

Las soluciones estan completamente basadas en el uso de series infinitas de potencias
enteras. Esta forma de series infinitas, para ser aplicadas, deben ser truncadas. La exactitud
de los resultados esta supeditada al grado de la serie que se adopte, de manera que siempre
esta la posibilidad de mejorar los mismos, aumentando simplemente el nimero de términos
de las series, y asi lograr la precision en digitos requerida. En todos los ejemplos
presentados en la tesis, la precision de los resultados logrados ha sido muy buena. Los
mismos se han obtenido con una cantidad de términos que no ha superado el grado 30 en
los polinomios de las series.

La recurrencia que se plantea en todos los problemas abordados, logra una reduccion
notable en la cantidad de incdgnitas al compararla con otros métodos como MEF.

En el caso de la busqueda de las frecuencias naturales, para encontrar solo las primeras,
se requiere bajo grado en la potencia (con orden 10 hay muy buena aproximacion). Para
frecuencias mayores, es necesario aumentarlo. Es importante recalcar que, al utilizar otros
métodos como elementos finitos, es también necesario aumentar la cantidad de ellos, pero
esto conduce al aumento de incAgnitas, cosa que no ocurre al aplicar series, ya que la
cantidad de incognitas depende solamente de la geometria del entramado y no del orden del

polinomio utilizado.
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En el caso del calculo de los hiperestaticos, otra de las ventajas es que las cargas de
forma polindmica, se toman en forma exacta en todo el largo de la barra. Otros métodos
necesitan dividir la misma en cargas trapezoidales para lograr la aproximacioén. Ademas,
cuando en una barra hay una carga de forma no polinémica (trigonométrica, logaritimica,
hiperbolica, etc...), es posible expresarla como polinomio haciendo su correspondiente
desarrollo en series. Algunos programas contemplan el ingreso de este tipo de cargas por
barra y luego realizan la aproximacién internamente.

En el estudio utilizando teoria de segundo orden, ademas de las ventajas ya plateadas
con otros métodos, se observa en los ultimos ejemplos que el tiempo computacional se
reduce considerablemente al utilizar series de potencias. Esto concluye en otra de las

grandes ventajas del método propuesto en la presente tesis.

Produccion cientifica

Durante el transcurso de la investigacion presentada en la tesis, se ha participado en una
serie de eventos cientificos, en los cuales se fueron mostrando los avances. Se realiza a
continuacion una breve descripcion de los mismos.

En el afio 2010 el tesista ha sido invitado por la Doctora Anna De Rosa para dictar el
seminario “Una vantagiosa alternativa applicata alle vibrazioni libere di telai” en el
ambito del curso “Metodi Computazionali agli elementi finiti” que dicta la Dra. Ing.
Stefania Tomasiello, en la Universita degli Studi della Basilicata, Dipartamento di
Strutture, Geotecnia, Geologia Applicata, en la Ciudad de Potenza, Italia. En el mismo se
indicaron las ventajas de la aplicacion de series de potencias al estudio de vibraciones
naturales en porticos abiertos.

En el afio 2012 se participd en dos eventos en la Universidad Tecnologica Facultad
Regional Cordoba. Las jornadas de intercambio y difusion de los resultados de
investigacion de doctorandos en UTN [43] y las primeras jornadas del programa estructuras
y construcciones civiles [55]. En ambos casos presentando avances en el estudio dinamico
de pérticos aplicando series de potencias.

En el 2013 ya se habian analizado las articulaciones internas al entramado [42], por lo

gue se presenta un trabajo en una Conferencia en Blumenau, Brasil.
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En el 2014 se realiza un resumen de todo lo investigado en lo relativo a vibraciones de
entramados [41], en el CAIM realizado en Resistencia, Chaco. Ademas se comienza a
mostrar los avances en hiperestaticos en las terceras jornadas de intercambio y difusion de
los resultados de investigacion de los doctorandos en ingenieria de la UTN [53], en
Mendoza.

En el afio 2015 se participa de la JIT [54] en la Facultad Regional Venado Tuerto de la
UTN, resumiendo lo investigado en estatica y dindmica de entramados utilizando series de
potencias.

Finalmente en el afio 2016 [57], se muestran los avances en teoria de segundo orden en
entramados utilizando series en el V CAIM, realizado en Santiago del Estero.

Ha sido de gran satisfaccion para el tesista mostrar los avances en cada evento, en donde

se escucharon criticas que favorecieron a los desarrollos realizados con posterioridad.

Perspectivas futuras

Posiblemente, optimizando los algoritmos desarrollados se podrian lograr mejores
rendimientos computacionales. Con las ultimas versiones del programa Mathematica
empleado en la programacién, se han incorporado mejoras que, de ser utilizada en una
nueva reprogramacion de lo realizado, optimizarian ain mas la eficiencia en los calculos.
Al optimizar la manipulacion de los recursos computacionales a través de algoritmos mas
efectivos permitirian que, al truncar las series infinitas, se pudieran emplear una mayor
cantidad de términos. Esto mejoraria la precision y se obtendrian resultados en tiempos
computacionales razonablemente practicos.

Al ser un programa no encriptado, permite que un usuario pueda comenzar a
incorporarle mejoras y hasta se podria lograr una aplicacion para ser utilizada en los
telefonos moviles.

En cuanto a la utilizacidn de las series de potencias, cabe la alternativa de incursionar en
el estudio de entramados espaciales, a fin de lograr una sistematizacion y generalizacion del
método en tres dimensiones.

Otro campo de aplicacién es la optimizacion de estructuras entramadas, sobre todo en
estudios utilizando teoria de segundo orden, aprovechando el ahorro de tiempo

computacional que proporciona el método.
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Apéndice

Diagramas de Flujo

Se muestra en esta seccién los diagramas de flujo simplificados que guiaron a la
construccion de las distintas partes de cada uno de los programas elaborados.

Se los ha nombrado con letras mayusculas, para poder identificar cuando son ejecutados,

o llamados, en los diferentes programas.
Programa A

Este programa es el que obtiene el CAMINO de calculo, que luego es utilizado por los
demas programas. Anteriormente a éste, es necesario ingresar todos los datos geomeétricos

del entramado, caracteristicas de las barras, tipo y ubicacién de los vinculos.

I/ Inicio _\I
N g

I MARCA todas las barras que tienen vinculos ‘

Y
l Selecciana al azar una barra vinculada- CAMING }:

.

[ Enumera los nodos de |a barra comenzando con el vinculado

Desmarca todas las barras
NO vinculadas
[}

—;[ Se posiciona en el nado final de la barra ‘

|
X I No terming el proceso

s 2 no 'y

si o ~

- cExiste barra

“\\ no marcada? / l

Selecciona una barra Verifica sl todas |as barras
NO Marcada def entramado se
I encuentran Marcadas
Enumera nodos y 1a L
barra " T~ ,
N0 " iedstebarra ~_SI |
v T~ nomarcada? "

Marca todas las otras TN

barras salientes del Quedo definido el ~

nodo, que quedan camino de ciloue

fuera del camino T

Ve " Findel N\
\__proceso _/
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Programa B

Este programa es el que obtiene las incognitas libres del entramado.

Recorre todos las barras que poseen vinculos a tierra y toma
las correspondientes incégnitas de cada uno
v
Comienza a recorrer el
CAMINO definido en el
Programa 4

Observa cuales son fas barras que concurren a ese nodo Nede = nodo + 1

LExiste eén el nodo
barras que NO
estan en el
CAMINO?

Agrega tres incognitas a cada
una de las barras que NO esta
en el camine

¢Recorria
todos los
nodos?

Fin del
proceso

no

Programa C

Este programa es el que arma la matriz.

I Contador i = 1 hasta nimera total de incognitas (nil) ]

¥

l Asigna valor uno & la incognita i, cero a todas la demas }—
Recorrer el Programa D

.

| Asigna a la columna | de la matriz, los valores obtenidos |

I Contador i = [+1
i no
l Sl i = nil? *

| Guarda |la matriz I

Fin del
proceso
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Programa D

Este programa es el encargado de recorrer el entramado.

I Realiza la recurrencia de todas las barras vinculadas |
v
| Comienza a recorrer el CAMING ]

¥
| Contador nodo | =1 ]

!

I Realiza Condiciones Geométricas y de Equilibrio con 1as barras que salen del nodo | [l:

si ¢Uegan barras no

i?
l alnodo i Contador de nodo

Realiza Ecuacones de I=irl
Compatibilidad Geornétrica con las

A

barras que llegan al nodo

Realiza ¥
iSale, al menos Condiciones de Realiza Recurrencia en la b_an'a
una barra, del Equilibrio con la que se encuantra en ¢l caminoy
nodo i? barras que sale del llega al nodo |
nodo i 'y

Realiza Ecuaciones de Equilibrio
con las barras que llegan al nodo i

¢Llegoal
ultimo noda?

Fin del
proceso
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Programa E

En este programa se calculan las frecuencias naturales del entramado.

Recorrer el Programa C

y

Halla las raices del determinante de
la matriz armada, utilizando Método
de Biseccion

A

Muestra las raices del
determinante o
Frecuencias Naturales
del Entramado

Fin del
proceso
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Programa F

En este programa se calculan los esfuerzos, estatica del entramado.

Ejecuta el Programa C

y

Le asigna las cargas puntuales a los
nodos

,

Ejecuta el Programa D

!

Arma un vector con los resultados obtenidos

.

Realiza la recurrencia de todas las barras con cargas distribuidas

v

Resuelve el sistema de ecuaciones

v

Asigna los resultados obtenidos a los coeficientes (incdgnitas del problema)

v

Ejecuta el Programa D
A los fines de cargar en todas las
barras los valores de los
coeficientes reales

Fin del
proceso
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Programa G

En este programa se utiliza la teoria de segundo orden en el entramado.

Le asigna esfuerzos normales nulos a
todas fas barras

!

Ejecuta el Programa F

.

Asigna a las barras los valores obtenidos de
esfuerzos normales

:

Compara con los resultados obtenidos en una
pasada anterior,

iIncremento de
N <error
admitido?

no

Fin del
proceso
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