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RESUMEN

El presente trabajo tiene como propdsito estudiar el comportamiento de mastiles reticulados
con aplicacién a estructuras arriostradas, tales como las utilizadas para soportar antenas
de comunicaciones. Estos sistemas constan de dos contribuciones estructurales fundamen-
tales, las riostras y el mastil. En lo que a las riostras se refiere, se estudian distintas
formulaciones analiticas para su modelacién, considerando las caracteristicas de inexten-
sibilidad y extensibilidad. Se analiza ademd&s, cémo incide en la respuesta de la riostra
la variacion de la pretension inicial, asi como también, los distintos grados de inclinacién
que pudiera presentar la misma. De las evaluaciones numéricas realizadas, se observa que
estando la riostra suficientemente tensa, el modelo parabolico extensible es capaz de repre-
sentar adecuadamente la respuesta, y al mismo tiempo, esta pretension permite admitir un
andlisis linealizado, pudiéndose obtener la rigidez axial, asi como también, las expresiones
conducentes a las frecuencias naturales en y fuera del plano de la riostra. Seguidamente,
a partir de un estudio paramétrico via elementos finitos, se evaltia la respuesta dinamica
de un maéstil reticulado arriostrado sujeto a la accién de distintos registros sismicos selec-
cionados. De las historias temporales para las respuestas consideradas, se puede establecer,
como es de esperar, que a mayor amortiguamiento estructural del sistema, las respuestas
disminuyen, y que modificaciones en la rigidez flexional del mastil y en los niveles de pre-
tension de las riostras, pueden conducir a fuertes demandas en dichas respuestas debido a
una posible amplificacién dindmica, en donde las caracteristicas propias de cada registro
sfsmico tendrian una marcada influencia. Ante ello, en zonas con elevado riesgo sismico
la continuidad operativa de las comunicaciones podria afectarse debido a la sensibilidad
sismica del sistema mastil-riostras. Mediante un planteo energético se desarrolla un modelo
continuo para la representacién de un mastil reticulado en zig-zag, de seccién transversal
triangular y equilatera, constituida por tres largueros continuos unidos entre si mediante
diagonales articuladas en sus extremos. Como resultado de ello, se encuentran las ecua-
ciones diferenciales y las condiciones de borde que gobiernan el movimiento del reticulado,

quedando incorporadas en las mismas, la flexibilidad por corte debido al alma reticulada,



efectos de 29° orden debido a las cargas de punta, y aportes inerciales y de rigidez de los
largueros. Basado en este ultimo desarrollo, se fundamenta fisica y matematicamente la ob-
tencién de un nuevo modelo continuo pero simplificado, en el que los corrimientos de cada
larguero son referidos al eje baricéntrico de la seccién transversal, permitiendo asi abordar
de manera mas simple la solucién del sistema diferencial. Al mismo tiempo y avanzando
hacia una mayor simplificacién, a partir de la formulacién desarrollada se determinan las
propiedades equivalentes necesarias para la representacién del mastil como viga-columna,
asi como también, expresiones practicas para la obtencién directa de las cargas criticas de
pandeo. Por 1ltimo, se aborda la solucién de la elastica, vibraciones naturales y estabilidad
de un mastil reticulado arriostrado, en donde las riostras son consideradas como resortes
elasticos, quedando incorporado el aporte de las mismas en las condiciones de borde del
problema. Los resultados numéricos obtenidos implementando los modelos continuos y

expresiones practicas desarrolladas, indicaron un excelente desempeno.



ABSTRACT

This present work has the aim of studying the behaviour of lattice towers being applied to
braced structures as the ones used to support antennas of communications. These systems
are made up of two main structural contributions such as the tensors and the tower or
mast. As regards tensors are concerned, different analytic formulations are being studied
for its modeling considering the features of inextensibility and extensibility. Its also being
analized the way in which the tensors answer to the variation of the initial pretense, and
also the different degrees of inclination that it can show. From the results of testing figures
its been observed that if the tensor is tensed enough, the parabolic extensible model is able
to represent the answer accurately, and at the same time, this pretension allows to admit
a lineal analysis so that an axial rigidity can be obtained, and also the expressions leading
to the natural frequencies inside and outside of the plan of the tensors. Afterwards, from
a parametric studio through finite elements, its evaluated the dynamic answer of a cross-
linked braced mast associated to the action of different selected seismic records. From the
temporary stories for the considerated answers, it can be deduced-as it is expected-that with
the major structural buffet of the system the answers are fewer, and that the modifications
in the flextional rigidity of the mast and in the levels of pretension of the tensors can led to
strong demands in those answers due to a possible dynamic amplification, where the own
characteristics of each seismic record would have a marked influence. In this way, in areas
with a high level of seismic risks, the operative continuity of the communications could be
affected due to the seismic sensitivity of the system mast-tensors. Through an energetic
question, a continuous model is been developed for the representation of a truss mast in
zig-zag, with a transversal triangular and equilateral section made up of 3 continuous chords
joined through diagonals articulated in their endings. As a result of this, the differential
equations and the conditions of edge that rule the movement of the truss are found leaving
them incorporated inside them, the flexibility by shear-due to the lattice soul-second order
effects due to the point loads and the inertial input and the rigidity of the chords. With

this last development, it is based physically and mathematically the attainment of a new



continuous but simplified model, in which the shifts of each chord are referred to the axis
barycentric of the transversal section, allowing in this way to arrive in a simple way to the
solution of the differential system. At the same time and leading to a greater simplification-
starting from the developed formulation-it is determined the equivalent properties needed
for the representation of the mast as a beam-column, and also as practical expressions to
obtain directly critical buckling loads. At last, the solution to the elastic, natural frequencies
and stability of a lattice mast braced is been tackled, where the tensors are considered as
stretched springs being incorporated the input of them in the conditions at the edge of
the problem. The numeric results obtained through the continuous models and practical

developed expressions showed an excellent performance.
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Capitulo 1

Introduccion

1.1 Motivacion

En Argentina, la extensién territorial obliga a la instalaciéon de una gran cantidad
de antenas a fin de mantener conectadas a través de las comunicaciones a las distintas comu-
nidades que forman parte del territorio nacional. Estas antenas pueden ser sustentadas por

mastiles auto-soportados los cuales suelen llamarse torres, o bien por maéstiles arriostrados.

Debido a que existe una creciente oposicion publica por cuestiones ambientales
(eventual perjuicio a corta distancia de las seniales emitidas) y también, dificultades de
disponibilidad de espacio en los centros urbanos, el uso de los mastiles arriostrados se ha
popularizado en las zonas suburbanas o rurales dado que se requiere de mayor espacio de
terreno para el emplazamiento de los mismos. Al mismo tiempo, los mastiles arriostrados
resultan ser mas livianos que los auto-soportados, permitiendo también alcanzar mayores

alturas y con ello una mejor calidad en las comunicaciones.

Por ello, los méstiles reticulados y arriostrados (ver Figura 1.1) son uno de los
sistemas estructurales més usados en la comunicacién inaldmbrica, ya sea para soportar
elementos de transmisién instantanea de la voz y comunicacion de datos por teléfono espe-
cialmente telefonia mévil, asi como también en la industria de la radio y television, y en los

sistemas de emergencia que utilizan comunicaciones por radio y teléfono.
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Figura 1.1: Tipico mastil reticulado y arriostrado

Resulta necesario e innegable que los sistemas de comunicaciones tengan que ser
cada vez mas confiables y precisos, garantizando asi la calidad y continuidad operativa de las
comunicaciones. Esto ultimo requiere, entre otras cosas, de modelos numéricos adecuados
que permitan representar convenientemente al sistema mastil-riostras, y con ello, poder

evaluar la respuesta estructural frente a las acciones de diseno.

Los mastiles arriostrados son conocidos en inglés como guyed towers, y constan de
dos contribuciones fundamentales, un mastil usualmente reticulado y los cables o riostras
vinculados al mismo a distintas alturas. Estos sistemas se caracterizan por ser estructuras
muy altas, esbeltas, y esencialmente flexibles, lo cual las torna sensibles frente a excita-
ciones dinamicas, resultando ser matematicamente fuerte e inherentemente no-lineal debido
principalmente a la configuracién geométrica de las riostras. Esto ultimo hace complejo el
analisis de la respuesta estructural, requiriendo de estudios detallados en donde se pierde el
poderoso principio de superposicién (valido para comportamientos lineales) y en donde se

dejan de lado las aproximaciones usuales.



FEn la etapa de montaje del méstil arriostrado, a las riostras se les suministra de
suficiente pretensién a fin de estabilizar al mastil, lo cual hace que su flecha sea pequena
resultando asi vélido utilizar la aproximacién parabdlica para modelarlas, en donde la ex-
tensibilidad de las riostras no puede ser despreciada. En la practica profesional es habitual,
al momento del diseno de los mastiles arriostrados, considerar a las riostras como vinculos
eldsticos con comportamiento lineal (sobre los que se apoya el méstil). Esta tltima con-
sideracién evidentemente no representa el comportamiento geométricamente no-lineal de la
riostra, y consecuentemente, la determinacion de la respuesta estructural del sistema mastil-
riostra puede resultar inapropiada. Por ello, resulta necesario la determinacién de la rigidez
axial de la riostra y su evolucién no-lineal frente a cambios en el estado tensional imper-
ante en la misma, como consecuencia del desplazamiento del extremo vinculado al mastil,

pudiendo asi representarse adecuadamente la riostra como un resorte elastico no-lineal.

En lo que a modelos de representacion del mastil reticulado se refiere, es am-
pliamente utilizado el modelo discreto viga-columna equivalente debido a su bajo costo
computacional. No obstante y para una correcta modelacion dinamica, no sélo deben ser
representadas de manera adecuada las propiedades eldsticas equivalentes del mastil, sino que
también, deben ser correctamente representadas sus propiedades inerciales. Al respecto, es-
tas ultimas no se encuentran reportadas en la literatura actual. En cuanto a modelos
continuos que permitan la representacion del mastil reticulado y con ello la determinacion
del comportamiento mecanico en cualquier punto del dominio, la literatura presenta escasos

desarrollos al respecto, y por ende su implementacién numérica no ha sido tenida en cuenta.

Por otro lado, y a pesar del gran potencial de impacto adverso, las cargas sismicas
no suelen ser consideradas como acciones dominantes en la etapa del disenio de los mastiles
arriostrados, y muy pocos investigadores a nivel mundial han focalizado su estudio en la
respuesta sismica de estas estructuras, aunque de estudios recientes se ha observado que la
demanda impuesta al sistema por algunos registros sismicos puede resultar determinante
para la continuidad operativa de las comunicaciones. Esto ultimo haria necesario una de-
tallada evaluacion de estas tipologias estructurales cuando las mismas sean emplazadas en

zonas con elevado riesgo sismico.



1.2 Importancia del tema

En situaciones de accidentes, catdstrofes naturales, entre otras posibles emergen-
cias, las comunicaciones son esenciales en la estrategia de defensa civil. Por ello, la seguridad
estructural y la confiabilidad de las senales transmitidas por las antenas pasan a ser temas

de singular relevancia.

FEn este tipo de situaciones las comunicaciones cumplen un rol esencial a la hora de
facilitar la coordinacién de los distintos elementos afectados por una situacién catastréfica
(poblacién, equipos de emergencia, organismos publicos, etc.). La cooperacién en estos casos
puede incluso reducir la magnitud de la propia catastrofe. Como ha afirmado Yoshio Utsumi,
ex-Secretario General de la Unién Internacional de Telecomunicaciones: ”en situaciones de

emergencia, las telecomunicaciones salvan vidas” [69].

Las estadisticas destacan que cada vez son mas las personas afectadas por desastres
hidrometeorolégicos en el mundo. El 90 % de los fallecimientos atribuibles a catastrofes
naturales en los anos 90 se produjeron como consecuencia de desastres relacionados con el

clima, el tiempo o el agua [54].

En lo que a la prevenciéon de catastrofes se refiere, la mejor forma de reducir
los danos y sus consecuencias es disenar sistemas de alerta temprana, lo cual implica la
monitorizacién de parametros ambientales y el andlisis de los mismos, con el fin ultimo de
detectar los posibles incidentes medioambientales y alertar a la poblacién para que pueda

tomar las precauciones minimas necesarias.

Por lo tanto, las telecomunicaciones juegan un papel fundamental en estas inicia-
tivas, en cuanto permiten el seguimiento de variables que puedan dar senales de la aproxi-
macién de un fenémeno natural extremo inminente, asi como la transmisién de informacién
relevante hacia los organismos necesarios y sobre todo, a la poblacion afectada. En particu-
lar, el uso de las tecnologias méviles puede ser especialmente til para transmitir informacién
de senales de alarma recogidas por sensores ubicados en zonas de dificil acceso o donde no

es posible establecer una comunicacién por cable [15].

Huracanes, inundaciones, terremotos, etc. son ejemplos de desastres naturales



que suelen aniquilar con violencia las zonas en donde se producen. Los servicios basicos de
telecomunicaciones, basados en infraestructuras terrestres, suelen ser también ”victimas” de
estos desastres, dejando a las areas afectadas aisladas. Esto afecta a la poblacién y complica
las actividades de los trabajadores que participan en las tareas de socorro, resultando dificil
establecer las necesidades de las zonas afectadas, su localizacion, y la coordinacién de la
ayuda. Por ello, la creacién de redes de telecomunicaciones resistentes a las catdstrofes
ha sido desde hace tiempo objetivo de este sector. Entre las prioridades definidas en la
Conferencia Mundial sobre Reduccién de Desastres celebrada en Japén en enero de 2005, se
establece la necesidad de proteger y fortalecer las instalaciones consideradas como criticas,
entre las que se encuentran las infraestructuras de comunicaciones, de tal modo que sean

resistentes a danos [72].

En lo que a la Argentina se refiere, su amplitud territorial hace que la misma pre-
sente regiones geograficas expuestas a distintas peligrosidades naturales, asi como también,
a eventuales accidentes ocasionados por la accién del hombre. Ejemplo de ello es la regién
del centro-oeste y nor-oeste Argentino en donde la peligrosidad sismica es latente, o bien la

region del centro-este expuesta la misma a fuertes tormentas de lluvia y viento.

Por lo tanto, los mastiles arriostrados deben ser analizados y disenados adecuada-
mente para soportar vientos y sismos, ademads de las cargas de servicio, no sélo por la
importancia econdmica de la estructura en si misma, sino que también, desde el punto de
vista estratégico por lo que significa mantener operativamente las comunicaciones. Esto
implica poder conocer y comprender el comportamiento de estos sistemas estructurales, y
a partir de ello, desarrollar modelos de representacién que permitan obtener una respuesta

mecanica confiable al momento del disefio estructural.

Todo avance y aporte que surja a partir de la presente investigacion, siendo ello el
propésito de la misma, indudablemente contribuird al conocimiento cientifico y redundara en
una mayor eficiencia del comportamiento estructural de los mastiles reticulados arriostrados,

garantizando asf la continuidad y calidad de las comunicaciones.



1.3 Alcance de esta tesis

En esta investigacién se considera el comportamiento geométrico no-lineal de rios-
tras suspendidas sujetas a cargas transversales, utilizando para ello distintos modelos de re-
presentacién. En cuanto a la determinacion de frecuencias naturales, las mismas se evaliian
mediante la implementacion de expresiones obtenidas a partir de un modelo dindmico pre-

viamente linealizado.

El estudio de sensibilidad sismica de un mastil arriostrado sujeto a distintos
registros sismicos, se lleva adelante mediante simulaciones numéricas utilizando una he-
rramienta computacional de uso comercial. En dicho estudio se considera un andlisis

dindmico no-lineal, evaluando la historia en el tiempo de la respuesta estructural del sistema.

Por otra parte, se investiga un mastil reticulado de seccién transversal triangular
con diagonales dispuestas en un patrén del tipo zig-zag, determinando la respuesta estatica,
dindmica y de estabilidad mediante la implementacién numérica de modelos continuos de-
sarrollados en el presente estudio. Estos modelos consideran un comportamiento eldstico
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lineal, la flexibilidad por corte propia del alma reticulada, y el efecto de orden. En tanto

que los modelos no contemplan el amortiguamiento estructural.

En cuanto al mastil reticulado y arriostrado, se investiga un mastil espacial arrios-
trado por un nivel de riostras dispuestas entre si 120°. Elasticas, frecuencias naturales
y cargas criticas de pandeo, se determinan mediante la implementacién numérica de un
modelo continuo en el cual las riostras quedan incorporadas en el mismo al ser consideradas

como resortes elasticos.

Por ultimo, el enfoque de esta tesis es esencialmente tedrico-numérico, en donde
para verificar los resultados obtenidos a partir de los modelos y expresiones desarrolladas, se
llevan a cabo simulaciones numéricas via elementos finitos, utilizando para ello un software

de uso comercial.



1.4 Objetivos

El objetivo general de la presente investigacion resulta ser el de:

1. Formular un modelo continuo de representacién que permita evaluar la respuesta
mecanica de un mastil reticulado de seccién transversal triangular, extendiendo luego

su aplicacion a un sistema estructural mastil arriostrado.
En tanto que como objetivos especificos, se pretende:

1. Desarrollar analiticamente distintas estrategias para la modelacién del perfil geométri-
co adquirido por una riostra suspendida sujeta a cargas transversales, asi como también,

las expresiones que permiten evaluar las frecuencias naturales de la misma.

2. Obtener la expresion que permita determinar la evolucién de la rigidez axial de una

riostra cuando la misma presenta corrimientos en uno de sus extremos.

3. Evaluar la sensibilidad sismica de un mastil arriostrado mediante simulaciones numéri-
cas, y observar cémo influye en la respuesta dinamica la variacién de ciertos parametros

mecanicos del sistema estructural.

4. Desarrollar modelos continuos para la representacién de un mastil reticulado, y abor-
dar el comportamiento estructural mediante la implementacién numérica de dichos

modelos.

5. Determinar las propiedades equivalentes necesarias para la modelacién del mastil reti-
culado como viga-columna, y aplicar posteriormente las mismas a simulaciones via

elementos finitos.

6. Proponer expresiones de uso practico y que de manera directa permitan determinar

las cargas criticas de pandeo flexional y torsional del mastil reticulado.

7. Formular un modelo continuo para la representacion de un sistema espacial mastil-
riostras, y aplicar numéricamente el mismo para determinar eldsticas, frecuencias

naturales y cargas criticas de pandeo.



1.5 Metodologia

A continuacién se hace una breve descripcién de la metodologia empleada en la

presente investigacién:

1. La solucién numérica de las ecuaciones no-lineales que gobiernan el comportamiento
estatico de una riostra, se aborda mediante la aplicacién del método de Newton-

Raphson.

2. Para el estudio de sensibilidad sismica del maéstil arriostrado, se utiliza la herramienta
computacional para simulaciéon de eventos mecanicos SAP2000, en donde el méstil se
modela con elementos finitos tipo viga de dos nodos, y las riostras mediante elementos

finitos tipo cable con formulacién catenaria.

3. Los funcionales de energia desarrollados por el mastil reticulado evaluado, al pasar de
la configuracién de referencia a una configuracion deformada, se determinan mediante
un planteo algebraico. Posteriormente y mediante la aplicacion del calculo variacional,

se obtienen las variaciones energéticas de dichos funcionales.

4. Mediante la aplicacién del Principio de Ostrogradski-Hamilton se obtienen, de manera
directa, el sistema de ecuaciones diferenciales y las condiciones de borde (C.B.) que

gobiernan el comportamiento mecanico del mastil reticulado.

5. Para la implementacion numérica del modelo continuo desarrollado para el mastil
reticulado, se hace un pasaje del sistema diferencial gobernante a derivadas parciales,
a un sistema de ecuaciones algebraicas y lineales. Para ello se aplica el método de

separacion de variables.

6. Para determinar la eldstica del mastil arriostrado mediante la implementacion del
modelo continuo desarrollado, se aplica un proceso iterativo a fin de actualizar la
rigidez axial de las riostras (evolucién no-lineal) como consecuencia del desplazamiento

que experimenta el extremo arriostrado debido a las cargas actuantes en el mastil.



1.6 Originalidad de la tesis

Fundamentado en los objetivos planteados oportunamente, y consecuentemente,
motivado en la biisqueda de nuevos aportes que contribuyan al conocimiento de la tematica
abordada, se considera que los aspectos maés relevantes que hacen a la originalidad del

presente trabajo de investigacién pueden ser sintetizados como sigue:

Revisién de distintos modelos de representacién de riostras, incluyendo el desa-
rrollo de los planteos matemaéaticos conducentes a las expresiones finales, los cuales en la lite-
ratura suelen darse por sobrentendidos. Esto ltimo no sélo permite justificar las hipétesis
asumidas, sino que también, comprender el comportamiento de la riostra y con ello la
adecuada eleccién del modelo que pueda representar apropiadamente la respuesta mecanica

de la misma.

Estudio paramétrico de sensibilidad sismica de un méstil arriostrado utilizando re-
gistros sismicos locales e internacionales. Al respecto, en el presente trabajo se han utilizado
seis registros sismicos, superando asi los dos o tres registros que suelen ser considerados en
la literatura internacional, y destacando también que a nivel nacional no se reporta de un
estudio de respuesta sismica llevado adelante con registros locales. Al mismo tiempo, no
se encontrd en la literatura consultada un estudio de sensibilidad considerando el efecto
combinado de la modificacion de tres parametros fundamentales a la hora de la modelacion
dindmica del problema, como lo son la pretension en riostras, el amortiguamiento estructural

y la rigidez flexional del mastil.

El desarrollo del sistema de ecuaciones diferenciales que gobiernan el movimiento
de un mastil reticulado preservando su configuracién espacial y abordado mediante un
planteo energético, es también un aspecto original de esta tesis, y por ende, no reportado en
la literatura actual. Dicha formulacién, la cual da lugar a un modelo continuo, contempla
aportes dados por rigideces e inercias locales de cada uno de los elementos del reticulado,
asi como también, efectos tales como la flexibilidad por corte propia de los sistemas reticu-
lados, y efectos de 2% orden propios de sistemas esbeltos. Este modelo continuo permite

representar el movimiento de cada uno de los largueros que conforman al mastil reticulado.
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En lo que hace a la biisqueda de modelos reducidos de representacién del mastil
reticulado, y fundamentado en el modelo espacial citado en el parrafo anterior, se desarrolla
un modelo continuo simplificado en el que los corrimientos de los largueros han sido referidos
al eje baricéntrico de la seccién transversal. Dicho modelo preserva los aportes y efectos del
modelo espacial, permitiendo abordar numéricamente y con un excelente desempeno, la res-
puesta estatica, dinamica y de estabilidad del reticulado, sin encontrar limitaciones de apli-
cacién en cuanto a diferentes C.B. posibles del problema. Al mismo tiempo, el desarrollo de
este nuevo modelo continuo, permitié obtener las propiedades equivalentes necesarias para
la representacién discreta del reticulado como viga-columna, asi como también, la obtencion
de expresiones explicitas para la determinacién de las cargas criticas de pandeo flexional y
torsional, que de manera practica y simple, permiten evaluar la estabilidad del mastil. Esto
dltimo oportunamente serd puesto a consideracién de las autoridades de CIRSOC a fin de
que evalten si resulta pertinente incluir dichas expresiones en la reglamentacion vigente,

pudiendo resultar ello en un aporte valioso para la practica profesional.

Por ultimo y referido al sistema estructural méstil-riostras, se incorpora a los fun-
cionales de energia obtenidos para el modelo continuo simplificado del méstil arriostrado, los
funcionales de energia obtenidos para las riostras consideradas éstas como resortes elasticos.
Con ello se formaliza un modelo continuo capaz de representar el movimiento de un mastil
reticulado y arriostrado por un nivel de riostras. Dicho modelo es aplicado a la determi-

nacion de elasticas, frecuencias naturales y cargas criticas de pandeo del mastil arriostrado.

1.7 Estructura de la tesis

Los restantes capitulos de esta tesis son organizados como a continuacion se detalla:

El Capitulo 2 presenta una revision de la literatura considerada méas relevante
desarrollada en los ultimos afos, referida al estudio de: i) maéstiles reticulados (modelo con-
tinuo, viga-columna, propiedades equivalentes, etc.); ii) riostras (modelos de representacion,
andlisis estdtico, vibraciones naturales, etc.); iii) mastiles reticulados arriostrados (mode-

lacién, andlisis estatico y dindmico, cargas de viento y sismo, etc.).
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El Capitulo 3 incorpora los distintos modelos de representacién de una riostra
(modelo catenaria y parabdlico, inextensible y extensible), incluyendo los correspondientes
desarrollos. Se analiza la respuesta estatica de una riostra sujeta a su propio peso a partir
de las distintas estrategias de modelacién. Se presenta también el desarrollo de la ecuacion
conducente a la determinacién de la rigidez axial estatica, asi como también, de las ecua-
ciones diferenciales que gobiernan el movimiento de una riostra tensa, obteniéndose luego las
frecuencias naturales para los distintos modos de vibracién. Por ultimo, se llevan adelante
simulaciones numéricas, via elementos finitos, a fin de comparar los resultados obtenidos

con aquéllos hallados mediante la aplicacion de las formulaciones analiticas.

FEn el Capitulo 4 se muestra el estudio paramétrico realizado a un méstil reticulado
de seccién transversal triangular, de 120 m de altura, arriostrado por cuatro niveles de
riostras, y sujeto a una serie de registros sismicos correspondientes a terremotos locales e
internacionales. Las respuestas dindmicas evaluadas corresponden al desplazamiento de la
cima del mastil y al corte basal del mismo. Se evalia céomo inciden en dichas respuestas la
modificacién de los pardmetros de disefio: i) nivel de pretensién inicial en las riostras, ii)
amortiguamiento equivalente (Rayleigh) de la estructura y iii) rigidez flexional del mastil.

Los resultados de las respuestas evaluadas son mostrados mediante gréficos.

El Capitulo 5 aborda el desarrollo, mediante un planteo energético, de las ecua-
ciones diferenciales y de las C.B. que gobiernan el comportamiento estructural de un reti-
culado espacial, el cual es ampliamente utilizado en la practica para materializar el mastil
arriostrado. Dicho desarrollo conduce a la obtencién de un modelo continuo de repre-
sentacién. El capitulo incluye las principales hip6tesis asumidas en el desarrollo, asi como
también, los procedimientos analiticos necesarios para la obtencién de los funcionales de
energia potencial y cinética del problema considerado, obteniéndose un modelo continuo

9ED. La implementacién numérica del modelo se lleva adelante para un caso particular.

En el Capitulo 6 se desarrolla un modelo continuo 6ED capaz de representar de
manera mas simple al reticulado espacial tratado en el capitulo anterior, obteniéndose las
respectivas ecuaciones diferenciales y sus correspondientes C.B. A partir de dicho modelo,

se obtienen las propiedades equivalentes necesarias para la representacién del reticulado
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como viga-columna, asi como también, la obtencion de expresiones practicas para la deter-
minacién directa de las cargas criticas de pandeo. La implementacién del modelo continuo
desarrollado queda incorporada en el presente capitulo, obteniéndose resultados numéricos
de elasticas, frecuencias naturales y cargas criticas, para distintas condiciones de borde. Al
mismo tiempo se modela de manera discreta al reticulado espacial, via elementos finitos, a

fin de comparar resultados con aquéllos obtenidos a partir del modelo continuo simplificado.

El Capitulo 7 aborda el estudio de un mastil reticulado el que se encuentra arrios-
trado por un nivel de riostras. Dichas riostras han sido tratadas como resortes elasticos ubi-
cados en los puntos de amarre con los largueros, en donde la energia de deformacion desarro-
llada por estos resortes ha sido incorporada al modelo 6ED del méstil reticulado. Elasticas,
frecuencias naturales y cargas criticas del sistema han sido determinadas numéricamente
mediante la implementacion del modelo continuo, y comparadas luego con resultados de

modelaciones via elementos finitos.

Finalmente en el Capitulo 8 se realiza una breve sintesis de los procedimientos y
resultados obtenidos, presentando una discusién de dichos resultados. Se senalan también
las principales conclusiones que pueden extraerse de la presente investigacién, indicando al

mismo tiempo, las posibles lineas de trabajo a ser abordadas en el futuro.

FEn el Apéndice A se aborda, mediante la implementacién del modelo continuo
que fuera desarrollado en el Capitulo 6, la solucién numérica para un caso particular del
mastil arriostrado, mientras que el Apéndice B, presenta la implementacion de dicho modelo
continuo simplificado para condiciones de borde diferentes a la analizada en el Capitulo 6.
En tanto que en el Apéndice C se desarrolla nuevamente el modelo continuo simplificado
obtenido en el Capitulo 6, pero con la particularidad de que se prescinde del aporte local
de los largueros, en términos de inercia y rigidez, haciendo atin mas facil su implementacion

numeérica.
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Capitulo 2

Revision de la literatura

2.1 Introduccion

Este tipo estructural, mastil arriostrado, estéd siendo estudiado por los principales
centros de investigacion mundial, con aportes individuales que contribuyen al conocimiento
de su comportamiento y a mejoras que conducen a la optimizacién en diseno, seguridad y
economia. Una gran mayoria de los trabajos estan orientados al uso del método de elementos
finitos para encontrar la respuesta de los sistemas que nos ocupa. Las cargas usuales de
diseno son principalmente el viento y el hielo, aunque dltimamente el efecto del sismo e
indicadores de sensibilidad sismica han sido objeto de estudio dada la relevancia estratégica

de estas estructuras de comunicaciones frente a siniestros naturales.

En este capitulo, se presenta una revisién de la literatura surgida a partir de
las investigaciones mas relevantes desarrolladas en los ultimos anos, referidas a mastiles

reticulados, a riostras, y al sistema en su conjunto, mastil arriostrado.

2.2 Mastiles reticulados

En la industria de las telecomunicaciones las antenas generalmente son soportadas

por mastiles reticulados arriostrados. Estos mastiles reticulados presentan una importante
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cantidad de elementos (largueros y diagonales) por lo que es habitual a la hora del disefio
utilizar modelos equivalentes de representacién, resultando ello en un menor costo com-
putacional de anélisis [46], [70]. S6lo muy pocos autores se han abocado a la determinacién
de las propiedades equivalentes necesarias para la modelacion discreta del reticulado como
viga-columna, y menos aun, al desarrollo de modelos continuos de representacién a partir
de un planteo energético, permitiendo con ello una evaluacién mas precisa de la respuesta

estatica, dindmica y de estabilidad del reticulado.

El Reglamento CIRSOC 302 [7] establece los fundamentos de célculo para los
problemas de estabilidad del equilibrio en estructuras de acero. Para el caso de reticulados
planos con distintos patrones de reticulacién, indica expresiones para determinar una es-
beltez local considerando la flexibilidad por corte propia del alma reticulada. Esta esbeltez
local junto a la esbeltez correspondiente a la barra compuesta, permiten determinar una
esbeltez ideal y a partir de ello obtener mediante tablas el coeficiente de pandeo (método
w), para luego comprobar que las tensiones de compresién no superen las admisibles. En el

analisis se prescinde del aporte de rigidez local de los largueros.

En tanto la Recomendaciéon CIRSOC 303 [9], la cual aborda el tratamiento de es-
tructuras livianas de acero, establece expresiones para la determinacién de las deformaciones
maximas de un reticulado espacial. Estas expresiones sélo son vélidas para las condiciones
de borde del reticulado apoyado-apoyado y empotrado-libre, y para cierto tipo de cargas.

Nuevamente en el analisis se prescinde del aporte de rigidez local de los largueros.

Ben Kahla [38] basado en el método de la flexibilidad, determiné las propiedades
elasticas equivalentes para cinco patrones distintos de reticulados espaciales. Para ello aplicé
acciones unitarias (esfuerzo axial, transversal, flector y torsor) sobre el eje baricéntrico de
los reticulados espaciales obteniendo los desplazamientos del mismo, y luego los compard
con aquellos desplazamientos obtenidos por las mismas acciones pero actuando en una viga-

columna, obteniendo a través de esta comparacion las propiedades eldsticas equivalentes.

Otros autores [46], [71] para la modelacién como viga-columna de un mastil reti-
culado arriostrado, obtuvieron las propiedades eldsticas equivalentes a partir de modelar via

elementos finitos un tramo del reticulado espacial fijado a su base. Sobre el extremo libre
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de dicho reticulado se aplicaron distintas cargas a fin de obtener corrimientos y giros, y con
ello, obtener rigideces flexionales, transversales y torsionales, las cuales luego le fueron asig-
nadas al elemento viga-columna. Este proceso se debe repetir cada vez que las propiedades
geométricas del reticulado o bien las propiedades mecanicas de los elementos del reticulado

cambian, resultando entonces en un método poco expeditivo.

Por otro lado, Salehian [61] desarrollé un modelo continuo 1-D para la repre-
sentacién de un reticulado espacial con uniones flexibles utilizado para soportar pantallas
solares que abastecen de energia a satélites en érbita. Asumiendo una variacion lineal del
campo de desplazamientos de la seccion transversal del reticulado, pudo expresar los co-
rrimientos y giros del mismo respecto al eje baricéntrico de la seccién. Luego, a través de un
planteo energético, determiné la energia mecénica del sistema (referida al eje baricéntrico),
y aplicando el principo de Hamilton hallé las ecuaciones diferenciales del modelo de or-
den reducido que representa el movimiento del reticulado. En cuanto a la implementacion
del modelo, se presentan resultados numéricos solo en términos de frecuencias, y para las
condiciones de borde libre-libre del reticulado. Resultados de frecuencias experimentales
obtenidas de un reticulado plano, mostraron correspondencia con los resultados analiticos

del modelo desarrollado.

2.3 Riostras

Al igual que Irvine [37], un amplio tratamiento del andlisis estatico y dindmico de
los cables es desarrollado por Leonard [44] en su libro Tension Structures. En primer lugar
analiza el comportamiento del equilibrio estatico del cable considerando tanto la configu-
racion adquirida de perfil parabdlico como de perfil catenario, sujeto a cargas concentradas,
distribuidas, y combinacién de estas tltimas. Se muestra que para el caso del cable con flecha
reducida, el andlisis considerando una carga uniformemente distribuida sobre la luz hori-
zontal del cable, la cual conduce a una configuracién parabdlica (si no se considera el peso
propio), permite encontrar resultados muy similares a los hallados considerando a la carga
actuando sobre la longitud de arco del cable (configuracién catenaria), permitiendo entonces

un tratamiento més simple del problema. También se presenta el tratamiento aproximado
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a la respuesta estatica mediante elementos finitos, desarrollandose la formulacién tanto
para un elemento recto, de dos nodos y con comportamiento lineal, como también, para
un elemento con comportamiento no-lineal. Seguidamente comienza tratando la dindmica
de un cable sin peso, de material elastico lineal, con una masa concentrada a la mitad de
su luz, y sujeto a una carga puntual variable en el tiempo. La ecuacion del movimiento
hallada resulta ser no-lineal, linealizandola al despreciar los términos de segundo orden de
la flecha dindmica (Ae;)?, y observandose que la rigidez es dependiente de la magnitud
de la flecha inicial e de pretensado (flecha estdtica). El andlisis de la vibracién libre no
amortiguada conduce a que la frecuencia de vibraciéon w es de naturaleza no-lineal, y de-
pendiente de la magnitud de e, tendiendo a ser lineal con el aumento de esta iltima. Para
el caso de vibracién libre amortiguada, debido al bajo amortiguamiento de los cables (0.5
a 3 %), la frecuencia natural amortiguada wp no difiere significativamente de w. Frente a
una accién dindmica y cerca de la condicion de resonancia, dado que Ae; se amplifica, no
resulta valido considerar nulos los términos (Ae;)?, siendo necesario un andlisis no-lineal.
Para la vibraciéon libre de un cable continuo, se establece que la vibracién fuera del plano
del cable (balanceo) esté desacoplada respecto de la vibracién en el plano, y que los modos
antisimétricos en el plano no generan tension adicional en el cable, mientras si lo hacen los
modos simétricos. También se analiz6 sistemas de multiples grados de libertad, planteando
la ecuacion del movimiento para la vibraciéon libre lineal no amortiguada, presentando tres
métodos iterativos (el del vector, el de transformacién y el polinomial) para hallar las fre-
cuencias naturales. Para el caso de vibracién lineal forzada amortiguada (amortiguamiento
de Rayleigh), se presenta como método de solucién el de superposicién modal, permitiendo
asi desacoplar las ecuaciones del movimiento. Posteriormente y partiendo del principio de
Hamilton evaluado incrementalmente, se llega a la formulacién de un elemento finito recto
que permite encontrar la respuesta linealizada del cable. Se plantea la matriz de masa como
consistente y como lumped, notandose que la matriz consistente conduce a resultados mas
adecuados, aunque con un mayor costo computacional. Seguidamente se evalda la dindmica
no-lineal del cable, en donde las ecuaciones del movimiento son abordadas mediante el
método de integracién directa en el tiempo en su forma explicita e implicita (Newmark),

destacando las ventajas y desventajas de cada uno de ellos. Por ultimo se desarrolla la
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formulacién de un elemento finito isoparamétrico no-lineal capaz de representar de manera

mas adecuada la geometria curva del cable.

La dindmica no-lineal de un cable inicialmente tenso (recto, sin flecha), asi como
también la de uno no tenso (con flecha) sujeto a la accién del viento fue estudiada por Ben
Kahla [39]. Estas condiciones intentan simular la geometria que adquiririan los tensores
ubicados a barlovento y sotavento, respectivamente, de un mastil arriostrado sometido a
la accién del viento. Se realizd el andlisis en el dominio del tiempo utilizando integracién
directa. Para el cable tenso, la tensién crece al incrementarse la velocidad media del viento,
mientras que para el cable no tenso, la tension decrece con el aumento de la velocidad del
viento hasta alcanzar una posicion llamada de equilibrio neutro, a partir de la cual comienza
a crecer la tension. El andlisis dindmico del cable tenso permitié observar que éste vibra casi
lineal alrededor de su posicién no deformada (recta), por lo que un andlisis modal puede
ser aplicado. Para el cable no tenso, la oscilacién no ocurre alrededor de su posicién neutra
(alcanzada para una cierta velocidad media del viento), por lo que no se puede aplicar un
analisis modal. La modificacién de la frecuencia de la componente fluctuante del viento,
permitié estudiar la respuesta en resonancia, observandose un bajo factor de amplificacién
dindmica pero grandes valores de tensiones en el cable tenso, mientras que para el cable no
tenso, los factores fueron elevados, pero dado que el cable continué flojo, los valores de las

tensiones fueron bajos.

Militano [52] desarrollé un software para el tratamiento de las vibraciones libres
mediante elementos finitos. El modelo para los cables tuvo en cuenta la no-linealidad
geométrica, la inclinacién, y la posibilidad de adoptar un perfil tipo catenaria o parabdlico.
La matriz de masa fue tratada como matriz lumped y como matriz consistente. Solo se con-
sideré rigidez axial y variacion de las tensiones a lo largo del eje de la cuerda. Se encontré
que la frecuencia natural del cable tenso depende de la pretension inicial del mismo y de su
rigidez, y que para una rigidez dada, la frecuencia aumenta con la pretension, mientras que
para una tensién constante, la frecuencia decae con la longitud del cable. Ambos tratamien-
tos para la masa del cable convergieron de manera similar a la solucién. Se present6 también

la modelacion del cable mediante el método del mdédulo eldstico equivalente, encontrandose
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sélo resultados aceptables para las frecuencias fuera del plano del cable.

Kewaisy [42] traté la dindmica del cable sujeto a una accién forzadora mediante
separacion de variables. La variable espacial fue discretizada mediante diferencias finitas,
mientras que para la discretizacién de la variable temporal se utilizé el método de integracién
directa en el tiempo (Newmark (). El modelo incorporé resortes y amortiguadores en
puntos intermedios. Se observé que cables con alta tension inicial (pequena flecha) exhiben
un comportamiento rigido que lleva a bajos desplazamientos y tensiones, y que dado el
poco peso de los cables, las fuerzas y desplazamientos inerciales debido a su masa resultan
despreciables. Se consider6 al cable con perfil de catenaria, y solo se tuvo en cuenta rigidez

axial y variacién de las tensiones a lo largo del eje de la cuerda.

Un modelo simple de nueve grados de libertad fue propuesto por Desai y Punde [11]
para representar la dindmica de un cable y con ello la de una estructura soportada por éstos.
El modelo presenta tres grados de libertad traslacionales en cada extremo y tres coordenadas
generalizadas en un punto intermedio del cable para representar el movimiento de este
punto. El modelo considera la posibilidad de desplazamiento de los extremos del cable, y es
capaz de representar con este solo elemento al cable completo sin necesitar su discretizacion.
Los desplazamientos en cada una de las direcciones del cable son re-presentados mediante
una combinacion lineal entre coeficientes funcién del tiempo, y funciones bases funcién
del espacio. Las funciones bases son las formas modales determinadas analiticamente por
Irvine. La formulacion fue validada tanto para vibracion libre como forzada, obteniéndose
resultados adecuados, pero solo aplicables a condiciones en donde la carga en el plano del

cable sea la dominante.

Una modificacién a las expresiones obtenidas por Irvine [37] para la determinacién
de las frecuencias naturales y las formas modales de vibracion del cable en su plano, fue
presentada por Wu et al. [73]. Irvine determiné las expresiones para el caso de un cable
horizontal y las hizo extensivas para el caso del cable inclinado. Partiendo de la configuracién
de equilibrio estdtico definida por Irvine para un cable inclinado y de pequena flecha, y
considerando la influencia del dngulo de inclinacion en las frecuencias de vibracién en el

plano, Wu et al. obtuvieron las ecuaciones de Irvine modificadas, las cuales permiten
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considerar las propiedades adicionales de vibracion debido a la influencia de la inclinacién
del cable. Estas expresiones fueron obtenidas a partir de considerar la dindmica lineal,
resultando véalidas para cables con relaciones de flecha menores a 1/8 (cable poco flechado)
y relacion entre el peso del cable y la componente horizontal de pretensién menor que uno

(cable tenso).

Filipich y Rosales [17] analizaron la dindmica de una cadena de eslabones rigidos,
sujeta a su propio peso y a movimientos impuestos en un extremo. Se traté de un andlisis
plano, donde las ecuaciones del movimiento resultaron fuertemente no-lineales (no-linealidad
geométrica) las cuales fueron tratadas mediante series de potencia temporales, dando lu-
gar a una linealizacion del problema. Se presentaron ejemplos numéricos de una cadena
inextensible con un extremo fijo y el otro con movimientos armonicos impuestos de dis-
tinta frecuencia, los resultados fueron comparados con los hallados al aplicar un software
de elementos finitos, encontrandose aceptable concordancia. Tomando un gran nimero de

eslabones para la cadena, esto da lugar a un modelo de cable inextensible.

El andlisis dindmico no-lineal de cables extensibles poco tensos bajo su propio
peso y el de movimentos impuestos en sus extremos fue tratado por Escalante et al. [13]
aplicando el método de descomposicién ortogonal propia o descomposicion de Karhunen-
Loeve (KLD). Se parti6 de conocer la respuesta de un problema de similares caracteristicas,
cadena de eslabones rigidos [17], permitiendo ello aplicar la KLLD para encontrar los modos
ortogonales propios (POM o bases de KL). Las ecuaciones no-lineales que gobiernan el
movimiento del cable son resueltas mediante la aproximacién de Galerkin utilizando como
bases los POM. De los ejemplos numéricos analizados se observo que conocida la respuesta
de un problema ordinario (cadenas inextensibles), se pudo analizar un problema dindmico
mas complejo (cables extensibles), logrando una muy buena representacién de la respuesta

sélo con el uso de unas pocas bases de KL.
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2.4 Mastiles reticulados arriostrados

El Reglamento CIRSOC 306 [8], establece los principios fundamentales para el
calculo y dimensionamiento de las estructuras de acero para antenas. Se establece como
modelo de calculo representativo para el mastil, el de la viga continua sobre apoyos elasticos,
y cuyas constantes de resorte dependen del mdédulo de elasticidad del cable. Se admite un
comportamiento elastico lineal para los cables siempre que se asegure un pretensado minimo.
Para mastiles atensorados con altura menor de 60 m y de uso temporario se admite el modelo
de viga continua sobre apoyos fijos. Para considerar la accién sismica se dispone entre los
apoyos elasticos y a la mitad del vano, de una masa concentrada correspondiente al aporte
de masa activa por parte del vano del mastil. Frente a la accién del viento se establece que
la deformacién horizontal mdxima no podrd ser mayor al 0.5 % de la altura del maéstil, y que
sélo es necesario considerar los efectos de rafaga sobre el tramo del mastil que se encuentra
por encima del ultimo nivel de tensores. Debido a la accién del hielo, se presentan distintos
espesores para la capa de ésta a considerar sobre los elementos, de acuerdo a la zona de

emplazamiento.

Un modelo hibrido para el anélisis no-lineal de mastiles atensorados fue propuesto
por Kewaisy [42]. Los cables fueron discretizados mediante diferencias finitas, mientras
que para los miembros del mastil reticulado se utilizé el método de elementos finitos. Se
analizaron separadamente los cables y el mastil, y luego forzando la compatibilidad de
desplazamientos entre el mastil y los puntos de amarre de los cables, se llegd al estado
de equilibrio del sistema. Los elementos cables y barras (para el mastil) sélo presentaron
rigidez axial. La respuesta dindmica no-lineal frente a la accién del viento fue analizada.
Se observé que la interaccién no-lineal cable-mastil se debe a la variacién de la rigidez en
el cable. La accion del viento hace que algunos de los miembros del mastil se encuentren
sujetos a tensiones reversibles pudiendo presentarse fallas por fatiga, aun para cargas de

servicio.

La respuesta frente a severas cargas estaticas capaces de producir grandes deforma-
ciones y tensiones fue abordada por Shi [63]. Para el anélisis y modelacién utilizé elementos

finitos no-lineales, cuyos resultados obtenidos fueron luego comparados con los determina-



21

dos mediante el uso de modelos de analisis lineal simplificado. Para la modelacién no-lineal,
se utiliz6 la formulacién de Pai [55] la cual contempla la no-linealidad geométrica y mate-
rial. El estudio paramétrico fue realizado sobre un mastil atensorado de baja altura (cables
tensos) y sobre uno de gran altura (cables flechados). El comportamiento fue analizado solo
en términos del desplazamiento de la cima del méastil. En cuanto a la no-linealidad material,
se observo que el modelo isotropico es el mas adecuado para estas cargas. Cuando el mastil
presenta grandes deformaciones pero con pequenas tensiones, es suficiente considerar solo
no-linealidad geométrica. Mientras que si las deformaciones son pequenas, un analisis lineal
resulta adecuado. También evalud la respuesta frente a una carga sismica considerando solo
la componente principal horizontal del terremoto de El Centro, en donde ésta fue aplicada
en forma alternada en las dos direcciones ortogonales. La respuesta dindmica frente a cargas

impulsivas (explosiones) también fue estudiada.

Oliveira et al. [53] llevaron adelante un andlisis sobre tres maéstiles atensorados
(50, 70 y 90 m). Cada uno de los elementos del méstil reticulado fue modelado via elementos
finitos, para lo cual se utilizaron tres estrategias distintas de modelacién (I, II, III). En la
I se utilizaron elementos tipo barras de dos nodos con capacidad sélo a esfuerzos normales.
Para la II se consideraron elementos tipo viga de dos nodos con capacidad a esfuerzos nor-
males, de flexion, y torsién, mientras que para la estrategia III se adopt6 una combinacién
de la I y de la II para modelar cada miembro del méstil. En los tres casos los tensores
fueron modelados con elementos tipo cable de dos nodos y con capacidad solo a traccion.
Para el andlisis numérico se utilizé el software ANSYS. Del andlisis estatico se observé una
buena concordancia entre los resultados de tensiones y desplazamientos obtenidos de las es-
trategias Il y III, mientras que hubo marcadas diferencias con la I dado que ésta subestimé
los valores de las tensiones. La estrategia III resulté mas eficiente computacionalmente
que la I, y representé de mejor modo que la II el caso en el que las barras secundarias
se encontraban articuladas (diagonales, montantes horizontales). En cuanto a las frecuen-
cias en vibracién libre, las diferencias numéricas encontradas entre las tres estrategias de
modelacion utilizadas, resultaron ser pequenas. Todos los andlisis llevados a cabo fueron

lineales.
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Un método simplificado para el andlisis dindmico fue propuesto por Gerstoft y
Davenport [20], en el que la respuesta dindmica es separada en una respuesta base (baja
frecuencia) y en una respuesta de resonancia (alta frecuencia). El momento de respuesta
base se estima mediante la aplicacién del método del pacth load (Cohen, 1960), pero con
diferente magnitud de carga y diferente camino en la aplicacién de los pacth load. Esta
respuesta se determina como la raiz de la suma de los cuadrados de cada momento (r.s.s.)
obtenidos para cada pacth load. Dado que se encontré formas similares entre la respuesta
base (cuasi-estatica) y la respuesta resonante (dindmica), la respuesta dindmica se obtiene
multiplicando a la respuesta base por un factor de amplificacion dindmica que depende de
las propiedades estructurales del mastil. El método resulta adecuado cuando la respuesta

resonante es pequena.

El efecto de la carga de hielo sobre las vibraciones libres fue tratado por Wahba et
al. [70] utilizando el software multipropdsito de elementos finitos ABAQUS. Se evaluaron
seis mastiles atensorados existentes utilizando dos modelaciones distintas para el mastil,
una en donde se model6 cada uno de los miembros con elementos tipo barra, y la otra, en
donde se modeld al mastil como viga-columna equivalente utilizando elementos tipo viga.
FEn ambos casos los tensores fueron modelados con elementos tipo cable y fue considerada la
no-linealidad geométrica. Ambos modelos numéricos fueron validados comparando sus re-
sultados con los de un ensayo experimental sobre un mastil arriostrado a escala. Como carga
de hielo se utilizaron tres clases posibles de acumulacién sobre los elementos. Se observo
que ambos modelos numéricos tuvieron adecuada concordancia con el modelo experimental,
que la acumulacién de hielo en los elementos reduce significativamente la frecuencia natural
respecto a la condicién de carga de hielo nula, presentandose ademads un mayor acoplamiento
entre los movimientos de los cables y del mastil, y resultando ser el sistema mas vulnera-
ble a los efectos dindmicos del viento. Los mismos autores en un trabajo posterior [71],
compararon los resultados obtenidos de las modelaciones mencionadas, con los obtenidos
al modelar los seis maéstiles atensorados utilizando el modelo de viga continua apoyada en
soportes elasticos no-lineales, siendo ampliamente utilizado en el diseno. Se encontraron re-
sultados similares, solo que el modelo de viga continua sobrestima las rotaciones torsionales.

El modelo que utilizé elementos finitos tipo viga, presentd el menor costo computacional.
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Madugula et al. [46], basados en los trabajos de Wahba et al. [70] y [71], vali-
daron los modelos de elementos finitos utilizados en ese estudio, mediante la comparacién
con los resultados experimentales obtenidos de mastiles atensorados modelados a escala
(1:20) y ensayados en una mesa vibratoria, encontrando buena concordancia en los valo-
res de las frecuencias naturales entre los modelos numéricos y experimentales. Luego, seis
mastiles atensorados existentes fueron representados con los modelos de elementos finitos,
encontrandose que la frecuencia natural del sistema disminuye cuando se produce un au-
mento de la carga de hielo, que la frecuencia aumenta al aumentar la pretension inicial en
los tensores, y que los dispositivos antirotores no influyen significativamente (<5 %) en el

comportamiento dindmico del sistema.

Un software basado en el método de elementos finitos para el tratamiento de las
vibraciones libres fue abordado por Militano [52]. El modelo contemplé los cables, el mastil
y las estrellas antirrotoras. Se utilizaron elementos tipo cable tridimensional con perfil de
catenaria y parabdlico. Para modelar el mastil se utilizaron elementos viga-columna con
las propiedades equivalentes determinadas en [38]. Las soluciones obtenidas tuvieron buena
concordancia con soluciones existentes. Se observo que la interaccién méstil-riostras no tiene
efecto sobre las frecuencias del cable fuera de su plano, mientras que para las frecuencias
en el plano, se presenta un acoplamiento entre el mastil y los cables. El peso propio del
mastil afecta las primeras frecuencias flexionales de este. El estudio paramétrico realizado
indicé que el adoptar alguno de los cinco patrones de reticulado establecidos en [38] tiene
poco efecto sobre las frecuencias del sistema, y que este efecto decae aiin més cuando se

incrementan los niveles de cables.

Simulaciones numéricas sobre un mastil arriostrado con un solo nivel de riostras
constituido por dos riendas coplanares, fueron llevados adelante por Preidikman et al. [58]
para evaluar las vibraciones libres mediante andlisis dindmico lineal y no-lineal. El méstil fue
modelado como una viga-columna soportada por apoyos eldsticos no-lineales (los tensores).
Para los tensores se considerd el modelo de perfil parabdlico. Se observé que la pérdida
de pretension en los tensores produce un aumento del periodo de la estructura debido a la

disminucion de rigidez del tensor, y una disminucién del periodo debido a la disminucién
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de la carga de compresién en el méastil. Para el caso de méstiles atensorados con tensores
con elevada pretensién, el modelo de viga continua sobre apoyos rigidos es véalido, no asi
cuando se trata de méstiles con muchos niveles de tensores y con baja pretension en éstos.

Se trat6 de un andlisis en el plano y no amortiguado.

La respuesta dindmica de un mastil arriostrado de 50 m de altura bajo la accién de
una carga de viento normal, fue experimental y analiticamente investigada por Harikrishna
et al. [30]. Mediciones de campo se llevaron adelante para obtener resultados experi-
mentales, mientras que para la simulacién numérica se utilizé el método del pacth load
(Davenport y Sparling, 1992). Los coeficientes de rugosidad « (ley de potencia) y z, (ley
logaritmica) estimados experimentalmente, se correspondieron con las caracteristicas del
terreno. Se observo del espectro de aceleraciones medidas sobre el mastil, la presencia
de excitaciones multimodales muy préximas entre si. La raiz de la media de los cuadrados
(r.m.s.) de los desplazamientos estimados sobre el mastil, se incrementan de forma no-lineal
con el incremento del cuadrado de la velocidad media del viento, indicando la contribucién
de la respuesta dinamica resonante y no-lineal. Los valores r.m.s. del desplazamiento me-
dido para vientos leves, coincidieron con los valores obtenidos al aplicar el método del pacth

load.

Por otra parte Zhu [74] llevé adelante ensayos experimentales en tinel de viento
para determinar la respuesta dindmica, frente a esta carga, de un prototipo a escala re-
presentando un mastil atensorado de 300 m de altura. La escala geométrica utilizada para el
prototipo fue de 1:100. También fueron escalados otros pardmetros tales como la velocidad
del viento, masa, rigidez y superficie de exposicién tanto para el maéstil como para los
tensores. Los resultados de los ensayos fueron comparados con los resultados encontrados
sobre un modelo numérico analizado en el dominio de la frecuencia. En dicho modelo
numérico se consideré para los tensores el modelo propuesto por Sparling (1995), mientras
que para el mastil, el modelo de viga-columna utilizando las equivalencias halladas en [38].
Las caracteristicas del mastil arriostrado fueron obtenidas de las consideraciones de diseno
establecidas en la Canadian Design Standard CSA-S37-01 [5] y de un estudio paramétrico

sobre 41 mastiles atensorados existentes. En general, se encontré buena concordancia entre
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los resultados de los ensayos y los del modelo numérico. Ademas, se observé que el des-
plazamiento del mastil es dependiente de la direccién relativa del viento frente al mastil
y del grado de exposicion de la estructura, y que pareciera ser que cuando el tensor a
sotavento comienza a relajarse, los desplazamientos dinamicos cercanos a la cima del mastil
se reducen. Se vio también que el método seudo-dindmico del factor de rafaga, utilizado
por la CSA-S37-01 para encontrar una carga de viento estatica equivalente a la dinamica,

subestima la respuesta frente a la accién del viento.

Materazzi y Venanzi [50], basados en la revisiéon del método del factor de rafaga
(Davenport, 1967), propusieron un nuevo método de anélisis estatico equivalente para eva-
luar de manera simplificada la respuesta dindmica frente al viento. Este consistio en la
definicién de una funcién de rafaga variable con la altura y dependiente de la cantidad
de modos considerados y de la intensidad de la carga dindmica. Se realizé un estudio
paramétrico sobre un mastil arriostrado de 150 m de altura, en donde la evaluacion dindmica
en el dominio de la frecuencia, permitio establecer que se necesita de un mayor niimero de
modos para representar adecuadamente el corte basal que para representar los desplaza-
mientos. También se realizé un analisis estatico equivalente utilizando el método del patch
load (Davenport y Sparling, 1992), un anélisis dindmico lineal, y un anglisis dindmico con-
siderando no-linealidad geométrica, estos ultimos, en el dominio del tiempo. Se observé que
para encontrar resultados adecuados con el método propuesto, se necesita de la contribucién
de varios modos para la definicién de la funcién de rafaga. Los resultados indicaron una
mejor aproximacién al anélisis dindmico no-lineal con el método de la funcién de réafaga que

con el método del patch load.

Un andlisis dindmico no-lineal en el dominio del tiempo fue realizado por Amiri [1]
sobre ocho mastiles arriostrados existentes (entre 150 y 607 m de altura), para determinar
indicadores de la sensibilidad sismica mediante simulaciones numéricas. Los miembros del
mastil fueron modelados con elementos finitos tipo barra de dos nodos, mientras que los
tensores, con elementos tipo cable considerando la no-linealidad geométrica. Se adopté un
amortiguamiento estructural equivalente del 2 % del critico. Como input se utilizaron los

acelerogramas de la componente horizontal de los terremotos de El Centro, de Parkfield, y
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de Taft. El acelerograma de la componente vertical se generé artificialmente considerando
un 75 % del acelerograma horizontal. Se observé como tendencia y comportamiento, que
los sistemas con altura entre los 150 y 350 m resultaron ser sensibles sismicamente si su
frecuencia fundamental se encuentra entre los 0.5 y 3 Hz. Ademas, si los efectos sismicos
verticales son considerados, las maéstiles arriostrados con cables poco tensos (<5 % de la
tensién ultima) resultan sensibles a la combinacién de movimientos sismicos horizontales y
verticales. El estudio mostré que un comportamiento discontinuo puede presentarse a lo
alto del mastil debido a las diferencias de rigidez lateral entre los distintos niveles de los
tensores, y que los efectos inerciales debido a la masa de los tensores contribuyen poco a la

respuesta sismica lateral sobre el mastil, pudiendo no ser tenidos en cuenta en el analisis.

Utilizando el software multipropédsito de elementos finitos ABAQUS, Hensley [31]
analizé el comportamiento de un mastil atensorado sujeto a eventos sismicos, para lo cual
utilizé las tres componentes de los registros de los terremotos de Northridge y de El Centro.
Se considerd a los tensores constituidos por cuerdas de fibra sintética y fueron tratados
en el modelo como resortes con rigidez no-lineal. El mastil se considerd articulado en
su base, no se tuvieron en cuenta efectos torsionales sobre el mismo, y fue considerado
amortiguamiento estructural de Rayleigh. La respuesta en el tiempo se obtuvo mediante un
analisis dindmico implicito. El estudio paramétrico permitié observar que la componente
dindmica del esfuerzo axial sobre el méastil es muy significativa, que cuando el tensor se relaja
(pérdida de tensién) y réapidamente se vuelve a tensar, el sistema experimenta marcados
cambios en su respuesta, y que la componente dindmica de tension en el tensor resulta
mucho mayor que la pretensién inicial. Asimismo se vio que el corte basal resulté ser del
orden del 20 % del peso del mastil, que los desplazamientos horizontales del méstil decrecen
con un aumento en la pretension inicial de los tensores, mientras que el desplazamiento
vertical crece casi lineal con este aumento. La modificacion de la direccién de los input

analizados, frente a la posicion del mastil, casi no altera la respuesta del sistema.

La respuesta dindmica no-lineal debido a la rotura repentina de una riostra fue
tratada por Ben Kahla [40]. Un madstil arriostrado por tres niveles de cables fue modelado

numéricamente considerando sus cables integros, para luego comparar resultados con los
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obtenidos de tres modelos que tuvieron en cuenta la rotura de un tensor por vez en cada
nivel. Para los miembros del mastil se utilizaron elementos finitos tipo barra, y no se
tuvo en cuenta amortiguamiento. Para los tensores se utilizaron elementos tipo cables (con
perfil de catenaria) teniendo en cuenta el comportamiento no-lineal geométrico, asi como
amortiguamiento mecanico, estructural y aerodindmico. Se considerd (para los tres casos)
la rotura del tensor a barlovento, bajo la accién de una carga estatica de viento actuando
en el plano de éste. La rotura del tensor fue simulada mediante la aplicacién en el punto
de anclaje con el mastil, de una fuerza externa equivalente a la tensién de la riostra antes
de la rotura, luego esa fuerza fue removida instantaneamente originando aceleraciones. Se
observé que la mayor amplificacion dindmica sobre los tensores inicialmente a barlovento,
se dio para el tensor del nivel central cuando se considerd la rotura del tensor superior.
El colapso de la estructura ocurre después de que un grupo de montantes verticales fallan
en compresién. Continuando con esta investigacién, Ben Kahla [41] utilizando los mismos
modelos anteriores, analizo los efectos de la rotura de un tensor pero sin la presencia de
presion de viento. El estudio mostré pequenos desplazamientos del méastil pero con muy
poco amortiguamiento, debido a que la ausencia del viento no permite amortiguamiento
aerodinamico. Ningin montante vertical falld, siendo los cordones horizontales los que
fallaron a compresién. Se observé que el colapso de la estructura puede provenir al fallar

por lo menos un elemento de la parte mas baja del mastil.

La respuesta dindmica no-lineal debido a dos excitaciones armoénicas (w = 1 rad/seg
y w = 10 rad/seg) sobre un mastil arriostrado por un nivel de cables ubicados coplanar-
mente, y modelado con elementos finitos tipo barra, fue estudiada por Rosales et al. [60].
Conocida la respuesta (desplazamientos axiales y transversales) se aplicé la descomposicién
de Karhunen-Loeve (KLD), encontrdndose los modos (POM o bases de KL) y los valores
(POV o contribucién de energia de KL) ortogonales propios, los cuales muestran la influ-
encia de las no-linealidades y el contenido dindmico de la carga. Se observé que para la
frecuencia menor no hay cambios evidentes en los modos de KL, mientras que para la fre-
cuencia mayor el primer modo se vio modificado, transfiriéndose energia de éste al segundo
modo de KL. Ademés del anédlisis de la distribucién de energia (POV), el estudio pretende

aplicar los POM como bases en la aproximacion de Galerkin, logrando modelos simplifica-
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dos de baja dimensiéon dado que muy pocos modos de KL contienen gran informacién de la

dindmica del problema.

Guzman et al. [21] llevaron adelante una revisién de la literatura en donde se
investigaron los trabajos considerados mas relevantes publicados en los 1ltimos anos, en los
cuales se presentan distintas estrategias de andlisis y modelacion para el sistema estructural
mastil arriostrado, frente a diversos tipos de solicitaciones. Se observé entre otros temas,
que el andlisis mediante el método de elementos finitos es ampliamente utilizado, que la
modelacion del mastil como viga-columna equivalente entrega resultados satisfactorios, y
que cuando los desplazamientos del mastil son importantes, o bien, cuando la frecuencia de

la excitacién es cercana a la fundamental, se requiere de un anélisis no-lineal.

Por otro lado, el cdlculo de un mastil reticulado arriostrado presentando el mismo
imperfecciones geométricas de su eje, fue abordado por Matuszkiewicz [51] de acuerdo a los
establecido en el Eurocédigo 3 [14]. El estudio ha permitido establecer que atn estando
dentro de los limites admisibles para las imperfecciones geométricas del eje establecidas por
el codigo, dichas imperfecciones pueden tener una influencia significativa en los valores de
los esfuerzos internos del mastil, pareciendo ser conveniente tener en cuenta al comienzo del

calculo estructural las posibles imperfecciones presentadas.

La no-linealidad geométrica mediante el uso del software SAP2000 fue evaluada
por Parnds y Lorenzo [56] cuando el sistema mastil-riostras es solicitado por cargas de
viento extremo. Se evaluaron las variaciones en los esfuerzos internos obtenidos en los
elementos del mastil considerando la no-linealidad geométrica y sin considerarla. Los re-
sultados numéricos obtenidos reflejaron incrementos significativos en los esfuerzo internos,

confirmando la necesidad de un andlisis no-lineal bajo carga de viento extrema.

En un estudio reciente, Travanca et al. [68] evaluaron el andlisis y disefio de estruc-
turas de telecomunicaciones construidas en Portugal en los tltimos 20 anos, presentando
también los principales problemas observados en las mismas. Se destaca que dentro de las
estructuras utilizadas para las telecomunicaciones, el mayor niimero de colapsos encontrados
se ha dado para la tipologia mastil arriostrado, requiendo estas tltimas una mayor atencion

a la hora del disenio de los anclajes y de la definicién de la carga de viento.
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2.5 Conclusiones

De la revision de la literatura abordada se puede establecer que no se reporta
de un estudio que haya permitido obtener las ecuaciones diferenciales que gobiernan el
movimiento de un mastil reticulado espacial, y con ello, el desarrollo de un modelo continuo
de representacién. Si se reportan desarrollos conducentes a modelos continuos simplificados
de representacion 1-D, los cuales son referidos al eje baricéntrico de la seccién del reticulado.
A partir de dichos modelos se pueden obtener las propiedades equivalentes necesarias para
la representacién discreta del mastil como viga-columna. Algunos de estos desarrollos sélo
permiten obtener las propiedades eldsticas del sistema, no asi las dindmicas, mientras que
aquellos desarrollos que si lo permiten, han prescindido de las propiedades locales tales
como la rigidez e inercia flexional de los largueros, y que para algunos casos, puede resultar

290 orden debido a las cargas de punta tampoco

importante su consideracion. El efecto de
ha sido tenido en cuenta en dichos desarrollos, y consecuentemente, no pudiéndose obtener

las correspondientes cargas criticas que conducen a la inestabilidad del mastil reticulado.

En cuanto al analisis de la riostra, los estudios son diversos y profundos, no obs-
tante los distintos modelos que permiten la representacién de su comportamiento en muchos
casos no presentan un desarrollo analitico detallado que permita su comprensién. Respecto
a los estudios paramétricos, se reportan pocos resultados de cémo influye en la respuesta
de la riostra la combinacién de dos parametros fundamentales como lo son, la relacién de
flecha d (asociado a la pretensién), y la diferencia de altura h entre los extremos de ésta
(asociado a la inclinacién), asi como tampoco, una comparacién de resultados entre las
distintas estrategias posibles para la modelacion de la riostra (perfil catenaria y parabdlico,

inextensible y extensible).

En lo que al sistema estructural mastil-riostras se refiere, el analisis via elementos
finitos es ampliamente utilizado. Debido a la geometria del méstil, la representacion de cada
uno de sus miembros mediante elementos finitos implica un elevado esfuerzo en la modelacién
y un alto costo computacional. Ante ello, la modelacién del mastil como viga-columna
entrega resultados muy satisfactorios, siempre y cuando las propiedades equivalentes re-

presenten adecuadamente las caracterisicas del mastil. Por ello, el modelo viga-columna
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equivalente sobre apoyos eldsticos (las riostras) es una representacién muy utilizada en el
diseno estructural, aunque algunos software ya incorporan en su biblioteca un elemento
finito cable con formulacion del tipo catenaria extensible, permitiendo asi considerar la

no-linealidad geométrica que impone la riostra al sistema estructural.

A pesar del gran potencial de impacto adverso, las cargas sismicas suelen no ser
consideradas como acciones dominantes en la etapa del diseno, destacando que a nivel
mundial sélo unos pocos investigadores han focalizado su estudio en la respuesta sismica de
estos sistemas. Quizds este poco interés esté suscitado porque la literatura no reporta, de
manera oficial, ningtin caso especifico de fallas en torres de telecomunicaciones debido a los
recientes terremotos. Es un hecho que las cuestiones legales por lo general se oponen a la
publicacién de esa informacion, sin embargo, algunos miembros de comisiones de trabajo
han reportado de manera no oficial danos ocasionados durante el terremoto de Northridge en
1994 y durante el terremoto de Kobe en 1995, asi como también, desplazamientos excesivos
en los sistemas de comunicaciones durante el terremoto de Chile en 2010 ocasionando la

pérdida de conectividad en las senales.

Al mismo tiempo y sumado a que al momento del diseno o refuerzo de estas
tipologias estructurales, suelen aparecer ciertas incertidumbres asociadas a la modelacién
dindmica del problema, tales como: i) nivel de pretensién inicial al cual estardn o estén
sujetas las riostras, ii) amortiguamiento equivalente (Rayleigh) de la estructura y iii) rigidez
flexional del mastil, resulta necesario un estudio dindmico detallado que permita evaluar
la respuesta y sensibilidad sismica de estos sistemas frente a la modificacion de dichos

parametros.
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Capitulo 3

Analisis de una riostra suspendida

3.1 Introduccion

Las riostras o cables estructurales son ampliamente utilizados en puentes, mastiles
arriostrados, estructuras flotantes, y cubiertas de grandes estadios, entre otras estructuras,
para proveer de soporte y estabilidad al sistema, y suelen ser llamadas ”estructuras de
tension” dado que las cargas transferidas a los cables por otros elementos son conducidas
a las fundaciones o a otras estructuras de soporte directamente por tensiones de traccion,
sin flexion o compresién. Esto ultimo, debido a que la seccién transversal y el método de
fabricacién de la riostra hacen que su rigidez a flexion y a corte, asi como su resistencia al

curvado, sean despreciables [44].

Su analisis puede resultar complejo debido al comportamiento geométricamente
no-lineal que las riostras exhiben, aunque éstas sean generalmente de naturaleza elastica
[43]. Esto hace que la respuesta de la riostra frente a las cargas de pretensado (peso propio,
cargas en los extremos) y frente a las cargas de servicio, sea no-lineal, no pudiendo por ello

superponer efectos.

En este capitulo se determina la respuesta estdatica y dindmica de una riostra
sujeta a su propio peso, evaluando ademds, como incide en dicha respuesta la variacién

de los parametros componente horizontal de pretension aplicada en los extremos de la
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riostra, asi como también, los distintos niveles de inclinaciéon que pudieren presentarse entre
los extremos de ésta. Por ultimo, se llevan adelante simulaciones numéricas mediante la
aplicacién de la herramienta computacional de elementos finitos SAP2000 [62], para de este
modo poder comparar los resultados obtenidos con aquéllos hallados mediante la aplicacién

de las formulaciones analiticas.

3.2 Analisis estatico

La riostra responde de una manera no-lineal frente a las cargas de pretensado (peso
propio, cargas en los extremos). Estas fuerzas de pretensado, son las fuerzas que existen en
la configuracién de equilibrio estatico de la riostra y permiten estabilizar a la estructura y

proveerle de rigidez frente a las futuras cargas de servicio.

Dentro de las cargas de pretensado, hay dos tipos de cargas transversalmente
distribuidas en la riostra que son comunes: las distribuidas uniformemente a lo largo de la
longitud de arco, y las distribuidas uniformemente a lo largo de la proyeccion horizontal de
la cuerda de la riostra. El primer tipo de carga distribuida conduce a la solucién clasica de
la catenaria (catenaria en latin: cadena), mientras que el segundo tipo de carga conduce a

la solucién parabdlica, siendo esta tltima mas simple en su formulacién.

El peso propio es una carga distribuida a lo largo de la longitud de arco, que
origina en éste una fuerza interna de tensién denominada fuerza de pretensado, dado que

tensa a la riostra antes que cualquier otra carga adicional.

Cuando la relacion de flecha es pequena, es decir cuando la riostra presenta su-
ficiente pretension, la solucién parabdlica se aproxima a la solucién de la catenaria [37] y
[44], por lo que en el diseno es habitual modelar a las riostras mediante la aproximacién

parabdlica, siendo esta tultima maés simple en su formulacién.

En esta seccién, las soluciones analiticas para la riostra inextensible y extensible

seran desarrolladas. Estas soluciones pueden también ser encontradas en [37], [44] y [66].



33

3.2.1 Perfil catenaria para la riostra inextensible

Cuando una riostra perfectamente flexible se encuentra colgando de sus extremos
y estd sujeta a una carga uniformemente distribuida sobre la longitud de arco, la misma
adquiere una configuracién de equilibrio estatico, describiendo un perfil o curva denominada

catenaria.

En 1690, Jacob Bernoulli publicé un articulo en las Actas Eruditorum de Leibniz,
en el que se utiliza por primera vez el término Integral. Al final del articulo y para demostrar
la potencia del nuevo cédlculo, Jacob lanza un reto a la comunidad matematica de la época:
descubrir la ecuacién de la curva que se forma al suspender de dos puntos una cadena de
peso uniforme (ver Fig. 3.1). Es asi como la ecuacién de la catenaria fue primeramente

obtenida por Leibniz, Huygens (a quien se debe su nombre) y Johann Bernoulli en 1691.

Figura 3.1: Perfil catenaria

Para poder obtener la ecuacion de la catenaria inextensible se deben aceptar ciertas
asunciones respecto a las propiedades de la riostra. Esto es, considerar que la misma es
perfectamente flexible, lo que implica aceptar que la rigidez flexional es nula (E,.J, = 0), de
caracteristica inextensible, es decir con rigidez axial infinita (E, A, — 00), y con capacidad
solo para resistir fuerzas de tracciéon. Estas consideraciones hacen que la fuerza actuante en

la riostra sea tangente a ésta en cada punto de la misma.
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Respuesta de la riostra en funcién de la coordenada espacial x

Los ejes cartesianos x y z definen el plano en el cual queda contenida la riostra.
El eje horizontal queda definido por z y es considerado como la variable independiente,
mientras que el eje vertical queda definido por z y resulta ser dependiente de = (z = z(x)).
Con igual planteo al utilizado en [44], en la Figura 3.2 se observa un segmento inextensible

de riostra el que se tomard como referencia para el desarrollo del problema.

| L |

T dx . d <T dx >dso
ds, ds,\ ds,
/AN

Pex, z; 59 T+AT

"t (e

PESO
PROPIO

(@ ()

Figura 3.2: Segmento catenario inextensible

De acuerdo a la Figura 3.2, por equilibrio de las fuerzas horizontales actuantes en

el segmento de riostra, resulta:

dx d dx dx
T2 o — 1T — = 1
Tdso * ds, ( dso>ds ds, 0 (3-1)

y con ello se tiene:

d dx
—(T=) = 2
ds, ( d80> 0 (3 )

por lo que la componente horizontal de la fuerza de traccion resulta invariable en cada punto
de la riostra, dado que la misma no estd sujeta a cargas horizontales externas.

En cuanto al equilibrio de las fuerzas verticales, resulta:

dz d dz dz
Td—so + d_so (Td—so>d80 — Td—so + qds, =0 (3.3)

con lo cual:

d (T dz ) = —q (3.4)

dso \ ds,
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en donde se observa que la componente vertical de la fuerza de traccion es variable en cada
punto de la riostra.

Por relaciones trigonométricas resulta:

cosa:d—mHTd—m:Tcosa:H (3.5)
ds, ds,
. dz dz )
sma—d—so—>Td—so—Tsma—V (3.6)
dz 'V
tana = 22 = ~ 3.7
ana = - = (3.7)

con lo que se tiene que al reemplazar en (3.2 y 3.4):

d dx dH
S e H=H
ds, ( dso> ds, 0= A

(3.8)
d dz av
(=)= — _ .
ds, ( dso> ds, 4 (3.9)
y en donde
tana = Z—i = HLA (3.10)

Despejando ahora dV de (3.9) y V de (3.10) y derivando respectivamente respecto de z,
resulta la siguiente igualdad:

dVv d dz ds,
= (HsE ) = —g=2 3.11
dx dx ( A d:n) 4 dx ( )
Derivando a esta tultima ecuacién respecto de x, se obtiene la siguiente ecuacién diferencial:
d?z ds,
7 - g2 3.12
Agm = g (3.12)

Por relacion pitagérica resulta:

dz \? dz \?
— — ] =1 3.13
(d30> * (d30> ( )
De (3.12 y 3.13), se obtiene la ecuacién diferencial conocida como ecuacién de la catenaria:

1/2
d*z q dz\?

—=——11 — 3.14
dx? Hy [ + (dm) ( )
y luego integrando se obtiene la solucién de la catenaria inextensible, permitiendo definir

la configuracién geométrica adquirida por una riostra inextensible sujeta a su propio peso.
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A fin de facilitar el proceso de integracién de la ecuacién (3.14), se introduce ahora una

variable auxiliar u:

dz
U= —
dx
resulta entonces que:
du d*z
dr  dx?

y haciendo un cambio de variables en (3.14), se obtiene:

Hy  du
T aray2 T

con lo que integrando ahora a (3.17):

Hy du

Hy
N dp = — 2 A h(u) + Cy =
) (1—|—u2 72 / o qargsm()—l— 1=

argsinh(u) = —H—A(:L" —Ch)
u = sinh HLA(C& —:17)] = Z—;
de (3.20):
dz = udx = sinh i(C’1 - :E)] dx
A
e integrando a esta ultima se tiene:
/ dz = / smh C’1 - :E)] dz
_ Ha 4 ]
z= . cosh[HA(C’l x)| + Cs

(3.15)

(3.16)

(3.17)

(3.18)

(3.19)

(3.20)

(3.21)

(3.22)

(3.23)

en donde las constantes C7 y Cy del proceso de integracion, son determinadas a partir de

las condiciones de borde del problema.

Para el caso general de una riostra colgando de sus extremos y ubicados a distinto

nivel (ver Fig. 3.2), en sus bordes se tiene que en x =0, z =0y en x = L, z = d, con lo

cual la solucién de (3.23) es

H
2(z) = TA{cosh(y + 3) — cosh

i)

(3.24)
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donde se ha definido como:

_ b
=5 (3.25)
v = sinh™! (tanqﬁsifhﬁ) (3.26)

La ecuacién (3.24) resulta ser la ecuacién de la catenaria para el caso de una riostra inex-
tensible. Se observa que el perfil que adquiere la misma depende del peso propio de ésta,

de la componente horizontal de traccién, y del grado de inclinacién ¢ de la cuerda L..

La flecha de la riostra (ver Fig. 3.3) a la que definimos como z, estd constituida
por una distancia vertical d; que va desde la longitud de arco hasta la cuerda, y por una

distancia vertical xtan¢ que va desde la cuerda a la proyeccién de ésta sobre la horizontal:

2(z) = wtang + dy (3.27)

Al X

Figura 3.3: Flecha de la riostra

Se define a la relacién de flecha f, como la relacién existente entre d; y L evaluada
a la mitad de la luz del vano, es decir en x = % Este parametro permite establecer que tan

tensa o floja se encuentra la riostra. Por lo tanto:

f 77 A % [coshh +3) — coshv] — %tamb (3.28)

mientras que la pendiente de la riostra en cada punto, u = g—fﬂ, Se expresa como:

dz ﬂ(_%>{_smh 74—5(1 — 2%)]} = sinh

%_q L

2z

7+ﬁ(1 _ fﬂ (3.29)
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pudiéndose determinar la fuerza de tracciéon 1" actuante en cualquier punto de la riostra,

asi como también, a su componente vertical V:

dz )
Ve = HA% = Hysinh

vt 5(1 - %”)] (3.30)

7+ﬁ(1 - %)]}m (3.31)

y en donde por una conocida identidad trigonométrica (3.31) puede se expresada como:

1/2
Ty = (Ha? + V?) - HA{l + sinh

T(z) = Hacosh

vt 5(1 - 2%)] (3.32)

La longitud de arco de este perfil catenario resulta de integrar a (3.9) entre los limites dados

por el apoyo A y un punto cualquiera de la riostra:

1% So
dV = —q/ dso =V — Vi = —qs, (3.33)
Va )

sg= ATV (3.34)
q

La longitud de arco total se da cuando el punto arbitrario se encuentra en el apoyo B, es

decir en x = L, en donde V = Vp:

Va—-Vp
q

So (3.35)

Vg = Hasinh

v+ ﬁ(l - %)] = Hasinh(y — ) (3.36)

con lo cual para el caso general de una riostra inclinada e inextensible, la longitud de arco

total resulta:
Hyf . .
So = e [smh(y + ) — sinh(y — ﬁ)] (3.37)

La solucién de esta ecuacion trascendental (no-lineal), conociendo la longitud inextensible
de la riostra S,, nos permite encontrar numéricamente los valores de H 4. Para la resolucion
numérica de esta ecuacién no-lineal, se puede recurrir al esquema dado por el método de
Newton-Raphson, siendo este uno de los mas ampliamente utilizados [6]. Con dicho método
se halla el valor solucién de H 4, y por sustitucion de este valor, obtener la configuracién
geométrica de equilibrio y la respuesta estructural en términos de traccién, para una riostra

inextensible sujeta a su propio peso.
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Respuesta de la riostra en funcién de la coordenada material s,

Otra forma de hallar la respuesta de la riostra es en funcién de la coordenada
material s,. En un punto cualquiera de ésta, se tiene que el valor de la componente vertical

de traccién se puede deducir a partir de (3.34), resultando:
V(so) = Va —qse (3.38)

y por (3.31) la fuerza de traccién en un punto tangente cualquiera, resulta entonces:

1/2
T(so) = |HZ+ (Va— qso)z] (3.39)
Sabemos que:
dx Hy Ha
dr _ 3.40
dsy  T(s0) ) 1/2 (3.40)
H3 + (Va— qso)z]
dz 1% Vi — qso Va —qso
-~ = = = 3.41
ds,  T(so) T(so) ) 1/2 (3-41)
HA + (VA - qso)z]
Integrando a (3.40 y 3.41):
T So H
/ dz = / _ A s, (3.42)
’ © O HS (Vi — gs0)?
z So Va — o
/ dz = / _ AT s, (3.43)
’ © | HE + (Vo — gs0)?

con lo que las coordenadas espaciales en funcion de la coordenada material, resultan:

sinh™! (%) — sinh™! (VAH;A‘]SOH (3.44)

2(80) = %{ 1+ (%)21 - — |1+ (VAI;AQSOY] 1/2} (3.45)

siendo éste, un sistema de dos ecuaciones no-lineales, una trascendental y otra algebraica,

H
Sy

cuya solucion permite encontrar las coordenadas cartesianas de cada punto, las que definen
la configuraciéon geométrica de equilibrio alcanzada por la riostra inextensible cuando se
encuentra sujeta a su propio peso. De igual manera al caso anterior, la solucién numérica
a este sistema de ecuaciones puede hallarse mediante la aplicaciéon del método de Newton-

Raphson, encontrando asi los valores de H4 y V4, y con ello la respuesta de la riostra.
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3.2.2 Perfil parabdlico para la riostra inextensible

Cuando una riostra perfectamente flexible se encuentra colgando de sus extremos,
de la cual se ignora su peso propio y esta sujeta a una carga uniformemente distribuida
a lo largo de la proyeccién horizontal de la cuerda, la misma adquiere una configuracion
de equilibrio estatico, describiendo asi un perfil o curva parabdlica. Nuevamente para el
analisis, se asume que la riostra presenta F,..J. = 0, E.A, — oo, y capacidad solo para

resistir fuerzas de traccién.

En la Figura 3.4 se observa un segmento inextensible de riostra el que se tomaré

como referencia para el desarrollo del problema.

X T T 4z
> T dx
d ds,
dz dx | d /Tdx
T s, ()
T+AT
d: d dz
TT:“ +T§0<TT:“>ds..
IEERENNERERRER RN TEREET.
CARGA dx=ds,coso
DISTRIBUIDA
(a) ¢p.L (b)

Figura 3.4: Segmento parabdlico inextensible

A partir del equilibrio entre las fuerzas horizontales, se tiene:

dx d dx dx
ds, + ds, ( dso>ds ds, 0 (3.46)
resultando:
d dx
—|T—) =0 3.47
ds, ( d80> ( )
mientras que del equilibrio de las fuerzas verticales, se tiene:
dz d dz dz
Td_so + d—so (Td—so>d80 — Td_so +pd$0COSOZ =0 (348)
y con ello:
d dz
— (=) =— A4
s ( dso> DCOSQ (3.49)
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A partir de las relaciones trigonométricas indicadas en (3.5, 3.6 y 3.7) y reemplazando en

(3.47 y 3.49), resulta que:

d dx dH

d—so(Td—so> —d—so—OHH—HA (350)
d dz av dx av
d_so<Td_so> == d—so = —pd—so — % = —p (351)

Integrando ahora a (3.51), se determina la componente vertical de traccién en un punto

cualquiera de la riostra:

\%4 T
/ dv = / —pdx =V —Vy = —pzx (3.52)
Va )
V(z) =V —px (3.53)

y luego reemplazando en la relacién trigonométrica dada en (3.10), resulta:

%_VA—p:L’

.54
dx Hy (3.54)

siendo esta ecuacién conocida como la ecuacion diferencial de la pardbola. Al integrarla,

resulta:

+(a) = o1 (VA - %) + (3.55)

y en donde su solucién permite hallar la coordenada z (variacién parabdlica), la cual des-
cribe la posicién de cada punto de la riostra en la configuracion de equilibrio, cuando ésta
se encuentra sujeta a una carga distribuida sobre la proyeccién horizontal de la cuerda.
La constante C7 que resulta del proceso de integracion, es determinada a partir de las

condiciones de borde del problema.

Para el caso general de una riostra libre de peso propio, colgando de sus extremos
y ubicados estos a distinto nivel (ver Fig. 3.4), y siendo en sus bordes que en x =0, z =0

y que en z = L, z = d = Ltang, resulta que:

tang = HLA (VA - %) (3.56)

de donde se obtiene que la componente vertical de traccién en el apoyo A vale:

L
Va = Hatand + % (3.57)
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De este modo, para una coordenada cualquiera x, el valor de V resulta:

V(z) = Hatang + %L (1 - 2%) (3.58)

en tanto que la variacién de la flecha z (variacién parabdlica) para una coordenada cualquiera
x, resulta:

z(x) = xtang + ﬂ(L —x) = ztand + dy (3.59)
2H 4

Nuevamente se observa que la flecha z estd constituida por dos distancias verticales, una

desde la horizontal a la cuerda, xztan¢, y la otra desde la cuerda a la riostra, llamada dj.

L

La relacion de flecha f, la cual es definida en z = 5, resulta:

dy pL

I =T = 3m, (3.60)

Por lo tanto la fuerza de traccién actuante en un punto tangente cualquiera vale:

2y 1/2
tang + % (1 - 2%)] } (3.61)

En cuanto a la longitud de arco total de este perfil parabdlico que describe la riostra, resulta

T(x) = (H5 + I/z(b»c))l/2 = HA{l +

de relacion pitagérica:

ds? = da? + dz* (3.62)
271/2
ds, = [1 + (%> ] dx (3.63)
dx
Derivando a (3.64):

dz pL T
= —— (1-2= .64
. t(m<;5—|—2HA(1 2L> (3.64)

y haciendo un cambio de variable para facilitar el proceso de integracion:

dz
- = 3.65
ikl (3.65)
se tiene que:
2
du d?z  p (3.66)

dr ~ di? ~  Ha

Integrando ahora a (3.68) con el cambio de variable propuesto, resulta:

So H Uo
/ dsoz—TA/ (1 + u2)2du (3.67)
o uA
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H
Sy = 2—;{%4(1 +u?) V2 —ug(1 +u2)V2 +n

(3.68)

wa+ (14 u2)V2
o + (1 + u2)t/2

obteniendo asi la longitud inextensible de un segmento de riostra que va desde el extremo
A hasta un punto cualquiera x de la misma. En el extremo inicial A de la riostra, en donde
x = 0, la pendiente vale:

L
ua = tang + 2%; (3.69)

mientras que en un punto cualquiera resulta:

pL T
o =1 +—(1-2— .
U, ang ¥ (1 2L> (3.70)

La longitud de arco total adoptada por la riostra en su configuracion parabdlica de equilibrio
se da cuando x = L, es decir cuando se ha alcanzado el extremo final B. En este caso la

pendiente vale:

pL
=1t - 3.71
up = tang = o m (3.71)
Por lo tanto la longitud inextensible total resulta:
Hy 2\1/2 2 \1/2 ua+ (14u})"?
So=—= 1+ u?)? —up(l+up)/? +1 3.72
% {uA( uy) up(l+up) e )1 (3.72)

siendo esta 1ltima, una ecuacién trascendental (no-lineal), la cual conociendo la longitud
inextensible total de la riostra S,, nos permite encontrar numéricamente los valores de
H 4. Para la resolucién numérica de ésta ecuacién no-lineal, se puede recurrir al método
de Newton-Raphson, y a partir del mismo hallar el valor solucién de H 4, y por sustitucién
de éste valor, obtener la configuracién geométrica de equilibrio y la respuesta estructural
en términos de traccién, para una riostra inclinada sujeta a una carga uniformemente dis-

tribuida sobre la proyeccién horizontal de la cuerda.

3.2.3 Perfil catenaria para la riostra extensible

En la realidad, una riostra no presenta una rigidez axial infinita, es decir que ésta
resulta extensible cuando se la somete a un esfuerzo interno de traccién. Por lo tanto en el

presente desarrollo se asume que la rigidez axial E,.A, tiene un valor finito.
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Al mismo tiempo, asumiendo que el material que conforma la riostra satisface
la Ley de Hooke, se tiene la relacién entre la fuerza de traccién y la deformacion axial

especifica:

ds
T=FA|—-1 .
( - ) (3.73)

y despejando la relacién entre el elemento de arco extendido, ds (longitud diferencial de la
riostra deformada), y el elemento de arco inicial, ds, (longitud diferencial de la riostra no

deformada), resulta lo que comunmente se conoce como stretching:

ds T
ds, E.A,

(3.74)

Debido a la conservacién de la masa, el peso total del segmento de riostra extensible, gs,,

no es afectado por el alargamiento de ésta, resultando ahora que:

dx
T—=H 3.75
ds A ( )

T% =V4—qso (3.76)

Trabajando con (3.74, 3.75 y 3.76), se tiene que:

dr  dx ds HA T
= 1 .
dso ds dso T ( ETAT> (3.77)
dz dz ds VA—qso( )
ds,  dsds, T 1 E, A, (3.78)

Luego integrando a (3.77 y 3.78), se determinan las coordenadas cartesianas x(s,) y z(s,) en
funcién de la longitud de arco s,, correspondiente a la configuracién de equilibrio alcanzada

por la riostra en su condicion inicial o no deformada. Por lo tanto:
[a-["z

en donde el segundo integrando de la derecha es igual a (3.42), por lo que la integracién

H —4So
2ot (32 s (7)) s

dso —I—/ Ha 1/2dso (3.79)
H2 + (V4 — qs,)? ]

resulta:
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Con un anélisis equivalente para la determinacion de z(s,), se tiene:

/ / qs”d +/ (Vi — 450) dso (3.81)

1/2
H2 + (Va— ¢so)? ]

en donde nuevamente el segundo integrando de la derecha ahora es igual a (3.43), por lo
que la integracion resultas:

1/2 571/2
Va qdSo Hy (LA>2 (LA (]80>
= = — + — + | = — + | —— .82
#(s0) ETATSO<1 2VA> q { 1 Hy 1 Hy (3.82)

El primer término ubicado a la derecha de (3.80 y 3.82) estd asociado a la extensibilidad

de la riostra (elasticidad), mientras que el segundo término es la solucién correspondiente
a la riostra bajo la condiciéon de inextensible, por lo tanto, la solucién estd formada por
una solucién particular y una general. Nuevamente resulta en un sistema de dos ecuaciones
no-lineales, una trascendental y otra algebraica, cuya solucion permite encontrar las coorde-
nadas cartesianas de cada punto, las cuales definen la configuracion geométrica de equilibrio
alcanzada por la riostra extensible cuando se encuentra sujeta a su propio peso. La solucion
numérica a este sistema de ecuaciones, al igual que en casos anteriores, puede hallarse me-
diante la aplicacién del método de Newton-Raphson, encontrando asi los valores de H4 y

V4 y con ello la respuesta de la riostra.

En cuanto a la longitud de arco total de la riostra en la configuraciéon deformada,

S, la misma resulta del siguiente analisis:

T
ds = dSO + mdso (383)

e integrando entre los limites dados por el extremo inicial A de la riostra y un punto

cualquiera sobre ésta, habiendo reemplazando a T'(s,) por (3.39), resulta:

/ ds—/ dso + EA / (VAI;AqSo> ]Uzdso (3.84)

Haciendo un cambio de variable para facilitar el proceso de integracién, se tiene:

_ Va—qso

i (3.85)

de donde al derivar:
du ¢

—_— = 3.86
ds, Hy ( )
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Integrando ahora a (3.84) con el cambio de variable propuesto, resulta:

/ ds = / Cds, - % (14 u?)Y2du (3.87)

uA

H
s:so—l——A{uA(l—l—ui)l/z—uo(l—l—ug)l/z—l—ln (3.88)

2q

wa+ (14 u2)V2
o + (1 4 u2)1/2

siendo esta ultima ecuacién la que define la longitud deformada de un segmento de riostra
extensible, que va desde el extremo A hasta un punto cualquiera x de la misma. En el

extremo inicial A de la riostra, x = 0, con lo cual la pendiente vale:

g = Z—i (3.89)
mientras que en un punto cualquiera de ésta resulta:
Uy = VAH;AQSO (3.90)
Para el extremo final B de la riostra, la longitud inicial de la misma resulta s, = S,, y en
este caso u, = up y vale:
up = VAI;*AQS“ (3.91)

Por lo tanto la longitud de arco total adoptada por el perfil catenaria de la riostra, en su
configuracién deformada de equilibrio, queda definida como:

uag + (1 —I—ui)l/2
up + (14 u%)l/?

(3.92)

H
§=S,+ T;{MA(l Fud)? —up(1+up)? +in

resultando ser (3.92) una ecuacién trascendental (no-lineal), en donde conociendo la longitud
inicial de la riostra S,, y los valores numéricamente determinados de H4 y V4, nos permite

hallar la longitud extendida o deformada S de la misma.

3.2.4 Perfil parabdlico para la riostra extensible

Bajo las mismas consideraciones de extensibilidad mencionadas en el punto an-
terior, se aborda el tratamiento de la riostra extensible sujeta a una carga uniformente

distribuida sobre la proyeccion horizontal de su cuerda. Siendo entonces:

T = A, (ﬁ _ 1) (3.93)
ds,
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despejando y diferenciando respecto de x, resulta:

(3.94)

bt Ty T
de  dz

- EA.)  Hj

y debido a que ﬁ << 1, se puede aceptar la siguiente aproximacion al escribir que:

ds, T T
o)

Reemplazando a T por (3.66) e integrando, se tiene:

Hy 2\1/2 2 \1/2 ua+ (1+uf)'?
S, =—-2 1 12 _up(1 1241
2% {UA( + uy) up(l+up) /'~ +in up + (1 + u2)1/2 T
2H 1
| (s —wa) + 5 (uly — ) (3.96)

resultando ser (3.96) una ecuacién trascendental (no-lineal), de la cual conociendo la lon-
gitud total inicial S, de la riostra extensible, permite encontrar numéricamente los valores
de H 4. Nuevamente y al igual que para los casos anteriores, se puede recurrir al método de

Newton-Raphson para hallar la soluciéon de dicha ecuacion.

3.2.5 Analisis de una riostra tensa con un extremo desplazable

En los sistemas estructurales mastil-riostras, las riostras se encuentran con una
pretensién dada en el montaje tal que hace que las mismas presenten una flecha pequena.
Estas riostras tienen un extremo fijo anclado a la estructura de fundacién, mientras que el
extremo vinculado al maéstil tiene la posibilidad de desplazarse. Por ello se analiza, mediante
un desarrollo original, el comportamiento de una riostra suspendida de sus extremos pero
con la posibilidad de desplazamiento de uno de ellos, determindndose el esfuerzo adicional
de traccién generado en la misma frente a un desplazamiento de dicho extremo, asi como
también, determindndose su rigidez axial estatica. Cabe destacar que mediante desarrollos
distintos a los llevados a cabo en esta seccién, también ha sido obtenida con anterioridad
tanto por Irvine [37] como por Ren et al [59] la expresion que define la rigidez estatica de
la riostra, en tanto que Preidikman et al [58] s6lo indican la expresién correspondiente pero

sin abordarse los desarrollos conducentes a la misma.
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En el presente desarrollo se considera una riostra inclinada (ver Fig. 3.5) de seccién
transversal A, y densidad del material p, (m = p,A,), que cuelga de sus extremos, uno
de ellos desplazable, los cuales se encuentran a diferentes alturas haciendo que la cuerda
presente una cierta inclinacion ¢ respecto de la horizontal. Se define a x como el eje
horizontal, y a z como el eje vertical en el sistema de coordenadas globales, mientras que
se define a z* y a z* como los ejes en el sistema de coordenadas locales, el cual dada su
conveniencia serd utilizado para la obtencién de las ecuaciones de equilibrio estatico. Para el
presente analisis se acepta que la riostra presenta una flecha pequena, tal que la relacion de
flecha resulta menor a 1/8, lo que permite la representacién del perfil de la misma mediante

la aproximacion dada por el modelo parabdlico.

Figura 3.5: Geometria de la riostra tensa con un extremo desplazable

FEn la Figura 3.6 se presenta un segmento diferencial de riostra tanto en la configu-
racién inicial (previo al desplazamiento del extremo), como en la configuracién desplazada.

Del equilibrio de fuerzas actuantes en la configuracién inicial, resulta:

d dz* .
Is. (Tod—so> = —mgsing (3.97)
d dz*
- TO— —_ — .
s ( dso> mgcoso (3.98)
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mgsing

(Tu_,_r)(dz* dw )

o mgsing
(Toro (2, ) & eint
ds, ds, o dyrs 40 gs, o To+t
N ds,

dsol

dzr+- IV s,
ds,

Todst, d (TO :%:) ds. (T0H)<dz* d“*> d (Tm)( dw*)ds N

Todz* | d_ (ToLﬁ)ds.,\
ds, ds, ds, ds

ds, ds, ds,

(Tm)(d"* g:“) %(To+1)<%‘+%j>dso

To ;. dTogs,
a) o4 ds. ds b) (To+t) + (To+1) ds,

Figura 3.6: Segmento diferencial. a) Configuracién inicial. b) Configuracién desplazada

mientras que una vez desplazado el extremo movil de la riostra, del equilibrio de fuerzas en

dicha configuracion se obtiene:

d dzx ou .

T [(To +7) (d—so + 8—30>] = —mgsing (3.99)
d dz ow*

o5, [(To +7) (d—so + s, )] = —mgcos¢ (3.100)

siendo 7 la variacion del esfuerzo de traccién en la riostra debido al desplazamiento del

extremo movil de la misma. Reemplazando ahora (3.97 y 3.98) en (3.99 y 3.100), resulta:

d [ dz* ou*
- = .101
dso[ dso +(To+7) 830] 0 (3.101)
d [ dz* ow*
d_so |:’7'd—so + (To + ’7') 680 ] = (3102)

siendo estas ultimas ecuaciones diferenciales las que gobiernan el equilibrio estatico, referido
a los ejes locales, de una riostra sujeta a un desplazamiento en su extremo mévil.
La proyeccién de la fuerza tangente a la riostra respecto al eje local z*, resulta:

dxr*
H =T,— 3.103
s, ( )
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dxr*

h* =
T ds,

(3.104)

y reemplazando estas tltimas ecuaciones en (3.101 y 3.102), se obtienen las ecuaciones

gobernantes del equilibrio con respecto a la fuerza de traccién proyectada sobre el eje z*.

d ou*
2] = 1
ds. [ + (H; + )a$*] 0 (3.105)
d [ ,dz* N T
= [h o (H )&E*] ~0 (3.106)

En cuanto a la longitud del segmento diferencial de riostra en la configuracién inicial, resulta:
ds? = (dz*)* 4 (dz*)* (3.107)

mientras que una vez desplazado el extremo movil de la riostra, la longitud del segmento

diferencial en dicha configuracién resulta:
ds?, = (dz* + du*)? + (dz* + dw*)? (3.108)
La deformacién unitaria experimentada por el segmento diferencial de riostra al pasar de

una configuracién a la otra, resulta:

dse1 — ds,
E=—-

1
i (3.109)

de donde se tiene que:

ds,1 = dsy(1+ ¢€) (3.110)

Relacionando ahora ds,; con ds, del siguiente modo [48] y reemplazando por (3.107, 3.108

y 3.110):

ds?, — ds? 9 dz* ou*  dz* Ow* ou\? o\’
—Tol T7o0 _ = 11
ds? 2ete 2 ds, 0s, + ds, 0s, + 05, + 05, (3 )

y asumiendo como hipétesis que se estd en el campo de las pequenas deformaciones, se puede

prescindir de los términos cuadraticos. La deformacion especifica queda asi expresada en

funcién de las componentes de la longitud del segmento de riostra respecto a los ejes locales

¥y z*:

_dx* Our  dz* Ow*

€= s 05, T ds, Oy (38.112)
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Aplicando la ley de Hooke, se determina que:

(3.113)

TZEETAT:ETAT(d:U ou dz* Ow )

- _|_

ds, 0s, ds, 0s,
en donde esta ecuacién define la relacién linealizada entre la variacién del esfuerzo de
traccién y la deformacion experimentada por el segmento de riostra.

Reemplazando ahora a 7 por su proyeccién sobre el eje local z* y desarrollando, se obtiene:

* 3 * * *
h (dso> ~ Ou dz* Ow (3.114)

E A, \dz*)  Ox* + dx* Ox*
la cual representa la extensibilidad experimentada por el segmento de riostra al cambiar de
configuracién, en tanto que al integrar en el dominio de la cuerda, se obtiene la extensibilidad
total experimentada ahora por la riostra. Dado que h* y E,. A, permanecen invariables a lo

largo de la misma, resulta:

* Le¢ 3 Le¢ * Le¢ * *
h (dso> dat — ou* dz* Ow d”
0

3.115
E. A, Jo dx* ox* v o dx* Ox* ( )

El integrando ubicado a la izquierda de la ecuacion resulta ser la longitud efectiva de la

riostra (llamada también S,), y que para el caso de riostras tensas se demuestra que vale:

Le ' dsy\3 mgcosgLe\ >
L. = - *m~ L|1 7> 3.116
. /0 (dm> do* ~ L, +8( L (3.116)
en tanto que la integracién del primer integrando ubicado a la derecha de (3.115), resulta:
Le Qu* w(Le)” . .
—dz* = / ou* = u(L.)" —u(0) (3.117)
0o Ox u(0)*

el cual representa los desplazamientos de los extremos de la riostra en la direcciéon de z*.
De la integracién por partes del segundo integrando ubicado a la derecha de (3.115), se

tiene:

Le dz* dw* dr — _/Lc d?z* dz* dz*
0

S wrdet + — o w(L,) —
0o dx* Ox* 2" d +d:E*(Lc)w( ) dz*(0)

w(0)* (3.118)
donde los dos tltimos términos, resultan ser términos en el contorno que naturalmente
quedan incorporados debidos al proceso de integracion. Del andlisis del perfil parabdlico
para la riostra (seccién 3.2.2) surge que:
dz*  V*(z¥)
dz* H}

o

(3.119)
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d?z* mgcoso
= _ 3.120
dz*? H ( )
y dado que:
L *
V() = M9cosoLe (1 _ 226_) (3.121)
2 L,
resulta que en z* =0 y en x* = L. se tiene:
L
V*(0) = % (3.122)
L
V(L) = —% (3.123)
Por lo tanto reemplazando (3.119, 3.120, 3.122 y 3.123) en (3.118):
Le dz* Ow* mgcosgp [Le mgcosoL,
-— Y= dot — ————— L) —w(0)* 3.124

con lo cual al reemplazar las ecuaciones (3.116, 3.117 y 3.124) en (3.115), se obtiene:

h* N . mgcosp [Le
L,=u(L.)" —
EA u(Le)™ —u(0)" +

* * mgCOSQSLC * *
Ty T g (w(Le)” = w(0)") (3.125)
quedando por determinar la integral de w* la cual representa la variacion total del corri-
miento transversal experimentado por la riostra. Para la resolucion de dicha integral, se

sigue un procedimiento distinto al abordado por Irvine [37].

Dada la condicién de riostra tensa, resulta que ds, ~ dz*, por lo que la ecuacién

(3.111) puede ser expresada como:

d?z* 0*w*
h* H'+h* =0 3.126
() T (3.126)
Prescindiendo del término de orden superior, h* %?f; (producto de variaciones), se tiene:
d?z* 0%w*
h* H =0 3.127
dz*? o Ox*2 ( )
y reemplazando por (3.125):
0?w* mgcoso
= h* 3.128
Ox*2 Hx? ( )
Escribiendo ahora la ecuacién diferencial homogénea asociada, resulta:
62 *
Yo—o (3.129)

a$*2
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y proponiendo la solucién exponencial clasica para el corrimiento w* incoégnita:
w*(z*) = Wl (3.130)
en donde al reemplazar esta propuesta de solucién en la ecuacién (3.129), se tiene que:
M=0 ; XMN=X=0 (3.131)
De este modo, la solucién complementaria para el corrimiento w* de la riostra resulta:
w*(z*) = W + Waa™ (3.132)

y en donde las constantes W7 y W5 se determinan a partir de las condiciones de borde.

Como solucién particular de la ecuacion diferencial no homogénea, se propone a:

w p(:E ) = 2 H*2
o

h*x*? (3.133)

con lo cual la solucién general, suma de la complementaria mas la particular, resulta:

mgcoso
2H?

w*(x¥) = Wy + Waa™ + h**? (3.134)

De acuerdo a la Figura 3.7, las condiciones de borde resultan:

u'(0)=0 ; u' (L) =u" (3.135)
w*(0)=0 ; w"(L:) =0 (3.136)
Por lo tanto:
w*(0)=W; =0 ; W;=0 (3.137)
* _ mgcos$ o _ ] _ mgcoso
w* (L) = Vi WL, +Waole=0 ; Wy=— ViR WL, (3.138)

con lo que reemplazando (3.138 y 3.139) en (3.135) se obtiene como varia en el dominio de

la riostra la variacién del corrimiento transversal:

* (K mgcos<;5
o

h*(2*? — 2*L,) (3.139)
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Figura 3.7: Extremo moévil desplazado

Integrando ahora a w* a lo largo de la longitud de la cuerda de la riostra, se tiene:

Le k(% * mgcos<;5 * 73
‘/o w (!E )d$ = —Tlio*zh Lc (3140)

Reemplazando ahora esta tltima integracion y las condiciones de borde (3.136 y 3.137) en

la ecuacién (3.125), y desarrollando, resulta:

*

EA 1
Le 1+%

u* (3.141)

en donde se ha definido a:

K2 = (mgCOSQSLC)zETAT& (3.142)

Hy Hr L.

De este modo, se ha obtenido la variacién del esfuerzo horizontal de traccién, h*, debido
al desplazamiento u* del extremo moévil de la riostra. En cuanto a la rigidez estatica de la
riostra, ésta resulta de la relacién entre el esfuerzo adicional de traccion y el desplazamiento
del extremo mévil:

h*  E.A. 1

Kegt = — = — 3.143
est u Le 1 + % ( )

Tanto el esfuerzo de traccién adicional, como la rigidez estatica, dependen del compor-

tamiento geométricamente no-lineal de la riostra, dado a través del coeficiente k2. El

término Ei—AT, representa la rigidez eldstica y lineal de la riostra, es decir, como si ésta

e

se tratara de una biela trabajando en traccién.
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En el presente andlisis se aborda el desarrollo de los planteos matematicos condu-

centes a la determinacién de la relacién carga-desplazamiento, destacando que dicha relacion

aparece citada en [45] y [58] pero sin indicarse los desarrollos para la obtencién de la misma.

Como se ha dicho, para el caso de riostras tensas (relacién de f < 1/8), el modelo

parabodlico resulta adecuado para la representacion del comportamiento mecdnico de la

misma. En la Figura 3.8 se muestran los parametros que definen a la riostra en sus dos

configuraciones, la inicial y la desplazada, en tanto que la definiciéon de estos parametros en

ambas configuraciones, a partir del modelo parabdlico de representacién, resultan:

N1

do Qo
fo=T" =5t
8  [dy\?
So=1Le=Lc+ L2
"3 (L)
__d Q1 _ @
L.+uw* 8(H;+h*) 8HY
8 d
So1 = Le1 = (Lc +U*) + §(Lc —|-u*)[ :

(Le + u*

(3.144)
(3.145)
(3.146)

(3.147)

il

Ho +h'=H;

Figura 3.8: Modelo parabdlico. a) Configuracién inicial. b) Configuracién desplazada
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Qo v Q1 (respectivamente p,L. y p1L.) son las fuerzas totales y transversales a la
riostra, actuando en cada una de las configuraciones. La relacién de flecha f, (o bien f) fue
establecida en (3.60), en tanto que la expresion de la longitud efectiva o total de la riostra
S, (0 bien S,1) surge de resolver la ecuacién (3.67) como a continuacién se desarrolla:
Dado que se han considerado como ejes de referencias a los ejes locales * y z*, la inclinacion
de la riostra respecto a este sistema de referencia es ¢ = 0°, y siendo ademads que para este

caso resulta que pL = Q, y que Hy = H}, con lo que reemplazando (3.144) en (3.72):

1/2
s, e 1+ g,
= 167 8fo[l+ (4£)2] " +1n e (3.148)
e o [+ (f)2] " = 4fs
El logaritmo natural del cociente puede ser también expresado como:
1/2
[1 + (4f0)2} +4f 511/2 2
In e = [14 @f)?] 7+ 4f, (3.149)
[1 + (4f0)2} - 4fo

Desarrollando el argumento del logaritmo, resulta:

1/

2
l”{[1+(4f0)2] 2+4fo} :ln{l+2(4fo)[1+(4f0)2]1/2+2(4f0)2} (3.150)

La raiz del argumento del logaritmo puede ser expresada mediante expansién binomial, y

dado que se acept6 que la relacién de flecha es pequena (< 1/8), resulta entonces:
1/2 1 1 1
(14 (AR =14 5@ = UL 4 = 1+ S (4L)? (3.151)

en donde reemplazando en (3.150), se obtiene:

2
Z”{ 1+ )] + 4fo} ~ m{l +2(4f0) +2(4f,)2 + (4f0>3} (3.152)

Incorporando la variable auxiliar v = 2(4f,) +2(4f,)%+ (4f,)® y desarrollando el argumento
del logaritmo mediante serie de Taylor, resulta:

v o3 ot

l’I’L(l—F’U):’U—?—F?—Z—F... (3153)

De este modo, reemplazando a v en (3.153) y reteniendo sélo hasta los términos cibicos
(por aceptar f < 1/8), se obtiene que:
1/2
[+ @f)?] " +4f,
1/2
[+ (f)?] " = 4fs

n

~9(4f) - 5 (4)° (3.154)
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Reemplazando ahora (3.151 y 3.154) en (3.148) y desarrollando, resulta:
8 2
So=Le(1+ 513 (3.155)

con lo cual se ha obtenido la relacién dada por (3.116 y 3.145).

Continuando con la determinacién de la relacién carga-desplazamiento, al pasar
la riostra desde la configuracién inicial a la desplazada, se produce en la misma una defor-
macién especifica la cual estd dada por:

S5, (1+E)(+50k)

= (H%) —1 (3.156)

en tanto que el desplazamiento producido en el extremo mévil da lugar a un esfuerzo

adicional de traccién h* = Hf — H}, por lo que la tensién resulta:

Hf — H*
c="1_"9—¢F, (3.157)
A,

Reemplazando (3.156) en (3.157) y desarrollando, se obtiene:

Q2> | QXE, A, ( Q2> E, A, %E&( uj
L ( T oame ) T ame T e\ Y 2aE e Lo " 24 t1.) =0

(3.158)

siendo esta ultima ecuacién algebraica y de tercer orden en HY, la que define la relacién no-
lineal entre la carga (HY) y el desplazamiento (u*) de la riostra para el modelo parabdlico.
Conociendo las condiciones iniciales sobre la riostra (H}) y conociendo el desplazamiento
producido (u*), se determinan las raices de la ecuacién cibica, siendo aquella real y positiva
la que define el valor del esfuerzo H{. Este tltimo esfuerzo resulta ser el que da lugar a
un nuevo estado tensional imperante en la riostra como consecuencia del desplazamiento
experimentado por su extremo, y a partir del mismo, poder actualizar el valor de la rigidez

estatica de la riostra la cual resulta estar asociada a este nuevo estado tensional.

3.2.6 Simulacion numérica

SAP2000 [62] presenta en su biblioteca un elemento finito tipo cable, siendo éste,

un elemento altamente no-lineal usado para modelar el comportamiento catenaria de una
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riostra esbelta sujeta a su propio peso. La formulacion trae incorporada la rigidizacién axial
debido a la pretensién actuante, asi como también, los efectos causados por la presencia
de grandes deflexiones. Ambos comportamientos resultan ser geométricamente no-lineales,
con lo que para la evaluacion de la respuesta debe llevarse adelante un anélisis del tipo no-
lineal [62]. La formulacién del elemento finito cable corresponde a la de la catenaria elastica
(extensible). En cuanto a la discretizacién de la riostra para los ejemplos precedentes, se

utilizaron 5 elementos finitos para la representacion de la misma.

3.2.7 Solucién para una riostra suspendida
Comparacion de modelos

Se desarrollan dos ejemplos de una riostra suspendida de sus extremos, y sujeta
a una carga distribuida (peso propio) sobre la longitud de arco, evaliandose la respuesta
estatica. Se comparan las respuestas analiticas obtenidas de las distintas alternativas de
modelacion desarrolladas, con las respuestas obtenidas de la simulacion numérica mediante
el uso de SAP2000. Para la solucion numérica de las formulaciones, se aplicé el esquema
de Newton-Raphson. Las diferencias entre los ejemplos presentados radica en que para el
ejemplo 1 (E1) la riostra presenta una flecha importante (f > %), mientras que para el
ejemplo 2 (E2) la riostra presenta una pequena flecha (f < %) [37]. A su vez para cada
ejemplo se consideraron apoyos a distinto nivel, d = 0 m (00), d = 20 m (20) y d = 40 m

(40). Las caracteristicas geométricas y mecanicas de la riostra se indican en Tabla 3.1.

| Propiedad | E1-00 | E1-20 | E1-40 | E2-00 | E2-20 | E2-40 |

A, [m?] 0.0013 | 0.0013 | 0.0013 | 0.0013 | 0.0013 | 0.0013
E, [MPa] | 150000 | 150000 | 150000 | 150000 | 150000 | 150000
S, [m] 59.832 | 61.474 | 67.077 | 41.046 | 45.479 | 56.944
pr [kg/m?] | 7850 | 7850 | 7850 | 7850 | 7850 | 7850
¢ [N/m] 100 100 100 100 100 100
L [m] 40 40 40 40 40 40
d [m] 0 20 40 0 20 40

Tabla 3.1: Propiedades de la riostra utilizadas para los ejemplos E1 y E2



Relacion catenaria parabola catenaria | parabola | simulacién
adimensional | inextensible | inextensible | extensible | extensible | SAP2000
S0\ So z [m] z [m] z [m] z [m] z [m]
0.0 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000
0.1 5.432 5.296 5.432 5.296 5.432
0.2 10.572 10.366 10.573 10.366 10.573
0.3 15.160 15.025 15.160 15.025 15.162
0.4 18.629 18.796 18.629 18.796 18.631
0.5 19.999 20.444 20.000 20.444 20.002
0.6 18.629 18.796 18.629 18.796 18.631
0.7 15.160 15.025 15.160 15.025 15.162
0.8 10.572 10.366 10.573 10.366 10.573
0.9 5.432 5.296 5.432 5.296 5.432
1.0 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000
TA[N] | 3241 | 2229 [ 3241 | 2229 | 3240
Sy | 0500 | 0511 [ 0500 [ 0511 | 0.500
Tabla 3.2: Parametros de respuesta para el ejemplo E1-00
Relacion catenaria parabola catenaria | parabola | simulacién
adimensional | inextensible | inextensible | extensible | extensible | SAP2000
S0\ So z [m] z [m] z [m] z [m] z [m]
0.0 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000
0.1 5.830 5.671 5.830 5.671 5.830
0.2 11.541 11.239 11.541 11.239 11.542
0.3 17.056 16.653 17.056 16.654 17.058
0.4 22.224 21.814 22.224 21.815 22.227
0.5 26.723 26.500 26.723 26.501 26.727
0.6 29.879 30.123 29.879 30.124 29.883
0.7 30.669 31.246 30.670 31.246 30.673
0.8 28.714 29.015 28.714 29.014 28.716
0.9 24.851 24.898 24.852 24.897 24.851
1.0 20.000 20.000 20.000 20.000 20.000
TA[N] | 4367 | 3011 | 4367 | 3011 | 4365
Sy ] 0500 | 0501 | 0500 | 0501 | 0.500

Tabla 3.3: Parametros de respuesta para el ejemplo E1-20

En Tablas 3.2 a 3.7 se muestran los resultados de los parametros de respuesta, z y

T4, hallados para los dos ejemplos analizados (E1 y E2) y para las distintas modelaciones.



Relacion catenaria parabola catenaria | parabola | simulacién
adimensional | inextensible | inextensible | extensible | extensible | SAP2000
S0\ So z [m] z [m] z [m] z [m] z [m]
0.0 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000
0.1 6.467 6.322 6.467 6.321 6.467
0.2 12.864 15.580 12.864 12.580 12.864
0.3 19.156 18.751 19.156 18.751 19.156
0.4 25.283 24.796 25.283 24.796 25.283
0.5 31.132 30.645 31.133 30.645 31.132
0.6 36.478 36.153 36.479 36.154 36.478
0.7 40.846 40.968 40.847 40.969 40.846
0.8 43.342 44.085 43.342 44.086 43.342
0.9 43.008 43.642 43.008 43.641 43.008
1.0 40.000 40.000 40.000 40.000 40.000
ToA[N] | 5819 | 4552 | 5819 | 4552 | 5817 |
Sy | 0500 | 0480 | 0500 | 0480 | 0.500 |

Tabla 3.4: Parametros de respuesta para el ejemplo E1-40

Relacion catenaria parabola catenaria | parabola | simulacién
adimensional | inextensible | inextensible | extensible | extensible | SAP2000
S0\ So z [m] z [m] z [m] z [m] z [m]
0.0 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000
0.1 1.405 1.398 1.405 1.398 1.405
0.2 2.523 2.519 2.525 2.519 2.523
0.3 3.337 3.339 3.339 3.340 3.337
0.4 3.832 3.840 3.834 3.841 3.832
0.5 3.998 4.008 4.000 4.010 3.998
0.6 3.832 3.840 3.834 3.841 3.832
0.7 3.337 3.339 3.339 3.340 3.337
0.8 2.523 2.519 2.525 2.519 2.523
0.9 1.405 1.398 1.405 1.398 1.405
1.0 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000
TA[N] | 5474 | 5382 | 5471 | 5380 | 5469 |
Sy | 0100 | 0100 [ 0100 | 0100 [ 0.100 |

Tabla 3.5: Parametros de respuesta para el ejemplo E2-00
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Relacion catenaria parabola catenaria | parabola | simulacién
adimensional | inextensible | inextensible | extensible | extensible | SAP2000
S0\ So z [m] z [m] z [m] z [m] z [m]
0.0 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000
0.1 3.012 2.985 3.013 2977 3.012
0.2 5.860 5.822 5.861 5.808 5.859
0.3 8.523 8.489 8.525 8.473 8.522
0.4 10.979 10.961 10.982 10.945 10.978
0.5 13.204 13.211 13.207 13.198 13.203
0.6 15.173 15.208 15.175 15.198 15.171
0.7 16.860 16.919 16.862 16.913 16.859
0.8 18.241 18.308 18.243 18.306 18.241
0.9 19.293 19.345 19.295 19.345 19.294
1.0 20.000 20.000 20.000 20.000 20.000
TA[N] | 7678 | 747 | 7672 | 7542 | 7671 |
Sy | 0100 | 0100 [ 0100 | 0100 [ 0.100 |

Tabla 3.6: Parametros de respuesta para el ejemplo E2-20

Relacion catenaria parabola catenaria | parabola | simulacién
adimensional | inextensible | inextensible | extensible | extensible | SAP2000
S0\ So z [m] z [m] z [m] z [m] z [m]
0.0 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000
0.1 4.620 4.665 4.621 4.612 4.618
0.2 9.143 9.229 9.145 9.136 9.139
0.3 13.557 13.680 13.560 13.558 13.551
0.4 17.848 18.001 17.852 17.866 17.842
0.5 22.002 22.177 22.006 22.040 21.995
0.6 25.999 26.186 26.004 26.060 25.993
0.7 29.822 30.005 29.827 29.900 29.813
0.8 33.446 33.604 33.450 33.530 33.439
0.9 36.848 36.949 36.851 36.911 36.851
1.0 40.000 40.000 40.000 40.000 40.000
To[N] [ 12372 | 12291 [ 12351 | 12252 | 12365 |
Sy | 0100 | 009 | 0100 | 0.099 | 0.100 |

Tabla 3.7: Parametros de respuesta para el ejemplo E2-40
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Figura 3.9: Perfil catenaria vs. Perfil parabdlico para ejemplos E1-00, E1-20 y E1-40
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Figura 3.10: Perfil catenaria vs. Perfil parabédlico para ejemplos E2-00, E2-20 y E2-40

En las Figuras 3.9 y 3.10 se comparan los perfiles obtenidos para la riostra exten-

sible correspondientes a los ejemplos E1 y E2.
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2 X-2Plane @ Y0

Figura 3.12: Simulacién numérica con SAP2000 para E2-00, E2-20 y E2-40

En las Figuras 3.11 y 3.12 se presenta el perfil catenaria representado con SAP2000.
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Efecto de f y d en la modelacion

Se desarrolla el estudio paramétrico de una riostra eldstica sujeta a una carga
uniformemente distribuida sobre la longitud de arco, referenciado como ejemplo 3 (E3),
cuya configuracién de equilibrio corresponde a la de una catenaria extensible. Se evalia la
respuesta en términos de T4 para la modelacion como catenaria y como parabola, ambos
modelos extensibles. Se considera para la riostra, distintas relaciones de flecha f (de 0.05
a 0.50, con un paso de 0.05) y tres diferencias de nivel d entre sus apoyos (de 0, 20 y 40
m). Se analiza el efecto de f y d sobre la magnitud del error cometido al utilizar el modelo
parabola extensible. Las caracteristicas de la riostra son las mismas a las indicadas en Tabla
3.1, mientras que en Figura 3.13 se presentan los efectos de f y d en la evolucién del error

cometido al modelar la riostra, de perfil catenaria extensible, como pardbola extensible.

35
Desnivel entre apoyos d = 0 m
————— Desnivel entre apoyos d = 20 m
0 e Desnivel entre apoyos d = 40 m b
251 B
20 -
&
S
n
151 b
10 B
51 i
O‘ ! ! ! ! ! ! !
0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5

Relacién de flecha f para la catenaria extensible

Figura 3.13: Evolucion del error en la respuesta 1’4 para el modelo parabdlico extensible
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Respuesta de la riostra tensa con extremo desplazable

Se analiza el caso de dos riostras iguales y coplanarmente dispuestas, unidas entre

si mediante un vinculo mévil (ver Fig. 3.14) el cual serd sujeto a desplazamientos. Las

caracteristicas geométricas y mecanicas de las riostras se indican en Tabla 3.8.

Riostra 2

a) b)

Figura 3.14: Riostras coplanares. a) Configuracién inicial. b) Configuracién desplazada

‘ Propiedad ‘ Riostra ‘
A, [m?] 0.0002
E, [MPa] | 150000
pr [kg/m] | 7850
L. [m] 40
5[ 55

Tabla 3.8: Propiedades de las riostras con extremo desplazable

Debido a desplazamientos horizontales d en el extremo maévil que une a las riostras,
por como éstas estan dispuestas, la riostra 1 experimenta un alargamiento en la longitud
de su cuerda, mientras que la riostra 2, un acortamiento de dicha longitud. Esto dltimo
harda que la riostra que se ”estira” aumente su tensién respecto de la inicial, en tanto que la
riostra que se "afloja” disminuya su tension respecto de la inicial. Los esfuerzos de traccién

actuantes en las riostras y dependientes del desplazamiento impartido al apoyo moévil, han
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sido determinados mediante la aplicacién de la ecuacién (3.159), teniendo presente que

Qo = Q1 = mgcospL, y que uj = dcosp y us = —dcose.

las riostras a medida que se incrementa el desplazamiento horizontal del apoyo movil.

x 10

FEn la Figura 3.15 se muestra la evolucion del esfuerzo de traccién en cada una de

Traccion en la riostra [N]

Traccién inicial en las riostras
(H*o = 5450 N)

1 1 1 1 1
0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09 0.1
Desplazamiento del extremo mévil de la riostra [m]

Figura 3.15: Evolucién del esfuerzo de traccién en las riostras debido al desplazamiento §
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Para hallar la variacion de la rigidez estatica de la riostra debido al desplazamiento
d, se requiere determinar en primer lugar la variacién del esfuerzo de traccion actuante en
la misma como consecuencia del desplazamiento del extremo mévil (ver Fig. 3.15), y con
ello, determinar el coeficiente 2 a partir del cual y aplicando la ecuacién (3.144) se obtiene
la correspondiente variacién de la rigidez. En el ejemplo analizado, se observa que la riostra
1 al estirarse va incrementando su rigidez respecto de la inicial, es decir que experimenta
una suerte de ”endurecimiento” o rigidizacén por tensién, tendiendo a acercarse a lo que
se definié como rigidez eldstica de la riostra. En tanto que la riostra 2 al aflojarse, pierde
rigidez respecto de la inicial experimentando asi una suerte de ”ablandamiento”. Kste

comportamiento indicado para las riostras también fue observado por Preidikman et al [58].

En Figura 3.16 se muestra como evoluciona la rigidez estatica en cada riostra a

medida que se incrementa el desplazamiento horizontal del apoyo mévil.

x 10
8
7 — -
o rAr
Kelastica =

6 — -
€ \
4
o Kest1
g5k -
[ %]
il
©
c
[}
@ 4 —
©
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"
[}
)
° 3 _
2
o

5 Rigidez inicial (Kest1 = Kest2 = 190290 N/m)

1k /KestZ |

0 | | | | | L

0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09 0.1

Desplazamiento del extremo mévil de la riostra [m]

Figura 3.16: Evolucién de la rigidez axial en las riostras debido al desplazamiento §
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3.3 Analisis dinamico

Los parametros modales de una riostra, tales como las frecuencias naturales, repre-
sentan caracteristicas dindmicas muy importantes en la construccién, control de vibraciones

y en la evaluacién del estado de las riostras que soportan estructuras.

En esta seccién se desarrollan, de manera analitica, las expresiones conducentes
a la determinacién de las frecuencias naturales de vibracién en y fuera del plano de una
riostra inclinada y soportada en sus extremos, las cuales pueden también ser encontradas
en [37] y [73].

Como suele suceder en los mastiles arriostrados, los cables o riostras se encuentran
suficientemente tensos a fin de estabilizar al sistema. Esta consideracién permite abordar

un estudio linealizado de la dindmica de la riostra.

Al mismo tiempo, la inclusién del efecto de la elasticidad (extensibilidad) de la
riostra resulta indispensable para obtener expresiones capaces de modelar con suficiente

precision el fenémeno fisico.

3.3.1 Ecuaciones del movimiento en el plano de una riostra inclinada

Al igual que para el anélisis estatico de una riostra con extremo desplazable y que
lo planteado por Wu et al [73], se considera una riostra inclinada de seccién transversal
A, y densidad del material p, (m = p,A;), la cual cuelga de sus extremos los cuales se
encuentran a diferentes alturas, haciendo que la cuerda presente una cierta inclinacion ¢

respecto de la horizontal (ver Fig. 3.5).

Del anédlisis del equilibrio de fuerzas horizontales y verticales (ver Fig. 3.17) y de
manera equivalente a lo hecho para el comportamiento estatico, debido al desplazamiento
dindmico de un segmento diferencial de riostra se obtienen las ecuaciones del movimiento
de la misma en su plano, siendo 7 la traccién adicional generada en la riostra debido a la
vibracién, siendo ¢, y ¢,+ las cargas dindmicas en las direcciones de z* y z*, y siendo ¢t el
tiempo. Dichas ecuaciones que gobiernan el movimiento de la riostra debida a la vibracién

en el plano, son las mismas a las obtenidas en (3.105 y 3.106) con la particularidad de que
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se incorpora la masa vibrante de la riostra y la carga dindmica que eventualmente pudiere

actuar sobre ésta:

drl. . e L ou” 0%u*

g[h +(H + ) S ] = g (3.159)
df, ,dz* e L OW" 0*w*
E[h N S ] mo g (3.160)

Estas ultimas resultan ser las ecuaciones del movimiento en el plano de la riostra, en la
direccién de x* (longitudinal) y de z* (transversal), en funcién del esfuerzo de traccién H
actuante en la configuracion inicial, y del esfuerzo adicional de traccién hA* que se presenta

debido al cambio de configuraciéon como consecuencia de la vibracién.

Tott
Y \\(l'oh:)<d7 dw* )
“ds,

‘: To+t

dx* du*
Tot
(T T)< ds, > o dxr+ 90 g,
N ds,

dso1

dw*
dzr+ =% ds,
“ T ds,

(T ) o B AN (g0 88 (10 ).

To dT"dsc Tott) + L (Totr)ds,
a) }ds‘, b) (01)+ds“(or) N

Figura 3.17: Vibracién de la riostra. a) Configuracién inicial. b) Configuracién desplazada

3.3.2 Ecuacién del movimiento fuera del plano de una riostra inclinada

Este movimiento, también conocido como balanceo, actia desacopladamente res-
pecto del movimiento de la riostra en su plano. Se define a y como el eje perpendicular al
sistema de ejes cartesianos contenidos en el plano de la riostra, y a v como el desplazamiento
en la direccién de y debido a un balanceo de la riostra originado por una perturbacion
dindmica. Del equilibrio de fuerzas perpendiculares al plano de la riostra en la configuracién

desplazada debido al balanceo, resulta:

d

81}] 0%
ds

|:(T +7—) Ds mw

(3.161)
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siendo ésta, la ecuacién que gobierna el movimiento fuera de su plano de una riostra incli-

nada, la que también puede ser expresada como:

d
— I (H+ h*
% |+ m)

2
av] i (3.162)

ox* _mﬁ
3.3.3 Vibracién libre de una riostra tensa

Considerando una riostra inicialmente tensa, lo que hace que la misma presente
pequena flecha, se puede asumir entonces que ds ~ dz*. La pretension inicial hace también
que la riostra tensa presente corrimientos axiales despreciables, y con ello, poder prescindir
de las vibraciones longitudinales (direccién de z*) en el plano de la misma. Por lo tanto, la

ecuacién que gobierna la vibracién transversal en el plano de una riostra tensa resulta:

d dz* ow* D w*
h* H*+h* =m—e .1

y dado que h* solo es funcién del tiempo:

d?z* 0?w* 0%w*
h* H:+hn* =M—7 3.164
dx*2? + (H; + )8$*2 m ot? ( )
con lo que considerando solo los términos lineales, se tiene que:
d?z* O%w* 0%w*
h* H; = 3.165
dx*? +Ho Ox*2 m ot? ( )

siendo esta ultima ecuacién la que gobierna la dindmica lineal en vibracién transversal libre
sobre el plano de la riostra inclinada y tensa.
Asumiendo que los extremos de la riostras son indesplazables, las condiciones de borde
resultan:
u(0)=0 ; u"(L:)=0 (3.166)
w*(0)=0 ; w*(L:) =0 (3.167)
con lo cual el esfuerzo adicional de traccion debido a la vibracion sobre el plano de la riostra,
puede ser obtenido de (3.125), resultando:

_ mgcosp Ep A, [Le

h*
H; L. 0

w*dz* (3.168)
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Esta componente adicional de traccion resultard nula cuando se cumpla la condicién:

wrdzr* =0 (3.169)
0

es decir, cuando la sumatoria de los desplazamientos verticales en la direccion de z* a lo largo
de todo el dominio de la riostra sea nula. Los modos de vibracion de la riostra que cumplan
esta condicién, y como consecuencia no introducen traccién adicional, se denominan modos
antisimétricos de vibracién transversal en el plano de la misma (ver Fig. 3.18). Los modos
para los cuales no se cumple esta condicién, y por ende introducen traccién adicional, se los

denomina modos simétricos (ver Fig. 3.19).

Figura 3.19: Formas modales simétricas

Modos antisimétricos en vibracién transversal

Como se dijo anteriormente, cuando la vibracién transversal en el plano de la rios-

tra no introduce traccién adicional, los modos asociados a dicha vibracion se los denomina
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antisimétricos. Siendo entonces h* = 0, la ecuacién del movimiento (3.166) resulta ahora:

L, 0%w* 0*w*
Ho G =M p

(3.170)

Aceptando modos arménicos de vibracién para la riostra, resulta:
{w*}(:n*, t) = {w*}(:n*)ei”t (3.171)

siendo w la frecuencia circular e ¢ = v/—1. Reemplazando esta propuesta de separar variables
en (3.176), se obtiene:

H d*w*

dl.*2

+ mw*w? = 0 (3.172)

siendo esta ultima, una ecuacion diferencial lineal, ordinaria en la variable espacial z* y
homogénea, a coeficientes constantes, que da lugar a un tipico problema de autovalores.
Los autovalores son las frecuencias naturales circulares w, (n = 1,2, ...). Dichas frecuencias

se hallan proponiendo la solucién exponencial clasica para la funcién espacial incégnita:
w*(x*) = We (3.173)

donde en general A es una constante compleja. Reemplazando esta propuesta de solucion
en (3.173), se obtiene:
H'X +mw? =0 (3.174)

siendo una ecuacién algebraica, lineal y homogénea, de donde resulta:

mw2

— 75

A= (3.175)

Las dos raices A1 y A9, que dependen evidentemente de w, nos permiten disponer de la
forma modal en funcién de dos constantes W7 y Wy a determinar a partir de las condiciones
de borde, y con ello de las infinitas (contables) frecuencias circulares w, (n = 1,2,3,...).
Correspondientemente a cada frecuencia n-ésima se tiene el autovector o forma modal n-

ésima:
(n)_
w* ™ (z%) = Wj")e%‘ @ ji=12 vy n=123,.. (3.176)

De las formas modales antisimétricas (ver Fig. 3.18), se observa que en z* =0, w* =0, y

que en z* = L./2, w* = 0. Por lo tanto reemplazando por la solucién exponencial clasica
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propuesta, se tiene:

w*™(0) = Wj(") —0 ji=12 vy n=123,.. (3.177)

)
W (Le/2) =W P =0 j=12 y n=1,23,.. (3.178)

Expresando matricialmente a este sistema de dos ecuaciones algebraicas y homogéneas,

1 1 wim 0
n n = =1,2,3,.. 3.179
MLe/2 AV Le/2 Wzn) 0 " ( )

en donde la condicién de no trivialidad exige que el determinante de la matriz de los coefi-

resulta:

cientes sea nulo, con lo que:
(n) (n)
ehr Lel2 _MULe2 = =123, ... (3.180)

De (3.181) se determina que las raices resultan:

n >% (3.181)

/\1 = —/\2 :iw(H;

y que por identidad trigonométrica la (3.181) puede ser expresada como:

sin lwﬁ( n )1 =0 (3.182)

2 o

siendo esta tultima, la ecuacién de la frecuencia para los modos antisimétricos de vibracién

en el plano de la riostra. El cumplimiento de esta ecuacion exige que:

1
. L
W) C(;n*>2:mr n=1,2,3,.. (3.183)

de donde se obtiene que la frecuencia natural de vibracion de los modos antisimétricos vale:

1

onm [ HE\ %

w%t_%(n:y n=1,2,3,.. (3.184)
C
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Modos simétricos en vibracién transversal

Cuando la vibracién transversal en el plano de la riostra introduce traccién adi-
cional, los modos asociados a dicha vibracion se los denomina simétricos. En este caso

h* # 0, y la ecuacién del movimiento (3.166) resulta ahora:

d?z* 0*w* 0*w*
h* H; = 3.185
ar o T M e ( )
Nuevamente aceptando modos arménicos de vibracién para la riostra, resulta:
{w b} 1) = {w', b pa)e! (3.186)
y reemplazando en (3.186), se tiene:
* dz’z* * a2w* *, 2
h s + H, 502 +mw w® =0 (3.187)

La solucién para la ecuacién diferencial (3.188), resulta de la suma de una solucién ho-

mogénea o complementaria (w*¢) y de una solucién particular (w*?):

w*(z") = w*(a™) + w*r (z*) (3.188)
Al igual que para los modos antisimétricos, la solucion complementaria resulta:

w*(z*) = WieM® 4 Whel2 (3.189)

y en donde las raices fueron obtenidas en (3.182).
Como solucién particular se propone a:

B mgcospL? h*

w*P(x*) 2 e (3.190)
siendo: )
m \ 2
v =wlL 3.191
o =wLe(f) (3.191)
con lo cual la solucién general, suma de la complementaria y la particular, resulta:
x .  mgcospL? h*
*(a*) = WieM® 4 Woets® § —2—-—¢ 3.192
w*(z*) 1€ + Wae + o2 He? ( )
y que por identidad trigonométrica puede ser expresada como:
* * L2 h*
w*(x*) = Cicos (@%) + Casin (@%) + %Hsz (3.193)
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Las constantes C; = (W1+W3) v Cy = i(W;—W>) se determinan a partir de las condiciones
de borde del problema. Para los modos simétricos dichas condiciones de borde resultan que

enz*=0,w" =0,y que en x* = L., w* =0, con lo que:

mgcospL? h*
Ci=——"--—= 3.194
! @2  H? (3.194)

mgcospL? h* w
Co=—"F""—° tan— 3.195
2 o2 H2D (3.195)

y de este modo se tiene que:

L2 h* - * *
w*(z*) = %ng [1 - tan%sin(avi) — cos (@$—>] (3.196)

Reemplazando en (3.169) e integrando, resulta:

jo2 ]2 _sme (3.197)
02 @ (14 cosw)

en donde 2 fue definido en (3.143).

Haciendo ahora uso de identidades trigonométricas, la ecuacién trascendental

(3.198) puede ser expresada a través de la siguiente igualdad:
o o 4 [@\°

A partir de esta ultima ecuacién se obtienen las frecuencias wg;,, de los modos simétricos
de vibracién en el plano de la riostra. Se observa que para cuando se trata de una riostra

inextensible (E.A, — 00), el coeficiente k2 — oo, con lo cual (3.199) puede expresarse

como:
tan =% (3.199)
2 2
y donde una solucién aproximada [65] resulta:
_ 4
Si se trata ahora de una riostra extensible y muy tensa, x> — 0, con lo que:
tans = +o0o (3.201)

2
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y donde nuevamente una solucién aproximada [65] resulta:
By~ (2n—Dr  n=1,2,3,.. (3.202)

De este modo la frecuencia natural de vibracién, para los modos simétricos, resulta:

1

- 1 /H*\?

Wiy = B (mf>2 n=1,273,.. (3.203)
C

en donde si se trata de una riostra inextensible (rigidez infinita), &,y se determina con la
ecuacion (3.201), en tanto que si se trata de una riostra extensible y tensa (rigidez tendiendo

a la eldstica), &, se determina con la ecuacién (3.203).

Modos en vibracién fuera del plano o modos de balanceo

Dado de que se trata de una riostra tensa y de que h* solo es funcién del tiempo,

la (3.163) se expresa ahora como:

, 0% 0%

En este caso la coordenada perpendicular al plano de la riostra resulta v = v*. Nuevamente

aceptando modos arménicos de vibracién para la riostra, se tiene:
{oha 1) = {o} @) (3.205)

y reemplazando en (3.210), resulta:
. d*v
© dx*?

Para los modos de balanceo se tiene que en * = 0, v = 0, y que en z* = L., v = 0.

+muw? =0 (3.206)

Por lo tanto y con un andlisis equivalente al desarrollado para los modos de vibracion

antisimétricos, la frecuencia natural de vibracion resulta:

H\ 3

nm

wies = = (ﬁ) n=1,23,.. (3.207)
C

3.3.4 Simulaciéon numérica

Para la simulacion numérica, y al igual que para el andlisis estatico, se utiliza la
herramienta computacional SAP2000 [62]. En cuanto a la discretizacién de la riostra, se

utilizaron 20 elementos finitos tipo cable para la representaciéon de la misma.
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3.3.5 Frecuencias naturales para una riostra suspendida
Comparacion de modelos

Se desarrolla un ejemplo (E4) de una riostra suspendida desde sus extremos, de-
terminandose asi las frecuencias naturales de vibracién. Se compararon las frecuencias
obtenidas mediante las formulaciones analiticas desarrolladas, con aquellas obtenidas de la
simulacién numérica mediante el uso de SAP2000. EI ejemplo abordado se traté de una
riostra "tensa” (f = 0.1 < %), considerando a su vez tres diferencias de nivel entre sus

apoyos, d = 0 m (00), d = 20 m (20) y d = 40 m (40). Las caracteristicas geométricas y

mecanicas de la riostra son las mismas a las del ejemplo E2, indicadas estas en Tabla 3.1.

En Tablas 3.9 a 3.11 se muestran los resultados de frecuencias naturales halladas

mediante la aplicacion de las formulaciones analiticas y de la simulacion numérica.

Frecuencia | Formulacién | simulacién

natural analitica Sap2000 | Diferencia
w [rad/seg.] [rad/seg.] %

wh 1.751 1.740 0.62
w§nt 3.502 3.325 5.04
wh 3.502 3.449 1.50
w§im 5.016 4.882 2.67
wh 5.252 5.141 2.12
wg™ 7.003 6.746 3.67
wsim 8.612 8.278 3.88
wynt 10.505 9.957 5.21
w§'m 12.154 11.403 6.18

[ dm] | 0 |

| e | 0.100 \

Tabla 3.9: Frecuencias naturales para el ejemplo E4-00



Frecuencia | Formulacién | simulacién

natural analitica Sap2000 | Diferencia
w [rad/seg.] [rad/seg.] %

whal 1.745 1.739 0.34
w§nt 3.490 3.348 4.07
wh 3.490 3.454 1.03
w§m 4.999 4.890 2.18
w3 5.235 5.151 1.60
wgnt 6.980 6.768 3.04
w§m 8.583 8.294 3.37
wgnt 10.470 9.982 4.66
w§'m 12.114 11.424 5.69

| d[m] | 20 |

| fow | 0.100 \

Tabla 3.10: Frecuencias naturales para el ejemplo E4-20

Frecuencia | Formulacién | simulacién

natural analitica Sap2000 | Diferencia
w [rad/seg.] [rad/seg.] %

whal 1.740 1.739 0.04
W 3.479 3.389 2.60
wh 3.479 3.463 0.47
w§m 4.984 4.903 1.63
w3 5.221 5.166 1.06
wgnt 6.959 6.802 2.25
w5 8.557 8.313 2.86
w§™ 10.438 10.020 4.01
w§'m 12.077 11.448 5.21

| dm] | 40 |

| e | 0.100 \

Tabla 3.11: Frecuencias naturales para el ejemplo E4-40
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3.4 Conclusiones

3.4.1 Respuesta estatica

De la evaluacion de la respuesta estatica para los ejemplos de riostras presentados,
se puede establecer que dado que la solucién parabdlica surge de analizar el comportamiento
de una riostra sujeta a una carga uniformemente distribuida sobre la proyeccién horizontal
de la cuerda, su aplicacién para el caso de una carga ahora distribuida sobre la longitud
de arco, conduce solo a una aproximacién a la solucién de la catenaria extensible. El error
maéximo cometido en la determinacién de la flecha d (a la mitad de la luz del vano) utilizando
el modelo parabdlico extensible y para los ejemplos considerados, resulté ser del orden del
3 %. Para el caso de la riostra horizontal y "tensa” (f = 0.10), el error resulté del orden

del 0.5 %, el cual podria considerarse como poco significativo.

En cuanto al error cometido en la evaluacion de T4 utilizando el modelo parabdlico
extensible, este resultd significativo en tanto la relaciéon de flecha f aumento, es decir a
medida que la riostra estaba menos tensa, alcanzando un valor méximo del orden del 30 %
para f = 0.50. Mientras que para una relacién de flecha f = 0.10, es decir para una riostra
tensa, el error cometido fue del orden del 2 %, lo cual indicé que el modelo parabdlico
extensible resulté adecuado para la representacién de la riostra tensa. En cuanto a la
diferencia de nivel entre apoyos d, y a partir de los ejemplos analizados, se observé que ésta

no influye tan significativante como si lo hace f.

Por otro lado, el analisis de una riostra con un extremo desplazable permitié
establecer la relacién no-lineal entre el desplazamiento producido en el extremo de la riostra
y la fuerza de traccién actuante en la misma, asi como también, la determinacion de la
rigidez axial, funcién ésta de la variacion del esfuerzo de traccién actuante sobre la misma.
A partir del ejemplo evaluado, se observé que cuando la riostra se ”estira” se produce una
rigidizacién de ésta o bien una suerte de ”endurecimiento”, tendiendo de este modo al valor
de la rigidez elastica a medida que aumenta el estiramiento, es decir, como si la riostra se
tratase de una biela trabajando en traccion. Este comportamiento de la riostra se conoce

como rigidizacién por tensién. En tanto que cuando la riostra se ”"afloja”, la misma pierde
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rigidez respecto de la inicial, produciéndose asi una suerte de ”ablandamiento” de la riostra.
Este andlisis permitira luego, para el sistema mastil-riostras, establecer la rigidez horizontal
instantanea del nudo del méastil al que se toman las riostras y con ello, formalizar un modelo

del tipo viga (mastil) sobre apoyos eldsticos (nudos arriostrados).

En cuanto a la simulacion numérica mediante la utilizacién de SAP2000, se ob-
tuvieron resultados muy precisos tanto en la determinacion de z como de T4, resultando
entonces esta herramienta computacional, apropiada para la modelacién de la riostra sujeta

a una carga distribuida sobre la longitud de arco.

3.4.2 Respuesta dindmica

La evaluacién de las vibraciones naturales mediante las formulaciones analiticas
desarrolladas, surgen de considerar una riostra ”tensa”, de ahi la posibilidad de linealizacién
en el desarrollo de dichas ecuaciones. Las frecuencias naturales para los modos de balanceo
(fuera del plano de la riostra) y para los modos antisimétricos (en el plano de la riostra) son
fuertemente dependientes del grado de pretensién de la riostra. En tanto que las frecuencias
naturales para los modos simétricos (en el plano de la riostra) son fuertemente dependientes
no solo del grado de pretension, sino que también, de la rigidez axial de la riostra. Los
modos antisimétricos no introducen una componente adicional de tracciéon debido a la accién

dindmica, en tanto los simétricos si.

En cuanto al grado de inclinacién de la riostra, ésta no afecta de manera significa-
tiva el valor de las frecuencias, siendo la mdxima diferencia encontrada del orden del 4 %
para las antisimétricas, y menor al 1 % para las restantes. Estos tltimos valores surgen de

comparar los casos cuyas diferencias de nivel fueron de d = 0 m y de d = 40 m.

La simulaciéon numérica mediante la utilizacién de SAP2000, se obtuvieron resul-
tados adecuados en la determinacion de w. La maxima diferencia encontrada respecto a la
hallada analiticamente, fue del orden del 6 %. De este modo, la herramienta computacional

utilizada resulté apropiada para la modelacién dindmica de la riostra.
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Capitulo 4

Respuesta sismica de un mastil

reticulado arriostrado

4.1 Introduccion

Los mastiles reticulados arriostrados (ver Fig. 4.1) se caracterizan por ser estruc-
turas muy altas, esbeltas, y esencialmente flexibles, lo cual hace que resulten muy sensibles
frente a excitaciones dinamicas. Estos sistemas estructurales constan de dos contribuciones
fundamentales, un mastil usualmente reticulado y las riostras o tensores vinculados al mismo
en distintas alturas, resultando ser un sistema inherentemente no-lineal aiin bajo condiciones
de servicio, debido principalmente a la configuracion geométrica que adquieren las riostras

[46], [60], [70], [71].

Esta tipologia estructural es la mas frecuentemente utilizada para soportar ele-
mentos de transmisién instantanea de la voz y comunicacién de datos por teléfono, en la
industria de la radio y televisién, y en los sistemas de emergencia que utilizan comunica-
ciones por radio y teléfono, proveyendo una solucién més econémica y eficiente, para torres

altas, respecto de las torres auto-sustentadas [1].

A pesar del gran potencial de impacto adverso, las cargas sismicas suelen no ser

consideradas como acciones dominantes en la etapa de disefio, aunque de estudios recientes
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Figura 4.1: Méstil reticulado arriostrado

se ha observado que la demanda impuesta al sistema por algunos registros sismicos puede
resultar determinante para la continuidad operativa de las comunicaciones [23]. También
es de destacar que a nivel mundial s6lo unos pocos investigadores han focalizado su estudio

en la respuesta sismica de estos sistemas [1], [31], [63].

Quizas este poco interés esté suscitado porque la literatura no reporta ningin
caso especifico de fallas en torres de telecomunicaciones debido a los recientes terremotos.
Es un hecho que las cuestiones legales por lo general se oponen a la publicacién de esa
informacién. Sin embargo, algunos miembros de comisiones de trabajo han reportado de
manera no oficial dafios ocasionados en torres durante el terremoto de Northridge en 1994 y
durante el terremoto de Kobe en 1995 [47]. Por ello, en zonas con elevada actividad sismica
y cuando la estructura soporta cargas importantes como pueden ser los dispositivos de
comunicaciones, la posibilidad de dano debido a un posible terremoto debe ser considerada

en el analisis [64].

Por lo anterior y sumado a que al momento del diseno o refuerzo de estas tipologias

estructurales, suelen aparecer ciertas incertidumbres asociadas a la modelacién dindmica del
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problema, tales como: i) nivel de pretensién inicial al que estardn o estan sujetas las riostras,
ii) amortiguamiento equivalente (Rayleigh) de la estructura y iii) rigidez flexional del mastil,

resulta necesario un estudio dindmico detallado.

En el presente capitulo se evaliia la respuesta dinamica, corte basal del mastil
y desplazamiento de la cima, de un mastil reticulado de seccién transversal triangular,
de 120 m de altura, arriostrado por cuatro niveles de tensores, y sujeto a una serie de
registros sismicos correspondientes a terremotos locales e internacionales, y que por sus

caracteristicas, son considerados como relevantes.

En las secciones siguientes se presenta un estudio detallado de la respuesta es-
tructural cuando el sistema estd sujeto a los registros sismicos considerados, indicandose
los parametros de diseno adoptados como variables al momento de la modelacién, asi
como también, los valores considerados para los mismos. Los resultados de las respues-

tas dinamicas evaluadas son mostrados mediante graficos.

4.2 Mastil arriostrado

Fl sistema estructural considerado es el mismo al analizado por Desai y Punde en
su trabajo [11], y también tomado como estructura de referencia por Hensley y Plaut [31]
para la verificacién de un modelo posterior de andlisis. En la Figura 4.2 se muestra el perfil
y la planta del mastil, el cual posee una altura de 120 m y se encuentra estabilizado por

cuatro niveles de riostras separadas 30 m entre si, con tres de ellas por nivel.

El mastil esté articulado en su base y es modelado como viga-columna equivalente
usando 16 elementos tipo viga, mientras que cada riostra es modelada con 5 elementos tipo
cable capaz de representar el comportamiento de una catenaria extensible, y admitiendo
sélo capacidad a esfuerzos de traccion. El software de elementos finitos utilizado para el
andlisis de la respuesta sismica no-lineal es SAP2000 [62] (ver Fig. 4.3), el cual permite
considerar la no-linealidad geométrica tanto para el mastil como para las riostras, asi como

también, el efecto P-A y el de grandes desplazamientos.
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Figura 4.3: Méstil arriostrado modelado via elementos finitos
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El maéstil presenta un moédulo de elasticidad de 209 GPa, una secciéon transversal
de 1.98 1073 m?, un momento de inercia flexional en ambas direcciones transversales que
tomara tres posibles valores segtin se indicard posteriormente, y una masa por unidad de
longitud de 61.00 kg/m. En tanto que las riostras presentan un mdédulo de elasticidad de

2

150 GPa, una seccién transversal de 2.00 10~* m?, una pretensién inicial que tomara valores

segun se indicard también posteriormente, y una masa por unidad de longitud de 2.55 kg/m.

A efectos de verificar preliminarmente el modelo desarrollado con SAP2000 en
el presente capitulo, el sistema estructural fue sujeto a vibracién libre. De este modo se
obtuvieron las propiedades dindamicas del mismo y se compararon con las obtenidas por
Hensley y Plaut [31] para el caso denominado ”estdndar”, en el cual el méstil presenta una
masa por unidad de longitud de 61.00 kg/m y un momento de inercia de 1.80x1073 m?, las
riostras una pretension inicial de 25 kN, en tanto que el amortiguamiento estructural del

sistema es del 2 % del critico.

En Tabla 4.1 se presentan, para el caso ”estdndar”, las frecuencias obtenidas para
los primeros cinco modos flexionales del mastil en la direccion de anélisis referenciada como

A (ver Fig. 4.2), mientras que en Figura 4.4 se muestran las tres primeras formas modales.

‘ Modo ‘ Hensley y Plaut ‘ simulacién Sap 2000 ‘ Diferencia [%)] ‘

1 8.37 8.24 1.55
2 10.50 10.12 3.62
3 16.10 15.67 2.67
4 20.30 20.08 1.08
5 29.30 28.90 1.37

Tabla 4.1: Frecuencias naturales en [rad/seg| del méstil arriostrado para el caso ”estandar”

Las pequenas diferencias encontradas entre ambas modelaciones pueden justificarse
debido a que en el presente analisis se utilizé un modelo de riostra y un software distinto
al utilizado por Hensley y Plaut. Dichos autores modelaron las riostras mediante resortes
considerando una variacién no-lineal de su rigidez y sin capacidad para resistir esfuerzos de

compresién, mientras que el software utilizado en el analisis correspondiéo a ABAQUS.
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Figura 4.4: Formas modales del mastil arriostrado analizado

4.3 Registros sismicos

Registros locales

El terremoto de San Juan (en adelante SJ), del 23 de noviembre de 1977, presenté
una magnitud en la escala de Ritcher de 7.4, con una profundidad del foco de 40 km y con
una duracién de aproximadamente 55 seg. [34]. La componente Este-Oeste (ver Fig. 4.5),
registrada en la estacién ubicada en la Sede Central del Instituto Nacional de Prevencién
Sismica (INPRES) ha sido utilizada en este andlisis, presentando la misma un pico de

aceleracion del terreno, PGA (peak ground acceleration), de 0.193 g.

El terremoto de Mendoza (en adelante M), del 26 de enero 1985, presenté una
magnitud en la escala de Ritcher de 5.9, con una profundidad del foco de 12 km y con
una duracién de la fase intensa de aproximadamente 3 seg. [35]. Se utiliz6 la componente
Norte-Sur (ver Fig. 4.5), registrada en la estacién Municipalidad de Las Heras, presentando

un PGA de 0.408 g. Los datos de los registros SJ y M fueron obtenidos de Frau [19].
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Figura 4.5: Componente horizontal principal de los terremotos de SJ y M.

Registros internacionales

El terremoto de Tabas (en adelante T), Irdn, ocurrido el 16 de septiembre de 1978,
presenté una magnitud en la escala de Ritcher de 7.8, con una profundidad del foco de
33 km y con una duracién de la fase intensa de aproximadamente 12 seg. Se utilizé la
componente horizontal TR registrada en la estacién Tabas (ver Fig. 4.6), presentando la

misma un PGA de 0.850 g. Los datos del registro fueron obtenidos de PEER [57].

El terremoto de Valparaiso (en adelante V), Chile, ocurrido el 3 de marzo de 1985,
present6 una magnitud en la escala de Ritcher de 7.8, con epicentro en el mar a unos 20 km
de la costa y con una profundidad del foco de 33 km. Se utilizé la componente horizontal
10 registrada en la estacién Llolleo (ver Fig. 4.6), presentando la misma un PGA de 0.669
g. Los datos del registro fueron obtenidos de COSMOS [10].

El terremoto de Northridge (en adelante N), E.E.U.U., del 17 de enero de 1994,
presenté una magnitud en la escala de Ritcher de 6.7, con una profundidad del foco de 19
km. Se utilizé la componente horizontal Syl360 registrada en la estacion 24514 Sylmar -
Olive View Med FF (ver Fig. 4.6), presentando la misma un PGA de 0.843 g. Los datos
del registro fueron obtenidos de PEER [57].

El terremoto de Kobe (en adelante K), Japén, del 17 de enero de 1995, presenté
una magnitud en la escala de Ritcher de 7.2, con una profundidad del foco de 16 km por

debajo de la isla de Awaji-shima. Se utilizé la componente horizontal 0 registrada en la
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registro fueron obtenidos de PEER, [57].
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Figura 4.6: Componente horizontal principal de los terremotos de T, V, N y K.

4.4 Parametros de diseno
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misma un PGA de 0.821 g. Los datos del

Al momento del disenio o refuerzo de estas tipologias estructurales, suelen aparecer

ciertas incertidumbres asociadas a la modelacién dindmica del problema, tales como: i) nivel

de pretensién al que estardn o estdn sujetas las riostras, ii) amortiguamiento equivalente

(Rayleigh) de la estructura y iii) rigidez flexional del mastil. Es por ello que a fin de evaluar

la respuesta del sistema frente a posibles cambios en sus parametros de diseno, se llevan

adelante simulaciones con distintas combinaciones posibles de los pardmetros considerados

variables.
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Nivel de pretension en riostras

El nivel de pretension inicial, representa la fuerza de traccién necesaria que se les da
a las riostras a efectos de suministrarle estabilidad al sistema estructural. Esta pretension es

usualmente expresada como un porcentaje de la resistencia dltima o de rotura de la riostra.

En la préctica, esta pretension varia en muchos casos entre el 8 al 12 % de la tension
ultima, en tanto la ANSI/TIA/EIA-222-F [2] fija a fines de disefio, un valor comprendido
entre el 8 y el 15 %. Muchas veces suele suceder que por no disponer de dispositivos
adecuados para medir la pretension inicial a suministrar a las riostras, éstas presenten un
valor no precisado, pudiendo incluso estar fuera del rango recomendado. La variacién de la
pretensién no puede ser arbitraria ya que, por otras razones como la accién del viento, las

riostras pueden estar sujetas a flutter para altas tensiones o galloping para tensiones bajas.

En el presente andlisis a fin de cubrir el rango establecido para los valores indicados
de pretension, y de acuerdo a la seccién y tipo de material utilizado para las riostras, se
consideran los siguientes valores de pretension inicial dadas a las mismas: 15.0, 20.0, 25.0,

27.5, 30.0, 32.5 y 35.0 kN.

Amortiguamiento estructural equivalente

Este amortiguamiento resulta ser matematicamente proporcional a la matriz de
masa y de rigidez del sistema, y su consideracion permite el desacoplamiento de la matriz
de amortiguamiento [67]. Dado que el amortiguamiento contribuye a reducir las vibraciones
originadas tanto por terremotos como por viento, es necesario adoptar un valor adecuado

para el mismo al momento de la modelacién.

De mediciones experimentales realizadas por Harikrishna [30] sobre un méstil reti-
culado y arriostrado, de 50 m de altura, se determiné que el amortiguamiento equivalente
variaba aproximadamente entre el 1 y el 3 % del critico, obteniendo un amortiguamiento
promedio del 1.6 %. Por otro lado, la TASS [32] recomienda un valor del 3 % para uniones
abulonadas, el Proyecto INPRES-CIRSOC-103-Parte 1 [36] adopta un valor del 2 %, en
tanto la ANSI/TIA /EIA-222-F [2] fija un valor del 5 % cuando se realiza un anélisis sismico
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temporal. La literatura reporta que diversos autores utilizan en sus estudios amortiguamien-

tos que varfan entre el 1 y el 5 % del critico.

En el presente estudio, y a fin de cubrir los valores habitualmente utilizados en
el andlisis dinamico de mastiles arriostrados, se consideran tres casos de amortiguamiento
equivalente correspondientes al 1, 2 y 3 % del critico. Los coeficientes de proporcionalidad
a la matriz de masa y a la matriz de rigidez resultaron ser, respectivamente y para cada

nivel de amortiguamiento, de 0.118 y 0.00070, 0.237 y 0.00144, y 0.356 y 0.00209.

Rigidez flexional del mastil

La rigidez flexional del mastil puede resultar fehacientemente determinada al mo-
mento del diseno. No obstante suele suceder que debido a la incorporacién de nuevos
elementos de comunicaciones a ser sustentados por un mastil arriostrado existente, o bien
por una necesidad de incrementar la altura del mismo por razones de mejorar las senales,
resulta necesario el refuerzo estructural del mastil. Estos refuerzos modifican la rigidez

flexional, y con ello, puede verse afectada la respuesta dindmica del sistema.

FEn este estudio se consideran tres valores de momentos de segundo orden a asignar
al mastil reticulado, a fin de evaluar la respuesta del sistema, siendo los mismos: 1.80 1073,

2.25 1073 y 2.70 1073 m*.

4.5 Respuesta sismica

La direccién de andlisis para la evaluacién de la respuesta sismica del sistema fue
la definida como A (ver Fig. 4.2), coincidente con la direccién del input. Los modelos de
andlisis (63 en total) surgen de las distintas combinaciones posibles de los pardmetros de
diseno considerados como variables. En Tablas 4.2 y 4.3 se indica la designacion de cada

uno de los modelos, y el valor de los pardametros de diseno asignados a los mismos.

Como respuesta dinamica no-lineal, fueron obtenidos los desplazamientos en la
cima del méstil (desplazamientos relativos a los del terreno) en valor absoluto y el corte

basal en la base de este. En las Figuras 4.7 a 4.18 se muestran las respuestas para los
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modelos analizados y para cada uno de los registros considerados, de las cuales se puede
observar que para casi todos los registros utilizados, y cuando los valores adoptados de
amortiguamiento y rigidez flexional del méstil fueron los mayores (3 % y 2.70 1073 m*
respectivamente), las respuestas evaluadas del sistema se vieron poco afectadas por los
distintos valores adoptados de pretension inicial en riostras. Los desplazamientos en la
cima del mastil cuando se consideraron como input los registros de Tabas, Valparaiso y
Kobe estuvieron en el orden de los 0.40 m, y en donde el valor maximo alcanzado fue de
0.62 m y correspondié al modelo 15.0-1-1.80 con el registro de Kobe. La variacién en los
valores maximos del corte basal hallados para cada registro utilizado, se correspondié con
la variacién del PGA en cada uno de éstos, es decir a mayor PGA, mayor corte basal en el

sistema.

El peso del mastil resulté aproximadamente de 71.80 kN, mientras que el corte
basal maximo para los modelos analizados y los registros considerados, resulté entre el 4 y
el 30 % de dicho peso. El mdximo corte basal encontrado fue de 23.0 kN, y correspondid
al modelo 15.0-1-1.80 sujeto al registro de Kobe. Se observé que cuando se modificé la
pretension inicial de las riostras y/o la rigidez flexional del mastil, la respuesta estructural
del sistema se vio modificada fuertemente, siendo esto tltimo més notorio para los modelos

con valores minimos de amortiguamiento y rigidez flexional.

En las Figuras 4.19 a 4.24 se comparan las respuestas maximas en valores ab-
solutos obtenidos para todos los registros sismicos y para los modelos a los cuales se les
varié la pretension inicial de riostras y la rigidez flexional del mastil, pero manteniendo el
amortiguamiento en cada caso en el 1, 2 y 3 % del critico. De estas figuras se observa que
la respuesta es fuertemente dependiente de las caracteristicas particulares de cada registro,
y que para algunos registros, esta respuesta varia al verse modificada la pretensién dada a

las riostras.

En las Figuras 4.25 a 4.36 se muestran las historias en el tiempo (en la fase més
intensa del registro) de las respuestas evaluadas correspondientes a los modelos 15.0-1-1.80,
27.5-1-1.80 y 35.0-1-1.80, sujetos a los registros considerados en el estudio, e indicandose

los valores méximos absolutos obtenidos.



| Modelo | Pretensién [kN] [ Amortiguamiento [%] | Rigidez [m?] |

15.0-1-1.80 15.0 1 0.00180
15.0-1-2.25 15.0 1 0.00225
15.0-1-2.70 15.0 1 0.00270
15.0-2-1.80 15.0 2 0.00180
15.0-2-2.25 15.0 2 0.00225
15.0-2-2.70 15.0 2 0.00270
15.0-3-1.80 15.0 3 0.00180
15.0-3-2.25 15.0 3 0.00225
15.0-3-2.70 15.0 3 0.00270
20.0-1-1.80 20.0 1 0.00180
20.0-1-2.25 20.0 1 0.00225
20.0-1-2.70 20.0 1 0.00270
20.0-2-1.80 20.0 2 0.00180
20.0-2-2.25 20.0 2 0.00225
20.0-2-2.70 20.0 2 0.00270
20.0-3-1.80 20.0 3 0.00180
20.0-3-2.25 20.0 3 0.00225
20.0-3-2.70 20.0 3 0.00270
25.0-1-1.80 25.0 1 0.00180
25.0-1-2.25 25.0 1 0.00225
25.0-1-2.70 25.0 1 0.00270
25.0-2-1.80 25.0 2 0.00180
25.0-2-2.25 25.0 2 0.00225
25.0-2-2.70 25.0 2 0.00270
25.0-3-1.80 25.0 3 0.00180
25.0-3-2.25 25.0 3 0.00225
25.0-3-2.70 25.0 3 0.00270
27.5-1-1.80 27.5 1 0.00180
27.5-1-2.25 27.5 1 0.00225
27.5-1-2.70 275 1 0.00270
27.5-2-1.80 275 2 0.00180
27.5-2-2.25 275 2 0.00225
27.5-2-2.70 275 2 0.00270
27.5-3-1.80 27.5 3 0.00180
27.5-3-2.25 27.5 3 0.00225
27.5-3-2.70 27.5 3 0.00270

Tabla 4.2: Modelos considerados en el analisis



| Modelo | Pretensién [kN] [ Amortiguamiento [%] | Rigidez [m?] |

30.0-1-1.80 30.0 1 0.00180
30.0-1-2.25 30.0 1 0.00225
30.0-1-2.70 30.0 1 0.00270
30.0-2-1.80 30.0 2 0.00180
30.0-2-2.25 30.0 2 0.00225
30.0-2-2.70 30.0 2 0.00270
30.0-3-1.80 30.0 3 0.00180
30.0-3-2.25 30.0 3 0.00225
30.0-3-2.70 30.0 3 0.00270
32.5-1-1.80 32.5 1 0.00180
32.5-1-2.25 325 1 0.00225
32.5-1-2.70 325 1 0.00270
32.5-2-1.80 325 2 0.00180
32.5-2-2.25 325 2 0.00225
32.5-2-2.70 325 2 0.00270
32.5-3-1.80 325 3 0.00180
32.5-3-2.25 325 3 0.00225
32.5-3-2.70 325 3 0.00270
35.0-1-1.80 35.0 1 0.00180
35.0-1-2.25 35.0 1 0.00225
35.0-1-2.70 35.0 1 0.00270
35.0-2-1.80 35.0 2 0.00180
35.0-2-2.25 35.0 2 0.00225
35.0-2-2.70 35.0 2 0.00270
35.0-3-1.80 35.0 3 0.00180
35.0-3-2.25 35.0 3 0.00225
35.0-3-2.70 35.0 3 0.00270

Tabla 4.3: Modelos considerados en el analisis (continuacién de Tabla 4.2)
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Figura 4.12: Desplazamientos de la cima méaximos para el registro de K
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Figura 4.20: Desplazamiento de la cima para un amortiguamiento del 2 %
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Figura 4.24: Corte basal para un amortiguamiento del 3 %
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Figura 4.33: Respuesta en el tiempo del desplazamiento de la cima para el registro de N

Figura 4.34: Respuesta en el tiempo del corte basal para el registro de N
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Figura 4.35: Respuesta en el tiempo del desplazamiento de la cima para el registro de K

Figura 4.36: Respuesta en el tiempo del corte basal para el registro de K
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4.6 Conclusiones

Un analisis dindmico no-lineal via elementos finitos fue tratado detalladamente en
el presente capitulo para evaluar la respuesta sismica de un mastil arriostrado. A partir de
los distintos niveles previstos para los pardametros de disefio (pretensién-amortiguamiento-
rigidez) considerados como variables, las posibles combinaciones de los mismos hicieron
necesaria la simulacién numérica de 63 modelos, los cuales fueron evaluados ante los seis

registros sismicos (SJ, M, T, V, N y K) seleccionados como inputs.

Primeramente, se evaluo la vibracién libre o natural del denominado caso ”estandar”
(25-2-1.80), lo que permitié la verificacién preliminar del modelo con respecto a lo hecho
por otros autores a partir de la determinacién de las propiedades dinamicas del sistema y
su posterior comparacién. La modelacién con el software SAP2000 entregé resultados muy

satisfactorios.

Seguidamente se procedié al analisis de los distintos modelos sujetos a los inputs
considerados. Se observé que a medida que el amortiguamiento estructural aumenté del
1 al 3 %, las respuestas evaluadas en casi todos los casos disminuyeron entre el 5 y el 40
%, dependiendo esto tltimo del nivel de pretensién dado a las riostras, de la rigidez del
mastil y del registro sismico considerado como input. Para casi todos los casos y cuando
los valores adoptados de amortiguamiento y rigidez fueron los mayores, las respuestas del
sistema se vieron poco afectadas por los distintos valores de pretensién en las riostras
que fueron considerados en el andalisis. Se observaron demandas relativamente importantes
en las respuestas evaluadas frente al nivel de sensibilidad requerido por estos sistemas de
comunicaciones. Los valores maximos encontrados fueron de 0.62 m de desplazamiento en
la cima del mastil (0.52 % de su altura) y de 23.0 kN de corte basal en la base de este (32 %
de su peso), correspondientes al modelo 15.0-1-1.80 y sujeto al registro de Kobe. En general,
para los modelos analizados y registros considerados, el corte basal estuvo en el orden del
4 al 30 % del peso del mastil. Al variar la pretensién inicial de las riostras y/o la rigidez
flexional del mastil, las propiedades dindmicas del sistema cambian, encontrandose que para
ciertos registros sismicos pareciera producirse un posible efecto de amplificacion dindmica

en la respuesta del sistema. Esto ultimo resulté mas notorio para los modelos con valores
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minimos de amortiguamiento y rigidez flexional. Por ello la modificacién de la rigidez del
mastil, asi como también, de los niveles de pretensién en las riostras, podria conducir a
fuertes demandas en la respuesta del sistema frente a ciertos tipos de registros sismicos.
Por ultimo y como se mencioné anteriormente, pareciera ser que las caracteristicas propias
de cada registro sismico (PGA, contenido de frecuencias, duracién de la fase intensa, etc.)

tendrian una fuerte y marcada influencia en la respuesta estructural del sistema.
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Capitulo 5

Modelo continuo para la
representacion de un mastil

reticulado

5.1 Introduccion

Dentro de las construcciones metélicas tienen un uso muy difundido las piezas com-
puestas constituidas por perfiles paralelos denominados montantes o largueros, conectados
entre si por diagonales. En lo que hace fundamentalmente a la industria de las telecomuni-
caciones, las antenas generalmente son soportadas por mastiles reticulados y arriostrados.
Dentro de las tipologias de reticulado para materializar al méstil, es ampliamente utilizada
aquélla en la cual la traza de los largueros determina una seccion transversal triangular con
un mallado de unién en cada uno de los tres planos laterales que conforman los largueros

dos a dos, conocido comunmente como méstil reticulado en zig-zag (ver Fig. 5.1).

En el presente capitulo se aborda el desarrollo de las ecuaciones diferenciales y
las condiciones de borde que gobiernan el movimiento del reticulado espacial descripto.
Para obtener esta formulaciéon continua, se parte de un modelo discreto sobre el cual se

determinan las sumatorias de la energia potencial y cinética almacenada en cada elemento



112

Figura 5.1: Miéstil reticulado en zig-zag

del reticulado, y luego aceptando como hipétesis que las diagonales son suficientemente
numerosas, dichas sumatorias son aproximadas por integrales clasicas de Cauchy-Riemann
logrando asi un pasaje del dominio discreto al continuo en términos energéticos. Se dispone
as{ de funcionales de energia que permiten obtener la funcién lagrangiana correspondiente
al sistema en movimiento, y luego con la aplicacién de un principio variacional fundamental
de la mecédnica, Principio de la Accién Estacionaria de Ostrogradski-Hamilton, se obtiene

el sistema diferencial que gobierna el movimiento del problema analizado [12].

5.2 Mastil reticulado analizado

Se analiza un mastil reticulado en zig-zag, de seccién transversal triangular y
equilatera. Los largueros y diagonales son de directriz recta y seccién transversal constante.
La pieza presenta una longitud L; (ver Fig. 5.2), y estd constituida por tres largueros
continuos unidos entre si por tres planos de diagonales iguales y articuladas en sus extremos.
La seccién transversal de cada larguero es A; y la de cada diagonal Ay. El momento de

inercia de los largueros respecto a cada una de las direcciones principales es Jj, y J;.. La
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longitud de cada diagonal es Lgy. El material que constituye a los largueros y diagonales
es elastico y lineal, siendo respectivamente el médulo E; y FEg4, y la densidad p; y pq.
Genéricamente se designa como mddulo n de la pieza, al tramo en el cual quedan contenidas

dos diagonales por cada plano de unién.
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Figura 5.2: Méstil reticulado analizado. a) Vista. b) Seccién transversal

Dado que en realidad no se trata de un sistema continuo, puesto que el nimero
de diagonales es finito, pero aceptando que la separacién o paso A entre diagonales es
relativamente pequenio respecto a la longitud L; de la pieza (lo que equivale a que el ntimero
de diagonales es suficientemente grande), se puede admitir que la suma de las energias

desarrolladas en las diagonales sea expresada como una integral clasica.

Las hipotesis aceptadas para el presente desarrollo, resultan ser las siguientes:

1. Los corrimientos u, v y w, presentes respectivamente en las direcciones principales x,

Yy 2, son pequenos
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2. Los corrimientos ubicados fuera de la seccion de referencia son aproximados mediante

el desarrollo lineal de la serie de Taylor
3. A es relativamente pequeno frente al desarrollo L; de la pieza

4. Las diagonales presentan articulaciones en sus extremos, y se prescinde de su rigidez

flexional, transversal e inercia rotatoria

5. Los largueros son continuos en todo su desarrollo, y se prescinde de su rigidez al corte

y a la torsion, y de sus correspondientes efectos inerciales

6. El campo de velocidades tiene variacién lineal dentro del dominio de las diagonales

5.3 Planteo del problema

FEn la Figura 5.2 se muestra al méstil reticulado en su configuracion inicial o de
referencia, la que frente a una accién externa, hard que adquiera una nueva posicién de
equilibrio denominada configuracién deformada. Frente a este cambio en la configuracién,
los nodos del reticulado (1, 2, 3, ...) experimentan corrimientos en cada una de las direccio-
nes principales (x, y, z), siendo estas las funciones corrimientos basicos u(z, t), v(z, t), w(zx, t)
de nuestro problema, referidas al baricentro de cada larguero. Estos corrimientos hacen que
los elementos del reticulado almacenen energia potencial y cinética. A la mitad de altura de
cada médulo n del reticulado, es decir en A/2, se considera una seccién transversal plana
de referencia, y de este modo, los corrimientos de los nodos ubicados fuera de esta seccién
son expresados mediante serie de Taylor a partir de los corrimientos que experimentan los

nodos contenidos en la seccién definida como de referencia.

5.3.1 Energia potencial
Energia interna de deformacién elastica en diagonales

Considerando el médulo 1 (ver Fig. 5.2), y a partir de corrimientos cinematicamente

admisibles experimentados en sus nodos, se determina la energia interna de deformacion
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eldstica almacenada en cada diagonal del mismo.

modulo 1
>
8]

Figura 5.3: M6dulo considerado. a) Seccién de referencia. b) Diagonal analizada

Analizando la diagonal d(y4) ubicada sobre la cara 1y que va desde el nodo 2 al
nodo 4 (ver Fig. 5.3), y expresando los corrimientos del nodo 2 a partir de la informacién

conocida en el nodo 5, resulta:

A

ug :’LL5—’LLZ55 (5'1)
A

Vg = VU5 — Ué? (5'2)
A

w9 = Wy — ’wég (5'3)

) d(e)

siendo (e)" = =~

Designando a d(z4) como el vector posicién de la diagonal en la configuracién de referencia,
se tiene que:

(f(24) = idx + jdy = Lg(isina + jcosa) (5.4)

siendo su médulo:

|d(aa)| = La (5.5)
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-

Designando ahora a d’(kz 4) COMO el vector posicion en la configuracion deformada:
dios) = diza) + i(us — ug) + j (04 — v2) + k(ws — wy) (5.6)

y reemplazando a d(24) por sus componentes, desarrollando la raiz por expansién binomial,
y aceptando como prescindibles los términos de orden superior (ver hipétesis asumida), el

médulo del vector (f(kz 2) puede ser expresado como:

Msina + Mcosa (5.7)

|d(24)| %Ld 1+ Ld Ld

con lo que podemos ahora determinar el corrimiento experimentado por la diagonal al
pasar de una configuracién a la otra, dado que resulta ser la diferencia entre los moédulos

analizados, y a partir de ello, determinar la deformacion experimentada por ésta:

|‘f(kg4)| - |JE24)| (ug —ug) . (vg — v2)
Ed(ay) P I = T sina + Tcosa (5.8)

Con ello, la energia de deformacién eldstica almacenada en dicha diagonal vale:

1 EdAd
Ud(24) = 5 /ml Ud(24)5d(24) dvol ~ 5L

2
y [(M — ug)sino + (vg — vg)cosa] (5.9)

Con un desarrollo equivalente, se obtienen las energias almacenadas en las restantes dia-

gonales contenidas en el médulo 1:

EqAq . ?

Ud(48) ~ m [(UEA — ug)sina — (vg — 1)4)60801] (5.10)
E4Aq | : 77

Udss) ® 5L, (us — ug)sina — (vs — v3)cosacosf + (ws — ws)cosasinf (5.11)
EAq | . G

Udgse) * 5L, (ug — us)sina + (vg — vs)cosacosf — (wg — ws)cosasin (5.12)
EdAd [ . ' 72

Udge) & 2Ly (ug — u1)sina — (ve — vi)cosacos — (we — wy)cosasin (5.13)
EdAd [ . ' 72

Udgr) = 2L, (u7 — ug)sina + (vy — vg)cosacosf + (w7 — we)cosasin (5.14)
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Llamando a Uy, como la suma de las energias almacenadas en las diagonales del médulo
1 se obtiene, en el dominio discreto, el aporte energético de dichas diagonales a la energia

potencial del sistemas:
Uar = Udiyyy + Udias) + Udgas) + Udgsg) + Udae) + Uy (5.15)

Expresando los corrimientos de los nodos ubicados fuera de la seccion de referencia, via
serie de Taylor, mediante los corrimientos experimentados por los nodos ubicados sobre

dicha seccién, y luego desarrollando algebraicamente, se tiene que:

Eq.Aq
Un ~
am o

A2

(2 [(u4 - u5)2 + (us — U6)2 + (ug — u4)2 + (uf +uf + uéz) T]Sinza +
42 (o =)+ (05 = 00)? + (05 — v0)? o+ [ (s —we)? + (i — wn)?sin®3 +

A2

+ [vf + (vf + véz)coszﬁ + (wf + wéz) sinzﬁ] ——
4
A2

-2 [(v5 — vg) (w5 — wg) — (vg — v4) (W — wy) — (vflwﬁl - véwé) T] sinﬁcosﬁ}cosza +
—|—2A{(u4 — us) vl + (vg — vs)us —

— [(u5 — ug)vg + (v5s — ve)ug + (ug — ua)vy + (ve — v4)uﬁl] cosf3 +

+ [(u5 — ug)wg + (w5 — we)ug — (ug — ug)wy — (we — w4)uﬁ1] sinﬁ}sinacosa) (5.16)

De igual forma se obtiene la energia interna de deformacién eldstica almacenada
en las diagonales contenidas en los restantes modulos del reticulado. Siendo m el ntimero
total de modulos, la suma discreta de las energias aportadas por todas las diagonales del

reticulado resulta:
Ug = Z Uan (5.17)
n=1

De esta forma se ha obtenido en el discreto, la energia interna de deformacién elastica total

desarrollada por cada una de las diagonales que forman el mastil reticulado en zig-zag.

Asumiendo que el paso A entre diagonales es relativamente pequefio con respecto
al desarrollo L; del reticulado, lo que equivale a aceptar un niimero de diagonales suficiente-

mente grande, entonces se puede representar de manera aproximada a la suma discreta de
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las energias de deformacion como una integral clasica de Cauchy-Riemann, esto es, como si

se tratase de un dominio continuo. Por lo tanto:

Ud = lim(m—>oo;A—>0) Z Udn

n=1
Multiplicando y dividiendo por A a la sumatoria, en el limite se tiene que:

. FEiA, Ly

Ui = 2LaA Jo

(Alsinzoz + Ascos®a + Agsinacosa)dz

(5.18)

(5.19)

lo que representa el pasaje, en términos energéticos, del dominio discreto al continuo para

la energia interna de deformacion elastica desarrollada por las diagonales. Considerando

ahora a una seccién transversal genérica del reticulado, ubicada a una altura x (ver Fig.

5.4), las funciones A;(x,t) (j = 1,2, 3) resultan:

47 larguero "c"
/
y \ / y )
I
/ / x(u)
/ v z (w)
C(x
seccion / G v
generica Vbix) Wc»V TUC\() Vag)
\ w 4
L Whx) | Ubtx) \ u" ‘ <v\va(x) Ua(x)
AN ) \
Weg)/ ‘
/o
larguero "b"—— , ‘ / larguero "a"
SR
/

Figura 5.4: Seccion transversal genérica del mastil reticulado

A =2 [(ua(:n, t) — up(x, t))2 + (ub(:n, t) — uc(x, t))2 + (uc(:n, t) — ug(z, t))2 +

+ (ufl(:n, t) + up(z, t) + ul(z, t)) %2]

(5.20)
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Ay = 2{ (va(:n, t) — vp(, t))2 + [(vb(:n, t) — ve(x, t))2 + (vc(:n, t) — vg(x, t))z] cos®3 +
+ [(wb(:n, t) — we(z, t))2 + (wc(:n, t) — wq(x, t))z] sin®f3 +

2

+ [vb (z,t) + (vf(:n, t) 4 v (z, t))coszﬁ + (wf(:n, t) 4+ w’?(z, t))sinzﬁ] AT -
-2 [(vb(:n t) )(wb — we(x t)) - (vc(:n, t) — vg(x, t)) (wc(:n, t) — wq(x, t)) -
(v — vl (x, Hwl(x, t))%z] sinﬁcosﬁ}

(5.21)
Ay = 2{ (ua(:n, t) — up(z, t))v{,(:n, t) + (va(:n, t) — vp(a, t))ug,(:n, t) —
- [(ub(:n, t) — uc(x, t))vé(:n, t)+ (vb(:n, t) — ve(z, t))u’c(:n, t)+
—I-(uc(:n, t) — ug(x, t))v;(:n, t) + (vc(:n, t) — vg(x, t))ug(:n, t)]cosﬁ +
—I—[(ub(:n, t) — uc(x, t))wé(:n, t) + (wb(:zt, t) — we(z, t))u'c(:n, t) —

—(uc(:n, t) — ug(z, t))wg(:n, t) — (wc(:n, t) — wq(x, t))ug(:n, t)]sinﬁ}A (5.22)

siendo en lo sucesivo (e) = 85;) ; (0) = a(;i') ; ete.

Energia interna de deformacién elastica en largueros

En cuanto a los largueros o montantes, éstos son considerados continuos en toda
su desarrollo L;. Frente a corrimientos axiales cinematicamente admisibles que experimenta

el mastil, la energia interna de deformacién elastica desarrollada en los largueros vale:

Ulw) = 2/ O1(w) Elj(uwydvol = 2Al ; elj(u)elj(u)d:r j=ua,b,c (5.23)
siendo:
ELj(u) = Uj (:17 t) j=ua,b,c (5.24)
con lo cual reemplazando, se tiene que:
Us) = EITAI OLZ Ayda (5.25)



120

siendo la funcién Ay:
Ay = u;(:n, t)u;»(:n, t) j=ua,b,c (5.26)

Asimismo, frente a un giro flexional cineméaticamente admisible que experimenta el mastil
alrededor del eje z, la energia interna de deformacién eldstica desarrollada en los largueros

resulta entonces:

1 E, Ly .
Ulw) = B) /vol O1j(v)E1j(w) dVOl = o A dAl/O E1j(v)Elj(v) AT j=a,bc (5.27)

siendo:

ELj(v) = v}’(:n, t)y j=ua,b,c (5.28)
con lo que reemplazando, se tiene que:
E g, (4
Uiw) = Ly / Asdx (5.29)
2 Jo
siendo la funcién As:
As = v}'(:n, t)v}'(:n, t) j=ua,b,c (5.30)

Haciendo un andlisis equivalente para la energia interna desarrollada en los largueros frente

a un giro flexional alrededor del eje y, la misma vale:

E J, [k
Ujw) = —=- / Agdz (5.31)
2 Jo
siendo la funcién Ag:
Ag = w;»/(:n, t)w;»/(:n, t) j=ua,b,c (5.32)

De esta manera, la energia interna de deformacién elastica total desarrollada en los largueros

S€ expresa Como:

EA; [l E gy, [T EpJ. [T
M:JJ/ mm+l@/ %M+ll/ Agdzx (5.33)
2 0 2 0 2 0
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Trabajo externo por efecto del peso propio

En cuanto al peso propio por unidad de longitud de cada larguero, y en el cual

esta considerado el aporte del peso propio de las diagonales, resulta ser:

Aqg .

pj = (ngAz + Pdg——— ) Jj=uab,c (5.34)
sino

Frente a corrimientos axiales cinematicamente admisibles, dicho peso propio dard lugar al

desarrollo del siguiente trabajo externo de deformacién:

L
W, = pj/o luj(:n,t)d:n j=ua,b,c (5.35)

Trabajo externo de cargas y pares

Debido a los esfuerzos que las riostras pueden imponer sobre el maéstil, se conside-
ran las cargas concentradas P,, P, y P, aplicadas en cada una de las direcciones principales
y actuando respectivamente sobre cada uno de los largueros a, b y c. Frente a corrimientos
axiales y transversales cinematicamente admisibles, estas cargas daran lugar al desarrollo

del siguiente trabajo externo:
W = Puj(tuj(a.t) + Py (o (2.0) + Puj(hwy(e ) j=abe (536

Al mismo tiempo la accién del viento o del hielo, por ejemplo, pueden dar lugar al desarrollo
de cierta carga distribuida sobre el mastil. Por ello se consideran las cargas distribuidas
Gu, Gv Y Gw aplicadas en cada una de las direcciones principales y actuando respectivamente
sobre cada uno de los largueros a, b y ¢, y que frente a corrimientos axiales y transversales

cinematicamente admisibles, estas cargas daran lugar al siguiente trabajo externo:

L,
Wq = A (Quj($at)uj($vt) +QUj($vt)’Uj($vt) +ij($vt)wj($vt))d$ Jj=a, b,C (5'37)

La presencia de alguna carga excéntrica, por ejemplo, actuando en alguna seccion del mastil
puede dar lugar al desarrollo de pares seccionales M, y M, alrededor de los ejes y y
z respectivamente, y de M, alrededor del eje x. Frente a giros flexionales y torsionales

cinematicamente admisibles, el trabajo externo producido por estos pares resulta:

Wit = M (D)0 (, ) + My (£)8 (2, 1) + My (£)00 (2, ) (5.38)
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Considerando pequenos giros seccionales, se acepta trigonométricamente que dichos giros

pueden expresarse commao:

by~ 5D g2 D g
c J Yj

uj(x,t)

j=a,b,c (5.39)

La presencia de algtin par flexional M,; y M,,; localmente actuando sobre los largueros, y
frente a giros flexionales cinematicamente admisibles, dichos pares daran lugar al desarrollo

del siguiente trabajo externo:
Wi = My;(t)0yj(x,t) + My (t)0uw;(z,t) j=a,b,c (5.40)

Prescindiendo de la deformacién por corte local en los largueros (ver hipétesis asumida), y

a partir de relaciones cinematicas, el giro flexional de cada larguero resulta:

Ouj (2, t) = wi(x,t) ; Owj(z,t) = vi(x,t) j=a,b,c (5.41)

2d0

Trabajo externo por efecto de orden

En el caso de estructuras esbeltas, como lo son los mastiles arriostrados, frente
a un desplazamiento lateral de la misma, puede resultar significativo el corrimiento axial
asociado a dicho desplazamiento y con ello, significativo el trabajo desarrollado por las
cargas de compresién actuantes. Esto puede suceder, por ejemplo, cuando frente a la accion
del viento el mastil experimenta un corrimiento lateral, y a su vez éste se encuentra sujeto
a cargas axiales impuestas por las riostras en los distintos niveles de sujecion, asi como

también, a las cargas axiales debido al peso propio de la estructura y sus componentes.

En primer lugar se desarrolla la forma en cémo se determina el acortamiento axial
d asociado a un corrimiento lateral en la direccién de y en una pieza recta (ver Fig. 5.5), y

que dard lugar al efecto de 2%° orden indicado.

Sea la pieza recta AB sujeta a la carga axial de compresién P, la cual da lugar
a un acortamiento AA’ (llamado también A). Si sobre la pieza acortada A’B actia ahora
una accién secundaria independiente de P y que da lugar a un corrimiento lateral, la pieza

se flectard y describird una longitud de arco A”B. El cambio de longitud experimentado al
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P
A A
Vi | i I A
Ueo A
0 |
B B
o T

Figura 5.5: Acortamiento § en una pieza recta por efecto de 2% orden

pasar de la pieza recta acortada A’B a la pieza flexada A”B, es definido como ¢. Tomando

un segmento diferencial de pieza recta y de pieza flexada, se tiene que:

5:/01615—/0[@:/0[((13—@) (5.42)

pero siendo:
ds* = dz* + dv® (5.43)
al reeemplazar:

l
5:/
0

Desarrollando ahora la raiz por expansién binomial y reteniendo solo hasta los términos

1+ (v'(:c))2 - 1] da (5.44)

cuadraticos:

5~ % /0 l (v/(@)) de (5.45)

Por lo tanto el trabajo externo desarrollado por la carga P debido al efecto de 2° orden

queda expresado como:

P ~ g /0 l (v/(2)) da (5.46)

De manera equivalente corresponde el analisis para la direccion z.
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Se analiza ahora al mastil reticulado sujeto a la accién del peso propio y de cargas

de punta actuantes en cada uno de los largueros. El trabajo desarrollado en los largueros,

tanto por el peso propio como por la carga de punta, debido al efecto de 2% orden, resulta:
Ll
W2do = / Uj(Qdo)Ej(zdo)d'UOl = / Uj(zdo)ej(zdo)Aldl' j = a, b, c (5.47)
vol 0
siendo:
1 2 2 ,
Ej2i0) = 5 [(vé(:n,t)) + (w;(:n,t)) ] j=a,b,c (5.48)

_ Py L P

O'j(gdo) = Tl Al j = a, b, C (549)

Por lo tanto reemplazando se tiene que:

Woio = P%(t) /OLZ [(v}(:n,t))z + (w;(:n,t))z] dxr +

_1_1% OLZ [(’U}(:E,t))z + (w;(:n,t))z] xdx (5.50)

5.3.2 Energia cinética
Energia cinética en diagonales

Se analiza la energfa cinética desarrollada en la misma diagonal (d(24)) considerada
en la evaluacién de la energia de deformacion eléstica (ver Fig. 5.3). El movimiento dindmico
del mastil da lugar al desarrollo de velocidades nodales, haciendo que la diagonal también
adquiera velocidad. Aceptando que en el dominio s (0 < s < Lg) de la diagonal evaluada la

velocidad presenta una variacion lineal, el campo de velocidades puede ser expresado como:
Vd(24)(37 t) = NoVa(s, t) + NyVi(s, t) (5.51)

Habiendo parametrizado el dominio s de la diagonal tal que s = (Lg4, siendo el dominio

parametrizado 0 < ¢ < 1, las funciones que representan la variacién lineal resultan:
Na(Q)=1-¢ (5.52)

Nu(Q) =¢ (5.53)
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mientras que los vectores velocidad en cada uno de los nodos valen:

Va(s, ) = tia(s, t)i + 0a(s, )] 4 wa(s, t)k (5.54)
Vi(s,t) = tua(s, )i + 04(s, )] 4 wa(s, 1)k (5.55)

siendo en lo sucesivo (e) = a(g:) ; (8) = ()

Por lo tanto la energia cinética desarrollada en la diagonal analizada, debido a los corri-

mientos dindmicos, resulta:

- - A; La -
Ta4) = %/ lVd(24)(svt)Vd(24)(svt) dvol = pd2 d/o Vaa) (s, 1) Vy(aay (s, t) ds  (5.56)

y al reemplazar los vectores velocidad por sus componentes y considerar el dominio para-

metrizado, la energia cinética se expresa como:

pdAqLq
6

Tior) = [(aa(¢.0)" + (1a(c. )+ (walc,0)” + (a(C.0)) + (on(.) "+

—1—(104({, t))2 + 'L.L2(C7 t)i’“4(C7 t) + '[)2(C7 t)’[)4(C7 t) + ’ng(C, t)’[b4(<, t)] (557)

Con un desarrollo equivalente, se obtienen las energias cinéticas desarrolladas en las restantes

diagonales contenidas en el médulo 1:

Taay = 25 (10 0) + (a(co)+ (inl6.0) + (as(6.) + (3s(c 1)+

+(w8(C7 t))2 + 'L.L4(C7 t)’iLg(C, t) + '[)4(C7 t)’[)8(C7 t) + ’lb4(C, t)’[bg(C, t)] (558)

Tuss) = P9854 (is(.0)" + (1n(6,0)” + (sa(c.0)) + (is(6.0) "+ (35(0) "+

6
+(w5(C7 t))2 + ’L.L3(C7 t)i’“f)(Cv t) + ’[)3(C7 t)’[)f)(Cv t) + ’lbg(C, t)’lb5(<, t)] (559)

Tusm = 22854 (is(.0)" + (15(6.0)” + (1n(6.0)) + (o6 0) "+ (in(6 1)+

+(w9(C7 t))2 + ’L.L5(C7 t)’iLg(C, t) + ’[)5(C7 t)’L.)Q(Cv t) + ’lb5(<, t)’[bg(C, t)] (560)

_ paAaLq 2

Taey = "5 | (¢ 0)” + (5206 0) + (1(6.0) + (106 0)” + (30(¢.0) +

+(w6(C7 t))2 + ul(Cv t)’iLﬁ(C, t) + '[)l(Cv t)’[)ﬁ(g t) + wl(Cv t)w6(<7 t)] (561)
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Tuany = P28 (aolc.))” + (30(6.0)" + (in(¢.0)) + (ir(60)” + (dn(c.) +

+(w7(C7 t))2 + ’L.LG(Cv t)’iL7(C, t) + ’[)G(Cv t)’[)'?(Cv t) + wG(Cv t)’lb7(<, t)] (562)

Llamando a Ty como la suma de las energias desarrolladas por las diagonales del médulo
1 se obtiene, en el dominio discreto, el aporte energético de dichas diagonales a la energia

cinética del sistema:
Ty = Td(z4) + Td(4g) + Td(as) + Td(sg) + Td(w) + Td(67) (5.63)

Expresando las velocidades de los nodos ubicados fuera de la seccion de referencia, via serie
de Taylor, a partir de las velocidades experimentadas por los nodos ubicados sobre dicha

seccion, y luego desarrollando algebraicamente, se tiene que:

i = 23t (i) + (sacn) + (an(c.0)" + (3n(c.0)" + (i)
(s 0) "+ (i6(6.0)” + (6(.0) + (wa(c,t))z] +
 (10(C )€ )+ 00(C )05 1) (G 00 1) + (€. i€, ) + 05(C. )T, 1) +
(G, )i0(C. &)+ (G, (G, 1) + 30(G, O91(C, )+ (G, (€, 1)) +
(06 0) + (35060) + (aale.0)"+ (is(6.0)" + (#5(¢0) +
(ats(60) + (o) + (otc.0) + (o) 5 (5.6

De igual forma se obtiene la energia cinética desarrollada por las diagonales contenidas en
los restantes médulos del reticulado. Siendo m el niimero total de médulos, la suma discreta

de las energias cinéticas aportadas por todas las diagonales del reticulado, resulta:
m
Ty=> Tin (5.65)
n=1

De esta forma se ha obtenido en el dominio discreto, la energia cinética total desarrollada
por las diagonales que forman parte del mastil reticulado en zig-zag. Al igual que lo asumido
en el desarrollo de la energia interna de deformacién elastica en diagonales, dado que el paso
A es pequeno, la energia cinética de los largueros puede ser expresada como:

Ty = lim(m—oo;a—0) Y Tan (5.66)

n=1
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Multiplicando y dividiendo por A a la sumatoria, en el limite se tiene que:

paAaLq
3A 0

L
T, = "(B1 + By)da (5.67)

lo cual representa el pasaje, en términos energéticos, del dominio discreto al continuo para
la energia cinética desarrollada por las diagonales. Considerando una seccién transversal
genérica del reticulado, ubicada a una altura x (ver Fig. 5.4), las funciones B; y B,

resultan:

B, = 3( j(x, )i (z, t) + 0 (x, t)0(z, t) + wj(x, t)w;(z, t)) +

2
—I—%( (@, t)ag(x, t) + 05(x, t)op(x, t) + wj(z, t)wr(z, t)) j=k=abc (5.68)
A2
By = () (a, 0)ily(, 1) + 05 (@, )05, 0) + i, 02, ) )= j=abe  (5.69)

Energia cinética en largueros

Frente a movimientos dindamicos cinematicamente admisibles del mastil en las di-
recciones principales x, y y z, la energia cinética desarrollada en los largueros vale:

LA -

T’l(u,v w) — / ‘/j(u v ’LU)V](U v,Ww) dvol = V (u,v,w)‘/j(u,v,w) dx Jj=a, bv c (570)

siendo ‘%’(u,v,w) el vector velocidad nodal:

—

Vituwan) = i (2, )i + 05 (z, )7 + j(z, )k j=a,b,c (5.71)

con lo que reemplazando:
Ty = 1 / Bydu (5.72)
siendo la funcién Bs:
Bz = t;(x, t)uj(z, t) + 0 (z, t)0j(z, t) + w;(z, t)w;(x, t) j=a,b,c (5.73)

Frente a giros dindmicos cinematicamente admisibles del mastil alrededor de los

ejes principales y y z, la energia cinética desarrollada en los largueros resulta:

T’l(Gv,Gw) = %/ l‘_/)j(Gv,Gw)‘_/)j(Gv,Gw)dUOZ J=ab,c (574)
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siendo ‘_/)(gv’gw) el vector velocidad lineal tangencial, al que lo expresamos mediante sus

componentes:

‘7]'(91},910) = wwj (‘/Ev t)5 + wvj (:Ev t)k Jj=a,b,c (575)
Los corrimientos tangenciales wy,j(z,t) ¥y wyj(x,t) alrededor de los ejes principales z e y
respectivamente, dependen del giro # de la masa del larguero alrededor de dichos ejes, y de

su radio de giro i:
Wi (T,t) = iybuj(x,t) 5 wyj(z,t) =i.0,(x,t) j=a,b,c (5.76)
con lo que reemplazando, resulta:

(iZ@ij (z,t)+ ’L?ng (z, t))dvol j=a,b,c (5.77)

Pl
T’l(Gv,Gw) = 5 :
vo

Pl le Ly

. 2 J, (L. 2 ]
Ty = 252 [ (Bug(e.) do+ 25 [ (0 @0) ae - j=abe (579

y en donde por haber prescindido de las deformaciones por corte en los largueros, el giro de

éstos queda expresado como:

Ouj (2, t) = wi(x,t) ; Ow;j(z,t) = vj (1) j=a,b,c (5.79)
con lo cual reemplazando, se tiene:
Jyy [T Jp, [l
Qmwzmw/ mm+ﬂﬁ/ Bsda (5.80)
' 2 Jo 2 Jo
siendo las funciones By y Bs:
By = 0 (x,t)0)(x, 1) j=a,b,c (5.81)
Bs = wj(x, t)ij(x,t)  j=a,b,c (5.82)

Por lo tanto la energia cinética total desarrollada por los largueros vale:

Ay [l Jyy h s
T = M/ Bsdz + M/ Buda + 22 / Bsdx (5.83)
2 Jo 2 Jo 2 Jo
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5.3.3 Funcidén lagrangiana del sistema

Habiendo obtenido en el continuo la energia potencial y cinética desarrollada por
diagonales y largueros, queda entonces completado el planteo energético. Por lo tanto la

funcién lagrangiana del sistema resulta:
L=V-T (5.84)

siendo V' la energia potencial (V =U — W) y T la energia cinética.

5.4 Ecuaciones diferenciales

La aplicacion de un principio variacional fundamental de la mecanica, Principio de
la Accion Estacionaria de Ostrogradski-Hamilton, a la funcién lagrangiana del sistema, con-
duce directamente a las ecuaciones diferenciales que gobiernan el movimiento del problema

analizado [12].

Las ecuaciones diferenciales resultan en un sistema lineal de 9x9 en las nueve

incégnitas, a derivadas parciales en la variable espacial x y temporal ¢:

Elug(:n, t) + EqK, (51(:E, t) — os(x,t) + %né(:n, t)) —
~pria(r, 1)~ 22 (gla(:n,t) éaa(t) — uf{(:n,t)%) (P qua(:n,t)> ~0 (5.85)
1! A /
Endl(2,1) + E4K, (52@, 1) = (e, 0) + Sk, )) -
—priig(z, 1) — 4 (glb(:n,t) +én(t) — @,’@,t)%) o qub(:n,t)> — 0 (5.86)
1! A /
Bl (2,1) + ByK,, (53@, 1)~ Gale, 1) + S, ) )
. ko [ = ) LAY 1
~prite(a, 1) - 22 (520(:E, B + Enult) — iz, t)dT> -4 (pc  ue(z, t)) —0 (5.87)

A
Epy(x,t) + EgK, [771(213, t) + (773(:E, t) — 55§(:E, t))cosﬁ] +

+p1(Subalz, t) — (2, 1)) + pd?)k” (%a(w, t) + Paal, t) — 5 (x, t)%) +
1

o [Pua(t)v;’(:n, t)+ pa(v;(:n, t) + zvy (z, t)) — Gua(, t)] =0 (5.88)
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Ew)"(z,t) — E4K, (772(:17, t)cosB + m(z,t) — %5£($, t)) +

pdkv
3

+o1(Suiin(w, ) — i (2,1)) +
b
Ty

(m(x, )+ thap (. £) — i, t)%) +

[Pub(t)v{,’(:n, t) +pb(v{,(a:, t) + zvy (x, t)) — qup(z, t)] =0 (5.89)

A
Ew,"(xz,t) — B4K, (773(117, t) —na(z, t) + 55&(:17, t))cosﬁ +

+Pl (Sv'bc($a t) — ’Ug($, t)) + pd3kv (¢2c($7 t) + ¢3c($7 t) - ;Dg($7 t) %) +
1

" Puc®a,) + (v 0) + w,0) = el )] =0 (5.90)

Epwy" (z,t) + EgKy (773(:17, t) — éég(:p, t))sz’nﬁ +

ku (. ) e LaA
1 (St £) = i (2, 1)) + 22 (gola(:n, £) + Baal@, 1) — W (x, t)d7> -
1
s [Pm(t)wg(:n, 1)+ pa (W), 8) + 2ul(@,8)) = uala. t)] ~0 (5.91)
lz
Ew)" (x,t) + EgKyno(z, t)sins +
) ) ku (. ) e Lads
o Suin(at) — 0,0 + P8 (Gl t) + gl 1) — () “o ) +
1

+J_lz [Pub(t)w{,/(:n, t)+ o (w{,(:n, t) + :Ewg(;p, t)) — qub(z, t)] =0 (5.92)

Epw,"(x,t) — EgKy (773(117, t) + no(x,t) — %5&(:17, t))sinﬁ +

kw (.. . . LgA
(Sl t) = ,0) + P8 (Gl ) + gl 1) — () “o ) +
1

+J_lz [Puc(t)wé/($, t) + pe (wé(iﬂ, t) + :Ewg(;p, t)) — que(z, t)] =0 (5.93)

en donde se ha compactado la notacién con coeficientes definidos de la siguiente forma:

Ad . Ade Ade

w= K, = —24° K, = ¢
2A,L2 WNE T AL
A A
ku = = ky, = £d kw = ﬂ
A Jiy Ji
A A
S’l} — —l S,w g —l
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A 2e
(e, 0) = g, 0) - (vl 1) = w (e, )

no(x,t) = 2—Ldulc(:n, t) — iz (vb(:n t) — ve(x, t))cosﬁ + %(wb(:n, t) — we(z, t))sinﬁ

a

na(, £) = %u;(m,t) 7 (vl ) = vl 1)) osps — 7 (welot) = walat))sing
51(x, 1) = %(ub(:ﬂ ) = ua(w,t)) - ﬁjv{,(:n #)

8o, t) = L%(uc(g;, B —wy(z,t)) + %:vg(m, t)cos — %jw;(m, t)sin3

03 (z, 1) = L%(ua(:c, B) = ue(z, ) + %v;(m, t)cos3 + %:w;(m, t)sing

Era(z,t) = %(2% (2,1) + wp(z, 1)) €30(z,t) = %(2% (2,1) + ue(w, 1))
(1) = %(2%:1375 + ta(z,t)) Eap(, 1) = %(2 (2, 1) + (. 1))
Eoela,t) = %(2% (2,1) + wp(z, t) Ese(x, 1) = %(2 (2,) + uq(z, 1) )
Vrale 1) = S (20, 0) b (1) sl t) = (20, ) + vl 1))
bup(z, t) = %(%b (2,1) + va(z, 1)) bop(, 1) = %(21}1,(33,75) +ve(z, 1))
Uaele, ) = 2 (2l ) F (1) el t) = S (2, 0) + vl 1)
Pra(,1) = S (20l 0) F (1)) salirt) = T (2wl 1) + wel, )
o1o(x, t) %(2% (2,1) + wa(w, 1)) oo (1) = %(mb(m,t) + wel, 1))
pac(, 1) = %(2100(::: £+ wy(z,t)) p3e(x,t) = %(2wc($,t) +waz,t))  (5.94)

De este modo queda asi planteado el sistema de ecuaciones diferenciales, las que junto con

las condiciones de borde, permiten evaluar el movimiento del mastil reticulado analizado

5.5 Condiciones de borde
En cuanto a las condiciones de borde (C.B.) del problema, éstas resultan:
A A
| lEl%(:ﬂ, t) + EaKunz(2,t) o + paku—p— g (7, ) —

1 2V3
% (Pua(t) + Mv(t)—ﬂua(l% t)

e

(E:Ll

=0 (5.95)
=0




132

A LA
| [Eluf,(:n, )+ EaKum(x,8) 5 + pdkudTug,(:n, £) —
1 2 =
__<Pub(t) +Mw(t)_>]ub($vt) =0 (596)
Al e =0
A LA 1 =l
| (Elulc(:n, )+ EaKuna(, 1) + pdk‘udTii/C(:E, t) — Zlzam(t))z,fc(:g, £) =0 (5.97)
x=0
A LA
|{EI,U(/IL//(':E7 t) - Ede53(:Ev t)ECOSﬁ - (Pl + pdkvdT)’btlz(:Ev t) -
1 (E:Ll
i [Pm(t) + (Pua(t) + paz ) V) (=, t)] }Va(:n, H =0 (5.98)
le x=0
A LA\ .
|{Elv{,”(:n, t) + EqK,01 (z, t)f - (pl + paky d )v{,(;p, t) —
1 (E:Ll
—— [va(t) + (Pus(t) + poz ) vp (=, t)] }Vb(:n, H =0 (5.99)
ly x=0
A LA
{Ewé”(:p, t) — EqK,0o(x, t)gcosﬁ - (pl + pdk‘vdT)i}é(:E, t) —
1 1 =l
—— [Mu(t)— + Pye(t) + (Puc(t) —|—pczz:)vé(:17, t)] }VC(JE, t) =0 (5.100)
le 3e =0
A LA
|{Elwgl($v t) - Ede53($7 t) ES’L’I’Lﬁ - (Pl + pdkw dT)w;(:Ev t) -
1 (E:Ll
7 [Pwa(t) + (Pua(t) + pazn)wg(:n, t)] }Wa(:n, t) =0 (5.101)
Iz 2=0
LaAn .
|{Elw;,“<:c, 1) = (pr+ pabu=5= )i (. 1) -
1 (E:Ll
I [wa(t) + (Pub(t) —|—pb:13)w{,(:17, t)] }Wb(:n, t) =0 (5.102)
z x=0
A LA
|{Elwé”(:17, t) + EqgKyoa(x, t)gsinﬁ - (pl + pdk‘wdT)’Lbé(:E, t) —
1 (E:Ll
—- [ch(t) + (Puc(t) —|—pc$)wé(:17, t)] }WC(JE, t) =0 (5.103)
Iz 2=0




<E1lewg(:n, t) — Mvc(t)> Wé(:E, t)

de vibracion, por lo cual resulta:

{uj, vj, wj}(:n, t) = {uj, vj, wj}(:n)ei“’t

{Ujv Vi, Wi, }(:E, t) = {L{j7 Vi, Wj}(:ﬂ)ei‘”t

(E:Ll
=0
=0
(E:Ll
=0
=0
(E:Ll
=0
=0
(E:Ll
=0
=0
(E:Ll
=0
=0
(E:Ll
=0
=0

con las condiciones de vinculo) en cada larguero y en cada direccién principal.

j:a/7b7c

j:a/7b7c
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(5.104)

(5.105)

(5.106)

(5.107)

(5.108)

(5.109)

Se han obtenido asf las treinta (30) C.B. del problema (15 por extremo), necesarias para
resolver el sistema diferencial de 9x9. Los términos U;, V;, W;, Vi y Wi (j = a,b,¢)

representan las variaciones de los corrimientos cinemdticamente admisibles (compatibles

5.6 Solucién general al problema de vibraciones naturales

Para el andlisis de las vibraciones naturales del reticulado espacial, se acepta que

el mismo esta liberado de cargas aplicadas, y que ademas, se presentan modos armoénicos

(5.110)

(5.111)
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siendo w la frecuencia circular e ¢ = /—1. Reemplazando la propuesta de separar la variable
espacial de la temporal, en las ecuaciones del sistema diferencial acoplado (5.85 a 5.93), se

obtiene:

A3 LA
i, pdk‘udTw2> ull(z) — (EdKu— — pw? — paky—=w )ua(:n) +

(El + EdKu

+(EdKuL_ + pdku3_AW )ub($) + (EdK L, + pdk 3A )uc(m) -

Ae / A . /
—EgK,—uvy(x) — EdKuL—cosﬁvc(:E) - EdKuL—smﬁwc(:E) =0 (5.112)
d d
Lg 2) ( A3 LdA 2) "
—I—pdk‘u3Aw ug(x) + | B + EqKy, 1, — paku w’ |u
2A ALq A

_(EdKu_d — pw?® — paku IAY )ub(:v) + (EdK i + pakuy 3A )uc(:v) +

A Ae
—ev;(:n) + EdKuL—:cosﬁvé(:E) - EdKuL—dsinﬁwé(:E) =0 (5.113)

T e )+ (Euk b
+pdk"3Aw Ug(x) + | EgKy— T + paky 3A up(x) +

ALy 2)
3IA ue(x) +

A Ae A
—I—EdKu—ecosﬁvg( ) — EqK,—cosfv;(x) + EdKu—esinﬁwg(:E) +
Lg Lg Lg

A3 LgA 2A
—I-(El + EqKy— — pdkud—w2>u/c/( ) — (EdK T pw? — paky
d

A
—I—EdKuL—esinﬁw{,(:n) =0 (5.114)
d

2 2

A
EF;K,—u E K,
dv2Ld W(z) + Ey 5L,

AZe LA
(EdK ﬁcoszﬁ paky Tw plw2>vg($) +

——cospuL(x) + Ep)" (z) —

2e 2
—|—[EdeL—(1 + cos ﬁ) — p1Syw? pdk‘ 3A ] o) —

2e o 2)
(EdK I + paky 3A )vb(:n) (Ededeos B+ paky 3Aw Ve()

2

A
—EdeL—esinﬁcosﬁw (z) + EdK smﬁcosﬁwa( ) —
d

Lq
2e .
—EdeL—smﬁcosﬁwc(:E) =0 (5.115)
d
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A? A?
—EgKy—ul(z) — EqgK,—— ! ol e 2)
Koy (a) = Balkoy—cosul(a) — (Baltu T+ pabg s Joala) +
2
+E)" (x) — (EdK AL — paky Tsz plw2>vl',’(:n)—|—
“c 29\ _ a2 —
—|—[EdeL (1 + cos ﬁ) p1Suw? — paky 3Aw ]vb(:n)

—_— 2 J— —_— )
(EdK I, cos“B + paksy 3A )vc(:n) EdeLdsmﬁcosﬁwb(:E) +

—I—EdK T smﬁcosﬁwc( )=0 (5.116)
d
A2 2
—EqK,——cospu,(x) + EqK,——cosBuy(z) —
Ld Ld

(EdK L—cos 28 + paky 3A )va( ) — (EdK L—cos 23 + paky 3A )vb(:n) +

2

A%e LA
+E!" (x) — (EdK ﬁcoszﬁ paky Tw plw2>vg(:n) +

2 4L 2
—|—(2Ede—ecoszﬁ — p1Syw? — pdk‘v—dw2>vc(:ﬂ) - Ede—esinﬁcosﬁwa(:E) +
Ly 3A Ly

2

—I-EdK 7 smﬁcosﬁwb( )+ EdeL—esinﬁcosﬁwg(:E) =0 (5.117)
d d
A? A?
E4K——sinful(x) — EqK,, esmﬁcosﬁv (x) +
2L4 2L4

2
—I—EdeL—esinﬁcosﬁva(:n) - EdeL—esinﬁcosﬁvc(:E) +
d d

A? LA

+Ew," (z) — (Ede—esinzﬁ pakw —wz—mw> a(x)+
2L4 6

2e 4Lq Lg
Ky 2Csin2B — pSyw? — 2) . 2
—I—(Ed Ldsm B — p1Sww® — pakuy w3 Y We () — paky Aw wp(x) —
(E K, in®B + pak L—w2>w () =0 (5.118)
d deS'L Pd wIA c = .

A? 2 2
EqKy——sinfBul(z) — Ede—esinﬁcosﬁvb(:E) + Ede—esinﬁcosﬁvc(:E) —
2L4 Ly Ly

Lg LA
—pakw szwa( z) + Byw)" (x) + (pdkwdTwz + plw2> wy () +
2e | 2 L 2
+<EdeL_dszn B — plsww Pdk' 3A )wb(:E) -

(EdK L—dsm 28 + pakw 3A )wc(:n) =0 (5.119)



2 2

A A 2
—EgKy——sinful(r) — BEqK,——sinBuy(x) — EdeL—esinﬁcosﬁva(:E) +
d

2Lg4 2L4
2

A
—|—EdeL—esinﬁcosﬁvb( )+ EqKy Lesmﬁcosﬁv (z) —
d d

27 oin? “C . 2
(EdK Ldsm B+ pakw 3A )wa() (EdK Ldsm B+ pakw 3A )wb(:n)—l—

A? LA
+Ew!" (z) — (EdK Tesm B — pakw Twz — pw ) "(x) +
d
+(2E K —sinzﬁ — p1Spw? — pak @af)w () =0
d de PIow Pd 3A c
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(5.120)

Estas dltimas ecuaciones dan lugar a un sistema diferencial lineal, homogéneo, ordinario en

la variable espacial x, a coeficientes constantes, que conduce a un tipico problema de au-

tovalores. Los autovalores son las frecuencias naturales circulares wy, (n = 1,2, ..

.). Dichas

frecuencias se hallan proponiendo la solucién exponencial clasica para las funciones espa-

ciales incégnitas:

uj(x) = Uje’\m j=ua,b,c
vj(z) = Vjem j=ua,b,c
wj(z) = Wjem j=ua,b,c

(5.121)
(5.122)

(5.123)

donde en general A es una constante compleja. Reemplazando estas propuestas de solucion

en las ecuaciones del sistema diferencial espacial (5.112 a 5.120), se obtiene:

d1Uq + daUy + daU,. — d3 Vi, — dscosBV, — dgsinBW,. =0
doUq + d Uy + dU, + d3V, + dscosBV, — dgsinW,. =0
daU, + doUy + d1U, + d3cosBV, — dscosBVy + dgsinfW, + dssinBWy, =0

daUp + dycospBU,. + [d5 +dg + (dg — d7)6032ﬁ} Vo — (dﬁ + dg)Vb —
—(dﬁcoszﬁ + dg)Vc + (dﬁ — d7) sinBcosfW, — dgsinBcosfW,. =0

—~d4Uy — dacosBU, — (de + ds ) Vo + [ds + (1 + cos?B)ds — dr| Vi —
—(dﬁcoszﬁ + dg) Ve — dgsinfBcosSWy + dgsinfBcosfW, = 0

(5.124)

(5.125)

(5.126)

(5.127)

(5.128)



—dycospU, + dycospBUy, — (dﬁcoszﬁ + dg) Vo — (dﬁcoszﬁ + dg) Vi +
—|—[d5 + (2dg — d7)coszﬁ] V.. — dgsinBcosfW, +

+dgsinBcos Wy, + drsinfcosfW, = 0

dgsinfBU, + (dn — dlg) sinfBcosBV, — di1sinfBcosfBV, +

+[d10 + (d11 — dlg)sinzﬁ] Wy — disWy — (dnsinzﬁ + dlg) W.=0

dgsinBU. — di1sinBcosBVy + di1sinBcosfBV, — d1sW, +

‘|‘(d10 + dnsinzﬁ) Wy — (dnsinzﬁ + d13) W.=0

—dysinBU, — dysinBU, — dy1sinfBcosBV, + di1sinBcosBVy —
—dy98infBcosBV, — (dnsinzﬁ + d13) W, — (dnsinzﬁ + d13) Wy +

—I—[dlo -+ (2d11 — dlg)sinzﬁ} W.=0

donde se ha definido a:

2A A2)\?
di = El/\ — E;K,— ( ) +

Ly 8 3A 8
= B K, — ky—
do d uLd+pd u3AW

A

dy = By, ==\

Lq

A2

= F;K,—

d4 d v2Ld/\

4L4 A2)\?
_ 4 _ 2
ds = Ej)\ [pl(sv A ) + paky 3A ( 3 ) w

—EK—
dg afo 7

A2
— B K, = C)2
d7 o

4L A2)\?
p1+ paky d<1— )]wz
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(5.129)

(5.130)

(5.131)

(5.132)

(5.133)

(5.134)

(5.135)

(5.136)

(5.137)

(5.138)

(5.139)
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dg = pdk‘v:f—zwz (5.140)
A2
4L A2 )2
dio = BN — lpl (Sw—22) + pdk‘w3—Ad (1 -3 )]aﬁ (5.142)
2e
di = BiKuw 7 (5.143)
d
A2
dis = Bl L; A2 (5.144)
L
di3 = pdk‘w3—zw2 (5.145)

Se ha obtenido asi, un sistema algebraico de nueve ecuaciones lineales y homogéneas (5.124

a 5.132), las que expresadas matricialmente resultan:

U;
[d(w)} V; :{0} j=a,b,c (5.146)

y en donde una solucién distinta de la trivial requiere que:
’d(w)’ —0 (5.147)

resultando en un polinomio o ecuacién algebraica de orden treinta en . Las treinta raices
Aj (4 =1,...,30), que dependen evidentemente de w, nos permiten disponer de las formas
modales en funcién de doscientas setenta (270) constantes a determinar (Uy;, Vij v Wi; en
donde k = a,b,c y j =1,...,30) a partir de las C.B. del problema, y con ello las infinitas
(contables) frecuencias circulares w, (n = 1,2,3,...). Por cada vez que se encuentra la
solucién al sistema algebraico, se estan determinando nueve frecuencias naturales para el

mastil reticulado. Para cada n-ésima frecuencia determinada, se tienen los autovectores o
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formas modales n-ésima del sistema, las cuales resultan:

(n)

u (@) = U j=1..30 ; k=abec ; n=123.. (5148
(n)

o (@) = Ve j=1..30 ; k=abec ; n=123.. (5149
(n)

w](gn)(l'):WIg;L)eAj T j=1,..,30 ; k:a,b,c ; n=123,.. (5.150)

A partir de las doscientas setenta constantes a determinar, debemos hacer que doscientas
cuarenta de ellas queden en funcién de las treinta restantes, por ejemplo, conseguir que Uy,
Ucjs Vajs Vg, Vej, Waj, Wiy y Wej dependan de Uy, (j = 1, ..., 30), y con ello lograr reducir a
treinta el nimero de constantes arbitrarias a determinar a partir de las C.B. del problema,

dado que estas ultimas resultan también ser treinta.

El acoplamiento existente entre los corrimientos axiales y transversales experi-
mentados por cada uno de los largueros, hace que las nueve ecuaciones diferenciales estén
también acopladas entre si. A su vez, el hecho de considerar el aporte local de la inercia y
rigidez flexional de los largueros, da lugar a un incremento en el orden del sistema diferencial,
esto ultimo, si se lo compara con el mismo sistema estructural pero habiendo prescindido de
dichos aportes locales. Estas condiciones comentadas, hacen que el poder hallar la solucién

al sistema diferencial implique un esfuerzo y costo computacional significativo.

5.7 Solucién particular del sistema diferencial para el caso

del mastil simplemente apoyado

La solucién particular del sistema diferencial 9ED desarrollado, es abordada para el
caso del méstil simplemente apoyado (A-A) (ver Fig. 5.6), cuyos extremos tienen impedidos

los corrimientos en las direcciones de y y z, pero liberados en la direccion de z.

Las caracteristicas geométricas y mecanicas del mastil se indican a continuacién:
longitud de largueros L; = 24.0 m, paso o separacién entre diagonales A = 0.2 m, lado
de cada plano de diagonales e = 0.3 m, seccién de largueros A; = 67.69x10~° m?, inercia
flexional de largueros Ji, = J;, = 17.51x10~8 m?, seccién de diagonales Ay = 16.78x107°

m?, médulo de elasticidad E; = E4 = 200000 MPa, y densidad p; = pg = 7850 kg/m3.
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Por otro parte y a efectos de comparar resultados de frecuencias naturales, se lleva

adelante una modelacién via elementos finitos (modelo discreto) denominado en adelante

RE-EF (ver Fig. 5.7) en el cual fueron modelados cada uno de los elementos del reticulado

utilizando para los largueros elementos tipo viga de dos nodos (240 por cada larguero), y

para las diagonales elementos tipo barra también de dos nodos (1 por cada diagonal).

YA DAA\

(’ y (V)
z(w) x (u)

Figura 5.6: Maéstil reticulado analizado

Para este caso particular y por presentar el méastil reticulado como C.B. las de

apoyado-apoyado (A-A), se acepta adoptar como soluciones para las variables espaciales a

las siguientes funciones trascendentes:

uj(z) = quOS(%JE) j=ua,b,c

vj(z) = qmin(%:E) j=ua,b,c

wj(z) = qksin<ﬂ$> j=ua,b,c
L

k=1,23 n=12, . (5.151)
k=456 n=12, . (5.152)
k=7,89 n=12 . (5.153)

las cuales satisfacen las condiciones de borde del problema. El coeficiente n representa el

numero de semiondas de las funciones trascendentes.
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Object Model

Figura 5.7: Modelacion discreta del mastil reticulado

5.7.1 Vibraciones naturales

Para la determinacién de la solucién del sistema diferencial, y con ello las fre-
cuencias naturales del problema, las funciones solucién propuestas son reemplazadas en el
sistema de ecuaciones diferenciales (5.112 a 5.120).

A fin de abordar la solucién numérica del problema, se programé una rutina en

Maple [49] la cual se detalla a continuacidn:

# Vibraciones naturales mastil reticulado apoyado-apoyado
> restart:

> with(LinearAlgebra) :

> b:=array(1..9,1..9):c:=array(1..9,1..9):

# Numero de semiondas de las funciones trascendentes

> n:=1: %n=deil,...,0
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Funciones trascendentes propuestas
ua:=unapply(q[1] *cos(n*Pi*x) ,x) ;
ub:=unapply (q[2] *cos (n*Pi*x) ,x) ;
uc:=unapply (q[3] *cos(n*Pi*x) ,x) ;
va:=unapply (q[4] *sin(n*Pi*x) ,x) ;
vb:=unapply (q[5] *sin(n*Pi*x) ,x) ;
ve:=unapply (q[6] *sin(n*Pi*x) ,x) ;
wa:=unapply(q[7] *sin(n*Pi*x) ,x) ;
wb:=unapply (q[8] *sin(n*Pi*x) ,x) ;
we:=unapply (q[9] *sin(n*Pi*x) ,x) ;
Derivadas de las funciones trascendentes
ual:=unapply(diff (ua(x)/L1l,x);
ubl:=unapply(diff (ub(x)/L1l,x);
ucl:=unapply(diff (uc(x)/L1l,x);
val:=unapply(diff (va(x)/L1l,x);
vbl:=unapply(diff (vb(x)/L1l,x);
vel:=unapply(diff (vc(x)/L1,x);
wal:=unapply(diff (wa(x)/L1l,x);
wbl:=unapply(diff (wb(x)/L1l,x);
wcl:=unapply(diff (wc(x)/L1,x);
ua2:=unapply(diff (ual(x)/L1,x);
ub2:=unapply(diff (ubl(x)/L1,x);
uc2:=unapply(diff (ucl(x)/L1,x);
va2:=unapply(diff (val(x)/L1l,x);
vb2:=unapply(diff (vb1(x)/L1,x);
vc2:=unapply(diff (vcl(x)/L1,x);
wa2:=unapply(diff (wal(x)/L1,x);
wb2:=unapply(diff (wbl(x)/L1,x);
wc2:=unapply(diff (wcl(x)/L1,x);
va3:=unapply(diff (va2(x)/L1,x);
vb3:=unapply(diff (vb2(x)/L1,x);
vc3:=unapply(diff (vc2(x)/L1,x);
wa3:=unapply(diff (wa2(x)/L1,x);



>

>

wb3:=unapply(diff (wb2(x)/L1,x);
wc3:=unapply (diff (wc2(x)/L1,x);
va4:=unapply(diff (va3(x)/L1,x);
vb4 :=unapply(diff (vb3(x)/L1,x);
vc4:=unapply(diff (vc3(x)/L1,x);
wa4:=unapply(diff (wa3(x)/L1,x);
wb4 : =unapply(diff (wb3(x)/L1,x);
wc4 :=unapply (diff (wc3(x)/L1,x);
Definicién de coeficientes

etal:=unapply (((Delta"2/(2xLd))*ubl (x)+(2xe/Ld)*(va(x)-vb(x))),x);

eta2:=unapply (((Delta’2/(2*Ld))*ucl (x)-(2%e/Ld)*(vb(x)-vc(x))*cos(beta) ...

+(2*e/Ld) * (wb(x) -wc(x))*sin(beta)) ,x);

>

eta3:=unapply (((Delta’2/(2*Ld))*ual (x)-(2%e/Ld)*(vc(x)-va(x))*cos(beta)...

-(2*e/Ld) * (wc (x) -wa(x))*sin(beta)) ,x);

>

>

deltal:=unapply((Delta/Ld)*(ub(x)-ua(x))-(Delta*e/Ld)*vbl(x),x);

delta2:=unapply((Delta/Ld)* (uc(x)-ub(x))+(Delta*e/Ld)*vcl(x)*cos(beta)...

-(Delta*e/Ld) *wcl(x)*sin(beta),x);

>

delta3:=unapply((Delta/Ld)*(ua(x)-uc(x))+(Delta*e/Ld)*val(x)*cos(beta)...

+(Delta*e/Ld) *wal(x)*sin(beta),x);

#
>

>

#

>

+omega’ 2*rho*ua(x) /E+omega”2*xrhoxku/3* (Ld/Deltax(4*ua(x)+ub(x)+uc(x)) /E))*. ..

Derivada de los coeficientes

etall:=unapply(diff (etal(x)/L1,x),x);
eta2l:=unapply(diff (eta2(x)/L1,x),x);
eta3l:=unapply(diff (eta3(x)/L1,x),x);
deltall:=unapply(diff (deltal(x)/Ll,x),x);
delta2l:=unapply (diff (delta2(x)/L1l,x),x);
delta31:=unapply(diff (delta3(x)/L1l,x),x);

Definicién de angulos internos de la seccién transversal
sin(beta) :=sqrt(3)/2;cos(beta) :=1/2;

Sistema de ecuaciones diferenciales

ec[1] :=simplify((ua2(x)+Ku*(deltal(x)-delta3(x)+(Delta/2)*etaldl(x))...

L1"2/cos(n*Pi*x)) ;
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> ec[2] :=simplify((vad(x)+Kv*(etal(x)+(eta3(x)-Delta/2*delta31(x))*cos(beta))...

-omega’ 2*rho*Sv*va(x) /E-omega’2*rhoxkv/3* (Ld/Delta* (4*va(x)+vb(x)+vc(x))/E) ) *. ..
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L1"4/sin(n*Pi*x));

> ec[3] :=simplify((wad(x)+Kw* (eta3(x)-Delta/2xdelta31(x))*sin(beta)...

-omega’ 2*rho*Sw*wa (x) /E-omega’2*rhoxkw/3* (Ld/Delta* (4*wa(x) +wb(x)+wc(x))/E) ) *. ..
L1"4/sin(n*Pi*x));

> ec[4] :=simplify((ub2(x)+Kux*(delta2(x)-deltal(x)+(Delta/2)*etall(x))...

+omega’ 2*rho*ub (x) /E+omega’2xrhoxku/3* (Ld/Deltax (4*ub(x)+ua(x)+uc(x))/E))*. ..
L1"2/cos (n*Pi*x));

> ec[5] :=simplify((vb4(x)-Kv*(eta2(x)*cos(beta)+etal (x)-Delta/2*deltall(x))...
-omega’ 2*rho*Sv*vb (x) /E-omega’2*rhoxkv/3* (Ld/Delta* (4*vb(x)+va(x)+vc(x))/E) ) *. ..
L1"4/sin(n*Pi*x));

> ec[6] :=simplify((wb4(x)+Kw*eta2(x)*sin(beta)-omega’2*rho*Sw*wb(x)/E. ..

-omega’ 2*rhoxkw/3* (Ld/Deltax* (4*wb (x)+wa(x)+wc(x)) /E))*L1"4/sin (n*Pi*x)) ;

> ec[7] :=simplify((uc2(x)+Kux*(delta3(x)-delta2(x)+(Delta/2)*eta2l(x))+...
omega’*2*rho*uc (x) /E+omega’2*rhoxku/3* (Ld/Delta* (4*uc(x)+ua(x)+ub(x)) /E))*. ..
L1"2/cos (n*Pi*x));

> ec[8] :=simplify((vc4(x)-Kv*(eta3d(x)-eta2(x)+Delta/2*delta21(x))*cos(beta)...
-omega’ 2*rho*Sv*vc (x) /E-omega’2*rhoxkv/3* (Ld/Delta* (4*vc (x)+va(x)+vb(x))/E) ) *. ..
L1"4/sin(n*Pi*x));

> ec[9] :=simplify((wc4(x)-Ku*(eta3(x))+eta2(x)-Delta/2*delta2l(x))*sin(beta)...
-omega’ 2*rho*Swkwc (x) /E-omega’2*rhoxkw/3* (Ld/Delta* (4*wc (x) +wb(x)+wa(x))/E) ) *. ..
L1"4/sin(n*Pi*x));

# Ecuaciones inerciales

> for i from 1 to 9 do:EC[i]:=coeff(ec[i],omega,2):0d;

# Ecuaciones elasticas

> for i from 1 to 9 do:eqli] :=expand(ec[i]-omega”2+EC[i]):o0d;

> for i from 1 to 9 do:for j from 1 to 9 do:b[i,j]l:=coeff(eqlil,ql[j]):0d:0d:

> for i from 1 to 9 do:for j from 1 to 9 do:c[i,j]l:=coeff(-EC[i],q[j]l):0d:0d:

# Matriz eléastica

> B:=convert(b,Matrix):

# Matriz inercial

> C:=convert(c,Matrix):

> print(B) ;print(C);

# Caracteristicas geométricas y mecanicas del reticulado

> E:=2el1l: rho:=7850: L1:=24: Al:=67.69e-5: Ad:=16.78e-5: Jly:=17.51e-8:...
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J1z:=17.51e-8: e:=0.3: Delta:=0.2: Ld:=sqrt(Delta’2/4+e”\2):
> Ku:=Ad/(2%A1%Ld"2: Kv:=Ad*e/(Delta*xJ1y*Ld"2): Kw:=Ad*e/(Delta*xJ1z*Ld"2):...
ku:=Ad/Al: kv:=Ad/Jly: kw:=Ad/J1z: Sv:=A1/J1ly: Sw:=A1/Jlz:
# Determinacién de autovalores y autovectores
> (vv,ee) := Eigenvectors(evalf(B),C,output=[’vectors’,’values’]);
# Determinacién de frecuencias circulares
> for i from 1 to 9 do:auli]:=sqrt(Re(eel[i])):print(i,__,sqrt(Re(eeli]))):od:
En Tabla 5.1 se muestran resultados de frecuencias circulares obtenidos para la
primera, segunda y tercera solucion considerada, es decir, para cuando la semionda n vale

1, 2 y 3. También se muestran resultados obtenidos con el modelo RE-EF.

Las frecuencias wy y wo, estan asociadas a corrimientos transversales de los largueros
(vj y wj donde j = a,b,c) en vibracién natural, los cuales dan lugar a formas modales del
tipo flexional para el sistema. En las Figuras 5.7 y 5.8 se muestran dichas formas modales

en la direcciéon de v y w respectivamente, para cuando n resulta igual a 1, 2 y 3.

La frecuencia w3, estd asociada a corrimientos transversales de los largueros (v; y
w; donde j = a,b,c) en vibracién natural, los cuales dan lugar a formas modales del tipo
torsional para el sistema. En tanto la frecuencia w4, que resulta asociada a corrimientos
axiales de los largueros (u; donde j = a, b, ¢), da lugar a modos del tipo axial para el sistema.
En la Figura 5.9 se muestran las formas modales en la direccién de v y w asociadas a la
frecuencia ws, mientras que en la Figura 5.10 se muestran las formas modales en la direccién

de u asociadas a la frecuencia wy.

A partir de las Figuras, se puede ver que para lo que se refirié como forma modal
tipo flexional para el sistema, los modos en corrimiento transversal de los largueros presentan
casi una total coincidencia entre si. Esto mismo se presenta para el caso de la forma modal
tipo axial, en donde los modos en corrimiento axial de los largueros también coinciden entre
si. En tanto que para el modo tipo torsional, las formas modales de los largueros resultan
distintas entre si. En cuanto a los modos correspondientes a las frecuencias restantes, ws
a wg, se podria establecer que responden a modos superiores de vibracién local axial de
los largueros, situacién que se justificaria cuando en la seccién siguiente se observe que la

presencia de la carga axial no afecta a dichas frecuencias (ver Tabla 5.2).



‘ n ‘Frecuencia‘ 9ED ‘ RE-EF ‘

w1 7.969 7.969
wo 7.969 7.969
w3 74.383 65.450

1 Wy 494.688 494.739
ws 6585.570 -
we 6585.570 -
wy 13918.115 -
wg 13918.115 -
Wy 19683.095 -
w1 31.528 31.529
wo 31.528 31.531
w3 148.813 130.954

9 Wy 989.368 989.478
ws 6659.051 -
we 6659.051 -
wy 13919.308 -
wg 13919.308 -
Wy 19684.506 -
w1 69.689 69.697
wo 69.689 69.697
w3 223.336 196.534

3 Wy 1484.035 | 1485.387
ws 6779.581 -
we 6779.581 -
wy 13921.299 -
wg 13921.299 -
Wy 19686.862 -

Tabla 5.1: Frecuencias naturales del méastil reticulado en [rad/seg]
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Efecto de la carga axial en las vibraciones naturales

Cuando actiian cargas axiales sobre los largueros, las frecuencias circulares se ven

modificadas. Por ello, se analiza el caso en el cual sobre los extremos de cada uno de

largueros del mastil reticulado simplemente apoyado, acttia una carga axial P,,. En Tabla

5.2 se muestran y comparan resultados de frecuencias obtenidos para cuando actia una

carga axial P, de compresion de 1000 N sobre cada larguero, asi como también, para

cuando dicha carga es nula.

‘ n ‘Frecuencia‘

Py = 0N | Py = 1000 N

w1 7.969 7.855
wa 7.969 7.855
w3 74.383 74.368
1 Wy 494.688 494.688
ws 6585.570 6585.570
we 6585.570 6585.570
wy 13918.115 13918.115
wg 13918.115 13918.115
wy 19683.095 19683.095
w1 31.528 31.413
wa 31.528 31.413
w3 148.813 148.782
9 Wy 989.368 989.368
ws 6659.051 6659.051
we 6659.051 6659.051
wy 13919.308 13919.308
wg 13919.308 13919.308
wy 19684.506 19684.506
w1 69.689 69.572
wa 69.689 69.572
w3 223.336 223.289
3 Wy 1484.035 1484.035
ws 6779.581 6779.581
we 6779.581 6779.581
wy 13921.299 13921.299
wg 13921.299 13921.299
wy 19686.862 19686.862

Tabla 5.2: Efecto de la carga axial sobre cada larguero en las frecuencias naturales
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5.7.2 Estabilidad
Carga critica

Para la determinacion de la solucién del sistema diferencial, y con ello las cargas
criticas de flexién y torsién del problema, las funciones solucion propuestas son reemplazadas
en el sistema de ecuaciones diferenciales (5.85 a 5.93), en donde actian como acciones
externas en dicho sistema, solo cargas estaticas axiales de compresion en los extremos de

los largueros (ver Fig. 5.11).

Figura 5.12: Carga critica sobre los largueros del mastil reticulado

Nuevamente a fin de abordar la solucién numérica del problema, se programé una

rutina en Maple [49] la cual a continuacién se detalla:

# Carga critica mastil reticulado apoyado-apoyado
> restart:

> with(LinearAlgebra) :

> b:=array(1..9,1..9):c:=array(1..9,1..9):

# Funciones trascendentes propuestas

> ua:=unapply(q[1]*cos(Pi*x) ,x);

> ub:=unapply(q[2] *cos(Pi*x) ,x);



uc:
va:
vb:
vc:
wa:
wb:

wC

Derivadas de las funciones trascendentes
ual:
ubl:
ucl:
val:
vbl:
vel:
wal:
wbl:
wcl:
ua2:
ub2:
uc?2:
va2:
vb2:
vec2:
wa2:
wb2:
wc2:
va3:
vb3:
ve3:
wa3:
wb3:
wc3:
vaéd:

vb4:

=unapply (q[3] *cos(Pi*x) ,x);
=unapply (q[4] *sin(Pi*x) ,x);
=unapply (q[5] *sin(Pi*x) ,x);
=unapply(q[6] *sin(Pi*x) ,x);
=unapply (q[7] *sin(Pi*x) ,x);
=unapply (q[8] *sin(Pi*x) ,x);

:=unapply(q[9] *sin(Pi*x) ,x);

=unapply (diff (ua(x)/L1,x);
=unapply (diff (ub(x)/L1,x) ;
=unapply (diff (uc(x)/L1,x);
=unapply (diff (va(x)/L1,x);
=unapply (diff (vb(x)/L1,x) ;
=unapply (diff (ve(x)/L1,x) ;
=unapply (diff (wa(x)/L1,x) ;
=unapply (diff (wb(x)/L1,x) ;
=unapply (diff (wc(x)/L1,x) ;
=unapply (diff (ual(x)/L1,x);
=unapply (diff (ubl(x)/L1,x);
=unapply (diff (ucl(x)/L1,x);
=unapply (diff (val(x)/L1l,x);
=unapply (diff (vb1l(x)/L1,x);
=unapply (diff (vel(x)/L1,x);
=unapply (diff (wal(x)/L1,x);
=unapply (diff (wbl(x)/L1,x);
=unapply (diff (wcl(x)/L1,x);
=unapply (diff (va2(x)/L1,x);
=unapply (diff (vb2(x)/L1,x);
=unapply (diff (ve2(x)/L1,x);
=unapply (diff (wa2(x)/L1,x);
=unapply (diff (wb2(x)/L1,x);
=unapply (diff (wc2(x)/L1,x);
=unapply (diff (va3(x)/L1,x);
=unapply (diff (vb3(x)/L1,x);
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>

>

vc4 :=unapply(diff (vc3(x)/L1,x);
wa4:=unapply(diff (wa3(x)/L1,x);
wb4 : =unapply(diff (wb3(x)/L1,x);
wc4 :=unapply (diff (wc3(x)/L1,x);
Definicién de coeficientes

etal:=unapply (((Delta"2/(2xLd))*ubl (x)+(2xe/Ld)*(va(x)-vb(x))),x);

eta2:=unapply (((Delta’2/(2*Ld))*ucl (x)-(2%e/Ld)*(vb(x)-vc(x))*cos(beta)...

+(2*e/Ld) * (wb(x) -wc(x))*sin(beta)) ,x);

>

eta3:=unapply (((Delta’2/(2*Ld))*ual (x)-(2%e/Ld)*(vc(x)-va(x))*cos(beta)...

-(2*e/Ld) * (wc (x) -wa(x))*sin(beta)) ,x);

>

>

deltal:=unapply((Delta/Ld)*(ub(x)-ua(x))-(Delta*e/Ld)*vbl(x),x);

delta2:=unapply((Delta/Ld)* (uc(x)-ub(x))+(Delta*e/Ld)*vcl(x)*cos(beta)...

-(Delta*e/Ld) *wcl(x)*sin(beta),x);

>

delta3:=unapply((Delta/Ld)*(ua(x)-uc(x))+(Delta*e/Ld)*val(x)*cos(beta)...

+(Delta*e/Ld) *wal(x)*sin(beta),x);

#
>

>

#

>

Derivada de los coeficientes

etall:=unapply(diff (etal(x)/L1,x),x);
eta2l:=unapply(diff (eta2(x)/L1,x),x);
eta3l:=unapply(diff (eta3(x)/L1,x),x);
deltall:=unapply(diff (deltal(x)/L1l,x),x);
delta2l:=unapply(diff (delta2(x)/L1l,x),x);
delta31:=unapply(diff (delta3(x)/Ll,x),x);

Definicién de angulos internos de la seccién transversal
sin(beta) :=sqrt(3)/2;cos(beta) :=1/2;

Sistema de ecuaciones diferenciales

ec[1] :=simplify((ua2(x)+Ku*(deltal(x)-delta3(x)+(Delta/2)*eta31(x))*...

L1"2/cos(Pi*x));
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> ec[2] :=simplify((vad(x)+Kv*(etal(x)+(eta3(x)-Delta/2*xdelta31(x))*cos(beta))+. ..

Pcr/Jly*va2(x))*L1"4/sin(Pi*x));

>

ec[3] :=simplify((wad(x)+Kw*(eta3(x)-Delta/2*delta31(x))*sin(beta)+...

Pcr/J1lz*wa2(x))*L1"4/sin(Pi*x));

>

ec[4] :=simplify((ub2(x)+Ku*(delta2(x)-deltal(x)+(Delta/2)*etall(x))*...

L1"2/cos(Pi*x));



> ec[5] :=simplify((vb4(x)-Kv*(eta2(x)*cos(beta)+etal(x)-Delta/2*deltall(x))+...
Pcr/J1ly*vb2(x))*L1"4/sin(Pi*x));

> ec[6] :=simplify((wb4(x)+Kuw*eta2(x)*sin(beta)+Pcr/Jlz*wb2(x))*L1"4/sin(Pi*x));
> ec[7] :=simplify((uc2(x)+Kux*(delta3(x)-delta2(x)+(Delta/2)*eta2l(x))*...
L1"2/cos(Pi*x));

> ec[8] :=simplify((vc4(x)-Kv*(eta3(x)-eta2(x)+Delta/2*delta2l(x))*cos(beta)+...
Pcr/Jly*vc2(x))*L1"4/sin(Pi*x));

> ec[9] :=simplify((wc4(x)-Ku*(eta3(x))+eta2(x)-Delta/2*delta2l(x))*sin(beta)+..
Pcr/Jlz*wc2(x))*L1"4/sin(Pi*x));

# Ecuaciones elasticas

> for i from 1 to 9 do:eq[i] :=expand(ec[i]):od;

> for i from 1 to 9 do:for j from 1 to 9 do:bl[i,j]l:=coeff(eqlil,ql[j]):0d:0d:

# Matriz eléastica

> B:=convert(b,Matrix):

> print(B);

# Caracteristicas geométricas y mecanicas del reticulado

> E:=2el1l: rho:=7850: L1:=24: Al:=67.69e-5: Ad:=16.78e-5: Jly:=17.51e-8:..
J1z:=17.51e-8: e:=0.3: Delta:=0.2: Ld:=sqrt(Delta’2/4+e"2):

> Ku:=Ad/(2%A1*Ld"2: Kv:=Ad*e/(DeltaxJ1y*Ld"2): Kw:=Ad*e/(Delta*J1z*Ld"2):...

ku:=Ad/Al: kv:=Ad/J1ly: kw:=Ad/J1z: Sv:=A1/J1ly: Sw:=Al1/Jlz:

# Determinante de los coeficientes. Condicién de solucién no trivial
> db:=simplify(collect(Determinant(B),Pcr));

# Raices del polinomio caracteristico

> ss:=solve(db);

# Ordenamiento de raices obtenidas

> for i from 1 to 6 do:aulil:=(Re(ss[i])):print(i,_, (Re(ss[i]))):o0d:
# Ubicacién de la raiz buscada

> o0:= asignar la ubicacidén que corresponda;

# Raiz seleccionada

> aulo];

# Determinacién de la carga critica sobre cada larguero en [N]

> Pcr:=aulo] *E;
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En Tabla 5.3 se muestra el resultado obtenido para las cargas criticas de flexion y

torsion sobre cada larguero, a partir de la implementacion del modelo continuo 9ED.

‘ Carga critica ‘ 9ED ‘
P/ 35140

Ccro

P! 2388333

cro

Tabla 5.3: Carga critica de flexién y torsién sobre cada larguero en [N]. Modelo 9ED

5.8 Conclusiones

En este capitulo se han presentado las ecuaciones diferenciales y las condiciones
de borde (C.B.) que gobiernan el comportamiento de un mastil reticulado, y cuyo de-
sarrollo para la obtencion de las mismas, correspondié al de un planteo energético. La
funcién lagrangiana del sistema fue obtenida a través de un desarrollo algebraico inicial
en el dominio discreto, para posteriormente y admitiendo que el paso entre diagonales es
pequeno frente al desarrollo del reticulado, pasar al dominio continuo en la variable es-
pacial x. Luego, aplicando el calculo variacional a la funcién lagrangiana determinada,
y seguidamente el Principio de la Accién Estacionaria de Ostrogradski-Hamilton, se ob-
tuvieron de manera directa y sin mayores complicaciones, las ecuaciones diferenciales que
gobiernan el movimiento del mastil reticulado presentado, asi como también, las C.B. del
problema, abordando analiticamente el tratamiento de las vibraciones naturales. En lo
que hace a vibraciones forzadas, se dispone de la via clasica conocida como superposicién
modal para resolver el movimiento forzado del reticulado. En efecto, una vez halladas las
frecuencias naturales y sus correspondientes formas modales, se propone para la solucién
del movimiento del sistema a combinaciones lineales en el tiempo que resultan ser la super-
posicion de los modos naturales. El modelo continuo desarrollado, representa de manera
precisa la respuesta del sistema, quedando incorporada en la formulacién, la flexibilidad por

2d0

corte debido al alma reticulada del mastil, el efecto de orden propio de las cargas de

punta actuantes en los largueros, asi como también, el aporte dado por la rigidez e inercia
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local de los largueros. La implementacion numérica del modelo fue llevada a cabo para
el caso particular del reticulado bajo la C.B. simplemente apoyado, proponiendo para ello
funciones trascendentes como solucion para los corrimientos incégnitas. De la comparacion
de resultados con aquéllos obtenidos, a partir de una modelacion via elementos finitos, se
pudo establecer un excelente desempenio numérico del modelo. Por otro lado, adoptar la
solucién exponencial clasica como solucién para las funciones corrimientos incégnitas, per-
mite abordar todos los posibles casos de C.B., no obstante cabe aclarar que evaluar de
este modo la solucion del sistema diferencial requiere de un significativo esfuerzo y costo
computacional debido fundamentalmente a los acoplamientos que se presentan entre los
corrimientos axiales y transversales de cada uno de los largueros. Por tltimo, el desarrollo
del presente modelo continuo permitird fundamentar, fisica y matematicamente, el planteo
de un nuevo modelo continuo simplificado, tal como se vera en el capitulo siguiente, pre-
sentando el mismo una facil implementacién numérica, y logrando a su vez, un excelente

desempeno en la determinacién de las respuestas evaluadas.
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Capitulo 6

Modelo continuo para la
representacion simplificada del

mastil reticulado

6.1 Introduccion

Como se comento en el capitulo anterior, en la industria de las telecomunicaciones
las antenas generalmente son soportadas por mastiles reticulados y arriostrados. Estos
sistemas estructurales presentan una importante cantidad de elementos (largueros y diago-
nales) por lo que es habitual en el diseno utilizar modelos equivalentes de representacion,
resultando ello en un menor costo computacional a la hora del anélisis [46], [71]. En ese sen-
tido, Ben Kahla [38] basado en un planteo de flexibilidad, determind las propiedades eldsticas
equivalentes para distintos patrones de reticulado de seccion transversal triangular, a partir
de obtener los desplazamientos del eje centroidal de un tramo del reticulado producidos
por una carga unitaria, y luego, compararlos con aquellos desplazamientos obtenidos por la
misma carga pero actuando en una viga-columna. En dicho andlisis se prescindié del aporte

2d0

de rigideces locales y del efecto de orden, tampoco fueron obtenidas propiedades iner-

ciales equivalentes. Otros autores [46], [71] para la modelacién como viga-columna de un
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mastil reticulado arriostrado, obtuvieron las propiedades equivalentes a partir de modelar
via elementos finitos un tramo del reticulado espacial fijado a su base. Sobre el extremo
libre de dicho reticulado modelado se aplicaron distintas cargas a fin de obtener corrimien-
tos y giros, y con ello, obtener rigideces flexionales, transversales y torsionales, las cuales
luego le fueron asignadas al elemento viga-columna. Este proceso lo debieron repetir cada
vez que las propiedades geométricas del reticulado o bien las propiedades mecanicas de los
elementos del reticulado cambiaban, resultando entonces en un proceso poco expeditivo.
Tampoco fue considerado en el modelo viga-columna las propiedades inerciales equivalentes

ni fueron evaluados efectos de 24°

orden. Por otro lado, Salehian [61] desarrollé un modelo
continuo 1-D para la representacién de un reticulado espacial con uniones flexibles utilizado
para soportar pantallas solares que abastecen de energia a satélites en érbita. A través
de un planteo energético determiné el modelo de orden reducido. El aporte local de los

largueros en términos de rigidez e inercia flexional no fue considerado.

En el presente capitulo y a partir de un desarrollo energético, se obtienen las
ecuaciones diferenciales que permiten la representacién simplificada del reticulado espacial
que fuera analizado en el capitulo anterior. En esta formulaciéon queda incorporada, la
flexibilidad por corte propia de los sistema reticulados, y efectos de 2° orden debido al peso
propio del méstil y a las cargas de punta actuante sobre los largueros, asi como también,

aportes locales en cuanto a rigideces e inercias de cada larguero.

La resolucién del sistema de ecuaciones diferenciales que gobiernan el movimiento
del mastil analizado en el capitulo anterior, implica un importante esfuerzo (analitico) y
costo (computacional), por ello, la implementacién del modelo reducido desarrollado en el
presente capitulo permite disminuir el esfuerzo y costo anteriormente citado, sin desmedro
en los resultados numéricos obtenidos para las distintas respuestas evaluadas [25], aunque
para el caso de cargas aplicadas y como se verd en los desarrollos, las mismas son tratadas

con una distribucion simétrica sobre el reticulado.
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6.2 Planteo del problema

El planteo del problema consiste en definir un campo de desplazamiento tal que
cualquier corrimiento experimentado por un punto ubicado sobre la seccién transversal del
mastil reticulado (ver Fig. 6.1), pueda ser expresado en funcién de los corrimientos que

presenta el eje baricéntrico del mismo. El campo de desplazamiento definido resultas:

eje baricéntrico

|
|
|
|
| -
|
|
|
|

Figura 6.1: Eje baricéntrico del méstil reticulado. a) Punto genérico. b) Convencién de
signos

’LL(:E, Y, z, t) = uo($7 t) - 0w0($7 t)y + 0v0($7 t)z
’U($7 Y, z, t) = 'Uo($7 t) - 0u0($7 t)Z

w(zx,y, z,t) = we(x, t) + Oyo(x, t)y (6.1)

en donde se ha asumido como hipétesis:

1. Una variacién lineal del campo de desplazamientos

2. Giro torsional, prescindiendo del alabeo de la seccién transversal

Las seis funciones incégnitas representan, respecto del eje baricéntrico, a: u, al
corrimiento axial (en la direccién de z), v, y w, a los corrimientos transversales (en la
direccién de y y z respectivamente), 6, al giro torsional (alrededor de z), y 0y ¥ 0o a los
giros flexionales (alrededor de y y z respectivamente) de la seccién transversal del reticulado.

La convencién de signos utlizada es la que se muestra en Figura 6.1.
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De este modo los corrimientos de cada uno de los tres largueros que conforman el

mastil resticulado quedan expresados, con respecto al eje baricéntrico, de la siguiente forma:

Ua (2, 1) = o (2, 1) — oz, t)g + 0oz, t)?e
V3

wp (1) = o (2, 1) + O, t)g + (@, 1) e

Ue(x, 1) = up(x, 1) — Oy, t)?e

V3

V(1) = vo(x, t) — Oyo(, t)?e

vp(x,t) = vo(x,t) — Ouo(x, t)?e
V3

Ve(x,t) = vo(x, t) + Ouo(x, t)?e

Wa (2, 1) = wo(x, 1) + Ouo t)g
wp(,t) = wo(, ) — Ouo(x, t)g

we(z, t) = we(x, t)

(6.2)

Reemplazando estos corrimientos en las funciones A; y B; determinadas en la seccién 5.3

del capitulo anterior:
Ao = 5 (u(0.0)) 82 43| (Buo(.0)” + (Buol0)) | 2 +
1
4

+ [(9;0(:1:, 0) + (0, t))z] (ea)’
Agy = g [(U;(x, H) + (w)e, t))z]ﬂ + %(9;0(9;, H)’(ea)’
Aso = =3(vh(, D)ol 1) — wi(z, )6uo(x. 1) JeA
Aio =3(uw.0)) + 5 | (Bhoo.) 4 (B ()|
Aso = 3(v0)) "+ 5 (Pl 1)) e

Ago = 3(w/0/(:17, t))2 + %(0;’0(:17, t))262
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Bi, = 9[(@0(:1:, t))2 + (o=, t))2 + (i (2, t))z] +

+§ [2 (Guole )+ (Buo(2.1))” + (ol t))z]& (6.9)

45 20 w.) + (Blo(o)” + (Gt 0)] (e)’ (6.10)
Bao = 3| (io(a, )" + (s0(a, )"+ (il )] +

43200l + (o) + (ot 0)] 2 (6:11)

Bio = 3(5)(0,0)” + 3 (Bhle 1) ¢ (612)

Bso = 3((x,0))” + 5 (6ho(.0)) ¢ (6.1

en donde el subindice o indica la dependencia con respecto al eje baricéntrico. Por lo tanto
los funcionales correspondientes a la energia interna de deformacién elastica y a la energia

cinética resultan:

E A EA
- 2Ld Ad (Alosm o+ Aspcos’a + Agosmacosa) dx + L/ Agodr +
dA Jo
EJ, & EJ. (L
+= ’y/ Asodz + = ’Z/ Agoda (6.14)
2 Jo 2 Jo
AqLg 4 A Ji
Tozpd3i d (Blo+320)d:n+p’ ’/ Bioda + ’y/ Buyda +
0
J,
+p’2”‘/ Bs,dx (6.15)
0

En cuanto al trabajo externo debido al peso propio del mastil, este resulta:
L,
Wy, = 3p0/ Uo(z)dx (6.16)
0

Es importante destacar que si se acepta que las cargas y pares externos aplicados

en los largueros presentan igual valor en cada uno de ellos, al definir los corrimientos de los
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largueros con respecto al eje baricéntrico, los trabajos externos asi como también el trabajo

or efecto de 2° orden, se expresan como:
b}

We, = 3(Pao(t)uo(,1) + Poo(t)vo(, 1) + Pu(t)wo(z, 1)) (6.17)
W, =3 | " (a0l 8) + Qo o) + (e, Ol ) d (6.18)
Wit, = Mu(t)60(, 1) + My (1800, 1) + My (1)1, 1 (6.19)
Win, = 3( Moo (), £) + Muo(t)0) (. 1)) (6.20)

Wap = 3Pult) [ [(o000)" 4 (w0 0)" 4 5 (B 0)) "]+
200 [ () + (utte )+ 5 (Ol 0) e 020

Por lo tanto la funcién lagrangiana correspondiente al modelo reducido, y referida

con respecto al eje baricéntrico de la seccién transversal, vale:

Lo=V,-T, (6.22)

6.3 Ecuaciones diferenciales

La aplicacién del principio variacional que venimos utilizando, conduce directamen-
te a las ecuaciones diferenciales que gobiernan el movimiento del problema analizado. Las
ecuaciones diferenciales resultan en un sistema lineal de 6x6, a derivadas parciales en la

variable espacial x y temporal t:

(BA)u(2,1) = (pA) ito(, 1) + raiily (2,8) = 3(po + uo(, 1)) = 0 (6.23)

BB, (2, 0) = (GA) (0], 1) = O,1)) + B(Puo(t) + o )f (1) + Bpovi (1) +

+(pA) ,Bo(x, t) = (3p1ay + 1) 0(2,1) = Bguo(, 1) = 0 (6.24)
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3Ew) (2,1) = (GA), (w)(2,1) + 02, 1)) + 3(Puo(t) + por )w) (2, 1) + 3powl,(w, 1) +

+(pA) o, 1) = (3p1iz + 1a) W)(2,1) = Bguo(,1) = 0 (6.25)
’E
: 2“] 2o (2,8) + | € (Puol®) + poz) — (Gmo] 0o (1) + €poll (2, 1) +
o) ool t) = (252 4 2 (0.0) = 0 (6.26)
2(EA
Lo 0,1) — (@A), (w2, 1) + 1)) -
. 2 .
0D 1y + ST (1) = 0 (6.27)
2(EA
L w,1) +(C4), (14 1) — ol 1)) —
. 2 .
0D 1)+ L 1) = 0 (6.28)

en donde se ha definido como:

(BA), = 3( B, + EqAgsin®a)
(GA), = gEdAdsinoz cos*a

1
(GJp), = ZEdAdezsinoz cos’a

A
(pA), = 3(PlAl + pa—L )

Stno

A
(pJz)y = (plAl + pas—s >62 (6.29)

2sino

llamados respectivamente la ”rigidez axial”, la "rigidez transversal”, la "rigidez torsional”,
la ”inercia traslacional”, y la ”inercia torsional” global del sistema respecto a las direcciones
principales de su eje baricéntrico. Jy, = Jj, + Ji., resulta ser el momento de inercia polar
de cada larguero respecto de sus ejes locales. Por otro lado, el término definido como:

Ay A2
sina 4

T4 = pd (6.30)

esta relacionado con un aporte inercial de las diagonales debido a que las velocidades de

los nodos que se encuentran por fuera de la seccidon de referencia, han sido aproximadas
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via serie de Taylor. Es decir, este aporte inercial estd asociado al término aproximante de
primer orden que aparece en la serie de Taylor. Por otro lado, trabajando con las ecuaciones
(6.24 y 6.28) (o con 6.25y 6.27) a fin de expresar 6, (x,t) en funcién de v,(x,t) (0 Oyo(x,t)

en funcién de wy(z,t)), se puede definir como:

(1)), = 350, + (),

(EJ.), =3EJ), + (EA)Oé

(pdy)o = 3p1Tiy + (p‘;m)o + 74

(pd2), =3pidi: + (péiz)o +rq (6.31)

llamados respectivamente las ”rigideces e inercias flexionales” globales del sistema respecto

a las direcciones principales del eje baricéntrico.

Observando el sistema de ecuaciones diferenciales, se puede establecer que tanto
el corrimiento axial como el giro torsional son movimentos que actian desacopladamente,
mientras que se presenta un acoplamiento entre los giros flexionales y los corrimientos
transversales. Se ha obtenido asi, la formulacién general del modelo de orden reducido que
permite la representacién simplificada del mastil reticulado analizado. En dicha fomulacién
quedan incorporadas rigideces e inercias locales de largueros y diagonales, asi como también,

la influencia del efecto de 2% orden y de las deformaciones por corte.

6.4 Condiciones de borde

FEn cuanto a las condiciones de borde para este modelo de orden reducido, resultan:

(E:Ll

| [(EA)Ou’O(:E, £) + gl (z, 1) — 3Pu0(t)]uo(:1:, no =0 (6.32)

=0

| [3E1levg’(:1:, £) = (GA), (Vh(,1) = buo (1) ) +3(Puo(t) + por ) v} (. 1) —

(E:Ll

—(3lely + rd)ﬁg(:c, t) — 3Pm(t)] Vo(z,t) ~0 (6.33)

=0



| [3E1lew/0”(:n, t) — (GA)O(’LU/O(ZE, t) + Ouolx, t)) + 3(Pu0(t) + pozn)wlo(:n, t) —

— (3p1le + Td) 1'[)/0(:E,

|{—‘32E”lpe;';<sn,t> -l

(E:Ll

t) - 3Pwo(t)]wo($v t) =0

=0

(Puolt) + ) = (G12) | tolrst) —

2
) lelp ra 4 =L
—€ T + ? 0u0($7 t) - Mu(t) guo($7 t) =0
=0
e2(EA) e*ry v
7092;0(557 t) + —920(537 t) — My(t) | Guo(, t) =0
6 6 o0
[e2(EA) erq v
TOH:UO(JJ, t) + ?0;)0(:177 t) - Mw(t) gU)O(:E7 t) =0
L =0

| (Ellevg(:n, t) — Mwo(t)> V! (z,t)
| (Ellew/o/(JEa t) — Mvo(t)>Wé(33a t)

’E
| (%H/u/o(ipv t)>g/uo($7 t)

(E:Ll
=0
=0
(E:Ll
=0
=0
(E:Ll
=0
=0
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(6.34)

(6.35)

(6.36)

(6.37)

(6.38)

(6.39)

(6.40)

De este modo, se han obtenido las dieciocho (18) condiciones de borde (C.B.)

del problema (9 por extremo), necesarias para resolver el sistema diferencial, y en donde

los términos U,, V,, Wo, Guo, Guo ¥ Gwo representan las variaciones de los corrimientos

y giros cineméticamente admisibles (compatibles con las condiciones de vinculo) del eje

baricéntrico.

A fin de asignar de manera correcta las C.B. a cada caso particular del modelo

reducido, se deben tener presentes las C.B. particulares de los extremos de los largueros

que conforman el reticulado espacial. En este sentido, U,, V, y W, estan asociadas a los
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corrimientos de los largueros en cada uno de los ejes principales (respectivamente x, y, z);
Guos Guo ¥ Guwo estan asociadas al giro de la seccién transversal del reticulado alrededor de
cada uno de los ejes principales (respectivamente x,y, 2); V',, W/, estéan asociadas al giro
flexional local de los largueros alrededor de los ejes principales z e y respectivamente; en
tanto que G'y, estd asociado al giro flexional local de los largueros alrededor de los ejes
principales y y z, esto ultimo, debido a que el giro torsional de la seccién transversal del

reticulado alrededor del eje x, impone estos giros flexionales locales sobre los largueros.

6.5 Propiedades equivalentes

La representacién del méstil reticulado como viga-columna (ver Fig. 6.2) a partir
de una modelacién via elementos finitos, implica la necesidad de determinar las propiedades

elasticas e inerciales equivalentes, las cuales son requeridas por dicho modelo discreto.

(EA)eq
(GA)eq
(Edy)eq
(Edz)eq
(Gdi)eq
(PA)eq
(PIx)eq
(Pdy)eq
(PJ2)eq

Figura 6.2: Propiedades equivalentes. a) Reticulado espacial. b) Viga-columna

La determinacién de las propiedades equivalentes se ha llevado a cabo a partir de
comparar los funcionales de energia interna de deformacion elastica y de energia cinética,
ecuaciones (6.14 y 6.15), obtenidos para el modelo continuo simplificado, con aquellos fun-

cionales energéticos correspondientes al de una viga-columna equivalente.
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6.5.1 Propiedades elasticas equivalentes
Rigidez axial equivalente

FEn corrimiento axial puro la hipdtesis cinemética implica que u, # 0 mientras que
los demds corrimientos y giros son nulos, con lo cual, la energia de deformaciéon elastica
dada por la ecuacién (6.14) y desarrollada por el modelo continuo simplificado, vale para

este caso:
gLl
U, = 3(E1Al + B Agsin a) 5/ u, dx (6.41)
0

en tanto que para una viga-columna equivalente, el funcional de energia vale:
1 L 12
Ueqg = (EA)qu/ U, dx (6.42)
0
Comparando ambas ecuaciones, se tiene que la rigidez axial equivalente resulta:

(BEA)eg = 3( B A + EgAgsin®a) = (BA), (6.43)

Rigidez transversal equivalente

En corrimiento transversal puro en la direccion de y, la hipdtesis cinematica im-
plica que v, # 0 mientras que los demés corrimientos y giros son nulos. Con un anélisis

equivalente al caso anterior, los funcionales de energia de deformacion valen:

3 1 L
U, == (EdAdsinozcoszoz) —/ vfdm (6.44)
2 2 Jo
1 L 12
Ueq = (GAy)eay /0 2dz (6.45)
y con idéntico planteo, para el corrimiento en la direccion de z se tiene que:
3 1 L
U, == (EdAdsinozcoszoz) —/ w'ozd:n (6.46)
2 2 Jo
1 L 12
Ueg = (GAea / w2dz (6.47)
0

con lo cual de la comparacion correspondiente, se tiene que la rigidez transversal equivalente

es la misma en cada una de las direcciones principales, resultando:

(GA)eq = g(EdAdsinacosza) = (GA), (6.48)
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Rigidez flexional equivalente

En giro flexional puro alrededor del eje z, la hipdtesis cinematica implica que tanto
la seccién transversal como también cada larguero puedan girar alrededor del citado eje. El
giro local de cada larguero acompana al giro de la seccién transversal, por ello v/, = 6, # 0,
mientras que los demds corrimientos y giros son nulos. Con un andlisis equivalente al caso

anterior, los funcionales de energia de deformaciéon valen:

U, = l3Elle + (ElAl + Eg Aysin® a ] / 9/2 dzx (6.49)
1 b
Ueg = (EJy)eq§/ 0% dx (6.50)
0

y con idéntico planteo, para el giro flexional alrededor del eje y se tiene que:

. 3 62 1 L 2
U, = |3E;J;» + (ElAl + E Aqsin a); 5/0 0,,dx (6.51)

Ueg = / 02 dx (6.52)

con lo cual de la comparacién correspondiente, se tiene que las rigideces flexionales equiva-
lentes alrededor de cada uno de los ejes principales resulta:

2

[\

(BJy)eq = 31y + (EiAs + EaAgsin a) — 3By, + (EA)O% —(EJ,), (6.53)
2 62
(BJ.)eq = 3Bz + (B AL + BgAgsin a) 5 =30 + (BA) e = (B, (6.54)

Rigidez torsional equivalente

En giro torsional puro alrededor del eje z, la hipdtesis cinemética implica que
fuo # 0, mientras que los demas corrimientos y giros son nulos. Con un analisis equivalente

al caso anterior, los funcionales de energia de deformacién valen:

U, = 4(EdAdsmozcos o / 9'2 dx (6.55)
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1 L
Ueq == (GJm)eq§‘/0 leluzodl' (656)

con lo cual de la comparacion correspondiente, se tiene que la rigidez torsional equivalente

resulta:

(Gy)eq = i(EdAdsinacosza) e? = (GJ), (6.57)

6.5.2 Propiedades inerciales equivalentes
Inercia traslacional equivalente

En movimiento traslacional puro en la direccién de x, el reticulado sélo se desplaza
con velocidad 4,(x,t) # 0, con lo cual, la energia cinética dada por la ecuacién (6.15) y

desarrollada por el modelo continuo simplificado, vale para este caso:

Ay \1 [l
T0:3<plAl—|—pd Ag )—/ i2(z, 1) dz (6.58)
sina /) 2 Jo

en tanto que para una viga-columna equivalente, el funcional de energia vale:

1 L
T, - (pA)qu/O "2z, t)de (6.59)

y con idéntico planteo, para el movimiento en la direccion de y y de z, se tiene que:

A 1 [
T0:3(plAl—|—pd,—d>— / 2, £)d (6.60)
sina /) 2 Jo
1 b,
Ty = (p sy [ 02, ) (6.61)
0
A 1 [
T0:3<plAl—|—pd —d )— W2(z,t)dx (6.62)
sina /) 2 Jo
1 kb 9
Ty = (pA)eay [ 02z, ) (6.63)
0

con lo cual de la comparacion correspondiente, se tiene que la inercia translacional equiva-

lente es la misma en cada una de las direcciones principales, resultando:

(p)ea =3+ pu ) = (00, (6.64)

Stno
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Inercia flexional equivalente

En movimiento flexional puro alrededor del eje z, la seccién transversal del reticu-
lado asi como también cada larguero pueden girar alrededor del citado eje. Cada larguero
localmente gira a la misma velocidad con que lo hace la seccién transversal, es decir que

Owo(z,t) = 0. (x,t) # 0. Con un andlisis equivalente al caso anterior, los funcionales de

energia cinética valen:

62 Ad A2711 (Lo
T, = A < R EN .
[3lely + (pl l+pd28ina> 2 +pdsinoz 1 }2/0 05 (z, t)dx (6.65)
1 rl .
Ty = (0o [ Bl t)dr (6.66)

y con idéntico planteo, para el movimiento alrededor del eje y, se tiene que:

e? Ay A211 L 0
)5 +pdsinoz T]E/O 0:,(z, t)dx (6.67)

T, = [3lezz + (plAl ¥ g
Stno

1 Lo,
T = (pl)eay [ Bo(a,t)da (6.68)

con lo cual de la comparacién correspondiente, se tiene que las inercias flexionales equiva-

lentes alrededor de cada uno de los ejes principales resultan:

e? Aq A? (pJz)o
Jy)eqg = 3p1J1 A — — = 3pJl =(pJy,)o (6.69
(PJy)eq = 3p1 y+(pl l+pd2sma> 2 -I—pdsma 1 piJly+ 5 +rq = (pJy)o (6.69)
e? Ag A? (pJz)o
z)eq — z A . - - - = z = z)o .
(pJ2)eq = 3p1J1 —I—(pl l+pd2$zna> 2 +pdsznoz 1 3piJl+ 5 +rq = (pJ.)o (6.70)

Inercia torsional equivalente

En movimiento torsional puro alrededor del eje x, el reticulado sélo gira con ve-
locidad 9u0($, t) # 0. Con un analisis equivalente al caso anterior, los funcionales de energia

cinética valen:

1 L,
T, = (plAl + pa )ezi/o l 62 (z,t)dx (6.71)

2sino

1 Lo,
Ty = (Pl | Ol t)de (6.72)
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con lo cual de la comparacion correspondiente, se tiene que la inercia torsional equivalente

resulta:

(PJm)eq = (PlAl + pd )‘32 = (pJz)o (6.73)

2sino

Las ecuaciones (6.43, 6.48, 6.53, 6.54 y 6.57) resultan entonces ser las propiedades
elasticas equivalentes, en tanto que las ecuaciones (6.64, 6.69, 6.70 y 6.73) resultan ser las
propiedades inerciales equivalentes, necesarias éstas para la representacion del reticulado a
través del modelo viga-columna. Es de destacar que estas propiedades equivalentes determi-
nadas, incorporan el aporte de rigidez y de inercia provisto localmente por los largueros, los
cuales no suelen ser tenidos en cuenta en los modelos reportados por la literatura, literatura

que tampoco reporta la obtencién de propiedades inerciales equivalentes.

6.6 Solucién general del sistema de ecuaciones diferenciales

6.6.1 Elasticas

En el analisis de las eldsticas se deja de lado el aporte temporal, tratdndose entonces

de cargas externas aplicadas estaticamente.

Corrimiento axial

El aporte axial se desacopla respecto de los demas. Aceptando una distribucion

uniforme de la carga q,,, la ecuacién diferencial correspondiente resulta:
(BA) () = 3(Po + duo) = 0 (6.74)
Escribiendo la ecuacion diferencial homogénea asociada, se tiene:
(EA) ul(z) =0 (6.75)

Proponiendo para este caso particular la solucidon exponencial clasica para el corrimiento

axial incognita:

ul(z) = UeM® (6.76)



174

donde en general A es una constante compleja, y luego reemplazando esta propuesta de

solucién en (6.75), resulta:
(EA) N =0 (6.77)
de donde se obtienen las siguientes dos raices:
Al =X=0 (6.78)
De este modo la solucién complementaria para el corrimiento axial resulta lineal:
us(z) = Uy + Us (6.79)

en donde las constantes U; y Us se determinan a partir de las condiciones de borde del

problema. Como solucién particular de la ecuacién no homogénea (6.74), se propone a:

3(po + Quo) 2

4ol = "B,

(6.80)

Por lo tanto, la solucién general resulta de la suma entre la solucién particular y la comple-

mentaria, obteniendo asi la solucién para el corrimiento axial:

3(po + Quo)

2
U U- 6.81
2(EA), z°+ Uy + Usx ( )

() =

Corrimiento transversal y giro flexional

El corrimiento transversal se acopla al giro flexional. En este caso, analizamos
el corrimiento en la direccién de y acoplado al giro alrededor del eje z. Aceptando una
distribucién uniforme de la carga ¢, y prescindiendo del efecto de 2° orden, las ecuaciones

diferenciales correspondientes quedan expresadas ahora como:

BByl (@) — (GA), (vl(w) = 0,0(2) ) = 3uo = 0 (6.82)
2
%ego(m) +(GA), (vh(@) = Buo()) = 0 (6.83)

en donde 3E;J;, representa la rigidez flexional local de los largueros.
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Escribiendo el sistema diferencial homogéneo asociado, se tiene:

3By (x) — (GA), (v)(2) = Ol0(2)) = 0 (6.84)
62
a2 + (G4, (14(2) ~ Buol@) = 0 (655

y proponiendo la solucion exponencial clasica para el corrimiento y giro incognita:

vi(z) = Vel (6.86)

o

6° (z) = TN (6.87)

luego reemplazando en el sistema diferencial homogéneo, resulta en un sistema algebraico:

[BELIA = (GA)N|V + (GA)AE =0 (6.88)
(GA) NV + [@V - (GA)O] T =0 (6.89)

Expresando ahora dicho sistema algebraico en forma matricial:

BELT N — (GA),N? (GA)oA VY _ (" 6.90
( (@A) MTAW—<GA>O><w>_<0> o

en donde la condicion de no trivialidad es una ecuacién algebraica de sexto orden en A:

e2(EA),

Eidiy—

AN — (EJ,)0(GA)N =0 (6.91)

de donde se obtienen las siguientes seis raices:

AM=X=X3=X=0 (6.92)

1

L [2(Bg).(GA), ]
A5 = —Ag = [ T ), (6.93)

De este modo las soluciones complementarias para el corrimiento y giro, son:

v(x) = Vi + Vox + Vaa? + Viad + Ve s® + Vgeto? (6.94)

QEO(JE) =W 4+ Uy + \If3:E2 + \IJ4JE3 + \If5€>\5m + \IfﬁeAGm (6.95)

en donde las constantes V; y ¥; (j = 1,...,6) se determinan a partir de las condiciones

de borde del problema. Derivando estas soluciones complementarias y reemplazando en el
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sistema diferencial homogéneo (6.84 y 6.85), se obtiene la relacién entre V' y U, y de este
modo solo son seis las constantes arbitrarias a determinar a partir de las C.B. Reescribiendo

las soluciones complementarias, se tiene:

ve(z) = Vi + Vox + Vaa? + Vyxd + Ve s® + Vgeo® (6.96)

2(EA), 3E
05, (2) = Vo + 2Vaz + V) % + 3:1;2] + Vsets® (A5 — (G;‘gy A§> -

3E,J,
N (/\6 -1 Gi4;y Aé) (6.97)

donde las seis constantes arbitrarias V; (j =1, ...,6) son las que se determinan a partir de
las C.B. del problema. Como solucién particular del sistema diferencial no homogéneo (6.82

y 6.83), se propone a:

| 8
™~

3Gvo
P(z) =
vP(x) ), 21 (6.98)

—~

3000 [23  €2(EA),
wo_[2° e (EA)oz (6.99)

9{)”0($):(EJy)O 6 ' (GA), 6

Por lo tanto, la solucién general para este corrimiento transversal y giro flexional, vale:

3 VO 4
vo(x) = (E(f] ) :213—4 + Vi + Vax + Vaz? + Viyz® + Vie5% 4 Vgeo® (6.100)
y)o
_ 3que [23 | €X(EA)x ?(EA), 2
teols) = i 5+ Tam, s Y T, ] ¢
3EJ, 3EJ,
A5 _ 1Jly 3 AT _ 1Jly 3 101
+Vse (/\5 (GA)O/\5> + Vge (/\6 (GA)O/\6> (6.101)

Con un desarrollo equivalente, se obtienen las soluciones para el corrimiento transversal en

la direccion de z y el giro flexional alrededor del eje y.

Si se prescinde de la rigidez flexional local de los largueros, por considerar que ésta
presenta un valor mucho menor que la rigidez flexional seccional, la solucién aproximada
para el corrimiento transversal y el giro flexional, se simplifica notablemente. En el Apéndice

C se muestra el desarrollo correspondiente.
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Giro torsional
La ecuacion

El giro torsional actiia desacopladamente respecto de los demas.

diferencial correspondiente, prescindiendo del efecto de 2° orden, resulta:
(6.102)

2
E
ol g () — (GTa) Pl() = 0

la cual es una ecuacion diferencial homogénea, por lo tanto, la solucién general serd igual
a la solucién complementaria. Proponiendo la soluciéon exponencial clasica para el giro

torsional incégnita:
¢, (x) = O™ (6.103)

y luego reemplazando en (6.69), resulta la siguiente ecuacién algebraica:

2B,

““’%v — (GI) N =0 (6.104)
de donde se obtienen las siguientes cuatro raices:

A1=X=0 (6.105)

1

2(GJ.), |2
A3=—-N\ = |5=—2 6.106
1= oni= (A5 (6.106)

De este modo la soluciéon complementaria, y por ende la soluciéon general para el giro tor-

sional, vale:
Ouo(z) = 65, () = O1 + O2x + O3 4 O, M (6.107)

1,...,4) se determinan a partir de las C.B. del problema.

en donde la constante ©; (j
Prescindiendo de la rigidez flexional local de los largueros, también se prescinde

del momento de inercia polar local, con lo cual la solucién aproximada para el giro torsional

resulta mas simple de obtener. En el Apéndice C se muestra el desarrollo correspondiente.

6.6.2 Vibraciones naturales
Se acepta que el sistema estd liberado de cargas aplicadas, salvo la aplicacién de

la carga axial P,, a efectos de evaluar su influencia en las vibraciones. Se prescinde del
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peso propio del reticulado, y ademaés se considera que el mismo presenta modos armoénicos

de vibracion, por lo que resulta:

U, Vor Wos Buos Buos Buwo + (T,1) = { o, Vos Wo, Buos Buo, Buwo ¢ ()€™ (6.108)
{ bty ={ J

{uoa Voa Woa guoa gvoa ng} (:Ev t) = {um Voa Woa guoa gvoa gwo} (ZE)eth (6109)

siendo w la frecuencia circular e i = /—1, y en donde para las variables espaciales, se acepta

para las mismas la solucién exponencial clasica.

Vibracion axial

Reemplazando esta propuesta de separar la variable espacial de la temporal en la

ecuacién diferencial (6.23), se obtiene:

(BA), = raw?| X + (p4) w? = 0 (6.110)
y con ello resulta:
A) w?
o (AT 6.111
rqw? — (EA), ( )

Las dos raices A1 y Ao, que dependen evidentemente de w, nos permiten disponer de las
formas modales en funcién de dos constantes U; y Us a determinar a partir de las condiciones
de borde, y con ello las infinitas (contables) frecuencias circulares w,, (n =1,2,3,...). Co-

rrespondientemente a cada frecuencia n-ésima se tiene el autovector o forma modal n-ésima:s:

(n)
u(@) =0T j=12 y n=1,23,.. (6.112)

[

Vibracion flexional

Reemplazando la propuesta de separar la variable espacial de la temporal en las

ecuaciones diferenciales acopladas (6.24 y 6.28), se obtiene:

CiV+Cy¥ =0 (6.113)

CoV+C30 =0 (6.114)
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en donde se ha definido a:

C1 = 3B, \* + (3lely + rd)w2 —(GA), + 3PM] N — (pA) w? (6.115)

Cy = (GA) (6.116)
2 2

Oy = le (%4)0 _ eé"%?] N2 (GA), + (p‘;m)oaﬁ (6.117)

Expresando el sistema algebraico de forma matricial:

C1 Oy 1% 0
= (6.118)
Cy (O3 U 0
donde la condicién de no trivialidad es una ecuacién algebraica de sexto orden en A:

C1C5 —C2=0 (6.119)

Las seis raices \; (j =1, ..., 6), que dependen evidentemente de w, nos permiten disponer de
las formas modales en funcién de doce constantes a determinar (V; y ¥; donde j =1, ...,6).
Reemplazadas éstas, por ejemplo en (6.113), el nimero de constantes arbitrarias se reduce

sélo a seis, en donde resulta:
U =2y j=1,..,6 (6.120)

De este modo y a partir de las condiciones de borde se determinan las constantes V; y
U, (j =1,...,6), y las n-ésimas frecuencias circulares w,. Correspondientemente a cada

frecuencia n-ésima se tienen los autovectores o formas modales n-ésimas:

(n)

V(@)= Ve =16 y n=123, . (6.121)
(n)

B () = 0N T j=1,.,6 y n=1,23,.. (6.122)

Con una desarrollo equivalente se obtienen las soluciones para la determinacién de
las formas modales y de las frecuencias circulares correspondientes al corrimiento transversal

en la direccion de z y el giro flexional alrededor del eje y.

Nuevamente, si se prescinde de la rigidez e inercia flexional local de los largueros y
del aporte de las diagonales a través de rg, por ser términos que numéricamente tienen poco
peso, la solucién aproximada para la obtencién de las formas modales y frecuencias circulares

resulta mas simple de obtener. En el Apéndice C se muestra el desarrollo correspondiente.
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Vibraciéon torsional

Reemplazando la propuesta de separar la variable espacial de la temporal en la
ecuacién diferencial (6.26), se obtiene:

2B, J
LA [eﬂ (’”2—”” + %)& (G, 4 PP | N — (pT) @ =0 (6.123)

Las cuatro raices A\; (j = 1,...,4) que podemos obtener de esta ecuacién algebraica, y que
dependen evidentemente de w, nos permiten disponer de las formas modales en funcién de
cuatro constantes (O; donde j =1, ...,4) a determinar a partir de las condiciones de borde,
y con ello las infinitas (contables) frecuencias circulares w, (n =1, 2,3, ...). Correspondien-

temente a cada frecuencia n-ésima se tiene el autovector o forma modal n-ésima:
(n)
B (x)=0MeN T j=1..,4 y n=123.. (6.124)
Nuevamente, si se prescinde de la rigidez e inercia flexional local de los largueros
y del aporte de las diagonales a través de rq4, la solucidon aproximada para la obtencién de
las formas modales y frecuencias circulares torsionales resulta més simple de obtener. En

el Apéndice C se muestra el desarrollo correspondiente.

6.6.3 Estabilidad

Se entiende por estabilidad la propiedad del sistema de mantener su estado durante
las acciones exteriores. Si el sistema no tiene esta propiedad se dice que es inestable [16].
El caso maés simple corresponde a la pérdida de estabilidad de una barra comprimida axial-
mente. Cuando la fuerza es suficientemente grande, la barra no puede mantener la forma
recta y obligatoriamente se flexiona. El estudio de la estabilidad de la barra comprimida

fue planteado y resuelto por primera vez por Euler en el siglo XVIII.

Para la determinacion de la solucién del sistema diferencial, y con ello las cargas
criticas de flexién y torsién del problema, las funciones solucion propuestas son reemplazadas
en el sistema diferencial, en donde actiian como acciones externas en el sistema solo cargas

estdticas axiales de compresion en los extremos de los largueros (ver Fig. 6.3).
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A/',—v y (v)
z (w) x (u)

Figura 6.3: Carga critica actuante en el mastil reticulado

Carga critica de flexion

Proponiendo nuevamente la soluciéon exponencial clasica tanto para el corrimiento
transversal como para el giro flexional incégnita, se tiene:

vo(z) = Vel (6.125)

Ouo(x) = We® (6.126)

y luego reemplazando estas propuestas de solucién en el sistema diferencial dado por las

ecuaciones (6.24 y 6.28), en donde como se dijo, solo actiian las cargas estaticas axiales de

compresiéon P.., sobre los extremos de los largueros, resulta el siguiente sistema algebraico

homogéneo:
3E T\t — (GA) N + 3PCMA2] V 4+ (GA)NT =0 (6.127)

(GA) NV + (EA),

- (GA)O] T =0 (6.128)

el que expresado matricialmente resulta:

3BT A — (GA) N2 + 3P, A2 (GA)A v 0

Y — 6.129

2(EA)) \ 2 = (6.129)
(GA)A WA \2 _ (GA), 0
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en donde la condiciéon de no trivialidad resulta en una ecuacién algebraica de sexto orden
en \:

e2(EA),
2

e2(EA),

EyJy, AN — 1(EJ)o(GA), — Perg——5—" M —3P,,(GA)N =0  (6.130)

de donde se obtienen las siguientes seis raices, las cuales evidentemente dependen de la

carga critica P.:

A =X=0 (6.131)

A3 5 A5 A5 5 Ae (6.132)

De este modo las soluciones complementarias, las que en este caso resultan ser iguales a las

generales, debido a la carga critica de flexion resultan:

vo(z) = Vi + Vo + Ve 4+ V3eM® 4+ Vie's® 4 Vgeo® (6.133)

Owo(x) = Uy + Vo + WaeM® 4 WyeM® 4 Wges® 4 Pgelo® (6.134)

en donde las constantes V; y ¥; (j = 1,...,6) se determinan a partir de las condiciones
de borde del problema. Derivando estas soluciones complementarias y reemplazando en el
sistema diferencial homogéneo (6.24 y 6.28), se obtiene la relacién entre V' y U, y de este
modo solo son seis las constantes arbitrarias a determinar a partir de las C.B. Reescribiendo

las soluciones, se tiene:

Vo(x) =V1 + Voxr + Ve 4+ V3eM® + Vie's® 4 Vgeo® (6.135)
1 1
1 ema, 17 1 emay,, |7,
Owo =Vo+ V3| —— ———=2A 3T 4V, | — — 220 4z
(@) =V2+ Vs -~ GiGa, 3] Y, T eEa), ] T
1 1
1 eX(EA), N 1 e2(EA), \
Vel - S| v - S| e (6
vl 5] V| 5= g e| € (6136)

donde las seis constantes arbitrarias V; (j = 1,...,6) son las que se determinan a partir de
las C.B. del problema. Con un desarrollo equivalente, se obtienen las soluciones para el
corrimiento transversal en la direccién de z y el giro flexional alrededor del eje y producido

por la carga critica.
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Nuevamente se destaca que si se prescinde de la rigidez flexional local de los
largueros, por considerar que esta presenta un valor mucho menor que la rigidez flexional
seccional, la solucién aproximada para el corrimiento transversal y el giro flexional resulta

mas simple de obtener. En el Apéndice C se muestra el desarrollo correspondiente.

Carga critica de torsion

Proponiendo nuevamente la solucién exponencial clasica para el giro torsional

incognita, se tiene:
Ouo() = O™ (6.137)

y luego reemplazando esta propuesta de solucién en la ecuacién diferencial dada en (6.26),

resulta la siguiente ecuacion algebraica y homogénea:
2B
e%x‘ + [€2Poo — (GJy), [ A2 =0 (6.138)

de donde se obtienen las siguientes cuatro raices, las cuales evidentemente dependen de la

carga critica P.:

A=A =0 (6.139)
(GJm)o - ezpcro
A3 =—N\g l E (6.140)

De este modo la soluciéon complementaria, y por ende la solucién general para el giro tor-

sional, resulta:
Ouo() = O + Qo + O3 + ©4eM? (6.141)

en donde la constante ©; (j =1, ...,4) se determinan a partir de las C.B. del problema. Al
igual que en el caso anterior, si se prescinde de la rigidez flexional local de los largueros,
también se prescinde del momento de inercia polar local, con lo que la solucién aproximada
para el giro torsional resulta mas simple de obtener. En el Apéndice C se muestra el

desarrollo correspondiente.
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6.7 Implementacion del modelo simplificado desarrollado

A efectos de considerar la conveniencia en la implementacién del modelo simplifi-
cado desarrollado para el andlisis de un reticulado espacial, se procede a la evaluacién de
casos particulares con diferentes C.B. las cuales se muestran en la Figura 6.4. Cabe destacar
que en esta seccién se implementa el modelo para la C.B. apoyada-apoyada (A-A), en tanto

que en el Apéndice B se muestra la implementacion para las restantes C.B.

Libre (L) Apoyado (A) Fijo (F) Empotrado (E)

Figura 6.4: Condiciones de vinculo del mastil reticulado

6.7.1 Elasticas

Se analiza el corrimiento transversal de un maéstil reticulado, prescindiendo de su
peso propio, y sujeto el mismo a una carga transversal uniformente distribuida, ¢,,, actuante
en la direccién principal y, y en cada uno de los largueros (ver Fig. 6.5). La evaluacién

frente a una carga g, en la direccién de z, resulta de un desarrollo equivalente.
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Figura 6.5: Méstil reticulado analizado

1° caso: apoyado-apoyado (A-A)

En este caso los extremos de los largueros sélo presentan restringidos los corri-
mientos en las direcciones de y y z, dando lugar también a una restriccién del giro torsional
de la seccion. Las C.B. del reticulado referidas al eje baricéntrico, para el movimiento

transversal en la direccién de y acoplado al giro flexional alrededor del eje z, resultan:

(E:Ll
| [3E1levg’(:n) — (@A), (v)(@) - Hwo(:n))] V)| =0 (6.142)
x=0
2(BA v
[Lfs)()e;()(:s)] Guol@) =0 (6.143)
=0
(E:Ll
| (Ellevg(:L")> V() =0 (6.144)
=0
Por lo tanto para este caso particular, se tiene que:
=L, =L
Vo() =0 = |vo(x) =0 (6.145)
=0 =0
r=L; =L
Guwol(T) £0 = |0,,(2) =0 (6.146)
=0 =0
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IS
o
Il

=0 (6.147)

=0
Por lo tanto evaluando la solucién para el corrimiento transversal y para el giro flexional

(v\o sus derivadas segin corresponda) en los bordes del problema, se tiene:

Vo(0) = Vi+Vs+Vs=0 (6.148)
3E.J; 3B, 3qvo €2(EA),
oy =2 [ 2——%4] V[V— yxl] =0 (6.149
wo(0) ‘/3 + V5 /\5 (GA)O 5 + Ve 6 (GA)O 6 + (EJy)o 6(GA)O ( )
oy = 2Va+ VsAS 4 VAg = 0 (6.150)
Vo) = Vi + VoL +VL2+VL3+VeA5Ll+Ve’\6LZ+ML—?:0 (6.151)
3E;J 3E;J
wo(Ly) = 2V3 +6ViLy + Vs [Ag — (Gi4 )ly /\‘51] sl [Ag - (Gi4 )ly Ag] Holi 4
3qvo [L? e2(EA)O]
—0 L % — () (6.152
®a), 2 T eGa, | = 0152
" 2 AsL; 2 _AeLy 3o le
UO(LZ) = 2‘/3 + 6V4Ll + V5A5€ o+ VYGAGG + m7 =0 (6153)

Por lo tanto, se tiene un sistema de seis ecuaciones algebraicas y lineales, las que expresadas

matricialmente resultan:

1o 1 Vi 0
3E,J, 3quo_ €*(EA)o
0 ... A2 — (G,ZA)li/ g Vs - (Ei]]y)o e(;(GA)O
0 ... Y Vs 0 ( )
= 3qve L4 6.154
1 ... erela Vi - (E?ly)o 21
2 2
0 e =i | v || ] T
2
0 ... )\%BAGLZ Vi — (2?17;0)0 LTZ

Resolviendo dicho sistema, se obtienen los correspondientes valores de las constantes Vj, y

con ello, el corrimiento transversal y el giro flexional para el presente caso analizado.
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6.7.2 Vibraciones naturales

En esta seccidn, se evaliian las vibraciones libres no amortiguadas (axial, flexional
y torsional) del méstil reticulado, para lo cual se libera al mismo de cargas aplicadas y se
prescinde de su peso propio. El caso analizado, en lo que a la C.B. se refiere, es el mismo

al considerado en el analisis de la elastica.

1° caso: apoyado-apoyado (A-A)

Las C.B. del reticulado para el movimiento axial, habiendo hecho separacion de

variables, resultan:

(E:Ll
| [(EA)Ou’O(:n) _ rdwzulo(:n)]uo(:n) —0 (6.155)
x=0
donde para este caso particular se tiene que:
(E:Ll (E:Ll
U,(x) £0 = ul(x) =0 (6.156)
=0 =0

Por lo tanto, evaluando en los bordes del problema la funcién solucién para la forma modal

en vibracién axial (y\o sus derivadas segin corresponda), se tiene:

’LL/O({(L])) = /\gn)Uj(n) =0 ] = 1,2 Y n = 172737 (6.157)
n n n) Al .
ulpy =AU T =0 j=12 y n=123. (6.158)

con lo que expresando matricialmente a este sistema de dos ecuaciones lineales, algebraicas

y homogéneas, resulta:

Al AL U™ 0
(n) (™ (n) A n | = n=1,23,.. (6.159)
A eM b \JYere Us 0

en donde la condicién de no trivialidad exige que el determinante de la matriz de los coefi-

cientes sea nulo, con lo cual:
ML= o =1,2,3, ... (6.160)

De este modo, asignando un valor inicial a w en (6.111), se determinan las raices \; y Ao, y

si dicho valor asignado es el correcto, entonces se verificara la condicién dada por (6.160).
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Asi a la mayor frecuencia encontrada y que verifica lo anterior, la definimos como w{, a la

frecuencia siguiente w§, y asf sucesivamente.

En cuanto a las C.B. del eje baricéntrico para el movimiento transversal en la
direccién de y acoplado al giro flexional alrededor del eje z, habiendo hecho separacién de

variables, resultan:

=L,
|{3E1lev’0”(:n) — (GA), (vh(x) — buol)) + [313“0 + (301, + rd)&]vg(m)}vo(m) —0
x=0
=L,
|{ [62(§A)0 _ ezg'dwz] 0200($)}gw0($) » =0 (6.162)
=L,
| (E,J,yv;’(m)>vg(:c) =0 (6.163)
x=0

Evaluando ahora en dichos bordes las funciones solucién para la forma modal en vibracién

transversal y en vibracién por giro flexional (y\o sus derivadas segtin corresponda), se tiene:

iy =V =0 j=1,..6 y n=123,.. (6.164)
o, = Al =0 j=1,..6 y n=1223 . (6.165)
vnie) = AV =0 j=1,..,6 y n=123.. (6.166)
vﬁ?%l) = Vj(")ekg’n)” =0 j=1,..6 y n=123 . (6.167)
oy, = Aﬁ")\ygn)e%m” —0 j=1,..6 y n=123, .. (6.168)
vZéZB) = Ai(n)‘/j(n)ekg’n)” =0 j=1,..,6 y n=123,.. (6.169)

Resulta asi en un sistema de seis ecuaciones lineales, algebraicas y homogéneas, con doce

) )

constantes a determinar. De (6.120) podemos poner \Ifgn en funcién de Vj(n , reduciendo a
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seis las constantes a determinar. Luego expresando matricialmente al sistema, resulta:

T 1 v 0
(n) €} (n) Ol
Al g e A =) v 0
A At vy 0
eAgn)Ll “““ e}\én)Ll V4(n) = 0 n=1,23,.. (6.170)
Agn) @eAl Lo )\én) C—EZL—)GAG L; V5(n) 0
/\f(n)eAgn)Ll ...... )\g(n)eAén)Ll Vﬁ(n) 0

La condicién de solucién no trivial exige que el determinante de la matriz de los coeficientes
deba ser nulo. De este modo, asignando un valor inicial a w en (6.119) se determinan las
seis raices A\; (j = 1,...,6), y si dicho valor asignado es el correcto, entonces se verificara
la condicién de determinante nulo dada por (6.170). Asi, a la mayor frecuencia encontrada
y que verifica lo anterior, la definimos como w{ , a la frecuencia siguiente wg , y asi sucesi-

vamente. Con un desarrollo equivalente se determinan las frecuencias para el movimiento

transversal en z acoplado al giro flexional alrededor del eje y.

En cuanto a las C.B. del eje baricéntrico para el giro torsional alrededor del eje x,

habiendo hecho separacién de variables, resultan:

215, J v
|{e%eg;(m) - [6213“0 — (GJ,), — € (”’T”’ + %)&]ego(m) Guo() =0  (6.171)
=0
2, wh
| (S50 (0) )G() =0 (6.172)
=0
Para este caso particular, se tiene que:
=L, =L
Guo(T) =0 = |u(a) =0 (6.173)
=0 =0
=L, =L
Go(x))  #0 = || =0 (6.174)
=0 =0
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Por lo tanto, evaluando en los bordes del problema la funcién solucién para la

forma modal en vibracién torsional (y\o sus derivadas segin corresponda), resulta:

0 =6 =0 j=1,.04 y n=1,23,.. (6.175)
o, = X Mel =0 j=1,.,4 y n=1,23,.. (6.176)
0L, = @g»")eAg‘n)Ll —0 j=1,..4 y n=123,.. (6.177)
o) NQMANT g o14 y n=1,23,. (6.178)

uo(Ly) —

Resulta asi en un sistema de cuatro ecuaciones lineales, algebraicas y homogéneas, las que

expresadas matricialmente:

1 1 el 0
AZm AZm) el 0
e}\gn)Ll eAz(;n)Ll o = 0 n=1,23,.. (6.179)
------ 3
s amprn ) e | g

Nuevamente, la condicién de solucion no trivial exige que el determinante de la matriz de
los coeficientes deba ser nulo. De este modo, asignando un valor inicial a w en (6.123), se
determinan las cuatro raices A; (j = 1, ...,4), y si dicho valor asignado es el correcto, entonces
se verificard la condicién de determinante nulo dada por (6.179). Asi, a la mayor frecuencia
d ifica 1 ior, la defini talaf ia sigui 4
encontrada y que verifica lo anterior, la definimos como wj, a la frecuencia siguiente wj, y

as{ sucesivamente.

6.7.3 Estabilidad

En esta seccion, se evalian las cargas criticas de flexién y torsién capaces de
producir la inestabilidad del mastil reticulado, para lo cual solo se considera como acciones
externas a cargas estaticas axiales de compresién, actuantes de manera centrada en los
extremos de los largueros. Se prescinde también del peso propio del reticulado. El caso
analizado, en lo que a la C.B. se refiere, es el mismo al considerado en el analisis de la

elastica.
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1° caso: apoyado-apoyado (A-A)

Al igual que en el caso de las elasticas, evaluando la solucién para el corrimiento
transversal y para el giro flexional (y\o sus derivadas segin corresponda) en los bordes del

problema, resulta ahora:

Vo) =V1+Va+Va+Vs+ V=0 (6.180)
-1 1
1 eX(EA), 1 X(EA),
O o =Vadg|— — o) Vidg | — — S oy
wo(0) = 737 lxg 6(GA), 2| UMY T e, | T
-1 _1
1 €2(EA), 1 €2(EA),
— — ezl =0 6.181
TV5s [/\5 6(GA), A5] TVods | 3T GG A), (6.181)
Wy = VaAS + VaAT + VaAZ + VeA§ = 0 (6.182)
Vo(ry) = Vi + VoL + Vel  Viehiht 4 Viehsht 4 Vgetolt = 0 (6.183)
-1 1
/ 1 €*(FEA), AsLy 1 (EA), AL
— o 3 . A 4447
wo(Lyg) VV3A3 lAs 6(GA)O A3 € + V4A4 A4 6 GA)O 4 (& +
-1 1
1 ez(EA)o s Ly 1 ez(EA)o Ael

Y7 ° — = A 6t =0 (6.184
+V5)s5 [/\5 6(GA), /\5] e + Ve o B(GA), e ( )
vy = VaAdesht 4 ViAfeMht 4+ VEAZeM T + Vageth = 0 (6.185)

De este modo, se tiene un sistema de seis ecuaciones lineales, algebraicas y homogéneas, las

que expresadas matricialmente resultan:

1 ... 1 . Vi 0
e2(EA),
0 ...... A6 |f\%5 — 6((GA))O /\4 Vs 0
0 ... A2 Vs 0
= (6.186)
1 ... ereli . Vi 0
e? °
0 ... )\6 |f\%5 — 6((521))0 /\4 €>‘6Ll V5 0
0 ... A2etoh Ve 0

La condicién de solucién no trivial exige que el determinante de la matriz de los coeficientes

deba ser nulo. De este modo, asignando un valor inicial a P,., en (6.130) se determinan
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las cuatro raices A\; (j = 3,...,6) (ya se sabe que \; = Ay = 0), y si dicho valor asignado
es el correcto, entonces se verificard la condicién de determinante nulo dada por (6.186),

determinando entonces la carga critica de flexién PJ _ alrededor del eje z. Con un desarrollo

cro

equivalente se determina la carga critica de flexion alrededor del eje y.

Evaluando ahora la solucién para el giro torsional (y\o sus derivadas segin corres-

ponda) en los bordes del problema, de acuerdo a las C.B. del mismo resulta:

Ouo(0) = O1 +O3+0, =0 (6.187)

no(0) = ©3A3 + O4A] = 0 (6.188)

Ouo(z,) = ©O1 + O2L; + O3 + ©4eM = 0 (6.189)
wo(Ly) = O35 + 04N feM N =0 (6.190)

De este modo, se tiene un sistema de cuatro ecuaciones lineales, algebraicas y homogéneas,

las que expresadas matricialmente resultan:

1 ... 1 61 0
(N A\ Os 0
= (6.191)
1 ... eMal O3 0
0 ... )\ieA‘lLl Oy 0

La condicién de solucién no trivial exige que el determinante de la matriz de los coeficientes
deba ser nulo. De este modo, asignando un valor inicial a P.., en (6.140) se determinan las
dos raices A3 y A4 (ya se sabe que \; = Ay = 0), y si dicho valor asignado es el correcto,
entonces se verificard la condicién dada por (6.191), determinando entonces la carga critica

de torsién P! alrededor del eje .

cro
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6.7.4 Resultados numéricos

Se evaltia numéricamente el caso de un mastil reticulado cuyas caracteristicas son
las que a continuacion se indican: longitud de largueros L; = 24.0 m, paso o separacion entre
diagonales A = 0.2 m, lado de cada plano de diagonales e = 0.3 m, seccién de largueros
A; = 67.69x10° m?, inercia flexional de largueros Jy = Ji. = 17.51x10~8 m*, seccién de
diagonales Ag = 16.78x107° m?, médulo de elasticidad E; = E; = 200000 MPa y densidad
del material p; = pg = 7850 kg/m3. Para la evaluacién de la eldstica del reticulado, se
considera que la carga transversal distribuida uniformemente sobre cada larguero en la
direccién de andlisis y, resulta de g,, = 75 N/m, en tanto que para la evaluacién del efecto
de la carga axial de compresién sobre las vibraciones naturales, se considera una fuerza de
Pyo(¢) de 1000 N. Los resultados numéricos para el modelo continuo simplificado desarrollado
se referencian, en adelante 6ED, mientras que para el modelo continuo simplificado para
el cual se ha prescindido de aportes locales (ver Apéndice C), en adelante 6ED*. Para el
caso paticular dado por la C.B. A-A, se comparan resultados con los obtenidos del modelo
9ED. Al mismo tiempo y para comparar resultados de elasticas y vibraciones naturales
para las distintas C.B., se llevan adelante dos modelaciones via elementos finitos (modelos
discretos): el primero denominado en adelante RE-EF (ver. Fig. 6.6) en el cual fueron
modelados cada uno de los elementos del reticulado utilizando para los largueros elementos
tipo viga de dos nodos (240 por cada larguero), y para las diagonales elementos tipo barra
también de dos nodos (1 por cada diagonal), y el segundo modelo denominado VC-EF (ver
Fig. 6.6), en el que el reticulado fue modelado como viga-columna y cuyas propiedades
equivalentes fueron obtenidas en la Seccién 6.5, utilizando 120 elementos tipo viga de dos
nodos. El software utilizado en la simulacién numérica fue SAP2000 [62]. En tanto que para
comparar resultados de cargas criticas, se hace uso de los resultados obtenidos mediante el

modelo discreto VC-EF.

En Tabla 6.1 se muestran los resultados del corrimiento lateral maximo en la
direccién de y, en Tablas 6.2 a 6.8 se muestran los resultados de las tres primeras frecuencias
circulares (axiales, flexionales y torsionales), mientras que en Tablas 6.9 a 6.10 se muestran

resultados de la influencia de la carga axial de compresion en la primera frecuencia flexional
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y torsional. En tanto que en Tablas 6.11 y 6.12 se muestran resultados de las cargas criticas
de flexién y torsion del reticulado. En todas las Tablas indicadas, los resultados obtenidos

corresponden a cada uno de los casos evaluados, es decir, para las distintas C.B. posibles.

Object Model Object Model

Figura 6.6: Modelacién discreta del mastil reticulado. a) RE-EF. b) VC-EF
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|Caso| 6ED | 6ED* | RE-EF | VC-EF |
| A-A | 156.739 | 159.441 | 156.632 | 156.804 |
| F-F | 32268 | 32.793 | 32.067 | 32.265 |
| E-E | 32207 | - [ 32007 | - |
| L-F [ 1499.165 | 1524.298 | 1510.667 | 1498.992 |
| L-E [ 1498548 | - [1510.031] - |
| A-F | 66.041 | 67.149 | 66.541 | 66.050 |
| AE] 6598 | - [ 66487 | - |

Tabla 6.1: Corrimiento transversal vy(mq,) en [mm] del maéstil reticulado

|Frec. | 9ED | 6ED | 6ED* | RE-EF | VC-EF |
wi | 494.688 | 496.618 | 496.624 | 494.739 [ 496.694
wy | 989.368 | 993.198 | 993.248 | 989.478 | 992.604
wg | 1484.035 [ 1489.704 | 1489.872 | 1485.387 | 1488.906
Wi | 7.969 8.000 7.931 7.969 7.999
wi | 31528 | 31.651 | 31.378 | 31.529 | 31.647
wi | 69.689 | 69.966 | 69.345 | 69.697 | 69.945
wi | 74383 | 74.384 | 74376 | 65.450 -
wi | 148.813 | 148.816 | 148.751 | 130.954 -
wh | 223.336 | 223.344 | 223.127 | 196.534 -

Tabla 6.2: Frecuencias naturales del mastil reticulado en [rad/seg]. Caso A-A

| Frec. | 6ED | 6ED* | RE-EF | VC-EF |
wd | 496.618 | 496.624 | 494.739 | 496.694
wd | 993.198 | 993.248 | 989.478 | 992.604
w§ | 1489.704 | 1489.872 | 1485.387 | 1488.906
wl | 17867 | 17.723 | 17.800 | 17.869
wl | 48217 | 47.828 | 48.040 | 48.221
wl | 92063 | 91.306 | 91.725 | 92.048
wt 74.384 74.376 65.450 -
wh | 148.816 | 148.751 | 130.954 -
wh | 223.344 | 223.127 | 196.534 -

Tabla 6.3: Frecuencias naturales del méstil reticulado en [rad/seg]. Caso F-F



| Frec. | 6ED | 6ED* | RE-EF | VC-EF |
wi | 496.618 | - | 494.739 -
w§ | 993198 | - | 989.478 -
w§ | 1489.704 | - | 1485387 | -
wl | 17.883 - 17.816 -
w] | 48.292 - 48.114 -
wl | 92277 - 91.940 -
Wi | 75.142 - 66.097 -
wh | 150333 | - | 132.250 -
Wi |7225.620 | - | 198.458 -

Tabla 6.4: Frecuencias naturales del méstil reticulado en [rad/seg]. Caso E-E

| Frec. | 6ED | 6ED* | RE-EF | VC-EF |
Wi | 248311 | 248.312 | 247.370 | 248.347
w§ | 744915 | 744.936 | 741.816 | 744.453
w§ | 1241.463 | 1241.560 | 1236.847 | 1241.736
wl | 2853 2.829 2.844 2.855
w] | 17665 | 17.519 | 17.637 | 17.707
w] | 48597 | 48.186 | 48.583 | 48.775
Wi | 37189 | 37.187 | 32.723 -
wh | 111584 | 111.564 | 98.190 -
Wi | 186.033 | 185.939 | 163.710 -

Tabla 6.5: Frecuencias naturales del mastil reticulado en [rad/seg]. Caso L-F

| Frec. | 6ED | 6ED* | RE-EF | VC-EF |
wi | 248.311 - 247.370 -
ws§ | 744.915 - 741.816 -
wg | 1241463 | - | 1236.847 -
wl | 2.854 - 2.845 -
w] | 17674 - 17.645 -
w] | 48.635 - 48.620 -
wt 37.760 - 32.884 -
wh | 113.306 - 98.668 -
wh | 188.926 - 164.524 -

Tabla 6.6: Frecuencias naturales del méstil reticulado en [rad/seg]. Caso L-E




| Frec. | 6ED | 6ED* | RE-EF | VC-EF |
wi | 248311 | 248.312 | 247.370 | 248.347
wy | 744915 | 744.936 | 741.816 | 744.453
w§ | 1241.463 | 1241.560 | 1236.847 | 1241.736
wi | 12415 [ 12312 | 12.370 | 12415
wi | 39.596 | 39.264 | 39.447 | 39.594
wi | 80.797 | 80.105 | 80.492 | 80.781
wi | 74384 | T4.376 | 65.450 -
wh | 148.816 | 148.751 | 130.954 -
wh | 223.344 | 223.127 | 196.534 -

Tabla 6.7: Frecuencias naturales del mastil reticulado en [rad/seg]. Caso A-F

| Frec. | 6ED | 6ED* | RE-EF | VC-EF |
wi | 248311 | - | 247.370 -
wy | 744915 | - | 741.816 -
wg | 1241463 - [ 1236.847| -
wl | 12.420 - 12.373 -
wl | 39.623 - 39.472 -
wl | 80.884 - 80.574 -
Wi | 74761 - 65.772 -
wh | 149570 | - | 131.585 -
wi | 224477 | - | 197.522 -

Tabla 6.8: Frecuencias naturales del mastil reticulado en [rad/seg]. Caso A-E

| Caso | P,y [N | 9ED | 6ED | 6ED* | P, [N] | 9ED | 6ED | GED* |
| A-A | 1000 | 7.855 [ 7.886 | 7.817 | 0 [ 7.969 [ 8.000 | 7.931 |
| F-F | 1000 | - [17.804]17660] O | - [17.867]17.723]
| EE| 1000 | - [1780] - | o0 [ - [17.83] - |
| L-F | 1000 | - [2701 2676 ] O | - [ 2853 2829 |
|L-E] 1000 | - [2702] - [ o0 | - [284] - |
| A-F | 1000 | - [12331]12227] 0 | - [12415]12.312]
|AE] 1000 | - [1233%] - [ o0 | - [12420] - |

Tabla 6.9: Influencia de la carga axial
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P,o(c) sobre la primera frecuencia flexional w{
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Caso | Py [IN] | 9ED | 6ED | 6ED* | P, [N] | 9ED | 6ED | 6ED*
(©)

| 9 | 9
| AAA | 1000 [ 74.368 [ 74.368 [ 74.360 | 0 | 74.383 | 74.384 | 74.376 |
| F-F | 1000 | - [74368]74360] 0 [ - |74.384][74.376 |
|EE | 1000 | - [75126] - | o | - [75.142] - |
| L-F | 1000 | - [37181]37180] O [ - |37.189]37.187|
| L-E | 1000 | - [3772] - | o0 | - 37760 - |
| AF | 1000 | - [74368]74360] 0 [ - |74.384]74.376 |
| AE] 1000 | - [7475] - | o0 | - |rarer| - |

Tabla 6.10: Influencia de la carga axial P, sobre la primera frecuencia torsional wt

| Caso | 9ED | 6ED | 6ED* | VC-EF |
A-A | 35140 | 35413 | 34812 | 35405 |

|

| F-F | - | 138636 | 136270 | 138541 |
|EE| - 138671 - [ - |
| L-F | - | 8900 | 8751 [ 8901 |
(LB - [so [ - [ - |
| AF [ - | 71791 | 70576 | 71767 |
[AE] - [7meo3| - [ - ]

Tabla 6.11: Carga critica de flexién P, en [N] sobre cada larguero

| Caso| 9ED | 6ED | 6ED* | VC-EF
A-A | 2388333 | 2388436 | 2387836 | -

|
| |
| F-F | - ] 2388436 2387836 | - |
|EE| - ]2402350] - [ - |
| L-F | - [ 2387730[ 2387836 | - |
| L-E| -  [2387836] - | - |
| AF | - ]2388436 [ 2387836 | - |
|AE| - 2399865 - | - |

Tabla 6.12: Carga critica de torsién P¢., en [N] sobre cada larguero
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6.8 Propuesta practica para la determinacién de la carga

critica de pandeo

En la presente seccién se desarrollan expresiones practicas y explicitas, conducentes
de manera expeditiva y sin mayores complicaciones a la determinacion de las cargas criticas
de flexién y torsion del mastil reticulado. Para la obtencién de las mismas, se parte de
establecer como C.B. particulares del mastil reticulado al de apoyado-apoyado (A-A), y
para el cual se considera que como acciones externas solo actiian cargas estaticas axiales de

compresion en los extremos de los largueros, prescindiendo del peso propio del reticulado.

6.8.1 Expresiones explicitas de cargas criticas para el caso A-A

Aceptando como solucién para las funciones corrimiento transversal v,, y para el

giro flexional 6, a:

Vo(x) = Vsin(%) (6.192)
Owo(T) = Wcos(%) (6.193)

las cuales satisfacen las C.B. del presente caso analizado (A-A) y reemplazando luego en el

sistema diferencial (6.24 y 6.28), resulta el siguiente sistema de ecuaciones algebraicas:

lElle (%)4 + (c:A)o(Lil>2 _ 3Pcm(%>2] V- (GA)O(LE)\IJ —0 (6.194)

_(GA)O(L%)V + [@ (%)2 + (GA)O] =0 (6.195)

Expresando dicho sistema diferencial en forma matricial, la condicién de solucién no trivial
resulta en una ecuacién algebraica de primer orden en P/, ; de donde se obtiene que la carga

critica de flexién actuante de manera centrada sobre cada larguero, vale:

) Elleez(EA)o(Lll)4 + Q(EJy)O(GA)O(LLZ)z
2(BA),(£) +6(GA),

(6.196)

cro



200

Aceptando ahora como solucién para la funcién giro torsional 8, a:
0
Ouo(x) = @cos<fzn> (6.197)
!

la cual nuevamente satisface las C.B. del presente caso analizado (A-A) y reemplazando

luego en la ecuacién diferencial (6.26), resulta la siguiente ecuacién algebraica:

2E J 2
e% (%) — P+ (GJp)o =0 (6.198)
l

de donde se obtiene que la carga critica de torsién sobre cada larguero, vale:

EJy, (7n\%  (GJ)

t _ p xr)o

P = — (_Ll> + - (6.199)
De este modo se han obtenido expresiones explicitas para la determinacion de las cargas

criticas de pandeo del mastil reticulado A-A.

6.8.2 Dependencia entre la carga critica de Euler y las C.B. de una barra

Siguiendo los desarrollos de Euler y cuando se trata de desplazamientos pequenos
de la barra articulada en sus extremos, la flexién de ésta durante el pandeo ocurre segin

una semionda de sinusoide [16], resultando la carga critica:

2
mEJ
Pl = 3 (6.200)

Aprovechando las particularidades de la linea elastica, resulta posible extender la solucién
obtenida a otros casos de apoyo de la barra, por lo tanto generalizando esta tltima expresion,
se puede hallar la expresién general de la carga critica para la barra comprimida bajo
distintas condiciones de borde, la cual resulta:
;o m2EJ
" (pL)?

siendo u el coeficiente denominado coeficiente de cambio de la longitud, cuyos valores adop-

(6.201)

tados se muestran en la Figura 6.7.
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Figura 6.7: Coeficiente de cambio de la longitud (extraido de V. Feodosiev, 1980)

6.8.3 Propuesta practica para las cargas criticas del mastil reticulado

Ahora bien, a partir de lo desarrollado para el caso del mastil reticulado sim-
plemente apoyado, y por desarrollos equivalentes, al comparar las expresiones (6.196) con
(6.201), resulta que la expresion general de la carga critica de flexién para distintas C.B.

del méstil, puede expresarse como:
4 2
ErdiyeX(BA)o () + 2(BJ,)o(GA)o(75)
2
2(BA), ()" + 6(GA),

Pl pp= (6.202)

mientras que a partir de la expresién (6.199), la expresién general de la carga critica de

torsién para distintas C.B. del mastil, resulta:

E.J; ( T )2 (GJz)o
Pt = Ly — 6.203
croPP 9 ,uLl + €2 ( )

6.8.4 Resultados numéricos

Se analiza el mismo ejemplo que el anteriormente evaluado, haciendo uso de las

propuestas préacticas obtenidas (en adelante PP).

En Tabla 6.13 se muestran resultados obtenidos para las cargas criticas de flexién
y torsién, y para distintas C.B. del mastil reticulado haciendo uso de los valores de 1 dados

en la Figura 6.7 [16].



‘Caso‘ K ‘Pc]:"OPP ‘ Phopp ‘
| A-A | 1.0 | 35413 | 2388436 |

| F-F | 0.5 | 138670 | 2390236 |
| L-F 2.0 8901 | 2387986 |
| A-F 0.7 ] 71736 | 2387836 |
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Tabla 6.13: Cargas criticas de flexién y torsién en cada larguero en [N] para distintas C.B.

En Tablas 6.14 y 6.15 se comparan resultados de cargas criticas para distintas

modelaciones, incluyendo las propuestas practicas dadas por las expresiones (C.170y C.171)

obtenidas en el Apéndice C (en adelante PP*) en las cuales se ha prescindido de los aportes

locales.

| Caso | 9ED | 6ED | 6ED* | PP | PP* | VC-EF |

A-A | 35140 | 35413 | 34812 | 35413 | 34813 | 35405 |

|

| F-F | | 138636 | 136270 | 138670 | 136270 | 138541 |
| EE | (138671 - [ - [ - | - ]
| L-F | | 8900 | 8751 | 8901 | 8751 | 8901 |
[ LE | (8001 [ - [ - [ - [ - |
| A-F | | 71791 | 70576 | 71736 | 70511 | 71767 |
[AE | |

71803 - [ - | - | -

Tabla 6.14: Carga critica de flexién P en [N] sobre cada larguero

Caso ‘

9ED

6GED | 6ED* | PP | PP* |VCEF

A-A | 2388333 | 2388436 | 2387836 | 2388436 | 2387836 | -

|

| F-F | - ] 2388436 | 2387836 | 2390236 | 2387836 | -
|EE| - J2402350] - [ - | - | -
| L-F | - ] 2387730 [ 2387836 | 2387986 | 2387836 | -
|LE | - [238m36] - | - | - | -
| AF | - ]2388436 | 2387836 | 2399060 | 2387836 | -
|AE] - 2399865 - [ - | - | -

Tabla 6.15: Carga critica de torsién P¢., en [N] sobre cada larguero
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6.9 Conclusiones

La implementacién del modelo simplificado desarrollado (6ED), implica un minimo
esfuerzo y costo computacional para abordar la solucién numérica del sistema diferencial,
fundamentalmente debido a que sélo hay acoplamiento entre el corrimiento transversal y su
giro flexional asociado. Al mismo tiempo, el desarrollo de dicho modelo permitié obtener las
propiedades equivalentes necesarias para la modelacién discreta, via elementos finitos, del
mastil reticulado como viga-columna (VC-EF). Dichas propiedades equivalentes incorporan
rigideces e inercias locales de largueros y diagonales las cuales no suelen ser tenidos en
cuenta en otros modelos, principalmente, debido a que incrementan el orden del sistema
diferencial resultando asi mas compleja su solucién. Por tltimo, se obtuvieron formulaciones
practicas y explicitas conducentes a la determinacién directa y simple de las cargas criticas
de pandeo para el mastil reticulado bajo distintas C.B., facilitando de este modo el analisis

de la estabilidad.

Los resultados obtenidos a través de los ejemplos analizados, indican un muy buen
desempeno del modelo 6ED desarrollado al momento de evaluar el comportamiento estatico,
dindmico y de estabilidad del reticulado, bajo diferentes condiciones de borde. El modelo
tridimensional estando empotrado los tres largueros (condicién E) restringe la flexibilidad
local de dichos largueros, y dicha condiciéon de vinculo no puede ser representada por el
modelo discreto viga-columna, asi como tampoco, lo relacionado con el fenémeno torsional.
En cambio estas consideraciones si pueden ser tenidas en cuenta mediante el uso del modelo
continuo simplificado. Por otro lado, al comparar resultados y siendo los largueros esbeltos,
se puede observar que el aporte local de los mismos resulta poco significativo, lo cual en
algunos casos justificaria poder prescindir de dichos aportes, y con ello, hacer uso del modelo
desarrollado en el Apéndice C. Al mismo tiempo, los resultados numéricos obtenidos para las
cargas criticas haciendo uso de las propuestas practicas, mostraron un excelente desempeno

de las mismas, mas aun, cuando dicha determinacién se logra de manera directa.
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Capitulo 7

Modelo continuo para la
representacion de un mastil

arriostrado

7.1 Mastil arriostrado

Tal como se ha venido mencionando, el comportamiento no-lineal de los sistemas
estructurales mastil-riostras se debe principalmente a la configuracién geométrica de las
riostras, lo cual hace que la relacién desplazamiento-deformacién de éstas, resulte geométri-
camente no-lineal. Las riostras son los elementos estructurales capaces de estabilizar al
mastil, y como suele suceder en la practica, presentan una elevada pretension inicial a
fin de lograr la estabilidad del conjunto. Cuando los corrimientos estaticos laterales del
sistema mastil-riostras debido a las cargas actuantes, o bien, las amplitudes de vibracién
debido a una excitacion dinamica son pequenas, se admiten modelos linealizados para la
representacion del comportamiento de las riostras. Estos modelos, establecen una relacién

lineal entre el desplazamiento y la deformacién, tal como se demostré en el Capitulo 3.

De este modo, el sistema estructural méstil-riostras (ver Fig. 7.1) puede ser repre-

sentado mediante un modelo continuo, en donde el méstil reticulado se considera apoyado
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en resortes elasticos horizontales ubicados en los puntos de amarre de las riostras al mastil,
y cuya rigidez dependera de la rigidez axial de la riostra y de la inclinacién de la misma. A

su vez, la rigidez axial de la riostra depende del estado tensional que impera en ella.

B (x2)

T (xy)

Mistil

Figura 7.1: Méstil reticulado arriostrado. a) Vista. b) Planta

7.1.1 Energia interna de deformacién elastica de un resorte

A fin de incorporar el comportamiento de las riostras como un resorte (ver Fig. 7.2)
al modelo continuo 6ED presentado en el Capitulo 6, resulta necesario determinar la energia
interna de deformacién eldstica desarrollada por el resorte equivalente. Cuando un resorte
estd sujeto a un estiramiento (o contraccién) debido a la aplicacién de una fuerza externa
(trabajo), éste va acumulando energia elastica de deformacién, la cual luego utilizara para

volver a su posicion inicial, es decir en la direccién opuesta a la de la fuerza externa.



207

ejes globales

W y )
z (w) X (u)

ejes locales

X (u?)

yH(v)

Figura 7.2: Representacién de la riostra como resorte elastico

Para el presente caso de analisis y de acuerdo a lo desarrollado en el Capitulo
3, la riostra presenta una variacién no-lineal de su rigidez y por lo tanto su contribucién
energética dara lugar a un sistema de ecuaciones diferenciales no-lineal, debiendo con ello
adoptarse algin método numérico para hallar la solucién a dicho sistema. Por otro lado y
como una estrategia alternativa y valida para incorporar el comportamiento de la riostra al
modelo continuo, se considera que la rigidez de la riostra (el resorte) adopta un valor inicial
el cual necesariamente debera actualizarse hasta que el valor de dicha rigidez se corresponda
con el valor asociado al desplazamiento que ha experimentado el extremo de la riostra. Bajo
esta consideracién, la energia aportada por la riostra da lugar a un sistema diferencial lineal
el cual necesita ser resuelto mediante iteraciones sucesivas a fin de ir actualizando la rigidez
de la riostra, de modo tal que al final de las iteraciones necesarias se habrd hallado la
solucién del sistema lineal, solucién que se corresponderia con aquella del sistema no-lineal

en caso de haber considerado explicitamente al resorte con una ley de variacion no-lineal.

Por lo tanto considerando al resorte con una variacién lineal de su rigidez en cada

paso o iteracién necesaria, la energia de deformacién resulta:
1. 5 .
Uy = §k‘i5i i=ua,b,c (7.1)

siendo ¢ el indice que identifica a cada una de las riostras. Para nuestro caso la constante

de resorte k; = K4, y el desplazamiento del resorte §; = u;, resultando entonces la energia
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potencial desarrollada por el resorte i sobre el eje local x*:

1
U, = §Kestiu;-k2 i=a,b,c (7.2)

Relacionaremos ahora los corrimientos del nudo arriostrado del larguero con el corrimiento
axial sobre el eje de la riostra. Para ello consideremos una riostra genérica tensa, (ver Fig.
7.3), la cual presenta posibilidad de corrimiento de su extremo superior (nudo arriostrado),

mientras que el extremo inferior esta impedido de movilizarse (fundacién).

y (V) [ y (v)
Yi
z(w)
riostra
i y )
i X (u)

riostra

Figura 7.3: Riostra tensa. a) Configuracién de referencia. b) Configuracién desplazada

El angulo vertical ¢; representa la inclinacion de la cuerda respecto al plano horizontal yz
dado por el sistema global de referencia, mientras que el angulo horizontal ; representa la
inclinacién de la riostra con respecto al plano vertical xz. Designando a Ii como el vector
que define la posicién de la cuerda de la riostra en la configuracién de referencia (inicial),
resulta:

i = idx + jdy + kdz (7.3)
donde dzx, dy y dz es la proyeccién de L. sobre cada uno de los ejes principales.
Llamando ahora a I;i’ como el vector que define la posicion de la cuerda pero en la confi-

guracion desplazada, de la suma vectorial resulta:

Iii = L' + it i=a,b,c (7.4)
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de donde
i = iu; + ju; + kw; i=a,b,c (7.5)

Analizando la riostra R,, la cual arriostra al larguero a, se tiene que:
I,a = —iL.sing, — chsinyacosan - ELCCOSVGCOSQSCL (7.6)
y desarrollando, su médulo vale:
|I,a| = L (7.7)

En tanto que:

— 9

I, = —;(ua + Lesing,) — j(va + Lcsiny,cos¢y) — k(wq + Lecosyacosoy) (7.8)

y desarrollando algebraicamente, su médulo resulta:

1/2
-, u2 +v2 4+ w? 2 ) ) /
|[l,o/| =L |14+ —2—~%—2% + — (uasqua + Vg 8iNY4COSPg + wacos%cosqﬁa) (7.9)

L2 L.

Dado que los corrimientos u,, v4 y w, son muy pequenos frente a la longitud de la cuerda

L., se acepta que:

1/2
- 2
|I,a'| ~ L.|1+ T (uasinan + Vg 8INYqCOSPy + wacos%cos%)] (7.10)

[

y luego desarrollando la raiz por expansién binomial, y prescindiendo de los términos de

orden superior, resulta:
|Ia_)a’| ~ L.+ (uasinan + Vg 8INYqCOSPy + wacos%cos%) (7.11)

Por lo tanto, el médulo del vector desplazamiento del extremo mévil de la riostra, al pasar

de una configuracion a la otra, resulta:
ut = |ad!] = |Ipa| — 10| & —uqsing, — VaSinyaCosde — WaC0SYaCOSP, (7.12)

Con un desarrollo equivalente se obtiene también el médulo del vector desplazamiento para

las riostras Ry v R.:

up = |b3’| = |I;b| — |Ib_2)’| R —UpSINGy + VpSINYHCOSPE — WHCOSYHCOSPy (7.13)
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ut = |e| = |Lc| — 1| = —uesing, — vesinyecosde + wecosY.co8¢, (7.14)
Para el caso presentado resulta que:

¢=¢a = Pp = ¢c
Yo = =60 5 7.=0° (7.15)

por lo tanto reemplazando los médulos de los vectores desplazamientos, obtenidos para cada
riostra, en la ecuacién (7.2) y desarrollando, resulta la energia de deformacién desarrollada

por cada riostra amarrada a cada larguero:

Uro = %Kesta |:LLa(:E7 t)zs’i?’LzQS + (%’L)CL(JE, t)z + iwa(ina t)z + gva(‘ﬁa t)wa(:Ev t)>6032¢ +
+ (\/gua(:n, t)va(x,t) + ug(z, t)we(x, t)) sinchosqb] (7.16)

Urb = %Kestb |:LLb(:E7 t)zsinz(ﬁ + (%’Ub(!l?, t)z + iwb(‘ﬁv t)z - gvb(‘fa t)wb(:Ev t)>6032¢ -
- (\/gub(:n, tvp(z,t) — up(x, t)wp(z, t))sinqﬁcosqb] (7.17)
Ure = %Kestc (uc(:n, t)2sin%¢ + we(z, t)2cos®p — 2ue(z, )we(z, t)sz'm;ﬁcosqb) (7.18)

Reemplazando ahora en las ecuaciones (7.16, 7.17 y 7.18) los corrimientos de cada larguero
dados en (6.2) y desarrollando algebraicamente, resulta la energia de deformacién de cada

riostra pero referida al eje baricéntrico del mastil reticulado:

1 2 2
Uo = SK.y. l(u(:p 0 + S buol 1+ o, 1) 4 %uo(:n, )00z, 1) —

2 12
2
—eto(,t)0yo(z, t) — %Hm(:n, t)0wo(, t))sin2<;5 +

—I—(gvo(:n, )2 + lwo(:zt, )2 + gvo(:n, tw,(z, t)>6032¢ +

4
+ (\/iuo(x, B (1) + 1o (2, ), 1) — gvo(ax, )00 (2, 1) +

0000l 8) = SOl 8) + s o, t))smz»cosd»] (7.19)
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1 2 2

3
Uri = & Ko l(u(:ﬂ 0 4 ol 1 + ol 07 + %uo(aﬁ, )0y (. 1) +

2
et (@, )0 (. 1) + %em(;p, )00, t)) sin?o +

+(§'Uo($7 02+ Tw,(a, )% - §U0($7 t)wo(z, t)>6082¢ -

4 4
- (\/guo(:n, Bog(z, 1) — 1o, £)wo(, 1) + gvo(:n, uo(, ) +

—1-31)0(:1:, t)0yo(x,t) — gwo(:n, t)0wo(z, t) — ?wo(:n, t)0yo(, t))sinqﬁcosqb] (7.20)

2

1 2 2v/3
Upo = =Koa, l(u(:ﬂ )2+ %em(gg, £)? — \é_euo(:n, )0y0(z, t)>sm2¢ n

2
2\/§€
3

Hw,(x,t)%cos’ — (2u0(:17, Hwe(z, t) — wWo(x, t)0yo(, t))sinqﬁcosqb] (7.21)

en donde el subindice o indica la referencia al eje baricéntrico de la seccion.
Por lo tanto, la energia total de deformacién desarrollada por las riostras y referidas al eje

baricéntrico del mastil reticulado resultas:
Uy =Upyo +Urop + Upr,e (7.22)

Reemplazando las ecuaciones (7.19, 7.20 y 7.21) en la ecuacién (7.22), se tiene:

1 2 2
U’f‘o = _{ [(Kestz)oug($v t) + %(KGStz)oego($7 t) + %(KGSty)oelzvo($7 t) +

2
V3
+?6(Kesta + [(estl7 - 2Kestc)uo($a t)9v0($7 t) - e(Kesta - Kestb)uo($a t)9w0($7 t) -

—“%2 (Kt = Kty ) ool o) s + | (Kot )220 0) + (o) ) +

+\/7§ (Kesta - Kestb)’l)o($, tw,(z, t)] 6032¢ + [\/g(Kesta — Kestb)uo($, tve(x,t) +

2v/3e
3
e e
+§ (Kesta - Kestb)vo($a t)9v0($7 t) - 5 (Kesta - Kestb)wo($a t)9w0($7 t) +

2\/§e
3

+(Kesta + [(estl7 - 2Kestc)uo($a t)wo($a t) - (Kesty)ovo($a t)9w0($7 t) +

_|_

(Kest, ) Wo(x, t)yo(z, t)]sinqﬁcosqb} (7.23)
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en donde se ha llamado a la rigidez aportada por las riostras en las direcciones principales

de x, y y z, respectivamente como:

(Kestz)o — Kesta + [(estl7 + [(estc

3
(Kesty)o - Z (Kesta + Kestb>

1

(Kestz)o = Z (Kesta + [(estl7 + 4Kestc> (7.24)

7.1.2 Energia cinética aportada por las riostras

La masa total de cada riostra resulta p, A, L., admitiéndose que la mitad de dicha
masa estard actuando en el punto en donde la riostra se toma al larguero correspondiente.
Por lo tanto bajo esta consideracién, la energia cinética desarrollada por la masa que aporta

cada riostra resulta:

1
Ty = ZprArLc(ui(:Evt)z +'[)i($7t)2 +wi($7t)2) i =a, b,C (725)
con lo cual:

1
Tra - ZPTATLC (’L.La(;p’ t)z + i)a($7 t)z + u')a(:E, t)z) (726)

1
Ty = ZPT‘A’I‘LC (’L.Lb(ZE, t)z + i)b($7 t)z + ’(bb(!E, t)z) (727)

1
T, = ZpTATLC(iLC(:E, B2+ (2, 1) + (. 1)?) (7.28)

Reemplazando ahora en las ecuaciones (7.26, 7.27 y 7.28) los corrimientos de cada larguero
dados en (6.2) y desarrollando algebraicamente, resulta la energia cinética aportada por

cada riostra pero referida al eje baricéntrico del mastil reticulado:

1 . . . e? . ez .
Trpa = ZpTATLC (uo(:n, t)2 + Vo, t)2 + o(z, t)2 + gﬁuo(:n, t)2 + Eﬁm(:n, t)2 +

e? V3e : .
3

—I—Zéwo(:n, t)2 + ——Uo(x, t)Opo(x, 1) — elip(x, )by, t) —

_?i}o(m, )0uo(, ) + +etbo (@, t)0yo(w, t) — @9‘710(%15)9@0(%,5)) (7.29)



1 . . . 62 . 62 .
Trob = ZPT‘A’I‘LC <u0($7 t)z + U0($7 t)z + wo($a t)z + geuo("ﬂa t)z + EHUO(:E’ t)z +

2 . . .
+‘“’Z9wo(m, #)2 + +@ (22, )00 (, 1) + €tio(, 1) Bugo (2, 1) —

& . . 62 . .
—gbo(:n, )0uo(z,t) — eto(x, t)0yo(z, t) + \/_i

1 . . . e . e .
Troc = ZP’I‘A’I‘LC <u0($7 t)z + U0($7 t)z + wo(:Ea t)z + geuo(lna t)z + gevo(‘fv t)z -

_2\/36 . . 2\/§e . )

3 Uo (2, t)0po(x, t) + Ti)o(:n, t)0uo(z, t)
siendo la energia cinética total desarrollada por las riostras:
Ty =Ty +Trop + Trpe
Reemplazando las ecuaciones (7.29, 7.30 y 7.31) en la ecuacién (7.32), se tiene:
T,, = ZpTATLC (uo(:v, t)? + 0o (2, 1) + tbo(, 1) + ééuo(w, t)? +

+fé ( t)2+fé (z,1)?
6 VO ;U? 6 wo ;U?

7.2 Ecuaciones diferenciales y condiciones de borde
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Ovo(x, 1)Ouwo(z, t)) (7.30)

(7.31)

(7.32)

(7.33)

El mastil reticulado estudiado presenta una seccién transversal triangular, y esta

arriostrado por un nivel de tres riostras dispuestas a 120° entre si (ver Fig. 7.4). La base

del méstil se encuentra bajo la C.B. definida como fija (F) (ver Fig. 6.4).

A partir de lo desarrollado en el Capitulo 6, al mastil reticulado se lo representa

mediante el modelo continuo simplificado obtenido en dicho Capitulo, mientras que a las

riostras se las representa como resortes elasticos cuya energia de deformacién y cinética

fuera determinada en parrafos anteriores. En la Figura 7.4 también se muestra el modelo

equivalente de representacién para el mastil reticulado arriostrado.

Incorporando a la funcién lagrangiana obtenida para el modelo reducido de re-

presentacion del méstil reticulado, ecuacién (6.22), los funcionales de energia determinados
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para la riostra, U,, y 1., resulta:

L,= (Vo + Uro) - (To + Tro) (7'34)

Re _
— (GA)o Ll

Mistil

a) \ b)

Figura 7.4: Modelo de representacién. a) Sistema méstil-riostras. b) Modelo equivalente

La ecuacién (7.34) representa la funcién lagrangiana correspondiente al sistema
mastil-riostras analizado en el presente Capitulo. Aplicando luego el principio variacional
que venimos utilizando se obtiene el sistema de ecuaciones diferenciales gobernantes, las
cuales resultan ser las mismas ecuaciones que las obtenidas para el modelo reducido de
representacién del méstil reticulado, es decir, las ecuaciones (6.23 a 6.28). Ahora bien, por
encontrarse un extremo del mastil arriostrado, las condiciones de borde de dicho extremo
difieren de aquéllas determinadas en el Capitulo 6 (6.32 a 6.37) para el modelo continuo
simplificado del mastil reticulado. Reescribiendo ahora las C.B. para el mastil reticulado

arriostrado analizado, éstas resultan:



| [(EA)Ou'O(:E, 1)+ il (1) — 3Pu0(t)]uo(:n, 0

(E:Ll

=0

3
|{(EA)O’LL/O($, t) + rqiil (z,t) — 3Py (t) + §prArLcilo(:E, t) —

V3
- [(Kestz)ouo($a t) + ?e(Kesta + Kestb - 2Kestc)0vo($a t) -

e . V3
—§(Kesta — Kestb)0w0($a t):|82n2¢ _ |:7

2

| [3E1levg’(:1:, £) = (GA), (Vh(2,1) = o (1) ) +3(Puo(t) + pox ) vh(w, ) -

—(3lely + rd)i}é(:n, t) — 3Pm(t)] Vo(z,t)

|{ [3E1levg’(:1:, £) = (GA), (v)(2,1) = o (1) ) + 3(Puo(t) + por ) v (,1) -

(E:Ll

1 .
+= (Kesta + Kest, — 2Kestc)wo(:17, t)] stScosqb}L{o(:E, t)

=0

=0

. 3 .
—(3p1J1y + rd) 0 (z,1) — 3Pyo(t) — §prArcho(:E, t) +

V3
4

(Kesta - Kestb)'UO($7 t) +

=0

+ [(Kesty)ovo($a t) + — (Kesta - Kestb)wo($a t)] 6082¢ +

2

Ve
3

¥ :

| [3E1lew’0”(:1:, £) = (GA), (wh(@, ) + Ool, 1)) + 3( Puo(t) + por )w)(, 1) -

_(3pl<]lz + 'r'd) '[[)/o($7 t) — 3Pwo(t)] Wo(z,t)

(Kesty )00w0($7 t)] Sin¢COS¢}V0($, t)

(E:Ll

=0

=0

=0

_(Kesta - Kestb)uo($a t) + < (Kesta - KGStb)0U0($7 t) -
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(7.35)

(7.36)

(7.37)

(7.38)

(7.39)



|{3E1lew/0”(:17, t) — (GA)O(’LU/O($, t) + Ouo(z, t)) + 3(Pu0(t) —I—pozn)wlo(:z:, t) —

. 3 .
—(3p1J12 + Td)wlo(:n, t) — 3Pyuo(t) — §pTATLCwO(:E, t)+

V3
+ [(Kestz)owo($v t) + T (Kesta - Kestb)vo($v t)] 6032¢ +
1 \/ge
+ [§(Kesta + Kestb - 2Kestc)uo($7 t) + T (Kestz)00v0($a t) -

e

—— (Kesta - Kestb) Owo (T, t)] 5in¢603¢} Wo(z, 1)

=0
4

=0

|{62ETI‘]IPQ’H”O($, t) — [e2 (Puo(t) +po:v) - (GJm)o] Oo(, 1) —

(E:Ll
=0

2 (pl;lp n %d)g/w(% t) — Mu(t)}guo($v t)

ezElle
2

2P Ta
e(2 T3

Oun.8) = [ (Pua(t) + po) = (GI1), |l 1)~

=0

=0

)é/uo($v t) — M, (t) - %pTATLcezéuo($a t) }guo($a t)

(E:Ll
=0

lez(EA)

2 ..
0l () + b () wa)] Guo ()

2(EA 20 1 .
|{e ( )oego(x, £ + e—gdego(:n, £) — My (t) + ZpTATLCezﬁm(:E, £) —

\/ge 62
- [— (Kesta + [(estl7 - 2Kestc)uo($a t) + = (Kestz)00v0($a t) -

3
_v3e?
12

[ (R~ Kt +

(Kesta - Kestb)ewo(:n, t)] sin¢ —

V3e

3 (KGStZ )owo($7 t)] Sin¢608¢}gvo($, t)

=0

(E:Ll
=0

=0
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(7.40)

(7.41)

(7.42)

(7.43)

(7.44)

(7.45)
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2(EA 2rg - 1 .
|{M%o<m, )+ o 1) = M (t) + 70 Ar Lee® o, ) +

6
3e?
£ 3

12 (Kesta - Kestb)9v0($at) -

e
+ [5 (Kesta - Kestb)uo(:Ea t)

2
_%(Kesty)oewo(lﬂ, t)] sin2¢ +
3
+ [% (Kesty) vo(z, 1) + Z(Kesta - Kestb)wo(:n, t)]sinqﬁcosd)}gwo(;p, t) =0 (7.46)
=0
(E:Ll
| (Elle'Ug(:Ea t) — Mwo(t)> Vé(ll?, t) =0 (747)
=0
(E:Ll
| (Ellew/o/($7 t) - Mvo(t)> Wé(:l?, t) =0 (748)
=0
2E mZLl
| (56 (0) ) Gluet) =0 (7.49)
=0

Se observa en las C.B. del extremo arriostrado la incorporacion del aporte de la rigidez
axial de las riostras, asi como también, el aporte de masa de las mismas, presentandose en
las mismas un acoplamiento entre los corrimientos del extremo. Se observa también, que el

aporte de rigidez de las riostras no contribuye a la C.B. asociada al giro torsional.

7.3 Rigidez del nudo arriostrado en las direcciones princi-

pales

Frente a cargas transversales, el sistema estructural mastil-riostras experimentara
desplazamientos laterales. Dependiendo de la magnitud de estos desplazamientos y de la
ubicacion de las riostras, podré suceder que alguna o algunas de éstas se tensen suficiente-

mente, mientras que otra u otras se aflojen demasiado. Aquellas riostras que se tensan, su
E-Ar
L

e

rigidez axial K., tenderd a la rigidez elastica, es decir a en tanto que aquellas rios-

tras que se aflojan, y dada la incapacidad de las mismas de tomar esfuerzos de compresion,
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sucedera que K,g, tenderd a anularse. Esta situaciéon dependera del estado tensional que
presente la riostra debido a la carga actuante. Preidikman et al [58] también observaron
tal situacién, indicando que cuando se produce un gran desplazamiento lateral del mastil y
dependiendo de la pretensién inicial o de montaje dada a las riostras, el mastil reticulado
puede presentar una rigidizacién (o ”endurecimiento”) o bien una flexibilizacién (o ”ablan-
damiento”). Suponiendo que el desplazamiento del sistema mastil-riostras se corresponde
con la direccién principal z, resulta entonces que la riostra R, la cual estd contenida en el
plano principal zz, aporta una rigidez que resulta de reescribir la ecuacién (3.143) obtenida

en el Capitulo 3:

E.A 1
[(estc — 2 r 2 (750)
e 14+ 35
en donde:
9 mgcos<;5Lc>2 E.A, L.
_ Le 51
fre ( Hr Hr L. (7.51)

siendo H/ el estado tensional de la riostra R.. Las riostras R, y Ry ubicadas fuera del plano

principal xz aportan la misma rigidez, la cual estd dada por la ecuacién (3.143):

E.A 1
Kesta’b — 2 ! Hg (752)
1+
y en donde:
LN\%E, A, L
a,b a,b e

siendo H; , = H,; = Hy el estado tensional de las riostras R, y Rp. Por lo tanto la rigidez

horizontal del mastil en el extremo arriostrado y en la direccién de z resulta:
1
(Kest. )oc0s?p = (Kestc + EKesta’b>6032¢ (7.54)

Frente a un desplazamiento en la direccién principal de y y con un desarrollo equivalente
al anterior, la rigidez horizontal del maéstil en el extremo arriostrado y en la direccién de y
resulta:

3
(Kesty)ocosz¢ =1 (Kesta + Kestb> cos’¢ (7.55)

En tanto que frente a un desplazamiento en la direccién principal de z, la rigidez vertical

del mastil en el extremo arriostrado y en la direccién de x resulta:

(Kestz)OSin2¢ = (Kesta + Kesty, + Kestc)Sin2¢ (7.56)
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En el estado de pretension o montaje, la tensién de las riostras dispuestas en un mismo
nivel presentan igual estado tensional H}. Por lo tanto la rigidez horizontal del mastil en

el extremo arriostrado es igual en ambas direcciones principales y y z:
2 3 2
(Kmont, . )oCOs ¢ = EKestocos 10) (7.57)
mientras que la rigidez de dicho extremo en la direccién principal de x resulta:
([(momfz)osz"rlzq5 = 3'[(63150'9'5"”2(;S (758)

en donde la rigidez axial aportada por cada cada riostra en el montaje, resulta:

EA 1

Kesto - Kesta - Kestb - [(estc — I 1 w2
e + ™

(7.59)

Ahora bien, si el desplazamiento w,(g) del extremo del mastil en la direccién y sentido (+)
de z es muy grande, tal que w,) — +00, la riostra R, experimentard un estiramiento lo
cual generard un incremento en su estado tensional, mientras que las riostras R, v Ry se
aflojaran perdiendo de este modo su estado de pretension inicial. Por lo tanto sucedera que:

E A,

e

We(g) — +00 K2 =0 Ky, — Yy /{ib —o00  Keg,, — 0 (7.60)

resultando entonces que:
E’I‘A’f‘

e

(K:;j) cos’¢p — cos’¢ (7.61)

es decir que la rigidez horizontal del nudo arriostrado tiende al valor de la rigidez eldstica
horizontal de la riostra.
Cuando el desplazamiento w,g) es muy grande pero en el sentido opuesto (-) de z, la riostra

R, se afloja mientras que las riostras R, y R se estiran, lo cual implica que:

E.A
Wo(0) — —00 /{g — 00 Kest, — 0 Y /{ib — 0 Kes,, — e (7.62)
e
resultando entonces que:
1E,.A
(Ke_s(l?o) cos’p — ———Tcos’¢p (7.63)
/o 2 L,

es decir que la rigidez horizontal del nudo arriostrado tiende en este caso, a la mitad del

valor de la rigidez elastica horizontal de la riostra.
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Para un desplazamiento muy grande v,y en ambos sentidos de la direccién principal y, y

con un desarrollo equivalente al anterior, resulta:

E.A
UO(O) — +00 I{l% —0 KeStb - = Y ’{121 — &0 Kesta —0 (764)
e
E.A
Vo(0) — —9 Ky — 00 Keg, — 0 y ki —>0  Keg, - ——— (7.65)
e
resultando entonces que:
3E.A
“+o0 2, —00 2 o Ly 2
(Kesty)ocos o= (Kesty)ocos ¢ — 1 L. cos“¢ (7.66)

Si la pretension inicial o de montaje H) de las riostras es suficientemente grande como para

que 2 sea menor a 6, el nudo arriostrado pierde rigidez o se ablanda frente al desplazamiento

Wo(0) cualquiera sea el sentido de este, debido a que:

E.A _
K2 <6 (Kmomy’z)ocof(ﬁ > %cos% = (K:;j)ocoszqﬁ > (Kes‘t’j)ocoszqﬁ (7.67)

e

2

2 sea mayor a 24, el nudo

En cambio si H} presenta un valor pequeno tal que haga que &
arriostrado se rigidiza o endurece frente al desplazamiento w, ) cualquiera sea el sentido

de este, debido a que en este caso resulta:

1E.A _
/{g > 24 (Kmomy’z)ocog(ﬁ < 3 2 "cos?p = (Kes‘t’j)ocoszqﬁ < (K:s‘;j)ocoszqﬁ (7.68)
e

En la direccién de y y con un andlisis equivalente al anterior, resulta que si:

3E.A _
K <12 (Kmomy’z)ocog(ﬁ > Z#coszqﬁ = (K:s‘;;’)ocoszqﬁ = (Kes‘;;’)ocoszqﬁ (7.69)
e

con lo cual el nudo arriostrado pierde rigidez o se ablanda frente a un desplazamiento v,(q),

mientras que si:

3E.A _
/{g > 12 (Kmomy’z)ocog(ﬁ < Z%coszqﬁ = (K:;Z)Ocoszqﬁ = (Kesf;’)ocoszqﬁ (7.70)
e

el nudo arriostrado se rigidiza o endurece frente a un desplazamiento v,(q).
Por lo tanto frente a un desplazamiento lateral, y dependiendo de la tensién de mon-
taje suministrada a las riostras, el sistema estructural méstil-riostras podra rigidizarse o

bien flexibilizarse. Cabe destacar que en la mayoria de los casos practicos las pretensiones

2

~ resulte menor a 6, con lo

minimas de trabajo establecidas para las riostras, hace que k
cual es de esperar después del montaje una pérdida de rigidez del sistema estructural frente

a un desplazamiento lateral del mismo.
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7.4 Implementaciéon del modelo continuo

7.4.1 Elastica del mastil

Se analiza el caso del mastil reticulado (ver Fig. 7.4) cuyo extremo superior se
encuentra arriostrado, mientras que su base se encuentra fija. Para el mismo, se evalia el
corrimiento de la cima del mastil en la direccién principal de y cuando cada larguero se
encuentra sujeto a una carga uniformemente distribuida g,, (carga en la direccién de y). Se

prescinde del peso propio del mastil reticulado.

Las C.B. del extremo arriostrado dan lugar a que se presente un acoplamiento entre
los corrimientos del eje baricéntrico. Al mismo tiempo, la rigidez axial de la riostra que se
amarra a un extremo del larguero, depende de los corrimientos en las direcciones principales
de dicho larguero, los que a su vez, dependen de los corrimientos del eje baricéntrico del
mastil. Por lo tanto esto ultimo también da lugar a un acoplamiento entre los corrimientos

baricéntricos.

Ante esta condicién de corrimientos acoplados, la solucién de la eldstica implica
el tratamiento del sistema diferencial completo, es decir, las seis ecuaciones diferenciales
que gobiernan el comportamiento del mastil. La solucién de dicho sistema diferencial debe
hallarse mediante iteraciones sucesivas debido a la necesidad de actualizar la rigidez de
la riostra bajo la estrategia de representacién adoptada, y con ello, considerar el compor-
tamiento no-lineal de cada riostra, y en donde la rigidez de las riostra se encuentra presente

en las C.B. del extremo arriostrado del mastil.

Del analisis de las elasticas abordado en el Capitulo 6 para el mastil reticulado se
tiene para este caso particular, en donde la tunica carga aplicada es ¢,,, que las soluciones

de los corrimientos del eje baricéntrico resultan:

uo(z) = Uy + Us (7.71)

3quo 2 3 Aso Ago
vo(z) = (EJy)oﬂ + V1 + Vax + Vaz® + Vyx® + Vie5v% + Ve 'ov (7.72)
wo(x) = Wy + Waz + Waz? + Wyad + Wie 5w + Weelow® (7.73)

Ouo() = O1 + Qo + Oze™30w  Qet0n (7.74)
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2(EA), 3EJ,
Opo () = Wo + 2Wax 4+ Wy [M + 3:1;2] + Wiesw (A5w Bl A§w> +

(GA), (GA),
3E.J;.
—+DV66A&”(AGH,—-szif—A§w> (7.75)
 3quo [2° e2(EA)O;L~] [62(EA)0 2]
@W@)_(E%%[ﬁ'*(GA% 6| TV2rRVsr R Va ey TS
3E.J;. 3E,J
+%&M(&v—«$dA%)+V@%{}M—(G;?@O (7.76)

en donde las raices no nulas A5, y Ay se determinan a partir de la ecuacién (6.93), de
manera equivalente las raices A5y, v Agw pero para (EJ,), y Ji., en tanto que las raices Asg

y Agp se determinan de la ecuacién (6.106).

Reemplazando estas funciones solucién en las C.B. del problema estatico, ecua-

ciones (7.35 a 7.49), resulta respectivamente:

U+ ULy =0 (7.77)

. V3 .
_Ul(KGStz)OS'Ln2¢ + U2(EA)0 - ?e(Kesta + Kestb - 2Kestc)szn2¢

3EJ (5 ) ( B 3EJ 3 )
+ Ws (/\5w (GA)O/\E’“’ + Wes | A6w (GA)O/\GU) +

Wa +

e2(EA),
(GA),

+Wy

g (Kesta - Kestb) Sin2¢

ez(EA)O 3E1le 3
Vo + V47(GA)O + V5 (/\5v — (GA)O/\5U> +

(Kesta - Kestb)sinQScosqb(Vl + Vs + Vﬁ) —

E 3
1= 2, ) | -

(GA), 2

_% (Kesta + Kest, — 2Kestc)sin¢cos¢(W1 + Ws + Wﬁ) =0 (7.78)

3quo L}
(EJ,), 24

Vi + VoL + V3LE + V4L} + Vaetsolt - Vgeroolt = — (7.79)



223

3
Ulg (Kesta — Kesty ) singcosd + Vi |18y, + 2 (BA),| +

+(Kest, Jocos?¢(Vi + Vs + Vs) + Vs (Kesta = Kest, )cos?o (Wi + W5 + Ws) +

4
62 EA o 3E Jz
Wa + W47(éA)) + Ws (/\5w - (Gfél)l Agw) +

e

—1—1 (Kesta — Kestb) singcoso

e2(EA),
o T

e(Kest,)singcosg

EJp.
—I—WG(/\Gw— 3L A\ )] - v3

(GA), v 3

_ 3EJyy | 3 ) ( _ 3EJyy | 3 ) B
+V;5 (/\5v (GA)O/\E)U + Vs Aéw (GA)O/\GU =0 (7.80)

Wy + WoLy + W3L? + WL} + Wsetvwlt 4 Weetowkt = (7.81)

1 .
U5 (Kesto + Kesty, — 2K e, ) singcos + 3B (6Wa + Wadd, + WeAd,, ) —

2 -~ /- — —
Wy + Wy (GA)O + Ws (/\5w (GA)O/\E)U)) + Wg </\6w (GA)O/\GU)>

+(Kest. Jocos? ¢ (Wi + Wi + Ws) + v (Kesta = Kesty )cos®o (Vi + Vs + Vi) +

4
V3 e2(EA) 3EJ;
~——e(Keost. )st Wy + Wy—— 22 - — Z43

T3 e(Kest,)singcosg|Wa + Wy (GA), + Ws(/\s (GA)O/\E’“’) +

_(GA)O

_|_

e2(EA),
Vit G +

3EJ;, e )
+W6 (/\Gw - (Gi‘l)l Agw>] - Z (Kesta - Kestb)smqﬁcosqb

_ 3EJyy | 3 ) ( _ 3EJiy | 3 ) B
+V;5 (/\5v (GA)O/\E)U + Vs Ago (GA)O/\GU =0 (7.82)

©1+65L; + @36A39Ll + @46A49Ll =0 (7.83)

ezElle
2

(03735 + ©4MTy ) + (G)o(O2 + Osdap + Oadag) = 0 (7.84)

2(EA), 3E.J;.
Wo + 2W3 L, + Wy [% + 3Ll2] + Wiehow (/\5w - ﬁx@ +

3E,J;.
FWeeow (Aﬁw - Gf4)l A§w> =0 (7.85)
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V3 ) e2(FA
—Ul?e(Kesta + Kestb — 2Kestc)szn2¢ + M

3E;J;,
2Ws3 + W (/\gw Sl /\4w>

6 (GA),
3EJ, e? , e2(EA),
2 4 _ 2
+We (/\Gw (GA)O/\GU’>] 3 (Kest, )osin“g |Wo + Wy A,

3EJ 3 3EJ 3 )
+Ws (/\5w (GA) /\ ) + Wg (/\Gw (GA)O/\GU) ] +

ez(EA)O 3EJyy | 3
V2+V4W+V5(/\5v— (GA) /\ )

V3 o

+E€ (Kesta — Kestb)sin2¢

3EJ e )
+va3 </\6v - (Gi4)ly Aa;)] - Z (Kesta - Kestb)szn¢cos¢(V1 + V5 + VYG) -

—?e(Kestz)sinQScosqb(Wl + W5+ Wﬁ) =0 (7.86)

e*(EA), 3B,
V2+2V3L1+V4[ (éA)) +3Ll] + Veeto (Agw (Giil;y/\ )

3B, 3 L} €2(EA), L
6o . 1Jly 3 _ Qvo Ly ot
G (AGU GA), 6) (EJy)O[6 GA), 6]

(7.87)

e2(EA) 5  3E.J
7709 _ Y4 )
6 ‘/3 + V5 </\5v (GA)0A5U
e2(EA),
(GA),

€ .
Ul = (Kesta - Kestb) S'an(ﬁ +

2
3E,J; V3 .
2 Y4 2 _ 2
+Vs (x\ﬁv (GA)O/\GU> + E5) e (Kesta Kestb)szn ¢

Wo + Wy +

_ 3E;J;, 3 ) ( B 3Elle )
+Ws (/\5w (GA)O/\E”” + Wl Aew GA), /\

e2(EA), 3E|Jyy 3 3EJy |3
V2+V4W+V5</\5v_ (GA), /\ ) ‘|‘V6(/\6v— GA), /\ )

62

—;(Kesty)osinzqﬁ

V3
3

+——e(Kest, ) singcosp(Vy + Vs + Vﬁ) + Z(Kesta - Kestb)sinQScosqb(Wl + Wy + WG) -

3que [€2(EA),1% 1
_(EJy)o[ 6 ](GA)O (7.88)

3 L
Vs + 6ViLy + VaAZ el 4 Va2 etovle — —_2dvo =

AR (7.89)

2V3 4+ Va2, + VoAd, = 0 (7.90)
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OWs + 6WuLy + WsAZ, e?wlt 4 WeA2 etowlt =0 (7.91)
QW5 4+ WisA2, + W2, =0 (7.92)
O30l L @ N2 M0l = (7.93)

O3)A2) + O40% =0 (7.94)

De este modo, resolviendo este sistema de ecuaciones algebraicas no homogéneas, se obtienen
los corrimientos del eje baricéntrico del mastil reticulado y arriostrado sujeto el mismo a
una carga g, uniformemente distribuida sobre cada uno de los largueros. Para abordar la
solucién y como ya se dijo, necesariamente se debe iterar debido al comportamiento no-lineal

de las riostras, en donde el procedimiento adoptado consiste en los siguientes pasos:

1. Inicialmente se considera a las riostras con el mismo estado de pretension, lo cual

implica corrimientos nulos del eje baricéntrico
2. Se determina la rigidez axial inicial de dichas riostras

3. Se resuelve el sistema de ecuaciones algebraicas no homogéneas, y dada la carga

aplicada se obtienen corrimientos del eje baricéntrico
4. Con estos corrimientos se actualiza la rigidez axial de las riostras
5. Se resuelve nuevamente el sistema de ecuaciones, obteniéndose nuevos corrimientos
6. Se actualiza la rigidez axial de las riostras

7. El proceso finaliza cuando los corrimientos del paso anterior y que permiten actua-
lizar la rigidez de las riostras, coinciden con los corrimientos determinados en el paso

posterior y que resultan de resolver el sistema de ecuaciones
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7.4.2 Vibraciones naturales del mastil

En este caso, se analizan las vibraciones libres (no amortiguadas) del mismo sis-
tema maéstil-riostras considerado en la evaluacién de la elastica. Para ello, se libera al
mismo de cargas aplicadas, considerando solo la reaccion vertical provista al mastil por la
pretensién inicial dada a cada una de las riostras, esto, a efectos de considerar la influencia
de dichos esfuerzo en las frecuencias a determinar. En este caso y debido a que la pretensién
de montaje H) dada a las riostras es la misma para cada una de ellas, la rigidez del extremo
arriostrado del mastil reticulado en las direcciones principales, esta dada por las expresiones

(7.57 y 7.58).

Las C.B. del eje baricéntrico para el movimiento axial (direccién de z), habiendo
hecho separacion de variables, resultan:

(E:Ll

|{ [(EA)O _ rdwz]ulo(:n)}uo(:n) ~0 (7.95)

|{ [(BA), = | (0) = | (Koo, )% + gprATLcwz]uou)}uo(w) 0
=0
(7.96)
donde para este caso particular se tiene que:
(E:Ll
Uy, () =0 (7.97)
Uy () #£0 (7.98)
=0

Por lo tanto, evaluando en los bordes del problema la funcién solucién para la forma modal

en vibracién axial (y/o sus derivadas segin corresponda), resulta:
20, . 9 3 2
(EA), — raw” | o) — | (Kmont, ) ,5in"¢ + §pTATLCw Ug(0) =

= { [(EA)O — rdw(zn)]/\g ) _ [(Kmontz)osmzqﬁ + §pTATLCw(2n)] }UJ( —_—

i=12 y n=123,.. (7.99)
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o™

(n) .
W= U;“)e%» Li _ i=1,2 y n=123,.. (7.100)

con lo cual expresando matricialmente a este sistema de dos ecuaciones lineales, algebraicas
y homogéneas, resulta:
{[(EA)O - rdw(zn)}/\gn) — } {[(EA)O - rdw(zn)}/\g") — } Uln) B 0
eAgnm e,\g’”Ll UQ") 0

n=1,23,.. (7.101)

en donde la condicién de no trivialidad exige que el determinante de la matriz de los coefi-
cientes sea nulo. De este modo, asignando un valor inicial a w en (6.111), se determinan las
raices A1 y Ag, v si dicho valor asignado es el correcto, entonces se verificara la condicion
dada en (7.101). Asfi a la mayor frecuencia encontrada y que verifica lo anterior, la definimos

como w{, a la frecuencia siguiente wg, y asi sucesivamente.

En cuanto a las C.B. del eje baricéntrico para el movimiento transversal en la
direccién de y acoplado al giro flexional alrededor del eje z, habiendo hecho separacién de
variables, resultan:

=L,
|{3E1levg’(:1:) + [3Pu0 — (GA), + (3p1y + rd)w2] v (x) + (GA) Buo() }Vo(:n)

(7.102)
|{3E1le’[)g/($) + [3Puo - (GA)O + (3lely + T’d) w2] ’Ué(:l?) +
+ [(Kmonty,z)06032¢ + gprArLcwz] 'UO(:E) +
+ [(GA)O - %(Kmonty,z)os'inQScosqb] 0w0($) }Vo($) =0 (7'103)
=0
2 2 e=Ly
|{ [e (iA)o e gdwz] 0;)0(117)}gw0($) =0 (7.104)
e2(EA), €*rq 4 o e? K .9 1 AL 2] 0
[ 6 - 6 w ] wo(:p) - [?( monty,z)oszn ¢+ ZPT rdic€ W ] U)O(:E) +
+@(Kmomy,z>osm¢cos<zwo(:c>}gwo(w> =0 (7.105)
=0
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(E:Ll

| (E,levg(;p)>vg(:n) ~0 (7.106)

=0
donde para este caso particular, evaluando en los bordes del problema las funciones solucién
para la forma modal en vibracién transversal y para la forma modal en vibracién por giro

flexional (y sus derivadas segtn corresponda), se tiene:

3E1 1y (o) + [3Puo — (GA), + (3001 + Td)wz]%m) *

3 3e .
+ [(Kmomy’z)ocoszqﬁ + §pTATLCw2] Vo(0) + [(GA)O — \/_T(Kmomy,z)osmqkosqb] Ouwo(0) =

= {3E1leA§(") + [3Puo — (GA), + (30071 + Td)w?n)] VRS

+(Km0nty,z)06032¢ + gp’f‘A’f‘Lsz - |:(GA)0 - %(Kmonty,z)osz’nQSCOS(ﬁ] %}Vy(n) = 0
j=1,..,6 y n=123 .. (7.107)

e2(EA er e? 1
[ ( 6 )0 — 6dw2] ;1;0(0) - [_([(momfy,z)Os’inzq5 + ZpTATLCezwz] 01”0(0) +

3
V3e .
‘|‘T (Kmonty’z )osanSCOSQS’Uo(O) =

(n)
= { l— ((EA)O - rdw?n)>/\§. ) 4 2(Kmont, . )osin’e + §pTArLCW?n)] ﬁ s

2j
2v/3 .
+ \e/__(Kmonty’z)osinQSCOqu}‘/j( ) =0

j=1,..6 y n=123,.  (7.108)

o) = XV = j=1,..6 y n=123.  (7.109)
n n (n) .

i) = Ve =0 j=1,..6 y n=123 . (7.110)

(n) )

Ly = o Ve =0 j=1,..6 y n=123.  (7.111)
n n n) A .

o) = A3V =g j=1,..6 y n=123.  (7.112)
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Resulta asi en un sistema de seis ecuaciones lineales, algebraicas y homogéneas. La relacion
entre \Ifg»n) y Vj(n) esta dada por (6.120). Al igual que para la vibracién axial, dicho sistema
puede ser expresado matricialmente, en donde la condiciéon de no trivialidad exige que el
determinante de la matriz de los coeficientes sea nulo. De este modo, asignando un valor
inicial a w en (6.119) se determinan las seis raices A; (con j = 1,...,6), y si dicho valor
asignado es el correcto, entonces se verificara la condicién de determinante nulo. De este
modo aquellas frecuencias asignadas y que verifican lo anterior, nos permiten obtener las
frecuencias flexionales del mastil reticulado arriostrado. Con un desarrollo equivalente se
determinan las frecuencias para el movimiento transversal en z acoplado al giro flexional

alrededor del eje y.

En cuanto a las C.B. del eje baricéntrico para el movimiento torsional alrededor

del eje x, habiendo hecho separacién de variables, resultan:

2B, J;
|{Mezg(:ﬂ> - [(Gmo — & Pug - * (M " E)“’z] Puole) +

2 2 3
1
+§PrArLc62w29uo<x>}gum =0 (7.113)
=0

|{ 21 lP.H/u//o(ZE) + [(GJm)o — €2 Py + € (Pl2zp + f)wz]efw(:c)}guo(;g) =0 (7.114)

2E (E:Ll
| (%%(fﬂ))g’uo@) =0 (7.115)

=0

donde para este caso particular, evaluando en los bordes del problema las funciones solucién

para la forma modal en vibracién torsional (y/o sus derivadas segiin corresponda), se tiene:

ezElJl Py Td 1
Tpelu”o(o) + [(GJm)o — Py + €’ (Tp + g)wz} wo(0) + §PrArLc€2w29uo(0) =
e Erip | 3(n) > R AWIRC IR 2> 2| o)
— {T/\j + [(GJm)O —e“P,,+e (T + §>w ]/\j + §pTATLCe w @j =0
j=1,.4 y n=1,2,3,.  (7.116)
n 2(n n .
oy = Aol =0 j=1,..,4 y n=123,. (7.117)
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. BENG) :

eio)(Lz) - @g' SN = j=1..4 y n=123. (7118)
. ) (m) A :

o1 = A2l — g j=1l.md y n=123.. (7.119)

Resulta asi en un sistema de cuatro ecuaciones lineales, algebraicas y homogéneas. Al igual
que para la vibracion axial, dicho sistema puede ser expresado matricialmente, en donde la
condicion de no trivialidad exige que el determinante de la matriz de los coeficientes sea
nulo. De este modo, asignando un valor inicial a w en (6.123) se determinan las cuatro
rafces \j (con j = 1,...,4), y si dicho valor asignado es el correcto, entonces se verificara
la condiciéon de determinante nulo. De este modo aquellas frecuencias asignadas y que
verifican lo anterior, nos permiten obtener las frecuencias torsionales del mastil reticulado

arriostrado.

7.4.3 Estabilidad del mastil

FEn este caso, se analiza la estabilidad flexional del mismo sistema mastil-riostras
considerado en la evaluacion de la elastica. Para ello, se libera al mismo de cargas aplicadas,
considerando solo las cargas estaticas de compresion P,.., actuantes en los extremos de los
largueros. Al igual que en el andlisis de las frecuencias naturales, la pretensién de montaje
dada a las riostras es la misma para cada una de ellas, por lo que la rigidez del extremo
arriostrado del mastil reticulado en las direcciones principales de y y z, estd dada por la
expresién (7.57).

En cuanto a la estabilidad torsional, y dado que la rigidez de las riostras no con-
tribuyen a las C.B. asociadas al giro torsional, su determinacién estd dada a partir del
andlisis del méstil reticulado correspondiente al caso referenciado como libre-fijo (L-F) de-

sarrollado en el Apéndice C.

Continuando con el andlisis de la estabilidad flexional alrededor del eje principal
z, las C.B. asociadas a este fenémeno resultan:

(E:Ll

| 3B (@) — (GA), (14(0) — bu0(@) +3Pasth(@)|Vola)| =0 (T.120)
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| 3B (@) (G, ((0) = Buo(e)) + 8Py ti) + (e, )5 (x) —

—?(Kesty)OS’L'nQSCOSQSQwO(‘/E)] V0($’ t) =0 (7121)
x=0
2(EA) o
[ og! (x )]gwo( ) =0 (7.122)
6
62 62
[ (Ef;A)Oeiuo(:E) o ?(Kesty)osz'nzqsewo(‘r) T
+@(Kesty)osin¢cos¢vo($)]gwo(iE) =0 (7123)
x=0
=L,
| ( B, levg(sg))%(gg) ~0 (7.124)
x=0

Reemplazando ahora en estas C.B. las funciones solucién dadas por las ecuaciones (6.135 y

6.136) obtenidas en el Capitulo 6, resulta respectivamente:

Vi + VoL + Va3l vyt 4 ypetsl 4 ygetslt — (7.125)

3EJyy (Vs/\g + ViAS + VaA2 + VG/\%) - (GA)o{Vs/\s + Vidg + Vs s + Ve —

-] [ S L S

1 eX(FA), 17t
_‘/6[/\_6_ 6(GA)O /\6] +3Pcro(vl+‘/3+v4+v5+‘/6) -
V3e , 1 eX(EA), 17! 1 e(EA), 171
T Kes -~ — —_— =
3 (Kest, ) ,sinpcospq Vo + Vs[/\s 6(GA), /\3] ‘/4[/\4 6(GA), /\4] +
1 e(EA), 1 e(EA),
— = 12
Vs [/\5 6(GA), A"’] +Ve [AG 6(GA), AG] 0 (7.126)
1 oL [L _HEA ] L
V2+V3[/\3 6( ] + Vi y 6(GA +
1 ez(EA)o sl 1 ez(EA) Ao Ly
— - = 12
e [/\5 6(GA), A"’] +Ve [AG 6(GA), AG] ¢ 0 (7.127)
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i _ @/\4]_1/\44_

e2(EA), 1 eX(EA),
3[ X 6(GA),

6 A3 6(GA),
1 €2(EA),
X | 6(GA),
e? 1 e(EA), 17! [1 ez(EA)O/\ }—1
N A a4
(

~1
/\3] Ag + V4[

1 - —1
+V5[ /\5] s+ V| — — 7/\6} /\6} —

3 /\3 6(GA)0 |
1 eX(FA), 17t 1 X(BA), 17t
5+ G el -]

3
| V3e
3

__(Kesty)OSin2¢{V2 + V3 [_ — A3 +V,

(Kest, )gsingcosd(Vi + Vi + Vi+ Vs + Ve ) =0 (7.128)
Vaazetslt 4 vy deMl p viaZetsht 1 ysaZetslt = (7.129)

VaA2 + VaAE + VaAZ 4+ VA2 = 0 (7.130)

en donde se obtiene asi un sistema de seis ecuaciones lineales, algebraicas y homogéneas.
Expresando matricialmente dicho sistema, la condiciéon de no trivialidad exige que el de-
terminante de la matriz de los coeficientes sea nulo. De este modo, asignando un valor
inicial a P, en (6.130) se determinan las cuatro raices A; (con j = 3, ...,6) (ya se sabe que
A1 = A2 = 0) , y si dicho valor asignado es el correcto, entonces se verificard la condicién
de determinante nulo. De este modo aquella carga de compresién asignada y que hace que
se verifique lo anterior, resulta ser la carga critica de flexién P/ alrededor del eje z. Con

un desarrollo equivalente se determina la carga critica de flexién alrededor del eje y.

7.4.4 Estado tensional en las riostras

Fl estado tensional de las riostras frente a corrimientos del eje baricéntrico del

mastil, es determinado a partir de resolver la ecuacién (3.158) obtenida en el Capitulo 3.

7.4.5 Vibraciones naturales de las riostras

Las vibraciones libres de las riostras son determinadas a partir de aplicar las ecua-

ciones (3.184, 3.203 y 3.207) obtenidas en el Capitulo 3.
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7.5 Resultados numéricos

A partir de la aplicacién del modelo continuo desarrollado, MRA-6ED en adelante,
se evalian numéricamente la eldstica, las frecuencias naturales y la estabilidad flexional
del mastil reticulado y arriostrado por un nivel de riostras, dispuestas las mismas 120°
entre si (ver Fig. 7.5). En tanto que el estado tensional y las frecuencias naturales de
las riostras son obtenidas de aplicar las expresiones dadas en el Capitulo 3, en adelante
Ec-TR y Ec-FR respectivamente. Para la evaluacion de la elastica, se considera una carga
uniformente distribuida ¢,, = 75 N/m aplicada sobre cada larguero en la direccién de y.
Al mismo tiempo y para comparar resultados, se realizan dos modelaciones via elementos
finitos (ver Fig. 7.6), el primero denominado MRA-EF en el cual fueron modelados cada
uno de los elementos del mastil reticulado utilizando para los largueros elementos tipo viga
(240 por cada larguero), y para las diagonales elementos tipo barra de dos nodos (1 por
cada diagonal), en tanto que para las riostras se utilizaron elementos tipo cable (10 por cada
riostra). En el segundo modelo de elementos finitos, denominado VCA-EF, el méstil fue
modelado como viga-columna, y cuyas propiedades equivalentes fueron obtenidas a partir de
las ecuaciones desarrolladas en el Capitulo 6. Para la modelacién se utilizaron 120 elementos
tipo viga de dos nodos, en tanto que las riostras fueron consideradas como vinculos elésticos,
y cuya rigidez fue determinada a partir de las ecuaciones (7.57 y 7.58). El software utilizado

en la simulacién numérica fue SAP2000 [62].

Las caracteristicas mecdnicas y geométricas del mastil reticulado, resultan las mis-
mas a las indicadas para el ejemplo numérico abordado en el Capitulo 6, en tanto que para
las riostras, éstas presentan una seccién transversal A, = 28.27x107%m?, un médulo de
elasticidad E, = 150000 MPa, una tension de rotura o, = 1800 MPa, una densidad del
material p, = 7850 kg/m? y una inclinacién ¢ = 60°. La disposicién en planta de cada una
de las riostras queda referenciada a partir del angulo ~.

En cuanto al pretensado inicial o de montaje de las riostras, el mismo se determina
de dos maneras: a partir de lo establecido en el Reglamento CIRSOC 306 [8], y a partir de lo

establecido en la Norma ANSI/TIA/EIA-222-F [2]. Adaptando la nomenclatura utilizada

en dicho Reglamento y Norma a la del presente trabajo, la expresion que define la pretension
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de montaje minima a suministrar a cada una de las riostras y expresada ésta en kN, en

ambos casos resulta:

2

2
3 Ll 3
* _ 3 _
Hy sy = T100(Lecosg) * Ay = 7100(mn ¢> A, (7.131)
H:(Aizzz) = 0.080, A, (7.132)

Por lo tanto para el presente ejemplo se tiene que la pretensién de montaje obtenida resulta

ser H* = 115794 Ny H* = 4071.50 N, en donde se observa una gran diferencia

o(C'—306 0(A—222

en los valores determinados de pretensiéon dependiendo esto de la reglamentacion o norma

utilizada. EI valor del coeficiente x2 para la pretensién H (o—300) resulta de 2.47, en tanto

que para la pretensién H j(Aim) resulta de 0.06, con lo cual se observa que en ambos casos

2

Ko

< 6 por lo que es de esperar que frente a un corrimiento lateral del mastil, el nudo
arriostrado pierda rigidez traslacional respecto de la de montaje, es decir, que se produzca

un ”ablandamiento” del sistema estructural.

‘/o'ﬁ' y(v) a
X (u)

N

Li=24m Re

Mastil

Figura 7.5: Méstil arriostrado analizado. a) Geometria espacial. b) Planta
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Cbisct Model

Figura 7.6: Modelos via elementos finitos del maéstil arriostrado

7.5.1 Corrimiento transversal de la cima del mastil y tensién en riostras

En Tablas 7.1 y 7.2 se muestran los resultados obtenidos para el corrimiento
transversal en la direccién de y y en el extremo arriostrado del méstil reticulado (z = 0),
y para los dos estados de pretension considerados. En tanto que en Tablas 7.3 y 7.4 se
muestran resultados del estado tensional que resulta en las riostras debido al corrimiento

del mastil.

| Corrimiento | MRA-6ED | MRA-EF | VCA-EF |

| v | 69852 | 66.637 | 66.291 |
Tabla 7.1: Corrimiento del mastil reticulado en [mm] para HZ(C%M): 1157.94 N

| Corrimiento | MRA-6ED | MRA-EF | VCA-EF |
| w0y | 37339 | 37364 | 35.434 |

Tabla 7.2: Corrimiento del mastil reticulado en [mm] para H = 4071.50 N

O(A—222
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| Riostra | Ec-TR | MRA-EF |
R, [ 203.90 | 231.95
R, ]5333.90 | 4618.76
R. [ 1438.90 | 2559.80

Tabla 7.3: Traccién en riostras en [N] para H} = 1157.94 N

0(C—306)

Riostra | Ec-TR | MRA-EF
R, [1804.40 | 1697.22
R, | 6362.10 | 6177.46
R, | 4079.60 | 4237.30

Tabla 7.4: Traccién en riostras en [N] para H} = 4071.50 N

0(A—222)

7.5.2 Frecuencias naturales del mastil y de las riostras

La pretensién de montaje en las riostras da lugar a un esfuerzo normal de com-
presién actuante en el nudo arriostrado, el cual es determinado a partir de la proyeccién
de H} sobre el eje de cada larguero al cual se toma la riostra. Por lo tanto se tiene que el

esfuerzo de compresion actuante en cada larguero resulta:
Pyo0y = H,sing (7.133)

y en correspondencia con los dos niveles de pretensién resultantes para las riostras, se tiene

Qe Puo(0)c_s00 = 1002.80 N'y Pyo(0) = 3526.02 N.

(A—222)
En Tablas 7.5 y 7.6 se muestran resultados obtenidos para las tres primeras fre-
cuencias axiales, flexionales y torsionales del mastil reticulado, para los dos estados de
pretensién, e indicandose también el efecto sobre las frecuencias debido a las cargas de com-
presién sobre los largueros (efecto de 29° orden), como consecuencia de la pretensién de las
riostras. En tanto que en Tablas 7.7 y 7.8 se muestran resultados de frecuencias naturales

para las riostras.

Por otro lado y a fin de evaluar si resulta significativo este efecto de 2%° orden
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sobre las frecuencias flexionales, en Tablas 7.9 y 7.10 se muestran resultados para un mastil
mas flexible, para lo cual se duplica la altura del mastil anteriormente analizado, es decir,
se hace L; = 48 m. Al incrementarse la altura, la inclinacién de las riostras resulta ahora
aproximadamente ¢ = 74°, pero la pretension de montaje al ser determinada resulta igual

al caso anterior, y con ello, la carga de compresién sobre los largueros.

| Frec. | MRA-GED (p, _1002.50n) | MRA-6ED p, —0) | MRA-EF | VCA-EF |

w 253.377 253.377 247.272 246.690
wg 755.664 755.664 741.816 735.736
w§ 1258.738 1258.738 1234.418 | 1224.792
w{ 10.585 10.635 10.997 10.745

w) 26.747 26.834 26.891 | 24.887

w?{ 54.326 54.459 52.720 50.286

wt 36.914 36.922 32.850 -

wl 110.764 110.787 98.083 -

w 184.679 184.717 163.497 -

Tabla 7.5: Frecuencias del mastil reticulado en [rad/seg] para H} (306 = 110794 N

| Frec. | MRA-6ED (p,,—3526.02n) | MRA-6ED(p, o) | MRA-EF | VCA-EF |

w 253.717 253.717 247.272 246.981

wg 755.778 755.778 741.816 735.736
w§ 1258.806 1258.806 1234.418 | 1224.792
w! 10.678 10.869 10.916 | 11.016

w) 27.708 27.991 27.265 | 26.151

w?{ 54.892 55.345 53.050 50.913

wt 36.895 36.922 32.891 -

Wl 110.706 110.787 98.175 -

Wl 184.584 184.717 163.539 -

Tabla 7.6: Frecuencias del mastil reticulado en [rad/seg] para H} (4_oppy = 407150 N




| Frec. | Ec-FR | MRA-EF |

wnt 116.376 16.956

wgnt | 32.752 | 32.279

w§™ | 49.128 | 44.410

wi™ | 8.188 8.223

w3 | 24.564 | 24.944

wi™ | 40.940 | 38.823

Wil | 8.188 8.143

Wb 116.376 | 16.951

wil 1 24.564 | 24.863

Tabla 7.7: Frecuencias de las riostras en [rad/seg| p

| Frec. | Ec-FR | MRA-EF |

w§rt 130.708 | 30.554

wg™ |1 61.415 | 57.984

w§™ 192,123 | 79.712

wi™ | 15.354 | 15.448

ws™ | 46.061 | 44.717

wi™ | 76.769 | 69.682

Wi 1 15.354 | 15.378

Wb 1 30.708 | 30.489

Wi | 46.061 | 44.714

Tabla 7.8: Frecuencias de las riostras en [rad/seg] para H

ara H*
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= 1157.94 N

0(C—306)

. = 4071.50 N

O(A—222)

Frec. | MRA-6ED p, —1002.80n) | MRA-6ED (p, o) | Diferencia [%)]
w! 2.710 2.767 2.10
w) 7.168 7.244 1.06
w) 14.115 14.241 0.89
Tabla 7.9: Frecuencias flexionales del mastil reticulado con L; = 48 m en [rad/seg] para
H? = 1157.94 N

O(C—306)
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Frec. | MRA-6ED (p, —3526.02nv) | MRA-6ED (p, ) | Diferencia [%)]
w! 2.588 2.813 8.69
w) 7.290 7.546 3.51
w) 14.106 14.536 3.05
Tabla 7.10: Frecuencias flexionales del mastil reticulado con L; = 48 m en [rad/seg] para
HE = 407150 N

7.5.3 Carga critica de pandeo flexional del mastil

En Tablas 7.11 y 7.12 se muestran los resultados obtenidos para la carga critica de
pandeo flexional alrededor del eje z sobre cada larguero, y para los dos estados de pretension

considerados.

| MRA-GED | VCA-EF |
| 71340 | 70160 |

Tabla 7.11: Carga critica de flexién PJ, sobre cada larguero en [N] y para H
1157.94 N

* =
O(C—306)

| MRA-6ED | VCA-EF |
| 71615 | 70476 |

Tabla 7.12: Carga critica de flexién PJ_ sobre cada larguero en [N] y para H
4071.50 N

* ==
O(A—222)

7.6 Conclusiones

La consideracion de las riostras como resortes eldsticos, permite la incorporacion
de los efectos de éstas en el modelo continuo 6ED para la representacion del mastil reticu-
lado (desarrollado en el Capitulo 6). Estos efectos quedan evidenciados en las C.B. del
nuevo modelo continuo MRA-6ED, en donde se observa que la rigidez axial provistas por

las riostras no influye en las C.B. torsionales del mastil, lo cual se corresponde con los dis-
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positivos especiales adoptados en la practica para controlar el fenémeno torsional, conocidos
comunmente como estrellas anti-rotoras. La rigidez del nudo arriostrado en las direcciones
principales, depende del estado tensional y de la ubicaciéon de cada una de las riostras, lo
cual hace que frente a corrimientos de la cima del mastil, suceda que alguna riostra se tense
mientras que otra se afloje, y con ello, el mastil podra rigidizarse o flexibilizarse. La apli-
cacién del modelo MRA-GED permite, de manera simple, la determinacién de la eldstica, de
las frecuencias naturales (axiales, flexionales y torsionales) y de la carga critica de pandeo
flexional del mastil reticulado y arriostrado por un nivel de riostras espacialmente dispues-
tas. El modelo discreto VCA-EF, en donde las riostras son consideradas como apoyos
elasticos, es ampliamente utilizado a la hora del diseno por su bajo costo computacional
de modelacién y procesamiento, permitiendo obtener resultados con cierta aproximacion a
los dados por los otros modelos. En este caso, las propiedades equivalentes se determinan
facilmente a partir de las expresiones desarrolladas en el Capitulo 6, mientras que la rigidez
del extremo arriostrado (apoyo eldstico), se determina mediante la expresién dada para la

rigidez de la riostra y presentada en el Capitulo 3.

Los resultados numéricos obtenidos a partir de los ejemplos analizados, indican un
muy buen desempeno del modelo MRA-6ED desarrollado. La maxima diferencia encontrada
en los resultados al comparar el modelo continuo con el modelo discreto MRA-EF, fue del
orden del 4 % y correspondi6 a la determinacién de la eldstica para el caso de riostras con
una pretension inicial dada de acuerdo a CIRSOC. Esto tltimo se deberia a que el modelo
continuo considera a las riostras como un resorte cuya rigidez axial corresponde a la dada
por el modelo parabdlico, en tanto que el elemento finito cable del modelo discreto considera
la formulacion de la catenaria, y como es sabido, mientras menos tensas se encuentran las
riostras las diferencias entre la solucién parabdlica y la de la catenaria son mayores. De
acuerdo a la reglamentacién o normativa utilizada, la pretensiéon de montaje a suministrarle
a las riostras puede diferir de manera muy importante, en donde por ejemplo para el caso
analizado, esta diferencia resulté ser del orden de tres veces y media. Esto tltimo influiria
considerablemente en los corrimientos del extremo arriostrado del mastil cuando el mismo
se encuentra sujeto a una carga estatica aplicada transversalmente sobre los largueros, en

tanto que esta diferencia de pretensiéon inicial pareciera no influir significativamente tanto
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en la carga critica de pandeo como en las frecuencias naturales, aiin para el caso del mastil
mas flexible (L;=48 m), en donde la méaxima diferencia encontrada fue del orden del 5 %.

290 orden de las cargas de compresién sobre

Al mismo tiempo se observé que el efecto de
cada larguero debido a la pretensién de las riostras, resulta mas relevante en la medida que
el mastil sea menos rigido, lo que hace que esta carga de compresion esté mas cerca de
la carga critica de pandeo flexional del larguero. Para los ejemplos analizados, la maxima
diferencia encontrada entre las frecuencias flexionales teniendo en cuenta y no el efecto de
240 orden, resulté ser de aproximadamente el 9 %. Por tltimo, una mayor pretensién de las
riostras hace que la rigidez del nudo arriostrado aumente y con ello la rigidez del mastil, pero

por otro lado, esta mayor pretensién hace que la carga de compresion sobre cada larguero

aumente también, con lo cual y debido al efecto de 2% orden, el méstil se flexibiliza.
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Capitulo 8

Sintesis, discusién de resultados,

conclusiones y futuros trabajos

8.1 Sintesis

En situaciones de accidentes, catastrofes naturales, entre otras posibles emergen-
cias, las comunicaciones son esenciales en la estrategia de defensa civil. Por ello, la seguridad
estructural y la confiabilidad de las senales transmitidas por las antenas pasan a ser temas

de singular relevancia.

Siendo los maéstiles reticulados y arriostrados uno de los sistemas estructurales mas
utilizados en la comunicacion inalambrica para soportar los elementos de transmisién como
lo son las antenas, éstos deben ser analizados y disenados adecuadamente para soportar las

acciones actuantes sobre los mismos.

Por ello, siendo el objetivo principal de la presente investigacién formular modelos
continuos de representaciéon que permitan evaluar la respuesta mecanica de mastiles reticu-
lados, extendiendo su aplicacién a mastiles reticulados y arriostrados, se procedié primera-
mente a desarrollar analiticamente y luego evaluar numéricamente, distintas estrategias para
la modelacion del perfil geométrico de una riostra suspendida sujeta a cargas transversales,

tales como el modelo parabdlico y el modelo catenaria, incorporando en los mismos, las
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caracteristicas de inextensibilidad y extensibilidad eldstica. Se evalué también, cémo es
afectada la respuesta de cada modelo frente a distintos niveles de pretension y distintos
grados de inclinacién de las riostras. Posteriormente se analizd una riostra con un extremo
desplazable, obteniéndose la expresién que define la evolucién no-lineal de la rigidez axial
de la misma cuando se produce el desplazamiento de su extremo. Dicha determinacion
permitio luego incorporar las riostras al modelo continuo maéstil-riostras como si se tratasen
de resortes eldsticos no-lineales. Al mismo tiempo, la riostra fue modelada via elementos
finitos a partir del uso de un software comercial (SAP2000), y cuyos resultados fueron
comparados con aquellos obtenidos analiticamente, lo cual permitié evaluar el desempeno

de la citada herramienta computacional.

Seguidamente, se realiz6 el estudio paramétrico via elementos finitos, de un mastil
reticulado de 120 m de altura y arriostrado por cuatro niveles de riostras, con tres riostras
por nivel. El sistema estructural fue sujeto a la accién de la componente horizontal principal
de distintos terremotos registrados, permitiendo de este modo evaluar la respuesta sismica
del mismo. La variacién en los parametros de diseno: i) pretensién inicial en las riostras, ii)
amortiguamiento estructural equivalente del sistema, y iii) rigidez flexional del méstil, fue
tenido en cuenta a fin de evaluar la influencia de los mismos en la respuesta estructural del

sistema mastil-riostras.

Dentro de los distintos patrones de reticulados capaces de materializar al mastil,
el mas utilizado resulta ser aquel de seccién transversal triangular, constituido por tres
largueros unidos entre si mediante diagonales articuladas en sus extremos y dispuestas en
un patrén del tipo zig-zag. Ante ello, se procedi6é a desarrollar un modelo continuo capaz
de representar adecuadamente la respuesta del mastil reticulado descripto, para lo cual,
las correspondientes ecuaciones diferenciales y las condiciones de borde fueron obtenidas
a partir de un planteo energético, haciendo uso del cdlculo variacional. No obstante, y
en la buisqueda de modelos reducidos de representacion, se logré formalizar para el mastil
reticulado, un nuevo modelo continuo pero simplificado, resultando con ello mas facil la reso-
lucién del sistema diferencial. Al mismo tiempo, se obtuvieron las propiedades equivalentes

necesarias para la representacion del reticulado a partir del modelo viga-columna, asi como
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también, expresiones explicitas capaces de determinar de manera directa las cargas criticas

de pandeo del mastil reticulado.

Por ultimo, se planteé un modelo continuo para la representacion de un mastil
reticulado y arriostrado por un nivel de riostras, en donde estas tltimas fueron conside-
radas como resortes eldsticos no-lineales y cuya rigidez axial se determiné a partir de lo
desarrollado en el Capitulo 3. El aporte energético de las riostras, energia de deformacion
del resorte y energia cinética, y en consecuencia el efecto de las mismas, queda incorporado
en las C.B. del modelo continuo del maéstil obtenido en el Capitulo 6. La implementacién
numérica de este modelo continuo con C.B. modificadas por la presencia de las riostras,
permitio evaluar la eldstica, las frecuencias naturales y la estabilidad del mastil arriostrado.

2d0

En el caso de las vibraciones naturales, se tuvo en cuenta el efecto de orden producido

por las cargas de compresion sobre cada larguero, debido a la pretensién de las riostras.

8.2 Discusion de los resultados

La formulacion catenaria conduce a la solucién que de manera exacta describe el
perfil geométrico adquirido por la riostra cuando ésta se encuentra sujeta a su propio peso,
es decir, a una carga transversal uniformente distribuida sobre la longitud de arco. En tanto
que la formulacién parabdlica, la cual resulta mas simple en su implementacién, describe
el perfil geométrico de una riostra sujeta a una carga transversal unifomemente distribuida
sobre la longitud de la cuerda. Por ello, utilizar el modelo parabdlico para representar la
respuesta mecanica de una riostra bajo su peso propio, sélo conduce a una aproximacién a
la solucién real del problema. No obstante, de las evaluaciones numéricas realizadas para
distintos ejemplos de riostras suspendidas, se observé que para el caso de que éstas presenten
suficiente pretensién, el modelo parabdlico (considerando la extensibilidad eldstica) conduce

a una excelente aproximacion de la respuesta, confirmando asi lo indicado por la literatura.

En cuanto a la evolucién no-lineal de la rigidez axial de la riostra cuando ésta
experimenta un desplazamiento en uno de sus extremos, se observé que la misma es fuerte-

mente dependiente del estado tensional imperante en la riostra. Para elevados valores de
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pretensién, el valor de la rigidez tiende al de la rigidez elastica, es decir, como si la riostra
se comportara como una biela trabajando en tracciéon. En tanto que para valores bajos de
pretensién, la riostra experimenta una especie de ”ablandamiento” axial, disminuyendo asi

considerablemente su rigidez.

De la evaluacién de los resultados obtenidos para las frecuencias naturales de la
riostra, se observé que para los modos de balanceo (fuera del plano) y para los modos
antisimétricos (en el plano), estos resultan fuertemente dependientes de la pretensién de
la riostra, en tanto que para los modos simétricos (en el plano) las frecuencias no sélo
dependieron de la pretensién, sino que también, de la rigidez axial de la misma. Por otra
parte, la componente adicional de traccién dinamica que se presenta en algunos modos
naturales de vibracién (en el plano), depende del corrimiento transversal total que resulta
como consecuencia de la vibracién producida. Por ello, esta componente sélo se presenta
en los modos simétricos en donde por como se distribuyen estos corrimientos, la suma total

de los mismos no resulta ser nula.

Las respuestas determinadas para la riostra a partir de su simulacién numérica
utilizando el software SAP2000 y el elemento finito cable disponible en su biblioteca, se
correspondieron con aquellas respuestas evaluadas analiticamente, por lo que entonces re-

sultaria apropiada esta herramienta computacional para ser utilizada en la modelacién.

En cuanto a los resultados obtenidos de frecuencias, via elementos finitos, para
las vibraciones naturales del mastil arriostrado analizado en el Capitulo 4, los mismos
fueron comparados con lo hecho por otros autores. Las maximas diferencias encontradas
estuvieron en el orden del 4 %, lo cual no sélo permitié la verificacién preliminar del modelo
para el estudio posterior de sensibilidad sismica, sino que también, establecer que el software

SAP2000 resultaria adecuado para la representacién de problemas similares al estudiado.

Del estudio de sensibilidad sismica de dicho mastil arriostrado, se pudo establecer
que el corte basal resulté del orden del 4 al 30 % del peso del madstil segin el registro
sismico considerado, valores similares a los hallados por otros autores. En algunos casos las
demandas de desplazamiento de la cima del mastil fueron del orden de los 0.60 m, resultando

ser una respuesta significativa frente a lo que representa la altura total del mastil (120 m).
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Por otro lado, a medida que el amortiguamiento estructural equivalente del sistema
resulté ser mayor, las respuestas (corte basal y desplazamiento de la cima) disminuyeron.
El orden de esta disminucion depende del nivel de pretensiéon de las riostras, de la rigidez
flexional del mastil y de las caracteristicas propias del registro sismico considerado, lo que
estaria indicando que la respuesta estructural depende de la relacién entre los pardmetros

mecanicos del sistema y los parametros propios de registro.

Es asi que en algunos de los casos analizados en el estudio paramétrico, se obser-
varon demandas importantes en las respuestas, las cuales podrian llegar a comprometer la
continuidad operativa de las comunicaciones debido a la sensibilidad de los equipos de trans-
misién-recepcion, encontrandose que para ciertos registros sismicos pareciera producirse un
posible efecto de amplificacién dindmica en la respuesta del sistema. Esto ultimo resultd

ma&s notorio para los modelos con valores minimos de amortiguamiento.

Por ello, la modificacién de la rigidez del mastil asi como también de los niveles
de pretension en las riostras (modificacién de la rigidez del sistema), podria conducir a
fuertes demandas en la respuesta del sistema frente a ciertos tipos de registros sismicos,
fundamentalmente, porque pareciera ser que las caracteristicas propias de cada registro
(PGA, contenido de frecuencias, duracién de la fase intensa, etc.) tendrian una fuerte y
marcada influencia en la respuesta. Esta consideracién estaria indicando que resultaria
muy dificil establecer tendencias de caracter general en cuanto a la respuesta esperada de

un maéstil arriostrado, sujeto el mismo a una eventual accién sismica.

Respecto al desarrollo de un modelo continuo de representacién para el mastil reti-
culado estudiado, preservando su configuracién espacial, éste resulta ser un sistema de nueve
ecuaciones diferenciales (9ED) las cuales gobiernan el comportamiento de dicho maéstil,
permitiendo entre otras cosas, evaluar posibles casos de cargas no simétricas actuantes
en los largueros. A partir de los resultados obtenidos de elastica, frecuencias naturales y
cargas criticas para un caso particular, se pudo observar un excelente desempeno numérico
del modelo 9ED desarrollado. Esto se debe a que el mismo considera aportes locales de

2d0

rigideces e inercias de los largueros, efectos de orden debido a las cargas de punta, y

flexibilidad por corte propia de los sistemas reticulados.
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Si bien estas consideraciones hacen que la respuesta del mastil sea determinada
con precisién, también dichas consideraciones hacen que la solucién numérica resulte més
compleja de hallar, por dar lugar a un incremento en el orden del sistema diferencial. Pero
el mayor esfuerzo y costo computacional que implica la implementacién numérica del mo-
delo, se debe fundamentalmente a los acoplamientos que se presentan entre los corrimientos
axiales y transversales de cada uno de los largueros que conforman al mastil, lo cual hace

que cada una de las ecuaciones del sistema diferencial resulten también acopladas entre si.

Por lo anteriormente comentado, y en la bisqueda de modelos reducidos de re-
presentacion, a partir del modelo continuo desarrollado (9ED) se pudo fundamentar fisica
y matemadticamente el planteo de un nuevo modelo continuo pero simplificado (6ED). Este
nuevo modelo resulta significativamente més simple al momento de abordar la solucion del
sistema diferencial, debido fundamentalmente al desacoplamiento que se presenta entre los
corrimientos axiales, flexionales y torsionales. La implementacién numérica del modelo 6ED
a ejemplos del mastil reticulado bajo distintas C.B. posibles, mostraron que los resultados
hallados de elasticas, frecuencias naturales y cargas criticas, permiten indicar, al igual que

para el modelo 9ED, un excelente desempeno numérico del mismo.

La determinacion de las propiedades equivalentes resultan necesarias para la re-
presentacion discreta del mastil como viga-columna. Los resultados encontrados en diversos
ejemplos analizados con esta modelacién, via elementos finitos, indican que la misma es una
estrategia valida a la hora del disenio del mastil reticulado, no solo por su bajo costo com-
putacional sino que también, por el muy buen desempeno numérico del modelo. Esto ultimo
se debe a que las propiedades equivalentes determinadas (eldsticas e inerciales) contemplan
aportes locales provistos por los largueros y diagonales, y consideran la flexibilidad por corte

propia del alma reticulada, aunque el fenémeno torsional no pudo ser representado.

Las expresiones obtenidas para la determinacién de las cargas criticas de pandeo
del mastil reticulado, fueron implementadas en diferentes ejemplos. Los resultados obtenidos
fueron muy satisfactorios, en donde la diferencia con una modelacién via elementos finitos
resulté ser inferior al 0.5 %. Estas expresiones permiten evaluar la estabilidad de manera

simple y directa, y sin restriccion en cuanto a las posibles C.B. que presente el problema.
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La implementacién numérica del modelo continuo desarrollado para la representa-
cion del sistema mastil-riostras, modelo MRA-6ED, permitié evaluar para distintos ejemplos
las eléasticas, frecuencias naturales, y cargas criticas de pandeo, en todos los casos de manera

simple y sin un mayor esfuerzo computacional.

En cuanto al estado de pretensién inicial a suministrarle a las riostras, éste puede
diferir significativamente dependiendo de la normativa considerada. Para los ejemplos abor-
dados en esta investigacion, se considerd el Reglamento Nacional CIRSOC-306 y la Norma
Canadiense ANSI/TIA-222-F, en donde los niveles de pretensién obtenidos en cada caso
fueron notoriamente distintos (diferencia del orden de tres veces y media). Esta situacién
influy6 considerablemente en los valores de corrimientos de la cima del mastil obtenidos en
cada caso, en tanto que esta diferencia de pretensién inicial no condujo a cambios relevantes

en los valores de frecuencias naturales y cargas criticas del méstil.

De la comparacién de resultados para un ejemplo de mastil arriostrado, obtenidos
con el modelo continuo MRA-6ED y con un modelo discreto utilizando el software SAP2000,
se observé una muy buena prestacién del modelo desarrollado. La méaxima diferencia en-
contrada en los resultados fue del orden del 4 % y correspondié a la determinacion de la
elastica para el caso de riostras con una pretension inicial dada de acuerdo a Reglamento
CIRSOC 306 (pretension tres veces y media menor a la dada por la Norma Canadiense).
Esta diferencia indicada se deberia a que el modelo continuo considera a las riostras como
resortes no-lineales cuya rigidez axial corresponde a la dada por el modelo parabdlico, en
tanto que el elemento finito cable (no-lineal) del modelo discreto considera la formulacién
de la catenaria, y como es sabido, mientras menos tensas se encuentran las riostras las

diferencias entre la solucién parabdlica (aproximada) y la de la catenaria resultan mayores.

Este modelo continuo MRA-6ED se fundamenté en el modelo 6ED obtenido para
el mastil reticulado, al que se le incorporé las riostras las que fueron consideradas como
resortes eldsticos no-lineales, quedando el efecto de las mismas evidenciado en las C.B. del
problema. De analizar estas C.B., se observa que en aquéllas asociadas al giro torsional de
la seccién transversal no hay aporte de las riostras a la restriccion de este giro. Esto ultimo

justificaria que en muchos casos de la practica, exista la necesidad de disponer de dispositivos
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especiales conocidos como ”estrellas anti-rotoras” a fin de restringir este movimiento, el cual
como se infiere, no puede ser controlado por las riostras dispuestas espacialmente 120° entre

si tal como resulta en los casos de mastiles arriostrados y de seccién transversal triangular.

Por otro lado y a partir de resultados obtenidos, la consideracién del efecto de
240 orden producido por las cargas de compresién actuantes sobre los largueros debido a
la pretension de las riostras, podria tener cierta relevancia en los valores de las frecuencias
naturales flexionales siempre y cuando el mastil resulte ser muy flexible. Esto implicaria
que dicha carga de compresion actuante resulte cercana a la de pandeo flexional, de otro
modo, la consideracién de dicho efecto seria poco relevante. En la préactica, es de esperar
que el diseno del méstil de lugar a una rigidez flexional del mismo tal que haga que la carga
critica que conduzca a la inestabilidad del sistema sea suficientemente mayor a la carga de
compresién debido a la pretensiéon de las riostras, no presentandose asi una modificacion

significativa en las frecuencias naturales como consecuencia del esfuerzo normal actuante.

8.3 Conclusiones

Las siguientes conclusiones que a continuacién se indican, han sido deducidas a
partir de evaluar analiticamente los modelos y expresiones desarrolladas en la presente
investigacion, asi como también, de resultados numéricos obtenidos al ser implementado los

mismos. Estos resultados fueron verificados utilizando modelaciones via elementos finitos.

Como conclusiones generales, se pueden establecer que:

e El modelo continuo 6ED formulado representa con exactitud la respuesta mecanica
(elasticas, frecuencias naturales y cargas criticas) del méstil reticulado analizado,
pudiéndose evaluar el comportamiento estructural en cualquier parte del domino y
no encontrando restriccién alguna de aplicacion en cuanto a las distintas C.B. posi-

bles del problema, resultando ademas simple su implementacién numérica.

e En tanto que el modelo continuo MRA-6ED, variante del modelo 6ED para ser apli-
cado a mastiles arriostrados, mostré un excelente desempeno numérico al momento

de evaluar la respuesta de un mastil reticulado y arriostrado por un nivel de riostras.
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Como conclusiones particulares, se pueden establecer que:

Resulta valido representar el comportamiento mecanico de la riostra mediante el mo-
delo parabdlico (solucién aproximada) considerando la extensibilidad del material,
siempre que ésta presente una suficiente pretension tal que haga que su relacién de

flecha sea menor a 1/8.

La rigidez axial de la riostra depende del estado de pretension que impera en la misma,
presentando una evolucién no-lineal frente a cambios en los esfuerzos internos que dan
lugar a la modificacion de dicha pretensién. Esto confirma el comportamiento no-lineal
de la riostra, y al mismo tiempo, que no resulte apropiada su representacién como un

resorte lineal en un sistema arriostrado.

Cuando la riostra se tensa, experimenta una especie de ”endurecimiento” dando lugar
a una rigidizacién de la misma, y si dicha pretensién aumenta ain maés, la rigidez de
la riostra tiende a ser la de una biela trabajando en traccién. En tanto que si pierde

pretensién, la misma se ”ablanda”, originando una disminucién en su rigidez axial.

Los niveles de respuesta sismica observados en el mastil arriostrado, muestran que
los dispositivos de comunicaciones pueden ver afectada su operatividad, siendo nece-
sario un estudio detallado de estas tipologias estructurales cuando las mismas sean

emplazadas en zonas con elevado riesgo sismico.

Frente a las caracteristicas particulares de cada registro sismico, puede resultar un
efecto de amplificacion dindmica en la respuesta del sistema estructural como conse-
cuencia, una aunque leve sea, de la variacién en la rigidez del mismo. Esto pone de
manifiesto que no siempre un mayor nivel de pretensién en las riostras conducird a

una menor demanda, por ejemplo, en el desplazamiento lateral de la cima del mastil.

Por otra parte y como era de esperar, el amortiguamiento estructural del sistema
pareciera ser el principal pardametro que permite, en cierto modo, morigerar la de-

manda sismica sobre el mismo.
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El modelo continuo 9ED permite evaluar el comportamiento mecanico de cada uno de
los largueros que conforman al méstil, es decir, preservando la configuracion espacial
del mismo y admitiendo inclusive, la aplicacién de cargas no simétricas actuantes

sobre éstos, aunque su implementacién requiere de un mayor esfuerzo computacional.

La implementacién numérica del modelo continuo simplificado 6ED, el cual incorpora
el efecto de 27 orden, implica un minimo esfuerzo y costo computacional, no habiendo
restriccién alguna de aplicacién en cuanto a las distintas C.B. posibles del problema,

y preservando la calidad de los resultados obtenidos con el modelo 9ED.

El efecto de 2% orden en los valores de las frecuencias flexionales del méstil resulta
significativo, en la medida que la carga de compresiéon actuante sobre cada larguero

sea proxima a la carga critica de pandeo, de otro modo el efecto no resulta relevante.

Se obtuvieron muy buenos resultados numéricos al representar al mastil reticulado
mediante un modelo discreto viga-columna a partir de las propiedades equivalentes
determinadas (elasticas e inerciales), aunque tanto el fenémeno torsional como la
C.B. de restriccién local al giro flexional de los largueros (condicién E) no pudo ser

representado por el modelo de elementos finitos implementado.

Las expresiones obtenidas para la evaluacién de la estabilidad flexional y torsional del
reticulado entregaron excelentes resultados numéricos, permitiendo la determinacién
de las cargas criticas de manera simple y directa, resultando ser con ello una alternativa

de aplicacién valida, confiable y por demaés novedosa.

El modelo continuo MRA-6ED desarrollado, permite evaluar sin un mayor esfuerzo
computacional y con muy buena prestacién numérica, la respuesta de un mastil reti-
culado y arriostrado por un nivel de riostras, asi como también, el comportamiento

mecanico de estas ultimas.

Para la determinacion de la elastica del mastil arriostrado sujeto a cargas transversales,
se requirieron de muy pocas iteraciones necesarias para actualizar la rigidez del nudo

arriostrado, y con ello, encontrar una adecuada solucién al problema no-lineal.
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e La consideraciéon de distintas normativas para establecer la pretensién a dar a las
riostras en el montaje puede conducir a valores significativamente muy distintos, y
con ello, a que la respuesta elastica del mastil sea notoriamente diferente segin la

normativa adoptada.

e Lo comentado anteriormente destaca la importancia a la hora del montaje de los
mastiles arriostrados, de disponer de dispositivos adecuados que permitan medir con
precisién la pretensién a suministrale a las riostras. En los montajes de estas estruc-
turas suele suceder habitualmente que esta pretensién no se mida con certeza o que
directamente no se mida, lo cual podria motivar a que la respuesta del sistema sea

mayor a la esperada.

Es de destacar que no se reporta en la literatura consultada un modelo continuo
espacial (9ED) como el desarrollado en esta investigacion, el cual sea capaz de representar el
comportamiento individual de cada uno de los largueros que conforman al mastil reticulado
estudiado, permitiendo también, abordar casos en los cuales las cargas sobre los largueros

estan aplicadas de manera asimétrica.

En tanto que también resulta novedoso para la literatura, las expresiones obtenidas
para la determinacién de las cargas criticas de pandeo, las que por otro parte y dada la
originalidad y practicidad de las mismas, seran propuestas a las correspondientes autori-
dades de CIRSOC para que ellas consideren si resultan pertinentes incorporarlas en la
Reglamentacién, fundamentado ello, en que actualmente no existe reporte alguno en los
Reglamentos Nacionales que permita un analisis directo de la estabilidad como el propuesto

en la presente investigacién.

Por ultimo, el trabajo de investigacién desarrollado en esta tesis, ha permitido
formar parte de once articulos presentados en distintas conferencias [3], [18], [21], [22], [23],
[24], [25], [26], [27], [28], [29], asi como también, de un articulo en revisién enviado a una

revista internacional [4].
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8.4 Futuros Trabajos

Respecto al modelo continuo 9ED desarrollado, resultard de interés en trabajos
futuros poder aplicar la solucién general del sistema de ecuaciones diferenciales que go-
biernan el comportamiento del reticulado a otras C.B. posibles, asi como también, evaluar
la respuesta del mismo frente a cargas aplicadas en los largueros con una disposicién del

tipo asimétrica.

La busqueda de modelos continuos capaces de representar con mayor precision la
respuesta dindmica del sistema mastil-riostras, hace necesaria la consideracién del amor-
tiguamiento estructural equivalente. Por ello, en trabajos futuros, dicha propiedad estruc-

tural serd incorporada en dicho modelo de representacion.

En lo que a la modelacién discreta via elementos finitos se refiere, y como un
aporte a los reglamentos nacionales y a la practica profesional, se pretende abordar el
estudio de maéstiles con otros patrones de reticulados distintos al de zig-zag, permitiendo
ello obtener mediante un planteo energético las propiedades equivalentes necesarias para la
representacion del reticulado como viga-columna, asi como también, expresiones explicitas

capaces de determinar de manera directa las cargas criticas de pandeo.

Otro enfoque posible derivado del presente estudio, es la cuantificacién de incer-
tidumbre. En efecto, si alguna propiedad caracteristica de un parametro es considerada
como una variable aleatoria, es posible evaluar la propagacion de la variacion estocastica de

dicho parametro y obtener asi mayor informacién sobre la respuesta dindmica del sistema.

Ante ello, y debido al interés en encontrar cial o ciiales son los pardmetros propios
de cada registro sismico que, frente a las caracteristicas mecanicas del sistema mastil-riostras
hacen que la respuesta del mismo se vea amplificada, se pretende en el futuro abordar
estas caracteristicas con modelos estocasticos de mastiles arriostrados de distintas alturas
y sujetos a diversos registros sismicos, permitiendo de este modo obtener conclusiones que

resulten generales a estas tipologias estructurales.

Como un aporte a lo comentado anteriormente, y a fin de compreder de mejor

modo la respuesta sismica del sistema, desde un trabajo experimental de campo se pretende
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instrumentar un mastil reticulado arriostrado de aproximadamente 110 m de altura. Para
este proposito se colocarian acelerémetros en distintos sectores del sistema estructural con
el objeto de rigistrar la respuesta sismica del mismo. Cabe destacar que dicho mastil
arriostrado se encuentra emplazado en el predio de la Universidad Tecnoldégica Nacional-
Facultad Regional Mendoza, Provincia en la cual su condicién geolégica hace que se presente

una elevada actividad sismica.
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Apéndice A

Solucion particular del sistema
diferencial 6ED para el caso del

mastil simplemente apoyado

En el presente Apéndice se aborda la solucién particular del sistema diferencial
6ED desarrollado en el Capitulo 6. Para ello se analiza nuevamente el caso del mastil

reticulado simplemente apoyado (A-A).

A.1 Vibraciones naturales

Se acepta que el sistema estd liberado de cargas aplicadas, que se prescinde de su
peso propio, y que ademds el mismo presenta modos armonicos de vibracion, por lo cual

resulta:

{uo, Vo, Wo, Buos Bvos Hwo} (z,t) = {uo, Vo, Wo, Ouo, Ovos Hwo} (z)e™ (A1)
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Vibracion axial

Se adopta como solucién para la variable espacial a la siguiente funcién trascen-

dente:

Uo(x) = Ucos(%az) n=12.. (A.2)

la cual satisface las condiciones de borde del problema. Por lo tanto la funcién espacio-

temporal puede ser expresada ahora como:

Uo(x,t) = UCOS(Z—wJE) et (A.3)
!

y al reemplazar en la ecuacién diferencial dada en (6.23), se obtiene:

—(EA)O(%>2 + mﬁ(%)z + (pA)w? = 0 (A.4)

de la que despejando, resulta:

wa, = (= (EA)o F .
“ (Ll>[<pA>o+m(g—;r)2 e

siendo wy, la frecuencia circular en vibracién axial para el reticulado simplemente apoyado,

obtenida a partir del modelo continuo simplificado 6ED.

Vibracion flexional

Se adopta como soluciones para las variables espaciales, a la siguientes funciones

trascendentes:
vo(z) = Vsin(i—wa:) n=12,.. (A.6)
!
Owo(z) = \IJCOS(Z—T‘-:E> n=12.. (A7)
!

las cuales satisfacen las condiciones de borde del problema. Por lo tanto las funciones

espacio-temporal pueden ser expresadas ahora como:

Vo(x,t) = Vsin(Z—W:E) et (A.8)
!
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Owo(z,t) = Ycos (Z—T’E) et (A.9)
!
y al reemplazar en las ecuaciones diferenciales dadas en (6.24 y 6.28), se obtiene:

4 2 2
[3Eljly (%) + (GA)o(%> — (3pJly + ra)w? (%) - (PA)owzl V-

—(GA)O(%>\IJ —0  (A.10)

(GA%(%)V - lez(ETA) (%)2 - %&(%)2 - (p‘;m)%ﬂ + (GA)O] U =0 (A.11)

Expresando dicho sistema diferencial homogéneo en forma matricial, la condicion de solucién

no trivial resulta en una ecuacién algebraica de cuarto orden en w,,:

awy +bwl +c=0 (A.12)
en donde se ha definido a:
n\ 2 erg (nm\%  (pJe)o
a= - [(3P1le +74q) (E> + (PA)o] [? (E> + 9 (A.13)
e®rqg (nm\© e2(EA), e’rq (pJe)o | (mm\*
b= ElleT (L_l> + (3lely + Td)T + (GA)O? + 3E1le 5 (L_l> +
nm\ 2
HGAW(p1), () + (G A(pA), (A14)
2 6 4
= [Emyﬂ () + @16 () ] (A15)
2 L; L

De (A.12) se obtiene w,,, siendo ésta la frecuencia circular en vibracién flexional para el
reticulado simplemente apoyado, obtenida a partir del modelo continuo simplificado 6ED.

Con un desarrollo equivalente, se obtiene la frecuencia circular en vibracién flexional wy,, .

Vibraciéon torsional

Se adopta como solucién para la variable espacial a la siguiente funcién trascen-

dente:

Ouo () = @cos(i—waz) n=12.. (A.16)
!
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la cual satisface las condiciones de borde del problema. Por lo tanto la funcién espacio-

temporal puede ser expresada ahora como:

Ouo(x,t) = Ocos (Z—T’E) et (A.17)
!

y al reemplazar en la ecuacién diferencial dada en (6.26), se obtiene:

ezElle nr\4 n\ 2 of Ptdip  Ta\ ofnm 2 9
— | = 2ol — | — — + — — ) - ow” =0 (A.18
() +Eaa(g) - (B + ) (T) —wt=0 a9

de la que despejando, resulta:

Wou, = (%) [62]32!% (%)2 n (GJm)O] : [62 (Pl;zp N %d) (%)2 n (me)O] : (A.19)

siendo wg,, la frecuencia circular en vibraciéon torsional para el reticulado simplemente

(NI

apoyado, obtenida a partir del modelo continuo simplificado 6ED.

Efecto de la carga axial en las vibraciones naturales

Las frecuencias circulares flexionales y torsionales se ven modificadas como con-
secuencia de las cargas axiales que actuan en los extremos de los largueros. Por ello se
analiza el caso en el cual sobre los extremos de cada uno de largueros actia una carga axial
P,,. La presencia de estas cargas hace que, al desarrollar analiticamente el sistema diferen-
cial en busqueda de la solucién del mismo, se incorporen nuevos términos a las ecuaciones

correspondientes a las frecuencias mencionadas.

Frecuencias flexionales: a la definicién del coeficiente b dado en (A.14), se le
incorpora el siguiente término:
2 4 2
e“rq (nm 3(pJz)o (mr)
— | = — | — P, A.20
l 2 (L, ) T L e (4.20)
mientras que a la definicién del coeficiente ¢ dado en (A.15), se le incorpora el siguiente

término:

[@ (%)4 + 3(GA)O(%>2] Puo (A.21)
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Frecuencias torsionales: la consideracion de las cargas axiales hace que la

expresion de la frecuencia dada en (A.19) resulte ahora:

1 1
nmw ezElle nm\ 2 9 2 o P1i ra\ /nm? 2
w, — | =/ e x)o — Puo L o T x/)o A.22
o= ()| 55+ @omera] | (B B) () 5 0o th2

En Tabla A.1 se muestran resultados numéricos de frecuencias naturales para el

mismo ejemplo considerado en el Capitulo 5, comparando con los resultados obtenidos en
dicho Capitulo al implementar el modelo 9ED. En Tabla A.2 se muestra el efecto de la carga

axial de compresién P,, en los resultados de frecuencias obtenidos.

‘ Frecuencia ‘ n ‘ 6ED ‘ 9ED ‘
1| 496.618 | 494.688
Axial 2 | 993.198 | 989.368
3 | 1489.704 | 1484.035
1 8.000 7.969
Flexional | 2 31.651 31.528
3| 69.966 69.689
1| 74.384 74.383
Torsional | 2 | 148.816 | 148.813
3| 223.344 | 223.336

Tabla A.1: Frecuencias naturales del mastil reticulado en [rad/seg]. Modelos 6ED y 9ED

‘ Puo(e) [N] ‘ Frecuencia ‘ n ‘ 6ED ‘ 9ED ‘
1| 7.886 7.855
1000 Flexional | 2 | 31.537 | 31.413
3| 69.850 | 69.572
1| 74.368 | 74.368
1000 Torsional | 2 | 148.784 | 148.782
3| 223.297 | 223.289

Tabla A.2: Efecto de la carga axial de compresién en las frecuencias naturales en [rad/seg]
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A.2 Estabilidad

En este caso, corresponde a lo desarrollado en la Seccién 6.7 del Capitulo 6.

En Tabla A.3 se muestran resultados de la carga critica de flexion y de torsion
actuante sobre cada larguero, obtenidos al implementar el modelo 6ED al mismo ejemplo que
fuera analizado en el Capitulo 5, y comparandose nuevamente con los resultados obtenidos

en dicho Capitulo.

‘ Carga critica ‘ 6ED ‘ 9ED ‘
Pl 35413 | 35140
Pl 2388436 | 2388333

Tabla A.3: Carga critica de flexién y torsién en cada larguero en [N]. Modelos 6ED y 9ED

Nota: en todos los casos de vibraciones y cargas criticas analizados anterior-
mente, si se prescinde de los aportes locales, la solucion del sistema diferencial resulta
mas simple de obtener, tal como se puede ver en el Apéndice B en donde se muestra el

correspondiente desarrollo.
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Apéndice B

Solucién general del sistema
diferencial 6ED para el caso del

mastil con distintas C.B.

B.1 Implementacién del modelo simplificado desarrollado

En el Capitulo 6 se procedié a la implementacion del modelo continuo simplificado
para evaluar numéricamente la estatica, estabilidad y dindmica de mastiles reticulados bajo
la C.B. de apoyado-apoyado (A-A). En el presente Apéndice se implementa dicho modelo
a la solucién del mastil reticulado bajo otras C.B., las cuales se muestran en la Figura 6.4

del Capitulo anteriormente citado.

B.1.1 Elasticas
2° caso: fijo-fijo (F-F)

En el presente caso los extremos de los largueros presentan restringidos los corri-

mientos en las tres direcciones principales, dando lugar también a una restriccién del giro
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flexional de la seccion transversal. Por lo tanto para este caso particular, las C.B. resultan:

(E:Ll (E:Ll
Vo() =0 = Vo() =0
=0 =0
(E:Ll (E:Ll
Guwol(T) =0 = Owo(x) =0
=0 =0
(E:Ll (E:Ll
V@)  #0 = [l@| =0
=0 =0

(B.1)

(B.3)

Evaluando ahora la solucién para el corrimiento transversal y para el giro flexional (y sus

derivadas segin corresponda) en los bordes del problema, se tiene:

U0(0)2V1+V5+‘/6:0

v)(0) = 2V3 + V5AZ + VA = 0
2 3 AsL Ly, 3dvo L}
Vo(Ly) = Vi + VoLy+ V3Li + V4L + Ve ™ + Ve o™t + (Ejy)oﬂ _
Owo(Li) = Vo +2V3L; + V) [% + 3L12] Vs [/\5 _ %/\g] sl 4
e il
3qvo Li _

vl (Ly) = 2V + 6ViLy + Va2 sht 4 VehZerokt 4

(EJyo 2

(B.8)

(B.9)

Resolviendo de manera equivalente al caso A-A, se obtienen los correspondientes valores de

las constantes V.
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3° caso: empotrado-empotrado (E-E)

En el presente caso los extremos de los largueros presentan restringidos los corri-
mientos en las tres direcciones principales, asi como también los giros flexionales. Nueva-
mente, los giros flexionales de la seccion transversal se encuentran también restringidos. Por

lo tanto para este caso particular, las C.B. resultan:

(E:Ll (E:Ll
Vo() =0 = |vo(x) =0 (B.10)

=0 =0
r=L; =L

Guwo(T) =0 = Buo () =0 (B.11)
=0 =0
z=L; =L

V() =0 = vl (x) =0 (B.12)
=0 =0

Evaluando ahora la solucién para el corrimiento transversal y para el giro flexional (y sus

derivadas segun corresponda) en los bordes del problema, se tiene:

’UO(O) =Vi+Vs+Vg=0 (B.13)
e2(EA), 3E1 iy 5 3E iy 5
Ouwo(0) = Vo + V4W + Vs [/\5 — (GA)O/\s] + Vs [/\6 — (GA)O/\G] =0 (B.14)
’Ué(O) =Vo+4+ Vshs+ Vg =0 (B.15)
2 3 AsL AsL 3quo L}
Vo(Ly) = Vi + VoL + V3L + Vi Lj + Vse ™ + Vge o7t + — =0 (B.16)
(EJy), 24
2(EA), 3EJ)
Ouwo(L1) = Vo + 2V3L; + Vj [% + 3L,2] + Vs [A5 - Gi‘l)ly Ag] el
3EJ, 3qv0 [L}  €2(EA), L,
Ve - w] Aol 7[_! 7_] —0  (BAT
" 6[ S~ G, o T EL, L6 (G, 6 (B.17)
! 2 AsL AL 3qvo L}
Uo(Li) = Vo + 2V3L; + 3V4Lj + VsAse™*™ + VgAge ™! + B, 6 0 (B.18)
y)o

Resolviendo de manera equivalente al caso A-A, se obtienen los correspondientes valores de

las constantes V.
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4° caso: libre-fijo (L-F)

En el presente caso, los extremos iniciales (z = 0) de los largueros presentan libera-
dos los corrimientos en las tres direcciones principales, dando lugar también a que la seccién
transversal en dicho borde pueda girar flexionalmente. En tanto que en los extremos finales
(z = L), los largueros presentan restringidos los corrimientos en las tres direcciones prin-
cipales, asi como los giros flexionales de la seccién. Por lo tanto para este caso particular,

las C.B. resultan:

Vo(z)| #£0 = |3E,J,yug'(:c) — (GAYo(v)(2) = buo(®))| =0 (B.19)
=0 =0
GuwolT) £0 = 0..(x) =0 (B.20)
=0 =0
=L, =1
Vo(x) =0 = |vo(x) =0 (B.21)
=L, =1
Guo(T) =0 = Buo () =0 (B.22)
=L, =1
V'o(z) £0 = V() =0 (B.23)
=0 =0

Evaluando ahora la solucién para el corrimiento transversal y para el giro flexional (y sus

derivadas segun corresponda) en los bordes del problema, se tiene:

3BTy} (0) = (GA)o(v(0) = Ouuo(0)) = Vo =0 (B.24)
3E.J; 3EJ; 3o €*(EA),
ewo(o) ‘/3 + V5 A5 (GA)OAS + ‘/6 A6 (GA)O 6 + (EJy)o 6(GA)O ( )
V/(0) =2V + VEAZ + VoA =0 (B.26)
2 3 AsL Ao 3quo L}
Vo(Ly) = Vi + VoL + V3L + V4 Lj + Vse™5™ 4 Vge ot + — =0 (B.27)

(EJy)o24
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e2(EA) 3E1J;
Owo(L1) = Vo + 2Vl + Vi | ——22 + 3L2| + V| A5 — y/\?’] As L
(L) 2+ 2V3lg + 4[ GA), + l}-l— 5[5 (GA)056 +

3By, 3] AL 3o [L;‘" e2(EA)0Ll]
Vi | A6 — Ao | erolt Ly e B.28
" 6[ ST (Ga), )¢ (EJ,), |6 T GA), 6 (B.28)

1" _ 2 sl 2 X¢L; 3o le _
vy (L) = 2V3 + 6V L, + Vs)Ase + VsAge + == (B.29)
(EJy)o 2

Resolviendo ahora de manera equivalente al caso A-A, se obtienen los correspondientes

valores de las constantes V.

5° caso: libre-empotrado (L-E)

En el presente caso, los extremos iniciales (z = 0) de los largueros presentan
liberados los corrimientos en las tres direcciones principales, dando lugar también a que la
seccién transversal en dicho borde pueda girar flexionalmente. En tanto que en los extremos
finales (z = L;), los largueros presentan restringidos los corrimientos y los giros flexionales
locales en las tres direcciones principales, dando lugar también a una restriccion de los giros

flexionales de la seccion transversal. Por lo tanto para este caso particular, las C.B. resultan:

Vo(z)| #£0 = |3E,J,yug'(:c) — (GAYo(v)(2) = uo(®))| =0 (B.30)
=0 =0
Guwo(x) #0 = 0..(x) =0 (B.31)
=0 =0
=L, =1
Vo(x) =0 = |vo(z) =0 (B.32)
=L, =1
Vo(x) =0 = |vo(x) =0 (B.33)
=L, =1
Guwo() =0 = Owo(x) =0 (B.34)
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=0 (B.35)

Evaluando ahora la solucién para el corrimiento transversal y para el giro flexional (y sus

derivadas segun corresponda) en los bordes del problema, se tiene:

BB (0) = (G A)o(0h(0) ~ buol0)) = Vi =0 (B.36)
3E1Jl 3El<]l 3(]1)0 ez(EA)o
0 (0)=2Vs+ V5| A2 — yx*] + Vi [/\ yx*] =0 (B.37
wo( ) 3+ 5[ 5 (GA) 6| "\6 (GA) (EJy)o 6(GA)O ( )
V(0) =2V + VA2 4+ VA2 =0 (B.38)
2 3 AsL Ao L 3qv0 L}
Vo(Ly) = Vi + VoL + V3L + Vi Lj + Vse ™ + Vge o™t + — =0 (B.39)
(EJ,), 24
e2(EA) 9 3EJ;
wo(L1) = 2Vs L S Sl Y ) s — yx”’]“l
0 (l) Vo + V31+V4[ (GA)O —|—3l]+V5[5 (GA) +
3By, 3] el 3vo [L{> (EA)OLI]
Vel \g — A3 erol o 2o 1B € \BA)o ) _ B.40
i (e &), 6 " (cA), 6 (B.40)
3qpo L3
vl(Ly) = Va + 2V3 L + 3VAL2 + VedseEt + Vghgetolt + (Ef’]) “L_g (B4

Resolviendo ahora de manera equivalente al caso A-A, se obtienen los correspondientes

valores de las constantes V.

6° caso: apoyado-fijo (A-F)

En el presente caso, los extremos iniciales (z = 0) de los largueros presentan
solo restringidos los corrimientos en las direcciones principales de y y z. En tanto que los
extremos finales (x = L;), presentan restringidos los corrimientos en las tres direcciones
principales, asi como también los giros flexionales de la seccién transversal. Por lo tanto

para este caso particular, las C.B. resultan:

I
o
Il

=0 (B.42)
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Guwo(x) A0 = 0,.(x) =0 (B.43)
=0 =0
=L, =L

V() #0 = V() =0 (B.44)
=0 =0
r=L; =L

|gwo(x) =0 = B0 () =0 (B.45)

Por lo tanto evaluando la solucién para el corrimiento transversal y para el giro flexional (y

sus derivadas segtin corresponda) en los bordes del problema, se tiene:

0,(0) =Vi+Vs+ V=0 (B.46)
3EJ; 3EJ; 3o €*(EA),
0 (0) =2V V[V— yx*] V[V— yx*] =0 (B.47
wo( ) 3+ Vs 5 (GA)O 5 + Ve 5 (GA)O 5 + (EJy)o 6(GA)O ( )
V(0) =2V + VA2 4+ VA2 =0 (B.48)
3quo L}
Vo(Ly) = Vi 4 VoL + V312 + V4 L3 + Vsesht 4 Vgerobe 4 222 —L — (B.49)
(EJy), 24
e2(EA) 3E1J;
Owo(Ly) = Vo + 2Vl + V| ——22 3L2] V[/\ ——yx“)] Aol
(L) 2+ 2V3L; + 4[(GA)O+ |+ Vs| s (GA)056 +
3By, 3] el 3vo [L{> e2(EA)0Ll]
Vil g — A2l ereln il S St/ i R0 B.50
* 6[ 6~ (GA), 6| (EJ), L6 " (GA), 6 (B.50)
” B 2 sl 2 AeL; 3qvo le _
vy (Ly) = 2V3+6VyL; + VsAze + VsAge +——=0 (B.51)

(Edy)o 2

Resolviendo de manera equivalente al caso A-A, se obtienen los correspondientes valores de

las constantes V.

7° caso: apoyado-empotrado (A-E)

En el presente caso, los extremos iniciales (z = 0) de los largueros presentan

solo restringidos los corrimientos en las direcciones principales de y y z. En tanto que los
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extremos finales (x = L;), presentan restringidos los corrimientos en las tres direcciones
principales y los giros flexionales locales, asi como también los giros flexionales de la seccién

transversal. Por lo tanto para este caso particular, las C.B. resultan:

=L, =1,
Vo(x) =0 = |vo(x) =0 (B.52)
=0 =0
Guwo() #0 = 0..(x) =0 (B.53)
=0 =0
V() #0 = V() =0 (B.54)
=0 =0
=L, =1
Guwo() =0 = Owo(T) =0 (B.55)
=L, =1,
V() =0 = vl () =0 (B.56)

Por lo tanto evaluando la solucién para el corrimiento transversal y para el giro flexional (y

sus derivadas segtiin corresponda) en los bordes del problema, se tiene:

’UO(O) =Vi+Vs+Vg=0 (B.57)
3E1Jl 3El<]l 3(]1)0 ez(EA)o
0 (0)=2V3+ V: [V yx*] + Vi [/\ yx*] =0 (B.58
wo( ) 3+ Vs 5 (GA) 6|6 (GA) (EJy)o 6(GA)O ( )
V(0) =2V + VA2 4+ VA2 =0 (B.59)
2 AsL 6L 3qvo L}
Vo(Ly) = Vi + VaLy + 3L} + ViL} + VseH + Vgetoht + L= (B.60)
(EJ,), 24
e*(EA) 3EJ;
Ouwo(Ly) = Vo + 2Va Ly + Vi | ——22 3L2] V[/\ — y/\?’] Aol
(L) 2+ 2V3l; + 4[(GA)O+ 1|+ Vs|As (GA) +
3By, 3] el 3vo [L{> (EA)OLI]
Vsl e — A 6% 4+ ——— |- 4+ ———— 1 =0 B.61
#i o = Gt + [ (B.61)
' 6L 3qvo Ll
Vo(L1) = V2+2V3Ll+3V4L1+V5/\56“’l+V6/\€61+(EJ) =0 (B.62)

Resolviendo de manera equivalente al caso A-A, se obtienen los correspondientes valores de

las constantes V.
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B.1.2 Vibraciones naturales
2° caso: fijo-fijo (F-F)

La C.B. del reticulado para el movimiento axial, resulta para este caso:

(E:Ll (E:Ll

uo () =0 (B.63)

=0
Por lo tanto, evaluando en los bordes del problema la funcién solucién para la forma modal

en vibracién axial, se tiene:

u$(0) = U™ =0 i=1,2 y n=123,.. (B.64)
(n)
uNLy) =UMN =0 j=12 y n=1,23,.. (B.65)

En cuanto al movimiento transversal en y acoplado al giro flexional alrededor del
eje z, las C.B. del reticulado resultan las mismas que las del analisis de la elastica. Por lo
tanto habiendo evaluado en los bordes del problema las funciones soluciéon para la forma
modal en vibracién transversal y en vibracién por giro flexional (y sus derivadas segin

corresponda), resulta:

v(0) =V, =0 j=1,....6 y n=1,23,.. (B.66)
6 (0) = v\ =0 j=1,...6 y n=1,23,.. (B.67)
vi®(0) = XV =0 j=1,..6 y n=123, .. (B.68)
o (L) = VNI =g j=1,..6 y n=1,23,.. (B.69)
0 (Ly) = qu.“)e%”% =0 j=1,..6 y n=123,.. (B.70)
(L) = A2V PN 20 216y n=1,23,.. (B.71)

En cuanto a la evaluacién de la solucién para las vibraciones torsionales (y sus
derivadas segtin corresponda) en los bordes del problema, y dado que las C.B. torsionales
son idénticas a las del caso A-A, se obtienen los mismos resultados. Por lo tanto procediendo

de manera equivalente a dicho caso, se determina las frecuencias torsionales.
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3° caso: empotrado-empotrado (E-E)

La C.B. del reticulado para el movimiento axial, resulta igual a la del caso F-F.
Por lo tanto, evaluando en los bordes del problema la funcién solucién para la forma modal

en vibracién axial, resulta:

u$(0)= U™ =0 i=1,2 y n=123,.. (B.72)
n (n) .
uNLy) =UMN =0 j=12 y n=1,23,.. (B.73)

En cuanto al movimiento transversal en y acoplado al giro flexional alrededor del
eje z, las C.B. del reticulado resultan las mismas del caso estatico. Por lo tanto habiendo
evaluado en los bordes del problema las funciones solucién para la forma modal en vibracién

transversal y en vibracién por giro flexional (y sus derivadas segtn corresponda), se tiene:

v (0) = V" =0 j=1,...6 y n=123,.. (B.74)
6 (0) = v =0 j=1,..6 y n=1,23,.. (B.75)
v (0) = APV =0 j=1,..6 y n=123,. (B.76)
o (L) = VN = g j=1,..6 y n=1,2,3, .. (B.77)
00 (L)) = BN = j=1,..6 y n=123,.. (B.78)
v"M(Ly) = Ag")I/j(")eA§”)Ll =0 j=1,..6 y n=123,.. (B.79)

En cuanto al movimiento por giro torsional, las C.B. para el reticulado resultan:

=L, =L

Guolz)] =0 = |0uo(x)| =0 (B.80)
=0 =0
z=L; =L

Gl (x) =0 = 0., (x) =0 (B.81)
=0 =0

y evaluando en los bordes del problema la funcién solucion para la forma modal por vibracién

torsional (y sus derivadas segiin corresponda), se tiene:

6 (0) =0\ =0 j=1,..4 y n=123 .. (B.82)

9™ (0) = A\Mel = o j=1,.04 y n=1,2,3 . B.83
uo i
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(n)
60 (Ly) = ©\"eN H = 0 j=1,.04 y n=1,2,3. (B.84)
(n)
o (L) =AM =0 j=1,..,4 y n=123.. (B.85)

De este modo procediendo de forma equivalente al caso A-A, se determinan las frecuencias

correspondientes y las formas modales.

4° caso: libre-fijo (L-F)
La C.B. del reticulado para el movimiento axial, resultan:

~0 (B.86)

=0 (B.87)
(E:Ll

Uo(T)

(E:Ll
Por lo tanto, evaluando en los bordes del problema la funcién solucion para la forma modal

en vibracién axial (y sus derivadas segun corresponda), resulta:

ul(0) = AU = 0 j=12 y n=123.. (B.38)
NG .
u$ (L) = UMM =0 j=1,2 y n=123.. (B.89)

En cuanto al movimiento transversal en y acoplado al giro flexional alrededor del
eje z, las C.B. del reticulado resultan las mismas del caso estatico. Por lo tanto habiendo
evaluado en los bordes del problema las funciones solucién para la forma modal en vibracién

transversal y en vibracién por giro flexional (y sus derivadas segtn corresponda), se tiene:

3BT, 0!"(0) — [(GA)O — (3p1hy + 74w — 3PM] 0(0) + (GA),00(0) =

= {3E,leA§< = [(GA)O — (3o + ra) ) — 3PM] A (GA)OCEL) }vj( ) =0
2j

j=1,.,6 y n=1,23,.. (B.90)

/M (0) = /\g,")qjg,") —0 j=1,..,6 y n=123,. (B.91)
,Ug(n)(o) _ /\i(n)vj(n) —0 j=1,..6 y n=123 ... (B92)
(B.93)

(n)
'Ugn)(Ll) — ‘/j(n)eAj Ll fd 0 ] = 17 ’6 y n = 1,2,3,
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0 (L)) = BN = j=1,..6 y n=1,23,.. (B.94)

(n)
L) = NV PATH —0 j=1,.,6 y n=123,. (B.95)

En cuanto al movimiento por giro torsional, las C.B. para el reticulado resultan:

2
Guolw)  #0 = |“ )+
=0
+ [(GJI)O + ¢? (012& + %)wz - ezPuo] 0., (x) =0 (B.96)
=0
g (x)] #0 = |9 (x)] =0 (B.97)
=0 =0
z=L; =L
guo(fn) =0 = Huo(fn) =0 (B98)
=L, =L
gl (x) £0 = 0! (z) =0 (B.99)

y evaluando en los bordes del problema la funcién solucion para la forma modal por vibracién

torsional (y sus derivadas segiin corresponda), se tiene:

2B J,
g7 0) + (G + (252 4 20 )o = 2P, (0) =
2B 01 3(m n
= {MA??( )+ [(GJm)oJrez(M + T—d>w2 QPM AL }
5 2 T3
j=1,...4 y 2.3, .. (B.100)
H’H’gn)( 0) = /\z,(n)@(,n) — j=1,..4 y n=123,.. (B.101)
(n)
6 (L) = 0N b =0 J=1,..4 y n=1,23, .. (B.102)
(n)
Hfu/gn)(Ll) = Ai(")@gn)e’\i Li _q j=1,..4 y n=1,23,.. (B.103)

De este modo procediendo de forma equivalente al caso A-A, se determinan las frecuencias

correspondientes y las formas modales.
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5° caso: libre-empotrado (L-E)
La C.B. del reticulado para el movimiento axial, resultan:

=0 (B.104)

—0 (B.105)

Por lo tanto, evaluando en los bordes del problema la funcién solucién para la forma modal

en vibracién axial (y sus derivadas segun corresponda), resulta:

ul(0) = AU = 0 j=12 y n=123.. (B.106)
NG .
ug")(Ll):U; )AL g ji=1,2 y n=1,23,.. (B.107)

En cuanto al movimiento transversal en y acoplado al giro flexional alrededor del
eje z, las C.B. del reticulado resultan las mismas del caso estatico. Por lo tanto habiendo
evaluado en los bordes del problema las funciones solucién para la forma modal en vibracién

transversal y en vibracién por giro flexional (y sus derivadas segtn corresponda), se tiene:

3BT, 0!"(0) — [(GA)O — (3p1iy + 74w — 3PM] V(0) + (GA) Bu0(0) =

(n)

— {3E1le/\‘;?( ) _ [(GA)O — (3Plle + rd)w(zn) — 3pu0] /\g, ) _ (GA)OCEL) }VJ( ) _ 0
2j

j=1,..6 y n=123 .(B.108)

61 (0) = A" el = 0 j=1,...6 y n=123,..(B.109)

vi™(0) = XSV =0 j=1,...6 y n=123,..(B.110)
(n)

V(L) = ViV T =0 j=1,...6 y n=123,..(B.111)
(n)

o) (L) = wiMeh =0 j=1,..6 y n=1,23..(B.112)

(n)
V(L) = AV =0 j=1,..,6 y n=123,.(B.113)

De este modo procediendo de forma equivalente al caso A-A, se determinan las frecuencias

correspondientes y las formas modales.
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En cuanto al movimiento por giro torsional, las C.B. para el reticulado resultan:

2
E
Guolw)  #0 = |“ Mg
=0
+[(GJm)o e (’”2& + %)& _ e2PM] ¢ @) =0 (B.114)
x=0
Gl () £0 = 0! (z) =0 (B.115)
x=0 =0
r=L; =L
Guo() =0 = Ouo () =0 (B.116)
(E:Ll (E:Ll
Gl (x) =0 = 0., (x) =0 (B.117)

y evaluando en los bordes del problema la funcién solucion para la forma modal por vibracién

torsional (y sus derivadas segiin corresponda), se tiene:

2B
S0+ [(G)o (P2 4+ T )R - P8, (0) =

2 3
e Edip  3(n) of Ptdip [ Td\ 2 o (n) L (n)
= {TAJ + |:(GJ;E)0—|—€ (T —|—§>w — e P“0:|AJ @J =0
j=1,.04 y n=123,.. (B.118)
61 (0) = A2Me (™ = 0 j=1,.04 y n=1,2,3 .. (B.119)
(n)
6 (L) = 0N 1 =0 j=1,.04 y n=1,2,3 . (B.120)
(n)
oL = AeMA T =0 j=1,..4 y n=1,23,.. (B.121)

De este modo procediendo de forma equivalente al caso A-A, se determinan las frecuencias

correspondientes y las formas modales.

6° caso: apoyado-fijo (A-F)
La C.B. del reticulado para el movimiento axial, resultan:

=0 (B.122)
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Uy () =0 =

(E:Ll

=0 (B.123)
(E:Ll

Uo(T)

Por lo tanto, evaluando en los bordes del problema la funcién solucién para la forma modal

en vibracién axial (y sus derivadas segun corresponda), resulta:

WM (0) = /\g,“)Uj(“) —0 j=1,2 y n=123,.. (B.124)
(n)
W™ (L) = Uj(n)e% Li_ ji=1,2 y n=1,23,.. (B.125)

En cuanto al movimiento transversal en y acoplado al giro flexional alrededor del
eje z, las C.B. del reticulado resultan las mismas del caso estatico. Por lo tanto habiendo
evaluado en los bordes del problema las funciones solucién para la forma modal en vibracién

transversal y en vibracién por giro flexional (y sus derivadas segin corresponda), se tiene:

WM (0) =V =0 j=1,..6 y n=123, .. (B.126)
61 (0) = Al = 0 j=1,..6 y n=123,.. (B.127)
V1™ (0) = XXMV =0 j=1,..6 y n=123, .. (B.128)
w§(Ly) = Vj(")eAg‘n)Ll =0 j=1,...6 y n=1,23,.. (B.129)
05 (Ly) = qu.“)e%% =0 j=1,..6 y n=123,.. (B.130)
(L) = NOVON Z g 216y n=1,23,.. (B.131)

En cuanto a la evaluacién de la solucién para las vibraciones torsionales (y sus
derivadas segtin corresponda) en los bordes del problema, y dado que las C.B. torsionales
son idénticas a las del caso A-A, se obtienen los mismos resultados. Por lo tanto procediendo

de manera equivalente a dicho caso, se determinan las frecuencias torsionales.

7° caso: apoyado-empotrado (A-E)

Las C.B. del reticulado para el movimiento axial, resultan:

Uy () #0

=0 (B.132)

S
—~
E
I
)
Il

—0 (B.133)




286

Por lo tanto, evaluando en los bordes del problema la funcién solucién para la forma modal

en vibracién axial (y sus derivadas segun corresponda), resulta:

u™(0) = AU =
ugn)(Ll) U(n) )Ll -0

J=15L2 y

J=15L2 y

n=1,2.3,.. (B.134)

n=1,2.3,.. (B.135)

En cuanto al movimiento transversal en y acoplado al giro flexional alrededor del

eje z, las C.B. del reticulado resultan las mismas del caso estatico. Por lo tanto habiendo

evaluado en los bordes del problema las funciones solucién para la forma modal en vibracién

transversal y en vibracién por giro flexional (y sus derivadas segtn corresponda), se tiene:

v (0) = V" =0
() — A g™ _
0150 (0) = AV =0
(n)

o (L) = v“” =0

(1) = B =

(n)

,Ué(n)(Ll) — /\gn)vj(")eAJ Ly _ 0

J=1
J=1
J=1
J=1
J=1
J=1

6y n=1,23,.. (B.136)
L6y n=123,.. (B.137)
L6 Yy n=123,.. (B.138)
L6y n=123,.. (B.139)
L6y n=123,.. (B.140)

6y n=1,2.3,.. (B.141)

En cuanto al movimiento por giro torsional, las C.B. para el reticulado resultan:

(E:Ll

guo(l')

=0

Guo (@)

=0

IE:LZ

Guo()

=0

£0

=0

(E:Ll

Huo(l') =0 (8142)
=0

0. () =0 (B.143)
=0
(E:Ll

0., () =0 (B.144)

y evaluando en los bordes del problema la funcién solucion para la forma modal por vibracién

torsional (y sus derivadas segiin corresponda), se tiene:

6 (0) =0\ =0
ell(n (0) 2(" @(")
Q(n Ll) @(" >\§» )Ll -0

J=1
J=1
J=1
J=1

L4y n=1,23, .. (B.145)
L4y n=1,23, .. (B.146)
24y n=1,23, .. (B.147)
24y n=1,23, .. (B.148)
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De este modo procediendo de forma equivalente al caso A-A, se determinan las frecuencias

correspondientes y las formas modales.

B.1.3 Estabilidad
2° caso: fijo-fijo (F-F)

Para el presente caso, evaluando la solucién para el corrimiento transversal y para

el giro flexional (y sus derivadas segin corresponda) en los bordes del problema, resulta

ahora:
V(0)=Vi+ Vs +Vi+Vs+ V=0 (B.149)
Ouo(0) = Va + V3| — S (EA) | _1+V 1 eBA),, _1+
wo 2T\ 6(GA), L 6(GA), !
1 -1
1 eX(EA), 1 eX(EA),
Vs |— — A Ve | — — Xs| =0 B.150
I T 6GA), f| TN T 6(aa), (B.150)
vl (0) = VaA3 + VaAT + VsA2 + VsAg = 0 (B.151)
Vo(Ly) = Vi 4+ VaLy + Vaesbt 4 el 4 ypetsle 4 ygerolt = 0 (B.152)

2 -1 2 -1
! € =)o (EA)O/\?)] sl 4 V4[ ! T e (EA)O/\4] Ml

X3 6(GA), X 6(GA),
-1 -1
1 e2(EA), AsLy 1 e?(EA), XL
L Jo 5 = oy oli = 0 (B.153
V55, T 6GA), A5] Vs S T BGA), | ¢ (B.153)
V(L) = Vardesht  vi\detlt f vpaZetshe L vgh2etolt = ¢ (B.154)

Resolviendo de manera equivalente al caso A-A, se obtiene la correspondiente carga critica

de flexién.

En cuanto a la evaluacién de la solucién para el giro torsional (y sus derivadas segun
corresponda) en los bordes del problema, y dado que las C.B. torsionales son idénticas a
las del caso A-A, se obtienen los mismos resultados. Por lo tanto procediendo de manera

equivalente a dicho caso, se determina la carga critica de torsién.
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3° caso: empotrado-empotrado (E-E)

Para el presente caso, evaluando la solucién para el corrimiento transversal y para

el giro flexional (y sus derivadas segin corresponda) en los bordes del problema, resulta

ahora:
V(0)=Vi4+Vs+Vi+Vs+ V=0 (B.155)
-1 -1
1 X(EA), 1 X(EA),
Ouwo(0)=Vo+ V3| — — ——2A Vil — —
Oy =Ve+ Vsl == F@m, 2| TN GG, | Tt
2(EA), |7 1 (B4, |
’Ué(O) = Vo 4+ Vadg + Vahg + Vsds + Vg =0 (B.157)
Vo(Ly) = Vi 4+ VoL 4 Vaetsbt 4 Vyerbt 4 Vietsle 4 Vgerolt = g (B.158)
1 -1
1 e2(EA), Aol 1 e2(EA), L
Owo(Ly) =Vo+ V3| — — —————A 3 —_ - 4kl
(L1) 2+ V3 N 6(GA), 3] e +Vy N 6(GA), M| e +
1 -1
1 e2(EA), B} 1 e2(EA),
N 6((GA)) A5] T Xe 6((GA)) AG] S OEEY
’Ué(Ll) =Vo+ ‘/3/\36>\3Ll + V4/\4€>\4Ll + V5/\5€>\5Ll + V(;/\GGAGLZ =0 (B.160)

Resolviendo de manera equivalente al caso A-A, se obtiene la correspondiente carga critica

de flexién.

En cuanto a la evaluacién de la solucién para el giro torsional (y sus derivadas

segun corresponda) en los bordes del problema, resulta ahora:

0u0(0) =01 +03+ 6, =0 (B.161)

0.,(0) = O3 + O35 + O\ =0 (B.162)
Ouo(L) = O1 + OoL; + Oze™3Lt @ MLt =0 (B.163)
0. (L) = Og + Oz 3™ L O\ MLt =0 (B.164)

Resolviendo de manera equivalente al caso A-A, se obtiene la correspondiente carga critica

de torsién.
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4° caso: libre-fijo (L-F)

Al igual que para la elastica, evaluando la solucién para el corrimiento transversal
y para el giro flexional (y sus derivadas segun corresponda) en los bordes del problema,

resulta ahora:

3BTy} (0) = (GA)o(vh(0) = Ouo(0)) + 3Pero(0) = 3PV +

+{3E1J1yA§ 3P0 — (A + (@A) - S _I}V?) "
+{3ElleAi + [3Puro — (GA) M+ (GA), %4 _ %M: _1}1/4 +
—|—{3E1le/\g + :3Pcr0 - (GA)o: A5+ (GA), /\is - %/\5: - }Vs +
+{3E1le/\§ + [3Pero — (GA)) Ao + (GA)OH6 _ %/\6] _l}vﬁ —0  (B.165)

1 e2(EA), ] 1 eX(EA), |
9100(0>=V3A3[ M&] +V4A4[ MM} +

X3 6(GA), X 6(GA),
+Vs)s [%5 — %& B + Ve [Aiﬁ — %/\6] B =0 (B.166)
v7(0) = V3AZ + ViIAZ + VsAZ + VA2 =0 (B.167)
Vo(Ly) = Vi 4+ VoL 4 Vaetsbt 4 yyerbt 4 Viehsle 4 Vgerslt = (B.168)
Owo (L) = Vo + V3 /\ig - 722((521)):/\3] _le>‘3Ll +V %4 — 76;((521)):/\4] _le>‘4Ll +
+Vs %5 — %&] _leASLl + Vs %6 — %AG] _leAGLl =0 (B.169)
V) (Ly) = VsA3esht + ViaGetl 4+ VeaZesht 4 VgAgerolt = 0 (B.170)

Resolviendo de manera equivalente al caso A-A, se obtiene la correspondiente carga critica

de flexién.
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En cuanto a la evaluacién de la solucién para el giro torsional (y sus derivadas

segun corresponda) en los bordes del problema, resulta ahora:

2
E
R g110) 4 [(G)o — € Per B (0) =

ezElle
2

= [(GJm)o - ezpcro} @2 + { /\g + [(GJm)o - ezpcro} /\3}@3 +

2B,
+{ e%/\i + [(GJm)O — ezpcro} /\4}@4 =0

elu/o(o) = @3/\§ + @4/\[21 =0
euo(Ll) =01 +6L; + @36)\3Ll + @4€>\4Ll —0

0, (L1) = O3zt + O4h el =0

(B.171)

(B.172)

(B.173)

(B.174)

Resolviendo de manera equivalente al caso A-A, se obtiene la correspondiente carga critica

de torsién.

5° caso: libre-empotrado (L-E)

Al igual que para la elastica, evaluando la solucién para el corrimiento transversal

y para el giro flexional (y sus derivadas segun corresponda) en los bordes del problema,

resulta ahora:

3BTy} (0) = (GA)o(vh(0) = Ouio(0)) + 3Perg(0) = 3PV +

— - (1 2(BA), 17!
3E 5 Pcro - A o A ol — — ————
+{ 11y A3 + _3 (GA) | A3+ (GA) N 6(GA), /\3_ V3 +
— - (1 2(BA), 17!
E 3 Pcro - A o A olN -
+{3 lle/\4 + _3 (G ) _/\4 + (G ) By 6(GA)0 /\4_ Vi +
— - (1 2(BA), 17!
3E 2 Pcro - A o A ol ¥~ — T <~
+{ lleA5 + _3 (G ) | A5 + (G ) _A5 6(GA)O A5_ V5 +

1 eE(EA), 17!
3 o —
+{3E1leA6 + [3Pcm - (GA)O} A6 + (GA)O[AG = 5GA), AG} Ve =0

(B.175)
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-1

0r0(0) = V33 [/\% - %/\3 + Vi [/\% - %/\41 h
+V5As5 [Ais — %& B + Vo %6 — %AG] B =0 (B.176)
07(0) = VBAZ + ViA2 + VsAZ + VA2 =0 (B.177)
Vo(Ly) = Vi 4+ VaLy + Vaesbt 4 el 4 ypetsle 4 ygerolt = 0 (B.178)
Owo(Li) = Vo + V3 /\ig - %/\3] _le>‘3Ll + Vi %4 - %/\41 _le>‘4Ll +
+Vs %5 — %/\51 _leAsLl + Vs Aiﬁ — %/\6] _leAGLl =0 (B.179)
v (Ly) = Va + Vadze L 4 Vet 4 Vise’sht 4+ Vghge ol = 0 (B.180)

Resolviendo de manera equivalente al caso A-A, se obtiene la correspondiente carga critica

de flexién.

En cuanto a la evaluacién de la solucién para el giro torsional (y sus derivadas

segun corresponda) en los bordes del problema, resulta ahora:

2
E
%9;”0(0) + [(GJm)O — echm} 010 (0) =

= [(GT2)o — €*Puro] 02 + {62]521‘]”’ N+ [(Ga)o — €2 Payo) Ag}eg -
+{ 62]521‘]’?’ X+ [(G2)o = € P /\4}@4 —0 (B.181)
0 (0) = O3\ + O3 =0 (B.182)
Ouo(L)) = O1 + Oz L; + O3e™3L L @ el = 0 (B.183)
0! (L)) = Oy + Oz e’ O M M =0 (B.184)

Resolviendo de manera equivalente al caso A-A, se obtiene la correspondiente carga critica

de torsién.
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6° caso: apoyado-fijo (A-F)

Para el presente caso, evaluando la solucién para el corrimiento transversal y para
el giro flexional (y sus derivadas segin corresponda) en los bordes del problema, resulta

ahora:

V(0)=Vi4+ Vs +Vi+Vs+ V=0 (B.185)
-1 -1
1 X(EA), 1 eX(EA),
0!,,(0) = Vsdg | — — ———L2\ Vidg | — — ——22\
wo(0) 3 3[/\3 6(GA), 3 + Vy 4[/\4 6(GA), 4
1 -1
1 X(EBA), 1 X(EA),
— 0 — - %) =0 B.186
e [/\5 BGa), 0 T lAG 6(GA), (5150
v7(0) = V3AZ + ViIAZ + VsAZ + VA2 =0 (B.187)
vo(Ly) = Vi 4+ VoL 4 Vaetsbt 4 yyerbt 4 Viehsle 4 Vgerolt = g (B.188)
1 -1
1 e2(EA), \alL 1 e2(EA), L
wo (L) = —_ 70 3l i Sl | alq
Owo(Ly) = Vo + V3 e 6(GA)0A3] e + Vi ¥ 6(GA), 4 e +
-1 -1
1 E(BA), AsL 1 E(EA), A6L

Vs|— — ——22 sl L Vs | — — =222 sl = 0 (B.189
lSIbw 6(GA), 5] SRR DY 6(GA), | © ( )
V(L) = VarZesht 4 v detlt f vsaZetshe L vga2etolt = ¢ (B.190)

Resolviendo de manera equivalente al caso A-A, se obtiene la correspondiente carga critica

de flexién.

En cuanto a la evaluacién de la solucién para el giro torsional (y sus derivadas segun
corresponda) en los bordes del problema, y dado que las C.B. torsionales son idénticas a
las del caso A-A, se obtienen los mismos resultados. Por lo tanto procediendo de manera

equivalente a dicho caso, se determina la carga critica de torsién.
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7° caso: apoyado-empotrado (A-E)

Para el presente caso, evaluando la solucién para el corrimiento transversal y para

el giro flexional (y sus derivadas segin corresponda) en los bordes del problema, resulta

ahora:
V(0)=Vi4+Vs+Vi+Vs+ V=0 (B.191)
-1 -1
1 €2(EA), 1 €(EA),
0,.(0) = Vadg| — — ———22\ Vahg | — — 5~
wo( ) 3 3[/\3 6(GA)O 3 + Varg /\4 6(GA)O /\4 +
1 -1
1 €2(EA), 1 €2(EA),
VsAs | — — ————A V| — — ————— = B.192
e lAf) 6(GA), °|  TVeIN: T GiGa), 9 0 (B192)
V2(0) = VaA3 + ViA] + VaA2 + VA2 = 0 (B.193)
Vo(Ly) = Vi 4 VoL 4 Vaetsbt 4 yyerbt 4 Viehsle 4 Vgerslt = (B.194)
1 -1
1 E(BA), AsL 1 E(BA), ML
Ouwo(L)) =Vo+ V3| — — ——=A L V|l —— ————=A 4t
(L) 2+ Vs N 6(GA), 3] e + V4 N 6(GA), 4| e +
1 -1
1 eX(EA), e 1 eX(EA), eI
V| —— ——A S V| — — ——— 64 =0 (B.1
+Vs e 6(GA), 5] e + Vg 9 6(GA)0/\6 e 0( 95)
’Ué(Ll) =Vo+ ‘/3/\36>\3Ll + V4/\4€>\4Ll + V5/\5€>\5Ll + V(;/\GGAGLZ =0 (B.196)

Resolviendo de manera equivalente al caso A-A, se obtiene la correspondiente carga critica

de flexién.

En cuanto a la evaluacién de la solucién para el giro torsional (y sus derivadas

segun corresponda) en los bordes del problema, resulta ahora:

0uo(0) =01+ O3+ 60,4 =0 (B.197)

0! (0) = ©3\3 + O3 =0 (B.198)

Ouo(Ly)) = O1 + Oz L; + O3e™3L L @ el = 0 (B.199)
0! (L)) = Oy + Oz e’ O\ Ml =0 (B.200)

Resolviendo de manera equivalente al caso A-A, se obtiene la correspondiente carga critica

de torsién.



294



295

Apéndice C

Modelo simplificado 6ED*
prescindiendo del aporte local de

largueros

FEn el presente Apéndice se reescribe el sistema diferencial correspondiente al mode-
lo simplificado 6ED desarrollado en el Capitulo 6, pero prescindiendo ahora de los aportes
locales. En ese sentido, y por resultar en la mayoria de los casos practicos, Ji, y J;. de valor
muy pequeno, al igual que el término rq4, se puede aceptar prescindir entonces de los aportes
dado por 3EJyy, 3E1Ji2, 3pidiy, 3pidiz, Eidyp, 3piJip v Tq4. Por lo tanto reescribiendo las

ecuaciones diferenciales (6.23 a 6.28), las mismas resultan:

(BA)u(2,1) = (pA) ito (2,1) = 3(po + uo(, 1)) = 0 (C.1)

—(GA)O(Ug(:U, t)—0. . (z, t)) + 3(Puo(t) + pox)vg(:n, t) + 3povl (z,t) +

—(pA),Uo(x,t) — 3quo(z,t) =0 (C.2)

~(GA), (w) (2,8) + O, (@, ) ) + 3( Paolt) + po )i (2, 1) + Bpow)(a, t) +

+(pA), Wo(x, ) — 3quo(x,t) =0 (C.3)

lez (PuO(t) +pox) - (GJJE)O] Oo(, ) + ezpoeluo(xa t) — (me)oéuo(m, t)=0 (C.4)
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2(EA )
L w.0) — (@), (). 1) + o 0) — P2ef =0 (©)
2(EA )
SRy (o,t) 4 (G, (14 0) — buoe 1) — L2y =0 (c0)
En tanto reescribiendo las C.B., estas resultan:
(E:Ll
| [(EA)O’LL/O(:E, t) — 3Pu0(t)}7/{0($, t) =0 (C.7)
=0

=L,
| [ (@A), (v (1) — Buo(,)) + 3( Puolt) + poce )l () 3on(t)] V(o) =0
=0
(C.8)
=L,
| [ — (GA), (1w, 8) + Ouolw,8)) + 3(Puolt) + po )l (a,8) - 3Pwo(t)] Wole.t) =0
=0
(C.9)
=L,
|{ (G2), = (Puo(t) + put) B 0) - Mu(t)}guo(:n, n =0 (10
=0
2(EA) Tk
[ G °f (x,t) — Mv(t)] Guoo(x, 1) =0 (C.11)
=0
e?(EA) a=l
[ 5 o (z,t) — Mw(t)] Guwol(w, 1) =0 (C.12)
=0

C.1 Solucién general del sistema de ecuaciones diferenciales

C.1.1 Elasticas

Para el caso del corrimiento transversal en la direccién de y acoplado al giro flexio-
nal alrededor de z, producido por una carga transversal q,, de distribuciéon uniforme y

prescindiendo del efecto de 2° orden, el sistema homogéneo asociado a las ecuaciones (C.2
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y C.6) da lugar a una ecuacién algebraica de cuarto orden en A, de donde se obtienen las

siguientes raices:
A=X=A3=X4=0 (C.13)
Por lo tanto, las soluciones complementarias resultan:

ve(z) = Vi + Vox + Vaa? + Vya? (C.14)

6, (z) = Uy + Woz + Uz + Uyad (C.15)

y luego reemplazando estas soluciones y sus derivadas en el sistema homogéneo, puede

ponerse la constante ¥ en funcién de V, con lo que resulta:

e2(EA), 9
© = 2 —_— 1
0., (x) = Vo + V3£E+V4[ GA), + 3z ] (C.16)
En cuanto a la solucién particular, se propone:
3qvo zt
Plx) = 5o — C.17
x 3
P = 30 C.18

con lo que, la solucién general resulta:

3q x?
_ 2 3, 9o ¥ 1
vo(x) = Vi + Vox + Vaz? + Via’ + 2(5A), 1 (C.19)
ez(EA)O 9 T a3
= —_— V0 .2
Oo() V2+2V3:U+V4[ A, + 3z } + 3¢ [(GA)O + 2(EA), (C.20)

Nuevamente, las constantes arbitrarias V; (con j = 1,...,4) se determinan a partir de las

C.B. de cada caso particular.

En cuanto al giro torsional, la ecuacién (C.4) al prescindir del efecto de 2° orden
resulta ser una ecuacion homogénea, por lo que la solucién general serd entonces la solucién
complementaria. Por lo tanto (C.4) da lugar a una ecuacién algebraica de segundo orden

en )\, de donde se obtienen las siguientes raices:
A1l=X=0 (C.21)
resultando entonces la solucién general:

9u0($) =01+ 6y (0.22)
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en donde las constantes arbitrarias ©1 y ©9 se determinan a partir de las C.B. de cada caso

particular.

C.1.2 Vibraciones naturales

Se acepta que el sistema estd liberado de cargas aplicadas, salvo la aplicacién de
la carga axial P,, a efectos de evaluar su influencia en las vibraciones. Se prescinde del
peso propio del reticulado, y ademaés se considera que el mismo presenta modos armoénicos

de vibracién.

La ecuacion (C.1) que gobierna el movimiento axial habiendo hecho separacién de

variables, resulta:
(BEA) A 4 (pA)w? =0 (C.23)

la cual es una ecuacion algebraica de segundo orden en A. Las raices A\, y que dependen de
w, nos permiten disponer de las formas modales en funcién de dos constantes a determinar,

U1 y Ug:

ul? (z) = UM N i=1,2 y n=123,.. (C.24)

[

Estas constantes U; se determinan a partir de las C.B. de cada caso particular.

El sistema diferencial dado por las ecuaciones (C.2 y C.6) que gobierna el movimiento

flexional en la direccion de y, habiendo hecho separacién de variables, resulta:

ChiV+Cy¥ =0 (0.25)
CoV+C30 =0 (0.26)
siendo:
Ct = [3Puy — (GA)o| A2 = (pA)o? (C.27)
Cy = (GA)oA (C.28)
2 EA o xr)o
Cy= CENoya gy, 4 PIao (C.29)
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De la condicién de no trivialidad del sistema dado por las ecuaciones (C.25 y C.26), resulta

una ecuacion algebraica de cuarto orden en A:
C1C3—C3 =0 (C.30)

Las raices A, y que dependen de w, nos permiten disponer de las dos formas modales en
funcién de ocho constantes a determinar (V; y ¥; donde j = 1,...,4). De (C.25) se tiene

que:

Ci;
U, = Y. 31
J C2j‘/J (C3)

con lo cual las formas modales resultan:

Ugn)(:E) = ‘/j(n)e>\jm j=1..,4 y n=1223,.. (032)
91(1)“0)(:17) = _@V}(n)e%’m J = 17 a4 Y n= 17 27 37 (033)
ng

y de este modo el nimero de constantes a determinar a partir de las C.B. se reduce solo a

cuatro.

La ecuacién (C.4) que gobierna el movimiento torsional habiendo hecho separacién

de variables, resulta:
(€2 Puo = (GT2)o| A2 = (pa)ot0® = 0 (C.34)

la cual es una ecuacion algebraica de segundo orden en A. Las raices A, y que dependen de
w, nos permiten disponer de las formas modales en funcién de dos constantes a determinar,

@1 y @2:
60 (z) = O et j=12 y n=123.. (C.35)

Estas constantes ©; se determinan a partir de las C.B. de cada caso particular.

C.1.3 Estabilidad

Con un desarrollo equivalente a lo realizado en el Capitulo 6, se consideran cargas
estaticas axiales de compresién actuantes centradamente sobre los extremos de los largueros,

prescindiendo del peso propio del reticulado.
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Nuevamente para la determinacién de la carga critica de flexion, se acepta la
solucion exponencial clasica tanto para el corrimiento transversal como para el giro flexional
incognita:

vo(z) = Vel (C.36)

Ouo(z) = We® (C.37)
y reemplazando en (C.2 y C.6), se tiene:

[ — (GA) N + 3Pcm/\2] V 4+ (GA) AT =0 (C.38)

(GA) NV + (EA)

A2 — (GA)O] T =0 (C.39)

en donde la condicién de no trivialidad resulta en una ecuacién algebraica de cuarto orden

en A:

e2(EA),

. M =3P, o(GA) N =0 (C.40)

l —(GA), + 3Pm]

de donde se obtienen las siguientes cuatro raices, las cuales evidentemente dependen de la

carga critica P.:

M=o =0 (C.41)
o 18P, o(GA), 2
As=—ha = {[3Pm - (GA)O]e2(EA)O} (C.42)

De este modo las soluciones complementarias, las que en este caso resultan ser iguales a las

generales, debido a la carga critica de flexion resultan:
Vo(x) = Vi + Vo + Ve 4 Vjets® (C.43)
Ouwo() = Uy + Wox + W3eM3® 4 Wy eti? (C.44)
en donde las constantes V; y ¥; (j = 1,...,4) se determinan a partir de las condiciones
de borde del problema. Derivando estas soluciones complementarias y reemplazando en el
sistema diferencial homogéneo (C.2y C.6), se obtiene la relacién entre V' 'y ¥, y de este modo

solo son cuatro las constantes arbitrarias a determinar a partir de las C.B. Reescribiendo

las soluciones, se tiene:

vo(z) = Vi + Vo + Ve 3% 4 Vye® (C.45)
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2 -1 2 -1
Owo(x) = Vo + V3 1 M/\g] et LV, L MM] et (C.46)

Xs  6(GA), i 6(GA),

donde las cuatro constantes arbitrarias V; (j = 1,...,4) son las que se determinan a partir

de las C.B. del problema. Para la implementacién del modelo, se siguen los mismos pasos
establecidos en el Capitulo 6, permitiendo asi obtener la carga critica de flexion P:f ha-

biendo prescindido de los aportes locales. Con un desarrollo equivalente, se obtiene la carga

critica de flexién alrededor del eje y.

Nuevamente para la determinaciéon de la carga critica de torsion, se acepta la

solucién exponencial clasica para el giro torsional incognita:
Ouo(z) = O™ (C.47)

y luego reemplazando esta propuesta de solucién en la ecuacién diferencial dada en (6.26),

resulta la siguiente ecuacion algebraica y homogénea:

e*Poro — (GJz), | N2 =0 (C.48)
de donde se obtiene que:
*t (G‘]:E)O
Pcro = €2 (049)

En este caso en donde se ha prescindido de los aportes locales, la carga critica de torsién

P! resulta independiente de las C.B. y de la altura L; del mdstil reticulado.

C.2 Implementacién del modelo simplificado prescindiendo

de aportes locales

En este caso particular y dado de que se prescinde, entre otras cosas, de la rigidez
e inercia flexional de los largueros, las posibles condiciones de borde que pueden ser repre-

sentadas para el mastil reticulado son las que se muestran en la Figura C.1.

C.2.1 Elasticas

Se analiza el corrimiento transversal del mastil reticulado sujeto el mismo a una

carga transversal uniformente distribuida, ¢,,, actuante en la direccién principal y, y en
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Libre (L) Apoyado (A) Fijo (F)

Figura C.1: Condiciones de vinculo del mastil reticulado prescindiendo de aportes locales

cada uno de los largueros. La evaluacién frente a una carga ¢, en la direcciéon de z, resulta
de un desarrollo equivalente.
1° caso: apoyado-apoyado (A-A)

En cuanto a las C.B. del reticulado, referidas al eje baricéntrico, para el movimiento

transversal en la direccién de y acoplado al giro flexional alrededor del eje z, resultan:

r=L; =L
Vo() =0 = |vo(x) =0 (C.50)
=0 =0
(E:Ll (E:Ll
Guwo() #0 = | 6! (z) =0 (C.51)
=0 =0

Por lo tanto evaluando la solucién para el corrimiento transversal y para el giro flexional (y

sus derivadas segtiin corresponda) en los bordes del problema, resulta:
1,(0)=V1 =0 (C.52)

3qvo
(GA),

0. (0) = 2V5 + =0 (C.53)
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3qvo  L?

(L)) = L L? L34+ 20 1 54
vo(Li) V1+V21+V31+V4l+62(EA)04 0 (C.54)
3Gvo ez(EA)O
' (L) =2 L+ ——2% |32 4 0| — .
buo( L) = 2V5 + 6Va l+€2(EA)0 shit (GA), ! (C.55)

Se tiene entonces un sistema de cuatro ecuaciones algebraicas y lineales, las que expresadas

matricialmente resultan:

1 ... 0 Wi 0
0 ... 0 Vo —(g%o
3 = 3quo_ L} (C.56)
1 .. L; V3 TE(EA), 4
3quo (EA)o
0 e 6L;) \Vi — By, [31312 + e,

Resolviendo dicho sistema, se obtienen los correspondientes valores de las constantes Vj, y

con ello, el corrimiento transversal y el giro flexional para el presente caso analizado.

2° caso: fijo-fijo (F-F)

Para este caso particular, las C.B. resultan:

=L, =L
Vo(x) =0 = Vo(T) =0 (C.57)
=0 =0
=L, =L
Guol@)] =0 =  |Buo(z)| =0 (C.58)
=0 =0

Por lo tanto evaluando la solucién para el corrimiento transversal y para el giro flexional (y

sus derivadas segtiin corresponda) en los bordes del problema, resulta:

05(0) =V4 =0 (C.59)
e2(EA),

0uwo(0) = Vo + V4W =0 (C.60)
vo(Ly) = Vi + VoL VIR v e L (C.61)

o441 1 241 3L 4L 2(EA), 4 .

e2(EA) 3q e2(EA)

Owo(L1) = Vo + 2L + V| ——22 3L2] ¢[L3 — %Il =0 (C.62
(L) = Vo +2V3L; 4+ V) (GA)0+ i +e2(EA)0 P+ ), (C.62)

Resolviendo de manera equivalente al caso A-A, se obtienen los correspondientes valores de

las constantes V.
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3° caso: empotrado-empotrado (E-E)

El presente caso no puede ser representado mediante el modelo simplificado por

prescindir de la rigidez flexional de los largueros.

4° caso: libre-fijo (L-F)

Para este caso particular, las C.B. resultan:

Vo(z)| #£0 = | — (GAYo(v)(2) = buo(®))| =0 (C.63)
=0 =0

Guwo() £0 = |0,,(x) =0 (C.64)

=0 =0

=L, =1,

Vo() =0 = |vo(x) =0 (C.65)

=L, =1
Guwo() =0 = Owo () =0 (C.66)

Evaluando ahora la solucién para el corrimiento transversal y para el giro flexional (y sus

derivadas segin corresponda) en los bordes del problema, resulta:

~(GA)o(V5(0) = b (0)) = Vi =0 (C.67)
0 (0) = 2Vy + o _ (C.68)
wo 3 (GA)O *
vo(Ly) = Vi + VoL +VL2+VL3+ﬂL—?:0 (C.69)
o\l 1 244 34 44 62(EA)0 4 .
ez(EA)O 9 3qvo 3 ez(EA)O
Ouo L) = Vo4 ALu-+ Vi T+ 3Ll] + e [L, +Cgant| =0 ()

Resolviendo de manera equivalente al caso A-A, se obtienen los correspondientes valores de

las constantes V.
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5° caso: libre-empotrado (L-E)

El presente caso no puede ser representado mediante el modelo simplificado por

prescindir de la rigidez flexional de los largueros.

6° caso: apoyado-fijo (A-F)

Para este caso particular, las C.B. resultan:

=L, =L
Vo(z) =0 = |vo(x) =0 (C.71)
=0 =0
Guolz)] #0 = |0.(x)| =0 (C.72)
=0 =0
z=L; =L
gwo($) =0 = ewo(:E) =0 (C73)

Por lo tanto evaluando la solucién para el corrimiento transversal y para el giro flexional (y

sus derivadas segtin corresponda) en los bordes del problema, resulta:

0o(0) = Vi =0 (C.74)
6,.(0) = 2V; + —do_ _ (C.75)

wo 3 (GA)O .
vo(L)) = Vi + VaL VIR 4 VaLs 3o L (C.76)

o\l 1 24 34 44 ez(EA)O 4 .

e2(EA), 9 3o 3 €2(EA),

wo(L1) = Va + 2V3L C 2oy gp2| 4 vo s C oy | .

0 ( l) Vo +2V3L; 4+ Vy (GA)O +3 l]—l_ez(EA)o[ ;+ (GA)O l 0 (C77)

Resolviendo de manera equivalente al caso A-A, se obtienen los correspondientes valores de

las constantes V.
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7° caso: apoyado-empotrado (A-E)

El presente caso no puede ser representado mediante el modelo simplificado por

prescindir de la rigidez flexional de los largueros.

C.2.2 Vibraciones naturales

Se evaliian las vibraciones libres no amortiguadas (axial, flexional y torsional) del
mastil reticulado, para lo cual se libera al mismo de cargas aplicadas y se prescinde de su
peso propio. Los casos analizados, en lo que a las C.B. se refiere, son los mismos a los

considerados en el andlisis de las elasticas.

1° caso: apoyado-apoyado (A-A)

La C.B. del reticulado para el movimiento axial, habiendo hecho separacién de

variables, resulta:

(E:Ll
| (EA) i) |u() =0 (C.78)
=0
donde para este caso particular se tiene:
(E:Ll (E:Ll
Uy () #0 = ul(x) =0 (C.79)
=0 =0

Por lo tanto, evaluando en los bordes del problema la funcién solucion para la forma modal
en vibracién axial (y sus derivadas segun corresponda), resulta:
u™(0) =AU =0 j=1,2 y n=12.3,.. (C.80)
(n)
@mwozgmwmgjhzo j=1,2 y n=123,.. (C.81)

con lo que expresando matricialmente a este sistema de dos ecuaciones lineales, algebraicas

y homogéneas, resulta:

Al A U™ 0
(n) (™ (n) A m | = n=123,.. (C.82)
DA R VR Us 0
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en donde la condicién de no trivialidad exige que el determinante de la matriz de los coefi-

cientes sea nulo, con lo cual:
)\(”)L )\(”)L
et M —et2 M= n=1,23,.. (C.83)

De este modo, asignando un valor inicial a w en (C.23), se determinan las raices A1 y A,
y si dicho valor asignado es el correcto, entonces se verificara la condicién dada en (C.83).
Asi a la mayor frecuencia encontrada y que verifica lo anterior, la definimos como wi%, a la

frecuencia siguiente w3®, y asi sucesivamente.

En cuanto a las C.B. del eje baricéntrico para el movimiento transversal en la
direccién de y acoplado al giro flexional alrededor del eje z, habiendo hecho separacién de

variables, resultan:

=L,
| [ — (GA), (v)(@) — buolx)) + 3Puovg(:c)] V() =0 (C.84)
=0
=L,
e 0|t =0 (C.55)
=0

donde para este caso particular, evaluando en los bordes del problema las funciones solucién
para la forma modal en vibracién transversal y en vibracién por giro flexional (y sus

derivadas segin corresponda), se tiene:

o{mM(0) :1/j<“) —0 j=1,..,4 y n=123,.. (C.86)
0. (0) = AWM = o j=1,.,4 y n=123,.. (C.87)
v (L) = Vjﬁ“)ekﬁn)LI =0 j=1,..,4 y n=123,.. (C.88)
0)(L;) = Ag.”)\yg.”)ekﬁ‘%l 0  j=1,..4 y n=123,.. (C.89)

Resulta asi en un sistema de cuatro ecuaciones lineales, algebraicas y homogéneas, con

) )

ocho cons-tantes a determinar. De (C.31) podemos poner \Ifgn en funcién de Vj(n , siendo

ahora solo cuatro las constantes a determinar. Luego expresando matricialmente al sistema,

resulta:
| 1 v 0
AP o e A ot vy 0
2t (2 w | = n=1,23,.. (C.90)
e e et Vs 0
/\(n) C§1) Ag Lo )\(n) C§4) Ain)Ll V4(n) 0
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La condicién de solucién no trivial exige que el determinante de la matriz de los coeficientes
deba ser nulo. De este modo, asignando un valor inicial a w en (C.30) se determinan
las cuatro raices A\; (j = 1,...,4), y si dicho valor asignado es el correcto, entonces se
verificard la condicién de determinante nulo dada por (C.90). Asi, a la mayor frecuencia

! , a la frecuencia siguiente wzf ,

encontrada y que verifica lo anterior, la definimos como w;
y asi sucesivamente. Con un desarrollo equivalente se determinan las frecuencias para el

movimiento transversal en z acoplado al giro flexional alrededor del eje y.

Las C.B. del eje baricéntrico para el giro torsional alrededor del eje x, habiendo

hecho separacion de variables, resultan:

(E:Ll
|{ [(GJZ)O - e2PM] ego(m)}guo(m) — 0 (C.91)
=0
donde para este caso particular resulta:
(E:Ll (E:Ll
Guo(x) =0 = Ouo () =0 (C.92)
=0 =0

Por lo tanto, evaluando en los bordes del problema la funcién solucién para la forma modal

en vibracién torsional (y sus derivadas segiin corresponda), se tiene:

() (0) = @g,“) —0 j=1,2 y n=123,.. (C.93)
(n)
0™ (L)) = e)g,“)e&» Li _ g j=1,2 y n=123,.. (C.94)

Resulta asi en un sistema de dos ecuaciones lineales, algebraicas y homogéneas, las que

expresadas matricialmente:

1 1 ol 0 .
= =1,2,3,... .95
eAgn)Ll ...... eAgn)Ll @én) 0 ! ( )

Nuevamente, la condicién de solucién no trivial exige que el determinante de la matriz de
los coeficientes deba ser nulo. De este modo, asignando un valor inicial a w en (C.34),
se determinan las dos raices A1 y Ao, v si dicho valor asignado es el correcto, entonces se
verificard la condicién de determinante nulo dada por (C.95). Asi, a la mayor frecuencia

*t

¥ a la frecuencia siguiente wi®, y

encontrada y que verifica lo anterior, la definimos como w

as{ sucesivamente.
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2° caso: fijo-fijo (F-F)

La C.B. del reticulado para el movimiento axial, resulta para este caso:

(E:Ll (E:Ll

=0 (C.96)

I
o
Il

Uo(T)

=0
Por lo tanto, evaluando en los bordes del problema la funcién solucién para la forma modal

en vibracién axial, resulta:

u™(0) :UJ@ —0 ji=12 y n=123,.. (C.97)
(n)
ugn)(Ll) - Uj(n)eAj = 0 J=12 y n=12.3,.. (098)

En cuanto al movimiento transversal en y acoplado al giro flexional alrededor del
eje z, las C.B. resultan las mismas que para el andlisis de la elastica. Por lo tanto habiendo
evaluado en los bordes del problema las funciones solucién para la forma modal en vibracién

transversal y en vibracién por giro flexional (y sus derivadas segtn corresponda), se tiene:

v(0) =V, =0 j=1,..,4 y n=1,23,.. (C.99)
6 (0) = ¥\ =0 j=1,.,4 y n=123,.. (C.100)
o (L) = VNI = g j=1,.,4 y n=123,.. (C.101)
05 (Ly) = ‘P§")6A5n)Ll =0 j=1,...,4 y n=1,23,.. (C.102)

En cuanto al movimiento por giro torsional, las C.B. para el reticulado resultan:

(E:Ll
=0

Guo() =0 (C.103)

=0
y evaluando en los bordes del problema la funcién solucion para la forma modal por vibracién

torsional (y sus derivadas segiin corresponda), se tiene:

98;)(0) = @gn) =0 j=1,2 y n=12.3,.. (C.104)
)
o) (L) = ggn)eAj L _ i=1,2 y n=123,.. (C.105)

De este modo procediendo de forma equivalente al caso A-A, se determinan las frecuencias

correspondientes y las formas modales.
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3° caso: empotrado-empotrado (E-E)

El presente caso no puede ser representado mediante el modelo simplificado por

prescindir de la rigidez flexional de los largueros.

4° caso: libre-fijo (L-F)

La C.B. del reticulado para el movimiento axial, resultan:

U,(z)| #0 =0 (C.106)

=0 (C.107)

Por lo tanto, evaluando en los bordes del problema la funcién solucién para la forma modal

en vibracién axial (y sus derivadas segun corresponda), resulta:

wf™(0) =AU =0 j=12 y n=123 .. (C.108)
(n)
ugn)(Ll):UJ(")eAj Li _ g ji=12 y n=1,23,.. (C.109)

En cuanto al movimiento transversal en y acoplado al giro flexional alrededor del
eje z, las C.B. del reticulado resultan las mismas que las del analisis de la elastica. Por lo
tanto habiendo evaluado en los bordes del problema las funciones soluciéon para la forma
modal en vibracién transversal y en vibracién por giro flexional (y sus derivadas segin

corresponda), se tiene:

j=1,.,4 y n=123,. (C.110)
61 (0) = A" e = 0 j=1,..,4 y n=123, . (C111)
oiM(Ly) = Y/j(")eAg‘n)Ll =0 j=1,.,4 y n=123,. (C.112)
o (L)) = BN 2 j=1,.,4 y n=1,23. (C.113)

De este modo procediendo de forma equivalente al caso A-A, se determinan las frecuencias

correspondientes y las formas modales.
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En cuanto al movimiento por giro torsional, las C.B. para el reticulado resultan:

guo($) #0 = 9;0(217) =0 (0114)

=0 =0

(E:Ll (E:Ll
=0 Ouo () =0 (C.115)

guo(:E)

y evaluando en los bordes del problema la funcién solucion para la forma modal por vibracién

torsional (y sus derivadas segiin corresponda), se tiene:

0/ (0) = /\g,")@g.") —0 ji=12 vy n=123,.. (C.116)
(n)
0 (L) = @gn)ekj Li _ g ji=12 vy n=123,.. (C.117)

De este modo procediendo de forma equivalente al caso A-A, se determinan las frecuencias

correspondientes y las formas modales.

5° caso: libre-empotrado (L-E)

El presente caso no puede ser representado mediante el modelo simplificado por

prescindir de la rigidez flexional de los largueros.

6° caso: apoyado-fijo (A-F)
La C.B. del reticulado para el movimiento axial, resultan:

=0 (C.118)

I
o
Il

=0 (C.119)

Por lo tanto, evaluando en los bordes del problema la funcién solucion para la forma modal

en vibracién axial (y sus derivadas segun corresponda), resulta:

W™ (0) = /\g,“)UJ(“) —0 j=1,2 y n=123.. (C.120)

(n)
u™ (L) = Uj(me&» Li _ g j=1,2 y n=123,.. (C.121)
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En cuanto al movimiento transversal en y acoplado al giro flexional alrededor del
eje z, las C.B. del reticulado resultan las que para el andlisis de la eldstica. Por lo tanto
habiendo evaluado en los bordes del problema las funciones solucion para la forma modal en

vibracién transversal y en vibracién por giro flexional (y sus derivadas segin corresponda),

se tiene:
v (0) = V" =0 j=1,.04 y n=123,.. (C.122)
61 (0) = A"l = 0 j=1,.04 y n=123,.. (C.123)
(n)
WLy = VYN =0 j=1,.04 y n=123,.. (C.124)
(n)
60 (Ly) = ¥\ eN = 0 j=1,.04 y n=123,.. (C.125)

En cuanto al movimiento por giro torsional, las C.B. para el reticulado resultan:
(E:Ll
=0

(E:Ll

Guo(®) =0 (C.126)

Ouo ()

=0 =0

y evaluando en los bordes del problema la funcién solucion para la forma modal por vibracién

torsional (y sus derivadas segin corresponda), se tiene:

6" (0) = @gn) =0 j=1,2 y n=12.3,.. (C.127)
()
o) (L;) = egn)eAj Li_ i=1,2 y n=123,.. (C.128)

De este modo procediendo de forma equivalente al caso A-A, se determinan las frecuencias

correspondientes y las formas modales.

7° caso: apoyado-empotrado (A-E)

El presente caso no puede ser representado mediante el modelo simplificado por

prescindir de la rigidez flexional de los largueros.

C.2.3 Estabilidad

Se evaluan las cargas criticas de flexién y torsién capaces de producir la inestabi-
lidad del mastil reticulado, a partir de la implementacién del modelo simplificado prescin-

diendo de los aportes locales.
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1° caso: apoyado-apoyado (A-A)

Al igual que en el caso de las elasticas, evaluando la solucién para el corrimiento
transversal y para el giro flexional (y sus derivadas segtin corresponda) en los bordes del

problema, resulta ahora:

0,(0)=V1+V34+V,=0 (C.129)

1 2(EA),. | 1 2(EA),. |
0 ,(0) = Vads| — — ———22 Vidg | — — ———22)\ =0 C.130
wo(0) = VaAs lAg 6(GA), 3| TV l& 6(GA), 4] (C.130)
vo(Ly) = Vi + VoL + Va3t 4 yerli = (C.131)

1 (EA),

1 2(EA),
9;1;0(1/!) =V3\3 l/\s W M

-1
AsL, -
/\3] e + Vads [/\4 6(GA)O

-1
M] Mt =0 (C.132)

De este modo, se tiene un sistema de cuatro ecuaciones lineales, algebraicas y homogéneas,

las que expresadas matricialmente resultan:

1 ... 1 Vi 0
9 —
0 o WYY wlo o
o = (C.133)
1 ...... e>‘4Ll ‘/3 0
-1
0 ...... )\4 |:>\L4 f— 662((5;?)): A4:| e>\4Ll V4 0

La condicién de solucién no trivial exige que el determinante de la matriz de los coeficientes
deba ser nulo. De este modo, asignando un valor inicial a P.., en (C.40) se determinan las
dos raices A3 y A4 (ya se sabe que \; = Ay = 0), y si dicho valor asignado es el correcto,
entonces se verificard la condicién de determinante nulo dada por (C.133), determinando
entonces la carga critica de flexién Pf alrededor del eje z. Con un desarrollo equivalente
se determina la carga critica de flexion alrededor del eje y.

t

En cuanto a la determinacién de la carga critica de torsién P}, y como se demostrd

T

anteriormente, es independiente de las C.B. del mastil y su valor se obtiene directamente a

partir de (C.49).
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2° caso: fijo-fijo (F-F)

Para el presente caso, evaluando la solucién para el corrimiento transversal y para
el giro flexional (y sus derivadas segin corresponda) en los bordes del problema, resulta

ahora:

0,(0)=V1+V34+V,=0 (C.134)
1 -1
1 X(EA), 1 eX(EA),
Owo(0) = Vo + V3| — — ————A\ Vi|— — ——A =0 C.135
O =Ve+ ¥\ == 5@, | "% T e, (C.135)
vo(Ly) = Vi + VoL + Va3l 4 yerli = (C.136)
Ouwo(Ly) = Vo + V- i_@/\ _le>\3Lz_|_V i_@/\ _le/\4Lz_0 (C.137)

Resolviendo de manera equivalente al caso A-A, se obtiene la correspondiente carga critica

de flexién y de torsién.

3° caso: empotrado-empotrado (E-E)

El presente caso no puede ser representado mediante el modelo simplificado por

prescindir de la rigidez flexional de los largueros.

4° caso: libre-fijo (L-F)

Para el presente caso, evaluando la solucién para el corrimiento transversal y para
el giro flexional (y sus derivadas segin corresponda) en los bordes del problema, resulta

ahora:
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_(GA)O('Ué(O) - ewo(o)) + 3Pcro'U/ (0) =3P, Vo +

+{[3Pm—<GA>}A3+<GA> [N }m

X3 6(GA),
1 €2(EA), B
+{@ mo—UIM]A4+(GA)[A4 (GA)'M] }vz_o (C.138)
0.,,(0) = V3 in—igékA<4+VA in—igékA_ﬂ—o (C.139)
vo(Ly) = Vi + VoL + Va3l 4 yerli = (C.140)
Ouo(Ly) = V+V-——§@@% 4AW+V—L—2wm% 4&m—0«MM)
WAt T RTINS T 6(GA), M 6(GA), - ‘

Resolviendo de manera equivalente al caso A-A, se obtiene la correspondiente carga critica

de flexién y de torsién.

5° caso: libre-empotrado (L-E)

El presente caso no puede ser representado mediante el modelo simplificado por

prescindir de la rigidez flexional de los largueros.

6° caso: apoyado-fijo (A-F)

Para el presente caso, evaluando la solucién para el corrimiento transversal y para
el giro flexional (y sus derivadas segin corresponda) en los bordes del problema, resulta

ahora:

Vo(0) = Vi + V5 + V3 = 0 (C.142)
2(EA), |7 1 2(EA),. |
0o(0) = VA3 l/\s 6(GA), Azl + Vil N 6(GA), /\4] 0 (C.143)

vo(Ly) = Vi + VoL + Va3t 4 yerli = (C.144)
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1 eX(EA),

-1
1 2(EA
_— — 7/\3] €A3Ll + V4 c ( )

-1
Owo(Li) = Va+ V3 — = 7%4] Ml =0 (C.145)

X3 6(GA), M 6(GA),

Resolviendo de manera equivalente al caso A-A, se obtiene la correspondiente carga critica

de flexién y de torsién.

7° caso: apoyado-empotrado (A-E)

El presente caso no puede ser representado mediante el modelo simplificado por

prescindir de la rigidez flexional de los largueros.

C.2.4 Resultados numeéricos

Se analiza numéricamente con el modelo 6ED* desarrollado, el ejemplo del méastil
reticulado cuyas caracteristicas geométricas y mecanicas corresponden a las indicadas en el
Capitulo 6. En Tabla C.1 se muestran los resultados del corrimiento lateral maximo en la
direccién de y, en Tablas C.2 a C.5 los resultados de las tres primeras frecuencias circulares
(axiales, flexionales y torsionales), mientras que en Tablas C.6 y C.7 los resultados de la
influencia de la carga axial de compresion en la primera frecuencia flexional y torsional.
En Tablas C.8 y C.9 se muestran resultados de las cargas criticas de flexién y torsiéon. En
todos ellos obtenidos para cada uno de los casos evaluados, es decir, para las distintas C.B.

posibles.

‘Caso‘ 6ED* ‘
| A-A | 159.441 |
| F-F | 32.793 |
| L-F [ 1522.790 |
| A-F | 67.149 |

*

Tabla C.1: Corrimiento transversal v o(maz

) en [mm)] del mastil reticulado
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‘ Frec. ‘ 6ED* ‘
wi® | 496.624
wa® 993.248
wz® | 1489.872

Wil | 7.931
wil | 31.378
wil | 69.345
Wit | 74.376

wit | 148.751
wit | 223.127

Tabla C.2: Frecuencias naturales del mastil reticulado en [rad/seg]. Caso A-A

‘ Frec. ‘ 6ED* ‘
wi® | 496.624
ws® | 993.248
wz® | 1489.872

Wil ] 17723
wil | 47.828
wil | 91.306
Wit | 74.376

wit | 148.751
wit | 223.127

Tabla C.3: Frecuencias naturales del méstil reticulado en [rad/seg]. Caso F-F

‘ Frec. ‘ 6ED*

wi® | 248.312
wy® | 744.936
w3® | 1241.560

Wil | 2.829
w3l | 17519
wil | 48.186
wit | 37.188

wit | 111.564
wit | 185.939

Tabla C.4: Frecuencias naturales del méstil reticulado en [rad/seg]. Caso L-F
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‘ Frec. ‘ 6ED* ‘
wi® 248.312
wa® 744.936
w3® | 1241.560

Wil | 12.312
Wil | 39.264
wil | 80.105
wit | 74.376

wit | 148.751
wit | 223.127

Tabla C.5: Frecuencias naturales del méstil reticulado en [rad/seg]. Caso A-F

| Caso | Py [N] | 6ED* | P,y [N] | 6ED* |

| AAA | 1000 [ 7817 0 | 7931 |
| F-F | 1000 [17.660| 0 [17.723 |
| L-F | 1000 | 2674 | 0 [ 2.829 |
| AF [ 1000 [12227] 0 [12312]

Tabla C.6: Influencia de la carga axial P, sobre la primera frecuencia flexional w{

| Caso | Py [N] | 6ED* | Py [N] | 6ED* |

| A-A | 1000 [74360] 0 [74.376 |
| F-F | 1000 [74360| 0 [74.376 |
| L-F | 1000 [37.180] 0 [37.188]
| AF | 1000 [74360] 0 [74.376 |

Tabla C.7: Influencia de la carga axial P, sobre la primera frecuencia torsional wt

‘ Caso‘ 6ED* ‘
| A-A | 34182 |
| F-F [ 136270 |
| L-F | 8751 |
| A-F | 70574 |

Tabla C.8: Carga critica de flexién P:f en [N] sobre cada larguero

cro
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‘Caso‘ 6ED* ‘
| A-A [ 2387836 |
| F-F [ 2387836 |
| L-F [ 2387836 |
| A-F [ 2387836 |

Tabla C.9: Carga critica de torsién P*! en [N] sobre cada larguero

C.3 Solucién particular del sistema diferencial para el caso

del mastil simplemente apoyado

Vibraciones naturales

Con un desarrollo equivalente a lo realizado en el Apéndice A para el caso del
mastil reticulado simplemente apoyado, pero prescindiendo ahora de los aportes locales, la
ecuacién diferencial dada en (6.23) resulta:

(EA) (T)z_( A)o? = 0 (C.146)
o L pPAaA)owW = .

de la que al despejar, se obtiene:

o= (1) l((ff)): ] | (C.147)

siendo w;;, la frecuencia circular en vibracién axial del mastil simplemente apoyado, obtenida

a partir del modelo 6GED*.

Del mismo modo a lo anterior, las ecuaciones diferenciales (6.24 y 6.28) resultan

ahora:
l(GA)O<%>2 _ (pA)O&] Vo (GA)O<%>\IJ —0 (C.148)
(GA%(%)V - [‘Q(ETA) (%)2 +(GA), — (’";7“%2] W =0 (C.149)

La condicién de solucién no trivial de este tltimo sistema, resulta en una ecuacién algebraica

de cuarto orden en wy,:

AU W+ =0 (C.150)
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en donde se ha definido a:

a* = —(pA)o(p‘;m)o (C.151)
62 nm 2

b* = (GA), %E + (p‘;m)ol (E) + (GA),(pA), (C.152)
e2 o /nm\*

o = —(GA)O$(E> (C.153)

y siendo w;, la frecuencia circular en vibracién flexional del méstil simplemente apoyado,
obtenida a partir del modelo 6ED*.
Por ultimo, bajo un mismo anélisis, la ecuacién diferencial (6.26) resulta ahora:

(GJ)(T>2—(J) 2_ (C.154)
z)o Ll Pdz)owW” = .

de la que al despejar, se obtiene:

Wh, = (%) l%l (C.155)

siendo w;, la frecuencia circular en vibracién torsional del mastil simplemente apoyado,

[

obtenida a partir del modelo 6ED*.

En cuanto al efecto de la carga axial en las vibraciones flexionales, al coeficiente

b* se le incorpora el término:

3(pJz)o (ﬂ) 2
— I P, (C.156)

mientras que coeficiente ¢* se le incorpora el mismo término que el dado en (B.21), es decir:

e2(EA), (nm\4 nm\ 2
= Aol — | | Puo C.157
[ 2 (Ll> 3@ )(Ll> ( )
En tanto que el efecto de la carga axial sobre las vibraciones torsionales, resulta:
1
n\ | (GJz)o — €2 Py | 2
wp = (— C.158
Guo ( Ll > [ (me)o ‘| ( )

En Tabla C.10 se muestran resultados de frecuencias circulares para el ejemplo del

reticulado simplemente apoyado presentado en el Capitulo 5, obtenidos al implementar el
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modelo 6ED*, asi como también comparaciones con los resultados obtenidos de los modelos
6ED y 9ED. En Tabla C.11 se muestran los efectos de la carga axial P,, en los resultados de
frecuencias flexionales y torsionales, y se compara nuevamente con los resultados obtenidos

en el Capitulo 5 y en el Apéndice A.

Frecuencia ‘ n ‘ 6ED* 6ED 9ED
1| 496.624 | 496.618 | 494.688
Axial 2| 993.248 | 993.198 | 989.368
3 | 1489.872 | 1489.704 | 1484.035

1 7.931 8.000 7.969

Flexional | 2 31.378 31.651 31.528
3| 69.345 69.966 69.689

1| 74.376 74.384 74.383
Torsional | 2 | 148.751 | 148.816 | 148.813
3| 223.127 | 223.344 | 223.336

Tabla C.10: Frecuencias naturales del méstil reticulado en [rad/seg] para los modelos 6ED*,

6ED y 9ED

‘ Pio(ey [N] ‘ Frecuencia ‘ n ‘ 6ED* 6ED 9ED
1 7.817 7.886 7.855

1000 Flexional | 2 | 31.262 | 31.537 | 31.413

31 69.227 | 69.850 | 69.572

1| 74.360 | 74.368 | 74.368

1000 Torsional | 2 | 148.720 | 148.784 | 148.782

3 | 223.080 | 223.297 | 223.289

Tabla C.11: Efecto de la carga axial de compresion en las frecuencias naturales en [rad/seg]
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Estabilidad

Con un desarrollo equivalente a lo realizado en el Capitulo 6 (Seccién 6.8) para
la determinacion de las cargas criticas de flexiéon y compresién del reticulado simplemente

apoyado al prescindir de los aportes locales, las ecuaciones diferenciales (6.24 y 6.28) resultan

ahora:
~(GA), (v (@, 1) = O (,1)) + BPero) (w, 1) = 0 (C.159)
762(%‘14)09&0(:@ t)+ (GA)O(’Ué(:E, t) — Owo(x, t)) =0 (C.160)

y aceptando nuevamente como solucién para al corrimiento v,, y para el giro flexional 6,

Vo(x) = Vsin(%) (C.161)
Owo(T) = Wcos(%) (C.162)

las cuales satisfacen las C.B. del presente caso analizado, y luego reemplazando en (C.159

y C.160), resulta el siguiente sistema de ecuaciones algebraicas:

l(GA)O(Ll)z _ 3Pcm(%>2] - (GA)O(%I)\IJ _ (C.163)

(GA)O(Lil>v - [GQ(ETA) (%)2 + (GA)O] ¥ =0 (C.164)

Expresando dicho sistema algebraico en forma matricial, la condicién de solucién no trivial
resulta en una ecuacién algebraica de primer orden en P,,,, de donde se obtiene que la carga

critica de flexion actuante de manera centrada sobre cada larguero, resulta ahora para el

modelo 6ED*:

2

b (GAEA(F)

o = 5 (C.165)
3e2(BA),(£) +18(GA),
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En tanto que la ecuacién diferencial (6.26) que define el giro torsional, al prescindir de los

aportes locales, resulta ahora:
2P (z,1) — (GJy)ob (x,1) =0 (C.166)
Aceptando como solucién para el giro torsional 6, a:

Buo() = @cos(%”) (C.167)

la cual satisface las C.B. del presente caso analizado, y luego reemplazando en (C.166),

resulta la siguiente ecuacion algebraica:
¢*Pero — (GJz)o =0 (C.168)

a partir de la cual se obtiene que la carga critica de torsién actuante de manera centrada

sobre cada larguero, resulta ahora para el modelo 6ED*:

*t (GJIE)O
iy =5 (C.169)

En Tabla C.12 se muestran los resultados de las cargas criticas de flexién y torsion
obtenidas al implementar el modelo 6ED* para el ejemplo analizado en el Capitulo 5, y se
comparan nuevamente con los resultados obtenidos en dicho Capitulo y en el Apéndice A,

respectivamente para los modelos 9ED y 6ED.

| Modelo | 6ED* | 6ED 9ED
Pl 34812 | 35413 | 35140
P!, | 2387836 | 2388436 | 2388333

Tabla C.12: Carga critica de flexién y torsién en [N] para los modelos 6ED*, 6ED y 9ED

Nuevamente, a partir de la comparacion con la expresiéon de Euler, y de manera
equivalente a lo presentado en el Capitulo 6 (Seccién 6.8), se obtiene una propuesta préctica
para la expresion general de la carga critica de flexién para distintas C.B. del mastil, la cual

al prescindir de los aportes locales resulta ahora:
2 s 2
(GA)oe (EA) (5

PC*TJ;PP = 2 (0170)
3e2(EA)y(75-) +18(GA),
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y en donde los valores de u se obtienen de la Figura 6.7 mostrada en el Capitulo 6. En tanto
que como se observd en las ecuaciones (C.49), la carga critica de torsion es independiente de
las C.B. y de la altura L; del mastil, por lo tanto una propuesta practica para la expresion

general de la carga critica de torsién, al prescindir de los aportes locales, resulta ahora:

* (G‘]IE)O
PcrtoPP = 2

(C.171)

e

En Tablas C.13 y C.14 se muestran resultados de las cargas criticas de flexién y de
torsion actuantes sobre cada larguero, obtenidas para distintas C.B. del mastil a partir de
la aplicacién de la expresion (C.170 y C.171), y se comparan con los resultados obtenidos

en el Capitulo 6.

‘ Caso ‘ s ‘ Pl pp ‘ Pl pp ‘
| A-A [ 1.0 [ 34813 | 35413 |
| F-F ] 0.5 | 136270 | 138670 |
| L-F [2.0] 8751 | 8901 |
| A-F [0.7] 70511 | 71736 |

Tabla C.13: Carga critica de flexién sobre cada larguero en [N] para distintas C.B.

‘CaSO‘ K ‘ Popp ‘ Phopp ‘
| A-A [ 1.0 | 2387836 | 2388436 |
| F-F | 0.5 | 2387836 | 2390236 |
| L-F [ 2.0 | 2387836 | 2387986 |
| A-F | 0.7 | 2387836 | 2389060 |

Tabla C.14: Carga critica de torsién sobre cada larguero en [N] para distintas C.B.



