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Resumen.

En esta tesis se estudian álgebras autoinyectivas. Una subfamilia muy importante de

las mismas la constituyen las llamadas álgebras Frobenius, que fueron introducidas por

F. G. Frobenius en 1903.

En el presente trabajo se establece un paralelismo entre este desarrollo clásico y el

actual. Este enfoque nos permitió dar demostraciones alternativas de caracterizaciones

conocidas para álgebras Frobenius y simétricas. Se presentan aquí las nociones de auto-

mor�smo de Nakayama, funtor de Nakayama y permutación de Nakayama, estableciendo

la relación existente entre ellas.

El carcaj de la extensión trivial T (A) de un álgebra de dimensión �nita A = kQ/I fue

descripto por Fernández y Platzeck en [FP]. En este trabajo describimos las relaciones de

T (A) cuando A es un álgebra monomial, con lo que se obtiene una presentación de T (A)

como cociente del álgebra de caminos de un carcaj por un ideal admisible de relaciones.

Cuando A es además un álgebra gentil resolvemos el problema recíproco: dada un álgebra

B = kQB/IB, determinar si B es la extensión trivial de un álgebra gentil. Caracterizamos

tales álgebras B en base a propiedades de sus ciclos y mostramos cómo encontrar todas

las álgebras gentiles A tales que T (A) ∼= B. Demostramos que las extensiones triviales

de álgebras gentiles coinciden con las álgebras de grafo de Brauer con multiplicidad 1 en

todos sus vértices, resultado obtenido por S. Schroll en [S] con otros métodos.





Abstract.

In this thesis we study sel�njective algebras. An important subfamily of this class of

algebras consists of the so called Frobenius algebras, which were introduced by Frobenius

in 1903.

We establish here a parallel between the classical development and the present one.

With this approach we were able to give alternative proofs of known characterizations

of Frobenius and symmetric algebras. We recall the notions of Nakayama automorphism,

Nakayama functor and Nakayama permutation and study the relationship between them.

The quiver of the trivial extension T (A) of a �nite dimensional algebra A = kQ/I was

described by Fernández and Platzeck in [FP]. In this work we describe the ideal of relations

for T (A) in case A is a monomial algebra. Thus we obtain a presentation for T (A) as a

quotient of the path algebra of a quiver by an admissible ideal of relations. When A is,

moreover, a gentle algebra, we solve the converse problem: given an algebra B = kQB/IB,

determine whether B is the trivial extension of a gentle algebra. We characterize such

algebras B through properties of the cycles of their quiver, and show how to obtain all

gentle algebras A such that T (A) ∼= B. We prove that trivial extensions of gentle algebras

coincide with Brauer graph algebras with multiplicity one in all vertices in the associated

Brauer graph, result proven by S. Schroll in [S].
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Introducción.

Las álgebras Frobenius fueron introducidas por F. G. Frobenius en 1903. Se de�nió en

este desarrollo clásico a las álgebras Frobenius como aquellas álgebras de dimensión �nita

sobre un cuerpo para las cuales las representaciones regulares a izquierda y a derecha son

equivalentes. Se probaron caracterizaciones de las álgebras Frobenius y de una subfamilia

muy importante de ellas: las álgebras simétricas. En sus trabajos realizados entre 1937 y

1941 R. Brauer, C. Nesbitt y T. Nakayama caracterizaron las álgebras Frobenius a través

de la existencia de una familia particular de matrices llamadas matrices parastró�cas.

Probaron que la propiedad de un álgebra de ser Frobenius es equivalente a la existencia

de una matriz parastró�ca inversible. En este contexto se de�nió a las algebras simétricas

como las álgebras Frobenius tales que la matriz parastró�ca asociada es simétrica.

En el presente trabajo se establece un paralelismo entre este desarrollo y la existencia

de homomor�smos entre los A - módulos AA y (D(AA))A, donde A designa un álgebra de

dimensión �nita sobre un cuerpo k. En el enfoque clásico se trabaja con las constantes

de estructura del álgebra, que dependen de la elección de una base β de la misma. Sea

β∗ la base dual de β en DA. La correspondencia que a una transformación lineal de A

en DA le asigna su matriz con respecto a las bases β de A y β∗ de DA, induce una

correspondencia entre los homomor�smos de A - módulos a derecha de A en DA y las

matrices parastró�cas. Es esta correspondencia la que nos permite traducir los resultados

expresados en el lenguaje clásico al lenguaje actual. Así, probamos que la existencia de

una matriz parastró�ca inversible es equivalente a la existencia de un isomor�smo entre

los A - módulos a derecha A y DA. Además demostramos que la existencia de una matriz

parastró�ca inversible simétrica es equivalente a la existencia de un isomor�smo de

A - bimódulos entre A y DA. Este enfoque nos permitió demostrar caracterizaciones

conocidas para álgebras Frobenius y simétricas de manera diferente.
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Las álgebras Frobenius están dotadas de un automor�smo con interesantes propieda-

des, llamado el automor�smo de Nakayama. Se prueba que las álgebras simétricas son

aquellas álgebras Frobenius para las cuales el automor�smo de Nakayama es interior. Por

otro lado el funtor de Nakayama, de�nido de la categoría de A - módulos �nitamente

generados en sí misma, es una autoequivalencia cuando A es autoinyectiva. Se prueba que

el automor�smo de Nakayama y el funtor de Nakayama están íntimamente relacionados

en el caso de las álgebras Frobenius. En este trabajo se explican estos resultados dando

demostraciones de los mismos.

Presentamos los cuatro teoremas de Nakayama, que aportan caracterizaciones y pro-

piedades de las álgebras autoinyectivas y de las álgebras Frobenius en particular. El primer

teorema permite de�nir una permutación del conjunto de los A - módulos proyectivos in-

descomponibles, llamada la permutación de Nakayama. En este trabajo explicamos la

relación de esta permutación con el automor�smo y con el funtor de Nakayama. Por otro

lado, el teorema de Morita nos permite construir todas las álgebras autoinyectivas a partir

de las álgebras Frobenius básicas. Mostramos cómo el segundo teorema de Nakayama nos

da un criterio sencillo para decidir cuáles de ellas son Frobenius y cuáles no.

Las extensiones triviales forman una subfamilia importante de las álgebras simétricas.

El estudio de la extensión trivial de un álgebra provee importante información sobre el

álgebra y recíprocamente.

En [FP], Fernández y Platzeck describieron el carcaj de la extensión trivial de un

álgebra de dimensión �nita A y las relaciones de dicha extensión trivial cuando el carcaj

de A no tiene ciclos orientados no nulos. En este trabajo abordamos el mismo problema

para álgebras monomiales, que son las que tienen una presentación de la forma A = kQ/I

donde I está generado por caminos. Las álgebras monomiales forman una familia amplia

que contiene entre otras a las álgebras cuerda y a las álgebras gentiles.

Demostramos el siguiente teorema:

Teorema A: Sea A = kQA/IA una k- álgebra de dimensión �nita, donde el ideal admi-

sible IA está generado por caminos. Sea I ′ el ideal generado por:

(i) los caminos que no están contenidos en un ciclo elemental y
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(ii) los elementos de la forma µ − µ′, donde µ , µ′ son caminos diferentes de kQT (A)

con un suplemento común γ en ciclos elementales C y C ′ respectivamente.

Entonces I ′ es admisible y T (A) ' kQT (A)/I
′.

Este resultado se prueba en la Sección 2 del Capítulo 5 de la Tesis.

En el caso en que A es un álgebra gentil, se puede simpli�car la descripción de las

relaciones de su extensión trivial reemplazando (ii) en el Teorema A por

(ii)′ los elementos de la forma C − C ′, donde C y C ′ son ciclos elementales que

comienzan en un mismo vértice de QA.

Los resultados anteriores proporcionan una manera simple y directa de construir la

extensión trivial de un álgebra gentil.

Además estudiamos el problema recíproco: dada un álgebra B por su carcaj y relacio-

nes, determinar si B es la extensión trivial de un álgebra gentil. Dimos una caracterización

de tales extensiones en base a ciertas propiedades (T1), (T2), (T3) y (T4) de sus ciclos.

Además, para una tal extensión B, mostramos cómo encontrar todas las álgebras gentiles

A tales que T (A) ∼= B. [Capítulo 6, Sección 1]

Luego se dan las de�niciones de grafo de Brauer y de álgebra de grafo de Brauer

siguiendo a [B] y se demuestra que si un grafo de Brauer tiene multiplicidad uno en

todos sus vértices, el álgebra de grafo de Brauer asociada coincide con la extensión trivial

de un álgebra gentil. Este resultado fue obtenido por Schroll en [S] con métodos muy

diferentes. Nosotros aquí lo demostramos probando que B es álgebra de grafo de Brauer

con multiplicidad uno si y sólo si los ciclos de B satisfacen las propiedades (T1), (T2),

(T3) y (T4) que caracterizan a las extensiones triviales de álgebras gentiles.

A continuación, indicamos la organización del presente trabajo.

El Capítulo 1 está destinado a introducir las nociones básicas y los resultados conocidos

que utilizaremos en el trabajo.

En el Capítulo 2 se presentan las de�niciones y caracterizaciones de las álgebras Frobe-

nius y simétricas mostrando las relaciones entre el enfoque clásico y el actual. Se presenta

en la última sección de este capítulo una lista de ejemplos donde se ilustran estas nociones

y caracterizaciones.

En el Capítulo 3 se estudia el automor�smo de Nakayama de un álgebra Frobenius y su

relación con el funtor de Nakayama. También se demuestra la invariancia por equivalencia
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Morita de las álgebras simétricas.

En el Capítulo 4 se presentan los cuatro teoremas de Nakayama probados original-

mente por T. Nakayama en [Nak1] y [Nak2], y se explica la relación existente entre el

automor�smo, el funtor y la permutación de Nakayama cuando el álgebra es Frobenius.

En el Capítulo 5 se dan las relaciones de la extensión trivial de las álgebra monomiales.

El Capítulo 6 está dedicado al estudio de las álgebras gentiles, su extensión trivial y

la relación con las álgebras de grafo de Brauer.



Capítulo 1

Conceptos preliminares.

En este capítulo daremos de�niciones y resultados básicos necesarios para el desarrollo

de esta tesis, que pueden verse en [ASS] y [ARS]. También �jaremos notaciones a utilizar

en este trabajo.

1.1. Álgebras y módulos.

Recordemos que dado un cuerpo k, una k-álgebra (asociativa, con unidad) A es un

anillo A con elemento identidad 1 6= 0 tal que A posee una estructura de k-espacio

vectorial que es compatible con la multiplicación del anillo, esto es, λ(ab) = (aλ)b =

a(λb) = (ab)λ para todo λ ∈ k y a, b ∈ A. Una k-álgebra A se dice de dimensión �nita

si la dimensión dimk A del k-espacio vectorial A es �nita. En todo el trabajo A denotará

una k-álgebra de dimensión �nita.

Dada un álgebra A, denotamos con Aop al álgebra opuesta de A, que es el álgebra que

coincide con A como espacio vectorial, donde la multiplicación ∗ está dada por a∗b = ba.

Los módulos a izquierda sobre A coinciden con los módulos a derecha sobre Aop, y dado

M en mod A, Homk(M,k) es un Aop - módulo poniendo (af)(x) = f(xa).

Sea A un álgebra. Un A-módulo a derecha M es un par (M, ·) donde M es un k-

espacio vectorial y · : M × A→M , (m, a) 7→ m ·a, es una operación binaria que veri�ca

las siguientes condiciones:

(a) (x+ y)a = xa+ ya;

5
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(b) x(a+ b) = xa+ xb;

(c) x(ab) = (xa)b;

(d) x1 = x;

(e) (xλ)a = x(aλ) = (xa)λ;

para elementos arbitrarios x, y en M , a, b en A y λ en k.

La de�nición de A-módulo a izquierda es análoga. A veces escribiremos MA(AM) para

indicar que M es un A-módulo a derecha (izquierda).

MA se dice de dimensión �nita si dimk M es �nita y se dice que está generado por

los elementos m1,m2, · · · ,ms deM si todo elemento m deM tiene la forma m = m1a1 +

· · · + msas para algunos elementos a1, · · · , as de A. Además, MA se dice �nitamente

generado si está generado por un subconjunto �nito de M .

Denotaremos con mod A a la categoría de todos los A-módulos a derecha �nitamente

generados. Si A es un álgebra de dimensión �nita la noción de A-módulo de dimensión

�nita coincide con la de A-módulo �nitamente generado. A lo largo de toda la tesis cada

vez que se diga un A-módulo signi�cará un A-módulo a derecha �nitamente generado a

menos que se indique lo contrario.

Un A-módulo se dice indescomponible si M es no nulo y no posee una descomposi-

ción de la forma M = N ⊕ L, con N y L A-módulos no nulos.

Sabemos que todo A-módulo M puede descomponerse de manera única a menos de iso-

mor�smos comoM = M1⊕· · ·⊕Mm, dondeM1, · · · ,Mm son A - submódulos indescom-

ponibles de M . En particular se veri�ca el siguiente resultado.

Proposición 1.1. Sea A una k- álgebra de dimensión �nita y e1, · · · , en un conjunto

de elementos idempotentes, ortogonales dos a dos y primitivos de A con 1A = e1 +

· · · + en. Entonces existe una descomposición AA = e1A ⊕ · · · ⊕ enA en suma directa

de A-módulos a derecha proyectivos indescomponibles. Además, todo A-módulo a derecha

proyectivo indescomponible es isomorfo a eiA para algún i ∈ {1, · · · , n}.

El radical de Jacobson rad A del álgebra A es la intersección de todos los ideales a

derecha maximales de A. Dado M un A-módulo de A, el radical de Jacobson rad M
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del A-móduloM es la intersección de todos los submódulos maximales deM . Observemos

que el radical rad A del A-módulo A coincide con el radical rad A del álgebra A. Además,

para cualquier A-módulo M de A se veri�ca que rad M = M rad A.

A cada módulo no nulo M en mod A se le asignan dos A-módulos semisimples

top M = M/ rad M llamado el top de M y

soc M =
∑
S ∈SM

S donde SM es el conjunto de todos los A - submódulos

simples de M , llamado el zócalo de M .

Recordemos que un A-módulo L se dice libre si es de la forma L ∼= Ar. Además, un

A-módulo se dice proyectivo si es un sumando directo de un A-módulo libre.

Se prueba que, si P es unA-módulo proyectivo indescomponible, top P es unA-módulo

simple, o sea, P posee un único submódulo maximal.

Se puede demostrar que todo módulo M de mod A posee una cubierta proyectiva

P = P0(M), donde ésta se de�ne de la siguiente manera:

Un A - epimor�smo h : M → N en mod A es minimal si Kerh es super�uo en M , es

decir, Kerh+X = M implica X = M para todo submódulo X de M . Un epimor�smo

h : P → M en mod A es llamado cubierta proyectiva de M si P es un A-módulo y h

es un epimor�smo minimal.

También puede demostrarse que todo módulo L de mod A posee una envolvente in-

yectiva I = I0(L), que se de�ne de la siguiente manera:

Un monomor�smo de A-módulos u : L → M en mod A es minimal si todo submódulo

no nulo X de M tiene intersección no nula con Imu. Un monomor�smo u : L → E en

mod A es llamado una envolvente inyectiva de L si E es un módulo inyectivo y u es

un monomor�smo minimal.

Sean A y B dos álgebras. Un A − B− bimódulo AMB es una terna (M, ∗, ·) donde

AM = (M, ∗) esA-módulo a izquierda,MB = (M, ·) esB-módulo a derecha, y (a∗m)·b =

a ∗ (m · b) para elementos arbitrarios m en M , a en A, b en B.

Para un A−B−bimódulo AMB yX en Mod B, el k-espacio vectorial HomB(AMB, XB)

de todos los homomor�smos de B-módulos de MB en XB tiene estructura de A-módulo

a derecha con respecto a la multiplicación (f, a) 7→ fa dada por (fa)(m) = f(am). Se

tiene entonces un funtor covariante HomB(AMB,−) : Mod B → Mod A que al B-módulo

X le asocia el A-módulo HomB(MB, XB).
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El funtor contravariante HomB(−,AMB) : Mod B → Mod Aop se de�ne análogamente.

Dado un A−B−bimódulo AMB, los funtores covariantes producto tensorial

(−)⊗A MB : Mod A→ Mod B, AM ⊗B (−) : Mod Bop → Mod Aop

se de�nen asociando a un A-móduloX y a un B-módulo Y el producto tensorialX ⊗AMB

y AM ⊗B Y con la estructura natural de B-módulo a derecha y de A-módulo a izquierda,

respectivamente.

Se tiene un isomor�smo θ : HomB(X ⊗A MB, ZB) → HomA(XA, HomB(AMB, ZB))

de�nido por [(θ(f))(x)](m) = f(x⊗m) para f en HomB(X ⊗A MB, ZB), x en X, m en

M .

El funtor D = Homk(−, k) : mod A → mod Aop de�ne una dualidad entre las

categorías mod A y mod Aop, esto es, el funtor contravariante D es pleno, �el y denso.

Esta dualidad es llamada la dualidad estándar.

Proposición 1.2. Sea A un álgebra y D la dualidad estándar entre mod A y mod Aop.

Entonces:

(i) E en mod A es inyectivo si y sólo si D(E) en mod Aop es proyectivo.

(ii) P de mod A es proyectivo si y sólo si D(P ) en mod Aop es inyectivo.

(iii) S de mod A es simple si y sólo si D(S) en mod Aop es simple.

(iv) M de mod A es semisimple si y sólo si D(M) en mod Aop es semisimple.

(v) Para todo módulo no nulo M en mod A, se tiene que D(top M) ∼= soc(D(M)) y

D(soc(M)) ∼= top(D(M)).

Observación 1.3. Las a�rmaciones (i), (ii), (iii) y (iv) en la proposición anterior son

consecuencia inmediata de que D es una dualidad.

Recordamos que un álgebra A se dice indescomponible si A no puede descomponerse

como producto directo de dos álgebras.

Un álgebra A se dice básica si en una descomposición de A como suma de módulos

proyectivos indescomponibles, A =
r
⊕
i=1

P ri
i con Pi � Pj si i 6= j, se tiene que ri = 1

para todo i.
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Sea A un álgebra con un conjunto completo {e1, · · · , er} de elementos primitivos, idem-

potentes y ortogonales dos a dos. Entonces Ab = eAAeA es un álgebra básica y se llama

un álgebra básica asociada a A, donde eA = ej1 + · · · + ejα y ej1 , · · · , ejα son elegi-

dos tal que ejiA � ejtA si i 6= t y cada módulo esA es isomorfo a uno de los módulos

ej1A, · · · , ejαA. Además Ab ∼= EndA

(
α
⊕
i=1

ejiA

)
, y es única amenos de isomor�smos.

De�nimos el álgebra extensión trivial T (A) = AnDA de A porDA = Homk(A, k),

como el k-espacio vectorial A
⊕

DA con la multiplicación dada por (a, f)(b, g) = (ab, ag+

fb), para a, b ∈ A y f, g ∈ DA.

Dos álgebras A y B se dicen Morita equivalentes si las categorías ModA y ModB

son equivalentes, y a un funtor F : ModA → ModB que de�ne tal equivalencia se lo

denomina equivalencia de Morita. En el caso en que A y B sean álgebras de dimensión

�nita, esto es equivalente a decir que las categorías mod A y mod B son equivalentes.

Sean A y B dos álgebras de dimensión �nita. Entonces se veri�can las siguientes

propiedades:

(i) A y B son Morita equivalentes si, y sólo si B ∼= EndA(P ), con P un progenerador

de mod A (esto es, P es proyectivo y para cualquier módulo M en mod A existe un

epimor�smo de P n en M , para algún entero positivo n).

(ii) A es Morita equivalente a su álgebra básica Ab.

(iii) A y B son Morita equivalentes si, y sólo si Aop y Bop son Morita equivalentes.

1.2. Álgebras de caminos.

Un carcaj Q = (Q0, Q1, s, t) es una cuádrupla que consiste en dos conjuntos: Q0

(cuyos elementos son llamados puntos o vértices) y Q1 (cuyos elementos son llamados

�echas), y dos funciones s, t: Q1 → Q0 que asocian a cada �echa α ∈ Q1 su origen

s(α) ∈ Q0 y su término t(α) ∈ Q0, respectivamente. Un carcaj Q = (Q0, Q1, s, t) es

usualmente denotado por Q = (Q0, Q1) o simplemente por Q. Un carcaj Q se dice �nito

si Q0 y Q1 son conjuntos �nitos. Todos los carcajs considerados en este trabajo son �nitos,

por lo que la palabra carcaj signi�cará siempre carcaj �nito. El grafo Q asociado al carcaj
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Q se obtiene quitando la orientación a las �echas del carcaj. Un carcaj Q se dice conexo

si Q es un grafo conexo.

Un camino en el carcaj Q es una secuencia de �echas p = αl · · ·α1 con s(αt+1) = t(αt)

para 1 ≤ t < l, o el símbolo ei, para i ∈ Q0. Los caminos ei se llaman caminos triviales

y de�nimos s(ei) = t(ei) = i. Además decimos que un camino trivial tiene longitud 0.

Para un camino no trivial p = αl · · ·α1 de�nimos s(p) = s(α1) y t(p) = t(αl) y decimos

que la longitud de p es l. Si s(p) = t(p), entonces p se denomina ciclo orientado. Si

además l(p) = 1 se dice que p es un lazo.

Sea Q = (Q0, Q1) un carcaj �nito y k un cuerpo. El álgebra de caminos kQ de Q

sobre k es la k-álgebra cuyo espacio vectorial subyacente tiene como base el conjunto de

todos los caminos de longitud ` ≥ 0 en Q y el producto de dos vectores de la base se

de�ne de la siguiente manera:

Para un camino trivial ei y q un camino de la base tenemos

ei.q =

 q si t(q) = i

0 en caso contrario.
Si p, q son dos caminos de la base, con p no trivial, tenemos

p.q =


pq si t(q) = s(p) y p es no trivial

p si q = es(p)

0 en otro caso,

donde pq indica la concatenación de los caminos p y q.

Proposición 1.4. Sea Q un carcaj. El elemento 1 =
∑
i∈Q0

ei es el elemento unidad de

kQ y el conjunto {ei / i ∈ Q0} de todos los caminos triviales es un conjunto completo de

elementos idempotentes ortogonales dos a dos y primitivos de kQ.

Sea A = kQ un álgebra de caminos. Para cada vértice i en Q0, notaremos con Si al

A-módulo simple asociado a i, y Pi = P0(Si) e Ii = I0(Si) denotan la cubierta proyectiva

y la cápsula inyectiva de Si, respectivamente. Así, si ei es el elemento idempotente de A

correspondiente al vértice i de Q, se tiene que Pi = eiA e Ii = D(Aei).

Lema 1.5. Sea Q un carcaj y kQ su álgebra de caminos. Entonces:

(i) kQ es un álgebra asociativa.
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(ii) kQ es de dimensión �nita si, y sólo si, Q es �nito y acíclico.

(iii) Si Q es �nito, entonces kQ es indescomponible si, y sólo si, Q es conexo.

(iv) Si Q es �nito, conexo y acíclico, entonces kQ es una k-álgebra básica.

Sea Q un carcaj conexo. El ideal bilátero del álgebra de caminos kQ generado por

las �echas de Q es llamado el ideal de las �echas de kQ y denotado por RQ. Un ideal

bilátero I de kQ se dice admisible si existe m ≥ 2 que veri�ca Rm
Q ⊆ I ⊆ R2

Q.

Lema 1.6. Sea Q un carcaj, k un cuerpo, e I un ideal admisible de kQ. Entonces kQ/I

es una k-álgebra de dimensión �nita.

Sea Q un carcaj. Una relación en Q es una combinación k - lineal % =
n∑
i=1

λiωi de

caminos de longitud mayor o igual a 2 que tienen el mismo inicio y el mismo �n.

Lema 1.7. Sea Q un carcaj, k un cuerpo, e I un ideal admisible de kQ. Entonces I está

generado por un número �nito de relaciones %1, ..., %r de kQ.

Si (%j)j ∈ J es un conjunto de relaciones de un carcaj Q tal que el ideal 〈 %j, j ∈ J 〉 es

admisible, se dice que el carcaj está sujeto a las relaciones %j = 0 para todo j ∈ J .

El siguiente resultado muestra la importancia del concepto de álgebra de caminos,

pues da una descripción de toda álgebra como producto directo de álgebras equivalentes

a álgebras que son cocientes admisibles de álgebras de caminos.

Teorema 1.8. (Teorema de P. Gabriel) Sea A una k-álgebra de dimensión �nita sobre un

cuerpo k algebraicamente cerrado, básica e indescomponible. Entonces A es isomorfa a un

cociente de un álgebra de caminos sobre un ideal admisible, es decir A ∼= kQ/I, donde

Q es un carcaj e I un ideal admisible de A. El par (Q, I) se llama una presentación del

álgebra A.

Sea A ∼= kQ/I, con Q un carcaj e I un ideal admisible de kQ. Indicaremos con x la

clase del elemento x de kQ en A. Un camino p en kQ se dice maximal en A si p 6= 0 y

αp = 0 = pα para toda α ∈ Q1(A).

Lema 1.9. Sea Q un carcaj, k un cuerpo, e I un ideal admisible de kQ. Entonces:
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(i) kQ/I es un álgebra básica.

ii) Si Q es conexo entonces kQ/I es un álgebra indescomponible.



Capítulo 2

Álgebras Frobenius y simétricas.

Las álgebras Frobenius fueron de�nidas y caracterizadas por Frobenius en [Fro1] y

[Fro2]. En este capítulo presentaremos la de�nición y caracterizaciones dadas en el desa-

rrollo clásico, proporcionando demostraciones alternativas a las originales. Una de estas

caracterizaciones es la que se encuentra como de�nición de álgebra Frobenius en la mayoría

de los textos actuales.

Comenzamos explicando que las representaciones de un álgebra se pueden interpretar

como módulos sobre la misma. Las representaciones regulares a derecha e izquierda del

álgebra A son las que corresponden a los A-módulos AA y A(DA) respectivamente. Un

álgebra se dice Frobenius cuando estas representaciones son equivalentes.

En el enfoque clásico se presenta la noción de representación a partir de las constantes

de estructura del álgebra. Éstas dependen de la elección de una base β de la misma y

se prueba que A es Frobenius cuando existe una matriz de cierto tipo ("parastró�ca")

inversible. En [SY] se da una demostración de este hecho.

Nosotros presentamos aquí un enfoque diferente, mostrando un paralelismo entre la

teoría clásica y la actual, utilizando la correspondencia entre transformaciones lineales y

matrices. Elegida la base β de A, sea β∗ su base dual en DA. La correspondencia que a

una transformación lineal de A en DA le asigna su matriz con respecto a las bases β y β∗

induce una correspondencia entre homomor�smos de A-módulos a izquierda de A en DA

y matrices parastró�cas. Esta correspondencia permite entender claramente los distintos

aspectos de los dos enfoques.

Una importante subfamilia de las álgebras Frobenius es la de las álgebras simétricas.

13
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En este capítulo estudiaremos estas álgebras y probaremos que las extensiones triviales

son ejemplos de las mismas. Finalmente daremos ejemplos de las nociones y resultados

estudiados en este capítulo, ilustrando los distintos lenguajes utilizados.

2.1. Representaciones regulares de un álgebra.

En todo el capítulo notaremos con Mm(k) al anillo de matrices cuadradas de orden

m con coe�cientes en el cuerpo k, y GLm(k) al grupo lineal de las matrices cuadradas de

orden m que son inversibles.

De�nición 2.1. Llamamos representación de la k-álgebra A a un homomor�smo de

k-álgebras F : A → Mm(k), con m ≥ 1. El entero m es llamado la dimensión de la

representación. Además, diremos que dos representaciones F : A → Mm(k) y G : A →

Mm(k) de la k-álgebra A son equivalentes si existe una matriz C ∈ GLm(k) tal que

F (a) = CG(a)C−1 para todo a ∈ A.

Nos interesa dar una interpretación de las representaciones de un álgebra a través de

los módulos sobre la misma.

Veamos que a todo A-módulo a izquierda �nitamente generado AM le corresponde

una representación del álgebra A. En efecto:

Dado un k-espacio vectorialM , con dimk M = m < ∞, una estructura de A-módulo

a izquierda sobre M está dada por un homomor�smo de anillos A
ϕ−→ Endk(M) de A

en el anillo de endomor�smos de M . La estructura de A-módulo en M está dada por:

am = ϕ(a)(m) para elementos a de A y m de M .

Fijada una base βM en M , y considerando el isomor�smo natural

ε : Endk(M) −→ Mm(k) que a un endomor�smo f de M le asocia su matriz [f ]βM en la

base βM se obtiene el siguiente diagrama conmutativo:

A

FM

""EEEEEEEEEEEEEEEEEEE
ϕ // Endk(M)

ε

��
Mm(k)

(F)
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donde FM = ε ◦ ϕ. Entonces FM es una representación del álgebra A ya que ε y ϕ son

homomor�smos de k-álgebras.

De esta manera, �jada una base βM del espacio vectorialM se obtiene una representación

de dimensión m del álgebra A. Además, la elección de bases diferentes de M induce

representaciones equivalentes de A.

Recíprocamente, a toda representación del álgebra le corresponde un A-módulo a

izquierda de la siguiente manera.

A una representación F : A → Mm(k) le asignamos la estructura de A-módulo a

izquierda en el k-espacio vectorial km de�nida por:

ax = F (a)x para todo a ∈ A, x ∈ km.

Esta correspondencia transforma representaciones equivalentes en A-módulos isomorfos.

Los resultados anteriores pueden resumirse en la siguiente proposición.

Proposición 2.2. Sea A una k-álgebra de dimensión �nita. Las correspondencias arriba

de�nidas establecen biyecciones (una inversa de la otra) entre las clases de equivalencia

de representaciones de dimensión m de la k - álgebra A y las clases de isomor�smo de

A-módulos a izquierda de dimensión m.

A continuación vamos a describir las representaciones que se obtienen al considerar

los A-módulos AA y A(DA).

Consideremos M = AA y β = {a1, ..., an} una base de A como k-espacio vectorial.

En el diagrama (F) se observa que FA : A → Mm(k) es la representación que a cada

elemento a ∈ A le asigna la matriz [a.]β que corresponde a la multiplicación a izquierda

por el elemento a.

Consideremos ahoraM = A(DA) y β∗ la base dual de β en DA. Observemos primero

que un A-módulo a derecha está dado por un homomor�smo de anillos Aop
ψ−→ Endk(AM)

o equivalentemente A
ψ−→ (Endk(AM))op ' Endk(A(D(MA))).

Tomando en AM = A(DAA) la base β∗ dual de la base β = {a1, ..., an} elegida de A

obtenemos el siguiente diagrama conmutativo:
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A

((PPPPPPPPPPPPPP
ψ // Endk(AA)

εβ
��

D // Endk(A(D(AA)))

εβ∗

��

Mn(k)
t

((QQQQQQQQQQQQQQ

Mn(k)

donde t es la función traspuesta.

Como la estructura de AD(AA) está dada por la composición D ◦ ψ resulta que

FDA : A → Mm(k) es la representación que a cada elemento a ∈ A le asigna la matriz

([.a]β)t que corresponde a la multiplicación a derecha por el elemento a.

Las representaciones FA y FDA así obtenidas coinciden con las representaciones regulares

de�nidas por Frobenius en [Fro1] a partir de las constantes de estructura de un álgebra

como explicaremos a continuación.

Sea A una k-álgebra de dimensión �nita, con dimk A = n y �jamos β = {a1, a2, ..., an}

una base de A como k-espacio vectorial.

Se tiene entonces que

ajak =
n∑
i=1

αijkai, donde αijk ∈ k para i, j, k ∈ {1, ..., n}

Las constantes αijk son llamadas las constantes de estructura asociadas al álgebra

A, con respecto a la base β = {a1, a2, ..., an}.

Además, escribimos 1A =
n∑
j=1

λjaj, con λj ∈ k para todo j ∈ {1, ..., n}.

Observación 2.3. Si dimk A = n, se tienen entonces n3 constantes de estructura asocia-

das a A.

Observación 2.4. Las constantes de estructura asociadas al álgebra opuesta de A, Aop,

están dadas por

αopijk = αikj

La propiedad asociativa del álgebra A y el hecho de que 1A =
n∑
j=1

λjaj, con λj ∈
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k para todo j ∈ {1, ..., n} es neutro a izquierda y derecha se traducen en las igualdades

del siguiente lema.

Lema 2.5. [SY, Lemma I.1.2.] Con las notaciones anteriores, se veri�ca que:

(i)
n∑
i=1

αijkαhil =
n∑
i=1

αiklαhji para todos j, k, h, l ∈ {1, ..., n}

(ii)
n∑
j=1

λjαijk = δik y
n∑
j=1

λjαikj = δik para todos i, k ∈ {1, ..., n},

donde δik

es la delta de Kronecker.

Consideremos las matrices

L(aj) = [L(aj)ik] = [αijk]ik ∈Mm(k) para todo j ∈ {1, ..., n},

R(aj) = [R(aj)ik] = [αikj]ik ∈Mm(k) para todo j ∈ {1, ..., n}.

Estas matrices representan las transformaciones lineales de A en A que asignan a

un elemento a ∈ A el producto aja (y respectivamente aaj) que corresponde por la

multiplicación a izquierda (derecha) por el elemento aj de la base β.

Tenemos así la función L : β → Mn(k) que se extiende a una única transformación

lineal L : A → Mn(k). Resulta que L(a) es la matriz que representa a la multiplicación

a izquierda por el elemento a de A. Esto es, L = FA.

En forma análoga, R : β → Mn(k) se extiende a una única transformación lineal

R : A →Mn(k) y componiendo con la función traspuesta tenemos que Rt(a) = (R(a))t

es la matriz que representa a la multiplicación a derecha por el elemento a de A. Esto es,

Rt = FDA.

Vemos así que L y Rt son representaciones de la k-álgebra A. Este resultado fue

demostrado originalmente de manera directa utilizando la de�nición de representación

[SY, Lemma I.2.3].

Las transformaciones lineales L y R dependen del álgebra A y de la base β elegida. Cuando

sea necesario explicitaremos este hecho escribiendo LAβ y RA
β en lugar de L y R.

Observación 2.6. R es una representación del álgebra Aop ya que RA
β = LA

op

β .

De�nición 2.7. Las representaciones L y Rt son llamadas la primer (izquierda) y

segunda (derecha) representación regular del álgebra A sobre k, y están de�nidas

a menos de equivalencia.



18 ALGEBRAS AUTOINYECTIVAS Y EXTENSIONES TRIVIALES DE ÁLGEBRAS MONOMIALES

De�nición 2.8. Una k-álgebra de dimensión �nita A se dice álgebra Frobenius si las

representaciones L y Rt son equivalentes.

Considerando la interpretación de las representaciones de un álgebra a través de los

módulos sobre la misma, se tiene la siguiente caracterización de las álgebras Frobenius.

Proposición 2.9. Las siguientes a�rmaciones son equivalentes para un álgebra A de

dimensión �nita:

(i) A es un álgebra Frobenius.

(ii) Los A-módulos a izquierda AA y A(DA) son isomorfos.

(iii) Los A-módulos a derecha AA y (DA)A son isomorfos.

Demostración. Supongamos que A es un álgebra Frobenius. Por de�nición, las represen-

taciones L y Rt son equivalentes. Sabemos que a la representación L le corresponde el

A-módulo AA y a la representación Rt el A-módulo A(DA).

Entonces AA y A(DA) son isomorfos por Proposición 2.2.

Recíprocamente, si AA y A(DA) son isomorfos se tiene por Proposición 2.2 que sus repre-

sentaciones asociadas son equivalentes. Esto es, las representaciones L y Rt son equiva-

lentes. Por de�nición, A es Frobenius.

La equivalencia de las a�rmaciones (ii) y (iii) es consecuencia inmediatamente de aplicar

el funtor D al esquema AA
ϕ−→∼= A(DA).

Actualmente las caracterizaciones dadas en los items (ii) y (iii) son la que se utilizan

para de�nir álgebra Frobenius.

2.2. Álgebras autoinyectivas

De�nición 2.10. Se dice que un álgebra A es autoinyectiva si AA es un módulo inyec-

tivo.

Ejemplo 2.11. Toda álgebra Frobenius es un álgebra autoinyectiva, ya que si A es un

álgebra Frobenius, sabemos por Proposición 2.9 que AA es isomorfo a (DAA)A, que es un

A-módulo inyectivo.
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Además, como consecuencia inmediata de la aplicación de la dualidad standard

D : modA → modAop se tiene la siguiente caracterización de las álgebras autoinyectivas.

Proposición 2.12. Las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) A es autoinyectiva.

(ii) Un A-módulo es proyectivo si y sólo si es inyectivo.

(iii) Aop es autoinyectiva.

Proposición 2.13. Si A es un álgebra autoinyectiva básica entonces A es un álgebra

Frobenius.

Demostración. Sabemos que existe un conjunto completo {e1, e2, ..., en} de elementos

idempotentes primitivos y ortogonales dos a dos de A tal que 1A = e1+e2+...+en y así AA

puede descomponerse en suma directa AA = e1A⊕e2A⊕ ...⊕enA, con {e1A, e2A, ..., enA}

un conjunto completo de A-módulos proyectivos indescomponibles, que son no isomorfos

dos a dos.

Entonces, D(Ae1), D(Ae2), ..., D(Aen) forman un conjunto completo de A-módulos inyec-

tivos indescomponibles no isomorfos dos a dos, con (D(A))A = D(AA) ∼= D(Ae1) ⊕

D(Ae2) ⊕ ... ⊕ D(Aen). Como AA es un A-módulo inyectivo por hipótesis, entonces

e1A, e2A, ..., enA forman un conjunto completo de A-módulos inyectivos indescomponi-

bles, que son no isomorfos dos a dos. Luego existe un isomor�smo AA → (DA)A y así A

es un álgebra Frobenius, como queríamos demostrar.

Como consecuencia inmediata, y teniendo en cuenta el Lema 1.9 inciso (a) tenemos el

siguiente resultado.

Corolario 2.14. Sea Q un carcaj �nito, k un cuerpo, I un ideal admisible del álgebra de

caminos kQ, y A = kQ/I. Si A es un álgebra autoinyectiva entonces A es un álgebra

Frobenius.
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2.3. Caracterizaciones de las álgebras Frobenius y si-

métricas.

Recordemos que utilizando las constantes de estructura de�nimos las matrices

L(aj) = [L(aj)ik] = [αijk]ik ∈Mm(k) para todo j ∈ {1, ..., n}

R(aj) = [R(aj)ik] = [αikj]ik ∈Mm(k) para todo j ∈ {1, ..., n}.

Consideremos ahora otras matrices que se de�nen también a partir de las constantes de

estructura del álgebra y que proporcionan otra caracterización de las álgebras Frobenius.

De�nición 2.15. Las matrices

P (ξ) =
n∑
h=1

ξhPh ∈Mn(k)

para cualquier elemento ξ = (ξ1, ξ2, ..., ξn) ∈ kn, son llamadas matrices parastró�cas,

donde las matrices Ph están dadas por

Ph = [Ph]ij = [αhij]ij ∈Mn(k), para todo h ∈ {1, ..., n}.

Nuestro próximo objetivo es establecer una correspondencia entre el conjunto de

A - homomor�smos de�nidos de AA en A(DA) y el conjunto de las matrices parastró�cas.

Fijada la base β = {a1, a2, ..., an} en A, y tomando su base dual β∗ = {a∗1, a∗2, ..., a∗n}

en D(AA), tenemos el homomor�smo natural de k-espacios vectoriales

ω = ωβ : HomA(AA,A (DAA))→Mn(k)

que al elemento f de HomA(AA,A (DAA)) le hace corresponder su matriz con respecto a

las bases β, β∗; esto es ω(f) = [f ]β,β∗ .

Probaremos que Im (ω) es el subespacio de matrices parastró�cas P = 〈P1, P2, ..., Pn〉,

de lo que resultará que la existencia de una matriz parastró�ca inversible es equivalente

a la existencia de un isomor�smo de A-módulos entre AA y A(DAA).

Comenzamos describiendo, para cada h ≤ n, un homomor�smo ph :A A→ D(AA) tal

que ω(ph) = Ph.

Sea ph : A→ D(A) el homomor�smo de A-módulos a izquierda de�nido por ph(1A) =

a∗h ∈ β∗ para todo h ∈ {1, ..., n}.
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Con esta de�nición se tiene que {ph}, con h ∈ {1, ..., n}, es una base de HomA(AA,A (DAA)).

En efecto:

El conjunto {ph}, con h ∈ {1, ..., n}, es linealmente independiente ya que si tomamos

escalares k1, ..., kn en k tenemos que
n∑
h=1

khph = 0 implica que
n∑
h=1

khph(1) = 0.

De donde, por de�nición de los ph, tenemos que
n∑
h=1

kha
∗
h = 0. Y por la independencia

lineal de las a∗h concluimos que kh = 0 para todo h ∈ {1, ..., n}.

Además, dimk (HomA(AA,A (DAA))) = n. En efecto:

HomA(AA,AM) y AM son isomorfos como A-módulos a izquierda para cualquier A-

módulo AM . Considerando AM =A (D(AA)) se tiene que dimk (HomA(AA,A (DAA))) =

dimk(DA) = dimk(AA) = n. Luego {ph}, con h ∈ {1, ..., n}, es base de HomA(AA,A (DAA)).

Ahora veamos a qué es igual ω(ph).

Tomando ai ∈ β arbitrario, se obtiene:

ph(ai) = ph(ai · 1A) = aiph(1A) = aia
∗
h =

n∑
j=1

cja
∗
j ,

donde cj = (aia
∗
h)(aj) = a∗h(ajai) = a∗h

(
n∑
l=1

αljial

)
= αhji.

Así, ph(ai) =
n∑
j=1

αhjia
∗
j . De manera que los αhji representan la i-ésima columna de

[ph]β,β∗ .

Luego, ω(ph) = [ph]β,β∗ =


αh11 αh12 ... αh1n

αh21 αh22 ... αh2n

... ... ... ...

αhn1 αhn2 ... αhnn

 = Ph (�)

Más aún, tenemos el siguiente resultado.

Proposición 2.16. Sea ωβ : HomA(AA,A (DAA)) → Mn(k) el homomor�smo de k-

espacios vectoriales de�nido por ωβ(f) = [f ]β,β∗, y sean las matrices Ph de�nidas arriba

((�)). Entonces se veri�ca que:

(i) ωβ es monomor�smo.

(ii) ωβ(ph) = Ph para todo h ∈ {1, · · · , n}.
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(iii) Im (ω) = P = 〈P1, P2, ..., Pn〉.

Demostración. (i) Es una consecuencia inmediata de la de�nición de ωβ e (ii) se demostró

arriba.

(iii) De lo observado anteriormente, se tiene que dimk (P = 〈P1, P2, ..., Pn〉) = n.

Además, sabemos que dimk (HomA(AA,A (DAA))) = n.

Ahora, utilizando el hecho de que ω es inyectiva, y por cuestiones de dimensión, se tiene

que ω es sobreyectiva. Así Im (ω) = P = 〈P1, P2, ..., Pn〉, como queríamos demostrar.

Corolario 2.17. P = {Ph} con h ∈ {1, ..., n} es un conjunto linealmente independiente.

De esta manera hemos probado el siguiente resultado.

Proposición 2.18. La transformación lineal ωβ : HomA(AA,A (DAA)) → P ⊆Mn(k)

de�nida por ωβ(f) = [f ]β,β∗ es un isomor�smo de k- espacios vectoriales.

Observación 2.19. Si β y β′ son bases de A y (β)β′ es la matriz de cambio de base de

β a β′, las matrices ωβ(f) y ωβ′(f) satisfacen la relación

ωβ(f) = (β)β′ωβ′(f)(β)−1
β′ .

Resulta en particular que la existencia de una matriz parastró�ca inversible es inde-

pendiente de la elección de la base.

Combinando la proposición anterior con la Proposición 2.9 obtenemos el siguiente resul-

tado clásico.

Corolario 2.20. A es álgebra Frobenius si y sólo si existe una matriz parastró�ca inver-

sible.

Nos interesa caracterizar ω(f) en el caso en que el homomor�smo de A-módulos a

izquierda f : A → DA sea un homomor�smo de A - bimódulos. Probaremos esta carac-

terización basándonos en el hecho de que todo homomor�smo de A-módulos a izquierda

(derecha) f :A A→A (DAA) (f : AA → (DAA)A) es la multiplicación a derecha (izquier-

da) por un elemento ϕ de DA, que notaremos .ϕ (ϕ .).
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Lema 2.21. Los mor�smos εl, εr : DA → Mn(k) que a ϕ ∈ DA hacen corresponder la

matriz de la multiplicación a izquierda por ϕ y la de la multiplicación a derecha por ϕ con

respecto a las bases β,β∗ respectivamente, veri�can la siguiente propiedad:

εl(ϕ) = εtr(ϕ)

Esto es [ϕ . ]β,β∗ = [ .ϕ]tβ,β∗.

Demostración. Recordemos que ϕ ∈ DA es un homomor�smo de k-espacios vectoriales de

A en k y que la multiplicación a izquierda por ϕ es un mor�smo de A-módulos a derecha

de A en D(AA). Para a, a′ ∈ A, vale que

(ϕ.a)(a′) = ϕ(a.a′).

En forma similar

(a.ϕ)(a′) = ϕ(a′.a)

El elemento ij de [ϕ . ]ββ∗ es el coe�ciente de a∗i en la expresión de (ϕ.)aj = ϕ.aj como

combinación lineal de la base β∗. Sabemos que este coe�ciente es

(ϕ.aj)(ai) = ϕ(aj.ai).

Ahora bien, el elemento ij de [ .ϕ]β,β∗ es el coe�ciente de a∗i en la expresión de

(.ϕ)aj = aj .ϕ como combinación lineal de los elementos de la base β∗. Este coe�ciente es

(aj .ϕ)(ai) = ϕ(ai.aj).

Como el elemento ij de una matriz es el coe�ciente ji de la otra, una matriz es la

traspuesta de la otra.

Se desprende entonces que un homomor�smo de A-módulos a izquierda

f :A A→A (DAA) es homomor�smo de A - bimódulos si y sólo si [ .ϕ]β,β∗ = [ϕ . ]β,β∗ con

ϕ = f(1) el correspondiente elemento en A(DAA).

Llamando SP al subespacio de P formado por todas las matrices parastró�cas simétricas,

obtenemos el siguiente resultado.

Proposición 2.22. El isomor�smo ω : HomA(AA,A (D(AA)) −→ P de�nido por

ω(f) = [f ]β,β∗ se restringe a un isomor�smo ω : HomA−A(AA,A (D(AA)) −→ SP de

k-espacios vectoriales.
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Corolario 2.23. Existe un isomor�smo de A - bimódulos de A en DA si y sólo si existe

una matriz parastró�ca inversible simétrica.

La clase de álgebras que aparecen en el corolario anterior forman una familia muy

importante llamada álgebras simétricas.

De�nición 2.24. Sea A una k-álgebra de dimensión �nita. A se dice simétrica si existe

un isomor�smo de A - bimódulos de A en DA.

Observación 2.25. Como consecuencia del Corolario 2.23 se tiene que toda álgebra

simétrica es álgebra Frobenius.

Con el propósito de establecer otra caracterización de las álgebras Frobenius comen-

zaremos estudiando la relación entre el núcleo de un elemento ϕ ∈ DA y el del homo-

mor�smo correspondiente f = ϕ ..

Proposición 2.26. Sea ϕ ∈ DA, y f : AA → D(AA)A el homomor�smo de�nido como

la multiplicación a izquierda por ϕ (f = ϕ.). Entonces:

(i) Ker f ⊆ Ker ϕ.

(ii) Dado un ideal a derecha I de A, se tiene que I ⊆ Ker f si y sólo si I ⊂ Ker ϕ.

(iii) Ker f es la suma de todos los ideales a derecha de A contenidos en Ker ϕ.

(iv) f es un isomor�smo si y sólo si Kerϕ no contiene ideales a derecha no nulos.

(v) f es homomor�smo de A - bimódulos si y sólo si ϕ(ab) = ϕ(ba) para todo a, b ∈ A.

Demostración. (i) Sea a ∈ Ker f . Entonces f(a) = 0. Así, ϕ.a = 0, la transformación

lineal nula. De lo que resulta: (ϕ.a)(a′) = 0 para todo a′ ∈ A. En particular, tenemos que

(ϕ.a)(1A)= ϕ(a · 1A) = ϕ(a) = 0. Y así a ∈ Ker ϕ.

(ii) Sea I un ideal de A. Si I ⊆ Ker f se sigue de (i) que I ⊂ Ker ϕ.

Recíprocamente, tomemos I ⊂ Ker ϕ. Entonces ϕ(a) = 0 para todo elemento a de I.

Así, 0 = ϕ(a)a′ = ϕ(aa′) = (ϕ.a)(a′) para todo elemento a′ de A.

De aquí, f(a) = ϕ.a = 0 y así a ∈ Ker f .

(iii) Es consecuencia de (ii) por ser Ker f un ideal a derecha.
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(iv) Si f no es isomor�smo, f no es monomor�smo pues dimk A = dimkDA. Entonces

existe a 6= 0 ∈ A con f(a) = 0. Es decir, Ker f es un ideal no nulo contenido en Ker ϕ.

Por lo tanto, Ker ϕ contiene un ideal no nulo.

Recíprocamente, supongamos que existe un ideal no nulo I ⊂ Ker ϕ. Entonces existe

a ∈ I no nulo. Así, aa′ ∈ I para todo a′ ∈ A, de donde aa′ ∈ Ker ϕ para todo a′ ∈ A.

Luego, por de�nición de f , se tiene que f(a) = 0 y por lo tanto f no es isomor�smo.

(v) Supongamos que f es homomor�smo de A - bimódulos.

Esto es f(ab) = af(b) = f(a)b para todos a, b ∈ A.

Así tenemos que f(a · 1) = a · f(1) para todo a ∈ A. Y de esta manera f(a) =

a · f(1) para todo a ∈ A.

Ahora, por la de�nición de f , obtenemos ϕ.a = a.(ϕ.1) = a.ϕ. Luego, tomando un

elemento arbitrario b de A, resulta que (ϕ.a)(b) = (a.ϕ)(b). De donde resulta que ϕ(ab) =

ϕ(ba) para cualesquiera a, b ∈ A, como queríamos demostrar.

Recíprocamente, supongamos que ϕ(ab) = ϕ(ba) para elementos arbitrarios a, b ∈ A.

Entonces (ϕ.a)(b) = (a.ϕ)(b) para todo b ∈ A.

Y así, ϕ.a = a.ϕ = a.(ϕ.1). De manera que f(a) = a · f(1) para todo a ∈ A. Ahora,

multiplicando por un elemento arbitrario b de A resulta que f(a) · b = a · f(1) · b =

af(1b) = af(b), y así f(ab) = af(b) para elementos arbitrarios a, b ∈ A.

Luego hemos probado que f es homomor�smo de A - módulos a izquierda, y como por

hipótesis es homomor�smo de A-módulos a derecha, se tiene que f es homomor�smo de

A - bimódulos, como queríamos demostrar.

Lema 2.27. Sea ϕ ∈ DA que veri�ca ϕ(ab) = ϕ(ba) para todos a, b ∈ A. Entonces:

Ker ϕ no contiene ideales a derecha no nulos si y sólo si Ker ϕ no contiene ideales biláteros

no nulos.

Demostración. Si Ker ϕ no contiene ideales a derecha no nulos, entonces Ker ϕ no con-

tiene ideales biláteros no nulos.

Supongamos ahora que Ker ϕ no contiene ideales biláteros no nulos, y veamos que Ker ϕ

no contiene ideales a derecha no nulos.

Sea I un ideal a derecha contenido en Ker ϕ y sea y ∈ I. Entonces y.a ∈ I para todo

a ∈ A. Luego, ϕ(y.a) = 0 para todo a ∈ A. Como ϕ(y.a) = ϕ(a.y) para todo a ∈ A se
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tiene que ϕ(a.y) = 0 cualquiera sea a ∈ A.

Así, el ideal a izquierda A.I es un ideal bilátero (por ser I ideal a derecha) contenido en

Ker ϕ por lo observado anteriormente.

De lo supuesto resulta que A.I = 0, de donde surge que I = 0.

De esta manera Ker ϕ no contiene ideales a derecha no nulos, como queríamos demos-

trar.

Dados V y W k-espacios vectoriales, existe un isomor�smo θ del k-espacio vecto-

rial BIL (V × W,k) de las formas bilineales de V × W en k en el k-espacio vectorial

Homk(V, W
∗) de las transformaciones lineales de V en W ∗ dado por θ(B)(v) = B(v,−),

para B ∈ BIL (V × W,k) y v ∈ V .

Consideremos el caso V = W = A.

Recordemos que las a�rmaciones

(i)B(a,−) = 0 =⇒ a = 0 y

(ii)B(−, a) = 0 =⇒ a = 0

son equivalentes para todo a ∈ A (ver [HK], pág. 359).

Recordemos también que:

• B es no degenerada si veri�ca las condiciones equivalentes (i) y (ii) anteriores.

• B es simétrica si B(a, b) = B(b, a) para cualesquiera elementos a, b en A.

Finalmente, se dice que B es asociativa si B(ab, c) = B(a, bc) para cualesquiera

elementos a, b, c en A.

Se obtiene entonces el siguiente resultado.

Proposición 2.28. Sea θ : BIL (A × A, k) → Homk(A, DA) de�nido por

θ(B)(v) = B(v,−) para B en BIL (A × A, k). Entonces:

(i) θ(B) es homomor�smo de A-módulos a derecha si y sólo si B es una forma bilineal

asociativa.

(ii) θ(B) es isomor�smo de A-módulos a derecha si y sólo si B es una forma bilineal

asociativa no degenerada.
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(iii) θ(B) es isomor�smo de A - bimódulos si y sólo si B es una forma bilineal asociativa

no degenerada simétrica.

Demostración. (i) Supongamos que θ(B) es homomor�smo de A-módulos a derecha. Esto

es, θ(B)(ab) = θ(B)(a).b, para cualesquiera a, b de A. Así, por de�nición de θ(B) tenemos

que B(ab,−) = B(a,−).b. Es decir, B(ab,−)(a′) = (B(a,−).b)(a′)para todo a′ de A. Con

lo cual B(ab, a′) = B(a, ba′) para todo a′ de A.

Por lo tanto, concluimos que B es asociativa.

Recíprocamente, supongamos que B es asociativa. Esto es, B(ab, a′) = B(a, ba′), para

cualesquiera a, b, a′ de A. Equivalentemente, B(ab,−)(a′) = B(a,−)(ba′) para a, b, a′

elementos arbitrarios de A. De lo que resulta que B(ab,−)(a′) = (B(a,−).b)(a′) si a, b, a′

están en A. Así, utilizado la de�nición de θ tenemos que θ(B)(ab) = θ(B)(a).b para todos

a, b de A. Lo cual signi�ca que θ(B) es homomor�smo de A-módulos a derecha.

(ii)

Resulta de (i) y del hecho que B es no degenerada si y sólo si θ(B) es inyectiva.

(iii)

Supongamos que θ(B) es isomor�smo de A - bimódulos. Por (i) y (ii) sabemos que B es

asociativa y no degenerada. Veamos que es simétrica.

Por hipótesis, θ(B)(ab) = a.θ(B)(b) = θ(B)(a).b. Así, teniendo en cuenta la estructura

de A - bimódulo en A∗ y tomando a′ un elemento arbitrario de A se tiene que:

θ(B)(b)(aa′) = θ(B)(a)(ba′). Es decir, B(b, a′a) = B(a, ba′) para cualquier elemento a′

de A. En particular, para a = 1 se tiene que B(b, a) = B(a, b) y así B resulta simétrica

como queríamos demostrar.

Recíprocamente, supongamos que B es forma bilineal asociativa no degenerada simétrica.

Sabemos por (i) y (ii) que θ(B) es isomor�smo de A-módulos a derecha. Resta probar

que θ(B) es homomor�smo de A-módulos a izquierda.

Veamos que θ(B)(ab) = a.θ(B)(b) para todos a, b ∈ A. En efecto:

Sea a′ un elemento arbitrario deA. Entonces, (a.θ(B)(b)) (a′) = θ(B)(b)(a′a) = B(b, a′a) =

B(a′a, b) = B(a′, ab) = B(ab, a′) = θ(B)(ab)(a′), como queríamos demostrar.

Observación 2.29. Se obtiene un resultado análogo al de la proposición anterior para

A-módulos a izquierda al considerar θ′(B)(v) = B(−, v).
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Podemos resumir las propiedades vistas en esta sección en el siguiente teorema que

caracteriza a las álgebras Frobenius.

Teorema 2.30. Sea A una k-álgebra de dimensión �nita sobre un cuerpo k. Las siguientes

condiciones son equivalentes:

(a) A es un álgebra Frobenius.

(b) Existe un isomor�smo f : AA → (DAA)A de A-módulos a derecha.

(c) Existe una transformación lineal ϕ : A → k tal que Ker ϕ no contiene ideales a

derecha no nulos.

(d) Existe una forma k - bilineal asociativa no degenerada B : A × A → k.

(b') Existe un isomor�smo f ′ :A A → A(DAA) de A- módulos a izquierda.

(c') Existe una transformación lineal ϕ′ : A → k tal que Ker ϕ′ no contiene ideales a

izquierda no nulos.

(e) Existe una matriz parastró�ca inversible P(ξ) para alguna (toda) base de A.

Demostración. (a) ⇐⇒ (b)

La equivalencia ha sido probada en la Proposición 2.9.

(a) ⇐⇒ (e)

La equivalencia ha sido probada en el Corolario 2.20.

(b) ⇐⇒ (c)

Sea f : AA → (DAA)A un homomor�smo de A-módulos a derecha. Entonces puede es-

cribirse como la multiplicación a izquierda por un elemento ϕ de DA. Luego, existe una

transformación lineal ϕ : A → k que veri�ca, por la Proposición 2.26, que Ker ϕ no

contiene ideales a derecha no nulos, pues f es isomor�smo.

Recíprocamente, supongamos que existe una transformación lineal ϕ : A → k tal que

Ker ϕ no contiene ideales a derecha no nulos. Entonces, si consideramos el mor�smo

f : AA → (DAA)A de A-módulos a derecha asociado a ϕ que corresponde a la multipli-

cación a izquierda por ϕ, tenemos por la Proposición 2.26 que f es un isomor�smo, pues
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por hipótesis ϕ no contiene ideales a derecha no nulos.

(b) ⇐⇒ (d)

La equivalencia ha sido probada en la Proposición 2.28.

Análogamente, obtenemos la siguiente caracterización de las álgebras simétricas.

Teorema 2.31. Sea A una k-álgebra de dimensión �nita sobre un cuerpo k. Las siguientes

condiciones son equivalentes:

(a) A es un álgebra simétrica.

(b) Existe una matriz parastró�ca inversible simétrica P(ξ) para alguna (toda) base de

A.

(c) Existe una transformación lineal ϕ : A → k tal que ϕ(ab) = ϕ(ba) para todos a, b ∈

A y cuyo núcleo no contiene ideales biláteros no nulos.

(d) Existe una forma k - bilineal asociativa no degenerada simétrica B : A × A → k.

Demostración. (a) ⇐⇒ (b) ha sido demostrada en el Corolario 2.23.

(a) ⇐⇒ (c)

Supongamos que A es un álgebra simétrica. Entonces, existe un isomor�smo f de

A - bimódulos de A en DA. Como en particular f es isomor�smo de A-módulos a derecha,

sabemos por el Teorema 2.30 que existe una transformación lineal ϕ : A → k, con f = ϕ.

tal que Ker ϕ no contiene ideales a derecha no nulos. Por la Proposición 2.26 tenemos

que ϕ(ab) = ϕ(ba) para todos a, b ∈ A. Luego, por Lema 2.27, Ker ϕ no contiene ideales

biláteros no nulos.

Recíprocamente, supongamos que existe una transformación lineal ϕ : A → k tal que

ϕ(ab) = ϕ(ba) para todos a, b ∈ A y cuyo núcleo no contiene ideales biláteros no nulos.

Sabemos por Lema 2.27 que dicho núcleo no contiene ideales a derecha no nulos. Tomando

f = ϕ. se tiene por la Proposición 2.26 que f es isomor�smo de A - bimódulos.

(a) ⇐⇒ (d)

La equivalencia ha sido probada en la Proposición 2.28 (iii).
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2.4. Ejemplos de álgebras Frobenius y simétricas.

En los siguientes ejemplos ilustraremos el uso de las caracterizaciones desarrolladas en

la sección anterior para determinar si un álgebra dada es o no Frobenius (o, en particular,

simétrica).

Ejemplo 2.32. Sea k un cuerpo, Q el carcaj

1• α
// •2

βoo

I el ideal admisible del álgebra de caminos kQ de Q sobre k generado por los caminos

αβ, β α y A = kQ/I. Así de�nida, A es una k-álgebra de dimensión 4 con base β =

{e1, e2, α, β}, con e1 = ε1 + I, e2 = ε2 + I, α = α + I, β = β + I,

donde ε1, ε2 son los caminos triviales correspondientes a los vértices 1 y 2 respectivamente.

Recordemos que las constantes de estructura se calculan multiplicando dos a dos los

elementos de la base elegida y expresando estos resultados como combinación lineal de la

misma. Llamando a1 = e1; a2 = e2; a3 = α y a4 = β, tenemos

[aj.ak]β = (α1jk, α2jk, α3jk, α4jk).

Así

[a1.a1]β = [a1]β = (1, 0, 0, 0)

[a1.a2]β = [0]β = (0, 0, 0, 0)

[a1.a3]β = [0]β = (0, 0, 0, 0)

[a1.a4]β = [a4]β = (0, 0, 0, 1)

[a2.a1]β = [0]β = (0, 0, 0, 0)

[a2.a2]β = [a2]β = (0, 1, 0, 0)

[a2.a3]β = [a3]β = (0, 0, 1, 0)

[a2.a4]β = [0]β = (0, 0, 0, 0) (>)

[a3.a1]β = [a3]β = (0, 0, 1, 0)

[a3.a2]β = [0]β = (0, 0, 0, 0)

[a3.a3]β = [0]β = (0, 0, 0, 0)
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[a3.a4]β = [0]β = (0, 0, 0, 0)

[a4.a1]β = [0]β = (0, 0, 0, 0)

[a4.a2]β = [a4]β = (0, 0, 0, 1)

[a4.a3]β = [0]β = (0, 0, 0, 0)

[a4.a4]β = [0]β = (0, 0, 0, 0)

Estos vectores forman las columnas de las matrices L(ai):

Los cuatro primeros, las columnas de L(a1) = L(e1), los cuatro siguientes, las columnas

de L(a2) = L(e2), etc.

Tenemos entonces

L(e1) =


1 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 1

; L(e2) =


0 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 0

;

L(α) =


0 0 0 0

0 0 0 0

1 0 0 0

0 0 0 0

; L(β) =


0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 1 0 0

.

De modo que la representación izquierda de A está dada por

L : A → M4(k)

L(x) = x1 L(e1) + x2L(e2) + x3L(α) + x4L(β) =


x1 0 0 0

0 x2 0 0

x3 0 x2 0

0 x4 0 x1


donde x ∈ A, [x]β = (x1, x2, x3, x4).

Las matrices R(ai) tienen como columnas las coordenadas de los vectores

a1.ai, a2.ai, a3.ai, a4.ai, obtenidos al multiplicar a derecha por ai. Obtenemos así las �las

de Rt(ai).
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Rt(e1) =


1 0 0 0

0 0 0 0

0 0 1 0

0 0 0 0

; Rt(e2) =


0 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

;

Rt(α) =


0 0 0 0

0 0 1 0

0 0 0 0

0 0 0 0

; Rt(β) =


0 0 0 1

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

.

Así, la representación derecha de A está dada por

Rt : A → M4(k)

Rt(x) = x1R
t(e1) + x2R

t(e2) + x3R
t(α) + x4R

t(β) =


x1 0 0 x4

0 x2 x3 0

0 0 x1 0

0 0 0 x2


donde x ∈ A, [x]β = (x1, x2, x3, x4).

Las i - ésimas coordenadas de los vectores en (>) permiten obtener las �las de la matriz

Pi: las 4 primeras corresponden a la primer �la, las 4 siguientes a la segunda �la y así

sucesivamente.

P1 =


1 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

; P2 =


0 0 0 0

0 1 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

; P3 =


0 0 0 0

0 0 1 0

1 0 0 0

0 0 0 0

; P4 =


0 0 0 1

0 0 0 0

0 0 0 0

0 1 0 0

.

De modo que la transformación lineal P viene dada por

P : k4 → M4(k)

kv = (k1, k2, k3, k4) 7→ k1 P1 + k2P2 + k3P3 + k4P4 =


k1 0 0 k4

0 k2 k3 0

k3 0 0 0

0 k4 0 0

.
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Veremos ahora si A es un álgebra Frobenius, determinando si existe una matriz parastró-

�ca inversible para algún valor kv = (k1, k2, k3, k4) de k4.

det P = −(k3k4)2, que es no nulo tomando valores de k3 y k4 no nulos. Así, tomando

k = (0, 0, 1, 1) se tiene que

P (0, 0, 1, 1) =


0 0 0 1

0 0 1 0

1 0 0 0

0 1 0 0

 es una matriz parastró�ca inversible, y así A es un álge-

bra Frobenius.

Como además la condición k3 6= 0 hace imposible la existencia de una matriz parastró�ca

inversible simétrica, se tiene que A no es álgebra simétrica.

Se tiene además que:

• La forma bilineal asociativa no degenerada B : A× A → k está de�nida por

B(ai, aj) = Pij, con ai, aj elementos de la base β; de donde B(x, y) = x1y4 + x2y3 +

x3y1 + x4y2 para elementos x = (x1, x2, x3, x4) e y = (y1, y2, y3, y4) de A.

• La transformación lineal ϕ : A → k asociada está de�nida mediante

ϕ(x) = B(x, 1A) = x3 + x4, con x = (x1, x2, x3, x4) ∈ A.

Además, Ker ϕ no contiene ideales a derecha no nulos.

En efecto:

Ker ϕ = {kv = k1e1 + k2e2 + k3α− k3β}

Supongamos que I ⊆ Ker ϕ. I ideal a derecha. Entonces, los elementos de I son de la

forma kv = k1e1 + k2e2 + k3α− k3β.

Por ser I ideal a derecha, si kv ∈ I, entonces kvβ también.

Luego kvβ = (k1e1 + k2e2 + k3α− k3β)β = k1β ∈ I. Por lo tanto k1 = 0

También tenemos que, si kv ∈ I, entonces kve1 también.

Luego kve1 = (k2e2 + k3α− k3β)e1 = k3α ∈ I. Así k3 = 0

Análogamente, si kv ∈ I, entonces kvα también.

Luego kvα = (k2e2)α = k2α ∈ I. De modo que k2 = 0

De manera que I = 0

• El isomor�smo de A-módulos a derecha θ : A → DA se calcula mediante
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θ(x) = θx con θx : A→ k tal que θx(y) = f(xy)

De modo que, para elementos arbitrarios x = (x1, x2, x3, x4) e y = (y1, y2, y3, y4) de A,

se tiene que θx(y) = x2y3 + x3y1 + x1y4 + x4y2.

En el Ejemplo 2.32 mostramos un álgebra Frobenius no simétrica. Daremos a conti-

nuación un ejemplo de álgebra simétrica, utilizando la equivalencia correspondiente a la

existencia de una transformación lineal ϕ : A → k tal que ϕ(ab) = ϕ(ba) para todos a, b ∈

A y cuyo núcleo no contiene ideales biláteros no nulos.

Ejemplo 2.33. Sea k un cuerpo, Q el carcaj

1• α
// •2

βoo
con I = 〈αβα, βαβ〉

y consideremos A = kQ/I. Así de�nida, A es una k-álgebra de dimensión 6 con base

β = {e1, e2, α, β, αβ, βα}.

Consideremos la transformación lineal ϕ : A → k de�nida mediante

ϕ(e1) = ϕ(e2) = ϕ(α) = ϕ(β) = 0

ϕ(αβ) = ϕ(βα) = 1.

Entonces, Ker ϕ no contiene ideales a derecha no nulos. En efecto:

Ker ϕ = {kv = k1e1 + k2e2 + k3α + k4β + k5αβ − k5βα}

Supongamos que I es un ideal a derecha no nulo incluido en Ker ϕ. Veamos que I = 0.

Los elementos de I son de la forma kv = k1e1 + k2e2 + k3α + k4β + k5αβ − k5βα.

Por ser I ideal a derecha, si kv ∈ I, entonces kvαβ = k2αβ ∈ I. Luego, k2 = 0.

kvβα = k1βα ∈ I. Entonces, k1 = 0.

kvβ = k3αβ ∈ I. Así k3 = 0.

kvα = k4βα ∈ I. Y de esta manera k4 = 0.

kve1 = −k5βα ∈ I. De modo que k5 = 0.

Por lo tanto, I = 0, como queríamos. De manera que ϕ es una transformación lineal que

no contiene ideales no nulos en su núcleo.

Además, ϕ(xy) = ϕ(yx). En efecto:

Si [x]β = (x1, x2, x3, x4, x5, x6) y [y]β = (y1, y2, y3, y4, y5, y6) se tiene que ϕ(xy) =

x3y4ϕ(αβ)+x4y3ϕ(βα) = x3y4+x4y3 = y3x4+y4x3 = y3x4ϕ(αβ)+y4x3ϕ(βα) = ϕ(yx).

De esta manera hemos probado que A es un álgebra simétrica.



Capítulo 2. Álgebras Frobenius y simétricas. 35

El siguiente ejemplo ilustra cómo determinar que un álgebra no es Frobenius.

Ejemplo 2.34. Sea k un cuerpo, Q el carcaj

1• α // •2

Entonces A = kQ es una k-álgebra de dimensión 3 con base B = {e1, e2, α}.

Consideremos una transformación lineal arbitraria ϕ : A → k y probemos que existe un

ideal a derecha no nulo incluido en Ker ϕ.

Sean ϕ(e1) = b1;ϕ(e2) = b2;ϕ(α) = b3 con b1, b2, b3 ∈ k.

Entonces Ker ϕ = {x = k1e1 + k2e2 + k3α, con k1b1 + k2b2 + k3b3 = 0}.

Consideremos I = 〈(b3e1 − b1α)〉. Así, I es un ideal a derecha de A contenido en Ker ϕ.

Además, si I = 0 entonces Ker ϕ = 〈(e1, 0, α)〉 es un ideal a derecha no nulo de A.

De modo que A no es álgebra Frobenius.

En el siguiente ejemplo se demuestra que la extensión trivial T (A) de un álgebra A es

siempre una álgebra simétrica. A partir del estudio de la extensión trivial de un álgebra

se pueden demostrar propiedades del álgebra original, y viceversa. En los capítulos 5 y 6

de esta tesis profundizaremos el estudio de estas álgebras.

Ejemplo 2.35. Extensión trivial T (A) = A n D(A).

De�nimos ϕ : T (A) −→ k mediante ϕ(a, f) = f(1). Así de�nida, resulta que:

•ϕ es k - lineal.

En efecto

ϕ(x(a, f) + x′(b, g)) = ϕ(xa + x′b, xf + x′g)) = (xf + x′g)(1) = (xf)(1) + (x′g)(1) =

xf(1) + x′g(1) = xϕ(a, f) + x′ϕ(b, g).

•ϕ((a, f)(b, g)) = ϕ((b, g)(a, f)).

En efecto

ϕ((a, f)(b, g)) = ϕ(ab, ag+fb) = (ag+fb)(1) = (ag)(1)+(fb)(1) = g(1 ·a)+f(b ·1) =

g(a) + f(b) = f(b) + g(a) = f(1 · b) + g(a · 1) = (bf)(1)(ga)(1) = (bf + ga)(1) =

ϕ(ba, bf + ga) = ϕ((b, g)(a, f))

• Ker ϕ no contiene ideales biláteros no nulos.

En efecto

Sea I un ideal bilátero de T (A) contenido en Ker ϕ.
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Sea x = (a, f) ∈ I. Entonces f(1) = 0. Además,

(a, f)(1, g) ∈ I, de donde (ag+f)(1) = 0. Entonces (ag)(1) = g(a) = 0 para todo g ∈

D(A) y así a = 0.

Entonces, (0, f) ∈ I, y así (0, f)(b, 0) = (0, fb) ∈ I para todo b ∈ A.

Por lo tanto fb(1) = 0 para todo b y así f = 0.

Luego T (A) es un álgebra simétrica.

Observación 2.36. El ejemplo anterior también podría desarrollarse teniendo en cuenta

la identi�cación natural D(A⊕DA) ∼= DA⊕DDA. Así, podemos de�nir

(A⊕DA)
θ−→DA⊕DDA

(a, f) 7→ (f, a∗∗)

Entonces θ(a, f)(b, g) = f(b) + a∗∗(g) = f(b) + g(a).

Así de�nido, se veri�ca que θ es un isomor�smo de T (A) - módulos.



Capítulo 3

El automor�smo de Nakayama y el

funtor de Nakayama.

Comenzamos este capítulo de�niendo el automor�smo de Nakayama de un álgebra

Frobenius, para luego probar que un álgebra Frobenius es simétrica si y sólo si este auto-

mor�smo es interior.

Por otra parte de�nimos el funtor de Nakayama, que es una autoequivalencia de mod A,

y vemos cuál es su relación con el automor�smo de Nakayama.

Esto lo haremos estudiando relaciones entre las estructuras de bimódulo sobre un álgebra

y los automor�smos de�nidos sobre la misma.

Para terminar el capítulo, probamos que la propiedad de que un álgebra sea simétrica es

invariante por equivalencia Morita.

3.1. El automor�smo de Nakayama.

En esta sección probaremos que si A es un álgebra Frobenius con forma bilineal aso-

ciativa no degenerada B, existe un único automor�smo de k-álgebras ν de�nido en A tal

que B(w, v) = B(ν(v), w).

Primero estudiaremos el caso de una forma bilineal no degenerada B sobre un k-espacio

vectorial V de dimensión �nita, y probaremos la existencia de un automor�smo ν del

espacio vectorial V tal que B(w, v) = B(ν(v), w). Luego probaremos que si V = A es un

álgebra Frobenius, con forma bilineal asociativa no degenerada B, entonces el automor�s-

37
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mo ν es de k-álgebras. Además veremos que A es simétrica si y sólo si ν es automor�smo

interior.

Comenzaremos esta sección recordando dos resultados conocidos referidos a espacios vec-

toriales sobre un cuerpo k, que utilizaremos en el desarrollo de la misma.

Lema 3.1. [HK, Capítulo 10] Sea V un k-espacio vectorial de dimensión �nita y B :

V × V → k una forma bilineal no degenerada. Entonces:

(i) B induce isomor�smos de k-espacios vectoriales LB, RB : V → Homk(V, k) de�nidos

por LB(v) = B(v,−) y RB(v) = B(−, v) para todo v ∈ V .

(ii) Si f ∈ Homk(V, k), existe un único v ∈ V tal que f = B(v,−)

En lo que sigue, LB y RB denotarán los isomor�smos de k-espacios vectoriales de�nidos

en el Lema 3.1.

Proposición 3.2. Sea V un k-espacio vectorial de dimensión �nita y B : V × V → k

una forma bilineal no degenerada. Entonces, existe un único automor�smo de espacios

vectoriales ν : V → V tal que B(ν(v), w) = B(w, v) ∀w ∈ V . Además ν = L−1
B ◦ RB.

Demostración. Sea u ∈ V , y consideremos la funcional lineal B(−, u). Por el Lema 3.1

(ii) sabemos que existe un único v = vu ∈ V tal que B(vu,−) = B(−, u).

De�namos entonces ν : V → V mediante ν(u) = vu. Así de�nida, ν es la única función

de�nida de V en V tal que B(ν(v), w) = B(w, v) ∀w ∈ V . Probemos que ν = L−1
B ◦ RB.

En efecto:

Dado un elemento arbitrario v de V , se tiene que

(L−1
B ◦ RB)(v) = L−1

B (RB(v)) = L−1
B B(−, v) = L−1

B (B(ν(v),−)) = ν(v)

De modo que ν(v) = (L−1
B ◦ RB)(v)∀ v ∈ V , y por lo tanto ν es transformación lineal.

Hemos probado entonces todo lo requerido.

Observación 3.3. En lo que sigue, notaremos con νB al automor�smo asociado a la forma

bilineal B de�nido en la proposición anterior.

Aplicaremos el resultado de la Proposición 3.2 al caso en que V = A es álgebra

Frobenius. Esto equivale a decir que existe una forma bilineal no degenerada

B : A × A → k que es asociativa (por Teorema 2.27).
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De la propiedad asociativa de B surge inmediatamente que L−1
B y RB son homomor�smos

de A-módulos. Además, se obtiene el siguiente resultado.

Proposición 3.4. Sea A una k-álgebra Frobenius con B : A×A → k una forma bilineal

asociativa no degenerada. Entonces:

(i) El automor�smo de k-espacios vectoriales νB : A → A tal que

B(νB(v), w) = B(w, v) para elementos v, w ∈ A, es automor�smo de k-álgebras.

(ii) Sea c un elemento inversible de A e Ic el automor�smo interior de�nido como

Ic(a) = cac−1 ∀ a ∈ A. Sea B′ de�nida por B′(x, y) = B(x, yc−1).

Entonces νB′ = νB ◦ Ic.

(iii) Si B′ : A×A → k, es otra forma bilineal asociativa no degenerada, entonces existe

un elemento inversible c de A tal que νB = νB′ ◦ Ic.

(iv) A es un álgebra simétrica si, y sólo si, existe una forma bilineal asociativa no dege-

nerada B′ : A× A → k tal que νB′ es un automor�smo interior.

Demostración. (i) Veamos que νB es homomor�smo de álgebras.

Sabemos que, dado un elemento arbitrario x de A se veri�ca que

B(νB(vw), x) = B(x, vw) = B(xv, w) = B(νB(w), xv)

= B(νB(w)x, v) = B(νB(v), νB(w)x) = B(νB(v)νB(w), x).

Esto signi�ca, por ser B no degenerada, que νB(vw) = νB(v)νB(w).

Además, si x es un elemento arbitrario de A, νB(x) = νB(x.1) = νB(x)νB(1).

Por lo tanto νB(1) = 1 por ser νB sobreyectiva, quedando así terminada la demostración.

(ii) Veamos primero que B′ de�nida por B′(x, y) = B(x, yc−1) es una forma bilineal aso-

ciativa no degenerada.

Se veri�ca inmediatamente que B′ es bilineal. Probemos la asociatividad de B′. Para ello

tomemos x, y, z elementos arbitrarios de A. Entonces se tiene que

B′(x, yz) = B(x, yzc−1) = B(xy, zc−1) = B′(xy, z), como queríamos demostrar.

B′ es no degenerada por ser c un elemento inversible.

Llamemos ν ′ = νB ◦ Ic y veamos que ν ′ = νB′ . En efecto:

ν ′ es automor�smo de A por ser composición de dos automor�smos de A.

Veamos ahora que B′(x, y) = B′(ν ′(y), x) para elementos x, y en A.
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B′(ν ′(y), x) = B(ν ′(y), xc−1) = B(νB(cyc−1), xc−1) = B(νB(cyc−1)x, c−1) =

B(νB(c−1), νB(cyc−1)x) = B(νB(c−1)νB(cyc−1), x) = B(νB(c−1cyc−1), x) =

B(νB(yc−1), x) = B(x, yc−1) = B′(x, y).

Entonces ν = νB′ debido a la unicidad del automor�smo en la Proposición 3.2, como

queríamos demostrar.

(iii) Por Lema 3.1, sabemos que existe un único elemento a en A tal que B′(−, 1) =

B(−, a). Así, para un elemento no nulo arbitrario y de A tenemos que

B′(x, y) = B′(xy, 1) = B(xy, a) = B(x, ya) para todo x en A.

Supongamos ya = 0. Entonces B′(x, y) = 0 para todo x en A. Luego, y = 0 por ser B

no degenerada, lo cual contradice nuestra hipótesis.

Entonces ya 6= 0.

Luego, la transformación lineal de A en A que a todo elemento y de A le asigna el pro-

ducto ya es inyectiva y entonces es biyectiva por ser A de dimensión �nita. Por lo tanto

existe a−1 en A con a−1a = 1. Además (aa−1)a = a(a−1a) = a · 1 = a. Como 1 · a = a

y la transformación lineal es inyectiva, aa−1 = 1. Luego, a es inversible.

Veamos que νB = νB′ ◦ Ic, para c = a−1.

En efecto:

B′(νB(a−1xa), y) = B′(νB(a−1xa)y, 1) = B(νB(a−1xa)y, a) = B(νB(a), νB(a−1xa)y) =

B(νB(a)νB(a−1xa), y) = B(νB(xa), y) = B(y, xa) = B(yx, a) = B′(yx, 1) = B′(y, x) =

B′(νB′(x), y), para x, y elementos arbitrarios de A.

Así B′(νB(a−1xa), y) = B′(νB′(x), y), para todo x, y ∈ A, lo que demuestra que νB′(x) =

νB(a−1xa) y de esta manera obtenemos lo que queríamos demostrar.

(iv) Supongamos que A es un álgebra simétrica, con forma bilineal asociativa no dege-

nerada y simétrica B (por Teorema 2.31). Entonces, νB = IdA, que es automor�smo

interior.

Recíprocamente, si νB = Ic, con c un elemento inversible de A, resulta por (ii) que A es

un álgebra simétrica. En efecto:

De�namos B′1 : A × A → k como B′1(x, y) = B(x, yc−1). Sabemos por (ii) que B′1 es

una forma bilineal asociativa no degenerada y que νB′1 = νB ◦ Ic−1 es su automor�smo

asociado.

Así νB′1 = Ic ◦ Ic−1 = IdA, de donde resulta que B′1 es simétrica, y por lo tanto A es un
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álgebra simétrica.

De�nición 3.5. El automor�smo νB asociado a una forma bilineal asociativa no degene-

rada B : A× A → k se denomina automor�smo de Nakayama asociado a B.

3.2. El funtor de Nakayama.

Veremos a continuación que el funtor ∗ = HomA(−, A) : mod A → mod Aop es

una dualidad cuando A es un álgebra autoinyectiva. Recordemos que la estructura de

A-módulo a izquierda de M∗ está dada por (aϕ)(m) = ϕ(ma) para todo elemento m en

M .

Comenzamos el desarrollo de esta sección de�niendo, dado un A módulo M en mod A, la

función ΓM : M → M∗∗ como (ΓM(m))(f) = f(m), ∀f ∈M∗,m ∈M .

Así de�nida, se tiene que ΓM es homomor�smo de A-módulos a derecha. En efecto:

Sean m ∈M,a ∈ A y consideremos f ∈M∗ = HomA(M,A). Entonces (ΓM(m.a))(f) =

f(m.a) = f(m).a = (ΓM(m)(f)).a, con lo cual ΓM(m.a) = ΓM(m)a, como queríamos

demostrar.

Además, la correspondencia Γ que a M le asocia ΓM de�ne una correspondencia natural

entre los funtores aditivos Identidad de mod A y ∗∗ = HomA(HomA(−, A), A).

De�nición 3.6. Sea M un A-módulo a derecha �nitamente generado. Se dice que M es

re�exivo si el homomor�smo ΓM : M → M∗∗ = HomA(M∗, AA) de�nido arriba es un

isomor�smo.

La siguiente proposición muestra que, cuando A es autoinyectiva, el funtor

∗ : mod A → mod Aop es una dualidad.

Proposición 3.7. Sea A un álgebra autoinyectiva. Entonces todo módulo sobre A es

re�exivo.

Demostración. Sea M un A-módulo a derecha y sea ΓM : M → M∗∗ el homomor�smo

de A-módulos a derecha arriba de�nido. Veamos que ΓM es isomor�smo.

SiM = A se tiene que ΓA : A → A∗∗ tal que ΓA(a)(f) = f(a) es una función inyectiva,

entonces ΓA es una biyección pues dim A = dim A∗∗. También lo es si M = An, un
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A-módulo libre, y en consecuencia se veri�ca para un A-módulo proyectivo M = P .

Sea ahoraM un A-módulo �nitamente generado. Entonces tenemos el siguiente diagrama

conmutativo:

P0

ΓP0
��

p // //M

ΓM
��

� � i // I0

ΓI0
��

P ∗∗0

p∗∗ // //M∗∗ � � i
∗∗
// I∗∗0

donde P0 = P0(M) e I0 = I0(M) denotan respectivamente la cubierta proyectiva y la

cápsula inyectiva del A-módulo M .

Observemos que ΓP0 es isomor�smo pues P0 es A-módulo proyectivo. En particular, ΓP0

es sobreyectiva. Además, como p es sobreyectiva y ∗ = HomA(−, A) es exacto por ser A

autoinyectiva se tiene que p∗∗ es sobreyectiva. De esta manera, ΓM es sobreyectivo.

Usando que I0 es A-módulo proyectivo ya que A es autoinyectiva se tiene que ΓI0 es

isomor�smo. En particular ΓI0 es inyectivo y así ΓI0 ◦ i es inyectivo. Luego, ΓM es inyectivo.

Por lo tanto, ΓM es biyectivo.

Así, hemos probado que cualquier A-módulo �nitamente generado M es re�exivo, como

queríamos demostrar.

De�nición 3.8. Sea A una k-álgebra de dimensión �nita. El funtor

NA = DHomA(−, A) = Homk(HomA(−, A), k) : mod A→ mod A,

es llamado el funtor de Nakayama de mod A.

Observación 3.9. Si A es un álgebra autoinyectiva, se tiene que NA es composición de

dos dualidades. Luego, es una equivalencia de mod A.

3.3. Estructuras de bimódulo de�nidas por automor�s-

mos.

Recordemos que un automor�smo σ de un anillo R induce un isomor�smo de catego-

rías (−)σ : mod R → mod R de�nido de la siguiente manera:

Si M ∈ mod R,Mσ es el grupo abeliano M con el producto .σ de�nido por m.σr =
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mσ(r),∀m ∈ M, r ∈ R. Para un mor�smo f : M → N , se de�ne (−)σ(f)(m) = f(m)

para todo m de M . Escribiremos simplemente (−)σ(f) = f .

Observación 3.10. Sea M un B − A bimódulo, σ : A → A un automor�smo y c

un elemento inversible de A. Entonces el mor�smo δ = .σ(c) : Mσ◦Ic → Mσ, es un

isomor�smo de B − A - bimódulos.

Demostración. Ya hemos probado que la multiplicación a derecha es un isomor�smo de

B-módulos a izquierda. Además, dados m en M y a en A se tiene que

δ(m.σ◦Ica) = mσ(cac−1)σ(c) = mσ(c)σ(a) = δ(m)σ(a) = δ(m).σa.

Con lo cual se prueba lo requerido.

Nos interesa comparar las estructuras de bimódulo RRσ determinadas por automor-

�smos σ de R.

Lema 3.11. Si RRσ
∼= RRη como bimódulos, con σ y η automor�smos de R, entonces

existe un elemento inversible c de R tal que σ = η ◦ Ic.

Demostración. Sea Θ : RRσ → RRη un isomor�smo de R - bimódulos.

Por ser Θ : RR → RR isomor�smo de R - módulos a izquierda se tiene que Θ = .c,

donde c = Θ(1) es un elemento inversible de R.

Como Θ : Rσ → Rη es también homomor�smo a derecha, tenemos en particular que

Θ(1.σr) = Θ(1).ηr para todo r ∈ R. Es decir, Θ(σ(r)) = Θ(1)η(r).

Entonces σ(r).c = c.η(r), con lo cual σ(r) = c.η(r).c−1.

Así hemos probado que σ = η ◦ Ic, como queríamos demostrar.

Observación 3.12. La identi�cación natural entre los A-módulos a izquierda R y Rσ

induce un isomor�smo (N∗)σ ∼= HomR(N,Rσ) para cualquier A-módulo a izquierda N .

Considerando en particularR = A, con A un álgebra Frobenius, y σ = ν−1
A se obtiene

el funtor

N ′A = (−)ν−1
A

: mod A→ mod A,

que es una equivalencia de mod A.

Si A es un álgebra Frobenius existe un isomor�smo de A-módulos a izquierda
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AA ∼= A(DA) que en general no es isomor�smo de A - bimódulos. Sin embargo, podemos

enunciar el siguiente resultado.

Proposición 3.13. Sea νB el automor�smo de Nakayama asociado a una forma bilineal

asociativa no degenerada B : A × A→ k. Entonces RB :A A → ADA induce un isomor-

�smo de bimódulos AAν−1
∼= A(DA)A.

Recíprocamente, si AAη ∼= A(DA)A como bimódulos, entonces

η es un automor�smo de Nakayama.

Demostración. Supongamos que ν es automor�smo de Nakayama. Sea B : A × A → k

la forma bilineal asociativa no degenerada tal que νB = ν.

Consideremos RB : AA →A (DA) como lo de�nimos anteriormente. Entonces RB es

homomor�smo de A-módulos a izquierda.

Veamos que RB(a.ν−1b) = RB(a)b.

Sea x un elemento arbitrario en A. Entonces
RB(a.ν−1b)(x) = RB(aν−1(b))(x) = B(x, aν−1(b)) = B(xa, ν−1(b))

= B(ν(ν−1(b)), xa) = B(bx, a) = RB(a)(bx) = (RB(a)b))(x),

con lo cual probamos que RB : AAν−1 →A (DA)A es isomor�smo de bimódulos.

Recíprocamente, si AAη ∼= A(DA)A tenemos que AAν−1
∼= AAη Entonces η = ν−1 ◦ Ic

con c un elemento inversible de A por Lema 3.11. Así, η es automor�smo de Nakayama,

como queríamos demostrar.

3.4. Relación entre el funtor de Nakayama y el auto-

mor�smo de Nakayama.

La siguiente proposición nos muestra la relación entre el funtor de Nakayama NA y el

automor�smo de Nakayama νA asociados a una k-álgebra A.

Proposición 3.14. Sea A una k-álgebra Frobenius, νA un automor�smo de Nakayama

sobre A, y N ′A = (−)ν−1
A
. Entonces las equivalencias NA, N ′A : mod A → mod A son

funtores naturalmente isomorfos, vía µM : N ′A(M) = Mν−1 → NA(M) = DM∗ de�nido

como (µM(m))(f) = B(1, f(m)), con M en mod A, y para todo f en DM y m en M .
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Demostración. Sea M en mod A. Como A es autoinyectiva, sabemos por la Proposición

3.7 que el homomor�smo ΓM : M → M∗∗ es un isomor�smo, que induce el isomor�smo

(ΓM)ν−1 = ΓM : Mν−1 → (M∗∗)ν−1 . Por la Observación 3.12 sabemos que (M∗∗)ν−1 =

(M∗)∗ν−1
∼= HomA(M∗, Aν−1).

Por la Proposición 3.13 tenemos un isomor�smo de bimódulos RB :A Aν−1 → ADAA, que

induce el isomor�smo de A-módulos a derecha HomA(M∗, RB) : HomA(M∗,AAν−1) →

HomA(M∗,ADAA).

Aplicando la dualidad D = Homk(−, k) tenemos el isomor�smo HomA(M∗,ADAA) →

HomA(D(ADAA), DM∗), que está de�nido por D(θ)(ι) = ι ◦ θ.

Finalmente hay un isomor�smo de A-módulos a derecha ε : HomA(D(ADAA), DM∗) →

DM∗ que resulta de identi�car A con DDA y HomA(A,DM∗) con DM∗ de la manera

natural. Esto es, si 1∗∗ ∈ D(DA) está de�nido por 1∗∗(f) = f(1), entonces ε(h) = h(1∗∗).

Todos los isomor�smos son naturales en M , luego su composición ε ◦D ◦Hom(M∗, RB) ◦

ΓM de�ne un isomor�smo de funtores de N ′A(M) = Mν−1 en DM∗ = Homk(M
∗, k) =

NA(M). Veamos que esta composición es el isomor�smo µM buscado. Para f en DM y

m en M se tiene que:

[ε(D(Hom(M∗, RB)(ΓM(m))))](f) = [ε(D(RB ◦ ΓM(m)))](f)

= [D(RB ◦ ΓM(m))(1∗∗)](f)

= (1∗∗ ◦ (RB ◦ ΓM(m)))(f)

= 1∗∗(RB(ΓM(m)(f))) = 1∗∗(RB(f(m)))

= RB(f(m))(1) = B(1, f(m)) = µM(m)(f).

El siguiente corolario nos muestra de que manera el funtor de Nakayama permuta los

A-módulos proyectivos.

Corolario 3.15. Sea A una k-álgebra Frobenius y νA el automor�smo de Nakayama de

A. Entonces, para todo elemento idempotente e de A, existe un isomor�smo

NA(eA) ∼= νA(e)A de A-módulos a derecha.

Demostración. Por la Proposición 3.14 tenemos un isomor�smo NA(eA)
µ−1
eA−→ N ′A(eA).

Además, el automor�smo de Nakayama νA : A→ A induce un isomor�smo de

A-módulos a derecha N ′A(eA) = (eA)ν−1
A
→ νA(e)A que asigna a todo elemento ea de
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eA el elemento νA(ea) = νA(e)νA(a) ∈ νA(e)νA(A) = νA(e)A. Componiendo estos dos

isomor�smos de A-módulos a derecha, tenemos que NA(eA) ∼= νA(e)A, como queríamos

demostrar.

3.5. Álgebras simétricas.

En la siguiente sección probaremos que el hecho de que un álgebra sea simétrica es

una propiedad Morita invariante.

Proposición 3.16. Sea A un álgebra. Entonces A es simétrica si y sólo si B = EndA(P )

es simétrica para cualquier A-módulo proyectivo P .

Demostración. Supongamos que A es un álgebra simétrica. Tomemos P un A-módulo

proyectivo y veamos que C = EndA (P ) es un álgebra simétrica.

Caso 1. Supongamos que P es un A-módulo libre, es decir, P ∼= An.

Entonces C ∼= Mn(A). Como A es simétrica, sabemos por el Teorema 2.31 del Capítulo

2 que existe una transformación lineal ϕ : A → k tal que ϕ(ab) = ϕ(ba) y Ker ϕ no

contiene ideales a derecha no nulos. Entonces ϕ induce

ϕ′ : C → Mn(A) poniendo ϕ′([aij]) = [ϕ(aij)]ij.

Consideramos la forma bilineal B : C × C → k de�nida por B(X, Y ) = ϕ(Traza(XY)).

Entonces B es una forma asociativa simétrica.

Veamos que B es no degenerada. Supongamos que B(X,−) = 0, con X = [aij]. Sea Eij

una matriz elemental. Entonces, para todo elemento b de A se tiene

B(X, bEij) = 0 = ϕ(Traza(X.bEij)) = ϕ(aji.b).

Luego aji.A es un ideal a derecha contenido en Ker ϕ. Luego es nulo. Así aji = 0 para

todo i, j. De modo que X = 0 y entonces B es no degenerada. Luego C es un álgebra

simétrica.

Caso 2. Caso general. Sea P un A-módulo proyectivo de la forma P = eA. Así EndA P =

eAe. Sea Q tal que la suma directa P ⊕Q = L es un A-módulo libre. Sea C ′ = EndA(L).

Sabemos que C ′ es simétrica, por el caso 1.

Entonces hay un isomor�smo de C-módulos a derecha HomA(L, P ) ⊕ HomA(L,Q) ∼=

HomA(L,L) = C ′, de donde HomA(L, P ) es proyectivo sobre C ′. Sea e el idempotente de
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C ′ tal que HomA(L, P ) = e.C ′. Entonces:

C = EndA(P )
[ARS,Cap2]∼= EndC(HomA(L, P )) ∼= e.C ′.e Como e es un elemento idempo-

tente de C ′, se tiene que e.C ′.e es un álgebra simétrica. En efecto:

Sabemos que existe un isomor�smo f : CCC → CDCC de C - bimódulos. Entonces

f(eC ′e) = ef(C ′)e = eDC ′e = D(eC ′e), y así f induce un isomor�smo feC′e : eC ′e →

D(eC ′e) de eC ′e - bimódulos. Con lo cual eC ′e es simétrica.

Así, hemos probado que C = EndA(P ) es un álgebra simétrica.

Recíprocamente, supongamos que C = EndA(P ) es un álgebra simétrica para todo

A-módulo proyectivo P . Entonces, tenemos en particular que C = EndA(A) es un álgebra

simétrica. Luego A ∼= EndA(AA) es un álgebra simétrica.

Se tiene entonces el siguiente corolario, que es una consecuencia directa de la Propo-

sición 3.16.

Corolario 3.17. Sean A y B k-álgebras Morita equivalentes. Entonces A es un álgebra

simétrica si y sólo si B es un álgebra simétrica.

Proposición 3.18. Sea A un álgebra autoinyectiva y conmutativa. Entonces A es simé-

trica.

Demostración. Por ser A una k-álgebra conmutativa se tiene que su álgebra básica asocia-

da Ab, que es de la forma Ab = eAe con e un elemento idempotente de A es conmutativa.

Como A es autoinyectiva, se tiene que Ab es autoinyectiva por la Proposición 3.16. Ahora

bien, en la Proposición 2.13 se demostró que un álgebra autoinyectiva básica es Frobenius.

Luego Ab es Frobenius.

De modo que Ab es un álgebra Frobenius conmutativa, por lo que es un álgebra simétrica

(ya que todo isomor�smo de módulos a derecha de A en DA es también isomor�smo de

bimódulos). Entonces, como A y Ab son Morita equivalentes se tiene por el Corolario 3.17

que A es un álgebra simétrica, como queríamos demostrar.
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Capítulo 4

Los teoremas de Nakayama.

En este capítulo se presentan los cuatro teoremas de Nakayama, que aportan carac-

terizaciones y propiedades de las álgebras autoinyectivas y de las álgebras Frobenius en

particular.

En la primera sección se enuncian los cuatro teoremas, y se dan demostraciones de

todos ellos.

Las álgebras autoinyectivas son de la forma EndA P , con A un álgebra autoinyectiva

básica y P proyectivo. En la segunda sección se da una caracterización de las álgebras

autoinyectivas que son Frobenius, en términos de la multiplicidad de los factores de com-

posición de P y de la permutación de Nakayama.

En todo el capítulo supondremos que P1, P2, · · · , Pr son A-módulos proyectivos indes-

componibles,m(1),m(2), · · · ,m(r) enteros positivos tales que A =
r
⊕
i=1
P
m(i)
i , con Pi � Pj

si i 6= j.

4.1. Los teoremas de Nakayama.

Comenzamos la sección probando el Primer Teorema de Nakayama, cuya demostración

original puede consultarse en [Nak3], y que caracteriza a las álgebras autoinyectivas.

Proposición 4.1. A es un álgebra autoinyectiva si y sólo si existe una permutación ϑ del

conjunto {1, · · · , r} tal que top(Pi) ∼= soc(Pϑ(i)), ∀i ∈ {1, · · · , r}.

Demostración. Basta probar esta proposición para álgebras básicas, pues A es autoinyec-

49
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tiva si y sólo si Ab = EndA(
r
⊕
i=1
Pi) es autoinyectiva.

Supongamos entonces que A es un álgebra autoinyectiva básica. Los Pi, i ∈ {1, · · · , r}

forman un conjunto completo de A-módulos proyectivos indescomponibles, son no iso-

morfos dos a dos y están unívocamente determinados por sus tops simples top(Pi) = Si.

Además, como por hipótesis A es autoinyectiva, los Pi forman también un conjunto com-

pleto de A-módulos inyectivos indescomponibles no isomorfos dos a dos, unívocamente

determinados por sus zócalos simples. De modo que existe una permutación ϑ en el con-

junto {1, · · · , r} tal que top(Pi) = Si ∼= soc (Pϑ(i)), como queríamos demostrar.

Recíprocamente, supongamos que existe una permutación ϑ en el conjunto {1, · · · , r} tal

que top(Pi) ∼= soc(Pϑ(i)) en mod A para todo i ∈ {1, · · · , r}.

Como A es básica,

A ∼=
r
⊕
i=1
Pi, y así top A ∼=

r
⊕
i=1

top(Pi) ∼=
r
⊕
i=1

soc(Pϑ(i)) ∼= soc AA ∼=
r
⊕
i=1

Si.

Sea i la inclusión canónica de A en su cápsula inyectiva. Tenemos en mod A:

A
i
↪→I0(A) ∼= I0(soc A) ∼= I0(

r
⊕
i=1

Si) ∼=
r
⊕
i=1

I0(Si) ∼= DA.

Obtenemos de esta manera un monomor�smo A
i
↪→D(A) de A-módulos a derecha que es

isomor�smo pues dimk A = dimk DA. Así A es un álgebra Frobenius y por lo tanto es

autoinyectiva, como queríamos demostrar.

De�nición 4.2. La permutación ϑ del conjunto {1, · · · , r} tal que top(Pi) ∼= soc(Pϑ(i))

en mod A, para todo i ∈ {1, · · · , r} es llamada la permutación de Nakayama de A.

En caso de ser necesario notaremos con ϑA a la permutación de Nakayama asociada

al álgebra A.

Corolario 4.3. Sea A un álgebra autoinyectiva y ϑ la permutación de Nakayama asociada

a A. Entonces D(Aei) ∼= eϑ−1(i)A para todo elemento idempotente primitivo ei de A.

El primer teorema de Nakayama nos permite, dada un álgebra Frobenius, hallar la

relación entre la permutación de Nakayama, el automor�smo de Nakayama y el funtor de

Nakayama. Tenemos el siguiente resultado.

Proposición 4.4. Sea A un álgebra Frobenius, νA el automor�smo de Nakayama de A,

NA el funtor de Nakayama y ϑ la permutación de Nakayama de A. Entonces, para todo
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A-módulo proyectivo indescomponible Pi = eiA existen isomor�smos de A-módulos a

derecha νA(ei)A ∼= NA(eiA) ∼= eϑ−1(i)A.

Demostración. La existencia del primer isomor�smo fue probado en el Corolario 3.15.

El segundo isomor�smo se debe a que por ser A un álgebra Frobenius AA ∼= (DA)A,

entonces NA(eiA) ∼= D(eiA)∗ ∼= D(Aei) ∼= eϑ−1(i)A.

Corolario 4.5. A es un álgebra simétrica si y sólo si ϑA es la función identidad.

Ahora demostraremos el Segundo Teorema de Nakayama, que nos permite determinar

cuándo un álgebra autoinyectiva es un álgebra Frobenius. La demostración original puede

encontrarse en [Nak1].

Proposición 4.6. Sea A un álgebra autoinyectiva y ϑ la permutación de Nakayama aso-

ciada a A. Entonces A es un álgebra Frobenius si y sólo si m(i) = m(ϑ(i)) para todo

i ∈ {1, · · · , r}.

Demostración. Sabemos por la Proposición 2.30 del capítulo 2 que A es un álgebra Fro-

benius si y sólo si AA ∼= (DAA)A.

Además tenemos en mod A las siguientes descomposiciones

AA =
r
⊕
i=1

(eiA)m(i) y

D(AA)A = D

(
r
⊕
i=1

(Aei)
m(i)

)
=

r
⊕
i=1

(D(Aei))
m(i)

También, por la Proposición 4.1, top(eiA) ∼= soc(eϑ(i)A) en mod A, para todo i ∈

{1, · · · , r}. Además top(eiA) ∼= socD(Aei) para todo i ∈ {1, · · · , r}.

Así, como cada A-módulo proyectivo indescomponible eiA está unívocamente determinado

por su top simple top(eiA), y por ser además inyectivo indescomponible está unívocamen-

te determinado por su zócalo simple, tenemos que la existencia de un isomor�smo entre

AA y (DAA)A es equivalente a la existencia de los siguientes isomor�smos
r
⊕
i=1

(Aei)
m(i) ∼=

r
⊕
i=1
D(Aei)

m(i) ∼=
r
⊕
i=1

(eϑ(i)A)m(ϑ(i)).

De este modo, A es un álgebra Frobenius si y sólo si m(i) = m(ϑ(i)), como queríamos

demostrar.

Antes de enunciar el tercer y cuarto teorema de Nakayama, es necesario de�nir las

nociones de anulador a izquierda y a derecha, y establecer algunas propiedades de ellos.
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De�nición 4.7. Sea X un subconjunto no vacío de A. El anulador a izquierda de X en

A es ann`A(X) = {a ∈ A | aX = 0} y análogamente, el anulador a derecha de X en A

es annrA(X) = {a ∈ A |Xa = 0}.

Observación 4.8. ann`A(X) es un ideal a izquierda de A. Además, si X es un ideal

a izquierda de A, ann`A(X) es un ideal bilátero. Análogamente, annrA(X) es un ideal a

derecha de A, y si X es un ideal a derecha de A, annrA(X) es un ideal bilátero.

Observación 4.9. annrA(X) = ann`Aop (X) y annrAop (X) = ann`A(X).

Observación 4.10. annrA(rad A) = socAA. En efecto:

socAA es el mayor submódulo semisimple de A. Por lo tanto, radA · socAA = 0.

Así, socAA ⊆ annrA(radA).

Recíprocamente, si X ⊆ annrA(radA) se tiene que X es un submódulo semisimple a

izquierda de A, y de esta manera X ⊆ socAA.

De estas dos inclusiones surge la igualdad annrA(rad A) = socAA.

De las observaciones 4.9 y 4.10 obtenemos inmediatamente el siguiente resultado.

Observación 4.11. ann`A(rad A) = soc AA.

Estamos en condiciones de probar el Tercer teorema de Nakayama, que establece una

correspondencia entre los ideales a izquierda y a derecha de un álgebra autoinyectiva, y

que fue demostrado originalmente en [Nak1] y [Nak2].

Proposición 4.12. Sea A una k-álgebra autoinyectiva. Entonces las funciones anulado-

ras ann`A y annrA inducen biyecciones mutuamente inversas

{ideales a derecha de A}
ann`A
�

annrA

{ideales a izquierda de A}

Demostración. Sea I un ideal a izquierda de A. Veamos que ann`A (annrA(I)) = I.

De la de�nición de anuladores, surge inmediatamente que I ⊆ ann`A (annrA(I)). Probemos

que dimk I = dimk

(
ann`A (annrA(I))

)
.

Por ser AA y AA módulos inyectivos, sabemos que los funtores exactos
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DAop = HomAop (−,AA) : mod Aop → mod A y

DA = HomA (−, AA) : mod A→ mod Aop

de�nen dualidades inversas entre mod Aop y mod A.

Consideremos ahora la sucesión exacta en mod A

0 −→ I −→ AA −→ AA/I −→ 0.

Aplicando el funtor DAop obtenemos el siguiente diagrama conmutativo de �las exactas

0 // HomAop (AA/I,AA)

∼=φ

��

// HomAop (AA,AA)

∼=ψ

��

// HomAop (I,AA)

∼=ζ

��

// 0

0 // annrA(I) // AA // AA/ annrA(I) // 0

en donde el isomor�smo φ está dado por φ(f) = f(1), ψ es el isomor�smo canónico y ζ

es el inducido por los anteriores.

Aplicando el funtor DA al diagrama anterior, obtenemos los siguientes isomor�smos de

A-módulos a izquierda

I ∼= DA(DAop(I)) = HomA (HomAop (I,AA), AA) ∼= HomA (AA/ annrA(I), AA) ∼=

ann`A annrA(I), de donde surge que dimk I = dimk ann`A annrA(I), y así I = ann`A annrA(I)

como queríamos demostrar.

Por la Observación 4.9 se tiene inmediatamente que annrA
(
ann`A(J)

)
= J para cualquier

ideal a derecha J de A.

De esta manera hemos probado que los anuladores ann`A y annrA inducen biyecciones

inversas entre los ideales a izquierda y a derecha de A como queríamos demostrar.

Observación 4.13. Si consideramos I = radA en le diagrama de la demostración ante-

rior, resulta que annrA(radA) ∼= HomAop(A/ radA,AA)

Para �nalizar, demostramos el cuarto Teorema de Nakayama, cuya demostración ori-

gial se encuentra en [Nak3], y que aporta una propiedad interesante con respecto al zócalo

de un álgebra autoinyectiva.

Proposición 4.14. Sea A un álgebra autoinyectiva. Entonces soc(AA) = soc(AA)
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Demostración. Tenemos por la observación 4.10 que soc(AA) = annrA(radA).

Veamos que annrA(radA) ⊆ socAA. En efecto:

Por el lema 4.13, annrA(radA) ∼= HomAop(A/ radA,AA) y éste es un A módulo a derecha

semisimple por ser A/ radA un A-módulo a derecha semisimple y DAop(−,AA) una dua-

lidad.

De modo que annrA(radA) ⊆ socAA. Entonces socAA ⊆ socAA.

Aplicando esto al álgebra opuesta Aop se tiene de manera análoga que socAop A ⊆ socAAop

y de aquí obtenemos la otra inclusión, esto es socAA ⊆ socAA.

De esta manera hemos probado que soc(AA) = soc(AA) como queríamos demostrar.

Ejemplo 4.15. En el Ejemplo 2.34 desarrollado en el capítulo 2 probamos que el álgebra

de caminos correspondiente al carcaj

1• α // •2

no es Frobenius.

Aplicando el Primer Teorema de Nakayama, puede verse fácilmente que no es un álgebra

autoinyectiva. En efecto

P1 : 1 P2 : 2 I1 : 1 I2 : 1

2 2

Se ve así que top P1 = S1 � socP1 = S2 y top P1 = S1 � socP2 = S2 por lo que no

existe una permutación de Nakayama, y por lo tanto no es un álgebra autoinyectiva.

Además, corroboremos en este ejemplo que los zócalos a izquierda y derecha no coinciden.

En efecto:

AA ∼= P1 ⊕ P2
∼=


 a 0

b c

 con a, b, c ∈ k

.

De modo que

A ∼=


 0 0

b 0

 con b ∈ k

 y

soc AA ∼= I1 ⊕ I2
∼=


 0 0

b c

 con b, c ∈ k

.

Por otro lado, se tiene que
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soc AA ∼=


 a′ 0

b′ c′

 :

 a′ 0

b′ c′

 0 0

b 0

 = 0, con a′, b′, c′ ∈ k


=


 a′ 0

b′ 0

 con a′, b′ ∈ k

 .

Así, se tiene que soc AA 6= socAA.

4.2. Construcción de las álgebras autoinyectivas Frobe-

nius y no Frobenius.

Hemos probado que toda álgebra autoinyectiva básica es Frobenius. Entonces, el teo-

rema de Morita permite construir todas las álgebras autoinyectivas a partir de las álgebras

Frobenius básicas. En esta sección mostramos cómo el segundo teorema de Nakayama nos

permite de manera sencilla determinar cuáles de ellas son Frobenius y cuáles no.

Sea A un álgebra básica, A = P1⊕P2⊕· · ·⊕Pr, con P1, · · · , Pr A-módulos a derecha

proyectivos indescomponibles no isomorfos dos a dos.

Sean m(1),m(2), · · · ,m(r) r números enteros positivos arbitrarios y consideremos el

A-módulo proyectivo P =
r
⊕
i=1
P
m(i)
i . Así, P es un progenerador de mod A, y entonces el

álgebra Γ = EndA P es Morita equivalente al álgebra A. La equivalencia está dada por el

funtor HomA(P,−). Veremos que el funtor de Nakayama conmuta con esta equivalencia

a menos de isomor�smos. También veremos que A y Γ tienen esencialmente las mismas

permutaciones de Nakayama.

Consideramos en Γ los módulos proyectivos Qi = HomA(P, Pi) y vamos a comparar

las permutaciones de Nakayama de A y Γ con respecto a las descomposiciones A =
r
⊕
i=1
Pi

y Γ =
r
⊕
i=1
Q
m(i)
i .

Teniendo en cuenta las de�niciones y notaciones de arriba, y llamando como antes

NA y NΓ a los funtores de Nakayama asociados a las álgebra A y Γ respectivamente,

obtenemos la siguiente proposición.

Proposición 4.16. Sea A un álgebra autoinyectiva. Entonces se veri�can las siguientes

a�rmaciones:

(i) Γ es autoinyectiva
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(ii) Los funtores NΓ ◦ HomA(P,−) y HomA(P,−) ◦ NA son naturalmente isomorfos.

(iii) Las permutaciones de Nakayama de A y Γ coinciden,es decir,

QϑΓ(i) = PϑA(i) para todo i ∈ {1, · · · , r}.

Demostración.

(i) Se veri�ca trivialmente pues A y Γ son Morita equivalentes.

(ii) Designamos con P(A) e I(A) las categorías de A-módulos proyectivos e inyectivos

respectivamente. Análogamente designamos con P(Γ) y I(Γ) las categorías de

Γ - módulos proyectivos e inyectivos respectivamente.

Recordemos que los funtoresNΓ yNA están de�nidos porNΓ = Homk(HomΓ(−,Γ), k)

y NA = Homk(HomA(−, A), k).

Si X, Y ∈ mod A el homomor�smo X∗ ⊗ Y
θX,Y−→ HomA(X, Y ) de�nido por

(θX,Y (f ⊗ y))(x) = f(x)y es funtorial en X y en Y , y es un isomor�smo cuando

Y = A. Resulta entonces que θX,P es isomor�smo cuando P es proyectivo.

Tenemos el siguiente diagrama

P(A)

NA

��

HomA(P,−) // P(Γ)

NΓ

��
I(A)

HomA(P,−) // I(Γ)

y queremos probar que NΓ (HomA(P, Pi)) ∼= HomA (P,NA(Pi)).

Dado que Pi ∈ P(A) es indescomponible, tenemos que:

NΓ (HomA(P, Pi)) = D HomΓ (HomA(P, Pi),Γ) ∼=

D HomΓ (HomA(P, Pi),HomA(P, P )) ∼= DHomA(Pi, P ) (1)

Por otro lado

HomA (P,NA(Pi)) = HomA (P,Homk(HomA(Pi, A), k) ∼=

Homk (P ⊗ HomA(Pi, A), k) ∼= DHomA(Pi, P ) (2)

De la igualdad de las expresiones (1) y (2), resulta que

NΓ (HomA(P, Pi)) ∼= HomA (P,NA(Pi)), como queríamos demostrar.
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(iii) Sabemos por la relación entre las permutaciones y los funtores de Nakayama que

HomA (P,NA(Pi)) ∼= HomA(P, PϑA(i)) y

NΓ (HomA(P, Pi)) ∼= NΓ(Qi) ∼= QϑΓ(i)
∼= HomA(P, PϑΓ(i)).

Además, por (ii) sabemos que estas dos expresiones coinciden, y así se tiene que

PϑA(i)
∼= PϑΓ(i) de donde resulta, por ser los Pi no isomorfos dos a dos, que ϑΓ(i) =

ϑA(i) para todo i ∈ {1, · · · , r}, como queríamos demostrar.

A partir de las álgebras básicas autoinyectivas se pueden construir todas las álgebras

autoinyectivas y decidir cuáles son Frobenius y cuales no. Esto se muestra en la siguiente

proposición.

Proposición 4.17. Sea A un álgebra autoinyectiva. Entonces las siguientes a�rmaciones

son equivalentes:

(i) A es un álgebra Frobenius.

(ii) A es isomorfa a EndA

(
⊕ni=1 P

m(i)
i

)
con m(i) = m(j) si top(Pi) ∼= soc(Pj).

Demostración. Consideremos el álgebra básica de A, Ab = ⊕ni=1 Pi. Sabemos que A es

isomorfa al álgebra EndA

(
⊕ri=1 P

m(i)
i

)
para ciertos m(1), · · · , m(n) enteros positivos.

Además, las permutaciones de Nakayama de A y Ab coinciden por la Proposición 4.16.

Supongamos que A es Frobenius. Por el Segundo Teorema de Nakayama m(i) = m(ϑ(i))

para todo i ∈ {1, · · · , r}. Luego A ∼= EndA

(
⊕ri=1 P

m(i)
i

)
con m(i) = m(j) si top(Pi) ∼=

soc(Pj), por la de�nición de permutación de Nakayama.

Recíprocamente, supongamos que A es isomorfa a EndA

(
⊕ni=1 P

m(i)
i

)
con m(i) = m(j)

si top(Pi) ∼= soc(Pj). Entonces, m(i) = m(j) si Pj = Pϑ(i), por la de�nición de la

permutación de Nakayama. Entoncesm(i) = m(ϑ(i)) y así A es Frobenius por el Segundo

Teorema de Nakayama.

Ejemplo 4.18. Sea A = kQ/I, con Q el carcaj

1• α
// •2

βoo
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e I = 〈αβ, β α〉.

Se probó en el Ejemplo 2.32 del Capítulo 2 que A es un álgebra autoinyectiva.

Tenemos que

P1 : 1 P2 : 2 I1 : 2 I2 : 1

2 1 1 2

Entonces Pϑ(1) = P2 y Pϑ(2) = P1. Luego, tomando P = P 2
1 ⊕ P2 se tiene que EndA P

es un álgebra autoinyectiva no Frobenius.



Capítulo 5

Álgebras monomiales. Su extensión

trivial.

En este capítulo describiremos las relaciones de la extensión trivial T (A), cuando

A = kQA/IA es una k-álgebra de dimensión �nita e IA es un ideal admisible generado

por caminos. Estas álgebras se denominan monomiales.

En [FP] se caracterizó el carcaj de un álgebra de dimensión �nita, y se describieron las

relaciones en el caso en que QA no tiene ciclos orientados no nulos en A.

Utilizando las de�niciones de ciclo elemental y camino maximal dadas en [FP] construire-

mos una presentación (QT (A), IT (A)) de la extensión trivial T (A) de un álgebra monomial

A. Realizaremos dicha construcción directamente a partir de una presentación (QA, IA)

del álgebra monomial A.

5.1. Algunas propiedades de las álgebras monomiales.

Comenzamos recordando la descripción del carcaj de la extensión trivial T (A) de una

k-álgebra de dimensión �nita A = kQA/IA dada en [FP, Proposition 2.2].

El zócalo de A es un A-A - bimódulo, esto es, un módulo sobre Ae = A ⊗A Aop.

Fijemos un conjunto M = {p1, · · · , pt} de elementos en kQA tal que {p1, · · · , pt} es una

k - base de soc AAe . Entonces el carcaj QT (A) tiene la siguiente forma:

(i) (QT (A))0 = (QA)0

(ii) (QT (A))1 = (QA)1 ∪ {βp1 , · · · , βpt} donde {p1, · · · , pt} es la k - base de socAe A elegida

59
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y para cada i, βpi es una �echa de t(pi) a s(pi).

Extendemos la base �jada del zócalo de A a una base β = {p1, · · · , pn} de A y

denotamos con β∗ = {p1
∗, · · · , pn∗} a su base dual en D(A).

De�nición 5.1. Sea C un ciclo orientado en kQT (A). Se dice que C es elemental si

C = αj · · ·α1βpαm · · ·αj+1, donde α1, · · · , αm ∈ (QA)1, p ∈ M y p∗(αm · · ·α1) 6= 0. En

este caso, el peso de C es ω(C) = p∗(αm · · ·α1).

Además, si C1 = αm · · ·α1 es un ciclo, entonces Ci = αi−1 · · ·α1αm · · ·αi también lo es

para cualquier i ∈ {1, · · · , m}. Diremos en este caso que Ci es una permutación de C1.

Observamos entonces que si C es un ciclo elemental, toda permutación de C es también

un ciclo elemental.

En lo que sigue estudiaremos propiedades de los caminos de un álgebra monomial.

Lema 5.2. Sea A = kQA/IA una k-álgebra de dimensión �nita, IA generado por caminos.

Si γ1, · · · , γs son caminos distintos de kQA y
s∑
i=1

aiγi = 0 con ai 6= 0∀ i ∈ {1, · · · , s},

entonces γi = 0 ∀ i ∈ {1, · · · , s}. Esto es, las clases no nulas de caminos de A forman

una base de A.

Demostración. Sean m1, · · · ,mt caminos en kQA distintos dos a dos que forman una base

de IA.

Supongamos
s∑
i=1

aiγi = 0 en kQA/IA. Entonces
s∑
i=1

aiγi ∈ IA. Esto es

s∑
i=1

aiγi =
t∑

j=1

bjmj en kQA, donde los γi y mj son elementos de la base de caminos de

kQA.

Luego, s = t y existe una permutación θ en el conjunto {1, · · · , s} tal que ai = bθ(i), γi =

mθ(i). De modo que γi = 0 ∀ i ∈ {1, · · · , s} como queríamos demostrar.

Proposición 5.3. Sea A = kQA/IA una k-álgebra de dimensión �nita donde IA está

generado por caminos. Entonces existe una base de soc AAe formada por clases de caminos

maximales en A.

Demostración. Sea M un conjunto de clases de caminos de soc AAe linealmente indepen-

diente maximal. Probaremos que M es base de soc AAe .
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Sea x ∈ kQA tal que x ∈ soc AAe . Entonces x =
r∑
i=1

aiγi, donde ai ∈ k, γi son caminos

distintos de kQA para cada i ∈ {1, · · · , r} y además 0 = xα = αx para toda �echa α

de QA dado que soc AAe = ann`A(rad A). Esto es 0 = xα =
r∑
i=1

ai(γiα) =
r∑
i=1

ai(αγi).

Por el lema anterior, tenemos que γiα = 0 = αγi para toda �echa α de QA y para cual-

quier i ∈ {1, · · · , r}. Luego γi ∈ soc AAe para todo i ∈ {1, · · · , r} y así es combinación

lineal de M ; y por lo tanto x también lo es.

Luego, M genera soc AAe y por lo tanto M es base de soc AAe , como queríamos demos-

trar.

Observación 5.4. El resultado precedente generaliza lo probado en [S, Lemma 2.1.] para

el caso particular de álgebras gentiles, las cuales de�nimos a continuación.

De�nición 5.5. Una k-álgebra de dimensión �nita A se llama de cuerdas si A es Morita

equivalente a un álgebra de la forma kQ/I donde:

(S1) I está generado por caminos.

(S2) Cada vértice de Q es fuente y �nal de a lo sumo 2 �echas.

(S3) Para cada �echa α ∈ Q existe a lo sumo una �echa β ∈ Q tal que αβ /∈ I y existe

a lo sumo una �echa γ ∈ Q tal que γα /∈ I.

Un álgebra string es llamada gentil si además satisface:

(G1) Para cada �echa α ∈ Q existe a lo sumo una �echa δ ∈ Q tal que αδ ∈ I y existe

a lo sumo una �echa ε ∈ Q tal que εα ∈ I.

(G2) I está generado por caminos de longitud 2.

Observación 5.6. Las álgebras de cuerdas, y las gentiles en particular, son ejemplos de

álgebras monomiales. Además, si A es un álgebra monomial, Aop también lo es.

De aquí en adelante supondremos que A = kQA/IA es una k-álgebra de dimen-

sión �nita donde IA está generado por caminos. De esta manera, podemos elegir M =

{p1, · · · , pt} formado por caminos (maximales) de QA tal que {p1, · · · , pt} es una k -

base de socAe A (cuya existencia está garantizada por la Proposición 5.3). Extendemos

esta base a una base de clases de caminos β = {p1, · · · , pn} de A añadiendo las restantes

clases no nulas de caminos de A, y notamos con β∗ = {p1
∗, · · · , pn∗} a su base dual en
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D(A).

En este caso se tiene que C es un ciclo elemental si C = αj · · ·α1βpαm · · ·αj+1,

donde α1, · · · , αm ∈ (QA)1, p ∈ M y p = αm · · ·α1. De esta manera, el peso de C es

ω(C) = 1 para cualquier ciclo elemental.

El siguiente ejemplo ilustra la descripción precedente.

Ejemplo 5.7. Sea A dada por el carcaj QA:

•

•α1 99

α2

??~~~~~~~

α3 ��@@@@@@@

•
con la relación (α1)2 = 0. Entonces {p1 = α2α1 y p2 = α3α1} es una k - base de socAe A

y así el carcaj de T (A) es

•

βp1��~~~~~~~

•α1 99

α2

??~~~~~~~

α3

��@@@@@@@

•
βp2

__@@@@@@@

Además, los ciclos elementales son: C1 = βp1α2α1 y C2 = βp2α3α1; y todas sus permu-

taciones.

De�nición 5.8. Diremos que un camino q de kQA está contenido en el camino q′ si se

veri�ca que q′ = γ2qγ1, donde γ2 , γ1 son caminos y además t(γ1) = s(q) y s(γ2) = t(q).

Proposición 5.9. [FP, Remark 3.3] Si v es un elemento no nulo de A, entonces existen

caminos δ1, δ2 ∈ kQA y pj ∈M tales que pj∗(δ1vδ2) 6= 0. En particular, cualquier camino

no nulo de A está contenido en un ciclo elemental.

Damos a continuación la prueba realizada en [FP].

Demostración. Sean δ1, δ2 caminos en kQA de longitud maximal tales que z = δ1vδ2 6= 0.

Entonces z ∈ soc AAe ; esto es, z =
t∑
i=1

bipi, con bi ∈ k y pi ∈ M, ∀ i = 1, · · · , t. Como
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z 6= 0 existe j tal que bj 6= 0. Así pj∗(z) 6= 0. De aquí sigue que si v es un camino

en kQA tal que v 6= 0, entonces βpjδ1vδ2 es un ciclo elemental que contiene a v, como

queríamos demostrar.

De�nición 5.10. Sea q un camino contenido en un ciclo elemental C, de longitud menor

o igual que la longitud de C. Si q = C, el suplemento de q en C es el camino trivial

es(q); en otro caso, es el camino formado por las �echas restantes de C.

5.2. Las relaciones de la extensión trivial T (A) de un

álgebra monomial.

En esta sección construiremos las relaciones de la extensión trivial T (A) de un álgebra

monomial A = kQA/IA.

En [FP, Theorem 3.9] se caracterizó el ideal IT (A) de relaciones de la extensión trivial

T (A) = kQT (A)/IT (A) del álgebra de dimensión �nita A = kQA/IA donde todo ciclo

orientado es nulo en A.

Consideremos, como se hizo en [FP], el mor�smo de k-álgebras Φ : kQT (A) → T (A)

tal que:

Φ(ei) = (ei, 0) ∀ i = 1, · · · , n,

Φ(α) = (α, 0), Φ(βp) = (0, p∗) ∀α ∈ (QA)1 y p ∈M

Por su de�nición, Φ es sobreyectivo y de esta manera podemos hacer la identi�cación

T (A) = kQT (A)/kerΦ.

También de�nimos los mor�smos asociados:

ϕ1 = π1Φ : kQT (A) → A y ϕ2 = π2Φ : kQT (A) → D(A), donde , π1, π2 son

las proyecciones inducidas por la descomposición T (A) = A⊕D(A).

En [FP, Lemma 3.5] se listan propiedades de estos mor�smos bajo la hipótesis adicional

que los ciclos orientados de kQA son nulos en A. Salvo en la propiedad (i) demostrada en el

mencionado trabajo, esta hipótesis adicional no es necesaria. Enunciamos las propiedades

(a)− (h) en el siguiente lema, incluyendo su demostración hecha en [FP], para un mejor

entendimiento.
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Lema 5.11. Sea A = kQA/IA una k-álgebra de dimensión �nita. Sean q, u caminos de

kQT (A), entonces:

(a) Si v = v1 + v2, con v1 ∈ kQA, v2 ∈ (βp)p∈M, entonces Φ(v) = (ϕ1(v1), ϕ2(v2)).

(b) Si ϕ2(q) 6= 0 entonces q ∈ (βp)p∈M.

(c) Si q contiene dos o más �echas βp, p ∈M, entonces ϕ2(q) = 0.

(d) Si ϕ2(q)(u) 6= 0, entonces u es un suplemento de q.

(e) ϕ2(v)(u) = ϕ2(vu)(ei) = ϕ2(uv)(ej) si u es un camino de i a j en kQA.

(f) Si v =
l∑

s=1

asqs, con q1, q2, · · · , ql caminos diferentes y ϕ2(v) 6= 0, entonces existe

un suplemento u de uno de los qs tal que ϕ2(vu) 6= 0 y ϕ2(uv) 6= 0.

(g) Sea C un ciclo elemental con origen e. Entonces ϕ2(C)(e) = ω(C) y ϕ2(C)(u) = 0

para cualquier camino u en kQA, u 6= e. Si además, IA está generado por caminos,

se tiene que ϕ2(C)(e) = 1.

(h) Si q tiene un suplemento, entonces Φ(q) 6= 0.

Demostración. (a), (b) y (e) surgen directamente de las de�niciones.

(c) Supongamos (sin pérdida de generalidad) q = βpjαn · · ·α1βpi .

Entonces Φ(q) = Φ(βpj)Φ(αn · · ·α1)Φ(βpi) = (0, pj
∗)(αn · · ·α1, 0)(0, pi

∗) =

(0, pj
∗(αn · · ·α1))(0, pi

∗) = (0, 0).

(d) Supongamos que ϕ2(q)(u) 6= 0. Entonces sabemos por (b) y (c) que q = γβpδ, con

γ y δ caminos en kQA. Luego 0 6= ϕ2(q)(u) = ϕ2(γβpδ)(u) =
(
(γ, 0)(0, p∗)(δ, 0)

)
(u) =(

(0, γ p∗)(δ, 0)
)

(u) = (0, γ p∗δ)(u) = p∗(δuγ). Así tenemos que p∗(δuγ) 6= 0, lo que

signi�ca que u es un suplemento de q en el ciclo elemental γβpδu.

(f) Sea v =
l∑

s=1

asqs, con con q1, q2, · · · , ql caminos diferentes y ϕ2(v) 6= 0. Entonces

existe un camino u tal que ϕ2(v)(u) 6= 0. Así, ϕ2(qs)(u) 6= 0 para algún s. Luego,

por (d), se tiene que u es un suplemento de uno de los qs.

Además, por (e), 0 6= ϕ2(v)(u) = ϕ2(vu)(ei) = ϕ2(uv)(ej), donde s(u) = i y
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t(u) = j.

Por lo tanto ϕ2(vu) 6= 0 y ϕ2(uv) 6= 0 como queríamos demostrar.

(g) Sea C un ciclo elemental con origen e; C = αj · · ·α1βpαn · · ·αj+1.

Si ϕ2(C)(u) 6= 0, sabemos por (d) que u es un suplemento de C. De modo que debe

ser u = e.

Así ϕ2(C)(u) 6= 0 si, y sólo si, u = e.

Además, ϕ2(C)(e) = p∗(αn · · ·αj+1eαj · · ·α1) = p∗(αn · · ·αj+1αj · · ·α1) = ω(C).

En particular, si IA está generado por caminos, ϕ2(C)(e) = ω(C) = 1.

(h) Supongamos que u es un suplemento de q en C. Así, C = qu. Por (g) sabemos que

ϕ2(C) 6= 0 y así Φ(q) 6= 0.

Supondremos en lo que sigue que A es un álgebra monomial. Comenzamos dando una

descripción de los ciclos elementales de T (A).

Proposición 5.12. Sea A = kQA/IA una k-álgebra de dimensión �nita, donde IA es-

tá generado por caminos. Sea C un ciclo orientado de kQT (A). Entonces las siguientes

condiciones son equivalentes:

(i) C es un ciclo elemental.

(ii) C = pβp en kQT (A), con p ∈M, o una permutación de este ciclo.

(iii) C es maximal en T (A).

Demostración. (i) ⇒ (ii)

Sea C = αj · · ·α1βpαn · · ·αj+1 un ciclo elemental, con α1, · · · , αn ∈ (QA)1, p ∈ M. Así

se tiene que αn · · ·α1 = p pues IA está generado por caminos. Por lo tanto C = pβp

donde p es un camino no nulo maximal, o una permutación de este ciclo, como se quería

demostrar.

(ii) ⇒ (i)

Sea C = pβp. Como p∗(p) = 1 entonces C es un ciclo elemental, por de�nición.

(i) ⇒ (iii)
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Sea C = αj · · ·α1βpαn · · ·αj+1 un ciclo elemental, con αn · · ·α1 = p ∈M.

Supongamos que C no es maximal. Entonces existe una �echa α ∈ QT (A) tal que αC 6= 0

(o Cα 6= 0) en T (A). Luego Φ(ααj · · ·α1βpαn · · ·αj+1) 6= (0, 0). De esta manera,

Φ(ααj · · ·α1)Φ(βp)Φ(αn · · ·αj+1) = (ααj · · ·α1, 0)(0, p∗)(αn · · ·αj+1, 0) 6= (0, 0).

Por lo tanto (0, ααj · · ·α1 p
∗ αn · · ·αj+1) 6= (0, 0). En consecuencia

ααj · · ·α1 p
∗ αn · · ·αj+1 6= 0. Es decir, existe un camino q de kQT (A) tal que

ααj · · ·α1 p
∗ αn · · ·αj+1(q) 6= 0. Por de�nición, tenemos que

ααj · · ·α1 p
∗ αn · · ·αj+1(q) = p∗(αn · · ·αj+1qααj · · ·α1) 6= 0, lo cual contradice que

p∗(p′) = 0 para todo camino p′ 6= p de kQT (A).

Por lo tanto C es maximal, como se quería demostrar.

(iii) ⇒ (i)

Supongamos que C es un ciclo de QT (A) maximal en T (A).

Entonces C = αj · · ·α1βpαn · · ·αj+1 y ϕ2(C) 6= 0. Por lo tanto, existe un camino γ tal

que ϕ2(C)(γ) 6= 0. Por Lema 5.11(e) tenemos ϕ2(C γ) 6= 0.

Como C es maximal, entonces γ = e y así

ϕ2(C)(e) = p∗(αn · · ·αj+1 e αj · · ·α1) 6= 0, con lo cual αn · · ·αj+1αj · · ·α1 = p, como

queríamos demostrar.

Observación 5.13. Resulta de la Proposición 5.12 que si A = kQA/IA es una k-álgebra

de dimensión �nita donde IA está generado por caminos, toda permutación de un ciclo

maximal de T (A) es también un ciclo maximal de T (A).

Corolario 5.14. Sea A = kQA/IA una k-álgebra de dimensión �nita, donde IA está

generado por caminos. Entonces:

(i) Toda �echa βp (con p ∈M) de QT (A) está contenida en un único ciclo elemental, a

menos de permutaciones.

(ii) Si µ ∈ (βp)p∈M tiene suplementos γ, γ′ entonces γ = γ′.

Demostración. (i) Por construcción se tiene que βp está contenida en el ciclo elemental

C = pβp que es único a menos de permutaciones, por la Proposición 5.12.

(ii) Sea µ ∈ (βp)p∈M un camino de kQT (A) que tiene suplementos γ, γ′. Entonces

µ = δβpρ está contenido en ciclos elementales C = µγ y C ′ = µγ′ de kQT (A). Por la
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Proposición 5.12, C = pβp y C ′ = p′β′p (o una permutación de los mismos). Como por (i)

se tiene que βp está contenida en el único ciclo elemental C = pβp se tiene que C = C ′

y así γ = γ′, como queríamos demostrar.

Proposición 5.15. Sea A = kQA/IA una k-álgebra de dimensión �nita, donde IA está

generado por caminos. Sea Φ el mor�smo de�nido anteriormente. Para cada j ∈ (QT (A))0,

sea Yj el ideal en kQT (A) generado por:

(i) los ciclos orientados de j a j que no están contenidos en un ciclo elemental,

(ii) los elementos C − C ′, donde C,C ′ son ciclos elementales con origen j.

Entonces Yj ⊆ kerΦ ∩ ejkQT (A)ej.

Demostración. Basta probar que los generadores dados de Yj se anulan por Φ.

Sea v un generador de Yj que satisface la condición (i), es decir un camino de j a j que

no está contenido en ningún ciclo elemental. Si v es un camino de kQA, v 6= 0 en A por

la Observación 5.9 tenemos que v está contenido en un ciclo elemental. Luego v /∈ kQA,

esto es, v ∈ (βp)p∈M y así Φ(v) = (0, ϕ2(v)).

Si v tiene dos o más �echas βp, sabemos por el Lema 5.11 (c) que ϕ2(v) = 0. Luego,

v ∈ kerΦ ∩ ejkQT (A)ej.

Si v tiene exactamente una �echa βp, para algún p ∈ M, entonces v = γβpδ, con γ y δ

caminos en kQA.

Supongamos que ϕ2(v) 6= 0, entonces existe un camino u en kQA tal que ϕ2(v)(u) 6= 0.

Así, p∗(δuγ) = 1. Luego, u es un suplemento de v en el ciclo elemental γβpδu. Lo cual es

una contradicción pues por hipótesis v no está contenido en ningún ciclo elemental.

Por lo tanto ϕ2(v) = 0 y así v ∈ kerΦ ∩ ejkQT (A)ej, como queríamos demostrar.

Sea v un generador de Yj que satisface la condición (ii), es decir v = C − C ′, donde

C,C ′ son ciclos elementales con origen j. Entonces Φ(v) = (0, ϕ2(v)) y ϕ2(v) = ϕ2(C) −

ϕ2(C ′).

Sea u ∈ kQA. Veamos que ϕ2(v)(u) = 0.

Si u 6= ej, ϕ2(C)(u) = ϕ2(C ′)(u) = 0 (por Lema 5.11(g)), de donde ϕ2(v)(u) = 0.

Si u = ej, entonces ϕ2(C)(ej) = 1 y ϕ2(C ′)(ej) = 1.

Entonces ϕ2(v)(ej) = 1− 1 = 0.

Por lo tanto ϕ2(v) = 0 y así v ∈ kerΦ ∩ ejkQT (A)ej, como queríamos demostrar.
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Observación 5.16. Como consecuencia directa de la proposición anterior se tiene que las

clases de los ciclos elementales con origen j en kQT (A) generan un subespacio de dimensión

1 de kQT (A)/Yj.

Estamos ahora en condiciones de probar el siguiente teorema, que nos permite construir

las relaciones del álgebra de extensión trivial T (A) de un álgebra monomial A.

Teorema 5.17. Sea A = kQA/IA una k- álgebra de dimensión �nita, donde IA está

generado por caminos. Sea I ′ el ideal de kQT (A) generado por:

(i) Los caminos que no están contenidos en un ciclo elemental y

(ii) los elementos de la forma µ − µ′, donde µ , µ′ son caminos diferentes de kQT (A)

con un suplemento común γ en ciclos elementales C y C ′ respectivamente.

Entonces I ′ es admisible e I ′ = Ker Φ. Luego T (A) ' kQT (A)/I
′.

Antes de demostrar este teorema, haremos algunas observaciones útiles acerca de la

de�nición del ideal I ′ de�nido en su enunciado.

Observación 5.18. (1) IA ⊆ I ′, pues si q es un camino de IA se veri�ca que q = 0

en A y así q no pertenece a ningún ciclo elemental, por Observación 5.9. Entonces

IA = I ′ ∩ kQA.

(2) Si µ−µ′ es un generador de I ′ de tipo (ii) en Teorema 5.17, entonces µ , µ′ ∈ (βp)p∈M

por poseer un suplemento común γ, y se tiene que γ ∈ kQA por Corolario 5.14.

(3) Si un camino q en kQT (A) no está en I ′, entonces q posee un suplemento en algún

ciclo elemental, pues por ser q un camino en kQT (A) que no está en I ′ sabemos

que q está contenido en algún ciclo elemental por de�nición de I ′. Así, q tiene un

suplemento.

Haremos ahora la demostración del Teorema 5.17

Demostración. Debemos probar que I ′ = kerΦ, donde Φ es el mor�smo de�nido ante-

riormente.

Veamos primero que I ′ ⊆ kerΦ. Para ello, probemos que los generadores dados de I ′
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pertenecen a kerΦ.

Caso 1: El generador dado es un camino q de I ′ que no está contenido en ningún ciclo

elemental. Entonces:

• Si q ∈ kQA, por Observación 5.9, q = 0. Entonces Φ(q) = (0, 0) y así q ∈ Ker Φ.

• Si q ∈ (βp)p∈M, q = γβpδ, con p ∈ M, donde γ y δ son caminos en kQA. Se tiene

entonces que Φ(q) = (0, ϕ2(q)).

Supongamos por el absurdo que ϕ2(q) 6= 0. Entonces existe un camino u de kQA tal que

ϕ2(q)(u) 6= 0. Entonces p∗(δuγ) 6= 0. Así, u es un suplemento de q en el ciclo elemental

γβpδu, lo cual contradice el hecho de que q no está contenido en ningún ciclo elemental.

De esta manera, ϕ2(q) = 0 y así q ∈ Ker Φ.

Caso 2: Sea v un generador de I ′ de la forma v = µ − µ′, donde µ , µ′ son caminos

diferentes de i a j en kQT (A) con un suplemento común γ en ciclos elementales C y C ′

respectivamente. Digamos C = γ µ y C ′ = γ µ′. Sabemos que Φ(v) = (0, ϕ2(v)) pues

µ , µ′ ∈ (βp)p∈M por Observación 5.18 (2). Veamos que ϕ2(v) = 0.

Sabemos que γ v = γµ − γµ′ = C − C ′ ∈ Yj donde Yj es el ideal de�nido en la Pro-

posición 5.15 y así γv ∈ Ker Φ pues Yj ⊆ Ker Φ. Esto es, ϕ2(γ v) = 0. En particular

ϕ2(γ v)(ei) = 0. Luego 0 = ϕ2(γ v)(ei) = ϕ2(v)(eiγ) = ϕ2(v)(γ). Así, ϕ2(v)(γ) = 0.

Supongamos por el absurdo que existe un camino q ∈ kQA tal que ϕ2(v)(q) 6= 0. En-

tonces ϕ2(v)(q) = ϕ2(µ − µ′)(q) = ϕ2(µ)(q) − ϕ2(µ′)(q) 6= 0. Entonces ϕ2(µ)(q) y

ϕ2(µ′)(q) no pueden ser ambos nulos.

Supongamos (sin pérdida de generalidad) que ϕ2(µ)(q) 6= 0. Entonces q es un suplemento

de µ por Proposición 5.11 (d). Por la unicidad del suplemento de un camino en (βp)p∈M

(Corolario 5.14 (ii)) tenemos que q = γ. De donde ϕ2(v)(γ) = ϕ2(v)(q) 6= 0 lo cual

contradice que ϕ2(v)(γ) = 0.

De modo que ϕ2(v) = 0 y así v ∈ kerΦ.

Del análisis caso a caso se obtiene que I ′ ⊆ Ker Φ, como queríamos demostrar.

Sea π : kQT (A) → kQT (A)/I
′ el epimor�smo canónico y denotemos π(y) = ỹ.

Como Φ : kQT (A) → T (A) es un mor�smo sobreyectivo e I ′ ⊆ Ker Φ, Φ induce un

epimor�smo Φ : kQT (A)/I
′ � kQT (A)/Ker Φ = T (A) tal que Φ ◦ π = Φ. Para pro-

bar que se veri�ca la igualdad I ′ = Ker Φ es su�ciente probar que dimk kQT (A)/I
′ =

dimk T (A) = 2 dimk A.
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La inclusión de A en T (A) se factoriza a través de kQT (A)/I
′ pues IA ⊆ I ′. Así, el mor�s-

mo ι : A → kQT (A)/I
′ inducido por la inclusión de kQA en kQT (A) es un monomor�smo.

Tenemos así el siguiente diagrama conmutativo:

kQA
� � //

����

kQT (A)

π
����

A = kQA/IA
� � ι //

� w

))TTTTTTTTTTTTTTTT
kQT (A)/I

′

Φ����
T (A) = kQT (A)/kerΦ

con Φ ◦ π = Φ.

Sabemos que kQT (A) = kQA + k(βp)p∈M. Luego, ejkQT (A)ei = ejkQAei + ejk(βp)p∈Mei,

para cada i, j ∈ (QT (A))0.

Consideramos en kQT (A)/I
′ los subespacios Pij = π(ejkQAei) y Fij = π(ejk(βp)p∈Mei).

Entonces Pij = ι(ejAei) ' ejAei. Así
∑
i,j

dimk Pij = dimk A.

Probaremos que dimk(Pij) ≥ dimk(Fji).

Observemos primero que Fji 6= 0 si y sólo si Pij 6= 0, pues si Fji 6= 0, existe un camino

q en eik(βp)p∈Mej que no está en I ′ y así posee un suplemento γ por Observación 5.18

(3). Luego γ es un camino de kQA y γ no pertenece a I ′. Entonces 0 6= γ̃ ∈ Pij y así

Pij 6= 0. Recíprocamente, si Pij 6= 0, existe un camino q de kQA que no está en I ′ y

así posee un suplemento γ nuevamente por Observación 5.18 (3). Luego γ es un camino

de eik(βp)p∈Mej y γ no pertenece a I ′. Entonces 0 6= γ̃ ∈ Fji y así Fji 6= 0.

Por lo tanto asumimos que ambos, Fji y Pij, son no nulos y elegimos caminos µ1, · · · , µf ∈

(βp)p∈M tal que {µ̃1, · · · , µ̃f} es base de Fji.

Se tiene entonces que µt /∈ I ′ si t ∈ {1, · · · , f}. Así, µt tiene un suplemento en un ciclo

elemental Ct = µt γt para todo t ∈ {1, · · · , f} por Observación 5.18 (3). Se tiene que

γ̃1, · · · , γ̃f están en kQA.

Si γ̃1, · · · , γ̃f fueran linealmente dependientes en kQT (A)/I
′, como ι es monomor�smo,

γ1, · · · , γf serían linealmente dependientes en A. Como los γt son todos no nulos en A

para t ∈ {1, · · · , f}, el Lema 5.2 nos dice que γ1, · · · , γf no son distintos dos a dos.

Supongamos que dos de los caminos γ1, · · · , γf son iguales. Digamos que γ1 = γ2. En-
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tonces los ciclos elementales C1 y C2 tienen en común al camino γ1. O sea, C1 = µ1γ1

y C2 = µ2γ1 de donde µ2 − µ1 es un elemento de I ′. Como I ′ ⊆ Kerφ se tiene que

µ̃2 = µ̃1, lo que contradice el hecho que µ̃1, µ̃2 son elementos de una base de Fji.

Luego γ̃1, · · · , γ̃f son elementos de Pij distintos dos a dos y en consecuencia son lineal-

mente independientes en kQT (A)/I
′.

De modo que dimk(Pij) ≥ dimk(Fji).

De esta manera,

dimk kQT (A)/I
′ ≤

∑
i,j

(dimk Pij + dimk Fij) ≤
∑
i,j

(dimk Pij + dimk Pji) = 2 dimk A =

dimk T (A).

Por otro lado, como Φ : kQT (A)/I
′ � T (A) es sobreyectiva tenemos que dimk kQT (A)/I

′ ≥

dimk T (A).

Es decir, dimk kQT (A)/I
′ = dimk T (A), y T (A) ' kQT (A)/I

′, como queríamos demos-

trar.

Utilizando este resultado, podemos ahora describir las relaciones del álgebra conside-

rada en el Ejemplo 5.7.

Ejemplo 5.19. Sea A el álgebra dada en el Ejemplo 5.7. Entonces las relaciones en QT (A)

están dadas por:

(α̃1)2 = 0 α̃3βp1 = 0 α̃2βp2 = 0

α̃3α1βp1 = 0 α̃2α1βp2 = 0

˜α2α1βp1α2 = 0 ˜βp1α2α1βp1 = 0 ˜α1βp1α2α1 = 0

˜α3α1βp2α3 = 0 ˜βp2α3α1βp2 = 0 ˜α1βp2α3α1 = 0

β̃p1α2 = β̃p2α3

Ejemplo 5.20. Sea A dada por el carcaj QA:

•α1 99 •α2oo α3 // • α4ee

con las relaciones (α1)2 = (α4)2 = 0.

Además, {p1 = α1α2; p2 = α4α3} es una k - base de socAe A y así el carcaj de T (A) es

•α1 99
βp1

// •
α2oo α3 // • α4ee

βp2

oo
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Los ciclos elementales son: C1 = βp1α1α2 y C2 = βp2α4α3; y todas sus permutaciones.

De modo que las relaciones en T (A) están dadas por:

(α̃1)2 = (α̃4)2 = 0 α̃3βp1 = 0 = α̃2βp2 β̃p1α2 = 0 = β̃p2α3

˜βp1α1α2βp1 = 0 ˜α1α2βp1α1 = 0 ˜α2βp1α1α2 = 0

˜βp2α4α3βp2 = 0 ˜α4α3βp2α4 = 0 ˜α3βp2α4α3 = 0

˜βp1α1α2 = ˜βp2α4α3 α̃2βp1α1 = α̃1α2βp1 α̃4α3βp2 = α̃3βp2α4



Capítulo 6

Extensiones triviales de álgebra gentiles

y álgebras de grafo de Brauer.

En este capítulo probaremos que la descripción obtenida de las relaciones de la exten-

sión trivial de un álgebra monomial puede simpli�carse cuando el álgebra A es gentil.

Veremos que es posible determinar si un álgebra B = kQB/IB, dada por su carcaj y

relaciones, es la extensión trivial de un álgebra gentil. Caracterizamos tales álgebras B en

base a propiedades de sus ciclos y mostramos cómo encontrar todas las álgebras gentiles

A tales que T (A) ∼= B.

Luego se da la de�nición de grafo de Brauer y de álgebra asociada a un grafo de Brauer

siguiendo a [B]. Demostramos que las extensiones triviales de álgebras gentiles coinciden

con las álgebras de grafo de Brauer con multiplicidad 1 en todos sus vértices, resultado

obtenido por S. Schroll en [S] con otros métodos. Nosotros aquí lo demostramos probando

que B es el álgebra asociada a un tal grafo de Brauer si y sólo si los ciclos de su carcaj

satisfacen las mismas propiedades que caracterizan a los ciclos de las extensiones triviales

de las álgebras gentiles.

6.1. La extensión trivial de un álgebra gentil.

En esta sección estudiaremos la extensión trivial T (A) en el caso particular en que

A es un álgebra gentil. Comenzamos observando algunas propiedades particulares de las

álgebras gentiles.

73
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Si A = kQA/IA es una k-álgebra de dimensión �nita, todo camino no nulo es un

subcamino de algún camino maximal y si además el camino es no trivial y A es un

álgebra gentil, este camino maximal es único. De esta manera, si A es un álgebra gentil

toda �echa está contenida en un único camino maximal, a lo sumo dos caminos maximales

comienzan en un mismo vértice dado, y a lo sumo dos caminos maximales terminan en un

vértice dado. Así dos caminos maximales distintos no pueden tener una �echa en común.

Luego, los caminos maximales sólo se intersectan en un vértice de QA. Estas observaciones

surgen directamente de las de�niciones correspondientes, como puede verse en [S].

Observación 6.1. En el Ejemplo 5.7 tenemos que la �echa α1 está contenida en dos

ciclos elementales (maximales). En el caso de las álgebras gentiles esto no puede ocurrir,

como se muestra en el Ejemplo 5.20, donde todo camino está contenido en un único ciclo

elemental (maximal).

La descripción del ideal de relaciones de T (A) obtenida en el capítulo anterior puede

simpli�carse en el caso en que A es un álgebra gentil, pues la extensión trivial de es-

te tipo de álgebras satisface propiedades particulares, como puede verse en la siguiente

proposición.

Proposición 6.2. Sea A = kQA/IA un álgebra gentil. Entonces su extensión trivial T (A)

satisface las siguientes propiedades:

(i) Todo camino no trivial en kQT (A) y no nulo en T (A) está contenido en un único

ciclo maximal, a menos de permutaciones. En particular, si C1 y C2 son dos ciclos

maximales de j a j, entonces C1 y C2 no se solapan (es decir no tienen �echas en

común) y C̃1 = C̃2 en T (A).

(ii) Existen a lo sumo dos ciclos distintos de j a j en kQT (A) maximales en T (A) para

todo j en {1, · · · , n}.

Demostración. (i) Resulta del hecho que los ciclos maximales de T (A) coinciden con los

ciclos de la forma C = phβph , con ph ∈ M por la Proposición 5.12 y del hecho que

todo camino no trivial de kQA está contenido en un único camino maximal, por ser A un

álgebra gentil.
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En particular, si C1 y C2 son dos ciclos maximales de j a j, entonces tienen a ej como

suplemento común. Luego el camino C1 − C2 ∈ I ′ por satisfacer la condición (ii) de la

Proposición 5.17. Así C̃1 = C̃2 en T (A), como queríamos demostrar.

(ii) Sabemos que todo ciclo elemental Ci posee una única �echa βpi y que la longitud de

cada ciclo no es inferior a 2. Supongamos por el absurdo que existen tres ciclos C1 =

δ1 q1 γ1, C2 = δ2 q2 γ2 y C3 = δ3 q3 γ3 de j a j en kQT (A) maximales en T (A), donde γi, δi

son �echas de QT (A) y qi es un camino de kQT (A) para i ∈ {1, 2, 3}. Los ciclos C1, C2, C3

no tienen �echas en común por (i).

Además, γ1, γ2, γ3 no pueden ser todas �echas de QA pues A es gentil. Si ninguna de

ellas es una �echa de QA se tiene que las �echas δ1, δ2, δ3 están en QA, lo que tampoco

puede suceder por ser A gentil. Tenemos entonces los siguientes 2 casos:

Caso 1: Dos de las �echas γi, digamos γ1 y γ2 son �echas de QA y así γ3 debe ser la

�echa βp3 . Luego δ3 debe ser una �echa de QA y γ̃1 δ̃3 y γ̃2 δ̃3 son nulos pues si alguno de

los caminos γ̃1 δ̃3, γ̃2 δ̃3 fuera no nulo, entonces ese camino estaría contenido en un ciclo

maximal C ′. Como γ1, γ2 no están contenidas en C3 y δ3 sí lo está, y como los ciclos

maximales no se solapan, entonces los ciclos maximales C ′ y C3 son distintos. Así δ3

está contenida en dos ciclos maximales, lo que contradice que toda �echa de QT (A) está

contenida en un único ciclo maximal por (i). Luego γ̃1 δ̃3 y γ̃2 δ̃3 son nulos, pero esto no

puede suceder por ser A un álgebra gentil.

Caso 2: Sólo una de las �echas γi, digamos γ1 es �echa deQA y así γ2 = βp2 y γ3 = βp3 .

Entonces δ2, δ3 son �echas de QA. El resultado se obtiene del caso 1 por dualidad.

Luego, existen a lo sumo 2 ciclos maximales de j a j, como queríamos demostrar.

Los siguientes tres lemas establecen propiedades de un álgebra gentil, que serán de

utilidad para describir a su extensión trivial.

Lema 6.3. Sea A = kQA/IA un álgebra gentil y C = αs · · · α1 un ciclo de origen j no

nulo en A. Entonces α1 αs = 0.

Demostración. Por ser C no nulo tenemos que αs · · · α1 6= 0. Supongamos por el absurdo

que α1 αs 6= 0. Entonces α1C = α1αs · · · α1 6= 0 pues I está generado por caminos de

longitud 2. Por la misma razón α1Ck 6= 0 para todo k mayor a uno, lo que contradice

que A es de dimensión �nita.
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Lema 6.4. Sea A = kQA/IA un álgebra gentil. Entonces QA no contiene ningún subcarcaj

de la forma

•
γ1

++3s 2r 2r 1q 0p 0p /o .n .n -m ,l ,l +k •

α1
����������

q1 = α1 γ1 δ1

•j
δ1

^^>>>>>>>>

δ2

����������

•
γ2

33+k ,l ,l -m .n .n /o 0p 0p 1q 2r 2r 3s •

α2

^^>>>>>>>>
q2 = α2 γ2 δ2

con q1, q2 ciclos distintos de origen j, con q1, q2 no nulos en A.

Demostración. Por Lema 6.3 sabemos que δ1 α1 = δ2 α2 = 0. Supongamos por el absurdo

que QA posee dos ciclos q1, q2 de origen j, q1, q2 elementos distintos y no nulos en A.

Por ser A un álgebra gentil se tiene que δ2 α1 y δ1 α2 son no nulos. Entonces (q2 q1)r 6= 0

para todo r mayor o igual que 1 pues IA está generado por caminos de longitud 2, y esto

contradice que A es de dimensión �nita.

Lema 6.5. Sea A = kQA/IA un álgebra gentil. Si dimk EndT (A)(Pj) > 2 para algún

T (A) - módulo proyectivo indescomponible Pj, entonces existe un ciclo de kQA que co-

mienza en j que no es nulo en A.

Demostración. Como dimk EndT (A)(Pj) > 2 existe un ciclo de j a j no elemental y no

nulo en T (A) pues de lo contrario dimk EndT (A)(Pj) = 1 por Proposición 6.2. Sea γ un

tal ciclo. Existe un ciclo elemental C de j a j que puede escribirse en la forma C = δγ

con δ no trivial. Entonces δ es un ciclo de j a j y una permutación de C tiene la forma

p βp con p ∈ M (por Proposición 5.12). Luego, βp está en δ ó βp está en γ y así uno de

los ciclos γ ó δ está en kQA.

Podemos ahora determinar dimk EndT (A) (Pj) cuando A es un álgebra gentil que posee

un ciclo en j no nulo en A.

Proposición 6.6. Sea A = kQA/IA un álgebra gentil que posee un ciclo γ de j a j no

nulo en A. Entonces hay un ciclo δ de j a j en kQT (A) no nulo en T (A), δ 6= γ, tal que

las clases de caminos ẽj, γ̃, δ̃, γ̃ δ = δ̃ γ forman una base de EndT (A) Pj.

Demostración. Sea γ = αs · · · α1 con αi �echas de QA para todo i ∈ {1, · · · , s} un ciclo

de j a j de kQA no nulo en A. Sabemos que existe un único ciclo elemental C de kQT (A)
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de j a j que lo contiene, por la Proposición 6.2. Sea δ = εr · · · ε1 con εi �echas de QT (A)

para todo i ∈ {1, · · · , r} el suplemento de γ en el ciclo elemental C. Entonces δ es un

ciclo de j a j distinto de γ, no nulo en T (A) y podemos suponer C = γ δ. Además una

permutación de C tiene la forma p βp con p ∈ M.

Sabemos que α̃1 αs = 0 por Lema 6.3, ε̃1 εr = 0 pues el camino ε1 εr no está contenido

en ningún ciclo elemental y los caminos ε̃1 αs y α̃1 εr son no nulos en kQT (A) pues toda

permutación de un ciclo maximal es maximal.

A�rmamos que los únicos ciclos en j no nulos en T (A) son γ, δ y C = γ δ y su permutación

C ′ = δ γ. En efecto:

Sabemos que C = αs · · · α1εr · · · ε1, C = εr · · · ε1αs · · · α1 y α̃1 αs = 0. Entonces

εr 6= αs y ε1 6= α1.

Supongamos que existe otro ciclo de j a j en kQT (A) no nulo en T (A). Entonces está

contenido en un ciclo elemental C ′ = ρt · · · ρ1 de j a j. Entonces C y C ′ no tienen �echas

en común. Además C ′ tiene una permutación de la forma p′ βp′ con p′ ∈ M. Se presentan

dos casos:

Caso 1: γ es maximal. Entonces δ = βp. Luego, ρ1 6= βp′ o ρt 6= βp′ por el Lema

6.4. Supongamos ρ1 6= βp′ . Entonces ρ1αs 6= 0 por ser A gentil y esto contradice la

maximalidad de γ. Suponiendo ρt 6= βp′ se llega análogamente a la misma contradicción.

Caso 2: γ no es maximal. Luego, ε1 6= βp o εr 6= βp. Supongamos ε1 6= βp. Entonces

ρ1 = βp′ por ser A gentil. Luego ρt 6= βp′ y α1ρt 6= 0 por ser A gentil. Por lo tanto α1ρt

está contenido en un ciclo maximal C ′′ y así α1 está contenida en dos ciclos distintos, lo

cual es una contradicción.

Del análisis precedente surge que los únicos ciclos en j no nulos en T (A) son γ, δ, C = γ δ

y su permutación C ′ = δ γ y así EndT (A) Pj está generado por ẽj, γ̃, δ̃, γ̃ δ = δ̃ γ.

Observación 6.7. La hipótesis acerca de la existencia de un ciclo de kQA no nulo en A

de la proposición anterior es equivalente a la existencia de un ciclo de kQT (A) no maximal

en T (A).

Consideremos las siguientes propiedades de los ciclos de una k-álgebra de dimensión

�nita B = kQB/IB:

(T1) Toda permutación de un ciclo maximal en B es un ciclo maximal en B.
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(T2) Todo camino no trivial de kQB y no nulo en B está contenido en un único ciclo

maximal en B, a menos de permutaciones.

(T3) Hay a lo sumo 2 ciclos distintos de j a j en kQB maximales en B para cualquier

vértice j de QB. Si hay dos, son iguales en B.

(T4) Si hay un ciclo γ = αs · · · α1 en kQB de j a j que es no nulo y no maximal en B,

entonces α1αs = 0 en B y dimk EndB(Pj) = 4.

Observación 6.8. Sea B = kQB/IB una k-álgebra de dimensión �nita que satisface

(T1), (T2), (T3) y (T4). Luego toda �echa de QB está contenida en un ciclo no nulo en

B. Sea j un vértice de QB, entonces:

(a) Si hay un único ciclo de j a j en kQB no nulo en B, éste es maximal por (T2), y

hay una única �echa que sale de (llega a) j.

(b) Si hay exactamente dos ciclos distintos C1, C2 de j a j no nulos enB, éstos son ambos

maximales por (T4), pues en caso contrario dimk EndB(P ) = 4. Esta situación se

ilustra en el siguiente diagrama:

• ++3s 2r 2r 1q 0p 0p /o .n .n -m ,l ,l +k •

����������
C1

•j

__>>>>>>>>

����������

• 33+k ,l ,l -m .n .n /o 0p 0p 1q 2r 2r 3s •

__>>>>>>>>
C2

donde C1 = C2, y dimk EndB(Pj) = 2, con base {ej, C = C ′}.

(c) Si hay más de dos ciclos distintos de j a j no nulos en B, por (T3) sabemos que hay

uno que no es maximal. En este caso, dimk EndB(Pj) = 4 por T4, hay cuatro ciclos

de j a j en kQB y dos de ellos son maximales, uno permutación del otro, como se

muestra en el siguiente diagrama:
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•
q1

++3s 2r 2r 1q 0p 0p /o .n .n -m ,l ,l +k •

α1
����������

γ = α1 q1 ε1

•j
ε1

__????????

ε2

����������

•
q2

33+k ,l ,l -m .n .n /o 0p 0p 1q 2r 2r 3s •

α2

^^>>>>>>>>
δ = α2 q2 ε2

con γ y δ no maximales, γδ = δγ y C1 = γ δ, C2 = δ γ los ciclos de kQB maximales

en B, que son iguales en B.

En cualquier caso, hay a lo sumo dos �echas que salen de j o que llegan a j.

Observación 6.9. Un álgebra B = kQB/IB que satisface (T1), (T2), (T3) y (T4) está

unívocamente determinada por su carcaj QB y los ciclos de kQB maximales en B. Esto

es: Si las álgebras A, B satisfacen (T1), (T2), (T3) y (T4), entonces son isomorfas si y

sólo si tienen el mismo carcaj y los mismos ciclos maximales.

Observación 6.10. Demostramos que si A es un álgebra gentil entonces B = T (A)

satisface (T1) por Proposición 5.12, (T2) por Proposición 6.2 (i), (T3) por Proposición

6.2 y (T4) por la Proposición 6.6.

La validez de (T2) nos permite describir de manera más sencilla las relaciones de la

extensión trivial de un álgebra gentil, simpli�cando (ii) en el Teorema 5.17 como se

muestra en el siguiente resultado.

Teorema 6.11. Sea A = kQA/IA una k- álgebra gentil. Sea I ′ el ideal generado por:

(i) Los caminos que no están contenidos en un ciclo elemental y

(ii) los elementos de la forma C − C ′, donde C y C ′ son ciclos elementales que comien-

zan en un mismo vértice de QT (A).

Entonces I ′ es admisible e I ′ = Ker Φ. Luego T (A) ' kQT (A)/I
′.

Observación 6.12. El resultado anterior proporciona una manera simple y directa de

construir la extensión trivial de un álgebra gentil. En [S] Schroll asocia a un álgebra gentil

A un grafo de Brauer y prueba que la extensión trivial de A coincide con el álgebra de
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grafo de Brauer asociada a dicho grafo de Brauer. Las relaciones entre estos enfoques se

desarrollarán en la sección siguiente.

Observación 6.13. Si A es un álgebra gentil entonces toda �echa de QT (A) aparece una

única vez en un ciclo de kQT (A) maximal en T (A), como se observa en el Ejemplo 5.20.

Probaremos que la recíproca de la Observación 6.10 vale: Si B satisface (T1), (T2),

(T3) y (T4), entonces existe un álgebra gentil A tal que B ∼= T (A). La siguiente propo-

sición prueba su existencia pero además nos dice cómo construir A.

Proposición 6.14. Sea B = kQB/IB una k-álgebra de dimensión �nita que satisface

(T1), (T2), (T3) y (T4). Sea QA el carcaj que se obtiene eliminando exactamente una

�echa de cada ciclo de kQB maximal en B, y sea IA = kQA ∩ IB el ideal inducido.

Entonces A = kQA/IA es un álgebra gentil con T (A) ∼= B.

Demostración. Probemos todas las condiciones que deben satisfacerse para que A sea

gentil.

(S1) IA está generado por caminos. En efecto:

Supongamos que hay una relación k1q1 + k2q2 + ... + krqr = 0, donde 0 6= ki ∈ k para

todo i ∈ {1, · · · , r} y todos los qi son caminos distintos en kQA y no nulos en A. Elegimos

una tal suma con r mínimo.

Podemos suponer que al menos uno de los qi es maximal en A pues en caso contrario se

puede extender uno de ellos, por ejemplo q1, a un camino maximal q′q1q y reemplazamos

la relación original por k1q′q1q + k2q′q2q + ...+ krq′qrq = 0.

Supongamos q1 maximal en A. Sea α una �echa de QA. Entonces α q1 = 0 por la maxi-

malidad de q1. Así k2αq2 + ... + krαqr = 0. Luego, por la minimalidad de r se tiene que

α q2 = · · · = α qr = 0 y así todos los qi son maximales.

Por la construcción de A tenemos una �echa ε ∈ QB tal que q1ε es un ciclo maximal en

B. Entonces k1q1ε + k2q2ε + ... + krqrε = 0 en B con el primer sumando no nulo. Hay

otro sumando además del primero que es no nulo. Digamos que q2ε 6= 0 en B. Entonces

podemos suponerlo maximal en B, pues si no podría completarse a gq2ε maximal en B.

Como ε no está en QA, tenemos que g q2 está en A y es no nulo. Por la maximalidad de

q2 resulta que g es trivial.
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Luego q1ε, q2ε son ciclos maximales de B que contienen a ε. Por (T2) resulta que son

iguales en kQB. Luego q1 = q2 en kQA, lo que contradice que todos los qi son caminos

distintos de kQA.

Así, IA está generado por caminos.

(S2) Cada vértice de QA es fuente de a lo sumo 2 �echas y �nal de a lo sumo 2 �echas.

En efecto:

Por Observación 6.8 los vértices de QB tienen esta propiedad. En particular, los del sub-

carcaj QA también tienen esta propiedad.

Las propiedades (S3): Para cada �echa α ∈ QA existe a lo sumo una �echa π ∈ QA tal

que απ /∈ IA y existe a lo sumo una �echa ε ∈ QA tal que εα /∈ IA y (G1): Para cada

�echa α ∈ QA existe a lo sumo una �echa ρ ∈ QA tal que αρ ∈ IA y existe a lo sumo

una �echa ε ∈ QA tal que εα ∈ IA se veri�can pues toda �echa α de QA es una �echa

de QB y así es consecuencia de la Observación 6.8. (G2) IA está generado por caminos de

longitud dos.

Supongamos que α1α2 · · ·αr es un elemento de IA con r > 2, donde las αi son �echas de

QA ∀ i ∈ {1, · · · , r}, y αiαi+1 6= 0. Tenemos que α1α2 y α2α3 son caminos no nulos en

A con una �echa en común, luego por (T2) están ambos contenidos en un mismo ciclo C

de QB, maximal en B. Pueden darse los siguientes casos:

Caso 1: α1 = αr. Entonces C 6= α2 · · · α1 pues A se obtuvo eliminando una �echa de

cada ciclo de kQB maximal en B.

Luego, por (T4), α1α2 = 0, lo que contradice nuestra hipótesis inicial α1α2 6= 0.

Caso 2: α1 6= αr. Entonces α1α2 · · ·αr es subcamino propio de C, lo cual contradice que

α1α2 · · ·αr = 0.

Del análisis anterior tenemos que IA está generado por caminos de longitud 2.

Además, como consecuencia de la construcción de A tenemos que su extensión trivial

T (A) = kQT (A)/IT (A) veri�ca que QT (A) = QB, los ciclos de kQB maximales en B

coinciden con los ciclos de kQT (A) maximales en T (A). Por otro lado, T (A) satisface

las propiedades (T1), (T2), (T3) y (T4) por la Observación 6.10. Así T (A) ∼= B por

Observación 6.9.

La Observación 6.10 y la Proposición 6.14 nos brindan la siguiente caracterización
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de las extensiones triviales de las álgebras gentiles en términos de los ciclos de B y sus

propiedades.

Teorema 6.15. Existe un álgebra gentil A tal que T (A) ∼= B si y sólo si B es una

k-álgebra de dimensión �nita con una presentación que satisface (T1), (T2), (T3) y (T4)

.

Ejemplo 6.16. Consideremos el álgebra B = kQB/IB donde

QB

•1

α1
++

α2

33 •2

α5

��

α3ww•3

α4

XX

IB =< α1 α4, α3 α2, α5 α1, α2 α5,

α5 α2 α4 α3 α1 α5, α1 α5 α2 α4 α3 α1,

α2 α4 α3 α1 α5 α2, α3 α1 α5 α2 α4 α3,

α4 α3 α1 α5 α2 α4,

α5 α2 α4 α3 α1 − α4 α3 α1 α5 α2,

α1 α5 α2 α4 α3 − α2 α4 α3 α1 α5 >

De la observación directa de QB e IB surge que B satisface (T1), (T2), (T3) y (T4).

Consideremos el álgebra que se obtiene eliminando α5 del único ciclo maximal presente

en QB a menos de permutaciones. El álgebra gentil A = kQA/IA obtenida es la siguiente:

QA

•1

α1
++

α2

33 •2

α3ww•3

α4

XX
IA =< α1 α4, α3 α2 >

Observemos además que si construimos T (A) a través de la caracterización dada en la

Proposición 6.11 se obtiene que T (A) = B.

6.2. Extensiones triviales y álgebras de grafo de Brauer.

En esta sección vamos a considerar las álgebras de grafo de Brauer de�nidas en [B],

suponiendo siempre que todos los vértices del grafo de Brauer asociado tienen multipli-

cidad uno. Estableceremos una correspondencia biunívoca entre estas álgebras y aquellas

que satisfacen las condiciones (T1), (T2), (T3) y (T4) estudiadas en la sección anterior.
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Esto nos permitirá demostrar que dichas álgebras de grafo de Brauer coinciden con las

extensiones triviales de álgebras gentiles, resultado dado por S. Schroll en [S].

De�nición 6.17. Un grafo de Brauer es un grafo Γ �nito y conexo (posiblemente con

aristas múltiples y lazos) donde a cada vértice se le asigna un ordenamiento cíclico de

las aristas que inciden en él, y un número entero positivo llamado la multiplicidad del

vértice. Si j1, j2, · · · , jr, j1 es el ordenamiento cíclico de las aristas alrededor de u diremos

que j1, j2, · · · , jr es una secuencia de sucesores de j1 en el vértice u. Si un lazo jk

incide en u, aparece dos veces en cualquier secuencia de sucesores de este vértice, y estas

apariciones se nombran jk y ĵk. La secuencia de sucesores de j1 en el vértice u es única si

j1 no es un lazo en u. Si j1 es un lazo en u hay dos secuencias de sucesores de j1 en u,

una que comienza en j1 y otra en ĵ1.

En todos los ejemplos de esta sección �jamos el orden antihorario en cada vértice de

Γ, y la multiplicidad es uno en cada uno de estos vértices.

Ejemplo 6.18. Consideremos el siguiente grafo de Brauer Γ, con multiplicidad uno y

ordenamiento cíclico antihorario en cada uno de los vértices.

Las secuencias de sucesores son las siguientes:

de j1 en u1 : j1, j4, j3, ĵ4 de j4 en u1 : j4, j3, ĵ4, j1

ĵ4, j1, j4, j3

de j3 en u1 : j3, ĵ4, j1, j4 de j3 en u4 : j3

de j1 en u2 : j1, j2 de j2 en u2 : j2, j1

de j2 en u3 : j2

De�nición 6.19. Se dice que una k-álgebra de dimensión �nita BΓ es el álgebra de grafo

de Brauer asociada al grafo de Brauer Γ si existe una correspondencia biunívoca entre las

aristas j del grafo y los BΓ - módulos simples Sj de modo que la cubierta proyectiva Pj de

Sj tiene la siguiente descripción: Pj/ rad(Pj) ∼= soc(Pj) ∼= Sj, y rad(Pj)/ soc(Pj) es una
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suma directa de dos (posiblemente nulos) módulos uniseriales Uj y Vj correspondientes a

los vértices u y v donde incide la línea j, de�nidos como sigue. Si j = j1, j2, · · · , jr es

una secuencia de sucesores para j sobre el vértice u, entonces Uj es el módulo uniserial

con factores de composición (desde el top) Sj2 , Sj3 , · · · , Sjr (observemos que Uj = 0 si

r = 1). Si j1 no es un lazo, Vj1 corresponde análogamente a la secuencia de sucesores de

j1 sobre el vértice v. Si j1 es un lazo en u, Vj1 corresponde a la secuencia de sucesores que

comienza en ĵ1.

Continuando con el Ejemplo 6.18 tenemos que los módulos proyectivos indescomponi-

bles son los siguientes:

Sj1 Sj2 Sj3 Sj4

Sj4 Sj1 Sj4 Sj3 Sj1

Sj3 Sj2 Sj2 Sj1 Sj4 Sj4

Sj4 Sj4 Sj1 Sj3

Sj1 Sj3 Sj4

El carcaj QΓ asociado al grafo de Brauer Γ se de�ne de la siguiente forma:

Por cada arista jk de Γ existe un vértice vjk en QΓ. Si la arista jk+1 de Γ sigue inme-

diatamente a la arista jk en alguna secuencia de sucesores entonces existe una �echa

ujk → ujk+1
en QΓ. Se tiene entonces que QΓ es el carcaj asociado al álgebra BΓ.

Así, para cada secuencia de sucesores j1, j2, · · · , jr de j1 en u se obtiene un ciclo

uj1 → uj2 → · · · → ujr → uj1 que es maximal en BΓ. Si j1 no es un lazo, designaremos

Cj1,u a este ciclo. Si j1 es un lazo, llamaremos Cj1,u, Cĵ1,u a los ciclos que corresponden a

las dos apariciones de j1 en el ordenamiento cíclico de u.

Se obtienen de esta manera todos los ciclos maximales en BΓ, y toda �echa está contenida

en uno de estos ciclos.

De la descripción de los módulos proyectivos indescomponibles se desprende que tenemos

tres tipos de relaciones:

• Relaciones de tipo uno: Cj1,u − Cj1,v si la arista j1 de Γ incide en dos vértices distintos

u, v ∈ Γ; Cj1,u − Cĵ1,u si la arista j1 de Γ es un lazo en u.

• Relaciones de tipo dos: αCj1,u, donde uj1
α→ uj2 .

• Relaciones de tipo tres: Caminos de longitud dos de kQΓ que no son subcaminos de



Capítulo 6. Extensiones triviales de álgebra gentiles y álgebras de grafo de Brauer. 85

ningún ciclo Cj1,u.

La construcción de QΓ e IΓ a partir de un grafo de Brauer Γ también puede encontrarse

en [S], [GSS] y [GSST].

Ejemplo 6.20. Para el grafo dado en el Ejemplo 6.18 el álgebra de grafo de Brauer BΓ

está dada por:

QBΓ

•uj1
α1

,,

α5





•uj4
α4

ll

α2




•uj2

α6

KK

•uj3

α3

KK

IBΓ
=< α4 α3 α2 α1 − α6 α5,

α1 α4 α3 α2 − α3 α2 α1 α4,

α5 α6 α5, α6 α5 α6,

α1 α4 α3 α2 α1, α2 α1 α4 α3 α2,

α4 α3 α2 α1 α4, α3 α2 α1 α4 α3

α2 α3, α4 α1, α5 α4, α1 α6 >

Ejemplo 6.21. Si A es un álgebra gentil, T (A) es un álgebra de grafo de Brauer, el cual

tiene multiplicidad igual a uno en todos sus vértices, y T (Aop) también.

Dada un álgebra B por su carcaj y relaciones, veremos en lo que sigue que es posible

determinar si B es un álgebra de grafo de Brauer. Más precisamente, caracterizaremos a

las álgebras de grafo de Brauer por su carcaj y relaciones, a partir de las propiedades de

sus ciclos, utilizando para esto las propiedades (T1), (T2), (T3) y (T4) enunciadas en la

Sección 6.1.

Damos a continuación dos proposiciones, que combinadas nos brindan el resultado desea-

do.

Proposición 6.22. Sea BΓ = kQΓ/IΓ un álgebra de grafo de Brauer, con grafo de Brauer

Γ con multiplicidad uno en todos sus vértices. Entonces BΓ satisface las condiciones (T1),

(T2), (T3) y (T4).

Demostración. (T1) Toda permutación de un ciclo maximal en BΓ es un ciclo maximal

en BΓ.

Resulta de que toda permutación del ciclo Cj1,u maximal en BΓ se obtiene al considerar
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una permutación de la secuencia de sucesores j1, j2, · · · , jr de j1 en el vértice u, que es

también una secuencia de sucesores en el mismo vértice, y por lo tanto da origen a otro

ciclo de kQΓ maximal en BΓ.

(T2) Todo camino no trivial de kQB y no nulo en BΓ está contenido en un único ciclo

maximal en BΓ, a menos de permutaciones.

Sea uj1 → uj2 → · · · → ujk un camino no trivial de kQΓ y no nulo en BΓ. De la des-

cripción de QΓ se tiene que cada arista jt+1 sigue inmediatamente a la arista jt en una

secuencia de sucesores de j1 en algún vértice u de Γ. Entonces el camino considerado es

subcamino del ciclo Cj1,u que es maximal en BΓ y es el único que lo contine a menos de

permutaciones, por construcción.

(T3) Hay a lo sumo 2 ciclos distintos de j a j en kQB maximales en BΓ para cualquier

vértice j de QB. Si hay dos, son iguales en BΓ.

Resulta de que toda arista j1 de Γ incide en dos vértices, y así todo vértice uj1 de QΓ es

comienzo de a lo sumo dos ciclos maximales en BΓ. Además, si hay dos ciclos maximales

que comienzan en un mismo vértice, son de la forma Cj1,u y Cj1,v si j1 no es lazo, ó Cj1,u

y Cĵ1,u si j1 es lazo. En el primer caso Cj1,u − Cj1,v es una relación de tipo uno y en el

segundo lo es Cj1,u − Cĵ1,u.

(T4) Si hay un ciclo γ = αs · · · α1 en kQB de j a j que es no nulo y no maximal en BΓ,

entonces α1αs = 0 en B y dimk EndB(Pj) = 4.

Sea γ : uj1 → uj2 → · · · → ujs−1 → uj1 un ciclo de uj1 a uj1 en kQΓ no nulo y no ma-

ximal en BΓ. Entonces la arista j1 incide dos veces en el vértice u de Γ y da lugar a las se-

cuencias de sucesores j1, j2, · · · , js−1, ĵ1, js+1, · · · , jr y ĵ1, js+1, · · · , jr, j1, j2, · · · , js−1.

Luego, el camino ujs−1

αs→ uj1
α1→ uj2 no es subcamino de ningún ciclo maximal pues j2 no

es sucesor inmediato de ĵ1 en ninguna secuencia de sucesores. Entonces tenemos la rela-

ción de tipo 3 α1αs = 0.

Además el ciclo γ′ : uj1 → ujs+1 → · · · → ujr → uj1 de uj1 a uj1 en kQΓ también es no

nulo y no maximal en BΓ por construcción. Luego, los ciclos que comienzan en uj son

γ, γ′, y los ciclos maximales γ′γ = Cj1,u y γγ′ = Cĵ1,u. Como Cj1,u − Cĵ1,u es una rela-

ción de tipo 1 tenemos que EndBΓ
Pj1 está generado por ej1 , γ, γ

′ y Cj1,u. En consecuencia

dimk EndBΓ
Pj1 = 4.

Proposición 6.23. Sea B = kQB/IB una k-álgebra de dimensión �nita que satisface
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(T1), (T2), (T3) y (T4). Entonces, existe un grafo de Brauer Γ con multiplicidad 1 en

todos sus vértices, tal que el álgebra de grafo de Brauer BΓ es isomorfa a B.

Demostración. Podemos suponer que B no es semisimple. Consideremos en el conjunto

{C1, C2, · · · , Cr} de ciclos de kQB maximales en B, que es no vacío por (T2), la relación

Ci ∼ Cj si y sólo si Cj es una permutación de Ci. Esta relación es de equivalencia por

(T1). Tomemos el conjunto cociente {C1, · · · , Cs} con s ≤ r.

Construimos el grafo Γ como sigue.

El conjunto de vértices de Γ es {uC1
, uC2

, · · · , uCs}
⋃
{uvj tal que vj ∈ Q0 y vj es inicio

de un único ciclo maximal}.

El conjunto de aristas de Γ es {a1, a2, · · · , at} donde t es la cantidad de vértices de Q.

Cada arista ai tiene extremos uC1
, uC2

si el vértice vi de Q es comienzo de dos ciclos

maximales distintos C1 y C2 ó uC1
, uvi si el vértice vi es comienzo de un único ciclo

maximal C1. En el primer caso puede ocurrir que C1 = C2 y entonces ai es un lazo. En

el segundo caso ai es la única arista que tiene por extremo a uvi .

De�nimos un ordenamiento cíclico (que elegimos antihorario) sobre las aristas que tienen

por extremo el mismo vértice uCk de la siguiente manera.

La arista aj+1 sigue inmediatamente a la arista aj en el ordenamiento cíclico sobre el

vértice uCk si existe una �echa j → j + 1 de QB que está contenida en un ciclo maximal

de Ck. Este ordenamiento está bien de�nido pues toda �echa está contenida en un único

ciclo maximal a menos de permutaciones por (T2). Luego, todas las aristan que inciden

en el vértice uCk corresponden a todos los vértices del ciclo maximal Ck.

Asignamos a cada vértice de Γ la multiplicidad uno obteniendo así un grafo de Brauer

asociado a QB.

A partir del grafo de Brauer Γ obtenemos el álgebra de grafo de Brauer BΓ = QΓ/IΓ.

Sabemos que BΓ satisface (T1), (T2), (T3) y (T4), por Proposición 6.22.

Veamos que QB = QΓ, y que los ciclos de QB maximales en B coinciden con los ciclos

de QΓ maximales en BΓ.

Probemos primero que QB = QΓ. En efecto:

Los vértices de QB están en correspondencia 1-1 con las aristas de Γ por construcción de

Γ, y ya vimos que éstas se encuentran en correspondencia 1-1 con los vértices de QΓ como

consecuencia de la de�nición de álgebra de grafo de Brauer. Entonces los vértices de QB
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coinciden con los de QΓ.

Decir que existe una �echa vj → vj+1 en QB equivale a decir que la arista j + 1 de Γ

sucede inmediatamente a la arista j en el ordenamiento cíclico sobre un mismo vértice, y

esto signi�ca que existe una �echa uj → uj+1 en QΓ. Esto es, las �echas de QB coinciden

con las de QΓ.

Veamos que los ciclos de QB maximales en B coinciden con los ciclos de QΓ maximales

en Γ. En efecto.

Decir que Cj = vj1 → vj2 → · · · → vjt es un ciclo de kQB maximal en B es equivalente

a decir que j1, j2, · · · , jt son todas las aristas que tienen por extremo al vértice uCj de Γ

ordenadas de esa manera. Esto signi�ca que j1, j2, · · · , jt es una secuencia de sucesores,

lo cual equivale a decir que Cj1,uCj es un ciclo de QΓ maximal en BΓ. Entonces los ciclos

de QB maximales en B coinciden con los ciclos de QΓ maximales en Γ.

Luego, BΓ
∼= B por Observación 6.9.

Ejemplo 6.24. Consideremos el álgebra de�nida en el Ejemplo 6.16.

B = kQB/IB donde

QB

•1

α1
++

α2

33 •2

α5

��

α3ww•3

α4

XX

IB =< α1 α4, α3 α2, α5 α1, α2 α5,

α5 α2 α4 α3 α1 α5, α1 α5 α2 α4 α3 α1,

α2 α4 α3 α1 α5 α2, α3 α1 α5 α2 α4 α3,

α4 α3 α1 α5 α2 α4,

α5 α2 α4 α3 α1 − α4 α3 α1 α5 α2,

α1 α5 α2 α4 α3 − α2 α4 α3 α1 α5 >

Vimos que B satisface las condiciones (T1), (T2), (T3) y (T4). Por lo tanto, podemos

encontrar un álgebra de grafo de Brauer isomorfa a ella.

Para ello asociamos a B un grafo de Brauer Γ mediante la construcción que se realizó en

la demostración de la Proposición 6.23.

Hay un único ciclo de QB maximal en BΓ (salvo permutaciones), que se corresponde con

el vértice u1 de Γ. Como además, el vértice 3 de QB es inicio de un único ciclo maximal,

tenemos otro vértice en Γ, que llamaremos u2.

Los vértices 1, 2 y 3 de QB determinan las aristas a1, a2 y a3.
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El vértice 1 es inicio de un único ciclo maximal, que está representado por u1. De modo

que la arista a1 tiene por extremos a u1 y u2. Los vértice 2 y 3 son comienzo de 2 ciclos

maximales, uno permutación de otro, que están representados por u2. Por lo tanto estas

aristas son lazos en u2. El grafo de Brauer Γ es

A partir de él, obtenemos el álgebra de grafo de Brauer, que coincide con B.

Observación 6.25. Sea B = kQB/IB una k-álgebra de dimensión �nita que satisface

(T1), (T2), (T3) y (T4). El grafo de Brauer Γ obtenido directamente a partir de QB

coincide con el que construye Schroll en [S] a partir del álgebra gentil A para obtener el

álgebra de grafo de Brauer que es la extensión trivial de A.

Las dos proposiciones anteriores nos dan una caracterización de las álgebras de grafo

de Brauer.

Teorema 6.26. Existe un grafo de Brauer Γ con multiplicidad 1 en todos sus vértices,

tal que el álgebra de grafo de Brauer BΓ es isomorfa a B si y sólo si B = kQB/IB es

una k-álgebra de dimensión �nita que satisface (T1), (T2), (T3) y (T4).

Además, los Teoremas 6.15 y 6.26 nos brindan una demostración alternativa al siguien-

te resultado probado por S. Schroll en [S].

Teorema 6.27. [S] B es un álgebra de grafo de Brauer con multiplicidad uno en todos

los vértices del grafo de Brauer asociado si y sólo si existe un álgebra gentil A tal que

T (A) = B.

Para �nalizar este capítulo reunimos los resultados enunciados en los Teoremas 6.15,

6.26 y 6.27 en un teorema que nos permite reconocer a las extensiones triviales de álgebras

gentiles a través de diferentes enfoques.

Teorema 6.28. Sea B = kQB/IB una k-álgebra de dimensión �nita. Entonces las si-

guientes condiciones son equivalentes.
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(i) B es la extensión trivial de un álgebra gentil.

(ii) B satisface las condiciones (T1), (T2), (T3) y (T4).

(iii) B es un álgebra de grafo de Brauer con multiplicidad uno en todos los vértices del

grafo de Brauer asociado.

Por lo expuesto en este capítulo, tenemos dos maneras diferentes de construir la ex-

tensión trivial de un álgebra gentil A = kQA/IA.

La primera se realiza directamente utilizando la Proposición 6.11. Además, por la Obser-

vación 6.10 T (A) satisface (T1), (T2), (T3) y (T4) y por lo tanto T (A) es isomorfa a un

álgebra de grafo de Brauer por la Proposición 6.23.

La segunda es la desarrollada por Schroll en [S]. Se construye un grafo de Brauer ΓA y a

partir de él su álgebra de grafo de Brauer BΓA , la cual es isomorfa a T (A).

Además, dada un álgebra B = kQB/IB podemos determinar si B es la extensión trivial

de un álgebra gentil por la Proposición 6.14. En caso de que lo sea podemos hallar a partir

de B el álgebra gentil A tal que T (A) ∼= B y el grafo de Brauer Γ tal que BΓ
∼= B por

la Proposición 6.23.

Ejemplo 6.29. Sea B = kQB/IB donde

QB

•1

α2
++ •2

α1

kk
α3

++ •3
α5

kk α4hh

IB =< α1 α2 α1, α2 α1 α2, α3 α2,

α1 α5, α5 α3, α4 α4, α3 α5 α4 α3,

α4 α3 α5 α4, α5 α4 α3 α5,

α2 α1 − α5 α4 α3,

α3 α5 α4 − α4 α3 α5 >

Así de�nida B satisface (T1), (T2), (T3) y (T4).

Podemos obtener el grafo de Brauer Γ asociado a QB observando que

los ciclos de kQB maximales en B son

C1 = α1 α2 y su permutación α2 α1.

C2 = α5 α4 α3 y sus permutaciones α3 α5 α4 y α4 α3 α5.

El vértice 1 de QB es comienzo de un único ciclo maximal.

De esta manera, los vértices de Γ son: u1, u2 = uC1
y u3 = uC2

.
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Como QB posee tres vértices, Γ tiene tres aristas: a1, cuyos extremos son u1 y u2; a2, que

tiene por extremos a u2 y u3; y a3 que es un lazo en u3.

De modo que Γ es

donde consideramos el ordenamiento cíclico antihorario y multiplicidad uno en cada uno

de los vértices.

Por otro lado, observemos que si eliminamos en QB una �echa de cada ciclo maximal (a

menos de permutaciones) podemos construir a partir de B un álgebra gentil A tal que

T (A) = B. Eliminando las �echas α2 y α5 obtenemos

A = kQA/IA, con

QA: •1 •2
α1oo α3 // •3 α4hh ; IA =< α4 α4 >.
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