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Resumen.

En esta tesis se estudian algebras autoinyectivas. Una subfamilia muy importante de
las mismas la constituyen las llamadas algebras Frobenius, que fueron introducidas por
F. G. Frobenius en 1903.

En el presente trabajo se establece un paralelismo entre este desarrollo clasico y el
actual. Este enfoque nos permitio dar demostraciones alternativas de caracterizaciones
conocidas para algebras Frobenius y simétricas. Se presentan aqui las nociones de auto-
morfismo de Nakayama, funtor de Nakayama y permutacion de Nakayama, estableciendo
la relacion existente entre ellas.

El carcaj de la extension trivial T(A) de un algebra de dimension finita A = kQ/I fue
descripto por Fernandez y Platzeck en [FP]. En este trabajo describimos las relaciones de
T(A) cuando A es un algebra monomial, con lo que se obtiene una presentacion de T'(A)
como cociente del algebra de caminos de un carcaj por un ideal admisible de relaciones.
Cuando A es ademas un algebra gentil resolvemos el problema reciproco: dada un algebra
B = kQp/Ip, determinar si B es la extension trivial de un algebra gentil. Caracterizamos
tales algebras B en base a propiedades de sus ciclos y mostramos como encontrar todas
las algebras gentiles A tales que T(A) = B. Demostramos que las extensiones triviales
de algebras gentiles coinciden con las algebras de grafo de Brauer con multiplicidad 1 en

todos sus vértices, resultado obtenido por S. Schroll en [S] con otros métodos.






Abstract.

In this thesis we study selfinjective algebras. An important subfamily of this class of
algebras consists of the so called Frobenius algebras, which were introduced by Frobenius
in 1903.

We establish here a parallel between the classical development and the present one.
With this approach we were able to give alternative proofs of known characterizations
of Frobenius and symmetric algebras. We recall the notions of Nakayama automorphism,
Nakayama functor and Nakayama permutation and study the relationship between them.

The quiver of the trivial extension T'(A) of a finite dimensional algebra A = kQ/I was
described by Fernandez and Platzeck in [FP|. In this work we describe the ideal of relations
for T(A) in case A is a monomial algebra. Thus we obtain a presentation for T'(A) as a
quotient of the path algebra of a quiver by an admissible ideal of relations. When A is,
moreover, a gentle algebra, we solve the converse problem: given an algebra B = kQp/Ip,
determine whether B is the trivial extension of a gentle algebra. We characterize such
algebras B through properties of the cycles of their quiver, and show how to obtain all
gentle algebras A such that T(A) = B. We prove that trivial extensions of gentle algebras
coincide with Brauer graph algebras with multiplicity one in all vertices in the associated

Brauer graph, result proven by S. Schroll in [S].
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Introduccion.

Las algebras Frobenius fueron introducidas por F. G. Frobenius en 1903. Se defini6 en
este desarrollo clasico a las algebras Frobenius como aquellas algebras de dimensién finita
sobre un cuerpo para las cuales las representaciones regulares a izquierda y a derecha son
equivalentes. Se probaron caracterizaciones de las algebras Frobenius y de una subfamilia
muy importante de ellas: las algebras simétricas. En sus trabajos realizados entre 1937 y
1941 R. Brauer, C. Nesbitt y T. Nakayama caracterizaron las algebras Frobenius a través
de la existencia de una familia particular de matrices llamadas matrices parastroficas.
Probaron que la propiedad de un &algebra de ser Frobenius es equivalente a la existencia
de una matriz parastrofica inversible. En este contexto se defini6 a las algebras simétricas
como las algebras Frobenius tales que la matriz parastrofica asociada es simétrica.

En el presente trabajo se establece un paralelismo entre este desarrollo y la existencia
de homomorfismos entre los A - médulos A4 y (D(4A))4, donde A designa un algebra de
dimension finita sobre un cuerpo k. En el enfoque clasico se trabaja con las constantes
de estructura del algebra, que dependen de la eleccion de una base  de la misma. Sea
* la base dual de 3 en DA. La correspondencia que a una transformacion lineal de A
en DA le asigna su matriz con respecto a las bases 3 de A y * de DA, induce una
correspondencia entre los homomorfismos de A - médulos a derecha de A en DA y las
matrices parastroficas. Es esta correspondencia la que nos permite traducir los resultados
expresados en el lenguaje clasico al lenguaje actual. Asi, probamos que la existencia de
una matriz parastrofica inversible es equivalente a la existencia de un isomorfismo entre
los A - moédulos a derecha A y DA. Ademas demostramos que la existencia de una matriz
parastrofica inversible simétrica es equivalente a la existencia de un isomorfismo de
A - bimédulos entre A y DA. Este enfoque nos permitié demostrar caracterizaciones

conocidas para algebras Frobenius y simétricas de manera diferente.
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Las algebras Frobenius estan dotadas de un automorfismo con interesantes propieda-
des, llamado el automorfismo de Nakayama. Se prueba que las dlgebras simétricas son
aquellas algebras Frobenius para las cuales el automorfismo de Nakayama es interior. Por
otro lado el funtor de Nakayama, definido de la categoria de A - moddulos finitamente
generados en sf misma, es una autoequivalencia cuando A es autoinyectiva. Se prueba que
el automorfismo de Nakayama y el funtor de Nakayama estan intimamente relacionados
en el caso de las algebras Frobenius. En este trabajo se explican estos resultados dando
demostraciones de los mismos.

Presentamos los cuatro teoremas de Nakayama, que aportan caracterizaciones y pro-
piedades de las algebras autoinyectivas y de las adlgebras Frobenius en particular. El primer
teorema permite definir una permutacion del conjunto de los A - médulos proyectivos in-
descomponibles, llamada la permutacion de Nakayama. En este trabajo explicamos la
relacion de esta permutacion con el automorfismo y con el funtor de Nakayama. Por otro
lado, el teorema de Morita nos permite construir todas las dlgebras autoinyectivas a partir
de las algebras Frobenius basicas. Mostramos c6mo el segundo teorema de Nakayama nos
da un criterio sencillo para decidir cuéles de ellas son Frobenius y cuéles no.

Las extensiones triviales forman una subfamilia importante de las algebras simétricas.
El estudio de la extension trivial de un &lgebra provee importante informacion sobre el
algebra y reciprocamente.

En [FP|, Fernandez y Platzeck describieron el carcaj de la extension trivial de un
algebra de dimensién finita A y las relaciones de dicha extension trivial cuando el carcaj
de A no tiene ciclos orientados no nulos. En este trabajo abordamos el mismo problema
para algebras monomiales, que son las que tienen una presentacion de la forma A = kQ/I
donde I esti generado por caminos. Las algebras monomiales forman una familia amplia

que contiene entre otras a las algebras cuerda y a las algebras gentiles.

Demostramos el siguiente teoremas:

Teorema A: Sea A = kQa/la una k- dlgebra de dimension finita, donde el ideal admi-

sible 14 estd generado por caminos. Sea I' el ideal generado por:

(i) los caminos que no estdin contenidos en un ciclo elemental y
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it) los elementos de la forma p — 1, donde u, p' son caminos diferentes de kQpa
(4)

con un suplemento comin v en ciclos elementales C y C' respectivamente.

Entonces I' es admisible y T(A) ~ kQrpa /1.

Este resultado se prueba en la Seccion 2 del Capitulo 5 de la Tesis.

En el caso en que A es un algebra gentil, se puede simplificar la descripcién de las
relaciones de su extension trivial reemplazando (ii) en el Teorema A por

(77)" los elementos de la forma C' — C’, donde C' y C” son ciclos elementales que
comienzan en un mismo vértice de Q) 4.

Los resultados anteriores proporcionan una manera simple y directa de construir la
extension trivial de un &lgebra gentil.

Ademas estudiamos el problema reciproco: dada un algebra B por su carcaj y relacio-
nes, determinar si B es la extension trivial de un algebra gentil. Dimos una caracterizacion
de tales extensiones en base a ciertas propiedades (7'1), (72), (T'3) y (T'4) de sus ciclos.
Ademas, para una tal extension B, mostramos cémo encontrar todas las algebras gentiles
A tales que T(A) = B. [Capitulo 6, Seccion 1]

Luego se dan las definiciones de grafo de Brauer y de algebra de grafo de Brauer
siguiendo a [B| y se demuestra que si un grafo de Brauer tiene multiplicidad uno en
todos sus vértices, el algebra de grafo de Brauer asociada coincide con la extension trivial
de un algebra gentil. Este resultado fue obtenido por Schroll en [S] con métodos muy
diferentes. Nosotros aqui lo demostramos probando que B es dlgebra de grafo de Brauer
con multiplicidad uno si y so6lo si los ciclos de B satisfacen las propiedades (7'1), (72),
(T'3) y (T'4) que caracterizan a las extensiones triviales de algebras gentiles.

A continuacién, indicamos la organizacion del presente trabajo.

El Capitulo 1 esta destinado a introducir las nociones basicas y los resultados conocidos
que utilizaremos en el trabajo.

En el Capitulo 2 se presentan las definiciones y caracterizaciones de las dlgebras Frobe-
nius y simétricas mostrando las relaciones entre el enfoque clasico y el actual. Se presenta
en la ultima seccion de este capitulo una lista de ejemplos donde se ilustran estas nociones
y caracterizaciones.

En el Capitulo 3 se estudia el automorfismo de Nakayama de un algebra Frobenius y su

relacion con el funtor de Nakayama. También se demuestra la invariancia por equivalencia
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Morita de las algebras simétricas.

En el Capitulo 4 se presentan los cuatro teoremas de Nakayama probados original-
mente por T. Nakayama en [Nakl| y [Nak2|, y se explica la relacion existente entre el
automorfismo, el funtor y la permutaciéon de Nakayama cuando el algebra es Frobenius.

En el Capitulo 5 se dan las relaciones de la extension trivial de las dlgebra monomiales.

El Capitulo 6 esta dedicado al estudio de las algebras gentiles, su extension trivial y

la relacion con las algebras de grafo de Brauer.



Capitulo 1

Conceptos preliminares.

En este capitulo daremos definiciones y resultados basicos necesarios para el desarrollo
de esta tesis, que pueden verse en [ASS| y [ARS]. También fijaremos notaciones a utilizar

en este trabajo.

1.1. Algebras y modulos.

Recordemos que dado un cuerpo k, una k-dlgebra (asociativa, con unidad) A es un
anillo A con elemento identidad 1 # 0 tal que A posee una estructura de k-espacio
vectorial que es compatible con la multiplicacion del anillo, esto es, A(ab) = (a\)b =
a(A\b) = (ab)A para todo A € kya,b € A. Una k-algebra A se dice de dimension finita
si la dimensiéon dimy A del k-espacio vectorial A es finita. En todo el trabajo A denotara
una k-algebra de dimension finita.

Dada un algebra A, denotamos con A’ al dlgebra opuesta de A, que es el dlgebra que
coincide con A como espacio vectorial, donde la multiplicacion * estd dada por a*xb = ba.
Los modulos a izquierda sobre A coinciden con los modulos a derecha sobre A, y dado
M en mod A, Homy (M, k) es un A° - modulo poniendo (af)(x) = f(za).

Sea A un algebra. Un A-mddulo a derecha M es un par (M, -) donde M es un k-
espacio vectorialy - : M x A — M, (m,a) — m-a, es una operacion binaria que verifica

las siguientes condiciones:

(a) (x+vy)a =za+ ya;
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(b) z(a+b) = za+ xb;
(c) z(ab) = (za)b;
(d) z1 =z

(e) (zN)a = z(aX) = (xza)A;

para elementos arbitrarios x,y en M, a,ben Ay A en k.

La definicion de A-médulo a izquierda es analoga. A veces escribiremos Ma(4 M) para
indicar que M es un A-modulo a derecha (izquierda).

M4 se dice de demension finita si dim, M es finita y se dice que esté generado por
los elementos my, ma, - -+ ,mg de M si todo elemento m de M tiene la forma m = mqya; +
-+ + msa, para algunos elementos aq,--- ,as de A. Ademas, M, se dice finitamente
generado si esta generado por un subconjunto finito de M.

Denotaremos con mod A a la categoria de todos los A-modulos a derecha finitamente
generados. Si A es un algebra de dimensién finita la nociéon de A-moédulo de dimension
finita coincide con la de A-moédulo finitamente generado. A lo largo de toda la tesis cada
vez que se diga un A-modulo significard un A-moédulo a derecha finitamente generado a
menos que se indique lo contrario.

Un A-moédulo se dice tndescomponible si M es no nulo y no posee una descomposi-
cion de la forma M = N & L, con N y L A-mo6dulos no nulos.

Sabemos que todo A-mddulo M puede descomponerse de manera tinica a menos de iso-
morfismos como M = M, &---® M,,, donde M, -, M,, son A - submddulos indescom-

ponibles de M. En particular se verifica el siguiente resultado.

Proposicion 1.1. Sea A una k- dlgebra de dimension finita y eq,--- ,e, un conjunto
de elementos idempotentes, ortogonales dos a dos y primitivos de A con 14 = e +
-« +e,. Entonces existe una descomposicion Ax = elAd --- e, A en suma directa
de A-maodulos a derecha proyectivos indescomponibles. Ademds, todo A-mddulo a derecha

proyectivo indescomponible es isomorfo a e;A para algin i € {1,--- ,n}.

El radical de Jacobson rad A del algebra A es la interseccion de todos los ideales a

derecha maximales de A. Dado M un A-moédulo de A, el radical de Jacobson rad M
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del A-mo6dulo M es la interseccion de todos los submodulos maximales de M. Observemos
que el radical rad A del A-mdédulo A coincide con el radical rad A del algebra A. Ademas,
para cualquier A-moédulo M de A se verifica que rad M = M rad A.

A cada modulo no nulo M en mod A se le asignan dos A-moédulos semisimples

top M = M/rad M llamado el top de M y
soc M = Z S donde Sy es el conjunto de todos los A - submodulos
SeSy

simples de M, llamado el zdcalo de M.

Recordemos que un A-modulo L se dice libre si es de la forma L = A". Ademés, un
A-modulo se dice proyectivo si es un sumando directo de un A-moédulo libre.

Se prueba que, si P es un A-mo6dulo proyectivo indescomponible, top P es un A-mo6dulo
simple, o sea, P posee un tnico submo6dulo maximal.

Se puede demostrar que todo médulo M de mod A posee una cubierta proyectiva
P = Py(M), donde ésta se define de la siguiente manera:

Un A - epimorfismo h : M — N en mod A es minimal si Ker h es superfluo en M, es
decir, Kerh + X = M implica X = M para todo submédulo X de M. Un epimorfismo
h: P — M en mod A es llamado cubierta proyectiva de M si P es un A-modulo y h
es un epimorfismo minimal.

También puede demostrarse que todo moédulo L de mod A posee una envolvente in-

yectiva I = Iy(L), que se define de la siguiente manera:
Un monomorfismo de A-mo6dulos v : L — M en mod A es minimal si todo submoddulo
no nulo X de M tiene intersecciéon no nula con Imwu. Un monomorfismo u : L. — FE en
mod A es llamado una enwvolvente inyectiva de L si E es un mdédulo inyectivo y u es
un monomorfismo minimal.

Sean Ay B dos algebras. Un A — B— bimddulo sMp es una terna (M, x,-) donde
AM = (M, *) es A-mddulo aizquierda, Mp = (M, ) es B-mo6dulo a derecha, y (axm)-b =
a* (m - b) para elementos arbitrarios m en M, a en A, b en B.

Para un A— B—bimo6dulo 4Mpy X en Mod B, el k-espacio vectorial Homp (4 Mp, Xp)
de todos los homomorfismos de B-modulos de Mp en Xg tiene estructura de A-modulo
a derecha con respecto a la multiplicacion (f,a) — fa dada por (fa)(m) = f(am). Se
tiene entonces un funtor covariante Hompg(4Mp, —) : Mod B — Mod A que al B-modulo

X le asocia el A-modulo Homg(Mp, Xp).
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El funtor contravariante Homp(—,4 Mp) : Mod B — Mod A se define analogamente.

Dado un A — B—bimédulo 4 Mg, los funtores covariantes producto tensorial
(=) ®a Mp:Mod A — Mod B, 4M ®p(—) : Mod B®? — Mod A%
se definen asociando a un A-mo6dulo X y a un B-modulo Y el producto tensorial X ® 4 Mp
v AM ®p Y con la estructura natural de B-modulo a derecha y de A-moédulo a izquierda,
respectivamente.

Se tiene un isomorfismo 0 : Homp(X ®4 Mpg, Zg) — Homa(Xa, Homp(aMp, Zp))
definido por [(0(f))(x)](m) = f(z®m) para f en Homp(X @4 My, Zg), z en X, m en
M.

El funtor D = Homg(—, k) : mod A — mod A’ define una dualidad entre las
categorias mod A y mod A, esto es, el funtor contravariante D es pleno, fiel y denso.

Esta dualidad es llamada la dualidad estandar.

Proposicion 1.2. Sea A un dlgebra y D la dualidad estandar entre mod A y mod A.

Entonces:
(i) E en mod A es inyectivo si y sdlo si D(E) en mod A% es proyectivo.
(11) P de mod A es proyectivo si y sélo si D(P) en mod A% es inyectivo.
(i1i) S de mod A es simple si y solo si D(S) en mod A% es simple.
(iv) M de mod A es semisimple si y sdlo si D(M) en mod AP es semisimple.

(v) Para todo mddulo no nulo M en mod A, se tiene que D(top M) = soc(D(M)) y
D(soc(M)) = top(D(M)).

Observacion 1.3. Las afirmaciones (i), (i7), (7i7) y (iv) en la proposicién anterior son

consecuencia inmediata de que D es una dualidad.

Recordamos que un algebra A se dice itndescomponable si A no puede descomponerse
como producto directo de dos algebras.

Un algebra A se dice bdsica si en una descomposicion de A como suma de modulos
proyectivos indescomponibles, A = iél P con P; 22 P;sii # j, se tiene que r; = 1

para todo 1.
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Sea A un élgebra con un conjunto completo {e;,--- ,e.} de elementos primitivos, idem-
potentes y ortogonales dos a dos. Entonces A® = e4Aey es un algebra basica y se llama,
un dlgebra bdsica asociada a A, donde eq4 = ¢ej, +---+¢;, y €5, - ,¢€j, son elegi-
dos tal que e;; A 2 e; Asit # ty cada modulo e;A es isomorfo a uno de los mddulos
ey A, e Ao Ademas A® = Endy (él ejiA), y es nica amenos de isomorfismos.

Definimos el dlgebra extension trivial T(A) = Ax DA de Apor DA = Homy(A, k),
como el k-espacio vectorial A @ DA con la multiplicacion dada por (a, f)(b,g) = (ab, ag+
fb), paraa,b € Ay f,g € DA.

Dos algebras A y B se dicen Morita equivalentes si las categorias Mod A y Mod B
son equivalentes, y a un funtor ' : Mod A — Mod B que define tal equivalencia se lo
denomina equivalencia de Morita. En el caso en que A y B sean algebras de dimension
finita, esto es equivalente a decir que las categorias mod A y mod B son equivalentes.

Sean A y B dos algebras de dimension finita. Entonces se verifican las siguientes

propiedades:

(i) Ay B son Morita equivalentes si, y solo si B = End4(P), con P un progenerador
de mod A (esto es, P es proyectivo y para cualquier médulo M en mod A existe un

epimorfismo de P" en M, para algin entero positivo n).
(ii) A es Morita equivalente a su dlgebra basica A°.

(iii) A y B son Morita equivalentes si, y s6lo si A?? y B° son Morita equivalentes.

1.2. Algebras de caminos.

Un carcaj Q = (Qo,@1,s,t) es una cuddrupla que consiste en dos conjuntos: Qg
(cuyos elementos son llamados puntos o vértices) y ()1 (cuyos elementos son llamados
flechas), y dos funciones s, t: Q1 — Qo que asocian a cada flecha o € @ su origen
s(a) € Qo y su término t(a) € @, respectivamente. Un carcaj @ = (Qo, @1, s,t) es
usualmente denotado por @ = (Qo, Q1) o simplemente por Q. Un carcaj @ se dice finito
si Qo y Q1 son conjuntos finitos. Todos los carcajs considerados en este trabajo son finitos,

por lo que la palabra carcaj significara siempre carcaj finito. El grafo Q asociado al carcaj
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() se obtiene quitando la orientaciéon a las flechas del carcaj. Un carcaj @) se dice conexo
si Q es un grafo conexo.

Un camino en el carcaj @ es una secuencia de flechas p = ;- a1 con s(ayy1) = t(ay)
para 1 <t <[, o el simbolo ¢;, para i € (g. Los caminos e; se llaman caminos triviales
y definimos s(e;) = t(e;) = i. Ademas decimos que un camino trivial tiene longitud 0.
Para un camino no trivial p = «; - - - a1 definimos s(p) = s(ay) y t(p) = t(y) y decimos
que la longitud de p es [. Si s(p) = t(p), entonces p se denomina ciclo orientado. Si
ademés [(p) = 1 se dice que p es un lazo.

Sea Q = (Qo, Q1) un carcaj finito y k un cuerpo. El dlgebra de caminos k() de Q
sobre k es la k-adlgebra cuyo espacio vectorial subyacente tiene como base el conjunto de
todos los caminos de longitud ¢ > 0 en @ y el producto de dos vectores de la base se
define de la siguiente manera:

Para un camino trivial e; y ¢ un camino de la base tenemos

q sit(q) =i
€;.q = )
0 en caso contrario.

Si p, ¢ son dos caminos de la base, con p no trivial, tenemos
pq sit(q) = s(p)y p es no trivial
P4= 9P siqg= ey

0 en otro caso,

donde pq indica la concatenaciéon de los caminos p y q.

Proposicion 1.4. Sea Q) un carcaj. El elemento 1 = Z e; es el elemento unidad de

1€ Qo
kQ y el conjunto {e; /i € Qo} de todos los caminos triviales es un conjunto completo de

elementos idempotentes ortogonales dos a dos y primitivos de kQ).

Sea A = k(@) un algebra de caminos. Para cada vértice i en )y, notaremos con .5; al
A-modulo simple asociado a i, y P, = Py(S;) e I; = 1y(S;) denotan la cubierta proyectiva
y la capsula inyectiva de .S;, respectivamente. Asi, si e; es el elemento idempotente de A

correspondiente al vértice i de @, se tiene que P, = ¢;A e I; = D(Ag;).
Lema 1.5. Sea Q un carcaj y kQ su dlgebra de caminos. Entonces:

(i) kQ es un dlgebra asociativa.



CapriTuLo 1. CONCEPTOS PRELIMINARES. 11

(i1) kQ es de dimensidn finita si, y sdlo si, Q es finito y aciclico.
(11i) Si Q es finito, entonces kQ es indescomponible si, y sélo si, Q) es conezo.
(iv) Si @ es finito, conexo y aciclico, entonces kQ es una k-dlgebra bdsica.

Sea () un carcaj conexo. El ideal bilatero del algebra de caminos k() generado por
las flechas de () es llamado el ¢deal de las flechas de k() y denotado por Rg. Un ideal

bilatero Z de k() se dice admisible si existe m > 2 que verifica Rg CcC1CcC Ré.

Lema 1.6. Sea Q) un carcaj, k un cuerpo, e T un ideal admisible de kQ. Entonces kQ /T

es una k-dlgebra de dimension finita.

n
Sea () un carcaj. Una relacidon en () es una combinaciéon k - lineal p = g Aw; de
i=1

caminos de longitud mayor o igual a 2 que tienen el mismo inicio y el mismo fin.

Lema 1.7. Sea ) un carcaj, k un cuerpo, e T un ideal admisible de kQ). Entonces I estd

generado por un numero finito de relaciones o1, ..., 0, de kQ.

Si (9j);es es un conjunto de relaciones de un carcaj @ tal que el ideal ( g;,j € J) es
admisible, se dice que el carcaj esté sujeto a las relaciones p; = 0 para todo j € J.

El siguiente resultado muestra la importancia del concepto de algebra de caminos,
pues da una descripciéon de toda algebra como producto directo de algebras equivalentes

a algebras que son cocientes admisibles de 4lgebras de caminos.

Teorema 1.8. (Teorema de P. Gabriel) Sea A una k-algebra de dimension finita sobre un
cuerpo k algebraicamente cerrado, basica e indescomponible. Entonces A es isomorfa a un
cociente de un algebra de caminos sobre un ideal admisible, es decir A = kQ/I, donde
() es un carcaj e I un ideal admisible de A. El par (@, I) se llama una presentacién del

algebra A.

Sea A = kQ/I, con @ un carcaj e I un ideal admisible de kQ. Indicaremos con 7 la
clase del elemento x de k@) en A. Un camino p en kQ se dice maximal en Asip # 0y

ap = 0 = pa para toda o € @Q1(A).

Lema 1.9. Sea Q) un carcaj, k un cuerpo, e Z un ideal admisible de kQ). Entonces:
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(1) kQ/T es un dlgebra bdsica.

i) Si Q es conexo entonces kQ /T es un dlgebra indescomponible.



Capitulo 2

Algebras Frobenius y simétricas.

Las algebras Frobenius fueron definidas y caracterizadas por Frobenius en [Frol| y
[Fro2]. En este capitulo presentaremos la definicion y caracterizaciones dadas en el desa-
rrollo clasico, proporcionando demostraciones alternativas a las originales. Una de estas
caracterizaciones es la que se encuentra como definicion de algebra Frobenius en la mayoria
de los textos actuales.

Comenzamos explicando que las representaciones de un algebra se pueden interpretar
como modulos sobre la misma. Las representaciones regulares a derecha e izquierda del
algebra A son las que corresponden a los A-modulos 4 A y a(DA) respectivamente. Un
algebra se dice Frobenius cuando estas representaciones son equivalentes.

En el enfoque clasico se presenta la nocién de representacion a partir de las constantes
de estructura del algebra. Estas dependen de la eleccién de una base B de la misma y
se prueba que A es Frobenius cuando existe una matriz de cierto tipo ("parastrofica)
inversible. En [SY] se da una demostracion de este hecho.

Nosotros presentamos aqui un enfoque diferente, mostrando un paralelismo entre la
teoria clasica y la actual, utilizando la correspondencia entre transformaciones lineales y
matrices. Elegida la base 3 de A, sea 3* su base dual en DA. La correspondencia que a
una transformacion lineal de A en DA le asigna su matriz con respecto a las bases 3 y 3*
induce una correspondencia entre homomorfismos de A-modulos a izquierda de A en DA
vy matrices parastroficas. Esta correspondencia permite entender claramente los distintos
aspectos de los dos enfoques.

Una importante subfamilia de las algebras Frobenius es la de las 4lgebras simétricas.

13
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En este capitulo estudiaremos estas algebras y probaremos que las extensiones triviales
son ejemplos de las mismas. Finalmente daremos ejemplos de las nociones y resultados

estudiados en este capitulo, ilustrando los distintos lenguajes utilizados.

2.1. Representaciones regulares de un algebra.

En todo el capitulo notaremos con M, (k) al anillo de matrices cuadradas de orden
m con coeficientes en el cuerpo k, y GL,,(k) al grupo lineal de las matrices cuadradas de

orden m que son inversibles.

Definicion 2.1. Llamamos representacion de la k-adlgebra A a un homomorfismo de
k-algebras F' : A — M,,(k), con m > 1. El entero m es llamado la dimension de la
representacion. Ademaés, diremos que dos representaciones F' : A — M, (k) y G: A —
M, (k) de la k-algebra A son equivalentes si existe una matriz C € GL,,(k) tal que
F(a) = CG(a)C~! para todo a € A.

Nos interesa dar una interpretacion de las representaciones de un algebra a través de
los mo6dulos sobre la misma.

Veamos que a todo A-modulo a izquierda finitamente generado 4M le corresponde
una representacion del algebra A. En efecto:

Dado un k-espacio vectorial M, con dimy M = m < oo, una estructura de A-moédulo
a izquierda sobre M est4 dada por un homomorfismo de anillos A —» End,(M) de A
en el anillo de endomorfismos de M. La estructura de A-moédulo en M estd dada por:
am = p(a)(m) para elementos a de Ay m de M.
Fijada una base 35, en M, y considerando el isomorfismo natural

e : Endy (M) — M,,(k) que a un endomorfismo f de M le asocia su matriz [f]p,, en la

Bar

base B,; se obtiene el siguiente diagrama conmutativo:

A

End;(M) (%)
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donde Fy; = ¢ o ¢. Entonces F); es una representacion del algebra A ya que € y ¢ son
homomorfismos de k-algebras.

De esta manera, fijada una base 3, del espacio vectorial M se obtiene una representacion
de dimension m del algebra A. Ademaés, la eleccion de bases diferentes de M induce

representaciones equivalentes de A.

Reciprocamente, a toda representacién del algebra le corresponde un A-moédulo a

izquierda de la siguiente manera.

A una representacion F : A — M,,(k) le asignamos la estructura de A-moédulo a
izquierda en el k-espacio vectorial k" definida por:
ar = F(a)x paratodoa € A,z € k™.
Esta correspondencia transforma representaciones equivalentes en A-modulos isomorfos.

Los resultados anteriores pueden resumirse en la siguiente proposicion.

Proposicion 2.2. Sea A una k-dlgebra de dimension finita. Las correspondencias arriba
definidas establecen biyecciones (una inversa de la otra) entre las clases de equivalencia
de representaciones de dimension m de la k - dlgebra A y las clases de isomorfismo de

A-mddulos a izquierda de dimensidon m.

A continuacién vamos a describir las representaciones que se obtienen al considerar

los A-moédulos 4 Ay a(DA).

Consideremos M = 4Ay B = {ai,...,a,} una base de A como k-espacio vectorial.
En el diagrama (%) se observa que Fy : A — M, (k) es la representacion que a cada
elemento a € A le asigna la matriz [a.]g que corresponde a la multiplicaciéon a izquierda

por el elemento a.

Consideremos ahora M = 4(DA)y B* la base dual de 3 en DA. Observemos primero
que un A-modulo a derecha esta dado por un homomorfismo de anillos AP N Endg (4 M)
0 equivalentemente A — (Endy,(4M))? ~ Endg(4(D(My))).

Tomando en 4 M = 4(DA,) la base f* dual de la base § = {ay,...,a,} elegida de A

obtenemos el siguiente diagrama conmutativo:
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A Y Endi(As) —2> Endi(4(D(A4)))

lgﬁ

M, (k) Ep

donde t es la funcién traspuesta.

Como la estructura de 4D(A4) estd dada por la composicion D o 1) resulta que
Fpa: A — M,(k) es la representacion que a cada elemento a € A le asigna la matriz
([-a]g)" que corresponde a la multiplicacion a derecha por el elemento a.

Las representaciones Fl4 y Fpa asi obtenidas coinciden con las representaciones regulares
definidas por Frobenius en [Frol| a partir de las constantes de estructura de un algebra
como explicaremos a continuacion.

Sea A una k-algebra de dimension finita, con dimy A = n y fijamos p = {ay, as, ..., a,}
una base de A como k-espacio vectorial.

Se tiene entonces que

n
ajar = Z%‘jkau donde a1, € k para i,j, k € {1,....,n}
i=1

Las constantes o, son llamadas las constantes de estructura asociadas al algebra

A, con respecto a la base § = {ay,as, ..., a,}.

Ademas, escribimos 1,4 = Z)\jaj, con \; € k paratodo je {1,..,n}.
j=1

3

Observacion 2.3. Si dim, A = n, se tienen entonces n® constantes de estructura asocia-

das a A.

Observacion 2.4. Las constantes de estructura asociadas al dlgebra opuesta de A, A%,

estan dadas por
P — v
Qi ikj

La propiedad asociativa del algebra A y el hecho de que 14 = Z)\jaj, con \; €
j=1
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k para todo j € {1,...,n} es neutro a izquierda y derecha se traducen en las igualdades

del siguiente lema.

Lema 2.5. [SY, Lemma 1.1.2.] Con las notaciones anteriores, se verifica que:

(i) Zaijkahil = Zaiklahﬂ para todos j, k,h,l € {1,...,n}
i=1 i=1

(i1) Z AjQiik = i y Z Qg = i para todos i,k € {1,...n},
j=1 j=1
donde &y,

es la delta de Kronecker.

Consideremos las matrices
L(a;) = [L(a))ik] = [ijilic € My (k) para todo j € {1,...,n},

R(a;) = [R(a;j)ir] = [cirjlix € Mm (k) para todo j € {1,...,n}.

Estas matrices representan las transformaciones lineales de A en A que asignan a
un elemento a € A el producto aja (y respectivamente aa;) que corresponde por la
multiplicacion a izquierda (derecha) por el elemento a; de la base f3.

Tenemos asi la funcion L : 3 — M, (k) que se extiende a una tnica transformacion
lineal L : A — M, (k). Resulta que L(a) es la matriz que representa a la multiplicacion
a izquierda por el elemento a de A. Esto es, L = Fj.

En forma analoga, R : B — M,(k) se extiende a una tunica transformacion lineal
R : A — M,(k) y componiendo con la funcién traspuesta tenemos que R'(a) = (R(a))’
es la matriz que representa a la multiplicacion a derecha por el elemento a de A. Esto es,
R' = Fpa.

Vemos asi que L y R' son representaciones de la k-algebra A. Este resultado fue
demostrado originalmente de manera directa utilizando la definicién de representacion
[SY, Lemma 1.2.3].

Las transformaciones lineales L y R dependen del dlgebra A y de la base 3 elegida. Cuando

sea necesario explicitaremos este hecho escribiendo Lg‘ y Rg‘ en lugar de L'y R.
Observaciéon 2.6. R es una representacion del algebra A ya que Rg‘ = Lg‘gp.

Definicién 2.7. Las representaciones L y R' son llamadas la primer (izquierda) y
segunda (derecha) representacion regular del dlgebra A sobre k, y estan definidas

a menos de equivalencia.
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Definiciéon 2.8. Una k-algebra de dimension finita A se dice dlgebra Frobenius si las

representaciones L y R' son equivalentes.

Considerando la interpretacion de las representaciones de un algebra a través de los

modulos sobre la misma, se tiene la siguiente caracterizacion de las algebras Frobenius.

Proposicion 2.9. Las siguientes afirmaciones son equivalentes para un dlgebra A de

dimension finita:

(i) A es un dlgebra Frobenius.

(i1) Los A-mddulos a izquierda A y a(DA) son isomorfos.
(11i) Los A-mddulos a derecha Aa y (DA)a son isomorfos.

Demostracion. Supongamos que A es un algebra Frobenius. Por definicion, las represen-
taciones L y R! son equivalentes. Sabemos que a la representacion L le corresponde el
A-modulo 4A y a la representacion R’ el A-modulo 4(DA).

Entonces 4A y 4(DA) son isomorfos por Proposicion 2.2.

Reciprocamente, si 4Ay 4(DA) son isomorfos se tiene por Proposicion 2.2 que sus repre-
sentaciones asociadas son equivalentes. Esto es, las representaciones L y R son equiva-
lentes. Por definicion, A es Frobenius.

La equivalencia de las afirmaciones (i) y (i7i) es consecuencia inmediatamente de aplicar

el funtor D al esquema 4A % A(DA). O

Actualmente las caracterizaciones dadas en los items (i) y (ii7) son la que se utilizan

para definir dlgebra Frobenius.

2.2. Algebras autoinyectivas

Definicion 2.10. Se dice que un algebra A es autoinyectiva si A4 es un modulo inyec-

tivo.

Ejemplo 2.11. Toda &lgebra Frobenius es un algebra autoinyectiva, ya que si A es un
algebra Frobenius, sabemos por Proposicion 2.9 que A, es isomorfo a (D4 A) 4, que es un

A-méddulo inyectivo.
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Ademés, como consecuencia inmediata de la aplicacion de la dualidad standard

D :mod A — mod AP se tiene la siguiente caracterizacion de las algebras autoinyectivas.

Proposicion 2.12. Las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) A es autoinyectiva.

(i) Un A-mddulo es proyectivo si y solo si es inyectivo.

(1ii) A es autoinyectiva.

Proposicion 2.13. Si A es un dlgebra autoinyectiva bdsica entonces A es un dlgebra

Frobenius.

Demostracion. Sabemos que existe un conjunto completo {ej,es,...,e,} de elementos
idempotentes primitivos y ortogonales dos a dos de A tal que 14 = ey +es+...4+e, yasi Ay
puede descomponerse en suma directa Ay = e ADes AD...De, A, con {e1 4, exA, ... e, A}
un conjunto completo de A-modulos proyectivos indescomponibles, que son no isomorfos
dos a dos.

Entonces, D(Aey), D(Aey), ..., D(Ae,) forman un conjunto completo de A-médulos inyec-
tivos indescomponibles no isomorfos dos a dos, con (D(A))a = D(4A) = D(Aey) &
D(Aey) @ ... ® D(Aey). Como Ay es un A-moédulo inyectivo por hipotesis, entonces
e1A,e’A, ...,e, A forman un conjunto completo de A-moédulos inyectivos indescomponi-
bles, que son no isomorfos dos a dos. Luego existe un isomorfismo Ay — (DA)4 y asi A

es un algebra Frobenius, como queriamos demostrar. O

Como consecuencia inmediata, y teniendo en cuenta el Lema 1.9 inciso (a) tenemos el

siguiente resultado.

Corolario 2.14. Sea () un carcaj finito, k un cuerpo, I un ideal admisible del dlgebra de
caminos kQ, y A = kQ/I. Si A es un dlgebra autoinyectiva entonces A es un dlgebra

Frobenius.
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2.3. Caracterizaciones de las algebras Frobenius y si-

métricas.

Recordemos que utilizando las constantes de estructura definimos las matrices
L(a;) = [L(a;)ik] = [eijk)ic € Mpm(k) para todo j € {1,...,n}
R(aj) = [R(a;)ik] = [urslie € M (k) para todo j € {1,...,n}.
Consideremos ahora otras matrices que se definen también a partir de las constantes de

estructura del algebra y que proporcionan otra caracterizacion de las algebras Frobenius.

Definicion 2.15. Las matrices

P(&) = &Py € M,(k)

h=1
para cualquier elemento & = (&1,&s,...,&,) € k™, son llamadas matrices parastréficas,

donde las matrices P, estan dadas por
Py = [Pn)ij = [ownijlij € Mi(k), para todo h € {1,...,n}.

Nuestro proximo objetivo es establecer una correspondencia entre el conjunto de
A - homomorfismos definidos de 4A en 4(DA) y el conjunto de las matrices parastroficas.
Fijada la base B = {a1,as,...,a,} en A, y tomando su base dual 3* = {aj,a3,...,a’}

en D(A4), tenemos el homomorfismo natural de k-espacios vectoriales
W = wp: HOIHA(AA,A (DAA)) — Mn(/{?>

que al elemento f de Homy(4A,4 (DA4)) le hace corresponder su matriz con respecto a
las bases B, B*; esto es w(f) = [f]p.p+-

Probaremos que Im (w) es el subespacio de matrices parastroficas P = (Py, Ps, ..., P,),
de lo que resultard que la existencia de una matriz parastréfica inversible es equivalente
a la existencia de un isomorfismo de A-modulos entre 4 Ay 4(DA4).

Comenzamos describiendo, para cada h < n, un homomorfismo p, :4 A — D(A,) tal
que w(pp) = P.

Sea py, : A — D(A) el homomorfismo de A-mddulos a izquierda definido por p,(14) =
a; € B* para todo h € {1,...,n}.
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Con esta definicion se tiene que {ps}, con h € {1,...,n}, es una base de Hom (4 A,4 (DA,)).
En efecto:

El conjunto {pn}, con h € {1,...,n}, s linealmente 1ndepend1ente ya que si tomamos

escalares kq, ..., k, en k tenemos que Zkhph = 0 implica que Zkhph = 0.
h=1 h=1

De donde, por definicién de los py, tenemos que Zkzha; = 0. Y por la independencia
lineal de las aj concluimos que k;, = 0 para todo ;lL:é {1,...,n}.

Ademas, dimy (Homys (44,4 (DA4))) = n. En efecto:
Homa(aA,4a M) y 4M son isomorfos como A-moédulos a izquierda para cualquier A-
modulo 4 M. Considerando s M =4 (D(A4)) se tiene que dimg (Homa(aA,4 (DAL))) =
dimg(DA) = dimg(4A) = n. Luego {pn},con h € {1,...,n}, es base de Hom4 (4 A,4 (DA4)).

Ahora veamos a qué es igual w(py).

Tomando a; € 3 arbitrario, se obtiene:

pr(ai) = pu(a; - 14) = aipn(la) = aiaj, = ZCJ ajs

donde ¢; = (a;a},)(aj) = aj(a;a;) = aj, <Z ozlﬂal) = Qpj;-

Asi, pp(a;) Z:ahﬂa*f De manera que los «jj; representan la i-ésima columna de
[pn].p+- ) ]
Qp11 Qp12 ... Qpip
Luego, w(ph) _ [ph]ﬁ,[s* _ Qp21  Ap22 ... Qpap _p, (0)
i Apnl Apn2 ... Oppn i

Mas atin, tenemos el siguiente resultado.

Proposicién 2.16. Sea wp : Homa(aA, 4 (DA4)) — M,(k) el homomorfismo de k-
espacios vectoriales definido por wp(f) = [flp,p+, y sean las matrices Py, definidas arriba

((©)). Entonces se verifica que:
(i) wg es monomorfismo.

(i) Wr:’»(ph) = b, para todo h € {1,--- ,n}.
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(iii) Im (w) = P = (P, Py, ..., B,).

Demostracion. (i) Es una consecuencia inmediata de la definicién de wp e (ii) se demostrd
arriba.

(737) De lo observado anteriormente, se tiene que dimy (P = (P, Ps, ..., P,)) = n.
Ademas, sabemos que dimy (Homa (44,4 (DAA))) = n.

Ahora, utilizando el hecho de que w es inyectiva, y por cuestiones de dimension, se tiene

que w es sobreyectiva. Asi Im (w) = P = (P, P, ..., P,), como queriamos demostrar. [
Corolario 2.17. P = {P,} con h € {1,...,n} es un conjunto linealmente independiente.
De esta manera hemos probado el siguiente resultado.

Proposicién 2.18. La transformacion lineal wp : Homy(aA,4 (DA4)) — P C M, (k)

definida por wg(f) = [flp,p« es un isomorfismo de k- espacios vectoriales.

Observacién 2.19. Si 3 y 3 son bases de Ay (3)p es la matriz de cambio de base de

B a (', las matrices wp(f) y wp/(f) satisfacen la relacion

wp(f) = (B)pwp () (B

Resulta en particular que la existencia de una matriz parastrofica inversible es inde-
pendiente de la eleccion de la base.
Combinando la proposiciéon anterior con la Proposicion 2.9 obtenemos el siguiente resul-

tado clésico.

Corolario 2.20. A es dlgebra Frobenius si y solo si existe una matriz parastréfica inver-

sible.

Nos interesa caracterizar w(f) en el caso en que el homomorfismo de A-modulos a
izquierda f : A — DA sea un homomorfismo de A - bim6dulos. Probaremos esta carac-
terizacion basandonos en el hecho de que todo homomorfismo de A-moédulos a izquierda
(derecha) f a4 A —4 (DAA) (f : Aa — (DaA)a) es la multiplicacion a derecha (izquier-
da) por un elemento ¢ de DA, que notaremos .¢ (¢.).
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Lema 2.21. Los morfismos €, ¢, : DA — M, (k) que a ¢ € DA hacen corresponder la
matriz de la multiplicacion a izquierda por ¢ y la de la multiplicacion a derecha por ¢ con

respecto a las bases P, B* respectivamente, verifican la siguiente propiedad:

Esto es [0 .]gpe = [ ¢lf pe-

Demostracion. Recordemos que ¢ € DA es un homomorfismo de k-espacios vectoriales de
A en k y que la multiplicacién a izquierda por ¢ es un morfismo de A-mo6dulos a derecha

de A en D(4A). Para a,d’ € A, vale que

En forma similar
(a-p)(a’) = p(d’.a)
El elemento ij de [ . |gp- es el coeficiente de a} en la expresion de (¢.)a; = p.a; como

combinacion lineal de la base 3*. Sabemos que este coeficiente es

(p-a;)(a;) = p(aj.a;).

Ahora bien, el elemento ij de [.p]g g+ es el coeficiente de a} en la expresion de

(.p)a; = a; .o como combinacién lineal de los elementos de la base (3*. Este coeficiente es

(aj -p)(ai) = p(ai.a;).

Como el elemento 7j de una matriz es el coeficiente ji de la otra, una matriz es la

traspuesta de la otra. O

Se desprende entonces que un homomorfismo de A-mdédulos a izquierda
fiaA—4(DA4) es homomorfismo de A - bimodulos si y solo si [. ¢ p = [p.]p s+ con
¢ = f(1) el correspondiente elemento en 4(DAy).

Llamando &P al subespacio de P formado por todas las matrices parastroficas simétricas,

obtenemos el siguiente resultado.

Proposicion 2.22. El isomorfismo w : Homa(aA,4 (D(As)) —> P definido por
w(f) = [flp,p~ se restringe a un isomorfismo w : Homa_a(aA,4 (D(Ax)) — SP de

k-espacios vectoriales.
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Corolario 2.23. Existe un isomorfismo de A - bimddulos de A en DA si y sdlo si existe

una matriz parastréfica inversible simétrica.

La clase de algebras que aparecen en el corolario anterior forman una familia muy

importante llamada algebras simétricas.

Definicion 2.24. Sea A una k-algebra de dimension finita. A se dice simétrica si existe

un isomorfismo de A - bimodulos de A en DA.

Observacion 2.25. Como consecuencia del Corolario 2.23 se tiene que toda &lgebra

simétrica es algebra Frobenius.

Con el proposito de establecer otra caracterizacion de las adlgebras Frobenius comen-
zaremos estudiando la relacion entre el niicleo de un elemento ¢ € DA y el del homo-

morfismo correspondiente f = ..

Proposicion 2.26. Sea ¢ € DA, y f: Ay — D(4A)a el homomorfismo definido como

la multiplicacion a izquierda por ¢ (f = p.). Entonces:

(i) Ker f C Ker ¢.

(i) Dado un ideal a derecha I de A, se tiene que I C Ker f siy sdlo si I C Ker .
(i1i) Ker f es la suma de todos los ideales a derecha de A contenidos en Ker .

(iv) f es un isomorfismo si y sdlo si Ker ¢ no contiene ideales a derecha no nulos.

(v) f es homomorfismo de A - bimddulos si y solo si p(ab) = p(ba) para todo a,b € A.

Demostracion. (i) Sea a € Ker f. Entonces f(a) = 0. Asi, p.a = 0, la transformacion
lineal nula. De lo que resulta: (p.a)(a’) = 0 para todo @’ € A. En particular, tenemos que
(p.a)(1a)=p(a-14) = ¢(a) =0.Y asi a € Ker ¢.

(i7) Sea I un ideal de A. SiI C Ker f se sigue de (i) que I C Ker ¢.

Reciprocamente, tomemos I C Ker ¢. Entonces ¢(a) = 0 para todo elemento a de I.
Asi, 0 = p(a)d’ = p(ad’) = (p.a)(a’) para todo elemento o’ de A.

De aqui, f(a) = p.a =0y asi a € Ker f.

(7i7) Es consecuencia de (i7) por ser Ker f un ideal a derecha.
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(7v) Si f no es isomorfismo, f no es monomorfismo pues dimy A = dimy DA. Entonces
existe a # 0 € A con f(a) = 0. Es decir, Ker f es un ideal no nulo contenido en Ker ¢.
Por lo tanto, Ker ¢ contiene un ideal no nulo.

Reciprocamente, supongamos que existe un ideal no nulo I C Ker ¢. Entonces existe
a € I no nulo. Asi, aa’ € I para todo @’ € A, de donde aa’ € Ker ¢ para todo o’ € A.
Luego, por definicion de f, se tiene que f(a) = 0y por lo tanto f no es isomorfismo.
(v) Supongamos que f es homomorfismo de A - bimo6dulos.

Esto es f(ab) = af(b) = f(a)b paratodos a,b € A.

Asi tenemos que f(a-1) = a- f(1) paratodo a € A.Y de esta manera f(a) =
a-f(1) paratodo a € A.

Ahora, por la definicion de f, obtenemos ¢.a = a.(¢.1) = a.p. Luego, tomando un
elemento arbitrario b de A, resulta que (¢.a)(b) = (a.¢)(b). De donde resulta que ¢(ab) =
¢(ba) para cualesquiera a,b € A, como queriamos demostrar.

Reciprocamente, supongamos que ¢(ab) = ¢(ba) para elementos arbitrarios a,b € A.
Entonces (¢.a)(b) = (a.@)(b) para todo b € A.

Y asi, p.a = a.p = a.(p.1). De manera que f(a) = a- f(1) paratodo a € A. Ahora,
multiplicando por un elemento arbitrario b de A resulta que f(a) -b = a- f(1)-b =
af(1b) = af(b), y asi f(ab) = af(b) para elementos arbitrarios a,b € A.

Luego hemos probado que f es homomorfismo de A - médulos a izquierda, y como por
hipo6tesis es homomorfismo de A-mdédulos a derecha, se tiene que f es homomorfismo de

A - bimédulos, como queriamos demostrar. O

Lema 2.27. Sea ¢ € DA que verifica p(ab) = ¢(ba) para todos a,b € A. Entonces:
Ker ¢ no contiene ideales a derecha no nulos si y solo si Ker ¢ no contiene ideales bildteros

no nulos.

Demostracion. Si Ker ¢ no contiene ideales a derecha no nulos, entonces Ker ¢ no con-
tiene ideales bilateros no nulos.

Supongamos ahora que Ker ¢ no contiene ideales bilateros no nulos, y veamos que Ker ¢
no contiene ideales a derecha no nulos.

Sea [ un ideal a derecha contenido en Ker ¢ y sea y € I. Entonces y.a € I para todo

a € A. Luego, p(y.a) = 0 para todo a € A. Como ¢(y.a) = ¢(a.y) para todo a € A se
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tiene que p(a.y) = 0 cualquiera sea a € A.

Asi, el ideal a izquierda A.I es un ideal bilatero (por ser I ideal a derecha) contenido en
Ker ¢ por lo observado anteriormente.

De lo supuesto resulta que A.I = 0, de donde surge que I = 0.

De esta manera Ker ¢ no contiene ideales a derecha no nulos, como queriamos demos-

trar. 0

Dados V' yv W k-espacios vectoriales, existe un isomorfismo 6 del k-espacio vecto-
rial BZL (V' x W, k) de las formas bilineales de V' x W en k en el k-espacio vectorial
Homy (V, W*) de las transformaciones lineales de V' en W* dado por 0(B)(v) = B(v, —),
para B € BIL(V x Wk)yv € V.

Consideremos el caso V =W = A.

Recordemos que las afirmaciones
(i)Bla,—) =0 = a =20 y
(i) B(—,a) =0 = a =0
son equivalentes para todo a € A (ver [HK], pag. 359).

Recordemos también que:

e B es no degenerada si verifica las condiciones equivalentes (i) y (i7) anteriores.

e B es simétrica si B(a,b) = B(b,a) para cualesquiera elementos a, b en A.

Finalmente, se dice que B es asoctativa si B(ab,c) = B(a,bc) para cualesquiera
elementos a, b, c en A.

Se obtiene entonces el siguiente resultado.

Proposicién 2.28. Sea 0 : BIL(A x A, k) — Homy(A, DA) definido por
0(B)(v) = B(v,—) para B en BIL(A x A, k). Entonces:

(i) 0(B) es homomorfismo de A-mddulos a derecha si y sdlo si B es una forma bilineal

asociativa.

(i) 0(B) es isomorfismo de A-mddulos a derecha si y sdlo si B es una forma bilineal

asociativa no degenerada.
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(i1i) O(B) es isomorfismo de A - bimddulos si y sdlo si B es una forma bilineal asociativa

no degenerada simétrica.

Demostracion. (i) Supongamos que 6(B) es homomorfismo de A-mddulos a derecha. Esto
es, 0(B)(ab) = 0(B)(a).b, para cualesquiera a, b de A. Asi, por definicion de (B) tenemos
que B(ab, —) = B(a,—).b. Es decir, B(ab, —)(a’) = (B(a,—).b)(a')para todo a’ de A. Con
lo cual B(ab,a’) = B(a,ba’) para todo o’ de A.

Por lo tanto, concluimos que B es asociativa.

Reciprocamente, supongamos que B es asociativa. Esto es, B(ab,a’) = B(a,ba’), para
cualesquiera a, b,a’ de A. Equivalentemente, B(ab,—)(a’) = B(a,—)(ba’) para a, b, @
elementos arbitrarios de A. De lo que resulta que B(ab, —)(a’) = (B(a,—).b)(d) sia, b, @’
estan en A. Asi, utilizado la definicion de 6 tenemos que 6(B)(ab) = 0(B)(a).b para todos
a,b de A. Lo cual significa que 6(B) es homomorfismo de A-moédulos a derecha.

(i)

Resulta de (i) y del hecho que B es no degenerada si y solo si 6(B) es inyectiva.

D)

Supongamos que 0(B) es isomorfismo de A - bimodulos. Por (i) y (i7) sabemos que B es
asociativa y no degenerada. Veamos que es simétrica.

Por hipotesis, 0(B)(ab) = a.0(B)(b) = 6(B)(a).b. Asi, teniendo en cuenta la estructura
de A - bimodulo en A* y tomando a’ un elemento arbitrario de A se tiene que:
0(B)(b)(aa') = 0(B)(a)(ba’). Es decir, B(b,a’a) = B(a,ba’) para cualquier elemento o’
de A. En particular, para a = 1 se tiene que B(b,a) = B(a,b) y asi B resulta simétrica
como querfamos demostrar.

Reciprocamente, supongamos que B es forma bilineal asociativa no degenerada simétrica.
Sabemos por (i) y (i7) que 0(B) es isomorfismo de A-moédulos a derecha. Resta probar
que O(B) es homomorfismo de A-moédulos a izquierda.

Veamos que 6(B)(ab) = a.6(B)(b) para todos a,b € A. En efecto:

Sea a’ un elemento arbitrario de A. Entonces, (a.0(B)(b)) (a’) = 6(B)(b)(a'a) = B(b,d'a) =
B(d'a,b) = B(da',ab) = B(ab,a’) = 0(B)(ab)(a’), como queriamos demostrar. O

Observacion 2.29. Se obtiene un resultado analogo al de la proposicién anterior para

A-moédulos a izquierda al considerar 6'(B)(v) = B(—,v).
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Podemos resumir las propiedades vistas en esta secciéon en el siguiente teorema que

caracteriza a las algebras Frobenius.

Teorema 2.30. Sea A una k-dlgebra de dimension finita sobre un cuerpo k. Las siquientes

condiciones son equivalentes:
(a) A es un dlgebra Frobenius.
(b) Eziste un isomorfismo f: Ay — (DaA)a de A-mddulos a derecha.

(¢) FEziste una transformacion lineal ¢ : A — k tal que Ker ¢ no contiene ideales a

derecha no nulos.
(d) Eziste una forma k - bilineal asociativa no degenerada B: A x A — k.
(b’) Eziste un isomorfismo f' 14 A — A(DAa) de A- modulos a izquierda.

(¢’) Eziste una transformacion lineal ¢’ : A — k tal que Ker ¢' no contiene ideales a

1zquierda no nulos.
(e) Eziste una matriz parastrdfica inversible P(€) para alguna (toda) base de A.

Demostracion. (a) <= (b)

La equivalencia ha sido probada en la Proposicion 2.9.

(a) < (e)

La equivalencia ha sido probada en el Corolario 2.20.

(b) < ()

Sea f: Ay — (DsA)s un homomorfismo de A-mddulos a derecha. Entonces puede es-
cribirse como la multiplicacion a izquierda por un elemento ¢ de DA. Luego, existe una
transformacion lineal ¢ : A — k que verifica, por la Proposicion 2.26, que Ker ¢ no
contiene ideales a derecha no nulos, pues f es isomorfismo.

Reciprocamente, supongamos que existe una transformacion lineal ¢ : A — k tal que
Ker ¢ no contiene ideales a derecha no nulos. Entonces, si consideramos el morfismo
f:As — (DaA)a de A-modulos a derecha asociado a ¢ que corresponde a la multipli-

cacion a izquierda por ¢, tenemos por la Proposicion 2.26 que f es un isomorfismo, pues
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por hipoétesis ¢ no contiene ideales a derecha no nulos.
(b) <= (d)

La equivalencia ha sido probada en la Proposicion 2.28.

Anéalogamente, obtenemos la siguiente caracterizacion de las algebras simétricas.

Teorema 2.31. Sea A una k-dlgebra de dimension finita sobre un cuerpo k. Las siquientes

condiciones son equivalentes:
(a) A es un dlgebra simétrica.

(b) Erziste una matriz parastréfica inversible simétrica P(§) para alguna (toda) base de

A.

(¢) FEziste una transformacion lineal ¢ : A — k tal que p(ab) = ¢(ba) para todos a,b €

A y cuyo nicleo no contiene ideales bildteros no nulos.
(d) Eziste una forma k - bilineal asociativa no degenerada simétrica B: A x A — k.

Demostracion. (a) <= (b) ha sido demostrada en el Corolario 2.23.

(a) < (o)

Supongamos que A es un algebra simétrica. Entonces, existe un isomorfismo f de

A - bimédulos de A en DA. Como en particular f es isomorfismo de A-mo6dulos a derecha,
sabemos por el Teorema 2.30 que existe una transformacion lineal ¢ : A — k,con f = ¢.
tal que Ker ¢ no contiene ideales a derecha no nulos. Por la Proposiciéon 2.26 tenemos
que p(ab) = (ba) para todos a,b € A. Luego, por Lema 2.27, Ker ¢ no contiene ideales
bilateros no nulos.

Reciprocamente, supongamos que existe una transformacion lineal ¢ : A — k tal que
@(ab) = ¢(ba) para todos a,b € Ay cuyo nicleo no contiene ideales bilateros no nulos.
Sabemos por Lema 2.27 que dicho nticleo no contiene ideales a derecha no nulos. Tomando
f = . se tiene por la Proposicion 2.26 que f es isomorfismo de A - bimo6dulos.

(a) <= (d)

La equivalencia ha sido probada en la Proposicion 2.28 (iii). ]
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2.4. Ejemplos de algebras Frobenius y simétricas.

En los siguientes ejemplos ilustraremos el uso de las caracterizaciones desarrolladas en
la seccion anterior para determinar si un algebra dada es o no Frobenius (o, en particular,

simétrica).

Ejemplo 2.32. Sea k un cuerpo, ) el carcaj

B

le —> o2

I el ideal admisible del algebra de caminos k@) de @) sobre k generado por los caminos

af, Bay A = kQ/I. Asi definida, A es una k-algebra de dimension 4 con base B =

{er,e0, @, B}, cone; = e, + e =g+ L,a=a+1,8=0+1,

donde €1, 5 son los caminos triviales correspondientes a los vértices 1 y 2 respectivamente.
Recordemos que las constantes de estructura se calculan multiplicando dos a dos los

elementos de la base elegida y expresando estos resultados como combinacion lineal de la

misma. Llamando a; = ej;as = e, a3 = Q@ y ay = 3, tenemos

laj.arlg = (0ujk, C2jk, O3jk, Qajk)-

Asi
ar.a1lg = [a]g = (1,0,0,0)
ar.az)p = [0]pg = (0,0,0,0)
ar.azlg = [0]pg = (0,0,0,0)
ar.aslg = lad]p = (0,0,0,1)
az.a1]p = [0]pg = (0,0,0,0)

as.azlp =
as.aslg = [0]lp = (0,0,0,0) (x)
as.a1]p = las]lg = (0,0,1,0)
as.azlg = [0]pg = (0,0,0,0)
as.azlg = [0]pg = (0,0,0,0)
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las.as]p = [0]p = (0,0,0,0)
[as.a1]g = [0]p = (0,0,0,0)
las.az]g = Jad]p = (0,0,0,1)
las.a3]g = [0]p = (0,0,0,0)
[as.a4]g = [0]p = (0,0,0,0)

Estos vectores forman las columnas de las matrices L(a;):
Los cuatro primeros, las columnas de L(a;) = L(e;), los cuatro siguientes, las columnas
de L(az) = L(es), etc.

Tenemos entonces

1 0 00 0 00O
00 00O 01 00
L(el) - JL(62> - ;
00 00 0 010
0 0 01 00 0O
00 00O 0 00O
. 00 00 _ 0 00O
L(@) = ; L(B) =
1 0 00 0 00O
00 00O 01 00

De modo que la representacion izquierda de A esta dada por

L:A— M4(l€)

zz 0 0 O

_ — 0 2z 0 O

L(SL’) = I L(€1> + JJQL((EQ) + l’gL(O&) + $4L<ﬁ) =
I3 0 i) 0

0 Ty 0 T

donde x € A, [x]p = (21, %9, x3,%4).

Las matrices R(a;) tienen como columnas las coordenadas de los vectores
a1.a;, G2.0;, 43.04;, a4.a;, obtenidos al multiplicar a derecha por a;. Obtenemos asi las filas

de R'(a;).
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1 0 0 O 00 0O

00 0O 01 00
Ri(e)) = ; Rlez) = ;

0010 0010

00 0O 00 01

00 0O 00 01

0 01O0 _ 00 0O
R'(a) = ;  RY(B) =

00 00O 0O 0 00

00 00 00 0O

Asi, la representacion derecha de A estd dada por

R' : A — My(k)

zy 0 0 a4
0 29 23 0
0 0 2 0
0 0 0 x

R'z) = x1 R'(e1) + 2R (e2) + x3R' (@) + 24 R'(B) =

donde z € A, [z]g = (71, %9, T3, 74).

Las i - ésimas coordenadas de los vectores en () permiten obtener las filas de la matriz

P;: las 4 primeras corresponden a la primer fila, las 4 siguientes a la segunda fila y asi

sucesivamente.
1 000 00 0O 00 0O 0 0 01
00 0O 01 00 0010 00 0O
PIZ 7P2: 7P3: 7P4:
0 00O 0 00O 1.0 00 0000
0 00O 0 00O 0 00O 01 00
De modo que la transformacion lineal P viene dada por
Plk4—>M4(k')
ki 0 0 ky
0 ky ks O
kv = (K1, ko, ks, ka) — ki Py + koPy + k3 Py + ky Py =
ks 0 0 O

0 ks 0 O
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Veremos ahora si A es un algebra Frobenius, determinando si existe una matriz parastro-
fica inversible para algiin valor k, = (ky, ko, k3, kq) de k*.
det P = —(ksks)?, que es no nulo tomando valores de k3 y k4 no nulos. Asi, tomando

k = (0,0,1,1) se tiene que

0001
0010 ) ) )
P(0,0,1,1) = es una matriz parastrofica inversible, y asi A es un alge-
1 000
0100

bra Frobenius.

Como ademas la condicién k3 # 0 hace imposible la existencia de una matriz parastrofica
inversible simétrica, se tiene que A no es algebra simétrica.

Se tiene ademés que:

e La forma bilineal asociativa no degenerada B: A x A — k esta definida por

B(a;,a;) = P, con a;,a; elementos de la base B; de donde B(z,y) = z1ys + 2ys +
T3y1 + T4y para elementos x = (x1, 79, x3,24) € ¥y = (Y1, Y2, Y3, ys) de A.

e La transformacion lineal ¢ : A — k asociada est& definida mediante

o(x) = B(x,14) = x3+ x4, cOn & = (21,22, 23,74) € A.

Ademas, Ker ¢ no contiene ideales a derecha no nulos.

En efecto:

Ker ¢ = {k, = kiey + kaes + kza — k3 3}

Supongamos que I C Ker ¢. [ ideal a derecha. Entonces, los elementos de I son de la
forma k, = kiey + koesy + ksa — ksf5.

Por ser I ideal a derecha, si k, € I, entonces k,[( también.

Luego kB = (kiey + koey + ksa — ks3)3 = kB € 1. Por lo tanto k; = 0

También tenemos que, si k, € I, entonces k,e; también.

Luego kye; = (kgey + ksa — ksB)e; = ksa € 1. Asi ks = 0

Analogamente, si k, € I, entonces k,a también.

Luego k,a = (kges)a@ = koax € I. De modo que ks = 0

De manera que I = 0

e El isomorfismo de A-médulos a derecha 6 : A — DA se calcula mediante
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O(x) = 0, con 0, : A — k tal que 0,(y) = f(zy)
De modo que, para elementos arbitrarios © = (x1, 22, 23,24) € y = (Y1,Y2, Y3, vys) de A,

se tiene que 0,(y) = zays3 + T3y1 + T1Ys + T4Yo.

En el Ejemplo 2.32 mostramos un algebra Frobenius no simétrica. Daremos a conti-
nuacion un ejemplo de algebra simétrica, utilizando la equivalencia correspondiente a la
existencia de una transformacion lineal ¢ : A — k tal que p(ab) = ¢(ba) para todos a,b €

Ay cuyo niicleo no contiene ideales bilateros no nulos.

Ejemplo 2.33. Sea k un cuerpo, @ el carcaj

B
le =5 o2 con I = (afa, Baf)
y consideremos A = kQ/I. Asi definida, A es una k-algebra de dimension 6 con base

[3 - {617627 675755736}

Consideremos la transformacion lineal ¢ : A — k definida mediante

pler) = plex) = p(a@) = ¢(B) =0

p(@B) = p(Ba) = 1.

Entonces, Ker ¢ no contiene ideales a derecha no nulos. En efecto:

Ker ¢ = {k, = kiey + koea + kst + ka3 + ksaB — ks Ba}

Supongamos que [ es un ideal a derecha no nulo incluido en Ker . Veamos que I = 0.
Los elementos de I son de la forma k, = kje; + koes + ks@ + ka3 + ksais — ks fa.

Por ser I ideal a derecha, si k, € I, entonces k,af = koaf € I. Luego, ky = 0.

kUB& = kfa € 1. Entonces, k; = 0.

ko, = ksaB € I. Asf ks = 0.

kya = k,fa € I.Y de esta manera k; = 0.

kye; = —ksfa € I. De modo que ks = 0.

Por lo tanto, I = 0, como queriamos. De manera que ¢ es una transformaciéon lineal que
no contiene ideales no nulos en su nucleo.

Ademas, ¢(zy) = p(yx). En efecto:

Si [zlg = (1,292,253, 74,25,%6) ¥ [Ylpg = (Y1,Y2,Y3,V1,Y5,Ys) se tiene que p(ry) =
23ysp(OB) + 24y30(BA) = w3ys+Tays = Ysxa+yaxs = ys2a0(aB) +yazsp(Ba) = p(yz).

De esta manera hemos probado que A es un algebra simétrica.
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El siguiente ejemplo ilustra como determinar que un &lgebra no es Frobenius.

Ejemplo 2.34. Sea k un cuerpo, @) el carcaj

1.40().2

Entonces A = k@ es una k-algebra de dimension 3 con base B = {ey, es, @}.
Consideremos una transformacion lineal arbitraria ¢ : A — k y probemos que existe un
ideal a derecha no nulo incluido en Ker .

Sean ¢(e1) = by;p(ea) = bo; (@) = bg con by, be, by € k.

Entonces Ker ¢ = {z = kie; + koea + ks, con kiby + kaoby + k3bs = 0}.
Consideremos I = ((bse; — bi@)). Asi, I es un ideal a derecha de A contenido en Ker ¢.
Ademas, si I = 0 entonces Ker ¢ = ((e1,0,@)) es un ideal a derecha no nulo de A.

De modo que A no es algebra Frobenius.

En el siguiente ejemplo se demuestra que la extension trivial T'(A) de un algebra A es
siempre una algebra simétrica. A partir del estudio de la extension trivial de un algebra
se pueden demostrar propiedades del algebra original, y viceversa. En los capitulos 5 y 6

de esta tesis profundizaremos el estudio de estas algebras.

Ejemplo 2.35. Extension trivial T(A) = A x D(A).

Definimos ¢ : T(A) — k mediante ¢(a, f) = f(1). Asi definida, resulta que:

e p es k - lineal.

En efecto
pla(a, f) +2'(b,g)) = elza+2'b,xf +a'g)) = (f +2'9)(1) = (2f)(1) + («"g)(1) =
zf(1) +a'g(1) = zp(a, f) + 2'0(b, 9)-

e o((a, f)(b.9) = #((b.9)(a ).

En efecto

v((a, /)(b,9)) = ¢lab,ag+ fb) = (ag+fb)(1) = (ag)(1)+(fb)(1) = g(1-a)+ f(b-1) =

gla) + f(b) = f(b) +g(a) = f(1-b) +g(a-1) = (bf)(D)(ga)(1) = (bf +ga)(1) =

p(ba,bf + ga) = ¢((b,9)(a, f))

e Ker ¢ no contiene ideales bildteros no nulos.

En efecto

Sea [ un ideal bilatero de T(A) contenido en Ker ¢.
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Sea z = (a, f) € I. Entonces f(1) = 0. Ademas,

(a, f)(1,g9) € I, de donde (ag+ f)(1) = 0. Entonces (ag)(1) = g(a) = 0 para todo ¢ €
D(A) y asia = 0.

Entonces, (0, f) € I,y asi (0, f)(b,0) = (0, fb) € I para todo b € A.

Por lo tanto fb(1) = 0 para todo by asi f = 0.

Luego T'(A) es un algebra simétrica.

Observacion 2.36. El ejemplo anterior también podria desarrollarse teniendo en cuenta
la identificacion natural D(A @ DA) =2 DA @ DDA. Asi, podemos definir

(A® DA)-> DA@ DDA

(a, ) = (f,a™)

Entonces 0(a, f)(b,g) = f(b) +a*(g9) = f(b) + g(a).

Asi definido, se verifica que 6 es un isomorfismo de T(A) - modulos.



Capitulo 3

El automorfismo de Nakayama y el

funtor de Nakayama.

Comenzamos este capitulo definiendo el automorfismo de Nakayama de un algebra
Frobenius, para luego probar que un algebra Frobenius es simétrica si y s6lo si este auto-
morfismo es interior.

Por otra parte definimos el funtor de Nakayama, que es una autoequivalencia de mod A,
y vemos cudl es su relacion con el automorfismo de Nakayama.

Esto lo haremos estudiando relaciones entre las estructuras de bimédulo sobre un algebra
y los automorfismos definidos sobre la misma.

Para terminar el capitulo, probamos que la propiedad de que un algebra sea simétrica es

invariante por equivalencia Morita.

3.1. El automorfismo de Nakayama.

En esta seccion probaremos que si A es un élgebra Frobenius con forma bilineal aso-
ciativa no degenerada B, existe un tinico automorfismo de k-algebras v definido en A tal
que B(w,v) = B(v(v),w).

Primero estudiaremos el caso de una forma bilineal no degenerada B sobre un k-espacio
vectorial V' de dimensién finita, y probaremos la existencia de un automorfismo v del
espacio vectorial V' tal que B(w,v) = B(v(v),w). Luego probaremos que si V' = A es un

algebra Frobenius, con forma bilineal asociativa no degenerada B, entonces el automorfis-

37
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mo v es de k-algebras. Ademas veremos que A es simétrica si y sélo si v es automorfismo
interior.
Comenzaremos esta secciéon recordando dos resultados conocidos referidos a espacios vec-

toriales sobre un cuerpo k, que utilizaremos en el desarrollo de la misma.

Lema 3.1. [HK, Capitulo 10] Sea V' un k-espacio vectorial de dimension finita y B :
V x V — k una forma bilineal no degenerada. Entonces:

(i) B induce isomorfismos de k-espacios vectoriales Lg, Rg : V' — Homy(V, k) definidos
por Lp(v) = B(v,—) y Rg(v) = B(—,v) para todo v € V.

(11) Si f € Homg(V, k), existe un inico v € V tal que f = B(v, —)

En lo que sigue, L v Rp denotaran los isomorfismos de k-espacios vectoriales definidos

en el Lema 3.1.

Proposicion 3.2. Sea V' un k-espacio vectorial de dimension finita y B:V x V — k
una forma bilineal no degenerada. Entonces, exriste un unico automorfismo de espacios

vectoriales v : V. — V tal que B(v(v),w) = B(w,v) Vw € V. Ademds v = Lg' o Rp.

Demostracion. Sea v € V, y consideremos la funcional lineal B(—,u). Por el Lema 3.1
(1) sabemos que existe un tnico v = v, € V tal que B(v,, —) = B(—,u).

Definamos entonces v : V' — V mediante v(u) = v,. Asi definida, v es la tnica funcion
definida de V en V tal que B(v(v),w) = B(w,v) Vw € V. Probemos que v = L' o Rp.
En efecto:

Dado un elemento arbitrario v de V, se tiene que

(L' o Re)(v) = Lg'(Rs(v) = L'B(—v) = Lz (B(v(v),-)) = v(v)

De modo que v(v) = (Lg' o Rg)(v)¥v € V,y por lo tanto v es transformacion lineal.

Hemos probado entonces todo lo requerido. O]

Observacion 3.3. En lo que sigue, notaremos con vz al automorfismo asociado a la forma

bilineal B definido en la proposicién anterior.

Aplicaremos el resultado de la Proposicion 3.2 al caso en que V = A es algebra
Frobenius. Esto equivale a decir que existe una forma bilineal no degenerada

B: A x A — k que es asociativa (por Teorema 2.27).
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De la propiedad asociativa de B surge inmediatamente que Lz y Rz son homomorfismos

de A-modulos. Ademas, se obtiene el siguiente resultado.

Proposicion 3.4. Sea A una k-dlgebra Frobenius con B: Ax A — k una forma bilineal

asociativa no degenerada. Entonces:

(i) El automorfismo de k-espacios vectoriales vg : A — A tal que

B(vs(v),w) = B(w,v) para elementos v,w € A, es automorfismo de k-dlgebras.

(ii) Sea ¢ un elemento inversible de A e I. el automorfismo interior definido como
I.(a) = cac™' VYa € A. Sea B' definida por B'(z,y) = B(z,yc™?).

Entonces vy = vg o I..

(i1i) Si B : Ax A — k, es otra forma bilineal asociativa no degenerada, entonces existe

un elemento inversible ¢ de A tal que vg = vg o I..

(iv) A es un dlgebra simétrica si, y solo si, existe una forma bilineal asociativa no dege-

nerada B : A X A — k tal que vg es un automorfismo interior.

Demostracion. (i) Veamos que v es homomorfismo de algebras.

Sabemos que, dado un elemento arbitrario x de A se verifica que
B(vg(vw),z) = B(x,vw) = Blzv,w) = B(vs(w), zv)

= B(vg(w)z,v) = B(vg(v),vg(w)x) = B(va(v)vs(w), ).
Esto significa, por ser B no degenerada, que vz(vw) = vg(v)vg(w).

Ademas, si x es un elemento arbitrario de A, vg(z) = va(z.1) = va(z)vg(l).

Por lo tanto v5(1) = 1 por ser vg sobreyectiva, quedando asi terminada la demostracion.
(ii) Veamos primero que B’ definida por B'(z,y) = B(z,yc™!) es una forma bilineal aso-
ciativa no degenerada.

Se verifica inmediatamente que B’ es bilineal. Probemos la asociatividad de B’. Para ello
tomemos x,y, z elementos arbitrarios de A. Entonces se tiene que

B (z,yz) = B(z,yzc™') = B(ay,z¢™') = B'(zy, z), como querfamos demostrar.

B’ es no degenerada por ser ¢ un elemento inversible.

Llamemos v/ = vg o I,y veamos que ' = vg. En efecto:

V' es automorfismo de A por ser composicion de dos automorfismos de A.

Veamos ahora que B'(z,y) = B'(/(y), x) para elementos z,y en A.
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B/ (y),x) = B(V'(y), xc™") = Bvg(eye™),zc™) = B(vg(eye™ )z, ™) =

Blus(c™), vs(cye ™)) = Blus(c ™ vs(eye™), z) = Blus(ceye),2) =
B(vs(ye™),z) = Bla,yc™!) = B'(z,y).

Entonces v = v debido a la unicidad del automorfismo en la Proposiciéon 3.2, como
queriamos demostrar.

(i4i) Por Lema 3.1, sabemos que existe un tnico elemento a en A tal que B'(—,1) =
B(—,a). Asi, para un elemento no nulo arbitrario y de A tenemos que

B'(z,y) = B'(xy,1) = B(zy,a) = B(z,ya) para todo x en A.

Supongamos ya = 0. Entonces B'(x,y) = 0 para todo = en A. Luego, y = 0 por ser B
no degenerada, lo cual contradice nuestra hipotesis.

Entonces ya # 0.

Luego, la transformacion lineal de A en A que a todo elemento y de A le asigna el pro-
ducto ya es inyectiva y entonces es biyectiva por ser A de dimensién finita. Por lo tanto

existe at en A con a”ta = 1. Ademas (aa ')a = a(a™ta) = a-1 = a. Como 1-a = a

1

y la transformacion lineal es inyectiva, aa™ = 1. Luego, a es inversible.

Veamos que vz = vg o I, parac = a .

En efecto:

B (vg(a™'za),y) = B(vg(a 'za)y,1) = B(vg(a " za)y,a) = B(vs(a),vg(a za)y) =
Blvs(a)vs(a~wa),y) = Blvs(za),y) = Bly,za) = Blyz,a) = Byz,1) = Bly,z) =
B'(vg(x),y), para =,y elementos arbitrarios de A.

Asi B'(vg(a™tza),y) = B'(vs(x),y), para todo z,y € A, lo que demuestra que vg (z) =
vg(a~tra) y de esta manera obtenemos lo que queriamos demostrar.

(1v) Supongamos que A es un algebra simétrica, con forma bilineal asociativa no dege-
nerada y simétrica B (por Teorema 2.31). Entonces, vg = Idy4, que es automorfismo
interior.

Reciprocamente, si vg = I, con ¢ un elemento inversible de A, resulta por (ii) que A es
un algebra simétrica. En efecto:

Definamos B] : A x A — k como Bj(z,y) = B(x,yc™'). Sabemos por (ii) que B} es
una forma bilineal asociativa no degenerada y que v = vp o I.-1 es su automorfismo
asociado.

Astvg, = I, o I.-1 = Idy, de donde resulta que Bj es simétrica, y por lo tanto A es un
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algebra simétrica. O

Definiciéon 3.5. El automorfismo vg asociado a una forma bilineal asociativa no degene-

rada B: A x A — k se denomina automorfismo de Nakayama asociado a B.

3.2. El funtor de Nakayama.

Veremos a continuacién que el funtor * = Homyu(—,A) : mod A — mod A es
una dualidad cuando A es un &lgebra autoinyectiva. Recordemos que la estructura de
A-modulo a izquierda de M* esta dada por (ap)(m) = (ma) para todo elemento m en
M.

Comenzamos el desarrollo de esta seccion definiendo, dado un A moédulo M en mod A, la
funcion I'y; © M — M* como (I'py(m))(f) = f(m), Vf € M*,m € M.

Asi definida, se tiene que I'j; es homomorfismo de A-modulos a derecha. En efecto:
Sean m € M,a € Ay consideremos f € M* = Homy (M, A). Entonces (I'y(m.a))(f) =
f(m.a) = f(m).a = (T'y(m)(f)).a, con lo cual T'y(m.a) = T'py(m)a, como queriamos
demostrar.

Ademaés, la correspondencia I' que a M le asocia '), define una correspondencia natural

entre los funtores aditivos Identidad de mod A y ** = Hom(Homu(—, A), A).

Definicién 3.6. Sea M un A-moédulo a derecha finitamente generado. Se dice que M es
reflezivo si el homomorfismo I'y, = M — M** = Homy(M*, Ay) definido arriba es un

isomorfismo.

La siguiente proposicion muestra que, cuando A es autoinyectiva, el funtor

*: mod A — mod A° es una dualidad.

Proposicion 3.7. Sea A un dlgebra autoinyectiva. Entonces todo mddulo sobre A es

reflexivo.

Demostracion. Sea M un A-moédulo a derecha y sea I'yy : M — M** el homomorfismo
de A-moédulos a derecha arriba definido. Veamos que I'y; es isomorfismo.
Si M = Asetienequel'y : A — A* tal que T'4(a)(f) = f(a) es una funcioén inyectiva,

entonces I'4 es una biyeccion pues dim A = dim A**. También lo es si M = A", un
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A-mobdulo libre, y en consecuencia se verifica para un A-médulo proyectivo M = P.
Sea ahora M un A-modulo finitamente generado. Entonces tenemos el siguiente diagrama

conmutativo:

p

ja Mot

o | |

donde Py = Py(M) e Iy = Iy(M) denotan respectivamente la cubierta proyectiva y la
capsula inyectiva del A-mo6dulo M.

Observemos que I'p, es isomorfismo pues F, es A-mddulo proyectivo. En particular, I'p,
es sobreyectiva. Ademés, como p es sobreyectiva y * = Homy(—, A) es exacto por ser A
autoinyectiva se tiene que p** es sobreyectiva. De esta manera, ['y; es sobreyectivo.
Usando que Iy es A-moédulo proyectivo ya que A es autoinyectiva se tiene que I'j, es
isomorfismo. En particular I';, es inyectivo y asi I';, o ¢ es inyectivo. Luego, I'), es inyectivo.
Por lo tanto, I'y; es biyectivo.

Asi, hemos probado que cualquier A-mdédulo finitamente generado M es reflexivo, como

queriamos demostrar. O
Definicién 3.8. Sea A una k-&lgebra de dimension finita. El funtor

N4 = DHomy(—,A) = Homy(Homy(—, A), k) : mod A — mod A,
es llamado el funtor de Nakayama de mod A.

Observacion 3.9. Si A es un algebra autoinyectiva, se tiene que N, es composicion de

dos dualidades. Luego, es una equivalencia de mod A.

3.3. Estructuras de bimédulo definidas por automorfis-
mos.

Recordemos que un automorfismo ¢ de un anillo R induce un isomorfismo de catego-
rfas (—), : mod R — mod R definido de la siguiente manera:

Si M € mod R, M, es el grupo abeliano M con el producto ., definido por m.,r =
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mo(r),VYm € M,r € R. Para un morfismo f: M — N, se define (—),(f)(m) = f(m)
para todo m de M. Escribiremos simplemente (—),(f) = f.

Observaciéon 3.10. Sea M un B — A bimoédulo, ¢ : A — A un automorfismo y ¢
un elemento inversible de A. Entonces el morfismo 6 = .o(c) : M,or, — M,, es un

isomorfismo de B — A - bimo6dulos.

Demostracion. Ya hemos probado que la multiplicacion a derecha es un isomorfismo de
B-modulos a izquierda. Ademés, dados m en M y a en A se tiene que
§(M.gor,a) = mo(cac t)o(c) = mo(c)o(a) = 6(m)o(a) = d(m).,a.

Con lo cual se prueba lo requerido. ]

Nos interesa comparar las estructuras de bimodulo g R, determinadas por automor-

fismos o de R.

Lema 3.11. Si xR, = gR, como bimddulos, con o y n automorfismos de R, entonces

existe un elemento inversible ¢ de R tal que 0 = nol..

Demostracion. Sea © : g R, — »rR, un isomorfismo de R - bimédulos.

Por ser © : R R — xR isomorfismo de R - moédulos a izquierda se tiene que © = .c,
donde ¢ = O(1) es un elemento inversible de R.

Como © : R, — R, es también homomorfismo a derecha, tenemos en particular que
O(l.,7) = ©(1).,r para todo r € R. Es decir, ©(c(r)) = ©(1)n(r).

Entonces o(r).c = c.n(r), con lo cual o(r) = c.n(r).c™!.

Asi hemos probado que 0 = no I., como queriamos demostrar. O

Observacion 3.12. La identificacion natural entre los A-moédulos a izquierda R v R,

induce un isomorfismo (N*), = Homg (N, R,) para cualquier A-modulo a izquierda N.

Considerando en particular R = A, con A un 4lgebra Frobenius, y ¢ = ;' se obtiene
el funtor
N, = (—)Vgl : mod A — mod A,

que es una equivalencia de mod A.

Si A es un algebra Frobenius existe un isomorfismo de A-mo6dulos a izquierda
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4A = 4(DA) que en general no es isomorfismo de A - bimddulos. Sin embargo, podemos

enunciar el siguiente resultado.

Proposicion 3.13. Sea vg el automorfismo de Nakayama asociado a una forma bilineal
asociativa no degenerada B : A x A — k. Entonces Rg:a A — 4DA induce un isomor-
fismo de bimddulos 4 A,-1 = A(DA)4.

Reciprocamente, si 4A, = s(DA)4 como bimddulos, entonces

n es un automorfismo de Nakayama.

Demostracion. Supongamos que v es automorfismo de Nakayama. Sea B : A x A — k
la forma bilineal asociativa no degenerada tal que vg = v.

Consideremos Rp : 4A —4 (DA) como lo definimos anteriormente. Entonces Rp es
homomorfismo de A-modulos a izquierda.

Veamos que Rg(a.,-1b) = Rg(a)b.

Sea x un elemento arbitrario en A. Entonces

Ri(a.,~1b)(x) = Rg(av='(b))(z) = B(z,av='(b)) = B(za,v=(b))

= B(v(v~'(b)),za) = B(bx,a) = Rp(a)(bx) = (Rp(a)b))(z),
con lo cual probamos que Rg : 4A,-1 —4 (DA)4 es isomorfismo de bimddulos.

Reciprocamente, si 44, = 4(DA), tenemos que 4A,-1 = 4A, Entonces n = v! o I,
con ¢ un elemento inversible de A por Lema 3.11. Asi, n es automorfismo de Nakayama,

como queriamos demostrar. O]

3.4. Relacion entre el funtor de Nakayama y el auto-

morfismo de Nakayama.

La siguiente proposiciéon nos muestra la relacion entre el funtor de Nakayama Ny y el

automorfismo de Nakayama v, asociados a una k-algebra A.

Proposicion 3.14. Sea A una k-dlgebra Frobenius, va un automorfismo de Nakayama
sobre A, y Ny = (—)VZL Entonces las equivalencias Na, Ny : mod A — mod A son
funtores naturalmente isomorfos, via pp = Ny(M) = M,~+ — Na(M) = DM* definido
como (up(m))(f) = B(1, f(m)), con M en mod A, y para todo f en DM y m en M.
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Demostracion. Sea M en mod A. Como A es autoinyectiva, sabemos por la Proposicién
3.7 que el homomorfismo I'y; : M — M** es un isomorfismo, que induce el isomorfismo
(Car)y-1 = Tar 2 My-r — (M*),-1. Por la Observacion 3.12 sabemos que (M**),-1 =
(M*):_, = Homa(M*, Ay-1).

Por la Proposicion 3.13 tenemos un isomorfismo de bimédulos Rg :4 A,-1 — 2 DAy, que
induce el isomorfismo de A-modulos a derecha Homa(M*, Rg) : Homa(M*,4 A1) —
Hom(M*, 4 DA4).

Aplicando la dualidad D = Homy(—, k) tenemos el isomorfismo Homa(M*, 4 DA4) —
Homu(D(aDA4), DM*), que esta definido por D(0)(¢) = ¢ o 6.

Finalmente hay un isomorfismo de A-moédulos a derecha € : Homa(D(4DA4), DM*) —
DM* que resulta de identificar A con DDA y Homa(A, DM*) con DM* de la manera
natural. Esto es, si 1** € D(DA) esté definido por 1**(f) = f(1), entonces e(h) = h(1**).
Todos los isomorfismos son naturales en M, luego su composicion € o D o Hom(M*, Rg) o
') define un isomorfismo de funtores de Nj(M) = M,-1 en DM* = Homy(M* k) =
Na(M). Veamos que esta composicion es el isomorfismo juy; buscado. Para f en DM y
m en M se tiene que:

[e(DHom(M*, Rg)(Tar (m)))I(f) = [e(D(Rp o Tar(m)))I(f)
= [D(Rp o I'ng(m))(17)(
= (1o (Rp o Lar(m)))(f)
= 1"(BRp(Tu(m)(f))) = 17 (Rs(f(m)))
= Rp(f(m))(1) = B(L, f(m)) = pau(m)(f).

)
(1))
)
)
O

El siguiente corolario nos muestra de que manera el funtor de Nakayama permuta los

A-modulos proyectivos.

Corolario 3.15. Sea A una k-dlgebra Frobenius y v4 el automorfismo de Nakayama de
A. Entonces, para todo elemento idempotente e de A, existe un isomorfismo

Na(eA) = vu(e)A de A-mddulos a derecha.

-1
Demostracion. Por la Proposicion 3.14 tenemos un isomorfismo Ay (eA) 24 A7 (eA).
Ademas, el automorfismo de Nakayama v4 : A — A induce un isomorfismo de

A-médulos a derecha NV(eA) = (eA)V;1 — va(e)A que asigna a todo elemento ea de
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eA el elemento va(ea) = va(e)va(a) € va(e)va(A) = va(e)A. Componiendo estos dos
isomorfismos de A-moédulos a derecha, tenemos que Ny(eA) = va(e)A, como queriamos

demostrar. O

3.5. Algebras simétricas.

En la siguiente seccién probaremos que el hecho de que un &dlgebra sea simétrica es

una propiedad Morita invariante.

Proposicién 3.16. Sea A un dlgebra. Entonces A es simétrica si y solo si B = Enda(P)

es simétrica para cualquier A-mddulo proyectivo P.

Demostracion. Supongamos que A es un algebra simétrica. Tomemos P un A-moédulo
proyectivo y veamos que C' = Endy4 (P) es un algebra simétrica.

Caso 1. Supongamos que P es un A-moddulo libre, es decir, P = A",

Entonces C' = M,(A). Como A es simétrica, sabemos por el Teorema 2.31 del Capitulo
2 que existe una transformacion lineal ¢ : A — k tal que p(ab) = @(ba) y Ker ¢ no
contiene ideales a derecha no nulos. Entonces ¢ induce

¢+ C — My(A) poniendo ¢'([ai]) = [p(ai;)lij-

Consideramos la forma bilineal B : C' x C' — k definida por B(X,Y) = ¢(Traza(XY)).
Entonces B es una forma asociativa simétrica.

Veamos que B es no degenerada. Supongamos que B(X,—) = 0,con X = [a;;]. Sea Ej;
una matriz elemental. Entonces, para todo elemento b de A se tiene

B(X,bE;;) = 0 = o(Traza(X.bE;;)) = ¢(aj.b).

Luego a;;.A es un ideal a derecha contenido en Ker ¢. Luego es nulo. Asi aj; = 0 para
todo 7,j. De modo que X = 0 y entonces B es no degenerada. Luego C' es un algebra
simétrica.

Caso 2. Caso general. Sea P un A-mo6dulo proyectivo de la forma P = eA. Asi Endy P =
eAe. Sea @) tal que la suma directa P& Q) = L es un A-modulo libre. Sea C! = End(L).
Sabemos que C’ es simétrica, por el caso 1.

Entonces hay un isomorfismo de C-modulos a derecha Homyu (L, P) @ Homu (L, Q) =
Homyu(L, L) = ', de donde Hom4 (L, P) es proyectivo sobre C’. Sea e el idempotente de
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C" tal que Homyu (L, P) = e.C’. Entonces:

[ARS,Cap2]
C = Ends(P) =  Endc(Homyu(L, P)) = e.C’.e Como e es un elemento idempo-
tente de C, se tiene que e.C”.e es un algebra simétrica. En efecto:
Sabemos que existe un isomorfismo f : «Co — ¢DCe de C - bimédulos. Entonces
f(eC'e) = ef(C")e = eDC"e = D(eC’e), y asi f induce un isomorfismo fecre : eC'e —
D(eC’e) de eC’e - bimodulos. Con lo cual eC’e es simétrica.
Asi, hemos probado que C' = End4(P) es un algebra simétrica.
Reciprocamente, supongamos que C' = End4(P) es un algebra simétrica para todo
A-modulo proyectivo P. Entonces, tenemos en particular que C' = End4(A) es un algebra

simétrica. Luego A = Enda(A4) es un éalgebra simétrica. O

Se tiene entonces el siguiente corolario, que es una consecuencia directa de la Propo-

sicion 3.16.

Corolario 3.17. Sean A y B k-dlgebras Morita equivalentes. Entonces A es un dlgebra

stmétrica st y solo st B es un dlgebra simétrica.

Proposicion 3.18. Sea A un dlgebra autoinyectiva y conmutativa. Entonces A es simé-

trica.

Demostracion. Por ser A una k-algebra conmutativa se tiene que su algebra bésica asocia-
da A°, que es de la forma A® = eAe con e un elemento idempotente de A es conmutativa.
Como A es autoinyectiva, se tiene que A® es autoinyectiva por la Proposicién 3.16. Ahora
bien, en la Proposiciéon 2.13 se demostrd que un algebra autoinyectiva basica es Frobenius.
Luego A° es Frobenius.

De modo que A® es un élgebra Frobenius conmutativa, por lo que es un dlgebra simétrica
(ya que todo isomorfismo de modulos a derecha de A en DA es también isomorfismo de
bimoédulos). Entonces, como A y A son Morita equivalentes se tiene por el Corolario 3.17

que A es un algebra simétrica, como queriamos demostrar. O
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Capitulo 4

Los teoremas de Nakayama.

En este capitulo se presentan los cuatro teoremas de Nakayama, que aportan carac-
terizaciones y propiedades de las algebras autoinyectivas y de las algebras Frobenius en
particular.

En la primera seccién se enuncian los cuatro teoremas, y se dan demostraciones de
todos ellos.

Las algebras autoinyectivas son de la forma End, P, con A un algebra autoinyectiva
basica y P proyectivo. En la segunda seccion se da una caracterizacion de las algebras
autoinyectivas que son Frobenius, en términos de la multiplicidad de los factores de com-

posicion de P y de la permutacion de Nakayama.

En todo el capitulo supondremos que P;, P, --- , P, son A-mo6dulos proyectivos indes-
componibles, m(1), m(2),--- ,m(r) enteros positivos tales que A = D Pim(i), con P, 2 P;
i=1
sii # j.

4.1. Los teoremas de Nakayama.

Comenzamos la seccion probando el Primer Teorema de Nakayama, cuya demostracion

original puede consultarse en [Nak3|, y que caracteriza a las algebras autoinyectivas.

Proposicion 4.1. A es un dlgebra autoinyectiva si y sélo si existe una permutacion ¥ del

conjunto {1,--- ,r} tal que top(F;) = soc(Py), Vi € {1,--- ,r}.

Demostracion. Basta probar esta proposicion para algebras basicas, pues A es autoinyec-

49
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tiva si y solo si A® = EndA(élﬂ) es autoinyectiva.

Supongamos entonces que /;_es un algebra autoinyectiva basica. Los P;, i € {1,--- ,r}
forman un conjunto completo de A-moédulos proyectivos indescomponibles, son no iso-
morfos dos a dos y estan univocamente determinados por sus tops simples top(FP;) = S;.
Ademas, como por hipoétesis A es autoinyectiva, los P; forman también un conjunto com-
pleto de A-modulos inyectivos indescomponibles no isomorfos dos a dos, univocamente
determinados por sus zbcalos simples. De modo que existe una permutacion 9 en el con-
junto {1,---,r} tal que top(P;) = S; = soc (Py;), como querfamos demostrar.
Reciprocamente, supongamos que existe una permutacion 9 en el conjunto {1,--- ,r} tal
que top(F;) = soc(Py(;)) en mod A para todo i € {1,--- ,r}.

Como A es bésica,

A élpi, y asi top A = ié top(P;) = 1‘6:%1 soc(Py)) = soc Ay = ié Si.

Sea 7 la inclusiéon canoénica de A en su capsula inyectiva. Tenemos en mod A:

ASTo(A) = Iy(soc A) = Jo(é1 S;) = él I(S:) = DA.

Obtenemos de esta manera un monomorfismo A <i>D(A) de A-moédulos a derecha que es
isomorfismo pues dim; A = dim;, DA. Asi A es un algebra Frobenius y por lo tanto es

autoinyectiva, como queriamos demostrar. ]

Definicién 4.2. La permutacion ¢ del conjunto {1,--- ,r} tal que top(F;) = soc(Py))

en mod A, para todo i € {1,--- ,r} es llamada la permutacion de Nakayama de A.

En caso de ser necesario notaremos con ¥4 a la permutacion de Nakayama asociada

al algebra A.

Corolario 4.3. Sea A un dlgebra autoinyectiva y 9 la permutacion de Nakayama asociada

a A. Entonces D(Ae;) = eg-1(»A para todo elemento idempotente primitivo e; de A.

El primer teorema de Nakayama nos permite, dada un algebra Frobenius, hallar la
relacion entre la permutacion de Nakayama, el automorfismo de Nakayama y el funtor de

Nakayama. Tenemos el siguiente resultado.

Proposicion 4.4. Sea A un dlgebra Frobenius, va el automorfismo de Nakayama de A,

Ny el funtor de Nakayama y U la permutacién de Nakayama de A. Entonces, para todo
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A-mddulo proyectivo indescomponible P, = e;A existen isomorfismos de A-mddulos a

derecha va(e;)A = Ny(e;A) = eg-1()A.

Demostracion. La existencia del primer isomorfismo fue probado en el Corolario 3.15.
El segundo isomorfismo se debe a que por ser A un algebra Frobenius A4 = (DA)a,

entonces Ny(e;A) = D(e;A)* = D(Ae;) = eg-1A. O
Corolario 4.5. A es un dlgebra simétrica si y solo si V4 es la funcion identidad.

Ahora demostraremos el Segundo Teorema de Nakayama, que nos permite determinar
cuando un algebra autoinyectiva es un algebra Frobenius. La demostracion original puede

encontrarse en |[Nakl].

Proposicion 4.6. Sea A un dlgebra autoinyectiva y 9 la permutacion de Nakayama aso-
ciada a A. Entonces A es un dlgebra Frobenius si y sdlo si m(i) = m(¥(i)) para todo

ie{l,---,r}

Demostracion. Sabemos por la Proposicion 2.30 del capitulo 2 que A es un algebra Fro-
benius si y solo si Ay = (DgA)4.
Ademas tenemos en mod A las siguientes descomposiciones

Ay = é(eiA)m(i) v
=1

D(14)a = D (ie:’égAei)m(“) = & (D(Ae)""

También, por la Proposicion 4.1, top(e;A) = soc(egiA) en mod A, para todo ¢ €
{1,---,r}. Ademas top(e;A) = soc D(Ae;) para todo i € {1,--- ,r}.

Asi, como cada A-moddulo proyectivo indescomponible e; A estd univocamente determinado
por su top simple top(e; A), y por ser ademds inyectivo indescomponible estd univocamen-
te determinado por su zocalo simple, tenemos que la existencia de un isomorfismo entre

Aay (DaA)4 es equivalente a la existencia de los siguientes isomorfismos

é (Aei)m(i) o~ .GEID(Aei)m(i) ~ é (eg(i)A)m(ﬁ(i)),

i=1
De este modo, A es un algebra Frobenius si y s6lo si m(i) = m(¥(i)), como queriamos

demostrar. n

Antes de enunciar el tercer y cuarto teorema de Nakayama, es necesario definir las

nociones de anulador a izquierda y a derecha, y establecer algunas propiedades de ellos.
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Definicién 4.7. Sea X un subconjunto no vacio de A. El anulador a izquierda de X en
Aes anny(X) = {a € A|aX = 0} y andlogamente, el anulador a derecha de X en A

es ann’y(X) = {a € A| Xa = 0}.

Observaciéon 4.8. ann’(X) es un ideal a izquierda de A. Ademas, si X es un ideal

a izquierda de A, ann’(X) es un ideal bildtero. Analogamente, ann’;(X) es un ideal a

derecha de A, y si X es un ideal a derecha de A, ann’,(X) es un ideal bilatero.
Observacién 4.9. ann’y(X) = anny,,, (X) y ann, ,,(X) = ann’ (X).

Observacion 4.10. ann’,(rad A) = socy A. En efecto:

soc A es el mayor submodulo semisimple de A. Por lo tanto, rad A - socy A = 0.

Asi, socqg A C ann’j(rad A).

Reciprocamente, si X C ann’y(rad A) se tiene que X es un submoddulo semisimple a
izquierda de A, y de esta manera X C socy A.

De estas dos inclusiones surge la igualdad ann’,(rad A) = socy A.
De las observaciones 4.9 y 4.10 obtenemos inmediatamente el siguiente resultado.
Observacién 4.11. ann(rad A) = soc Ay.

Estamos en condiciones de probar el Tercer teorema de Nakayama, que establece una
correspondencia entre los ideales a izquierda y a derecha de un algebra autoinyectiva, y

que fue demostrado originalmente en [Nakl] y [Nak2].

Proposicion 4.12. Sea A una k-dlgebra autoinyectiva. Entonces las funciones anulado-
ras ann’y y ann’y inducen biyecciones mutuamente inversas

anne

{ideales a derecha de A} :)A{ideales a izquierda de A}

T
annA

Demostracion. Sea I un ideal a izquierda de A. Veamos que ann’, (ann’y(I)) = I.
De la definicion de anuladores, surge inmediatamente que I C ann (ann’y(7)). Probemos
que dimy, [ = dimy, (ann’ (ann’y(1))).

Por ser 4A y A4 moédulos inyectivos, sabemos que los funtores exactos
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Do = Homyop (—,4 A) : mod A’ — mod A y
Dy = Homy (—, As) : mod A — mod AP
definen dualidades inversas entre mod A y mod A.

Consideremos ahora la sucesion exacta en mod A
0 — I — 4A — 4A/T — 0.
Aplicando el funtor D 40 obtenemos el siguiente diagrama conmutativo de filas exactas
0 —— Homper (4A/1,4 A) — Homgor (44,4 A) — Hom gop (I,4 A) —=0

o) ‘| (|

0 ————ann’ (/) Aa Ay ann’y (1) ——0

1%

en donde el isomorfismo ¢ esta dado por ¢(f) = f(1), ¢ es el isomorfismo canénico y ¢
es el inducido por los anteriores.
Aplicando el funtor D, al diagrama anterior, obtenemos los siguientes isomorfismos de

A-modulos a izquierda

I = Dp(Dyor(I)) = Homy (Homaor (1,4 A), Ax) = Homy (Aa/ann’y (1), Ay) =
ann’, ann’y (1), de donde surge que dimy, I = dimy ann ann’y(I),y asi I = ann’ ann’y(I)
como queriamos demostrar.

Por la Observacion 4.9 se tiene inmediatamente que ann’y (ann’(J)) = J para cualquier

ideal a derecha J de A.
De esta manera hemos probado que los anuladores ann’ y ann’, inducen biyecciones

inversas entre los ideales a izquierda y a derecha de A como queriamos demostrar. O

Observacion 4.13. Si consideramos I = radA en le diagrama de la demostracion ante-

rior, resulta que ann’y(rad A) = Homer(A/rad A, 4 A)

Para finalizar, demostramos el cuarto Teorema de Nakayama, cuya demostracion ori-
gial se encuentra en [Nak3|, y que aporta una propiedad interesante con respecto al z6calo

de un algebra autoinyectiva.

Proposicion 4.14. Sea A un dlgebra autoinyectiva. Entonces soc(4A) = soc(Ax)



54 ALGEBRAS AUTOINYECTIVAS Y EXTENSIONES TRIVIALES DE ALGEBRAS MONOMIALES

Demostracion. Tenemos por la observacion 4.10 que soc(4A) = ann’y(rad A).

Veamos que ann’y(rad A) C soc A4. En efecto:

Por el lema 4.13, ann’, (rad A) = Hom e (A/rad A,4 A) y éste es un A modulo a derecha
semisimple por ser A/rad A un A-modulo a derecha semisimple y D 4op(—,4 A) una dua-
lidad.

De modo que ann’y(rad A) C soc A4. Entonces socy A C soc Ag.

Aplicando esto al algebra opuesta AP se tiene de manera analoga que soc op A C soc A gop
y de aqui obtenemos la otra inclusion, esto es soc A4 C socy A.

De esta manera hemos probado que soc(4A4) = soc(A4) como queriamos demostrar. [

Ejemplo 4.15. En el Ejemplo 2.34 desarrollado en el capitulo 2 probamos que el dlgebra

de caminos correspondiente al carcaj

1.—a>.2

no es Frobenius.
Aplicando el Primer Teorema de Nakayama, puede verse facilmente que no es un algebra

autoinyectiva. En efecto
P 1 P 2 IL: 1 Ih: 1

2 2
Se ve asi que top P, = S Z soc P, = Sy ytop P, = 57 2 soc P, = S5 por lo que no

existe una permutacion de Nakayama, y por lo tanto no es un algebra autoinyectiva.

Ademas, corroboremos en este ejemplo que los zbécalos a izquierda y derecha no coinciden.

En efecto:
a 0
WA= P e P = con a,b,c € k
b ¢
De modo que
00
A conb € k y
b 0
0 0
soc A=l = con b,c € k
b ¢

Por otro lado, se tiene que
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a 0 a 0

soc Ay = : =0, cond,b,d €k
vod voJd b 0
a 0

= cond, b €k
b0
Asi, se tiene que soc 4 A # soc Ayu.

4.2. Construccion de las algebras autoinyectivas Frobe-
nius y no Frobenius.

Hemos probado que toda algebra autoinyectiva bésica es Frobenius. Entonces, el teo-
rema de Morita permite construir todas las algebras autoinyectivas a partir de las dlgebras
Frobenius bésicas. En esta seccién mostramos como el segundo teorema de Nakayama nos
permite de manera sencilla determinar cuales de ellas son Frobenius y cuéles no.

Sea A un algebra béasica, A = PP@ P, ®---@® P,, con P, --- , P, A-mo6dulos a derecha
proyectivos indescomponibles no isomorfos dos a dos.

Sean m(1),m(2),--- ,m(r) r numeros enteros positivos arbitrarios y consideremos el
A-médulo proyectivo P = élPim(i). Asi, P es un progenerador de mod A, y entonces el
algebra I' = Endy P es Mozrgta equivalente al &lgebra A. La equivalencia esta dada por el
funtor Hom4 (P, —). Veremos que el funtor de Nakayama conmuta con esta equivalencia
a menos de isomorfismos. También veremos que A y I' tienen esencialmente las mismas
permutaciones de Nakayama.

Consideramos en I' los modulos proyectivos @; = Homy (P, P;) y vamos a comparar
las permutaciones de Nakayama de A y I' con respecto a las descomposiciones A = iélPi

Teniendo en cuenta las definiciones y notaciones de arriba, y llamando como antes
N4 y Nr a los funtores de Nakayama asociados a las algebra A y I' respectivamente,

obtenemos la siguiente proposicion.

Proposicion 4.16. Sea A un dlgebra autoinyectiva. Entonces se verifican las siquientes

afirmaciones:

(i) T es autoinyectiva
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(ii) Los funtores Ny o Homu (P, —) y Homu (P, —) o N4 son naturalmente isomorfos.

(11i) Las permutaciones de Nakayama de A y T’ coinciden,es decir,

Qﬁr(i) = Pf}A(i) para todo i € {17 - ,r}.
Demostracion.
(1) Se verifica trivialmente pues A y I' son Morita equivalentes.

(#7) Designamos con P(A) e Z(A) las categorias de A-modulos proyectivos e inyectivos
respectivamente. Analogamente designamos con P(I') y Z(I") las categorias de
I' - modulos proyectivos e inyectivos respectivamente.
Recordemos que los funtores N y N4 estén definidos por Ny = Homy (Homp(—,T), k)
y N4 = Homyg(Homy(—, A), k).
Si X,Y € mod A el homomorfismo X*® Y QX—’Y> Hom4 (X, Y) definido por
(Oxy(f ®y))(z) = f(x)y es funtorial en X y en Y, y es un isomorfismo cuando
Y = A. Resulta entonces que Ox p es isomorfismo cuando P es proyectivo.

Tenemos el siguiente diagrama

Hom 4 (P,—)

P(A) P(I)
Na Nr
I(4) — ()

y queremos probar que Nr (Homa(P, P;)) = Homu (P,Na(P)).

Dado que P; € P(A) es indescomponible, tenemos que:

Nr (Homyu (P, P;)) = D Homp (Homyu (P, P),T") &

D Homr (Homyu (P, P;), Homu (P, P)) = D Homyu(P;, P) (1)
Por otro lado

Homy (P, Na(P;)) = Homy (P, Homy(Homy(P;, A), k) =

Homy, (P ® Homy (P, A), k) = D Homyu (P, P) (2)
De la igualdad de las expresiones (1) y (2), resulta que

Nr (Homu (P, P;)) = Homy (P,N4(P;)), como queriamos demostrar.
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(i71) Sabemos por la relacion entre las permutaciones y los funtores de Nakayama que
Homy (P, Na(P;)) = Homa(P, Py, ) ¥
Nr (Homa (P, P)) = Nr(Qi) = Qo) = Homa(P, Pyi)).-
Ademas, por (i7) sabemos que estas dos expresiones coinciden, y asi se tiene que
Py, = Pyy de donde resulta, por ser los P; no isomorfos dos a dos, que Ur(i) =

V4(i) para todo i € {1,--- 7}, como queriamos demostrar.
L]

A partir de las algebras basicas autoinyectivas se pueden construir todas las algebras
autoinyectivas y decidir cuales son Frobenius y cuales no. Esto se muestra en la siguiente

proposicion.

Proposicion 4.17. Sea A un dlgebra autoinyectiva. Entonces las siguientes afirmaciones

son equivalentes:

(i) A es un dlgebra Frobenius.

(i) A es isomorfa a End ( " P»m(i)> con m(i) = m(j) si top(F;) = soc(F;).

1

Demostracion. Consideremos el dlgebra basica de A, A* = @, P,. Sabemos que A es
isomorfa al algebra Endy4 < T Pim(i)> para ciertos m(1), ---, m(n) enteros positivos.
Ademsas, las permutaciones de Nakayama de A y A® coinciden por la Proposicion 4.16.
Supongamos que A es Frobenius. Por el Segundo Teorema de Nakayama m(i) = m(9(7))
paratodoi € {1,---,r}. Luego A = Endy ( T Pim(i)> con m(i) = m(j) si top(P;) =
soc(P;), por la definicién de permutacion de Nakayama.

Reciprocamente, supongamos que A es isomorfa a Endy ( " Pim(i)> con m(i) = m(j)
si top(P;) = soc(FP;). Entonces, m(i) = m(j) si P; = Pyq), por la definicion de la
permutacion de Nakayama. Entonces m(i) = m(9(i)) y asi A es Frobenius por el Segundo

Teorema de Nakayama. O]

Ejemplo 4.18. Sea A = kQ/I, con Q el carcaj

le —(5=> o2



58 ALGEBRAS AUTOINYECTIVAS Y EXTENSIONES TRIVIALES DE ALGEBRAS MONOMIALES

el =(ap, fa).
Se probo en el Ejemplo 2.32 del Capitulo 2 que A es un algebra autoinyectiva.

Tenemos que
Plil P2:2 [122 1221

2 1 1 2
Entonces Pyqy = P»y Py2) = P1. Luego, tomando P = Pf @ P, se tiene que Endy P

es un algebra autoinyectiva no Frobenius.



Capitulo 5

Algebras monomiales. Su extension

trivial.

En este capitulo describiremos las relaciones de la extension trivial T'(A), cuando

A = kQa/I4 es una k-dlgebra de dimension finita e 74 es un ideal admisible generado
por caminos. Estas algebras se denominan monomiales.

En [FP| se caracteriz6 el carcaj de un algebra de dimension finita, y se describieron las
relaciones en el caso en que (Q4 no tiene ciclos orientados no nulos en A.

Utilizando las definiciones de ciclo elemental y camino maximal dadas en [FP| construire-
mos una presentacion (Qr(ay, Ir(a)) de la extension trivial 7'(A) de un algebra monomial
A. Realizaremos dicha construccion directamente a partir de una presentacion (Qa, I4)

del algebra monomial A.

5.1. Algunas propiedades de las dlgebras monomiales.

Comenzamos recordando la descripcion del carcaj de la extension trivial 7'(A) de una
k-algebra de dimension finita A = kQ4/I4 dada en [FP, Proposition 2.2|.

El zocalo de A es un A-A - bimddulo, esto es, un médulo sobre A° = A ®4 AP.
Fijemos un conjunto M = {py, --- , p;} de elementos en kQ 4 tal que {p1,--- ,p;} es una
k - base de soc A4.. Entonces el carcaj Qr(a) tiene la siguiente forma:

() (Q@r(a)o = (Qa)o
(i) (Qray)1 = (Qa)1 U{Bp, -, Bp,} donde {p1,--- ,P;} es la k - base de socse A elegida

29
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y para cada ¢, 3,, es una flecha de t(p;) a s(p;).
Extendemos la base fijada del zocalo de A a una base p = {p1, - ,pny de Ay
denotamos con B* = {pr*, -+ ,p,"} a su base dual en D(A).

Definicion 5.1. Sea C' un ciclo orientado en kQr(4). Se dice que C' es elemental si

C = aj - 18,0 -1, donde aq, -+ ;o € (Qa)1, p € My p*(ar, - 07) # 0. En
este caso, el peso de C es w(C) = p* (v, - aq).

Ademas, si C1 = a,, - a; es un ciclo, entonces C; = aj_1---Q1Q,, - - - ; también lo es
para cualquier ¢ € {1,---, m}. Diremos en este caso que C; es una permutacion de C}.
Observamos entonces que si C' es un ciclo elemental, toda permutacion de C' es también

un ciclo elemental.
En lo que sigue estudiaremos propiedades de los caminos de un &lgebra monomial.

Lema 5.2. Sea A = kQa/I4 una k-dlgebra de dimension finita, 14 generado por caminos.

St y1,- Y son caminos distintos de kQ 4 y Zai% =0cona; #0Vie {1, -, s},
i=1
entonces 7; = 0Vi € {1,---, s}. Esto es, las clases no nulas de caminos de A forman

una base de A.

Demostracion. Sean myq,--- , m; caminos en k() 4 distintos dos a dos que forman una base
de ]A.

S S
Supongamos Z a7; = 0 en kQa/I4. Entonces Z a;y; € L. Esto es

z 1 i=1
Zazm Z bjm; en kQ 4, donde los v; y m; son elementos de la base de caminos de

kQA

Luego, s = ty existe una permutacion 6 en el conjunto {1,--- , s} tal que a; = by, 7 =

mg(;). De modo que 7; = 0 Vi € {1,---, s} como queriamos demostrar. O]

Proposicion 5.3. Sea A = kQa/ls una k-dlgebra de dimension finita donde I estd
generado por caminos. Entonces existe una base de soc A e formada por clases de caminos

mazimales en A.

Demostracion. Sea M un conjunto de clases de caminos de soc A e linealmente indepen-

diente maximal. Probaremos que M es base de soc A ge.
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T

Sea r € kQ 4 tal que T € soc Axe. Entonces x = Z a;7;, donde a; € k, ~; son caminos

= a7 para toda flecha «

de Q4 dado que soc Age = anng, (rad A). Esto es 0 = Taw = Zai(%a) = Zai(a%).
i=1 i=1

Por el lema anterior, tenemos que 7;a& = 0 = a7; para toda flecha o de Q)4 y para cual-

i=1
distintos de kQ4 para cada ¢ € {1,---,r} y ademas 0 = Ta&

quier i € {1,--- ,r}. Luego 7; € soc Aae para todo i € {1,---,r} y asi es combinacion
lineal de M; y por lo tanto T también lo es.
Luego, M genera soc Aye y por lo tanto M es base de soc A e, como queriamos demos-

trar. 0

Observacion 5.4. El resultado precedente generaliza lo probado en [S, Lemma 2.1.] para

el caso particular de dlgebras gentiles, las cuales definimos a continuacion.

Definicién 5.5. Una k-algebra de dimension finita A se llama de cuerdas si A es Morita
equivalente a un algebra de la forma kQ/I donde:
(S1) I esté generado por caminos.
(S2) Cada vértice de @ es fuente y final de a lo sumo 2 flechas.
(S3) Para cada flecha o € @ existe a lo sumo una flecha 8 € @ tal que af ¢ I y existe
a lo sumo una flecha v € @ tal que ya ¢ I.

Un &lgebra string es llamada gentil si ademas satisface:
(G1) Para cada flecha a@ € @ existe a lo sumo una flecha § € @ tal que ad € [ y existe
a lo sumo una flecha ¢ € @ tal que ea € I.

(G2) I esta generado por caminos de longitud 2.

Observacion 5.6. Las algebras de cuerdas, y las gentiles en particular, son ejemplos de

algebras monomiales. Ademas, si A es un algebra monomial, A°? también lo es.

De aqui en adelante supondremos que A = kQa/Ia es una k-algebra de dimen-
sion finita donde 14 estd generado por caminos. De esta manera, podemos elegir M =
{p1, -+, pt} formado por caminos (maximales) de Q4 tal que {p1,--- ,D;} es una k -
base de socse A (cuya existencia esta garantizada por la Proposicion 5.3). Extendemos
esta base a una base de clases de caminos 3 = {p1,--- ,P,} de A afiadiendo las restantes

clases no nulas de caminos de A, y notamos con B* = {pr*, -+ ,P,"} a su base dual en
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D(A).

En este caso se tiene que C es un ciclo elemental si C' = a; - - - a1 B0, - - - aji1,

donde ay, -+ ,a,, € (Qa)1,p € My p = ,---aj. De esta manera, el peso de C es
w(C) = 1 para cualquier ciclo elemental.

El siguiente ejemplo ilustra la descripcion precedente.

Ejemplo 5.7. Sea A dada por el carcaj @ :

con la relacion (a1)? = 0. Entonces {p; = aoa; v D2 = azaq} es una k - base de soc e A

y asi el carcaj de T'(A) es

Ademas, los ciclos elementales son: Cy = [, ascq y Cy = Bp,a3a1; y todas sus permu-

—

taciones.

Definicion 5.8. Diremos que un camino ¢ de kQ 4 estd contenido en el camino ¢’ si se

verifica que ¢ = 7,q71, donde 5,7, son caminos y ademas t(v1) = s(q) v s(72) = t(q).

Proposicién 5.9. |[FP, Remark 3.3] Si U es un elemento no nulo de A, entonces existen
caminos d1, 02 € kQ4 y p; € M tales que p;*(01vd2) # 0. En particular, cualquier camino

no nulo de A esta contenido en un ciclo elemental.
Damos a continuacion la prueba realizada en [FP).

Demostracion. Sean 61, 6 caminos en k(@) 4 de longitud maximal tales que Z = d;vd5 # 0.
t

Entonces Z € soc Aae; estoes, z = Zbiﬁi, conb, € kyp, € M, Vi =1, ---,t. Como

=1
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Z # 0 existe j tal que b; # 0. Asi p;*(Z) # 0. De aqui sigue que si v es un camino
en kQ4 tal que v # 0, entonces (3, 01002 es un ciclo elemental que contiene a v, como

queriamos demostrar. O

Definicién 5.10. Sea g un camino contenido en un ciclo elemental C, de longitud menor
o igual que la longitud de C. Si ¢ = C, el suplemento de q en C' es el camino trivial

€s(q); en otro caso, es el camino formado por las flechas restantes de C'.

5.2. Las relaciones de la extension trivial T(A) de un

algebra monomial.

En esta seccion construiremos las relaciones de la extension trivial T'(A) de un algebra
monomial A = kQa/I4.

En [FP, Theorem 3.9] se caracterizo el ideal Ip(4y de relaciones de la extension trivial
T(A) = kQreay/Irca) del dlgebra de dimension finita A = kQ4/I4 donde todo ciclo
orientado es nulo en A.

Consideremos, como se hizo en [FP], el morfismo de k-algebras ® : kQray — T(A)

tal que:
d(e;) = (€,0) Vi=1,---,n,
() = (@,0), ®(5,) = (0,p7) Va € (Qa)iyp €M

Por su definiciéon, ¢ es sobreyectivo y de esta manera podemos hacer la identificacion
T(A) = kQrpa/kerd.

También definimos los morfismos asociados:

o1 = m® : kQray — A y 0o = m® : kQray — D(A), donde ,my, m, son
las proyecciones inducidas por la descomposicion T'(A) = A@® D(A).

En [FP, Lemma 3.5| se listan propiedades de estos morfismos bajo la hipétesis adicional
que los ciclos orientados de k@) 4 son nulos en A. Salvo en la propiedad (i) demostrada en el
mencionado trabajo, esta hipotesis adicional no es necesaria. Enunciamos las propiedades
(a) — (h) en el siguiente lema, incluyendo su demostracion hecha en [FP|, para un mejor

entendimiento.



64 ALGEBRAS AUTOINYECTIVAS Y EXTENSIONES TRIVIALES DE ALGEBRAS MONOMIALES

Lema 5.11. Sea A = kQa/Is una k-dlgebra de dimension finita. Sean q,u caminos de

kQr(a), entonces:
(a) Siv = vy +ve, convy € kQa,v2 € (By)pem, entonces ©(v) = (p1(v1), P2(v2)).

(b) Si pa(q) # 0 entonces q € (Bp)pem-

(¢c) Siq contiene dos o mds flechas 5,, p € M, entonces 2(q) = 0.
(d) Sipa(q)(w) # 0, entonces u es un suplemento de q.
(e) p2(v)(@) = @o(vu)(€) = @o(uv)(€;) siu es un camino dei a j en kQ 4.

1
(f) Siv = Z asqs, CON q1,q2,- -+ ,q caminos diferentes y p2(v) # 0, entonces existe
s=1

un suplemento u de uno de los qs tal que po(vu) # 0 y po(uv) # 0.

(9) Sea C un ciclo elemental con origen e. Entonces p2(C)(€) = w(C) y po(C)(w) = 0
para cualquier camino u en kQa, u # e. Si ademds, 14 estd generado por caminos,

se tiene que po(C)(e) = 1.
(h) Si q tiene un suplemento, entonces ®(q) # 0.
Demostracion. (a), (b) y (e) surgen directamente de las definiciones.

(c) Supongamos (sin pérdida de generalidad) ¢ = S, - - - a1 3y,.
Entonces ®(q) = ®(8y,)P(an -+ - a1)@(By,) = (0, p57) (a1, 0)(0, pi*) =
(0, ;™ (@ ~-a1))(0, pi") = (0,0).

(d) Supongamos que @2(¢)(u) # 0. Entonces sabemos por (b) y (c¢) que ¢ = 70,6, con
7y & caminos en kQ . Luego 0 # 22(q)(7) = 22(v4,0)(@) = ((7,0)(0,7)(3,0)) (@) =
((0,9°)(5,0)) (@) = (0,577*)(w) = p*(duy). Asi tenemos que p*(duy) # 0, 1o que
significa que u es un suplemento de g en el ciclo elemental v3,du.

I
(f) Sea v = Z asqs, CcON con qi,qs, - - ,q caminos diferentes y po(v) # 0. Entonces

s=1

existe un camino u tal que po(v)(w) # 0. Asi, pa(gs)(w) # 0 para algin s. Luego,

por (d), se tiene que u es un suplemento de uno de los g;.

Ademaés, por (e), 0 # @a(v)(u) = @2(vu)(€) = pa(uv)(€;), donde s(u) = iy
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t(u) = j.

Por lo tanto ¢a(vu) # 0y po(uv) # 0 como queriamos demostrar.

(g) Sea C un ciclo elemental con origen e; C' = ;- - - a1 8p0u, - - - (vjy1.
Si po(C) () # 0, sabemos por (d) que u es un suplemento de C. De modo que debe
ser u = e.

Asi oo(C)(w) # 0si, y solo si, u = e.

Ademas, ¢2(C)(€) = p*(n, - agr1eq - oq) = D (0 - o110 - a7) = w(C).

En particular, si 4 esta generado por caminos, ¢2(C)(e) = w(C) = 1.

(h) Supongamos que u es un suplemento de g en C. Asi, C' = qu. Por (g) sabemos que

p2(C) # 0y ast ®(q) # 0.
O

Supondremos en lo que sigue que A es un algebra monomial. Comenzamos dando una

descripcion de los ciclos elementales de T'(A).

Proposicién 5.12. Sea A = kQa/ls una k-dlgebra de dimension finita, donde I es-
td generado por caminos. Sea C un ciclo orientado de kQr(ay. Entonces las siguientes

condiciones son equivalentes:

(1) C es un ciclo elemental.

(ii) C = pBy en kQr(ay, con p € M, o una permutacion de este ciclo.
(111) C' es mazimal en T(A).

Demostracion. (i) = (i1)

Sea C' = ;- a1fp0m, - - - i1 un ciclo elemental, con ay, -+, a5, € (Qa)1, p € M. Asi
se tiene que «,,---a; = p pues [4 estd generado por caminos. Por lo tanto C' = pp,
donde p es un camino no nulo maximal, o una permutacién de este ciclo, como se queria
demostrar.

(i1) = (1)

Sea C' = pfB,. Como p*(p) = 1 entonces C es un ciclo elemental, por definicion.

(i) = (i)



66 ALGEBRAS AUTOINYECTIVAS Y EXTENSIONES TRIVIALES DE ALGEBRAS MONOMIALES

Sea C' = a; -0y fpay, - - - ajyq un ciclo elemental, con oy, - -~y = p € M.

Supongamos que C' no es maximal. Entonces existe una flecha o € Q7a) tal que aC # 0
(o Ca # 0) en T(A). Luego ®(aq; -+ a1 Byan, -+ - ajy1) # (0,0). De esta manera,

D(aa; - ) ®(F,)P(vn - 1) = (@a;—-ar,0)(0,p") (@~ a;1,0) # (0,0).

Por lo tanto (0,aa; a1 p* oy, - - @j11) # (0,0). En consecuencia

acg o pr oy, - # 0. Es decir, existe un camino ¢ de kQr(a) tal que

aa; a1 P 0y, - a541(q) # 0. Por definicién, tenemos que

ac o pr oy, - 11(q) = Df(an - agrgac; --ay) # 0, lo cual contradice que
p*(p') = 0 para todo camino p’ # p de kQr(a).

Por lo tanto C' es maximal, como se queria demostrar.

Supongamos que C' es un ciclo de Qp(4) maximal en T'(A).

Entonces C' = a; - 18,0, - - i1 ¥ p2(C) # 0. Por lo tanto, existe un camino 7 tal

que p2(C)(7) # 0. Por Lema 5.11(e) tenemos po(C7y) # 0.

Como C' es maximal, entonces v = e y asi

02(C)(€) = p* (a1 €eaq;---ag) # 0, con lo cual o, - jy105---@; = p, como

queriamos demostrar. O

Observacion 5.13. Resulta de la Proposicion 5.12 que si A = kQ4/14 es una k-algebra
de dimension finita donde 4 estd generado por caminos, toda permutacion de un ciclo

maximal de T'(A) es también un ciclo maximal de T'(A).

Corolario 5.14. Sea A = kQa/la una k-dlgebra de dimension finita, donde 14 estd

generado por caminos. Entonces:

(i) Toda flecha B, (con p € M) de Qpay estd contenida en un unico ciclo elemental, a

menos de permutaciones.

/

(it) Sip € (By)pem tiene suplementos vy, 7' entonces v = 7.

Demostracion. (i) Por construccion se tiene que (3, esta contenida en el ciclo elemental
C' = pB, que es Gnico a menos de permutaciones, por la Proposicion 5.12.
(it) Sea p € (By)pem un camino de kQr(ay que tiene suplementos v, 7. Entonces

p = 0Bpp estd contenido en ciclos elementales C = py y C' = py' de kQpea). Por la
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Proposicion 5.12, C' = pfB, y C" = p'B, (o una permutacion de los mismos). Como por (i)
se tiene que (3, esta contenida en el tnico ciclo elemental C' = pf3, se tiene que C = C’

y asi v = 4/, como queriamos demostrar. O

Proposicion 5.15. Sea A = kQa/14 una k-dlgebra de dimensidn finita, donde 14 estd
generado por caminos. Sea ® el morfismo definido anteriormente. Para cada j € (Qr(a))o,

sea Y; el ideal en kQray generado por:

(i) los ciclos orientados de j a j que no estin contenidos en un ciclo elemental,

(ii) los elementos C — C', donde C,C" son ciclos elementales con origen j.
Entonces Y; C ker ® N e;kQrae;.

Demostracion. Basta probar que los generadores dados de Y; se anulan por ®.

Sea v un generador de Y; que satisface la condicion (i), es decir un camino de j a j que
no esta contenido en ningun ciclo elemental. Si v es un camino de kQ 4, v # 0 en A por
la Observacion 5.9 tenemos que v esta contenido en un ciclo elemental. Luego v ¢ kQ 4,
estoes, v € (By)pem v asi (v) = (0, pa(v)).

Si v tiene dos o més flechas (,, sabemos por el Lema 5.11 (¢) que @2(v) = 0. Luego,
v € ker ® N e;kQrae;.

Si v tiene exactamente una flecha 3,, para algin p € M, entonces v = v3,0, con vy o
caminos en k@) 4.

Supongamos que po(v) # 0, entonces existe un camino u en kQ 4 tal que @o(v)(w) # 0.
Asi, p*(duy) = 1. Luego, u es un suplemento de v en el ciclo elemental v3,0u. Lo cual es
una contradiccion pues por hipotesis v no estd contenido en ningin ciclo elemental.

Por lo tanto @y(v) = 0y asi v € ker ® N e;jkQra)e;, como queriamos demostrar.

Sea v un generador de Y; que satisface la condicion (ii), es decir v = C — (’, donde
C, C’ son ciclos elementales con origen j. Entonces ®(v) = (0,p2(v)) vy wa(v) = po(C) —
p2(C).

Sea u € kQa. Veamos que ps(v)(u) = 0.

Siu # ej, pa(C)(u) = p2(C’)(w) = 0 (por Lema 5.11(g)), de donde ps(v)(uw) = 0.

Si u = ej, entonces p3(C)(€;) = 1y va2(C")(€;) = 1.

Entonces ¢o(v)(g;) = 1 —1 = 0.

Por lo tanto @y(v) = 0y asi v € ker ® N e;jkQra)e;, como queriamos demostrar. H
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Observacion 5.16. Como consecuencia directa de la proposicion anterior se tiene que las
clases de los ciclos elementales con origen j en k()7(4) generan un subespacio de dimension

1 de /{JQT(A)/Y}.

Estamos ahora en condiciones de probar el siguiente teorema, que nos permite construir

las relaciones del algebra de extension trivial T'(A) de un algebra monomial A.

Teorema 5.17. Sea A = kQa/la una k- dlgebra de dimension finita, donde 14 estd

generado por caminos. Sea I' el ideal de kQrpay generado por:
(i) Los caminos que no estin contenidos en un ciclo elemental y

(ii) los elementos de la forma p — 1/, donde p, p' son caminos diferentes de kQp(a)

con un suplemento comin v en ciclos elementales C y C' respectivamente.
Entonces I' es admisible e I' = Ker ®. Luego T'(A) ~ kQra)/1".

Antes de demostrar este teorema, haremos algunas observaciones utiles acerca de la

definicion del ideal I’ definido en su enunciado.

Observacion 5.18. (1) I4 C I, pues si g es un camino de I, se verifica que § = 0
en A y asi ¢ no pertenece a ningin ciclo elemental, por Observacion 5.9. Entonces

Iy, =1nN kQ 4.

(2) Sip— g esun generador de I’ de tipo (i) en Teorema 5.17, entonces (i, (' € (Bp)pem

por poseer un suplemento comin 7, y se tiene que v € k@4 por Corolario 5.14.

(3) Si un camino ¢ en kQpa) no estd en I’, entonces q posee un suplemento en algin
ciclo elemental, pues por ser ¢ un camino en kQr(4) que no estd en I’ sabemos
que q esta contenido en algun ciclo elemental por definicién de I’. Asi, ¢ tiene un

suplemento.
Haremos ahora la demostracién del Teorema 5.17

Demostracion. Debemos probar que I’ = ker ®, donde ® es el morfismo definido ante-
riormente.

Veamos primero que I’ C ker ®. Para ello, probemos que los generadores dados de I’
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pertenecen a ker ®.

Caso 1: El generador dado es un camino ¢ de I’ que no estd contenido en ningin ciclo
elemental. Entonces:

e Si g € kQa, por Observacion 5.9, ¢ = 0. Entonces ®(¢) = (0,0) y asi ¢ € Ker ®.

e Siq € (Bypem, ¢ = 75,0, con p € M, donde v y d son caminos en kQ4. Se tiene
entonces que ®(q) = (0, v2(q)).

Supongamos por el absurdo que ¢3(q) # 0. Entonces existe un camino u de kQ 4 tal que
©a(q) (@) # 0. Entonces p*(duy) # 0. Asi, u es un suplemento de ¢ en el ciclo elemental
vBp0u, lo cual contradice el hecho de que ¢ no esta contenido en ningtn ciclo elemental.
De esta manera, po(q) = 0y asi ¢ € Ker ®.

Caso 2: Sea v un generador de I’ de la forma v = p — ', donde p, ¢/ son caminos
diferentes de i a j en kQp(4) con un suplemento comin «y en ciclos elementales C'y C'
respectivamente. Digamos C' = yu y C' = ~ /. Sabemos que ®(v) = (0,¢2(v)) pues
p, 1€ (By)pem por Observacion 5.18 (2). Veamos que pa(v) = 0.

Sabemos que yv = yu — vy’ = C — C" € Y; donde Yj es el ideal definido en la Pro-
posicion 5.15 y asi yv € Ker® pues Y; C Ker®. Esto es, po(yv) = 0. En particular
pa(vv) (&) = 0. Luego 0 = @2(70)(&) = ¢2(v)(&7) = ©2(v)(7). Asi, a(v)(7) = 0.
Supongamos por el absurdo que existe un camino ¢ € kQa tal que ¢2(v)(g) # 0. En-
tonces ¢a(0)(@) = (it — 1)@ = (W)@ — ()@ # 0. Entonces ¢a()(@) ¥
©2(1") (@) no pueden ser ambos nulos.

Supongamos (sin pérdida de generalidad) que ¢o(1)(g) # 0. Entonces g es un suplemento
de p por Proposicion 5.11 (d). Por la unicidad del suplemento de un camino en (3,),em
(Corolario 5.14 (ii)) tenemos que ¢ = ~. De donde p2(v)(7) = ¢2(v)(§) # 0 lo cual
contradice que py(v)(¥) = 0.

De modo que po(v) = 0y asi v € ker ®.

Del anélisis caso a caso se obtiene que I’ C Ker ®, como queriamos demostrar.

Sea m : kQra)y — kQra)/I' el epimorfismo canénico y denotemos m(y) = ¥.

Como ® : kQpray — T(A) es un morfismo sobreyectivo e I’ C Ker®, ® induce un
epimorfismo & : kQray/I' — kQray/Ker® = T(A) tal que ® o1 = ®. Para pro-
bar que se verifica la igualdad I" = Ker ® es suficiente probar que dimy kQrea)/I’ =
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La inclusion de A en T'(A) se factoriza a través de kQpay/I" pues Iy C I'. Asi, el morfis-
mo ¢: A — kQr(ay/I" inducido por la inclusion de kQ 4 en kQr(4y es un monomorfismo.

Tenemos asi el siguiente diagrama conmutativo:

k@ AS kQr(a)
.
A = kQa/Ia———kQr)/I'

ks
T(A) = /{ZQT(A)/keTCI)

con ® o = ®.

Sabemos que kQra)y = kQa + k(By)pem. Luego, ejkQraye; = ejkQae; + e;k(5y)pemeis
para cada i, j € (Qr(a))o-

Consideramos en kQrpa)/1" los subespacios &2;; = 7w(ejkQae;) y Fij = m(ejk(Bp)pemes).
Entonces &;; = i(e;Ae;) ~ e;Ae;. Asi Zdimk P;; = dimy A.

Probaremos que dimy(Z;;) > dimk(ﬂji).w

Observemos primero que .%#;; # 0siy solosi &;; # 0, pues si #;; # 0, existe un camino
q en e;k(By)peme; que no estd en I’ y asi posee un suplemento vy por Observacion 5.18
(3). Luego vy es un camino de kQ 4 y 7 no pertenece a I'. Entonces 0 # 7 € &;; y asi

Z;; # 0. Reciprocamente, si &;; # 0, existe un camino ¢ de kQ4 que no esta en I’ y

asi posee un suplemento vy nuevamente por Observacion 5.18 (3). Luego ~ es un camino

de e;k(Bp)peme; y v no pertenece a I'. Entonces 0 # 7 € %, y asi F;; # 0.

Por lo tanto asumimos que ambos, .%;; y &7;;, son no nulos y elegimos caminos ji1, - -+ , iy €
(Bp)pem tal que {1, -+, s} es base de 7.

Se tiene entonces que p; ¢ I'sit € {1,---, f}. Asi, y; tiene un suplemento en un ciclo

elemental C; = ;7 para todot € {1,---, f} por Observacion 5.18 (3). Se tiene que

Y1, Y estan en kQ 4.

Si 41,---,7y fueran linealmente dependientes en kQpa)/I’, como ¢ es monomorfismo,
1, -+, 7y serfan linealmente dependientes en A. Como los 7; son todos no nulos en A
parat € {1,---, f}, el Lema 5.2 nos dice que 74, -- -, no son distintos dos a dos.

Supongamos que dos de los caminos 7, -+, son iguales. Digamos que y; = 7,. En-
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tonces los ciclos elementales C', y C5 tienen en comin al camino ;. O sea, C =

y Cy = oy, de donde ps — py es un elemento de I’. Como I’ C Ker ¢ se tiene que

{2 = fi1, lo que contradice el hecho que ji1, ji2 son elementos de una base de .%.

Luego 71, -+ ,7y son elementos de &;; distintos dos a dos y en consecuencia son lineal-

mente independientes en kQpa)/I’.

De modo que dimy(2;;) > dimy(%;).

De esta manera,

dimy kQreay /I <> (dimy Pj; + dimy Fyj) < Y (dimy Py + dimy, 25;) = 2dim; A =
dimy T(A). v v

Por otro lado, como ® : kQrcay/I" — T(A) essobreyectiva tenemos que dimy, kQray/I" >
dimy, T'(A).

Es decir, dimy kQra)/I" = dimp T(A), y T(A) ~ kQray/I', como queriamos demos-

trar. [

Utilizando este resultado, podemos ahora describir las relaciones del algebra conside-

rada en el Ejemplo 5.7.

Ejemplo 5.19. Sea A el algebra dada en el Ejemplo 5.7. Entonces las relaciones en Q74

estan dadas por:

—_~— —_~—

(a1)?> =0 azBp, =0 asfp, = 0
ogoz\lgpl =0 04;071@2 =0

Qa0 By a2 = 0 Bpyazan By, = 0 1 Bp, aza; = 0
azon fBpa3 = 0 Bp,aza1 By, = 0 a1 Bp, 3010 = 0

—_—~—

ﬁpl Oy = /sza3

Ejemplo 5.20. Sea A dada por el carcaj @ 4:

[e D) a3
a1C.<—.4>.QOé4

con las relaciones (ay)? = (az)? = 0.

Ademsas, {p1 = a105;P2 = @zaz} es una k - base de socse A y asi el carcaj de T'(A) es

a1C <70*>03a4
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Los ciclos elementales son: C = B, a100 y Co = Bp,aui3; y todas sus permutaciones.

De modo que las relaciones en T'(A) estan dadas por:

(a1)* = (a3)* = 0
Bp1a1042ﬁp1 =0
ﬁp2a4a3ﬁp2 =0

—_~—

Bpl a1y = 5p2 (07107

—_~ e/~

a3ﬁp1 =0 = O‘QBPQ

a1a26p1041 =0

Oé40436p20é4 =0

P

0425131% = Oé1Oé25p1

—_~ e/~

ﬁp1a2 =0 = 6}22043

Oézﬁpl@lOQ =0

Oég/sz a3 — 0

—_—

a4a35p2 = 0435;;2 Oy




Capitulo 6

Extensiones triviales de algebra gentiles

y algebras de grafo de Brauer.

En este capitulo probaremos que la descripciéon obtenida de las relaciones de la exten-
sion trivial de un algebra monomial puede simplificarse cuando el algebra A es gentil.

Veremos que es posible determinar si un algebra B = kQp/Ip, dada por su carcaj y
relaciones, es la extension trivial de un algebra gentil. Caracterizamos tales dlgebras B en
base a propiedades de sus ciclos y mostramos como encontrar todas las algebras gentiles
A tales que T(A) = B.

Luego se da la definicion de grafo de Brauer y de algebra asociada a un grafo de Brauer
siguiendo a |B]. Demostramos que las extensiones triviales de algebras gentiles coinciden
con las algebras de grafo de Brauer con multiplicidad 1 en todos sus vértices, resultado
obtenido por S. Schroll en [S| con otros métodos. Nosotros aqui lo demostramos probando
que B es el algebra asociada a un tal grafo de Brauer si y solo si los ciclos de su carcaj
satisfacen las mismas propiedades que caracterizan a los ciclos de las extensiones triviales

de las dlgebras gentiles.

6.1. La extension trivial de un algebra gentil.

En esta seccion estudiaremos la extension trivial T'(A) en el caso particular en que
A es un algebra gentil. Comenzamos observando algunas propiedades particulares de las

algebras gentiles.

73
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Si A = kQa/I, es una k-dlgebra de dimension finita, todo camino no nulo es un
subcamino de algin camino maximal y si ademas el camino es no trivial y A es un
algebra gentil, este camino maximal es tinico. De esta manera, si A es un algebra gentil
toda flecha esta contenida en un tinico camino maximal, a lo sumo dos caminos maximales
comienzan en un mismo vértice dado, y a lo sumo dos caminos maximales terminan en un
vértice dado. Asf dos caminos maximales distintos no pueden tener una flecha en comun.
Luego, los caminos maximales solo se intersectan en un vértice de () 4. Estas observaciones

surgen directamente de las definiciones correspondientes, como puede verse en [S].

Observacion 6.1. En el Ejemplo 5.7 tenemos que la flecha o estd contenida en dos
ciclos elementales (maximales). En el caso de las algebras gentiles esto no puede ocurrir,
como se muestra en el Ejemplo 5.20, donde todo camino esta contenido en un tnico ciclo

elemental (maximal).

La descripcion del ideal de relaciones de T'(A) obtenida en el capitulo anterior puede
simplificarse en el caso en que A es un algebra gentil, pues la extension trivial de es-
te tipo de algebras satisface propiedades particulares, como puede verse en la siguiente

proposicion.

Proposicion 6.2. Sea A = kQ /14 un dlgebra gentil. Entonces su extension trivial T(A)

satisface las siquientes propiedades:

(i) Todo camino no trivial en kQray y no nulo en T(A) estd contenido en un tinico
ciclo maximal, a menos de permutaciones. En particular, st C; y Cy son dos ciclos

mazimales de j a j, entonces Cy y Cy no se solapan (es decir no tienen flechas en

comun) y C, = Cy en T(A).

(ii) Ezisten a lo sumo dos ciclos distintos de j a j en kQray mazimales en T(A) para

todo j en {1,---, n}.

Demostracion. (i) Resulta del hecho que los ciclos maximales de T'(A) coinciden con los
ciclos de la forma C = pyf,,, con p, € M por la Proposiciéon 5.12 y del hecho que
todo camino no trivial de k(@) 4 esta contenido en un tinico camino maximal, por ser A un

algebra gentil.
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En particular, si 7 y C5 son dos ciclos maximales de j a j, entonces tienen a e; como

suplemento comin. Luego el camino C; — Cy € I’ por satisfacer la condicion (i7) de la
Proposicion 5.17. Asi C, = Cyen T(A), como queriamos demostrar.
(77) Sabemos que todo ciclo elemental C; posee una tnica flecha 3, y que la longitud de
cada ciclo no es inferior a 2. Supongamos por el absurdo que existen tres ciclos C) =
i, Co = 62272y C3 = d3q37y3 de j a j en kQp(ay maximales en T'(A), donde v, §;
son flechas de Qp(ay ¥ ¢; es un camino de kQpa) para i € {1, 2, 3}. Los ciclos Cy, Cs, Cs
no tienen flechas en comin por ().

Ademas, 71, 72, 73 no pueden ser todas flechas de ()4 pues A es gentil. Si ninguna de
ellas es una flecha de ()4 se tiene que las flechas 01, d2, 03 estan en (D4, lo que tampoco
puede suceder por ser A gentil. Tenemos entonces los siguientes 2 casos:

Caso 1: Dos de las flechas ~;, digamos 7, y 72 son flechas de Q)4 y asi 3 debe ser la
flecha (,,. Luego d3 debe ser una flecha de Q4 y 71 5;, Y Vo 5; son nulos pues si alguno de
los caminos 7, 5;, Yo 53 fuera no nulo, entonces ese camino estaria contenido en un ciclo
maximal C’. Como 71, 72 no estan contenidas en C3 y d3 si lo estd, y como los ciclos
maximales no se solapan, entonces los ciclos maximales C' y C3 son distintos. Asi d3
estd contenida en dos ciclos maximales, lo que contradice que toda flecha de Q7 (A) esta
contenida en un unico ciclo maximal por (7). Luego 7, 5;, Y Yo 5} son nulos, pero esto no
puede suceder por ser A un algebra gentil.

Caso 2: S6lo una de las flechas ;, digamos v, es flechade Q4 y asiva = Bp, ¥y 73 = Bps-
Entonces s, d3 son flechas de Q4. El resultado se obtiene del caso 1 por dualidad.

Luego, existen a lo sumo 2 ciclos maximales de j a j, como queriamos demostrar. [

Los siguientes tres lemas establecen propiedades de un algebra gentil, que seran de

utilidad para describir a su extension trivial.

Lema 6.3. Sea A = kQa/I4 un dlgebra gentil y C = ay -+ - a1 un ciclo de origen j no

nulo en A. Entonces aq a; = 0.

Demostracion. Por ser C no nulo tenemos que a; --- a7 # 0. Supongamos por el absurdo
que a7 a; # 0. Entonces oy C' = aqa; --- a1 # 0 pues [ estd generado por caminos de
longitud 2. Por la misma razéon a; C* # 0 para todo & mayor a uno, lo que contradice

que A es de dimension finita. n
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Lema 6.4. Sea A = kQa/I4 un dlgebra gentil. Entonces Q4 no contiene ningun subcarcaj

de la forma

,\,;\,r\’/\/"\z’\c\l

\ / no e
xNxWNNNw' g2 = Q27202

con qi,qe ciclos distintos de origen j, con @, ¢z no nulos en A.

Demostracion. Por Lema 6.3 sabemos que 6; a; = 65 as = 0. Supongamos por el absurdo
que Q4 posee dos ciclos q1, g de origen 7, G, G2 elementos distintos y no nulos en A.

Por ser A un algebra gentil se tiene que &, a; y &, a son no nulos. Entonces (g2 q1)" # 0
para todo r mayor o igual que 1 pues /4 estd generado por caminos de longitud 2, y esto

contradice que A es de dimension finita. n

Lema 6.5. Sea A = kQa/Ia un dlgebra gentil. Si dimy Endgpay(FP;) > 2 para algin
T(A) - médulo proyectivo indescomponible P;, entonces existe un ciclo de kQa que co-

mienza en j que no es nulo en A.

Demostracion. Como dimj, Endp)(P;) > 2 existe un ciclo de j a j no elemental y no
nulo en T'(A) pues de lo contrario dim; Endya)(P;) = 1 por Proposicion 6.2. Sea 7 un
tal ciclo. Existe un ciclo elemental C' de j a j que puede escribirse en la forma C' = vy
con 0 no trivial. Entonces § es un ciclo de j a j y una permutacién de C' tiene la forma
pB, con p € M (por Proposicién 5.12). Luego, (3, estd en § 6 5, estd en v y asi uno de
los ciclos v 6 0 estd en kQ) 4. m

Podemos ahora determinar dim;, Endp(a) (P;) cuando A es un algebra gentil que posee

un ciclo en 7 no nulo en A.

Proposicion 6.6. Sea A = kQa/Ia un dlgebra gentil que posee un ciclo v de j a j no
nulo en A. Entonces hay un ciclo 6 de j a j en kQray no nulo en T(A), 6 # v, tal que

las clases de caminos e;, 7, g, ;:5 = g\jy forman una base de Endra) P;.

Demostracion. Seay = ay -+ oy con «; flechas de Q4 para todoi € {1,---, s} un ciclo

de j a j de kQ 4 no nulo en A. Sabemos que existe un tnico ciclo elemental C' de kQrp4)



CAPITULO 6. EXTENSIONES TRIVIALES DE ALGEBRA GENTILES Y ALGEBRAS DE GRAFO DE BRAUER. 77

de j a j que lo contiene, por la Proposicion 6.2. Sea 6 = ¢, --- €; con ¢; flechas de Qra)
para todo i € {1,---,r} el suplemento de 7 en el ciclo elemental C. Entonces § es un
ciclo de j a j distinto de 7, no nulo en T(A) y podemos suponer C' = ~§. Ademds una
permutacion de C' tiene la forma p 3, con p € M.

Sabemos que a; a; = 0 por Lema 6.3, 6,6, = 0 pues el camino € €, no esta contenido
en ningin ciclo elemental y los caminos €; a; y @1 €, son no nulos en kEQr(a) pues toda
permutaciéon de un ciclo maximal es maximal.

Afirmamos que los tnicos ciclos en j no nulos en T'(A) son vy, § y C' = ~§ y su permutacion
C' = §~. En efecto:

Sabemos que C' = g -+ aie - €, C = € -~ €ras -~ a1 vy aqa, = 0. Entonces
€ # Qs V€ # Q.

Supongamos que existe otro ciclo de j a j en kQpa) no nulo en T'(A). Entonces esté
contenido en un ciclo elemental C' = p; --- p; de j a j. Entonces C'y C’ no tienen flechas
en comin. Ademéas C’ tiene una permutacion de la forma p’ 8, con p’ € M. Se presentan
dos casos:

Caso 1: v es maximal. Entonces § = f,. Luego, p1 # By 0 pr # By por el Lema
6.4. Supongamos p; # [y. Entonces pjo; # 0 por ser A gentil y esto contradice la
maximalidad de . Suponiendo p; # [,y se llega andlogamente a la misma contradiccion.
Caso 2: v no es maximal. Luego, ¢, # (3, 0 ¢, # [,. Supongamos € # [3,. Entonces
p1 = By por ser A gentil. Luego p, # By y a1pr # 0 por ser A gentil. Por lo tanto aqp,
estd contenido en un ciclo maximal C” y asi a; esté contenida en dos ciclos distintos, lo
cual es una contradiccion.

Del analisis precedente surge que los tinicos ciclos en j no nulos en T'(A) son v, 6, C' = v4§

y su permutacion C' = 0+ y asi Endpq) P; esta generado por €;, 7, 6, 76 = 0. m

Observacion 6.7. La hipotesis acerca de la existencia de un ciclo de k@4 no nulo en A

de la proposicion anterior es equivalente a la existencia de un ciclo de kQ7(4) no maximal

en T(A).

Consideremos las siguientes propiedades de los ciclos de una k-algebra de dimension

finita B = ]CQB/[BZ

(T1) Toda permutacion de un ciclo maximal en B es un ciclo maximal en B.
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(T2) Todo camino no trivial de kQp y no nulo en B esta contenido en un tnico ciclo

maximal en B, a menos de permutaciones.

(T3) Hay a lo sumo 2 ciclos distintos de j a j en kQp maximales en B para cualquier

vértice j de (. Si hay dos, son iguales en B.

(T4) Si hay un ciclo v = a, --- a1 en kQp de j a j que es no nulo y no maximal en B,

entonces aqa; = 0 en By dimy, Endg(P;) = 4.

Observacion 6.8. Sea B = kQp/Ip una k-algebra de dimension finita que satisface
(T1), (T2), (T3) y (T4). Luego toda flecha de Qp esté contenida en un ciclo no nulo en

B. Sea j un vértice de (), entonces:

(a) Si hay un tnico ciclo de j a j en kQp no nulo en B, éste es maximal por (72), y

hay una tnica flecha que sale de (llega a) j.

(b) Sihay exactamente dos ciclos distintos C, Cs de j a j nonulos en B, éstos son ambos
maximales por (74), pues en caso contrario dimy Endg(P) = 4. Esta situacion se

ilustra en el siguiente diagrama:

o~ NP, C
1

N/
7\

szrr. CQ

s PN

.
donde C; = Cy, y dimy Endg(P;) = 2, con base {¢;,C = C'}.

(c) Sihay més de dos ciclos distintos de j a j no nulos en B, por (1'3) sabemos que hay
uno que no es maximal. En este caso, dim; Endg(P;) = 4 por T}, hay cuatro ciclos
de j a j en kQp y dos de ellos son maximales, uno permutacién del otro, como se

muestra en el siguiente diagrama:
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*~ ° V= aiqie
N
®;
7N
hd I 0 = aaqaér

2

‘V\”\:’\‘m NN
q

con 7 y § no maximales, v§ = dyy C; = 4, Cy = §+ los ciclos de kQ p maximales

en B, que son iguales en B.
En cualquier caso, hay a lo sumo dos flechas que salen de j o que llegan a j.

Observacion 6.9. Un algebra B = kQp/Ip que satisface (T'1), (72), (T3) y (T4) esta
univocamente determinada por su carcaj Qg y los ciclos de £(Q)p maximales en B. Esto
es: Si las algebras A, B satisfacen (T'1), (72), (T3) y (T4), entonces son isomorfas si y

sOlo si tienen el mismo carcaj y los mismos ciclos maximales.

Observacion 6.10. Demostramos que si A es un algebra gentil entonces B = T(A)
satisface (T'1) por Proposicion 5.12, (17'2) por Proposicion 6.2 (i), (1'3) por Proposicion
6.2 y (T4) por la Proposicion 6.6.

La validez de (72) nos permite describir de manera més sencilla las relaciones de la
extension trivial de un &lgebra gentil, simplificando (i7) en el Teorema 5.17 como se

muestra en el siguiente resultado.
Teorema 6.11. Sea A = kQa/I4 una k- dlgebra gentil. Sea I' el ideal generado por:
(i) Los caminos que no estin contenidos en un ciclo elemental y

(11) los elementos de la forma C — C', donde C' y C" son ciclos elementales que comien-

zan en un mismo vértice de Qr(a).
Entonces I' es admisible e I' = Ker ®. Luego T'(A) ~ kQrpa)/1".

Observacion 6.12. FEl resultado anterior proporciona una manera simple y directa de
construir la extension trivial de un algebra gentil. En [S] Schroll asocia a un algebra gentil

A un grafo de Brauer y prueba que la extension trivial de A coincide con el algebra de
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grafo de Brauer asociada a dicho grafo de Brauer. Las relaciones entre estos enfoques se

desarrollaran en la seccion siguiente.

Observacién 6.13. Si A es un algebra gentil entonces toda flecha de Q7(4) aparece una

Ginica vez en un ciclo de kQr4) maximal en T'(A), como se observa en el Ejemplo 5.20.

Probaremos que la reciproca de la Observacion 6.10 vale: Si B satisface (T'1), (72),
(T'3) y (T'4), entonces existe un algebra gentil A tal que B = T(A). La siguiente propo-

sicion prueba su existencia pero ademas nos dice como construir A.

Proposicion 6.14. Sea B = kQp/Ip una k-dlgebra de dimensidn finita que satisface
(T'1), (T2), (T3) y (T4). Sea Q4 el carcaj que se obtiene eliminando exactamente una
flecha de cada ciclo de kQp maximal en B, y sea [, = kQ 4 N Ip el ideal inducido.
Entonces A = kQa/Ia es un dlgebra gentil con T(A) = B.

Demostracion. Probemos todas las condiciones que deben satisfacerse para que A sea
gentil.

(S1) 14 esté generado por caminos. En efecto:

Supongamos que hay una relacion kyqy + kogo + ... + kg, = 0, donde 0 # k; € k para
todoi € {1,---,r}y todos los ¢; son caminos distintos en k@) 4 y no nulos en A. Elegimos
una tal suma con r minimo.

Podemos suponer que al menos uno de los ¢; es maximal en A pues en caso contrario se

puede extender uno de ellos, por ejemplo ¢;, a un camino maximal ¢'¢;¢ y reemplazamos

la relacion original por k1q'qiq + koq'qaq + ... + krq'qrqg = 0.

Supongamos ¢; maximal en A. Sea a una flecha de @) 4. Entonces @q; = 0 por la maxi-
malidad de ¢;. Asf kyaqs + ... + kraq, = 0. Luego, por la minimalidad de r se tiene que
aqgs = --- = agq, = 0y asi todos los ¢; son maximales.

Por la construccién de A tenemos una flecha € € Qg tal que ¢ie es un ciclo maximal en
B. Entonces kiqi€ + kagoe + ... + k.gre = 0 en B con el primer sumando no nulo. Hay
otro sumando ademés del primero que es no nulo. Digamos que gz€ # 0 en B. Entonces
podemos suponerlo maximal en B, pues si no podria completarse a ggoe maximal en B.
Como € no estd en ()4, tenemos que ggs estd en A y es no nulo. Por la maximalidad de

g2 resulta que g es trivial.
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Luego ¢i€, qz€ son ciclos maximales de B que contienen a e. Por (T2) resulta que son
iguales en kQp. Luego q; = ¢2 en kQ 4, lo que contradice que todos los ¢; son caminos
distintos de kQ) 4.

Asi, I, estd generado por caminos.

(S2) Cada vértice de @4 es fuente de a lo sumo 2 flechas y final de a lo sumo 2 flechas.
En efecto:

Por Observacion 6.8 los vértices de ()p tienen esta propiedad. En particular, los del sub-
carcaj ()4 también tienen esta propiedad.

Las propiedades (53): Para cada flecha o € Q4 existe a lo sumo una flecha 7 € Q4 tal
que am ¢ I, y existe a lo sumo una flecha € € Q4 tal que eaw ¢ 14y (G1): Para cada
flecha @ € Q4 existe a lo sumo una flecha p € Q4 tal que ap € [, y existe a lo sumo
una flecha e € Q4 tal que ea € 14 se verifican pues toda flecha o de Q4 es una flecha
de Qp vy asi es consecuencia de la Observacion 6.8. (G2) 14 esta generado por caminos de
longitud dos.

Supongamos que ajqs - - -, es un elemento de I4 con r > 2, donde las «; son flechas de
QaVi e{l, - r},y @ag # 0. Tenemos que ajas y apaz son caminos no nulos en
A con una flecha en comin, luego por (72) estan ambos contenidos en un mismo ciclo C'
de @)p, maximal en B. Pueden darse los siguientes casos:

Caso 1: ay = «,. Entonces C' # a5 --- a1 pues A se obtuvo eliminando una flecha de
cada ciclo de k()p maximal en B.

Luego, por (T4), ajaz = 0, lo que contradice nuestra hipotesis inicial ajas # 0.

Caso 2: a1 # «,.. Entonces ajay - - - . es subcamino propio de C, lo cual contradice que
aaz oy = 0.

Del analisis anterior tenemos que I4 estd generado por caminos de longitud 2.

Ademés, como consecuencia de la construcciéon de A tenemos que su extension trivial
T(A) = kQra/Ir verifica que Qray = @p, los ciclos de kQp maximales en B
coinciden con los ciclos de kQr(a) maximales en T'(A). Por otro lado, T'(A) satisface
las propiedades (T'1), (T2), (T3) v (T4) por la Observacion 6.10. Asi T(A) = B por
Observacion 6.9. O

La Observacion 6.10 y la Proposiciéon 6.14 nos brindan la siguiente caracterizacion
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de las extensiones triviales de las dlgebras gentiles en términos de los ciclos de B y sus

propiedades.

~/

Teorema 6.15. FEziste un dlgebra gentil A tal que T(A) = B si y sdlo si B es una
k-dlgebra de dimension finita con una presentacion que satisface (T'1), (T2), (T3) y (T'4)

Ejemplo 6.16. Consideremos el algebra B = kQp/Ip donde

Qp Ip =< oqou, ag g, a5 g, g 05,
Q5 Qg Qg (x3 (Y O, (g Q5 Qg iy (e (N

/\ Qg Qg (i3 ] (5 Qg QU3 (V) Ol (i Qg O3,
aq

o) Qg Qi3 (v Q5 Qe Oy,

a2
:& A Q5 Qg (g Q3 O] — Qg 3 (Y1 (5 (g

] Q5 ig Oy i3 — Qg (g (i3 (V) Ol >

De la observacion directa de Qp e Ip surge que B satisface (T'1), (72), (T3) y (T4).
Consideremos el algebra que se obtiene eliminando a; del tnico ciclo maximal presente

en (Qp a menos de permutaciones. El dlgebra gentil A = kQ /14 obtenida es la siguiente:

Qa

T T N
9 Iy =< agay, azay >

Observemos ademds que si construimos 7T'(A) a través de la caracterizacion dada en la

Proposicion 6.11 se obtiene que T(A) = B.

6.2. Extensiones triviales y dlgebras de grafo de Brauer.

En esta seccion vamos a considerar las algebras de grafo de Brauer definidas en [B|,
suponiendo siempre que todos los vértices del grafo de Brauer asociado tienen multipli-
cidad uno. Estableceremos una correspondencia biunivoca entre estas algebras y aquellas

que satisfacen las condiciones (T'1), (72), (T'3) y (T4) estudiadas en la seccién anterior.
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Esto nos permitird demostrar que dichas algebras de grafo de Brauer coinciden con las

extensiones triviales de algebras gentiles, resultado dado por S. Schroll en [S].

Definiciéon 6.17. Un grafo de Brauer es un grafo T finito y conexo (posiblemente con
aristas multiples y lazos) donde a cada vértice se le asigna un ordenamiento ciclico de
las aristas que inciden en él, y un nimero entero positivo llamado la multiplicidad del
vértice. Si jq, J2, -+, Jr, J1 €S el ordenamiento ciclico de las aristas alrededor de u diremos
que ji, jo, ++, Jr €s una secuencia de sucesores de j; en el vértice u. Si un lazo ji
incide en u, aparece dos veces en cualquier secuencia de sucesores de este vértice, y estas
apariciones se nombran j; y ﬂ La secuencia de sucesores de j; en el vértice u es tinica si
J1 no es un lazo en u. Si j; es un lazo en u hay dos secuencias de sucesores de j; en u,

una que comienza en j; y otra en jj.

En todos los ejemplos de esta seccion fijamos el orden antihorario en cada vértice de

I', y la multiplicidad es uno en cada uno de estos vértices.

Ejemplo 6.18. Consideremos el siguiente grafo de Brauer I', con multiplicidad uno y

ordenamiento ciclico antihorario en cada uno de los vértices.

Iy
J i
1 o2 @
Up Uy Uy
Las secuencias de sucesores son las siguientes:
de jyen uy : Ji, Ja, J3, Ja de jyen uy @ ja, J3, Ja, J1
j47 j17 j47 j3
de jz en uy : j3, ja, Ji, Ja de j3 en uy : J3
de j; en uy : j1, J2 de jo en ug : J2, 1

de jQ e U3 Ijg

Definiciéon 6.19. Se dice que una k-algebra de dimension finita Br es el dlgebra de grafo
de Brauer asociada al grafo de Brauer I' si existe una correspondencia biunivoca entre las
aristas j del grafo y los Br - médulos simples S; de modo que la cubierta proyectiva P; de

S; tiene la siguiente descripcion: Pj/rad(P;) = soc(P;) = S;, y rad(P;)/soc(P;) es una
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suma directa de dos (posiblemente nulos) modulos uniseriales U; y V; correspondientes a,
los vértices u y v donde incide la linea 7, definidos como sigue. Si j = j1, jo, -+, Jr €8
una secuencia de sucesores para j sobre el vértice u, entonces U; es el modulo uniserial

S

con factores de composicion (desde el top) Sj,, Sj,, -+,

iz S;, (observemos que U; = 0 si

r = 1). Si j; no es un lazo, Vj, corresponde anélogamente a la secuencia de sucesores de
J1 sobre el vértice v. Si j; es un lazo en u, Vj, corresponde a la secuencia de sucesores que

-~

comienza en ji.

Continuando con el Ejemplo 6.18 tenemos que los médulos proyectivos indescomponi-

bles son los siguientes:

S Sj S Sja
S Si Sja S i
Siy Si, Si, Si, Sj, S,
Si, Si, S, s
S, Sis Si,

El carcaj Qr asociado al grafo de Brauer I se define de la siguiente forma:

Por cada arista j, de I' existe un vértice v; en Qr. Si la arista jry1 de I' sigue inme-
diatamente a la arista jp en alguna secuencia de sucesores entonces existe una flecha
uj, — uj, ., en Qr. Se tiene entonces que Qr es el carcaj asociado al algebra Br.

Asi, para cada secuencia de sucesores ji, jo, - -, Jr de j; en u se obtiene un ciclo

Uj, — Ui, — -0 — U, — uj que es maximal en Br. Si j; no es un lazo, designaremos
Cj,u a este ciclo. Si j; es un lazo, llamaremos Cj, 4, C5, , a los ciclos que corresponden a
las dos apariciones de j; en el ordenamiento ciclico de wu.

Se obtienen de esta manera todos los ciclos maximales en Br, y toda flecha esta contenida
en uno de estos ciclos.

De la descripcion de los modulos proyectivos indescomponibles se desprende que tenemos
tres tipos de relaciones:

e Relaciones de tipo uno: Cj, , — Cj, , si la arista j; de I' incide en dos vértices distintos
u,v € I's; Cy, — O, silaarista j; de T es un lazo en w.

e Relaciones de tipo dos: aCj, ,,, donde u;, = uj,.

e Relaciones de tipo tres: Caminos de longitud dos de kQr que no son subcaminos de
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ningun ciclo Cj, 4.
La construcciéon de Qr e Ir a partir de un grafo de Brauer I también puede encontrarse

en [S], [GSS] v [GSST].

Ejemplo 6.20. Para el grafo dado en el Ejemplo 6.18 el algebra de grafo de Brauer Br

esta dada por:

QB
IBF =< g3 09 0] — Qg Qs,
al
e T TTToe Qi Qg Qi3 Qg — (i3 (g (X (i,
ujl Y 1L_]'4
4
f \ f \ Qs Qg A5, Qg A Qg
ag | §a5 as| |az
| | Q1 Oy i3 e (v, Qg (g Qg (i3 (g,
\/ \j Qg Qi3 Qig (g Oy, Qi3 Qg (g Qg Qi3
)
.ujz .ujg

Qg O3, (g O, Ol5 Oy, ) Qg >

Ejemplo 6.21. Si A es un algebra gentil, T'(A) es un algebra de grafo de Brauer, el cual

tiene multiplicidad igual a uno en todos sus vértices, y T'(A°?) también.

Dada un &algebra B por su carcaj y relaciones, veremos en lo que sigue que es posible
determinar si B es un algebra de grafo de Brauer. Mas precisamente, caracterizaremos a
las algebras de grafo de Brauer por su carcaj y relaciones, a partir de las propiedades de
sus ciclos, utilizando para esto las propiedades (7'1), (172), (73) y (T'4) enunciadas en la
Seccion 6.1.

Damos a continuaciéon dos proposiciones, que combinadas nos brindan el resultado desea-

do.

Proposiciéon 6.22. Sea Br = kQr/Ir un dlgebra de grafo de Brauer, con grafo de Brauer
I' con multiplicidad uno en todos sus vértices. Entonces Br satisface las condiciones (T'1),

(T2), (T3) y (T4).

Demostracion. (T'1) Toda permutacion de un ciclo maximal en Br es un ciclo maximal
en Br.

Resulta de que toda permutacion del ciclo Cj, ,, maximal en Br se obtiene al considerar



86 ALGEBRAS AUTOINYECTIVAS Y EXTENSIONES TRIVIALES DE ALGEBRAS MONOMIALES

una permutacion de la secuencia de sucesores ji, jo, - -+, j» de ji en el vértice u, que es
también una secuencia de sucesores en el mismo vértice, y por lo tanto da origen a otro
ciclo de kQr maximal en Br.

(T2) Todo camino no trivial de kQp vy no nulo en Br estd contenido en un tnico ciclo
maximal en Br, a menos de permutaciones.

Sea uj, — uj, — --- — U , un camino no trivial de kQr y no nulo en Br. De la des-
cripcion de Qr se tiene que cada arista j;.1 sigue inmediatamente a la arista j; en una
secuencia de sucesores de j; en algin vértice u de I'. Entonces el camino considerado es
subcamino del ciclo Cj, ,, que es maximal en Br y es el Gnico que lo contine a menos de
permutaciones, por construccion.

(T'3) Hay a lo sumo 2 ciclos distintos de j a j en kQ)p maximales en Br para cualquier
vértice j de Q. Si hay dos, son iguales en Br.

Resulta de que toda arista j; de I' incide en dos vértices, y asi todo vértice u;, de Qr es
comienzo de a lo sumo dos ciclos maximales en Br. Ademas, si hay dos ciclos maximales
que comienzan en un mismo vértice, son de la forma Cj, , y Cj}, , si j1 no es lazo, 6 Cj, ,

y C= . si ji es lazo. En el primer caso C},, — C},, es una relacion de tipo uno y en el

J1,u 1,

segundo lo es Cj, ., — Cf, .
(T'4) Si hay un ciclo v = a5 --- oy en kQp de j a 7 que es no nulo y no maximal en Br,
entonces aja;; = 0 en By dimy, Endp(P;) = 4.

Sea 7y : uj, — uj, —» -+ — u;,_, — u; un ciclo de u; a u;, en kQr no nulo y no ma-

ximal en Br. Entonces la arista j; incide dos veces en el vértice u de I' y da lugar a las se-

~

cuencias de SUCESOTes ji, fa, *++ , Jarty J1s Jasts << s Jr ¥ S5 Jetts s Jos G0y s cee s Jeot
Luego, el camino u;,_, & Uj, “ uj, no es subcamino de ningiin ciclo maximal pues j, no
es sucesor inmediato de 51 en ninguna secuencia de sucesores. Entonces tenemos la rela-
cion de tipo 3 aja,; = 0.

Ademas el ciclo 7' : uj, — uj,,, — -+ = u;, — uy;, de uj, a uj en kQr también es no
nulo y no maximal en Br por construccion. Luego, los ciclos que comienzan en u; son
7, 7' ¥ los ciclos maximales 7'y = Cj, , y 77" = 5, . Como Cj, , — G5 , es una rela-

ciéon de tipo 1 tenemos que Endpg. Pj, esta generado por e;,, v, 7'y Cj, ». En consecuencia

dlmk EHdBF le = 4. ]

Proposicion 6.23. Sea B = kQp/Ip una k-dlgebra de dimensidn finita que satisface
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(T1), (T2), (T3) y (T4). Entonces, existe un grafo de Brauer I' con multiplicidad 1 en

todos sus vértices, tal que el dlgebra de grafo de Brauer Br es isomorfa a B.

Demostracion. Podemos suponer que B no es semisimple. Consideremos en el conjunto
{C1, Cy, -+, C,.} de ciclos de kQ g maximales en B, que es no vacio por (T2), la relacion
C; ~ Cj siy solo si C; es una permutacion de C;. Esta relacion es de equivalencia por
(T'1). Tomemos el conjunto cociente {C7, ---, C} con s < 7.

Construimos el grafo I' como sigue.

El conjunto de vértices de I' es {ug,, ug,, -, ug, } U {uo, tal que v; € Qo y v; es inicio
de un tnico ciclo maximal}.

El conjunto de aristas de T" es {aq, as, -+, a;} donde t es la cantidad de vértices de Q.
Cada arista q; tiene extremos ug;, ug, siel vértice v; de (@ es comienzo de dos ciclos
maximales distintos C7 y Cy 6 ugy, Uy, sioel vértice v; es comienzo de un tnico ciclo
maximal C;. En el primer caso puede ocurrir que C; = C5 y entonces a; es un lazo. En
el segundo caso a; es la tnica arista que tiene por extremo a u,,.

Definimos un ordenamiento ciclico (que elegimos antihorario) sobre las aristas que tienen
por extremo el mismo vértice ug, de la siguiente manera.

La arista a;;; sigue inmediatamente a la arista a; en el ordenamiento ciclico sobre el
vértice ug, si existe una flecha j — j+ 1 de @p que esté contenida en un ciclo maximal
de C}. Este ordenamiento esta bien definido pues toda flecha esta contenida en un tnico
ciclo maximal a menos de permutaciones por (72). Luego, todas las aristan que inciden
en el vértice ug, corresponden a todos los vértices del ciclo maximal Cy.

Asignamos a cada vértice de I' la multiplicidad uno obteniendo asi un grafo de Brauer
asociado a @p.

A partir del grafo de Brauer I" obtenemos el algebra de grafo de Brauer Br = Qr/Ir.
Sabemos que Br satisface (T'1), (72), (T3) y (T'4), por Proposicion 6.22.

Veamos que (Qp = Qr, vy que los ciclos de ()p maximales en B coinciden con los ciclos
de r maximales en Br.

Probemos primero que Qg = Qr. En efecto:

Los vértices de (Qp estan en correspondencia 1-1 con las aristas de I' por construccion de
I', y ya vimos que éstas se encuentran en correspondencia 1-1 con los vértices de Qr como

consecuencia de la definicion de algebra de grafo de Brauer. Entonces los vértices de (g
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coinciden con los de Qr.

Decir que existe una flecha v; — v;;1 en @p equivale a decir que la arista j +1 de I'
sucede inmediatamente a la arista j en el ordenamiento ciclico sobre un mismo vértice, y
esto significa que existe una flecha u; — ;11 en Qr. Esto es, las flechas de () coinciden
con las de Qr.

Veamos que los ciclos de (g maximales en B coinciden con los ciclos de QQr maximales
en I'. En efecto.

Decir que C; = vj, — vj, — -+ — vj, es un ciclo de k@) p maximal en B es equivalente
a decir que ji, jo, - -+, J: son todas las aristas que tienen por extremo al vértice ug, de I’
ordenadas de esa manera. Esto significa que ji, jo, - -+, J¢ €s una secuencia de sucesores,
lo cual equivale a decir que le,ugj es un ciclo de Qr maximal en Br. Entonces los ciclos
de )p maximales en B coinciden con los ciclos de Qr maximales en I'.

Luego, Br = B por Observacion 6.9. O

Ejemplo 6.24. Consideremos el algebra definida en el Ejemplo 6.16.
B = kQp/Ip donde

Qg Ip =< a0y, agan, as o, azas,
Q5 (g (g (i3 (1 A, (1 Ol Qg Oty (3 (g,

/\ Qg Qug (i3 Qg Q5 (i, Ol QU Qs (g Qg (83,
aq

® > % Qg Qi3 O (s Qi Qy,

a2
‘OX A Qa5 Qg Oy i3 Qv — Oy O3 (X O ey,

0 Q5 Qg Oy i3 — Qg Oy Qg (X Oty >

Vimos que B satisface las condiciones (7'1), (1T2), (T'3) y (T4). Por lo tanto, podemos
encontrar un algebra de grafo de Brauer isomorfa a ella.

Para ello asociamos a B un grafo de Brauer I' mediante la construccion que se realiz6 en
la demostracion de la Proposicién 6.23.

Hay un unico ciclo de Qg maximal en Br (salvo permutaciones), que se corresponde con
el vértice u; de I'. Como ademas, el vértice 3 de (Qp es inicio de un tnico ciclo maximal,
tenemos otro vértice en I', que llamaremos wus.

Los vértices 1, 2 y 3 de () determinan las aristas aq, as v as.
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El vértice 1 es inicio de un tnico ciclo maximal, que esta representado por u;. De modo
que la arista a; tiene por extremos a u; y us. Los vértice 2 y 3 son comienzo de 2 ciclos
maximales, uno permutaciéon de otro, que estan representados por us. Por lo tanto estas

aristas son lazos en us. El grafo de Brauer I' es

A partir de él, obtenemos el dlgebra de grafo de Brauer, que coincide con B.

Observacion 6.25. Sea B = k(@)p/Ip una k-algebra de dimension finita que satisface
(T'1), (T2), (T3) y (T4). El grafo de Brauer I' obtenido directamente a partir de Qp
coincide con el que construye Schroll en [S] a partir del algebra gentil A para obtener el

algebra de grafo de Brauer que es la extensién trivial de A.

Las dos proposiciones anteriores nos dan una caracterizacion de las algebras de grafo

de Brauer.

Teorema 6.26. Ezxiste un grafo de Brauer I' con multiplicidad 1 en todos sus vértices,
tal que el dlgebra de grafo de Brauer Br es isomorfa a B si y solo si B = kQp/Ip es

una k-dlgebra de dimension finita que satisface (T'1), (72), (T3) y (T4).

Ademas, los Teoremas 6.15 y 6.26 nos brindan una demostracién alternativa al siguien-

te resultado probado por S. Schroll en [S].

Teorema 6.27. [S] B es un dlgebra de grafo de Brauer con multiplicidad uno en todos
los vértices del grafo de Brauer asociado si y solo si existe un dlgebra gentil A tal que

T(A) = B.

Para finalizar este capitulo reunimos los resultados enunciados en los Teoremas 6.15,
6.26 y 6.27 en un teorema que nos permite reconocer a las extensiones triviales de dlgebras

gentiles a través de diferentes enfoques.

Teorema 6.28. Sea B = kQp/Ip una k-dlgebra de dimension finita. Entonces las si-

guientes condiciones son equivalentes.
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(i) B es la extension trivial de un dlgebra gentil.

(1) B satisface las condiciones (T'1), (T2), (T'3) y (T'4).

(iii) B es un dlgebra de grafo de Brauer con multiplicidad uno en todos los vértices del

grafo de Brauer asociado.

Por lo expuesto en este capitulo, tenemos dos maneras diferentes de construir la ex-

tension trivial de un algebra gentil A = kQ4/14.

La primera se realiza directamente utilizando la Proposicion 6.11. Ademas, por la Obser-

vacion 6.10 T'(A) satisface (T'1), (72), (T3) y (T4) y por lo tanto T'(A) es isomorfa a un

algebra de grafo de Brauer por la Proposicion 6.23.

La segunda es la desarrollada por Schroll en [S]|. Se construye un grafo de Brauer I'y y a

partir de él su algebra de grafo de Brauer Br,, la cual es isomorfa a T'(A).

Ademas, dada un algebra B = kQp/Ip podemos determinar si B es la extension trivial

de un &lgebra gentil por la Proposicion 6.14. En caso de que lo sea podemos hallar a partir

de B el algebra gentil A tal que T(A) = By el grafo de Brauer I" tal que Br = B por

la Proposiciéon 6.23.

Ejemplo 6.29. Sea B = kQp/Ip donde

)2

a2

T T
% W‘?)DM

aq

Ip =< ayapay, agag g, azas,

aq s, Q5 (3, Oy (g, 3 5 (g O3,

as Qg Qi3 Q5 Oy, (5 Ay (3 Al
Qo (rp — (5 (g (3,

a5

Q305 0y — 04 Q3 Q5 >

Asi definida B satisface (T'1), (72), (T3) y (T4).

Podemos obtener el grafo de Brauer I' asociado a ()p observando que

los ciclos de k()p maximales en B son

C1 = aj ag v su permutacion as ag.

Cs = a5 a4z y sus permutaciones ag as iy v iy g Qis.

El vértice 1 de ) es comienzo de un tnico ciclo maximal.

De esta manera, los vértices de I' son: u1, us = ug, y uz = ug,.
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Como (g posee tres vértices, I' tiene tres aristas: a;, cuyos extremos son u; y us; as, que
tiene por extremos a us y u3; y asz que es un lazo en ug.

De modo que I es

donde consideramos el ordenamiento ciclico antihorario y multiplicidad uno en cada uno
de los vértices.

Por otro lado, observemos que si eliminamos en Q5 una flecha de cada ciclo maximal (a
menos de permutaciones) podemos construir a partir de B un éalgebra gentil A tal que
T(A) = B. Eliminando las flechas as y a5 obtenemos

A = kQa/I4, con

[e%1 a3
QAZ 01<702*>033044; IA =< g0y >.
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