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Introducciéon

La importancia de la Légica Matematica, desde el punto de vista de sus aplicaciones a
la técnica, después del advenimiento de las computadoras en la década del 40, ha brindado
una oportunidad extraordinaria a las aplicaciones de esta disciplina. En lo que concierne
a las légicas no clasicas y a las logicas polivalentes, el desarrollo es vertiginoso. La historia
muestra que el estudio de las logicas no clasicas y de las logicas polivalentes, tuvieron en su
comienzo motivaciones de orden filoséfico. Ya Aristételes pensaba que ciertos enunciados,
tenfan mas de dos valores légicos de verdad. El estudio sisteméatico de las logicas no
clasicas, lo inicié Brouwer, matematico holandés, a fines del siglo XIX, y el de las 16gicas
polivalentes, esto es, sistemas en los que se admite, para los valores de verdad de las
proposiciones, més de los dos valores clasicos verdadero y falso, lo iniciaron, basados en
motivaciones diferentes, J. Lukasiewicz y E. Post en la década del 20, del siglo pasado.

Lukasiewicz introdujo primero un célculo proposicional trivalente y posteriormente
considero sistemas l6gicos multivalentes, como una tentativa para ampliar los métodos de
tablas de verdad para las proposiciones modales y las nociones de posibilidad y de necesi-
dad, intimamente relacionadas con tales proposiciones. El considerd, para cada ntmero
natural n, un calculo proposicional n—valente, en el que a cada proposicion se le puede
asignar n valores de verdad distintos. Posteriormente presenté un sistema proposicional
infinito-valente, en el cual a cada proposicién se le puede asignar como valor de ver-

dad, cualquier nimero real comprendido entre 0 y 1. El calculo bivalente de Lukasiewicz
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coincide con el calculo proposicional clasico.

Las observaciones de Brouwer, sobre los Fundamentos de la Matematica, lo llevaron
a considerar un sistema proposicional en donde se elimina la ley del tercero excluido,
y el estudio del tal sistema, condujo a Heyting, discipulo de Brouwer, a presentar una
formulacién algebraica de tal calculo proposicional, la que actualmente es conocida co-
mo algebra de Heyting. Estas algebras desempenan en el célculo proposicional no clasico
(o intuicionista), un rol andlogo al que juegan las dlgebras de Boole en el célculo proposi-
cional clésico.

Sobre el avance algebraico de las logicas polivalentes de Lukasiewicz podemos decir
que Gr. Moisil, en 1940, introdujo la nocién de algebra de Lukasiewicz trivalente, con el
proposito de caracterizar algebraicamente las matrices del calculo proposicional trivalente
de Lukasiewicz, posteriormente presenta las algebras de Lukasiewicz n—valentes, pero no
considera los conectivos de implicacién y negacién introducidos por Lukasiewicz.

A. Rose observé que estas algebras no son matrices del célculo proposicional n—valente
de Lukasiewicz, si n > 5. De todos modos, las motivaciones que condujeron a Moisil a
la definicion de estas algebras, especialmente su posible aplicacién al estudio del compor-
tamiento real de circuitos, las hace interesantes de por si.

En un trabajo de 1965, Gr. Moisil observa que las dlgebras que él llamé6 de Lukasiewicz
n—valentes, y que nosotros llamamos, algebras de Moisil de orden n, son algebras de
Brouwer y por lo tanto se corresponden con un calculo proposicional intuicionista exten-
dido, con el agregado de una negacién y de ciertos operadores modales s;, que gradian
de alguna manera la posibilidad de una proposicion. Luiz Monteiro probé también que las
algebras de Moisil de orden 3, pueden ser definidas como algebras de Brouwer con una
negacion que satisface ciertas condiciones especiales.

Entre los trabajos que se ocupan del estudio de légicas polivalentes, con fines a sus
aplicaciones a la técnica, podemos senalar [44], de M. E. Valentinuzzi. En el mismo,
establece una relacion clara entre el calculo proposicional trivalente de Lukasiewicz y
los circuitos con interruptores dobles de tres posiciones. Para ello define un alfabeto, un

lenguaje y una seméntica adecuada con el fin de lograr la relaciéon antes mencionada.
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Dos propiedades de configuracion de circuito ocurren en este caso: una simetria axial,
consecuencia de la dualidad exhibida por las algebras de Lukasiewicz, y un fenémeno
de superposicion, estrechamente relacionado con el lenguaje. Por ultimo, la serie y las
conexiones eléctricas de Boole paralelas, aparecen como parte del infimo y supremo de
Lukasiewicz.

Por otra parte, muchos autores han presentado otras contrapartidas algebraicas de las
logicas polivalentes, como asi también han definido otras clases de algebras relacionadas
con las algebras de Lukasiewicz n—valentes, en particular A. V. Figallo introdujo los
Mjz—reticulos, en Los Ms-Reticulados [14], Rev. Colombiana de Matematica, XXI, 1987,
como algebras (L, A, V,~, A) de tipo (2,2, 1,1), donde el reducto (L, A, V) es un reticulo
distributivo. Su estudio estuvo motivado en la implementacién de ciertos circuitos de
conmutacion trivalentes.

En este mismo trabajo, demostré que A(zA ~ z) = 0, es el primer elemento del
reticulo (L, A, V), razén por la cual pueden ser definidas equivalentemente como alge-
bras (L, A, V,~, A, 0) de tipo (2,2,1,1,0) tal que el reducto (L, A,V,0) es un reticulo
distributivo con primer elemento 0. En un trabajo posterior ([16]), A. V. Figallo definié:
(I) zly = 2 ANA(~ (zV Vy)V ~ (yV ~ x)) y probé que si (L,A,V,~, A, 0) es un
Ms—reticulo con tltimo elemento 1, entonces (L, A,V,0,1) es un algebra de Brouwer.
Este hecho, le permitié caracterizar las congruencias utilizando la operacién (I), y la no-
cion de n-ideal que habia introducido. Demostrando que la variedad es semisimple y que
la unica algebra simple es: (T, A,V,~, A 0), donde T es la cadena con tres elementos

{0,1/2,1} con 0 < 1/2 < 1y las operaciones ~ y A estan definidas en la siguiente tabla:

r |~z | Ax
0 0 0
121 1 | 0
112 1

Observemos que la operacién definida en (I), puede ser caracterizada como el primer
elemento del conjunto {z € L : x < yVz}, por lo que esta operacién puede ser considerada

como una implicacion dual de Heyting.
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A. V. Figallo en otro trabajo publicado en 1990 ([16]), probé6 que (T, A,V,—,<,0,1),
es un algebra de Lukasiewicz trivalente en el sentido de [27]. Donde las operaciones < y

— estan definidas como siguen:
(i) Oz = -,
(i) —x = (——z — ) A (z — —z).
siendo
(i) 2 —y=A~(xvV~1)Vy,

(iv) ~z = A ~ (Vav ~ 1)

De este resultado, teniendo en cuenta un teorema de representacion que Figallo habia
demostrado para estas dlgebras, se puede asegurar que si (L, A, V, ~, A, 0) es un M3—reticu-
lo con tltimo elemento 1, y & y — son las indicadas en (i) y (ii) respectivamente, entonces
(L,A\,V,—,<,0,1) es un algebra de Lukasiewicz trivalente centrada, con centro ¢ =~ 1.

Por otra parte, ha sido muy estudiado el hecho de dotar a las algebras, relacionadas con
logicas clésicas y no clésicas, de cuantificadores. La nocién de cuantificador sobre dlgebras
de Boole fue introducida por Halmos en [22]. Esta nocién algebraica se corresponde con
la nociéon légica de cuantificador existencial de la logica clasica. Como en el caso de las
algebras de Boole, con cada cuantificador existencial sobre un algebra de De Morgan,
esta asociado un cuantificador universal, ambos cuantificadores estan interdefinidos. Por
este motivo son llamadas dlgebras de De Morgan mondadicas. Esta nocion fue extendida a
algebras correspondientes a diferentes 16gicas no clasicas, como por ejemplo las realizadas
en 1974, por A. Monteiro y O. Varsavsky ([31]), que introdujeron el concepto de algebras
de Heyting monadicas, donde los cuantificadores no estan relacionados entre si, es decir
no es posible definir uno de ellos a partir del otro, como sucede en las algebras monéadicas
donde dz =~V ~ x y por lo tanto, debieron equipar a las algebras de Heyting con los
dos cuantificadores. En muchas algebras que tienen como base un dlgebra de De Morgan,

basta equipar a la estructura algebraica con un cuantificador, como son los casos de las
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algebras de Lukasiewicz n-valentes monadicas consideradas por Abad, las dlgebras de De
Morgan monddicas investigadas por Petrovich y las dlgebras de De Morgan tetravalentes
modales monadicas, estudiadas por Ziliani. Sin embargo, debemos senialar que hay otras
clases de dlgebras donde esto también es posible, como por ejemplo, las dlgebras de Tarski
monadicas o las dlgebras Implicativas de Lukasiewicz monédicas introducidas y estudiadas
por A. V. Figallo en [17] y [18].

Otro hecho interesante, es el agregado en las estructuras algebraicas de operadores
que son automorfismos. En los anos 50, Moisil, introdujo las algebras de Boole simétricas
para estudiar la teoria de circuitos, posteriormente las mismas fueron estudiadas por
A. Monteiro en [30]. Este tltimo autor mas tarde, estudié las dlgebras de Boole ciclicas,
es decir algebras de Boole con un automorfismo de periodo k. Posteriormente otros autores
consideraron ideas similares en otras clases de algebras.

Lo curioso en este tipo de algebras, es que muchas veces a partir de la estructura
k-ciclica es posible definir un cuantificador, como es el caso de las algebras de Wajsberg
(n+1)-acotadas ciclicas, donde es posible definir un U-operador a partir del automorfismo,
pero a partir de un dlgebra de Wajsberg (n + 1)-acotada finita con un U-operador, no
siempre es posible trasformarla en un algebras de Wajsberg (n + 1)-acotada ciclica, como
fue demostrado por M. Lattanzi en su tesis doctoral. En otras algebras, este hecho si es
posible, como es el caso de las dlgebras de Lukasiewicz n-valente monadicas, estudiadas
por M. Abad en [1].

Todo lo expresado anteriormente motivé el estudio de los temas desarrollados en esta
tesis. En ella investigamos la clase de los gMs3—reticulos que son Mjs—reticulos dota-
dos de un cuantificador existencial y los M3—reticulos monadicos, Mz—reticulos con dos
cuantificadores: existencial y universal. También estudiamos la clase de los M3—reticulos
k—ciclicos, que son Ms—reticulos a los que se ha agregado a su estructura un automorfismo
de periodo k.

La mayoria de los resultados obtenidos en esta tesis han sido expuestos en reuniones
anuales de la Uniéon Matematica Argentina, en el Congreso Antonio Monteiro y en el

IV Congreso Latinoamericano de Matematicos.
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Resumen

En esta tesis investigamos la clase de los gMsz—reticulos y la de los mMs—reticulos o
Ms—reticulos monadicos, que son Ms—reticulos dotados de un cuantificador existencial,
en el primer caso, y en el segundo de dos cuantificadores: existencial y universal. También
estudiamos la clase de los Ms—reticulos k—ciclicos, que son Ms—reticulos dotados de un
automorfismo de periodo k. Hemos organizado el trabajo en cinco capitulos, divididos a

su vez en secciones y subsecciones en algunos casos.

El Capitulo 1 esta dividido en cuatro secciones. En las primeras, repasamos resultados
principales sobre reticulos distributivos y exponemos distintos conceptos de algebra uni-
versal y espacios de Priestley. Todos los resultados indicados son conocidos. Los hemos
incluido tanto para facilitar la lectura posterior, como para fijar las definiciones. En la
ultima seccién, introducimos los Mz—reticulos definidos por A. V. Figallo a sugerencia de

A. Monterio en Los Mjs-Reticulados [14], Rev. Colombiana de Matemética, XXI, 1987.

En la primera seccién del Capitulo 2, indicamos una dualidad topoldgica para los
Ms—reticulos. En la segunda seccion, utilizando la dualidad, caracterizamos el reticulo de
las congruencias de estas dlgebras y determinamos las dlgebras simples y subdirectamente
irreducibles, reencontrando los resultados que Figallo habia establecido de manera alge-

braica, de una forma diferente, via la topologia. Luego nos dedicamos al estudio de las

XI



congruencias principales y booleanas, demostrando que ambas coinciden, estan definidas
ecuacionalmente (CPDE) y son congruencias regulares y uniformes. Ademds probamos
que la variedad M3, es a congruencias conmutativas, que es una variedad filtral y dis-

criminadora y tiene la propiedad de extensién de congruencias (PEC).

El Capitulo 3, esta dividido en cuatro secciones. La primera, esta dedicada al estudio
del sistema determinante de un M3z—reticulo finito, mostrando que el conjunto ordenado de
sus elementos primos, determina la estructura del mismo. En la segunda y tercera seccion,
indicamos un método para construir los Mg—automorfismos y los Mg—epimorfismos,
cuando se trata de Msz—reticulos finitos, y determinamos en cada caso el nimero de los
mismos. En la cuarta seccién, referida a los Msz—reticulos k—ciclicos, probamos que la
variedad es semisimple y determinamos el cardinal del algebra libre finitamente generada.
Comprobamos con esos resultados que dicha variedad es finitamente generada y localmente
finita. Concluimos la seccién estableciendo el niimero de estructuras ciclicas, no isomorfas,

que se pueden definir sobre un Ms—reticulo finito.

En el Capitulo 4, en la primera seccién definimos los gMs—reticulos y estudiamos al-
gunas propiedades validas en esta clase. En particular, determinamos como a partir de
una familia especial de subédlgebras de un M3;—reticulo, podemos obtener un cuantificador
existencial de modo que lo transforme en un gMs—reticulo. En la segunda seccion, ex-
tendemos la dualidad de Priestley realizada para los M3—reticulos con tltimo elemento,
al caso de los gMj3;—reticulos acotados. Empleando esta dualidad, en la tercera seccion,
probamos que la variedad es semisimple y obtenemos una caracterizacion funcional de
los gMs—reticulos simples. De igual modo nos abocamos al estudio de las congruencias

principales y booleanas, indicando sus propiedades més destacadas.

El Capitulo 5, estda dedicado a los Ms—reticulos monadicos. En la primera seccion,
mostramos propiedades de los mismos y exhibimos la relacion existente entre estas alge-
bras y los Ms—reticulos k—ciclicos. En la segunda y tercera seccién, presentamos una
dualidad topoldgica que nos facilita describir las congruencias, probar que la variedad es

semisimple y obtener una caracterizacion funcional de los mMs—reticulos simples. En la
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ultima seccion, mostramos, con técnicas topoldgicas, que se puede interrelacionar ambos
cuantificadores, a pesar que en estas algebras no es posible hacerlo de la manera clasica,
puesto que la negacién de las mismas no se comporta como una negacion de De Morgan;

lo que nos permite afirmar que todo gM3z—reticulo es un Mz—reticulo monadico.
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Abstract

In this thesis, we study ¢M3—lattices and mMs—lattices or M3—monadic lattices that
are Msz—lattices provided with an existential quantifier in the first case, and, in the second
case, they are provided with two quantifiers, existential and universal. We also study
k—cyclic M3—lattices, which are M3—Ilattices provided with an automorphism of & period.

We have organized this thesis into five chapters, divided into sections and subsections.

Chapter 1 is divided into four sections. In the first sections, we review main results
on distributive lattices and we expose different universal algebra and Priestley spaces
concepts. All the indicated results are well-known. We have included these concepts not
only to facilitate the reading of the following sections but also to establish definitions. In
the last section, we introduce Mjz—lattices defined by A.V. Figallo, at suggestion of A.
Monteiro in Los Ms-Reticulados [14], Rev. Colombiana de Matematica, XXI, 1987.

In the first section of Chapter 2, we indicate a topological duality for M3-lattices.
In the second section, using this duality, we characterize the lattice of congruences of
these algebras and we determine simple and subdirectly irreducible algebras, re-finding
the results that Figallo had established in algebraic manner, in a different way, by means
of topology. Then, we studied principal congruences and Boolean congruences,

demonstrating that such congruences coincide, they are equationally defined (EDPC)
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and they are regular and uniform congruences. We further prove what the Mg variety is
to commutative congruencies; that it is a filter and discriminating variety, and that it has

the property of congruencies extension (CEP).

Chapter 3 is divided into four sections. The first section is dedicated to the study of the
determining the system of a finite Mz—lattice, proving that the ordered set of its prime
elements determines its structure. In the second and third section, we indicate a method
to construct the Mg—automorphisms and the Mg—epimorphisms, when it is about of
finite Ms—lattices, and we also determine their number in both cases. The fourth section
is dedicated to the study of the k—cyclic Ms—lattices. First, we prove that the variety is
semisimple and we determine the cardinal of finitely generated free algebra. Afterward,
we prove with these results that the variety is finitely generated and locally finite. To
conclude this section, we determine the number of cyclic structures, non-isomorphic, that

can be defined on a finite Mz—lattice.

In Chapter 4, in the first section we define ¢gMs;—lattices and we study some valid
properties of such lattices. In particular, we determine how, from a special family of sub-
algebras of an M3z—lattice, we can obtain an existential quantifier in a way that transforms
it into a g Ms—lattice. In the second section, we extend the Priestley duality for M3-lattices
with a last element, in the case of bounded ¢M;s;—lattices. By using this duality, in the
third section, we prove that the variety is semisimple and we also obtained a functional
characterization of the simple gM3—lattices. In the same way, we focus on the study of

the principal and Boolean congruences, indicating their most outstanding properties.

Chapter 5 is dedicated to the study of monadic Mjz;—lattices. In the first section, we
prove properties of the latter mentioned and we exhibit the relationship existing between
these algebras and the k—cyclic M3—lattices. In the second and third section, we establish a
topological duality that facilitates us to describe the congruences, to prove that the variety
is semisimple and to obtain a functional characterization of the simple mMs;—lattices. In
the fourth section, we demonstrate that, with topological techniques, it is possible to

interrelate both quantifiers, although it is not possible to do it in the classic manner in
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these algebras, since their negation does not behave as a De Morgan negation; which

allows us to state that every gMsz—lattice is a monadic M3—lattices.
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Capitulo 1

Preliminares

Este capitulo esta dividido en cuatro secciones. En la primera secciéon repasamos las
nociones basicas y resultados principales sobre reticulos distributivos y establecemos al-
gunas notaciones generales que usamos en este trabajo. En las dos secciones siguientes
exponemos distintos conceptos de algebra universal y espacios de Priestley. En la cuarta
introducimos los M3—reticulos definidos por A. V. Figallo a sugerencia de A. Monterio

en Los Ms— Reticulados [14], Rev. Colombiana de Matematica, XXI, 1987.

1.1. Reticulos distributivos

Las definiciones y resultados que utilizamos en este volumen pueden ampliarse en [2]
y [6]. Con el objeto de facilitar la lectura del texto y ademds fijar las notaciones que
empleamos, exponemos algunas nociones generales.

Un conjunto ordenado (L, <) es un reticulo si para todo z,y € L se verifica que existe
el supremo y el infimo del conjunto {z,y}, que notamos Ay y = V y respectivamente.
Cuando para todo S C L, existen el infimo de S y el supremo de S, que indicamos
respectivamente con /A S con \/ S, entonces decimos que (L, <) es un reticulo completo.
Si el reticulo tiene primer elemento y tiene iltimo elemento, decimos que es un reticulo
acotado. En tal caso, en general, denotamos con 0 y 1 al primer y ultimo elemento.

Si (L, <) es un reticulo completo, un elemento a € L se dice compacto si, y solo si,



para todo X C L, si a < \/ X, entonces a < \/ Y, para algin conjunto finito ¥ C X.
Un reticulo completo L, se dice un reticulo algebraico, si, y solo si, cada elemento de
L es supremo de un conjunto de elementos compactos de L.

Si un reticulo verifica la igualdad
D) zA(yVz)=(xAy)V(zA2)

se dice que es un reticulo distributivo. Toda cadena es un reticulo distributivo.

Si (L, <) es un reticulo distributivo, L ordenado por el orden inverso del orden <, es
también un reticulo distributivo que simbolizaremos con L=.

En un reticulo acotado L, a € L se dice complementado, si existe b € L tal que
aANb=0 y aVb=1. En este caso decimos que b es un complemento de a. Si L es
distributivo y existe el complemento de un elemento éste es inico. A los elementos de un
reticulo distributivo L que tienen complemento, se los denomina elementos booleanos y
denotamos con B(L) al conjunto de los elementos booleanos de L.

Un reticulo distributivo acotado se dice un algebra de Boole si todo elemento tiene
complemento. En este caso al complemento de un elemento a lo denotamos generalmente
por —a o en algunos casos por a’. Un ejemplo tipico de algebra de Boole es el conjunto
de las partes de un conjunto. Si A es un conjunto indicamos con P(A) al conjunto de las
partes de A.

Cada intervalo [a,b] de un élgebra de Boole L, es un algebra de Boole bajo el orden
parcial inducido.

Un elemento a de un reticulo L se dice relativamente complementado, si x esta com-
plementado en cada intervalo [a,b] de L que contiene a x.

Un algebra de Boole generalizada es un reticulo distributivo con primer elemento tal
que cada elemento esta relativamente complementado.

Una condicién necesaria y suficiente para que un reticulo distributivo L con primer
elemento 0 sea un algebra de Boole generalizada, es que para cada y € L se verifique que
el segmento [0,y] = {x € L : 0 <z <y} es un élgebra de Boole (ver [2]).

Sea L un reticulo distributivo. Un subconjunto I de L es un ideal si verifica:



(1) 140,
(i2) si x,y € I, entonces x Vy € I,
(i3) sizel,ye Lyy<uz, entonces y € [.

Un ideal se dice primo, si es distinto de L y ademds verifica la siguiente propiedad:
(i4) Sizx Ay €I, entoncesz € [ oy € 1.

La nocién dual de ideal (primo) es la de filtro (primo). Notamos con X (L) al conjunto
de los filtros primos de L y con Z,(L), al conjunto de los ideales primos de L. Un sub-
conjunto I de L es un ideal, si I es un filtro de L=. Un subconjunto P de L es un ideal
primo si, y solo si, L\ P es un filtro primo.

Un filtro F' de un reticulo L se dice maximal, si F' # L y si F’ es un filtro que contiene
a L, entonces F' = F' o F' = L. En un reticulo distributivo todo filtro maximal es primo,
pero no vale la reciproca, basta tomar por ejemplo la cadena con tres elementos 0 < a < 1
y F={1}.

Un filtro propio F' de un reticulo se dice irreducible si F' = F; N Fy, siendo F} y I3
filtros de L, implica que F' = F; o ' = F5 y se dice completamente irreducible si del
hecho de que F' = () Fj, siendo F; filtros de L, para todo i € I, se deduce que F' = F;
para algin j € I. [zjenl filtro C, se dice ligado al elemento a € L, si a € C, y si F’ es un
filtro que contiene a C,, entonces a € F”.

Un resultado importante es el que establece que si L es un algebra de Boole, entonces
un filtro de L es primo si, y solo si, es maximal. Mas ain esta propiedad caracteriza a las
algebras de Boole como lo prueba el conocido teorema de Nachbin [2].

El siguiente teorema es fundamental en la teoria de reticulos distributivos y serd usado
con bastante frecuencia.

Teorema de Birkhoff-Stone o del filtro primo: Sea L un reticulo distributivo. St
F e I son un filtro y un ideal de L respectivamente tales que I N F = (), entonces existe

un filtro primo P tal que F C Py PNI=40.



Sea X un subconjunto de L. Notamos por F(X) y con I(X) al filtro y al ideal ge-
nerado por X respectivamente. Se puede probar que F(X) = {z € L : existen 1, s,
ooy &y € X tales que z1 Azg A ... Az, < z}. En forma dual se describe a I(X).

Sea L un reticulo acotado y a un elemento de L distinto de 0. Se dice que a es primo, si
a < bVcimplicaque a < boa < ¢, paratodo b,c € L. Se dice que a € L es sup-irreducible
o irreducible simplemente, si vale la igualdad en las condiciones anteriores y que a es &tomo
si x < @ implica x = 0 0 x = a para todo x € L. En un reticulo, todo elemento primo
o atomo es un elemento irreducible, la reciproca no siempre se verifica. En los reticulos
distributivos finitos todo elemento irreducible es un primo y en las dlgebras de Boole
finitas, irreducibles, primos y atomos coinciden. En un reticulo finito L, si a,b € L son
tales que a £ b, entonces existe un irreducible ¢ tal que ¢ < a y ¢ £ b. Como consecuencia
de lo anterior, todo elemento x # 0, es supremo de los elementos irreducibles que lo
preceden y si z = ¢; Vg2 V... V gy, con g; elementos irreducibles para j = 1,2,...,ny
r#@aVeV...Vg_1VgV...Vq, cualquiera sea j € {1,2,...,n}, decimos que dicha
representacion es una representacion irredundante de x como supremo de irreducibles.

Un filtro F' se llama principal si esta generado por un conjunto unitario, es decir, si
existe a € L tal que F' = F({a}) y lo denotamos por F(a). En forma dual con I(a)
indicamos al ideal generado por a. Se puede probar que un filtro F'(a) es primo, si, y solo
si a es un elemento primo y es un filtro maximal si, y solo si, a es un atomo de L.

Si L es un reticulo acotado, un operador de clausura sobre L es una funcién ¢ : L — L

sobre L, tal que para todo a,b € L:

(i) a < ¢(a),

(iii) a < b implica c(a) < ¢(b).

Si ademds ¢ es un homomorfismo superior, es decir verifica c¢(a V b) = c(a) V ¢(b) y

¢(0) = 0, para todo a,b € L, entonces ¢ se denomina un operador de clausura aditivo.
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Es facil ver en este caso que la condicién (iii) se deduce del hecho de que ¢ preserva el

supremo.

Sea X un espacio topolégico. El ejemplo tipico de operador de clausura aditivo definido

sobre P(X), es la funcién que a cada subconjunto de X le asigna su clausura.

Un cuantificador sobre un reticulo acotado L es una funcién V : L — L que satisface
las siguientes identidades: (Q1) VO = 0, (Q2) a A Va = a, (Q3) V(a A Vb) = Va A Vb,
(Q4) V(aVb) =VaV Vb,

Cada cuantificador V es un operador de clausura aditivo y es inmediato probar que

todo operador de clausura que verifica ademés (Q1) y (Q3) es un cuantificador.
La demostracion del siguiente resultado puede ser consultada en [11].

Sea L un reticulado distributivo acotado y j : L — L un homomorfismo superior. Si
F es un filtro de L y P un filtro primo de L es tal que F C j~Y(P), entonces existe un
filtro primo Q de L tal que F C Q C j~(P).

Antes de continuar, en esta seccién establecemos también las siguientes notaciones.
Si X es un conjunto parcialmente ordenado, con max X (min X) indicamos el conjunto
de los maximales (minimales) de X. Ademads si C' C X, con (C] ([C)) representamos el
conjunto de todos los elementos x € X tal que z < y (y < x) para algin y € C, y decimos
que C' es decreciente (creciente) si C' = (C] (C = [C)). Algunas de las propiedades de los

conjuntos crecientes y decrecientes son las siguientes:

(i) C es creciente (decreciente) si, y solo si, X \ C es decreciente (creciente).

(ii) Si {A;}ier es una familia de conjuntos crecientes (decrecientes), entonces () A; y
iel
|J A; son crecientes (decrecientes).
i€l

También con C;(X) y Cq(X) designamos a la familia de los cerrados crecientes de X

y los cerrados decrecientes de X respectivamente.



1.2. Nociones de algebra universal

En esta seccion exponemos las nociones basicas de algebra universal que nos seran
necesarias mas adelante. Las definiciones y resultados de algebra universal que utilizamos

en este volumen pueden ampliarse por ejemplo en [8, 19].

1.2.1. Algebras universales

Sea A un conjunto no vacio y n un nimero natural. Una operacién n—aria sobre A
es cualquier funcién f : A" — A, donde n es la aridad de f. Si n = 0, una operacion
O0—aria es una constante de A. Una operacion finitaria sobre A es una operacion n—aria
para algin nimero natural n.

Un lenguaje o tipo de algebras es un conjunto JF, cuyos elementos se llaman simbolos
de funcién, tal que a cada miembro de F se le asigna un nimero natural n, llamado aridad
de f y f se denomina simbolo de funciéon n—ario.

Si F es un lenguaje de dlgebras, entonces un algebra A de tipo F, es un par (A, F)
donde A es un conjunto no vacio y F es una familia de operaciones finitarias sobre A
indexada por F, tal que a cada simbolo de funcién n—ario f € F, le corresponde una
operaciéon n—aria f* sobre A que pertenece a F. El conjunto A se llama universo o soporte
del dlgebra A = (A, F'). En lo que sigue, cuando no haya lugar a confusién, escribimos f
en lugar de f# y si F es finito, escribiremos (A, fi, fa,..., fx) en lugar de (A, F) donde
F=A{f1,f2,---, [r}. En este caso, si n; es el rango de f; para 1 < i < k, también decimos
que A es de tipo (ny,ng, ..., ng).

Con el objetivo de simplificar la notacién, en algunos casos representamos al algebra

(A, F') por su conjunto soporte A.

1.2.2. Diversos ejemplos de algebras

Es bien conocido que a todo reticulo distributivo acotado L, se le puede asociar un

algebra (L, A, V,0,1) de tipo (2,2,0,0) que verifica:
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(R1) (aAb)Ac=aA (bAc),
(R2) (aVb)Ve=aV(bVe),
(R3) anb=DbAa,

(R4) avb=0bVa,

(R5) aNa=a,

(R6) aVa=a,

(R7) a A (aVDd)=a,

(R8) aV (aAb)=a,

(R9) a1l =a,
(R10) a V0 = a,

D)z A(yV2)=(xAy)V (z A 2).

En todo lo que sigue designamos con L, a la clase de los reticulos distributivos acotados
(o (0,1)—reticulos distributivos).

Como en el caso de los reticulos distributivos acotados, las dlgebras de Boole se pueden
definir como élgebras (A, V, A, —,0,1) de tipo (2,2,1,0,0) que satisfacen las siguientes

condiciones:

(B1) (A,V,A,0,1) es un reticulo distributivo acotado,
(B2) x A —z =0,

(B3) 2V —z =1.

Las &lgebras de Boole son la contrapartida algebraica de la légica clasica. Mayor

informacion sobre estas dlgebras se encuentra, por ejemplo, en [21] y [43].
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Un dlgebra de Boole monddica es un par (A,3) formado por un algebra de Boole A

y una operacién unaria 3 definida sobre A que verifica las siguientes identidades:

(BM1) 30 = 0,
(BM2) z =z A Jz,

(BM3) 3(z A Jy) = 3z A Ty. (ver [33])

P. Halmos (ver [20, 22]), mostrd que esta nocién es el instrumento algebraico adecuado
para el estudio del calculo de predicados monadicos de la logica clasica.

Un algebra (A, V,A,~,0,1) de tipo (2,2,1,0,0) se dice un dlgebra de De Morgan (o
M—algebra) si el reducto (A, V, A,0,1) es un reticulo distributivo acotado y se satisfacen

las identidades:

(DM1) ~~ 2z =z,

(DM2) ~ (zAy)=~aV ~y.

Las M-4lgebras estan relacionadas con la légica, en particular con la logica 4—valuada
desarrollada por Belnap en [4]. La informacién sobre las M—dlgebras puede ser ampliada
en [2, 3, 26].

Un élgebra de De Morgan (A, V, A, ~,0, 1) es un dlgebra de Kleene si paratodo z,y € A
se verifica la propiedad
(KL) zA ~x <yV ~uy.

La dlgebras de Lukasiewicz trivalentes fueron introducidas y desarrolladas por Gr.
Moisil [24]. A. Monteiro (ver [27, 28]) indicé una axiomadtica equivalente a la dada por
Moisil y la que daremos a continuacién es debida a L. Monteiro (ver [32]).

Un algebra (A, V, A, ~,V,0,1) de tipo (2,2, 1,1,0,0) se dice un élgebra de Lukasiewicz
trivalente (o L—-dlgebra) si el reducto (A, V,A,~,0,1) es un algebra de De Morgan y se

satisfacen las identidades:



(L1) ~zVvVVz=1,
(L2) ~zAVz=~zAz,
(L3) V(z Ay) =Vz AVy.

Las élgebras de Heyting fueron introducidas por G. Birkhoff, de la siguiente manera:
Un reticulo distributivo acotado L es un algebra de Heyting si para todo par a,b de
elementos de L, existe el pseudocomplemento relativo de a respecto a b que sera denotado

con a — by que satisface las siguientes condiciones:
(i) ana—b<b,
(ii) para cada c € A, si a A ¢ < b, entonces ¢ < a — b.

Por lo tanto el pseudocomplemento relativo posee la propiedad de ser el iltimo ele-
mento del conjunto {x € L :a Az < b}.

En 1955, A. Monteiro [25] demostré que estas algebras pueden ser definidas equiva-
lentemente como dlgebras (A, V, A, —,0) de tipo (2,2,2,0) que satisfacen las siguientes

identidades:

(H1) A0 =0,

(H2) 2 — 2=y —y,

(H3) (z —y) Ny =y,

(H4) z A (z —y) =z Ay,

(H5) = = (yAz) = (z = y) A(x — 2),
(H6) (xVy) = z=(x—2)A(y — 2).

Si L= es un &lgebra de Heyting, entonces L se denomina un dlgebra de Brouwer y con

Br representamos a la clase de estas algebras.



1.2.3. Homomorfismos y subalgebras

Homomorfismos

Sean A y B dos élgebras del mismo tipo F. Una funciéon h : A — B se dice un
isomorfismo de A en B, si h es inyectiva, sobre, y si para cada simbolo de funcién n—ario

f € F y para toda n—upla (ay, as, ..., a,) tenemos
(H) h(fA(ala az, . .. >an)) = fB(h(al)> h(a2)7 SR h(an))

Cuando existe un isomorfismo entre A y B, decimos que A es isomorfa a B y escribimos
A ~ B. Si h verifica solo la condicién (H), h es un homomorfismo de A en B. En el caso
que h es inyectiva, h se dice una inmersién. Si se verifica que h es sobreyectiva, decimos
que h es un epimorfismo y que B es una imagen homomorfica de A.

Si K es una clase de algebras tal que A,B € Xy h: A — B es un homomorfismo

(isomorfismo) de A en B, decimos que h es un K—homomorfismo (o K—isomorfismo).

Subalgebras

Sean A y B dos dlgebras del mismo tipo F. Entonces B es una subélgebra de A y lo
notaremos B <1 A (o simplemente B <1 A) si B C A y toda operacién fundamental de B
es la restriccién de la correspondiente operacién de A.

Dada un élgebra A, para cada X C A definimos
[X]=({B:X C By B es una subdlgebra de A}.

Entonces [X] es una subdlgebra de A, llamada la subalgebra generada por X.

Si X C A, decimos que X genera a A o que A estd generada por X si [X] = A. El
algebra A es finitamente generada si tiene un conjunto finito de generadores.

Cuando cada subdlgebra de un algebra, estd finitamente generada, se dice que el
algebra es localmente finita. Una clase K es localmente finita si todo miembro de XK

es localmente finito.
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1.2.4. Productos directos y subdirectos

Productos directos

Sea {A; }ic; una familia de dlgebras de tipo F. Entonces el producto directo A = [ A;

i€l
es un dlgebra de tipo F cuyo universo es [[ A; y si f € F es un simbolo de operacién
icl
n—ario, se define fA(a1,as,...,a,)(i) = fAi(ai(i),as(i),...,a,(i)) donde (ar,as,...,ay)

€ [] A;, es decir f* se define coordenada a coordenada.
icl
La aplicacién P : H[Ai — Aj definida por P;(a) = a; para cada j € I se denomina
ic
la proyeccion sobre la j—ésima coordenada y determina un epimorfismo.

Una clase 'V de dlgebras del mismo tipo es una variedad, si es una clase cerrada por

imagenes homomorficas, subédlgebras y productos directos.

Productos subdirectos

Un algebra A es producto subdirecto de una familia {A4; },c; de dlgebras, si se verifican

las siguientes condiciones:

(PS1) existe una inmersién h: A — [] A;,
icl

(PS2) si P : [[ Ai — A; es la proyeccién sobre la j—ésima coordenada, entonces la
el
composicion Pjo h: A — A; es sobreyectiva.

Un algebra A se denomina subdirectamente irreducible, si tiene més de un elemento
y si A es producto subdirecto de la familia {A;};c; de dlgebras, entonces existe j € I tal

que Pjoh: A — A; es un isomorfismo, donde h es cualquier funcién que verifica (PS1)

y (PS2).
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1.2.5. Algebras libres

Sea I una clase de algebras. Un dlgebra Lo = (L, F') es relativamente libre en I

si existe G C L tal que:
(L1) [G] =L,

(L2) siAe Xy f:G— Aesuna funcién arbitraria, entonces existe un homomorfismo

h: L — A que prolonga a f.

En este caso decimos que LLg tiene a G como conjunto de generadores libres y
notamos L = Lgc(G).

Por un resultado de Birkhoff se puede asegurar que si estamos en una clase V que es
una variedad, entonces el algebra relativamente libre Ly verifica que Ly € 'V.

Una variedad V es localmente finita si, y solo si, G finito implica que

Ly(G) es un conjunto finito (ver [8]).

1.2.6. Congruencias y algebras cociente

Sea A un algebra de tipo F y sea # C A x A una relacién de equivalencia. En-
tonces decimos que 6 es una congruencia sobre A si satisface la siguiente propiedad de

compatibilidad:

(PC) para cada simbolo de funcién n—ario f € F y elementos ay,aq,...,a,, by, b,

ooy bp €A st (a;,b;) € 0, para todo 1 <i <n, entonces:

(fA(ar,az, .. ap), fA(bi,ba, ... by)) € 6.

Por lo tanto, para cada simbolo de funcion n—ario f € F, tenemos definido en el
conjunto cociente A/, una operacién n—aria f*/6 que a cada n—upla de clases de equi-

valencia (|ailg, |az|e, - - ., lanls) € A/0 le asigna el elemento |fA(ay, as, . .., a,)ls-

El conjunto de todas las congruencias sobre un édlgebra A lo denotamos por Con(.A)
0 a veces para simplificar escribimos Con(A). Si K es una clase de dlgebras y A € K, in-

dicamos con C'ongc(A) al conjunto de las congruencias sobre A o también I—congruencias,
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para poner de este modo en evidencia la clase de dlgebras que estamos considerando.
Ademas, en general, si a € A y 6 es una congruencia sobre A, con |aly 0 ag, notaremos la
clase de equivalencia de a.

Si 6 € Con(A), entonces el dlgebra cociente de A por 6 que representamos A/6, es el

algebra cuyo universo es A/6 y cuyas operaciones estan definidas por

fA/G(’alyaa ‘a2‘97 R ’anye) = ’fA<a17a27 <. 7an)’97

donde aq,as,...,a, € Ay f es un simbolo de funcién n—aria en F. Las algebras cocien-
tes de A son del mismo tipo que A. De esta definicién resulta que la aplicaciéon candnica
q: A— A/ es un epimorfismo.

Un resultado importante es el siguiente:

Si A es un dlgebra, entonces Con(A) ordenado por la relacion de inclusion es un reticulo
acotado y completo, cuyo primer elemento es la relacion ida, identidad sobre A, y su

wltimo elemento es A x A.

El reticulo de las congruencias de un reticulo es siempre distributivo, aunque el reti-
culo general no lo sea. Sin embargo Con(A) puede no ser distributivo en general, basta
tomar por ejemplo el reticulo de congruencias del grupo abeliano de los enteros.

Un operador de clausura C' sobre un conjunto A, es un operador de clausura sobre
P(A). Tal operador se dice algebraico, si para todo X C A se verifica que
C(X)=U{C(Y) : Y C X,Y finito}.

Una caracterizacién del reticulo de las congruencias de un algebra A es el siguiente:

Dada un dlgebra A, existe un operador de clausura algebraico © sobre A x A, tal que
los subconjuntos cerrados de A x A son las congruencias de A. Entonces Con(A) es un

reticulo algebraico.

El reticulo de las congruencias caracteriza a las algebras subdirectamente irreducibles.

En efecto,

Un dlgebra A es subdirectamente irreducible si, y solo si, Con(A) \ {ida} tiene primer

elemento.
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Es decir, A es subdirectamente irreducible si, y solo, si existe ; € Con(A), 01 # ida

tal que 0; C 6 para toda 6 € Con(A).

Un teorema fundamental debido a G. Birkhoff es el siguiente:

Toda dlgebra con mds de un elemento, es isomorfa a un producto subdirecto de una familia

de dlgebras subdirectamente irreducibles.

Por otra parte, recordemos que una clase particular de algebras subdirectamente irre-
ducibles son las simples, donde un algebra A con mas de un elemento es simple si, y solo
si, las tinicas congruencias de A son las triviales, es decir id4 y A x A. Ademas un algebra
A con mas de un elemento se dice semisimple, si es producto subdirecto de una familia
de algebras simples.

Una variedad V es semisimple, si todo miembro de V es semisimple. Del teorema de
Birkhoff mencionado arriba, se obtiene que una variedad V es semisimple si, y solo si,

todo miembro subdirectamente irreducible de 'V es simple.

Propiedad de extension de congruencias

Un algebra A tiene la propiedad de extensién de congruencias (PEC), si para toda
subdlgebra B de Ay toda 0 € Con(B), existe ® € Con(A) tal que § = ® N (B x B).
Una clase X tiene la PEC si toda algebra de X la tiene.

Congruencias finitamente generadas

Sea A un dlgebra y a1, as,...,a, € A, con ©(ay,as, ...,a,) denotamos la congruencia
generada por {(a;,a;) : 1 < 1,7 < n}, es decir, la menor congruencia tal que ay, as, ..., a,
estdn en la misma clase de equivalencia. Llamamos congruencia principal a ©(a, as) y
notamos con Conp(A) al conjunto de las congruencias principales de \A.

Algunos resultados ttiles sobre las congruencias, que se obtienen fundamentalmente
como consecuencia que © es un operador de clausura algebraico, son los siguientes:

Sea A un dlgebra, sean ay,by,ag,ba, ... an,b, € Ay € Con(A), entonces
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(CFG1) O(aq,az) = O(az,a1),

(CFG2) ©((ay,b1), (az,b2),...,(an,by)) = O(a1,b1) VO (az, b)) V...V O(ay,b,), donde V

es, en este caso, la operacién de supremo entre congruencias.
(CFG3) ©O(ay,as,...,a,) =0(as,az)V O(az,a3) V...V O (a,_1,a,),

(CFG4) 0 =J{O(a,b): (a,b) € 6} = \/{O(a,b) : (a,b) € 0}.

Como Con(.A) es un reticulo algebraico, los elementos compactos son las congruencias
de A finitamente generadas. Notaremos con Cong(A) al conjunto de las congruencias

compactas de A.

Congruencias principales definibles ecuacionalmente

Una variedad 'V, tiene la propiedad de congruencias principales definibles ecuacional-
mente (PCPDE), si existe un ntimero finito de pares (p1,41),-- ., (Pn,¢,) de polinomios
en cuatro variables tal que para toda dlgebra A € 'V y cualesquiera sean a,b,c,d € A,

(¢,d) € 8(a,b) si, y solo si, p;(a,b,c,d) = qla,b,c,d) para cada i € {1,2,...,n}.

Algebras a congruencias distributivas

Un élgebra A, es a congruencias distributivas, si el reticulo Con(A) es distributivo.
Una clase K de algebras, es a congruencias distributivas si, y solo si, toda algebra de I

es a congruencias distributivas.

Algebras a congruencias conmutativas

Un par de congruencias #; y 65 son permutables o también que 6, y 6, permutan, si
01060, = 6500, Un algebra A es a congruencias conmutativas si todo par de congruencias
de A permuta. Una clase I de dlgebras, es a congruencias conmutativas si, y solo si, toda

algebra de K es a congruencias conmutativas.
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Las congruencias conmutativas de un algebra A pueden ser caracterizadas de la si-

guiente manera:

Si 01,05 € Con(A), entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

(CCl) ‘91 o) 92 = 02 O 01,
(CCQ) ‘91 V 92 = 01 o) 82,

(CC?)) 91 e} 92 g 92 O 61.

Condiciones de Mal’cev

Uno de los resultados mas fructiferos de las investigaciones iniciadas por A. I. Mal’cev
(ver [23]) en 1950 es el que exhibe la conexién entre la conmutatividad de las congruen-
cias para todas las algebras de una variedad V y la existencia de un término ternario
p = p(x,y, z) tal que 'V satisface ciertas identidades que estén relacionadas con p.

A.L. Mal’cev (]23]) demostré los siguientes resultados:

(CC) Si V es wuna wariedad de dlgebras, entonces las siguientes condiciones

son equivalentes:

(i) 'V es a congruencias conmutativas,

(ii) existe un término ternario p(x,y, z) tal que para toda dlgebra A € V se verifica

la siguiente condicion:
(P) plz,z,y) =y v p(2,y,y) = .
p se denomina término de Mal'cev para V.

(CD) SiV es una variedad de dlgebras, para la cudl existe un término ternario M(x,y, 2)

tal que para toda dlgebra A € 'V se verifica la siguiente condicion:
(M) M(z,z,y) = M(z,y,z) = M(y,x,z) =z,

entonces 'V es a congruencias distributivas.

M se llama término mayoritario para V.
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Algebras a congruencias regulares

Un élgebra A, es a congruencias regulares si para toda 6y, 8, € Con(A), |alg, = |alg,
para algtin a € A, entonces #; = 5. Una clase K de algebras, es a congruencias regulares

si, y solo si, toda algebra de K es a congruencias regulares.

Variedades aritméticas

Una variedad 'V es aritmética, si es a congruencias distributivas y conmutativas.

AF. Pixley ([37]) caracterizo a las variedades aritméticas del siguiente modo:

S1'V es una variedad de dlgebras, entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) 'V es aritmética,

(ii) 'V satisface alguna de las siguientes condiciones equivalentes:

(a) existen términos p y M como los indicados en (P) y (M),

(b) existe un término m(x,y, z) tal que m(z,y,x) = m(z,y,y) = m(y,y,x) = .

Congruencias factores

Dada un algebra A, 6 € Con(A) es una congruencia factor, si existe §* € Con(A)
tal que:
(CF1) 6N O* = ida,

(CF2) 0V 6" = A x A,
(CF3) 0ob* =6*00.

El par 6, 0* se denomina par de congruencias factores y se verifica A ~ A/0 x A/0*,

5).

donde el isomorfismo estd dado por a(a) = (|ale, |a
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Algebras directamente indescomponibles

Un algebra A es directamente indescomponible, si A no es isomorfa al producto directo

de dos algebras no triviales.

Las congruencias factores de un algebra A, permiten caracterizar a las algebras direc-

tamente indescomponibles. En efecto,

(DI1) Un dalgebra A es directamente indescomponible si, y solo si, las inicas congruencias

factores de A son idy y A x A.
Ademas se verifican

(DI2) Un dlgebra subdirectamente irreducible es directamente indescomponible.

(DI3) Si 'V es una variedad a congruencias distributivas tal que todo miembro directamente

indescomponible de V es subdirectamente irreducible, entonces V es semisimple.

Congruencias uniformes

Una congruencia 6 sobre A es uniforme, si para todo z,y € A se verifica ||z|g| = ||y]s]-

Es decir, las clases tienen el mismo ntmero de elementos.

Un algebra A es a congruencias uniformes, si toda congruencia sobre A es uniforme.

Congruencias filtrales

Un algebra A tiene congruencias filtrales si, y solo si, para cada representacién subdi-

recta f : A — [] A;, por dlgebras subdirectamente irreducibles A; para todo i € I, cada
i€l

congruencia 6 sobre A es de la forma (x,y) € 6 si, y solo si, {i: f(z)(i) = f(y)(i)} € F,

para algun filtro F' sobre I. Una variedad 'V es filtral si cada dlgebra de 'V es filtral. (ver
[45] v [5])-
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Variedades discriminadoras

Una funcién discriminadora ternaria sobre un conjunto A, es una funcién ¢ : A3 — A,

definida por:
c sia=b

a sia#b

t(a,b,c) =

Una variedad 'V es discriminadora, si tiene un polinomio p que coincide con la funcion

discriminadora en cada miembro subdirectamente irreducible de la variedad.

Tal polinomio, se denomina el polinomio discriminador ternario para V' y se relaciona
con las congruencias principales de la siguiente forma: Para toda A € V subdirecta-

mente irreducible y a,b € A, la congruencia principal ©O(a,b) estd definida como sigue:

O(a,b) = {(x,y) : pala,b,z) = pa(a,b,y)}.

1.3. Espacios de Priestley y relaciones de Priestley

1.3.1. Categorias y funtores

Categorias

Una categoria A es una clase ObjA, cuyos miembros son llamados objetos de A junto

con

(i) Una clase de conjuntos disjuntos (A, B)4 donde A, B € ObjA y cuyos elementos son

llamados morfismos de A. Si el morfismo f € (A, B) 4, lo indicamos f: A — B.

(i) Una funcién que asigna a cada terna (A4, B,C) € (ObjA)? una funcién de
(B,C)a x (A,B)a — (A,C)a tal quesi f € (A,B)ay g € (B,C)a, entonces el
valor de la funcién mencionada anteriormente en el punto (g, f) , es denotado como
go f y lollamamos la composicion de f y g.
Ademés, si A, B, C, D € ObjA, f € (A,B)a, g€ (B,C)ay h € (C, D)4 entonces
ho(gof)=(hog)of.
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(iii) Para cada A € ObjA, existe un morfismo 14 € (A, A) 4, llamado el morfismo iden-

tidad de A, el cual satisface para cada f € (B,A)ay g € (A, C)4 las condiciones:

lyof=fygolsa=g.

Una categoria B es una subcategoria de una categoria A si:
(i) ObjB C ObjA.
(ii) (A, B)p C (A, B)4 para todo A, B € ObjB.
(iii) Los morfismos identidad en B son los mismos que en A.
(iv) La composicién de morfismos en B es la misma que en A.
B es una subcategoria plena de A si (A, B)g = (A, B) 4 para todo A, B € ObjB.

Sea A una categoria, llamamos categoria dual de A y la denotamos A* a la categoria

que verifica:
(i) ObjA = ObjA"
(ii) Para todo A, B € ObjA*, (A,B)a = (B, A) 4.
(iii) Si f € (A,B)ary g € (B,C)a+, entonces la composicién g o f en A* estd definida

como la composicién de fo g en A.

Un isomorfismo, es un morfismo f € (A, B)4 tal que existe f~' € (B, A)4 y verifica

que: foft=1py flof=1a

Funtores

Sean A y B dos categorias.

Un funtor contravariante (o simplemente funtor) F': A — B, es una correspondencia
que asigna a cada A € ObjA un objeto F(A) € ObjB, y a cada morfismo f € (A4, B)4 un
morfismo F(f) € (F(B), F(A))p tal que:
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(a) F'(14) = 1pa), para todo A € ObjA.

(b) Si fog estd definida en A, entonces F(fog) = F(f)o F(g).

Sean A, B dos categorias, FF': A— By G : A — B dos funtores. Una equivalencia
natural entre los funtores F'y G, es una familia de isomorfismos {n4 : A € ObjA} con la
siguiente propiedad:

Para cada A € ObjA y cada h € (A, B)4 existen morfismos ny € (F(A),G(A))p ¥y
np € (F(B),G(B))p que verifican G(h) ongy = ng o F(h).

F(A) A . G(A)
F(h) G(h)
F(B) . G(B)

Decimos que dos funtores F': A — B y G : A — B son naturalmente equivalentes
si existe una equivalencia natural entre ellos.

Dos categorias A y B se dicen naturalmente equivalentes si existen dos funtores
F:A— ByG:B — Atalessque FoG: B — ByGoF : A — A son
naturalmente equivalentes a Idg : B — By Ids : A — A respectivamente, donde Id

y Idp son los funtores identidad.

1.3.2. Espacios de Priestley

Si bien la teoria de los espacios de Priestley y su relacién con los reticulos distributi-
vos con primer y ultimo elemento es muy conocida, enunciamos a continuacién algunos
resultados. Para més detalles sobre este tema remitirse a [38] y [39].

Un espacio topolégico totalmente disconexo en el orden, es una terna (X, 7, <) tal que
(X, <) un conjunto ordenado, (X, 7) un espacio topolégico, y dados z,y € X tales que
x £ y, existe un conjunto U C X abierto , cerrado y creciente tal que x € U ey € U.

Un espacio de Priestley, es un espacio topolégico compacto y totalmente disconexo en
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el orden.

Si (X, 7, <) es un espacio de Priestley, entonces :

(i) X es un espacio de Hausdorff (por ser totalmente disconexo en el orden).

(ii) Si X es finito, entonces la topologia de X es la discreta. Luego en este caso la nocién
de espacio topoldgico compacto, totalmente disconexo en el orden, se reduce a la de

conjunto finito parcialmente ordenado.

Sea I un conjunto cualquiera. Si consideramos la cadena de dos elementos 2 = {0, 1}
con la topologia discreta, ésta resulta ser un espacio de Priestley. Entonces por el teorema
de Tychonoff, 2/ = {f : I — 2} es un espacio de Priestley con la topologfa producto y
el orden natural de funciones (f < g sii f(z) < g(x) para todo z € I).

Sea L un reticulo distibutivo acotado. No es dificil probar que el conjunto Hom(L, 2),
de los homomorfismos acotados de L en 2, es un subconjunto cerrado de 2%, y por lo
tanto un espacio de Priestley. De este resultado, se deduce que Z,(L), el conjunto de los
ideales primos de L, ordenado por la relaciéon inclusion y dotado con la topologia 7, que

tiene como subbasicos a los conjuntos
(A1) op(a) ={I€Z,L):a¢ 1} eT,(L)\ or(a), para cada a € L,

es un espacio de Priestley, llamado el espacio de Priestley de L o dual de L. Ademas la
funcién o, : L — D(Z,(L)) es un isomorfismo de reticulos acotados.

Si X es un espacio de Priestley y con D(X) notamos al reticulo distributivo acotado de
los subconjuntos abiertos, cerrados y decrecientes de X, la funcién ex : X — Z,(D(X))

definida por
(A2) ex(x) ={V e D(X):z gV},

es un homeomorfismo y un isomorfismo de orden.

Esto nos dice que todo reticulo distributivo acotado puede considerarse como el reticulo
de los abiertos, cerrados y decrecientes de un espacio de Priestley y que todo espacio de
Priestley se lo puede considerar como el conjunto de los ideales primos de un reticulo

acotado.
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Por otra parte si L y L’ son reticulos distributivos acotados y h : L — L’ es un
homomorfismo de reticulos acotados, entonces la aplicacién ®(h) : Z,(L') — Z,(L),
definida por ®(h)(I') = h='(I'), para cada I' € Z,(L'), es una funcién continua y creciente.

También se verifica que:

(i) h es sobre si, y solo si, ®(h) es monomorfismo de orden.
(ii) ®(h) es sobre si, y solo si, h es inyectiva.

Ademds si h : X — X' una funcién (biyectiva) continua y creciente, entonces
U(h) : D(X') — D(X) definida por ¥(h)(V) = h=Y(V), para cada V € D(X’), es
un homomorfismo (isomorfismo) de reticulos acotados.

Si denotamos con P la categoria cuyos objetos son los espacios de Priestley o
P—espacios y cuyos morfismos son las funciones continuas y crecientes o P—funciones, y
con L la categoria cuyos objetos son los reticulos distributivos acotados y cuyos morfis-
mos son los homomorfismos acotados de reticulos, entonces en el lenguaje de la teoria de
categorias, los isomorfismos anteriores oy, v £x, definen una equivalencia dual entre £ y
P. ala cual es usual llamar la dualidad de Priestley.

Los siguientes resultados son usados frecuentemente en este trabajo, la demostracién

de (i) puede ser consultada en [41].

(i) Sea X un espacio de Priestley y S un subconjunto cerrado de X. Para cada x € 5,
existe z > z (2 < z) tal que z € max S (z € minS). En particular, maz S # ()
(min S # 0) si S # 0.

(ii) Sea X un espacio de Priestley y x € X. Los conjuntos U, = {y € X : y £ x} y
V., ={y € X : y 2 z} son abiertos.

1.3.3. Relaciones de Priestley

Si X e Y son dos conjuntos y R € X X Y una relacién, entonces R(S) denota la
imagen de S por Ry si S = {z} escribimos R(z) en lugar de R({z}). Llamamos dominio
de R, al conjunto domR = {a € X : existe b € Y tal que (a,b) € R}.
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Si V. C Y, RYV) denota la imagen inversa de V por R, es decir,
RYV)={zr € X :Rx)NV # 0}. Ademds si R C X x X y V C X, entonces se

verifican:
(i) R reflexiva implica que V C R™Y(V).
(ii) R transitiva implica que
(a) siy € R(zx), entonces R(y) C R(z),
(b) siy € R7(x), entonces R~1(y) C R7(x),
(c) RTHRTH(V)) € RTY(V).

Sea (X, <) un conjunto ordenado y R una relacién binaria definida sobre X. Decimos

que R es de cuasiequivalencia (dual) si verifica las siguientes condiciones:
(a) R es un preorden.
(b) Si (z,y) € R, entonces existe z € X tal que y < z (2 <), (z,2) € Ry (z,z) € R.

Las definiciones y resultados siguientes estan contenidos en [11].
Si X e Y son dos espacios de Priestley, R C X X Y se dice una relaciéon de Priestley

(dual) si verifica las siguientes condiciones:
(a) R(z) es un subconjunto cerrado y decreciente (creciente) de X, para todo = € X.

(b) Si V € D(Y), entonces R~ (V) € D(X), siendo D(X) y D(Y) la familia de los

abiertos, cerrados y crecientes (decrecientes) de X e Y respectivamente.

En particular si X =Y, R se dice una relacién de Priestley sobre X.

Si R C X x Y es una relacién de Priestley, entonces R* : D(Y) — D(X) definida
por R*(S) = R71(S), para cada S C Y, es un homomorfismo superior.

Si L vy M son reticulos distributivos acotados y j : L — M un homomorfismo
superior, entonces se verifican j* = {(P,Q) € X(M) x X(L) : Q C j~'(P)} es una
relacién de Priestley, domj* = o (j(1)) y para todo a € L, j7**(or(a)) = or(j(a)).
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También se verifica que j es un operador de clausura aditivo sobre un reticulo distri-
butivo acotado L, si, y solo si, j* es un preorden sobre X (L).

Si R una relacion de Priestley sobre X, entonces se cumplen las siguientes propiedades:
(i) Siz,y € X, x <y, entonces R(z) C R(y).

(ii) Siz,y € X, y ¢ R(x), entonces existe V € D(X) (abierto, cerrado y creciente) tal
quey € VyVNR(z)=0,es decir, z ¢ R~(V).

Si R es una relaciéon de Priestley (dual), definida sobre un espacio de Priestley X,

entonces las siguientes condiciones son equivalentes:
(a) R es de cuasiequivalencia (dual),
(b) R es un preorden, y para todo z € X, marR(z) C R™'(x) (minR(z) C R™'(z)),

(c) R* es un cuantificador sobre D(X).

1.4. Ms—reticulos

La consideracion de la clase de los M3z—reticulos, estrechamente relacionada con la clase
de las algebras de Lukasiewicz trivalentes, estuvo motivada por su posible aplicacion al
estudio del comportamiento de ciertos circuitos eléctricos de conmutacion trivalentes y fue
definida por A. V. Figallo en Los Ms— Reticulados [14], Rev. Colombiana de Matematica,
XXI, 1987 como sigue:

Un Mj—reticulo es un algebra (L, A, V,~, A) de tipo (2,2,1,1) que satisface las si-

guientes identidades:

(ml) = A (@ Vy) ==,

(m2) zA(yVez)=(zAz2)V(yAa)
(m3) =~~~
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(m4) z = AxV ~ Vz,

(mb) Az = AxV ~ Az,

(m6) AVz = Vuz,

(m7) A(zA ~x) = A(yA ~y),
(m8) A(zxVy)=~AxV Ay,
(m9) V(z Ay) =V AVy.

donde Vx es una abreviatura de xV ~ x.

Observemos que de (ml) y (m2), teniendo en cuenta un resultado de M. Sholander,
podemos afirmar que (L, A, V) es un reticulo distributivo y al orden asociado a dicho
reticulo lo representamos con <.

A. V. Figallo en este mismo trabajo demostré que los axiomas son independientes y
probé que A(zA ~ x) = 0 es el primer elemento del reticulo (L, A, V), razén por la cual
pueden ser definidas equivalentemente como algebras (L, A, V, ~, A, 0) de tipo (2,2, 1,1,0)
tal que el reducto (L, A, V, 0) es un reticulo distributivo con primer elemento 0 y satisfacen
las siguientes identidades:

(M1) A(zA ~z) =0,

(M2) ~~ 2 =z,

(M3) = AzV ~ Vz, donde Vz es una abreviatura de zV ~ z,
(M4) Az = AzV ~ Az,

(M5) AVz = Vz,

(M6) A(zVy)=AxV Ay,

(M7) V(z Ay) =V AVy.
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La definicién anterior es la que usamos de ahora en adelante y cuando no haya lugar
a dudas, representamos a cualquier Ms—reticulo por su conjunto soporte.

Si (L, A\, V,~, A, 0) es un Mz—reticulo tal que el reducto (L, A, V) es un reticulo dis-
tributivo con tultimo elemento, decimos que es un Msz—reticulo acotado y denotamos con

Ms a la variedad de los Msz—reticulos acotados.
Las siguientes propiedades sobre los Mjz—reticulos fueron demostradas por

A. V. Figallo en [14], algunas de las ellas se derivan directamente de los axiomas:

(M8) Az <z,

(M9) ~ Vz <z,

(M10) ~ Az < Az,

(M11) = < Vuz,

(M12) ~ z < Vz,

(M13) A(zA ~ x) =0 es el primer elemento del reticulo (L, A, V),
(M14) V ~ z = Vz,

(M15) VVz = Vz,

(M16) VAz = Ax,

(M17) si x <y, entonces Az < Ay y Va < Vy,
(M18) A ~ Vz =0,

(M19) A ~ Az =0,

(M20) ANz = Az,

(M21) Ve = Az V A ~ x,

(M22) ~ z = x si, y solo si, x = 0,

27



(M23) AD = V0 =~ 0 = 0.

En este mismo trabajo, A. V. Figallo defini6 la nocién de elemento invariante co-
mo sigue: un elemento a de un Ms—reticulo L, se dice invariante si verifica Na = a 'y
representé con K (L) al conjunto de todos los elementos invariantes de un M;z—reticulo L.

También demostrd que el conjunto K (L) es cerrado por las operaciones A, V, Ay V

pues se verifican las siguientes propiedades:
(i) x € K(L) si, y solo si, z = Vz,
(i) si z,y € K(L), entonces z Ay,zVy € K(L),
(iii) si z € K(L), entonces Az, Va € K(L),
(iv) 0 € K(L).

Estas le permitieron demostrar las siguientes:

(M24) V(z Vy) =Vz V Vy,

(M25) Az ANy) = Az A Ay,

(M26) (Principio de determinacién) si Az = Ay y Vo = Vy, entonces = = y,
(M27) si Ax < Ay y Va < Vy, entonces x < y,

(M28) ~ (zVy) <~ aV ~y,

(M29) ~ zA ~y <~ (x Ay).

Luego con el objetivo de encontrar un teorema de representacion para los Ms—reticu-
los, introdujo la nocién de n—ideal (primo) de un Mz—reticulo L, como un ideal (primo)
N de L que verifica si x € N, entonces ~ x € N, o equivalentemente, z € N implica
Vz € N y probé que si I(X) y N(X) representan al ideal y al n—ideal generados por un

subconjunto X de L respectivamente, entonces se verifican:
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(M30) N(X) = I(K(X)),donde K(X)={Vzx:zxe€ X} ={Az:zec X}

(M31) Si M es un n—ideal de L y a € L, entonces N(M U {a}) = {z € L : z <
V(u V a) para algin u € M }.

Demostré también que el conjunto F(L) = {M € P(L) : M es un n—ideal primo},
llamado el espectro primo de L, verifica que (\{M : M € E(L)} = {0}, di6 ademds una

caracterizacion de los n—ideales primos como sigue:

(M32) M es un n—ideal primo de L si, y solo si, existe un ideal primo I tal que
M=INn~1,donde ~ [ ={~uz:z€l},

y probd los siguientes resultados:
(M33) Si L es un Ms—reticulo simple, entonces el inico n ideal primo de L es {0} y por

consiguiente L es isomorfo a (T, A, V,~, A, 0), donde T es la cadena con tres elementos

{0,1/2,1} con 0 < 1/2 < 1y las operaciones ~ y A estén definidas en la siguiente tabla:

x |~z | Ax
0 0 0
121 1 | 0
112 1

(M34) Teorema de representacién: Todo Ms—reticulo L no trivial, es isomorfo a un
Ms—subreticulo de TE(®) | siendo TP el Mz—reticulo de todas las funciones de E(L)
en T, donde las operaciones estan definidas punto por punto y T es la cadena con tres
elementos dada como en (M33).

Una de las consecuencias directas del teorema anterior es que si L es un Mjz—reticulo

finito, entonces K (L) es un algebra de Boole y por consiguiente se verifica el siguiente

(M34") Corolario: Si L es un Mjz—reticulo finito, entonces L y T™ son isomorfos, donde

n = 1 si, y solo si, es simple, y si n > 1, entonces n es el nimero de atomos de K (L). (ver
[15])
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En un trabajo posterior ([16]) A. V. Figallo definié:

(M35) zly = a2 AN A(~ (2 VVY)V ~ (yV ~ z)),
y probé que si (L,A,V,~, A 0) es un Msz—reticulo con ultimo elemento, entonces
(L,N\,V,0,1) es un algebra de Brouwer.

Lo que le permitié caracterizar las congruencias del siguiente modo:

(M36) Si N es un n—ideal de un Mz—reticulo L, entonces R(N) = {(x,y) € L?: (z|y) V
(y|x) € N} es una Mz—congruencia y reciprocamente para cada Mz—congruencia R de

L, existe un n—ideal N tal que R = R(N).

En ese mismo trabajo puso en evidencia también la importancia del reticulo K (L), al
probar que si L es un Mjz—reticulo, entonces K (L) es un algebra de Boole generalizada,
y en el caso que L sea un Mj—reticulo con iltimo elemento, entonces K (L) es un algebra

de Boole. Estos resultados le permitieron demostrar que:

(M37) En los Ms—reticulos las nociones de n—ideal maximal, n—ideal primo, n—ideal
irreducible y n—ideal completamente irreducible coinciden.

(M38) Si L es un Ms—reticulo finito acotado, las siguientes condiciones son equivalentes:
(i) M es un n—ideal primo de L,
(ii) existe b, 4tomo dual de K (L) tal que M = I(b),

(iii) M es un n—ideal maximal de K(L).

Algunas propiedades de la operacién | que pueden ser consultadas en [16], son las
siguientes:

(M39) A(zly) = Az|Ay,

Otro resultado importante de destacar en [16], es que sien (T, A, V, ~, A, 0), el dlgebra

indicada en (M33), se definen las operaciones — y — por las férmulas:
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(i) x—y=A40~(zv~1)Vy,
(ii)) ~z = A ~ (Vav ~ 1),

cuyas tablas correspondientes son:

— |0 1/2 1 x|
o |1 1 1 0 1
1211 1 1 1/2 ] 0
10 1/2 1 1|0

y a partir de ellas se definen las operaciones & y — como siguen:
(iii) Oz = -,
(iv) —z = (—2 — 2) A (x — —x),

se tiene que (T, A,V,—,<,0,1), es un algebra de Lukasiewicz trivalente en el sentido
de [27].

De este resultado, teniendo en cuenta el teorema de representacién dado en (M34),
podemos asegurar que si (L, A, V,~, /A, 0) es un Mz—reticulo con tltimo elemento 1, y <
y — son las indicadas en (iii) y (iv) respectivamente, entonces (L, A,V,—,<,0,1) es un

algebra de Lukasiewicz trivalente centrada, con centro ¢ =~ 1.
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Capitulo 2

Dualidad de Priestley para los

Ms—reticulos y aplicaciones

Este capitulo esta conformado por dos secciones. En la primera extendemos la dualidad
Priestley para los reticulos distributivos acotados, al caso de los M3—reticulos con ulti-
mo elemento. En la segunda seccion a partir de la dualidad obtenida describimos las
M3 —congruencias, en particular las principales, por medio de los abiertos y cerrados del
espacio de Priestley asociado y los Ms—reticulos subdirectamente irreducibles, reencon-
trando los resultados establecidos por Figallo de manera diferente. Entre otros resultados,
probamos que las congruencias principales son booleanas y determinamos los ideales que

las definen.

2.1. Dualidad de Priestley para los M3—reticulos

2.1.1. Propiedades del espectro primo de un Mjs—reticulo

A continuacién, exponemos algunas propiedades del espectro primo de un M3—reticulo
que usamos para obtener la dualidad en el desarrollo del capitulo. En lo que sigue notamos

con NZ,(L) a la familia de los n—ideales primos de un M;—reticulo L.
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Lema 2.1.1.1 Sea L un Ms—reticulo y para cada I € I,(L) sean Iy = IN ~ I e

In = A7Y(I). Entonces se verifican:

(I1) Iv e NZ,(L),

(12) In € Z,(L),

(13) Iy C I C In,

(I4) si I € NI,(L), entonces Iv =1 C In, y ademds In € Z,(L) \ NZ,(L),

(I5) si I € Z,(L) \ NZ,(L), entonces Iy C I.
Dem.

(I1): Resulta inmediato de (M32). Por otro lado teniendo en cuenta los axiomas de

Mjz—reticulo es facil demostrar (12).

(I3): De la definicién de Iy es inmediato que Iy C I. Por otro lado si z € I, entonces por

(M8), Az € I y por lo tanto = € I, de lo que concluimos que I C Ix.

(I4): Si I € NZ,(L), entonces por (M32), I = Iy , y como I es un n—ideal propio,
entonces por (M2), existe a € L\ I tal que ~ a ¢ I, ademds por ser ideal primo,
(1) aA ~ a ¢ I. Por otro lado, teniendo en cuenta (M1) se verifica que
A(aN ~ a) € I, entonces (2) aN ~ a € Ia. Luego de (I3), (1) y (2) se tiene
que I C In y como por (M37), I es un n—ideal maximal, se debe verificar que
In € T,(L) \NZ,(L) pues caso contrario deberia ser 5 = L, lo que contradice que

I es ideal propio.

(I5): Si I € Z,(L) \\NZ,(L), entonces existe x € I tal que ~ x ¢ I y por lo tanto = ¢ Iy,

resultando asi por (I3) que Iy C I.
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Lema 2.1.1.2 Si L un Ms—reticulo, entonces se verifican:

(16)
(I7)

(18)

minZ,(L) = NI,(L),
max T,(L) = I,(L) \ NZ,(L),

I € maxZ,(L) si, y solo si, I = Ia.

Dem.

(16):

(I7):

(I8):

Sea I € minZy(L), y supongamos que I no es n—ideal, entonces por (M32),
M = IN ~ I es un ideal primo de L, tal que M C I, esto contradice que
I € min Z,(L), luego I € NZ,(L).

Reciprocamente, sea N € NZ,(L) y supongamos que N ¢ minZ,(L), entonces
existe I € Z,(L) tal que I C N. Sea M = IN ~ I, luego por (M32), M € NZ,(L) y
como por (M37), M es un n—ideal maximal tal que M C I C N, entonces se debe

verificar que N = L, lo que contradice que N es propio.

Si I € NZ,(L), entonces por (I4) e (12), I ¢ maxZ,(L), de lo que se sigue que
maxZ,(L) C Z,(L) \ NZ,(L).

Reciprocamente, sea I € Z,(L) \ NZ,(L), entonces por (I5), Iy C I. Supongamos
que I & maxZ,(L), luego existe R € Z,(L) tal que (1) I C R. Sea N = N(I),
entonces de (1), existe (2) t € R\ I, tal que (3) t ¢ N. En efecto, sit € N, entonces
por (M30), existe x € I tal que t < Az, de donde teniendo en cuenta (M8), t € I lo
que contradice (2). Luego de (2) y (3) resulta que I C N. Por otro lado, de (M37),
(I1) e (I5), se tiene que Iy es un n—ideal maximal tal que Iy C I C N, de lo que

se sigue que N = L, lo que contradice (3).

Si I € maxZ,(L), entonces por (I12) e (I3), I = Ia.

Reciprocamente sea ahora I € Z,(L) tal que (1) I = In y supongamos que
I ¢ maxZ,(L). Entonces existe R € Z,(L) tal que (2) I C R, en consecuencia

(3) I'v C Ry y existe (4) x € R\ I, de lo cual teniendo en cuenta (1) concluimos que

35



(5) Ax ¢ I. Por otra parte por (M1) y (M25), Az A A ~ z € I, entonces de (5) y
por ser I un ideal primo se verifica que A ~ x € I, de donde resulta que ~ x € I,

y por lo tanto de (1), (2) y (M2) tenemos que (6) © €~ R.

Luego de (4) y (6), x € Ry \ Iy y en consecuencia de (3) se sigue que Iy C Ry, lo

que contradice por (I1) y (M37) que Iy es un n—ideal maximal.

O

Teorema 2.1.1.3 Todo ideal primo I de un Ms—reticulo es miembro de una y solo una

cadena de ideales primos de dos elementos que es precisamente Iy C Ia.

Dem. Si I € Z,(L), entonces por (I4), (I7) e (I8), tenemos que I = Ipn o I = Iy, con
Iy C I, ademés Iy € minZ,(L), e In € maxZ,(L). Si R € Z,(L) es tal que (1) I C R,
entonces por (16), R & NZ,(L), de donde por (I7) e (I8) resulta que (2) R = Ra. Por
otro lado de (1), In € R y por ser In maximal en Z,(L), se deduce que (3) In = Ra.
Luego de (2) y (3) se obtiene en este caso que R = Ia. Si (4) R C I, entonces por (I7),
R ¢ T,(L) \NZ,(L), de lo que se sigue por (I4) que (5) R = Ry y ademés (6) Ry C Iv.
Como por (I1) e (I6), Iy es minimal en Z,(L), entonces de (5) y (6), Iv = R. Por lo tanto

I es miembro de una y solo una cadena de dos elementos que es Iy C Ia. O

Corolario 2.1.1.4 Si L es un Ms—reticulo, entonces el conjunto Z,(L) ordenado por la
relacion inclusion, es la suma cardinal de conjuntos totalmente ordenados, cada uno de

los cuales tiene dos elementos.

Dem. Es consecuencia directa del Teorema 2.1.1.3. O

2.1.2. La categoria de los M3z—espacios y los M3—morfismos

Con el objetivo de explicitar una dualidad topolégica para los Ms—reticulos acotados,
teniendo en cuenta la descripta en el Capitulo 1 para los reticulos distributivos acotados,
en esta seccion introducimos la categoria i3, describimos sus objetos y morfismos y

damos algunas propiedades de los mismos.
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Definicién 2.1.2.1 Un M3z—espacio es una terna (X, 7, <) tal que:

(MP1) (X, 7,<) es un P—espacio,

(MP2) (X, <) es una suma cardinal de cadenas con dos elementos,
y para cada U € D(X) se satisfacen:

(MP3) (MxU] es abierto y cerrado en X,

(MP4) [mxU) \ MxU es abierto y cerrado en X,
donde MxU =max X NU ymxU =minX NU.

Para simplificar si (X, 7, <) es un Mjz—espacio, decimos que X es un Mz—espacio.

Observaciéon 2.1.2.2 Si (X, 7,<) es un Ms—espacio, entonces de (MP1) y (MP2) se

tiene que:
(i) min X Umazr X = X,
(il) min X Nmazx X =0,

(iii) las componentes conexas, en el sentido del orden, tienen dos elementos.

Definicién 2.1.2.3 Sean (X, 7,<) y (X',7',<') Ms—espacios. Una Msz—funcion de
(X, 7, <) en (X', 7",<") es una P—funcion h : X — X' tal que para todo V € D(X') se

verifican:
(i) (Mxh=H (V)] = h=H((Mx/V]),

(i) [mxh Y(V))\ Mxh Y (V) = h7 Y ([mx V) \ Mx. V).

Notamos con M3 a la categoria de los Ms—espacios y las Ms—funciones y con Mgy

la categoria de los Ms—reticulos acotados y los Mz—homomorfismos.
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2.1.3. Propiedades de los Ms—espacios y los M3—morfismos

Lema 2.1.3.1 Sea (X, 7,<) un objeto en M3. Si para cada U C X, definimos:
(D) A*U = (MxUJ,
(N) =U = [mxU) \ MyU,
(B) V*U = UU-U,

entonces para todo U,V € D(X) se verifican:

(MP5) A*U,=U,V*U € D(X),

(MP6) A*U C U,

(MP7) U C V*U,

(MP8) =U =mxUU{zx e X\U: existeteU y t<uz},
(MP9) mx—-U =mxU,

(MP10) mxU = U N =U,

(MP11) MxU ={y € X \ -U : existe v € =U y v < y},
(MP12) {z € X \ AU :existet € AU y t <z} =1,
(MP13) {r € X \ V*U :existet e VU yt <z} =0,
(MP14) UU-U =UU{x € X\ U :existet e Uyt <z},
(MP15) =V*U = mxU,

(MP16) MxU C MxV*U,

(MP17) U CV = V*U C V'V,

Dem.
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(MP5): SiU € D(X), entonces por (MP3) y (MP4), A*U, =U, V*U son abiertos y cerra-
dos en X. Solo resta probar que —U es decreciente. Sea v € —-U y v € X
tal que (1) v < u. Entonces por (MP2), u ¢ min X, de lo que se sigue que u € mxU y
por (N), existe (2) t € mxU \ MxU tal que (3) t < u. De (1), (3) y (MP2) resulta que

t = v, de lo cual obtenemos teniendo en cuenta (2) y (N) que v € =U.

(MP6): Si z € A*U, entonces por (D) existe u € MxU tal que z < u. Como U es

decreciente se tiene que x € U.
(MP7) y (MP8): Son consecuencias inmediatas de (B) y (N) respectivamente.

(MP9): Por (MP8), mxU C =U y, como mxU C min X, entonces es inmediato que

mxU C mx—U. Por otra parte de (MP8) y (MP2) se sigue que mx—U C mxU.
(MP10): Es consecuencia de (MPS8).

(MP11): Sea m € MxU, entonces por (MP8) y (MP2), m € U\ =U y existe z € min X
tal que z < m. Como U es decreciente, entonces z € mxU, de lo que se sigue por (MP8)
que z € =U. De lo anterior concluimos que m € {y € X \ U : existe v € =U y v < y}.

Veamos que la otra inclusién también es vélida. Sea y € {y € X \ =U : existe
veUyuv <y} Luego (1) y € X \ =U y existe (2) v € =U que verifica (3) v < y. En-
tonces de (2), (3) y (MP2), v € mx—U, de lo que sigue por (MP9) que (4) v € mxU C U.
Luego de (3), (4) y (MP8), si y ¢ X \ U, tendriamos que y € —=U, lo que contradice (1),
por lo tanto y € MxU.

(MP12): Supongamos que existen (1) z € X \ A*U y (2) t € A*U tal que (3) t < z.
Por (3) y (MP2), t ¢ maxz X; por lo tanto t ¢ MxU, de lo que se sigue por (2) que existe
z € Mx(U) tal que (4) t < z. Entonces por (3), (4) y (MP2), z = 2 de lo que resulta

x € A*U, lo que contradice (1).

(MP13): Supongamos que existen (1) x € X \ V*U y (2) t € V*U tales que (3) t < z.
De (2), si t € U, entonces de (3) y (MP8), como = ¢ U tenemos que = € —U; por lo
tanto z € V*U, lo que contradice (1). Si ¢t € =U, como por (1), x ¢ =U, entonces de (3)
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y (MP11), x € MxU, de lo que concluimos que z € U y por lo tanto x € V*U, lo que

contradice (1).

(MP14): Es inmediato de (MP8); (MP15) es consecuencia de (MP8), (MP9) y (MP13);
ademds, (MP16) y (MP17) son consecuencias inmediatas de (B). O

Lema 2.1.3.2 Sean X y X', Mz—espacios y h : X — X' una funcion. Entonces las

sigutentes condiciones son equivalentes:
(i) h es un isomorfismo en Mg,

(ii) h es un homeomorfismo y un isomorfismo de orden que satisface las siguientes con-

diciones:

(a) A*hY(V) = h=H(A*V), para todo V € D(X),
(b) =AY (V) = h=1(=V), para todo V € D(X’).
Dem.
(i) = (ii):
Sea h : X — X’ un isomorfismo en M3, entonces h es un morfismo en la categoria
M3 v existe g : X' — X, morfismo en M3 tal que hog=1xy go h = 1x. Por consi-

guiente h y g son funciones continuas y crecientes que verifican las condiciones adicionales

siguientes:
(al) (Mxh=Y(V)] = h=Y((Mx/V]), para todo V € D(X"),

(a2) [mxh {(V))\ Mxh~1 (V) = h=Y([mx'V) \ Mx/V'), para todo V € D(X"),
(a3) (Mxg~'(U)] = g~ '((MxU]), para todo U € D(X),

(a4) [mxg™H(U))\ Mxg(U) = g~ ([mxU) \ MxU), para todo U € D(X).

Luego h es un isomorfismo en la categoria P, y por lo tanto h es un isomorfismo de
orden y un homeomorfismo. Por otra parte de las condiciones (al), (a2) y el Lema 2.1.3.1,

se satisfacen (a) y (b).
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(ii) = (i):

Como h es un homeomorfismo y un isomorfismo de orden, entonces h es un isomorfismo

en la categoria P, luego existe una P—funcién g : X' — X tal que hog = 1x/ vy

goh = 1lx. Ademas h satisface (a) y (b), en consecuencia se verifican (i) y (ii) de

la Definiciéon 2.1.2.3, por lo que h es un morfismo en la categoria 9t3. Resta probar

que g también satisface esas las condiciones, es decir: (¢) (Mx.g~ (V)] = g ' ((MxV]) y
(d) [mxg ' (V) \ Mx:g7 (V) = g7 ([mxV) \ MxV) para cada V € D(X). Tengamos en
cuenta que si V' € D(X), entonces g~ (V) = (V).

(c)

(Mx:h(V)] = h((MxV]): Sea x € h((MxV]), entonces existe z € (MxV] tal que
h(z) = x. Luego existe v € V tal que v € maxr X NV y z < wv. Como h es creciente
x =h(z) < h(v)y h(v) € h(V), ademés por ser h un isomorfismo de orden se verifica
que h(v) € maz X', por lo tanto h(v) € maz X' N h(V) y z < h(v), lo que implica
que z € (Mx/h(V)]. Reciprocamente si y € (Mx:h(V)], existe t € mazxX* N (V)
tal que y < ¢ty como h un isomorfismo de orden ¢ = h(v) con v € V N mazx X.
Por otro lado como h es sobre, entonces y = h(z) para algun z € X, por lo tanto
h(z) < h(v), de donde tenemos que z < v con v € VNmaz X. Asi z € (MxV] y en

consecuencia y € h((MxV]).

h([mxV)\ MxV) = [mxh(V)) \ Mxh(V): Sea z € h([mxV)\ MxV), entonces
existe t € [mxV)\ MxV tal que x = h(t). Luego existe v € min XNV tal que v < ¢
y (1) t € max X NV. Por ser h isomorfismo de orden se verifica que h(v) < h(t) = x
y h(v) € minX’' N h(V), por lo que z € [mxh(V)). Si x € maz X' N h(V), en-
tonces existe u € V tal que = h(u) y por ser h inyectiva como h(t) = z, tene-
mos que t = u, de donde ¢t € maxX NV lo que contradice (1). Tenemos asi que
x € [mxh(V))\ Mxh(v). Reciprocamente, sea x € [mxh(V)) \ Mxh(V), por
lo tanto existe t € mxh(V) tal que t < z y (1) x € mazx X' N h(V). Luego
t € minX'Nh(V)yt <z de donde existe u € V tal que t = h(u) € min X’
conu €V yt=h(u) <z Como h essobrexz = h(y) y por lo tanto h(u) < h(y), de

donde u < y con u € VNmin X, lo que implica que y € [mxV). Siy € max XNV,
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entonces h(y) € max X’ N h(V), lo que implicaria que = € mazx X’ N (V) que con-
tradice (1). Por lo tanto y € mxV')\ MxV y tenemos asi que x € h([mxV)\ MxV).

O

2.1.4. Ms—reticulo dual de un M3—espacio

Proposicién 2.1.4.1 Si X es un Ms—espacio, entonces (D(X),N,U, A* =, 0, X) es un
M;s—reticulo acotado, donde las operaciones AN* y — son las indicadas en (D) y (N) del

Lema 2.1.3.1 respectivamente.

Dem. Por (MP5) tenemos que las operaciones A* y — estan bien definidas. La de-
mostracién de los axiomas de Mz—reticulo, se obtienen a partir de las propiedades (MP6)

a (MP17) del Lema 2.1.3.1, como siguen:

(M1) A*(UN=U) = 0: Por (MP10), A*(UN-U) = A*(mxU) y como por (D), A*(mxU) =
(Mx(mxU)] y Mx(mxU) = 0, concluimos que A*(U N =U) = 0.

(M2) —==U = U: Por (MP8), (MP9) y (MP11), tenemos que =—=U = mxU U MxU, de lo

que se sigue por (MP2) que =—=U = U.

(M3) A*U U-V*U = U: De (MP6) y (MP15) se sigue que A*U U =V*U C U. Recipro-
camente, sea z € U, entonces por (MP2), z € mxU 6 x € MxU. Si x € mxU, por
(MP15), z € =V*U, y si x € MxU, por (D) tenemos que z € A*U.

(M4) =A*U U A*U = A*U: De las propiedades (MP8) y (MP12) resulta que ~A*U =
mxA*U, y por lo tanto =A*U U A*U = A*U.

(M5) A*V*U = V*U: Por (MP5) y (MP6), A*V*U C V*U.

Para probar la otra inclusion veamos que U C A*V*U. En efecto, si z € MxU,
de (MP16) y (D), = € A*V*U. Si (1) x € mxU, entonces por (MP2), existe
(2) t € mazx X tal que (3) x < t. Si t € U, entonces por (2), t € MxU, y por
lo tanto de (MP16), t € MxV*U, de lo cual por (3) y (D) se tiene que x € A*V*U.
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Sit & U, entonces t ¢ MxU, de donde por (1), (2) y (3) resulta que t € =U, y en
consecuencia por (2) tenemos, (4) t € Mx—U. Como Mx—U C MxV*U, entonces
de (3), (4) y (D), z € A*V*U.

En forma andloga se prueba que —-U C A*V*U, de lo que concluimos que

NVU = V.

A*(UUV) = A*UUA*V: Es inmediato de la definicién de A*; teniendo en cuenta
que Mx(UUV)=MxUUMxV.

V*(UNV)=V*UNV*V: Por (MP17), se verifica que V*(UNV) C V*U N V*V.

Para la reciproca, si x € V*U N V*V, entonces teniendo en cuenta la definicién de

V*, se puede presentar que x e UNV, 6 x e UN=V, 6x e VN-U 6x € -UN=V.

Six € UNV, es inmediato que x € V*(UNV). Si z € UN-V, entonces por (MP8),
HzxeUnmxVéR2xzeUnN{zre X\V: existet eV y t <z} De (1)
se sigue que x € UNV y por lo tanto x € V(U NV). De (2) es inmediato que
B)x e UN(X \V) y existe (4) t € V tal que (5) t < x. Luego de (3), (4) v
(5), teniendo en cuenta que U es decreciente, existe t € UNV tal que t < =y
como x ¢ U NV, entonces por (MP8), x € =(U NV), de lo que concluimos que
eV (UNV).

Si x € V N =U, mediante un razonamiento anélogo se tiene que z € V(U NV).
Finalmente si x € -U N =V, entonces por (MPS), si z € mxU N mxV, entonces
xeUNV yporlotantox € V¥ UNV); ysix € X\UUV y existen u € U,
v €V, tales que u < z y v < z, entonces por (MP2), u = v, de donde resulta que

x € 2(UNV)yporlo tanto z € V*(UNV).

2.1.5. Ms—espacio asociado a un M3—reticulo acotado

Proposicién 2.1.5.1 Si (L, A,V, A, ~,0,1) es un Mz—reticulo acotado, entonces I,(L),

el espacio de Priestley de L, es un Ms—espacio y o, : L — D(Z,(L)) definida como en
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(A1),

es un Mg—isomorfismo.

Dem. Por lo visto en el la Seccién 1.3.2 del Capitulo 1, sabemos que oy, : L — D(Z,(L))

definida como en (A1) es un isomorfismo de reticulos acotados, esto nos permite afirmar

que si U € D(Z,(L)), entonces U = o (a) para algin a € L. Para probar las condiciones

(MP3) y (MP4) de la Definicién 2.1.2.1 que restan probar, teniendo en cuenta el Corolario

2.1.1.4, es suficiente mostrar que A*o(a) = or(Aa) y —op(a) = or(~ a), las que también

nos permitiran afirmar que o, : L — D(Z,(L)), es un Ma—isomorfismo.

(i)

A*op(a) = or(Aa): Por (I7) resulta que (1) Mg,y op(a) = {I € Z,(L) \NZ,(L) :
a ¢ I}, en consecuencia si R € A*oy(a), entonces existe J € {I € Z,(L) \NZ,(L) :
a ¢ I} tal que (2) R C J. Si Aa € R, entonces por (2), Aa € J y por consiguiente
a € Jn. Ademés por (I7) e (I8), tenemos que Jo = J y por lo tanto a € J, lo que

contradice la hipdtesis, de lo que se sigue que A*op(a) C o (Aa).

Reciprocamente, sea R € o1,(Aa), entonces por (M8),a ¢ R. Si R € Z,(L)\NZ,(L),
entonces por (1) es facil ver que que R € A*op(a). Si R € NZ,(L), por (I4),
Rn € T,(L)\ NZ,(L), R C Ra y a € Ra, por lo tanto Rn € Mz, ) op(a) y
asi R € AN*or(a).

—op(a) = op(~ a): De (I6) tenemos que mz, 1) or(a) = {I € NI,(L) : a ¢ I},
y por lo tanto por (MP8) resulta que (3) —or(a) = {I e NZ,(L) :a € I} U{I €
Z,(L)\ or(a) : existe R € op(a) y R C I}. Sil € {I € NI,(L) : a & I} es
inmediato por (M2) que ~ a ¢ I y por lo tanto I € or(~ a). Si I € Z,(L) \ o(a)
y existe R € op(a) tal que R C I, entonces por Teorema 2.1.1.3, R = Iy, en
consecuencia a ¢ Iy es decir, Va ¢ I, y como a € I se verifica ~ a € [ y por lo

tanto I € or(~ a), de lo que se sigue que —o(a) C op(~ a).

Reciprocamente, si (4) I € or(~ a), es tal que I € NZ,(L) tenemos que a ¢ I y por
lo tanto I € —o(a). Si I € NZ,(L), a & Iy, en consecuencia Iy € o (a) y por (I5),
Iy C I. Resta probar, teniendo en cuenta (3), que I € Z,(L) \ or(a). Supongamos
que I € or(a), luego a & I. Por (M1) y (M25), Aa A A ~ a € I, entonces por ser [
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un ideal primo se verifica que Aa € [ 0 A ~ a € I, pero como I & NZ,(L), por (I7)
e (I8), I = In y por lo tanto Aa ¢ I, de donde resulta que A ~a € [ yasi~ac€l
lo que contradice (4). Luego I € Z,(L) \ or(a).

2.1.6. Dualidad entre las categorias M3 y i3

Las Proposiciones 2.1.4.1 y 2.1.5.1, nos permiten decir que hemos establecido una
correspondencia entre los objetos de las categorias Mg v Mit3. Con el objetivo de probar
que estas categorias son naturalmente equivalentes y definir los funtores correspondientes,
demostramos a continuacion que existe una correspondencia entre los morfismos de dichas

categorias.

Lema 2.1.6.1 Sea h : X — X' una Msz—funcion (biyectiva), entonces la aplicacion
U(h) : D(X') — D(X) definida por ¥(h)(V) = h='(V) para cada V € D(X'), es un

Mgz —homomorfismo (isomorfismo).

Dem. Resulta inmediato por ser h una Ms;—funcion. O

Proposicién 2.1.6.2 Sea X un Ms—espacio. Entonces ex : X — I,(D(X)) definida
porex(x) ={V € D(X) :x &€V} es un isomorfismo en la categoria M.

Dem. Como €ex es un homeomorfismo y un isomorfismo de orden, entonces solo resta

probar las condiciones (a) y (b) del inciso (ii) del Lema 2.1.3.2.

(a) A% (V) = e (A*V): Sea z € A*ey(V), entonces existe y € maxr X N ey (V)
tal que z < y, como e€x es un isomorfismo de orden e y € max X, se verifica que
ex(z) < ex(y) v ex(y) € max Z,(D(X)). Luego existe ex(y) € maxZ,(D(X))NV
tal que ex () < ex(y), en consecuencia ex(x) € (maxZ,(D(X))NV]y por lo tanto
T € et (A*V).
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Reciprocamente, si # € e (A*V), entonces ex(z) € A*V y por (D), existe t €
maz Z,(D(X)) NV tal que ex(z) < t. Por lo tanto = < e (t) y €' (t) € maz X N
ex (V), de donde resulta x € A*ey (V).

= (V) = €x'(=V): En primer lugar tengamos en cuenta que por (MPS8) del
Lema 2.1.3.1, se verifica que —e (V) = (min X Nex' (V) U{z € X\ (V) :
existe t € €' (V) y t < x}. Probaremos a continuacién que —ex' (V) C €' (=V).
Sea x € —ex (V). Siz € min X Nex' (V) se tiene que ex(r) € minZ,(D(X)) NV
y por lo tanto x € €' (=V). Siy € {z € X \ e/ (V) :existe t € e,/ (V) y t < 1},
entonces existe t € e (V) tal que t <y y y & ex (V), luego ex(t) C ex(y), ex(t) €
Vyex(y) € V. Porlotanto ex(y) € {I € Z,(D(X))\V:existe Re VyRC I}y
asf y € ex'(=V).

Recfprocamente sea z € €' (—V), entonces ex(z) € =V. Por (MPS8), si ex(r) €

minZ,(D(X)) NV se verifica que x € min X Nex (V) y por lo tanto x € =ey' (V).

Por otra parte si ex(z) ¢ V y existe R € V tal que R C ex(z), entonces €5 (R) €
ex' (V) v e (R) < z, de lo que se sigue por (MP8) que = € —e' (V).

O

Proposicién 2.1.6.3 Sean L y L' Mz—reticulos y h : L — L' un Mg—homomorfismo,
entonces la aplicacion ®(h) : T,(L') — I,(L), definida por ®(h)(I') = h=*(I"), para cada

I'e Z,(L'), es una Ms—funcion.

Dem. Resulta del hecho de que ®(h) es una P—funcién ([39]) y la Proposicién 2.1.5.1, pues
siV € D(Z,(L)), entonces V = o (a) para algin a € L y ®(h) '(or(a)) = or(h(a)). En
consecuencia ®(h) " H(A*op(a)) = A*®(h)"Hor(a)), P(h)(-or(a)) = ~®(h) Hor(a))

y por lo tanto se verifican las condiciones (i) y (ii) de la Definicién 2.1.2.3. O

De la Proposicion 2.1.4.1 y el Lema 2.1.6.1 resulta que ¥ es un funtor contravariante de

D3 en Mgz. Por otra parte de las Proposiciones 2.1.5.1 y 2.1.6.3 se deduce facilmente que
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® es un funtor contravariante de Mg en 913. Estos resultados y la Proposicién 2.1.6.2,

nos permiten concluir el siguiente:

Teorema 2.1.6.4 Los funtores W o ® y ® o U son naturalmente equivalentes a los fun-
tores identidad sobre Mg y 93 respectivamente y estas dos categorias son naturalmente

equivalentes.

2.2. Congruencias y algebras subdirectamente irre-

ducibles en M3

2.2.1. Caracterizacion del reticulo de las M3—congruencias

Uno de los hechos importantes de la dualidad de Priestley es que si L es un reticulo
distributivo acotado, existe una correspondencia biunivoca entre las congruencias de L
y los subconjuntos cerrados de Z,(L), mas precisamente H. A. Priestley ([38], [39], [40])

probo el siguiente resultado:

Teorema 2.2.1.1 Sea L un reticulo distributivo acotado. Si'Y es un subconjunto cerrado

de I,(L), entonces
(A3) O(Y)={(a,b) e Lx L:op(a)NY =0o,(b)NY},

es una congruencia sobre L. Reciprocamente, si 6 es una congruencia de L 1y

q: L — L/ es el epimorfismo candnico, entonces
(Ad) YV ={q¢'(]) : T € L,(L/0)},

es un subconjunto cerrado de Z,(L) tal que ©(Y') = 6 y la correspondencia Y — O(Y'),
establece un isomorfismo entre C(Z,(L)), el reticulo de los subconjuntos cerrados de L, y

el dual del reticulo Con(L) de las congruencias de L .

47



Otro de los resultados que usamos posteriormente y se puede consultar entre los tra-

bajos de H. A. Priestley citados anteriormente es el siguiente:

Proposicién 2.2.1.2 El conjunto Y indicado en (A4), verifica que si I € I,(L)\Y,

entonces existen a,b € L, tales que (a,b) €0, a€l yb¢ I.

En esta seccién damos una generalizacion del Teorema 2.2.1.1 para los M3—reticulos,
para ello obtenemos una caracterizaciéon del reticulo de las congruencias de un M3—reticu-

lo, en término de ciertos subconjuntos cerrados de su Mz—espacio asociado.

Definicién 2.2.1.3 Sea X un Ms—espacio. Diremos que un subconjunto Y de X es

A —involutivo st A*Y =Y.

Lema 2.2.1.4 Sea X wun DMs—espacio. Entonces toda cadena mazximal en X es

A —involutivo.

Dem. Si C' una cadena maximal en X, entonces por (MP2), C' es una cadena de dos
elementos. Sea x € C, si x € max X entonces es inmediato que x € A*C. Si z €
min X N C, entonces existe z € max X N C tal que = < z, lo que implica que =z € A*C.
Reciprocamente, si z € A*C, entonces existe (1) t € max X NC tal que z < t. Sixz =1
es inmediato que = € C. Si x < t, entonces (2) z € Cy que es la cadena de dos elementos

que contiene a t. Por (1), (2) y (MP2) concluimos que Cy; = C'y por lo tanto x € C. O

Teorema 2.2.1.5 Sea X un Ms—espacio e Y un subconjunto no vacio de X. Entonces

las siguientes condiciones son equivalentes:
(i) Y es A—involutivo,
(ii) Y es creciente y decreciente,

(iii) Y es suma cardinal de cadenas de dos elementos.
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Dem.

(i) = (ii): De la definicién de A*Y resulta inmediato que si Y es A—involutivo, entonces
Y es decreciente. Por otra parte, si z € Y, y € X, son tales que (1) z < y, entonces, como
Y es A—involutivo, existe (2) t € MxY tal que (3) z < t. Luego si © = y, entonces de
(1) es inmediato que y € Y y si x < y, entonces de (1), (3) y (MP2) resulta que t =y y

por lo tanto de (2), y € Y. De lo cual podemos concluir que Y es creciente.

(ii) = (iii): Sea z € Y y C, la cadena con dos elementos que contiene a . Como Y es
creciente y decreciente es inmediato que C, C Y, de lo que se sigue Y = |J C, y en

ey
consecuencia por (MP2), Y es suma cardinal de las cadenas C,.

(i) = (i): SeaY = |J C,, con C, cadenas de dos elementos. Por el Lema 2.2.1.4, para

zeY
cada x € Y tenemos que C, = A*C,, en consecuencia resulta |J C, = A* |J C, y por
zeY zeY
lo tanto Y es A—involutivo. O

Los subconjuntos cerrados y A—involutivos del Mz—espacio asociado a un Msz—reticu-
lo son fundamentales para caracterizar las Mg—congruencias sobre estas algebras, como

se muestra a continuacion.

Proposicién 2.2.1.6 Sea L € Ms, Z,(L) el Ms—espacio asociado a L y Ca(Z,(L))
el reticulo de los subconjuntos cerrados y A—involutivos de Z,(L). St Y € Ca(Z,(L)),
entonces Ocn(Y) € Conn, (L), donde Oca(Y) estd definida como en (A3).

Dem. Sabemos por Teorema 2.2.1.1 que ©¢a(Y') es una congruencia de reticulos, luego
resta probar que O¢a(Y) es compatible con A y ~. Sea (a,b) € Oca(Y), entonces
(1) op(a) NY = o(b) NY. Como Y es A—involutivo y o1 es un Ms—isomorfismo,
para cada x € L se verifica que o (Az) NY = A*op(z) N A*Y, y ademés por (M25),
Nop(x) N AY = A*(op(x) NY). Entonces or(Az) NY = A*(or(x) NY), para cada
x € L, lo que implica teniendo en cuenta (1) que o7 (Aa) NY = o (Ab) NY, resultando

en consecuencia que Oca (YY) es compatible con la operacién A.
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Por otro lado se verifica que op(~ a)NY = =(op(a) NY). En efecto, si
I € or(~a)NY, como o, es un Mg—isomorfismo, resulta que I € =0 (a), y por lo tanto
existe (1) @ € mg,yor(a) tal que (2) Q@ € I'y (3) I ¢ Mz, yor(a). Por el Teorema
2.2.1.5, como Y es decreciente, de (1) y (2), tenemos que ) € mz,(y(or(a)NY’), de donde
se sigue por (3) que I € [mg,)(or(a) NY)) \ Mz, y(or(a) NY), lo cual implica que
I€=(op(a)NY).

Para probar la otra inclusién, supongamos ahora que I € =(oz(a) NY’), esto implica,
teniendo en cuenta la definicién de = en D(Z,(L)), que existe (4) R € mz,)(or(a) NY)
tal que (5) R C Iy (6) I ¢ Mz, )(or(a) NY). Luego de (4) y (5) es claro que I €
[mz,(ryor(a)) y como por el Teorema 2.2.1.5, Y es creciente, tenemos (7) I € Y. Si
I € Mz, )01 (a), se seguiria de (7) que I € Mz, r)(or(a) NY), lo que contradice (6). Por
lo tanto I € [mz,ryor(a)) \ Mz,yor(a) y en consecuencia I € —or(a) NY.

Hemos demostrado asi que ©¢a(Y) es compatible con las operaciones A y ~; en
consecuencia Oca(Y) € Conpg(L).

O

Proposicién 2.2.1.7 Sean L € Ms, Z,(L) el Ms—espacio asociado a L y Ca(Z,(L))
el reticulo de los subconjuntos cerrados y A—involutivos de I,(L). Si 6 € Conm,(L),
entonces existe Y € Ca(Z,(L)) tal que 6 = Oca(Y), donde ©Oca(Y) estd definida como
en (A3).

Dem.

Sea 0 € Connmg(L) y g : L — L/ el epimorfismo candénico. Como Conpg, (L) es un
subreticulo de Con(L), entonces por Teorema 2.2.1.1, Y = {¢71(Q) : Q € Z,(L/0)} es
un cerrado de Z,(L) y 0 = O¢ca(Y). Para probar que Y es A—involutivo, por Teorema

2.2.1.5, es suficiente mostrar que Y es creciente y decreciente.

(a) Y es decreciente: Supongamos que Y no es decreciente, entonces existen I € Z,(L)
y(1)Q €Y talesque (2) I CQy (3) I ¢Y.De(2)y (MP2), Q € maxZ,(L) y por
(I5) e (I7) tenemos que (4) Qv = I, ademds por (I6) resulta que (5) I € NZ,(L).
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Por otro lado de (3) y la Proposicién 2.2.1.2, podemos afirmar que existen a,b € L
tales que (6) (a,b) € 0 con (7) a € Iy (8) b ¢ I. Luego de (5) y (7) resulta que
(9) ~a € I ypor (4)y (8) tenemos que b ¢ Q o b ¢~ Q). Si b ¢ Q, entonces por (2)
y (6), a ¢ I, lo que contradice (7). En forma anéloga, si b ¢~ @, entonces ~ a ¢ I,

lo que contradice (9).

Y es creciente: Supongamos que existen, I € Z,(L), (1) Q € Y, tal que (2) Q C Iy
(3)

(5) a€ Iy (6)b¢I. Luegode (2)y (6), resulta que b ¢ Q y como 6 = Oca(Y), de
(1), (4) se sigue que (7) a ¢ Q. Por (2), (MP2) y (6), tenemos que I € Mz, 1yor(b),

I ¢ Y. De (3) y la Proposicién 2.2.1.2, existen a,b € L tales que (4) (a,b) € 0,

y por lo tanto @ € A*op(b), lo que implica por ser o un Mz—isomorfismo que
Ab ¢ Q. Entonces como 6 es una Msz—congruencia, de (4) se verifica que
(Aa, Ab) € 6 y por lo tanto (9) Aa ¢ Q. Ademds por (M1) y (M25) tenemos
que 0 = Aa ANA ~a € Q y como @ es ideal primo, de (9), A ~a € @ o lo que es
equivalente, (10) ~ a € A™1(Q). Por otra parte de (2) y (MP2), I € mazZ,(L) y
Q € minZ,(L), entonces por los Lemas 2.1.1.1 y 2.1.1.2, inferimos que (11) I = Qa
y (12) @ = Iv. Luego de (10), (11) y (M2), concluimos que a €~ I. De esta afirma-

cién teniendo en cuenta (5) y (12) obtenemos que a € @, lo que contradice (7).

Teorema 2.2.1.8 Sea L € M3 e Z,(L) el Ms—espacio asociado a L. Entonces el reticulo

On(T,

»(L)) de los subconjuntos cerrados y AN—involutivos de Z,(L), es isomorfo al dual

del reticulo Conp, (L) de las Ms—congruencias, y el isomorfismo lo establece la funcion

Ocna definida por la misma prescripcion que la dada en (A3).

Dem. Es consecuencia de las Proposiciones 2.2.1.6 y 2.2.1.7 y el hecho de que la corres-

pondencia Y — ©¢a (YY), establece un isomorfismo del reticulo Ca(Z,(L)) sobre el dual

del reticulo Conp, (L) de las Mg—congruencias de L. O
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2.2.2. Algebras simples y subdirectamente irreducibles en M3

A continuacién, aplicamos el Teorema 2.2.1.8 para caracterizar las algebras simples y

subdirectamente irreducibles en Ms.

Teorema 2.2.2.1 Sea X un Ms—espacio y V(X) su Ms—reticulo dual asociado, entonces

las siguientes condiciones son equivalentes:
(i) X es totalmente ordenado,

(i) U(X) es simple,

(iii) U(X) es subdirectamente irreducible.

Dem.

(i)= (ii): Si X es totalmente ordenado, entonces por (MP2), tenemos que X es a una
cadena maximal de dos elementos. Luego por el Lema 2.2.1.4, X es A—involutivo y en
consecuencia es el unico cerrado y A—involutivo de X no vacio, lo que implica por el

Teorema 2.2.1.8 que ¥(X) es simple.

(il)= (iii): Trivial.

(iii)= (i): Si ¥(X) es subdirectamente irreducible, entonces por el Teorema 2.2.1.8, la
familia Cx (X)), de los subconjuntos cerrados, A—involutivos y propios de X, tiene ultimo
elemento Fjy. Por ser Fy propio, existe (1) z € X \ Fy. Si C,, es la cadena de dos elementos

que contiene a x, entonces por el Lema 2.2.1.4, C, € Ca(X), de esto resulta por (1) que

C, = X y por lo tanto X es totalmente ordenado. O

Corolario 2.2.2.2 Sea L € M3 con mdas de un elemento. Entonces las siguientes condi-

ciones son equivalentes:
(i) L es simple,
(ii) L es subdirectamente irreducible,
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(iii) L es isomorfo a T, donde T estd dado como en (M33), (ver Secciéon 1.4 del

Capitulo 1).

Dem. Es consecuencia inmediata del Teorema 2.2.2.1 y el Corolario 2.1.1.4. O

2.2.3. Otra caracterizacién del reticulo de las M3—congruencias

A veces es mds conveniente caracterizar las congruencias de un reticulo distributivo
L, por medio de los subconjuntos abiertos de su espacio de Priestley asociado. Si G es
un subconjunto abierto de Z,(L), entonces la relacién ©¢(G) definida por (a,b) € O (G)
si, y solo si, or(a) N (Z,(L) \ G) = or(b) N (Z,(L) \ G), para todo a,b € L, es una
congruencia de reticulo llamada congruencia determinada por el subconjunto abierto G
y la correspondencia G — ©(G) define un isomorfismo del reticulo O(Z,(L)) de los
abiertos de Z,(L) sobre el reticulo Con(L) de las congruencias de L. Ademas es claro que
00(G) = O(Z,(L)\ ).

La dualidad descripta en la Secciéon 2.1, nos permitié caracterizar el reticulo de las
congruencias de un Mjz—reticulo, en término de ciertos subconjuntos cerrados de su
Ms3—espacio asociado, mas precisamente los subconjuntos cerrados y A—involutivos.

A continuacién probamos que esto también se puede realizar con subconjuntos abiertos

y A—involutivos del M3;—espacio asociado.

Lema 2.2.3.1 Sea L € Ms e Z,(L) el Ms—espacio asociado a L, entonces para todo
UV € P(Z,(L)) se verifica que A*(U\V) =AU\ A*V.

Dem.

Sea x € A*(U \ V), entonces existe y € max Z,(L) N (U \ V) tal que = < y. Luego es
claro que existe y € max Z,(L)NU tal que x <y y en consecuencia xz € A*U. Siz € AV,
tendriamos que existe z € max Z,(L) NV tal que x < z, de donde analizando los distintos
casos que se presentan: (a) r <yyzr <z, (b)x<yyrx=z(c)z=yyar<z (dz=y

y x = z, llegarfamos a contradicciones. Por lo tanto z € A*V y asi x € A*U \ A*V.
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Para la otra inclusién, consideremos (1) = € A*U \ A*V. Entonces existe

y € marZ,(L) N U tal que x < y. Siy € V, se verificaria que y € maxZ,(L) NV,

lo que implicaria que x € A*V que contradice (1). Luego y € (U \ V) NmaxZ,(L), y por
lo tanto se verifica x € A*(U \ V).

O

Corolario 2.2.3.2 Sea L € M3 e Z,(L) el M3—espacio asociado a L. Entonces G es un

abierto y A—involutivo de Z,(L), si, y solo si, T,(L) \ G es un cerrado y AN—involutivo
de I,(L).

Dem. Sea G es abierto y A—involutivo de Z,(L), entonces es claro que Z,(L) \ G es un
subconjunto cerrado de Z,(L). Ademds por el Lema 2.2.3.1 se verifica que A*(Z,(L) \
G) = (AZ,(L)) \ (A*G) y como AN*T,(L) = Z,(L) y A*G = G por ser G un con-
junto A—involutivo, se verifica que A*(Z,(L) \ G) = Z,(L) \ G, de donde Z,(L) \ G es

A—involutivo de Z,(L). La reciproca es analoga. O

Es sencillo probar el siguiente

Lema 2.2.3.3 Sea L € M3 e Z,(L) el M3—espacio asociado a L. SiY es un subconjunto

cerrado de Z,(L) y a,b € L, las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) op(@)NY =0, (b)NY,
(ii) (op(b)Aop(a)NY =0,

(iii) (oL(b)Aow(a)) € T,(L)\Y,

siendo or(b)Aor(a) la diferencia simétrica de or,(b) con or(a).

Teorema 2.2.3.4 Sea L € M3 e Z,(L) su Ms—espacio asociado. Entonces el reticulo
Oa(Z,(L)) de los subconjuntos abiertos y A—involutivos de I,(L) es isomorfo al reticulo
Conmg(L)de las Mz—congruencias de L, y el isomorfismo lo establece la funcion ©ona

definida por:
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(A3) Ooa(Q) = {(a,b) € L x L : (01(b)Aoyr(a)) C GY.

Dem.
Es consecuencia inmediata del Lema 2.2.3.3, el Corolario 2.2.3.2 y el Teorema 2.2.1.8.

O

2.2.4. Mjz—congruencias principales

En esta seccion caracterizamos los subconjuntos cerrados y A—involutivos y los sub-
conjuntos abiertos y A—involutivos, que corresponden a Mg—congruencias principales
bajo la dualidad.

A continuacién exponemos algunos resultados que son necesarios para la determinacion

de las congruencias principales.

Proposicién 2.2.4.1 Sea L € L, Z,(L) el espacio de Priestley asociado a L, I C L un
ideal y o(I) = {1, € T,(L) : I C I,}. Entonces se verifican:

(i) o(I) es cerrado y creciente en Z,(L).

(i) (1) = O(o(I)), siendo O(I) = {(a,b) € L* : existei € I,y aVi=>bVi}, la

congruencia asociada al ideal I, y ©(o (1)), la congruencia definida como en (A3).
Dem.

(i): Es facil ver o(I) es un conjunto creciente en Z,,(L). Por otra parte si I}, € Z,(L)\o(I),
existe a € Ltal que (1) a € I'ya ¢ I, porlo tanto I, € oz (a), ademds se verifica que
or(a) € Z,(L) \ o(I). En efecto, si I € o(a), entonces a ¢ I y de (1) I ¢ o([).
Luego I € Z,(L) \ o(I) y por lo tanto o(I) es un cerrado en Z,(L).

(ii): Consideremos I C L un ideal y a,b € L tales que (a,b) € 6(I). Entonces existe
(1) ie I talque (2) avVi=>bVi. Seal, € o(l)NoL(a),luego (3) I C 1,y a¢ I,
de esto dltimo a Vi ¢ I, y teniendo en cuenta (2) se verifica bV i ¢ I,, de donde

por (1) y (3) b ¢ I,. Asi I, € o(L) Nor(b). En forma andloga se puede probar la
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otra inclusién, por lo tanto o (a)No(I) = or(b)No(I), y queda demostrado asi que

(a,b) € O(o(I)). Luego 6(I) C O(a(I)).

Para la otra inclusién consideremos a,b € L tales que (4) (a,b) € ©(o(I)) y supon-
gamos que (a,b) ¢ 0(I). Entonces para todo i € I se verifica a Vi # bV 4, lo cual
implica que para todoi € I, aVi L bVi,oparatodoi €I, bVi<LaVi.

Supongamos que para todo i € I, a Vi £ bV i, entonces para todot € I, a L bV 1,
y por lo tanto a ¢ I(I U {b}), siendo I(/ U {b}) el ideal generado por I U {b}.
Luego como consecuencia del Teorema de Birkhoff-Stone, existe I, € Z,(L) tal que
I(IU{b}) C I, ya¢l,yporlo tanto I, € o(I)No(a) e I, ¢ or(b), lo cual
implica I, ¢ o1 (b) No(I). Tenemos asi que or(a) No(I) # or(b) No(I), de donde
(a,b) ¢ O(c(I)), lo que contradice (4). Si suponemos que para todoi € I, bVi £ aVi,

se obtiene en forma analoga una contradiccién similar, por lo que (a,b) € 6(1).

Proposicién 2.2.4.2 Sea L € L, Z,(L) el espacio de Priestley asociado a L eY C I,(L),

entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

(1) Y es cerrado y creciente de Z,(L),
(ii) si I, ¢ Y, entonces existe U € D(Z,(L)) tal que I, e U y UNY =0,
(iii) si I, ¢ Y, existe a € L tal que a ¢ I, y a € Z, para todo Z, € Y,

(iv) existe un ideal I de L tal que o(I) =Y y ademds [ = () Q.
QeY

Dem.

(i) = (ii): Sea Y es cerrado y creciente de Z,(L), tal que I, ¢ Y. Luego como Y es
creciente, para todo Z, € Y, Z, ¢ I,, lo cual implica por tratarse de un espacio de
Priestley, que para cada Z, € Y, existe Uy € D(X) tal que Z, ¢ Uz e (1) I, € Uz. De lo
anterior tenemos que (2) Y C |J (Z,(L) \ Uz).

Z,eY

o6



Por otra parte como Y es un cerrado del espacio compacto Z,(L) se verifica que Y es

compacto, y por lo tanto de (2) existen Zy, Zs, ..., Z, tales que (3) Y CZ,(L) \ () Ugz,.
i=1
Entonces si U = (| Ugz,, de (1) y (3), tenemos que I, e U y UNY = (.
i=1

(ii) = (ili): Sea I, ¢ Y, entonces por (ii) existe U = o (a) € D(Z,(L)) tal que I, € U y
UNY = 0. Luego existe a € L tal que a ¢ I, y a € Z,, para todo Z, € Y.

(iii) = (iv): Esclaroque I = () @ esunideal de L, tal que ) € o(I) para todo Q € Y,
lo cual implica que Y C U(I).ngz};ra la otra inclusién, sea (1) I, ¢ Y, entonces por (iii),
existe a € L tal que (2) a ¢ I, y a € Q para todo ) € Y, por lo tanto (3) a € I. De
(2) y (3), I € I,, de donde resulta (4) I, ¢ o(I). Finalmente de (1) y (4) tenemos que

Z,\Y CZ,(L)\o(I),y por lo tanto o(I) C Y.

(iv) = (i): Se verifica por la parte (i) de la Proposicién 2.2.4.1. O

Definicién 2.2.4.3 5i (X, <) es un conjunto ordenado, diremos que un subconjunto Y

de X es convero siz,y €Y yr <z <y implica z€Y.

Observacion 2.2.4.4 Si L € M3 e Z,(L) es su Ms—espacio asociado, entonces todo
subcongunto Y de I,(L) es convexo, por ser el espacio suma cardinal de cadenas de dos

elementos.

Proposicion 2.2.4.5 Si R es un conjunto abierto, cerrado y convexro en un espacio de
Priestley X y D(X) el conjunto de los abiertos, cerrados y decrecientes del espacio X,

entonces ezisten U,V € D(X), tales que U CV y R=V \ U.

Dem.

Es consecuencia de los siguientes resultados, cuya demostracion exponemos en cada

Ccaso:

(i) (R] ={zr € X : existey € R tal que z < y} es un cerrado en X:
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(i)

(iii)

Sea x € X \ (R], entonces z £ y para todo y € R. Como X es disconexo en
el orden, para cada y € R existe U,, € D(X) tal que y € Uy, v © & Uyy,. En

consecuencia R C |J U,, y como X es compacto existen yi,¥s,...,y, € R, tales
YyER

que R C Lnj Usy,- Sea U = Lnj Usy:, entonces V = X \ U es un abierto y creciente,
reVy (le)lRﬁV =0. Supz):nlgamos que (R]NV # (), entonces existe z € X tal que
z € (R] y z € V. Por consiguiente existe s € R tal que z < s y por ser V creciente
s € V. Luego s € RNV, lo que contradice (1), por lo tanto V' C X \ (R]. Entonces
para cada x € X \ (R], existe V, abierto en X, tal que z € V y V C X\ (R], lo que

implica que X \ (R] es abierto en X y por consiguiente (R] es cerrado en X.

(R] \ R, es decreciente:

Sea (1) z € (R]\ Ry y € X tal que y < x. Luego existe z € R tal que z < z y en
consecuencia y < o < z con z € R, lo que implica que y € (R]. Siy € R,z € R

pues R es compacto, lo que contradice (1). Por lo tanto y € (R] \ R.

Existe U € D(X) tal que: (a) (RJ\RC Uy (b) RNU = {:

Seax € Rey € (R]\ R. Como (R]\ R es decreciente tenemos que = £ y. Luego
para cada y € (R]\ R existe U,, € D(X) tal que y € U,y v © & Uy, lo que
implica que (1) (R] \ R € |J Uyy. Por ser Ry (R] cerrados de X, se verifica que
(2) (R]\ R es compacto y sgflo tanto de (1) y (2), existen y1,vo,...,yn € R, tales
que (R]\ R C U Usgy,- Es claro que para cada = € R, existe U, = U Uy € D(X),

tal que (3) (R ]\RCnyxGX\U DeestoresultaqueRC U(X\U)

TER

como R es compacto, existen x1, T, ..., T, € R tal que R C ‘Q(X \ U,,) o lo que es
equivalente (4) R C X \ (ﬁ Uy,). SiU = ﬁ U,, € D(X), de (3) y (4), se verifican
(@) ¥ (b).

V =RUU € D(X)y V\U = R, siendo U el conjunto cuya existencia asegura (iii):

Por ser R un conjunto abierto y cerrado, podemos asegurar que V= RUU es un

abierto y cerrado de X. Veamos que V es decreciente. Sea € V e y < z. Se nos
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presentan dos casos: (a) z € U o (b) x € R. Si ocurre (a), es claro que y € V, por
ser U decreciente. Si se verifica (b), tenemos que y € (R]. Luego si y € R resulta
y € V, pero siy € R, se verifica que y € (R]\ Ry por lo demostrado en (iii), y € U
de donde y € V, con lo que queda demostrado que V' € D(X). Ademaés por (b) de
(iii), es inmediato que V' \ U = R.

Proposicién 2.2.4.6 Sea L € M3, Z,(L) su Ms—espacio asociado y oy, : L — D(Z,(L))
dada como en (A1) del Capitulo 1, Seccién 1.3.2, entonces la restriccion de la funcién oy, a
K(L) es un isomorfismo booleano y para todo d € K (L) se verifica Z,(L)\ o.(d) = or(d),

donde d es el complemento booleano de d en K(L).

Dem.

En [16], Figallo prob6 que si L es un Ms—reticulo, el conjunto K(L), de los
elementos invariantes de L, es un algebra de Boole generalizada. De este hecho, si L
tiene como ultimo elemento a 1, se verifica que 1 € K(L), y por lo tanto [0,1] =
{r € K(L) : 0 < z < 1} que coincide con K (L), es un algebra de Boole, tal que
si v € K(L), entonces T = A ~ (zV ~ 1) es su complemento booleano. Para pro-
bar que la restriccién de o a K(L) es un isomorfismo booleano solo nos resta probar
que para todo © € K(L), se verifica que o(z) € K(D(Z,(L)) vy que o.(Z) = o(z),
donde o(z) el complemento booleano de oy(z) en K(D(Z,(L)). En primer lugar ob-
servemos que si © € K(L), entonces Ax = z y como la aplicacién oy, : L — D(Z,(L))
es un Mg—isomorfismo, tenemos que op(x) = A*op(z), resultando de este modo que
or(z) € K(D(Z,(L)). En consecuencia como or|K(L) : K(L) — K(D(Z,(L))) es un
homomorfismo de reticulos acotados entre dlgebras de Boole, entonces o |K (L) también

preserva el complemento y por lo tanto or|K (L) es un isomorfismo booleano es decir

o1(T) = oL (A ~ (aV ~ 1)) = A'=(op () U-T,(L)) = o1(z).

Veamos ahora que Z,(L) \ 0.(d) = or(d), para todo d € K(L). Sea P € Z,(L) \ or(d)
cond € K(L). Sid € P, entonces dVd=1¢& P, pues d € P,y por lo tanto P no serfa
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un ideal propio, lo cual es absurdo pues P es un ideal primo. Luego P € o(d). Para la
otra inclusion, sea P € o(d), entonces d ¢ P. Como 0 = dAd € P,y P es ideal primo,
se verifica que d € P. Luego P ¢ o(d), o lo que es equivalente P € Z,,(L) \ o(d)).

O

Observacion 2.2.4.7 Si L es un Ms—reticulo y ©(a,b) es una congruencia principal,

podemos suponer que a < b, pues en caso contrario tomamos a N'b y aV b, ya que

O(a,b) =O(aNb,aVb).

Lema 2.2.4.8 Sea L € M3, Z,(L) su Ms—espacio asociado y a,b € L tales que a < b. Si
Y es un subconjunto de Z,(L) cerrado y A—involutivo, entonces las siguientes condiciones

son equivalentes:

(i) (a,b) € Oca(Y),

(i) (or(b)Aor(a))NY =0,
(iii) (o2(b)\or(a))NY =0,
(iv) (a,b) € Oon(Zy(L)\Y).

Dem.

La demostracién es inmediata del Lema 2.2.3.3 y el Teorema 2.2.3.4, teniendo en
cuenta que si a < b, como o, : L — D(X (L)) es un isomorfismo de reticulos, entonces
or(a) C or(b) y por lo tanto o (b)Aor(a) = or(b) \ or(a).

O

Definicién 2.2.4.9 Sea X un Mz—espacio y Ca(X) la familia de todos los subconjuntos
de X cerrados y A—involutivos. Decimos que Y € Ca(X)es mazimalmente disjunto en
Ca(X) con un subconjunto R de X, siYNR =0 y para todo Z € Ca(X) tal que ZNR =0

se verifica que Z CY.

Lema 2.2.4.10 Sea L € Mg, Z,(L) el Ms—espacio asociado a L y a,b € L tales que

a<b. SiY € Ca(Z,(L)), entonces las siguientes condiciones son equivalentes:
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(i) ©ca(Y) =06(a,b),

(ii) Y es mazimalmente disjunto con el conjunto abierto y cerrado op(b) \ op(a) en

OA(IP(L))'

Dem.

(i) = (@i): Sea Y € Ca(Z,(L)) tal que Oca(Y) = ©O(a,b) con a < by
F € Ca(Z,(L)) disjunto con or(b) \ or(a). Por el Lema 2.2.4.8 sabemos que
Y N (op(b) \ or(a)) = 0y que (a,b) € Oca(F). En consecuencia Oca(Y) C Ocn(F)
y por tratarse ©ca de un antiisomorfismo, se verifica que F C Y, quedando probado de
esta manera (ii).

(ii) = (i): Si consideramos que Y es maximal en la familia de los subconjuntos de
Z,(L) cerrados, A—involutivos y disjuntos con o (b) \ or(a), entonces por Lema 2.2.4.8,
O©ca(Y) es una Mz—congruencia tal que (a,b) € Oca(Y) y por lo tanto O(a,b) C
Oca(Y). Ademads, por el Teorema 2.2.1.8, existe F' cerrado y A—involutivo de Z,(L) tal
que O(a,b) = Oca(F) y por consiguiente tenemos que Oca(F) C Oca(Y), de donde por
ser Oca un antiisomorfismo resulta que (1) Y C F. Por otra parte como (a,b) € ©ca(F),
entonces se verifica que (2) FN(oL(b)\or(a)) = 0. Luego de (1) y (2), por la maximalidad
de Y resulta que Y = F' y en consecuencia O(a,b) = Oca(Y).

a

Proposicién 2.2.4.11 Sea L € Mj e Z,(L) el Ms—espacio asociado a L. Si

Y € CaA(Z,(L)), entonces las siguientes condiciones son equivalentes:
(i) ©ca(Y) es una Mg—congruencia principal,

(i) existe un subconjunto R de I,(L) abierto y cerrado, tal que Y es mazimalmente

disjunto con R en Ca(Z,(L)).

Dem.
(i) = (ii): Es inmediato del Lema 2.2.4.10, siendo R = o, (b) \ o (a).
(i) = (1): SeaY € Ca(Z,(L)), tal que existe R C Z,(L) que verifica:
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(a) R es abierto y cerrado,
(b) YR =0,
(c) si F € CA(Z,(L)) y FNR =0, entonces F C Y.

De (a), por la Proposicién 2.2.4.5 y la Observacion 2.2.4.4, existen U,V € D(Z,(L))
tales que U C V y V\ U = R. Luego existen a,b € L, a < b tales que U = op(a) y
V =0 (b) y por (b) y el Lema 2.2.4.8, (1) (a,b) € Oca(Y). Sea (2) ¥ € Conp, (L) tal que
(3) (a,b) € 9. Entonces por Teorema 2.2.1.8, existe F' € Ca(Z,(L)) tal que ¥ = O¢a(F), lo
que implica (a,b) € Oca(F) y en consecuencia por el Lema 2.2.4.8, (o,(b)\or(a))NF = (.
De esto ultimo resulta por (¢) que FF C Y, y como O¢a es un antiisomorfismo tenemos
(4) ©ca(Y) € Oca(F) = 9. Luego de (1), (2), (3) y (4) inferimos que Oca(Y) =
O©ca(a,b) y por lo tanto es una Mg—congruencia principal.

O

Proposicién 2.2.4.12 Sea L € Mg, Z,(L) el M3—espacio asociado a L y a,b € L tales

que a < b. Si G € Oa(Z,(L)), entonces las siguientes condiciones son equivalentes:
(i) ©oa(G) = 6(a,b),

(ii) G es el menor subconjunto de Oa(Z,(L)), en el sentido de inclusion, que contiene

aor(b)\ or(a).

Dem.
(i) = (ii): Sea G € OA(Z,(L)) tal que Opa(G) = O(a,b). Como (a,b) € Opa(G),
entonces por el Lema 2.2.4.8, se verifica que (1) (o.(b) \ o(a)) C G.

Por otro lado como Opa(G) = Oca(Z,(L) \ G), entonces Oca(Z,(L) \ G) = O(a,b)
y por el Lema 2.2.4.10, F = Z,(L) \ G es maximalmente disjunto con o(b) \ or(a) en
CalZ(L)).

Sea G' € Oa(Z,(L)) tal que or(b) \ or(a) € G', entonces (2) (o(b) \ or(a)) N
(Z,()\G) =0,y (3) F' = T,(L) \ G € Ca(Z,(L)). Luego de (2) y (3), por la ma-
ximalidad de F, resulta que Z,(L) \ G’ C Z,(L) \ G y en consecuencia G C G'. Por lo
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tanto de (1), G es el menor subconjunto de Oa(Z,(L)), en el sentido de inclusién, que

contiene a or,(b) \ or(a).

(i) = (i): Como por hipétesis (or(b) \ or(a)) € G, entonces por Lema 2.2.4.8
(a,b) € Ooa(G). Por otra parte si ¥ € Conp, (L) es tal que (a,b) € 9, entonces por
el Teorema 2.2.3.4, existe G’ € Oa(Z,(L)) tal que ¥ = Opa(G’) y por Lema 2.2.4.8,
or(b) \ or(a) € G'. De esto 1ltimo, teniendo en cuenta que G es el menor conjunto que
contiene a o,(b) \ o1 (a), resulta que G C G’ y en consecuencia como Opa es un isomor-
fismo tenemos que Opa(G) € Opa(G’). De esta forma resulta que Opa (G) es la menor

M3 —congruencia que contiene al par (a,b) y por consiguiente ©Opa(G) = O(a, b).

Proposicién 2.2.4.13 Sea L € Mg, Z,(L) el M3—espacio asociado a L y a,b € L tales

que a < b. Si G € Op(Z,(L)), entonces las siguientes condiciones son equivalentes:
(i) ®oa(G) = 6(a,b),

(i) G = U G, con C; cadena mazimal en Z,(L), V = or(b) y U = or(a).
CiN(V\U)#£D

Dem.

(i) = (ii): Sea O©pa(G) = O(a,b), entonces por la Proposiciéon 2.2.4.12, G es el menor
subconjunto de Oa(Z,(L)), en el sentido de inclusion, que contiene a o,(b)\o(a) y por ser
G un conjunto A—involutivo de Z,(L) , por el Teorema 2.2.1.5, G = U C;, con C; cadenas
maximales (cadenas de dos elementos), para todo ¢ € I. Por otro ladolecgmo or(b)\or(a) C
G, existe un conjunto Iy C I tal que C; N (o.(b) \ or(a)) # 0, para todo i € Iy y
U C; € G. Supongamos que U C; C G, entonces existe (1) P € Gy j ¢ Iy tal que
izlocadena maximal C; C G vezfig)ca que (2) P € C; y C;N (op(b) \ or(a)) = 0. Como
Z,(L) es un espacio T3, todo conjunto finito es cerrado, en consecuencia C; es cerrado y
ademas A—involutivo. Luego Z,(L) \ C; es un subconjunto abierto y A—involutivo de

Z,(L) tal que o1(b) \ or(a) C Z,(L) \ Cj, de donde por la minimalidad de G, tenemos
que G C Z,(L) \ Cj, o lo que es equivalente (3) C; C Z,(L) \ G. Entonces de (2) y (3)
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obtenemos que P € Z,(L) \ G, lo que contradice (1). Por lo tanto G = U i, con
Cin(V\U)#0
C; cadena maximal en Z,(L), V = o.(b) y U = or(a).

(ii)= (i): Sea G = U G, con C; cadena maximal en Z,(L), con V = o(b) y U =
Cin(U\V)#0
or(a). Veamos que V\U C G. Sea P € V' \ U, entonces como el espacio es suma cardinal

de cadenas de dos elementos se verifica que P € Cp, siendo Cp la cadena de dos elementos

que contiene a Py por lo tanto P € Cp N (V' \ U). Luego P € Cp C U G =aG.

Cin(VAU)#0
Sea G' € Oa(Z,(L)) tal que (1) V\U C G'. Entonces se verifica que G C G’. En efecto,
sea R € G = U G, entonces existe iy tal que R € Cy, y (2) C;,, N (V\U) # 0.

CiN(V\U)#0
Luego de (1) y (2), Ci, N G" # 0 y por ser G' A—involutivo se debe verificar C;; C G,

lo cual implica que R € G’. Hemos probado asi que G C G, por lo tanto G es el menor
A —involutivo que contiene a or,(b) \ oz (a), lo cual implica por la Proposicién 2.2.4.12 que
Oon(G) = O(a,b).

O

Proposicién 2.2.4.14 Sea L € M3, Z,(L) el Ms—espacio asociado a L y a,b € L tales

que a <b. Si G € Oa(Z,(L)), entonces las siguientes condiciones son equivalentes:
(i) Oona(G), es una Ms—congruencia principal,

(ii) ewiste un subconjunto R de I,(L) cerrado y abierto, tal que G = |J C;, con C;
C;NRAD
cadena maximal en Z,(L).

Dem.

(i) = (ii): Inmediato de la Proposicién 2.2.4.13.

(ii) = (i): Sea R un conjunto tal como plantea la hip6tesis. Luego como por la Observacién
2.2.4.4, R es un conjunto convexo, la Proposicion 2.2.4.5, nos asegura que existen U,V &€
D(Z,(L)), tales que U C V' y R =V \U. Por otro lado como ¢, es un isomorfismo existen
a,b € L tales que a < b, U =0r(a) y V = 0or(b). En consecuencia G = U G, con

Cin(V\U)#0

C; cadena maximal en Z,(L), V = o.(b) y U = o1(a), de donde por la Proposicion 2.2.4.13,

podemos asegurar que Opa (G) = O(a,b), y por lo tanto Opa(G) es una Mz—congruencia

principal. O
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La demostracion de la siguiente proposicion es larga y computacional, por este motivo

la hacemos en forma detallada.

Proposicién 2.2.4.15 Sea L € M3, Z,,(L) el M3z—espacio asociado a L y a,b € L tales

que a <b. Si G € On(Z,(L)), entonces las siguientes condiciones son equivalentes:
(i) GOA(G) = @(a, b),
(ii) G = (V*or(b)\ V*or(a)) U (A*or(b) \ A*or(a)).

Dem. Sean U = o (a) y V = o.(b). Por lo visto en la Proposicién 2.2.4.13, solo debemos

probar que (V*or(b) \ V¥or(a)) U (A*on(b) \ A*or(a)) = U G, con C; cadena
Cin(V\U)#0
maximal en Z,(L).

(i) (V7or(b) \ Vror(a)) U (Aor(b)\ Aor(e)) € U  Cu

CnAD)0
(1) z € (V'or(b) \ V'or(a)) U (A%or(b) \ A%or(a)), [hip ]
(2) z € (Vor(b)\ Vor(a)) o x € A%or(b) \ Aor(a)), [(1)]

Si en (2)

(3) € (Vror(b) \ Vor(a)), [(2)]
(3.1) (a) z € o (b) o (b) x € =0y, (b), [(3), (B) Lema 2.1.3.1]
(32) ¢ opla) y x & —or(a), [(3), (B) Lema 2.1.3.1]

Si en (3.1) se verifica (a), entonces
(3.La.l) z € o (b) \ or(a)), (3.1)(a), (3.2)]

(3.1.a.2) x € C,, siendo C, la cadena de dos elementos

que contiene a z, [Z,(L) es un Ms—espacio]
(3.1.a.3) C, N (op(b) \ or(a)) #0, [(3.1.a.1), (3.1.a.2)]
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(3.1.&.4) rze(C, C U C;, [(3.1.&.2), (3.1.&.3)]
CiN(or ()\or(a))#0

Sien (3.1) ocurre (b):
(3.1.b.1) existe y € minZ,(L) Nor(b) tal que y <z, y
x & maxZ,(L) Nor(b), [(3.1)(b), (N) Lema 2.1.3.1]

Si de (3.1.b.1) tenemos que
(3.1.b.2) x & maxZ,(L),

(3.1.b.3) x € minZ,(L), [(3.1.b.2), Z,(L) es un Mz—espacio]
(3.1.b.4) y = z, [((3.1.b.1), (3.1.b.3)]
(3.1.b.5) x € o1,(b) \ o(a), [(3.1.b.1), (3.1.b.4), (3.2)]
(3.1.b.6) = € C,, siendo C, la cadena de dos elementos

que contiene a z, [Z,(L) es un Ms—espacio]
(3.1.b.7) C. N (o (b) \ or(a)) # 0, [(3.1.b.5), (3.1.b.6)]
(3.1.b.8) x € C, C U Ci, [(3.1.b.6), (3.1.b.7)]

Cin(or (b)\oL(a))#0

Sien (3.1.b.1) se verifica
(3.1.b.9) = € o(b),

(3.15.10) y < =, (3.1.5.1), (3.1.5.9)]

(3.1.b.11) z € C,, siendo C,, la cadena de dos elementos

que contiene a v, [(3.1.b.10), Z,(L) es un M;z;—espacio
(3.1.b.12) y € 0,(b) \ o1 (a), (3.1.b.1), (3.1.b.10), (3.2)]
(3.1.b.13) Cy N (o(b) \ or(a)) # 0, [(3.1.b.11), (3.1.b.12)]
(3.1b.14) z € C, C U C, (3.1.b.11), (3.1.b.13)]
Cin(oL(b)\oL(a))#0
Sien (2)

(4) x € AN*or(b) \ A*op(a)),
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(4.1) o € (Mg, o)), [(4), (D) Lema 2.1.3.1]

(4.2) existe y € maxZ,(L) N oy (b) tal que z < y, [(4.1)]
Si

(4.3) y € or(a), [hip.]

(4.4) z € (Mg, y0.(a)), [(4.2), (4.3)]

(4.5) € Aop(a)), [(4.4), (D) Lema 2.1.3.1]

(4.6) (4.5) contradice (4),
(4.7) y & o1(a), [(4.3), (4.6)]

(4.8) y € o1.(b) \ o1 (a), [(4.2), (4.7)]

(4.9) C, N (oL(b) \ or(a)) # 0, siendo C, la cadena de dos elementos que contiene a v,

[(4.8)]

(4.10) z € C, C U Ci. [(4.2), (4.9)]
CiN(or (b)\or(a))#0

G) U € C(Vior(d)\ Vior(a) U (Atop(b) \ Atop(a)):

Cin(V\U) 0
(1) z € U i, con C; cadena maximal en Z,(L), [hip.]
Cin(V\U)#40
(2) existe ig tal que z € Cy, y Ciy N (V\U) # 0, [(1)]
B) zeV\UoxgV\U, [(2)]
Sien (3)
(4) x e V\U,

pueden presentarse dos casos:
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(4.1) (a) maxZ,(L) o (b) x € minZ,(L),

si en (4.1) tenemos (a)
(4.2) x € AV,
(4.3) x & AU,

(4.4) z € AV \ AU,

si en (4.1) ocurre (b)
(45) xr &€ mIp(L)V,

(4.6) z € -V C V*V,

si fuese que
(4.7) z € V*U,
(4.8) xz € U,
(4.9) x € mg, 1)U,
(4.10) x € U,
(4.11) (4.10) contradice (4),
(4.12) = & V*U,

(4.13) z € V*V \ V'U,

Sien (3)
(5) z ¢ VAU,

(5.1) € C;y=Cycony e V\U,

[Z,(L) es un Ms—espacio]

[(4.1)(a), (D) Lema 2.1.3.1]

[(4), (MP6) Lema 2.1.3.1]

[(4.2), (4.3)]

[(4), (4.1)(b)]

[(4.5), (B) Lema 2.1.3.1]

[hip.]
[(4), (4.7)]

[(4.8), (4.5), (MP8) Lema 2.1.3.1]

[(4.9)]

[(4.7), (4.11)]

[(4.6), (4.12), Z,(L) es un Ms—espacio]

Trabajando en forma anéloga al caso (4), de (5.1) tenemos:
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(5.2) y € AV \ AU oy € V*V \ V*U, [(5.1)]

y teniendo en cuenta que los conjuntos A*Z y V*Z, son A—involutivos para todo

subconjunto Z del espacio, resulta que:
(63) € A*V\ AU oz € VV\ V*U. [(5.1), (5.2)]
O

Corolario 2.2.4.16 Sea L € M3, Z,(L) el Ms—espacio asociado a L y a,b € L tales que

a<b. 8iGeOa(Z,(L)), entonces las siguientes condiciones son equivalentes:
(i) ®oa(G) =06(a,b),

(ii) G = or(d) con d = (Vb AVa)V (AbA Na)) € K(L), donde Va y Na son el

complemento booleano en K (L) de Va y Aa respectivamente.

Dem. Es consecuencia inmediata de las Proposiciones 2.2.4.15 y 2.2.4.6.

|

Observacion 2.2.4.17 Como consecuencia de la Proposicién 2.2.4.6, el conjunto

G =o0r(d) cond e K(L), es un conjunto abierto, cerrado y A—involutivo de Z,(L).

Proposicién 2.2.4.18 Sea L € Ms, d € K(L) y d el complemento booleano de d
en K(L). Entonces las siguientes condiciones son equivalentes para toda Ms— congruencia

© sobre L:

(i) ¢ = Oon(ow(d)),
(ii) ¢ =Oca(oL(d)),
(i) ¢ = 6(I(d)), donde O(I(d)) es la congruencia asociada al ideal I(d).

Dem.
(i) < (ii): Resulta de los Teoremas 2.2.1.8 y 2.2.34, el Lema 2233 y la
Observacién 2.2.4.17.
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(ii) = (iii): Sea ¢ = Oca(or(d)), con d € K(L). Luego Y = o.(d) es un cerrado y
creciente de Z,(L). Entonces por la Proposicién 2.2.4.2, existe el ideal I = (] @ tal que
Y = o(I). Veamos que I = I(d). En efecto: Sea z € I(d) y Q € Y, entonccééyQ € Z,(L)
y d ¢ Q. Del hecho que 0 = d A d € @, para todo Q € Y, tenemos que d € @ para todo
Q €Y ycomo z < d, se verifica que x € () Q. Para la otra inclusién, sea y € [ @,
luego es claro que (1) y,d € @ para todoQg €Y. Siy £ d, entonces por el te%i;ma
de Birkhoff-Stone, existe un ideal primo S tal que d € S y y ¢ S, esto implica que
S cop(d =Y ey ¢ S, loque contradice (1). Por lo tanto y < d y asi y € I(d).
Finalmente por la Proposicién 2.2.4.1 tenemos que ¢ = 0(1(d)).

(iii)= (ii): Sea ¢ = 0(I(d)), donde O(I(d)) es la congruencia asociada al ideal I(d) con
d € K(L). Entonces por la Proposicion 2.2.4.1, se verifica que (1) ¢ = ©(o(I(d))). Ademas
(2) o(I1(d)) = o1,(d). En efecto: si I € o(I(d)), entonces I € (L) y I(d) C I, luego d € I
y como I es un ideal propio por ser primo, se cumple que d ¢ I, por lo tanto I € o (d).
Reciprocamente, si I € o,(d), entonces I € Z,(L) y d ¢ I. Como 0 = d A d, tenemos que
d € I y en consecuencia I(d) C I de donde I € o(I(d)).

Luego de (1), (2) y la Observacién 2.2.4.17, resulta que ¢ = O¢ca(or(d)). O

Proposicién 2.2.4.19 Sea L € Ms e Z,(L) el Ms—espacio asociado a L. Si G €

Oa(Z,(L)), entonces las siguientes condiciones son equivalentes:
(1) ©on(G), es una Mg—congruencia principal,
(ii) G es abierto, cerrado y A—involutivo en I,(L).

Dem.

(i) = (ii): Por el Corolario 2.2.4.16, sabemos que si ©pa(G) es una Ms—congruencia
principal, digamos Opa(G) = O(a,b), con a < b, entonces G = o(d) con d = (Vb A
Va)V (Ab A Aa) € K(L), de donde se infiere, por la Observacion 2.2.4.17, que G es un
conjunto abierto, cerrado y A—involutivo de Z,(L).

(i) = (i): Sea G es abierto, cerrado y A—involutivo en Z,(L), entonces por la

Proposicién 2.2.4.5, (I) G = V\ U, con U,V € D(Z,(L)), U C V, V = o,(b) y
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U = or(a), con a,b € L. Como ademas G es A—involutivo, entonces teniendo en
cuenta el Lema 2.2.3.1 se verifica, (II) G = A*V \ A*U. A continuacién probamos que
VVA\VU C AV AU.

(1) 2 € V'V \ V', [hip.]
2) zeVU-VyzgUu-U, (1), (B) Lema 2.1.3.1]
sien (2)

(3) zeV, [(2)]
(3.1) z e V\U =G, [(3), (2), (D]
(3.2) z € AV \ AU, [(3.1), (ID)]

si en (2)
(4) z eV, [(2)]

(4.1) existe z € minZ,(L) NV tal que z <z y
x & maxZ,(L)NV, [(4), (N) Lema 2.1.3.1]

se presentan dos casos:
(4.2) (a) z==x 0 (b) z <z, [(4.1)]

si ocurre (a)

(43) z eV, [(a), (4.1)]
(4.4) = ¢ maxZ,(L), [(4.3), (4.1)]
(4.5) € minZ,(L), [(4.4), Z,(L) es un Mz—espacio]
(4.6) x € U, [hip.]
(4.7) z € U, [(4.4), (4.5), (4.6), (N) Lema 2.1.3.1]
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(4.8) = € V*U, lo que contradice (1), [(4.7), (N) Lema 2.1.3.1]
(4.9) € V\U =G, [(4.3), (4.6), (4.8), (I)]

(4.10) = € AV \ A*U, [(4.9), (II)]

si ocurre (b)

(4.11) z € maxZ,(L), [(b)]
(4.12) ¢V, [(4.11), (4.1)]
(4.13) z €U, [hip.]
(4.14) z € minZ,(L) N U, [(4.13), (4.1)]
(4.15) = € ~U C V*U, lo que contradice (1), [(b), (4.14), (N) Lema 2.1.3.1]
(4.16) 2 ¢ U, (4.13), (4.15)]
(4.17) € V\U =G, [(4.1), (4.16), (D)]
(4.18) z € V\U =G, [(b), (4.17), G es A—involutivo]
(4.19) z € AV \ A*U. [(4.18), (11)]

Luego de lo demostrado resulta que G = (V*o(b)\V*oL(a)) U (A*or(b)\A*or(a)), de
donde, por la Proposicién 2.2.4.15, podemos asegurar que ©pna (G), es una Mz—congruencia

principal. O

Teorema 2.2.4.20 Sea L € M3 e Z,(L) el Ms—espacio asociado a L. Entonces el reticulo
OCA(Z,(L)) de los subconjuntos abiertos, cerrados y A—involutivos de Z,(L) es isomor-
fo al reticulo Conngp(L) de las Mg—congruencias principales de L, y el isomorfismo lo
establece la funcion ©pcpa : OCA(Z,(L)) — Conmgp(L) definida por la misma prescrip-

cion que la funcion ©oa dada en (A3’).
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Dem.
Es inmediato del Teorema 2.2.3.4, la Proposicion 2.2.4.19 y el hecho de que
OCA(Z,(L)) es un subreticulo de O (Z,(L)). O

Corolario 2.2.4.21 En todo Ms—reticulo acotado, el reticulo de las congruencias prin-

cipales es un dlgebra de Boole.

Dem. Es una consecuencia inmediata del Teorema 2.2.4.20, teniendo en cuenta que el re-
ticulo de los subconjuntos cerrados, abiertos y A—involutivos de su Mz—espacio asociado

es un algebra de Boole.

Observacion 2.2.4.22 En todo Ms—reticulo acotado se verifica:

(i) la interseccion de un nimero finito de Mg—congruencias principales es también una

M3 —congruencia principal,
(ii) las Ms—congruencias principales son booleanas.

Proposicién 2.2.4.23 Sea L € M3 e Z,(L) el Ms—espacio asociado a L. St G es un

subcongunto de Ip(L), entonces las siguientes condiciones son equivalentes:
(i) G es un subconjunto abierto, cerrado y A—involutivo de Ip(L),
(ii) ewiste a € K(L) tal que G = or(a).

Dem.

(i) = (ii): Sea G un subconjunto abierto, cerrado y A—involutivo de Zp(L), entonces
en particular, G’ es un abierto, cerrado y decreciente. Como oy, es un isomorfismo entre L
y D(Zp(L)), existe a € L tal que G = o (a). Por otro lado como G es A—involutivo se
verifica que G = A*G, y en consecuencia G = or,(Aa) con Aa € K(L).

(ii) = (i): Si existe a € K(L) tal que G = or(a), entonces a = Aa = Va. Por lo
tanto G = o (Aa) = A*or(a) y en consecuencia G es un subconjunto abierto, cerrado y

A—involutivo de Z,(L). O
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Teorema 2.2.4.24 Sea L € M3 e Z,(L) el M3—espacio asociado a L. Entonces, el reticu-
lo K(L) de los elementos booleanos de L es isomorfo al reticulo OCa(Z,(L)) de los sub-
conjuntos abiertos, cerrados y A—involutivos de I,(L), donde el isomorfismo estd definido

por la restriccion a K (L) del isomorfismo oy, : L — D(Z,(L)), definido como en (Al).
Dem. Inmediata de las Proposiciones 2.1.5.1 y 2.2.4.23. O

Corolario 2.2.4.25 Sea L € M3 e Z,(L) el Ms—espacio asociado a L. Entonces, el re-
ticulo K(L) de los elementos booleanos de L es isomorfo al reticulo Conygp(L) de las

M3 —congruencias principales sobre L, y el isomorfismo es la composicion Opca © 0.

Dem. Inmediata de los Teoremas 2.2.4.24 y 2.2.4.20. O

El corolario siguiente proporciona una caracterizaciéon de las congruencias en los

Ms—reticulos finitos.
Corolario 2.2.4.26 Las Mg—congruencias sobre un Ms—reticulo finito son principales.

Dem. Sea L un Mjs—reticulo finito y ¢ una Mgs—congruencia sobre L. Entonces por
el Teorema 2.2.3.4, existe G un subconjunto abierto y A—involutivo de Zp(L) tal que
¢ = Ooa(G). Por otro lado como L es finito, entonces Zp(L) es suma cardinal de un
nimero finito de cadenas de dos elementos y la topologia del espacio de Priestley es la
discreta. Luego G es abierto, cerrado y A—involutivo y en consecuencia la congruencia
que determina, en virtud del Teorema 2.2.4.20, es una Mgz—congruencia principal.

O

Corolario 2.2.4.27 Sea L un Msz—reticulo acotado tal que su Msz—espacio asociado es
la suma cardinal de n cadenas, con n nimero entero positivo. Si K(L) es el reticulo de

los elementos booleanos de L, entonces |Conn,(L)| = |K(L)| = 2.

Dem. Sea L un M;—reticulo tal que Z,(L), su M3—espacio asociado, es la suma cardinal

de n cadenas, con n entero positivo. Luego L es un conjunto finito y en consecuencia por
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el Corolario 2.2.4.26, las congruencias de L son principales. Por otro lado por el Teorema
2.2.4.20 y la Proposicion 2.2.4.13, cada Mg—congruencia principal esta determinada por
un subconjunto de Z,(L), que es una unién finita de cadenas de dos elementos. Entonces
teniendo en cuenta el Corolario 2.2.4.25, se verifica que |K(L)| = |Conm,p(L)| = () +
M +...+ () =2

O

Corolario 2.2.4.28 Sea L un Ms—reticulo finito con n elementos booleanos
(i.e. [K(L)| = n ), entonces su Mz—espacio asociado es suma cardinal de Logsn cadenas

de dos elementos.

Dem. Es inmediato del Corolario 2.2.4.27. O

Finalmente pudimos determinar que las Mg—congruencias principales sobre un
Ms—reticulo son las congruencias asociadas a los ideales generados por los elementos

booleanos del algebra, ya que obtuvimos el siguiente resultado:

Proposicién 2.2.4.29 Sea L € M3, Z,(L) el M3—espacio asociado a L y a,b € L tales
quea < b. SiVa y Aa son el complemento booleano en K(L) de Va y Aa respectivamente,

entonces las siguientes condiciones son equivalentes:
(i) @((l, b) = @OA(G);
(ii) O(a,b) = Opa(cr(d)), con d = (VbAVa)V (AbA Aa)) € K(L),

(iii) ©(a,b) = 0(I1(d)), con d = (Vb AVa)V (AbA Aa)) € K(L), donde §(I1(d)) es la

congruencia asociada al ideal I(d).
Dem. Inmediata del Corolario 2.2.4.16 y la Proposicion 2.2.4.18. a

Corolario 2.2.4.30 Sea L € M3 y ¢ una Ms—congruencia sobre L. Entonces las si-

guientes condiciones son equivalentes:
(i) ¢ es una Ms—congruencia principal,
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(ii) ¢ =6(I(d)) cond e K(L), siendo 0(1(d)) la congruencia asociada al ideal 1(d).
Dem. Inmediata del Teorema 2.2.3.4 y la Proposicién 2.2.4.29. O

Corolario 2.2.4.31 Todo Ms—reticulo acotado tiene las Mg—congruencias principales

definibles ecuacionalmente (CPDE).

Dem. Resulta inmediato del Corolario 2.2.4.30. O

Una consecuencia importante de la proposicién anterior es la siguiente:

Proposicion 2.2.4.32 Si L € M3, ¢ y o son Mg—congruencias principales,
tales que @1 = 0(1(d)) y w2 = 0(1(k)) con d,k € K(L), entonces se verifican:

(i) w1 Ve =0(I(dVEk)),
(ii) 1002 =1V .

Dem. Sean (1) 1 = 0(1(d)) y (2) o = 0(I(k)) con d, k € K(L) congruencias principales.
Por la Proposicién 2.2.4.18, se verifica que ¢1 V 2 = Opa(orn(d)) V Ooalon(k)) y como
Oona v o, son isomorfismos tenemos, (3) ¢1 V o = 6(I(d V k)). Demostremos ahora que
©10p9 = 1 Vipse. En efecto: Sea (z,y) € p10p9, entonces existe z € L tal que (z,2) € pay
(z,v) € ¢1. Luego teniendo en cuenta (1) y (2), se cumple que zVk = zVky zVd = yVd,
de donde xVdVk=2VdVkyzVdVk=yVdVk. PorlotantozVdVk=yVdVk,de
donde se infiere que (z,y) € 0(1(d V k)) y de (3) tenemos entonces que (x,y) € p1 V ps.
La otra inclusion es inmediata y resulta por el hecho de que ¢; C ¢y 0@y parai =1,2y

por lo tanto ¢ V ¢y C 1 0 ps. O

Corolario 2.2.4.33 En la variedad Mg, la composicion de congruencias principales es

conmutativa.

Dem. Es consecuencia inmediata de la Proposicion 2.2.4.32. ]
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2.2.5. Mjz—congruencias booleanas

Los siguientes resultados dan una caracterizacién de las congruencias booleanas en los

Mz —reticulos.

Lema 2.2.5.1 Sean L € Ms, I,(L) el Ms—espacio asociado a L e Y un subconjunto

abierto y A—involutivo de Z,(L). Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:
(i) Ooa(Y) es una Ms—congruencia booleana sobre L,

(ii) Z,(L) \ 'Y es un subconjunto abierto y A—involutivo.

Dem.

(i) = (ii): Sea ©pa(Y) una Mjz—congruencia booleana sobre L, entonces existe
Oon(G) € Conp, (L), tal que Opa(Y) N Ooa(G) =idp y Oona(Y)UBOona(G) = L x L,
siendo Y y G abiertos y A—involutivos de Z,(L). Como ©pa es un isomorfismo se verifica
que Ooa(YNG) = 0pa (D) y Oon(YUG) = Opa(Z,(L)). De donde resulta que YNG = ()
yYUG =1Z,(L), y por lo tanto G = Z,(L) \ Y, lo que implica que Z,(L) \ Y es un abierto
y A—involutivo.

(ii) = (i): Sea G =Z,(L)\Y un abierto y A—involutivo de Z,(L). Entonces ©pa(G) €
Conpg (L) y como Y es también un abierto y A—involutivo, por el Teorema 2.2.4.20,
tenemos que Opa(Y) € Conpg, (L). Ademds por ser Opa un isomorfismo se verifica que
Oon(Y)NOoa(G) = Ooa(YNG) = Bpa(D) =idy y Oon(Y)UBOoA(G) = Oon(YNG) =

©on(Z,(L)) = L x L, lo que implica Opa(Y) es una Ms—congruencia booleana. O

Proposicién 2.2.5.2 Sean L € M3 e Z,(L) el Ms—espacio asociado a L. Si'Y es sub-

congunto de Z,(L), entonces las siguientes condiciones son equivalentes:
(i) ©oa(Y) es una Mg—congruencia booleana sobre L,
(ii) Y es un subconjunto abierto, cerrado y A—involutivo de Z,(L).

Dem.
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(i) = (ii): Si©Opa(Y) es una Mz—congruencia booleana sobre L, entonces Y es un abierto
y A—involutivo de Z,(L). Por el Lema 2.2.5.1, se verifica que Zp(L) \ Y es también un
subconjunto abierto y A—involutivo de Z,(L), de donde tenemos que Y es un subconjunto
abierto, cerrado y A—involutivo de Z,(L).

(ii) = (i): Sea Y un subconjunto abierto, cerrado y A—involutivo de Z,(L). Entonces
Z,(L) \'Y es un subconjunto abierto y A—involutivo y por el Lema 2.2.5.1, podemos
afirmar que Opa(Y) es una Mg—congruencia booleana.

O

Corolario 2.2.5.3 Sea L € M3. Entonces, las siguientes condiciones son equivalentes:
(i) ¢ es una Mg—congruencia booleana sobre L,
(i) ¢ es una Ms—congruencia principal sobre L.

Dem. Inmediato de la Proposiciéon 2.2.5.2 y el Teorema 2.2.4.20.
O

Teorema 2.2.5.4 Sean L € M3 e Z,(L) el Ms—espacio asociado a L. Entonces el reticu-
lo OCATZ,(L) de los subconjuntos abiertos, cerrados y A—involutivos de I,,(L), es isomorfo
al reticulo Conmgp(L) de las Mg—congruencias booleanas sobre L, y el isomorfismo lo
establece la funcion ©oca : OCA(Z,(L)) — Conmgp(L) definida por la misma prescrip-

cion que la funcion ©oa dada en (A3’).

Dem.

Inmediato del Corolario 2.2.5.3 y el Teorema 2.2.4.20. O

Corolario 2.2.5.5 Las Mg—congruencias principales sobre un Ms—reticulo son conmu-

tativas y booleanas, en consecuencia son congruencias factores.
Dem. Es inmediata de los Corolarios 2.2.5.3 y 2.2.4.33. ]

Corolario 2.2.5.6 Las Ms—congruencias principales y booleanas sobre un Ms—reticulo

acotado L son congruencias requlares y uniformes.
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Dem. Sea ¢ una Mjs—congruencia principal, entonces por el Corolario 2.2.4.30, ¢ =
0(I(a)), con a € K(L). Si |z|, es la clase de equivalencia de x, entonces f : |z|, — [0],,
definida por f(z) = z A a es una aplicacién biyectiva. En efecto, dado z € |z|,, es claro
que zAa < ay por lo tanto z Aa € I(a) = |0],. Por otro lado si y,z € |z|, son
tales que y # z, entonces tVa =yVayxVa=zVa,dedonde (1) yVa=zVa.
Si fuera y Aa = z A a, de (1) por la ley del corte resultaria que z = y. Por lo tanto
yANa#zANayast f(y) # f(z), con lo cual f es inyectiva. Sea ahora ¢ € |0],, entonces
t < a. Si consideramos z = (x A @) V t, entonces es facil probar que z Va =z V a, lo que
implica que z € |z|, y ademds f(z) = t, de donde resulta que f es sobre. Lo probado nos
permite afirmar que cualesquiera sean |z, y |t|, se verifica que ||z|,| = ||t|,|, de donde
resulta que las congruencias principales son uniformes. Las congruencias principales son
regulares, pues si ¢1 y @2 dos congruencias principales tales que [0|,, = |0|,,, entonces
o1 =0(I(a)), 2 = 0(1(b)), con a,b € K(L), y se verifica que |0|,, = I(a) y [0]p2 = I(b)
por lo tanto ¢ = 3. Como por el Corolario 2.2.5.3, las congruencias booleanas coinciden
con las principales, entonces dichas congruencias también son regulares y uniformes.

O

Observacion 2.2.5.7 A. V. Figallo en [15] demostré que en la variedad de los Ms—reticu-
los, el cardinal del dlgebra libre finitamente generada es finita. Como consecuencia de este

resultado la variedad de los Ms—reticulos es localmente finita (ver [8]).

El siguiente teorema debido a D. Clark y P. Krauss (Global subdirect products, Mem.
Amer. Math. Soc. 210 (1979)), nos fue muy 1til en lo que sigue.

Teorema 2.2.5.8 Si una variedadV localmente finita, es tal que todas sus dlgebras finitas

son a congruencias uniformes, entonces V es a congruencias conmutativas.
Teorema 2.2.5.9 La variedad M3 es a congruencias conmutativas.

Dem. Es consecuencia de los Corolarios 2.2.4.26 y 2.2.5.6, la Observacién 2.2.5.7

y el Teorema 2.2.5.8. m|
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Observacién 2.2.5.10 Fried, Gratzer y Quackenbush probaron que una variedad semisim-
ple es filtral si, y solo si, verifica la propiedad de las congruencias principales definibles
ecuacionalmente (CPDE). Cada variedad filtral a congruencias conmutativas es una va-

riedad discriminadora, ver [7].
Teorema 2.2.5.11 La variedad Mg es una variedad filtral.

Dem. Resulta del hecho de que la variedad de los M3—reticulos es semisimple y que todo

Mjs—reticulo acotado verifica la propiedad (CPDE), por el Corolario 2.2.4.31.

Teorema 2.2.5.12 La variedad Mg es una variedad discriminadora.

Dem. Es consecuencia de la Observacion 2.2.5.10 y los Teoremas 2.2.5.9 y 2.2.5.11.
a

Corolario 2.2.5.13 La variedad Mg es regular, tiene la propiedad de extension de con-
gruencias (PEC) y cada Mg— congruencia compacta de un dlgebra de la variedad, es una

M3 —congruencia principal.

Dem. Es consecuencia del Teorema 2.2.5.12. O
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Capitulo 3

Msg—reticulos k—ciclicos

En este capitulo obtenemos el sistema determinante de un Ms—reticulo finito, mostrando
que el conjunto ordenado de sus elementos primos, determina la estructura del mismo.
También indicamos un método para construir los automorfismos de un Ms—reticulo en el
caso finito y todos los Mg—epimorfismos de un M3z—reticulo finito en otro. En la seccion
final estudiamos los Mjz—reticulos k—ciclicos, determinando las congruencias, las alge-
bras simples y subdirectamente irreducibles de esta variedad y describimos la estructura
del Mj3—reticulo k—ciclico con un ntmero finito de generadores libres. Probando que la

variedad es semisimple, estd finitamente generada y es localmente finita.

3.1. Sistema determinante de un Ms—reticulo finito

En lo que sigue denotamos con Mg¢ a la clase de los Mz—reticulos finitos.

Teorema 3.1.0.14 Si L € Mg¢, entonces el conjunto ordenado II(L), de los elementos

primos de L, es suma cardinal de cadenas de dos elementos.
Dem. Es consecuencia directa de (M34’). O

Lema 3.1.0.15 Sea L € Mg¢. Sip € II(L), entonces Ap =0 o Ap = p, pero no ambas.
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Dem. Sea p € II(L), luego por (M11) y (M21), p < Vp = ApV A ~ p. Entonces por ser
p un elemento primo, (1) p < Ap o (2) p < A ~ p. Teniendo en cuenta (M8), si se verifica
(1), tenemos p = Ap, si vale (2), p <~ p, y por lo tanto p = pA ~ p, de donde por (M1),
Ap = A(pA ~ p) = 0. Es claro que ambas condiciones no pueden darse simultaneamente

pues de ser asi, resultaria que p no es un elemento primo, ya que p = 0.

Teorema 3.1.0.16 Sea L € Mge. Si M(II(L)) = {p € II(L) : Ap =0} y R(II(L)) =
{p € TI(L) : Ap = p}, entonces se verifica que

(i) M(II(L)) U R(II(L)) = II(L),
(i) M(II(L)) N R(II(L)) = 0.
Dem. Es consecuencia inmediata del Lema 3.1.0.15. O

Observacion 3.1.0.17 Por (M6) queda univocamente determinada la operacion /\ en
los Ms—reticulos finitos, pues si x € L, x # 0, entonces v = \/{p € II(L) : p < z} y por
lo tanto Ax =\/[{Ap:peIl(L) y p < x}.

Lema 3.1.0.18 Sea L € Mg¢ y p € II(L). Entonces se verifica que p € M(II(L)) si, y
solo si, ~ p € R(II(L)).

Dem.

(=): Seap e M(II(L)). Es claro que ~ p # 0 pues caso contrario, por (M22), resultaria
p = 0, lo que contradice que p es primo. Sean a,b € L tales que (1) ~ p = aV b. Luego de
(1) y (M6), tenemos que A ~ p = Aa V Ab. Entonces teniendo en cuenta (M11), (M21)
y el hecho que Ap = 0 resulta que p < Vp = ApV A ~ p = Aa V Ab, de donde por
ser p un primo tenemos que p < Aa o p < Ab. En cualquiera de los casos anteriores por
(M17), (M16) y (M8) se verifica (2) Vp < a o (3) Vp < by como por (M12), ~ p < Vp,
de (2) y (3) obtenemos que ~ p < a o ~ p < by por lo tanto ~ p € TI(L). Resta
probar que A ~ p =~ p. Por (M8), se verifica que (4) A ~ p <~ p. Por otro lado
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por (M12), tenemos que ~ p < Vp, de donde por (M21) y la hipdtesis Ap = 0, resulta
(5) ~p < A~p. Luegode (4) y (5), A ~p=~p.

(«<=): Vamos probar que si p € R(II(L)), entonces ~ p € M(II(L)), de donde teniendo
en cuenta (M2), resultard lo que queremos demostrar. Sea p € R(II(L)), entonces Ap = p.
Luego ~ p =~ Ap y en consecuencia por (M19), tenemos que A ~ p = 0. Veamos ahora
que ~ p es un primo. Es claro que ~ p # 0. Sean a,b € L tales que (1) ~ p = a Vb,
entonces por (M2) y (M28) resulta que p <~ aV ~ by por ser p primo se verifica que

p<~aop<~b. a

Notacién 3.1.0.19 En lo que sigue denotamos con Ay(L) el conjunto de todos los dtomos

de un Mz—reticulo finito L.

Lema 3.1.0.20 Sea L € Ms¢ y los conjuntos M(II(L) y R(II(L) dados como en el

Teorema 3.1.0.16, entonces se verifican las siguientes propiedades:
(i) minTI(L) = M(II(L)) = A,(L),
(if) mazII(L) = RII(L)) = TI(L) \ A(L) = A(K(L)).

Dem.

(i): Seap € M(II(L)), entonces Ap = 0. Luego teniendo en cuenta (M21) y (M8) resulta
que Vp = A ~ p <~ py por lo tanto por (M12), Vp =~ p. Esto tltimo implica,
teniendo en cuenta (M11), que p <~ p, pues si p =~ p resultaria por (M22) que
p = 0, lo cual es aburdo pues p es primo. Entonces como por el Lema 3.1.0.18,
p,~ p € II(L) y II(L) es suma cardinal de cadenas de dos elementos, concluimos
que p € minll(L). Para la otra inclusion, sea p € minII(L) y supongamos que
Ap # 0. Entonces por Teorema 3.1.0.16, resulta que Ap = p, de donde tenemos que
~ p =~ Ap. Como por el Lema 3.1.0.18, ~ p € TI(L), resulta que ~ Ap € TI(L) y
ademads por (M4) y (M8), se verifica que ~ Ap < Ap = p. Esto implica por ser p
minimal en II(L) que ~ Ap = p, de donde por (M19) resulta que Ap = 0. Hemos
probado asi que minII(L) = M(II(L)).
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Sea ¢ € M(II(L)) y consideremos ¢ € L tal que 0 < ¢ < ¢. Por lo demostrado antes
tenemos (1) ¢ € minII(L). Sic # 0y ¢ # q, existe s € II(L) tal que s < ¢ < g,
lo cual contradice (1). Luego ¢ = 0 o ¢ = g y por lo tanto ¢ € A;(L). Entonces
minI1(L) = M(II(L)) € A;(L). Para la otra inclusién sea (2) a € A;(L). Como
Ai(L) C II(L), entonces a € TI(L). Si fuera que a ¢ minlII(L), entonces existiria

b e II(L) tal que 0 < b < a, lo que contradice que a es un atomo.

(ii): La igualdad maz II(L) = R(II(L)) = II(L) \ A:(L), es consecuencia inmediata de lo
probado en (i), el Teorema 3.1.0.14 y el hecho de que R(II(L)) = II(L) \ M(II(L)).
Veamos ahora que R(II(L)) = A;(K(L)). Sea a € A;(K(L)), entonces a # 0. Sean
u,v € L tales que a < u V v. Luego por la propiedad (M17) de los Ms—reticulos
tenemos que a = Aa < AuV Av. Como Au,Av € K(L), por (M8) y el hecho
de que a un atomo de K(L), resulta que a < Au < uwoa < Av < v. Lo que
prueba que a € II(L) y como Aa = a se verifica que a € R(II(L)). Para la otra
inclusién, consideremos ¢ € R(II(L)). Es claro que ¢ € K(L). Supongamos que
existe ¢ € K(L) tal que 0 < ¢ < ¢q. Como ¢ # 0y K(L) es un algebra de Boole,
existe b € A (K (L)) tal que b < ¢. Por lo probado anteriormente b € II(L) y como
b < q con g € TI(L), entonces b € minII(L) y por lo tanto Ab = b = 0, lo que
contradice que b € A,(K(L)).

Teorema 3.1.0.21 Si L € Mg¢, entonces se verifican:
() p € AL) si, y solo si, ~ p € TI(L) \ A(L),
(ii) p e II(L) \ A¢(L) si, y solo si, ~p € Ai(L),

(iii) St Cpy CII(L) es la cadena de dos elementos primos tales que p < q, entonces se

verifica que ~p=q Yy~ q=D.

Dem. Las dos primeras propiedades (i) y (ii), son consecuencia inmediata de los Lemas

3.1.0.18 y 3.1.0.20.
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(iii): Consideremos la cadena C),, C II(L) como indica la hipétesis. Entonces se verifica
que p € minII(L) y por lo tanto Ap = 0. En consecuencia, teniendo en cuenta (M21), se
verifica que Vp = A ~ p. Luego por (M8) y (M11), resulta que p <~ p , lo que implica
que p <~ p, pues de ser p =~ p, tendriamos por (M22) que p = 0, lo que contradice que

p es un primo. Por lo tanto ~ p = ¢ y por (M2) se verifica también que ~ ¢ = p. O

Teorema 3.1.0.22 Sea L € Mgzg, v € L yx =

)

pi, con p; € II(L) para todo

k
=1

k
j = 1,2,... k, una representacion irredundante de x. Entonces ~ xz = \| ~ p; y
" =1
Ax = \{p: : Ap; = pi}, con m < k, siendo estas ultimas representaciones irredun-
i=1

dantes de ~ x y Az respectivamente.

Dem. Sea z en las condiciones del enunciado y u =~ p1V ~py V...V ~ pg.
Luego por (M14) y (M24), tenemos (1) V~z= V= V(p1VpaV...Vpg)=
Vi VVpaV.. VVp =V ~ p1VV ~ poV. . . VV ~ pp = V(~ p1V o~ paVe . Vo~ pg) = V.
Por otra parte de (M17) y (M28), (2) A~z =A~(p1VpaV...Vp;) <
A(~p1V~pa Ve Vo~ pg) = A,
Ademads por (M6) y el Lema 3.1.0.20, Au=A ~p; VA ~pa V... A ~ pg con

0, sip; € II(L) \ A¢(L)
~ pi, sip; € A(L)

N ~pp =

Por lo tanto Au =~ p1V ~pa V...V ~p, conp; € Ay(L) y t < k.

Supongamos que Au £ A ~ x, entonces existe p, € A(L) tal que
(3) ~ piy € A~z con ig € {1,...t}. Por (M12), (M14) y (M24), se verifica que
~ p;i; < V. Entonces teniendo en cuenta (M21) y (3), resulta que ~ p;; < Az. Luego
por (M8), tenemos que ~ p;; < p1 Vpa V...V pg, de donde por ser ~ p;; un primo, existe
i, tal que ~ p;; < pg,, con lg € {1,...k} y en virtud del Teorema 3.1.0.21, p;, # pi,-
Como ~ p;, € mazII(L), se verifica que ~ p;; = p;,, lo que implica que p;, < p;, y en
consecuencia la representacion de x no es irredundante, lo que contradice la hipotesis. Por

lo tanto de (2), se verifica (4) Au= A~zx.
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Finalmente teniendo en cuenta (1), (4) y el Principio de determinacién (M26), resulta
que (4) ~xz=~p; V...V ~ py.
Veamos ahora que (4) es una representacién irredundante de ~ z. Supongamos que no
lo es, entonces existe jo € {1,...k} talque ~ & =~ p1 V...V ~ p;; 1V ~ pjo1V... V ~ p,.
Luego tenemos que ~ pj; <~ p; V...V ~p;1V ~pjy1 V...V ~ p, y en consecuencia
por ser ~ p;; un elemento primo, existe ig € {1,...,n} tal que ~ p;; <~ p;,, con iy # Jo.
Si ~ pj, =~ pi,, entonces se verifica por (M2) que p;, = p;, v esto es absurdo pues la
representacion de z es irredundante. Si ocurriera ~ p;, <~ p;,, en este caso se verifica
que ~~ pj; =~ p;, y por lo tanto (5) p;, =~ p;,- Andlogamente se puede probar que
(6) piy =~ pj,- De (5) y (6) resulta que p;, < pj,, lo que contradice que la representacién
de z es irredundante.
Por otro lado, como x = \k/ pi, con p; € II(L), es una representacién irredundante,
i=1

k
por (M6), tenemos que Az = \/ Ap; con
i=1

pi, sip; € II(L)\ A(L)
0, si p;i € At(L)

Ap; =

m

y por lo tanto Ax = \/{p; : Ap; = p;}, con m < k. Teniendo en cuenta (M8), es facil
i=1

probar que esta representacion es irredundante. O

Observacion 3.1.0.23 FEl resultado anterior no es vdlido si la representacion no es irre-

dundante.

Nota 3.1.0.24 Teniendo en cuenta la Observacion 3.1.0.17 y el Teorema 3.1.0.22 pode-
mos decir que sobre un reticulo distributivo finito L, puede definirse a lo sumo una sola
estructura de Ms—reticulo. Ello es posible si II(L) es union de componentes coneras que

son cadenas con dos elementos, como indica la figura:

q1 q2 dn

pP1 D2 DPn
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Yy deﬁmmos AO = O) ~ 0 = 0; qu = i, Apz = 07 ~ g = Pi, ~ Pi = (i

ysixz =\ s, conl<m <n, es una representacion irredundante de x como supremo
=1

m n
de primos, entonces Ax = \/ As;; y~x =\ ~s;,.
j=1 i=1

3.2. Automorfismos de un Ms—reticulo finito

En esta seccién determinamos cuantos automorfismos es posible definir en un Ms—re-
ticulo finito.

Un resultado muy conocido en la teoria de los reticulos distributivos afirma que si
h: L — L es un isomorfismo de reticulos distributivos y f = h|II(L) es la restriccién de

h a II(L), entonces f : II(L) — II(L) es un isomorfismo de orden y

07 si =0
V{f(p) :p <z, pell(L)}, en otro caso

Reciprocamente, todo isomorfismo de orden f : II(L) — II(L) puede ser extendido a

un automorfismo de L por la férmula (I).

Lema 3.2.0.25 Sea L € Mg¢ y f : II(L) — II(L) un isomorfismo de orden, entonces

(i) f(~p) =~ f(p) para todo p € TI(L),

(i) sip e II(L) y Ap € II(L) se verifica que f(Ap) = Af(p).
Dem.

(i): Seap € II(L), entonces por Teorema 3.1.0.16, se presentan dos casos (1) p € R(II(L))
0 (2) p e M(II(L)).

Si vale (1), entonces Ap = p y por (M10), ~ p < p, mas atin por ser p un primo,
se verifica que ~ p < p. Luego por ser f isomorfismo de orden, f(~ p) < f(p) y en

consecuencia, teniendo en cuenta (iii) del Teorema 3.1.0.21, f(~ p) =~ f(p).
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Si vale (2), entonces ~ p € R(II(L)) y ~~p € M(II(L)). Luego por lo demostrado
en el caso (1) resulta que f(~~ p) =~ f(~ p), de donde teniendo en cuenta (M2),

se verifica ~ f(p) = f(~ p).

(ii): Sip e II(L) y Ap € II(L), entonces por Teorema 3.1.0.16, Ap € R(II(L)) y por lo
tanto p € R(II(L)) = maxz II(L). Por ser f isomorfismo de orden se verifica también

que f(p) € R(II(L)). Luego tenemos que Ap =py Af(p) = f(p), entonces resulta
f(&p) = Af(p).

O

Teorema 3.2.0.26 Sea L € Mg¢ y f : II(L) — II(L) un isomorfismo de orden. Enton-
ces h: L — L dada por

0, si x=0
k

k
(I) h(z)=<¢ V f(pi), six=\ p;es una representacién irredundante de x
i=1 i=1

como supremo de primos,

es un Mg—isomorfismo.

Dem. Es claro que h estda bien definida y que es sobre, puesto que todo elemento
x € L, x # 0, admite una representacion irredundante como supremo de elementos pri-

mos. Probaremos que h es un isomorfismo de orden, con lo que quedarda demostrado que
k m

h es homomorfismo de reticulos. Sean z,y € L talesque z < ycony=\/ ¢ yz =\ pi
i=1 i=1

representaciones irredundantes. Como p; < \/ ¢;, para cada i € {1,2,...m}, entonces por
i=1

<w

ser p; primo, existe ¢;, tal que p; < gj,. Por lo tanto f(p;) < f(gj,) <

7

m k
i €{1,2,...m}, de donde obtenemos \/ fpi) < \/ f(g;) v en consecuencia h(z) < h(y).

f(g), para cada
1

= =1
En forma anéloga se puede demostrar que si h(x) < h(y), entonces x < y.

Por otro lado, si z = 0, teniendo en cuenta (M22) y (M23), resulta h(Azx) = Ah(z)
y h(~ x) =~ h(x). Veamos que esto también se verifica si x # 0. Sea = # 0, entonces x

admite una representacién irredundante como supremo de elementos primos de la forma
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k k
(1) © = \ pi. Luego h(z) = V f(p;) v ademds, teniendo en cuenta (M6), Ah(x) =
i=1

=1

\k/ Af(p;), donde

=1

f(pi), si f(pi) € (L) \ A(L)
0, si f(p;) € Ay(L)

Af(pi) =

Por consiguiente (2) Ah(x) = V(0 : f(p) € MENA(L)} = V5 ) : 55 p) =
f(pi)}, con m < k.

Observemos por otra parte que como f es un isomorfismo de orden, se verifica que
p € A(L) = minlI(L) si, y solo si, f(p) € Ay(L) = minIl(L) y p € II(L) \ A:(L) =
max II(L) si, y solo si, f(p) € II(L) \ Ay(L) = mazx II(L)).

Entonces Az = \77 {pi :pi e II(L)\ A(L)} = \7 {pi : Ap; = pi}, con m < k, siendo
esta una representaéi:(ﬁln irredundante de Ax, por lg 1demostmdo en el Teorema 3.1.0.22.
En conseenencia (3) h(22) = V (£(p) : Apc=pd = V(1) : A1) = F(0).

De (2) y (3) resulta que h(Aw) Ah(z).

k
Por otra parte, por ser f un isomorfismo de orden, si consideramos y = \/ f(p;), esta
i=1
es una representacion irredundante de y, puesto que (1) también lo es.
k

Entonces teniendo en cuenta el Teorema 3.1.0.22; tenemos que ~ x = \/ ~ p; y
i=1
k
ademds (4) ~ y = \/ ~ f(pi), siendo ambas representaciones irredundantes de esos
i=1
elementos.

k
Luego de (4), el Teorema 3.1.0.22 y el Lema 3.2.0.25, h(~ z) = \/ f(~ p;) =

~ 50 =~ V (0 =~ (o).

-

=1

Teorema 3.2.0.27 Sea L € Mg, h : L — L un Mg—isomorfismo y f = h|II(L) la

restriccion de h a 11(L), entonces f : II(L) — II(L) es un isomorfismo de orden.

Dem. Es inmediata, pues si h : L — L es un Ms—isomorfismo, entonces es un isomor-
fismo de reticulos distributivos y por lo tanto f = h|II(L), la restriccién de h a II(L), es

un isomorfismo de orden. O
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Notacién 3.2.0.28 Indicamos con Aut(L) el conjunto de todos los Ms—automorfimos
que se pueden definir sobre un Mz—reticulo L y con I50,.4(11(L)) el conjunto de todos los

isomorfismos de orden sobre TI(L).

Teorema 3.2.0.29 Sea L € Mg¢, entonces |Aut(L)| = |Isoqqa(I1(L))| y dicho nimero

estd determinado por las permutaciones de las componentes conexas de I1(L).

Dem. Sea L € Ma¢, entonces por (M34’) sabemos que L y T" son isomorfos, donde
n = 1 si, y solo si, es simple, y si n > 1, n es el niumero de atomos de K (L), siendo
T la cadena con tres elementos como estd definida en (M33). Por consiguiente II(L) es
suma cardinal de n cadenas de dos elementos y en consecuencia se pueden definir n! auto-
morfismos, determinados por las permutaciones de las componentes conexas de II(L), es
decir |I1s0,-q(I1(L))| = n!. Por otro lado, la correspondencia que a cada Mz—isomorfismo
h le asocia la restriccién h|II(L), en virtud de los Teoremas 3.2.0.27 y 3.2.0.29 es una
aplicacién biyectiva, con lo que queda demostrado que |Aut(L)| = |I504q4(I1(L))| = n!.
O

Corolario 3.2.0.30 Si L es isomorfo a T", donde n es el nimero de dtomos de K(L),
entonces se pueden definir sobre L, n! automorfismos, determinados por las permutaciones

de las componentes conexas de I1(L).

Dem. Inmediata del Teorema 3.2.0.29. O

3.3. Epimorfismos de M3z—reticulos finitos

En esta seccion indicamos un método para determinar todos los Mg—epimorfismos de

un Ms—reticulo finito en otro.

Proposicién 3.3.0.31 Sean L y L' dos Mz—reticulos finitos y f : II(L) — TI(L')
una funcion inyectiva y creciente. Entonces p < q si, y solo si, f(p) < f(q), para todo

p,q € II(L).
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Dem.

Sean p,q € II(L). Si p < g, entonces, por ser f creciente, f(p) < f(q). Reciprocamente,
supongamos que f(p) < f(g). Si fuera f(p) = f(q), como f es inyectiva, se verifica
que p = ¢ y por lo tanto p < ¢. Si (1) f(p) < f(q) y suponemos que p £ ¢, como
II(L) es suma cardinal de un nimero finito de cadenas de dos elementos, debe suceder
que p y q pertenecen a cadenas distintas. Entonces se presentan los siguientes casos:
(a) p,q € minll(L) tales que p < uy ¢ < v, con u,v € II(L), (b) p € minIl(L),
g€ maxll(L),p<uyv<gq, conuuvéell(L), (c) g €minll(L), p € maxIl(L), u <py
g <w,conu,v€lI(L)o(d) p,g€maxIl(L),u<pyv<gq,conu,veéel(L).

En el caso (a) y (b), por ser f una funcién creciente, f(p) < f(u) entonces por (1),
debe verificarse que f(u) = f(q) y en consecuencia, por la inyectividad de f, tenemos
que u = ¢, lo que es absurdo pues ¢ estd en distinta cadena que p. En los casos (c) y
(d), resulta que f(u) < f(p), lo que implica que f(p) es un elemento maximal, lo que
contradice (1). Luego p < g.

O

En el siguiente teorema probamos que toda funcién inyectiva y creciente de II(L) en

ITI(L') induce un epimorfismo de L en L'

Teorema 3.3.0.32 Sean L y L' dos Ms—reticulos finitos y f : II(L') — II(L) una
funcion inyectiva y creciente. Si para cada v € L, x # 0 consideramos el conjunto
L' ={p e (L) : f(p) <z} # 0. Entonces la aplicacion F : L — L' definida
por

V{p' :p e Ly}, siL, #0

0, en otro caso,

Fr) =
es un epimorfismo de reticulos y ademds F' es creciente.

Dem.

(i) F' es sobreyectiva: Seay € L', siy = 0, existe x = 0 € L tal que F'(x) = y. Supongamos
que y # 0. Luego y = \/1I,, donde II, = {p’ € II(L) : p’ < y}. Consideremos = =
V{f():p €1l,}. Probaremos que F'(z) = y, para ello es suficiente probar que L/, = 1II,,.
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Sea ¢’ € L,, entonces como f(q') es un primo de L, entonces f(q') < f(p'), para algun
p' € II,. de esto tltimo, por la Proposicién 3.3.0.31, resulta que ¢’ < p’ < y y por lo
tanto ¢’ € II,. Reciprocamente, sea t’ € II,,, entonces ¢’ < \/II,, de donde, por ser ¢’ un
elemento primo, existe s’ € I, tal que ¢’ < s’ <y y por lo tanto f(t') < f(s') <z yen

consecuencia t’ € L' .

(ii) F es creciente: Sean x,y € L tales que x < y. Si L, = (), entonces F(z) = 0 y se
verifica que F'(z) = 0 < F(y). Si L, # 0, entonces x # 0 y por consiguiente y # 0. Ademéds
si p’ € L, tenemos que f(p') < x <y. Luego p’ € L; y por consiguiente p’ < \/{p':p’ €
L,} = F(y), para todo p’ € L. Entonces tenemos que \/{p":p’ € L} = F'(x) < F(y).

(iii) F(x Vy) = F(z) V F(y): Si F(z Vy) = 0, entonces L/

'y = 0y por consiguiente

L, =0y L, = 0. Por lo tanto en este caso vale la igualdad. Si F'(vV y) # 0, entonces
L, # 0 o L, # 0. No es dificil probar que que L}, = L, U L, y en consecuencia
P Vy) = F(z) v F(y).

(iv) F(x ANy) = F(x) N F(y): Si F(z ANy) =0, es claro que F(z Ay) < F(z) A F(y). Si
fuese que F(x Ay) # 0. En este caso, como L,,, # 0, tenemos que L, # 0 y L, # 0.
Como L/

TAY

F(z Ny) < F(x) A F(y). Supongamos que (1) F(x) A F(y) £ F(x Ay). Entonces existe

CL,yL,, €L, entonces F(zAy) < F(z) y F(zAy) < F(y) y por lo tanto

r e (L) tal que ' < F(z) ANF(y) y v’ £ F(x Ay). Luego existe p’ € L’ tal que ' <p'y
existe ¢’ € L, tal que 7" < ¢'. De estas tltimas afirmaciones, como f es creciente, resulta

que f(r) < f(p) <z y f(r') < f(¢') <y, de donde tenemos que f(r') < f(p) A f(d) ¥

/

"y 10 que contradice (1).

por consiguiente r’ € L

Lema 3.3.0.33 Sean L y L' dos Mz—reticulos finitos y F': L — L' definida como en el
Teorema 3.3.0.32. Sit € II(L) y L, # 0, entonces se verifican las siguientes propiedades:

() F(A1) = AF(1),
(ii) F(~t) =~ F(t).
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Dem. Recordemos que por el Teorema 3.1.0.16, si ¢t € TI(L), entonces t € M(II(L)) 6
t € R(II(L)), donde M(II(L)) ={p € II(L) : Ap =0}y R(II(L)) = {p € II(L) : Ap = p}.

(i): Sit € M(II(L), de las propiedades de f, descriptas en la Proposicién 3.3.0.31, resulta
L, ={t'} cont' € M(II(L') y f(t') = t. Entonces Ly, = 0 y F(At) = 0. Ademés
AF(t) = At' =0, luego F(At) = AF(t). Por otra parte, por el Teorema 3.1.0.21,
~t € R(L')y como t' <~ t', se tiene f(t') < f(~t'). Luego L', = {t',~ '}, de
donde resulta F(~ t) =~ t' =~ F(t).

(ii): Sit e R(II(L). En este caso, teniendo en cuenta la Proposicién 3.3.0.31, se verifica
= A¢ = AF(t). En forma

O

Ly ={p'.q'} con p’ < ¢, entonces F(At) = F(t) =

/
andloga a lo realizado en (i), se prueba F'(~ t) =~ F(t)

Teorema 3.3.0.34 Sean L y L' dos Ms—reticulos finitos y F' : L — L' definida como

en el Teorema 3.3.0.32, entonces F' es un Mg—epimorfismo.

Dem. Resulta del Teorema 3.1.0.22, el Lema 3.3.0.33 y el hecho de que F' es creciente. O

Lema 3.3.0.35 Sean L y L' Ms—reticulos finitos y h : L — L' un Ms—epimorfismo y
t' € II(L'). Entonces existe un unico t € II(L) tal que h(t) =t'.

Dem. Supongamos que h™(t') = {z1, 2y, ..., 24}, con k > 1y sea (1) t = AV, z;. Es
claro que se verifica t # 0y h(t) = t’. Supongamos ahora que se cumple t = xVy, entonces
r <t y<t Ademédst = h(t) = h(z Vy) = h(x) V h(y). Como t’ es primo, t' = h(x)
ot =h(y). Sit = h(z), x € {x1,29,...,21}, entonces, por (1), ¢t < x. Similarmente si
t' = h(y). Entonces ¢ € TI(L).

Probemos ahora que h=*(¢') NTII(L) = {t}. Sea v € h='(¢') NTI(L), entonces t < u. Si
vale t < u, tenemos que t € M(II(L') y w € R(II(L)). Luego u = Vt, Au = u, At =0,
entonces t' = h(u) = h(Vt) = Vh(t) = Vt' y 0 = h(At) = Ah(t) = At lo que es

contradictorio, por lo tanto ¢t = u. O
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Lema 3.3.0.36 Secan L y L' Ms—reticulos finitos y h : L — L' un Mgz—epimorfismo.
La funcion f, - 1I(L") — II(L), definida por fi(t') =t si, y solo si, h(t) =t', es inyectiva

y creciente.

Dem.

(i) fn es inyectiva:

Sean t',t" € TI(L’) tales que f,,(t') = fn(t") = t, entonces h(t) = t', h(t) = t". Luego,
por el Lema 3.3.0.35, ' = t".

(ii) fr es creciente:

Sean t' t" € TI(L'), tales que t' < t”. Por el Lema 3.3.0.35, existen t;,ty € II(L),
tnicos que verifican h(t;) = ¢/, h(ty) = t”. Como t' € M(II(L')), resulta que t; €
M(II(L)). Sea ¢; € R(II(L)) tal que t; < g1, entonces h(q1) = h(~ t1) =~ h(t1) =
~t =1,

Por otra parte tenemos f,(t') = t1, fu(t") = q1, de donde resulta f,(t') < fu(t"). O

Sean Cjp,, (II(L"),II(L)), el conjunto de todas las funciones inyectivas y crecientes de
II(L') en II(L)) y Epimg(L, L"), el conjunto de todos los Mg—epimorfismos de L sobre
L.

Lema 3.3.0.37 |Ci, (IL(L'), II(L))| = | Eping, (L, L')|.

Dem. Por el Teorema 3.3.0.34 y el Lema 3.3.0.36, a : Cjy, (II(L'), II(L)) — Epimg (L, L)
definida por «(f) = F, siendo F' la funcién indicada en el Teorema 3.3.0.32, establece una

biyeccién entre estos dos conjuntos. O

Observacién 3.3.0.38 Sean L y L' tales que |M(II(L))| = n, |M(II(L')))| = m. Enton-
ces Ciny (II(L"),II(L)) es no vacio, si, y solo si, m < n y en este caso |Ci, (IL(L'),II(L))| =

n!
Vnm = 7 -
’ (n —m)!
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Teorema 3.3.0.39 Si L, y L,, son Ms—reticulos tales que |M(II(L,))] = n y
IM(II(L!))| = m y m <n, entonces |Epingg (Ln, L)) = V.

Dem. Inmediato del Lema 3.3.0.37 y la Observaciéon 3.3.0.38.

3.4. Ms—reticulos k—ciclicos

Definicién 3.4.0.40 Sea L € M3 y T : L — L un automorfismo. Para todo n y m

numeros naturales y x € L definimos:

T(x), sin=1
T(T" Y(x)), sin>1

T (z), sin=1
T (z) =
Tumtm (), sin=wu+1 con wu natural
Observacién 3.4.0.41 Si T es un Ma—automorfismo de L que verifica T*(x) = x, para

todo x € L, entonces por induccion se puede probar que T9%(x) = x, para todo q natural

yx € L.
Sea k, un entero positivo.

Definicién 3.4.0.42 Un Ms—reticulo k—ciclico (o Msy—reticulo) es un dlgebra
(LN, V,~, NT,0) tal que el reducto (LA, V,~,/\,0) es un Ms—reticulo y T es un

M3 —automorfismo de L que verifica T*(x) = x, para todo x € L.
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En lo que sigue, si (L, A,V,~, A, T,0) es un Mz—reticulo k—ciclico, los denotamos
con (L, T). Cuando no haya dudas acerca del automorfismo 7" o no sea relevante, decimos
simplemente, sea L un Mj—reticulo. Si k es el menor natural tal que T*(z) = x, para
todo = € L, decimos que T es de periodo k y que (L,T) es un Msz—reticulo de orden k.

Representamos con Mgy a la clase de los Ms—reticulos de orden k£ y decimos que
(L,T) € M3 es finito si L es finito. Ademads si S es una subalgebra de un Mj; ,—reticulo

(L, T), decimos para abreviar que S es una subalgebra de L.

Ejemplo 3.4.0.43 Consideremos el Ms—reticulo T, la cadena con tres elementos, defi-

k
nida anteriormente en (M33). Como M3 es una variedad, T = [ A;, donde A; = T,
=1

para todo i, es un Ms—reticulo. Si f € T* y definimos:
f(k), sii=1
Fli—1), sii#1

T es un automorfismo de T*. Ademds si m es un entero tal que m = qgk+r con 0 <r < k,

Tf(i) =

entonces se verifica que

. fli—r), sii>r
T f(i) =
fli—r+k), sii<r
y por lo tanto T*f = f, para todo f € T*. En consecuencia el sistema T, = (T, T) es un

Ms—reticulo de orden k.

3.4.1. Tn—ideales

Definicién 3.4.1.1 Sea (L,T) € M3y, N C L es un T'n—ideal, si es un n—ideal de L

que verifica que T'(z) € N cuando x € N.

Con TNZI(L) y TNZpa:(L) representamos la familia de todos los Tn—ideales y los

Tn—ideales maximales de L, respectivamente.

Observacion 3.4.1.2 Si (L,T) € Msyx y N C L es un Tn—ideal, entonces T(N) C N.
De esto se sigue que T*(N) C T(N) C N y continuando N = T*(N) C T*=}(N) C N.
Por lo tanto N = T*"1(N) y en consecuencia T(N) = N.
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Definicién 3.4.1.3 Sea L € M3y, decimos que un Tn—ideal es primo, si es un ideal

pPrimo.

Lema 3.4.1.4 Si (L,T) € My y M € TNZ(L), entonces T'(M) € TNZ(L) para todo
i=1,... k.

Dem. Es claro que si M € TNZI(L) ei € {1,2,...,k}, como T es un automorfismo,
se verifica que T%(M) es un ideal de L y ademds si x € T/(M), existe y € M tal que
x = T%(y). En consecuencia T'(z) = T(T'(y)) = TY(T(y)) € T"(M) y ~ x =~ T(y) =
T (~y) € T"(M), lo que implica que T"(M) € TN'Z(L) para todoi =1,... k. O

Lema 3.4.1.5 Si(L,T) € M3y y P € TNZ(L) es primo, entonces T"(P) es un Tn—ideal

primo para todo i =1,...., k.

Dem. Por el Lema 3.4.1.4, sabemos que T"(P) es un Tn—ideal de L. Veamos ahora
que es primo. Sean z,y € L tal que x Ay € T"(P), entonces existe u € P tales que
x Ay = T"(u). Como T es sobreyectiva, existen u;,v; € P tales que T'(u1) = zy T(v1) = .
En consecuencia T(uy Avy) = T"(u) = T(T"'(u)), de donde por ser ¢ inyectiva resulta
que u; A vy = T !(u). Continuando con este procedimiento, al cabo de 7 pasos podemos
asegurar que existen u; y v; tales que u; A v; = u € P. Luego por ser P un ideal primo
tenemos que u; € P o v; € P. En cualquiera de los casos, como P es un Tn—ideal, se
verifica que T(u;) = u;—1 € T(P) o T'(v;) = v;—1 € T(P) y asi repitiendo el proceso
llegamos a que T(uy) = uy € T (P) o T(vy) = v; € T !(P). De donde concluimos
que T(uy) =z € TY(P) o T(vy) =y € T(P), lo cual implica que T*(P) es un Tn—ideal

primo. O

Lema 3.4.1.6 Si (L,T) € M3y y H C L. Entonces las siguientes condiciones son equi-

valentes:
(i) He TNI(L),
(i) ewiste un n—ideal M de L tal que se verifica H= M NT(M)N...NT*(M).

97



Dem.
(i) = (ii): Sea H € TNZI(L), entonces H es un n—ideal de L y se verifica que H =
HNT(H)NT?*(H)N...NT*Y(H). En efecto, si * € H, entonces como H es un Tn—ideal,
se verifica que T*~%(z) € H, para todo i = 1,2,... k. Luego x = TF(x) = T{(T"(z)) €
Ti(H), paratodoi = 1,2,..., k. En consecuencia H C HNT(H)NT*(H)N...NT*1(H).
Como la otra inclusion es inmediata, resulta la igualdad.
(i) = (i): Sea M un n—ideal de L tal que H = M NT(M)N...NT*Y(M). Como T
es un automorfismo se verifica que T*(M) es un n—ideal, para todo i = 1,...,k y por lo
tanto H también lo es. Por otro lado, es facil verificar que si « € H, entonces T'(z) € H.
Luego resulta que H € TNZ(L).

a

Lema 3.4.1.7 Si (L,T) € Msyx y M C L. Entonces las siguientes condiciones son

equivalentes:
(i) M € TNZ,,..(L),

(ii) emiste un n—ideal primo P tal que M = PNT(P)N...NT*(P).

Dem.

(i) = (ii): Sea M € TNZ,,..(L), luego M es propio y como M € TNZI(L), por el Lema
3.4.1.6, existe un n—ideal N de L tal que M = NNT(N)N...NT*Y(N). Es claro que
N es propio, en consecuencia existe un n—ideal primo P tal que N C P y por lo tanto
MCPNT(P)N...NT*Y(P). Como S =PNT(P)N...NT*YP) es un Tn—ideal,
por la maximalidad de M, se debe verificar que M = PNT(P)N...NTH1(P).

(ii) = (i): Por la hipdtesis existe P, n—ideal primo, tal que M = PNT(P)N...NT*1(P).
Luego por el Lema 3.4.1.6, podemos asegurar que M € TNZ(L). Solo resta probar que
es maximal en la familia TAVZ(L). Supongamos que existe S € TNZ(L) propio tal que
(1) M C S. Como S es propio, existe un n—ideal primo @ tal que (2) S C @ y por lo
tanto (3) M = PNT(P)N...NT*(P) C Q. De esto tiltimo podemos asegurar que existe
Jo € {1,2,...,k} tal que T?%(P) C Q. En efecto, supongamos que T7(P) € @, para todo
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j=1,... k. Luego existe x; € T?(P) \ Q, para cada j = 1,..., k. En consecuencia, por
ser () un ideal primo, m = /k\ z; € TV(P)\ Q, para todo j = 1,..., k, lo que implica que
mée Mymée Q que contzgdice (3). Ademés como T%(P) y @ son n—ideales primos,
teniendo en cuenta (I6) del Lema 2.1.1.2, se verifica que son minimales en Z,,(L) y por lo
tanto se debe valer que (4) T7%(P) = Q. Entonces de (2) y (4) y por ser S un T'n—ideal,
resulta que S C T%*Y(P) ..., S C TK(P) = P, lo cual implica que S C T(P),S C

T%(P),...,S CT*(P) y en consecuencia S C M, lo que contradice (1).

Teorema 3.4.1.8 Para todo (L,T) € Mgy se verifica que (Y{M : M € TNZ (L)} =
{0}

Dem.
Es una consecuencia inmediata del Lema 3.4.1.7 y el hecho de que ([{M : M €
E(L)} ={0}, siendo E(L) = {M C L : M es un n—ideal primo}.

Es de facil verificacion el siguiente

Lema 3.4.1.9 Sea (L,T) € M3y, b € L, entonces I(b) NT(I(b)) N...NT*1(I(b)) =
IOAT(OB)A ... ANTEFL(D)).

El siguiente teorema da una caracterizaciéon de los Tn—ideales maximales de un

M3 j—reticulo finito L, en funcién de los elementos de K (L).

Teorema 3.4.1.10 Si (L, T) € M3y es finito y M C L, entonces las siguientes condi-

ciones son equivalentes:
(i) M € TNZ,..(L),
(ii) existe b dtomo dual de K (L) tal que M = I(b AT(b) A ... NTF (b)),

Dem.
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(i) = (ii): Sea M € TNZ,4.(L), entonces por Lema 3.4.1.7, sabemos que existe un
n—ideal primo P de L tal que M = PNT(P)N...NT1(P).

Como L es finito por (M38), existe b, atomo dual de K (L), tal que P = I(b). Luego
por el Lema 3.4.1.9, tenemos que M = I[(bAT(b) A ... ANTEL(b)).
(ii) = (i): Sea b un atomo dual de K (L). Por (M38), podemos asegurar que I(b) es un
n—ideal primo de L. Entonces teniendo en cuenta el Lema 3.4.1.7 y el Lema 3.4.1.9, vemos
que I(L)NTIB))N...NT*YI(b) = I(OATB)A...AT*1(b)) es un Tn—ideal maximal
de L.

3.4.2. Congruencias de los M3;—reticulos k—ciclicos

A. V. Figallo en [16], defini6 x|y = t AA(~ (xVVy)V ~ (yV ~ x)) en un Mz—reticulo
(L,\,V,~,/\,0) y probé que (L,A,V,0,1) es un dlgebra de Brouwer.

Esto le permitié caracterizar las congruencias de un M3z—reticulo, teniendo en cuenta
que las congruencias en un algebra de Brouwer estan determinadas por ideales y las
propiedades (M39) y (M40), de la siguiente forma: Si N es un n—ideal de un Ms—reticulo
L, entonces R(N) = {(z,y) € L? : (z|y) V (y|z) € N} es una Mz—congruencia y si zg(y)
denota la clase de equivalencia del elemento x € L, entonces Og(y) = N. Reciprocamente
para cada Mg—congruencia R de L, existe un n—ideal N tal que R = R(N) y Og =
N. A continuacién probamos que las congruencias en los Mz—reticulos k—ciclicos, estan

determinadas por los Tn—ideales.

Definicién 3.4.2.1 Sea h : L — L' un Mgyx—homomorfismo, llamamos nicleo del
homomorfismo h y lo  notamos N(h) al conjunto N(h) = h='({0}), esto es,
N(h) ={z € L: h(z) = 0}.

Sih:L — L' es un Mjyx—homomorfismo, se prueba sin dificultad que N(h) es un
Tn—ideal de L y si S C L' es un Tn—ideal (primo), entonces h='(S) es un Tn—ideal

(primo) de L. Ademés el homomorfismo h es inyectivo si, y solo si, N(h) = {0}.
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Teorema 3.4.2.2 Sea (L,T) € M3y, entonces las siguientes condiciones son equivalen-

tes:
(i) R € C’onM&k(L),
(i) ewiste N € TNZI(L) tal que R = R(N).

Dem.

(i) = (ii): Sea R € Conm,, (L), entonces R € Cony, (L) y en consecuencia existe un
n—ideal N de L, tal que R = R(N) y Og(ny = N. Ademéssi z € N, entonces (z,0) € R(N)
y como R es compatible con el automorfismo T, se verifica que (T'(x),0) € R(N). Entonces,
por (M41) y (M42), tenemos que (7'(z)|0) V (0|7(z)) = T(x) € N , de donde resulta que
N es un Tn—ideal.

(i) = (i): Sea N € TNZ(L) tal que R = R(N). Luego como en particular, N es un
n—ideal, es claro que R(N) € Conpg,(L). Resta probar que R(N) es compatible con
el automorfismo 7. Sea (z,y) € R(N), entonces (z|y) V (y|z) € N y por ser N es un
Tn—ideal, tenemos que T'((x|y) V (y|x)) € N. Por otro lado como 7' es un automorfismo,
se verifica que T((zly) V (ylz)) = T(zly) vV T(ylx) = (T(@)[T(y)) v (T(y)[T(x)) y en
consecuencia (T'(x)|T(y)) V (T'(y)|T(z)) € N, lo que implica (T'(z),T(y)) € R(N). O

3.4.3. Mjs—reticulos k—ciclicos simples

Del Teorema 3.4.2.2, resulta en forma inmediata que (L,T) € Mjy, con mas de un

elemento, es simple si, y solo si, sus tnicos Tn—ideales son L y {0}.

Teorema 3.4.3.1 Sea (L,T) € Msyx y M C L un Tn—ideal de L. Entonces M es un

Tn—ideal mazimal de L si, y solo si, L/M es un Ms—reticulo simple.

Dem. Sea M C L es un T'n—ideal maximal y supongamos que L/M no es un Ms ,—reticu-
lo simple. Entonces existe H € TN'Z(L/M) tal que (1) H # {Oran} v (2) H # L/M.
Luego ¢ *(H) es un Tn—ideal tal que M C ¢ '(H). Como M es un Tn—ideal maximal
se verifica que ¢~ (H) = M o ¢~ '(H) = L, lo cual implica que H = {Or(} 0o H = L/M

que contradicen (1) y (2) respectivamente.
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Reciprocamente, sea L/M un M;j,—reticulo simple. Supongamos que existe
Q € TNI(L) tal que M C Q. Luego es fécil verificar que R(M) C R(Q) y teniendo
en cuenta las aplicaciones canénicas ¢; : L — L/M y ¢z : L — L/Q, existe un homo-
morfismo sobreyectivo g : L/M — L/Q tal que goq; = go (ver [8]). Por consiguiente L/Q
es una imagen homomorfica de L/M, que por ser un algebra simple solo tiene imdgenes
homomorficas triviales. En consecuencia, L /@) es isomorfa a L/M o es isomorfa al algebra
trivial formada por un elemento. En el primer caso resulta que () = M, en el segundo

caso () = L, lo que prueba que M C L es un Tn—ideal maximal de L. O

Teorema 3.4.3.2 Sea (L,T) € M3y, P un n—ideal primo de L tal que M = ﬂ TY(P) C

L es un Tn—ideal maximal de L y T, = (T*,T), el Mz—reticulo de orden k: definido
como en el Ejemplo 3.4.0.43. Si llamamos N; = TV(P), para todo j = 1,...,k, entonces
la aplicacion h : L — T* definida por

O, SI.Z'ENZ
h(z)(i) =<4 1/2, size€{r ¢ N;: Axv € N;} =N,
I, sizgNUN

para cada i € {1,...,k}, es un Mg yx—homomorfismo tal que N(h) = M.

Dem.

Es claro que h estd bien definida, a continuacién probamos que es un homomorfismo.
(i) h(z Ay) = h(z) A h(y):

Se presentan los siguientes casos:

Siz Ay € N;, entonces h(xz A y)(i) = 0. Por otro lado como N; es un ideal primo, se
verifica que x € N; o y € N;, lo que implica que h(z)(i) = 0 o h(y)(i) = 0. Luego tenemos
que h(z Ay)(i) = 0= h(z)(@) A h(y) (i) = (h(z) A h(y))(@).

Si fuese que # Ay € N;, entonces Ay € N; y en consecuencia x € N; e y € N;, pero
Az ANy) = Az A Ay € N;. Esto dltimo implica, por ser N; ideal primo, que Az € N; o
Ay € N; y en consecuencia h(x)(i) = 1/2 o h(y)(i) = 1/2. En ningtn caso se cumple que
h(z)(i) = 0 o h(y)(i) = 0. Luego tenemos que h(x A y)(i) = 1/2 = h(z)(i) A h(y)(i) =
(h(x) A h(y))(0).
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SizAy & N;UN;, se verifica que t Ay &€ Ny x Ay & N;. Luego x € N;, y € N; y
Az Ny) = Ax A Ay &€ N;. De esto ultimo, por ser N; ideal primo, Ax ¢ N; y Ay € N;.
Entonces * ¢ N;UN; y y € N;UN;, lo cual implica que h(x Ay)(i) = 1 = (h(x) Ah(y))(5).

(i) Az Vy) = h(z) V h(y):

SixzVy e N, por la definicién de h, h(z V y)(i) = 0. Ademas por ser N; decreciente
tenemos que z € N; e y € N; y por lo tanto h(x)(i) =0y h(y)(i) = 0, lo que implica que
WV y)(i) = 0= h(z)(@) vV h(y) (@) = (h(z) V h(y)) ().

SizVy € N;, entonces xVy € N; pero Az Vy) = AxV Ay € N;. Luego © ¢ N; o
y & N; y por ser N; un decreciente, Ax, Ay € N;. Por lo tanto de acuerdo a la definicién
de h, se verifica que h(x V y)(i) = 1/2 y (h(z)(i) = 1/2 o h(y)(i) = 1/2). En ningin
caso se cumple que h(z)(i) =1 o h(y)(i) = 1, de donde resulta que h(z V y)(i) = 1/2 =
h(x)(i) V h(y)(@) = (h(z) V h(y))(0).

SizVy & N;UN;, entonces z\Vy € N; y 2Vy & N;. Porlotanto z,y & N; v Az, Ay & N;,
lo cual implica que * € N;UN; e y € N;UN; y en consecuencia h(zVy(i) = 1, h(x)(i) = 1y
h(y)(i) = 1, de donde obtenemos que h(zVy)(i) = 1 = h(x)(i)Vh(y)(i) = (h(z)Vh(y))(7).

(ili) A(~ z) =~ h(x):

Si ~ x € N;, como N; es un n—ideal, se verifica que ~~ x = x € N; y por lo
tanto h(x)(i) = 0 y resulta que ~ h(z)(i) =~ 0 = 0. Por otro lado h(~ x)(i) = 0 y en
consecuencia ~ h(x) = h(~ x) en este caso.

Si fuese que ~ & € N, tenemos que ~ x € Ny, pero A ~ x € N;. Luego (1) x € N; y por
lo tanto h(~ x)(i) = 1/2. Si x € N;, entonces # € N; pero Ax € N;. Como A ~ x € N,
tendriamos que por (M21), Vz € N;, lo que implicaria por ser N; decreciente que = € N;,
que contradice (1). Entonces z € N; U N;, de donde resulta que h(z)(i) = 1y por lo tanto
(~ h(zx))(1) =~ (h(x)(i) =~ 1 = 1/2. En consecuencia h(~ x) =~ h(x).

Si~x¢gN;UN; entonces ~x &€ N; y ~x & N;. Luego (2) A ~ 2 & N; y por la
forma como estd definida h, tenemos que h(~ z)(i) = 1. Por otro lado es claro que x ¢ N;,
pues caso contrario, como N; es un n—ideal tendriamos que ~ = € N;. Supongamos por

el absurdo que Az & N;. Como Az ANA ~x =0 € N; y N; es un ideal primo, se debe
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verificar que A ~ = € Nj, que contradice (2). Por lo tanto € N; y en consecuencia

h(z)(i) = 1/2, lo que implica que (~ h(z))(i) =~ 1/2 =1 = h(~ z)(4).

(iv) h(Az) = Ah(z):

Si (1) Az € N;, entonces h(Ax)(i) = 0. Supongamos que h(z)(i) = 1, luego = ¢
N; U N;. Entonces x ¢ N; y © € N;, en consecuencia Ax ¢ N; que contradice (1). Por lo
tanto h(z)(i) = 0 o h(x)(i) = 1/2, lo que implica que (Ah(z))(i) = 0 y asi se verifica la
igualdad h(Az) = Ah(z) en este caso.

El caso Az € N;, no se puede presentar, pues de ser asf, Ax € N;, pero ANz = Az €
N;, lo que es una contradiccion.

Si Ax & N;UN;, entonces (2) Az & N; y Ax & N;. Luego ANz & Ny y h(Ax)(i) = 1.
Veamos que € N; UN;. Si ¢ € Nj, entonces como Az < z, tendriamos, por ser N;
decreciente, que Az € N; lo cual contradice (2). Si # € N, se verificarfa que z ¢ Nj, pero

Az € N;, lo que también contradice (2).

(v) (T (z)) = T(h(x)):
Si T'(z) € N;, entonces h(T(x))(i) = 0. Por otro lado T'(h(x))(i) = h(x)(k),sii=1y
T(h(x))(i) = h(z)(i — 1), si i # 1. Analicemos cada caso. En el caso i = 1, T'(x) € Ny =
T(P) y por lo tanto x = T*(z) € T*(P) = Nj. Luego h(z)(k) = 0, de donde obtenemos
que T(h(x))(i) = 0. Si fuese i # 1, tenemos que T(z) € N; = T*(P) y en consecuencia

TF(z) € T 1(P) = T*"Y(P). Luego resulta en este caso que x € N;_; y por lo

T
tanto h(z
casos se verifica que h(T(x)) = T'(h(x)), si T(z) € N;.

)(t — 1) = 0, lo que implica que T'(h(z))(i) = 0. Por consiguiente en todos los

Si fuese que T'(z) € N;, tenemos que T'(x) € N; pero AT (z) = T(Ax) € N; y se verifica
que h(T(z))(i) = 1/2. Si i = 1, resulta que T'(x) € Ny y AT (z) =T(Ax) € Ny = T(P).
Por lo tanto Az = T*(Az) € T*(P) = P, de donde resulta Az € Ny. Six € N =
TF(P) = P, se verificarfa que T(z) € T(P) = N; lo que es una contradicién. Como
x € Ny pero Ax € Ny, por la forma como esta definida h, se verifica que h(z)(k) =1/2y
en consecuencia T'(h(x))(1) = 1/2, lo que prueba que h(T'(z))(1) = T'(h(x))(1). Sii # 1,
T(Ax) € N; = T(P) y por consiguiente, T*(Ax) = Az € THFY(P) = TY(P) = N;_;.
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Por otro lado si fuese que z € N;_;, tendriamos que T'(z) € T*(P) = Nj, lo cual no es
posible. Luego & N;_; pero Az € N;_4, lo cual implica que z € N;_; y por lo tanto
h(z)(i—1)=1/2 =T(h(x))(3).

Si T(x) € N; UN;, entonces (1) T(z) & N; y (2) T(z) ¢ N;. Luego se verifica que
(3) AT(x) = T(Ax) € N; y h(T(x))(i) = 1. Sea i = 1, y supongamos que x € Ny U Nj.
Entonces tenemos que * € N, o & € Ny. Si fuera que x € N, = T*(P), resulta que
T(x) € T*Y(P) = T(P) = N;, lo que contradice (2). Si x € N, se verifica que = & Ny,
pero Az € Ni. Esto dltimo implica que T'(Ax) = AT (z) € T(P) = N;, lo que contradice
(3). Como en ambos casos hemos llegado a una contradiccién, tenemos que z € Ny, U Ny,
lo que implica que h(z)(k) = 1y por lo tanto T'(h(z))(1) = T'(h(z))(i) = 1.

Analicemos ahora el caso i # 1. Supongamos que z € N;_y UN;,_;. Si € N;_; =
T=1(P), entonces se verificaria que T(x) € N;, lo cual contradice (1). Si fuese que
r € N;_1, tenemos que x ¢ N;_; pero Ax € N;_;. Esto tltimo implica que T(Az) =
AT(x) € Ny, lo que contradice (3). Luego z & N;_; U N;_; y por lo tanto h(z)(i — 1) =
T(h(z))(z) = 1.

(vi) A(T(0)) = T(h(0)):

Sea i € {1,2,...,k}. Como T(0) = 0, por ser 7" un automorfismo de L, se verifica que
h(T'(0))(i) = 0 pues T'(0) € N;. Por otro lado, de acuerdo a como esté definida h, tenemos
que h(0)(7) = 0 para todo i y T'(h(0))(7) = h(0)(k) sii =1y T(h(0))(i) = h(0)(i — 1), si
i # 1, lo que implica que T'(h(0))(i) = 0, cualquiera sea i € {1,2,...,k}.

A continuacién probaremos que N(h) = M. Sea x € N(h), luego h(z)(i) = 0 para
todo i. En consecuencia x € N; = T'(P), para todo i y por lo tanto x € rk] Ti(P) = M.
Reciprocamente, si # € M, entonces z € T'(P) = Nj, para todo 1. EstoZ:iIlnplica por la

forma como estd definida h que h(z)(:7) = 0, para todo i, y por lo tanto = € N(h).
O

Corolario 3.4.3.3 Si (L,T) € Mgy y M C L es un T'n—ideal maximal de L, entonces

L/M, como Ms—reticulo, es isomorfo a una subdlgebra de 7Ty
Dem. Es consecuencia inmediata del Teorema 3.4.3.2. |
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Corolario 3.4.3.4 Si (L,T) € M3y es simple, entonces es isomorfo a una subdlgebra de

T, y en consecuencia es finito.

Dem. Sea (L,T) € Mjy un &lgebra simple. Entonces L es no trivial y sus unicos
Tn—ideales son los triviales, es decir {0} y L. Luego M = {0} es un Tn—ideal maxi-
mal y por Teorema 3.4.3.2, el M;—reticulo L/M, es isomorfo a una subélgebra de 7j.
Como L/M y L en este caso son isomorfos como M; p—reticulos, tenemos que (L, T) es

isomorfo a una subalgebra de 7;. Ademas es claro que es finito, pues 7 lo es. O

Teorema 3.4.3.5 Sea (L,T) € M3y e I(L) ={z € L : T(x) = x}. Entonces (L,T) es
Ms —reticulo simple si, y solo si, K(L)NI(L) ={0,1}, siendo 1 el ultimo elemento de
L.

Dem. Sea (L,T) un Ms—reticulo simple y a € K(L) N I(L). Por el Corolario 3.4.3.4,
sabemos que L es finito y por lo tanto tiene tltimo elemento 1. Ademds I(a), el ideal
generado por a, es un Tn—ideal y en consecuencia, por ser (L, T') simple, se debe verificar
que (1) I(a) = {0} o (2) I(a) = L. En el caso (1), a = 0 y en el caso (2), a = 1, lo
que prueba que K (L) N I(L) = {0,1}, puesto que la inclusién {0,1} C K(L) N I(L)
es inmediata. Reciprocamente, supongamos que K (L) N I(L) = {0,1} y sea N C L un
Tn—ideal de L tal que N # Ly a € N. Como N es un Tn—ideal, se verifica que Va € N,
VT(a) € N, ..., VT*(a) € N y por lo tanto Va VvV VT (a) V...V VT*1(a) € N.
Luego teniendo en cuenta que T es un automorfismo y (M24), V(aVT(a)V...T* 1(a)) €
NNK(L)NI(L), de donde por ser N propio, V(aVT(a)V...T* 1 (a)) = 0. Por lo tanto
aVT(a)V...T**(a) =0 de donde resulta que a = 0 y en consecuencia N = {0}. Luego
el inico T'n—ideal propio de L es {0}, lo que implica que (L, T") es M3 —reticulo simple.

O
Corolario 3.4.3.6 7, = (T*,T), es un M ,—reticulo simple.

Dem. Teniendo en cuenta el Teorema 3.4.3.5, basta probar que K(T*) N I(T*) C {0,1},

donde 0 y 1 son el primer y ultimo elemento de T* respectivamente.
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Sea f € K(TF) N I(T*), entonces Af = Vf = f y Tf = f. Esto implica que
Af(i) =V f(i) = f(i), paracadai € {1,2,...,k}, es decir f(i) son elementos invariantes,
para cada i € {1,2,...,k} y por consiguiente se verifica que (1) f(i) € K(T) = {0, 1},
para cada i € {1,2,...,k}.

Por otro lado, como T'f = f, tenemos que T f = f, param =1,2,...,k — 1, esto es
Tf(i) = f(i),parai=1,2,... .,k ym=1,2,... . k— 1.

Ademés por la forma que estd definida 7' en T* resulta que

. fli—m), sit>m
™ f(i) = .
fli—m+k), sii<m
En particular, si i =k, T"f(k) = f(k —m) = f(k), param = 1,2,...,k — 1. Luego
f es constante, es decir, (2) f(i) = f(j), para i,j € {1,2,...,k}. Entonces de (1) y (2),

resulta que f =00 f = 1.

Corolario 3.4.3.7 Toda subdlgebra S de un Msp—reticulo (L,T) simple, es un

M ,—reticulo simple.

Dem. No es complicado probar que I(S) = I(L) NS y K(S) = K(L) N S. Luego si
(L, T) es simple, por Teorema 3.4.3.5, K(L)NI(L) = {0,1}. Entonces K(S) N I(S) =
K(L)nI(L)nS ={0,1}, y por lo tanto S es un Mj ;—reticulo simple. O

Corolario 3.4.3.8 Los miembros simples de la variedad Mgy, son las subdlgebras de T,.

Dem. Es inmediata de los Corolarios 3.4.3.4, 3.4.3.6 y 3.4.3.7. m|

3.4.4. Semisimplicidad de la variedad Mj

A continuacién probamos que en la variedad Mgy, toda algebra de la misma es

semisimple.
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Teorema 3.4.4.1 Un Mj,—reticulo (L,T), es producto subdirecto de una familia
{(L;, T;) }ier de Ms—reticulos si, y solo si, existe una familia {N;}er de T'n—ideales
de L, tales que:
(i) NN ={0},
iel

(ii) L; es isomorfo a L/Nj;, para todo i € I.

Dem. Supongamos que (L,T), es producto subdirecto de una familia {(L;, T;)}ics de
M ,—reticulos y que el monomorfismo es h. Entonces L es isomorfo, como Ms j,—reticulo,
a una subdlgebra L’ del producto [][ L; y ademds para cada i € I se verifica que h; =
P,oh: L — L; es sobreyectiva. éi)lmo h; es un Mg y—epimorfismo para cada i € I, se
verifica que N; = N(h;) = {x € L : hj(x) = 0} es un Tn—ideal de L y L;/N; es isomorfo,
como Ms —reticulo, a L;, para cada i € I. Por otra parte, siz € (] N;, entonces h;(z) = 0,
para cada i € I, es decir (P; o h)(z) = 0, para cada i € I, lo lcelial implica h(z)(i) = 0,
para cada i € I y por lo tanto h(x) = 0. De esto ultimo, teniendo en cuenta que h es un
monomorfismo, resulta que = = 0, lo que prueba que (] N; = {0}.

Reciprocamente, sea {N; };c; una familia de Tn—idleeajles tales que [ N; = {0}. Veamos
que L es producto subdirecto de {L/N;}ies. Sea f: L — HIL/Ni, dleeénida por f(x)(i) =

ic

gi(z), para cada i € I, siendo ¢; : L — L/N; la aplicacién canoénica. Entonces se verifica

que N(f) = {0}. En efecto, las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) = € N(f),

(iii) f(z)(z) =0, para cada i € I,
(iv) gi(z) =0, para cada i € I,
(v) (z,0) € R(N;), para cada i € I,

(vi) @ € Ogy,) = N;, para cada i € I,
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(vii) z € (| N; = {0}.

iel

Lo anterior prueba que f es un monomorfismo, pues es claro que h es homomorfismo,

ya que la aplicacién candnica lo es. Por otro lado, si zgn,) € L/N;, entonces se verifica

que existe € L tal que :(x) = zrev,- Luego (o f)(x) = P(f(x)) = f(@)(i) = a:(x) =

TRr(n,), 1o que prueba que P; o f es sobreyectiva, para cada i € I. En consecuencia L es
producto subdirecto de {L/N;}; € I.

O

Teorema 3.4.4.2 Si (L,T) € Mgz es no trivial, entonces es producto subdirecto de
la familia {L/M : M € TNZ,..(L)} y en consecuencia es producto subdirecto de una

familia de Ms j,—reticulos simples.

Dem. Es consecuencia de Teoremas 3.4.1.8, 3.4.3.1 y 3.4.4.1. O
Corolario 3.4.4.3 La variedad M3y es semisimple.

Dem. Es consecuencia directa del Teorema 3.4.4.2. |

Corolario 3.4.4.4 Si (L,T) € M3y es no trivial, entonces es producto subdirecto de una

familia de subdlgebras de 7Ty,.
Dem. La demostracién es inmediata del Teorema 3.4.4.2 y el Corolario 3.4.3.8. a

Teorema 3.4.4.5 Si (L,T) € Mz es finito y no trivial, entonces es producto directo
de la familia {L/M : M € TNZ,..(L)} y en consecuencia es producto directo de una
familia de Ms j—reticulos simples. Mas ain, si {Mi}i€{17._.7n} es el conjunto de todos los
Tn—ideales mazimales de L, entonces L es isomorfa a ﬁ L/M;, donde M; = I(b; NT'(b;) A
.. ANT* Y1), siendo b; un dtomo dual de K(L). .

Dem. Sea (L,T) € Mgz finito y no trivial y {M,}icq1,..ny €l conjunto de todos los
T'n—ideales maximales de L. Sabemos, por el Teorema 3.4.4.2, que L es isomorfo a una

subalgebra S del producto directo [] L/M; y el isomorfismo estd dado por la aplicacién
i=1
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f:L— S« ﬁ L/M;, definida por f(z)(i) = ¢;(z), para cada ¢ € {1,...,n}, siendo
¢ : L — L/M;T; aplicacion canodnica. Nuestro objetivo es probar que f es sobre.

Por el Teorema 3.4.1.10, tenemos que cada M;, Tn—ideal maximal de L, es de la
forma M; = I(b; AT(b;) A ... AT 1(b;)), siendo b; un atomo dual de K (L), para cada
i € {1,...,n}. Luego no es dificil probar que m; = b; AT(b;)A.. . AT*(b;) € K(L)NI(L)
y en consecuencia g;(m;) € K(L/Mj)NI(L/M;) = {Or(u,), Lr,)}- Por otro lado es claro
que (1) gi(m;) = Or(ar,), pues m; € M;, y (2) qj(m;) = 1r,), si i # j, pues caso contrario,
si qj(m;) = Og(n,), entonces resultarfa que m; € M; = I(b;AT(b;)A.. . AT*1(b;)), es decir,
m; <b; ANT(b;)A...ANT*(b;) < bj. De esto tltimo, por ser b; un dtomo dual de K(L), es
un elemento primo dual de K(L) y por lo tanto debe verificarse que 1 > b; > T'(b;), para
algin [ € {1,...,k}. Si fuese b; = T'(b;), entonces se podria demostrar que m; = m;, lo
cual implicarfa que M; = M;, lo cual no es posible. El caso b; > T'(b;) no puede darse
tampoco, pues T'(b;) es un atomo dual de K (L).

Sea b € ﬁ L/M; tal que b(i) = b; para todo i € {1,...,n}. Como b; € L/M,;, para
cada i € {l,Z:1 ,n} ylaaplicacion ¢; : L — L/M,; es sobreyectiva, entonces existe x; € L
tal que (3) ¢;(z;) = b;.

Consideremos ahora a = K (x;Vm;), luego teniendo en cuenta (1), (2) y (3), obtenemos

i=1
n

que gj(a) = Al(gj(z;) V ¢;(m;)) = gj(x;) = b;, para todo j € {1,...,n} . Entonces

=1

f(a)(i) = g;(a) = b;, que prueba que f(a) =by por lo tanto f es sobre. O

3.4.5. Subalgebras del dlgebra 7, = (T, T)

En esta seccién vamos a determinar las subalgebras de 7.

Teorema 3.4.5.1 Sea A una subdlgebra de T y d un divisor de k, digamos k = qd.
Entonces S(A,d) = {f € TF: f(i) € Ay f(i) = f(j) sii = jmod(d)} es una subdlgebra

d—periodica de Ty, como Ms —reticulo.

Dem. Es evidente que S(A, d) es no vacfa pues 0 y 1, el primer y tltimo elemento de T*,

pertenecen a ella.
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Por otro lado, no es complicado probar que si f € S(A,d), entonces Af, ~ f € S(A,d)
y si ademds g € S(A,d), se verifica que f A g, fVge S(A,d).

Veamos ahora que si f € S(A,d), entonces T'f € S(A,d). Por hipétesis f(i) € Ay
7(5) = £(j) si i = jmod (d). Como

ORI,
fi—1), sii#1

se verifica que T'f(i) € A. Resta probar que T'f (i) = Tf(j) si i = jmod (d).
Sean i,7 € {1,...,k} tales que i = jmod (d), luego se verifica que existe ¢ entero tal

que (1) ¢ = j + td. Se presentan los siguientes casos teniendo en cuenta la forma como

esta definida T'f:
()i=1yj=1Tf0)=Tf0) = f(k)

(ii) i # 1y j = 1: En este caso por (1), Tf(i) = f(i—1) = f(j —1+1td) = f(td) y
Tf(j) = f(k) = f(qd). Como td = gqdmod (d), resulta que T'f(i) = T f(j).

() i £ 1y j # 1: De (1), THG) = fi—1) = (G — 1+ td) vy TF(j) = f(j — 1) =
f(G—14td) =Tf(i),pues j —1 =7 —1+td mod(d).

(iv)i=1yj#1LTf()=f(k) = flgd) y por (1), Tf(j)=f(—-1)=fli—1—td) =
f(—td), de donde teniendo en cuenta que —td = gdmod (d), resulta que T'f(i) = T f(j).

Por otra parte por lo visto en el Ejemplo 3.4.0.43, tenemos que

T 4(i) = f(i—ad), sit>d
fli—d+k), sii<d

peroi —d+k=i—d+qd=1i+ (¢—1)d =imod(d) e i —d =imod (d), lo que implica
que Tf(i) = f(i), para todo i, y por lo tanto T¢f = f.

Supongamos que d no es el menor entero positivo tal que Tf = f, para toda
f € S(A,d). Entonces existe d' entero tal que 0 < d’ < d tal que T% f = f, para to-
da f € S(A,d). Sea la funcién f definida por f(i) =1sii=td,con 1 <t <qy f(i)=0
si i # td. Es claro que f € S(A,d), pues si i = jmod (d) y suponemos que f(i) # f(j),
resultaria que (f(i) =1y f(j) =0) o (f(4) =0y f(j) = 1). En el primero de los casos,
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i=1td,con1<t<qyj#td Perocomo i= j+ md, con m entero, por ser congruentes
modulo d, tendriamos que j = i —md = td — md = (t — m)d, lo que es una contradiccion.
El otro caso es analogo. Luego T¢ f(d') = f(d' — d' + k) = f(k) = 1, mientras f(d') = 0,
lo que implica que T f # f. Esto prueba que S(A,d) es una subalgebra d—periédica de

7, como M3 ,—reticulo. O

A continuacién probamos que las tinicas subdlgebras de 7y son de la forma S(A,d) =
{feTrk: fli) e Ay f(i) = f(j) sii = jmod (d)}, con A una subélgebra de T y d un

divisor de k.

Lema 3.4.5.2 Sea S una subdlgebra de T, = (T*,T). Entonces para cada i tal que
1 <i <k severifica que A; = {a € T : existe f € S tal que a = f(7)}, es una subdlgebra

de T y A; = Aj para todo pari,j tal que 1 <1i,j <k.

Dem. Seaital que 1 <i<ky A; ={a €T :existe f € S tal que a = f(i)}. Entonces
A; # ) pues existe 0 € S tal que 0(7) = 0, para todo 4, con 0 € T, lo que implica
que 0 € A;. Por otra parte si a € A;, existe f € S tal que f(i) = a y por lo tanto
Af(i) = (Af)(i) = Aa, con Aa € Ty Af € S; ademés ~ f(i) = (~ f)(i) =~ a, con
~aeTyn~ feS. Porlotanto Aa,~ a € A;. Si b,c € A;, entonces existen g,h € S tal
que g(i) = by h(i) = c. Luego bAc = g(i) Ah(i) = (gAh)(i) y bVe = g(i)Vh(i) = (gVh)(i),
con g A\ h,gVheSsS, porlotanto b Ac,bV e € A;. Hemos probado asi que A; es una
subalgebra de T.

Veamos ahora que A; = A; para todo par 4, j tal que 1 <14, j < k.

Supongamos que ¢ < j y sea a € A;. Entonces existe f € S tal que f(i) = a. Ademés
como j —i < j se verifica que TV"'f(5) = f(j — (j — 1)) = f(i) = a y por ser S una
subdlgebra de 7, tenemos que TV°'f € S. Luego a € A, y por lo tanto A; C A;.
Reciprocamente, si a € A;, existe f € S tal que f(j) = a. Entonces como k — j + i > 1,
resulta que TF=U=) f(j) = T+ f(i) = f(i — (k —j +1i) + k) = f(j) = a, lo que prueba

que a € A; y asi A; C A,. O
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Observacion 3.4.5.3 Sea A = Ay = Ay = ... = Ay, donde los A; estan dados como en
el Lema 3.4.5.2. Si S una subdlgebra de T, = (T*,T), entonces f(i) € A, para todo i tal

que 1 <1 < k.

Lema 3.4.5.4 Sea S una subdlgebra de T;, = (T*, T) y d el menor entero positivo tal que
Tlf = f, para todo f € S. Entonces se verifica que S C S(A,d) = {f € TF : f(i) €
Ay f(i) = f(j)sit = jmod(d)}, donde A es el conjunto indicado en la Observacién
3.4.5.3 y d es un diwvisor positivo de k.

Dem. De las hipédtesis es claro que d divide a k, pues caso contrario d no seria el menor
entero positivo tal que T9f = f, para todo f € S. Sea f € S e i = jmod (d) y conside-
remos que i > j. Entonces ¢ = td+ j, con t > 1y f(i) = f(td + j). Por otro lado, por
lo visto en el Ejemplo 3.4.0.43, resulta que T*f(j + td) = f(j + td) y por la forma que
estd definida T en T* tenemos que T™ f(j+td) = f(j+td—td) = f(j). Luego f(i) = f(4),
si i = jmod (d), lo que implica que f € S(A,d). O

Observacién 3.4.5.5 Sea T, = (T*,T), por lo visto en el Capitulo 1, sabemos que K (T*)
es un dalgebra de Boole y la restriccion del automorfismo T a este conjunto de constantes,
es un automorfismo. En base a esto podemos afirmar que By = (K(T*),T) es un dlgebra
de Boole k—periddica, cuyos atomos son los elementos g; tales que g;(i) =1 y ¢;(j) =0
sij# 1, coni=12, ..., k. Ademds T permuta circularmente los dtomos. A. Monteiro
probd en [29], que la familia de todas las subdlgebras de By, ordenada por inclusion, es
1somorfa al conjunto de los divisores positivos de k, ordenados por la relacion divide,
donde para cada divisor d de k, la subdlgebra By asociada a d, es la unica subdlgebra de
By, d—periédica, caracterizada por By = {g € By, : T%g = g}. También se verifica que los

atomos de By son los elementos g, parai=1,2,...,d, de la forma:

1, sii=jmod(d)
0, sii# jmod(d)

9 (j) =

yTgi =95, Tg5 =95, ... Tg;= g7
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Lema 3.4.5.6 En el dlgebra T, = (TF,T), si e;,ea € TF son tales que e1(i) = 1/2 y
ex(i) = 1, para todo i € {1,2,...,k}, en ambos casos, entonces para toda f € T* se

verifica que f = (VfNer)V(AfAes).

Dem. Sea m = (Vf Aey) V (Af Aey). Como en T, tenemos que V1/2 = 1, V1 =
1, A1/2 = 0y Al = 1, entonces en T, = (T, T), se verifica que Ve; = 1, Vey =
ea =1, Ae; = 0y Aey = es = 1. En consecuencia por (M24), (M7), (M15) y (M16),
Vm = (VfAVe)V(AfAVey) =VfVAfyteniendo en cuenta que Af < Vf, resulta
que (1) Vm = Vf. Ademas por (M6), (M25), (M5) y (M20); (2) &Am = (Vf A Qep) V
(Af A Aeg) = Af. Luego de (1), (2) y (M26), el principio de determinacién, obtenemos

que f=m. O

Lema 3.4.5.7 Sea S una subdlgebra de T;, = (T*,T) y d el menor entero positivo tal que
Tef = f, para todo f € S. Entonces K(S) = By.

Dem. K (S) es una subdlgebra de By, = (K (T*),T) y como T?f = f para todo f € B(S),
entonces por lo visto en la Observacién 3.4.5.5, se verifica que K(S) C B,. Para ver que
K(S) = B, basta probar que d es el menor entero positivo tal que T%g = g, para todo
g€ K(9).

Supongamos que existe un entero positivo d’ < d tal que para todo g € K(S) se tiene
que T%g = g. Sea f € S, por lo demostrado en el Lema 3.4.5.6, f = (Vf Aer)V (Af Aes)
con Vf, Af € K(S). Ademés como Te; = e; para todo i = 1,2, se cumple que Te;, = e;,
para todo i = 1,2. Luego resulta que T¢f = (T*Vf AT%e)) Vv (TYAf ANTey) =
(VfNe)V(Af ANes) = f, lo que contradice que d es el menor entero positivo tal que
Tif = f. O

Teorema 3.4.5.8 Sea S una subdlgebra de T, = (T*,T) y d el menor entero positivo
tal que Tf = f, para todo f € S. Entonces se verifica que S = S(A,d) = {f € T* :
fi) € Ay f(i) = f(j) sii = jmod(d)}, donde A es el conjunto indicado en la Obser-

vacion 3.4.5.3.
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Dem.

Por el Lema 3.4.5.4, sabemos que S C S(A,d). Veremos ahora la otra inclusién.
Sea f € S(A,d). Entonces para cada i, tal que 1 < i < k, se verifica que f(i) € A, luego
existe h; € S tal que h;(7) = f(i). En efecto, como A C T, tenemos que f(i) =0, f(i) =
1/2 o f(i) = 1. En el primero de los casos, existe h; = 0 € S tal que h;(i) = f(i) = 0.
En el segundo caso, como 1 € S y S una subalgebra de 7, tenemos que ~ 1 € Sy
~ 1(i) = 1/2, para todo 1 < i < k. Luego existe h; =~ 1 tal que h;(i) = f(¢). El ultimo
caso es analogo al primero, pues existe h; =1 € S tal que h;(i) = f(i) = 1.

Ademas como S C S(A,d), se tiene que h; € S(A,d) y por lo tanto h;(j) = f(i), si
i = jmod (d).

Por otro lado, por el Lema 3.4.5.7 y la Observacién 3.4.5.5, resulta que los elementos

g;,parat=1,2,...,d, de la forma:

1, sii=jmod(d)
0, sii# jmod(d)

9:(j) =
son elementos de S, por ser los dtomos del dlgebra de Boole K(S) = By.
Luego h; ANgf € S,parai=1,2,...,d y

f(i), sii=jmod(d)
0, si i # jmod (d)

(hi N g7)(j) =
Entonces se verifica que f = (hy Ag}) V (ha Ag5) V...V (haAg}) vy por lo tanto f € S. O

Corolario 3.4.5.9 Las subdlgebras del Ms—reticulo T, = (T*,T), son de la forma
S(A,d)={feTr: fli)e Ay f(i) = f(j) sii = jmod (d)}, donde A es una subdlgebra

de T y d es un divisor positivo de k.
Dem. Inmediata de los Teoremas 3.4.5.1 y 3.4.5.8. O

Observaciones 3.4.5.10

(i) Por el Corolario 3.4.5.9, podemos afirmar que T, = S(T, k).
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(ii) De acuerdo a como estd definida S(A,d), cada elemento f € S(A,d) queda deter-
minado por los d valores f(i) € A, para i =1,2,...,d. Entonces |S(A,d)| = |A]¢,
donde |X|, indica el nimero de elementos de un conjunto X. Ademds si Sz, y St
son la familia de todas las subdlgebras de Tj, y T respectivamente, y D(k) es el

congunto de los divisores positivos de k, entonces |Sz.| = |St|.|D(k)| = 2.|D(k)|.

Lema 3.4.5.11 Las subdlgebras del M3 y—reticulo T, = (T*,T), de la forma S(T,d) =
{feTr: fli)e Ty fi) = f(j) sii = jmod(d)}, donde d es un divisor positivo de k,

son isomorfas a Ty = (T4 T).

Dem. Resulta inmediato por el hecho de que la aplicacién a : S(T,d) — 74 definida
por (a(f))(i) = f(i), para todo i = 1,...,d, es un M3x—homomorfismo. O

El siguiente resultado nos permitié determinar las subalgebras maximales de S(A, d).

Lema 3.4.5.12 Sean S(A,d;) y S(As, dy) dos subdlgebras del M y,—reticulo T, = (T*,T).
Entonces S(Ay,dy) C S(As,ds) si, y solo si, Ay C Ay y dy divide a ds.

Dem. Supongamos que A; C Ay y que d; divide a dy. Sea f € S(A;,d,), entonces f(i)
Ay, para todo i = 1,2,...,k y por lo tanto f(i) € As. Por otro lado si i = jmod (ds

);
).

entonces, como d; divide a ds, se verifica que i = j mod (d;) y en consecuencia, f(i) = f(j
Luego f € S(As,dy) y asi S(A1,dy) C S(As,ds).

Reciprocamente, supongamos ahora que S(A;,d;) C S(As, dy). Seaa € Ay y la funcién
f € T*, definida por f(i) = a, para todo i = 1,2,..., k. Luego f € S(A;,d;) y por lo
tanto f € S(Asg,ds), de donde resulta que f(i) = a € Ay, que prueba que A; C A,.

A continuacién veremos que d; divide a do. Supongamos que d; no divide a ds, entonces
existen t,r enteros, tales que (1) dy = t-dy +7 con 0 < r < d;. Consideremos g € T*

definida por
. 1, sii=rmod(dy)
g(i) =
0, siiZrmod(dy)

Entonces tenemos que g € S(Ay,d;), pues es claro que g(i) € Ay y si i = jmod (dy),

resulta que g(i) = g(j), yaque sii = rmod (d ), por transitiva y conmutativa de la relacién
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= mod (dy), vemos que j = rmod (d;) y por lo tanto g(i) = g(j) = 1. En el caso que
i # rmod (dy), se debe cumplir que j # rmod (d;), de donde resulta que g(i) = g(j) = 0.

Ademas de (1), vemos que (2) dy = rmod (d), lo cual implica que g(dz) = 1. Por otra
parte de (2), 2-dy = 2-rmod (dy). Si fuese 2 - dy = rmod (d,), entonces tendriamos que
2.7 = rmod (dy), lo cual es imposible pues r < dy. Luego 2-dy # rmod (d;) y por lo tanto
g(2-dy) = 0. Por lo tanto g(d2) # ¢g(2 - ds), pero dy = 2 - dymod (ds), y en consecuencia

g & S(As,ds), lo que es una contradiccion. O

Teorema 3.4.5.13 Sea S(A,d) una subdlgebra del Ms j,—reticulo T, = (T*,T). Entonces
las subdlgebras mazimales de S(A,d), son las subdlgebras del tipo S(A’,d), donde A’ es

una subdlgebra mazimal de A, o del tipo S(A,d'), donde d' es un divisor positivo mazximal

de d.

Dem. Es claro que las subalgebras indicadas en el enunciado, son subalgebras maximales
de S(A,d). Reciprocamente, si S(Aj,d;) es una subdlgebra maximal de S(A,d), por el
Lema 3.4.5.12, tenemos que A; C A y d; es un divisor de d. Luego A; = A y d; divisor
maximal de d, o A; subdlgebra maximal de A y d; = d, pues en cualquier otro caso se
puede obtener una subélgebra propia de S(A, d) que contiene propiamente a S(Aj, dy), lo
que negaria que S(Aj,d;) es una subalgebra maximal de S(A, d).

Corolario 3.4.5.14 Sea S(A,d) una subdlgebra del Msy—reticulo T, = (T*,T). Enton-
ces el numero de subdlgebras maximales de S(A,d), es igual al nimero de subdlgebras

mazimales de A, mds el niumero de divisores positivos mazimales de d.

Dem. Inmediata del Teorema 3.4.5.13. |

.....

T = (T T). Entonces () S(A;,d;) = S(( Ai, \ di), donde N d; indica el mdzimo
i=1 =1 =l i=1
comun divisor de dyi,ds, ..., d,.

117



Dem. Sea f € S(ﬁ A;, /n\ d;). Entonces f(j) € fn] A; para todo j € {1,...,k} ¥y

=1 =1 i=1

f(@) = f(j) sii = jmod(d), donde d = A d;. Luego f(j) € A; para todo i € {1,...,n}
i=1

y si i = jmod (d;), entonces i = jmod (d) y por lo tanto f(i) = f(j). En consecuencia

f e S(Ad).
=1

Reciprocamente, sea f € (] S(A;,d;) y d = ) d;. Entonces f € S(A;,d;), para todo
i=1 i=1

i € {l,...,n} y por lo tanto tenemos que f(j) € A;, para todo i € {1,...,n} y para

todo j € {1,...,k}. Luego f(j) € N Ai, para todo j € {1,...,k}. Sea t el menor entero
i=1

positivo tal que T*f = f, para todo f € () S(A;,d;). Entonces ¢ divide a d;, para todo
i=1
i€ {l,...,n}yporlotanto t divide a d. Luego teniendo en cuenta la Observacién 3.4.0.41,
podemos asegurar que T9f = f. Esto tltimo implica, por lo visto en la demostracién del

n

Lema 3.4.5.4, que si ¢ = jmod (d), entonces f(i) = f(j). Luego f € S( Ai, A\ di)-

i=1 i=1

3.4.6. Ms—reticulos k—ciclicos libres

Nuestro objetivo ahora es describir la estructura del Ms—reticulo k—ciclico con un

numero finito de generadores libres.

Definicién 3.4.6.1 Dado un nimero cardinal ¢ > 0, diremos que un dlgebra Li(c), es

un Ms—reticulo k—ciclico libre con ¢ generadores libres si:

(i) Lk(c) contiene un subconjunto G de generadores de cardinal ¢, esto es

[G] = Ly(c).

(ii) Para cualquier A € Mgy, toda aplicacion f : G — A puede prolongarse a un

homomorfismo hy : Ly(c) — A.

En este caso diremos que G es un conjunto de generadores libres para Ly(c) y cuando

queramos poner en evidencia el conjunto de generadores, notaremos L (G).
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Observemos que como Mgy es una variedad, por un conocido teorema de G. Birkhoft,
se puede asegurar la existencia y unicidad, a menos de isomorfismo, de Ly (c) y que dicha
algebra es un Mj x—reticulo.

Ademas el homomorfismo hy de la Definicién 3.4.6.1, es unico, estd univocamente

determinado por las imagenes de los elementos de G y es un Mg x—homomorfismo.

Lema 3.4.6.2 Sea L (G) con |G| = c y T, = (T*,T). Entonces existe una corresponden-
cia biyectiva entre F(G,T*), el conjunto de todas las funciones de G en T* y el conjunto

Hom(Ly(G),T;) de todos los Mg yx—homomorfismos de Ly (G) en Ty.

Dem. Basta asociar a cada f: G — TF el Mjyx—homomorfismo extensiéon

hf : Lk(G) — 72; O

En lo que sigue supondremos que |G| = n > 0 es un nimero cardinal finito.

Lema 3.4.6.3 Sea M = TNZ,,..(Li.(G)) el conjunto de todos los Tn—ideales mazimales
de Li(G), donde |G| =n y T, = (T*,T). Entonces |M| < |F(G, TF)].

Dem. Sea a : F(G,TF) — M definida por a(f) = N(h;) donde h; es el tnico
M x—homomorfismo que extiende a f. Veamos en primer lugar que « estd bien defi-
nida. Sabemos que hy : Ly(G) — 7 y [G] = Li(G). Luego h(Ly(G)) = h([G]) =
[h(G)] = [f(G)] = S, y S es una subdlgebra de 7. Por los Corolarios 3.4.3.6 y 3.4.3.7,
podemos afirmar que S es simple, pues 7, es un algebra simple. Ademads por el teorema del
triangulo se verifica que Ly (G)/N (hy) es isomorfa a S. Entonces resulta que Ly (G) /N (hy)
es simple y en consecuencia, por el Teorema 3.4.3.1, podemos afirmar que N(hy) € M.
Sea M € M, q : Ly(G) — Lg(G)/M el epimorfismo candnico y f = ¢|G la res-
triccion de ¢ al conjunto generador G. Entonces «o(f) = N(q) = M, y por lo tanto « es

sobreyectiva. Luego como F(G,T*) es un conjunto finito, concluimos que M es finito y

M| < |F(G,TH)] . O

Teorema 3.4.6.4 El dlgebra libre Li(G) con |G| = n, es finita.
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Dem. Por el Teorema 3.4.4.2, podemos afirmar que L;(G) es producto subdirecto de la
familia {Ly(G)/M : M € TNZ..:(Li(G))}. En consecuencia por el Corolario 3.4.3.3,
es producto subdirecto de una familia de subdlgebras de 7, tantas como Tn—ideales
maximales tiene el dlgebra. Luego por el Lema 3.4.6.3, L (G) es isomorfa a un producto
subdirecto de una familia finita de subalgebras de 7, y como cada subdlgebra de 7j es

finita, pues 7y lo es, resulta que L (G) es finita. O

.....

conjunto de todos los Tn—ideales mazimales de Li(G), se verifica que Li(G) es isomorfa

al producto directo [ Li(G)/M,.

=1

Dem. Inmediata de los Teoremas 3.4.4.5 y 3.4.6.4. O

Observacion 3.4.6.6 Si M es un T'n—ideal mazimal del dlgebra libre Ly(n), entonces
por el Corolario 3.4.3.3, Ly(n)/M es isomorfo a una subdlgebra de T, = (T*,T) y por
el Corolario 3.4.3.8, podemos afirmar que dicho cociente, es un miembro simple de la
variedad. Ademdas teniendo en cuenta que las unicas subdlgebras de T, son las triviales, por
el Corolario 3.4.5.9 y el Lema 3.4.5.11, tenemos que Ly(n)/M es isomorfo a Ty = (T4, T)

siendo d un divisor positivo de k.
La observacion y el teorema anterior nos permiten enunciar los siguientes corolarios.

Corolario 3.4.6.7 Sea L;(G) el dlgebra libre con |G| = n, M el conjunto de todos los
Tn—ideales mazimales de L, (G) y d un divisor positivo de k (notaremos d|k). Entonces si
Mg ={M e M : Ly(G)/M ~1;}, se verifica que Lg(G) es isomorfa al producto directo
[1(72) .

dlk

Corolario 3.4.6.8 Sea L;(G) el dlgebra libre con |G| = n, M el conjunto de todos los
Tn—ideales mazimales de Li(G) y d un divisor positivo de k (notamos d|k). Entonces

ILi(G)| = T1(3HMel | donde My = {M € M : Ly(G)/M ~ T3}
d|k
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Dem. Inmediata del Corolario 3.4.6.7. O

Teniendo en cuenta el corolario anterior, para calcular el cardinal del algebra libre,

basta computar | M| para cada divisor positivo d de k.

Notacién 3.4.6.9 Sean L y L' Mj—reticulos. Indicaremos con Aut(L) al conjunto de
todos los Mg x—automorfimos que se pueden definir sobre L y con Epi(L,L") al conjunto

de todos los M3 x—epimorfismos de L sobre L'.

Teorema 3.4.6.10 Sea Ly (G) el dlgebra libre con |G| = n, M el conjunto de todos los
Tn—ideales mazimales de Lig(G), d un divisor positivo de k (notamos d|k) y

Ma={M € M : Ly(G)/M ~ T;}. Entonces | M| = |EPZ<Md(‘G>,7;)|

Dem. Sea « : Epi(Ly(G),7;) — M, definida por a(h) = N(h). Veamos en primer lugar
que « estd bien definida. Como h : Ly (G) — 7 es un epimorfismo, por el teorema del
tridngulo (ver [8]), sabemos que Ly (G)/N(h) ~ 7;. Por otro lado, por el Lema 3.4.5.11,
Ts ~ S(A,d), siendo S(A, d) una subdlgebra de 7; y por consiguiente un algebra simple.
Luego resulta que L (G)/N(h) es simple y en consecuencia, por el Teorema 3.4.3.1, pode-
mos asegurar que N(h) € M. Ahora probaremos que « es sobreyectiva. Sea M € My,
entonces M € M y existe h : Ly(G)/M — Ty que es un isomorfismo. Si la aplicacién
q : Ly(G) — L(n)/M es el epimorfismo canénico, entonces h = h o ¢ es un epimorfismo
tal que N(h) = M. Luego h € Epi(Ly(G),7;) y a(h) = M, lo que implica que « es

sobreyectiva. Ademés si a(h) = M, entonces a (M) = {goh : g € Aut(Zy)}. De lo

|Epi(Li(G), 74)|
|Aut(T5)|

que |Aut(7Zy)| = d!, y por lo tanto queda probado el teorema.

ultimo podemos afirmar que |[My| = . Por otro lado, no es dificil probar

|

Teorema 3.4.6.11 Sea Ly(GQ) el dlgebra libre con |G| = n, TF el conjunto de todas las
funciones de G en Ty y F*(G,Ty) = {f € TF : [f(G)] = Ta}. Entonces |Epi(Ly(G), Tq)| =
| (G, Ta)l.

121



Dem. Consideremos [ : Epi(Ly(G),7q) — F*(G,7;) definida por G(h) = h|G, donde
h|G : G — T, es larestriccién de h al conjunto G, para cada h € Epi(Ly(G),7;). Veamos
en primer lugar que ( esta bien definida.

Sea h : Ly(G) — 74 un epimorfismo y h|G : G — 7y, la restriccién de h al conjunto
G. Como Li(G) = [G] y h(LLy(G)) = Ty, entonces h([G]) = [h(G)] = [hG(GQ)] = Ty, lo
que prueba que h|G € F*(G, 7).

Sean hi,hy € Epi(Ly(G),7y) tal que f = hi|G = hy|G. Por ser Li(G) un algebra
libre, el homomorfismo que extiende a f es unico, luego se verifica que h; = hs. Por lo
tanto § es inyectiva. Ademds si f € F*(G,7,), existe h : Lg(G) — 7; homomorfismo
que extiende a f, es decir, h|G = f. Por otro lado como L;(G) = [G], tenemos que
h((G]) = [M(G)] = [MG(G)] = [f(G)] = Ta, de donde h € Epi(Li(G),Ta) y B(h) = f.
Luego (3 es sobreyectiva y en consecuencia biyectiva.

O

Teorema 3.4.6.12 Sea f : G — T, una funcion y S(A, d) una subdlgebra de Ty,. Enton-
ces [f(G)] = S(A,d) si, y solo si, f(G) C S(A,d) y f(G) no estd contenido en ninguna
subdlgebra mazimal de S(A,d).

Dem. Sea f : G — 7} una funcién tal que [f(G)] = S(A,d). Es claro que f(G) C
S(A,d). Supongamos que f(G) C S(A',d'), siendo S(A’,d’) una subélgebra maximal de
S(A,d). Como S(A’,d’) es una subdlgebra de 7y, se verifica que [f(G)] = S(A,d) C
S(A’,d"). Luego por el Lema 3.4.5.12, (1) A C A, d'|d y d|d" y por lo tanto (2) d = d'.
Ademas, por el Teorema 3.4.5.13, se verifica que (A’ es una subédlgebra maximal de A y
d =d)o (A"= Ay d esun divisor positivo maximal de d). En ambos casos, teniendo en
cuenta (1), se verifica que A = A’. Luego por (2), S(A',d') = S(A,d), lo cual es absurdo,
por ser S(A’,d') una subalgebra maximal de S(A, d).

Reciprocamente, sea f(G) C S(A,d) tal que f(G) no estd contenido en ninguna
subdlgebra maximal de S(A, d). Entonces [F(G)] C S(A,d) y como [F(G)] es una subélge-
bra de 7y, resulta que [F(G)] = S(A',d'), con A" subdlgebra de T y d'|d. Es claro que
S(A’,d’) es una subdlgebra de S(A,d). Supongamos que S(A’,d") C S(A,d) y conside-
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remos el conjunto de todas las subdlgebras de S(A, d), ordenado por inclusién. Como se
trata de un conjunto ordenado finito, tiene elementos maximales. Entonces si S(A’,d’)
fuera una subdlgebra maximal de S(A,d), f(G) estarfa contenido en una subdlgebra
maximal de S(A,d), lo que contradice la hipdtesis. Si S(A’,d’) no fuera una subalge-
bra maximal de S(A, d), entonces existe S(A”,d") subdlgebra maximal de S(A,d) tal que
S(A',d) C S(A”,d"), y por consiguiente f(G) C S(A”,d"), lo cual también contradice la
hipdtesis. Luego [F(G)] = S(A',d") = S(A,d). O

Observacion 3.4.6.13 De los Teoremas 3.4.6.11 y 3.4.6.12, podemos ver que F*(G,7y)
es el conjunto de todas las funciones de G en 1y, tal que no existe una subdlgebra mazimal
S de 1, que verifique f(G) C S, es decir, f(G) ¢ S, para toda S, subdlgebra mazimal de
Tq. Observemos también que las subdlgebras mazimales de 71y, son dlgebras isomorfas a
7., con x € M(d), donde M(d) es el conjunto de los divisores mazximales de d. Es decir
M(d) es el conjunto de los atomos duales del reticulo distributivo D(d), de los divisores

positivos de d, ordenado por la relacion divide.

Teorema 3.4.6.14 Sea Li(G) el dlgebra libre con |G| = n, T, el conjunto de todas
las funciones de G en T, = (T¥,T) y F*(G,Tq) = {f € TF : [f(G)] = T4}. Entonces

FY (G, T) =T\ U 7TF, donde M(d) es el conjunto de los divisores mazimales de d.
xeM(d)

Dem. Inmediato del Teorema 3.4.6.12 y la Observaciéon 3.4.6.13. ]

Teorema 3.4.6.15 Sea Li(G) el dlgebra libre con |G| = n, T,0 el conjunto de todas
las funciones de G en T, = (T¥,T) y F*(G,Tq) = {f € TF : [f(G)] = T4}. Entonces

|\F*(G, 7)) = |TF| — | U 7ZE|, donde M(d) es el conjunto de los divisores maximales
xeM(d)

de d.

Dem. Inmediata del Teorema 3.4.6.14. ]

Corolario 3.4.6.16 Sea Ly(G) el dlgebra libre con |G| = n, T,% el conjunto de todas
las funciones de G en T, = (T¥,T) y F*(G,Tq) = {f € TF : [f(G)] = T4}. Entonces
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N z
|F*(G,Ty)| = (3)lCl — 5 (=1)XT. (3eex )IGl, donde N\ x es el mdximo comin
0#£XCM(d) zeX
divisor de los elementos del conjunto X y M(d) es el conjunto de los divisores maximales

de d.
Dem. Inmediata del Teorema 3.4.6.15 y el principio de inclusién-exclusién. (]

Corolario 3.4.6.17 SeaL.(G) el dlgebra libre con |G| = n. Entonces |Ly(G)| = [1(3%)Mal,
dlk

A z\n
O (_1)|X|.(3IGX )
con |My| = e, , donde N\ x es el mdzimo comin divisor de los
’ reX
elementos del conjunto X y M(d) es el conjunto de los divisores maximales de d.

3.4.7. Determinacion del numero de estructuras de M ;—reticulo

k—ciclico no isomorfas definibles sobre un M ;—reticulo

En este apartado describimos un método para construir un automorfismo 7', a partir
de una particién P del conjunto II(L). Dicho automorfismo se dird el P—automorfismo o
automorfismo inducido por P.

Sea L € Mgg, por el Teorema 3.1.0.14, sabemos que L es suma cardinal de un nimero
finito, digamos n, de cadenas de dos elementos. Luego por el Teorema 3.1.0.16 y el Lema
3.1.0.20, se verifica que |A;(L)| = n, siendo A,(L) ={p € I[I(L) : Ap =0} = minIl(L) =
M(II(L)). Recordemos ademds que R(II(L)) = {p € II(L) : Ap = p} =II(L) \ A,(L) =
max II(L).

Teorema 3.4.7.1 Sea L € Mgs¢ tal que |Ai(L)| = n, y k un entero tal que 0 < k < n,

entonces existe un Mg—automorfismo T de L tal que T*(z) = .

Dem.
Sea Py = {C}}ic12,. 4 cualquier particion de A,;(L) con la propiedad que si
|CH = hy, i = 1,2,...,t, entonces k es el minimo comtn miltiplo de los elementos

del conjunto {h;},i=1,2,...,¢.
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Sea Cf = {pi,, Dins - +» Py, } ¥ 9 + C} — C} la siguiente biyeccion:

gilp) =4 7
Diy sit=h;
Las funciones g; con i = 1,2,...,t, inducen la siguiente funcién:

f1: A(L) — A(L), definida por fi(p) = g} (p) siy solo si p € C}.

Sea Py = {C?}i10..+ tal que C?2 = {Vp : p € C}}, 1 < i < ty
g? : C? — C? la siguiente biyeccion: g2 (Vp) = Vg, (p).

Las funciones ¢g? con i = 1,2, ...,t, inducen andlogamente la siguiente funcién:

f2: R(II(L)) — R(II(L)) tal que fa(p) = g7 (p) siy solo si p € C7.
Por la forma como estd definida es claro que (¢1)*(p) = p v (¢2)*(p) = p, para todo

i=1,2,...,t. En consecuencia (f1)*(p) =py (f2)*(p) =p .

Es facil verificar que f : II(L) — TI(L) definida por

f1 (t) Si t e At(L)
f2(t) it e R(II(L))

ft) =

es un isomorfismo de orden, al que llamaremos P—biyeccién, siendo P = (P, Py).

Luego, por el Teorema 3.2.0.26, la aplicacién T': L. — L definida por:

0, si x=0
k k
() T(x)= f(p:i), six =\ p; es una representacion irredundante de z
i=1 i=1
como supremo de primos
es un Mz—isomorfismo.
k

Observemos que como x = \/ p; es una representacion irredundante de = como supre-
i=1

k
mo de primos y x # 0, entonces , T(x) = \/ f(p;), es también una representacién irre-
i=1
dundante de T'(x) como supremo de primos. Luego por induccién se puede probar que si
k k
x # 0, entonces T*(x) = \/ f*(p;) = V pi = x. Como ademas es claro que T%(0) = 0,
i=1 '

=1

entonces resulta que T' es un Mg—automorfismo de periodo k. O
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Observacion 3.4.7.2 En el Teorema 3.4.7.1, hemos probado que toda particion del con-
gunto Ay(L), de un Msz—reticulo finito L, determina un Mg—automorfismo de periodo
k. Reciprocamente, si h : L. — L es un Mg—automorfismo de periodo k, en el Teo-
rema 3.2.0.27, demostramos que la restriccion f = h|II(L), es un isomorfismo de or-
den. En consecuencia f es una funcion biyectiva y determina una permutacion de las
componentes conezas de II(L), que son cadenas de dos elementos. Ademds es claro que
f(minTI(L)) € minII(L) y f(maxTI(L)) € mazII(L). Por lo tanto los ciclos disjuntos

de la permutacion determinardn una particion de minII(L) = A:(L).

Teorema 3.4.7.3 Los Mg—automorfismos de periodo k de un Ms—reticulo finito L,

quedan determinados por las particiones del conjunto Ay(L).

Dem.

Es inmediata del Teorema 3.4.7.1 y la Observacion 3.4.7.2. O

En el apartado anterior hemos descripto como a partir de un Ms—reticulo L con
|A;(L)| = n, es posible hallar un M3—reticulo k—ciclico (L,T') con k < n. En este parrafo
determinamos cuantas de estas estructuras k—ciclicas son no isomorfas. La construccion

de T indicada en (I) de la demostracién del Teorema 3.4.7.1, nos conduce a la siguiente:

Definicién 3.4.7.4 Diremos que P = (P1,Ps) es una familia de particiones del conjunto
(L), de un Mz—reticulo finito L, si Py = {C}}i—12. + es una particion de A, (L) y
Py = {C?}ic10, 4, donde C2 = {Vp:p € C}}, es una particion de R(II(L)).

Definicién 3.4.7.5 Sea (L,T) € Mjy finito y P = (Py,P2) una familia de particiones
del conjunto TI(L), tal que Py = {C}}i—14. .+ es una particion de A;(L) y Py = {C?}iz12. 4,
donde C? = {Vp : p € C}}, es una particion de R(II(L)). Diremos que la particion P
es k—compatible, si h; = |C}|, para cada i = 1,2,...,t, entonces k es el minimo comin

mailtiplo de los elementos del conjunto {h;}icqi2,. .4}-
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Definicién 3.4.7.6 Sea L € Mg¢ finito, P = (P1,P3) y Q = (Q1,Q2) dos familias de
particiones de TI(L). Diremos que Py Q son similares si Py = {C}}ici2. 4,

Q= {C_}}j:m ..... » Y se verifican:
(i) t = p (ambas tienen el mismo numero de clases),
(ii) para cada C! € Py eziste C € Qq tal que |C!| = |CY].

Teorema 3.4.7.7 Sea L € Mg¢ finito, P = (P1,Py) y Q = (Q1,Q2) dos familias de par-
ticiones de I1(L), k—compatibles similares de IL(L). Si T y T son los Ms—automorfismos
inducidos por estas particiones respectivamente, entonces (L, T) y L,T) son isomorfos

como Ms—reticulos k— ciclicos.

Dem.
p € C}}, es una particién de R(II(L)), Q; = {C_}}j:m ,,,,, , una particién de Ay(L) y
Qo = {C_]z}j:LQ 77777 ,, una particién de R(II(L)), donde C2 = {Vq : p € CI}, tales que
P = (P1,P2) vy Q = (Q1,Q2) son familias de particiones de II(L), k—compatibles y
similares.

Consideremos que f : I[I(L) — II(L) y ¢ : II(L) — II(L) son las P, Q—biyecciones
respectivas.

Entonces si P = {{ai,, ..., ai, },{an; - an, s {aQuy, - - - @y, }}, también lo pode-
mos escribir como

Py = {{an, flai). ... ff 7 Haa) b Aang, flan,), - f= 7 Ham) s -
o Aany, flaw), -, fF N aw )}

Sea |Ay(L)| = ne I, = {1,2,...,n}. Entonces podemos pensar que P; induce una
permutacién « de I,,, a saber:

a = (i1,09, ... iy ) (h1, hay oo Rgy )y oo (Ur, U, o U, )
y se verifica que f(as) = aa(s)-

En forma totalmente andloga, si consideramos Py y ¢, podemos decir que Py induce

una permutacion
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B = (i1, 0, .- - a, ) (M, Ry oo Ry )5 (U, g, o uy,)

de modo que g(as) = ags).

Es claro que « y [ tienen la misma estructura ciclica, es decir, estan descompuestas en
la misma cantidad de ciclos disjuntos de la misma longitud ([34]). Luego podemos afirmar
que existe una permutacién  de I,,, tal que aoy =y o 3 ([34]).

Definimos A : II(L) — II(L), como h(a,s) = a) y ¥ : L — L dada por:

0, si =0
m m
() =< V h(pi), sixz=\ p;es una representacién irredundante de =

=1 =1
como supremo de primos
Luego, de forma andloga a lo realizado en el Teorema 3.2.0.26, podemos probar que la
aplicacion ¢ es un Mg—isomorfismo.

Es claro que h hace conmutativo el siguiente diagrama:

II(L) g CTI(L)
hl lh
(L CTI(L
(L) ; (L)

En efecto:

(1) (f o h)(ai) = f(h(@)) = flar0) = Gatye) = Gaom) = Gaop)) = Gy(pa) =
h(apu = h(g(a;)) = (ho g)(ai).

Luego de (1) tenemos que si x # 0y x = \/ p; es una representaciéon irredundante de

=1
Zr, COmMoO supremo de primos, entonces

v(T(@) = v(V o)) = V hlap)) = V(o 9)p) = V (Fo m)p) = V (b)) =
T(\/ h(p:)) = T((x)). También se verifica que (T (0)) = 1(0) = T((0)). Por lo tanto

U

Sli<s

x)) = T(¥(x)), para todo x € L. O

El resultado anterior muestra que el nimero de estructuras ciclicas esencialmente

distintas que admite un Ms—reticulo finito L,, con n atomos, concide con el numero
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de particiones k—admisibles (1 < k < n) no similares que pueden darse sobre I1(L,),
y se prueba sin dificultad que este niimero coincide con el nimero de descomposiciones
distintas que admite el niimero natural n, como suma de nimeros naturales. Entonces

resulta el siguiente:

Teorema 3.4.7.8 Sobre el Mz—reticulo finito L,, con n dtomos, pueden definirse 11,, =
Z<_1)i_1<Hn_3i2—1 + 1 g241), conllp =1 y Il = 0 si k < 0, estructuras k ciclicas
; 2 2

i=1
(1 <k < n) no isomorfas.
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Capitulo 4

qgM3—reticulos

En este capitulo definimos los ¢ M3—reticulos como Mjs-reticulos dotados de un cuantifi-
cador existencial, y estudiamos algunas propiedades algebraicas de los mismos. También
vemos que en esta clase de algebras es posible definir una estructura de gMs;—reticulo, a
partir de la estructura k-ciclicla y en el caso finito pudimos, a partir de una estructura de
qMsz—reticulo, definir un M;z-reticulo k-ciclico. En la segunda seccion extendemos la duali-
dad Priestley para los Ms;—reticulos con ultimo elemento para el caso de los Mz—reticulos
dotados de un cuantificador. Utilizando esta dualidad caracterizamos las congruencias, en
particular las principales, por medio ciertos abiertos y cerrados del espacio de Priestley
asociado y las algebras subdirectamente irreducibles de esta variedad. Entre otros resulta-
dos, probamos que las congruencias principales son booleanas y determinamos los ideales

que las definen.

4.1. qgMs—reticulos

Definicién 4.1.0.9 Un qM;s—reticulo es un dlgebra (L,A,V,~,/,3,0), de tipo
(2,2,1,1,1,0), tal que el reducto (L, \,V,~,/\,0) es un Ms—reticulo y 3 es un operador

unario (cuantificador existencial) definido sobre L que verifica las siguientes identidades:

(E1) 30 =0,
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(E2) x Az =z,

(E3) J(zVy) =Tz V Iy,
(E4) J(z A Jy) =3z A Jy,
(E5) 33z = Tz,

(E6) 3Ax = A3z,

(E7) 3 ~ 3z =~ Jz.

Si (L, A, V,~,A,3,0) es un gMs—reticulo tal que el reducto (L, A,V,~, A, 0) es un
Ms—reticulo acotado, decimos que es un gM3z—reticulo acotado.

En lo que sigue, para simplificar, notamos con (L, 3) a los ¢Ms—reticulos e indicamos
con qM3 a la variedad de los gMs;—reticulos acotados.

Algunas consecuencias de la definiciéon anterior estdn contenidas en el siguiente:

Lema 4.1.0.10 Si (L,3) es un ¢Mz—reticulo, entonces se verifican las siguientes condi-

ciones:

(E8) x <y implica 3x < Ty,

(E9) si L tiene dltimo elemento 1, entonces 31 = 1.
Dem.

(E8): Si z <y, entonces y = = V y, luego por E3), Jy = I(x V y) = Iz Vv Ty, de donde

resulta Jdzr < Jy.

(E9): Si 1 es el dltimo elemento de L, entonces por E2), 1 A 31 = 1. En consecuencia

1 < J1 y por lo tanto 41 = 1.

O

Lema 4.1.0.11 Sea (L,3) es un qMs—reticulo. Entonces si x € K(L), se verifica que
dr € K(L).
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Dem. Sea x € K(L), entonces x = Azx. Luego 3z = Az y por E6), dr = Adx,
de donde 3z € K(L). O

Proposicién 4.1.0.12 Si (L,3) € qMs, entonces (K(L),3) es un dlgebra de Boole

monddica.

Dem. En [16] estd demostrado que K (L) es un dlgebra de Boole generalizada, luego para
cada y € K (L), se verifica que [0,y] = {x € K(L) : 0 <z <y} es un dlgebra de Boole y
todo elemento z € [0, y] tiene por complemento el elemento —x = A ~ (zV ~ y).

En particular, como en este caso L tiene tltimo elemento, entonces [0,1] = K(L) es
un dlgebra de Boole y si # € K(L), entonces —x = A ~ (xV ~ 1) es el complemento
booleano de z. Luego del Lema 4.1.0.11, (E1), (E2) y (E4), resulta que (K(L),3) es un

algebra de Boole monéadica.

4.1.1. Relaciéon entre las subalgebras y el cuantificador

Lema 4.1.1.1 Si(L,3) es un gMs—reticulo, entonces se verifican las siquientes propiedades:

(i) = € (L) si, y solo si, Jx = x,

(ii) 3(L) es una subdlgebra de L,

(iii) para cada a € L, Ja es el primer elemento del conjunto [a) N 3(L),

(iv) si z € [t AJy)N3(L), entonces Jx A Jy < z,

(V) para cada x € L, se verifica que Ax < A3z,

(Vi) siz € [Ax)N S, entonces ATz < z,

(vii) si P € Z,(L), entonces 37 1(P) es un ideal de L,

(viii) si L\ M es un filtro y P es un ideal primo tal que 371 (P) C M, entonces existe un
ideal primo @ de L tal que 37'(P) C Q C M.
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Dem.

(1):

(ii):

(iii):

(viii):

Si x € 3(L), entonces x = Jy para algin y € L. Luego 3z = I3y y por (E5),

dx = dy, de donde tenemos dz = x. La reciproca es inmediata.

Por (E1), resulta que 0 € 3(L). Sean z,y € (L), luego por (i), Iz =z y Jy = y.
Entonces teniendo en cuenta (E6) y (E7), tenemos que ~ x = 3 ~ 3z y Az = FAx,
lo que prueba que ~ z € I(L) y Az € 3(L). Por otro lado de (E3), zVy = I(z Vy)
y de (E4), resulta que x Ay = 3(z A Jy). Por lo tanto x Vy € I(L) y Ay € 3(L).

Es claro que para cada a € L, 3a € 3(L) y por (E2), tenemos que Ja € [a) N3(L).
Sea z € [a)N3I(L), luego a < z y 3z = z, de donde por (E8), Ja < z, lo que prueba

que Ja es el primer elemento del conjunto [a) N 3(L).

: Sea z € [x A Jy) N 3I(L), entonces x A Jy < z. Como z € (L), por (i), (E2) y (E4),

HxATy) =Tz ATy < Iz==z

: Es inmediato de (E2) y (M17) (ver Seccién 1.4, Capitulo 1), pues como z < Jz,

entonces Az < Adzx.

i): Si Ax < zy z € 3(L), entonces por (i) y(E3), 3Az < 3z = z. Luego, teniendo en

cuenta (E6), resulta que Adx < z.

: Sean z,y € 37Y(P), entonces dx,Jy € P. Como P es un ideal de L, resulta que

Jx vV Jy € P. Teniendo en cuenta (E3), se sigue que z Vy € 371(P).
Por otro lado, sean z,w € L tales que z € 371(P) y w < z. Entonces por (E8), se
verifica que Jw < Jz, y como 3z € P, tenemos que w € 37(P), lo que termina la

demostracién.

Sean L\ M un filtro y P es un ideal primo tal que 37'(P) C M. Entonces como
J71(P) es un ideal de Ly 371 (P) N (L\ M) = 0, por el teorema de Birkhoff-Stone,
existe un ideal primo @ tal que 3—1(P) C Q y Q N (L \ M) = (), de donde resulta
3(P)CQC M. .
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Proposicion 4.1.1.2 Sea L un Msz—reticulo y S una subdlgebra de L que satisface las

siquientes propiedades:

(i) para cada x € L, el conjunto [x) NS tiene primer elemento que indicaremos con

ds x,
(i) siz€[xrAdsy) NS, entonces Isx A sy < z,
(iii) para cada x € L se verifica que ANx < NAdg x,
(iv) z € [Ax)N S, implica Adgx < z.
Entonces (L,3s) es un gMs—reticulo y 3s(L) = S.

Dem.

Por la condicién (i), es claro que Jg es una operacién unaria definida en L. Veamos
que se verifican las propiedades desde (E1) hasta (E7) de la Definicién 4.1.0.9.
(E1) 350 = 0: Como 0 es el primer elemento de L, entonces [0) = L. En consecuencia

[0) NS =Sy es claro que 0 es el primer elemento de S.

(E2) 2 A dsx = x: Es inmediato de la hipétesis (i), pues como gz € [z) N S,

entonces r < dg x.

(E3) ds (zVy) = 3dsxVIsy: Por (i), se verifica que z < Jgx, y < Jgyy Isz,Isy € S.
Luego resulta que x Vy < Jgx V dgy y por ser S una subdlgebra de L, tenemos que
dsxVIsgy € S. Porlo tanto 3¢z V gy € [z Vy) N S. Por otra parte sea z € [x Vy)N S,
entonces z € [x) NSy z € [y) NS, lo que implica que Igz < z y I5y < z, de donde
resulta que dgz VvV dgy < z. Lo demostrado prueba que dgz V dg ¥, es el primer elemento

de [z Vy)N Sy por lo tanto se verifica (E3).

(E4) 35 (xAJsy) = s xATsy: Como S es una subdlgebra de Ly Igx, 35y € S, entonces
dsxAdsy € S. Por otro lado, del hecho de que x < dg x, entonces xt Adsgy < dgx Adgy.
De lo anterior podemos concluir que 3szAJgy € [t AJgy) NS, de donde por la hipdtesis
(i), resulta (E4).
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(E5) 3sdsx = dsx: De la propiedad (i), es claro que gz € [Jgx) NS. Ademas si
z € [gx) NS, se verifica gz < 2, lo que prueba que Jgx es el primer elemento del

conjunto [3gx) NS y por lo tanto queda probado (E5).

(E6) 35 Az = Adgx: Teniendo en cuenta que 3gx € S, entonces, por ser S una subélge-
bra de L, se verifica que Adgz € S, de este hecho y (iii), resulta que Adgz € [Ax)NS.
Luego, teniendo en cuenta (iv), Adg z es el primer elemento de [Axz) N S y por lo tanto

queda probado (E6).

(E7) 35 ~ dgx =~ Jgx: Por ser S una subdlgebra de L, de (i), es claro que ~ Jgx € S
y por lo tanto ~ gz € [~ Jgx) N S. Por otro lado si z € [~ Jgx) NS, es evidente que

~ dgx) < z, lo que prueba (E7).

Luego podemos afirmar que (L,ds) es un gMs—reticulo. Ahora probaremos que
dg(L) = S. Sea z € 3¢(L), entonces existe € L tal que Ig x = z. Como por (i), gz € 5,
resulta que z € S. Reciprocamente, sea x € S, entonces como = € L, por (i), existe g x
que es el primer elemento del conjunto [x) N S. Luego tenemos que z < Jgx. Por otra
parte, como x € [x)NS, se verifica que g x < z, y por lo tanto x = Jg = y en consecuencia

z € 3g(L). O

4.1.2. Relaciéon entre los gMs;—reticulos y los Ms—reticulos k—ci-

clicos

Es bien sabido que toda dlgebra de Boole k—ciclica (B, T), define un algebra de Boole
monadica (B,3r), donde Jpx = z V T(z) V...V TF}(z). A continuacién probamos
que usando la misma expresion del cuantificador, es posible a partir de una estructura

k—ciclica, definir una estructura de qM;s—reticulo.

Proposicion 4.1.2.1 Sea L un Ms—reticulo y'T : L — L un automorfismo de periodo
k. Entonces (L,3r) donde 3px = oV T(x) V...V T+ Yx), para cada x € L, es un

qMs—reticulo.
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Dem. Es claro que 37 es un operador unario. Solo resta probar que se verifican desde (E1)
hasta (E7) de la Definicién 4.1.0.9. Para ello en primer lugar veamos que (1) T'(3rz) =
Jrx, para cada x € L. En efecto, por ser T" un automorfismo de periodo k, tenemos que
TErz)=T(xVT(x)V.. VT*(z)) =T (2)VT*(x)V.. VT*(z) = T(x)VT*(z)V.. .V =

E|T$.

(E1) 370 =0: Es inmediato por ser 7" un automorfismo sobre L y 0 el primer elemento

de L.
(E2) 2 Adrx =2 Resultade que z <z VT(x)V...VvT:(z) =3

(E3) 3r (x Vy) = Irx vV Iry: Por ser T un automorfismo se verifica que I (z V y) =
(V) VT(xVy) V.. VT Y Vvy) = (aVy)V(T(@)VT(y) V... V(T ) v T (y)),

de donde, por asociativa y conmutativa de la operacién V, tenemos que vale (E3).

(E4) 3r (x A3ry) = Irx AIry: Teniendo en cuenta la igualdad (1) y el hecho de que T
es automorfismo, resulta que 37 (zAIry) = (xAIry) VT (x AT y) V.. VT* Yz ATry) =
(@ AIry)V(T(@)A3ry) V..V (T Y o)A Iry) = (VT (2) V... VT 2)) Adpy =
drx A 3dry.

(E5) 37 3rx = Jpa: Por definicién del cuantificador y la propiedad (1), tenemos que
EszlTI == ElTIEVT(ElTI) V... \/Tk_1<E|T.Z') == EIT.Z’\/HTI\/ LoV 3T$ == ElTI'.

(E6) 3r Az = Adrx: Es inmediata por ser T un automorfismo y la propiedad (M6) de
los Mz—reticulos. En efecto, Ip Ax = Az VT (Ax) V... T (Ax) = AV AT(z) V...V
AT Yz) = ANV T(x)V...VvT-(2)) = Adr(z).

(E7) 3r ~ Jrax =~ Jra:  Se obtiene de la propiedad (1) y el hecho de que T es un
automorfismo, como se ve a continuacién: Ipr ~ Irzr =~ Jpzx VT (~ Irz)V
LV Tk_l(N E|TLU> =~ draV ~ T(HTSL’) V...V~ Tk_1<E|TQZ) =~ draV ~drz V...V

NHTCU:NHT[E. a

En lo que sigue vemos que si (L,3) es un gMs—reticulo finito, entonces es posible

definir en L, un automorfismo 7', de manera (L, T') sea un Ms—reticulo k—ciclico.
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Consideremos I(L) = {x € L : 3z = 2}, K(L) = {x € L : Ax = Vo =z} y
B(L) = K(L)NI(L). Como L es finito, sabemos que K (L) es un algebra de Boole, en con-
secuencia, B(L) también lo es. Sean ay,as,...,a, los dtomos de B(L) y

P,={pell(L):p<a}, paracadai=1,2,...,n.

Lema 4.1.2.2 Los conjuntos P; determinan una particion del conjunto II(L), de los ele-

mentos primos de L.

Dem.

Si a; es un atomo de B(L), entonces a; # 0 y por lo tanto siempre existe p € II(L) tal
que p < a;. Luego p € P; y en consecuencia P; # ().

Sean 4,7 € {1,2,...,n} tales que i # j y supongamos que P; N P; # (). Entonces
existe p € II(L) tales que p < a; y p < a;. En consecuencia por la propiedad (M17) de los
Mjs—reticulos y la propiedad (E8) de los ¢Ms—reticulos, tenemos que 3Ap < FAa; = «;
y 3Ap < 3Aa; = a;. Luego teniendo en cuenta (E6), Adp = IAp < a; Aa;j =0, lo que
implica que 3Ap = 0 y por lo tanto por (E2), resulta que p = 0, lo que contradice que p
es un elemento primo de L.

Es claro que LTJ P, CII(L). Probemos ahora la otra inclusién. Sea p € II(L), entonces
por (E2) y (Mllz)z,lp < Vdp. Por otro lado V3p € B(L), pues por la propiedad (M5) de
los M3—reticulos AV3p = VIp y por (M3), (E3), (E5) y (E7), 3VIp = 3(IpV ~ Jp) =
3(3pV I~ Tp)=3F3(pV ~ 3p) = I(pV ~ Ip) = IpV ~ Ip = VIp.

Luego, Vdp = \71 a;; siendo a;; dtomos de B(L) y por ser p un elemento primo,

=
tenemos que p < a;; , para algin jo € {1,2,...,t}, lo que implica que p € P, C iLnJl P;.
O

Lema 4.1.2.3 Los subconjuntos ordenados P; son suma cardinal de cadenas maximales

de II(L), es decir suma cardinal de cadenas de dos elementos.

Dem.
Sea r € P, entonces r € II(L) y (1) r < a;, siendo a; un atomo de II(L). Como por el

Teorema 3.1.0.14, II(L) es suma cardinal de cadenas de dos elementos, entonces r € C,,
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donde C, es la cadena de dos elementos que contiene a r. Pueden presentarse dos casos:
(a) r € maxII(L) o (b) r € minII(L). En el caso (a), existe p € II(L) tal que p < r,
entonces de (1), p < a; y por lo tanto p € P;. Tenemos asi que C, = {p,r} con p < r, es
tal que C,. C P;. En el caso (b), existe ¢ € II(L) tal que r < ¢. Supongamos que ¢ £ a;,
entonces, como por el Lema 4.1.2.2; los conjuntos P; forman una particién de I1(L), existe
a; atomo de II(L) tal que ¢ € P;. Luego se verifica que (2) r < ¢ < a;. Por lo tanto de
(1) y (2), resulta que r < a; A a; = 0, lo que implica que r = 0, que contradice que 7 es
un elemento primo de L. Hemos demostrado en este caso que también C, C P;. Luego
cualquiera sea r € P; se verifica que C,. C P, y en consecuencia |J C,. = P;, siendo C, la

rep;
cadena de dos elementos que contiene a r. O

Observaciéon 4.1.2.4 Por el Lema 4.1.2.3, podemos asegurar que cada P; es suma car-

m; ]

dinal de las cadenas C,, con r € P;. Para indicar este hecho, escribiremos P; = C’]’-,
j=1

ll;”, Ct = {ph,q;} conpl,q; € Py pi < q,. Teniendo en cuenta esto, pode-

donde m; =

mos decir ademds, por el Lema 4.1.2.2, que II(L) es suma cardinal de los conjuntos P;, y
notaremos II(L) = > P;, donde n es el nimero de dtomos de B(L).

7j=1

El siguiente lema es de facil demostracion, por este motivo no incluimos su prueba.

Lema 4.1.2.5 Si P, = Z:lC;, donde m; = % y C; = {p},q;} con p,q; € P yp; < g
]:
Entonces la aplicacion h; : P, — P; definida como sigue:

Piy, st reClyr=piconl<j<m
P, st reCl yr=ph,

@i, st reCiyr=qconl<j<m

q, si TECfmyT:qu

\
es un isomorfismo de orden y h;"(r) = r, para cada r € P;.

Teorema 4.1.2.6 SiII(L) = > P;, la aplicacion h : II(L) — II(L) definida por h(p) =
j=1

hi(p), si, y solo si, p € P;, donde la aplicacion h; estd dada como en el Lema 4.1.2.5, es

un isomorfismo de orden. Ademds si k es el minimo comun maltiplo de los m;, siendo

P
m; = 1B

, entonces h*(p) = p, para cada p € TI(L).
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Dem. Es consecuencia del Lema 4.1.2.5 y la definiciéon de h. O

Teorema 4.1.2.7 Sea (L,3) un gMs—reticulo finito y h : II(L) — TI(L) el isomorfismo

de orden dado como en el Teorema 4.1.2.6. Entonces T : L — L dada por

=

st =0

S S

() T(x)=1< V h(ry), sixz=\ r, esuna representacién irredundante de x
i=1 t=1

como supremo de primos

. . , , o : P,
es un Mg—isomorfismo y si k es el minimo comun multiplo de los m; siendo m; = %,

entonces T es un Mg—isomorfismo de periodo k.

Dem. Inmediata de los Teoremas 3.2.0.26 y 4.1.2.6. ]

4.2. Dualidad topolégica para los gM3—reticulos

En esta seccién extendemos la dualidad Priestley para los Ms—reticulos con ultimo
elemento, al caso de los gM3—reticulos acotados.
De ahora en adelante D(X), denotara la familia de los subconjuntos abiertos, cerrados

y decrecientes de un espacio de Priestley X.

4.2.1. La categoria de los gM3z—espacios y los g M3s;—morfismos

En esta seccién introducimos la categoria ¢9t3, describimos sus objetos y morfismos

y explicitamos algunas propiedades de los mismos.

Definicién 4.2.1.1 Un gMs—espacio es un par (X, R) tal que X es un espacio de

Priestley y R una relacion binaria definida sobre X tal que:

(qM1) X es un Ms—espacio,

(qM2) R(z) es un subconjunto cerrado y creciente de X, para todo v € X,

140



(qM3) si V € D(X), entonces R™(V) € D(X),

(qM4) R es un preorden,

(qMb) si (z,y) € R, entonces existe z € X tal que z <y, (z,2) € Ry (z,2) € R,

(aM6) R™Y((MxU]) = (MxR™Y(U)], para todo U € D(X),

(aM7) R~Y([mx R (U))\ MxRY(U)) = [mxRY(U))\ MxR~Y(U), para todo U € D(X).

Observacion 4.2.1.2 Si (X, R) es un gMs—espacio, de ((QM2) y (qM3), la relacion R
resulta ser una relacion de Priestley dual, y por (qQM4) y (qM5), R es una cuasiequivalencia

dual. Por otra parte de (qM5), es inmediato que si (y,x) € R y x € minX, entonces
(xz,y) € R.

Definicién 4.2.1.3 Sean (X1, R1) y (Xa, Rs) dos ¢Ms—espacios. Una qMs—funcion de
(X1, R1) en (Xo, Re) es una Ms—funcion h : X1 — Xy tal que para todo V € D(X3),
h(Ry'(V)) = Ry (hH(V)).

Notamos con g3 la categoria de los gMs—espacios y las ¢Ms—funciones; y con

qMg3 la categoria de los ¢Mjz—reticulos acotados y los qMs—homomorfismos.

Lema 4.2.1.4 Sea X un P—espacio y R un preorden sobre X tal que R(x) es un conjunto
cerrado y creciente de X, para todo x € X. Entonces si (x,y) ¢ R, existe U € D(X) tal
queyeU yxé¢ RYU).

Dem. Sea X un P—espacio y R un preorden sobre X. Sea R(x) es un conjunto cerrado y
creciente de X, para todo x € X. Supongamos que (z,y) ¢ R, entonces y ¢ R(x). Como
R(x) es creciente, para todo z € R(z), z £ y. Luego por ser X un espacio totalmente
disconexo en el orden, para cada z € R(z), existe U, € D(X) tal que y € U, y z € U,,
por lo tanto R(z) € |J (X \ U.). Ademdas como R(z) es un cerrado de un espacio

zER(x)
compacto, es compacto, y por lo tanto se verifica que existen zi, 23, ...,2, € R(x) tales
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que R(z) C J(X\U,,) =X\ () U,,. Entonces si U = [ U,,, tenemos que U € D(X),
i=1 i=1 i=1
y e Uy R(x)NU = 0, lo que implica, teniendo en cuenta que R es reflexiva, que existe

UeD(X)talquey z & R(U). O

El Lema 4.2.1.4, nos permite dar una caracterizacion de las gMs;—funciones en la

categoria g3 de la siguiente forma:

Lema 4.2.1.5 Sean (X1, R;) y (Xa, Rs) dos qMz—espacios y h : X; — X5 una

Ms—funcion. Entonces las siquientes condiciones son equivalentes:
(i) h es una gMs—funcion,
(ii) h satisface las siguientes condiciones:

(a) si (z,y) € Ry, entonces (h(x),h(y)) € Ra,

(b) si (h(x),z) € Rs, entonces existe y € X, tal que (z,y) € Ry y h(y) < z.

Dem.

(i) = (ii):

(a): Sea (1) (z,y) € Ry y supongamos que (h(z),h(y)) € Ra, entonces h(y) € Ra(h(x)).
Luego por el Lema 4.2.1.4, existe V € D(X3) tal que h(y) € V 'y VNRa(h(x)) =0, es
decir h(z) ¢ Ry (V). Entonces teniendo en cuenta (i), resulta (2) z ¢ R, (R~1(V)).
Por otro lado de (1), como y € h=1(V), tenemos x € Ry *(h~*(V)), lo que contradice

2).

(b): Seaz € X1y 2z € Xytalque (1) (h(z),2) € Ry. Si h(z) < 2, eligiendo y = z, tenemos
h(y) = h(z) y h(y) < z, por lo tanto se verifica (b). Si por el contrario h(z) £ z,
como X, es un espacio totalmente disconexo en el orden, existe U € D(X5) tal que
h(z) € Uy z € U. Entonces por (1) h(x) € Ry*(U), o lo que es equivalente, teniendo
en cuenta (i), (2) # € Ry (h~Y(U)). Por lo tanto se verifica que h=*(U) N Ry (z) # 0.
Como h es continua y cerrada K = h(h™'(U) N Ry(z)) es un cerrado de Xy y por
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lo tanto es un compacto. Si suponemos que h(y) € z para todo y € h=*(U) N R(x),
entonces k £ z para todo k € K. Luego como X, es totalmente disconexo en el
orden, para cada k € K existe V, € D(X3) tal que k € Vi y z € V4, lo cual

implica que K C J (X2 \ Vi). Teniendo en cuenta que K es compacto se verifica
kEK

K C U(XQ\Vk) ysiV = ﬂ V., entonces (3) VN K =0y z € V. Por otro lado
si W Uﬂ V', entonces z € W y de (1), se sigue que h™ (W) N Ry(x) # (), de donde

concluimos que V N K # (), lo que contradice (3). Por lo tanto existe y € X tal que
(z,y) € Ry h(y) < 2

(i) = (i):

Solo resta probar que h™Y(Ry*(V)) = Ry (h™1(V)). Sea x € h™'(R;"(V), entonces
h(z) € Ry* (V). Luego existe t € V tal que (h(z),t) € Ry, de donde teniendo en cuenta
(b), existe z € X3, tal que (x,z) € Ry y h(z) < t. Como V es decreciente, se veri-
fica que 2 € h™(V) y en consecuencia x € R;*(h~}(V)). Para la otra inclusién, sea
r € RyY(h™Y(V)), entonces existe y € h™'(V) tal que (z,y) € R, de donde h(y) € V
y (z,y) € Ry. Luego de esto ultimo y (a), se verifica (h(z),h(y)) € Ry y por lo tanto
h(z) € Ry* (V) o lo que es equivalente z € h (R, (V).

O

A continuacién detallamos los resultados necesarios para demostrar que las categorias

gMs y ¢tz son dualmente equivalentes.

4.2.2. qMs—reticulo dual de un gM3z—espacio

Proposicién 4.2.2.1 Si (X,R) es un gMs—espacio, entonces (D(X),3r) es un
qMs—reticulo acotado, donde la operacién unaria Ip estd dada por Ip(U) = RY(U),

para cada U € D(X).

Dem. Por la Proposicién 2.1.4.1, tenemos que D(X) es un Mz—reticulo acotado. Por

otra parte como consecuencia de (qQM3), es claro que Jg es un operador unario, de (qMG6)
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se verifica (E6) y de (¢M7) es inmediato (E7). Solo resta probar que verifica desde (E1)

hasta (E5), para ello probaremos que g es un cuantificador sobre D(X).

Sean U,V € D(X),

(C1)

(C2)

(C4)

UnN3gr(U) ="U o lo que es equivalente U C Jg(U):

Si x € U, entonces por ser R un preorden, se verifica (z,x) € R, de donde

x € R7Y(U) y por lo tanto x € Iz (U).

Si U CV, entonces 3(U) C Jr(V):

Si x € Jr(U), entonces existe y € U tal que (z,y) € R. Como U C V, tenemos
y €V yasixedr(V).

HRHR(U) = HR(U)

Teniendo en cuenta (C1), se verifica que Jx(U) C Jg3r(U). Probemos la otra
inclusién. Sea x € JrIr(U), luego existe y € Jx(U) tal que (x,y) € R, y existe
z € U tal que (y,2) € R, de donde por ser R un preorden, se verifica (z,z) € R con

z € U y por lo tanto x € Jx(U).

HR(U U V) == HR(U) U HR(V)
Como U CUUV yV CUUYV, entonces por (C2) tenemos que Jz(U) U Ix(V) C
Jr(U U V). Veamos la otra inclusion, sea z € Ip(U U V) = R~Y(U U V), entonces

existe y € UUV tal que (x,y) € R. Si y € U se verificaz € R} U) ysiy € V,
r € R7YV) y por lo tanto = € p(U) U IR(V).

Jr(Fr(U)NV) = 3r(U) NIr(V):

La inclusién Jx(3p(U) N V) C Fr(U) N 3r(V), es consecuencia de (C2) y (C3).
Probemos la otra inclusién, sea = € Ip(U) NIr(V), entonces existen y e Uy z € V
tales que (z,y) € Ry (r,2) € R. Como R satisface (qMb), existen z1,2, € X,
21 <y y 2z <z que verifican (x,z1) € R, (z1,2) € R, (2,29) € Ry (22,2) € R, de

donde por ser R es una relacién transitiva se verifica (29,21) € R. Por otra parte
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por ser U y V decrecientes resulta que z; € U y 2o € V, de donde tenemos que

2z € RTY(U)NV y por lo tanto x € RH(V N R (U)) =3zr(Fr(U)NV).

Por lo demostrado de (C1) hasta (C5) resulta que Jg es un cuantificador y por lo
tanto se cumple ademds () = 0, con lo que queda demostrado que (D(X),3g) es un

qMs—reticulo acotado. O

4.2.3. qMs—espacio asociado a un gM3—reticulo acotado

Proposicién 4.2.3.1 Sea (L,3) un gMs—reticulo, R3 = {(P,Q) € Z,(L) x Z,(L) :
IYP)CQ}yy F5={(P,Q) € X(L) x X(L): Q C37(P)}, entonces se verifican:

(i) (P,Q) € Rz si, y solo si, (L\ P,L\ Q) € F5.

(ii) Sean I,P € I,(L), I € min R3(P) si, y solo si, L\ I € max F5(L \ P).
(iii) Para cada P € I,(L), R3(P) es un subconjunto cerrado y creciente de Z,(L).
(iv) (P,Q) € R3 si, y solo si, PN3(L) CQN3(L).

(v) Si Q € min R3(P), entonces PN3(L) =Q N 3(L).
Dem. Consideremos R5 y F5 definidas como anteriormente.

(i): Resulta de las siguientes condiciones equivalentes:
(1) (P.Q) € Rs,

(2) 3P CQ,

(3) L\Q C L\ 37(P),

(4) L\Q C I N(L\ P),

(5) (L\P,L\Q) € F5.
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(ii):

(iii):

Sea (1) I € min R3(P), luego 371(P) C I. De la inclusién anterior, resulta que
L\I C 3L\ P). Consideremos ahora Q € X (L) tal que L\T C Q C 37 (L \ P).
Como I7Y(L\ P) = L\371(P), resulta que 371(P) C L\Q C I. Luego L\Q € R3(P)
y L\ @ C I, de donde teniendo en cuenta (1), L\ @ = I y por lo tanto L\ I = @,
lo que implica que L\ I € maz F5(L\ P).

Reciprocamente, sea L \ I € max F5(L \ P). Entonces L\ I € 37Y(L\ P) o lo
que es equivalente 371(P) C I. Sea S € Z,(L) tal que 37*(P) C S C I. Luego
L\T C L\S C3IL\P)yporlotanto L\ S € F5(L\P)y L\I C L\ S. Teniendo
en cuenta que L\ I es un elemento maximal en F5(L\ P), resulta que L\ I = L\ S,
es decir, I = S y por lo tanto I € min R3(P).

Sea Q € R3(P) y T € Z,(L) tal que Q C T, entonces se verifica 31 (P) CQ C Ty

por lo tanto T" € R3(P). Se tiene asi que R3(P) es creciente.

Probremos ahora que R3(P) es cerrado de Z,(L), lo que es equivalente a probar
que Z,(L) \ R3(P) es un abierto. Sea S € Z,(L) \ R3(P), entonces 371(P) € S,
luego existe (1) a € I71(P) tal que a ¢ S y por lo tanto S € o7(a). Ademéas
or(a) CZ,(L) \ R3(P), pues si (2) M € or(a) N R3(P), entonces 3~ 1(P) C M y de

(1) tendriamos que a € M lo que contradice (2).

: Sea (P, Q) € R3, entonces 371(P) C Q. Supongamos que x € PN3(L), luego por el

Lema 4.1.1.1, z = 3z y por lo tanto Iz € P, es decir, x € I71(P). De esta tltima

afirmacién x € Q N 3(L).

Reciprocamente, supongamos que P N 3(L) C @ N I(L) y consideremos que
r € 37Y(P). Entonces 3x € P N 3(L) y por lo tanto Jz € Q N I(L). Como por
(E2), se verifica que x < Jz y @ es un ideal, tenemos que x € (). Hemos probado

asi que 371(P) C Q, lo que implica que (P, Q) € Rs.

: Sea Q € min R3(P), entonces (P,Q) € R3 y por (iv), se verifica que P N 3(L) C

QN 3(L). Supongamos que QN I(L) € PN3I(L), entonces teniendo en cuenta (iv),
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se verifica que 371(Q) € P, en consecuencia existe a € 371(Q) tal que a &€ P, lo
que implica @ € Q y Ja € P. Sea I el ideal generado por {a} U 37!(P), entonces
IN(L\Q) = 0. En efecto, si m € I N (L\ Q), entonces existe p € I71(P) tal
que m < a V p. Por otro lado, como L \ @ es un filtro y m € L\ ) tenemos que
aVpe L\Q,dedonde por ser L\ @ primo resulta p € Q) y por lo tanto a Vp € Q,

es decir m € @, lo que es una contradiccion.

O

Lema 4.2.3.2 Sea (L, 3) un gMs—reticulo, Rs = {(P,Q) € Z,(L)xZ,(L) : 37Y(P) C Q},
Fs = {(P,Q) € X(L)x X(L) : Q C I (P)} y P € Z,(L), entonces las siguientes

condiciones son equivalentes:
(i) min R3(P) C R3*(P),

(ii) maz F3(L\ P) C FT\(L\ P).

Dem.

(i)= (ii): Sea @ € max F5(L \ P), entonces por (ii) de la Proposicién 4.2.3.1, resulta que
L\ Q € min R3(P). De esto tltimo, teniendo en cuenta (i), tenemos que L\ Q € R5'(P),
lo que implica que (L \ @, P) € R3, de donde por (i) de la Proposicién 4.2.3.1, podemos
afirmar que Q € F5'(L\ P).

(ii)= (i): Sea I € min R3(P), entonces por (ii) de la Proposicién 4.2.3.1, se sigue que
L\ I € max F5(L\ P). Luego (L \ I, L\ P) € F5, de donde, teniendo en cuenta (i) de la
Proposicién 4.2.3.1, (I, P) € R3 y por lo tanto I € R3'(P).

Lema 4.2.3.3 Sea (L,3) un gMz—reticulo y R3 = {(P,Q) € Z,(L) x Z,(L) : 37(P) C

Q}. Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) Para cada (P,Q) € Rs, existe R € I,(L) tal que R C Q, (P,R) € R3 y
(R, P) € R3,
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(ii) min R3(P) C R3'(P).

Dem.

(i)= (ii): Sea S € min R3(P), luego (P, S) € R3. Entonces por la hipétesis (i), se verifica
que existe R € Z,(L) tal que R C S, (P,R) € R3 y (R,P) € Rs. En consecuencia
R € R3(P) y R C S, de donde teniendo en cuenta que S es un elemento minimal en

R3(P), resulta que R = S. Por lo tanto S € R5'(P).

(ii)= (i): Consideremos (P, Q) € Ra, por lo tanto @ € R3(P). Como por la propiedad
(iii) de la Proposicién 4.2.3.1, R3(P) es cerrado en Z,(L) y es claro que es no vacio,
entonces teniendo en cuenta que Z,(L) es un espacio de Priestley, min R3(P) # () y existe
R € min R3(P) tal que R C @ (ver 1.3.2, Capitulo 1). Luego por la hipétesis (ii), podemos
afirmar que R € R3'(P) y en consecuencia existe R € Z,(L) tal que R C @, (P,R) € R3
y (R, P) € Rs. O

Proposicién 4.2.3.4 Si (L,3) un ¢Ms—reticulo y R3 = {(P,Q) € Z,(L) x Z,(L) :
3YP) C Q}, entonces se verifica min R3(P) C R5'(P) para todo P € T,(L).

Dem. Sea P € Z,,(L), teniendo en cuenta el Lema 4.2.3.2, para realizar la demostracién,
es suficiente probar que max F5(L\ P) C F5'(L\ P).

Sea Q € X (L) tal que (a) Q € max F5(L \ P), entonces (b) Q@ C I7Y(L\ P) y por
(E5) se verifica 371(Q) € I37Y(L \ P). Veamos que la otra inclusién también vale. Sea
(c) x € 37Y(L\ P), como T es un cuantificador, se verifica que el filtro F' = F(Q U {3x})
es un subconjunto de 371(L \ P). En efecto, sea y € F(Q U {3x}), entonces existe ¢ € Q
tal que ¢ A Jx < y. Luego por (E8) y (E4), 3(¢ A Jz) = 3¢ A 3z < Jy. Por otra parte de
(¢)y (b),dz € L\Py3dge L\Pycomo P e Z,(L), se verifica que L\ P € X(L). Por lo
tanto tenemos que 3z Adg € L\ P y en consecuencia Jy € L\ P, es decir, y € 371(L\ P).

Luego como 3 es un homomorfismo superior, L\ P € X (L) y FF C 37 1(L\ P), existe
un filtro primo F” tal que F C F' C 37Y(L \ P) (ver Seccién 1.1, Capitulo 1) y por
lo tanto @ C F C F' C 37Y(L\ P) de donde por (a), obtenemos Q = F' = F. En

particular como Jx € F tenemos que dx € Q y por lo tanto z € 371(Q). En consecuencia
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371(Q) = 3L\ P) y por ser Fy reflexiva, como L\ P C 37'(L\ P), resulta que
L\ P C374Q) o lo que es equivalente Q € F5'(L\ P). O

Proposicién 4.2.3.5 Sea (L,3) un gMz—reticulo, entonces la relacion Rs = {(P,Q) €
T,(L) x Z,(L) : 371(P) C Q} wverifica las siguientes propiedades :

(i) R3 es un preorden,
(ii) Ra(P) es un subconjunto cerrado y creciente de I,(L), para cada P € T,(L),

(iii) si V € D(Z,(L)), entonces R3" (V) € D(Z,(L)), mds precisamente si V = o,(a),
entonces R (V) = o (Ja).

(iv) si (P,Q) € Rg, entonces existe T € Z,(L), T C Q tal que (P,T) € R3 y (T, P) € R3,
(v) RZYA*U) = A*R3M(U), para todo U € D(X),
(vi) R5'(=R3*(U)) = ~R3'(U), para todo U € D(X),

Dem.

(i) R3 es un preorden:

Como J es un operador de clausura aditivo sobre L, se verifica que R3 es un preorden

(ver Seccién 1.3.3, Capitulo 1).

(ii) Para cada P € Z,(L), R3(P) es un subconjunto cerrado y creciente de Z,(L):

Sea Q € R3(P) y T € Z,(L) tal que Q C T, entonces se verifica 371 (P) CQ C Ty
por lo tanto T' € R3(P). Se tiene asi que R3(P) es creciente.

Probremos ahora que R3(P) es cerrado de Z,(L), lo que es equivalente a probar que
Z,(L) \ R3(P) es un abierto.

Sea S € Z,(L) \ R3(P), entonces 37 *(P) € S, luego existe (1) a € 37(P) tal que
a ¢ Sy porlo tanto S € op(a). Es claro que or(a) C Z,(L) \ R3(P), pues si
(2) M € or(a) N R3(P), entonces 371 (P) C M y de (1) tendrfamos que a € M lo

que contradice (2).
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(iii)

Si V € D(Z,(L)), entonces R5' (V) € D(Z,(L)):

Si V € D(Z,(L)), V = op(a) para algin a € L, entonces R5' (V) = o7(3a).
En efecto, si S € R53'(op(a)), existe (1) R € op(a) tal que (S,R) € Rs, luego
(2) 374(S) € R. Si S ¢ or(Ja), entonces Ja € S lo cual implica, teniendo en
cuenta (2), que a € R, lo que contradice (1). De esta forma hemos probado que

R3Y(01(3a)) € o1,(3a).

Para la otra inclusién consideremos S € o (Ja), entonces da ¢ S y por lo tanto
a ¢ 371(S). Como 37!(S) es un ideal propio, por un corolario del teorema de
Birkhoff-Stone, existe R € Z,(L) tal que 37'(S) € Ry a € R. Por lo tanto
(S,R) € R3 y R € or(a) lo que implica que S € R (0 (a)).

Si (P, Q) € Ra, entonces existe T' € Z,(L), T C @ tal que (P,T) € R3y (T, P) € Rx:

Es consecuencia de lo demostrado en el Lema 4.2.3.3 y la Proposicion 4.2.3.4.

RN (A*U) = A*RIY(U), para todo U € D(X):

Sea U € D(X), entonces U = op(a) para algin a € L. Como oy, es un Mg—iso-
morfismo de L en D(Z,(L) se verifica que A*U = o(Aa), y por (E6) se cumple
or(3Aa) = o (AJa). Por otro lado teniendo en cuenta la propiedad (iii), es fécil
demostrar que A*R3'(U) = o,(3Aa), por lo que para probar (v), solo serd suficiente

demostrar que R5' (o (Aa)) = o (ATa).

Sea P € R3'(op(Aa)), entonces existe (1) Q € op(Aa) tal que (P,Q) € Ra.
Como por (E2) y(M6), Aa < AJa, para todo a € L, tenemos que @ € or(AJa) y
371(P) C Q. Supongamos que 3Aa € P, luego Aa € 371 (P) C Q, lo que contradice
(1). Por lo tanto P € o7(A3a) y asi R5' (o (Aa)) C or(ATa).

La otra inclusién es consecuencia de lo que sigue. Sea P € op(3Aa), entonces
(2) Aa ¢ 37Y(P). Como 3 es un homomorfismo superior, tenemos que 371(P) es
un ideal de L. Luego por (2) y el Teorema de Birkhoff-Stone, podemos asegurar que

existe @ € Z,(L) tal que 37H(P) C Q y Aa ¢ Q. En consecuencia, (P,Q) € R3
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y Q € or(Aa), lo que prueba que P € R3'(o,(Aa)) y por lo tanto o7 (AJa) C
B3 (01(Aa)).

(vi) R3'(=R3'(U)) = ~R3'(U), para todo U € D(X):

Por lo demostrado en (i), la relacién Rj es reflexiva, por lo tanto se verifica ~R5* (U)
C R3'(=R3'(U)). Para la otra inclusién, como U = o (a) para algin a € L,
teniendo en cuenta lo demostrado en (iii), y que o7, es un Mg—isomorfismo de L en
D(Z,(L), se verifica que =R5'(U) = o (~ 3a) y R5'(~R5*(U)) = 01(3 ~ 3a), por

lo que para demostrar (vi), sera suficiente probar que or,(3 ~ Ja) C or(~ Ja).

Sea P € o,(3 ~ Ja), entonces ~ Ja ¢ 371(P). Como IF7(P) es un ideal primo de
L, entonces por el Teorema de Birkhoff-Stone, existe Q € Z,(L) tal que 37}(P) C Q
y ~3Ja ¢ Q. Luego (P,Q) € R3y Q € or(~ Ja), lo que implica, teniendo en cuenta
(iii) y (E7), que P € R3'(or(~ Ja)) = o(3 ~ Ja) = o(~ Ja).

Proposicién 4.2.3.6 Sea (L,3) wun qMs—reticulo, entonces (Z,(L),R3), donde
Rs = {(P,Q) € Z,(L) x Z,(L) : 37YP) C Q}, es un gMz—espacio y la aplicacion
o, : L — D(Z,(L)) definida como en (Al) (Seccion 1.3.2, Capitulo 1), es un

qM3z—isomorfismo.

Dem. Inmediata de la Proposicion 4.2.3.5.

4.2.4. Dualidad entre las categorias g M3 y g3

Las Proposiciones 4.2.2.1 y 4.2.3.6, nos permiten decir que hemos establecido una
correspondencia entre los objetos de las categorias g M3 y ¢13. Con el objetivo de probar
que estas categorias son naturalmente equivalentes y definir los funtores correspondientes,
probamos a continuacion que existe una correspondencia entre los morfismos de dichas

categorias.
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Lema 4.2.4.1 Sea h : X — X' una ¢Ms—funcion (biyectiva), entonces la aplicacion
U(h) : D(X') — D(X) definida por ¥(h)(V) = h=Y(V) para cada V € D(X'), es un

qMsz—homomorfismo (isomorfismo).
Dem. Resulta inmediato por ser h una gMs;—funcion. O

Lema 4.2.4.2 Sean (X, R) y (X', R'), ¢Ms—espacios y h : X — X' una funcion. En-

tonces las siguientes condiciones son equivalentes:
(i) h es un isomorfismo en g9,
(i) h es un isomorfismo en Mg y verifica:

(a) (x,y) € R si, y solo si, (h(x),h(y)) € R'.

Dem.

(i) = (ii): Sea h : X — X’ un isomorfismo en ¢, entonces h es un morfismo en gMi3
y existe g : X’ — X morfismo en la misma categoria tal que hog=1xy goh = 1x.
Luego por ser h y g morfismos en 93, se verifica que h y ¢ son isomorfismos en la
categoria M3 y en consecuencia, por el Lema 2.1.3.2, ambos son isomorfismos de orden.

Ademas por el Lema 4.2.1.5, h verifica:
(a’) si (x,y) € R, entonces h(z),h(y)) € R/,
(b’) si h(z),z) € R, entonces existe y € X tal que (z,y) € Ry h(y) < z.

Resta probar que si (h(x), h(y)) € R, entonces (z,y) € R.
Sea (h(x),h(y)) € R, entonces por (b’), existe z € X tal que (z,2) € Ry h(z) < h(y).
Por ser h es un isomorfismo de orden, se verifica que z < y y como z € R(x) y R(x) es

un conjunto creciente, tenemos que y € R(x) y por lo tanto (x,y) € R.
(ii) < (i): Sea h: X — X' un isomorfismo en M3 que verifica:
(a) (z,y) € R si, y solo si, (h(z),h(y)) € R

152



Luego h es un morfismo en M3 y existe g : X’ — X morfismo en la misma categoria,
tal que hog = 1x/ y go h = 1x. Para probar que h y g son morfismos en la categoria
g3 , probaremos las condiciones del Lema 4.2.1.5.

Sea (h(x),z) € R', como h es un isomorfismo de orden, existe v € X tal que z = h(v),
por lo que se verifica que (h(z),h(v)) € R, entonces por (a), tenemos que
(x,v) € R. Luego existe v € X tal que (z,v) € Ry h(v) < z, lo cual implica que h
es una gMs;—funcion.

Probemos ahora que g es una ¢M;—funcion. Sea (u,v) € R', entonces como h es sobre,
existen x,y € X tales que u = h(x) y v = h(y). Luego (h(z),h(y)) € Ry por (a), se
verifica que (z,y) € R. Ademés g(u) =z y g(v) =y, por lo tanto (g(u), g(v)) € R.

Consideremos ahora (g(u),z) € R, como g es sobre existe v € X' tal que g(v) =
z. Luego (g(u),g(v)) € R, de donde por (a), tenemos que (h(g(u),h(g(v)) € R'. En
consecuencia, existe v € X’ tal que (u,v) € Ry g(v) < z.

Finalmente como h y g son ¢Mz;—funciones tales que hog = 1x/ y go h = 1x, resulta

que h es un isomorfismo en gts. O

Proposicién 4.2.4.3 Sea (X, R) un qMs—espacio, (D(X),3r) su gMs—reticulo asocia-
do donde Ap(U) = R (U) para todo U € D(X), y (Z,(D(X)), R3,,) su espacio dual.
Entonces ex : X — L,(D(X)) definida por ex(x) = {V € D(X) : « & V}, verifica

(z,y) € R si, y solo si, (ex(x),ex(y)) € Ra,.

Dem.

Sea (1) (z,y) € Ry supongamos que (ex(7),ex(y)) € Ra,, entonces 35" (ex(r)) &
ex(y). Luego existe U € D(X) tal que U € 33" (ex(z)) y U € ex(y), lo cual implica que
Jr(U) € ex(x) o lo que es equivalente R~ (U) € ex(z). Por lo tanto x ¢ R~ (U) ey € U,
de donde resulta (x,y) € R, lo que contradice (1).

Recfprocamente, sea (ex(z),ex(y)) € Rs,,, entonces (2) 35" (ex(z)) C ex(y). Si supo-
nemos que (z,y) € R, entonces por Lema 4.2.1.4, existe U € D(X) tal que x ¢ Jx(U)
ey € U. Luego Jg(U) € ex(z) y por lo tanto U € 33" (ex(z)). Esta afirmacién implica

teniendo en cuenta (2), que U € ex(y) e y € U, lo que es una contradiccién. O
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Proposicién 4.2.4.4 Sea (X, R) un ¢Ms—espacio. Entonces ex : X — I,(D(X)) defi-
nida por ex(z) ={V € D(X) :x &€ V} es un g¢0z—isomorfismo.

Dem. Resulta del Lema 4.2.4.2; la Proposiciéon 2.1.6.2 y la Proposicion 4.2.4.3. O

Proposicién 4.2.4.5 Sean (L,3) y (L',3) qMs—reticulos y h : L — L' un
qMgs—homomorfismo, entonces la aplicacion ®(h) : I,(L') — I,(L), definida por
O(h)(I') = h~1(I') para cada I' € T,(L'), es una qMz—funcidn.

Dem. En la Proposicién 2.1.6.3, se demostré que ®(h) es una Mz—funcién. Resta probar
que para todo V' € D(Z,(L) se verifica ®(h)~H(R3*(V)) = R3'(®(h)~1(V)). En efecto, por
ser ®(h), una funcién continua, no es dificil probar que (1) ®(h)~'(or(a)) = o (h(a)),
para todo a € L. Luego como V € D(Z,(L), existe a € L, tal que V = or(a), y en
consecuencia, ®(h)"Y(R3'(V)) = ®(h)"*(R53"(01(a))). Ademés por (iii) de la Proposicién
4235y (1), ®(h)"Y(R3'(o(a))) = ®(h) " or(3a)) = o (h(Fa)). Por otro lado, en
forma andloga resulta que R5'(®(h)71(V)) = R3'(®(h) HoL(a))) = R3' (o (h(a))) =
o/ (Fh(a)), de donde teniendo en cuenta que h es un qMz—homomorfismo, tenemos que

®(h)~H(R5(V)) = B3 (2(h)~H(V)). =

De la Proposicién 4.2.2.1 y el Lema 4.2.4.1 resulta que ¥ es un funtor contravariante de
g3 en g Mg3. Por otra parte de las Proposiciones 4.2.3.6 y 4.2.4.5 se deduce facilmente
que ¢ es un funtor contravariante de gMg en gis. Estos resultados y la Proposicion

4.2.4.4, nos permiten concluir el siguiente:

Teorema 4.2.4.6 Los funtores Wo® y ®o W son naturalmente equivalentes a los funtores
identidad sobre qMs y g3 respectivamente y estas dos categorias son naturalmente

equivalentes.
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4.3. Congruencias y algebras subdirectamente irre-
ducibles en qM3;

En esta seccién damos una caracterizacién del reticulo de las congruencias de un
qMsz—reticulo, en término de ciertos subconjuntos cerrados de su gMsz—espacio asocia-
do. Luego utilizando este resultado, determinamos los gMsz—reticulos subdirectamente

irreducibles.

4.3.1. Caracterizacion del reticulo de las qM3—congruencias

Definicién 4.3.1.1 Sea (X, R) un gMs—espacio. Un subconjunto Y de X es un R—cono,
siY = R(Y).
Indicamos con RY(X) a la familia de todos los subconjuntos R—conos de X.

Algunas propiedades de los R—conos estan indicadas en el siguiente lema.

Lema 4.3.1.2 Sea (X, R) un gMs—espacio. Entonces se verifican:

(i) 0 y X son R—conos.
(ii) Para todo x € X, R(x) es un subconjunto cerrado y R—cono de X.

(i) Si {Y:}ier es una familia de R—conos de X, entonces |JY; y (| Y: son R—conos.
i€l i€l

Dem.

(i): Resulta inmediato por el hecho de que R(()) = () y que por ser R reflexiva, se verifica

R(X)=X.

(ii): Como (X, R) un ¢M3—espacio, entonces para cada = € X, se verifica que R(z) es
un conjunto cerrado. Ademds por ser R reflexiva, tenemos que R(x) C R(R(x)).
Probemos la otra inclusién. Sea z € R(R(z)), entonces existe y € R(x) tal que
(y,z) € R. Luego tenemos que (z,y) € Ry (y,z) € R, de donde, por ser R
transitiva, (z,z) € Ry por lo tanto z € R(z). Lo que prueba que R(x) es un
R—cono de X.
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(iii): Sea {Y;}ier es una familia de R—conos de X. Por ser R reflexiva, resulta que U Y; C
R(UY) vy NY: € R(NYi). Seay € R(|UY;), entonces existe z € |JY; Zteall que
(x,lge/g € R.Zeiuego exilsi} Y;, tal que x lEGIYiO y (z,y) € R, lo queleifnplica que
y € R(Y;,) =Y, y en consecuencia y € |JY;. En forma andloga se prueba que

RNY)C Y.

iel iel
O
Como consecuencia del Lema 4.3.1.2, el conjunto R (X)) es un subreticulo completo de
P(X). En particular, los subconjuntos de X que son cerrados, A—involutivos y R—conos,
ordenados por inclusién, forman un sub-reticulo del conjunto Ca (X)), de los subconjuntos

cerrados y A—involutivos de X. Dicho sub-reticulo serd denotado Car(X).

El siguiente teorema muestra que existe una correspondencia biunivoca entre las con-
gruencias de un gMsz—reticulo L y ciertos subconjuntos cerrados de su gM3z—espacio aso-

ciado.

Teorema 4.3.1.3 Sean (L,3) € qMj3 e (Z,(L), R3), el gMs—espacio asociado a (L, 3).
Entonces el reticulo Car,(Z,(L)) de los subconjuntos cerrados, A—involutivos y R3— conos
de Z,(L), es isomorfo al dual del reticulo Congms(L) de las qMs—congruencias, y el
isomorfismo lo establece la funcion ©car, definida por la misma prescripcion que la dada
en (A3) del Teorema 2.2.1.1, es decir, Ocars(Y) = {(a,b) € L x L : op(a) NY =
or(b)NY}.

Dem.
(1) Ocars(Y) € Congmy(L):

Sea Y € Cagr,(Z,(L)), por la Proposicion 2.2.1.6, Ocar,(Y) = {(a,b) € L x L :
or(a) NY = o,(b) NY}, es una Mg—congruencia, probamos a continuacién que esta
relacion también es compatible con el operador 4.

Sea (1) (a,b) € Ocars(Y)y (2) Q € or.(Fa) NY. Como I7HQ) es un ideal de L y
Ja ¢ Q, entonces existe un ideal primo P tal que (3) 371(Q) € Py (4) a ¢ P. Por otro
lado de (3), tenemos que P € R3(Q), y por (qM2), existe (5) S € min R3(Q) tal que
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(6) S C P (ver Seccién 1.3.2 del Capitulo 1). Teniendo en cuenta que Y € RS(Z,(L)), de
(2) y (5), resulta que S € Y, ademés de (4) y (6), a ¢ S. Por lo tanto S € or(a)NY,
de donde por (1), S € a7(b) NY. Luego b ¢ S, y como por (5), 371(Q) C S, resulta que
b ¢ 371(Q), lo cual implica que Q € o7(3b) NY. Por lo tanto o7 (Ja)NY C o () NY.

La otra inclusién es andloga y en consecuencia (Ja, 3b) € Ocap, (V).

(i) La aplicaciéon  Ocapy : Cars(Z,(L)) — Congms(L),  definida  por
Ocars(Y)={(a,b) e Lx L:or(a)NY =0,(b)NY}, es un isomorfismo dual:

Como Cap,(Z,(L)) es un subreticulo de Ca(Z,(L)), entonces la aplicacién
Y — Ocapr,(Y) es inyectiva y un homomorfismo de reticulos entre Cap,(Z,(L)) v el

dual de Congn,(L). Solo resta probar que esta aplicacién es sobreyectiva.

Sea 0 € Congm, (L), como 6§ € Conp, (L), por la Proposicién 2.2.1.7, sabemos que
0 = Ocaps(Y) con Y = {¢,"(Q) : Q € T,(L/#)} cerrado y A—involutivo de Z,(L).
Para completar la prueba resta probar que Y € RS (Z,(L)), es decir Y = R3(Y). Por
ser R3 reflexiva, se verifica Y C R3(Y). Probemos la otra inclusiéon. Sea T' € R3(Y) y
supongamos que (1) T" ¢ Y. Luego existe P € Y tal que T" € R3(P) y por otra parte,
como por (qM2) R3(P) es un cerrado de Z,(L), existe ) € min R3(P) tal que @@ C T.
Entonces de (1), teniendo en cuenta que Y es A—involutivo, se sigue que @ ¢ Y. Por
otro lado como Y es un subconjunto cerrado de Z,(L), por la Proposicién 2.2.1.2, existen
a,b € Ltalquea € Qyb ¢ Qy (a,b) € Ocary(Y). Sea F el filtro de L generado
por (L\ Q) U{a}. Si suponemos que F N3~ (P) = (), como 37! (P) es un ideal de L,
entonces por el el Teorema de Birkhoff-Stone, existe un filtro primo S de L tal que F' C S
y SNIHP) =0y por lo tanto I71(P) C L\ Sy L\ S C Q. Teniendo en cuenta
que L\ S es un ideal primo de L, inferimos que L\ S € R3(P), lo que contradice que
Q € min R3(P). Por lo tanto F N 37'(P) # 0 y en consecuencia existe ¢ € L\ Q tal que
(2) 3(gNa) € P. Como ademés (aNg,bAq) € Ocars(Y)y Ocars(Y) € Congm, (L), enton-
ces (Ia A q),3(b A q)) € Ocars(Y), lo que implica que or(3(a A q)) NY =
or(I(bAq))NY. Luego de (2), podemos asegurar que P ¢ o(3(aAq))NY y por lo tanto
P ¢ or(3(bAg))NY . De esto tltimo, como P € Y, tenemos (3) 3(bAq) € P. Por otra parte
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como ) € min R3(P) se sigue, por (v) de la Proposicién 4.2.3.1, que PN3(L) = QN3(L),
de donde por (3), se verifica I(¢Ab) € Q. Luego por (E2), tenemos que gAb € Q y por ser

(2 un ideal primo, resulta que ¢ € @ o b € @, lo cual es una contradiccién. En consecuencia

T €Y y por lo tanto Y € RY(Z,(L)). O

4.3.2. Otras caracterizaciones del reticulo de las qM3—congruen-
cias

En la seccién anterior, logramos caracterizar el reticulo de las congruencias de un
qMs3—reticulo, en término de ciertos subconjuntos cerrados de su gMsz—espacio asociado,
mas precisamente los subconjuntos cerrados, A—involutivos y R3—conos.

A continuacién probamos que esto también se puede realizar con subconjuntos abiertos
y A—involutivos del Ms;—espacio asociado.

Con Oap,(Z,(L)), indicamos el reticulo de los subconjuntos abiertos, A—involutivos

y Ra—conos de Z,(L).

Lema 4.3.2.1 Sea (L,3) € qMs e (Z,(L),R3) su Ms—espacio asociado. Entonces
Y € Capy(Z,(L)) si, y solo si, ,(L) \'Y € Oary(Z,(L)).

Dem.

Sea Y € Cagr,(Z,(L)), entonces por el Corolario 2.2.3.2, es claro que Z,(L) \ Y €
Oa(Z,(L)). Probemos que R3(Z,(L)\Y) =Z,(L)\Y. Por ser R3 reflexiva, se verifica que
Z,(L)\Y C R3(Z,(L) \ Y). Sea P € R5(Z,(L) \ 'Y), entonces existe (1) Q € Z,(L) \ 'YV
tal que (@, P) € R3. Luego por (qM5), existe T'C P tal que (Q,T) € Ry (T,Q) € Rs.
Supongamos que P € Y. Como Y es A—involutivo, entonces T' € Y y en consecuencia,
por ser Y un Rz—cono, @ € R3(Y) =Y, lo que contradice (1). La reciproca es anéloga.

O

Teorema 4.3.2.2 Sea (L,3) € qM3 e (Z,(L), R3) su Ms—espacio asociado. Entonces el
reticulo Opaps(Z,(L)) de los subconjuntos abiertos, A—involutivos y Ra—conos de ZL,(L)

es isomorfo al reticulo Congwv,(L)de las qQMs—congruencias de L, y el isomorfismo lo
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establece  la  funcion ©Opapy definida por: Ooaps(G) = {(a,b) € L x L :
(oL(b)Aor(a)) € G}

Dem.

Es consecuencia inmediata de los Lemas 2.2.3.3 y 4.3.2.1 y el Teorema 4.3.1.3. a

En forma andloga a lo realizado por A. Petrovich en [36], para caracterizar las con-
gruencias de los reticulos modales, introducimos la nociéon de conjunto R—saturado. Es-
ta nocién también nos permite caracterizar el reticulo de las qMgz—congruencias como

mostramos a continuacion.

Definicién 4.3.2.3 Sea (X, R) un gMs;—espacio. Un subconjunto Y de X es R—saturado,
simin R(y) C Y, para todoy € Y.

Indicamos con Satg(X) la familia de subconjuntos R—saturados de X.

Observacién 4.3.2.4 Si (X, R) un ¢Ms—espacio, entonces RC(X) C Satr(X). La otra
inclusion no siempre se verifica. Fl siguiente resultado indica cuando estas nociones son

equivalentes.

Proposicién 4.3.2.5 Sea (X, R) un ¢Mz—espacio e Y un subconjunto A—involutivo de

X. Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:
(i) Y € Satr(X),
(i) Y € RY(X).

Dem.

(i) = (ii): Por ser R reflexiva, se verifica Y C R(Y). Sea z € R(Y), entonces exis-
te y € Y tal que z € R(y). Como R(y) es cerrado, existe (1) m € min R(y) tal que
(2) m < z (ver Seccién 1.3.2 del Capitulo 1). Por otro lado, como Y es A—involutivo,
por el Teorema 2.2.1.5, tenemos que Y es creciente. Luego de (i), (1), (2), se verifica que

z €Y.
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(ii) <= (i): Seay € Y y z € min R(y). Entonces z € R(Y) y como por (ii), R(Y) =Y,
resulta z € Y. Por lo tanto min R(y) C Y, para todo y € Y, lo cual implica que Y es

R—saturado. O

Teorema 4.3.2.6 Sean (L,3) € qMj3 e (Z,(L), R3), el gMs—espacio asociado a (L, 3).
Entonces el reticulo Casy(Z,(L)), de los subconjuntos cerrados, A—involutivos y R3—sa-
turados de I, (L), es isomorfo al dual del reticulo Congmg (L), de las qMg— congruencias,

y el isomorfismo lo establece la funcion Ocas, definida por la misma prescripcion que la

dada en (A3) del Teorema 2.2.1.1.

4.3.3. Algebras simples y subdirectamente irreducibles en qMj;

A continuacién, aplicamos el Teorema 4.3.1.3, para caracterizar las dlgebras simples y
subdirectamente irreducibles en qMg3, previamente indicamos algunos resultados que nos

fueron de utilidad para cumplir este objetivo.

Proposicién 4.3.3.1 Sea (X, R) un qMs—espacio y x € min X. Siy € R(x), entonces

las siguientes condiciones son equivalentes:
(i) y € min R(z),
(i) y € min X.

Dem.
(i) = (ii): Sea (1) y € min R(z) y supongamos que y ¢ min X. Por ser X un M;—espacio
se verifica que y € maz X y por lo tanto existe ¢t € X tal que (2) t < y. De (1) v (2),
t ¢ R(x) y por Lema 4.2.1.4, existe U € D(X) tal que (3)t € Uy (4) x ¢ R™(U). Por
otra parte de (1) y por ser R una relacién de cuasiequivalencia dual (ver Seccién 1.3.3,
Capitulo 1 y Observacién 4.2.1.2), tenemos que (5) (y,x) € R.

Como t € R(t), de (2) y (qM2), se verifica (6) (t,y) € R, de donde por (qM5), existe
m e X, m <y tal que (7) (m,t) € R. Sim =y, de (1), (7) y (3), resulta x € R~1(U), lo

que contradice (4). Si m < y, entonces por ser X un Mz—espacio, de (2), resulta que m =t
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y asi de (6) y (5) y la propiedad transitiva, tenemos que (t,x) € R. Luego por (qM5),
como x € min X, resulta que (x,t) € R. De esta tltima afirmacién y (3), concluimos que

x € R7Y(U), lo que contradice (4). Por lo tanto y € min X.

(ii) < (i): Seay € R(z) tal que (1) y € min X. Supongamos que y ¢ min R(x). Entonces
existe t € R(x) C X tal que t < y. Esto tultimo contradice (1), pues el espacio es suma

cardinal de cadenas de dos elementos. O

Corolario 4.3.3.2 Sea (X, R) es un gMs—espacio y x € min X. Entonces R(x) es un

R—cono, cerrado y AN—involutivo de X.

Dem. Por (ii) del Lema 4.3.1.2, tenemos que R(x) es un cerrado y R—cono de X. Por
otra parte por (qM2), R(x) es creciente. Para probar que es A—involutivo de X, solo
tenemos que probar que R(x) es decreciente. Sea z € R(z) yt € X tal quet < z. Sit =z
es claro que t € R(x). Sea (1) t < z y supongamos que t ¢ R(x), entonces z € min R(x).

Luego por la Proposicién 4.3.3.1, resulta que z € min X, lo que contradice (1). O

Lema 4.3.3.3 St X es un Ms—espacio, entonces el unico subconjunto cerrado 1y

A—involutivo que contiene a min X, es el propio espacio.

Dem. Sea Y subconjunto de X, cerrado y A—involutivo tal que (1) min X CY.Siz € X,
entonces por ser X un Mz—espacio se verifica que (2) z € min X o (3) € max X. Si
ocurre (2), entonces por (1), se verifica x € Y. Si es verdadero (3), existe t € min X tal
que t < z. Luego por (1) t € Y y como Y es A—involutivo, entonces x € Y. Por lo tanto
Y = X. a

Proposicién 4.3.3.4 Sea (X, R) un gMs—espacio tal que (D(X),3g) su ¢Mz—reticulo
dual, es un qMsz—reticulo subdirectamente irreducible. Si'Y es un subconjunto de X no

vacio, cerrado y A—involutivo de X, entonces las siquientes condiciones son equivalentes:
(i) Y es un R—cono de X,
(ii) min X C Y.
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Dem.

(i) = (ii): Por las hipStesis Y € Car(X)\ {0}. Como D(X) es un ¢Mz—reticulo subdirec-
tamente irreducible, entonces existe My € Cagr(X) maximo no trivial, es decir My # X
ysiS € Car(X) y S # X, entonces S C My. Como My # X, por Lema 4.3.3.3,
existe m € min X tal que (1) m ¢ My. Entonces por Corolario 4.3.3.2, se verifica que
R(m) € Car(X) y es claro que R(m) € My, pues caso contrario, como m € R(m), se ve-
rificaria que m € My, lo que contradice (1). Luego R(m) = X. Si My # (), entonces por ser
My un subconjunto A—involutivo de X, podemos asegurar que existe z € MyNmin X. En
consecuencia, z € R(m), y por ser m y z minimales de X, se verifica que m € min R(z).
Por otra parte, como Mj es un R—cono de X, por la Proposiciéon 4.3.2.5, My un subcon-
junto R—saturado de X y en consecuencia min R(z) C M. De esto ltimo resulta que
m € My, lo cual contradice (1). Por lo tanto My =0 y as{ Y = X, de donde min X C Y.
(ii) < (i): Es inmediato del Lema 4.3.3.3. O

Corolario 4.3.3.5 Sea (X, R) un qMs—espacio y (D(X),3r) su gMz—reticulo dual.

Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:
(i) (D(X),3Rr) es un gMsz—reticulo simple,
(i) (D(X),3r) es un gMs—reticulo subdirectamente irreducible.

Dem.

(i) = (ii): Inmediato.

(ii) <= (i): Por las hipdtesis existe My € Car(X) tal que (1) My # X ysi S € Car(X) y
S # X, entonces S C M. Si My # 0, entonces, por la Proposicién 4.3.3.4, min X C M,,
lo cual implica por Lema 4.3.3.3, que My = X, lo que contradice (1). Por lo tanto My = ()
y en consecuencia los tnicos elementos de Car(X) son () y X. Luego, teniendo en cuenta

el Teorema 4.3.1.3, D(X) es un ¢Ms—reticulo simple. a

Lema 4.3.3.6 Sea (X,R) un gMs—espacio, (D(X),3gr) su qMsz—reticulo dual y
U € D(X). Entonces Ar(U) = R™Y(U) es un R—saturado, abierto y cerrado de X.
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Dem. Sea (X, R) un gMs—espacio y U € D(X). Por la propiedad (qM3), sabemos que
R7Y(U) € D(X), en consecuencia Jz(U) es un abierto y cerrado de X. Seay € Izr(U) y z €
min R(y). Luego existe u € U tal que (y,u) € Ry se verifica que z € R™(y) (ver Seccién
1.3.3, Capitulo 1). Entonces (z,u) € Ry asi z € R™1(U), es decir z € Iz(U). En conse-
cuencia min R(y) C Jg(U), para cada y € Ig(U), y por lo tanto Jg(U) es un subconjunto
R—saturado de X. a

Corolario 4.3.3.7 Sea (X, R) un gMs—espacio, (D(X),3r) su qMs—reticulo dual y
U e D(X). Si U es A—involutivo, entonces Ig(U) es un R—cono, abierto, cerrado y
A—involutivo de X.

Dem. Si U € D(X), es un subconjunto A—involutivo de X, por Lema 4.3.3.6 y la
Proposicién 4.3.2.5, se verifica que Jg(U) es un subconjunto abierto, cerrado y R—cono
de X. Por otro lado como A*U = U, teniendo en cuenta la propiedad (E6) en D(X),
tenemos que A*(Ir(U)) = Jr(U) y por lo tanto Jx(U) es A—involutivo. O

Proposicién 4.3.3.8 Sea (X, R) un gMs—espacio y (D(X),3r) su gMs—reticulo dual.
Siz,y € minX y (v,y) € R, entonces existen U,V € D(X) tales que x € Ir(A*V),
y & Ir(AV), y € Fr(AU) y o & Fr(A*U).

Dem. Sean z,y € min X tales que (1) (z,y) ¢ R. Entonces por el Lema 4.2.1.4, existe
SeDX)talquey € Syz ¢& R S5), lo cual implica que (2) x ¢ Jr(S). Por otro
lado teniendo en cuenta las propiedades (M11) y (E2) en D(X), se verifica de lo anterior
que y € Jr(V*S), siendo U = V*S un conjunto A—involutivo de X (A*U = U). En
consecuencia y € Ip(A*U). Veamos que « ¢ Ip(A*U). Por la propiedad (E3), se verifica
que Jg(V*S) = Jr(S) UIr(=S). Si xz € Ir(A*U), entonces z € Ig(V*U) y por (2), se
verifica que x € dr(—S). Por lo tanto existe s € =5 tal que s € R(x) y por la definicién
de =5, existe t € min X NS tal que (3) t < s. Como en este caso R(z) es un conjunto
A—involutivo (Corolario 4.3.3.2), de (3), tenemos que t € R(z), de donde z € R™(S),
lo que contradice (2). Entonces existe U € D(X) tal que y € Ir(A*U) y = & Ir(A*U).

Por otro lado de la hipétesis (1), si tenemos en cuenta la Observacién 4.2.1.2, también se
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verifica que (y,x) € R y en forma andloga se puede demostrar que existe V' € D(X) tal
que z € Ig(A*V), y & Fr(A*V). O

A continuacién analizamos las propiedades de los elementos minimales con respecto a

la relacion R del gMs;—espacio.

Lema 4.3.3.9 Sea (X,R) un qMs—espacio y (D(X),3r) su gMs—reticulo dual.

Siz,y e minX y (x,y) € R, entonces:

(i) (y,7) € R,

(i) (z,w) € R, siendo z,w € max X tales que x < z, y < w.

Dem.
(i): Es inmediato de (qM5), por ser z e y minimales de X.

(ii): Sean x,y € min X tales que (1) (z,y) € R. Por ser X un Mjs—espacio se verifica
que existen z,w € X tales que (2) x < z y y < w. Supongamos que (z,w) ¢ R,
entonces por Lema 4.2.1.4, existe U € D(X) tal que w € Uy z ¢ R*(U), es decir
z ¢ Ar(U). Luego como A*Jr(U) C Jx(U), entonces (3) z ¢ A*Ir(U). Por otra
parte como w € U Nmax X y y < w, entonces y € A*U y por lo tanto de (1),
tenemos que x € R™Y(A*U), es decir x € Jr(A*U). De esto ultimo y (2), como
dr(A*U) es un conjunto A—involutivo de X (ver Corolario 4.3.3.7), tenemos que

z € Ar(A*U), y por (E6), resulta que z € A*Jg(U) lo que contradice (3). O

Corolario 4.3.3.10 Sea (X, R) un gMs—espacio y (D(X),3r), su gMs—reticulo dual.

Si para todo x,y € min X, (x,y) € R, entonces (z,w) € R, para todo z,w € maz X.
Dem. Es consecuencia inmediata del Lema 4.3.3.9. O

Proposicién 4.3.3.11 Sea (X, R) un ¢Ms—espacio y (D(X),3g) su gMs—reticulo dual.

Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:
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(i) Jr(D(X)) es un Ms—reticulo simple,
(ii) (z,y) € R, para todo z,y € min X,
(ili) (D(X),3r) es un gMs—reticulo simple.

Dem.

(i) = (ii): Supongamos que existen x,y € min X tales que (z,y) ¢ R. Entonces por
la Proposicién 4.3.3.8, existen U,V € D(X) tales que = € Jxr(A*V), y & Jr(A*V),
y € Ir(A*U) y x € Ig(A*U). En consecuencia Ap(A*U) # 0, Ap(A*V) # 0, Ag(A*U) #
X, Ar(A*V) # X y Ar(A*U) # Fr(A*V), por lo que concluimos que Ir(D(X)) no es

un Mjz—reticulo simple.

(ii) = (iii): Sea Y € Car(X) \ {0}, entonces por ser Y un conjunto A—involutivo, existe
z€min X NY. Luego si x € min X, entonces por (ii), se verifica que (z,x) € Ry por lo
tanto z € R(Y'). Por ser Y un R—cono se verifica que = € Y y asi min X C Y, entonces
por Lema 4.3.3.3, podemos concluir que Y = X. Lo anterior implica, teniendo en cuenta

el Teorema 4.3.1.3, que D(X) es un ¢Ms—reticulo simple.

(iii) = (i): Sea (D(X),3dg) un gMsz—reticulo simple y supongamos que Jg(D(X)) no es
un Mjz—reticulo simple. Luego existen U,V € D(X) tales que dg(U) # X, dg(V) # X,
dr(U) # 0, Fp(V) # 0 y 3g(U) # 3r(V). En consecuencia existen z,y € X tales que
z € 3r(U), y € Ir(V), z ¢ Ir(V), y & Ir(U), es decir (z,y) ¢ Ry (y,z) ¢ R. Por
otro lado observemos que en virtud del Corolario 4.3.3.2, = ¢ min X o y ¢ min X, pues
caso contrario R(x) € Car(X) \ {0} y R(z) # X o R(y) € Car(X)\ {0} v R(y) # X,
lo que contradice que (D(X),3g) un gMz—reticulo simple. Por lo tanto z € max X e
y € max X y en consecuencia por Lema 4.3.3.9, existen m,n € min X tales que m < x,
n<wy, (mmn) ¢ Ry (n,m) ¢ R, lo que conduce a que R(n) y R(m) sean R—conos,
cerrados y A—involutivos, tales que R(n) # X, R(m) # X, R(n) # 0, R(m) # 0y
R(n) # R(m), lo que contradice que (D(X),3r) un ¢M;s—reticulo simple. O

Corolario 4.3.3.12 Sea (X, R) un gMs—espacio y (D(X),3r) su gMs—reticulo dual. Si
(D(X),3r) es un gMsz—reticulo simple, entonces Ir(D(X)) = {0, min X, X }.
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Dem. Sea U € D(X). Si U = 0, entonces IrU = (). Si U # ) se pueden presentar dos
casos: (a) UNmax X #0 o (b) UNmazx X = 0.

En el caso (a), existe u € mazxr X N U y por tratarse de un Mz—espacio y ser U
decreciente, existe v € min X NU tal que v < u. Sea x € X, si x € min X, por (ii)
de la Proposicién 4.3.3.11, se verifica que (z,v) € R, lo cual implica x € R~*(U) y por
consiguiente x € JRU. Es decir, (1) min X C JgU. Por otro lado, si x € mazr X, existe
y € X tal que y < z y se verifica que (v,y) € R. Luego por el Lema 4.3.3.9, tenemos que
(z,u) € Ry por lo tanto x € R™Y(U) = JpU. Hemos probado asf que (2) max X C 3gU.
De (1) y (2), resulta X = min X Umax X C 3gU y por consiguiente IpU = X.

En el caso (b), tenemos que U C min X y probaremos que 3gU = min X. Como
U # (), es claro, por la Proposicién 4.3.3.11, que min X C R™'(U). Veamos la otra
inclusién. Sea z € R™H(U), luego existe u € U tal que (1) (z,u) € R. Si z € maz X,
existiria v € min X tal que v < z y se verificaria que (2) (u,v) € R. Por otra parte, por
ser R(v) creciente, tendriamos que (3) (v,2) € R. De (2) y (3) y la propiedad transitiva,
(u,z) € R. Por consiguiente, de esto tltimo y (1), se verificaria que R7'(U) = X, y
por lo tanto 3(D(X)) no serfa un Msz—reticulo simple. Luego z € min X, de donde
dArU = min X.

Corolario 4.3.3.13 Si (L,3) es un gMs—reticulo, entonces las siguientes condiciones

son equivalentes:
(i) (L,3) es un gMs—reticulo subdirectamente irreducible,
(i) (L,3) es un gMs—reticulo simple,

(iii) (L) es un Ms—reticulo simple,

(iv) (L) es isomorfa al dlgebra (T, A\,V,~, A, 0), donde T es la cadena con tres ele-
mentos {0,1/2,1} con 0 < 1/2 < 1 y las operaciones ~ y A\ estin definidas en la

siguiente tabla:
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xr |~z | Ax
0 0 0
121 1 | 0
112 1

Dem. Es consecuencia inmediata de la la Proposicién 2.1.5.1, el Corolario 4.3.3.5,
la Proposicién 4.3.3.11 y la propiedad (M33) de los Mjz—reticulos (ver Seccién 1.4,
Capitulo 1). O

Corolario 4.3.3.14 Sea el Ms—reticulo (T*, A, V,~ A, 0) donde T es la cadena de tres
elementos {0,1/2,1} con 0 < 1/2 < 1, X es un conjunto no vacio y TX es el conjunto
de todas las funciones de X en T, donde las operaciones de Mz—reticulo se definen pun-
tualmente. Si para cada f € TX se define (3f)(z) =\ f(X), para todo x € X, donde
\ f(X) es el supremo del conjunto f(X), entonces (T*,3) es un qMs—reticulo simple.

Dem. Es claro que por la forma como estd definido, (T, 3) es un ¢Ms—reticulo, donde
ademas se verifica que 3(TX) = T. Luego por el Corolario 4.3.3.13, se verifica que (T, 3)

es un gMsz—reticulo simple. |

A continuacién probamos una propiedad que tienen la Ms;—funciones y que nos resulta

muy util para lograr una caracterizacion funcional de los gMsz—reticulos simples.

Proposicion 4.3.3.15 Sean X y X' dos Ms—espacios y f : X — X' una P—funcion.

Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:
(i) f es una Ms—funcion,
(ii) f verifica las siguientes condiciones:

(a) f(minX) C min X',

(b) f(mazx X) C max X'.
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Dem.

(i) =

(a)

(ii):

Sea t € f(minX), luego existe z € min X tal que f(z) = t. Supongamos que
t & min X'. Por ser X y X' Ms—espacios, se verifica que t € max X' y existen
ue X yve X talesque (1) x < uy (2) v < t. Ademds como t £ v y el espacio
X’ es disconexo en el orden, existe V € D(X) tal que (3) v € V'y (4) ¢t € V.
De (2), (3) vy (4), se verifica que t € V*V = V U=V; y de (1), por ser f una
funcién creciente, tenemos que f(x) = f(u) = t, lo que implica (5) z € f~1(V*V).
De (5), como f es una Msz—funcién, se verifica que x € V* f~1(V), entonces teniendo
en cuenta la definicién de V*, puede ocurrir que z € f~1(V), es decir f(z) =t €V
que contradice (4) o bien z € —f~}(V), lo que implica que existe y € min XN f~H(V)
tal que y < z, de lo cual resulta, por ser x minimal de X, que y = x y por lo tanto

f(z) =t €V, lo que contradice (4).

Sea t € f(max X), luego existe z € maz X tal que (1) f(z) = t. Supongamos que
t € max X'. Por ser X y X’ Ms—espacios, se verifica que t € min X y existen u € X
yv € X tales que (2) u <z y (3) t <wv. Como v £ty el espacio X' es disconexo
en el orden, existe V € D(X) tal que (4) t € V y (5) v € V. De (3), (4) y (5), se
verifica que ¢ € A*V y en consecuencia (6) = & f~'(A*V). Sin embargo de (1), (2)
y (4) se verifica que z € f~1(V) N'max X y por consiguiente z € A*f~1(V) lo que

contradice (6), por tratarse f de una Mz—funcion.

(ii) = (i): Como f es una P—funcién solo resta probar:

()

(Mx f7H (V)] = f7H(Mx V]):

Sea z € (Mx f~1(V)], luego existe y € Mx f~*(V) tal que x < y. En consecuencia,
fly) € maz X’ NV y como f es una funcién creciente tenemos que f(z) < f(y).
Por lo tanto f(z) € (Mx/V] lo que implica que = € f~((Mx,V]). Probemos ahora

la otra inclusién. Sea x € f~1((Mx.V]), entonces f(x) € (Mx:V]. Luego existe
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(1) z € Mx/V tal que f(x) < 2. Si f(z) = z, entonces f(x) € max X' NV, lo
que implica por la hipétesis que € mar X y z € f~(V) y por lo tanto = €
Mx f~Y(V) C (Mx f~Y(V)]. Si f(x) < z, entonces f(x) € min X'. Luego x € min X
y por ser X un Mjz—espacio, existe u € X tal que (2) z < u. Ademés como f
es creciente f(x) < f(u). En consecuencia f(u) = z, de donde por (1), f(u) €
mazx X' NV, es decir u € My f~1(V), y por (2), resulta que x € (Mx f~1(V)].

[x [T V)N Mx f7HV) = f7H([mx V) \ Mx/ V):

Sea x € [mxf~1(V))\ Mxf~*(V). Luego existe u € min X N f~1(V) tal que u <z
v (1) x € mazx X N f~1(V). Como f es creciente tenemos que f(u) < f(z) y ademds
por la hipétesis (a), f(u) € min X’ NV, lo que implica (2) f(z) € [mx/V). Por
otro lado de (1), se verifica (3) f(z) € maz X N'V. En consecuencia, de (2) y (3),
z € fY[mxV)\ MxV). Veamos la otra inclusién. Sea z € f~([mx/ V) \ Mx/V),
entonces f(z) € [mx/V)\ Mx/V y por lo tanto existe (4) v € min X' NV, tal que
v < f(x)y fx) € maxr X' NV.Siv= f(x), entonces f(z) € min X' NV. Luego
r € minX N f~YV) y por lo tanto x € [mxf~(V))\ Mxf~' (V). Siv < f(z),
entonces f(x) € mazr X', de donde por la hipétesis (b), tenemos que = € mazx X,
lo que implica que existe u € X tal que (5) u < x. Como f es creciente y X’ un
M;z—espacio, se verifica que v = f(u) < f(x), de donde por (4), f(u) € min X'NV.
Por otro lado, de lo obtenido y la hipétesis (a), resulta que u € min X N f~1(V),
lo que implica, por (5), que x € [mxf~1(V)). Observemos por otro lado que como
f(z) & maz X' NV pero f(x) € max X', se debe verificar que f(x) ¢ V', de donde
v f[FY V) yasix & Mxf*(V). Finalmente x € [mx f~1(V))\ Mx f~1(V).

Proposicién 4.3.3.16 Sea (L,3) un qMsz—reticulo simple. FEntonces erxiste wuna

qMs— funcion sobreyectiva de T,(TNT(1) en T,(L), donde T es la cadena de tres ele-
mentos {0,1/2,1} con 0 < 1/2 <1 y (TNW) 3) es el gMs—reticulo simple indicado en
el Corolario 4.3.3.14.
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Dem. Por el teorema de representacion para los Msz—reticulos (ver [14]), existe un
M3 —homorfismo inyectivo de h : L — TN%() Luego se sigue de la dualidad para
los Mz—reticulos, que existe una Mz—funcién sobreyectiva ®(h) : Z,(TN%(H)) — T,(L).
Resta probar que (1) ®(h)~*(3U) = 3®(h) "1 (U), para todo U € D(Z,(L)). Como (L, 3)
y (TN Zo(L) 3) son ¢Msz—reticulos simples, entonces por el Corolario 4.3.3.12, tenemos que
ADE(L)) = {0, minT(L).T,(L)} ¥
S(D(Z,(TNB D)) = {0, min T,(TNFD), Z,(TAH D)},

Luego teniendo en cuenta Proposicion 4.3.3.15 y el hecho de que ®(h) es sobreyectiva,
inferimos que ®(h)(min Z,(TN?1))) = minZ,(L), de donde se verifica (1), y por lo tanto

la demostracién esta completa. O

Corolario 4.3.3.17 Sea (L,3) un gMs—reticulo simple y (TN%() 3) el gMs—reticulo
indicado en el Corolario 4.3.3.14. Entonces existe un qMg—homomorfismo inyectivo de

L en TNT(L)
Dem. Es consecuencia inmediata de la Proposicion 4.3.3.16. O

Corolario 4.3.3.18 Si (L,3) es un gMs—reticulo, entonces las siguientes condiciones

son equivalentes:
(i) (L,3) es un gMs—reticulo subdirectamente irreducible,
(i) (L,3) es un gMsz—reticulo simple,

(iii) (L,3) es isomorfo a un ¢Ms—subreticulo del gMs—reticulo (TN 3) indicado en

el Corolario 4.3.3.14.

Dem. Es consecuencia inmediata del Corolario 4.3.3.17. O

Ahora, consideramos el caso de los ¢Ms—reticulos simples finitos.

Corolario 4.3.3.19 Si (L,3) es un gMs—reticulo finito, entonces las siguientes condi-

ciones son equivalentes:
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(i) (L,3) es un gMs—reticulo subdirectamente irreducible,
(ii) (L,3) es un gMs—reticulo simple,

(iii) (L,3) es isomorfo a un gMs—subreticulo del gMs—reticulo (T",3), indicado en el
Corolario 4.3.3.14, para algun n € IN.

Dem. Es consecuencia inmediata del Corolario 4.3.3.18. O

Ejemplo 4.3.3.20

ML)

El diagrama de Hasse anterior corresponde al gMs—reticulo simple (subdirectamente irre-
ducible) (T%,3) del Corolario 4.3.3.19, para n = 2. Las operaciones correspondientes estdn

dadas en la siguientes tablas:

xr |[Olal|blcld|ellf 1
~z|0|lclelall|b]|yg d
Az [0]0|0]c|Olelc|e]l
Ve |O|lclelc|l]e|l|1]1

dr |0|d|d|1|d|1|1]1]|1

Se ha resaltado, en el grdfico, como la imagen del cuantificador 3, es decir (L), es
isomorfa a T, la cadena con tres elementos {0,1/2,1} con 0 <1/2 <1.

Si consideramos el automorfismo 7', definido en L como sigue:
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No es dificil comprobar que 7" es un automorfismo de periodo 2. Si ahora consideramos
el cuantificador 37, definido como en la Proposicién 4.1.2.1, tenemos que Ip(z) = = V
T'(x). La siguiente tabla muestra la imagen de cada elemento de L, por medio de este

cuantificador:

Claramente vemos que ambos cuantificadores coinciden, es decir 3z = Jr(x), para

cada z € L.

4.3.4. gMgz—congruencias principales

En esta seccion caracterizamos los subconjuntos cerrados y A—involutivos y los sub-
conjuntos abiertos y A—involutivos, que corresponden a ¢IMgs—congruencias principales
bajo la dualidad.

A continuacién exponemos algunos resultados que son necesarios para la determinacion
de las congruencias principales.

Si L es un ¢Msz—reticulo y ©(a,b) es una congruencia principal, podemos suponer que

a < b, pues en caso contrario tomamos a Aby a Vb, ya que O(a,b) = O(a Ab,aVb).

Lema 4.3.4.1 Sea (L,3) € M3, (Z,(L), R3) su Ms—espacio asociado y a,b € L tales
que a < b. Si'Y es un subconjunto de I,(L) cerrado y A—involutivo, entonces las siguien-

tes condiciones son equivalentes:
(1) (a7 b) € @CARE (Y),
(ii) (op(b)Aop(a)NY =0,

(iii) (or(b) \ or(a)) NY =0,
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(iv) (a,0) € Oonnrs(Z,(L) \ Y),

Dem.
La demostracién es inmediata del Lema 2.2.3.3 y el Teorema 4.3.2.2, teniendo en
cuenta que si a < b, como oy, : L — D(X (L)) es un isomorfismo de reticulos, entonces

or(a) C or(b) y por lo tanto o, (b)Aor(a) = or(b) \ or(a). O

Definicién 4.3.4.2 Sea (X, R) un qMs—espacio y Car(X) la familia de todos los sub-
conjuntos cerrados, A—involutivos y R—conos de X . Diremos que Y € Cagr(X) es

mazimalmente disjunto en Cag(X) con un subconjunto S de X, si Y NS =0 y para todo

Z € Cag(X) tal que ZN S =0, se verifica que Z C Y.

Lema 4.3.4.3 Sea (L,3) € M3, (Z,(L), R3) su Ms—espacio asociado y a,b € L tales

que a <b. SiY € Cap.(Z,(L)), entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) ©cars(Y) = O(a,b),

(ii) Y es mazimalmente disjunto con el conjunto abierto y cerrado op(b) \ op(a) en

Cars(Zp(L))-

Dem.

(i) = (ii): Sea Y € Capy(Z,(L)) tal que Ocap,(Y) = ©O(a,b) con a < by
F € Cap,(Z,(L)) disjunto con o(b) \ or(a). Por el Lema 4.3.4.1, sabemos que
YN(on(b)\or(a)) =0y que (a,b) € Ocar,(F). En consecuencia Ocar,(Y) C Ocans (F)
y por tratarse Ocag, de un antiisomorfismo, se verifica que £ C Y, quedando probado
de esta manera (ii).

(ii) = (i): Si consideramos que Y es maximal en la familia de los subconjuntos de Z,(L),
cerrados, A—involutivos, Rz—conos y disjuntos con o (b) \ or(a), entonces por Lema
4.3.4.1 , Ocars(Y) es una qMs—congruencia tal que (a,b) € Ocars(Y) v por lo tanto
O(a,b) C Ocars(Y). Ademas, por el Teorema 4.3.1.3, existe I’ cerrado, A—involutivo y
Rs—cono de Z,(L) tal que O(a,b) = Ocar,(F) y por consiguiente tenemos que Oc g, (F)

C O¢cars(Y), de donde por ser Ocag, un antiisomorfismo resulta que (1) Y C F. Por

173



otra parte como (a,b) € Ocags(F), entonces se verifica que (2) F N (o(b) \ or(a)) = 0.
Luego de (1) y (2), por la maximalidad de Y, resulta que Y = F' y en consecuencia

@((l, b) - G)C’ARg (Y) O

Proposicién 4.3.4.4 Sea (L,3) € M3, (Z,(L), R3) su Ms—espacio asociado. Si'Y €

Chars(Z,(L)), entonces las siguientes condiciones son equivalentes:
(i) Ocars(Y) es una qMg—congruencia principal,

(ii) ewiste un subconjunto R de I,(L) abierto y cerrado, tal que Y es mazimalmente

disjunto con R en Cap,(Z,(L)).

Dem.
(i) = (ii): Es inmediato del Lema 4.3.4.3 | siendo R = o,(b) \ or(a).
(ii) = (1): SeaY € Capy(Z,(L)), tal que existe R C Z,(L) que verifica:

(a) R es abierto y cerrado,
b) YNR=10,
(c) si F € Caps(Z,(L)) y FNR =0, entonces FF C Y.

De (a), por la Proposicién 2.2.4.5 y la Observacion 2.2.4.4, existen U,V € D(Z,(L))
tales que U CV y V' \ U = R. Luego existen a,b € L, a < b tales que U = op(a) y V =
or(b), de donde por (b) y el Lema 4.3.4.1 , tenemos que (1) (a,b) € Ocar,(Y). Sea (2) 9 €
Congm, (L) tal que (3) (a,b) € 9. Entonces por Teorema 4.3.1.3, existe F' € Car,(Z,(L))
tal que ¥ = Ocapry(F), lo que implica (a,b) € Ocaps(F) y en consecuencia por el
Lema 4.3.4.1, (6.,(b) \ o(a)) N F = (). De esto tltimo resulta, por (c), que F C Y, y como
O©car, es un antiisomorfismo tenemos (4) Oca(Y) € Ocar,(F) = 9. Luego de (1), (2),
(3) v (4) inferimos que Ocar,(Y) = Ocans(a,b) y por lo tanto es una gMz—congruencia

principal. O

Proposicién 4.3.4.5 Sea (L,3) € qM3, (Z,(L), R3) su Ms—espacio asociado y a,b € L

tales que a < b. Si G € Opap,(Z,(L)), entonces las siguientes condiciones son equivalentes:
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(1) @OARE(G) = @(a7 b);

(ii) G es el menor subconjunto de Opar,(Z,(L)), en el sentido de inclusion, que contiene

aorp(b)\op(a).

Dem.
(i) = (ii): Sea G € Oagr,(Z,(L))) tal que Opar,(G) = O(a,b). Como (a,b) € Ooar,(G),
entonces por el Lema 4.3.4.1, se verifica que (1) (o.(b) \ or(a)) C G.

Por otro lado como Opar,(G) = Ocar,(Z,(L) \ G), entonces Ocar,(Z,(L) \ G) =
O©(a,b) y por el Lema 4.3.4.3 , FF =Z,(L) \ G es maximalmente disjunto con o,(b) \ o1 (a)
en Car,(Z,(L)).

Sea G' € Opap,y(Z,(L)) tal que or(b) \ or(a) C G, entonces (2) (on(b) \ or(a)) N
(TL)\C) = 0,y (3) F' = T(L)\ & € Can(T,(L)). Luego de (2) ¥ (3), por la ma-
ximalidad de F, resulta que Z,(L) \ G' C Z,(L) \ G y en consecuencia G C G'. Por lo
tanto de (1), G es el menor subconjunto de Oap,(Z,(L)), en el sentido de inclusién, que
contiene a or,(b) \ or(a).

(i) = (i): Como por hipétesis (or(b) \ or(a)) € G, entonces por Lema 4.3.4.1
(a,b) € ©oar,(G). Por otra parte si ¥ € Congu,(L) es tal que (a,b) € ¥ , entonces
por el Teorema 4.3.2.2, existe G' € Oapr,(Z,(L)) tal que ¥ = Opapr,(G') y por Lema
4.3.4.1, or(b) \ o(a) C G'. De esto tltimo, teniendo en cuenta que G es el menor conjun-
to que contiene a o,(b) \ or(a), resulta que G C G’ y en consecuencia como Opar,
es un isomorfismo tenemos que Opar.(G) € Opars(G’'). De esta forma resulta que

O©oars(G) es la menor Mg—congruencia que contiene al par (a,b) y por consiguiente

®OAR3(G) = @(a,b). O

Proposicién 4.3.4.6 Sea (L,3) € qM3, (Z,(L), R3) su Ms—espacio asociado. Si G €

Oars(Z,(L)), entonces las siguientes condiciones son equivalentes:
(i) Ooars(G) es una gMg—congruencia principal,

(i) existe un subconjunto R de Z,(L), abierto y cerrado, tal que G es el menor subcon-

gunto de Oagr,(Z,(L)), en el sentido de inclusion, que contiene a R.

175



Dem.

Es inmediata de las Proposiciones 4.3.4.4, 4.3.4.5 y el Lema 4.3.4.1. O

Lema 4.3.4.7 Sea (L,3) € qM3, (Z,(L), R3) su Ms—espacio asociado. St G C I,(L) es

A—involutivo y R3—cono, entonces R (G) = G.

Dem. Como R5 es una relacién reflexiva, resulta que G C RJ Y(@). Veamos la otra
inclusién. Sea z € R5'(G), luego existe y € G tal que (v,y) € Rs. Entonces por
(qMb), existe z € Z,(L) tal que z < y y verifica que (z, z), (z,2) € R3. Luego por ser

G un conjunto A—involutivo, tenemos que z € Gy en consecuencia x € R3(G) =G. O

Observacion 4.3.4.8 En virtud del Teorema 2.2.1.5, si un conjunto G es /A—involutivo,

entonces G es suma cardinal de cadenas de dos elementos, es decir G = |J C;, con C;
i€l

cadenas maximales (cadenas de dos elementos). De este hecho no es dificil probar que

R31(G) = U R3(Cy).

iel
Lema 4.3.4.9 Sea (L,3) € qM3, (Z,(L), R3) su Ms—espacio asociado. Entonces cada
cadena mazimal C' del espacio L,(L) verifica que R3(C) = R5'(C).

Dem. Sea C' una cadena maximal del espacio Z,(L). Entonces C' es una cadena de dos
elementos, digamos C' = {P;, P»} con P, C P5. Sea P € R3(C), entonces existe P; € C
tal que (1) (P;, P) € R3. Si P € minZ,(L), por (qM5), se verifica que (P, P;) € R3 y por
lo tanto P € R5'(C). Si P € maxZ,(L), entonces por (1) y (qM5), existe R C P tal que
(2) (P;,R) € R3y (R, P;) € R5.Si R = P, esclaroque P € R3'(C).SiRC Py P; = Py,
por el Lema 4.3.3.9, podemos asegurar que (P, P,) € R3 y por lo tanto P € R3'(C). Si
R C Py P; = P5, como R3(FP;) es un conjunto creciente, entonces (P, P») € R3y por (2),
resulta en este caso que (P, R) € R3. De esto ultimo, considerando que R € minZ,(L) y la
propiedad (qM5), podemos concluir que (R, P;) € Rs. Luego por el Lema 4.3.3.9 tenemos
que (P,P,) € R3, con lo cual P € R3*(C). Hemos probado asi que R3(C) C R3'(C).
Para la otra inclusién consideremos S € R5'(C), entonces existe M € C' tal que (3)

(S, M) € R3.Si M € minZ,(L), por (qQM5), se verifica que (M, S) € R3y en consecuencia
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S € R3(C). Si M € maxZ,(L), existe T" € C tal que T' C M. Por otra parte, de (3) y
(qMb), existe H C M tal que (S,H) € Rz y (H,S) € R3. Si H = M, es claro que
S € R3(C). Si en cambio H C M, entonces H =T y por lo tanto S € R5(C). O

Proposicién 4.3.4.10 Sea (L,3) € qMs, (Z,(L), R3) su Ms—espacio asociado. En-
tonces cada cadena mazimal C del espacio T,(L) wverifica que R5'(C) es un cerrado,
A —involutivo y Rs—cono de Z,(L) y Z,(L)\ R5*(C) es abierto, A—involutivo y Ra—cono
de Z,(L).

Dem. Sea C' una cadena maximal del espacio Z,(L). Entonces C' es una cadena de dos
elementos, digamos C' = {Py, P} con P, C Ps.
(i) R3Y(C) es un conjunto A—involutivo:

En virtud del Teorema 2.2.1.5, basta con probar que 3 1(C) es un conjunto creciente
y decreciente. Sea P € R3'(C) y Q € Z,(L) tal que P C Q. Entonces existe T € C tal
que (P,T) € R3. Si P = Q, entonces Q € R3'(C). Si P C @, se presentan dos casos,
(a) T'e minZ,(L)NC o (b) T € maxZ,(L)NC. En el caso (a), T = P,y (P,P) € Rg,
de donde por el Lema 4.3.3.9, (Q, P») € R3, por lo que resulta que @ € R5'(C). En el
caso (b), T'= P, y (P, P») € Rs. Entonces teniendo en cuenta la propiedad (qM5) de
los gMs—espacios, existe R € Z,(L) tal que R C P, (P,R) € Ry y (R, P) € R3. Luego
R € C'y como R3(P) un conjunto creciente, tenemos que (P, Q) € Rs, de donde resulta
que (Q,R) € Ry y asi Q € R3'(C). En forma andloga se puede probar que R3'(C) es
decreciente.
(ii) R3*(C) es un R3—cono de Z,(L):

Para probarlo deberfamos demostrar que R3(R5'(C)) = R5'(C). Pero esto resulta
inmediato del Lema 4.3.4.9, pues R3(R5'(C)) = R3(R3(C)) = R3(C).
(iii) R5'(C) es un conjunto cerrado de Z,(L):

Sea C una cadena maximal del espacio Z,(L). Entonces C' es una cadena de dos

elementos, digamos C = {P;, P} con P, C P,. Consideremos P € Z,(L) \ R3'(C).
Luego P ¢ R5'(C) y por lo tanto (P, P;) € R3 para j = 1,2. De esto tltimo, teniendo
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en cuenta el Lema 4.2.1.4, existen U; € D(Z,(L)), con j = 1,2, tales que (1) P; €
U;, P ¢ R5'(U;), para j = 1,2. Por otro lado como U; € D(Z,(L)), existen z; € L
tales que U; = o (z;). Entonces teniendo en cuenta la Proposicién 4.2.2.1 y el hecho
de que o, es un gMz—homomorfismo, tenemos que P ¢ R5' (o1 (z1)) U R3'(op(22) =
Ar,(op(z1)) U 3py(or(z2)) = op(3x1) U op(Fxe) = or(3(x1 V 22)). Por lo tanto P €
Z,(L)\or(3(x1Vxs)), siendo Z,(L)\ oL (3(z1Vae)) un abierto de Z,(L). Ahora probaremos
que Z,(L)\or(3(z1Vas)) C I, (L)\R3"(C), con lo que quedard probado que Z,(L)\ R5'(C)
es un abierto. Sea ) € Z,(L) \ or(3(z1 V 23)), entonces (2) I(z1 V 23) € Q. Supongamos
que Q € R3'(C). Luego (Q, P,) € R3 0 (Q,P,) € R3 y en consecuencia 3-1(Q) C P, o
371(Q) C P,. Entonces de (2), resulta que x; Vxo € Py 0 21V 25 € P, lo que implica que
x1 € P 0 x5 € P, que contradice (1).

Otra forma: En el Lema 4.3.4.9, hemos probado que cada cadena maximal C' del
espacio Z,(L) verifica que R3(C) = R3'(C). Si C = {P,, R} con P, C P,, entonces
R3(C) = R3(Py) U R3(P2). Como por la propiedad (qM2) de los ¢Mz—espacios se cumple
que R3(F;) es un cerrado para i = 1,2, resulta que R3(C') es una unién finita de cerrados
y en consecuencia es un cerrado.

(iv) Z,(L) \ R5'(C) es un abierto, A—involutivo y R3—cono de Z,(L):

De lo demostrado en (i) y (iii), es inmediato que Z,(L) \ R5'(C) es un abierto y
A—involutivo. Probemos que es un R3—cono. Tengamos en cuenta que por el Lema 4.3.4.9,
R3'(C) = R5(C). Sea P € R5(Z,(L) \ R5'(C)), entonces existe (1) Q € Z,(L) \ R5'(C)
tal que (Q, P) € Rs. Supongamos que P € R5'(C) = R3(C). Luego existe T € C tal que
(T',P) € R3. Si P € minZ,(L), entonces por (qM5), tenemos que (P,T),(T,P) € Ry y
por lo tanto Q € R5'(C), que contradice (1). Si P € mazZ,(L), entonces, por (qM5),
existe S C P tal que (S,7T),(T,S) € R3. Si en este caso fuera S = P, es claro que
Q € R3'(0), que contradice (1). Si ocurriera que S C P, entonces como S es minimal,
y Ra(S) es creciente, se verifica que (S, P) € R3 y en consecuencia Q € R3'(C), que
contradice (1). Hemos verificado asi que R3(Z,(L) \ R3'(C)) € Z,(L) \ R5'(C). Como
la otra inclusién es inmediata, por ser Rs reflexiva, resulta que Z,(L) \ R5'(C) es un

R3—cono de Z,(L).
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Observacion 4.3.4.11 De la Proposicion 4.3.4.10 y el Lema 4.3.4.9, podemos afirmar
que para toda C' cadena mazimal del espacio Z,(L), se verifica que R3(C') es un cerrado,
A—involutivo y R3—cono de I,(L) y Z,(L) \ R3(C) es abierto, A—involutivo y R3—cono
de Z,(L).

Proposicién 4.3.4.12 Sea (L,3) € qMs, (Z,(L), R3) su Ms—espacio asociado y a,b € L
tales que a < b. Si G € Opap,(Z,(L)), entonces las siguientes condiciones son equivalentes:
(i) ®onrs(G) = O(a,b),
(i) G = U  R3'(Ci), con C; cadena mazimal en Z,(L), V = o1(b) y U = op(a).
Cin(V\U)#0
Dem.
(i) = (ii): Sea Opars(G) = O(a,b), entonces por la Proposicién 4.3.4.5, G es el menor
subconjunto de Oagr,(Z,(L)), en el sentido de inclusién, que contiene a o,(b)\or(a). Como
G un conjunto A—involutivo y un R3—cono de Z,(L), por el Lema 4.3.4.7 y la Observacién
4.3.4.8, tenemos que G = |J R5'(C;), con C; cadenas maximales (cadenas de dos elemen-
tos), para todo i € I. Por (Z)etlro lado como o,(b)\ o (a) C G, existe un conjunto Iy C I, tal
que R (Cy) N (op(b) \ or(a)) # B, para todo i € Iy y |J R3*(Ci) € G. Supongamos que

i€lp

U R3'(Ci) C G, entonces existe (1) P € Gy j ¢ Iy tal que R5'(C;) C G verifica que

i€lp

(2) P € RIY(C)) vy R5(Cy) N (or(b) \ or(a)) = 0. Por la Proposicién 4.3.4.10, resulta
que Z,(L) \ R5'(C}) es un subconjunto abierto, A—involutivo y R3—cono de Z,(L) tal
que o7,(b) \ or(a) C Z,(L) \ R5'(C}), de donde por la minimalidad de G, tenemos que
G CZ,(L)\ R3'(C}), o lo que es equivalente (3) R3'(C;) C Z,(L)\ G. Entonces de (2) y
(3) tenemos que P € Z,(L)\ G, lo que contradice (1). Por lo tanto G = U R3Y(C)),
C;N(V\U)#D

con C; cadena maximal en Z,(L), V = o,(b) y U = o(a).

(ii)= (i): Sea G € Oagr,(Z,(L)) tal que G = U  R3'(C)), con C; cadena maximal
Cin(U\V)#0
enZ,(L),V =o0r(b) y U = or(a). Veamos que V\U C G. Sea P € V \ U, entonces como

el espacio es suma cardinal de cadenas de dos elementos se verifica que P € Cp, siendo
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Cp la cadena de dos elementos que contiene a P. Por otro lado, como R35 una relacién
reflexiva, P € R3(Cp) y P € R3(Cp)N(V\U). Luego, teniendo en cuenta el Lema 4.3.4.9,
P e R3(Cp) C U R3(Cy) = U RIYC) = G.

Sea G' € Oapr,(Z,(L)) tal que (1) V' \ U C G . Entonces se verifica que G C G'. En
efecto, sea Q € G = U Ri(C)) = U  R3'(C;), entonces existe ig tal que

Cin(V\U)#0 Cin(V\U)#0

Q € Ra(Ci)) vy (2) Ciy N(V\U) # 0. Luego de (1) y (2), C;, NG" # 0 y por ser &'
A—involutivo se debe verificar C;, C G’. Luego como G’ es un R3z—cono se verifica que
R5(Cy,) € R3(G") = G, lo cual implica que @ € G’. Hemos probado asi que G C &,

por lo tanto G es el menor conjunto de Oag,(Z,(L)) que contiene a o,(b) \ or(a), lo cual

implica, por la Proposicién 4.3.4.5, que Opa(G) = O(a, b).

Proposicién 4.3.4.13 Sea (L,3) € qMs, (Z,(L), R3) su M3—espacio asociado y a,b € L

tales que a < b. Si G € Opp,(Z,(L)), entonces las siguientes condiciones son equivalentes:
(1) ©oars(G), es una gMs— congruencia principal,

(ii) ewiste un subconjunto R de T,(L) cerrado y abierto, tal que G = |J R3'(Cy),
C;NRAD
con C; cadena maximal en Z,(L).

Dem.

(i) = (ii): Inmediato de la Proposicién 4.3.4.12.

(ii) = (i): Sea R un conjunto tal como plantea la hipdtesis. Luego como por la Ob-
servacion 2.2.4.4, R es un conjunto convexo, la Proposicion 2.2.4.5, nos asegura que
existen U,V € D(Z,(L)), tales que U C V y R = V \ U. Por otro lado como oy, es
un qMjz—isomorfismo existen a,b € L tales que a < b, U = or(a) y V = o(b). En conse-
cuencia G = U  R3YC;), con C; cadena maximal en Z,(L), V = o, (b) y U = o (a).

CiN(V\U)#0
Luego por la Proposicion 4.3.4.12 | podemos asegurar que Opag,(G) = ©(a,b), y por lo

tanto ©pan, (G) es una gM3—congruencia principal. O
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La demostraciéon de la siguiente proposicion es larga y computacional, por este motivo

la haremos en forma detallada.

Proposicién 4.3.4.14 Sea (L,3) € qMs, (Z,(L), R3) su Ms—espacio asociado y a,b € L

tales que a < b. Si G € Opp,(Z,(L)), entonces las siguientes condiciones son equivalentes:
(i) Ooars(G) =O(a,b),
(i) G=R3'((Vror(b) \ Vior(a)) U (A%or(b) \ A'or(a))).

Dem. Sean U = o (a) y V = o.(b). Por lo visto en la Proposicién 4.3.4.12, solo debemos

probar que R3' (Vo (b) \ Vior(a)) U (A%or(b)\ Aor(a) = U  R5'(Ci), con
C; cadena maximal en Z,(L).

(i) R3'((V*or(b) \ Vor(a)) U (A*or(b) \ A*or(a))) C C-ﬂ(HU);éﬁ R3Y(Cy):
En la Proposicién 2.2.4.15, se probé que (V*or(b) \ V*UL(Za)) U (A*op(b) \ A*or(a)) C

C;. Entonces por la Observacion 4.3.4.8, resulta que R5'((V*a(b)\ V*oy(a)) U

Cin(V\U)#£0

(Aror(®)\Ator(a)) SR5( U CG)= U R3 (G
CiN(V\U)#0 C;N(V\U)#D

i) U R3(C) SRy (Vor(b) \ Vior(a) U (Ao (b) \ Ator(a))):

CiN(V\U)£0
(1) z € U  R3YC)), con C; cadena maximal en Z,(L), [hip.]
CiN(V\U)#0
(2) existe ig tal que z € R5'(Cy,) vy Ciyy N (V\U) # 0, [(1)]

B) zeV\UoxgV\U,
Si en (3)
(4) x e V\U,
pueden presentarse dos casos:
(4.1) (a) mazZ,(L) o (b) x € minZ,(L), [Z,(L) es un Ms—espacio
si en (4.1) tenemos (a)
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(4.2) z € A*V,
(4.3) z ¢ A*U,

(4.4) z € AV \ AU,

si en (4.1) ocurre (b)
(45) T e mzp(L)V,

(4.6) z € =V C V*V,

si fuese que
(4.7) z € V*U,
(4.8) z € U,
(4.9) x € mg, U,
(4.10) z € U,
(4.11) (4.10) contradice (4),

(4.12) = & V*U,

[(4.1)(a), (D) Lema 2.1.3.1]

[(4), (MP6) Lema 2.1.3.1]

[(4.2), (4.3)]

[(4), (4.1)(b)]

[(4.5), (B) Lema 2.1.3.1]

[hip ]

[(4), (4.7)]

[(4.8), (4.5), (MP8) Lema 2.1.3.1]

[(4.9)]

[(4.7), (4.11)]

(4.13) z € V'V \ V*U. [(4.6), (4.12), Z,(L) es un Ms—espacio]

Como R3 es una relacién reflexiva, se verifica del paso anterior lo siguiente:

(4.14) z € RSN (V*V \ V*U) C RS (Vo (b) \ Vior(a)) U (Afop(b) \ A%op(a))).

Si en (3)
(5) g VAU,

(5.1) = € R3Y(Cy,) v existe y € Cyy N (V\ ), (2), (5)]

(5.2) existe t € Cj, tal que (z,1) € Ra. [(5.1)]

Por otro lado, trabajando en forma andloga al caso (4), de (5.1) tenemos:
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(5.3) y € AV \ AU oy € V*V \ V*U. [(5.1)]

Comot,y € C},, teniendo en cuenta que los conjuntos A*Z y V*Z, son A—involutivos

para todo subconjunto Z del espacio, resulta que:

(5.4) t€ AV \AU ot € VIV \ VU, (5.3)]
(5.5) t € (AV \ AU) U (V*V \ V*U), [(5.4)]
(5.6) z € RF'(A*V \ A*U) U (V*V \ V*U)). [(5.2), (5.4)]

O

Corolario 4.3.4.15 Sea (L,3) € qMs, (Z,(L), R3) su Ms—espacio asociado y a,b € L

tales que a < b. SiG € Opp,(Z,(L)), entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) ®oars(G) = O(a,b),

(ii) G = R3'(01(d)) con d = (VbAVa)V (AbA Aa)) € K(L), donde Va y Na son el

complemento booleano en K (L) de Va y Aa respectivamente.
Dem. Es consecuencia inmediata de las Proposiciones 4.3.4.14 y 2.2.4.6. O

Observacion 4.3.4.16 Como consecuencia del Corolario 4.3.4.15 y la Proposicion 4.2.2.1,
el conjunto G = R5'(op(d)), con d € K(L), es un conjunto abierto, cerrado y
A—involutivo de I,(L), puesto que G = 3g,(oL(d)) = o (3d). Por otro lado teniendo en
cuenta la Observacién 4.3.4.11, es un Rz—cono de Z,(L). Ademds resulta claro que Z,(L)\
or(3d) es también un conjunto abierto, cerrado, A—involutivo y Ra—cono de I,(L). Mas
atun, como d € K(L), entonces d = Ad y por lo tanto en virtud de la propiedad (E6),
de los qMs—reticulos, resulta que op(3d)) = o (IAd)) = or(A3d)). En consecuencia
Z,(L)\ 01(3d) = 0(ATd) = o (FAd) = or,(3d).

Corolario 4.3.4.17 Sea (L,3) € qMs, (Z,(L), R3) su Ms—espacio asociado y a,b € L

tales que a < b. Si G € Oap,(Z,(L)), entonces las siguientes condiciones son equivalentes:
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(i) ®onrs(G) = O(a,b),

(ii) G = 01(3d) con d = (Vb A Va)V (AbA Aa)) € K(L), donde Va y Na son el

complemento booleano en K (L) de Va y Aa respectivamente.

Dem. Es consecuencia inmediata del Corolario 4.3.4.15 y la Observacion 4.3.4.16 . O

Proposicién 4.3.4.18 Sea (L,3) € qMs, (Z,(L), R3) su Ms—espacio asociado. Si G €

Oars(Z,(L)), entonces las siguientes condiciones son equivalentes:
(1) ©oars(G), es una qMa— congruencia principal,
(ii) G es abierto, cerrado, A—involutivo y R3—cono de Z,(L).

Dem.

(i) = (ii): Por el Corolario 4.3.4.17, sabemos que si Opag,(G) es una gMz—congruencia
principal, digamos Opars(G) = ©O(a,b), con a < b, entonces G = o(3d) con
d = (VbAVa)V (AbA Aa) € K(L), de donde se infiere por la Observacién 4.3.4.16,
que G es abierto, cerrado, A—involutivo y Rz—cono de Z,(L).

(ii) = (i): Sea G es abierto, cerrado y A—involutivo y R3—cono en Z,(L). Como G es
abierto, cerrado, por la Proposiciéon 2.2.4.5, G = V \ U, con U,V € D(Z,(L)), U C V,
V=0, yU =or(a),cona,b € L. Por ser ademés G es A—involutivo, en la Proposicién
2.2.4.19, se demostr6 que G = (V*o(b)\V*or(a)) U (A*or(b)\A*o(a)). Luego teniendo
en cuenta que G es un R3—cono en Z,(L), resulta, por el Lema 4.3.4.7, que G = R5'(G), es
decir G = R5'((V*or(b)\ V*or(a)) U (A*or(b)\ A*or(a)). Entonces por la Proposicién

4.3.4.14, podemos asegurar que ©par;(G), es una gM3—congruencia principal. |

Teorema 4.3.4.19 Sea (L,3) € qM3 y (Z,(L), R3) su Ms—espacio asociado. Entonces el
reticulo OCap,(Z,(L)) de los subconjuntos abiertos, cerrados, A—involutivos y Rz— conos
de Z,(L) es isomorfo al reticulo Congmyp(L) de las Mg— congruencias principales de L, y
el isomorfismo lo establece la funcion ©ocar, : OCar,(Z,(L)) — Congmsp(L) definida

por la misma prescripcion que la funcion Ooa dada en (A3’), es decir Opcars(G) =

{(a,b) e Lx L: (op(b)Ac(a)) C G}.
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Dem.
Es inmediato del Teorema 4.3.2.2, la Proposicion 4.3.4.18 y el hecho de que
OCnapr,(Z,(L)) es un subreticulo de Oap,(Z,(L)). O

Corolario 4.3.4.20 En todo qMs—reticulo acotado, el reticulo de las congruencias prin-

cipales es un dlgebra de Boole.

Dem. Es una consecuencia inmediata del Teorema 4.3.4.19 , teniendo en cuenta que
el reticulo de los subconjuntos cerrados, abiertos, A—involutivos y Rs—conos de su
qM;—espacio asociado es un dlgebra de Boole. Pues es claro que OCap,(Z,(L)) es cerrado

por uniones e intersecciones finitas y si G € OCapr,(Z,(L)), entonces por ser A—involutivo

y Rz—cono, G = R3(G) = U Rs(Ci) = U R3'(C;), siendo C; cadenas maximales
de Z,(L)), es decir cadenazse ' de dos Zgljememtos. En consecuencia Z,(L) \ G =
ﬂ (Z,(L) \ R5'(C;)). De esto tltimo, por la Proposicién 4.3.4.10 y el Lema 4.3.1.2, pode-
ZI;IOS afirmar que Z,(L) \ G € OCagr,(Z,(L)). O
Proposicién 4.3.4.21 Sea (L,3) € qMsj, (Z,(L),R3) su Ms—espacio asociado,
d € K(L) y d el complemento booleano de d en K(L). Entonces las siguientes condi-

ciones son equivalentes para toda qMg—congruencia ¢ sobre L:

(i) ¢ =00ars(cr(3d)),

(ii) ¢ = Ocars(oL(3d)),

(i) ¢ = 6(I(3d)), donde 6(1(3d)) es la congruencia asociada al ideal I(3d).

Dem.

(i)« (ii): Resulta de los Teoremas 4.3.1.3 y 4.3.22, el Lema 4321 y la
Observaciéon 4.3.4.16 .

(ii) = (iii): Sea ¢ = Ocar,(0L(3d)), con d € K(L). Luego Y = o1(3d) es un cerrado y
creciente de Z,(L). Entonces por la Proposicién 2.2.4.2; existe el ideal I = (] @ tal que

QeYy
Y = o(I). Veamos que I = I(3d). En efecto: Sea x € I(3d) y Q) € Y, entonces ) € Z,,(L)
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y 3d ¢ Q. Del hecho de que 0 = 3d A 3d € Q, para todo Q € Y, tenemos que 3d € @
para todo € Y y como z < 3d, se verifica que x € [ Q. Para la otra inclusién, sea
y € [ @, luego es claro que (1) y,3d € @ para todo %62 Y. Si y £ 3d, entonces por el
teoreQI;; de Birkhoff-Stone, existe un ideal primo S tal que 3d € S y y ¢ S, esto implica
que S € o (3d) =Y ey ¢ S, lo que contradice (1). Por lo tanto y < 3d y asi y € I(3d).
Finalmente por la Proposicién 2.2.4.1 tenemos que ¢ = 0(1(3d)).

(iii)= (ii): Sea ¢ = 0(I1(3d)), donde §(I(3d)) es la congruencia asociada al ideal I(3d)
con d € K(L). Entonces por la Proposicion 2.2.4.1, se verifica que (1) ¢ = ©(a(1(3d))).
Ademss (2) o(1(3d)) = o1(3d). En efecto: si I € o(I(3d)), entonces I € Z,(L) e I(3d) C
I, luego 3d € I y como I es un ideal propio por ser primo, se cumple que 3d ¢ I, por lo
tanto I € o,(3d). Reciprocamente, si I € o,(3d), entonces I € Z,(L) y 3d ¢ I. Como
0 = 3d A 3d, tenemos que 3d € I y en consecuencia I(3d) C I de donde I € o(I(3d)).

Luego de (1), (2) y la Observacién 2.2.4.17, resulta que ¢ = O¢ca(oL(d)). O

Finalmente pudimos determinar que las Mg—congruencias principales sobre un
Ms—reticulo son las congruencias asociadas a los ideales generados por los elementos

booleanos del algebra, ya que obtuvimos el siguiente resultado:

Proposicién 4.3.4.22 Sea (L,3) € qMs, (Z,(L),R3) su Ms—espacio asociado, y
a,b € L tales que a < b. Si Va y Aa son el complemento booleano en K(L) de Va

y Aa respectivamente, entonces las siguientes condiciones son equivalentes:
(i) ©(a,b) = Oonrs(G),
(ii) ©(a,b) = Ooars(oL(3d)), con d = (VbAVa)V (AbA Na)) € K(L),

(iii) ©(a,b) = O(I(3d)), con d = (VbAVa)V (AbA ANa)) € K(L), donde 0(1(3d)) es la

congruencia asociada al ideal I(3d).
Dem. Inmediata del Corolario 4.3.4.17 y la Proposicion 4.3.4.21. O

Corolario 4.3.4.23 Sea (L,3) € qMs, (Z,(L), R3) su Ms—espacio asociado y ¢ una

qM3—congruencia sobre L. Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:
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(i) ¢ es una qMs—congruencia principal,
(ii) ¢ =0(1(3d)) cond € K(L), siendo 0(1(3d)) la congruencia asociada al ideal I(3d).

Dem. Inmediata del Teorema 4.3.4.19 y la Proposicién 4.3.4.22. a

Corolario 4.3.4.24 Todo gM3z—reticulo acotado tiene las qIMg— congruencias principales

definibles ecuacionalmente (CPDE).
Dem. Es consecuencia inmediata del Proposiciéon 4.3.4.22. |

Observacion 4.3.4.25 En todo qMs—reticulo acotado se verifica:

(i) la interseccion de un nimero finito de QMa—congruencias principales es también

una qMg—congruencia principal,
(ii) las qM3—congruencias principales son booleanas.

Proposicién 4.3.4.26 Sea (L,3) € qMs, (Z,(L), R3) su Ms—espacio asociado o1 y
w2 son qMa—-congruencias principales, tales que p1 = 0(1(3d)) y po = 0(1(3k)) con
d,k € K(L), entonces se verifican:

(i) @1V 2 =0(I(3dV 3k)),
(i) p10p2 =1V ps.

Dem. Sean (1) ¢; = 6(I(3d)) y (2) ¢2 = 0(L(3k)) con d,k € K(L) congruencias
principales. Por la Proposicion 4.3.4.22, se verifica que @1 V @2 = Opars(on(3d)) V
Oonrrs(0r(Fk)) y como Opar, ¥ or son isomorfismos tenemos, (3) @1V = 0(1(3dV3k)).
Demostremos ahora que @1 0 g = @1 V 9. En efecto: Sea (z,y) € ¢y 0 p9, entonces existe
z € L tal que (x,2) € o2y (2,y) € ¢1. Luego teniendo en cuenta (1) y (2) se cumple que
xV3Ik = z2vdky 2v3dd = yvdd, de donde xVIdVIk = zvVIdVIk y 2v3AdVIk = yvIdVvIk.
Por lo tanto x VV 3d V 3k = y v 3d Vv 3k, de donde se infiere que (z,y) € 0(1(3d V Ik)) y
de (3) tenemos entonces que (x,y) € p1 V pq. La otra inclusion es inmediata y resulta del

hecho de que ¢; C @1 0y para i = 1,2 y por lo tanto ¢1 V g C @1 0 s, O
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Corolario 4.3.4.27 En la variedad qMgs, la composicion de congruencias principales es

conmutativa.

Dem. Es consecuencia inmediata de la Proposicién 2.2.4.32. ]

El corolario siguiente proporciona una caracterizaciéon de las congruencias en los

qM3z—reticulos finitos.

Corolario 4.3.4.28 Las qMgz—congruencias sobre un gMsz—reticulo finito son princi-

pales.

Dem. Sea (L,3) un gM;s—reticulo finito, (Z,(L), R3) su M;—espacio asociado y ¢ una
qM3s—congruencia sobre L. Entonces por el Teorema 4.3.2.2, existe G un subconjunto
abierto A—involutivo y Rz—cono de Zp(L) tal que ¢ = Opar,(G). Por otro lado como
L es finito, entonces Zp(L) es suma cardinal de un ndmero finito de cadenas de dos
elementos y la topologia del espacio de Priestley es la discreta. Luego G es abierto, cerrado,
A—involutivo y Rz—cono de Zp(L), en consecuencia la congruencia que determina, en

virtud del Teorema 4.3.4.19, es una qMg—congruencia principal. (]

4.3.5. gqMgs—congruencias booleanas

Los siguientes resultados dan una caracterizacion de las congruencias booleanas en los

qMsz—reticulos.

Lema 4.3.5.1 Sea (L,3) € M3, (Z,(L), R3) su Ms—espacio asociado e Y un subcon-
Junto abierto, A—involutivo y R3—cono de I,(L). Entonces las siguientes condiciones son

equivalentes:
(1) ©oar,(Y) es una qMs—congruencia booleana sobre L,

(i) Z,(L) \ 'Y es un subconjunto abierto, A—involutivo y Rs—cono de Z,(L).
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Dem.

(i) = (ii): Sea Opanr,(Y) una gMs—congruencia booleana sobre L, entonces existe
Oonrs(G) € Conguy(L), tal que Opa(Y) N Ooa(G) = idy y Ooa(Y) U BOoa(G) =
L x L, siendo Y y G abiertos, A—involutivos y R3—conos de Z,(L). Como ©pap, €s un
isomorfismo se verifica que Opar, (Y NG) = Ooars(0) y Ooars (Y UG) = Ooars(Z,(L)).
De donde resulta que Y NG =0y Y UG =Z,(L), y por lo tanto G = Z,(L) \ Y, lo que
implica que Z,(L) \ Y es un subconjunto abierto, A—involutivo y Rz—cono de Z,(L).
(ii) = (i): Sea G =Z,(L)\ Y un abierto, A—involutivo y Rz—cono de Z,(L), entonces
O©onrs(G) € Congm,(L). Como Y es también un abierto, A—involutivo y Rz—cono, por
el Teorema 4.3.2.2, tenemos que Opap,(Y) € Congm,(L). Ademds por ser Opap, un
isomorfismo, se verifica que Opaps(Y) N Ooars(G) = Ooars (Y NG) = Opar,(0) = idy,
Y ©oars(Y) U Ooar,(G) = Ooar,(Y NG) = Ooar,(Z,(L)) = L x L, lo que implica

O©onrs(Y) es una gMz—congruencia booleana. O

Proposicién 4.3.5.2 Sea (L,3) € qM3 e (Z,(L), R3) su Ms;—espacio asociado. Si 'Y es

subcongunto de Z,(L), entonces las siguientes condiciones son equivalentes:
(1) ©®oars(Y) es una qMs—congruencia booleana sobre L,

(i) Y es un subconjunto abierto, cerrado, A—involutivo y Ra—cono de I,(L).

Dem.

(i) = (ii): Si Opaprs(Y) es una gMz—congruencia booleana sobre L, entonces Y es un
abierto, A—involutivo y R3—cono de Z,(L). Por el Lema 4.3.5.1, se verifica que Zp(L)\ Y’
es también un subconjunto abierto, A—involutivo y R3—cono de Z,(L), de donde tenemos
que Y es un subconjunto abierto, cerrado, A—involutivo y R3—cono de Z,(L).

(ii) = (i): Sea Y es un subconjunto abierto, cerrado, A—involutivo y Rz—cono de
Z,(L). Entonces por el Corolario 4.3.4.20, Z,(L) \ Y es un subconjunto abierto, cerrado,
A—involutivo y R3—cono de Z,(L). Luego, por el Lema 4.3.5.1, podemos afirmar que

O©oa(Y) es una gMz—congruencia booleana. O
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Corolario 4.3.5.3 Sea (L,3) € qMs. Entonces, las siguientes condiciones son

equivalentes:

(i) ¢ es una qMg— congruencia booleana sobre L,

(ii) ¢ es una qMs—congruencia principal sobre L.
Dem. Inmediato de la Proposicién 4.3.5.2 y el Teorema 4.3.4.19. O

Teorema 4.3.5.4 Sean (L,3) € qM3 e (Z,(L), R3) su Ms—espacio asociado. Entonces el
reticulo OCagr,Z,(L) de los subconjuntos abiertos, cerrados, A—involutivos y Ra—cono de

1,

»(L), es isomorfo al reticulo Congmyp(L) de las QM3—congruencias booleanas sobre L, y

el isomorfismo lo establece la funcion ©ocar, : OCars(Zy(L)) — Congmsp(L) definida
por la misma prescripcion que la funcion Ooags, es decir Oocars(G) = {(a,b) € Lx L :

(or(b)Aop(a)) C G}.

Dem.

Inmediato del Corolario 4.3.5.3 y el Teorema 4.3.4.19 . O

Corolario 4.3.5.5 Las qM3z—congruencias principales sobre un qMs—reticulo son con-

mutativas y booleanas, en consecuencia son congruencias factores.
Dem. Es inmediata de los Corolarios 2.2.5.3 y 4.3.5.3. O

Corolario 4.3.5.6 Las qM3— congruencias principales y booleanas sobre un qMs—reticu-

lo acotado (L,3) son congruencias requlares y uniformes.

Dem. Sea ¢ una qMg—congruencia principal, entonces por el Corolario 4.3.4.23, ¢ =
0(1(3a)), con a € K(L). Si |z, es la clase de equivalencia de z, entonces f : |z|, — [0],,
definida por f(z) = z A Ja es una aplicacién biyectiva. En efecto, dado z € |z|,, es claro
que zA3Ja < Ja y por lo tanto z AJa € I(Ja) = |0|,. Por otro lado si y, z € ||, son tales
que y # z, entonces zV3Ia = yVIay xVIa = zVIa, de donde (1) yVIa = zV3a. Si fuera
yAJa = zA3a, de (1) por la ley del corte resultaria que z = y. Por lo tanto y AJa # zAJa
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y asi f(y) # f(z), con lo cual f es inyectiva. Sea ahora t € |0|,, entonces ¢t < Ja. Si
consideramos z = (z /\El_a) V t, entonces es facil probar que zV da = x V da, lo que implica
que z € |z|, y ademds f(z) = t, de donde resulta que f es sobre. Lo probado nos permite
afirmar que cualesquiera sean |z, y [t|, se verifica que [|z|,| = ||t|,|, de donde resulta
que las congruencias principales son uniformes. Las congruencias principales son regulares,
pues si 1 y @2 dos congruencias principales tales que |0],, = |0],,, entonces ¢ = 6(1(Ja)),
o = 0(1(3b)), con a,b € K(L), y se verifica que |0]|,, = I(3a) y |0|¢2 = 1(3b) por lo
tanto 1 = ¢9. Como por el Corolario 4.3.5.3, las congruencias booleanas coinciden con

las principales, entonces dichas congruencias también son regulares y uniformes. O
Teorema 4.3.5.7 La variedad qM3s es una variedad filtral.

Dem. Resulta por la Observacion 2.2.5.10, el hecho de que la variedad qM3 es semisimple
y que por el Corolario 4.3.4.24, todo gM;z—reticulo acotado verifica la propiedad (CPDE).
O
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Capitulo 5

Mg—reticulos monadicos

En este capitulo introducimos los M3—reticulos monadicos como Mjz—reticulos aco-
tados dotados de dos operadores unarios adicionales y estudiamos algunas propiedades
algebraicas de los mismos. También obtenemos una dualidad topolégica para estas alge-
bras, que extiende la dualidad para los Ms—reticulos acotados. A partir de esta dualidad
caracterizamos las congruencias, y determinamos los M3—reticulos monadicos subdirecta-
mente irreducibles, lo que nos permite probar que la variedad es semisimple. En la tultima
seccion, mostramos que si bien no es posible definir de la manera clasica, un cuantificador
en funcién del otro, puesto que la negacién no se comporta como una negacién de De Mor-
gan, con técnicas topoldgicas, se puede definir una negacién de De Morgan que permite

interrelacionar ambos cuantificadores.

5.1. Ms—reticulos monadicos

Definicién 5.1.0.8 Un Msz—reticulo monddico (0 mMs—reticulo) acotado es un dlgebra
(LN, V,~, A3 Y,0,1) de tipo (2,2,1,1,1,1,0,0) tal que (L,A\,V,~,/0) es un

Ms—reticulo y se satisfacen las siguientes propiedades:
(E1) J0 =0, (P1) V1 =1,

(E2) Iz ANx =z, (P2) Vz Az =V,
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(E3) J(zVy) =Tz V Iy, (P3) Y(z Ay) =V AVy,

(E4) 3(x A Jy) = Fz A Ty,

(E5) 33z = Jz, (P4) Wz =V,

(E6) 3Ax = A3, (P5) VAz = AVz,
(E7) 3 ~ Iz =~ Jz, (P6) V ~ Vi =~ Vz,
(Q1) IVx = Vaz, (Q2) Vdz = Jx.

Denotamos con mMj3 a la variedad de los mM;s—reticulos y en lo que sigue a los

mM;z—reticulos los denotados simplemente con (L, 3,V).

Observacién 5.1.0.9 Si (L,3,V) es un mMsz—reticulo, entonces es claro que (L,3) es

un qMs—reticulo.

Algunas consecuencias de la definicién estan contenidas en el siguiente:

Lema 5.1.0.10 Si (L,3,V) € mMg, entonces se verifican:

(E8) = <y implica Iz < Jy,

(E9) 31 =1,

(P7) x <y implica Yx < Vy.

Dem.

Las propiedades (E8) y (E9), se verifican por ser (L, d) un ¢M;z;—reticulo (ver Lema
4.1.0.10). Por otro lado la demostracién de (P7), es andloga a (ES8), usando la propiedad
(P3). O
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5.1.1. Relacion entre las subalgebras y los cuantificadores
Lema 5.1.1.1 Si (L,3,V) € mMgs, entonces se verifican:
(i) = € (L) si, y solo si, Jx ==,
(ii) 3(L) es una subdlgebra de L,
(iii) para cada x € L, 3z es el primer elemento del conjunto [x) N 3(L),
(iv) si z € [z AJy)N3(L), entonces Jx A Jy < z,
(V) para cada x € L, se verifica que Ax < A3z,

(vi) si z € [Ax)N S, entonces ATz < z,

(viii) = € V(L) si, y solo si, ¥(x) =z,
(ix) para cada x € L, Yz es el dltimo elemento del conjunto (x] NV(L),
(x) para cada x € L, se verifica que AVx < Az,
(xi) siz € (Ax]NV(L), entonces z < AV,
(xii) si P € Z,(L), entonces 3~ 1(P) es un ideal de L,
(xiii) si P es un filtro primo de L, entonces V~'(P) es un filtro de L,
(xiv) si x € K(L), entonces dx, Vo € K(L).

Dem.

Las propiedades desde (i) hasta (vi) y la propiedad (xii), estan demostradas en el Lema

4.1.1.1 y resultan por ser (L, d) un gM;s—reticulo.

(vii): Six € V(L), entonces existe y € L tal que x = Vy, lo que implica que dx = Iy, de
donde teniendo en cuenta (Q2) tenemos que Iz = x. Por lo tanto € 3(L). La otra

inclusién es analoga.
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(viii): Es consecuencia inmediata de (vii) y (Q2).

(ix): Por (P2), es claro que Va € (z] NV(L). Por otro lado si y € (x] NV(L), entonces por
(P7), Yy < Vz y como Yy = y, tenemos que Vz es el tltimo elemento del conjunto

(x] NV(L).
(x): Resulta de (P2) y la propiedad (M17) de los M3—reticulos.

(xi): Por hipétesis z < Az y z € V(L), entonces por la propiedad (vii), se verifica que
Vz = z. Luego teniendo en cuenta (P2) y (P5), resulta que z = Vz < VAz = AVz.

(xiii): La demostracién es andloga a (xii).
(xiv): Es inmediata de (M30), (E6) y (P5).
O

Proposicién 5.1.1.2 Sea L un Ms—reticulo acotado y S una subdlgebra de L que satis-

face las siguientes propiedades:

(i) para cada = € L, el conjunto [x) NS tiene primer elemento que indicamos

con dg x,
(i) siz €z Adsy) NS, entonces Igx A gy < z,
(i) para cada x € L se verifica que ANx < NAdg x,
(iv) z € [Ax)N S, implica Az < z,

(v) para cada x € L, el conjunto (x] N S tiene dltimo elemento que indicamos

con Vg x,
(vi) para cada x € L se verifica que AVgx < Az,
(vii) z € (Az] NS, implica z < AVg .
Entonces (L,3s,Vs) es un mMs—reticulo y 3s(L) = Vs(L) = S.
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Dem. En la Proposicién 4.1.1.2, se demostré que de las propiedades desde (i) hasta (iv),
resulta que la estructura (L, 3g) es un gMsz—reticulo y 3g(L) = S. En forma andloga a
lo realizado en la mencionada proposicion, se puede demostrar que Vg es una operacion
unaria definida en L y que se verifican las propiedades desde (P1) hasta (P6) de la Defini-
cién 5.1.0.8. Probaremos a continuacién las propiedades (Q1) y (Q2), que ligan ambos
operadores y el hecho que Vg(L) = S, con lo que quedara concluida la demostracién.
(Ql) dsVsx = Vga: Como Vsz € [Vgx) NS y ademds si z € [Vga) NS, entonces
Vs x < z, podemos concluir que Vg x es el primer elemento del conjunto [Vgx)N S, lo que
prueba (Q1).
(Q2) Vs ds o = Jsa: Es andloga a la anterior, pues 3gz € (Jgz|N S ysiz € (Igx]NS,
entonces z < dgx. Lo que prueba que Jg z es el dltimo elemento de (g 2| N S.

Sea x € Vg(L), entonces existe y € L tal que z = Vgy. Como por (v), Vgy € S,
resulta que € S. Reciprocamente, si x € S, es claro que x € L y por (v), existe el tltimo
elemento de (2] NS, que hemos llamado Vg x, por lo tanto Vg z < z. Por otra parte como

x € (x] NS, tenemos que x < Vgx. Luego Vgz = x y asi x € Vg(L). O

5.1.2. Relacién entre los mMjs—reticulos y los M3—reticulos k—ci-

clicos

En la Proposicion 4.1.2.1, probamos que es posible a partir de la estructura
k—ciclica de un Mjz—reticulo, definir una estructura de ¢gMjz—reticulo, de la siguiente
manera; si (L,T) € Mzy, y definimos Ipz =2V T(z) V...V T*(z), para cada z € L,
entonces (L,3r) € qMjz. Aprovechando esta estructura, es posible definir un cuantifi-
cador universal sobre L de modo que la estructura obtenida sea un mM;s;—reticulo, como

lo muestra a continuacién la siguiente proposicion.

Proposicion 5.1.2.1 Sea L un Ms—reticulo y'T : L — L un automorfismo de periodo
k. Entonces (L, 37,Vr) donde 3px = aVT (z)V... T* Y x) yVrx = aAT(2)A. . AT ()

para cada x € L, es un mMsz—reticulo.
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Dem. Sabemos que (L,3r) € qMs, solo resta probar Vr es un operador unario que
verifica desde (P1) hasta (P6) y también (Q1) y (Q2) de la Definicién 4.1.0.9. Por ser T
un automorfismo y por la unicidad del infimo, es claro que V; es una operaciéon unaria
definida sobre L. Por otro lado, en la Proposicién 4.1.2.1, habiamos probado que (1)
T(3rz) = Irx, en forma andloga, no es dificil probar que (2) T'(Vr z) = Vr z, para cada

e L.

(P1) Vo1 = 1: Es inmediato por ser 7" un automorfismo sobre L y 1 el dltimo

elemento de L.
(P2) Yra Ax =Vra: Es inmediato de la definicién de V.

(P3) Vr(x Ay) =Vrax AVry: Por ser T un automorfismo se verifica que Vp (z A y) =
(AYAT@AY)A. . AT Y Ay) = (@Ay) A(T(@)AT@)A.. AT x) AT y)),

de donde, por asociativa y conmutativa de la operacion A, tenemos que vale (P3).

(P4) Vo Vrax = Vpa: Por definicién del cuantificador y la propiedad (2), tenemos que
VTVTI = VTZ’\/T(VTCL’) VAN /\Tkil(VTZE) :\V/T[E/\VT(L’/\ Ce /\VTI = VTJI.

(P5) Vr Ax = AVrz: Es inmediata por ser T un automorfismo y la propiedad (M25) de
los Ms—reticulos. En efecto, Vo Az = Ax AT(Az) A ... AT (Ax) = Ax A NT(z) A
G AANTRYH ) = A AT (@) AL AT () = AV ().

(P6) Vo ~ Vpax =~ Vra: Se obtiene de la propiedad (2) y el hecho que T es un
automorfismo, como se ve a continuacién: VYV ~ Vpxr =~ Vpax A T(~ Vyx)A
N Tk_l(N vT$) =~ V7 A ~ T(VT]?) N N\~ Tk_l(VTx) =~ VraA ~Nrz A...A

Nle' =V VT.I‘.

(Ql) IpVr o = Vrx: Teniendo en cuenta la definicién de I y la propiedad (2), resulta
que IpVrx =VrpazVT(Nrx) V... VT Y (Vr2) =Vra.

(Q2) Vr Ir o = Irz: Teniendo en cuenta la definicién de V7 y la propiedad (1), obtenemos

que Vo Ipz =3I ATEra) A ... AT (3p2) = Vo O
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En forma andloga a lo realizado en el Capitulo 4, para los gMsz—reticulos, a partir
de un mMsz—reticulo finito (L, 3,V), es posible definir en L un automorfismo 7', de ma-
nera (L,T) sea un Msz—reticulo k—ciclico. Para ello solo debemos tener en cuenta que
por el Lema 5.1.1.1 el conjunto I(L) = {z € L : 3z = z} = 3(L) = V(L), es decir
I(L)y={x € L: 3z =V =z}

5.2. Dualidad topoldgica para los mMz—reticulos

En esta seccion extendemos la dualidad Priestley para los gMs—reticulos con ltimo
elemento, al caso de los mM;z—reticulos.
De ahora en adelante con D(X) denotaremos la familia de los subconjuntos abiertos,

cerrados y decrecientes de un espacio de Priestley X.

5.2.1. La categoria de los mMjz—espacios y los m Ms;—morfismos
Definicién 5.2.1.1 Un mMsz—espacio es una terna (X, R3, Ry) tal que:

(mM1) X es un Ms—espacio,
(mM2) R3 y Ry son relaciones binarias sobre X reflexivas y transitivas, es decir

son predrdenes,

Rs(z) € Ci(X), Ry(z) € Cy(X), para todo x € X,

8 B
= =2
=W

(mMs3)

( ) para cada (z,y) € R3 existe z € X tal que z <y, (x,2) € R3 y (2,2) € R3,
(mM5) Ry = Ry,

(mM6) {z € X :R3(x)NU # 0} € D(X), para cada U € D(X),

( ) {xEX Ry(z) CU} € D(X), para cada U € D(X).

(mM8)  R3'((MxU]) = (MxR3(U)], para todo U € D(X),

(mM9) - R3*([mx R3"(U)) \ MxR5'(U)) = [mxR5'(U)) \ MxR5'(U), para todo
UeD(X),

(mM10) {x € X : Ry(z) C (MxU]} = (Mx{z € X : Ry(x) CU}|,

(mM11) {x € X : Ry(zx) Cmx{r € X: Ry(x) CU}) \ Mx{z € X : Ry(z) CU}} =

=

8
mM9

m
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mx{r € X : Ry(x) CU})\ Mx{zr € X : Ry(z) CU}.

De la definicién anterior resulta que si (X, R3, Ry) es un mMj—espacio, entonces

(X, R3) es un gM;—espacio.

Definicién 5.2.1.2 Sean (X,R3,Ry) vy (X',R5, R,) dos mMs—espacios. Una
mMsz—funcion de (X, Ra, Ry) en (X', R5, R)) es una Ms—funcion h : X — X' tal
que para cada V € D(X') se verifican:

(mMf1) {z € X:Rs(z)Nh ' (V)#£0} =h"'({z € X' : Ri(x) NV #0}),

(mMf2) {z € X:Ry(z) Ch'(V)}=h'({z € X" : R(z) CV}).

Notamos con mi3 la categoria de los mMs—espacios y las mMs—funciones;

y con mMj la categoria de los mMjz—reticulos acotados y los mMg—homomorfismos.

Observacion 5.2.1.3 La condicion (mMfl), de la Definicion 5.2.1.2, es equivalente a

RIYWY(V)) = h YRS H(V)), para cada V € D(X").

5.2.2. Propiedades de los mMz—espacios y los mM3z—morfismos

Lema 5.2.2.1 Sea X un espacio de Priestley y R un preorden sobre X. Entonces se

verifican las siguientes propiedades:

(i) St para cada x € X, R(x) es un conjunto cerrado y creciente de X, entonces para

todo x,y € X tal que (x,y) & R, existe U € D(X) tal quey € U yx ¢ R~Y(U).

(ii) Sipara cada x € X, R(x) es un conjunto cerrado y decreciente de X, entonces para

todo x,y € X tal que (x,y) ¢ R, existe U € D(X) tal quey €U y R(x) CU.

(iii) Si R(x) es un conjunto cerrado para todo v € X, entonces R es una cuasiequivalen-

cia (dual) si, y solo si, para todo v € X, maz R(z) C R~ (x) (min R(z) C R™'(x)).
Dem. Sea X un espacio de Priestley y R un preorden sobre X.

(i): Resulta del Lema 4.2.1.4.
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(ii):

(iii):

Sea R(z) es un conjunto cerrado y decreciente de X, para todo = € X . Consideremos
que (z,y) ¢ R, entonces y ¢ R(x). Como R(z) es decreciente, tenemos que para
todo z € R(z), se verifica que y £ z. Por lo tanto como X es un espacio totalmente
disconexo en el orden, para cada z € R(x), existe U, € D(X) talquey ¢ U,y z € U,,
lo cual implica que R(z) € |J U,. Por otra parte como R(z) es compacto, existen

zER(x)

Us,. Luego U = |J U,, € D(X) es tal que

1 =1

-

21,22, ..., 2n € R(7) tales que R(z) C
yEUy R(z)CU.

)

Sea R una cuasiequivalencia definida sobre X y consideremos x € X ey € max R(x).
Entonces (x,y) € X y por lo tanto existe z € X tal que y < z, (z,2) € R,y
(z,z) € R. Como z € R(x), por la maximalidad de y, se verifica y = z y en
consecuencia y € R~*(z). De donde resulta maz R(z) € R~ (). Reciprocamente,
sea (z,y) € R. Como R(z) es un subconjunto cerrado, existe z € X tal que y < z'y
z € max R(x), por lo tanto (z, z) € R. Ademds como max R(x) C R~'(z), tenemos
que (z,7) € R. Luego existe z € X tal que (z,2) € Ry (z,2) € R, lo cual implica,

por ser R un preorden, que R es una cuasiequivalencia. El caso dual es andlogo.

Corolario 5.2.2.2 Sea (X, R3, Ry) un mMs—espacio. Entonces se verifican las siguientes

propiedades:

(i)
(i)

Si (z,y) ¢ Ra, entonces existe U € D(X) tal quey € U y x ¢ R3'(U).

Si (z,y) ¢ Ry, entonces existe U € D(X) tal quey ¢ U y Ry(x) CU.

Dem. Es consecuencia directa de la Definiciéon 5.2.1.1 y el Lema 5.2.2.1. a

Lema 5.2.2.3 Sea (X, R) tal que X es un espacio de Priestley y R es un preorden sobre

X. Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

(i)

Para cada (x,y) € R existe z € X tal que z <y, (x,2) € Ry (z,2) € R,
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(i) min R(x) C R~Y(z), para cada x € X.

Dem.
(i) = (ii): Seaz € X ey € min R(x). Luego por (i), existe z € X tal que z <y, (z,z) € R
y (z,x2) € R. Como z € R(x), entonces por la minimalidad de y en R(z), tenemos que

z =y y por lo tanto y € R~(x).

(ii) = (i): Sea (x,y) € R. Como R(x) es un subconjunto cerrado de X e y € R(x), existe
z € min R(x) tal que z <y (ver Seccién 1.3.2, Capitulo 1). De esto se sigue, por (ii), que

z € R7Y(x). Por lo tanto existe z < y tal que (z,2) € Ry (2,2) € R. O

Lema 5.2.2.4 En todo mMsz—espacio (X, R3, Ry), se verifican las siguientes condiciones:

(mM12) Si (x,y) € Ry, entonces existe z € X tal que z < z, (y,2) € Ry y (2,y) € Ry,
(mM13) la relacion R = Rz N Ry es una relacion de equivalencia,

(mM14) si (z,2) € R3 y (2,2) € R3 ((x,2) € Ry y (2,x) € Ry), entonces (x,z) € R,
(mM15) si (z,2) € R3 y z € min X, entonces (z,x) € Ra,

(mM16) si (z,2) € Ry y x € min X, entonces (z,x) € Ry,

(mM17) min R3(x) C R3'(x), para cada x € X,

(mM18) min R3(x) C R(x), para cada x € X,

(mM19) siy € R3(x), entonces y € [R(x)),

(mM20) siy € R, (z), entonces y € [R(z)),

(mM21) maz Ry(z) C R, (z), para cada x € X.

Dem.

(mM12): Se obtiene de (mM4) y (mM5).
(mM13): La relacién R = R3 N Ry resulta reflexiva y transitiva de (mM2), y por (mM35)
es simétrica.

(mM14): Es inmediata de (mM5) y la definicién de R.

(mM15): Es consecuencia (mM4).
(mM16): Resulta de (mM12).
(mM17): Se sigue de (mM2) y el Lema 5.2.2.3.
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(mM18): Resulta de (mM>5), (mM14) y (mM17).

(mM19): Se obtiene teniendo en cuenta (mM4) y (mM14).

(mM20): Es consecuencia de (mM5) y (mM19).

(mM21): Sea (1) u € max Ry(x) y supongamos que u & R '(z). Luego por el Corolario

5.2.2.2, existe U € D(X) tal que (2) x € U y Ry(u) CU. De (1) y (mM12), existe m < x
tal que (3) (m,u) € Ry y (4) (u,m) € Ry. Por lo tanto m € Ry(u), de donde resulta
m € U, lo cual implica que m < x. Si u € min X, por ser X un M3—espacio, existe v € X
tal que u < v. Entonces teniendo en cuenta (3), (4), (mM>5) y el Lema 4.3.3.9, resulta que
(x,v) € Ry y (v,x) € Ry. De donde tenemos que v € Ry(x) y u < v que contradice (1).

Si u € maz X, entonces existe t € X tal que ¢t < wu. Por otro lado como u € Ry(u) y
Ry(u) es decreciente, se verifica que t € Ry(u), de donde por (3), (mM5) y el hecho de
que m € min X, resulta que m € min R3(t). En consecuencia por (mM17), m € R5'(t)
y asi (t,m) € R3 y (m,t) € R3. Entonces por el Lema 4.3.3.9, (u,x) € R3y (x,u) € R3,
y por lo tanto teniendo en cuenta (mM5), = € Ry(u), lo cual implica que z € U que

contradice (2). O

Lema 5.2.2.5 Sea (X, R3, Ry) un mMs—espacio. Entonces las siguientes condiciones son
equivalentes:

(mM21) maz Ry(z) C R, (z), para cada z € X,

(mM21")  para cada (z,y) € Ry existe z € X tal quey < z, (x,z) € Ry y (z,x) € Ry.

Dem.
(mM21) = (mM21’): Sean z, y € X tales que (z,y) € Ry. Entonces como Ry(x) es un
cerrado, existe z € max Ry(z) tal que y < z. De esta tdltima afirmacién y (mM21), se

sigue que (z,z) € Ry y asi la demostracién estd completa.

(mM21’) = (mM21): Sea (1) y € max Ry(x), entonces por (mM21’) existe z € X tal
que y < z, (z,2) € Ry y (2) (2,2) € Ry. Luego tenemos que z € Ry(z) y y < z. Entonces

de (1), obtenemos que y = 2, de lo que se sigue, por (2), que y € Ry (). O
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Lema 5.2.2.6 Sea (X, R3, Ry) un mMs—espacio y R = R3 N Ry. Entonces para todo
V € D(X) se verifica que R;' (X \ V) = R(X \ V).

Dem. Sean V € D(X), y € R;'(X \ V), entonces Ry(y) N (X \ V) # 0. Por lo tanto
existe (1) z € X \ V tal que (y,x) € Ry. Luego por (M21’) existe w € X tal que
(2) x < w, (3) (y,w) € Ry y (4) (w,y) € Ry. De (3), teniendo en cuenta (mMS5),
obtenemos que (5) (w,y) € R3. Por otro lado como X \ V' es creciente, entonces de (1) y
(2), se sigue que w € X \V. De esta ultima afirmacién, (4) y (5), tenemos quey € R(X\V),
y asi Ry (X \V) C R(X\V). Reciprocamente, si z € R(X \ V), entonces existe t € X\ V
tal que (t,z) € R. Luego por (mM5), (z,t) € Ry y en consecuencia Ry(z) N (X \ V) # 0.
Por consiguiente z € R, (X \ V) y asf concluimos que R(X \ V) = R (X \ V). O

Proposicién 5.2.2.7 Si (X, R3, Ry) un mMs—espacio y R = R3 N Ry, entonces para

cada x € X, min R3(z) = min R(z) y max Ry(x) = max R(z) .

Dem.
(i) min R3(z) = min R(z):

Sea (1) z € min R3(x), entonces por (mM18), se verifica que z € R(x). Supongamos
que t € R(x) y t < z. Luego t € R3(z) y por (1), resulta que ¢t = z. En consecuencia
z € min R(x). Reciprocamente, sea (2) t € min R(x), entonces t € Ra(z). Por otro lado
si u € Ry(z) es tal que u < ¢t. Como u € min X, por (mM15), tenemos que u € R(z) con
u < t, lo que contradice (2). Luego si u € R3(z) es tal que u < ¢, entonces u = ¢, lo que

implica que t € min R3(x).

(ii) maz Ry(z) = maz R(x):

Sea (1) z € max Ry(z), entonces por (mM12) y el Lema 5.2.2.5, z € R, (). Luego
por (mM14), se verifica que z € R(x). Supongamos que existe s € X tal que z < sy
s € R(x). Luego s € Ry(z) y z < s, lo cual contradice (1). Entonces si existe s € X tal
que z < sy s € R(x), se verifica que z = s, lo que implica que z € maz R(z) y por lo

tanto max Ry(x) C max R(z).
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Para la otra inclusién, consideremos (2) z € max R(z) y supongamos que existe u € X
tal que (3) u € Ry(z) v (4) z < u. De (2), se verifica que (5) z € Ry(x). Por otro lado de
(3) y (mM12), existe s € X tal que s <z, (6) (s,u) € Ryy (u,s) € Ry. Si s = x, entonces
(u,z) € Ry y por lo tanto, teniendo en cuenta (mM>5), u € R3(z), de donde tendriamos
que u € R(x) con z < u, lo que contradice (2). Si s < x, como u € Ry(u) y Ry(u) es
decreciente, se verifica, de (5), que z € Ry(u), es decir (u, z) € Ry. De esto tltimo, por
(6) y transitiva, resulta que (s,z) € Ry. Como s € min X, por (mM16), tenemos que
(z,8) € Ry, lo cual implica, por (mM5), que z € R3(s). Luego como z,s € min X se
verifica también que s € R3(z) y por el Lema 4.3.3.9, (7) u € R3(x). De (3) y (7), resulta

que u € R(z) con z < u, que contradice (2).

O

El Corolario 5.2.2.2, nos permite dar una caracterizacién de las mMsz;—funciones en la

categoria mMts de la siguiente forma:

Lema 5.2.2.8 Sean (X, R3, Ry) y (X', RS, R|)) dos mMs—espacios y h : X — X' una

Ms3—funcion. Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:
(i) h es una mMs—funcion,
(ii) h satisface las siguientes condiciones:
(a) si(x,y) € Ra, entonces (h(z),h(y)) € RS,
(b) si (h(z),y) € RS, entonces existe z € X tal que (v,2) € Ry y h(z) <y,
(c) si(z,y) € Ry, entonces (h(z),h(y)) € R,
(d) si (h(z),y) € R, entonces existe z € X tal que (z,z) € Ry yy < h(z).
Dem.
(i) = (ii): Sea h una mMs—funcion.

(a) Sea (1) (z,y) € Rs y supongamos que (h(x),h(y)) ¢ R.5. Entonces por el
Corolario 5.2.2.2, existe V € D(X') tal que h(y) € V y h(z) ¢ R5 (V). Luego
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teniendo en cuenta (i), resulta (2) z ¢ R5'(h~%(V)). Por otro lado de (1), co-
mo y € h™'(V) tenemos # € R3'(h~Y(V)), lo que contradice (2). Por lo tanto
(h(x), h(y)) € R

(b) Consideremos (1) (h(z),y) € RS y supongamos que para todo z € R3(z) se verifica
que h(z) £ y. Como X' es totalmente disconexo en el orden, para cada z € R3(x),
existe U, tal que y € U, y h(z) € U,. Entonces para cada z € R3(z), z € X \h™}(U.,)

vasi R3(z) € |J (X\h'(U.)). Como R(x) es un cerrado de un espacio compacto,
2€R3(x)

es compacto por lo tanto se verifica que existen 21, zs,...,2, € R3(z) tales que

Rs(e) © UX\K(U.) = X\ (A (0) = X \W N 0. 810 = AU,
se verifica ¢ que UeDX), (2)ye U v (3) Ra(z) N =Y (U) = 0. Por otro lado de
(1), h(z) € RS (y), o lo que es equivalente x € h~(R5(y)), de donde teniendo en
cuenta (i) y (2), resulta que € R3*(h~1(U)) y por lo tanto existe z € h1(U) tal

que (z,z) € Ra, lo cual implica que 2z € R3(x) N h~*(U) que contradice (3).

(¢c) Como (X, R, Ry) vy (X', RL, Rl)) son mMsz—espacios, se verifica que R3 = R_' y
RS = R;'. Sea (z,y) € Ry, entonces (y,x) € Rs, de donde por (a), resulta que
(h(y), h(x)) € Ry y en consecuencia (h(z),h(y)) € RY,.

(d) Sea (1) (h(z),y) € R y supongamos que para todo z € Ry(z) se verifica que
y £ h(z). Como X' es totalmente disconexo en el orden, para cada z € Ry(x), existe
U, tal que y € U, y h(z) € U,. Luego para cada z € Ry(z), 2 € h~1(U,), de donde

resulta que Ry(z) € |J A~ 7Y(U.). Como Ry(z) es un cerrado de un espacio com-

ZERH )
pacto, es compacto por lo tanto se verifica que existen zi, 29, ..., 2, € Ry(x) tales
queRV()CUh Wu,,) = (UU) SiU = UUz,severlﬁcaqueUED(X)

2)yg Uy RV( ) € B YU), de donde por () tenemos que z € h'({y € X' :
R(y) € U}) o lo que es equivalente (3) Ry(h(z)) € U. Por otra parte de (1),
y € R,(h(zx)), y por (3) tenemos y € U, lo que contradice (2).

(ii) = (i): Sea h: X — X' una M;—funcién que verifica (a), (b), (c) y (d).
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Para probar que h es una mM;s;—funcién, solo resta probar que para cada V € D(X’)

se verifican:

(i) B3 (h1(V)) = h™Y(RGH(V)),

(i) {z € X : Ry(z) Ch(V)} = h-'({z € X' : Rl(z) C V}).

(i): Sea z € R5'(h~1(V)), entonces existe y € h™1(V) tal que (z,y) € R3. Luego por
la condicién (a), se verifica que (h(x),h(y)) € RS, y teniendo en cuenta que h(y) € V,
tenemos que h(z) € RS (V). Por lo tanto x € h=Y(R5 (V).

Reciprocamente, si x € h™*(R5 " (V)), entonces h(x) € RS (V), y por lo tanto existe
y € V tal que (h(z),y) € RL. Luego por la propiedad (b), existe z € X tal que (z, z) € R3
y h(z) <y. Como V es un decreciente de X, se verifica que h(z) € V, de lo cual resulta

que z € h™}(V) y en consecuencia x € R5*(h~1(V)).

(ii): Sea z € h'({z € X' : R\,(xz) C V}), entonces h(z) € {x € X' : Rl(x) C V}, lo
cual implica que (1) R(h(z)) C V. Consideremos z € Ry(x), luego (x, z) € Ry. Entonces
por la propiedad (c), se verifica que (h(z),h(z)) € R, y por (1), h(z) € V o lo que
es equivalente z € h™!'(V). Con lo que queda demostrado que Ry(z) C h~'(V), y en
consecuencia z € {z € X : Ry(x) C h™}(V)}.

Reciprocamente, sea x € {x € X : Ry(z) C h™(V)}, luego (2) Ry(z) C h=1 (V). Sea
z € R(h(x)), entonces (h(x),z) € R. Teniendo en cuenta la propiedad (d), se verifica
que existe u € X tal que z < h(u) y (z,u) € Ry. Por lo tanto u € Ry(z) y por (2),
u € h™1(V), es decir h(u) € V, lo que implica por ser V decreciente que z € V. Por lo
tanto R{(h(x)) CV,y en consecuencia x € h™*({z € X" : R\(z) CV}).

A continuacién detallamos los resultados necesarios para demostrar que las categorias

mMs y m9is son dualmente equivalentes.
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5.2.3. mMjs—reticulo dual de un mM3z—espacio

Proposicién 5.2.3.1 Si (X, R3, Ry) es un mMs—espacio, entonces (D(X),3rs, Vr,) €s
un mMsz—reticulo, donde I (U) = {x € X : Ra(x)NU # 0} y Vg, (U) = {z € X :
Ry(x) C U}, para cada U € D(X).

Dem. Como consecuencia de que X es un Msz—espacio, tenemos que D(X) es un
Msz—reticulo. Por otra parte de (mM6) y (mMT7), es claro que Jr, y Vg, son opera-
dores unarios sobre D(X). Ademés como (X, R3), es un gM;z;—espacio, entonces, por la
Proposicién 4.2.2.1, tenemos que (D(X),3g,) es un g¢Ms—reticulo acotado, por lo tan-
to, quedan demostradas, las propiedades desde (E1) hasta (E7) de la Definicién 5.1.0.8.
Probemos ahora que se verifican las restantes identidades de dicha definicion.

Sean U,V € D(X).
(P1) Vg, (X) = X:
Es inmediato de la definicién de Vg, pues si x € X, entonces Ry(x) C X.

Seax € Vg, (U), entonces Ry(z) C U. Como Ry es reflexiva, se verifica que x € Ry(z)

y por lo tanto z € U.

(P3) Vo, (UNV)=Vg,(U)NVg,(V):

Es consecuencia de que las siguientes condiciones son equivalentes:

(8) @ €Vr (UNV),
(b) Ry(x) CUNYV,
(c) Ry(z) CUy Ry(x) CV,

(d) T € \V/RV<U) N VRV(V).

(P4) VRV (VRV (U)) = vRv (U)
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Por (P2), se verifica que Vg, (Vg,(U)) C Vg, (U). Para la otra inclusién, consideremos
x € Vg, (U), entonces Ry(z) C U. Sea y € Ry(x) y z € Ry(y), luego (z,y) € Ry
v (y,2z) € Ry, como Ry es transitiva se verifica que (x,z) € Ry. Por lo tanto
z € Ry(x) C U. Asi Ry(y) C U, para todo y € Ry(z), en consecuencia Ry(z) C

Vg, (U), lo que implica que x € Vg, (Vg,(U)).

(P5) Vg, (A™U) = A (g, (U)):

Se verifica por (mM10).

(P6) Vg, (=g, (U)) = Vg, (U):

Es consecuencia de (mM11).

(Q1) 3r.(Ve, (U)) = V&, (U):
Por (C1), tenemos que Vg, (U) C 3p,(Vg,(U)). Probemos la otra inclusién. Sea
x € 3p,(Vr,(U)), luego existe y € Vg, (U) tal que (z,y) € R3. Por lo tanto Ry(y) C
U y por (mM5), tenemos que (1) (y,x) € Ry. Por otro lado, sea z € Ry(z), entonces
(2) (x,2) € Ry. De (1) y (2), como Ry es transitiva, (y, z) € Ry, es decir z € Ry(y) C

U. Entonces Ry(z) C U, lo que implica que x € Vg, U.
(Q2) Vr,(Frs(U)) = IR (U):
La inclusién Vg, (3r,(U)) C 3p,(U) es inmediata de (P2).

Sea x € Jp.(U), luego existe y € U tal que (1) (z,y) € Rs. Consideremos z € Ry(z),
luego (z,2) € Ry, entonces teniendo en cuenta (mM5), se verifica que (z,z) € RS,
es decir (2) (z,2) € R3. De (1) y (2), como R3 es transitiva, (z,y) € Rz con y € U,
de donde tenemos que z € g, (U). Por lo tanto Ry(x) C Jg,(U) y en consecuencia

T &€ VRV(HRE(U)).

|

Corolario 5.2.3.2 Sea (X, R3, Ry) un mMs—espacio. Entonces para todo U, V € D(X)

se verifica:
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(P8) VRV(U U VRV(V)) = VRV(U) U VRV(V)'

Dem. Sean U,V € D(X) y = € Vg, (U) U Vg, (V). Entonces (a) x € Vg, (U) o
(b) z € Vg, (V). Supongamos (a), entonces teniendo en cuenta la definicién de Vg, (U) en
D(X), se verifica que Ry(x) C U. Como U C U UV, (V), entonces x € Vg, (U UVg, (V)).
Si ocurriera (b), Ry(z) C V. Vamos a probar que en este caso se verifica Ry(z) C Vg, (V).
Sea y € Ry(z) y 2z € Ry(y). Entonces (z,y) € Ry e (y,2) € Ry. Como Ry es transiti-
va, (z,2) € Ry, es decir z € Ry(x) C V. Por lo tanto hemos probado que Ry(y) C V,
lo que implica que y € Vg, (V). En consecuencia Ry(z) C Vg, (V) C UUVg, (V) y
asi © € Vg, (U UVg,(V)).

Por otro lado si « ¢ Vg, U U Vg, V, entonces Ry(x) € Uy Ry(x) € V. Por lo tanto
existen y, z € X tales que y, 2z € Ry(z), y € Uy z ¢ V. De esta tltima afirmacién y
la condicién (mM21’), inferimos que existen w, t € X tales que y < w, (w,z) € Ry,
(r,w) € Ry, z < t, (t,z) € Ry, (z,t) € Ry. Como U y V son decrecientes tenemos que
wEUyt¢V.Ademds como Ry es un preorden, (t,w) € Ry, entonces Ry(t) € U y por lo
tanto ¢ ¢ Vg, U UV Teniendo en cuenta que t € Ry(z), tenemos que Ry(z) € Vr,U UV,
de lo que concluimos que z € Vg, (Vg (U) U V). O

Corolario 5.2.3.3 Sea (X, R3, Ry) un mMs—espacio y R = RaN Ry. Entonces para todo
V € D(X) se verifica que Vg, (V) =X\ R(X \ V).

Dem. Es consecuencia directa de la Proposicion 5.2.3.1 y el Lema 5.2.2.6. En efecto,
por la Proposicién 5.2.3.1, para cada V € D(X) se verifica que x € Vg, (V) si, y solo si,
Ry(z) C V, lo que es equivalente a que z € X \ Ry (X \ V). Esta tltima afirmacién, por el
Lema 5.2.2.6, es equivalente a que z € X \ R(X \ V). O

5.2.4. mMs—espacio asociado a un mMjz—reticulo

Lema 5.2.4.1 Sea (L,3,Y) un Ms—reticulo monddico (0 mMs—reticulo), I,(L) el con-

junto de los ideales primos de L y las relaciones Ry y Ry definidas en Z,(L) como siguen:
(a) (P.Q) € Rs, si, y solo si, 371(P) C Q,
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(b) (P,Q) € Ry si, y solo si, @ CV}(P).

Entonces para cada P € Z,(L) y cada a € L, se verifican
(i) Ja € P si, y solo si, R3(P) CI,(L)\ or(a),
(ii) Ya & P si, y solo si, Ry(P) C or(a),

(iii) Rs(P) € Ci(Zy(L)), Ry(P) € Ca(Zy(L)).

Dem.

(i) Ja € P si, y solo si, R3(P) CZ,(L) \ or(a):

(=): Seaa € L tal que Ja € P,y Q € R3(P). Entonces 37!(P) C Q, en consecuencia
a € Qy porlo tanto Q ¢ or(a), es decir Q € Z,(L)\ o(a). Luego R3(P) C Z,(L)\ oL(a).
(«<): Para cada P € Z,(L) y cada a € L, se verifica (1) R3(P) C Z,(L) \ or(a). Su-
pongamos que existe a € L tal que (2) Ja ¢ P. Consideremos F'(a), el filtro generado
por a, entonces 371 (P) N F(a) = 0. En efecto, si existiera m € 371(P) N F(a), se ve-
rificarfa que Im € Py Ja < Im, lo que implicaria Ja € P que contradice (2). Como
371(P) es un ideal, luego por el teorema de Birkhoff-Stone podemos asegurar que existe
Q € Z,(L) tal que 371 (P) C Q y F(a)NQ = 0. Por lo tanto Q € R3(P) y Q € or(a),
lo que contradice (1).

(ii) Ya & P si, y solo si, Ry(P) C or(a):

(=): Seaa € L tal que Va & P,y Q € Ry(P). Entonces Q@ C V~'(P), en consecuencia
a € QyasiQ € op(a). Por lo tanto Ry(P) C or(a).

(«<): Para cada P € Z,(L) y cada a € L, se verifica (1) Ry(P) C or(a). Supongamos
que existe a € L tal que Va € P. Si consideramos [(a), el ideal generado por a, se verifica
que I(a) NVYHL\ P)=0. Como V" }(L\ P) = L\V!(P) es un filtro, por el teorema
de Birkhoff-Stone existe Q € Z,(L) tal que Q NV (L\ P) = 0 e I(a) C Q. Entonces
Q CV YP)yaeQ,]loqueimplica que Q € Ry(P) y Q & or(a), que contradice (1).

(iif) Ra(P) € Ci(Z,(L)), Ry(P) € Ca(Z,(L)):
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En la Proposicién 4.2.3.5, se demostré que R3(P) € Ci(Z,(L)).

Sea P,S € Z,(L), tales que Q € Ry(P) y S C Q. Entonces Q@ C V~'(P) y por lo tanto
S CVHP), de donde S € Ry(P). Luego Ry(P) es un decreciente de Z,(L).

Si consideramos S € Z,(L)\ Ry(P), entonces se verifica que S € V~*(P), por lo tanto existe
a € S tal que a € V'(P). Como Va ¢ P, por (ii), se verifica Ry(P) C or(a). Adem4s
S € Z,(L) \ or(a), siendo Z,(L) \ or(a) un abierto de Z,(L) tal que Z,(L) \ or(a) C
Z,(L) \ Ry(P). Lo anterior implica que Z,(L) \ Ry(P) es un abierto de Z,(L) y por lo
tanto Ry(P) es un cerrado de Z,(L). O

Proposicién 5.2.4.2 Sea (L, 3,Y) un Ms—reticulo monddico (0 mMsz—reticulo) acotado.
Entonces la estructura (Z,(L), R3, Ry) es un mMs—espacio, donde las relaciones Ry y Ry

estan definidas como siguen:
(i) (P,Q) € Rs, si, y solo si, 37(P) C Q,
(ii) (P, Q) € Ry si, y solo si, Q CV~(P).

Ademds la aplicacion o, : L — D(Z,(L)) es un isomorfismo de mMs—reticulos, esto es

or(Va) = Vg, (or(a)) y or(3a) = 3ps(or(a)), para todo a € L.

Dem.

Si (L,3,V) un Msz—reticulo monédico, entonces (L, 3) es un gMs—reticulo. En con-
secuencia, por la Proposicién 4.2.3.6, (Z,(L), R3) es un gMs—espacio. Por lo tanto solo
resta probar que Ry es un preorden, Ry(P) € C4(Z,(L)) y las propiedades (mM5), (mM7),
(mM10) y (mM11) de la Definicién 5.2.1.1.

(i) Ry es reflexiva y transitiva, es decir es un preérden:

Sea P € I,(L), entonces si x € P, como por (P2), de la Definicién 5.1.0.8, Vz < z,
tenemos que Vz € P. Por lo tanto P C V~!(P) de donde resulta que Ry es reflexiva.

Supongamos ahora que (P, Q) € Ry y (Q, R) € Ry, entonces se verifica Q C V!(P)
y R C V71(Q). Luego V71(Q) C V" }{(Vv71(P)) y por lo tanto R C V~1(v~1(P)). Como
por (P4), de la Definicién 5.1.0.8, se puede probar que V=}(vV~!(P)) C V~!(P), entonces

R CV7Y(P) y en consecuencia (P, R) € Ry, resultando asi que Ry es transitiva.
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(ii) Ry(P) € C4(Z,(L)), para todo P € I,(L):
Se verifica por el Lema 5.2.4.1.

(mM5) Rs = R

Sea (P,Q) € Rs, entonces 37 }(P) C Q. Consideremos ahora a € P, por (P2), de
la Definicién 5.1.0.8, tenemos que Va € Py como por (Q2) de la misma definicién, se
verifica que IVa = Va, entonces IVa € P . Lo anterior implica que Ya € 37*(P) y por
lo tanto Va € Q, de donde tenemos que a € V~1(Q). Asi P C V71(Q) y en consecuencia
(P,Q) € R;". La otra inclusién se prueba de manera andloga teniendo en cuenta (E2) y

(Q1) de la Definicién 5.1.0.8.

(mM7) Vg, (U) ={P € I,(L) : Ry(P) CU} € D(Z,(L)), para cada U € D(Z,(L)):

Sea U € D(Z,(L)), entonces existe a € L tal que U = o(a). Por la Proposicién 5.2.4.2,
P € o1 (Va) si, y solo si, P € Vg, (0r(a)). Lo anterior que implica que Vg, (U) = o (Va) y
por lo tanto Vg, (U) € D(Z,(L)).

(mM10) {P € T,(L) : Ry(x) € (MyxUJ} = (Mx{P € T,(L) : Ry(x) C U}], para todo
U e D(I,(L)):

Esta condicién es equivalente a Vg, (A*(U)) = A*(Vg,(U)), y resulta de (mMT7), la
propiedad (P5), de la Definicién 5.1.0.8, y el hecho de que o, es un Mz—isomorfismo de
L en D(Z,(L).

(mM11) {P € Z,(L) : Ry(P) C [mg,){z € Z,(L) : Ry(P) C U}) \ Mg,y {xr € Z,(L) :
Ro(P) € UY} = [mzmfa € T,(L) 5 R(P) C U\ My,ay{o € T(L) : Ry(P) C U},
para todo U € D(Z,(L)):

La misma es equivalente a Vg, (—Vg,(U)) = Vg, (U), para todo U € D(X), y re-
sulta de (mM7), la propiedad (P6), de la Definicién 5.1.0.8, y el hecho de que oy, es un
M;—isomorfismo de L en D(Z,(L).

Por otra parte como o, es un Mg—isomorfismo de L en D(Z,(L), de lo demostrado
en (mM6) (ver (iii) de la Proposicién 4.2.3.5) y (mM?7), resulta que es un isomorfismo de

mMsz—reticulos, esto es o (Va) = Vg, (0r(a)) y or(Ja) = g, (0r(a)), para todo a € L.
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O

Corolario 5.2.4.3 Sea (L,3,Y) un mMs—reticulo acotado. Entonces para todo a, b € L

se verifica:

(P8) V(a V Vb) = Va V Vb

Dem. Sean a, b € L, entonces por la Proposicién 5.2.4.2, como oy es un isomorfis-

mo, se verifica que o (a),o(b) € D(X(L)). Ademas por el Corolario 5.2.3.2, tenemos

que Vg, (op(a)) U Vg, (oL(b)) = Vg,(or(a) U Vg, (or(b))) y por lo tanto
or(Va vV Vb) = op(V¥(a V Vb)). De esta igualdad concluimos, por ser oy inyectiva, que
V(a VvV Vb) = Va Vv Vb. O

5.2.5. Dualidad entre las categorias mMsz y mi3

Las Proposiciones 5.2.3.1 y 5.2.4.2, nos permiten decir que hemos establecido una co-
rrespondencia entre los objetos de las categorias mMgz y m9I3. Con el objetivo de probar
que estas categorias son naturalmente equivalentes y definir los funtores correspondientes,
probamos a continuacion que existe una correspondencia entre los morfismos de dichas

categorias.

Lema 5.2.5.1 Sea h : X — X' wuna mMs—funcion (biyectiva), entonces
U(h) : D(X') — D(X) definida por ¥(h)(V) = h=Y(V) para cada V € D(X'), es

un mMsz—homomorfismo (isomorfismo).

Dem. Resulta inmediato por ser h una mM3;—funcién. O
Lema 5.2.5.2 Sean (X, R3, Ry) y (X', RS, R{)) dos mMs;—espacios y h : X — X' una
funcion. Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) h es un isomorfismo en m9MMs,

(ii) h es un isomorfismo en Mg y verifica:
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() (z,y) € R3 si, y solo si, (h(x),h(y)) € RS,

(b)) (x,y) € Ry si, y solo si, (h(z),h(y)) € R,

Dem.

(i) = (ii):

Sea h : X — X’ un isomorfismo en mt3, entonces h es un morfismo en mM3 y existe
g : X' — X morfismo en mMM3, tal que hog = Idx y goh = Idx/. Luego h y g son

M;3—funciones y por lo tanto h es un isomorfismo en $t3. Veamos ahora que se verifican
(@) y ().

(a’) Sea (z,y) € Ra3, entonces por la condicién (a) del Lema 5.2.2.5, se verifica que
(h(z),h(y)) € RL. Por otro lado si (h(z),h(y)) € RS, entonces por (b) del Lema
5.2.2.8, existe z € X tal que (z,2) € Rz y h(z) < h(y). Como h es un isomorfismo
de orden, tenemos que z < y y por ser R3(x) un conjunto creciente de X, se cumple

que (z,y) € R3.

(b’) Si (z,y) € Ry, entonces por (c) del Lema 5.2.2.8, se verifica que (h(z), h(y)) € R.,.
Reciprocamente, si (h(x),h(y)) € R\, entonces por (d) del Lema 5.2.2.8, existe
t € X tal que (z,t) € Ry y h(y) < h(t). Luego por ser h un isomorfismo de orden,
se cumple que y <ty como Ry(z) es un decreciente de X tenemos que y € Ry(z),

en consecuencia (z,y) € Ry.

(i) = (i):

Sea h es un isomorfismo en Mtz que verifica las condiciones (a’) y (b’). Luego h es una
Ms—funcion y existe una Mz—funcion g, tal que hog = Idx vy goh = Idx/. Entonces solo
resta probar que h y g son mM;z—funciones, para ello tendremos en cuenta el Lema 5.2.2.8.

Las condiciones (a) y (c), de dicho lema, se verifican por (a’) y (b’). Probemos ahora
(b) y (d).

(b) Sea (h(z),y) € RS, como h es biyectiva, por ser un isomorfismo de orden, existe
u € X tal que h(u) =y. Luego (h(z), h(u)) € RS, de donde por (b’), se verifica que
(x,u) € R3y h(u) <.
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(d) Sea (h(x),y) € Rl, por ser h biyectiva, existe v € X tal que h(v) = y. Por lo

tanto (h(x), h(v)) € R\, de donde teniendo en cuenta (b’), inferimos (z,v) € Ry con

y < h(v).

Lema 5.2.5.3 Sea (X, R3, Ry) un mMs—espacio, (D(X),3r,,Vr,) sumMs—reticulo aso-
ciado, donde 3p,(U) = {z € X : R3(z)NU # 0} y Vg, (U) = {z € X : Ry(z) C U},
para cada U € D(X). Entonces ex: X — I,(D(X)) definida por
ex(z) ={V € D(X) :x &V}, verifica:

(1) (I,y) € Ry si, Y solo S, (€X<‘T>7 6X(y)) € R3R3 :
(11) (Z’,y) € Ry sty Y solo s, (EX('T)7 GX(y)) € RVRV‘

Dem.
(i) (5,y) € Rs si, y solo si, (ex(x), ex(y)) € Rap,:

(=): Sea (1) (z,y) € R3 y supongamos que (ex(z),ex(y)) ¢ Rs,,, entonces
EII_%;(eX(a:)) Z ex(y). Luego existe U € D(X) tal que U € Hﬁi(ex(x)) y U ¢ ex(y),
lo cual implica que Jx,(U) € ex(z) o lo que es equivalente R5'(U) € ex(z). Por lo tanto
x ¢ R3'(U) e y € U, de donde resulta (r,y) € Ra, que contradice (1).

(«): Sea (ex(v),ex(y)) € Ray,, entonces (1) Jpi(ex(x)) € ex(y). Si suponemos que
(z,y) ¢ Ra, por Corolario 5.2.2.2, existe U € D(X) tal que x ¢ R5'(U) e y € U. Luego
3r,(U) € ex(z) y por lo tanto U € I3l (ex(z)). Esta afirmacién implica, teniendo en

cuenta (1), que U € ex(y) e y € U, lo que es una contradiccion.

(11) <x7y) € Ry s1, y solo si, <6X(I)7 6X(y>> < RVRV:

(=): Sea (z,y) € Ry y supongamos que (ex(z),ex(y)) ¢ Ry, . Entonces ex(y)) &
‘v’}}i(ex(x)), lo cual implica que existe U € ex(y)) tal que U ¢ Vﬁi(ex(@). Por lo tanto
(1) y €U y Vg, (U) ¢ ex(x), de donde tenemos x € Vg, (U), es decir Ry(xz) C U. Como

por hipdtesis y € Ry(x), entonces y € U, lo que contradice (1).
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(«): Sea (ex(x),ex(y)) € Rvy,, entonces (1) ex(y) C Vﬁi(EX(I)). Si suponemos que
(x,y) € Ry, por el Corolario 5.2.2.2; existe U € D(X) tal que y ¢ U y Ry(z) C U. Luego
(2) © € Vg, (U) y U € ex(y). Por lo tanto de (1) resulta que U € Vg (ex(x)), es decir
Vi, (U) € ex(x), lo cual implica z ¢ Vg, (U) que contradice (2).

a

Proposicién 5.2.5.4 Sea (X, R3, Ry) un mMs;—espacio. Entonces ex : X — L,(D(X))
definida por ex(x) ={V € D(X) :x & V} es un m9Mzg—isomorfismo.

Dem. Resulta de los Lemas 5.2.5.2 y 5.2.5.3 y el hecho de que ex es un isomorfismo

en 9)4(3. O

Proposicién 5.2.5.5 Sean (L,3,V) y (L', 3,V') mMs—reticulos y h : L — L' un
mMs—homomorfismo, entonces la aplicacion ®(h) : I,(L') — ZI,(L), definida por
®(h)(I") = hH(I"), para cada I' € T,(L'), es una mMs—funcidn.

Dem. En la proposicién 4.2.4.5, demostramos que ®(h) es una ¢M3;—funcién. Resta probar
que para todo V' € D(Z,(L)) se verifican (mMf1) y (mMf2), de la Definicién 5.2.1.2.
En primer lugar tengamos en cuenta que si V € D(Z,(L)), existe a € L tal que

or(a) = V. Probemos ahora las condiciones requeridas.

(mMf1) {P € Z,(L') : R (P)n®(h)~ (V) # 0} = ©(h)"'({Q € Z,(L) : Ra(Q)NV # 0}):

Esta condicién es equivalente a probar que R3'(®(h)~H(V)) = ®(h)(R3'(V)).

Sea P € R (®(h)~YV)), como ®(h) es una funcién continua, se verifica
®(h)~Y(or(a)) = op/(h(a)), entonces P € R3' (01, (h(a))). Luego existe Q € op/(h(a)) tal
que (P,Q) € Rz, por lo tanto 371(P) C Q y h(a) € Q, de donde resulta h(a) & 31(P)
o lo que es equivalente ' (h(a)) ¢ P. Como h es un mMz—homomorfismo, se verifica
entonces que h(Ja) ¢ P, es decir Ja ¢ h™(P), lo que implica a ¢ h~'(P). En con-
secuencia h™'(P) € V y como Rj3 es reflexiva y h™'(P) es un ideal primo, tenemos que

h=Y(P) € R3'(V), es decir ®(h)(P) € R5'(V), de donde resulta que P € ®(h)~*(R5'(V)).
Probemos ahora la otra inclusién. Sea P € ®(h)"}(R5'(V)), entonces

®(h)(P) € R3'(V), por lo tanto h™'(P) € R3'(0r(a)). Luego existe Q € or(a) tal que
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(h~Y(P),Q) € Rs, entonces 37 (h™1(P)) C Qya & Q,lo que implica que a ¢ 371 (h~1(P)).
De lo anterior, como h es un mM;z;—homomorfismo, resulta que 3(h(a)) ¢ P y por ser
h=Y(P) un ideal primo, se verifica que h(a) ¢ P, o lo que es equivalente a ¢ h™'(P),
lo cual implica que P € ®(h)"*(V). Finalmente por ser Rz reflexiva, inferimos que

P € Ry (2(h)1(V)).

(nMf2) {P € I,(L) : Ry (P) € ®(h)~'(V)} = ®(h) T ({Q € Z,(L) : Ry(Q) C V}):

Sea P € {P € Z,(L') : Ry(P) C ®(h)"*(V)}, entonces Ry (P) C ®(h)~*(V). Como
®(h) es una funcién continua, se verifica ®(h)~!(or(a)) = or/(h(a)), y por consiguiente
Ry(P) C or/(h(a)). Del hecho que Ry es reflexiva, podemos concluir que h(a) ¢ P, es
decir a ¢ h™'(P). Como h™'(P) es un ideal primo se verifica que Ya ¢ h™'(P) y en
consecuencia a ¢ V1 (h~!(P)). Consideremos por otro lado Q € Ry(®(h)(P)), entonces
(®(h)(P),Q) € Ry, lo que implica que Q@ C V~1(®(h)(P)). Como a & V1 (®(h)(P)),
entonces a ¢ ) de donde resulta que @ € or(a) = V. Por lo tanto Ry(®(h)(P)) C V' y
asi P e B(h)({Q € T,(L) : R(@) C V).

Reciprocamente, sea P € ®(h)*{Q € Z,L) : Ry(Q) C V}), entonces
©(h)(P) € {Q € Z,(L) : Ry(Q) € V'}, lo que implica que Ry(®(h)(P)) €V = or(a) y
por lo tanto como Ry es reflexiva y h™!(P) es un ideal primo, concluimos Va ¢ h™!(P).
Por otra parte, si R € Ry/(P), entonces (P,R) € Ry, y por lo tanto R C V' ~}(P).
Como Ya ¢ h™'(P) y h es un mMs—homomorfismo, tenemos que V'(h(a)) & P, es
decir h(a) ¢ R, de donde concluimos que h™'(R) € o.(a), o lo que es equivalente
R € ®(h)"}(V). Hemos probado asi que Ry (P) C ®(h)~!'(V), de donde resulta que
Pe{PeT,(L): Ry(P)C d(h)\(V)}

Las Proposiciones 5.2.3.1, 5.2.4.2, 5.2.5.4 y 5.2.5.5 y el Lema 5.2.5.1, nos permiten

concluir el siguiente:

Teorema 5.2.5.6 Las categorias mMsz y m9IMNg son dualmente equivalentes.
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5.3. Congruencias y algebras subdirectamente irre-

ducibles en mMj

Teniendo en cuenta la dualidad obtenida anteriormente, en esta seccién damos una
caracterizacion del reticulo de las congruencias de un mM;z—reticulo, en término de ciertos
subconjuntos cerrados de su mMsz—espacio asociado. Luego, utilizando este resultado,

determinamos los mMs;—reticulos subdirectamente irreducibles.

5.3.1. Caracterizacion del reticulo de las mMj3—congruencias

Definicién 5.3.1.1 Sea (X, R3, Ry) un mMs—espacio. Diremos que un subconjunto Y

de X es un
(i) Ry—cono, si Y = Ry(Y),
(ii) Rg—cono, si Y = R3(Y),

(iii) R—-cono, si es un Ry—cono y un Rz—cono simultdineamente.

Con RY(X), RS(X) y RY(X)indicaremos la familia de todos los Ry—conos, R3—conos

y R—conos de Xrespectivamente.

Lema 5.3.1.2 Sea (X, R3, Ry) un mMs—espacio. Entonces se verifican:
(i) O y X son Ry—conos y Ra—conos.

(ii)) Para todo = € X, Ry(x) (Rz(x)) es un subconjunto cerrado y Ry—cono

(R3—cono) de X.

(i1) Si {Yi}ier es una familia de Ry—conos (R3—conos) de X, entonces |JY; y (Y:
il iel
son Ry—conos (Rz—conos) de X.
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Dem.

En el Lema 4.3.1.2, se prob6 que () y X son Rs—conos, R3(z) es un subconjunto

cerrado y Rz—cono de X y que si {Y;};c; es una familia de Rs—conos de X, entonces

() Y: Rs—conos de X.

el

(i)

(iii)

() y X son Ry—conos:

Como Ry es reflexiva, entonces se verifica que X C Ry(X) y por lo tanto X = Ry(X).
Supongamos que Ry(0)) # 0. Entonces existe x € Ry(0), lo que implica que existe
y € 0 tal que (y,z) € Ry, lo cual es absurdo. Luego Ry (D) = 0.

Para todo x € X, Ry(z) es un subconjunto cerrado y Ry—cono de X:

Por (mM3), se verifica que Ry(x) es un subconjunto cerrado de X. Ademés como
Ry es reflexiva, se verifica que Ry(z) C Ry(Ry(x)). Probemos la otra inclusion. Sea
y € Ry(Ry(x)), entonces existe z € Ry(x) tal que (z,y) € Ry. Luego (z,2) € Ry y
(z,y) € Ry, de donde por ser Ry una relacién transitiva, se verifica que (z,y) € Ry,

lo que implica que y € Ry(x).

Si {Y;}icr es una familia de Ry—conos de X, entonces |JY; v (Y son

el i€l
Ry—conos de X:
Sea {Y;}icr es una familia de Ry—conos, entonces Y; = Ry(Y;) para todo i € I.

Por ser la relacién Ry reflexiva, se verifica que |J Y; € Ry(UJ Yi) vy N Y: € Re(N Y)).
Por otra parte, si y € Ry({J Yi), entonces ex;SGtIe ze U )Z/fltal qufl(z, y) € Rz\fl Por
lo tanto existe ig € I tal qileelz €Y, = Ry(Y;), lo quezeifnplica que existe t € Y;, tal
que (t,z) € Ry. Luego (t,y) € Ry con t € Y}, entonces y € Ry(Y;,) =Y, y por lo
tanto y € |J Y;. Andlogamente, si y € Ry([) Y:), entonces existe z € [ Y; tal que
(z,y) € R\;.EILuego z € Y; = Ry(Y;) para tozdeoli € I. Entonces y € RV({E)I =Y, para

todo i € I, lo cual implica que y € [ Y;. O
iel

Como consecuencia del Lema 5.3.1.2, el conjunto RS (X) es un subreticulo completo de

P(X). En particular, los subconjuntos de X que son cerrados, A—involutivos y Ry—conos,
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ordenados por inclusién, forman un subreticulo del conjunto Ca(X) de los subconjuntos

cerrados y A—involutivos de X. Dicho subreticulo serd denotado Cag, (X).

Observacién 5.3.1.3 En el Teorema 4.3.1.3, se demostrd que el reticulo Car,(Z,(L)) de
los subconjuntos cerrados, A—involutivos y Ra—conos de Z,(L), es isomorfo al dual del
reticulo Congmg (L) de las QMs—congruencias o congruencias compatibles con el operador
3 y el isomorfismo lo establece la funcion Ocaps(Y) = {(a,b) € L x L : or(a)NY =
or(b)NY}.

El siguiente teorema muestra que existe una correspondencia biunivoca entre las con-
gruencias de un Mjz—reticulo L, compatibles con el operador V, y ciertos subconjuntos

cerrados de su mMsz—espacio asociado.

Teorema 5.3.1.4 Sea (L,3,V) un mMs—reticulo e (Z,(L), R3, Ry) el mMs—espacio aso-
ciado a L. Entonces el reticulo Cap,(Z,(L)) de los subconjuntos cerrados, A—involutivos y
Ry—conos de Z,(L), es isomorfo al dual del reticulo Cony, (L, V) de las Ms—congruencias

compatibles con el operador ¥ y el isomorfismo lo establece la funcion dada por

OY)={(a,b) e Lx L:or(a)NY =0o,(b)NY}.

Dem. Sabemos que ©(Y) es una Mz—congruencia. Probemos que esta relacién es com-
patible con el operador V. Sea (1) (a,b) € ©(Y) y (2) Q € o(Va) NY. Supongamos que
Vb € @, entonces b € V1(Q) y por lo tanto b ¢ L\V(Q). Como L\VHQ) =V L\ Q)
es un filtro, existe un filtro primo P tal que V"' (L\ Q) C Py b & P. Luego existe un ideal
primo R = L\ P tal que R C V"1(Q), lo cual implica que (Q, R) € Ry y en consecuencia
R € Ry(Q), de donde por ser Ry(Q) un subconjunto cerrado, podemos afirmar que existe
S € max Ry(Q) tal que R C S. Como b € R, se verifica b € S, luego S & or(b)NY y por
(1) resulta (3) S & or(a) NY. Por otro lado como S € Ry(Q) con @ € Y, tenemos que
S € Ry(Y), de donde por ser Y un Ry—cono, se cumple que S € Y. Entonces de (3), se
verifica que a € S y por lo tanto a € V71(Q), es decir Va € @, lo que contradice (2). Por
lo tanto Vb € Q y asi @ € o.(¥b) NY. En consecuencia or(Va) Y C or(¥Vb) NY. La otra
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inclusién se demuestra en forma andloga y por lo tanto (Va,Vb) € O(Y), resultando de
este modo que O(Y') es compatible con el operador V.

Como Cag,(Z,(L)) es un subreticulo de Ca(Z,(L)), entonces la aplicacién Y — O(Y)
es inyectiva y un homomorfismo de reticulos entre Cag,(Z,(L)) y el dual de Conn, (L, V).
Solo resta probar que esta aplicacion es sobreyectiva. Sea 6 € Conp, (L, V), como 0 es una
congruencia de Mz—reticulos, entonces 6§ = O(Y) siendo Y = {¢;'(Q) : Q € Z,(L \ )}
un conjunto cerrado y A—involutivo de Z,(L). Para completar la prueba debemos probar
que Y € RS(Z,(L)). Por ser Ry reflexiva, se verifica Y C Ry(Y). A continucién probamos
la otra inclusién. Sea T' € Ry(Y') y supongamos que (4) T" ¢ Y. Luego existe P € Y tal
que T € Ry(P), es decir (P,T) € Ry, lo cual implica T' C V~(P). Como Ry(P) es un
cerrado de Z,(L), existe (5) @ € max Ry(P) tal que (6) T' C (). Por otra parte como
Y es un conjunto A—involutivo, de (4) y (6), se verifica que @ ¢ Y, ademés por ser un
subconjunto cerrado de Z,(L), existen a,b € L tales que a € Q, b € Q y (7) (a,b) € 0.
Consideremos ahora I, el ideal generado por {b} U Q. Si fuese I NV~ (L \ P) = ), como
V(L \ P) es un filtro de L, por el teorema de Birkhoff-Stone, existe un filtro primo R tal
que VI(L\ P)C ReINR=1,]loqueimplica que R C L\ Q. Entonces existe un filtro
primo R tal que Q C L\ R C L\V~'(L\ P) =V~ !(P). Si llamamos S a L\ R, se verifica
que S €Z,(L)y @ €S CV!(P), lo que contradice el cardcter maximal de Q en Ry(P).
Luego I NV~ (L \ P) # 0, entonces existe m € I NV1(L\ P), lo que implica que existe
q € Q tal que m < bV ¢, de donde Ym < V(b V q). Como Vm € L\ Py L\ P es un filtro
primo, entonces V(bV q) € L\ P, lo que implica P € o,(V(bV q)) NY, ademas de (7), se
verifica que (a V q,bV q) € 6 = O(Y). Por ser la relacién compatible con el operador V,
tenemos que (V(aV q),¥(bV q)) € ©(Y), de donde resulta P € o, (V(aV q))NY y por lo
tanto V(a V q) € P. Entonces a V q € V"'(P), de donde por (5),aV ¢ & Q, peroa € Q y
q € @, lo que contradice que () es un ideal. Luego 7' € Y y de esta forma queda probado

que Y es un Ry—cono de Z,(L).
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En forma andloga a lo realizado por S. Celani en [9], para caracterizar las congruencias

de los OQ—reticulos, introducimos la nocién de conjunto R—saturado.

Definicién 5.3.1.5 Sea (X, R3, Ry) un mMs—espacio. Diremos que un subconjunto Y

de X es un
(i) Ra—saturado, si min R3(z) CY, para cada x € Y,
(ii) Ry—saturado, st max Ry(x) C Y ,para cada x € Y,
(i) R—saturado, si M(x) CY, para cadax € Y, siendo M (x) = min R3(z) Umax Ry(x).

Con Satp,(X), Satg,(X) y Satg(X), indicaremos la familia de los subconjuntos

R3—saturados, Ry—saturados y R—saturados de X respectivamente.

Observacién 5.3.1.6 Si (X, R3, Ry) un mM;z—espacio, entonces RS (X) C Satg,(X).
En efecto, sea Y € RS (X), entonces Y = Ry(Y). Consideremos x € Y y z € max Ry(z).
Luego z € Ry(x) conx €Y, lo que implica que z € Ry(Y') y por lo tanto z € Y. Entonces

maz Ry(z) CY, para cada x € Y y en consecuencia Y € Satg,(X).

Proposicién 5.3.1.7 Sea (X,Rs,Ry) un mMs—espacio e Y un subconjunto

A—involutivo de X . Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:
(i) Y € RY(X),
(ii) Y € Satg,(X).

Dem.

(i) = (ii): Es inmediato de la Observacion 5.3.1.6.

(ii) <= (i): SeaY € Satp,(X). Como Ry es reflexiva, se verifica que Y C Ry(Y'). Probemos
la otra inclusién. Sea z € Ry(Y), entonces existe y € Y tal que z € Ry(y). Como Ry(y)
es un subconjunto cerrado de X, existe ¢t € maz Ry(y) tal que (1) z < t. Por ser Y un
subconjunto Ry—saturado, se verifica que t € Y, entonces de (1), teniendo en cuenta que

Y es A—involutivo, resulta que z € Y. Luego Ry(Y) =Y y por lo tanto Y € RS (X).
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Observaciones 5.3.1.8

(i) En la Proposicién 4.3.2.5, se demostrd que cuando un conjunto Y es un subconjunto

A —involutivo de X, entonces Y € RY(X) si, y solo si, Y € Satg,(X).

(ii) Es facil verificar que los subconjuntos cerrados, AN—involutivos y R—saturados de un
mMs—espacio X, ordenados por inclusion, constituyen un subreticulo del reticulo
Ca(X), de los subconjuntos cerrados y A—involutivos de X. A dicho subreticulo lo

simbolizaremos con Cag(X).

Proposicién 5.3.1.9 Sea (X, R3, Ry) un mMs—espacio e Y un subconjunto /A—involutivo

de X . Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:
(1) Y es un conjunto R—saturado,

(i) Y es Ry—saturado y Ry—saturado,

(iii) Y es Rg—cono y Ry—cono,

(iv) R3(Y)=Y y Ry(Y)=Y.

Esta nocion de R-—saturado, nos permite caracterizar el reticulo de las

mM3—congruencias como mostramos a continuacion.

Teorema 5.3.1.10 Sea (L,3,V) un mMs—reticulo e (Z,(L), Ra, Ry) el mMs—espacio
asociado a L. Entonces el reticulo Cas(Z,(L)), de los subconjuntos cerrados,
A—involutivos y R—saturados de I,(L), es isomorfo al dual del reticulo Conmm,(L),

de las mMs—congruencias, y el isomorfismo lo establece la funcion definida

por Ocas(Y)={(a,b) e Lx L:o(a)NY =o(b)NY}.

Dem. SeaY € Cas(Z,(L)), entonces sabemos que Ocas(Y') es una Mz—congruencia. Por
otro lado como Y es un R—saturado de Z,(L), por la Proposicién 5.3.1.9, se verifica que
Y € RY(Z,(L)) N R§(Z,(L)), lo que implica que Ocas(Y) es una Mz—congruencia com-

patible con los operadores 3y V y en consecuencia Ocas(Y) € Conmm, (L). Por otro lado
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como Cas(Z,(L)) es un subreticulo de Ca(Z,(L)), entonces la aplicacion Y — Ocag(Y)
es inyectiva y un homomorfismo de reticulos entre Cag(Z,(L)) v el dual de Conmm,(L).
Solo resta probar que esta aplicacién es sobreyectiva. Sea 6 € Congmm, (L), como 6 es una
congruencia de Mz—reticulos, entonces = Ocas(Y) = {(a,b) € L x L : op(a)NY =
o (0)NY}conY = {g,"(Q) : Q € Z,(L\0)} un conjunto cerrado y A—involutivo de Z,(L)
(ver Teorema 2.2.1.8). Para completar la prueba debemos probar que Y es un R—saturado
de Z,(L). En la demostracién del Teorema 4.3.1.3 se demostré que Y € RY(Z,(L)) y en
la demostracién del Teorema 5.3.1.4, se probé que Y € RY(Z,(L)). Luego se verifica que
Y € Capr,(Z,(L)) N Cars(Zy(L)). De esto tltimo, por lo visto en la Proposicién 5.3.1.9,
Y es un R—saturado de Z,(L) y asi Y € Cag(Z,(L)). En consecuencia la aplicacién ©cas

es sobreyectiva.

5.3.2. Algebras simples y subdirectamente irreducibles en mMj3

A continuacién indicamos algunos resultados que nos fueron de utilidad para determi-

nar los mMs—reticulos subdirectamente irreducibles.

Lema 5.3.2.1 Si (X, R3, Ry) un mMs—espacio, x € X y R = R3N Ry, entonces R(z) =
Rs(z) N Ry(x) es un cerrado y R—saturado de X. Si ademds x € min X, se verifica que

R(z) es decreciente.

Dem. Sea = € X, entonces por (mM3) tenemos que Rs(z) y Ry(z) son subconjuntos
cerrados de X, en consecuencia R(z) es un cerrado de X.

Por otro lado sea y € R(x)y M(y) = min R3(y)Umax Ry(y). Como por la Proposicién
5.2.2.7, se verifica que min R3(y) = min R(y) y maz Ry(y) = max R(y), entonces M (y) C
R(y). Ademés por ser la relacién R transitiva, del hecho que y € R(z), se verifica que
R(y) € R(z). Luego tenemos que para cada y € R(z), M(y) C R(z), lo que implica que
R(z) es un R—saturado de X.

Supongamos ahora que z € min X. Sean y € R(x) y u € X tal que u < y. Como

y € Ry(x) y Ry(x) es decreciente tenemos que (1) u € Ry(z). Luego (z,u) € Ry y por
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(mM12), existe z < x tal que (u, z) € R3y (z,u) € R3. Entonces teniendo en cuenta que
x € min X, se verifica que x = z y por lo tanto (z,u) € R3, lo que implica (2) u € R3(x).

De (1) y (2), u € R(x) y por lo tanto R(z) es decreciente.

Proposicién 5.3.2.2 Si (X, R3, Ry) un mMs—espacio, R = R33N Ry y x € minX,

entonces [R(z)) es un cerrado, A—involutivo y R—saturado de X .

Dem.

(i) [R(x)) es un cerrado de X: Es consecuencia del Lema 5.3.2.1, pues se verifica R(z)

es un cerrado de X y por lo tanto [R(z)) es también un cerrado de X.

(ii) |

R(z)) es un subconjunto A—involutivo de X: Para ello vamos a demostrar que
(R

()
(x)) es creciente y decreciente. Es evidente que [R(z)) es creciente. Sean y € [R(x))

y u <y, entonces existe z € R(x) tal que z < y y se presentan los siguientes casos:

(a) y = w: En este caso es evidente que u € [R(x)).

(b) u < yyz=1y: Comox € minX, por el Lema 5.3.2.1, R(x) es decreciente,

entonces teniendo en cuenta que y € R(z), resulta u € [R(x)).

(c) u<yy z<uy: Porser X un Ms—espacio, se verifica que u = z y por lo tanto

u € R(z) C [R(z)).

(iii) [R(z)) es un R—saturado de X: Sea y € [R(z)) y M(y) = min R3(y) Umazx Ry(y).
Entonces existe (1) z € R(x) tal que (2) z < y. Sea u € M(y), entonces se presentan
dos casos: (a) u € min R3(y) o (b) u € max Ry(y). Si ocurre (a), por (mM18),
u € R(y) y por lo tanto (3) (y,u) € R. Por otro lado, como z € Rz(z) y este
conjunto es creciente tenemos, de (2), que y € Rz(z), es decir (4) (z,y) € Rs.
Ademas de (1), (z,z) € R3. De esto ultimo, (3), (4) y la propiedad transitiva,

resulta que u € R3(z), de donde por (mM19), podemos concluir que u € [R(x)).
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Supongamos el caso (b), luego por (mM21), y € R;'(v), es decir (5) (u,y) € Ry.
Por otro lado como y € Ry(y) y Ry(y) es decreciente, de (2), z € Ry(y) es decir
(6) (y,2) € Ry. Finalmente de (1), (5) y (6), u € R;'(x) y por (mM20), u € [R(z)).

O

Lema 5.3.2.3 Si (X, R3, Ry) un mM;s—espacio, entonces el inico subconjunto cerrado y

A—involutivo que contiene a min X, es el propio espacio.

Dem. Sea Y subconjunto de X cerrado y A—involutivo tal que (1) min X CY.Siz € X
entonces por ser X un Mz—espacio se verifica que (2) z € min X o (3) € max X. Si
ocurre (2), entonces por (1), se verifica x € Y. Si es verdadero (3), existe t € min X tal
que t < z. Luego por (1), t € Y y como Y es A—involutivo, entonces = € Y. Por lo tanto
Y =X. O

Proposicién 5.3.2.4 Sea (X, R3, Ry) un mMs—espacio, tal que el mMs—reticulo aso-
ciado (D(X),3r,, Vr,) es subdirectamente irreducible. Si'Y es un subconjunto no vacio,

cerrado y A—involutivo de X, entonces las siguientes condiciones son equivalentes:
(i) Y es R—saturado,
(ii) min X C Y.

Dem. (i) = (ii): Sea Y € Cag(X) \ {0}. Como D(X) es un mM;z—reticulo subdirec-
tamente irreducible, entonces por el Teorema 5.3.1.10, existe My € Cag(X) méaximo no
trivial. Luego My # X y existe m € min X tal que (1) m ¢ My. Ademas por la Proposi-
cién 5.3.2.2, si R = R3N Ry, se verifica que [R(m)) € Cag(X)\ {0} v [R(m)) € My, pues
caso contrario, como m € R(m), tendriamos que m € M. Esto implica que [R(m)) = X.

Si My # (), entonces, por ser M, un conjunto A—involutivo, existe z € My N min X.
Luego z € [R(m)) y por lo tanto existe s € R(m) tal que s < z. Como z € min X,
tenemos que s = z, entonces z € R(m), de donde, por ser R una relacién de equivalencia,

resulta que m € R(z). Esto implica, por la Proposicién 4.3.3.1, que m € min R3(z) y
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como My es R—saturado y z € My, se verifica m € M, lo que contradice (1). Luego
My =0y por lo tanto Y = X, lo que implica que min X C Y.
(ii) = (i): Es inmediato, pues si min X C Y, como X es A—involutivo, tenemos que

Y = X y por lo tanto Y es R—saturado. O

Corolario 5.3.2.5 Sea (X, R3, Ry) un mMs—espacio y (D(X), 3r,, Vr,) sumMs—reticu-

lo asociado. Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:
(1) (D(X),3nr,, Vr,) es un mMs—reticulo simple,
(i) (D(X), 3Ry, Vr,) es un mMs—reticulo subdirectamente irreducible.

Dem.

(i) = (ii): Inmediato.

(ii)= (i): Por hipdtesis existe My € Cag(X) tal que (1) My # X ysi S € Cag(X) y
S # X, entonces S C Mj. Supongamos que My # (), entonces por la Proposicién 5.3.2.4,
min X C My, lo cual implica, por Lema 5.3.2.3, que My = X, lo que contradice (1). Por
lo tanto My = () y en consecuencia los tinicos elementos de Cag(X) son ) y X, de donde

se tiene, por el Teorema 5.3.1.10, que D(X) es un mM;z—reticulo simple. O

Lema 5.3.2.6 Sea (X, R3, Ry) un mMs—espacio, R = RsN Ry y U € D(X). Entonces

dr,(U) es un abierto, cerrado y R—saturado de X .

Dem.

Como (X, R3, Ry) un mM;z—espacio, entonces (X, R3) es un gMs—espacio y por el
Lema 4.3.3.6, 3p,(U) es un abierto, cerrado y Rz—saturado de X y en consecuencia
min R3(y) € Jr,(U), para cada y € Ip,(U) = R5'(U) .

Por otra parte si z € max Ry(y), entonces (y, z) € Ry, o lo que es equivalente teniendo
en cuenta (mM>5), (z,y) € R3. Como (y,u) € R3 para algin u € U, entonces (z,u) € R,
lo que implica que 2 € R3'(U), y por lo tanto z € 3p,(U). En consecuencia M(y) =
min R3(y) U max R3(y) C 3p,(U) para cada y € Jp,(U), por lo tanto I, (U) es un

subconjunto R—saturado de X. O
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Corolario 5.3.2.7 Sea (X, R3, Ry) un mMsz—espacio, R= RsN Ry yU € D(X). SiU

es A—involutivo, entonces g, (U) es un R—cono, abierto, cerrado y A—involutivo de X .

Dem. Si U € D(X), es un subconjunto A—involutivo de X, por Lema 5.3.2.6 se verifica
que Jg,(U) es un subconjunto abierto, cerrado y R—saturado de X. Por otro lado como
A*U = U, teniendo en cuenta la propiedad (E6) en D(X), se verifica A*(p,(U)) =
dr,(U) y por lo tanto Jz,(U) es A—involutivo. Luego por las Proposiciones 4.3.2.5 y

5.3.1.7, tenemos que 3, (U) es un R—cono. O

Proposicién 5.3.2.8 Sea (X, R3, Ry) un mMs—espacio y (D(X),3ry, Vr,) sumMs—re-

ticulo asociado. Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:
(1) Jrs(D(X)) es un Ms—reticulo simple,
(ii) (z,y) € R3, para todo x,y € min X,

(ili) (D(X),3rs, VR,) es un mMs—reticulo simple.

Dem.

(i) = (ii): Inmediato por la Proposicién 4.3.3.11.

(i) = (iii): Sea Y € Cas(X)\ {@}, entonces por ser Y un conjunto A—involutivo, existe
z € minX NY. Luego si € min X, entonces por (ii), se verifica que (z,2) € R3 y
por lo tanto x € R3(Y'). Como Y es R—saturado, Y es un Rz—saturado, entonces por la
Proposicién 4.3.2.5, Y es un R3—cono y en consecuencia x € Y. Esto implica que min X C
Y, de donde, teniendo en cuenta el Lema 5.3.2.3, se verifica que Y = X. Luego por el

Teorema 5.3.1.10, D(X), es un mMj—reticulo simple.

(iii) = (i): Sea D(X) un mM;s—reticulo simple y supongamos que Iz, (D(X)) no es un
M;z—reticulo simple. Luego existen U,V € D(X) tales que 3p,(U) # X, I, (V) # X,
dpo(U) # 0, Ap (V) # Oy Fr,(U) # Iy (V). En consecuencia existen z,y € X tales
que x € g, (U), y € g (V), x ¢ Fr.(V), vy ¢ Ir(U), y por lo tanto (1) (x,y) ¢ R3y

(y,x) ¢ R3. Supongamos que x € min X oy € min X, entonces en virtud de la Proposi-

cién 5.3.2.2, se verifica que [R(z)) € Cas(X) \ {0} o [R(y)) € Cas(X) \ {O}, ademas
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[R(z)) # X o [R(y)) # X. En efecto, si z € min X y [R(z)) = X, entonces y € [R(z)),
lo cual implica que existe z € R(x) = R3(x) N Ry(x), tal que z < y. Como por (mM3),
R3(z) es creciente y z € Rs(z), entonces se verifica que y € Rz(z), de donde por la
propiedad transitiva de la relacién Rz, tenemos que (x,y) € R3 que contradice (1). En
forma andloga se prueba que [R(y)) # X, siy € min X. Luego [R(z)) € Cag(X)\ {0, X}
o [R(y)) € Cag(X)\ {9, X}, lo que contradice que D(X) un mMjz—reticulo simple. Por
lo tanto z € max X e y € max X, entonces teniendo en cuenta que X es un Mz—espacio
y el Lema 4.3.3.9, existen m,n € min X tales que m < z, n < y, (m,n) ¢ Ry
(n,m) ¢ R3. Luego por la Proposicién 5.3.2.2, [R(n)) y [R(m)) son R—saturados, cerra-
dos y A—involutivos, tales que [R(n)) # X, [R(m)) # X, [R(n)) # O y [R(m)) # O, lo

que contradice, por el Teorema 5.3.1.10, que D(X) es un mM;z—reticulo simple.

Corolario 5.3.2.9 Si (L,3,V) es un mMsz—reticulo, entonces las siquientes condiciones

son equivalentes:

(i) (L,3,V) es un mMs—reticulo subdirectamente irreducible,
(i) (L,3,V) es un mMs—reticulo simple,
(iii) 3(L) es un Ms—reticulo simple,
(iv) (L,3) es un gMs—reticulo subdirectamente irreducible,
(v) (L,3) es un gMs—reticulo simple,

(vi) (L) es isomorfa al dlgebra (T, A\, V,~, A, 0), donde T es la cadena con tres ele-
mentos {0,1/2,1} con 0 < 1/2 <1 y las operaciones ~ y A\ estin definidas en la

sigutente tabla:

x |~z | Ax
0 0 0
12 1 |0
1|12 1




Dem.

Es consecuencia inmediata del Corolario 5.3.2.5, la Proposicién 5.3.2.8, el Corolario

4.3.3.13 y la propiedad (M33) de la Seccién 1.4 del Capitulo 1. O

Corolario 5.3.2.10 Sea el Ms—reticulo (T, A, V,~ A,0) donde T es la cadena de tres
elementos {0,1/2,1} con 0 < 1/2 < 1, X es un conjunto no vacio y TX es el conjun-
to de todas las funciones de X en T, donde las operaciones de Msz—reticulo se definen
puntualmente. Si para cada f € TX se define (3f)(x) =\ f(X), y (Vf)(z) = A\ f(X),
para todo x € X, donde \/ f(X) y \ f(X) son el supremo y el infimo del conjunto f(X)

respectivamente, entonces (TX,3,V) es un mMs—reticulo simple.

Dem. Es claro que por la forma como esta definido, (T, 3, V) es un mMsz—reticulo, donde
ademas se verifica que 3(T*) = T. Luego por el Corolario 5.3.2.9, se verifica que (T, 3)

es un gMs—reticulo simple y por lo tanto (TX,3,V) es un mMs—reticulo simple. a

Proposicién 5.3.2.11 Sea (L,3,V) un mMs—reticulo simple. Entonces erxiste una
mM;—funcién sobreyectiva de T,(TN%()) en T,(L), donde T es la cadena de tres ele-
mentos {0,1/2,1} con 0 < 1/2 <1 y (TV%L) V) es el mMs—reticulo simple indicado
en el Corolario 5.3.2.10.

Dem. Sea (L, 3,V) un mMjz—reticulo simple.

Por el teorema de representacién para los Msz—reticulos (ver [14]), existe un
M3z —homorfismo inyectivo de h : L — TN%(E) Luego se sigue de la dualidad para
los Ms—reticulos que existe una Mz—funcién sobreyectiva ®(h) : Z,(TN%(1)) — T (L).

Como por el Corolario 5.3.2.9, (L,3) es un gMz—reticulo simple, entonces por lo
visto en la demostracién de la Proposicién 4.3.3.16, podemos asegurar que ®(h) es una
qMs—funcién. Resta probar que (1) ®(h)~1(VU) = V®(h)~1(U), para todo U € D(Z,(L)).
Como (L, 3) y (TV%(L) J) son ¢Ms—reticulos simples, entonces por el Corolario 4.3.3.12,
tenemos que

AD(I,(L))) = {0, minT,(L), T,(L)} vy
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3(D(Z,(TV%0))) = {0, min T,(TA (1)), T, (TVED) .
Por otro lado por ser (D(Z,(L)), 3rs, V&) ¥ (D(Z,(TN5(E))), 3., Vr,) mMs—reticu-
los, se verifica que 3(D(Z,(L))) = Y(D(Z,(L))) y H(D(Z,(TN%(H))) = Y(D(Z,(TNE0)))).
Entonces teniendo en cuenta Proposicién 4.3.3.15 y el hecho de que ®(h) es sobreyec-
tiva, inferimos que ®(h)(min Z,(TN*))) = minZ,(L), de donde se verifica (1), y por lo

tanto la demostracién estda completa. O

Corolario 5.3.2.12 Sea (L,3,V) un mMs—reticulo simple y (TN 3 V) el mMs—reti-
culo dado como en el Corolario 5.3.2.10. Entonces eziste un mMg—homomorfismo inyec-

tivo de L en TNZe(L),
Dem. Es consecuencia inmediata de la Proposicién 5.3.2.11. ]

Corolario 5.3.2.13 Si (L,3,V) es un mMs—reticulo, entonces las siguientes condiciones

son equivalentes:
(i) (L,3,V) es un mMs—reticulo subdirectamente irreducible,
(i) (L,3,V) es un mMs—reticulo simple,

(iii) (L,3,V) es isomorfo a un mMs—subreticulo del mMs—reticulo (TN%(F) 3V, in-

dicado en el Corolario 5.3.2.10.

Dem. Es consecuencia inmediata de los Corolarios 5.3.2.9 y 5.3.2.12. O

Ahora, consideramos el caso de los mMs—reticulos simples finitos.

Corolario 5.3.2.14 Si (L,3,V) es un mMs—reticulo finito, entonces las siguientes con-

diciones son equivalentes:
(i) (L,3,V) es un mMs—reticulo subdirectamente irreducible,

(i) (L,3,Y) es un mMs—reticulo simple,
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(iii) (L,3,V) es isomorfo a un mMs—subreticulo del mMs—reticulo (T",3,V), indicado

en el Corolario 5.3.2.10, para algin n € IN.
Dem. Es consecuencia inmediata del Corolario 5.3.2.13. O

Ejemplo 5.3.2.15

El diagrama de Hasse anterior corresponde al mMs—reticulo simple (subdirectamente
irreducible) (T?,3,V) del Corolario 5.3.2.10, las operaciones correspondientes estdn dadas

en la tabla dada a continuacion:

x |0lal|b|c|d|e|f 1
~z|0|clelall|b]|yg d
Az [0]0|0]c|Olelc|e]l
Ve |O|lclelc|l]le]l1|1]1

dr |0|d|d|1|d|1]|1]1]|1
Ve (010]0|0]|d|0|d]|d]|1

Se ha resaltado, en el grifico, como la imagen de los cuantificadores 3 y ¥V, es decir (L) y
V(L), es isomorfa a T, la cadena con tres elementos {0,1/2,1} con 0 < 1/2 < 1. Ademds

vemos que 3(L) = V(L) = {0,d, 1}.
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Por otro lado, otro hecho importante de destacar, es que en este caso, como la negacion
~ no se comporta como una negacion de De Morgan, no es posible definir, con esta
negacion, un cuantificador en funcion del otro, de la manera cldsica, como se muestra
a continuacion: ~ da =~ d = 1 mientras que ¥V ~ a = VYc = 0, por lo que resulta que

~da #V ~ a.

5.4. Relacién entre los M3;—reticulos monadicos y los
gMs;—reticulos

En esta seccion, nuestra atencién esta focalizada en determinar que en un Mj3;—reticulo
monadico (L, A, V,~, /A, 3V, 0,1) se puede definir el cuantificador universal ¥ a partir del
cuantificador existencial 3, lo que nos va a permitir afirmar que todo ¢gMsz—reticulo es un

Ms3—reticulo monadico.

5.4.1. Otra caracterizacion de los cuantificadores en el mM3;—re-

ticulo dual de un m M3—espacio

Como nuestro objetivo es lograr definir el cuantificador V en funcion del cuantificador
d en los mMs—reticulos, comenzamos analizando si esto es factible en los mM;s;—reticulos
duales de los mM3;—espacios. Para ello en primer lugar obtenemos otra caracterizacion de

estos cuantificadores en los mM;z—reticulos duales de los mM;—espacios.

Proposicién 5.4.1.1 Sea (X, R, Ry) un mMs-espacio y (D(X),3rs,Vr,) su
mMjs-reticulo dual, donde I (U) = {x € X : Ra(x)NU # 0} yVp,(U) = {z € X :
Ry(z) C U}, para cada U € D(X). Si R = R3N Ry, entonces para cada U € D(X) se

verifican:
(i) 3rs(U) = 3r(U) = R(U),
(i) Vg, (U) =Vr(U) =X\ R(X\U).
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Dem. La demostracién de (ii), estd realizada en el Corolario 5.2.3.3. Probemos ahora (i).
Sea ¥ € Ip,(U), entonces z € RS (U) y por lo tanto existe y € U tal que (z,y) € R3.
Luego y € R3(x), siendo R3(z) un conjunto cerrado de X. Ademds por (mM17), podemos
asegurar que min R3(z) C R3'(x). Si y € min R3(x), entonces y € R3'(x), luego por
(mM5), tenemos que (z,y) € Ry y en consecuencia (z,y) € R. Resulta de este modo, por
ser R una relacién de equivalencia, que (y,x) € Ry por lo tanto x € R(U). Si fuera que
y ¢ min R3(z), como R3(z) es un conjunto cerrado de X, existe z € minR3(x) tal que
z < y. Luego (v, z) € R3 y por otro lado, por (mM17), z € R5'(x), de donde obtenemos
que (z,z) € Ry. Tenemos asi que (z,z) € RsN Ry = R. Ademds como y € U y U es
decreciente, z € U. Luego (z,z) € R, con z € U y por lo tanto x € R(U).
Reciprocamente, si x € R(U), existe u € U tal que (u,z) € R = R3N Ry. Entonces

(u,z) € Ry = R5', de donde tenemos que (z,u) € R3, y por lo tanto z € R3*(U).

5.4.2. Algebra de Kleene asociada a un Mjz—reticulo

A continuacién probamos que en un Msz—reticulo acotado L se puede definir una
negacién de De Morgan. Para ello tenemos en cuenta que por la propiedad (MP2), los
Ms—espacios son suma cardinal de cadenas de dos elementos y en consecuencia cuando
se considera un elemento x de un Mz—espacio X se verifica que [z) Nmazx X = {y} vy

(x] Nmin X = {z}. Esto nos lleva a enunciar la siguiente proposicion:

Proposicién 5.4.2.1 Sea (X,7,<) un Mz—espacio y (D(X),N,U, A% =0, X) su

Ms—reticulo dual. Entonces la aplicacion g : X — X dada por

() y, stz €minX y [x) Nmazx X ={y}
g\r) =
z, siz €maxr Xy (z]Nmin X = {z}

es un homeomorfismo involutivo y un antiisomorfismo de orden.

Dem. Del hecho que X, es un Ms—espacio, es suma cardinal de cadenas de dos elementos,

y por lo tanto si x € X, entonces x € C,, donde C,, es la cadena de dos elementos que
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contiene a z y (z < y oy < x). Luego en ambos casos tenemos que g(x) = y, siendo esta
aplicacién, biyectiva, un antiisomorfismo de orden y tal que g(g(x)) = x. Para probar que
g es un homeomorfismo, como g es una biyeccién y ¢ = ¢!, es suficiente probar que g es
continua. Ademds, teniendo en cuenta que la familia X = {U : U € D(X)}U{X\U : U €
D(X)} es una subbase de la topologia 7, es suficiente probar que para todo U € D(X),
g ' (U) ety X\g ' (U) € 7, 0lo que es equivalente en este caso g(U) € 7y X \g(U) € T,
para todo U € D(X). Para ello probaremos que (I) X\g(U) = (X\V*U)U(UN(X\A*U)).

() X\ g(U) € (X\VU)UUNX\AU)):

Supongamos que existe (1) z € X \ g(U) tal que z € V*U) y x € U N (X \ A*U). Es
decir (2) 2 e VU y (3)x ¢ U o (4) x € A*U). Sivale (2) y (3), z € =U y por lo tanto
existe y € minxNU tal que y < z. Entonces g(z) = y € U y tenemos que g(y) = = € g(U),
lo que contradice (1). Por otra parte si se verifica (2) y (4), C, = {z, g(z)}, la cadena que

contiene a x, es tal que C, C U y por lo tanto x € g(U), lo que contradice (1).

(i) (XA VO)UUN(X\AT)) € X\ gU):

Sea (1) z € (X \ V*U)U (UnN (X \ A*U)) y supongamos que = € ¢(U). Luego
existe u € U tal que x = g(u). se pueden presentar entonces los siguientes casos: (a)
u € mar X o (b) u € min X. En el caso (a), u € A*U C U C V*U, lo que implica que
& (X\VU)U(UN(X\A*U)), que contradice (1). Si ocurre (b), se pueden presentar
dos subcasos (bl) g(u) € U o (b2) g(u) ¢ U. Si fuese (bl), g(u) = x € max XNU C A*U,
lo que implica que x ¢ UN (X \ A*U). Por otro lado como g(u) =z € U C V*U, entonces
r ¢ X \ V*U. en consecuencia z ¢ (X \ V*U)U (U N (X \ A*U)), lo que contradice
(1). Si se verifica (b2), es claro que x € V*U y ademds como x ¢ U, se verifica que

r g UN((X\A*U). Por lo tanto z ¢ (X \ V*U)U (UN (X \ A*U)), que contradice (1).

De (I), tenemos que X \ g(U) € D(X), para todo U € D(X). En consecuencia
X\ g(U) es abierto y cerrado en X, para todo U € D(X), lo que nos permite afirmar que
X\g(U)eryg(U) e T paratodo U € D(X) y por lo tanto g es un homeomorfismo. O
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Corolario 5.4.2.2 Sean (X, 1, <) un Ms—espacio y la aplicacion g : X — X dada por

() y, sizx € minX y [z) Nmax X = {y}
g(x) =
z, six €mar Xy (z]Nmin X = {z}

Entonces (X, 7,<,g) es un espacio de Kleene, seqiin W. Cornish y P. Fowler en [12] y
[13].

Dem. Es consecuencia inmediata de la Proposicién 5.4.2.1 y el hecho de que para todo

x € X se verifique que x y g(x) son comparables. O

Corolario 5.4.2.3 Sea (X,7,<) un Ms—espacio. Si en D(X) definimos
~* U = X\gU), para cada U € D(X), donde g es la aplicacion definida en el
Corolario 5.4.2.2, entonces (D(X),N,U,~* 0, X) es un dlgebra de Kleene.

Dem. Es consecuencia inmediata del Corolario 5.4.2.2 y de la dualidad para las dlgebras
de De Morgan, més precisamente (D(X),N, U, ~* (), X) es un algebra de Kleene, segin
lo establecido en [12] y [13]. O

Corolario 5.4.2.4 Sea L € Ms e I,(L) su Ms—espacio asociado. Si para cada
U € D(Z,(L)) definimos ~* U = I,(L) \ g(U), donde g : T,(L) — Z,(L) es la apli-
cacion definida como en el Corolario 5.4.2.2, entonces (D(Z,(L)),N,U,~*0,Z,(L)) es
un dlgebra de Kleene, y ademds ~* U = (Z,(L) \ V*U) U (U N (Z,(L) \ &A*U), para
todo U € D(Z,(L)).

Dem. Inmediata del Corolario C 5.4.4 y lo visto en la demostracién de la Proposicién

5.4.2.1. a

Teorema 5.4.2.5 Sea L € Mg, Z,(L) su Ms—espacio asociado y or, : L — D(Z,(L))
definida como en (A1). Si para cada a € L definimos =~ a = Va V (a A Aa) , donde Va
y Aa son el complemento booleano en K(L) de Va y Aa respectivamente, entonces se

verifica que (L,\,V,~,0,1) es un dlgebra de Kleene.
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Dem. Por ser L un Mjz—reticulo acotado, se verifica que (L, A,V,0,1) es un reticulo
distributivo acotado. Ademéas por la Proposicién 2.2.4.6, el Corolario 5.4.2.4 y el hecho
de que la funcién oy, : L — D(Zp(L)) es un Mg—isomorfismo tenemos que
or(~a) = o.(VaV (a A Aa)) = o.(Va) Uor(a A Da) = (Z,(L) \ 0r.(Va)) U (o1(a) N
o1(Da)) = (T(L)\ 01(Va)) U(oL(a) N (Z,(L) \ (01(Aa))) = (Z,(L) \ Vior(a)) U(oL(a) N
(T,(L) \ A% (04(a)) =~* a1(a)

Teniendo en cuenta lo anterior resulta que
(i) op(m=~ a) =~* op(~ a) =~*~* op(a) = or(a).
(ii) op(~ (a AD)) =~* or(a Nb) =~ (or(a) Nop(b)) =~* op(a)N ~* or(a) =
oL(Ra)Nop(~a) =or(~aN = D).

De (i), (ii)) y la inyectividad de la funcién oy, obtenemos que =~ a =a vy
~ (aAb) =~ a/ = b, lo que prueba que (1) (L, A, V,~,0,1) es un algebra de De Morgan.

Por otra parte si a,b € L, como (D(X),N,U,~* (), X) es un algebra de Kleene,
entonces se verifica que
(iii) op(a A= a) =op(a)N ~* or(a) Cop(b)U ~* o,(b) = or(bV = b), de donde por ser
o, un isomorfismo entre dos algebras de De Morgan, es un isomorfismo de orden y por lo
tanto tenemos que (2) a A~ a < bV = b, para todo a,b € L.

Luego de (1) y (2), (L, A, V,=,0,1) es un dlgebra de Kleene. O

5.4.3. Relacion entre los cuantificadores de un mM3—reticulo

Los siguientes lemas nos dan algunas propiedades de la relacion R = R3N Ry, definida

en los mM;s-espacios que nos seran ttiles mas adelante.

Lema 5.4.3.1 Sea (X, R3, Ry) un mMs-espacio y R = R3 N Ry. St x,;m € min X y

s,u € X son tales que x < s y m < u, entonces se verifican las siguientes propiedades:
(i) (z,m) € R, implica que (s,u) € R,
(i) si (s,u) € R, entonces (x,m) € R.
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Dem.
(i): Por la hipdtesis, como (z,m) € R, tenemos que (x,m) € R3. Entonces por el Lema
4.3.3.9, como x,m € min X, resulta que (m,x) € R3, (s,u) € R3y (u,s) € R3. Por lo

tanto (s,u) € Ry y en consecuencia (s,u) € R.

(ii): Sea (s,u) € R, entonces (s,u) € Ry. Como Ry(u) es decreciente, tenemos que
(u,m) € Ry. Luego por transitiva se verifica que (s,m) € Ry y por consiguiente
(m, s) € Ra. Entonces por (mM4), existe ¢ < s tal que (¢t,m) € Ry (m,t) € R3. Por lo
tanto puede ocurrir que t = s o t = x. En el primer caso, es evidente que (s,m) € R. En
el segundo caso, como (m, s) € Ry y (s,2) € Ry, resulta que (m,z) € Ry. De esto ultimo,

por (mM16), (z,m) € Ry, de donde (x,m) € R. O

Lema 5.4.3.2 Sean (X, R3, Ry) un mMs—espacio y las aplicaciones f; : X — X,
definida por fi(z) =y si, y solo si, y € (x] "min X para todo x € X, y fo : X — X,
definida por fa(x) =y si, y solo si, y € [x) Nmax X para todo x € X. Entonces fi y fo
son funciones continuas y constantes sobre las cadenas maximales de X 1y satisfacen las

condiciones (mMfl)y (mMf2) de la Definicién 5.2.1.2, es decir para i = 1,2 se verifican:
(mMf1) {ze€ X :Ry(x)Nf'(V)£0}=f"'{r e X : Riz)NV #0}),

(mMf2) {z € X :Ry(z) C fi'(V)}=f"'{xr e X' : Ri(z) CV}).

Dem.

De la definicién de f; y fo se sigue que para todo x,y € X, x < y implica que
filz) = fily) y folz) = faly).

Ademés es simple de verificar que para todo V € D(X) fi' (V) = V*V y £, (V) =
A*V. Como V'V € D(X) y AV € D(X) se sigue que f; {(V), fyH(X \V), f;(V),
f;1(X \ V) son abiertos en X. Estas tltimas afirmaciones y el hecho de que la familia
{V e D(X)} U{X \ V} es una subbase de 7, nos permiten asegurar que las funciones f;
y fa son continuas.

Teniendo en cuenta que para cada V € D(X) se verifican que f; (V) = V*V y que

(D(X), 3R, Yry) es un mMs—reticulo, entonces f; satisface las siguientes condiciones:
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(mMf1) {z € X :Ra(zx)Nfi*(V)#0} = f7'({x € X : Ra(x) NV # B}):
En efecto,

{re X :Ra(x)N f71 (V)£ 0} ={xc X:Rs(x) N V*V £ (0}
= 35, (VV) = V°(Er,V) = [ @rV) = [T ({ € X : Ra(e) NV # D).
(mMf2) {r € X:Ry(x) C fi*(V)}=fi'{z € X : Ry(x) CV}):

En efecto,

{r e X :Ry(x) C fi'(V)} ={r € X : Ry(x) CV*V}
= Vg, (V'V) = V*(Vp,V) = f{ ' (Vr,V)
Por otro lado, se prueba de manera andloga que f, satisface las siguientes condiciones:

(mMf1) {r € X:Ry(x)Nf'(V)#0}=f,'({z € X : Ra(x) NV #0}),
(mMf2) {r € X :Ry(x) C fi*(V)} = fi'{zr € X : Ry(x) CV}). O

El siguiente lema se prueba en forma analoga al Lema 5.2.2.8

Lema 5.4.3.3 Sean (X, R3, Ry) y (X', R, R},) dos mMs—espacios y h : X — X' una

funcion continua y creciente. Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:
(i) h wverifica las condiciones (mMfl)y (mMf2) de la Definicién 5.2.1.2,
(i) h satisface las siguientes condiciones:
(a) si (z,y) € Ra, entonces (h(z),h(y)) € RS,
(b) si (h(z),y) € RS, entonces existe z € X tal que (v,2) € R y h(z) <y,
(c) si(z,y) € Ry, entonces (h(z),h(y)) € Ry,
(d) si (h(z),y) € R, entonces existe z € X tal que (z,2) € Ry yy < h(z).
Corolario 5.4.3.4 Sean (X, R3, Ry) un mMs—espacio y las aplicaciones f; : X — X,

definida por fi(z) =y si, y solo si, y € (z] "N min X para todo v € X, y fo : X — X
definida por fo(x) =y si, y solo si, y € [x) Nmax X para todo x € X. Entonces:
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(i) f1 satisface las siguientes condiciones:

(a) si(x,y) € R3, entonces (fi(x), f1(y)) € Rs,

(b) si (fi(x),y) € Ra, entonces existe z € X tal que (z,2) € Ry y fi1(2) <y,

(¢) si(z,y) € Ry, entonces (f1(x), f1(y)) € Ry,

(d) si (fi(z),y) € Ry, entonces existe z € X tal que (z,2) € Ry ey < fi(2).

(ii) fo satisface las siguientes condiciones:

(a) si(x,y) € R3, entonces (f2(x), f2(y)) € R3,

(b) si (fa(x),y) € Ra, entonces existe z € X tal que (x,2) € Ry y fa(2) <y,

(c) si(z,y) € Ry, entonces (fa(x), f1(y)) € Ry,

(d) si (fa(z),y) € Ry, entonces existe z € X tal que (z,2) € Ry ey < fo2).
Dem. Es consecuencia de los Lemas 5.4.3.2 y 5.4.3.3 . a

Lema 5.4.3.5 Sean (X, R3, Ry) un mMjs-espacio, R= RsN Ry yg: X — X la apli-
cacion definida en la Proposicion 5.4.2.1. Entonces g satisface las siguientes propiedades

para todo x, y € X:

(i) stx € max X y (x,y) € R, entonces y € mazx X,
(i) siz e minX y (x,y) € R, entonces y € min X,
(i) (z,y) € R, siy solo si, (9(x),9(y)) € R.

Dem.
De las definiciones de las funciones f; y fo tenemos que se verifican:
(a) min X = fi(X) y maz X = f(X),
(b) x € min X si, y solo si, z = fi(z),
(¢) x € max X si, y solo si, x = fo(x).

Ademas teniendo en cuenta la definicion de g dada en Proposicion 5.4.2.1, resulta que
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(d) g(min X) = maz X,

() g(maz X) = min X.
Por lo tanto

(f) g(maz X) = f1(X),

(8) g(min X) = fo(X),

de donde se sigue que g esta dada por

fi(z), six € marX
g(x) =
fa(z), six € minX

(i): Sean z,y € X tales que (1) x € mazx X y (2) (z,y) € R. Entonces de (1) y (c)
tenemos que x = fy(x), de lo que se sigue por (2), que (f2(z),y) € R3N Ry. Por lo tanto
(f2(z),y) € Ra, entonces del Corolario 5.4.3.4, podemos afirmar que existe z € X tal que
(x,2z) € R3y fa(2) < y. Como fo(z) € mazr X, de la dltima afirmacién concluimos que

y = fo(z) y por consiguiente de (a), y € mazx X.

(ii): Es consecuencia inmediata de (i). En efecto, sean =, y € X tales que (1) z € min X
y (2) (z,y) € R. Si suponemos que y ¢ min X, entonces por ser X un Ms-espacio se
sigue que y € maz X, de lo que inferimos de (2) y el inciso (i), que z € maz X, lo que

contradice (1).

(iii): Sean z, y € X tales que (1) (x,y) € R, entonces de los incisos (i) y (ii), tenemos que
(2) z, y € min X o (3) z, y € mazx X. Si vale (2), entonces z < g(z) y y < g(y), de donde
se sigue por el Lema 5.4.3.1, que (g(x),g(y)) € R. Si se verifica (3), entonces g(z) < x y
g(y) <y, de donde se sigue por el Lema 5.4.3.1, que (g(z),g(y)) € R.

La reciproca es inmediata, teniendo que g es una involucién. En efecto, sean z, y € X
tales que (g(x),g(y)) € R, entonces (g(g(x),g(g9(y))) € R, y como g es una involucién

concluimos que (z,y) € R.
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Corolario 5.4.3.6 Sea (X, R3, Ry) un mMs—espacio. Si g es la aplicacion de la Proposi-
cién 5.4.2.1, entonces para todo x € X, g(R(x)) = R(g(x)).

Dem. Es consecuencia inmediata del inciso (iii) del Lema 5.4.3.5. a

Lema 5.4.3.7 Sea (X, R3, Ry) un mMs-espacio y R = R3N Ry. St g es la aplicacion de
la Proposicion 5.4.2.1, entonces R(g(U)) = g(R(U)), para cada U € D(X).

Dem. Del Corolario 5.4.3.6, obtenemos que para cada U € D(X),

R(g(U)) = uLEJU R(g(u)) = ULEJUQ(R(U)) = g(uLGJU R(u)) = g(R(U)). =
Teorema 5.4.3.8 Sea (X, R3, Ry) un mMs—espacio y (D(X),3r,, Vr,) sumMs—reticu-
lo asociado, donde I, (U) ={x € X : R3(x)NU # 0} y Vg, (U) ={z € X : Ry(z) C U},
para cada U € D(X). St en (D(X), definimos ~* U = X \ g(U), siendo g la aplicacion de
la Proposicién 5.4.2.1 y V*U =~* 3, ~* U, para cada U € D(X), entonces se verifica
que Vg, (U) = V*U.

Dem. Teniendo en cuenta la Proposicién 5.4.1.1 y la forma como estan definidos los
operadores tenemos que VU = X \ g(R(X \ g(U))) vy Vg, (U) = X \ R(X \ U), donde
R = R3NRy. Como g es una aplicacién biyectiva, se verifica que X\ g(U) = g(X\U) y por
lo tanto R(X \ g(U)) = R(g(X \U)). Entonces por el Lema 5.4.3.7, podemos asegurar que
g(R(g(X\U))) =g(g(R(X\U))). De esto ultimo, como g es una involucién, obtenemos
que g(R(g(X \U))) = R(X \ U) y en consecuencia Vg (U) = V*U. O

Corolario 5.4.3.9 Sea (L,3,V) € mMj e (Z,(L)R3, Ry) su mMs—espacio asociado. Si
para cada U € D(Z,(L) definimos ~* U = I,(L) \ g(U), donde g : Z,(L) — Z,(L) es
la aplicacion definida como en la Proposicion 5.4.2.1 y V*U =~* dg, ~* U, entonces se

verifica que Vg, (U) =V*U, para cada U € D(Z,(L)).

Dem. Inmediata del Teorema 5.4.3.8. O
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Teorema 5.4.3.10 Sea (L,3,V) € mMs, (Z,(L)R3, Ry) su mMs—espacio asociado y
o, : L — D(Z,(L)) definida como en (Al). Si para cada a € L definimos =~ a =
VaV (a A DNa) , donde Va y Aa son el complemento booleano en K(L) de Va y Aa

respectivamente, entonces se verifica que ¥(a) =~ 3 = a.

Dem. Como oy, es un mMjz—isomorfismo, para cada a € L existe U € D(Z,(L) tal que
U = or(a). Luego por el Corolario 5.4.3.9 y el Teorema 5.4.3.8, podemos asegurar que
or(Va) = Vp,op(a) = Vor(a) =~* g, ~* or(a) =~ Jpor(~ a) =~ o(F =~ a) =

or(~ 3 ~ a). De donde por la inyectividad de o, se verifica que Ya =~ 3 ~ a. O

Observacion 5.4.3.11 En un mM;z—reticulo monddico (L, \,V,~,/\,;3,¥,0,1) los cuan-
tificadores 3 y ¥V se relacionan entre si mediante las operaciones \,V,~ y /\ de este sis-
tema algebraico, puesto que si x € K(L), entonces T =/ ~ (xV ~ 1) es su complemento

booleano y Va es una abreviatura del alemento aV ~ a, para todo a € L.

Corolario 5.4.3.12 Sea (L,\,V,~,A,3,0,1) un gMs—reticulo. Si para cada a € L, se
define Va =~ 3 ~ a, donde ~ a = Va V (a A Aa), entonces la operacion ¥ satisface las

propiedades (P1), (P2), (P3), (P4), (P5), (Q1) y (Q2).
Dem. Es consecuencia directa del Teorema 5.4.3.10. O

Corolario 5.4.3.13 Sea (L,\,V,~,A,3,0,1) un gMs—reticulo. Si para cada a € L, se
define ~ a = Va V (a A Aa) para todo a € L. Entonces (L,\,V,~,3,0,1) es un dlgebra

de De Morgan monddica y por lo tanto para todo a € L, 3 ~ da ==~ da.

Dem. Es consecuencia directa del el Corolario 5.4.3.12 y lo establecido por A. Petrovich

en [36]. O

Los resultados demostrados anteriormente nos permiten probar la siguiente equivalen-

cia:
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Teorema 5.4.3.14 Sea (L, A\, V,~, A\, 0,1) un Ms-reticulo acotado. Entonces las siquien-

tes condiciones son equivalentes:
(i) (L,A,V,~,A,3,0,1) un ¢gMs—reticulo acotado,
(il) (L, A, V,~, A\, 3V, 0,1) un mMs-reticulo,

donde Ya =~ I ~a y ~a = VaV (aAAa), para cada a € L, siendo Va y Aa el

complemento booleano en K(L) de Va y Aa respectivamente.
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Conclusiones y estudios futuros

En los estudios realizados en esta tesis podemos decir que en algunos temas hemos em-
pleado técnicas puramente algebraicas, como es el caso de todo lo realizado en el Capitulo
3, para estudiar el sistema determinante, los automorfismos y epimorfismos en Ms;—reticu-
los finitos y la estructura de los Ms—reticulos k—ciclicos. Mostrando que esta tltima va-
riedad es semisimple, finitamente generada y localmente finita. También con estas técnicas
abordamos, en los Capitulos 4 y 5, la relacién entre los ¢ Ms—reticulos (mMs—reticulos) y
los M3—reticulos k—ciclicos, demostrando que en esta clase de algebras es posible definir
una estructura de gMz—reticulo (mMsz—reticulo), a partir de la estructura k-ciclicla, y
en el caso finito, podemos en una estructura de gMz—reticulo (mM;z—reticulo) definir un
Ms-reticulo k-ciclico. Asimismo determinamos cémo una familia especial de subdlgebras
de un M3z—reticulo, nos permite obtener un cuantificador existencial (universal) de modo

que lo tranforme en un ¢Msz—reticulo (mMs—reticulo).

Otra de las técnicas empleadas son las topoldgicas. La dualidad de tipo Priestley
obtenida para los Ms—reticulos, nos fue muy 1til para caracterizar las congruencias, en-
tre ellas las principales, de esta clase de algebras, como asi también, mediante una exten-
sion de esta dualidad, las de los gM3z—reticulos y los Ms—reticulos monadicos. Pudiendo

posteriormente determinar las algebras subdirectamente irreducibles en cada caso.

Cuando se penso cuantificar la clase de los M3;—reticulos con dos cuantificadores, como
la negacién de esta clase de algebras, no es una negaciéon de De Morgan, al principio no
se sospechd que ambos operadores pudieran tener alguna relacion, pues los intentos via
algebraica para obtenerla fracasaron. Por ese motivo se trabajé en el Capitulo 5 en forma
independiente con ambos. Las caracteristicas del mMs;—espacio asociado a un Ms—reticulo
monadico, nos permitié mas adelante, con técnicas topologicas, definir una negacién de De
Morgan que permite interrelacionar ambos cuantificadores en los mMsz—reticulos duales de
los mM3z—espacios y posteriormente trasladar estos resultados al algebra. Esto resalta la
importancia de este tipo de representaciones topoldgicas y la eficacia de los procedimientos

utilizados, puesto que pueden ser empleados en otra clases de algebras de la légica.
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Con respecto a los estudios futuros podemos decir que nuestro interés estara focalizado
en estudiar el dlgebra libre en la clase de los gMjz—reticulos y determinar el cardinal
del algebra libre finitamente generada, como asi también abocarnos al estudio de los

Ms—reticulos temporales.
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