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Resumen

De las numerosas subvariedades de las dlgebras de Ockham, aquella estrechamente
relacionada con las algebras de De Morgan es K,, o con m > 1, la cual esta formada por las
dlgebras de Ockham que satisfacen la identidad adicional f*™(z) = x. Como las dlgebras
de Lukasiewicz-Moisil de orden n (o L,,—dlgebras) tienen un reducto que es un algebra de
De Morgan, T. Almada y J. Vaz de Carvalho ([1]) consideraron una generalizacién de las
L,—élgebras reemplazando dicho reducto por uno que pertenece a K, y, de este modo,
introdujeron la variedad de las édlgebras de Lukasiewicz m—generalizadas de orden n (o

Lm—algebras).

En esta tesis, nosotros continuamos con el estudio de esta variedad. Al volumen lo
hemos organizado en cinco capitulos. En el Capitulo I damos nociones basicas y hace-
mos un repaso de los resultados méas importantes de algebra universal. Adema&s, hemos
incluido una breve exposicion sobre la teoria de los calculos proposicionales extensionales
implicativos standars. Por tltimo, describimos la localizacion para reticulos distributivos
acotados. Todos estos temas los hemos incluido tanto para facilitar la lectura como para

fijar los conceptos que utilizaremos en el desarrollo de este trabajo.

En el Capitulo II, comenzamos nuestro estudio de las algebras de Lukasiewicz m—



generalizadas de orden n. En primer lugar, y motivados por el rol fundamental que de-
sempena la implicacién débil en las dlgebras de Lukasiewicz de orden n, introducimos una
operacion de implicaciéon en las L"—algebras. Esta implicacién nos permitié considerar la
nocién de sistema deductivo a partir de la cual caracterizamos a las congruencias. Cabe
senalar que este resultado fue fundamental para describir a las congruencias principales,
de manera més simple que la obtenida en [1] a partir de la teorfa de las élgebras de
Ockham. Ademas, dicha implicacién nos permitié definir un elemento fundamental para
obtener una nueva caracterizacién de las dlgebras simples y hallar el polinomio discrimi-
nador ternario para esta variedad. Algunos de los temas estudiados en este capitulo fueron

expuestos en las comunicaciones:

» Sobre las m—dlgebras de Lukasiewicz generalizadas de orden n, C. Gallardo y A.
Ziliani, LVIIT Reunién Anual de Comunicaciones Cientificas de la UMA, U.N. de
Cuyo, 2008.

s La variedad discriminadora de las m-dlgebras de Lukasiewicz generalizadas de orden
n, LVIII Reunién Anual de Comunicaciones Cientificas de la UMA, U.N. de Mar
del Plata, 2009.

Ademas, se encuentran publicados en [32]:

. Weak implication on generalized Eukasiewicz algebras of order n, A.V. Figallo, C.

A. Gallardo y A. Ziliani, Bulletin of the Section of Logic, 39, 4(2010), 187-198.

En el Capitulo III, y con el propdsito de hallar un calculo proposicional para el cual
las L"—algebras sean su contrapartida algebraica, introducimos una nueva operacion de
implicacion a la que denominamos implicacién standard. Ella jugé un papel primordial
en la resolucién del problema planteado y nos permitié obtener otra caracterizacién de

las congruencias. A continuacion describimos el célculo hallado, que denotamos £ y



probamos que pertenece a la clase de los sistemas proposicionales implicativos extension-
ales standards. Finalmente, demostramos el teorema de completitud para ¢. Ademas,
cabe mencionar que los resultados obtenidos en este capitulo dan respuesta positiva a un
problema planteado en [1]. Algunos de estos resulatdos fueron expuestos en la siguiente

presentacion:

= On the congruence m-generalized Lukasiewicz algebras of order n, C. Gallardo y A.

Ziliani, XVI EBL and 16"* Brazilian Logic Conference, Petrépolis, Brasil, 2011
y han sido publicados en [33]:

= The L' —propositional calculus, C. A. Gallardo y A. Ziliani. Mathematica Bohemica,
140,1(2015), 11-33.

En el Capitulo IV, desarrollamos la teoria de localizacion para las dlgebras de Lukasie-
wicz m—generalizadas de orden n. En particular, para cada L]'-algebra L determinamos
el algebra de fracciones L|C] asociada a un conjunto A-cerrado C' de L. A continuacién,
introducimos la nociéon de 1-ideal en las L]'-algebras lo que nos permitié definir una
topologia F para ellas y el concepto de F-multiplicador. Luego, a partir de estas nociones
construimos el algebra de localizacion L de L con respecto a F. Ademads, mostramos que
la L'—algebra de fracciones L;C] es un algebra de localizacién. Posteriormente, definimos
la nocién de L]'—4algebra de cocientes y probamos la existencia de la L]"—algebra maximal
de cocientes. En la ultima seccién de este capitulo nos dedicamos a analizar los resultados
antes descriptos para el caso de las L"-algebras finitas. En la siguiente comunicacion

presentamos algunos de estos temas:

» F-multipliers and localization of L —algebras, C. Gallardo y A. Ziliani, Workshop
Philosophy and History of Science State University of Campinas, UNICAMP, Camp-
inas, Brasil, 2012



Cabe mencionar que los mismos han sido aceptados para su publicacién en Journal of

Multiple-Valued Logic and Soft Computing (2016). ([34])

En el Capitulo V, nos abocamos al estudio de las propiedades de las L?-4lgebras
finitas y finitamente generadas, obteniendo importantes propiedades de los atomos en estas
algebras. A continuacion, describimos detalladamente a las algebras simples. Ademas,
determinamos la estructura de las L2-4lgebras libres con un conjunto finito de generadores
libres. Finalmente, indicamos un método para calcular el cardinal del algebra libre con

un conjunto finito n de generadores libres.



Abstract

Ockham algebras have a great number of subvarieties, but the ones which are more
closely related to De Morgan algebras are K,,o with m > 1. They are constituted by
Ockham algebras that satisfy the additional identity f?™(z) = x. Since Lukasiewicz-
Moisil algebras of order n have a reduct which is a De Morgan algebra, T. Almada y J.
Vaz de Carvalho ([1]) introduced a generalization of them, by switching this reduct by one
which belongs to K, 0. Hence, they introduced the variety of m—generalized Lukasiewicz

algebras of order n (or L"—algebras).

Our aim in this thesis is to study in depth this variety. More precisely, we have or-
ganized this work in five chapters. In Chapter I, basic definitions are provided and we
also do a review of the most important results in universal algebra. Furthermore, we have
included as well a brief discussion on the class of standard systems of implicative exten-
sional propositional calculi. Finally, we describe the localization for bounded distributive
lattices. These topics have been included not only to simplify the reading but also to fix

the notations and the definitions that we will use in this volume.

In Chapter II, we began our study of m—generalized Lukasiewicz algebras of order

n. First, and bearing in mind the fundamental role that the weak implication played in



the study of Lukasiewicz algebras of order n, we introduced an implication operation on
L"-algebras which generalize the latter. This notion enabled us to consider the notion
of deductive systems from which we have given a new characterization of the congruence
lattice on these algebras. It is worth mentioning that this result turned out to be very
useful for describing the principal congruences on L)'—algebras in a simpler way than the
one obtained in [1], where the theory of Ockham’s algebras was applied. In addition, the
aforementioned implication allowed us to define a fundamental element for what follows
and, in this case, to obtain a new characterization of simple algebras and to describe the
ternary discriminator polynomial for this variety. Some of the above results were presented

in the following meetings:

» Sobre las m—dlgebras de Lukasiewicz generalizadas de orden n, C. Gallardo y A.
Ziliani, LVIIT Reunién Anual de Comunicaciones Cientificas de la UMA, U.N. de
Cuyo, 2008.

s La variedad discriminadora de las m-dlgebras de Lukasiewicz generalizadas de orden
n, LVIII Reunién Anual de Comunicaciones Cientificas de la UMA, U.N. de Mar
del Plata, 2009.

Furthermore, they were published in [32]:

. Weak implication on generalized Eukasiewicz algebras of order n, A.V. Figallo, C.

A. Gallardo y A. Ziliani, Bulletin of the Section of Logic, 39, 4(2010), 187-198.

In Chapter III, and in order to obtain a propositional calculus which has L]"—algebras
as the algebraic counterpart, we introduced another implication operation on these alge-
bras which we called standard implication. This provided us with a crucial tool not only
to solve the formulated problem, but also to give a new characterization of the congruence

and the principal congruence lattice of these algebras, simpler than all the above obtained
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descriptions. Next, we described the propositional calculus, denoted by £, and we proved
that it belongs to the class of standard systems of implicative extensional propositional
calculi. Finally, the completeness theorem for ¢ is obtained. It is worth noting that in
this chapter we have given a positive answer to the problem posed in [1]. Besides, some

of the topics presented in this chapter were previously discussed in the following event

= On the congruence m-generalized Lukasiewicz algebras of order n, C. Gallardo y A.

Ziliani, XVI EBL and 16" Brazilian Logic Conference, Petrépolis, Brasil, 2011.
and they have been published in [33]:

= The L"—propositional calculus, C. A. Gallardo y A. Ziliani. Mathematica Bohemica,
140,1(2015), 11-33.

In Chapter IV, we have developed the theory of localization for m—generalized Lukasiewicz
algebras of order n. In particular, for each L]"-algebra L we have determined the L]'—
algebra of fractions L[C|] relative to an A-closed system C of L. Later on, we introduced
the notion of 1-ideal on L!"-algebras which allows us to consider a topology F for them
and the concept of F-multiplier. Furthermore, we have proved that the L]"-algebra of
fractions L|C] is an L"-algebra of localization. Moreover, we have defined the notion of
L™-algebra of quotients and we have proved the existence of the maximal L;"'-algebra of
quotients. By the end of this chapter, our attention is focused on analyzing the aforemen-
tioned results for the case of finite L]'—algebras. Some of these results were presented in

this report:

» F-multipliers and localization of L"—algebras, C. Gallardo y A. Ziliani, Workshop
Philosophy and History of Science State University of Campinas, UNICAMP, Camp-
inas, Brasil, 2012
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Besides, it is worth mentioning that these topics have been accepted for publication in

the Journal of Multiple-Valued Logic and Soft Computing (2016). ([34]).

In Chapter V, our main aim was to study the properties of finite and finitely generated
L2—algebras. In particular, we have obtained important results on the atoms of them.
Next, we have provided an exhaustive description of the simple L2-algebras. Finally, we
have determined the structure of the free L2—algebras with a finite set of free generators
and we have also indicated a method to calculate the cardinal number of them in terms

of the number of the free generators.
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Introduccion

Las élgebras de De Morgan fueron introducidas por Gr. Moisil ([49]) y estudiadas, en
primer lugar, por Bialynicki-Birula y H. Rasiowa ([6]) y por J. Kalman ([44]). Mientras
que los primeros autores llegaron al estudio de las mismas por sus investigaciones sobre el
tratamiento algebraico de la légica constructiva con negacién fuerte, J. Kalman inrodujo
los reticulos distributivos con una involucién, no necesariamente acotados, con el propdsito
de obtener una abstraccion comin de las algebras de Boole y de los grupos reticulados-
ordenados. En particular, las dlgebras de De Morgan (o M—dalgebras) fueron presentadas
como algebras (A, A,V, f,0,1) de tipo (2,2,1,0,0) tal que (A,V,A,0,1) es un reticulo
distributivo acotado y f es un endomorfismo dual del mismo reducto tal que f?z = x.
Cabe senalar que estas algebras constituyen la contrapartida algebraica de la bien conocida

légica de Belnap 4-valuada ([3, 4]).

En 1977, J. Berman ([5]) introdujo la nocién de dlgebra de Ockham, como una ge-
neralizacién del concepto de algebra de De Morgan. Mas precisamente, como reticulos
distributivos acotados con un endomorfismo dual f del mismo reducto. Estas dlgebras son
la contrapartida algebraica de sistemas proposicionales en las que no existen las paradojas

de implicacion material y omite la ley de la doble negacién. La clase de algebras de Ockham
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contiene, ademas de la clase de algebras de De Morgan, a otras clases también conocidas,
como por ejemplo, la de las algebras de Boole, las adlgebras de Kleene y las dlgebras de
Stone. Las dlgebras de Ockham fueron asi designadas por A. Urquhart, teniendo en cuenta
que las leyes de Morgan se atribuyen (al menos en el caso de la logica proposicional)
al 16gico Willians de Ockham. Desde el estudio iniciado por J. Berman en 1977, que
evidencia la importancia de las algebras de Ockham en general, muchos son los algebristas

de referencia que han contribuido al desarrollo de la teoria.

Por otra parte, J. Berman en el mismo trabajo en que define las algebras de Ockham
([5]), también presenta algunas subvariedades de las mismas que son notadas por K, ¥
se caracterizan por verificar la identidad f2"™™ = f™ con n € IN, m € INU {0}. Estas
clases de algebras han sido estudiada por numerosos autores (ver por ejemplo [10, 12, 64,
65, 72, 85, 86, 87]). Obsérvese que la variedad Ky o corresponde a clase de las dlgebras de
De Morgan.

J. Lukasiewicz en 1920 introdujo las légicas multivaluadas ([47]). Gr. Moisil en [50]
consideré las dlgebras de Lukasiewicz de orden 3 y 4 con el fin de obtener la contra-
partida algebraica de las correspondientes légicas de Lukasiewicz. Luego, generalizd estas
nociones definiendo las algebras de Lukasiewicz n-valuadas ([51]) y las estudié desde el
punto de vista algebraico. Estas dlgebras son reticulos distributivos acotados en los cuales
estd definida una negacién de De Morgan y n — 1 operadores modales que satisfacen
ciertos axiomas. Es bien sabido que las dlgebras de Lukasiewicz n-valuadas no son la con-
trapartida algebraica del calculo proposicional de Lukasiewicz n-valuado para n > 5. La
nocién algebraica adecuada, para todo n € IN, n > 2, fue introducida por R. Grigolia
([41]), bajo el nombre MV, —élgebras, siguiendo algunas ideas de C. C. Chang. Como estas
estructuras no se basan directamente sobre reticulos, ellas no son de facil manejo en com-
paracién con la contrapartida algebraica correspondiente a otros cédlculos proposicionales

(por ejemplo, el cldsico, el intuisionista). Posteriormente, este problema fue resuelto por
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R. Cignoli ([24, 25]) agregando a las operaciones bésicas de las dlgebras de Lukasiewicz
n-valuadas ciertas operaciones binarias que satisfacen ecuaciones muy simples. El sistema

asi obtenido lo denominé algebras de Lukasiewicz n-valuadas propias.

Por otra parte, T. Almada y J. Vaz De Carvalho ([1]) introdujeron la variedad de
las algebras de Lukasiewicz m—generalizadas de orden n como una generalizacion de las
algebras de Lukasiewicz n-valuadas propias, remplazando el reducto de De Morgan por uno
que pertenece a K, ¢ y modificando algunas propiedades de los operadores de Moisil. Mas
precisamente, dichos operadores son V-hemimorfismos, pero no son A-hemimorfismos.
Este hecho nos llevo, en primer lugar, a cuestionarnos el motivo por el cual los operadores
de Moisil no conservaban sus condiciones iniciales. La respuesta obtenida (ver Seccién
2.7) nos motivo a continuar con el estudio de estas dlgebras y los temas desarrollados son

presentados en esta tesis.
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1. Capitulo I

En este capitulo exponemos algunos resultados bien conocidos que nos ayudaran a en-
tender los temas tratados en este trabajo. En primer lugar, repasamos distintos conceptos
de algebra universal que utilizamos més adelante. A continuacion, teniendo en cuenta el
importante libro de H. Rasiowa ([66]), exponemos en detalle tépicos sobre los calculos
proposicionales implicativos extensionales standards. Por tltimo, basdndonos fundamen-
talmente en el bien conocido trabajo de G. Georgescu ([35]), hacemos una resena de
resultados sobre la teoria de localizacion para reticulos distributivos acotados los cuales

juegan un papel fundamental para el desarrollo del Capitulo IV.

1.1. Nociones de algebra universal

Nosotros daremos por conocida la teoria de los reticulos distributivos, dlgebras de De
Morgan, algebras de Ockham y &algebras de Lukasiewicz—Moisil, pero el lector interesado

en ampliar detalles sobre estas dlgebras puede consultar por ejemplo [2, 7, 6, 10, 16, 39].
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1.1.1. Algebras universales

A continuacién, con el objeto de facilitar la lectura del texto y fijar las notaciones,
repasaremos aquellas nociones de algebra universal que vamos a utilizar con cierta fre-

cuencia. Los mismos pueden consultarse en [19, 40].

Sea A un conjunto no vacio y n un numero natural. Una operacion n—aria sobre A
es cualquier funcién f : A" — A, donde n es la aridad de f. Si n = 0, una operacién
O-aria o constante es un elemento de A. Una operacién finitaria sobre A es una operacion

n—aria para algiin nimero entero no negativo n.

Un lenguaje o tipo de algebras es un conjunto F cuyos elementos se llaman simbolos
de funcién, tal que a cada miembro de F se le asigna un nimero entero no negativo n,
llamado aridad de f y f se denomina simbolo de funciéon n—ario.

Si F es un lenguaje de élgebras, entonces un élgebra A de tipo F es un par (A, F)
donde A es un conjunto no vacio y F' es una familia de operaciones finitarias sobre A
indexada por F, tal que a cada simbolo de funcién n—ario f € F le corresponde una
operaciéon n—aria fA sobre A que pertenece a F, llamada operacién fundamental de A. El
conjunto A se llama universo o soporte del dlgebra A = (A, F). En lo que sigue, cuando
no haya lugar a confusién, escribiremos f en lugar de fA y si F es finito, por ejemplo
F={f1,f2,..., fx}, escribiremos (A, f1, fo, ..., fx) en lugar de (A, F'). En este caso, si n;
es la aridad de f; para 1 <1i < k, también diremos que A es de tipo (ny,n2,...,ng).

Con el objetivo de simplificar la notacién, en algunos casos, representaremos al algebra

(A, F) por su conjunto soporte A.
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1.1.2. Homomorfismos y subalgebras
Homomorfismos

Sean A y B dos algebras del mismo tipo F. Una funciéon h : A — B se dice un
homomorfismo de A en B si para cada simbolo de funcién n—ario f de F y para toda

n—upla (ay,as, ..., a,) de elementos de A se verifica que:
h(fA(a1> ag, ..., an)) = .fB(h'(al)> ) h(an))

Si h es inyectiva, diremos que h es una inmersion y si h es sobreyectiva, se denomina
epimorfismo. En el caso que h sea biyectiva, el homomorfismo A es llamado isomorfismo,

ademds diremos que A es isomorfa a B y escribiremos A ~ B.

Subalgebras

Sean A y B dos algebras del mismo tipo F. Entonces B es una subdlgebra de A y lo
notaremos B <14 (o simplemente B <1 A) si B C A y toda operacién fundamental de B
es la restriccion de la correspondiente operacién de A.

Dada un &lgebra A, para cada X C A definimos

[X] = ﬂ{B : X € By B es una subélgebra de A}.

Entonces [X] es una subélgebra de A, llamada la subalgebra de A generada por X.

Si X C A, diremos que X genera a A o que A estd generada por X si [X] = A. El

algebra A es finitamente generada si tiene un conjunto finito de generadores.
1.1.3. Productos directos y subdirectos

Productos directos

Sea {A; }icr una familia de dlgebras de tipo F. Entonces el producto directo A = [] A;
iel
es un algebra de tipo F cuyo universo es [[ 4; y si f € F es un simbolo de operacién
icl
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n—ario y ai,as,...,a, € [[ Ai, se define fA(ay,as,...,a,)(i) = fA(a1(i), az(i),. ..,
iel
an(i)). Es decir, f* se define coordenada a coordenada.

La aplicacién I1,; : [[ A; — A; definida por I1(a) = a;, para cada j € I, se denomina
iel
la proyeccién sobre la j—ésima coordenada y determina un epimorfismo I, : [[ A; — A;.
iel
Productos subdirectos

Un algebra A es producto subdirecto de una familia de algebras {A;};cr, si se verifican
las siguientes condiciones:
(PS1) existe una inmersién h: A — [ A,
iel
(PS2) la composicién IT; o h : A — A; es sobreyectiva, donde II; : l_IIAi — Aj es la
ic
proyeccién sobre la j—ésima coordenada para cada j € I.
Un algebra A es subdirectamente irreducible si tiene mas de un elemento y, si A
es producto subdirecto de la familia de dlgebras {A;};cs, entonces existe j € I tal que

IIjoh : A — A, es un isomorfismo, siendo h cualquier funcién que verifica (PS1) y

(PS2).

Variedades

Una clase no vacia 'V de algebras del mismo tipo es una variedad si es una clase cerrada
por iméagenes homomorficas, subédlgebras y productos directos. Uno de los resultados mas
importantes del algebra universal, demostrado por Birkhoff ([19, p.75]), establece que las

variedades coinciden con las clases ecuacionales, es decir, clases definidas por identidades.

Como la interseccion de una clase de variedades de tipo F es una variedad, y como
todas las algebras de tipo F forman una variedad, podemos concluir que para toda clase

XK de dlgebras del mismo tipo, existe la menor variedad que contiene a K.
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Si K es una clase de dlgebras del mismo tipo, denotaremos con V(K), a la menor
variedad que contiene a K y diremos que V(K) es la variedad generada por K. Si K tiene
un tnico elemento A, escribimos simplemente V(A).

Una variedad V es finitamente generada si V = V(K) para algin conjunto finito K de
algebras finitas.

Ademas, un resultado bien conocido debido a Tarski es el siguiente:

Teorema 1.1.1. ([19, p.61)) V(K) = HSP(K).

A continuacién daremos las definiciones de aquellas clases de algebras que utilizaremos
mas adelante, y también repasaremos las propiedades y conceptos que seran necesarios

para el desarrollo posterior.

Algebras de Boole

Un algebra de Boole es un élgebra (A4, V, A, —,0,1) de tipo (2,2,1,0,0) que satisface

las siguientes condiciones:

(B1) (B,V,A,0,1) es un reticulo distributivo acotado,
(B2) z A —z =0,

(B3) vV —z=1.

Las algebras de Boole, introducidas por G. Boole en 1850 son la contrapartida alge-
braica de la logica clésica. Para una mayor informacion sobre estas algebras consultar,

por ejemplo, en [42] y [77].
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Algebras de De Morgan

Un élgebra (A, V, A, ~,0,1) de tipo (2,2,1,0,0) es un dlgebra de De Morgan (o M-
algebra) si el reducto (A, V, A, 0,1) es un reticulo distributivo acotado y se satisfacen las

siguientes identidades:
(M1) ~~ 2 =a,
(M2) ~(zAy)=~zV ~y.
Es bien conocido que en toda M—-algebra A se verifican:
(M3) = <y si, sélo si, ~y <~ x,
(M4) ~ (V) =~ 2A ~ y,
(M5) ~ 1 =0.
La nocién de algebra de De Morgan fue estudiada por A. Bialynicki-Birula y H. Ra-
siowa ([6]) y por H. Rasiowa ([66, 67]) con el nombre de dlgebras quasi—booleanasy como
un instrumento algebraico para el estudio de légicas constructivas con negacién fuerte.

Mas precisamente, con la l6gica 4—valuada desarrollada por Belnap en [4]. La informacién

sobre las M—dlgebras puede ser ampliada en [2, 6, 44, 55].

Algebras de Lukasiewicz trivalentes

La teoria de las algebras de Lukasiewicz trivalentes fue introducida y desarrollada por
Gr. Moisil [50]. A. Monteiro (ver [56, 57]) indic6é una axiomdtica equivalente a la dada

por Moisil y la que daremos a continuacion es debida a L. Monteiro (ver [58]).
Un algebra (A, V, A, ~,V,0,1) de tipo (2,2,1,1,0,0) se dice un dlgebra de Lukasiewicz
trivalente si el reducto (A, V,A,~,0,1) es un édlgebra de De Morgan y se satisfacen las

siguientes identidades:
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(i) ~xVvVr=1,
(ii) ~z2 AV =~z Az,
(iii) V(x Ay) = Vo AVy.

Por otra parte, es bien conocido que esta variedad esta generada por T3 = ({0, %, 1}V, A,

~,V,1) donde las operaciones V, \,~ y V estan dadas por las siguientes tablas:

\/0%1 /\0%1 x|~z | Vz
00 % 1 0/0 00 0110
sz 31 3|0 5 3 3| 3 |1
111 1 1 1{0 2 1 11 0 | 1

Cabe mencionar que el conocimiento de este resultado nos fue de utilidad en el Capitulo

V.

Algebras de Ockham

Un élgebra de Ockham es un dlgebra (A, A,V, f,0,1) de tipo (2,2,1,0,0) tal que

(A, V,A,0,1) es un reticulo distributivo acotado y se verifican las siguientes condiciones:
(01) fo=1,

(02) f1=0,

(03) f(zAy)=fzV fy,

(04) f(xVy)=frAfy.

J. Berman en su importante trabajo [5] de 1977, generaliz6 la nocién de dlgebra de De

Morgan omitiendo de la condicién M1 de polaridad (es decir: la ley de la doble negacion)
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y comenzo el estudio de las dlgebras que él llamoé reticulos distributivos con una operacion
unaria adicional. Dos anos més tarde, A. Urquhart en [83] las denominé dlgebras de
Ochkam y justificé su eleccién debido a que las llamadas leyes de De Morgan M2 y M4 se
deben, al menos en el caso de la légica, a William Ockham. Estas dlgebras son modelos
algebraicos para logicas provistas de un operador de negacién que satisface las leyes de
De Morgan. Desde entonces el nombre de dlgebras de Ochkam se hizo clésico y fue usado
en la tesis doctoral de M. Goldberg del afio 1979 ([38]) y en trabajos subsiguientes.
Varios autores han estudiado estas algebras, por ejemplo se pueden consultar los trabajos
9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 31, 69, 84| y para una mayor informacién ver el importante libro
[10] de T. Blyth y J. Varlet.

K, o—4algebras

Un dlgebra de Ockham A es una K, g—dlgebra, p € IN, si se verifica que [’z = x para

todo z € A.

Recordemos que J. Berman ([5]) también introdujo las subvariedades IC, , (i.e.: f9(z) =
f?PT9(z) con p > 1, ¢ > 0) y probd, entre otros resultados, que tienen sélo un niimero
finito de algebras subdirectamente irreducibles finitas. Posteriormente, P. Garcia y F.
Esteva ([31]) estudiaron completamente las dlgebras de Ockham y sus subvariedades IC, ,,
indicando una caracterizacion de las dlgebras subdirectamente irreducibles de ICp, , v Kp 0 a
partir de los teoremas de representacion de Urquhart. Por otra parte, J. C. Varlet y J. Vaz
de Carvalho ([84]) desarrollaron un método simple para determinar una base ecuacional
para la subvariedades K, 4, con 0 < ¢ < p, a veces con ciertas condiciones adicionales.
Cabe destacar que esta iltima autora, en su tesis doctoral ([88]) obtuvo diversos resultados
sobre las K, p—algebras. Mas detalles sobre esta variedad pueden consultarse en ([64, 72,

85, 86, 87)).
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1.1.4. Congruencias y algebras cociente

Sea A un algebra de tipo F y sea § C A x A una relacién de equivalencia. En-
tonces diremos que # es una congruencia sobre A si satisface la siguiente propiedad de

compatibilidad:

(PC) para cada simbolo de funcién n—ario f € F, si a;0b;, a;,b; € A para todo i,

1 <i <, entonces fA(ay,as,...,an)0 fA(b1, b, ..., by).

Al conjunto de todas las congruencias sobre un dlgebra A lo denotaremos con C'on(.A)
o Con(A), cuando sea conveniente. Si § € Con(A), para cada € A representaremos con
[z]p a la clase de congruencia relativa a 6 y con A/6 al algebra cociente de A por 6 cuyo

universo es A/ y cuyas operaciones estédn definidas por

fA/G([a1]9> [a2]9> SRR) [an]‘)) = [fA(ah az, ..., an)]9>

donde ay, as,...,a, € Ay f esun simbolo de funciéon n—aria en F. Las algebras cocientes
de A son del mismo tipo que A. Por lo tanto, la aplicacién canénica g : A — A/6 es un
epimorfismo.

Un resultado importante es el siguiente:

Teorema 1.1.2. Si A es un dlgebra, entonces Con(A) ordenado por la relacion de in-
clusion es un reticulo acotado y completo, cuyo primer elemento es la relacion id, iden-

tidad sobre A y cuyo ultimo elemento es A x A.

El reticulo de las congruencias de un reticulo es siempre distributivo aunque el reticulo
general no lo sea.
La siguiente caracterizacion de las algebras subdirectamente irreducibles es muy 1til

y la usaremos con frecuencia.
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Teorema 1.1.3. Un dlgebra A es subdirectamente irreducible si y sélo si Con(A)\ {ida}

tiene primer elemento.

Es decir, A es subdirectamente irreducible si y sélo si existe 6; € Con(A), 01 # ida

tal que 6, C 6 para toda 6 € Con(.A).

Un teorema fundamental de dlgbera universal debido a G. Birkhoff es el siguiente:

Teorema 1.1.4. Toda dlgebra A con mds de un elemento es isomorfa a un producto
subdirecto de una familia de dlgebras subdirectamente irreducibles (las cuales son imdgenes

homomdrficas de A).
Como consecuencia inmediata del teorema anterior resultan los siguientes corolarios:

Corolario 1.1.5. Toda dlgebra finita es isomorfa a un producto subdirecto de un nimero

finito de dalgebra subdirectamente irreducibles finitas.

Corolario 1.1.6. Toda variedad estd determinada por sus miembros subdirectamente ir-

reducibles.

Por otra parte, recordemos que una clase particular de algebras subdirectamente ir-
reducibles son las simples, donde un algebra A con méas de un elemento es simple si, y
solo si, las tnicas congruencias de A son las triviales, es decir idg y A x A. Ademés, un
algebra A con mas de un elemento se dice semisimple si es producto subdirecto de una

familia de algebras simples.

Una caracterizacion de las variedades semisimples es la siguiente:

Teorema 1.1.7. Una variedad 'V es semisimple si, y solo si, cada miembro de 'V subdi-

rectamente irreducible es simple.
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Propiedad de extension de congruencias

Un &lgebra A tiene la propiedad de extensién de congruencias (PEC), si para toda

subélgebra B de Ay toda 6 € Con(B) existe ® € Con(A) tal que § = N (B x B).

Una clase K de algebras tiene la PEC, si toda algebra de K la tiene.

Congruencias finitamente generadas

Sea A un algebray ay,as, ...,a, € A, con O(ay, as, ..., a,) denotaremos la congruencia
generada por {(a;,a;) : 1 <1i,j <n}, es decir, la menor congruencia tal que ay,as, ..., a,
estan en la misma clase de equivalencia. Llamaremos congruencia principal a ©(ay, as) y
notaremos con Conp(A) al conjunto de las congruencias principales de A.

Propiedad de congruencias principales definibles ecuacionalmente

Una variedad 'V tiene la propiedad de congruencias principales definibles ecuacional-
mente (PCPDE) si existe un nimero finito de pares (p1,q1), .., (Pn,@.) de polinomios
en cuatro variables tal que para toda algebra A € V y cualesquiera sean a,b,c,d € A,
(c,d) € 0(a,b) si,y sélo si, pi(a,b,c,d) = qa,b,c d) para cada i, 1 <i <n.

Congruencias factores

Dada un élgebra A, 6 € Con(A) es una congruencia factor si existe 0* € Con(.A) tal

que:
(i) 0N 6" = ida,
(il) OV O = A x A,
(ifi) 606" =6 o0.

El par 6, 6* se denomina par de congruencias factores. Entonces se verifica que:
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A~ A/ x AJ0,
donde el isomorfismo esta dado por a(a) = ([a]g, [a]e-).

Algebras directamente indescomponibles

Un algebra A es directamente indescomponible si A no es isomorfa al producto directo
de dos algebras no triviales.
Las congruencias factores de un dlgebra A permiten caracterizar a las algebras direc-

tamente indescomponibles, del siguiente modo:

Teorema 1.1.8. Un dlgebra A es directamente indescomponible si, y sélo si, las tinicas

congruencias factores de A son idsq y A X A.
Ademsds, se verifican

Teorema 1.1.9. Un dlgebra subdirectamente irreducible es directamente indescomponible.

Unos de los temas importantes del algebra universal es el estudio de ciertas propiedades

de las congruencias de un algebra. En particular, la que presentamos a continuacién.

Algebras a congruencias—distributivas

Un algebra A es a congruencias—distributivas si Con(A) es un reticulo distributivo.

Una clase K de algebras es a congruencias—distributivas si, y sélo si, toda algebra de
IC es a congruencias—distributivas.

Un resultado interesante que vincula propiedades de las congruencias, debido a W. L.

Blok y D. Pigozzi ([8]), es el siguiente:

Teorema 1.1.10. ([8]) Toda variedad con la PCPDE es a congruencia distributiva y tiene
la PEC.
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Ademas, se verifica que

Teorema 1.1.11. Si V es una variedad a congruencias—distributivas tal que todo miem-
bro directamente indescomponible de V es subdirectamente irreducible, entonces V es

semisimple.

Algebras a congruencias conmutativas

Un algebra A es a congruencias conmutativas si se verifica #; o 5 = 65 0 01, para toda
01, 02 € Con(A). Una clase K de algebras es a congruencias conmutativas si, y sélo si,

toda algebra de K es a congruencias conmutativas.

Las congruencias conmutativas de un algebra A pueden ser caracterizadas de la si-

guiente manera:

Teorema 1.1.12. Si 01,0, € Con(A), entonces las siguientes condiciones son equiva-

lentes:
(1) 91092:92091,
(11) 91 V 92 = 91 9] 92,

(111) 91 (6] 92 Q 92 (6] 91.

Algebras a congruencias regulares

Un élgebra A es a congruencias regulares si para toda 6y, 2 € Con(.A) se verifica que
lalg, = [a]e,, para algin a € A, entonces 01 = 05.
Una clase K de algebras es a congruencias regulares si, y sélo si, toda dlgebra de K es

a congruencias regulares.
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Algebras a congruencias uniformes

Un &lgebra A es a congruencias uniformes o normales, si para toda 6 € Con(A) y
para todo a,b € A se verifica que |[a]g| = |[b]g|, donde |X| denota el nimero de elementos
de X.

Una clase X de algebras es a congruencias normales, si toda algebra de K es a con-

gruencias normales.

Variedades aritméticas

Una variedad 'V es aritmética si es a congruencias distributivas y conmutativas.

1.1.5. Algebras libres

Unos de los conceptos mas tutiles en algebra universal es el de algebra libre. Dada
una clase X de dlgebras y un conjunto X, a veces es muy conveniente conocer cual es el
algebra de I mas general generada por X. Por ejemplo, si K es la clase de semigrupos
y X = {z}, entonces hay muchos semigrupos generados por X. El méas simple es (X, -),
donde z-x = z; y el més general es (Y, ), donde Y = {z, 2% ... 2" - -}y 2" 2™ = 2",
El motivo por el cual decimos que el segundo semigrupo es mas general, se debe al hecho
que todo semigrupo generado por un elemento es una imagen homomorfica de (Y,-). A
tales algebras se las denomina libres y la definicion de ellas, debida a G. Birkhoff, es la

siguiente:

Definicién 1.1.13. ([7]) Sea K una clase de dlgebras similares y L € K. L es un dlgebra
que tiene a G como conjunto de generadores libres, si se verifican las siguientes condi-

ctones:

(L1) [G] = L, donde [X] denota la subdlgebra generada por X.
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(L2) para cada dlgebra B € K y cada funcion f : G — B existe un homomorfismo

h: L — B que extiende a f, esto es se verifica h(g) = f(g), para todo g € G.
Las dos siguientes observaciones son muy importantes:

= El homomorfismo h de (L2) es unico.

= Si A es un dlgebra de K con un conjunto G’ de generadores libres tal que existe una

biyeccién de G en G, entonces £ y A son algebras isomorfas.

1.2. Topicos sobre calculos proposicionales
1.2.1. Lenguajes formalizados de orden cero

Llamaremos alfabeto de un lenguaje formalizado de orden cero a cualquier sistema

AY = (X, Lo, L1, Ly, U) donde
(1) X, Lo, Ly, Ly, U son conjuntos disjuntos,
(2) X es un conjunto numerable,
(3) los conjuntos Lg, L; son finitos (posiblemente vacios),

(4) el conjunto Lo es finito y siempre contiene un elemento llamado signo de implicacion,

que notaremos =-.

Los elementos del conjunto X se denominan variables proposicionales y los notaremos
con p,q,r,...o0 con indices si fuera necesario. Los elementos de los conjuntos Lo, L1 v Lo
los llamaremos constantes proposicionales, conectivos proposicionales unarios y conectivos
proposicionales binarios, respectivamente. Los elementos de U son simbolos auxiliares y
asumiremos siempre que U contiene dos elementos que notaremos (, ).

Los simbolos del alfabeto A° son los elementos del conjunto X U Lo U L; U Ly U U.
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El conjunto For[X] de todas las férmulas sobre el alfabeto A°, es el menor conjunto

de sucesiones finitas de sfmbolos de A, tal que
(f1) X C For[X],
(f2) Lo C For[X],
(f3) « € For[X], * € Ly implica xa € For[X],
(f4) o, 0 € For[X], o € Ly implica (a0 ) € For[X],
(f5) los tnicos elementos de For[X] son los obtenidos por (f1), (£2), (f3) y (f4).

Llamaremos lenguaje formalizado tmplicativo de orden cero, o simplemente lenguaje
formalizado de orden cero al par ordenado L = (A% For[X]), donde A° es un alfabeto

de un lenguaje formalizado de orden cero y For[X] es el conjunto de todas las férmulas

sobre A°.

Diremos que dos lenguajes formalizados de orden cero L = (A% For[X]) y L' =
(AY, For'[X]), donde A° = (X, Lo, L1, Ly, U) y A = (X', L, L}, L}, U) son similares si
L; =L, para 0 <i<2.

Por otra parte, dados dos lenguajes L' y L diremos que L’ es una extension de L si

XCX'yL;CL,para0<i<2.
De las definiciones anteriores concluimos que
Si Ly L' son lenguajes formalizados similares de orden cero, entonces L' es una

extension de de L si, y solo si, X C X',

1.2.2. El algebra de las férmulas

En lo que sigue presentaremos a los lenguajes formalizados de orden cero desde un

punto de vista algebraico.
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Sea A° = (X, Ly, L1, Lo, U) un alfabeto de un lenguaje formalizado de orden cero,
donde Lo = {e1,...,em}, L1 = {*',... %}, Ly = {=,01,...,04}, con m,s,t € IN y sea
For[X] el conjunto de todas las férmulas sobre A°.

Ahora algebrizaremos a For[X] tomando como operaciones sobre este conjunto a Ly U

Ly U Ly es decir:

(i) Elegimos como operaciones O-arias de For[X] a los simbolos de operaciones O-arias

€1,...,em. Esto es posible, pues por (f2) estos objetos estdn en For[X].

(ii) Si f € Ly U Lo, entonces podemos considerar la correspondencia (as, ..., qr) —
fl(ar,. .. ar)), 1 <k <2 Por (f3) y (f4) tenemos que f : For[X]* — For[X] es

una operacién k—aria sobre For|[X].

Entonces el dlgebra For[X] = (For[X],=,01,...,0.%}, ... %% €1,...,€n,) se denomina el
dlgebra de las férmulas del lenguage formalizado & = (A%, For[X]). Ademés, For[X] es un
algebra libre dentro de la clase de todas las algebras similares y el conjunto X de todas

las variables proposicionales en L es el conjunto de generadores libres de For[X].

1.2.3. Sustituciones y valuaciones

Llamaremos sustitucion de un lenguaje formalizado de orden cero L = (A°, For[X])
en otro similar L' = (A%, For'[X]), a toda funcién p : X — For'[X]. Como X es
un conjunto de generadores libres de For[X] para cada sustitucién p existe un unico

homomorfismo p : For[X] — For'[X]| que extiende a p.

Sea L = (A% For[X]) donde A° = (X, Lo, L1,L2,U) y Ly = {e1,...,em}, [1 =
{1, . %%}, Ly = {=,01,...,01}, m,s,t € IN. Llamaremos dlgebra asociada al lenguage
L aun dlgebra A = (A, \g,— 01,..., 0%, ..., **,e1,...,¢ey) si el dlgebra A° = (A,—

0Ly ey Ok s %5 €1, ..., € es similar al dlgebra de las férmulas For[X] del lenguaje
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Ly \/y es una operacién O-aria en 2. En lo que sigue, para simplificar la notacién,
escribiremos \/ en lugar de \/ y notaremos con los mismos simbolos a las operaciones en

las dlgebras asociadas a L que en el dlgebra For[X].

Una valuacion de L en un algebra 2 asociada con L es cualquier funciéon de v : X —
A. Como X es un conjunto de generadores libres de For[X], la aplicacién v puede ser

extendida de manera tnica a un homomorfismo vy : For[X] — A°.

Sea =~ una relacién de congruencia en el algebra For[X]. Entonces podemos considerar
el dlgebra cociente For[X]/ ~. Luego, el dlgebra For[X]/ ~ (\/) = (For[X]/ =, /) donde
V es un elemento distinguido en For[X]/ ~. Como For[X]/ =~ (\/) es un dlgebra asociada
a L, entonces podemos considerar la valuacién v° : X — For[X]/ = (\/) definida por

v9(p) = [p] que se denomina valuacién candnica.

1.2.4. Operadores de consecuencia

Sea L = (A% For[X]) un lenguaje formalizado de orden cero y P(For[X]) el conjunto
de las partes de For[X]. Diremos que una funcién Cg : P(For[X]) — P(For[X]) es
un operador de consecuencia sobre L si para todo A, B € P(For[X]) se verifican las

siguientes condiciones:

(C1) AC Cr(A),

(C2) A C B implica Cr(A) C Cr(B),
(C3) Cr(Cr(A)) = Ce(A).

En lo que sigue y cuando no haya dudas sobre el lenguaje L considerado, escribiremos
C en lugar de Cl.
Un operador de consecuencia C sobre L = (A%, For[X]) puede ser definido del siguiente

modo.
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Elegimos
(i) un subconjunto fijo A de For|X] que llamaremos el conjunto de los aziomas ldgicos,

(ii) un conjunto fijo {r1,...,rx} de reglas de inferencia. Mas precisamente, una regla de
inferencia es cualquier funcién r : P — For[X] donde P C (For[X])", para algin
n € IN. Si (ay,q9,...,0,) € Py 8 =r(ay,q,...,q,), diremos que ay, s, .. ., oy,
son las premisas y [ es la conclusion de esas premisas por medio de la regla r.

Usualmente escribiremos

) a1,09,...,0n

g

en lugar de # = r(ay, g, ..., ap).

Sea H C For[X]. Diremos que una demostracion formal de una férmula «, a partir
del conjunto H de hipétesis, con respecto a un conjunto A de axiomas y un conjunto

{r1,...,m} de reglas de inferencia es la n—upla (aq,...,a,) € (For[X])" tal que
(pl) o1 € AU H,

(p2) paratodo i, 1 <i<n,a; € AUH o q; es la conclusién de alguna de las formulas

anteriores a1, ..., o;—1, por medio de una de las reglas de inferenciar;, j =1,...,k,

(p3) an =

Luego, dada a € For[X] si existe una demostracién formal de « a partir de las
hipétesis H, los axiomas A y las reglas rq,...,r, escribimos H F «. En particular, si

H = (), escribiremos - «. Entonces, es facil probar que la aplicacién
C:P(For[X]) — P(For|X])

definida por C(H) = {a € For[X]|: H \ a}, para todo H C For[X], es un operador

de consecuencia sobre L.
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1.2.5. Calculos proposicionales extensionales implicativos standard

Sea L = (A% For[X]) un lenguaje formalizado de orden cero y Cy, el operador de con-
secuencia en L determinado por un conjunto A de axiomas y por un conjunto {ri, ..., 7}
de reglas de inferencia. Entonces al sistema 8§ = (£, Cy) lo llamaremos un cdlculo proposi-
cional y a Cr(0) el conjunto de todas las formulas derivables en L es decir, a € C(() si,
y sélo si, F a.

Designaremos con S a la clase de los célculos proposicionales extensionales implicativos
standard, que definimos como sigue: un sistema 8 = (£, Cy) donde C¢ estd determinado
por un conjunto A de axiomas y por un conjunto {ri,...,ry} de reglas de inferencia,

pertenece a S si verifica las siguientes condiciones:

(s1) A es cerrado por sustituciones. Es decir, para toda sustitucion p : L — L sia € A,

entonces p(a) € A,

(s2) las reglas de inferencia r;, 1 < i < k, son invariantes bajo sustituciones, es decir,
si la regla r;, 1 <1 < k asigna a las premisas aq, ..., a, la conclusién (3, entonces
para toda sustitucién p la misma regla asigna a las férmulas p(aq),..., p(a,) la

conclusion p(3),
(s3) para cada a € For[X], a = a € Cy(0),
(s4) dadas o, f € For[X]y HC For[X],si o, a = € C(H), entonces ( € Cr(H),

(s5) dadas o, 8,7 € For[X] y H C For[X], si « = (3,08 = v € Cg(H), entonces

Oé:>’}/€CL(H),

(s¢) dada o € For[X] y H C For[X], la condicién a € Cr(H) implica que para toda
B € For[X], 0= a¢cC(H),
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(s7) dadas a, 3 € For[X]| y H C For[X], las condiciones o« = 3, = a € Cg(H)

implican que para cada conectivo unario o de L, caw = o3 € C(H),

(ss) dadas a, B,7,0 € For[X|y H C For|X|,sia=f3,=a,v=10,0 =v¢c C(H),

entonces para cada conectivo binario o de £, (o) = (B00d) € C(H).

Un sistema 8 = (£, Cy) del célculo proposicional S es consistente si existe o € For[X]

tal que a & Cr(0).

1.2.6. S-algebras

Cualquier sistema 8§ = (L,Cy) del célculo proposicional S determina una clase de
algebras llamadas S—dlgebras del siguiente modo:
Un 4lgebra 2l = (A,\/,=,01,...,01,0',...,0% €q,...,en_1) asociada con el lenguaje

formalizado £ es una 8—dlgebra si verifica las siguientes condiciones:

(a1) si.A; es el conjunto de axiomas logicos de 8 y o € A;, entonces v(a) = \/ para toda

valuacién v de L en 2,

(ag) si una regla de inferencia r en 8 asigna a las premisas aq, ..., a, la conclusién 3,

entonces para toda valuacién v, la condicién v(ay) = ... = v(a,) = V implica

v(B) =V,
(as3) para todo a,b,c€ A;sia=b=\/yb=c=\, entonces a = c=1\/,

(aq) para todo a,b€ A;sia=b=\/y b= a=)\/, entonces a = b.

Observemos que de (a;) y (ag) se deduce que:

Si a es una formula derivable en 8, entonces v(a) = \/ para toda valuacion v de L en

toda S—dlgebra 2.
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Sea For[X] = (For[X],=,01,...,00%', ... %% e1,....en) t,s,m € IN el dlgebra de
las férmulas de un lenguaje formalizado de orden cero L = (A°, For[X]),ysea 8 = (L,C)

un calculo proposicional de S. Entonces, es simple verificar que la relacién binaria <

definida en For[X] por:
a < (si, ysélosi, Fa= 0,
es un pre-orden. Por otra parte, la siguiente relacién:
ar~fsi,ysélosi,Fa=0ykF 3= aens,

es una congruencia en el dlgebra For[X]. Mas ain, (For[X]/~, <) es un conjunto orde-

nado donde
la] < |B] si, y sélo si, Fa= (3 en 8.

Por otra parte, de lo expuesto anteriormente se concluye que cualquier par de férmulas
derivables en § determinan la misma clase de equivalencia la cual serd denotada con \/.

Esto es,
\V = |a] si, y sélo si, « es derivable en 8.

Para cualquier sistema 8§ = (L, ) del calculo proposicional S, llamaremos dlgebra
del sistema 8 al algebra 20(8) = (For[X]/=~,\/,=,01,...,04,0",...,0% |eo|,.. ., |em_1]) tal
que (For[X]/~,=,01,...,01,0',...,0° |e|o, ..., |e|m_1) es el dlgebra cociente For[X]/~

y V es la clase de las férmulas derivables de 8.

Ademas, para todo sistema 8§ = (L,Cg) en S se verifica que el dlgebra 2((8) es una

S—algebra. Mas atn, (8) es no trivial si, y sélo si, el sistema 8 es consistente.
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1.2.7. Teorema de completitud

Antes de enunciar el mencionado teorema debemos introducir las siguientes nociones.

Sea § = (L, Cy) un sistema consistente en la clase S. Diremos que una férmula o de

L es:

(i) wvdlida en un dlgebra A asociada con L si vy(a) =\/ para toda valuacién v de L en
2,

(ii) S-wdlida si es valida en toda S-dlgebra.

Entonces tenemos que:

Para toda formula o de un sistema consistente § = (L, Cy) en S las siguientes condiciones

son equivalentes:

(i) a es derivable en 8,
(ii) « es S-vdlida,
(iii) v%qs)(a) =V, donde v° es la valuacidn candnica en el dlgebra A(8) del sistema 8,

(iv) |a| =V en el dlgebra A(8) del sistema §.

La equivalencia entre las condiciones (i) y (ii) indicadas arriba se conoce habitualmente

con el nombre de Teorema de completitud.

1.3. Localizacion en los reticulos distributivos

Esta seccidon esta organizada en dos subsecciones y en ellas repasaremos las nociones

de localizacién en los reticulos distributivos y la de reticulo maximal de fracciones.
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1.3.1. F—multiplicadores y localizacion en los reticulos distributivos

El concepto de multiplicador para reticulos distributivos fue definido por W. H. Cor-
nish en [29]. Posteriormente, J. Smchid ([70]) usé los multiplicadores con el propésito de
dar una construccién no standard de los reticulos maximales de cocientes para un reticulo
distributivo ([71]).

Por otra parte, la nocion de topologia para los reticulos distributivos acotados que
indicaremos a continuacion fue introducida por G. Georgescu en [35] de manera similar a

la dada para anillos ([46, 60, 80]) o monoides ([79]).

Definicién 1.3.1. Sea L un reticulo distributivo acotado y F un conjunto no vacio de

1deales de L. F es una topologia para L si se verifican las siguientes condiciones:
(T1) I€e FyxelL, implican que (I :z)={l € L:yNxe€l}EF,

(T2) para todo par I, Iy de ideales de L, si I € F e (I : ) € F para todo x € I,

entonces I; € F.

Notaremos con Id(L) al conjunto de todos los ideales del reticulo L.

A continuaciéon daremos algunos ejemplos de topologias sobre un reticulo L:

(a) Si I es un ideal de L, entonces el conjunto F(I) = {J € Id(L) : I C J} es una
topologia para L.

(b) Sea S un subconjunto no vacio de L, entonces diremos que S es regular ([29]) si

para todo z,y € L y para todo t € S se verifica la siguiente condicion:
x At =yAtimplicaz =y.
El conjunto S de los regulares de L es una topologia para L.

(¢) Un ideal I de L es denso, si x At = 0 implica x = 0, para todo x € L y para todo

t € I. El conjunto D de todos los ideales densos de L es una topologia para L.
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Un subconjunto S de L se dice A—cerradosil € Sy, si z,y € S implicax Ay € S.
Para cada subconjunto A—cerrado S de L el conjunto Fg = {I € Id(L) : INS # 0}

es una topologia para L.

Sea 6 una congruencia de L y Fy el conjunto de ideales de L tales que para todo

x,y,t € L verifican la siguiente propiedad:
sit €l estal que (x At,y At) € B, entonces (x,y) € 6.

Entonces Fy es una topologia para L. Observemos que si 6 es la congruencia iden-

tidad, entonces Fy es la topologia de los ideales regulares de L.

Parar todo anillo conmutativo R, sea LR el reticulo distributivo de los conjuntos
abiertos y compactos del espectro primo de Ry sea A : R — LR la reticulacion de R
(i.e. la transformacién candnica construida en [78, p. 173]). Entonces esta aplicacién

verifica las siguientes propiedades ([78, p. 173], [43, p. 192]):

(i) A1) = 1,
(iii) A(r.s) = A(r) A A(s),

(iv) A(r+s) < A(r) vV A(s).

Si a es un ideal del anillo R, notaremos con I'(a) al ideal del reticulo LR generado por

Ala).

Luego se verifica que

Proposicién 1.3.2. [35, Proposition 1.3] Sea R un anillo conmutativo y sea F la topologia
de Gabriel ([80]) para R. Entonces F*' = {T'(a) € Id(LR) : a € F} es una topologia para
el reticulo LR.



43

Por otra parte, G. Georgescu ([35]), teniendo en cuenta el concepto de topologia para

reticulos distributivos acotados, definié a los multiplicadores de la siguiente manera.

Sea L un reticulo distributivo acotado, F una topologia para L y 6 = 0 la relacién

de congruencia definida por:
(z,y) € O si, y sdlo si, existe I € F tal que x At =y Ay, para todo t € I.

Definicién 1.3.3. Sea L un reticulo distributivo acotado y F una topologia para L. Un

F-multiplicador es una funcion f: 1 — L/ con I € F si verifica la siguiente condicion:
flx Ny) = f(x) A yle, para todox € I,y € L.

Es claro que, 0,1 : L — L/07 definidas por 0(z) = [0]p, vy 1(x) = [z]s, para todo

x € L son F—multiplicadores.

Proposicién 1.3.4. ([35]) Para todo F-multiplicador, f : I — L/6, se verifican las

siquiente propiedades:
(i) z.y € I, < y implica f(z) < f(y).
(ii) f(z) < [2]o,-

(iii) £(0) = 0.

(iv) f(I) e I)0 ={[z]o, : = € I} son ideales de L/0, y f(I) C 1/9.
(v) [2]a, N f(I) es un ideal principal de L/6 para todo x € I.

Notaremos con M(I, L/6) al conjunto de todos los F—multiplicadores cuyo dominio
es I.

Sil,JeFelCJtenemos una transformacion candnica

5[7J : M(J,L/@]:) — M(I,L/Q]:)
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definida por 07 ;(f) = f |1 para todo f € M(J,L/0F).

En [35], el autor consider6 el sistema directo de conjuntos

{M(L, L/0F)}rer, {000})

e indicé con Ly al limite inductivo (en la categoria de conjunto):

Ie?

—

Ademas, para cada F-multiplicador f : [ — L/0x, denoté con (I, f) a la clase de
congruencia de f en Lg.

Si fie M(I;,L/0F), i = 1,2 son dos F—multiplicadores, entonces las funciones
fihkfo, iV fo: NIy — L/0F
definidas por
(i A fo)(@) = fi(@) A falz),
(f1V o)) = filz)V fa(z),

para todo = € I; N I3, son multiplicadores. Es decir, fi A fo, f1 V fo € M(I, N I, L/0F).
Luego, en Lr quedan definidas las siguiente operaciones:

—_—

(L1, f1) A (L2, f2) = (I N Iz, fi A fo),
(L1, f1)V (L2, f2) = (LN Iz, f1 V o),
y denotando con 0 y Ta m y m respectivamente, se tiene que

Proposicién 1.3.5. ([35]) (Lg, A, \/,6, T> es un reticulo distributivo acotado.

Lz se llama el reticulo de localizacion de L con respecto a la topologia F.
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1.3.2. Reticulo de fracciones

En [17], dado un reticulo distributivo acotado L para cada subconjunto A-cerrado S

de L se considerd la relacion ~g definida sobre L de la siguiente manera:
x ~gy < existe s€ Stal quex As=yAs.
Entonces ~g es una congruencia sobre L y a Lg = L/ ~g se denomina el reticulo de
fracciones de L con respecto a S.
Posteriormente, G. Georgescu en [35] obtuvo los siguientes resultados.

Proposicion 1.3.6. Si Fg es la topologia asociada a un subconjunto N—cerrado S de un

reticulo L, entonces los reticulos Ls y Ly, son isomorfos.

Para la demostracién de este resultado el autor considerd la funcién

a: Ly, = Ili%M(I,LS) — Lg definida por a((?,\f)) = f(s), donde s € INS.
€fs

Por otra parte dado un reticulo distributivo acotado L, para cada z € L la funcién

fz: L — L/6, definida por f,(y) = [x A ylp para cada y € I,

es un F—multiplicador. A partir de este resultado, la funcién

—

vg : L — Lg, definida por vg(x) = (L, f,) para cada = € L,

es un homomorfismo de reticulos distributivos acotados y vz(L) es un subconjuto regular

de Lr. Ademas se puede probar que

Proposicion 1.3.7. Sean L un reticulo distributivo acotado e I un ideal de L. St F es

la topologia F(I)={J € Id(L) : I C J}, entonces

(i) L~ M(I,L/0F) yve(z) = (I, fi |1) para todo x € L,
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(ii) emiste un monomorfismo de reticulos acotados ¢ : L/0x — Lz tal que el siguiente
diagrama es conmutativo:

L —Z+ Ly

"|

L/0F

Proposicion 1.3.8. St L es un reticulo finito y F una topologia arbitraria sobre L,

entonces Lx es isomorfo a L/0F.

Por otra parte en [35] se afirma que si £ es la topologia de los ideales regulares de L,

entonces 0. es la congruencia identidad sobre L y Ly = lim M (I, L). Ademas, que v, es
TeL

inyectiva y que L es el reticulo maximal de fracciones Q(L) de L (ver [70, 71]). De estos

resultados y la Proposicion 1.3.8, Georgescu concluye el siguiente corolario.

Corolario 1.3.9. Si L es un reticulo finito, Q(L) es isomorfo a L.
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2. Capitulo II

En este capitulo, comenzamos nuestro estudio de las &dlgebra de Lukasiewicz m—
generalizada de orden n. En primer lugar, teniendo en cuenta que la implicacion débil
desempena un papel importante en el estudio de las algebras de Lukasiewicz de orden n,
introducimos una operacién de implicacion en las algebra de Lukasiewicz m—generalizadas
de orden n. Como ella generaliza a la de las algebras de Lukasiewicz de orden n la hemos
denominado con el mismo nombre. Luego, consideramos los sistemas deductivos asocia-
dos con esta implicacion y mostramos que existe un isomorfismo entre el reticulo de las
congruencias de un algebra de Lukasiewicz m—generalizadas de orden n A y el reticulo de
todos los los sistemas deductivos de A. Este resultado fue fundamental para caracterizar
a las congruencias principales de estas algebras de manera mas simple que la obtenida
en [1]. Por otra parte, la implicacién débil introducida anteriormente nos permitié definir
un elemento de gran importancia en el desarrollo posterior de este trabajo. En particular
en este capitulo lo utilizamos para obtener una nueva caracterizacién de las congruencias
principales y hallar el polinomio discriminador ternario para esta variedad. Por tltimo,

damos una respuesta del porque en las dlgebras de Lukasiewicz m—generalizadas de orden
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n no se mantienen las condiciones de los operadores de Moisil.

2.1. Introduccion

En 1940, Gr.C. Moisil ([51]) introdujo las algebras Lukasiewicz de orden 3 y de orden
4 con el propésito de obtener una contrapartida algebraica de las correspondientes logicas
de Lukasiewicz. Un ano mas tarde, el mismo autor generalizo estas nociones definiendo las
dlgebras de Lukasiewicz n—valentes (o L,—algebras) (ver también [26, 27, 28, 30, 52, 53,
54, 74, 75, 76]) vy las estudié desde el punto de vista algebraico. Por otra parte, en 1969,
R. Cignoli en [23] (ver también [22]) las estudi6 bajo el nombre de dlgebras de Moisil de

orden n e indico una definiciéon ecuacional de las mismas equivalente a la dada por Moisil.

Definicién 2.1.1. Un dlgebra de Lukasiewicz n—valuada, n entero, n > 2, es un dlge-
bra (L,N\,V,~,{si}ticf1,..n-1},0,1) de tipo (2,2,1,{1}icq1,..n-13,0,0) donde el reducto
(L,\,V,~,0,1) es una M—dlgebra y {si}ic(1,..n-1} €5 una familia de operadores unarios

sobre L que satisfacen las siguientes condiciones:

(L1) si(zVy)=sizV sy,

(L2) sjzV ~ s;x =1,

(L3) sjo0s; =sj,

(L4) si(~x) =~ sp_z,

(L5) s1x < sor < ... < s, 7,

(L6) si s;x = sy para todo i, 1 <i<mn—1, entonces x =y.

En adelante denotaremos al algebra de Lukasiewicz n—valuada por su conjunto soporte

L o por (L,~,{si}icq1,...n—1}) €n caso que necesitemos especificar los operadores unarios.
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Recordemos que, en toda algebra de Lukasiewicz n—valuada valen las siguientes pro-

piedades:

(L7) si(z Ay) = six A sy,

(L8) sjzA ~ s;x =0,

(L9) = <y si, ysdlo si, s;x < sy, para todo i, 1 <7 <n—1.

Ademés, Cignoli en [23] demostré que se pueden caracterizar a las dlgebras de Lukasie-
wicz n—valuadas mediante (L3), (L4), (L5), (L7), (L8) y (L9) y también, que se verifican

las siguientes propiedades:

(L10) x < sy,

(L11) sz < =,

(L12) s;1=1y s;,0=0paratodoi, 1 <i<n-—1,
(L13) ~xV s,z =1,

(L14) aA ~sig Asimr <y, 1 <i<n-—1.

Entonces, de (L1), (L2), (L3), (L4), (L5), (L10) y (L14) se obtiene una nueva carac-
terizacion de las dlgebras de Lukasiewicz n—valuadas, y en consecuencia quedan definidas
por igualdades.

Por otra parte, Moisil en [52] probé el siguiente lema:

Lema 2.1.2. Sea A un dlgebra de Lukasiewicz n—valuada. Entonces, los elementos booleanos

de A son los invariantes por los operadores unarios ;.
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En particular, tenemos que un algebra de Boole es un algebra de Lukasiewicz n—valuada
definiendo ~ x como el complemento de x y s;z = x para todo ¢, 1 < i <n — 1. Ademas,
cualquier algebra de Lukasiewicz 2-valuada es un algebra de Boole si el complemento de

Tres~xT.

Es bien sabido que un ejemplo importante de dlgebra de Lukasiewicz n—valuada es

la cadena de n fracciones racionales I, = {ﬁ :0 < j < n—1} con la estructura

natural de reticulos y las operaciones unarias ~ y s;, definidas por las prescripciones
J

~ (=) =1--L y si(:L5) =0sii+j <n o si(:L5) = 1 en otro caso. La importancia

del mismo es consecuencia de la siguiente afirmacién demostrada en [24]:

Teorema 2.1.3. Sea A una L,—dlgebra no trivial. Entonces las siquientes condiciones

son equivalentes:

(i) A es subdirectamente irreducible,
(ii) A es simple,
(iii) A es isomorfa a una subdlgebra de IL,.

Como la algebras de Lukasiewicz de orden n tienen un reducto que es un algebra De
Morgan, T. Almada y J. Vaz de Carvalho en [1] las generalizaron considerando algebras
del mismo tipo que tienen un reducto en K, o. Entonces, introdujeron la variedad £ de

la dlgebras de Lukasiewicz m—generalizadas de orden n se define de la siguiente manera:

Definicién 2.1.4. Un dlgebra de Lukasiewicz m—generalizada de orden n (o L™ —algebra)

es un dlgebra (A,V, N\, f,D1,...,Dn_1,0,1) de tipo (2,2,1,...,1,0,0) tal que

(GLy) (L,V,NA, f,0,1) un reticulo distributivo acotado, donde f es un endomorfismo dual
que verifica la igualdad f*™z = x, (es decir, (L,V,\,N,0,1) € Kyn0),
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(GLs) Dj(z A \/;n:_o1 f*y) = Diz A\ D; \/ZL:_O1 fPy, 1<i<n—1,
(GLs) Dix NDjx = Djz, 1 <i<j<mn-—1,
(GLy) DixV fDix =1, 1<i<n-—1,
(GLs) Dif \/ooy e = fDns oy [P, 1<i<n—1,
(GL¢) DiDjx = Djz, 1 <i,j<n-—1,
(GL7) =V Dyx = Dz,
(GLs) Dz =D \[') f#2, 1<i<n-—1,
(GLo) (xAfz)VyV fy=yV fy,
(GLwo) Vi f2a < \0S f2y v fDiN [Py v D Vs fPe, 1<i<n—2.
A continuacién indicaremos un ejemplo de una L"—algebra que no es una L,—élgebra.

Ejemplo 2.1.5. Consideremos la L3-algebra L determinada en la Figura 1, donde las

operaciones f y D;, 1 <1 < 2 estan definidas de la siguiente manera:

. x |0 a | fal|fPal|fialc]|l

fPa fa fr |1] fal| fPa|fa]| a |c|O

y Diz|0| 11 [ 1|1 [1]1

¢ Jra Doz |0l 0] 1|0 ] 1 |01
0

Luego Dy(aA f?a) = D10 =0 y DiaAD; f?a = 1. Por lo tanto, D;(x Ay) # D;x A Dy

es decir, L no es una Lz-dlgebra.
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Observaciéon 2.1.6. Sea L € L™. Entonces, S(L) = {x € L : f*(z) = =} es la mayor
subdlgebra de L que pertenece a la variedad de las Ly-algebras ([1, Proposition 2.2]).
Ademds, esta subdlgebra juega un papel fundamental en el estudio de estas dlgebras. En
particular, a partir de (GLg) se deduce que en las L"-dlgebras las operaciones D;, 1 <

i <n—1, estan determinadas por sus restricciones sobre S(L).

2.2. La implicacién débil en las L7'—algebras

En esta seccién, como lo anunciamos al comienzo del capitulo, introducimos una o-
peracion de implicacién en las L;'-dlgebras, llamada implicacion débil, que serd de gran

utilidad para caracterizar a las congruencias de estas algebras.

Comenzaremos indicando una lista de propiedades validas en toda L;'-algebra que
seran de utilizadas en el resto del trabajo. Cabe senalar que las propiedades GL1; a GL1g

fueron indicadas en [1], pero las hemos incluido para facilitar la lectura.

Proposicion 2.2.1. Sea A € L. Entonces se verifican las siguientes propiedades:

(GL11) Di(z Vy) = Di(x)V Di(y), para todo i, 1 < i <mn—1. Luego, si v <y, entonces

(GLys) f2(Di(z)) = Dy(x), para todoi, 1 <i<n—1.

(GLy3) Di(z) A f(Di(z)) =0, para todo i, 1 <i<n—1.

(GL14) f(x)V Dy(x) = 1.

(GLis) F(Vysy f27(2)) A Dua (Vo f22(x)) = 0.

(GLio) (Vi (@) A Dua (V5 f2(2)) = Duca (Vg ()

(GLy7) D;(1) =1, para todoi, 1 <i<n—1.
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(GL1g) D;(0) =0, para todoi, 1 <i<n-—1.
(GLyg) DifDjx = fD;x, para todoi, 1 <i<n-—1.
(GLy) fD;x es el complemento booleano de D;x, para todo i, 1 <i<n —1.
(GL21) Dix < Dy si, y solo si, fD;xV Dyy =1 para todoi, 1 <i<n—1.
(GL22) Dj(D; A Dyy) = D; A Dy, para todo i,j, 1 <i,7 <n—1.
(GLo3) D;fD;x = fD;x, para todo i,j, 1 <i,j <n—1.
(GLay) N fDyz = 0.
(GLas) (fDixNfDyy)V(DixzADy) = (DizV fDiy)N(DyyV fD;x), para todoi, 1 <i < n—1.
(GLys) z € S(A) implica D;i(z A z) = Dixz A Dz, para todo i, 1 <i<n—1.
Dem.
(GLn) : Di(x) v Di(y) = D\ f7(2) v DMy f2(y)) [GLs]
= Di(V 12 (x) v Vi £27(y)
= Di(V;5 (F(x) v £ (1)
= Di(V;5 (F7(x v y)
= D;(x Vy). |G Ls]

Por otra parte, si z < y, entonces D;(y) = D;(z V y) = D;(z) V D;(y) de donde resulta

inmediato que D;x < D;y.
(Gng) .



(2) fDiz A f2D;x =0,
(3) DizV (fDix A f?D;x) = D;x,
(4) Dix V f2D;x = Dix,
(5) f?*D;z < Djx.
Por otra parte,
(6) Dix = Di(Vpsy' f7a) = [ (Dumil(f Vo 7))
(7) f*Diz = f(Du-i(F(V;50 7)),
(8) Duilf(Vyy f72)V f(Dus(f (Voo f72)) = 1.
Sea 2 = f(\/7' f%x), entonces
(9) f2™ 1D, 2 A D, iz =0,
(10) fDp_izV (f*™ D, iz A D,_;z) = fDy_iz,
(11) (fDn_izV f2" D, iz AN (fDp_iz2V Dy_iz) = fDy_;z,
(12) fDp_izV f*" D, iz = fDy_;z,
(13) Diz < f2Dyx.
(GLy3)

(1) Di(x) v f(Di(x)) = 1,



(GL14) .

(1) Di(z) A f(Dr(x)) =0,

(2) (zVv Di(x)) A f(Di(x)) =0,

(3) (A f(Di(x))) V (Di(x) A f(Di(2))) =0,
(4) = A f(Di(x)) =0,

(5) f(z)V fA(Di(x)) = L,

(6) f(z)V Dy(x) =1.

(GL15) .

(1) FOFVpy £2(@))) v Di(f(Vy £2(x) = 1,
(2) Voo £ (@) v (D (F(Vpog £2(@) = 1,
(3) Vo (@) V f(Daea (V5 () = 1,
(4) Vg [P@)) A P (Daa (Vg f7(x)) =0,
(5) F(Vymy F7(@) A Duca (Vg f27(2) = 0.

(GLlﬁ) .

(1) £V £22(2) < Dif(Vpsy £22()),

(2) Dif(Vyoy (@) = fDua (Vg £22(2)),

(3) f 7 Dca (Voo 12(2)) < f2 7 f (Vs F22(w)),
(4) Dua (Vo' (@) < Vo 12 (x),
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(5) Duo1 (Vi f2(2)) AV f2(x) = Dt (Vi f27(2)).

(GL17) .

(1) Di(1) =1V Di(1) = 1,

= f(Dn—z(l))

= f(1) =0, para todo 7,1 <7 <mn—1.

(GLyy) :
(1) D;fDjx = D1D,,_; f v;n:—ol 2
=Dyif \/;n:_o1 [z
= fD;x, para todo i, 1 <i<n—1.
(GLy) :
(1) Dix A fD;x =0,



(3) fDixzV Dix =1, [(2),GLg]
(4) fD;x es el complemento booleano de D;x, para todo i, 1 <7 <mn— 1. [(1),(3)]
(GLy1) : Supongamos que
(1) Dyx < Dyy,
(2) DixV fDix < DiyV fD;x, [(1)]
(3) DiyV fDjx =1, para todo i, 1 <i<n—1. [(2),G'Lay]
Reciprocamente, sea ahora

(2) fDjxV Dix = fD;x V Dy, [(1),G L]
(3) Dix A (fDix Vv Dix) = Dix A\ (fDix V Dyy), [(2)]
(4) Djx = D;x A Dy, [(3),GLao]
(5) Dyx < Dy, para todo i, 1 <i<n—1. [(4)]
(GLas) : Dj(Di A Dyy) = Dy(Di(x ANy f2y)) = Di(e A2 f27y) [GLy,GLs]
= D;,x A D;y, para todo 7,7, 1 <i,5 <n— 1. |G Ly
(GLas) : DyfDi = Dy(Dys(F VI ) = Do (VI f27) (GLs, GLy
= fD;x, para todo 7,7, 1 <i,j7 <n—1. |G Ls]

(GLay) -

(1) z < Dz, |G L]



(2) z A fDix < Dz < fDyx =0, [(1),G L]
(3) x A fDyx =0. [(2)]

(GL25) . (fDZl’ N fDZy) V (Dzl’ VAN Dly) = (fDZl’ VAN Dly) VAN (fDZl’ N Dzl’) VAN (fDZy VAN Dly) VAN
(fDsy A D;x) |G'L4]

= (Dx Vv fDyy) AN (DyyV fD;z), para todo i, 1 <i<mn—1.

(GLy): Sea z € S(L), entonces por G Ly tenemos que D;(z A z) = D;(z A \/;n:_o1 f?r2)

= D;x AN D;z, para todo i, 1 < <mn—1. O

Definicién 2.2.2. Sea A € L y sea F' un filtro de A. Diremos que F' es un g-filtro si
para todo x € F existe b€ F'NS(A) tal que b < x.

Denotaremos por F(A) y Fy(L) al conjunto de todos los filtros y de todos los g-filtros

de A respectivamente, ambos ordenados por inclusion.

Proposicién 2.2.3. Sea A € L. Entonces existe un isomorfismo de orden entre Fy(A)
y F(S(A)) determinado por las correspondencias F'— FNS(A) =G yGr— G* =

{r € A:b<x para b € G}, que son inversas entre s.

Dem. Supongamos que G € F(S(A)) y sean =,y € G*. Entonces, existen by,bs € G
tal que by < z, by < y y entonces, by A by < x Ay. Por lo tanto, z Ay € G*. Por otra
parte, sea z € A tal que x < z. Entonces, by < x < z lo que implica que z € G*. De
estas afirmaciones y la definicion de G* concluimos que G* es un g-filtro de A. Ademas,
G*N S(A) = G. En efecto, sea x € G* N S(A). Entonces, existe b € G tal que b < z y
entonces, x € GG. La otra inclusién es simple de verificar.

Supongamos ahora que F' € Fy(A) y sea G = FN S(A). Entonces G* = F. En efecto,

sea x € F. De la hipétesis, existe b € FF'N1 S(A) tal que b < z y entonces, z € G*. La otra
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inclusion es inmediata de la definicién de G*. Ademads, es claro que cada correspondencia

preserva el orden. Entonces, la demostracién esta completa. O

Ahora en las L"-algebras introducimos una nueva operaciéon binaria —, que llamare-

mos implicacion débil, de la siguiente manera:
r—y=DifxVy.

Cabe senalar que esta operacion coincide con las implicacién considerada por R. Cignoli

([23]) para la L,—algebras.

Proposicion 2.2.4. Sea A € LI". Entonces se verifican las siguientes propiedades:
(w1) z— 2z =1,

(w2) © — (y — ) =1,

(ws) x <y implica v — y =1,

(wa) (= (y—2) = ((z—y) —(@—2)=1

(ws) ((z —y) = 2) —z=1

(we) = (xAy) =2 —y,

(wr) Dix — Diy = fDiz V Dyy,

(ws) Dix — Dy =1 si, y solo si Dix < Dy,

(wg)  — fDifr =1,
(w1o) fDjx — D;x es el complemento booleano de D;x — fD;x,

(wi1) Di(z — y) = x — Dyy,
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(w12) f(Dn1z A(Dnoax — fy)) = Dpax — fy,

(wiz) (Dix — fy) V fz = Dix — f(y A=),

(w1g) = <y implica z — x < z — vy,

(w1s) = <y implicay — z < x — z,

(wig) ©— (YNz2)=(x —=y) A (x — 2),

(wi7) (xAy) = z=2— (y — 2),

(w1s) (fDjx — Dix) A (Dix — fDjx) =0,

(wy9) (fDjx — Dix)V (Dix — fDjx) =1,

(we) o — (y— 2) =y — (x — 2).

Dem. Solo probaremos wi, ws, w3, wyg, Wws, Ws, Wiz, Wiz Y Wig-

(wy) De GLy y GLy4 tenemos que x — z = Dy f*" o va = Dy f*m g v ffomly =
lezm_ll’ V f2ml. =1.

(w2) Teniendo en cuenta G'Ly4 inferimos que z — (y — x) = Dy f*™ 1o v Dy f* " lyva =

1V Dy f2m=ly = 1.

(w3) Como z < y, tenemos que Dy f*™ 1y vy < Dyf* 'z Vy de donde por GLy

concluimos que 1 < D; f?™ 'z Vv y. Por lo tanto, 1 = 2 — y.

(wy) De GLg, GL11 v GLgy tenemos que (xr — y) — (z — z) = Di((fDifx A fy) Vv
Dyfz)V z=D(fyV Dy fzx)V z. Por otra parte, t — (y — 2) = Dy fxV Dy fy V z.
Entonces, por GLi; y GLg inferimos que (r — y) — (x — 2) =z — (y — 2) y por

lo tanto, de w; concluimos la demostracion.
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(ws) Por GL1s y GLoz tesulta que (v — y) — x = Dy f*" YD f* "z vy)vae <
Dif(Dy f2" tz)va < f(Dyf?™'2) Vz. Por otra parte, de GL; y GL; tenemos que
f(Dy fP™1z) < ff*™ 1z = z. Luego, de las afirmaciones anteriores inferimos que

(x — y) — & < x de donde por ws concluimos que ((zr —y) —» ) >z = 1.

(ws) Teniendo en cuenta que D;x — D;y = 1 y GLjg obtenemos que 1 = fD;x V D;y.
Luego, por GLss resulta que D;x < D;y. La reciproca es consecuencia directa de

ws.

(w12) De GLyg y G Loy tenemos que f(Dp_1xA(Dp—1x — fy)) = f(Dpo1z A (D1 fDpqxV
fy)) = f(Dn—IZE A (fDn—lle \% fy)) =Dy 1z — fz?/-

(wys) De la hipétesis deducimos que Dy f?™ 1y < D f?*™~1z. Luego, D;f*™" 1ty Vv 2z <

D, f*m='x V z de donde se concluye la demostracién.

(wig) © — (YA z) = DifP" tav(yAz) = (Dif* " lavy) AN(Df*" tavz) = (v —
y) Az — 2). O

Definicién 2.2.5. Un subconjunto D de una L —dlgebra A es un sistema deductivo (s.d.)

de A, si1 €D yademds, x € D yx — y € D implican que y € D.

Denotaremos por D(A) el conjunto de los sistemas deductivos de A.

Proposicion 2.2.6. Sea F' un filtro de una L] —dlgebra A. Entonces las siguientes condi-

ciones son equivalentes:

(i) F' es un sistema deductivo de A,

(ii) F satisface: x € F implica fD;fx € F.
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Dem. (i) = (ii): Sea x € F. Por wg tenemos que x — fD; fr =1 € F'y de (i) concluimos
que fDifx € F.

(ii) = (i): Sean x,z — y € F'. Entonces de (ii) obtenemos que fD; fx A(Dy fxVy) € F
de donde, por G Ly, resulta que fDyfx Ay € F. Por lo tanto, y € F. O

Corolario 2.2.7. Sea Ac L' y F CA. Si I es un s.d. de A, entonces F' es un g-filtro
de A.

Dem. Supongamos que x,y € F. Entonces, de wy y wg concluimos que = — (z A y) =
xr — y € F. Luego, de la hipdtesis tenemos que x Ay € F. Por otra parte, sea z € A tal
que x < z. Entonces, por w3 y la hipdtesis resulta que z € F. Por lo tanto, F' es un filtro
de A. Luego, de la hipétesis y la Proposicion 2.2.6 inferimos que fD;fxr € F. De esta
dltima afirmacién, GL; y GLy, afirmamos que fD; fx < f?™z = x, con lo que concluimos

la demostracion. |

2.3. Caracterizacion de las L)'—congruencias

Para alcanzar los objetivos propuestos con respecto a las congruencias en estas alge-

bras, vamos a definir un elemento que serd fundamental en lo que sigue.

Definicién 2.3.1. Sea A € L7 y a,b € A. Entonces wqp = /\Z:f((Dia — D;b) A (Db —
Dla))

La Proposicién 2.2.6 y el Lema 2.3.2 jugardn un papel fundamental en la demostracion

del Teorema 2.3.7.
Lema 2.3.2. Sea A€ L ya,be A. Entonces se satisfacen las siguientes propiedades:

(i) wap = Aiz ((FDsa A fDib) V (Dia A Dib)),
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(i) Djwgp = Wap,
(iil) wap € S(A),
(iv) Dj(a A wqp) = D;(bAway),
(V) a ANwap =bAwayp, para todo a,b € S(A),
(Vi) fD1fwap = Wap.
Dem.

(i) De GLys y wy tenemos que way = N\f—, ((Dia — Dib)A(Dib — Dia)) = N'= ((fDsaV

(ii) Por (i), GLg y GLas, obtenemos que way = Ai—y (fDia A fDib) V (D;b A Dja)) =
A= (D; fD;a A D, fDib) V (D; Dib A D;D;a)). Entonces, de (i), GL12, GL1; y GLag

concluimos la demostracién.
(iii) Es consecuencia de (ii) y GLs.

(iv) Teniendo en cuenta (iii), GLag, (ii), (i) y GL13 resulta que Dj(aAw,p) = DjaNw,p, =
((Dja VAN Djb) VAN /\f;f((fDla N fDZb) V (Dzb VAN Dla)) VAN /\:L:_jl_i_l ((fDZa VAN fDZb) V (Dzb VAN
Dla)) = Dj(b N ’LU&(,).

(v) Es consecuencia directa de la hipétesis, (iii), (iv), [1, Proposition 2.2] y el principio

de determinacién.

(vi) De (ii) y (iii) tenemos que fD;fwap = f2Dp_1Wap = Dp_1Wap = Wep. O

Sea A € Ly z € A. Denotaremos por [z) el filtro generado por z (i.e.: [2) = {x €
Az <z}
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Proposicién 2.3.3. Sea A€ L', k€ N ya;,b; € A, 1 < j < k. Entonces [/\k:1 Wa, b;)

J
es un s.d. de A.

Dem. Como D = [/\;?:1 Wq,p;) €s un filtro de A, sélo resta probar la condicién (ii) de
la Proposicion 2.2.6. Supongamos que xz € D. Entonces, fle(/\;?:1 Wa,p,) < fD1fw.

Por otra parte, de (iii) en el Lema 2.3.2 tenemos que /\;?:1 Wq,p, € S(A) y entonces,

fle(/\f:1 Wa,p;) = szn_l(/\f:1 W, ;). Luego, por GLio y (ii) del Lema 2.3.2 con-
cluimos que fle(/\f:1 Wa, p,) = /\;?:1 Wy, p, - Esta iltima afirmacién implica que fD; fr €

D. d

La Observacién 2.3.4 sera fundamental para determinar el reticulo de las congruencias

de las L-algebras.

Observacion 2.3.4. Sea A € L' y F' € D(A). Entonces las siguientes condiciones son

equivalentes:

(i) emiste w € F tal que x A Dp_yw =y A Dy_jw,
(ii) emiste uw € F tal que Dy_yu — fxr = Dy_1u — fy.

En lo que sigue, denotaremos con Con(A) el reticulo de las congruencias de A y con
A/R al algebra cociente de A por R, para toda R € Con(A). Ademads, para cada z € A

denotaremos con [z]g a la clase de equivalencia de x médulo R.

Proposicién 2.3.5. Sea A € L, F € D(A) y R(F) = {(z,y) € A? : existew €
F tal que Dp_yw — fx = Dp_yw — fy}. Entonces R(F) € Con(A) y [1]gr) = F.

Dem. Sea (z,y), (y,2) € R(F). Entonces, de (ii) en la Observacién 2.3.4 tenemos que
existen wy, we € F tales que tAD,, 1wy = yAD, 1w e yAD,,_1ws = zAD,_qws. Asi, por

GLg y GL, inferimos que AD,,_; (wl/\\/;”:_o1 f?Pwy) = 2AD, 4 (wl/\\/z;_o1 f?Pwy). Ademés,
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como F' es un filtro tenemos que w; A \/;n:_o1 f?Pw, € F'y entonces por la Observacién 2.3.4

concluimos que (z, z) € R(F).

Supongamos ahora que (z,y) € R(F'). Entonces, (1) existe w € F tal que D,_jw —
fr = D,_1w — fy de donde inferimos que D,,_jwA(Dy—yw — fx) = Dy 1wA(Dp_1w —
fy). De ésta afirmacién y wie concluimos que (fz, fy) € R(F). Por otra parte, de (1)
tenemos que (D,_yw — fx)V fz = (Dy,yw — fy) V fz. Entonces, por wis resulta
que D,yw — f(z A z) = Dyyw — f(y A z). Por lo tanto, (x A z,y A z) € R(F)
lo que nos permite concluir que R(F') es compatible con A. Teniendo en cuenta que
rVy= f""1(fx A fy), de los resultados anteriores obtenemos que R(F) es compatible
con V. Ademss, de (1) inferimos que D,,_jw — f(\/;n:_ol f?x) = Dpqw — f(\/;n:_o1 *y).
Entonces, D, (D, 1w — f(\/;n:_o1 f?rx)) = Dy i(Dpqw — f(\/;n:_o1 f?y)). De ésta
afirmacién, wyy, GL5 y GLg concluimos que (D;x, D;y) € R(F) paratodoi, 1 <i<n-—1.

Por otra parte, sea x € F. Entonces, de GL7, GLg y GL; tenemos que fD;fxr < x.
Ademas, de la Proposicion 2.2.6 y GLsz deducimos que D, 1 fDifr = fDyfx € F.
Por lo tanto, D, 1fDifx ANx = D,_1fDifx y por la Observacién 2.3.4 resulta que
x € [1]g(r). Supongamos ahora que z € [1]g(r). Luego, por la Observacion 2.3.4 existe
w € F tal que x A D,,_jw = D,_jw y entonces, D, jw < z. Con el fin de completar
la demostracién, sélo resta probar que D,_jw € F. En efecto, por la Proposicién 2.2.6
tenemos que fle(\/;n:_O1 f?’w) € F. Teniendo en cuenta que f(\/;””:_o1 frw) € S(A)
y GLg concluimos que fle(\/;”:_O1 f?w) = Dy, (f? \/;nz_o1 f*’w) = D,_jw y entonces,
D,_qw e F. O

Proposicién 2.3.6. Sea A€ LI y 0 € Con(A). Entonces [1]p es un s.d. y R([1]g) = 6.

Dem. Solo probaremos que R([1]y) = 6. Sea (1) 6, = 6N S(A)? € Con(S(A)). Entonces
(2) R([1]g,) = 61. En efecto, si (z,y) € R([1]g, ), por la Observacion 2.3.4 existe v € 1]y, tal
que A D,_1v =yAD,_1v. Como (D,_jv,1) € 0; tenemos que (x A D,_1v,x) € 61y (y A
D,_1v,y) € 0; de donde resulta que (z,y) € ;. Por lo tanto, R([1]g,) C 6;. Supongamos
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ahora que (z,y) € #;. Entonces, por w; inferimos que (D;z — D;y) A (D;y — D;x) € [1]s,.
Ademas, teniendo en cuenta la Definicién 2.3.1 obtenemos que w, , € [1]g, . Luego, de (ii) y
(v) enel Lema 2.3.2 y la Observacién 2.3.4 tenemos que D,,_1w,, — fx = Dy_1w,, — fy
de donde concluimos que (z,y) € R([1]s,).

Por otra parte, R([1]s,) € R([1]s) N S(A)%. Reciprocamente si (z,y) € R([1]s) NS(A)?,
existe u € [1]p tal que (3) Dyp—1u — fo = D,_1u — fy. Luego, de GL12 tenemos que t =
D,_1u € [1]4NS(A)?, de donde por (1) concluimos que ¢ € [1]4,. Por lo tanto, de GLg y (3)
inferimos que (z,y) € R([1]g,) lo que nos permite afirmar que R([1]y,) = R([1]s) N S(A)%.
De esta afirmacién y (2) deducimos que 6; = R([1]) N S(A)%. Como R([1]y) y € son

extensiones de 6, de A, por [1, Proposition 3.4] inferimos que R([1]g) = 6. O
El Teorema 2.3.7, que indicamos a continuacion, es una consecuencia directa de la
Proposicién 2.3.5 y la Proposicién 2.3.6.

Teorema 2.3.7. Sea A € L. Entonces:

(i) Con(A)={R(F): F € D(A)} donde R(F) = {(x,y) € A% : existe w € F tal que
Dy yw — fr = Dypqw — fy},

(ii) el reticulo Con(A) y D(A) son isomorfismos, consirando las aplicaciones 6 — [1]q
y F'— R(F) son una inversa de la otra.
A continuacién, del Teorema 2.3.7 y la Proposicion 2.2.3 vamos a indicar nuevas de-
mostraciones de los resultados establecidos en [1, Proposition 3.3, Proposition 3.4].

Teorema 2.3.8. L7 tiene la propiedad de extension de congruencias.

Dem. Sea A € L. Si B es una subdlgebra de A y 6§ € Con(B), por el Teorema 2.3.7
existe un s.d. F' de B tal que R(F') = 0. SeaT = {y € A : fD,fr < y, para algin
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x € F'}, entonces es simple verificar que 7" es un s.d. de A. Ademas, R(T) N (B x B) =
0. En efecto, sea (z,y) € R(T) N (B x B). Entonces, existe (1) w € T tal que (2)
T A \/;n:_o1 fPPw =y A \/;n:_o1 f?Pw. De (1), como F es un g-filtro de A existe a € F tal
que fDifa < w < \/;n:_o1 f?Pw y ademds, fD;,fa € F. Luego, x A fDifa = y A fD; fa
de donde concluimos por GLis que x A \/;:01 f?(fDifa) = y A \/;n:_o1 f?(fDifa) y
por lo tanto (z,y) € 6. Reciprocamente, sea (x,y) € 6. Luego, existe w € F tal que
xAND, qyw=yAN D, qw. Como por GL; tenemos que fD;fw < w, entonces w € T de
donde inferimos que (z,y) € R(T) N (B x B). O

Recordemos que si V es una variedad y A, B € V son tales que B es una subélgebra
de A, diremos que A es una extension perfecta de B si toda congruencia de B tiene una

Unica extensiéon a A.
Corolario 2.3.9. Sea A € L. Entonces A es una extension perfecta de S(A).

Dem. Sea § € Con(S(A)) y supongamos que existen ¢, € Con(A) tal que ¢ N S?*(A) =
6 = 1 N S*(A). Entonces [1], N S(A) = [1]y N S(A) = [1]p. Sean G = [1]s N S(A) y
H =[1],NS(A). Como G,H € F(S(A)) y G = H, por la Proposicién 2.2.3 tenemos que
G* = H*. Ademéas G* = [1]4. En efecto, sean z € [1]y y z = /\;’”L:_O1 f?Px, entonces (z,1) €
[1]4. Ademads, como z € S(A) y < x resulta que x € G*, por lo tanto (1], C G*. La otra
inclusién es inmediata. De manera analoga tenemos que H* = [1],. Luego, [1], = [1], de

donde por el Teorema 2.3.7 concluimos que ¢ = . O

m_ . . .
2.4. L7—congruencias principales

A continuacién vamos indicar una caracterizacion de las L"—congruencias principales
diferente de la indicada en [1, Proposition 3.1] y donde el elemento w,; introducido en la

Definicion 2.3.1 juega un papel fundamental.
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Teorema 2.4.1. Sea A € L™ y a,b € S(A). Entonces 0(a,b) = {(z,y) € A% : wap —

fx=wup — fy}.

Dem. Sea R = {(z,y) € A* : wap — fo = wap — fy}. Por (v) en el Lema 2.3.2 y la
Observacién 2.3.4 tenemos que (a,b) € R. Ademas, por (ii) y (iii) del Lema 2.3.2 inferimos
que R = R([wap)), de donde por la Proposicién 2.3.5, resulta que R es una congruencia
en A.

Por otra parte, sea p € Con(A) tal que (a,b) € p y supongamos que (z,y) € R.
Entonces, por w; tenemos que ((D;a — D;b) A (D;b — D;a),1) € p, y por la Definicién
2.3.1 concluimos que (wqp, 1) € p. Luego, tenemos que (z,x Awqp) € py (Y, Yy Awayp) € p.

De estas afirmaciones y la Observacién 2.3.4 obtenemos que (z,y) € p. O

En lo que sigue vamos a mostrar la relacién que existe entre el Teorema 2.4.1 y los

resultados obtenidos en [1, 89] con el fin de determinar las congruencias principales.

Teorema 2.4.2. Sea A € L], a,b € S(A) y a < b. Entonces 0(a,b) = 0p,,(a,b) V

Op,. (fa, f0) V2, 0p,. (Dia, D;b).

Dem. Sea o = 0p,,(a,b) V Op,,(fa, fb) V Vi Op,, (Dsia, D;b). Si (x,y) € 0(a,b), por el
Teorema 2.4.1, la Observacion 2.3.4 y (ii) en el Lema 2.3.2 tenemos que & Awgp = Yy AW p.
Teniendo en cuenta que a < b concluimos que :E/\/\?:_l1 (fD;bVD;a) = y/\/\?:_l1 (fD;bVD;a).
Como (D;a,D;b) € «, para todo 7, 1 < i < n — 1, por GLyy inferimos que (z,z A
A= (fDib Vv Dia)) € a e (y,y A NS (fDibV Dia)) € a, entonces (z,y) € a. Esta
ultima afirmacién implica que 6(a,b) C «. Para probar la otra inclusiéon observemos que
f(a,b) € Congm(A) es una congruencia de reticulos y que (a,b) € 6(a,b). Por lo tanto,

a C0(a,b). O
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Por otra parte, con el propodsito de obtener la caracterizacién de las congruencias
principales anunciada anteriormente, vamos a describir en primer lugar ciertos elementos
utilizados por J. Vaz de Carvalho en [89] y obtenidos a partir de algunos resultados no
publicados establecidos por M. Sequeira en el estudio de las congruencias sobre algebras
pertenecientes a ciertas subvariedades de algebras de Ockham. Dichos elementos estan

definidos como sigue:

Sea Ae L"y T ={0,1,...,m—1}. Paracada z € Ay s € {1,...,m} tenemos

qsz = /\ \/fzjz.

scr J€J
| Jl=s

Luego, el Lema 2.4.3 resume algunas propiedades importantes de estos elementos.

Lema 2.4.3. [89, pag. 297] Sea A € L. Entonces se satisfacen las siguientes propiedades:

(i) f2qsz = qsz, s €{1,...,m},

(i1) gsz < qsy12, s€{1,...,m — 1},

m—1 m—1
(i) gz= A fPzy V fPz2=qmz,
p=0 p=0

(iv) z € Sy implica qsz = z, s € {1,...,m},
(v) = < z implica qsz < gsz, s € {1,...,m}.

Lema 2.4.4. Sea A € L™ y a,b € S(A). Entonces wap = p*(a,b) siendo p*(a,b) =
ALy NS (Dilas(a A D)V f(Di(gs(a vV b)))).
Dem. Como a,b € S(A), por los resultados establecidos en [89] tenemos que gs(a A b) =

aAby gs(aVb)=aVb. Entonces, p”(a,b) = /\?:_ll(Di(a AD)V f(D;i(aV b))y por (i) en

el Lema 2.3.2 concluimos que p(a,b) = wqp. O
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Teorema 2.4.5. Sea A € L™ y a,b € S(A). Entonces 0(a,b) = {(x,y) € A?> : z A

p*(a,b) =y Ap*(a,b)}.

Dem. De los Lemas 2.4.4 y 2.3.2 tenemos que (z,y) € {(z,y) € A% : z A p(a,b) =
y A p™(a,b)} es equivalente a que A D1w,p = y A Dyw, . Esta condicién es equivalente
a f(x A Diwap) = f(y A Diwayp), que a su vez es equivalente a wqp — fo = wap — fy.

Por lo tanto, del Teorema 2.4.1 la demostracion esta terminada. O

Finalmente, obtenemos la caracterizacion de las L]"—congruencias principales buscada.

Teorema 2.4.6. Sea A € L7 y a,b € A. Entonces existe k € N y (aj,b;) € S(A)?,
1< j <k tal que 0(a,b) = R([N\}_; wa,s,)).

Dem. Del Teorema 2.4.1 y la Proposicién 2.3.5 tenemos que 6(x,y) = R([w,,)) para cada
(z,y) € S(A)?. Entonces, por [1, Proposition 3.1] existe k € Ny (a;,b;) € S(A)?,1<j <
k, tal que 0(a,b) = \/f:1 R([wq; ;). Como /\;?:1 Wa; p; < Wa,p,;, PO la Proposicién 2.3.3 y
el Teorema 2.3.7 inferimos que R([wq,p,)) € R([/\f:1 Wq, ;). Ademas, (1, /\;?:1 Wa,p;) €
@, para todo ¢ € Con(A) tal que R([wq,s,)) € ¢ para todo j,1 < j < k y entonces,
R([/\f:1 Wa;p;)) € . Luego, \/f:1 R([wa, p;)) = R([/\f:1 Wa;p;)). A partir de ésta tltima
igualdad obtenemos que 6(a,b) = R([/\;?:1 Wa, b)) O

2.5. Otra caracterizacion de las L"—algebras simples

En el Teorema 2.5.2 daremos una demostracién de los resultados establecidos en [1,
Proposition 4.1] a partir de la nocién de sistema deductivo. Ademés, en el Teorema 2.5.4
indicaremos una nueva caracterizacion de las L"—algebras simples para la cual los ele-

mentos introducidos en la Definicién 2.3.1 son fundamentales.

Proposicién 2.5.1. Sea A € L y F' € D(A). Entonces las siguientes condiciones son

equivalentes:
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(i) F' es maximal,
(ii) F es irreducible,

(iii) F' es completamente irreducible.

Dem. Es consecuencia directa del Teorema 2.3.7, el Corolario 2.3.9 y los resultados es-

tablecidos en [23, Theorem 2.21]. O

Teorema 2.5.2. Sea A € L. Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) A es subdirectamente irreducible,
(ii) S(A) es una subdlgebra de IL,,
(iii) A es simple,

Dem. (i) = (ii): Como A es subdirectamente irreducible por el Corolario 2.3.9 tenemos
que S(A) es subdirectamente irreducible. Luego, por [23, Corollary 5.6] concluimos que
S(A) es una subalgebra de L,.

(ii) = (iii): De la hipétesis y los resultados establecidos en [23] tenemos que S(A) es
un algebra de Lukasiewicz de orden n simple. Por lo tanto, S(A) y {1} son los tinicos
sistemas deductivos de S(A). Luego del Teorema 2.3.7 y el Corolario 2.3.9 inferimos que
los tnicos sistemas deductivos de A son los triviales, de donde concluimos que A es simple.

(iii) = (i): Es inmediata por resultados de algebra universal. a
Corolario 2.5.3. Toda L"-dlgebra no trivial es semisimple.

Teorema 2.5.4. Sea A € L' ya € A, a > 0. Entonces las siguientes condiciones son

equivalentes:

(i) A es simple,
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(ii) wp,e1 = 1.

Dem. (i) = (ii): Sea F' = [wp,q.1). Luego, por el inciso (vi) del Lema 2.3.2 y la Proposicién
2.2.6 concluimos que F' es un s.d.. Por lo tanto, de la Proposicién 2.3.5 tenemos que
R(F) € Con(A) y F = [1]gr) de donde resulta que (wp,q,1,1) € R(F). Si wp,q1 = 0,
entonces Dia = 0 y por lo tanto de GGL; obtenemos que a = 0. Como A es simple y las
unicas congruencias son id4 y A x A, entonces wp,,1 = 1.

(ii) = (i): Sea 6 € Con(A) tal que 0 # ids. Luego existen x,y € A, z # y tal que
(x,y) € 0 = R([1]p). Entonces del Teorema 2.3.7 y la Observacién 2.3.4 existe v € [1]g
tal que A D,,_1v = y A D,,_1v. Es decir, existe v # 1 tal que (fv,0) € 6 con fv # 0.
Como sabemos que wp,q,1 = 1 para todo a > 0, entonces wp, f,,1 = 1. Luego, (0, wp, ») =

(0,1) € 6 y por lo tanto § = A x A. O

2.6. L™—polinomio discriminador ternario

Recordemos que la funcién discriminadora ternaria t sobre un conjunto A esta definida

por las condiciones siguientes:

z sl x=y,
t(r,y,2) =
xr en otro caso.

Ademads, una variedad V es una variedad discriminadora, si posee un polinomio p
que coincide con la funcion discriminadora ternaria sobre cada miembro subdirectamente

irreducible de V; un tal polinomio es llamado polinomio discriminador ternario para V.

Teniendo en cuenta el Lema 2.3.2, el polinomio discriminador ternario para las L]
algebras queda determinado del siguiente modo:
Proposicién 2.6.1. Sean A € L™ yp: A> — A la funcion definida para todo (a,b,c) €

A? por p(a,b,¢) = (NI Wasand)getave) A €) V (f Aoy Wy, (anb)gs(avs) A @). Entonces
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(i) p(a, a, b) =,
(ii) p(a,b,c) =a, sia #b.

Dem. (i) Teniendo en cuenta G Ly, para todo a,b € A, resulta que:
pla, a,b) = (AL; Wy, (ara),guavay AD)V (f ALy Wouana).auavay N@) = (LAD)V (0Na) = b.

(ii) Sean a,b € A tales que a # b. Como a,b € R([AL, W, (arb).qs(avs)) t€NEmos
que a A AL Weoanb)ge(avs) = 0N N ) Wy (anb).gs(ave)- De esta afirmacion, teniendo en
cuenta que S(A) es un dlgebra simple, A", Wy (arp).q.(ave) € B(S(A)) vy a # b con-
cluimos que AL, Wy, (arp),q.(avs) = 0. Por lo tanto, p(a,b, ¢) = (A1 Wq,(and),gstave) A €) V

(f AsZi Wao(anb)gstavty N @) = (0A€) V (1 Aa) =a. o

De la proposicién anterior obtenemos los siguientes resultados.
Teorema 2.6.2. L es una variedad discriminadora.

Corolario 2.6.3. La variedad L' es aritmética, filtral, a congruencias requlares, a con-
gruencias normales, cada congruencia principal es una congruencia factor y cada congru-

encia compacta es principal.

De todo lo demostrado anteriormente podemos afirmar que la nocién de la implicacion
débil introducida en la Secciéon 1.2 ha sido muy beneficiosa ya que nos permitié determinar
los elementos introducidos en la Definicién 2.3.1 y a partir de ellos obtener de manera

mas simple algunos de los resultados establecidos en [89]

2.7. Observacion sobre la definiciéon de las L)'—algebras

Antes de finalizar este capitulo nos parece interesante plantearnos el siguiente interro-
gante: jpor qué las dlgebras de Lukasiewicz m—generalizadas de orden n no pueden ser

definidas como dlgebras de Lukasiewicz-Moisil de orden n cambiando la condicién f?z = x
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por f?my = z con m € IN\ {1} ?. Méas precisamente, mantener las propiedades de los
operadores de Moisil cambiando solamente la negacién. A continuacion detallaremos la
justificacién que nosotros encontramos de este hecho.

Si sustituimos (G Ly) por
(GLy) Dij(x Ny) = Di(x) A Di(y), para todo i, 1 <i<n—1,

y mantenemos el resto de las condiciones de un dlgebra de Lukasiewicz m—generalizada
de orden n, entonces utilizando (G Lg) obtenemos que D;( /\;'"L:_O1 f?x) = /\;”:_Ol(Di f?r)
— /\;’"‘:_01 D;(f?rr) = DZ-(\/ZL:_O1 f*z) para todo i, 1 < i < n — 1. Como /\;n:_o1 f?Px,
\/ZL:_O1 f?Px € S(A) por el Principio de Determinacién de Moisil resulta que /\;n:_o1 2Py
= \/;’"L:_O1 f?Pz. Luego, teniendo en cuenta que /\;n:_o1 fPr < x < \/;n:_o1 f?Pz obtenemos

que z = f%x para todo x € A. Es decir, tendrfamos las dlgebras de Lukasiewicz Moisil de

orden n y no una nueva variedad de algebras.
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3. Capitulo III

El objetivo principal de este capitulo es mostrar la existencia de un sistema légico
para el cual las L"-algebras constituyan su contrapartida algebraica dando asi una res-
puesta positiva a la pregunta planteada en [1]. Con este propdsito definimos en primer
lugar una nueva operaciéon de implicacién en las L'-algebras a la que denominamos
implicacién estandar, la cual desempend un rol fundamental para determinar £~ calculo
proposicional. A continuacion, buscando simplificar las demostraciones de la Seccién 3.4,
introducimos los ks,,—reticulos e indicamos una caracterizacién de los mismos teniendo en
cuenta los resultados establecidos en [48]. En la Seccién 3.4, la més importante de este
capitulo, presentamos el £"— célculo proposicional que denotamos por ¢ y mostramos
que es un calculo implicativo extensional estandar. Ademas, probamos que las L"—algebras
y ("-algebras son equivalentes. Finalmente, obtenemos el teorema de completitud para

o,

n
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3.1. Preliminares

Recordemos que en el Capitulo II introdujimos la implicacién débil de la siguiente
manera: r — y = Dy fxVy y mostramos algunas propiedades de la misma. Cabe destacar
que esta implicacion ha sido también de fundamental importancia para determinar un
calculo proposicional cuya contrapartida algebraica son las L"-algebras.

A continuacién, indicaremos propiedades de esta implicacién necesarias para el de-
sarrollo de las secciones subsiguientes, y con el objeto de facilitar la lectura incluiremos

algunas de las ya establecidas en la Secciéon I del capitulo anterior .
Proposicion 3.1.1. Sea A € L. Entonces las siguientes propiedades se verifican:
(W) z—1=1,

(Wa) z =z =1,

(W3) 1 -z =uz,

W) 2= (y — ) =1,

(W5) x <y implica x — y =1,

(We) 2= (y—2)=(r—y)—(x—2),

(Wr7) 2= (zhy) =z —y,

Ws) (x—=y)—=((z—=2) —(@—(yA2) =1,

(Wo) (Ay) = z=2—(y—2),

(W) Dix — Dy = fDix vV Dyy, 1 <i<n—1,

(W1i1) Dix — Dyy =1 si, y solo si Dix < Dy, 1 <i1<n-—1,
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(Wi2) Digs(xVy) — Digs(x ANy) =1 si, ysdlosiz =y, 1 <i<n—-1,1<s<m,
Wis) (zA2) = (yA2) = (2= (x—y) =1,
(W) Diggr — Dix=1,1<i<n—-1,1<s<m,

(Wis) Digs(x A fz) — Digs((x A fr)AN(yV fy)=1,1<i<n—-1,1<s<m,

m—1 m—1 m—1 m—1

W) Do\ 5202) = Dl (V. 120) n (Vo 1D gy v
Din(N ) =1, 1<i<n—1,1<s<m,
p=0

(Wi7) Digsx — Digs(x A f*" H(fa A fy)=1,1<i<n—1,1<s<m,

(Wis) Digu(( P4 Fy A PV P (F(2A2) A Sy M) = Dagsle A (Fy A f2) A
Pl feA)AN flynz))=1,1<i<n—-1,1<s<m,

m n—1 m n—
(Wg) A /_\1 ,_I(Diqs(:vvz/) — Digs(z Ny)) = /_\ /_\( iqs(x V y) — Digs(z Ay)),
m n—1 m n—1
(Wa0) Djgrz A /\1 N (Digs(xVy) — Digs(x Ay)) = Diqey A /\1 A (Digs(xVy) — Digs(x A
Y)), 1§]§n—1 1<k<m,
m n—1 m n—1
(Wa1) Dp_1qrz A /\1 A (Digs(z V y) = Digs(x Ay)) = Dp1qay A /\1 N (Digs(xz Vy) —

D;qs (ZE A y))

Dem. Sélo probaremos Wys, Wiy, Wis, Wis, Wig vy Woy va que la demostracion de las

restantes propiedades es de rutina.

(Wi3) : De Wy v Ws tenemos que ((x A z) — (yAz2) — (z— (z—y) = (xA2) —
(yNz)) — ((x Az) — y)). Entonces, por W5 y Wi concluimos que ((z A z) —
WAz) = (= (@—y)=(xrz)—1=1
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(Wi4) = De (ii) en el Lema 2.4.3 y GLy; inferimos que D;qsx < D;gnz, 1 < i < n—1,
1 < s < m. Por otra parte, por (iii) en el Lema 2.4.3, GLg y GL3 tenemos que
Dignxr = Dix < Dyx, 1 <i <n —1, de donde por Wiy; concluimos que D;qsx —

Diz=1,1<i<n-1,1<s<m.

(Wis) : De GLg tenemos que x A fxr = (x A fx)A(yV fy) de donde resulta que D;qs(z A fx) =
Digs((x AN fr)AN(yV fy)), 1 <i<n-—1,1<s<m. Luego, por W5 concluimos la

demostracién.

(W1g) : Es consecuencia directa del hecho que x A f2™7L(fyA fz) = f2"H(f(zAz)A f(yAx))
y Wg.

(Wig) : En virtud de G'Ly3 y la definicién de la implicacion débil, tenemos que D;qs(x A
y)V fDigs(x Vy) = Digs(x ANy) V Di1fDiqs(v V y) = Digs(z Vy) — Digs(x N y),

1 <i<n-11< s < m. Luego, por [89, Proposicién 3.5] concluimos que

m n—1 m n—1
AN A (Digs(xVy) = Digs(x Ay)) =y A /\1 /\1 (Digs(z V' y) — Digs(z N y)).
s=11i=1 s=1 i=
(Wa) : Se obtiene siguiendo un razonamiento analogo a Wiy. O

3.2. La implicacién standard

Con el fin de establecer un célculo proposicional extensional implicativo (ver [66])
que tenga a las L£'—algebras como contrapartida algebraica, introducimos otra operacion
implicacion — sobre estas dlgebras por medio de la féormula:

m n—1

v —y=DuagyV \ \(Digs(x Vy) = Digs(x Ay)),

s=11i=1

y la denominamos implicacion standard.
Por otra parte, cabe destacar que esta implicacién nos permitié obtener una nueva

descripcién del reticulo de las congruencias de las L)'—édlgebras, que desempend un papel
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importante en lo que sigue.

Proposicion 3.2.1. Sea A € L. Entonces se verifican las siguientes propiedades:
(S1) x> 1=1,

(S2) x -z =1,

(S3) 1 »x =D, 11z,

(S4) Dpaquiz A (x = y) = Dpaquy A (y — ),

(55) A (z—>y) ANy —>z)=yA(x—>y) Ay —>z),

(56) (x—y) = ((y>2) = (x—>2)=1,

(S7) (Dn1quz A (x> y)) =y =1,

(S8) fAlz »y)=z—>y,

(59) Di(x »y) =2z —»y 1<j<n-—-1

Dem. Solo probaremos S4, 55, 56 y S9 ya que la demostracién de las restantes es directa.

(S4): Teniendo en cuenta la definicién de la implicacién standard y Wy tenemos que
m n—1

Dy gz AN (x — y) = (Dprqur A Du1qry) V (Dncrqur A NN (Digs(z V y) —
s=1 =1
m n—1
Diqs(xNy)) = (Dn-1q12ADp1q1y)V (Dno1quy A /\1 N (Digs(zVy) — Digs(xA\y)) =
s=1 =1

Dp 1y A (y — ).

(S5): Teniendo en cuenta los incisos (i) y (iii) del Lema 2.4.3 inferimos que D,_jq1x <

¢1x < x de donde obtenemos que:

m n—1
eA (@ = y)A(y = x) = 2A(Dp1qiyV A A (Digs(xVy) — Digs(x Ay) AN (Dp-1q1zV
s=1 =1
1
(Digs(x V y) — Digs(z Ny)))
1

n

>3
|

s i
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= (Dacsaiw’ A A (Dian(vy) = Digswrg)IN(@AD -1 V(aA A ' (D

y) = Digs(z A y))))

— Dacsawv A N (DialeVy) = Dt Ap) A Drcsasay (o1 A A (Digr
y) = Digs(z A y))))

= (Dp-11xADp_1q1y)V (Dyp—1uy Az A Z\1 Z\ll(DiqS(I\/?/) — D;qs(xA\y))V(Dp—1qrz A
A A Dty y) = Daala n o) v (@ AN Diae v ) = Diae ),

Andlogamente, tenemos que y A ((x — y) A (y = ) = (Dp_11y A Dyp_1qa7)

m n—1 m n—1

V(Dp_1quz Ay A /\1 /\1( i0s(xVy) — Diqs(x Ay))V (Dnaqry A /\1 A (Digs(zVy) —

Digs(x Ny)) V (y A /\ /\ (Diqs(x Vy) — D;gs(x Ay)). Entonces, utilizando Wig y

s=1 i=1

Way inferimos que x A (z > y) A (y > ) =y A ((x = y) A (y = x)).

: Sea A una L!I"-algebra subdirectamente irreducible, entonces por ([1, Proposicién

4.1]) tenemos que el conjunto de los elementos booleanos de S(A) es {0, 1}. Entonces
por(i) en el Lemma 2.4.3 y G Ly tenemos que D;qs(a V b) — D;qs(a A D) € {0,1}
para todo a,b € A. Supongamos ahora que existen x,y € A tal que D;qs(z Vy) —
Diqs(x AN y) = 1. Luego por Wiy tenemos que x = y y por Wy obtenemos que
(x—>y) — ((y—>2) —(r—>2)=(r—»z)— (x> z2) — (x> z)) =1 Por otra
parte, si suponemos que existen z,y, z € A tal que D;qs(yV z) — Digs(yANz) =10
Diqs(x V z) — D;qs(xz A z) = 1, siguiendo con un razonamiento andlogo probamos
S6. Finalmente, si D;qs(x V y) — Digs(x Ny) = Digs(y V 2) — Digs(y N z) =
Diqs(x V z) — D;gs(x AN z) =0, entonces y — z = D,_1q12 = = — z, luego por Wy

y Wi concluimos la demostracion.

. Utilizando G Los, GL11, GL15, GLog y G Lg, tenemos que para todo j, 1 <j <n-—1,

m n—1

Dj(x — y) = Dj(Dpaquy V /\1 N (Digs(x vV y) — Digs(x Ny))) = DjDp1qry V
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m n—1 m n—1
Dj A A (Digs(zVvy) — Digs(zAy)) = Dp1qiyV N\ N\ (D;Digs(xVy) — D;Digs(zA
s=1 i=1 s=1i=1
m n—1
Y)) = Dnaquy V /\1 N (Digs(z V y) — Digs(z Ny)). H
s=1 1=1

Para cada A € LI, recordemos que D(A) es el conjunto de sistemas deductivos de A

asociado a —.

Lema 3.2.2. Sea A € L' y F' € D(A). Entonces, las siguientes condiciones son equiva-

lentes para todo x,y € A:

(i) emiste uw € F tal que Dy_1u — fxr = D,_ju — fy,
(ii) emiste w € F tal que x A Dp_qyw =y A Dy_qw,
(iii) x » y,y » x € F.

Dem. Teniendo en cuenta la Observacion 2.3.4 probaremos solamente la equivalencia
entre (ii) y (iii).

(ii)= (iii): De la hipétesis y el Teorema 2.3.7 tenemos que (z,y) € Rr = {(a,b) € A% :
existe w € F tal que aAD,_1w =bAD,,_yw} y entonces, (D;qs(xVy), Digs(x \y)) € Rp.
Luego, (D;qs(zVy) — Diqs(x Ay),1) € Rp lo que implica que (Dn_lqu\/é/_\1 7\ (Digs(x Vv
y) — qs(xAy)),1) € Rp. Por lo tanto, x — y € F. Similarmente, tenemos z;ies;l—» zeF.

(iii)= (ii): De la hipdtesis y S8 tenemos que w = (xr — y) A (y - z) € FNS(A) y
resulta que S(A) es una L,—élgebra tenemos que D,,_yw < w. Entonces, por S5 concluimos

que x AN D, qw=yA D, jw. O

Teorema 3.2.3. Sea A € L. Entonces, se verifica que:

(i) Con(A) ={R(F): F € D(A)} where R(F) = {(x,y) € A2 : 2 — y,
y—~»x €l
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(i) los reticulos Con(A) y D(A) son isomorfos considerando las funciones 0 — [1]g y

F +—— R(F) una inversa de la otra.

Dem. Es consecuencia directa del Lema 3.2.2 y el Teorema 2.3.7. O

Lema 3.2.4. Sea A € L' ya,b € A. Siw = (a - b) AN (b — a), entonces [w) es un

sistema deductivo de A.

Dem. Teniendo en cuenta la Proposicién 2.2.6 sélo resta probar que fD,,_; fz € [w) para
todo x € [w). Por S8, GLs, GLys y S9 tenemos que fD,_1 fw = fD,_1f((a - b)A(b—
a)) = f*Di((a = b)A(b — a)) = f*(Di(a — b)AD1(b — a)) = f*((a = b)A(b — a)) = w.
Luego [w) es un sistema deductivo de A. O

A partir de los resultados anteriores, podemos obtener una nueva caracterizacion de

las congruencias principales en las L"-algebras.

Teorema 3.2.5. Sea A € L™ y a,b € A. Entonces 0(a,b) = {(z,y) € A : z A ((a —
b)AN(b—>a))=yA((a—>b) AD—a))}.

Dem. Sea T = {(z,y) € A2 : 2 A((a D) A(Db—a) =yA (a0 AD—a)}
Por S5 tenemos que (a,b) € T. Ademds, por S9 y S8 resulta que T = {(z,y) € A% :
A Dp_1((a > b)AN(b—a)=yAD,1((a—>b) A — a))} y entonces, por el Lema
3.2.4, el Lema 3.2.2 y el Teorema 2.3.7 concluimos que 7" € Con(A).

Por otra parte, sea R € Con(A) tal que (a,b) € Ry supongamos que (z,y) € T.
Entonces, tenemos que ((a — b) A (b — a),1) € R de donde resulta que (z A (a —
b)AN(b—a),x) € Ry (yA(a—b)A(b—a),y) € R. De estas ultimas afirmaciones y el
hecho que (z,y) € T concluimos que (x,y) € R. Por lo tanto, "= 6(a, b). a

A continuacion indicaremos un ejemplo que ilustra los resultados obtenidos en el Teo-

rema 3.2.3, el Lema 3.2.4 y el Teorema 3.2.5
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Ejemplo 3.2.6. Consideremos la L3-algebra A cuyo diagrana de Hasse es el indicado a
continuacion y donde las operaciones f, D;, 1 <1 <2 yq;, 1 <i <2 estan definidas de

la siguiente manera:

x |0ja|blcldle|lg|h|t|j|k]|m|n]|l
frx |1in|\mlk|i|j|lh|lgle|d|c]|a 0
Dix|{0|lglg|lglglglg|h|1]1]|1|1]1]|1
Dyx | 0 0 glglglh|h|h|h|1]|1]1
¢x |00 0 |c|lc|lclg|h|h|h|k|Ek|k|1
@xr |0|lclc|lclglglg|h|k|Ek|k|1]1|1
= |0lal|blc|d|e]yg
O|1|hA|h|h|h|h
a |h|1|h|h|h|h|1
b |h|h|1|h|h|h|1
c|h|h|h|1|h|h|1
d|h|h|h|h|1|h|1
e |h|h|h|h|h|1]|1
g |h|h|h|h|h|h|1

Siw = (a - b)AN(b - a) = h, por el Lema 3.2.4 obtenemos que F' = [h) =
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{h,1,j,k,m,n, 1} es un sistema deductivo de A. Entonces, por el Teorema 3.2.3 tenemos

que A/R(F) = {[O]R(F)> [1]R(F)} donde [1]R(F) =F y [O]R(F) = {O,Cl,b, ¢, d>€>g}‘
Por otra parte, de (S1) y (53) tenemos que ¢ —» 1 = 1 and 1 — ¢g = g. Entonces,
del Teorema 3.5.3 obtenemos que 6(g,1) = {(z,y) € A2 : x ANg = yAg} = Ids U

{(9,1), (1, 9),(d,m), (m,d), (n,e), (e,n), (¢, k), (k,c), (a, 1), (i, a),
(b,4), (4, 0), (0, h), (h, 0)}.

Por el Teorema 3.2.5 es facil verificar la Proposicion 3.2.7, que sera de gran utilidad

en el desarrolllo del £]"—calculo proposicional.
Proposicion 3.2.7. Sea A € L. Entonces, se verifican las siguientes propiedades:
(S10) Dix Az > y)AN(y—>z)=DiyAN(z >y ANy —>z), 1 <i<n-—1,

(S11) Digs(faV fy)AN(x — y)A(y = z) = Digs(fanfy)ANz - y)A(y » z), 1 <i<n—1,

1<s<m,

(812) Digs((xA2)V(yA2))A(x = y)A(y — ) = Digs((xA2)A(yA2))A(x = y)A(y — ),

1§2§n—1,1§5§m,

(513) Digs((x — 2) V (y = 2)) Az > y) Ay = 2) = Digs((x — 2) A (y — 2)) Az —
YANy—>x),1<i<n-—11<s<m,

(814) Digs((x —» 2)V(y > 2)) Az > y) Ay — ) = Digs((x - 2) A (y = 2)) Az —>
YANy—>x),1<i<n—-1,1<s<m.

Dem. Solo probaremos (510), (S11) y (S14).

(S10): De S5y G Lag tenemos que D;x AD;((x — y)A(y — z)) = DiyAD;((x — y) A\ (y —
x)), 1 <i<n-—1.Luego, de S8, GLys y S9 concluimos que D;z A ((x — y) A (y —
2)) =DiyN((z »y)A(y > 2),1<i<n-—1L
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(S11): De S5y el Teorema 3.2.5 inferimos que (fx A fy)A((x = y)A(y — x)) = (fxV fy)A
((x = y) A (y = z)). Luego por GLyg y S9 concluimos que D;qs(fx V fy) A (z —
YAy —»x)=Digs(frANfy)y Nz > y)A(y—>x),1<i<n—-1yl<s<m.

(S14): Teniendo en cuenta S5y el Teorema 3.2.5 deducimos que ((x — 2)A(y — 2))A((x —
YAy —2)=(r—>2)V(y—>2)A((zr—>y) Ay — x)). Entonces de GLsg y
S9 deducimos que D;gs((x — 2) A (y = 2)) A ((x — y) A (y — x)) = Digs((z —
DV =>2) Az >y Ay —>2),1<i<n-—1lyl<s<m. O

3.3. Una caracterizacion de los ks,,—reticulos

El objetivo de esta seccion es encontrar una formulacién equivalente a GL; para de-
mostrarlo de una forma mas simple. Para ello, hemos tenido en cuenta los resultados

establecidos en [48].

Definicién 3.3.1. Un kg, —reticulo, m € IN, es un dlgebra (A,V, A, f) tal que (A,V,N\)
es un reticulo distributivo y f es una operacion unaria de A que verifica las siquientes

condiciones:
(rl) f?mx ==,

(r2) flzVy)=feAfy.

El Teorema 3.3.3 nos permitird caracterizar a los ko,,—reticulos por medio de las opera-
ciones de infimo A y el endomorfismo dual f. Para facilitar la demostraciéon utilizaremos
la caracterizacion de Sholander para los reticulos distributivos que indicaremos a conti-

nuacion.

Teorema 3.3.2. ([73]) Un dlgebra (A, \,V) de tipo (2,2) es un reticulo distributivo si, y

solo si, se verifican las siguientes condiciones:
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(I1) a=aA(aVd),
(12) an(bVe)=(cNha)V (bAa).

Teorema 3.3.3. Sea (A, A, f) un dlgebra de tipo (2,1). Entonces (A, N\,V, f) es un
ko, —reticulo, m € IN, definiendo (s) : a Vb = f2™Y(fa A fb) para todo a,b € A si,

y solo si se verifican las siguientes condiciones:
(ml) a=an f>"(fan fb),

(m2) a A frH(fo A fo) = 2 (fle Aa) A f(bAa)).

Dem. De (I1), (I2) y teniendo en cuenta la definicién de V resultan inmediatas (ml) y
(m2). Para demostrar la reciproca, veamos en primer lugar que A es un reticulo distribu-
tivo, es decir que (I1) y (I12) se verifican. En efecto, de (m1), (m2) y (s) tenemos que (I1):
an(aVvbd)= f2""Yfan fb)Na=ay (I12): (cha)V (bAa) = 2" flcha)A f(bAa)) =
a AN fF"7L(fb A fe) = a A (bV c). Entonces, por (ml) y (m2) obtenemos que (r1):
a=aAl f"HfaA fa) = P flana) A flana)) = P (fa A fa) = 27 fa.
Finalmente, de (r1) y (s) resulta (r2): f(a VvV b) = ff** (fa A fb) = fa A fb. O

3.4. El L—céalculo proposicional

En esta seccién, que es la principal de este capitulo, describiremos un calculo proposi-
cional y demostraremos que tiene a las L"-algebras como la contrapartida algebraica.
Ademads, estabamos interesados en encontrar un calculo que perteneciera a la clase de los
sistemas proposicionales implicativo extensionales standard. La complejidad de la impli-
cacién standard junto con el hecho de que las L'-algebras no verifican el Principio de
Determinacién de Moisil y que los operadores de D; no son A-homomorfismos, han hecho

que en éste el calculo el nimero de axiomas y reglas de inferencia sean mayores que en el
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célculo proposicional de Lukasiewicz n—valuado. ([16]). La terminologia y simbolos usados

aqui coinciden con los de [66].

Sea L = (A% F) un lenguaje formalizado de orden cero, donde en el alfabeto A° =

(V, Lo, L1, L2, U) el conjunto
(i) V de las variables proposicionales es numerable,
(i) Lo es no vacio,

(iii) L; contiene n elementos denotados por f, D; para 1 <1i < n— 1, llamados negacién

y operadores de Moisil generalizados, respectivamente.

(iv) Lo contiene cuatro elementos denotados por A, V, — y — llamados conjuncién,

disjuncion, implicacién débil e implicacién standard, respectivamente.
(v) U contiene dos elementos denotados por (, ).

En lo que sigue, para cada a, ..., ay en el conjunto F de todas las férmulas sobre A°,
k k

V ap, A\ o significard agV(...V(ag—1Vayg))...) y aoA(...A(ag—1Aag))...) respectivamente.
p=0 p=0

Ademads, para cada o en F, fta es el resultado de aplicar ¢ veces la operacién f a asit > 0,
o asi t = 0. Por otra parte, para cada «a, ( in F', escribiremos para simplificar a < (3,

a «» By g enlugar de (¢ —» B)A (B — ), (a » B)A(B—»a)and A V fHa,
scr J€J
| J]=s

donde T'={0,1,...,m —1} y s € {1,...,m}, respectivamente.

Suponemos que el conjunto A; de los axiomas logicos consiste de todas las formulas

de la siguiente forma, donde «, 3, v son férmulas en F"
(Al) o — (6 —a),

(A2) (@ = (=) = (@ = ) = (@ =),
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(A3) a — (aVp),
(A4) B — (aVp),
(A5) (@A p) — a,
(A6) (@A p) — 0,
(A7) (@ = f) = ((a =) = (a = (BAY)),
(A8) a — Dia,
(A9) D;Djov < Dy, 1 < i, j <n—1,
(A10) D; j\_]: 2P0 o Dy, 1<i<n—1,
(A1) ((aAy) = (BA7Y) = (v = (a— B)),
(A12) DoV fDia, 1<i<n—1,
(A13) Digs(aV @) — Digslana), 1<i<n—1,1<s<m,
(Al4) Digsa — Digs(a ADya), 1<i<n—1,1<s<m,

(A15) Diqs(f?DiaV Do) — Diqs(f?Diac A Dia), 1 <i<n-—1,1<s<m,

m—1 m—1
(A16) Diqs(Di(a A \_/0 fB)V (Djov A D)) — Digs(Di(a A \:/0 fB) A (Do N D;3)),

1<i1<n—-1,1<5<m,

(A17) Digs(DjaV(D;aNDja)) — Digs(Djan(D;anD;a)),1 <i<j<n—-1,1<s<m,
m—1 m—1 m—1
(A18) Digs(Dif (V f*a)V fDoi( N f7a)) = Digs(Dif (N f*a) A fDn-i

p=0 p=0 p=0

m—1
(V fPa)),1<i<n-1,1<s<m,
p=0

(A19) Digs(a A fa) = Digs((a A fa) A(BV fB)), 1<i<n—11<s<m,
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m—1 m—1 m— m—1

1
(A20) Digs(V f*a) = Digs(V fPan(V f#BV IDi(V f#B)V Din

p=0 p=0 p=0 p=0

m—1
(V f?a),1<i<n—-1,1<s<m,
p=0
(A21) Digsa — Digs(a A f2" 7 Hfan f3),1<i<n-—1,1<s<m,

(A22) Digs((an fP"HfBA )V PP Hf(y Aa) A F(BA@))) — Digs(a A fPH(fB A
NN Hf(yANa)ANf(BAQ))), 1<i<n—1,1<s<m,

n—1

(A23) a = B Dp1qiffV '4\1 /:\l(DiQs(Oé V B) = Digs(ae A\ 3)),
(A24) (Digs(faV fB)A(a «» B)) — (Digs(fanfB)A(a «» 3)),1 <i<n—1,1<s<m,
(A25) (D A (0o ) — (DA (0 ), L i <n— 1,

(A26) (Digs((@ A7)V (BAY) A (@ «» B) = (Digs((a Ay) A(BAY) A (a «» (),
1<i:<n—-1,1<s5<m,

(A27) (A7) = (v ANa),

(A28) (Digs((y = @) V (v = B)) Ao «» ) — (Digs((y — a) A(y — B)) A (a «» 3)),
1<i:<n—-1,1<5<m,

(A29) (Digs((@ = 7) V(B = 7)) A(a «» B)) = (Digs((@ = ) A (B = 7)) A(a «» 3)),
1<i1<n—-1,1<5<m,

(A30) (Digs((y = @) V (v = B)) Ao «» ) — (Digs((y = a) A(y = B)) A (a «» 3)),
1<i<n—-1,1<5<m,

(A31) (Digs((@ = 7) V(B = 7)) Ala «» B)) = (Digs(( > 7) A (B = 7) A (o «» ),
1<i<n—-1,1<s5<m,

(A32) (= ) = ((B > 7) = (a—>7)),
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(A33) (f*"H(fanfB) > (aVB)A((avB)—» A" Hfan fB)),

(A34) (Dpaaqia A (a— 3)) — f.

El operador de consecuencia C; en £ = (A% F) estd determinado por A; y por las

siguientes reglas de inferencia:

a,a— (3

— 3

D, — D;f3,D;3 — D;cx
Do — D3

(R1)

(R2)

, 1<, <n—-1,

(R?)) DiQsa - DiQs(a A ﬁ)

(e}
B 5 e
Digs(a V 8) — Digs(a A )
Digs(3V @) = Digs(BAa)’

El sistema (" = (L, C) asi obtenido, sera llamado el £"—calculo proposicional. Cabe

(R5)

1<i1<n—-1,1<s<m.

mencionar que las conectivas anteriores no son independientes, sin embargo, las hemos
considerado por simplicidad. Denotaremos con 7 al conjunto de todas las formulas deriv-

able en (" v si a € T, escribiremos - a.

El Lema 3.4.1 resume las reglas y teoremas mas importantes necesarios para el de-

sarrollo futuro.

Lema 3.4.1. En (' se verifican las siguientes reglas y teoremas:

(R6) oo
(RT) — (B—)

(@—=f) = (a—7)
(T1) Fa— «a,



(12) F(a—=pB) = ((y = a) = (v = H)),

(R8)

(R9)

(R10)

a— 3

(v —a) = (v

— )

(a—B) = (a—7)

f—(a—

a= (-7
8= (a—7)

)

)

(T3) F (v — (a—B)) = (a— P),

(T4) F(a— B) = ((B—7) = (@ —7)),

(R11)

(R12)

(R13)

a— B3,8—7y
a— 7y

a— 3

)

(B—17)— (a

o,
al g’

(T12) Fa — «,

(R14)

(R15)

(R16)

(R17)

(R18)

(R19)

Digs(a V 8) — Digs(a A )

— )’

,1§Z§n—1,135§m7

a— 0

a,a —» f3
—5
a— B0y
e

g

a—» 3

a—» 3,8«

fa— B

a—» 3,0«

Do — D;f3

)

)

,1<i<n—1,
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a— 3,0«
(@A) = (BAY)
a— 3,0«
(yAa) = (YAB)
a— 3,0«
(@Vy) = (BVY)
a— 3,0«
(yVa)—»(yVvp)
a— 3,0 — «
(y—=a)—> (vy—=8)

(R20)

(R21)

(R22)

(R23)

(R24)

a—>f,0—>a

(B25) a= > (=)’

a—» 3,0«
(v = a) = (v = B))

(R26)

a—>f,0—»a

B2 o > B> )

Dem. La demostracién de R6 a R10 es de rutina.
(T3) :
(1) (= (=) = B)) = ((a = (a = 5)) = (a = f)),
(2) (@ = fF) = (@ —0),
B) a— ((a—p)—p5),
(4) (= (a—=p)) = (= p) .
(T4) -

1) (@ = (F—=7) = (@—= ) = (=),
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2) B—=7)—=(a—=(E—-7)—=(a=0F) = (a—=17)), (1), 6]
B) (B=7)=(a=(B—=7) = {(B—=7) = (a=5) = (a—=1)), (2),87]

4) (B—=7) = (a—=(8—=7)), [A1]
) (B—=7) = (= P) = (a—=7)), [(4),(3),R1]
(6) (@ — )= (6 —7) = (@—=7)) [(5),R210]

R11 y R12 son consecuencia de R4.

(R13)
(1) a5,
@) (@—a)= (@ — ) — (a—(@ArB) AT
(3) a— a, [T1]
@) (0= B) = (a— (@A), (3),2),R1
(5) a— 8, (1) 6]
6) a = (@ ) (4),(5),R1
(7) aAp [(6),(1),R1]
(T12) :
(1) Digs(aV @) — Digs(a A a), A13)
@ A ADadave) = Dadana)), (1), 13

(3) a— a. [(2),A4,R1,A23]
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(R14)

(1) Digs(aV pB) = Digs(anp),1<i<n—1,1<s<m,

n—1 m

2) A ADigs(aV B) — Digs(a A B)), [(1),R13]

i=1 s=1

n—1 m n—1 m

(3) ,/_\1 s/_\l(DiQs(Oé\/ﬁ) = Digs(anf)) = (DpraiBV N N\ (Digs(aVB) — Digs(anB))),
=1 s= i=1 s=1 [A4]

n—

@) DosandV A A (DialaV 5) = Diasla £ 9)) (2).(3).R1
(5) a—B. [(4),A23]
(R15) : Es consecuencia de R4, R13, A34 y R1.
(R16) : Es de rutina.
(R17) : Se obtiene como consecuencia de R4, A3, R1 y A23.
(R18)
(1) a5
2 5o
(3) a«» B, [(1),(2),R13]

(4) (Digs(fav fB)N(a «» B)) = (Digs(fanfB)A(a «» B)),1 <i<n—1,1<s<m,
[A24]

(5) (> B) = (Digs(faV [B) = Digs(fa N fB)),1<i<n—11<s<m,
[A11,(4), R1]

(6) DiqS(.fa \% fﬁ) - Diqs(.fa N fﬁ)> I<i<n-1,1<s<m, [(3)7(5)7R1]



(7) fo— [B.
(R19) :
(1) a— B,
(2) 8=«
(3) a«» B,
(4) (Dia A (o« B)) = (Dif A «» B)), 1 <i<n—1,
(5) (a«» ) = (Dia — Diff), 1 <i<n-—1,
(6) Dia — D3, 1<i<n-—1,
(7) (DiB A (B «»a)) = (Dia A (B «»a)), 1 <i<n-—1,
(8) B« a,
(9) (B> a) = (DS — Dia), 1 <i<n—1,
(10) Dy — Dy, 1 <i<n-—1,
(11) Dia — D, 1<i<n—1.
(R20) :
(1) a— B,
(2) 8=«

(3) a« G,
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[(6),214]

(1),(2),R13)
A25)
[A11,(4),R1]
[(3).(5),R1]
A25)
[(2),(1),R13]
[A11,(7),R]]
[(8).(9),R1]

[(6),(10),R2]

[(1),(2),R13]

(4) (Digs((a A7) vV (BAY) A (o« B)) = (Digs((a Ay) A(BA7)) A (e« ),

1<i<n—-1,1<5<m,

[A26]
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(5) (@ «» B) = (Digs((a AY)V (BAY)) = Digs((a Ay) A(BAY))), 1 <i<n-—1,

1<s<m

— — Y

[A11,(4),R1]

(6) Digs((@Ay)V(BAY)) = Digs((a AY)A(BAY), 1<i<n—11<s<m,

(7) (@A) = (BA7).

(R22) :
1) a3, 6> a
(2) foo— [B, fB— fa,
3) (faAfy) = (fBAfY),
(4) (fBAfry = (fan fy),
(5) fAH(fan fv) > fHfBA f),
(6) f (B A fv) = (BV ),
(7) (avy) = A Hfan fry),
(8) (aV~) = (BV7)).

(R24) :
1) a3, 6>«

(2) a« b,

3) (Digs((vy = a) V(v = B)) A (a «» §)) —

(3),(5), 1]

[(6),214]

[(1),R18]
[(2),R20]
(2),R20]
(3),(4),R1g]
[A5,A33,R1]
[A6,A33,R1]

[(7),(5),(6),1216]

(1)R13

(Digs((y — a) A (v — B)) A (a « (),
[A28]
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(4) (a«» B) = ((Digs((y — @) V (v = B)) = (Digs((v — a) A (y — 3))),

[A11,(3),R1]
(5) Digs((y = a) V(v = B)) = Digs((v — @) A (v — B)), [(2).(4), 1
(6) (v = a) = (v —0). [(5), R14]

(R26) :

(1) a— 8,
(2) B o,
(3) a«» B, [(1),(2),R13]

(4) (Digs((y = a) V(v = B)) A (a «» B)) — (Digs((y = ) A (v = B)) A (a «» (),
1<i<n—-1,1<s<m, [A30]

(5) (o« B) = ((Digs((y » )V (y = B)) = (Digs((y = a)A(y = B))), 1 <i <n—1,
1<s<m, [A11,(4),R1]

(6) Digs((y » a) V(v = B)) = Digs((y » ) A(y > ), 1 <i<n—-11<s<m,
(3).(5),R1]

—

(1) (v > a) = (v = B). [(6),114]

Usando un razonamiento similar a R20, R22, R24 y R26 inferimos R21, R23, R25 y R27

respectivamente. O

Teorema 3.4.2. FEl cdlculo proposicional £ pertenece a la clase de los sistemas proposi-

cionales implicativos extensionales standards.



98

Dem. Tenemos que probar las condiciones (sl) a (s8) perteneciente de la Seccién 1.2.5.
Es claro que (s1) y (s2) se verifican. Ademas, (s3), (s4), (sb) y (s6) se deducen de 712,
R15, R16 y R17, respectivamente. Por otra parte, teniendo en cuenta R18 y R19, resulta
(s7). Finalmente, si « - 3, § — «, 0 - v, 7 — 0 € C(H) para cada subconjunto H de
fémulas, entonces por R20 tenemos que (a A d) — (6 A0) € Cr(H). Ademads, por R21
tenemos (BFAJ) = (BAY) € Ce(H). Entonces por R16 inferimos que (¢ Ad) — (BA7y) €
Cr(H). Siguiendo un razonamiento analogo, de R22, R23, R25, R26 y R27 concluimos la

demostracién de (s8). O

3.5. Relacion entre las L"—algebras y las £'—algebras

En lo que sigue, nuestro objetivo sera establecer una relacion entre las L]'-édlgebras y
las (" —algebras que son la clase de algebras determinadas por el sistema ¢'. Para ello, el

Lema 3.5.1 jugara un papel fundamental.

Lema 3.5.1. En (™ se verifican los siguientes teoremas:
(T13) F (a2 H(fanfB)) - a,

(T14) Fa— (aA " Hfa A fB)),

(T15) = (a A fHfBAfY)) = U (y Aa) A F(BA @),
(T16) = 2" 1 (f(y Aa) A F(BAQ)) = (A PN f)),
(T17) F Dsy(a — a),

(T18) + f*Dya — Do,

(T19) + Dyo — f2Dya,

(T20) F D;(a A m\]1 F2B8) > (D ADiB), 1<i<n—1,

p=0
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(T21) F (D;a A D) — Di(a A m\]1 Fr8),1<i<n—1,

p=0

(T22) F Djoe — (Div ADja), 1 <i<j<n—1,

(T23) F (Dija A Dja) - Djor, 1 <i<j<n—1,

(124) - Dif(N f20) = D0 (N fa), 1<i<n—1,
p=0 p=0

(125) b D\ f20) = Dif(\ f2a), 1<i<n—1,
p=0 p=0

(T26) H DZ'Oé - DjDZ'Oé, 1 S Z,] S n — 1,
(T27) - D; Do - Dy, 1 < i,j <n—1,
(T28) + (a A Diar) — «,

(T29) F o — (oA Dyav),

m—1
(T30) F D;(\V f*a) —» Dia, 1 <i<n-—1,
p=0
m—1
(T31) F Div - Di(\/ f%a), 1<i<n-—1,
p=0

(T32) = (A fa) AN(BV [B)) = (@A fa),
(T33) F(aAfa) = ((aA fa) N(BV D)),

m—1

m—1 m—1 m—1 m—1
(T34) F((V o) A v f2B Vv fDi( v fPB)V D ( v fra))) - v fPa,1<i<
n—1,

m—1 m—1 m—1 m—1 m—1
(T35) F (V. fPa) > (( v fPa) A v fPBV fDi( v FPB)V D v fra))), 1<i<

n — 1.

Dem. La demostracion de T'13 a T'25 es de rutina.
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(7T26) :
(1) (Dia — DjD;a) N (D;jDjov — D;ar), 1 <i,5<n—1, [A9]
(2) (Dia — DjD;a) N (D;Djov — D;ar)) — (Djov — DjD;jr), 1 <i,5 <n—1, [A5]
(3) Dia — D;D;a, 1 <i,j <n-—1, [(1),(2),R1]
(4) (Dia — D;jD;a) N (D;Djov — D)) — (D;jDjov — Dijr), 1 <i,5 <n—1, [A6]
(5) DjD;a — Do, 1 <'i,j <n-—1, [(1),(4),R1]
(6) Dy — D;Dsa, 1 <i,j <n—1. [(3),(5),R2]

(T28) : Resulta como consecuencia de Al14, R3, R5, y R14.

(T'30) -
(1) (Di(m\:}: £20) — Dia) A (Dia — Di(m\z: o)), 1<i<n—1, A10)
@) Di(\/ fra) = Do 1 <i<n—1, 45,(1),R1]
(3) Dia — Di(\/ ), 1<i<n—1, 46,(1),R1]
(4) Di(m\:}: £70) = Dja, 1<i<n—1. [(2),(3),R2]
(T'32) -
(1) Digs(a N fa) — Digs((aN fa) N(BV f6)),1<i<n-—11<s<m, [A19]

(2) Digs((a A fa) vV ((aA fa) N(BV [B))) = Digs((a A fa) A ((a A fa) A(BV [B)),
1<i<n—-1,1<s<m, [(1),R3]
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(3) Digs(((aN fa)) AN (BV [B))V (aA fa)) = Digs(((aA fa)) AN(BV [B)A(aA fa)),
1<i<n—-1,1<s<m, [(2),R5]

(4) ((aA fa) N (BV fB)) = (@A fa). (3),RR14]
(T'34) -

m—1 m—1 m—1 m—1
) DV 170) = DV o)V 200 DAY 120 vDa (V. )
1<i<n—-1,1<s<m, [A20]

@ Dad(V ) v (V. pry n (V. o)y ni(V ) i (V) e

Da(V ) (V. 70y n ¢ \_7 ) DV o5y DV )
1 §z’§pn—1, 1§sp§ m, [(1),R3]
3) Diqs«(m\?: ) A <<m\701 28) v fDi<m\:701 F28) v DZ-H(m\:?: 7)) v <m\:701 7)) —

Daas((( V rra) n (N o) v g D*ZZ 8) v D(mV F2a))) A <mV F7a)),
1<z<n—1 1<s<m [(2),R5]
(4) (m\_70 fzpoz)/\((m\ZO fPB)v fDi(m\Z: f?pﬁ)vpm(m\_]: f#a)) —» m\_}g1 fPa,1<i<n—L
. . . "~ " (3),R14]

Un argumento similar al empleado en 726, 728, T30, T'32 y T'34 nos permite probar 727,
129, T'31, T'33 y T'35 respectivamente. U

Proposicién 3.5.2. Si a es una formula derivable en (I, entonces v(a) = 1 para toda

valuacion v de L en cada 0" —dlgebra U.

Dem. Como « es una férmula derivable en ¢ si; sélo si b «, entonces por (ay) y (as)

concluimos que v(a) = 1 para toda valuacién v de £ en cada ¢"—élgebra U. a
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Proposicién 3.5.3. Sea (L,V,A, f,D1,...,D,1,0,1) € L. Entonces (L, —,—,V, A,
fiDy,...,Dy_1,1) es una £ —dlgebra, donde — y — estan definidas como en la Seccion

3.1 y en la Seccion 3.2 respectivamente.

Dem. Probemos que se verifican las condiciones (a;) a (a4) de la Seccién 1.2.5. En efecto,
teniendo en cuenta las definiciones de — y — se deducen (a;) y (az). Por otra parte, sean
a,b,c € L tales que a - b =b — ¢ = 1. Luego, de S6 y W3 concluimos (a3). Ademds, si

a—»b=>b-—a=1, de S5 inferimos (a4). O

Proposicién 3.5.4. Sea (A, —, =, V, A, f,D1,...,Dy_1,1) una €7 —dlgebra. Entonces
(A VN fy Dy, .oy Dypy,0,1) € L) donde 0 = f1.

Dem. De T'18, T19 y (a4) inferimos que f>D;(a — a) = Di(a — «). Ademds, de T'17
tenemos que D;(a — «) = 1 de donde concluimos que f21 = 1. Esta afirmacién y el hecho
que f1 =0 implican que fO = 1. Por otra parte, de T'13, T'14, T'15 y T'16 se deducen las
condiciones (m1) y (m2) del Teorema 3.3.3 y por lo tanto, se verifica GL;. Luego, de (a4)
y teniendo en cuenta 720 a T35 inferimos GLo, GL3 y GL5 a GLqy. Ademaés, de A12 y

(a1) de la Seccién 1.2.5 obtenemos G Ly, lo que completa la demostracién. O

De las Proposiciones 3.5.3 y 3.5.4 concluimos el siguiente teorema:
Teorema 3.5.5. Las nociones de ] —algebra y L' —dlgebra son equivalentes.
Sea = la relacion binaria definida sobre F' de la siguiente manera:
a=fs,ysolosiFa—» Fand k(3 —»acl.

Entonces, = es una relacién de congruencia en (F,—, — AV, f,Dy,-+-  Dp_1) vy T
determina una clase de equivalencia. Por otra parte, es simple verificar que la relacion <

definida sobre F'/ = por
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[a] <[] si, y sblosi - a— f,

es un preorden en F'/ =.

Proposicién 3.5.6. F = (F/ =, —, >, A, V, f,Dy,- -+, Dy_1, 1) es una € -algebra, donde
1="7.

Dem. Sea v una valuacién de £ en F y sea p una sustitucién de £ en L tal que v(z) =
[p(x)] para cada variable proposicional z en L. Luego, tenemos que (1) v(a) = [p(a)] para
cada férmula « en £. Ademas, se verifican las condiciones (a;)—(a4). En efecto, si @ € A
entonces por (s1) tenemos que p(a) € A. Por lo tanto, [p(a)] = 1 de donde resulta (a;).

Supongamos que una regla de inferencia r asigna a las premisas aq, . . . , a;, una férmula
B como conclusion y sea v(q;) = 1 para todo i, 1 < i < n. Por lo tanto, de (1) [p(a;)] =1
para todo i, 1 < i < n. Entonces, de (s2) obtenemos que [p()] = 1 de donde por (1)
resulta que v(3) = 1 lo que prueba (as).

Teniendo en cuenta - o — [ si, y sélo si, 1 = [a — (] = [a] — [] tenemos que,

[a] < [B] si, y sdlo si, [a] — [B] = 1. De esta afirmacién deducimos (as) y (a4). a

De la Proposicién 3.5.4 y la Proposicién 3.5.6 concluimos el siguiente teorema.

Teorema 3.5.7. F = (F/ = AV, f,D1,--- ,D,1,0,1) € L™

3.6. El teorema de completitud

Por otra parte, como £ es consistente, de [66, VIII 7] y el Teorema 3.5.5 tenemos que

vale teorema de completitud para £, el cual esta incluido en el Teorema 3.6.1.

Teorema 3.6.1. Sea o una formula de 0)'. Entonces las siguientes condiciones son equiva-

lentes:
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(i) « es derivable en ",
(ii) « es vdlida en cada LT —dlgebra,
(i) vo(c) = 1, donde vy es la valuacion candnica ( [66, VIII 3.4]) en el dlgebra F.

Observacion 3.6.2. En el caso en que m = 1, concluimos que el cdalculo proposicional

(% tiene como contrapartida algebraica a la dlgebras de Eukasiewicz-Moisil n—valuadas.
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4. Capitulo IV

En este capitulo nos abocamos a desarrollar la teoria de localizacion para las algebras
de Lukasiewicz m—generalizadas de orden n, que tiene sus raices en los trabajos de J.
Schmid ([70]) y G. Georgescu ([35]). Para tal fin en primer lugar obtuvimos, en el Teorema
4.1.5, una nueva definicién de las L"-algebras que es mas conveniente para alcanzar los
objetivos propuestos. A continuacién, para cada L]'-algebra L determinamos la L)'—
algebra de fracciones L[C] con respecto a un sistema A—cerrado C' de L. En la Seccién
4.3, que es el nucleo de este capitulo, introducimos la nocién de 1-ideal en las L"-algebras
lo que nos permitié considerar una topologia para ellas. Ademas, definimos el concepto de
F—multiplicador, donde F es una topologia para una L)' algebra L y construimos la L]~
algebra de localizaciéon Lgz. Luego, demostramos que el algebra L|C] es una L]'-algebra
de localizacion. Por otra parte, definimos las nociones de subconjunto regular de una L'~
algebra y la de L"—élgebra de cocientes. Asimismo, obtuvimos algunos resultados que nos
permitieron probar la existencia de la L]"-édlgebra maximal de cocientes. Finalmente, en
la tltima seccién de este capitulo describimos explicitamente las L"-édlgebras L[C] y Lr

en el caso finito.



106

4.1. Introduccion

Los multiplicadores fueron estudiados en diversas ramas de la matematica y la mejor
fuente de informacion a tal fin es el trabajo de M. Petrich ([59]). En particular, el concepto
de multiplicador para reticulos distributivos fue introducido por W. H. Cornish en [29],
en el cual prueba que dado un reticulo L, el reticulo de los multiplicadores M (L) es la
extension maximal de L que lo contiene como ideal V—-denso. Los multiplicadores sobre
semireticulos y reticulos habian sido estudiados previamente, desde el punto de vista de
los operadores de interior, por G. Szasz ([81]), G. Szasz y J.Szendri ([82]), M. Kolibiar
([45]) entre otros autores.

En [81] y [82] los autores investigaron multiplicadores sobre semireticulos pensados,
en primer lugar, como semigrupos y luego, como semireticulos superiores. En este tltimo
caso consideraron la nocién dual de multiplicador, a la que denominaron traslacién y
determinaron diversas condiciones para que un operador de clausura sea una traslacién.

Ademés, J. Schmid en [70] estudi6 A-multiplicadores sobre semireticulos cuyos do-
minios son ideales del reticulo. Pero su principal objetivo, fue mostrar que la conocida
construccién del anillo de cocientes de un anillo conmutativo puede efectuarse para reticu-
los distributivos siguiendo un razonamiento anélogo.

Por otra parte, G. Georgescu en [35] definié la nocién de F-multiplicador donde F es
una topologia sobre un reticulo distributivo L y determiné el reticulo de localizacion Lx
con respecto a F teniendo en cuenta, la construccién en teoria de anillos para determinar
el anillo de localizacion asociado a una topologia de Gabriel. Ademads, en este trabajo
obtuvo algunos resultados sobre la localizacion de las dlgebras Lukasiewicz y las dlgebras
de Post.

En 2005, D. Bugneag y F. Chirtes en [18] obtuvieron resultados similares para las
algebras de Lukasiewicz—Moisil n—valuadas. Estos autores definieron las nociones de alge-

bra Lukasiewicz—Moisil n—valuadas de fracciones y el dlgebra maximal de fracciones, de-
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mostrando la existencia de esta ultima. Finalmente en este trabajo dieron una descripciéon
explicita del dlgebra maximal de fracciones para las algebras de Lukasiewicz—Moisil n—
valuadas finitas y las algebras de Boole.

Por otra parte S. Rudeanu, en su importante trabajo [68], teniendo en cuenta que
en un gran numero de investigaciones en la teoria de localizacion y algebra maximal de
fracciones en diferentes clases de algebras tales como: algebras de Hilbert, algebras de
Hertz, MV &algebras, BL &algebras, pseudo—BL algebras, pseudo-MV algebras, reticulos
residuados y algebras Lukasiewicz—Moisil, revelan técnicas y resultados similares, da un

enfoque unificador con el propédsito de eliminar redundancias.

A continuacién consideraremos la siguiente definicién de las L"-algebras que es equi-
valente a la dada en el Capitulo II pero a nuestro criterio es mas 1til para lo que sigue.
Observemos que con el fin de que no existan confusiones con la notaciones, ya que vamos

a trabajar con funciones, la negacion sera notada por N en lugar de f.

Definicién 4.1.1. Un dlgebra de Lukasiewicz m—generalizada de orden n es un dlge-
bra (A,V,A\,N,Dy,...,Dy,_1,0,1) de tipo (2,2,1,...,1,0,0) que satisface las siguientes

condiciones:

(GLy) (L,V,N,N,0,1) es un reticulo distributivo acotado, donde N es un endomorfismo
dual tal que N*™x = z, (es decir, (L,V,N\,N,0,1) € K,.0),
m—1
(GL2) Di(x Ny) = Dz AD;y, 1 <i<n—1, donde Z denota al elemento \/ N?!z,

p=0

(GLg) Dzl’/\Djl’:Djl’, 1§Z§]§TL—1,
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(GLg) D;Djz = Dz, 1<i,j<n-—1,
(GL7) =V Dyx = Dz,

(GLs) Dz = D7, 1<i<n—1,

(GLy) (xt ANz)VyV Ny=yV Ny,

(GLio) T<GYVNDGV DT, 1<i<n-—2.

Lema 4.1.2. Sea (L,V,A\,N,0,1) € K0 y x,y € L. Entonces se verifican las siguientes

propiedades:
(K1) N?z =7,
(K2) N7 = N7,

(K3) Nz = NNz,

(K4) z <y implica® <7,

Dem. Es de rutina. O

Observacion 4.1.3. Sea L € L' y D;(L) ={x € L : D;x = x} para cadai, 1 <i<n—1.
Entonces, D;(L) coincide con el conjunto B(S(L)) de todos elementos booleanos de S(L),

para todo i, 1 <1 <mn—1.

Lema 4.1.4. Sea L € L' y x,y € L. Entonces se verifican las siguientes propiedades:
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(Gng) S(L) = {l’ ceA:x= f},
(GLyy) Dix = Dy para todo i, 1 <i<mn—1implicaT=7.

Dem. Solo probaremos (G Lag). De la hipétesis y (GLs) tenemos que D;x = D;y para
todo i, 1 <i < n— 1. Ademds, por (K1) inferimos que Z,7 € S(L). Entonces, de estas
afirmaciones y sabiendo que S(L) es una L,-dlgebra, por el Principio de Determinacién

de Moisil ([16, Proposition 4.3]) concluimos que T = 7. O

Teorema 4.1.5. Sea L = (L,V, A\, N,{D; }1<i<n-1,0, 1) un dlgebra de tipo (2,2,1,{1; }1<i<n-1,

0,0). Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:
(i) Le Ly,
(ii) L es una K o-dlgebra y se verifican (GL2), (GL3), (GL4), (GLs), (GLg), (GLs),
(GLQ) Yy (GLQQ)
Dem. (i)=- (ii): Es consecuencia directa de la Definicién 2.1.4 y el Lema 4.1.4.
(ii)= (i): Sélo queda por demostrar (GL7) y (GL1g). Para ello probaremos primero
que se cumplen las siguientes propiedades:
(I) N?°D;z = D;x. Teniendo en cuenta (GLs), (GLg) y el Lema 4.1.2 tenemos que
N2D;7 = N(ND;Z) = ND,_;N% = D;NN% = D;(N?%) = D;7 = Dx.

(IT) Di(zVy)= D;xzV D;y. Aplicando (GLs), (I), el Lema 4.1.2, (GLs), (GLy) y (GL2)
inferimos que D;(xVy) = Di(x Vy) = D;N*(@Vy) = D;N(NTANY) = ND,_;(NTA
Ny) = N(D,,_i(NT)AD,_;(NY)) = ND,,_;(NT)VND,_;(N%)) = N>°D;zVN?D;j =
D;xzV Dyy.

(III) D;ND;x = ND;z, 1 <1i,j <n — 1. Es consecuencia directa de (I), (GLs), el Lema
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(GL7)

(GLyp)
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D,z = D;z. Teniendo en cuenta (I) podemos afirmar que D,z = D;x. Luego por
(GLg) concluimos la demostracion.

Usando (GLs), (GLs), (IV), (GLg) y (GL3) tenemos que D;(T A Dyx) = D;T A
D;Dyx = Dix N\ D;Dix = D;x AN Dyx = D;x para todo 7, 1 < i <n — 1. Luego, por

(G Lag) obtenemos que T A D1z = T de donde por el Lema 4.1.2 y (IV) inferimos

que T A Dyx = 7. Por lo tanto, T < Dyx lo que implica que x < Djx.

Usando (II), (III) y (GLg) obtenemos que D;(ZVyV ND;yV D;1T) = D;TV D;gV
D;NDyV D;D;1& = D;zV D;yV ND;yV D;117. Sii+1 < j, por (GL3) tenemos
que D;T < D; 11, entonces por (III), (GLg) v (II) deducimos que D;(ZVyV ND;yV
D7) = DjyV NDiyV DT = Dj(yV ND;gV D;11T). Sij < i+ 1, por (GLy)
tenemos que D;y V ND;y = 1. Por lo tanto, 1 = D;z V D;yV ND;yV D;1@. Por
otra parte, de (II), (III) y (GLg) concluimos que D;(y V ND;yV D;117) = 1. Por
consiguiente, D;(T VYV ND;yV Di1T) = D;j(yV ND;y V D;11T) para todo j,
1 < j <n—1. Entonces, en ambos casos a partir de estas afirmaciones, (G'Lyg) y el

Lema 4.1.2 concluimos que se verifica (G Ly). O

Si bien la definiciéon de homomorfismo es la indicada en el Capitulo I, en el caso

particular de las L]"—édlgebras la misma queda descripta del siguiente modo.

Definicién 4.1.6. Sean L, L' € LI". Una funcion h : L — L' es un L"-homomorfismo

st se verifican las siguientes condiciones para todo x,y € L:

(1)
(i)
(iif)
(iv)

h(0) =0, h(1) =1,
h(Nz) = Nh(z),
h(D;x) = D;h(x), para todoi, 1 <i<n-—1,

h(x Ay) = h(z) A h(y),
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(v) h(zVy) = h(z)Vh(y).

Observemos que la condicion (v) en la Definicién 4.1.6 es una consecuencia directa de

(ii), (iii), (O3) y el hecho que N*"z = z.

Definicién 4.1.7. Sean L, L' € L" y h : L — L' un homomorfismo. El nucleo de h,

que notaremos ker(h), estd definido por:
ker(h) = {(x,y) € L x L: h(z) = h(y)}.

Es bien sabido ([19]) que ker(h) es una congruencia de L.

4.2. L7™—algebra de fracciones relativa a un sistema A—cerrado

Definicion 4.2.1. Un subconjunto no vacio C de una L)'—dlgebra L es un sistema N—

cerrado de L, si satisface las siguientes condiciones:
(S1) 1 e C,
(S2) z,y € C implican x Ny € C.
Denotaremos por C'(L) al conjunto de todos sistemas A—cerrados de L.

Lema 4.2.2. Sea C' un sistema A—cerrado de una L)' —algebra L. Entonces, la relacion

binaria 0¢c definida por
(x,y) € 0c < existe s € C N B(S(L)) tal que xt As=yAs
es una congruencia de L.

Dem. Solo probaremos que ¢ es compatible con A, D; paratodoi, 1 <7 <n—1y N. Sea
(z,y) € Oc. Entonces, existe s € C' N B(S(L)) tal que (1) z As = y A s. Por consiguiente,
(x ANz)ANs=(yAz)As para todo z € L. Luego, (z A z,y A z) € O¢ para todo z € L.
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De esta afirmacién y la hipdtesis que (z1,¥1) € f¢, tenemos que (x A x1,y A x1) € 0o y
(x1 Ay, y1Ay) € B¢ de donde por la transitividad de ¢ concluimos que (xAz1, yAyr) € Oc.
Ademas, de (1) y (G'Lgg) inferimos que D;x A D;s = DiyAD;s paratodoi,1 <i<n—1y
entonces, por la Observacién 4.1.3 tenemos que (D;z, D;y) € 0¢ paratodoi, 1 <i<n-—1.
Por otra parte, (1) implica que Nz V ND;s = NyV ND;s, 1 < j <n — 1, de donde por
(G L) concluimos que (Nz, Ny) € Oc. O

Sea C' un sistema A-cerrado de una L]'-algebra L y = € L. Entonces, denotaremos

con L[C] al élgebra cociente L/0¢c y con qc : L — L|C] al homomorfismo candnico.

Observacion 4.2.3. Como para cada s € CNB(S(L)) tenemos que sAs = sA1, entonces
[s]lc = [1]e y por lo tanto, qc(C N B(S(L))) = {[1]¢}.

Teorema 4.2.4. Si L € L y f : L — L' es un L"-homomorfismo tal que f(C N
B(S(L))) = {1}, entonces eziste un unico L""~homomorfismo f' : L[C] — L' tal que
froge=F.

Dem. En primer lugar observemos que ker(qc) C ker(f). En efecto, sea (z,y) € ker(qc) =
Oc, entonces existe s € C'N B(S(L)) tal que z A s = y A s. Esta iltima afirmacion y el
hecho que f(C'N B(S(L))) = {1} implican que f(z) = f(z) A f(s) = f(y) A f(s) = f(y).
Por lo tanto, (z,y) € ker(f). Entonces, como consecuencia directa de [16, Proposition

5.16 (ii)] concluimos la demostracion. O
El Teorema 4.2.4 nos permite llamar a L[C] la L"-algebra de fracciones relativa a un

sistema A-—cerrado C' de L.

Observacion 4.2.5. Del Teorema 4.2.4 tenemos que:

(i) Si C N B(S(L)) = {1}, entonces O¢ coincide con la congruencia identidad de L de
donde resulta que L[{C] ~ L.



113

(ii) Si C' es un sistema N—cerrado de L tal que 0 € C (por ejemplo C = L o C =
B(S(L))), entonces Oc = L x L. Luego, L[C] = {[0]¢}.

4.3. F-multiplicadores y la localizaciéon en las L]"—4algebras

Teniendo en cuenta las localizaciones construidas por la escuela de Georgescu-Busneag
en términos de multiplicadores, nosotros desarrollaremos la localizacién para el caso par-
ticular de las L]" - algebras. Entonces, teniendo en cuenta el importante trabajo de S.
Rudeanu ([68]), el punto de partida de esta seccién es definir un concepto adecuado de
ideal y de considerar una familia conveniente F de ideales que nos permitird definir la

nociéon de F-multiplicador.

Definicion 4.3.1. Sea L € L7'. Un subconjunto no vacio I de L es un 1-ideal de L, si I

es un ideal del reticulo L que verifica la condicion: x € I implica Dix € 1.

Observemos que {0} y L son 1-ideales de L. Denotaremos con Z;(L) al conjunto de

todos los 1-ideales de L.

Observacion 4.3.2. Si I € Z,(L) y x € I, entonces de (GL3) inferimos que D;x € I,

para todo i, 1 <1 <mn—1.

Si X es un subconjunto no vacio de L, denotaremos por (X) al 1-ideal de L generado
por X. En particular, si X = {a} escribiremos (a) en lugar de ({a}).

Es simple probar que:
k

(X)={y € L: existen x1,...,x; € X tal que y < Dl(\/xz)}
i=1

Por otra parte, si a € L entonces (a) = {x € L : x < Dja} y si a € B(S(L)) inferimos
que (a) ={z € L:z < a}.

Sea [ € 7y(L) y x € L. Denotaremos por (I :z)={ye L:x ANy €I}
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Lema 4.3.3. Sea [ € 7,(L) y v € L. Entonces (I : x) es un 1-ideal de L.
Dem. Es consecuencia directa de la Definicion 4.3.1, (GLag), (GLa7) v (GL7). a

Definicién 4.3.4. Sea L € LI" e I € I,;(L). Un multiplicador de L es una funcion

h: I — L, que verifica la siguiente condicion:
he Nz) =eAh(z), para cada e € L yx € INS(L).

Sea L € L. Denotaremos con M (I, L) al conjunto de todos los multiplicadores con

dominio I € Z;(L) y con M(L)= |J M(I,L).
IeZ (L)

Lema 4.3.5. SiI € Z,(L) y f : I — L es un multiplicador de L, entonces f(x) < x para

todo x € 1.

Dem. Sea = € I. Teniendo en cuenta que I € Z;(L) y que x < T, resulta que T € I. Esta
afirmacién y (K1) implican que T € I N S(L) de donde por la Definicién 4.3.4 inferimos
que f(x) = f(x ANT) = x A f(T). Luego, f(z) < x. O

Lema 4.3.6. Sean L € L yh,g € M (I, L). Entonces h(x) = g(x) para todo x € INS(L)
implica que h(z) = g(x) para todo x € I.

Dem. Sea z € [. Como [ € Z,(L) y T < Dy, tenemos que T € I N S(L). Entonces de la
hipétesis inferimos que h(Z) = ¢g(7) y teniendo en cuenta que h y g son multiplicadores,

tenemos que h(x) = h(z AT) =z A h(T) = x A g(T) = g(z). O

Teniendo en cuenta la nocién de topologia para reticulos introducida en [35], nosotros

consideramos este concepto para el caso particular de las L]"—&lgebras.

Definicion 4.3.7. Sea L € L' y F un conjunto no vacio de 1-ideales de L. F se dird una

topologia para L si se verifican las siquientes condiciones:
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(T1) Sil e F yx e L, entonces (I :x) € F,
(T2) Si I, I, e Ty(L), I € F y (11 : ) € F para todo x € I, entonces I € F.

Como en el caso de los reticulos distributivos ([39]) nosotros tenemos el siguiente

resultado:
Lema 4.3.8. Sea F una topologia para una L' —dlgebra L.
(i) Si Iy € F y 1o € Iy (L) son tales que Iy C I, entonces I € F,

(ii) Si I, Iy € F, entonces I; NIy € F.

La interseccion de topologias para L es una topologia. Entonces el conjunto de todas
las topologias para L es un reticulo completo con respecto a la inclusion. A continuacién,

vamos a demostrar que cada sistema A— cerrado de L determina una topologia para L.

Proposicién 4.3.9. Sea L € L' y C € C(L). Entonces Fo = {I € T,(L) : INnCN
B(S(L)) # 0} es una topologia para L.

Dem. Si I € Fo y x € L, entonces del Lema 4.3.3 y el hecho que I C (I : z) resulta
que (I : z) € Fe. Por lo tanto, (T1) se verifica. Con el propésito de demostrar (T2),
sean Iy, Iy € Zy(L) tales que I € Foy (I4 : ) € F¢ para cada x € [5. Sea zp €
I,NC N B(S(L)), entonces de la hipétesis tenemos que (I3 : zy) € Fo de donde resulta
que existe yo € (I1 : xo) NC' N B(S(L)). Luego, zo Ayp € [1NC N B(S(L)) y por lo tanto

concluimos que [; € F¢. O

La topologia F¢ sera llamada la topologia asociada con el sistema A—cerrado C' de L.

Usando el concepto de F-multiplicadores, asociaremos a cada topologia F para una
L"algebra L un algebra Lz que juega el mismo rol para estas algebras que el anillo de

localizacion en la teoria de anillos.
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Sea F una topologia para una L]'-algebra L. Consideremos la relaciéon binaria 0z

definida sobre L de la siguiente manera:
(x,y) € 0 & existe [ € F tal que e Ax = e Ay para todo e € I N S(L).

Lema 4.3.10. 0r es una L' —congruencia de L.

Dem. Es simple verificar las propiedades reflexiva y simétrica. La propiedad transitiva
resulta de (ii) del Lema 4.3.8. Por otra parte sea (z,y) € O, luego existe I € F tal
que e Ax = e Ay para todo e € I N S(L). Entonces, para todo z € L tenemos que
eNlzNhz)=eN(yANz)yeN(zVz)=eA(yVz)paratodo e € INS(L). Por lo tanto, 05 es
compatible con A y V. Ademas, de la Observacién 4.3.2 inferimos que D;e Az = D;e Ay,
para todo i, 1 <i < n—1. Luego, de (GLg) y (GLg) deducimos que D;eAD;x = D;eAD,y
para todo 7,7, 1 <4i,7 <n—1y asi tenemos que D;(e A D;x) = D;(e A D;y) para todo i,
1 <i < n—1. De esta dltima afirmacién y teniendo en cuenta que e AD;z, eAD;y € S(L),
obtenemos que e A Djz = e A D;y para todo e € I N S(L), con lo que concluimos que
(D;x,Djy) € 07, para todo j, 1 < j < n — 1. Por otra parte, como I € Z;(L) tenemos
que Die ANx = Die Ay y por (GLy) resulta que NDyeV Nz = NDjeV Ny. De esta tltima
afirmacion, (GLy3) y (GL7) inferimos que (Nx, Ny) € 0. O

Por lo tanto, L/0 es una L"—élgebra. Observemos que, a fin de simplificar la notacion,
utilizaremos para las operaciones del dlgebra cociente L/0x la misma notacién que para

la L7"—algebra L.

Definicién 4.3.11. Sea F una topologia para L e I € F. Un F-multiplicador de L es

una funcion f: 1 — L/0F, que verifica la siguiente condicion:
fle Nx) =[elo, A f(z), para cada e € L yx € INS(L).

Lema 4.3.12. Para cada F-multiplicador f : I — L/0r, f(z) < [z]o, para todo x € I.
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Dem. Es consecuencia directa de (GL7) y la Definicién 4.3.11. O

Las funciones 0,1 : L — L/0r definidas por 0(x) = [0]s- v 1(x) = [z]s, para todo
x € L son F—multiplicadores.
Denotaremos con M (I, L/0f) al conjunto de los F—multiplicadores con dominio I € F

Y por

M(L/6F) = | ) M(I,L/05).
IeF

Sil,JeFelCJ, tenemos una funcién candnica o7y : M(J,L/0r) — M(I,L/0r)
definida por 07 ;(f) = f |1 para cada f € M(J,L/0F).

Consideremos el sistema directo de conjuntos

({M(I,L/0F)}rer {011} 1,0eF,1CT)

y denotaremos con Lz al limite inductivo (en la categoria de conjuntos):

Ie?

—

Para cada F—multiplicador f : I — L/0x denotaremos con (I, f) a la clase de congru-

encia de f en Lg.

Observacién 4.3.13. Si f; : I; — L/0r, i = 1,2 son F-multiplicadores, entonces

—_—

(I1, f1) = (L2, f2) si, y sdlo si existe K € F, K C Iy NI tal que fi |k= fa2 |k-
Sea f; € M(I;,L/0F), i =1,2. Entonces consideremos las siguientes funciones
finfe, iV hinly— L/0F
definidas por

(fi A fo)(x) = fi(z) A folw),
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(f1V fo)(z) = fi(z) V folw),
para todo x € I; N Is.
Lema 4.3.14. fi A fo, 1V fo € M(Il N IQ,L/Q]:).

Dem. La demostracion es directa. d

Para cada f € M(I, L/0x), consideremos la funcién

ff:1—L/0f
definida por
f(x) = [z]oy AN f(D1)

para todo x € I.
Lema 4.3.15. f* € M(I,L/0f).

Dem. Es consecuencia directa de (GLgg), (GL1) v (GLas). En efecto,

Fenz) = [enalo, ANF(Dy(eA))
= [e]o, A [x]or A Nf(Dre A Dix)
= [elos A [x]or A N([Dielor A f(D1))
= [e]o, A [x]or A (N[Drelo, VN f(Diz))

= [6]9}‘ N [$]97 A N.f(DlI)
Luego, f*(e Nz) = [e]o, A f*(2). O

Observacién 4.3.16. Para todo © € L, tenemos que 0*(z) = [z]g. A N[0]p, = [x]o, A

F

1o, = [z]o,, es decir, 0 = 1. Andlogamente resulta que 1* = 0.
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Sea f € M(I,L/0f). Para cada i, 1 <7 <mn — 1 consideremos la funcién
D;: M(I,L/0F) — M(I, L/0r)

definida por

Dif(x) = [ls, A Dif (Drz)

para todo x € I.

Lema 4.3.17. D,f € M(I, L/07) para todo i, 1 <i<n—1.

Dem. Se deduce de (G'Lyg), (GLg) y (GL7). En efecto,

Dif(eAz) = [eAalo, ADf(Di(en )
— [elo, A [2]o, A Dif(Dye A D)
= lelor A [z]or A Di([Drelos A f(Drz))
= le]o, A [x]or A [Dielo, A D;f(D1z)
= [e]oy A [x]or A Dif(Dr1x).

Por lo tanto, D; f(e A z) = lelor A D; f(x). O

F

Observacién 4.3.18. Para cada f € M(I, L/0F) denotaremos con f = \/;”:_Olf*%, donde
fro(@) =, f7(x) = f*(x) y f7(x) = (f7)"(x) para todo j, 1 < j < m —1. Ademds,

(I, f) vy (I, f) lo denotaremos con (I, f*3) y (I, f), respectivamente.

Lema 4.3.19. Si f € M(I,L/0x), entonces se verifican las siguientes identidades:

(i)

-

*i(z) = [z]g A N7 f(Drz) para todo j, 1 < j<2m —1,
(ii) f(x) = [los A F(Dr2).

Dem. Es de rutina. O
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Observacion 4.3.20. Del Lema 4.3.14, Lema 4.3.15 y Lema 4.53.17 podemos definir en

Lz las siguientes operaciones:

(L, 1) A (I, fo) = (L O T, fi A fo),

@, i)V (I f2) = (0T, fi V fo),

.f) =T,

DF(TLT) = (I, Dif), para cadai, 1 <i<n—1.

—_—

Ademds, denotaremos a (L,0) y (L,1) con 0 y 1, respectivamente.

Proposicién 4.3.21. (Lz, A, V,*, {DF}1<icn1,0,1) es una L™ dlgebra.

Dem. Para probar esta afirmacién utilizaremos el Teorema 4.1.5. Sea f € M(I,L/0F) y

fu € M(I;;,L/05), donde I,I, € F,k=1,2yseal =

(GLy): Es simple verificar que (

Ademas, es una K,, o—algebra, ya que para todo = € I,

LNl e F.

M(I,L/0F),N,V, 0, T> es un reticulo distributivo acotado.

tenemos que

(f1V f2)"(x) = [z]lo, AN(f1V f2)(Dr)
= [7]o AN(fi(D1z) V fo(D17))
= [alor A (Nfi(Diz) AN fo(D1))
= ([e]oy A NA(D12)) A ([)oy A N fo(Dr))
= fi(0) A ().
Entonces, (f1V fo)* = f{ A f5. Porlo tanto, (Tr, 1) V (T2, f2)) = ((Tn, /1) A(Ta. o) -

Por otra parte, teniendo en cuenta la Observacién 4.3.18, el Lema 4.3.19, (GLy), (GLg),

(GLay) v (GL7) tenemos que para todo x € I



frem(e) = lalos
= |7los
= |7los
= ([zlos
0o

[
[

oy
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N Nf*zm ! (Dll’)

A N([Diz]o, A N*™7 f(Dyz))
A (N[Dizlo, V f(Drz))

A N[Dizlo,) V ([2]o, A f(D1r))
V ([z]or A f(Drz))

A f(Dyx)

= f(z A Dizx)= f(z).

Por lo tanto, f*2m = f. Luego (I’/?)*zm =

(1.1).

Para completar la demostracién queda por verificar

(GLy): Paratodoz € I' ei € {1,...

B/i(fl Af)(x) =

B/i(fl A f2)

Entonces,

DF (I, o).

(GL3): Paratodox € I ei,j €{1,...

Dif(x) A Djf(x)

= ﬁfl A IA)/ZE y por lo tanto, DY (I', fi A fo) =

,n—1},

[z]o, A Di(f1(D1z) A fo(Dy))
(2], A Difi(Diz) A D; fo( Dy )

B/ifl (z) A B;E(ff)

= (B/ifl A B;E)(ff)

Dg:(llafl) A

,n — 1} tales que i < j,

= [I]G}'
= [I]G}'

A\ le(Dll’) A\ Djf(Dll’)

A D;f(Diz) = D; f(x).

Entonces, ﬁf A bvjf = bvjf para todo 7,5, 1 < ¢ < j < n —1, lo que implica que

DF(T, f) A DI(T, f) = DI (T, ).



(GL,): Paratodox € I ei e {l,...,n

(Dif Vv (Dif)*)(x)

Luego,
(DI ) =

(GLs): Paratodoz € [ eie {l,...,n

que
(Dif)(x)
Luego, (D;f)"
(DF_i(I, f) -

(GLg): Paratodoz € I ei,je{1,...,
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- 1}7
Dif(z)V (Dif)"(x)
([2]o, A Di f(D1)) V ([z]o, A ND; f(Dyx))

[z]oy A (Dif (Drx) V N([Dy]o,
[z]o-
[

oy

A D f(D1Dy)))

N (Dif(Dix)V [NDyxlo, V ND; (D))

—_—

ﬁf\/ (ﬁf)* = 1 para todo i, 1 < i < n — 1. Por lo tanto, D (I, f) V
1

— 1}, aplicando (GLgg), (GLs) y (GLgg) tenemos

[2]o, A Nﬁ?(Dﬂ)
[0,

([%]o,

6, N Dif (D1 D))
([I]GI

N N([Dll’]

A N[Dlzr] L)V A ND;f(Dx))

F

s VAN Dn ZNf(Dll’)

A D,,_i[D17)g, A Dy_iN f(D;z)

D, i(F) ().

1’9]__

(]
(]
[z]o
(]
(]

Ay /\Dn z( ) (Dll’)

F

—_—

= l/);:l(f)* para todo i, 1 < i < n — 1 y entonces (D7 (I, f))* =

(2

n— 1}, teniendo en cuenta (GLg), (GL2g) y (GL7)
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resulta que

D;D;f(z) = [z]o, A DiD;f(Diz)
= [z]o, A Di[Drz)o, AN D;D; f(Dy D)
= [z]o, A [DiD1z)o, AN DD, f(D;x)
= [z]o, A [Driz]or A D; f(Dlzc)
= [z]o, AN D;f(Dix) = (a:)
Por lo tanto, ﬁﬁ;f = B}f para todo 4,7, 1 < 4,57 < n — 1, lo cual implica que
DFDF(I, f) = DF(I, f).

(GLg): Para todo x € I ei € {1,...,n — 1}, aplicando el Lema 4.3.19, (G Lqg), (GLg),
(GL7) y (GLg) tenemos que

Dif(x) = [alo, A Dif(Dr2)
= [2]o, A Di([D17)a, A f(DyDy))
= [2]o, A[DiDiz]e, A D;if(Diz)
= [2]o, A [D1z]o, A D; f(D1)

= [z]o, A Dif(D1z) = Dif(z).

-~

Luego, af = ﬁf para todo i, 1 < i < n — 1. Por lo tanto, D7 (I, f)

I
-
iy
~
=

(GLy): Para todo z € I', de (GL;) y (GLg) obtenemos que

(finfD)x) = filz)Afi(z)
= filz ADiz) A fi(z)
= [$]97 A fl(DlI) A [$]97 A Nfl(Dlz)

= [@]gr A fi(D1z) A N fi(Dy)
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< [#lor A (f2(Drz) V N fo(D1z))
= ([z]os A fo(Dr2)) V f5 ()
= fa(x A Diz)V f3(2)

= (foV f3)(x).

—_— — % — — X

Por lo tanto, f1 A fi < foV f3 y entonces, ((I1, f1) A (11, f2) )V (L2, f2) V (12, fo) =

— — %

(12, fa) V (12, f2)

(GLag): Sea ﬁﬁ = aﬁ, para todo i, 1 < i < n— 1. Entonces, para todo = € I teniendo
en cuenta (GLg), (GLgg), Lema 4.3.19 y (L7) tenemos que se verifican las siguientes

igualdades:

1. Difi(Diz) = D;fa(Dsz),

2. [Dix]o, A Dif1(D1D1x) = [Dix)e, A D;fo D1 D),
3. Di([Dyx]o, A fi(Dyz)) = Di([Drx)o, A fa(Diz)),

4. Difi(Diz) = Difa(Diz) para todo 4, 1 <i <n —1
5. fi(Dix) = fo( D).

A partir de esta dltima igualdad concluimos que fi(z) = fi(z ADix) = [z]o, A fi(Diz) =
[z]o, A fa(Diz) = fo(x A Dix) = fo(w), para todo = € I'. Por lo tanto, f; = fo. Luego,

—_— —_—

DI (I, f1) = DI (I, f2) para todo i, 1 <i <n — 1 lo que implica que (I1, f1) = (1o, fo).
Entonces de los resultados anteriores y teniendo en cuenta el Teorema 4.1.5 concluimos

la demostracion. |
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La L"-algebra Lz serd llamada la L]"-algebra de localizacion de L con respecto a la

topologia F.

Lema 4.3.22. Sea F¢ la topologia asociada al sistema N—cerrado C. Entonces 0r, = 0c.

Dem. Sea (z,y) € 0x,. Entonces existe I € F¢ tal que sAx = sAy, para todo s € INS(L).
Como existe sp € I NC N B(S(L)) tal que so A x = so A y, inferimos que (z,y) € Oc.
Reciprocamente, sea (z,y) € 0¢. Entonces existe so € CNB(S(L)) tal que z A sy =y Asg.

Considerando que I = (sg) concluimos que (z,y) € 07,. O

Observacién 4.3.23. Del Lema 4.3.22, tenemos que L/0r., = L[C|. Entonces un Fc -
multiplicador puede ser considerado como una funcion f : I — L[C] donde I € Fo y
flenz)=[e]c A f(z) para todo x € I ye € L.

— —_—

Lema 4.3.24. Sea (L1, f1), (L2, f2) € Lz, tal que (11, fi) = (12, f2). Entonces, existe
I C N1, tal que fi(so) = fa(so) para todo s € INC N B(S(L)).

Dem. De la hipdtesis y la Observacién 4.3.13, tenemos que existe [ € Fe, [ C I; N 15 tal
que fi ;= fao |1 y por lo tanto, fi(so) = f2(so) para cada s € INC N B(S(L)). O

Teorema 4.3.25. Sea L € L. Si F¢ es la topologia asociada al sistema A—cerrado C
entonces, Lr, es isomorfa a L[C].

—

Dem. Sea « : Ly, — L[C] definida por (1, f) = f(s) para todo s € INC N B(S(L)).
Del Lema 4.3.24, tenemos que « estd bien definida. Ademds, « es inyectiva. En efecto,
supongamos que a(I/l,E) = a(I/g,E). Entonces, existe s1 € [1NCNB(S(L)) y s2 € IrN
CNB(S(L)) tales que fi(s1) = fa(s2). Luego considerando fi(s1) = [z]c vy fa(s2) = [y]c,
tenemos que existe s € C'N B(S(L)) tal que x As =y As. Si s’ = sA sy A sg, entonces
inferimos que fi(s") = fi(s' A s1) = [']a A fi(s1) = [']e A fa(s2) = fa(s'). Sea I = (s'),

entonces I € Fo, I CI1NIyy fi|lr = fa|r- La Observacién 4.3.13 nos permite deducir que
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—_—

(I1, f1) = ({2, f2). Probemos ahora que « es sobreyectiva, sea [a|c € L|C|y fo: L — L[C]
definida por f,(z) = [a A z]c para todo z € L. Es simple verificar que f, es un Fe-
multiplicador. Ademads de la Observacion 4.2.3 tenemos que a(L,/f\a) = fu(s) =[aNs|c=

la]¢, donde s € CNB(S(L)). Es simple verificar que esta funcién es un homomorfismo de

reticulos distributivos acotados. Ademads, como a(DZ-]:C(I,/T)) = a(([,/BTf)) = D, f(s) =
Slos, A Dif(s) = Dif(s) = DT, ) and a((I.)) = al((T, ) = £*(s) = [sla,, A
Nf(Dys) = Nf(Dys) = N(a(I,/T)). Luego « es un L™—isomorfismo. a

4.4. L7™-algebra maximal de cocientes

Definiciéon 4.4.1. Sea L € L. Un conjunto no vacio I C L es reqular, si para todo

x,y € L tal que x Ne =y A€ para todo e € I, entonces x = y.

Denotaremos con R(L) = {I C L: I es un subconjunto regular de L}. Observemos que

L € R(L). Méas generalmente, todo subconjunto de L que contiene a 1 es regular.

Lema 4.4.2. Si I, J € R(L), entonces INJ € R(L).
Dem. Es de rutina. O
Lema 4.4.3. T =7,(L) N R(L) es una topologia para L.

Dem. Es claro que T es una familia de 1-ideales de L. Por otra parte, sean [ € Ty
x,y,a € L tales que © A€ = y A€ para todo e € (I : a). De esta iltima afirmacién
inferimos que a A€ € I. Como x Aa A€ =y A aAe, teniendo en cuenta que I es regular
concluimos que x = y. Por lo tanto se verifica (T1).

Supongamos ahora que I,J € Zy(L), J € Ty (I : a) € T para todo a € J, entonces
I € T. En efecto, sélo resta demostrar que I € R(L). Sean x,y € L tales que t N\e = y A€
para todo e € I. Como [ es un 1-ideal de L inferimos que Dye € I de donde por (GL3) y

(GLsy7) tenemos que D,,_je € I, con lo que concluimos que D,,_je € (I : a). Ademas, de
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tNeAND,_1e=yANeA D, _1e, (GLg) y el hecho que (I : a) es regular, obtenemos que

x = y. Entonces se verifica (T2). O

Proposicién 4.4.4. Sea L € L7, a € L y I € Z,(L). Entonces, la funcion h, : [ — L

n’

definida por he(x) = a A\ x para todo x € I, es un multiplicador de L.

Dem. Es de rutina. O

La funcién h, definida en la Proposicion 4.4.4 es llamada multiplicador principal. Si

dom h, = L la notaremos con h.

Proposicién 4.4.5. Mp(L) ={f € M(L) : dom f € T, (L)NR(L)} es una L7-subdlgebra
de M(L), donde para todo fi,fo € Mg(L) tales que f1 : I — L y fo : Iy — L las

operaciones estdn definidas de la siguiente manera:

= finNfor LN — L, (fi A fo)() = fi(z) A fol@),
= fiVferhiNl— L, (fiV fo)(x) = fi(z) V folz),
= friL;— L, fi(z) =2 ANf(Dix), para j = 1,2,
s D;f;: I; —» L, D;fj(z) = o A D, f;j(D1x) para cada i, 1 <i<n—1yj=1,2.

Dem. Observemos que si F = T, entonces la relacién de congruencia 6 definida en el
parrafo anterior es exactamente la relacién identidad sobre L y entonces M (I, L/0F) es
M(I, L). Luego, aplicando un razonamiento analogo al de la Proposition 4.3.21 deducimos

que M(L) es una L™-algebra y Mgr(L) es una L"-subdlgebra de M(L). O
Definicién 4.4.6. Sea py, la relacion binaria sobre Mg(L) definida por:
(h1, he) € pr & hi(x) = ha(x) paratodo x € dom hy N dom hs.

Lema 4.4.7. p;, es una congruencia sobre la L' —dlgebra Mg(L).
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Dem. Es inmediata. t

Sea h € Mg(L) con I = dom h. Entonces [I,h] y Ly denotan la clase de equivalencia

de h relativa a py, y el dlgebra cociente Mr(L)/pr, respectivamente.

Observacion 4.4.8. De la Definicion 4.4.6, para todo I € T;(L)NR(L) y a € L tenemos
que [L,ht] = [I, h,).

Lema 4.4.9. Ly es una L' —dlgebra, donde las operaciones estin definidas para todo

[I1, ha], [I2, he] € L de la siguiente manera:
w [[1, ] A 12, ho] = [I1 N 12, hy A s,
w [[1, ]V [I2, ko] = [I1 N 2, hy V hyl,
= [[y, ha]" = |1, hil,
. ﬁ[h,hl] = [Il,ﬁhl] para cada i, 1 <i<mn-—1.
Dem. Es consecuencia directa de la Proposicion 4.4.5 y el Lema 4.4.7. O

Lema 4.4.10. Sea vy, : L — L la funcion definida por vy (a) = [L, h] para todo a € L.

Entonces,

(i) U1 es un monomorfismo en £,
(i) para cada a € B(L), [L,ht] € B(Lm),

(i) T(L) € R(L).

Dem. (i) Es claro que, v1,(0) = [L,0] y v.(1) = [L, 1]. Ademas, tenemos que
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(a) vp(D;a) = ﬁ@L(a). En efecto, usando (G Lys), (GLas), (GLg) y (GL7) inferimos que
(ﬁhi)(z) =2 AD;h(Dix) = xAD;j(aNDyx) = x AD;a\ND;Dix = x ANDjaADyx =
x A Dija = hfy ,(z). Por lo tanto, (h} ,)(7) = (D;ht)(z) para todo z € L y entonces,
(L, hp,a] = [L, Dibt)].

(b) Tr(a Ab) =TL(a) ATL(b). En efecto, como hl ., (z) =x AaAb= hl(x)Ahj(z) para
todo x € L, tenemos que [L, k' ;] = [L, h, Ah}]. Por lo tanto, v (aAb) = [L,hl ] =
(L1, A ) = (L, ] A (L, Bg) = T (a) AT (D).

(c) v (Na) = (vr(a))*. Teniendo en cuenta (GL;) y (G L) obtenemos que (h'))(x) =
x A Nhi(Dix) = x AN(aA Dix) =xA(NaV NDix) = (x A Na) VO = R, ().
Entonces, (71(a))" = [L, )" = [L, h%2] = [L,bty,] = 71(Na).

Finalmente, probemos que 7y, es inyectiva. Consideremos a,b € L tales que T (a) =
v (b). Entonces, hl(z) = aAx =bAx = hi(x) para todo x € L. Por lo tanto, eligiendo

x = 1 obtenemos que a = b.

(ii) Es consecuencia directa de (i), ya que los morfismos preservan los elementos

booleanos.

(iii) Sean [I1, h1], [l2, ha] € L vy supongamos que [L, hi] A [I1, hi] = [L, ht] A [I2, ho)
para todo [L,h_g] € Ur(L). De la hipétesis, para cada a € L existe K, C LNI1NIy = 1N,
tal que At (x) Ahi(z) = hL(x) Aho(z) para todo z € K,. Por otra parte, de (GL12) vy (GL7)

N m—1 m—1 m—1
inferimos que hi(z) = \/ (x A N*hl(Diz)) =2 A \/ N*hl(Diz)=xA \/ N?*(Diz A
p=0 p=0 p=0
m—1 m—1 m—1
a)= \ (x ADyz AN?*a) = \/ (x AN?*a) =x A \/ N?’a=x Aa. De las afirmaciones
p=0 p=0 p=0

anteriores concluimos que © Aa@ A hy(z) = x Aa A ha(x) y entonces por el Lema 4.3.5
resulta que @ A hy(x) = @ A ha(z). Luego, teniendo en cuenta que L € R(L) concluimos

que hy(z) = ha(z) y por lo tanto, T (L) € R(Lm). O.
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Definicién 4.4.11. Diremos que una LI"-dlgebra L' es una LT —dlgebra de cocientes de

L si se verifican las siguientes condiciones:
(i) L es una LI"-subdlgebra de L,
(ii) Para cada o', 0/, € L', o' £V existe e € L tal quee Na’ e NV y Die N € L.

Escribiremos L < L' para indicar que L' es una L!"—dlgebra de cocientes de L.

Lema 4.4.12. Sea L € L™ y [I,g] € L. Entonces, I C {a € L : Di[L,hi] A [I,g] €
vL(L)}.
Dem. Observemos que dado a € L, bvl[L, REYA (I, g) =1, bvlh’; A g]. Supongamos ahora

que a € I. Entonces aplicando la Proposicién 4.4.5, (GL1a), (GLgg), (GLg), (GL7), €l

Lema 4.3.5 y la Propososicion 4.4.4 tenemos que para todo = € [:

(Diha Ag)(@) = Diha(T) A g(T)
— T ADi(ahDiT) A g(T)
= TADiaA DT Ag(T)
= T A DjaAg(T)
= Dia Ag(T)
= 7 Ag(Dia)

= hy(D,a)(T).

Esta afirmacién y el Lema 4.3.6 implican que (D1hq Ag)(z) = hg(pya)(x), para todo x € I.
Por lo tanto, [/, Diha A g) = [, hg(p,a)] ¥ teniendo en cuenta la Observacién 4.4.8 y el
Lema 4.4.10 inferimos que [I, D1hL Ag] = [L, Dy = PL(g(D1a)), con lo que concluimos

la demostracion. |
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Lema 4.4.13. Sea L'’ € LI, L X L' ya' € L'. Entonces, I, ={x € L: Dix Nd
€ L} e (L) NR(L).

Dem. Sea e € I/, entonces Die Aa’ € L. Luego por (GLg) tenemos que DyDie Ad' € L,
de donde resulta que Die € I,. Por lo tanto, I, € Z;(L). Para probar que I, € R(L),
sean x,y € L tales que x N€ = y A€ para todo e € I, y supongamos que x # y. Entonces,
teniendo en cuenta que L < L', existe e; € [, tal que © A& # y A €1, lo cual es una

contradiccién. Luego concluimos que I, € R(L). O

Teorema 4.4.14. Sea L € L. Entonces L verifica las siguientes condiciones:
(i) 9o(L) 2 L,

(ii) Para toda L™-dlgebra L' tal que L < L', existe un L™-monomorfismo u : L' — Ly

que induce el monomorfismo canonico vy, de L en L.

Dem. (i) Del Lema 4.4.10 tenemos que v1(L) es una subélgebra de L. Entonces, solo
resta probar que para todo [I,g], [/, s|,[H,t] € L, si [I,g] # [J, s], existe a, € L tal que
L, g) AL, BE ) [J,s| N[LRE |y Dy[L, hl, 1 A [H,t] € TL(L). En efecto, supongamos que
para todo a € L tenemos que [I,g] A [L,hi] = [J,s] A [L,hL] y entonces, (kL A g)(z) =
(Rt A s)(z) para cada x € I N.J. En consecuencia, @ A x A g(z) = @ Az A s(x). Esta
afirmacién y el Lema 4.3.5 implican que @ A g(z) = @ A s(x) y teniendo en cuenta que
L € R(L), concluimos que g(x) = s(x) para cada x € I N J. Por lo tanto, [I,g] = [J, s] lo
cual es una contradiccién. Por otra parte, como [H,t] € Ly, por el Lema 4.4.12 inferimos
que H C {a € L : Dy[L,h) A [H,t] € T,(L)}. Entonces, como a, € L concluimos que
Di[L, kA [H, t) € v (L).

(ii) Por el Lema 4.4.13 para cada a’ € L' tenemos que I, € Z;(L) N R(L). En-
tonces, definimos el multiplicador h, : I, — L por he(z) = ad ANxy u: L' — Ly por

u(a’) = [Iu, hy] para cada o’ € L'. Luego, tenemos que [L,hl,] = (I, ha| y u), = V.
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Ademsds, siguiendo un razonamiento andlogo al del Lema 4.4.10, concluimos que u es
un homomorfismo. Finalmente, para probar que u es inyectiva consideremos a’, b’ € L’
tales que u(a’) = w(V'). Esta ultima afirmacién y la Observacion 4.4.8 implican que
(L, )] = [Iar, hat] = [Iy, hiy] = [L, BL]. Por lo tanto, a’ Az = hy(x) = hy(x) = ' Az para

cada x € L. Luego, eligiendo z = 1 obtenemos que a’ = b'. O

El Teorema 4.4.14 proporciona la motivacién para la siguiente definicion.

Definicién 4.4.15. Para toda L) —dlgebra L, diremos que L es una L] -dlgebra mazimal

de cocientes para L.

La Proposicién 4.4.16 muestra la conexién entre Ly v L definida en la Seccién 4.3

en el caso en que la topologia F = Z;(L) N R(L).
Proposicién 4.4.16. Sea L € L]'. St F =11(L) N R(L), entonces Ly = L.

Dem. Como digimos anteriormente si F = Z;(L) N R(L) entonces Ox es la relacién

identidad sobre L. Si [I1, fi1], [l2, f2] € L son tales que [I1, fi] = [I2, f2], entonces es

simple verificar que (IT,E) = (I/Q,E) Reciprocamente, si (m), (I/Q,E) € Lz son tales

que (Iy, f1) = (Is, f2) entonces existe K € Fy fi(z) = fa(z) para todo x € K. Como
K € 7,(L), por el Lema 4.3.5 tenemos que f;(z) € K de donde D f;(x) € K para todo

x € K, i =1,2. Esta ultima afirmacién, (GLg) y (GL7) implican que f;(z) € K, para
todo x € K, i =1,2. Por lo tanto, zA f;(z) € K para todo z € L, i = 1,2. Luego, teniendo

en cuenta que fi, fo son multiplicadores y que fi(x) = fa(x) para todo x € K inferimos

que fi(w) A fi(z) = filw A fi(z)) = folw A f2(z)) = fo(w) A fo(x) = fo(w) A fi(z) para
todo w € S(L) N I; N Iy. Ademds, teniendo en cuenta que fi(z) € Ky que K € R(L)
concluimos que fi(w) = fa(w) para todo w € S(L) N I; N I5. Luego, por el Lema 4.3.6
resulta que fi(y) = fa(y) para todo y € I; N Iy y por lo tanto [[1, fi] = [I2, f2]lo que

completa la demostracién. O



133

Observacion 4.4.17. Como toda L"—dlgebra es un reticulo distributivo, algunos de los
resultados anteriores también pueden obtenerse de los establecidos en [68]. Ellos son el
Teorema 4.2.4 y la Proposicion 4.3.21, que resultan del Teorema 4.1 y el Corolario 2.1 de
[68], respectivamente.

Ademds, como param =1 las L' —dlgebras coinciden con las dlgebras de Lukasiewicz—
Moisil de orden n, algunas de las afirmaciones hechas en [18] y [20] se deducen como caso
particular de lo que hemos establecidos anteriormente en este capitulo. Tal es el caso de

la Proposicion 4.26 y el Teorema 3.2 en [20] y en [18] respectivamente.

4.5. Localizacion en las L"—algebras finitas

En esta seccion, nos abocaremos a considerar los resultados anteriores en el caso par-
ticular de L"-algebras finitas. Més concretamente, vamos a demostrar que para cada
Lm—élgebra finita L y C' € C(L), el dlgebra L[C] es isomorfa a una subalgebra especial

de L. Para ello, los siguientes resultados seran fundamentales.

Proposicion 4.5.1. Sea L una L] —dlgebra finita e [ C L. Entonces, las siguientes condi-

ciones son equivalentes:
(i) I € Li(L),
(ii) I = (a) para algin a € B(S(L)).
Dem. (i) = (ii): Como L es finita, a partir de un resultado bien conocido de reticulos

finitos tenemos que I = (b) para algin b € L. Ademads, de la hipdtesis tenemos que

Db € (b) y por (GLg), (by = (D1b). Entonces, inferimos que a = Db € B(S(L)).
(ii) = (i): Sea = € I. Entonces = < a y asi, Dyxz < Dya = a. Por lo tanto, Dyz € [. O

Proposicién 4.5.2. Sea L una L"—dlgebra finita y C € C(L). Entonces, Fc = {{a) :
a€B(S(L), N\ wz<a}

2€CNB(S(L))
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Dem. Consideremos 7 = {{(a) : a € B(S(L)), /\ x < a}. Si suponemos que
2€CNB(S(L))
I € F¢, entonces por la Proposicién 4.5.1 tenemos que I = (a) para algin a € B(S(L)).

Por otra parte, de la Proposicién 4.3.9 existe ¢ € C'N {(a) N B(S(L)), lo cual implica que

/\ x < ¢ < a. Por lo tanto, I € 7. Reciprocamente, si suponemos que I € 7T,
zeCNB(S(L))
entonces /\ x € INCNB(S(L)). Ademas, de la Proposicién 4.5.1 resulta que
zeCNB(S(L))
I € Zy(L). De estas afirmaciones y la Proposicién 4.3.9 concluimos que I € Fg. O

Proposicién 4.5.3. Sea L una L"—dlgebra finita y C € C(L). Entonces, las siguientes

condiciones son equivalentes:

(i) (z,y) € Ox,
(i) x Ab=y Ab, donde b = /\ x.
2€CNB(S(L))

Dem. Es de rutina. O

Proposicién 4.5.4. Sea L una L' —dlgebra finita y (a) € Z1(L). Entonces, L, = ({a), \, V,

~a, {Ditief1, n—13,0,a) es una L)' —dlgebra, donde N,z = Nx A a.

Dem. Es simple verificar que ({a), A, V,0,a) es un reticulo distributivo. Ademsds, si x,y €
(a) entonces, tenemos que N?"x = N2""Y(N,z) = N> YNz Aa) = N> 2(N,(Nz A
a)) = N?"2(N(Nxz ANa) Na) = N*"2(N?zV Na) Aa) = N>"2((N*x Aa)V (NaAa)) =
N2"=2(N?z Na) = -+ = N*"z, Na = x Aa. Como a = Diay z € (a), resulta que
N?mg = z. Por otra parte, D;z € (a) para todo z € (a) y 1 <i < n — 1. En efecto, como

r < a = Dja tenemos que D;x < D;D;a para todo i, 1 <i<n —1. O

Finalmente, alcanzamos el objetivo deseado.
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Proposicién 4.5.5. Sea L una L7 —dlgebra finita y C € C(L). Entonces, existe un iso-

morfismo entre L|C| y Ly, donde b= /\ x.
2€CNB(S(L))

Dem. Sea 3 : L — L, la funcién definida por G(x) = = A b. Es simple verificar que
£ es un 0, l-epimorfismo de reticulos. Ademads, para todo = € L, 3(Nx) = Nx A b =
(Nz Ab)V(NbAD) = NxAb)ANb = NB(x) ANb = Nfp(x)y B(Dix) = Dizx ANb =
D;x AN Dib = D;(x ANb) = D;f(x) para todo i, 1 < i < n — 1. Por lo tanto, 3 es un
L7—epimorfismo. Por otra parte, x € [1]g, < (2,1) € ¢ < existe s € C N B(S(L)) tal
que zAs=s< xAb=0b< [(xr) =b< x € Ker(f3). Luego, teniendo en cuenta un
resultado bien conocido de algebra universal ([16, p. 59]) concluimos que L[C] es isomorfa
a Ly O

Corolario 4.5.6. Sea L una L —dlgebra finita y C € C(L). Entonces, Lz, es isomorfa

—

a Ly, donde b = /\ x. Mds precisamente, Ly, = {((b), fz) : x € (b)}.
zeCNB(S(L))
Dem. Es consecuencia del Teorema 4.3.25 y la Proposicion 4.5.5. O

Ejemplo 4.5.7. Consideremos la L3~dlgebra L:
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donde la operaciones f y Dy, Dy estin definidas a continuacion:

w| ® W ®
-l - - o~
SIS 3 3
| o =® o
-l - - o~
SIS 33
el IR R —|o = =
SIS 33
ES RS
N © = . @all
-l - - o~
SIS 33
71
—| o =@ = @all
- &4 - -
SIS 33
Ll o
ol o =® = @all
- &N - -
SIS 33
L~
| © o o @all
Ll
Sl s 3 3
I o
w| = @ » gl s — -
- =~
Sl s 3 3
R ™
S - B SHE R
S| 3 3
gl &~ &
ol & =
S| & & <
— 0
2611
-]
S S S
S| & & <
Kl 2 4 =2
+| 3 = S| 3 3
s| & & <
o| o 0
— —_—
=]
| 5 0® 3 3
S| & & <
Ll = =
—
~| 8 0= S| S 3
S| & & <
~| = 0
0 o™ SIS - 35
A B N
S| & & <
o | < 0
—_ | = -
ol —=H O O S| 3 -]
e 2w [L]s 2w
SRS SIS
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Entonces, B(S(L)) = {0,a13,a15,1}. Si consideramos C' = {az,ai7,a13,1}, por la
Proposicion 4.5.5 tenemos que L[C] es isomorfo a L,,, = {0,a1,a2,a3,a4,a5,a6,07,08,09,010,

aii,a12,a13}. Ademds, Fo = {{ai3), (1) = L} y teniendo en cuenta el Corolario 4.5.6

—

resulta que Ly, = {((a1s), o), (a13), far)s (@13, ), fan)s (@130, Fas)s (@18}, Fan)s ((@18), Fas)s

—

(013, Fas)» (@13, Far)s (@18}, Fus)s (@130, Fao)s ((@18), Faro)s (1) Fars ), (@18}, fana),
((a18), fors) }-
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5. Capitulo V

En este capitulo investigamos la variedad £2 constituida por las dlgebras de Lukasiewicz
m-~generalizadas de orden n considerando m = 2. Es decir, las L?—4lgebras en las cuales
f*x = x. En primer lugar, mostramos propiedades de los 4&tomos que seréan de gran utilidad
para describir detalladamente a las dlgebras simples de £2. Més precisamente, hallamos
el nimero de L2-4lgebras simples y su cardinal. Ademas, teniendo en cuenta las conclu-
siones resultantes del Capitulo I, £2 es localmente finita lo que nos motivé a estudiar las
algebras finitas de esta variedad. Entre los resultados que obtuvimos se destaca el Teo-
rema 5.3.5 que nos suministra una factorizacién de dichas algebras. En la 1ltima seccién
de este capitulo, nos centramos en las algebras libres de esta variedad con un conjunto
finito de generadores libres. En particular, abordamos el estudio de las L?—4lgebras libres
paran = 3, n = 4 y n = 5. Los resultados anteriores nos permitieron inferir la forma
para calcular el cardinal del algebra libre para n € IN, n > 5 con un conjunto finito de

generadores libres, en funcién del nimero de generadores de la misma.
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5.1. Propiedades de los dtomos en las L2—4lgebras

Definicién 5.1.1. Sea L € L' y x € L. Diremos que x es un atomo de L si para todo

y € L tal que 0 <y < x implica que y =0 o y = x.
Al conjunto de los atomos de L lo notaremos con At(L).
Proposicién 5.1.2. Sea L € £L2. Si x es dtomo de L, entonces f*x € At(L).

Dem. Sea x € At(L). Si z € S(L), entonces es inmediato que f?z € At(L). Por otra
parte, si z ¢ S(L) y existe y € L tal que 0 < y < f2x, entonces 0 < f?y < x. Luego
de esta afirmacién y la hipétesis tenemos que f2y = 0 o f2y = x. Por lo tanto, y = 0 o

y = f2x, es decir f?x € At(L). O
Mas generalmente, es simple verificar que:

Corolario 5.1.3. Sea L € L. Six es dtomo de L, entonces f**x € At(L),0 <p < m—1.

Observacion 5.1.4. El Corolario 5.1.3 nos induce a pensar que en las L)' ~dlgebras hay
un nimero par de dtomos y que si v € At(L), entonces f?’z 0 < p < m — 1 son dtomos
distintos. El ejemplo que indicaremos a continuacion muestran que estas afirmaciones no

son wvalidas.

Ejemplo 5.1.5. Consideremos la L%-dlgebra L cuyo diagrama de Hasse es el indicado
en la siguiente figura y las operaciones f y D;, 1 <i < 2 | estdn definidas de la siguiente

manera:
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xr |[Ola|b|lcldlelg|lh|i|j|k]|m|n]|l
fr |1in|\m|k|li|j|h|lgle|ld|c|al|b]|O0
Dix{0|lglglglglglg|h|1]1|1 1|11
Doyx |0[{0|0|0|glglg|h|h|h]|h|1]|1]1

Observemos que At(L) = {a,b,h}, luego el nimero de dtomos no es siempre par.

Ademds, h € At(L) y h = f*h.

Proposicién 5.1.6. Sea L una L2 —dlgebra simple. Entonces se verifican las siguientes

condiciones:
(i) si existe x € At(L)\ S(L), entonces | At(L) |= 2,
(i1) si existe x € At(L)N S(L), entonces | At(L) |=1.

Dem. Solo demostraremos (i). De la hipétesis y la Proposicién 5.1.2 tenemos que x, f?x €
At(L). Veamos ahora que si y € At(L), entonces y = x o y = f?x. Como L es simple,
S(L) es una cadena. Luego, T < 7 o ¥ < T y ademds, de la Proposicién 5.1.2 resulta
que f?y € At(L). Si T < ¥, entonces como x < T tenemos que x < ¥. Por lo tanto,
r=xA@yV fiy) = (xAy)V (zA f2y). De esta dltima afirmacién si x #y y z # f2y,
teniendo en cuenta que x, f?z,y, f>y € At(L) obtenemos que x = 0 lo que contradice la
hipétesis. Por lo tanto 2 = y o = f2y. Por otra parte, si ¥ < T la demostracién resulta

de manera andloga a la anterior. O

Proposicién 5.1.7. Sea L una L2 —dlgebra simple. Sia € At(L)\S(L), entonces | [0,a] |=
4.

Dem. De la hipétesis y la Proposicién 5.1.6 tenemos que a y f2a son los tinicos dtomos

de L. Ademés, como a ¢ S(L) concluimos que a < @ y f?a < @ de donde resulta que
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a, f2a € [0, al. Si suponemos que existe y € [0, @] tal que (1) 0 < y < @, entonces inferimos
que a <y o fra <y.

Sia <y, entonces @ < 7. Ademas, de (1) tenemos que ¥ < @. Luego, de las afirmaciones
anteriores concluimos que gaa = g2y v por lo tanto, (2) g2(a Ay) = qua = g2y = g2(a V y).
Por otra parte, q;y = 0. En efecto, pues si ¢y # 0, entonces a < g1y o f?a < q1y. En ambos
casos tenemos que @ < qy. Ademads, como ¢y < y e y ¢ S(L) obtenemos que @ < y, lo
que contradice que (1). Luego, tenemos que (3) ¢1(a Ay) = qra = 0 = qy = q1(a V y).
Por lo tanto de (2) y (3) concluimos que a = y.

Si f?a <y, razonando de manera andloga resulta que f2a = v.

De lo demostrado anteriormente podemos afirmar que | [0, @] |= 4. O

5.2. Algebras simples

A continuacién indicaremos algunos resultados validos en £ y necesarios para el

desarrollo posterior. Sus demostraciones pueden ser vistas en el Cépitulo II o en [1].

(T1) Sea L € L. Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) L es subdirectamente irreducible,
(ii) S(L) es una subdalgebra de IL,,

(iii) L es simple,
(T2) L es semisimple y localmente finita.

(T3) Sea L € L y a € L. L es simple si, y sélo si wp,,1 =1, a > 0.

En esta seccién con el préposito de determinar los objetos libres de £2, estudiaremos

en detalles las L2—algebras simples.
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Proposicién 5.2.1. Sea L una L?-dlgebra y a,b € L tal que [a,b] N S(L) = {a,b}.
Entonces |[a,b]| =2 o |[a,b]| = 4.

Dem. Sino existe z € [a, b]\S(L) resulta que |[a, b]| = 2. Siexiste z € [a, b]\S(L), entonces
f*x € [a,b] y x # f?z. Luego |[a, b]| > 4. Observemos que no existe y € [a,b] \ S(L) tal
que x < y oy < x. En efecto, si existe y € [a, b]\ S(L) tal que si z < y, entonces 12 = q1y
Y @27 = q2y. Luego, tenemos que ¢1(x A\y) = iz = qy = q1(zVYy) y 2(x \y) = ¢2(x Vy)
de donde inferimos que x = y, contradiccién. Si y < z, razonando de manera andaloga
obtenemos una contradiccién. Similarmente, resulta que no existe y € [a, b] \ S(L) tal que
f?x < y oy < f2x. De las afirmaciones anteriores inferimos que x y f2x son atomos
de [a,b]. Ademds son unicos, ya que si existiera un dtomo z € [a,b], z # x y 2 # f?z,
entonces z = zAb=zA(zV f2z) = (zAx)V (2 A f2x) = a, contradiccién. Por lo tanto,

[, 0]] = 4. 0

Corolario 5.2.2. Sea L una L2 -dlgebra y a,b € L tal que [a,b]NS(L) = {a,b}. Entonces

se verifican las siguientes condiciones
(i) la,b]| =2 s1, y sdlo si, |[fb, fa]| = 2,
(ii) |[a,b]| =4 si, y sdlo si, |[fb, fa]| = 4.

Dem. Solo demostraremos que si |[a,b]| = 4, entonces |[fb, fa]| = 4. En efecto, por
hipétesis existe x € [a,b] \ S(L). Luego [a,b] = {a,z, f?x,b} de donde resulta que
{fa, fx, f>z, fb} C [fb, fa]. Si suponemos que existe y € [fb, fa] \ {fa, fz, f3z, fb},
entonces a < fy < by por lo tanto fy = x o fy = f?x. De esta afirmacién concluimos

que y = f3z o y = fx, contradiccién. O

Teorema 5.2.3. El cardinal de cada L?-dlgebra simple, con n impar es j + 4t, donde
2<j7<nuysijesimpar,) <t < % 0 8ij espar,()ﬁtﬁ%. Sin es par|L| = 2j+4t,
1<j<n/2donde 0 <t<j—1.
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Dem. Si L una L2-4lgebra simple, por (T1) resulta que S(L) es una subalgebras de IL,,.
Luego, teniendo en cuenta la Proposicién 5.2.1 y el Corolario 5.2.2 obtenemos el resultado

buscado. O

A continuacién y teniendo en cuenta que el objetivo final de este capitulo es determinar
las L2-algebras libres, nos ocuparemos de calcular el niimero de dlgebras simples no
isomorfas de esta variedad. De los resultados anteriores podemos determinar el diagrama
de Hasse de ellas. El mismo se obtendra a partir de subéalgebras de IL,, y la distribucién de
un numero par de rombos de modo tal que se verifique el Corolario 5.2.2. Por otra parte,
cabe destacar que existen distintas algebras simples con las mismas cantidad de pares de
rombos. Con el proposito de alcanzar el objetivo planteado tenemos el siguiente corolario

que es consecuencia del Teorema 5.2.3
Corolario 5.2.4. Si particionamos las L2 —dlgebras simples del sigiente modo:

Tipo I : las subdlgebras de Ly,

Tipo II : las subdlgebras de IL,, con cardinalidad impar que tengan un nimero par de rombos

que verifiquen el Corolario 5.2.2,

Tipo III : las subdlgebras de L, con cardinalidad par que tengan un nimero par de rombos

que verifiquen el Corolario 5.2.2,
Entonces se verifica que

(i) |TipoI| = 2",
rwin=3 () %0))

n—3
2

Tipo 11 =Y <((n —j3)/2) i (i)), cuando n es impar,

7=1 t=1
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(i) |TipoI|=2"%", |TipolI| =0,

n—2

it =3 <<(n ) 5 @) cuando n es par

j=1 t=1

De los resultados anteriores se concluye el siguiente teorema.

Teorema 5.2.5. En L2 el mimero de dlgebras simples no isomorfas es:

(i) 2*5 +; < <(nj_—3i/2) g (i)) +; < ((n —j3)/2) g @) i es impar.

(i) 22" +:ij <<(n —j2)/2) i (i))} sin es par.

t=1

Ejemplo 5.2.6. Teniendo en cuenta el Teorema 5.2.5 resulta que paran = 4, las dlgebras

simples no isomorfas son las siguientes:

. 1 1 z | Dix | Dax | Dsx
f2a fa 0 0 0 0
fc

fe a 1 0 0

0 2
A, c c fral 1 0 0
a a c 1 0 0
0 fel 1] 1|0

Ao 0 ;
As fa 1 1 1
fa 1 1 1
1 1 1 1
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5.3. Algebras finitas

En esta seccién determinaremos propiedades de las L]'-algebras finitas. Entre los
resultados obtenidos se destaca el Teorema 5.3.5 que nos suministra una factorizacion de
dichas algebras.

Teniendo en cuenta la Proposicién 2.2.6 obtenemos el Lema 5.3.1 y el Lema 5.3.3 que

son fundamentales para la demostraciéon del Teoream 5.3.5.

Lema 5.3.1. Sea L una L]"—dlgebra finita y D C L.Entonces las siguientes condiciones

son equivalentes:
(i) D es un sistema deductivo de L,
(ii) eziste a € L tal que D = [fDy fa).

Dem. (i) = (ii): De la hipdtesis y el Corolario 2.2.7 resulta que D es un filtro. Luego
como L es un algebra finita existe a € L tal que D = [a). Como fa < D fa entonces
f* 1Dy fa= fDyfa < f*™D; fa = a. Por lo tanto, D = [f D fa).

(ii)= (i): Si z € D, entonces fD;fa < x. Luego fD;fx € D y por la Proposicién

2.2.6 tenemos que D es un sistema deductivo de L. O
Lema 5.3.2. Sea L € L y a € L. Entonces a € B(S(L)) si, sélo si, a = fD fa.
Dem. Es consecuencia directa que S(L) es una L,—algebra. O

Lema 5.3.3. Sea L € L finita no trivial y a € L. H = [a) es un sistema deductivo

mazximal de L si, solo si, a es un dtomo de B(S(L)).

Dem. Si H es un s.d. de L, por el Lema 5.3.1 deducimos que a = fD; fa. Luego, por
G Log tenemos que fD; fa € B(S(L)). Ademés, siz € B(S(L))estal que0 < z < fD; fa,
entonces por GL11 v G Log inferimos que 0 < fD; fx < fD; fa. De esta afirmacién resulta
que H = [fDifa) C [fDyfx). Como H es un s.d. maximal de L, H = [fD;fx) o
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[fDifx) = L. Si H = [fD;fx) como x € S(L), concluimos que fD;fa = D,_1z < z,
contradiccién. Por otra parte, si [fD;fx) = L, entonces teniendo en cuenta que x €
B(S(L)) resulta que 0 = fDyfx = D,_1x = z, lo que contradice lo supuesto. Por lo
tanto, a es un atomo de B(S(L)).

Reciprocamente, del Lema 5.3.2 y la Proposicién 2.2.6 tenemos que [a) es un s.d. de
L. Veamos ahora que es maximal. Sea 7" un s.d. de L tal que [a) C T # L. Como L es
finita, existe x € L tal que T' = [z) de donde resulta que [a) C [z). Por lo tanto, 0 < x < a

y como a es un atomo de B(S(L)), concluimos que a = x. O

Como consecuencia directa del Lema 5.3.3 obtenemos el siguiente resultado.

Corolario 5.3.4. Sea L € LT finita no trivial. |Dyp(L)| = |At(B(S(L)))|, donde Da(L)

es el conjunto de los s.d. maximales de L.

k

Teorema 5.3.5. Sea L € L finita no trivial. Entonces L ~ [] L/[a;), donde {a;}1<i<k
i=1

es el conjunto de todos los dtomos de B(S(L)).

Dem. Sea h : L — ﬁL/[ai) definida por h(x) = (¢ (x), -+ ,qx(x)), donde ¢; : L —
L/]a;) es el epimorﬁslr;i) canénico para cada i, 1 < i < k. De la Observacién 2.3.4, el
Teorema 2.3.7 y el Teorema 5.3.3 inferimos que h es un monomorfismo. Luego, solo resta
probar que h es epiyectiva. Sea y = (y1,--- ,yx) € ﬁ L/[a;), entonces como para cada 1,
1 <1 < k, g; es epiyectiva tenemos que existe x; € LZ:t;l que g;(z;) = y;. Consideremos x =
Vi (z; A a;) y veamos que h(z) = y. En efecto, h(z) = bV, (zi Aai))) = (g1 (Vi (2 A
a)), - ,qk(\/le(zi/\ai))). Como los elementos booleanos de S(L/[a;)) = {0, 1}, entonces
¢;(a;) € {0,1}. Si g;(a;) =1, con j # i, entonces a; € [a;) y por lo tanto a;) < a;, lo que
contradice que a; es atomo de B(S(L)). Luego ¢;(a;) = 0 para todo j # i y ¢i(a;) = 1. De
donde concluimos que h(z) = (qi1(x1), - ,qk(x)) = (Y1, ,yx) = . O

Proposicién 5.3.6. Sea L € L finita, b € S(L) tal que b # 0, entonces
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(i) ([O,b],\/,/\,f, Dy, Dn_1,0,b) es una L™ —dlgebra, donde fr = fx A fDifb y
ﬁix = D;x N\ fD1fb para todo i, 1 <1 <n—1.

(ii) L/[b) y [0,b] son dlgebras isomorfas.

Dem. (i): Sean z,y € [0, ], entonces es simple verificar que x Vy, x Ay € [0, b]. Ademss,
como b € S(L) tenemos que fD; fb < by por lo tanto se deduce que fx, Dix € 0, 0], para
todoi, 1 <i<n-—1.

(ii) Sea hy : L/[b) — [0, b] definida por hy([x]) = = A fD1fb. Es claro que hy, estd bien
definida y es biyectiva. Por otra parte, h; es un homomorfismo en L. En efecto, teniendo
en cuenta GLqy v GLq3 resulta que fhb([ﬂ) = f(x A fD;fb) = fx V f(fleb) = (fx A
fD1fb) vV (Difb A fD1fb) = fo A fD1fb = hy(f[z]). Por otra parte, de GL12, GLag,
GLss y GLys deducimos que D;hy([2]) = Dihy([2]) A fD1 fb = Di(z A fD1fb) A fDy fb =
D;x A fD;fb = hy(D;[z]). O

Como consecuencia inmediata del Teorema 5.3.5 y la Proposicién 5.3.6 obtenemos el
siguiente corolario.
Corolario 5.3.7. Sea L € L fnita no trivial. Si {a;}1<i<i es la familia de todos los
k
dtomos de B(S(L)), entonces L es isomorfa a [][0, a;].
i=1
Ejemplo 5.3.8. Sea L € L2 el dlgebra cuyo diagrama de Hasse indicamos a continuacion

y donde las operaciones estin dadas por las siguientes tablas:

X 0] a1 a2 as Qa4 as Qg ay as Qg | A1p | Q11 | Q12 | A13 | Q14 | Q15

fiE 1| asw | asg | ass | ase | a3y | ass | aza | a3z | asa | 31 | G29 | 30 | Q28 | Q27 | Q26
Dz | 0] ag Qg Qg Qg Qg Qg | Q14 | A20 | G20 | A20 | Q20 | A20 | Q20 | A14 | Q20

Dgl’ 0 0 0 0 Qg Qg Qg 0 0 0 0 Qg Qg Qg 14 | Q14
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5.4.

En esta seccion nuestro objetivo es determinar la estructura de las L

finitamente generadas e indicar una forma para calcular su cardinal en término del nimero
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de generadores libres. Para ello, mencionaremos algunas consideraciones previas.
Denotaremos con £2(r) la L?2—4lgebra libre con un conjunto G de generadores libres

tal que |G| = r, donde r es un nimero cardinal con 0 < r < w. La nocién de édlgebra libre

estd definida en la Seccién 1.1.5. Como las L2-4lgebras constituyen una variedad, para

cualquier cardinal 7, 0 < r < w el algebra libre existe y es tinica a menos de isomorfismo

(ver [7]).

Nuestro objetivo inicial fue encontrar la férmula que nos permitiera calcular el cardi-
nal de £2(r) para todo r, 0 < 7 < w. Con tal propdsito, teniendo en cuenta los resultados
establecidos por R. Cignoli en [23], comenzamos resolviendo algunos casos particulares
que describiremos a continuacion. La dificultad que presenta esta variedad no nos permi-
ti6 obtener la férmula deseada en caso general, pero si determinar el método con el cual

se puede hallar dicho cardinal.

5.4.1. L2-&lgebras libres

En lo que sigue de esta seccién, para calcular el cardinal de £Z(r) teniendo en cuenta
el Corolario 5.2.4 resulta que las L3-4lgebras simples son A;, Ay y A3 cuyos diagramas

de Hasse son los siguientes:

1 z | Dix | Dyx
1
1 f3a fa 0 0 0
I c C a 1 0
N a f?a fPa | 1 0
A1 0 0 C 1 0
A 3
2 As fra 1 1
fa 1 1
1 1 1
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En primer lugar, teniendo en cuenta (T2), el Corolario 1.1.5 y el Teorema 2.5.2 concluimos

que:
(I) ﬁ%(r) — Allfll > A2|€z| > A3|€3|7

donde & = {M € M(L%(r)) : L2(n)/M ~ A;}, 1 < j <3y M(L3(r)) denota al conjunto
de todos los sistemas deductivos maximales de £3(r). Luego, conocemos la estructura de
los factores de £3(r), por lo tanto s6lo debemos calcular el niimero de veces que aparecen

cada uno de ellos.
Determinacién de |&;|

En lo que sigue si L, L' son L3-algebras, indicaremos con Epi(L,L') y Aut(L) el
conjunto de los epimorfismos de L en L’ y el conjunto de los automorfismos de L respec-

tivamente.

Epi(£3(r), A,
Lema 5.4.1. |&;| =
1= i ay)

L 1<j<3.

Dem. Sea « : Epi(L£3(r), A;) — &; la aplicacién definida por a(h) = ker(h). Luego,
a es sobre. En efecto, para cada M € &; sea f = yu o qum, donde gy es la aplicacién
candnica y vy es el Li-isomorfismo de L£3(r)/M en A;. Entonces, f € Epi(L3(r), 4;) v
ker(f) = M de donde resulta que o(f) = M. Ademas, si M € &; y a(h) = M, entonces
a Y (M) ={goh: g€ Aut(A;)}. Por lo tanto, |&;|-|Aut(A;)| = |Epi(L3(r), A;)| de donde

concluimos la demostracion. |

Observacion 5.4.2. Es claro que |Aut(A;)| = |Aut(As)| = 1 y que sdlo existen 2 auto-

morfismos de As.

Luego, teniendo en cuenta el Lema 5.4.1 y la Observacion 5.4.2 solo resta calcular

|Epz'(£§(r),Aj)| con1<j<3.
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Lema 5.4.3. Sea F*(G,A;) = {f : G — A; : [f(G)] = A;}, 1 < j < 3. Entonces
|Epi(L3(r), Aj)| = [F*(G, Aj)].

Dem. Sea 3 : Epi(L3(r), A;) — F*(G, A;) la aplicacién definida por 3(h) = h/G. Es
simple verificar que 3 es inyectiva. Por otra parte, para cada f € F*(G, A;) existe un
tinico homomorfismo hy : £3(r) — A; que extiende a f. Ademds, h¢(L3(r)) = hy([G]) =
[f(G)] = A; de donde concluimos que [ es sobre. O

Corolario 5.4.4. (i) |&] =2,

(ii) |&] =3"—2",

73T
5
Dem. Del Lema 5.4.1, el Lema 5.4.3 y la Observacién 5.4.2 obtenemos (i) y (ii). Ademas,

(iii) |&| =

teniendo en cuenta que las subdlgebras de Az son A; y A, resulta que |F*(G, A3)| =

7 — (2" 4+ 3" —2"), de donde concluimos (iii). O

De los resultados anteriores podemos enunciar el siguiente teorema.

Teorema 5.4.5. Sea L%(r) la L3-dlgebra libre con r generadores libres. Entonces el car-
dinal |L3(r)| puede expresarse por la férmula siguiente:

7m—3"

IC2(r)| =27 x 332 x7 = .

Ejemplo 5.4.6. Por el Teorema 5.4.5 tenemos que paran =1

L2(1)] =22 x 3 x 7% = 588.
3

5.4.2. L2-dlgebras libres

A continuacién, para calcular el cardinal de £2(r) debemos determinar las L2-4lgebras
simples. Teniendo en cuenta el Corolario 5.2.4 resulta que ellas son A; con 1 < ¢ < 3,

cuyos diagramas de Hasse se indican a continuacién:
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. 1 1 z | Dix | Dayx | Dsx
fia fa 0 0 0 0
fe

fc a 1 0 0

0 2
A c c féa | 1 0 0
a a c 1 0 0
0 fel 1| 1 | 0

A, 0 ;
4 Bal 1] 1] 1
fa | 1 | 1 1
1 1 1 1

De (T2), el Corolario 1.1.5 y el Teorema 2.5.2 deducimos que:
(IT) L%(r) = A e AL el A, lE8l

donde & = {M € M(L3(r)) : Li(n)/M ~ A;}, 1 < j < 3,y M(L3(r)) denota al
conjunto de todos los sistemas deductivos maximales de £2(r).
Para determinar |£;|, 1 < j < 3 aplicaremos un razonamiento analogo al del caso

anterior. Sabemos que

_|Epi(£3(n), A))]
[Aut(4)]

1<y <3.

En primer lugar observemos que |Aut(A)| = |Aut(A2)| = 1y |Aut(A3z)| = 2. Ademss,
como |Epi(L3(r), 4;)| = |F*(G, 4;)| , 1 < j < 3 tenemos que:

) [&f =27,
(i) |&] =47 -2,

Lema 5.4.7. |&| = 22r1(2" — 1).
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Dem. Como las subdlgebras de A5 son A; y A, resulta que |F*(G, Az)| = 227(2" — 1). De

esta afirmacion y teniendo en cuenta que |Aut(As)| = 2 concluimos que
(G, A5)| _ 27(2" - 1)
2 B 2

Luego de lo demostrado anteriormente concluimos el Teorema 5.4.8.

&3] = = 27127 —1). O

Teorema 5.4.8. Sea L3(r) la L3-dlgebra libre con r generadores libres. Entonces el car-

dinal |L2(r)| puede expresarse por la férmula siguiente:
L3(r)] = 2% x AY =2 x gD,
Ejemplo 5.4.9. Por el Teorema 5.4.8 tenemos que parar =1

|£3(1)] = 2% x 42 x 8% =4096.

5.4.3. L2-4lgebras libres

Como en los casos anteriores, a partir del Corolario 5.2.4 tenemos que las las L2—

algebras simples son A4; , 1 < i < 9, de donde podremos calcular calcular el cardinal de

L3(r).
1 1 1 1
L c[ fa fa
A a .
0
As a
0
Az
0
Ay

Teniendo en cuenta que A;, 1 < ¢ < 3, son subdlgebras de A, solo describimos los

operadores D; en este caso:
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Dll' DQZE

Dix | Dyx Dgl’ Dyzx

T

T

fa

fia

f?a

As
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Como A;, i = 6,7,8, son subalgebras de Ay, solo indicamos para este caso los opera-

dores D;:

x |0|b| flclalfPa|d]| fPalfal|fc| f20] fb|1l
Dix (01| 1 |1]1 1 1 1 1 1 1 1)1
Dox | 0O]0] O |O]1 1 1 1 1 1 1 1)1
Dsx |00 0 |O]O0O] O O 1 1 1 1 1)1
Dyx 0[]0 O [O]O0] O |O] O 0] 0 1 1)1

De (T2), el Corolario 1.1.5 y el Teorema 2.5.2 deducimos que:
9
(IIT) £2(r) = [ A%
j=1

donde & = {M € M(L:(r)) : L2(n)/M ~ A;}, 1 < j <9,y M(L3(r)) denota al
conjunto de todos los sistemas deductivos maximales de £2(r).

Para determinar |&;|, 1 < j <9 aplicaremos el mismo razonamiento que en los casos
anteriores. En primer lugar observemos que |Aut(A;)| =1 para 1 < j <4, [Aut(A;)| =2
para b < j < 8y |Aut(Ay)| = 4. Ademds, como |Epi(LE(r), 4;)| = |F*(G, 4;)],1 <57 <9

tenemos que:

(i) & =27,
(ii) & =3"—2".
(iii) & =4" —2".

(iv) & =5 — 3.

T3

(v) & 5

(vi) & = 22 1(2r —1).
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9" — 8 — 5"+ 4"
5 .
Dem. Como las subdlgebras de A7 son Ay, As, A3, Ay y Ag resulta que:

Lema 5.4.10. &; =

|F*(G, A7) = 9" — (2" + 3"+ 4" +5"+8 —6-2"— 3" —3-4"4+9.2" 447 —5.27 4 2)

por lo tanto,
PG AD) 9 = (<4 +5 +8)
B 2 B 2 '
gr _ 5"

5
Dem. Teniendo en cuenta que |Aut(Ag)| = 2 y que las subélgebras de Ag son Aj, As, A

&

Lema 5.4.11. & =

y Ay, resulta que:
9" — (2" 43" 4+4"+5 —4-2" =3 —4"4+4-2"=2") 9 -5
2 2
137 —=2-9"+5"
1 .

Dem. Se obtiene como consecuencia que |Aut(Ag)| =4 y que |F*(G, Ag)| = 13" — (2" +
344" 4+5"+8+2-9"-8-2"—-3-3"—-6-4"—-3-5" -8 +22-27+3-3"+9-4"+5 —
202" —3"—5-4"420-2" 44" —7-2"+2") dado que las subdlgebras de Ag son A;, As,
As, Ay, Ag, A7y As. O

Lema 5.4.12. & =

De los resultados establecidos en los incisos (i) a (vi), el Lema 5.4.10, el Lema 5.4.11

y el Lema 5.4.12 concluimos el siguiente teorema:

Teorema 5.4.13. Sea L3(r) la L2-dlgebra libre con r generadores libres. Entonces el

cardinal |L%(r)| puede expresarse por la férmula siguiente:

|£§ (/r’)| _ 227‘ % 337‘_27‘ X447‘_27‘ % 557‘_37‘ % 777‘537‘ % 8227‘71(27‘_1) % 997‘_57‘_227‘71(27‘_1) % 13137‘7249T+5T ‘
Ejemplo 5.4.14. Por el Teorema 5.4.13 tenemos que paran =1

I£2(1)] = 2'2 x 3% x 52 x 72=1.219.276.800.
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Conclusiones y estudios futuros

En esta tesis continuamos investigando a las dlgebras de Lukasiewicz m—generalizadas
de orden n introducidas en [1]. Hemos realizados un estudio algebraico de las mismas
a partir de la nocién de ideal (o dualmente de filtro) del reticulo subyacente. Para ello
empleamos algunas técnicas similares a la de las algebras de Lukasiewicz—Moisil de orden
n desarrolladas en [16]. En este punto cabe destacar que, el hecho que en las L"—algebras
los operadores unarios D;, 1 <i < n—1, no sean A-hemimorfismo ([37]), hizo mucho mas
compleja la resolucién de los temas. Ademads, hemos encontrado un operador de impli-
cacion sobre estas dlgebras que nos permitié asegurar que son la contrapartida algebraica
de un calculo proposicional estilo Hilbert. Dicho calculo para m = 1 coincide con el de
Lukasiewicz n—valuado.

Desde esta perspectiva se plantea como trabajo futuro encontrar un céalculo de se-
cuentes que sea correcto y completo con respecto a estas algebras. Ademas, seria aprecia-
ble que este calculo tuviera la Propiedad de Eliminacién de Corte, debido a sus multiples

consecuencias positivas como la decibilidad, consistencia, teoremas de interpolacién, etc.
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Por otra parte, pensamos que otros problemas quedan abiertos y serian interesantes
de resolver. Tal es el caso de encontrar una equivalencia natural entre la categoria de las
L"-algebras y la de ciertos espacios topoldgicos. Para ello podria tenerse en cuenta, por
ejemplo, los resultados de H. Priestley (|61, 62, 63]) o los de R. Goldblatt ([37]), dado que

hasta el momento solo conocemos estudios algebraicos de estas algebras.

Otra alternativa es considerar las dlgebras de Lukasiewicz m—generalizadas de orden
n con un cuantificador existencial. Efectuando numerosos calculos podemos afirmar que,
como en el caso de las dlgebras de Boole, con cada cuantificador existencial sobre una
L7"—algebra esta asociado un cuantificador universal. Por lo tanto, podemos llamar L)'~
algebras monadicas a la nueva clase de algebra. La misma resultaria una generalizacién

de las algebras de Lukasiewicz n—valuadas monddicas ([36]).

Finalmente, teniendo en cuenta los resultados establecidos en [21], seria atrayente
definir las algebras de Lukasiewicz m—generalizadas de orden n de similaridad, que gene-

ralizarian a las algebras de Lukasiewicz—Moisil de similaridad.
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