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Introduccion

El primer sistema de logica multiplemente valuada fue formulado por J. Lukasiewicz
en 1920. Su motivacion fue de naturaleza filosofica ya que él estaba buscando una inter-
pretacion de los conceptos de posibilidad y necesidad, intimamente relacionados con las
proposiciones modales que estaba investigando. Desde entonces, se ha desarrollado una

importante investigacion en esta area.

Para cada nimero natural, n > 2, J. Lukasiewicz introdujo un calculo proposicional
n—valuado en el que a cada proposicién se le asigna n valores diferentes de verdad. En
1940, Gr.C. Moisil introdujo las algebras de Lukasiewicz 3—valuadas y 4—valuadas con
el propésito de obtener la contrapartida algebraica (el dlgebra de Lindenbaum-—Tarski
asociada) de las correspondientes légicas de Lukasiewicz. Un ano més tarde las gene-
ralizé definiendo las dlgebras de Lukasiewicz n—valuadas ([55]) y las estudié desde un
punto de vista algebraico. Estas dlgebras son reticulos distributivos con una operacién de

negacion y ciertas operaciones unarias que expresan modalidades.

En 1956, A. Rose dio un ejemplo en el que establecié que la implicacién de Lukasiewicz
no se puede definir sobre un agebra de Lukasiewicz n—valuada cuando n > 5y por lo tanto
estas algebras no son la contrapartida algebraica del célculo proposicional de Lukasiewicz
n—valuado para n > 5 ([13], [18]). De todos modos, las aplicaciones que encontré Moisil
de estas algebras ([56]), entre las que se destaca la aplicacién a circuitos eléctricos, y que
produjo un avance en la teoria de las mismas desde el punto de vista algebraico, las hace
interesantes por si mismas. Usando una técnica como la de Gentzen, Moisil construyé un
calculo proposicional para el cual las algebras de Lukasiewicz n—valuadas son su con-
trapartida algebraica. Por otra parte, R. Cignoli ([16], [17]) encontré las contrapartidas

algebraicas del calculo proposicional de Lukasiewicz para n > 5 y las llamé dlgebras de
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Lukasiewicz n—valuadas propias. En 1997, M. Fidel ([26]) describié un célculo proposi-

cional que tiene las algebras de Lukasiewicz n—valuadas como su contrapartida algebraica.

En 1968, Gr.C. Moisil ([58]) definié las dlgebras de Lukasiewicz §—valuadas (sin ne-
gacién), donde 6 es el tipo de orden de una cadena. Estas estructuras ya habian sido
pensadas por Moisil como modelos de una légica con infinitos valores de verdad, pero
la necesidad de encontrar una fuerte motivacion retrasé su anuncio. Moisil encontrod la
motivacién en la teoria de L. Zadeh de conjuntos difusos, en la que vio una confirmacion
de sus viejas ideas, ya que la relacién de pertenencia a un conjunto difuso es un ejemplo
de proposicién infinito valuada. Estas dlgebras fueron estudiadas por numerosos autores,
en particular fueron temas de estudio de varias tesis doctorales realizadas por discipulos

de Moisil. Varios de los resultados obtenidos se han reproducidos en el importante libro

de C. Boisescu, A. Filipoiu, G. Georgescu y S. Rudeanu ([13]).

El desarrollo de los diversos sistemas de logicas siempre ha estado acompanado del
desarrollo de sus contrapartidas algebraicas. En muchos casos llegé a ser preponderante el
interés por los aspectos puramente algebraicos, lo que llevé a posicionar a las correspon-
dientes contrapartidas algebraicas como un capitulo del algebra, teniendo las mismas un

interés intrinseco. Esto es precisamente el caso de las algebras de Lukasiewicz.

Si bien las dlgebras de Lukasiewicz, en su origen, tienen una estrecha relacién con las
légicas de Lukasiewicz, fue Moisil quien las cred, y la posicién que ocupan de ser una de
las clases més importantes de reticulos en la logica algebraica se debe a las investigaciones
realizadas por él y sus seguidores. Por este motivo, en el importante libro de V. Boisescu

y otros, se considera que seria mas adecuado llamarlas algebras de Lukasiewicz—Moisil.

Observemos que Moisil introdujo las algebras n—valuadas que tienen una negacion,
y las algebras —valuadas (6 infinito) sin negacién, bajo el mismo nombre: dlgebras de
Lukasiewicz. Sin embargo, ahora tenemos las algebras §—valuadas, con @ finito o infinito,
ambas con y sin negacién por lo que necesitamos términos diferentes para designarlas.
En el libro antes mencionado de V. Boisescu y otros, se reserva el nombre de algebras
f—valuadas para las algebras sin negacion y las otras se denominan algebras —valuadas
con negacion. Sin embargo, la terminologia convencional en el caso en que # es un entero

n, n > 2, supone que las algebras n—valuadas tienen negacion.
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Resumen

En esta tesis investigamos la clase de las algebras de Lukasiewicz—Moisil §—valuadas,

siendo 6 el tipo de orden de un conjunto totalmente ordenado.
Al trabajo lo hemos organizado en cinco capitulos.

El Capitulo 1 consta de cuatro secciones y los resultados indicados en ellas son cono-
cidos. Los hemos incluido tanto para facilitar la lectura posterior, como para fijar las
definiciones de las algebras y las dualidades topoldgicas que utilizamos en los capitulos

siguientes.

En el Capitulo 2 consta de dos secciones. En la primera seccién, determinamos una
dualidad topoldgica para las algebras de Lukasiewicz—Moisil §—valuadas sin negacion
(LMy—4élgebras), equivalente a la dada por A. Filipoiu en 1980 para 6 arbitrario. Ademas,
consideramos el caso particular de las LMy—4élgebras en las que 6 es un entero n, n > 2
(LM, —4algebras). En la segunda seccién, extendemos a las dlgebras de Lukasiewicz—Moisil
f—valuadas con negacién (nLMy—algebras) la dualidad anteriormente obtenida para las
LMy—3algebras y la dualidad de las algebras de De Morgan determinada por W. Cornish y
P. Fowler en [22]. También analizamos el caso particular en el que € es un entero n, n > 2
(nLM,—4élgebras). Es un hecho conocido que debido a que el dlgebra cociente de una
LMjy—algebra por una congruencia de la misma, en el sentido del dlgebra universal, no
necesariamente satisface el principio de determinacién de Moisil, se introduce un concepto
mas fuerte de congruencia sobre estas algebras, a las que se las llama #—congruencias. En
las dos secciones de este capitulo, no solamente caracterizamos el reticulo de las congruen-
cias y el de las 6—congruencias de estas algebras, sino que también describimos las algebras
simples y subdirectamente irreducibles de cada una de esta clase de algebras con respecto

a ambas congruencias y también afirmamos que las dlgebras antes mencionados coinciden.
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Es més determinamos que el espacio asociado a cada una de estas algebras es un conjunto
totalmente ordenado. A partir de este resultado y usando técnicas topologicas obtenemos
estas algebras, arrivando asi, por medio de un razonamiento diferente, a los resultados
indicados por R. Cignoli en [15], en el caso de las nLM, —élgebras y los de V. Boicescu y
otros en [13], en otro caso. A partir de la caracterizacién obtenida de las conguencias ma-
ximales probamos que las L My—algebras y las nLMy—algebras son semisimples. Ademas
establecemos, tanto para las LMy—algebras como para las nLMy—4élgebras, una corres-
pondencia entre la familia de las #—congruencias y la familia de ciertos filtros especiales
de estas algebras, a los que se les llama #—filtros. Finalizamos este capitulo determinando,
a través de las dualidades de estas algebras, condiciones necesarias y suficientes para que

las nociones de LM, —&lgebra y nLM,—&lgebra sean equivalentes.

La mayoria de los resultados que se detallan en este capitulo se publicaron en

= A.V. Figallo, I. Pascual and A. Ziliani, A Duality for 0— Valued Lukasiewicz—Moisil
Algebras and Applications. Journal of Multiple Valued Logic & Soft Computing.
Vol. 16 (2010), pp. 303-322.

Estos resultados se expusieron previamente en XIV Latin American Symposium on Ma-

thematical Logic, Parati, Brasil en 2008.

El Capitulo 3 esté organizado en cuatro secciones y en él nos dedicamos a estudiar las
congruencias y las #—congruencias de las LMy—algebras y las nL My—algebras, teniendo
en cuenta las dualidades topolédgicas obtenidas en el Capitulo 2. En la primera seccién, lo-
gramos una caracterizacién de las congruencias principales y otra de las §—congruencias
principales. Por medio de esta ultima caracterizaciéon probamos que la interseccion de
dos #—congruencias principales de una LMjy—algebra es una #—congruencia principal.
Ademas, cuando # es un entero n, n > 2, obtenemos los filtros que determinan las con-
gruencias principales sobre una LM, —algebra, y a partir de este resultado demostramos
que la interseccion de dos congruencias principales de dicha algebra es también una con-
gruencia principal. En los otros casos damos condiciones suficientes para que la intersec-
cién de dos congruencias principales de una L My—algebra no sea principal. En la segunda

seccion, centramos nuestra atencion en las congruencias y las 6 —congruencias booleanas de
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las LMjy—algebras. En primer lugar, las caracterizamos por medio de ciertos subconjuntos
cerrados y abiertos de su espacio asociado. Usando estas caracterizaciones demostramos
que estas congruencias coinciden, y también que son las congruencias principales deter-
minadas por los filtros generados por elementos booleanos de estas algebras. Este tltimo
resultado nos permite establecer condiciones necesarias y suficientes para que una con-
gruencia principal sea booleana, y también determinar que las congruencias booleanas
son conmutativas, regulares y uniformes. Ademads, analizamos el caso particular de las

LMjy—algebras completas.

La mayor parte de los resultados que se indican en las dos primeras secciones de este

capitulo se publicaron en

= A.V. Figallo, I. Pascual and A. Ziliani, Principal and Boolean Congruences on
0—valued Lukasiewicz—Moisil algebras. Logic withouth frontiers. Festschrift for Wal-

ter Alexandre Carnielli on the occasion of his 60 ** Birthday, 17 (2012), pp. 215-237.

Algunos de estos resultados se expusieron previamente en XIII Latin American Sym-
posium on Mathematical Logic, Oaxaca, Méjico, en 2006 y otros de estos resultados, en la

Reunion Anual de la Union Matemdtica Argentina en 2007.

En la tercera seccion de este capitulo, estudiamos las congruencias y las 6 —congruencias
principales y booleanas de las LMjy—algebras que son producto de una familia finita
de LMjy—algebras totalmente ordenadas. Como consecuencia de ello obtenemos que las
congruencias sobre estas algebras son #—congruencias y ademas que son principales y
booleanas. A partir de este hecho probamos que el cardinal del algebra booleana de las
congruencias de un algebra de esta subclase, estd dado por el cardinal del dlgebra booleana
de los elementos complementados de dicha algebra. Estos resultados se expusieron en la

Reunion Anual de la Union Matemdtica Argentina en 2006.

En la ltima seccion caracterizamos y analizamos las congruencias y §—congruencias
principales y booleanas de las nLMy—algebras. En todas las secciones consideramos en

forma particular el caso en el que # es un entero n, n > 2.

El Capitulo 4 esta organizado en cuatro secciones. En la primera seccion, comen-

zamos definiendo las dlgebras de Lukasiewicz—Moisil #—valuadas sin negaciéon monédicas

IX



o mLMy—4algebras y las édlgebras de Lukasiewicz #—valuadas sin negacién monadicas
fuertes o smLMy—algebras para 6 arbitrario y consideramos el caso particular en el que 6
es un entero n, n > 2, a las que las denotamos por mL M, —algebras y smL M, —algebras,
respectivamente. Luego, nos dedicamos a determinar una dualidad topoldgica para cada
una de estas clases de algebras, extendiendo las dualidades topoldgicas para los M —reticu-
los y sM —reticulos, descriptas en el Capitulo 1 y la dualidad determinada en el Capitulo
2 para las LMjy—algebras. A través de estas dualidades obtenemos propiedades de las
mLMy—3&lgebras, de las que resulta que toda mLMy—algebra es una smLMy—algebra
y consecuentemente que los conceptos de mLMy—algebra y smLMy—algebra son equi-
valentes. En la segunda seccion, también por medio de la dualidad, caracterizamos las
congruencias y las #—congruencias y las congruencias y las §—congruencias maximales
y booleanas sobre una mLMy—algebra, y a partir de estas caracterizaciones realizamos
un estudio detallado de las mismas. Luego, en la tercera seccién, abordamos el proble-
ma de determinar las algebras subdirectamente irreducibles de esta clase de dlgebras con
respecto a las congruencias y a las f—congruencias. En primer lugar, las caracteriza-
ciones anteriores nos permiten afirmar que estas algebras coinciden y que son también las
mLMy—&lgebras simples con respecto a ambas congruencias. Luego, por medio del espacio
topoldgico cociente por la relacion de equivalencia definida en los espacios asociados a las
mLMy—3algebras, probamos que la imagen del cuantificador de una mLMy—algebra sim-
ple es una LMjy—algebra simple. Finalmente, a partir de este ultimo resultado y usando

conceptos de topologia general, determinamos todas las mLMy—algebras simples.

Cabe mencionar que algunos de los temas que se presentan en este capitulo fueron

aceptados en el XVI Latin American Symposium on Mathematical Logic, Buenos Aires en

2014.

El Capitulo 5 consta de tres secciones. En la primera seccion, desarrollamos una duali-
dad topolégica para las algebras de Lukasiewicz—Moisil #—valuadas con negacién monadi-
cas o qnLMy—algebras, con 6 infinito y finito. Estas algebras fueron introducidas por G.
Georgescu y C. Vraciu en [42], e investigadas por M. Abad en [1] cuando 6 es un entero
n, n > 2 (gnLM,—4algebras). Cuando nos restringimos a la categoria de los @)—reticulos

distributivos y ()—homomorfismos, esta dualidad coincide con la obtenida por R. Cig-
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noli en [18]. En la segunda seccién, por medio de la dualidad obtenida, logramos una
nueva caracterizaciéon de las congruencias, las #—congruencias y de las congruencias y
f#—congruencias maximales y booleanas sobre estas algebras. A partir de la caracteri-
zacion de las congruencias maximales probamos que las gnL My—algebras son semisim-
ples. En la tercera seccion, usando los resultados de la Seccién 2, establecemos que las
qnL My—34lgebras simples y subdirectamente irreducibles con respecto a ambas congruen-
cias coinciden. Ademads en esta seccion, empleando el mismo método topoldgico que el que
se utilizo para las mLMy—algebras, determinamos todas las gnL My—4&lgebras simples, las
que se caracterizan por el hecho de que la imagen del cuantificador, definido en cada una
de estas algebras, es una nLMy—algebra simple; obteniendo asi, de un modo diferente, los

resultados establecidos por M. Abad en [1], para el caso en que 6 es un entero n, n > 2.

La dualidad para las gnL M, —&algebras y sus aplicaciones se publicaron en

» Figallo, A. V.; Pascual, 1.; Ziliani, A. Notes On Monadic n-valued Lukasiewicz Al-
gebras. Math. Bohem. 129 (2004), no. 3, 255-271.

Algunos de los resultados de la dualidad de las gn L My—algebras, 6 infinito, se presentaron

y discutieron en la Reunion Anual de la Union Matemdtica Argentina en 2005.

Varios de los resultados de esta tesis que todavia no se han publicado, estan en vias

de publicacién ([29], [32]).

Finalizamos este trabajo dando una breve enumeracion de los posibles desarrollos

futuros.
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Abstract

In this thesis, we investigate the class of §—valued Lukasiewicz—Moisil algebras, where

0 is the order type of a totally ordered set. We have organized this volume in five chapters.

Chapter 1 consists of four sections and the results reported in them are well-known.
We have included them both to facilitate the subsequent reading and to set the definitions

of algebras and topological dualities that we use in the remainder chapters.

Chapter 2 is organized in two sections. In the first one, we determine a topologi-
cal duality for —valued Lukasiewicz—Moisil algebras without negation (LMy—algebras)
equivalent to the one given by A. Filipoiu in [40]. Furthermore, we consider the particular
case of LMy—algebras where 6 is an integer n, n > 2 (LM, —algebras). In the second
section, we extend the above duality and the one obtained by W. Cornish and P. Fowler
in [22] for De Morgan algebras to the case of §—valued Lukasiewicz-Moisil algebras with
negation (nLMy—algebras); and we also analyze the particular case in which 6 is an inte-
ger n, n > 2 (nLM,—algebras). It is well-known that there are congruences in the classes
of LMy—algebras and nLMy—algebras, that the quotient algebra by these congruences,
in the sense of universal algebra, does not satisfy the determination principle. That is
the reason why the stronger concept of #—congruence is introduced on these algebras. In
these two sections of this chapter, we do not only characterize the lattice of congruences
and the lattice of #—congruences on these algebras, but we also describe the simple and
subdirectly irreducible LMjy—algebras and nLMy—algebras regarding both congruences;
and we also assert that in each class of these algebras, the above mentioned algebras
coincide. What is more, we determine that the space associated with each of these alge-
bras is a totally ordered set. From this last result and using topological techniques, we

obtain all these algebras; and so we arrive, through a different reasoning, at the results
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indicated by R. Cignoli in [15] in the case of nL M, —algebras and by V. Boicescu et al in
[13], in another case. From the characterization of the maximal congruences, we can set
that the L My—algebras and the nLMy—algebras are semisimple. In addition to the latter
mentioned, we establish for both LMjy—algebras and nLMy—algebras, a correspondence
between the family of #—congruences and the family of certain special filters of these al-
gebras, which are called 6—filters. Bearing in mind the above dualities for these algebras,
we conclude this chapter by determining necessary and sufficient conditions so that the
notions of LM, —algebra and nL M, —algebra are equivalent.

Most of the results obtained in this chapter were published in

= A.V. Figallo, I. Pascual and A. Ziliani, A Duality for 0— Valued Lukasiewicz—Moisil
Algebras and Applications. Journal of Multiple Valued Logic & Soft Computing.
Vol. 16 (2010), pp. 303-322.

They were previously presented and discussed in XIII Latin American Symposium on

Mathematical Logic, Parati, Brasil in 2008.

Chapter 3 is organized into four sections and in within this chapter our main in-
terest is to research on the principal and Boolean congruences and f#—congruences on
LMgy—algebras and nLMy—algebras. In order to do this, we take into account the topo-
logical dualities for these algebras obtained in Chapter 2. In the first section, we achieve
a characterization of principal congruences and another of principal #—congruences on
LMgy—algebras. These last results allow us to prove that the intersection of two principal
f—congruences on an LMy—algebra is a principal #—congruence. Furthermore, whenever
f is an integer n, n > 2, we obtain the filters which determine principal congruences on
an LM, —algebra and, we are also in a position to show that the intersection of two prin-
cipal congruences on an LM, —algebra is a principal one. In other cases, we give sufficient
conditions so that the intersection of two principal congruences on an LMy—algebra is
not a principal one. In Section 2, our attention is focused on Boolean congruences on
LMgy—algebras. Firstly, we characterize them by means of certain closed and open subsets
of their associated spaces. Using this characterization, we prove that these congruences

are f#—congruences, and also that they are principal congruences associated with filters
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generated by the complemented elements of these algebras. This last result allows us to
set necessary and sufficient conditions so that a principal congruence is a Boolean one, and
also to determine that the Boolean congruences are commutative, regular and uniform.
Besides, we analyze the particular case of the complete LMy—algebras.

Most of the achieved results in the two first sections of this chapter were published in

= A.V. Figallo, I. Pascual and A. Ziliani, Principal and Boolean Congruences on
O0—valued Lukasiewicz—Moisil algebras. Logic withouth frontiers. Festschrift for Wal-

ter Alexandre Carnielli on the occasion of his 60 * Birthday, 17 (2012), pp. 215-237.

Some of these results were also presented and discussed previously in XIIT Latin Ameri-
can Symposium on Mathematical Logic, Oaxaca, Mexico, in 2006 and other of these results,

in the Annual Meeting of the Union Matemdtica Argentina in 2007.

In Section 3 of this chapter, we study the principal and Boolean congruences on
LMy—algebras, which are a product of a finite family of totally ordered LMjy—algebras.
As a result, we obtain that the congruences on these algebras are #—congruences and
that they also are principal and Boolean congruences and §—congruences. From this fact,
we prove that the cardinal of the lattice of congruences on an algebra of this subclass
is given by the cardinal of the Boolean algebra of the complemented elements of this
algebra. These results were presented and discussed in the Annual Meeting of the Union

Matemdatica Argentina in 2006.

In the last section, we characterize and analyze the principal and Boolean congruences
and 6—congruences on nL My—algebra. In all sections, we consider the particular case that

f is an integer n, n > 2.

Chapter 4 is organized in three sections. In the first section, we start by defining the
monadic §—valued Lukasiewicz—Moisil algebras without negation or mLMy—algebras and
the strong monadic #—valued Lukasiewicz—Moisil algebras without negation or sm.LMy—
algebras, for 6 arbitrary. Also we consider the particular case in which 6 is an integer
n, n > 2, and we denote these algebras by mLM,—algebras and smLM,—algebras, re-
spectively. Then, we dedicate ourselves to determine a topology duality for each of these

classes of algebras. To do this, we extend to these algebras the topological dualities for
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M —lattices and sM —lattices, described in Chapter 1, and the duality that we deter-
mined in Chapter 2 for L My—algebras respectively. By means of these dualities, we obtain
properties of the m L My—algebras, from which it arises the fact that every mLMy—algebra
is an smLMjy—algebra and consequently that the concepts of mLMy—algebra and
smLMy—algebra are equivalent. In order to obtain more information about the latter men-
tioned algebras, in the second section, we characterize congruences and 6—congruences,
maximal and Boolean congruences and f#—congruences on an mlLMy—algebra, taking
into account the duality mentioined above; and from these characterizations, we
carry out a detailed study of them. Then, in the third section, we deal with the problem
of determining the subdirectly irreducible algebras of this class, concerning congruences
and #—congruences. Firstly, the previous characterizationes allow us to assert that these
algebras coincide and that they are also the simple m L My—algebras regarding both con-
gruences. Then, through the topological quotient space by the equivalence relation defined
in the spaces associated with the m L My—algebras, we prove that the image of the quanti-
fier of a simple m L My—algebra is a simple L My—algebra. Finally, from this last result and

while using general topological concepts, we determine all the simple m LMy—algebras.

It is worth mentioning that some of the topics presented in this chapter were submitted
and accepted at XVI Latin American Symposium on Mathematical Logic, Buenos Aires

in 2014.

Chapter 5 consists of three sections. In the first section, we develop a topological duali-
ty for monadic §—valued Lukasiewicz—Moisil algebras with negation or gnL My—algebras,
which were introduced by G. Georgescu and C. Vraciu in [42] and they were researched by
M. Abad in [1] in the particular case that € is an integer n, n > 2 (gnL M, —algebra). When
restricted to the category of (Q—distributive lattices and ()—homomorphisms, this duality
coincides with the one obtained by R. Cignoli in [18]. In the second section, a new charac-
terization of the congruences and another one of the §—congruences on a qnLMy—algebra
by means of certain closed and involutive subsets of the associated space are also obtained.
Besides, in the second section, we characterize the maximal and Boolean congruences and
f—congruences on these algebras. The results obtained in this Section allow us, in the third

section, to establish that simple and subdirectly irreducible gnL My—algebras regarding
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congruences and #—congruences coincide. The characterization of the maximal congruen-
ces enables us to prove that every gnL My—algebra is semisimple. Furthermore, in the third
section, employing the same topological method as the one used for mIL My—algebras,
we obtain all the subdirectly irreducible gnLMy—algebras, which are characterized by
the fact that the image of the quantifier, defined on each of these algebras, is a simple
nLMy—algebra. And so, we arrive at the results established by M. Abad in [1], in the case
of gnL M, —algebra, n > 2, by a different method.

The duality for gnL M, —algebras and its applications were published in

» Figallo, A. V.; Pascual, 1.; Ziliani, A. Notes On Monadic n-valued Lukasiewicz Al-
gebras. Math. Bohem. 129 (2004), no. 3, 255-271.

Some of the results of the duality for gnL My—algebras, 6 infinite, were presented and
discussed in the Annual Meeting of the Union Matemdtica Argentina in 2005.

Several of the results achieved in this thesis that have not been published yet will be
submitted for publication (]29], [32]).

We conclude this study by giving a brief enumeration of possible future developments.
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Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo presentamos algunas nociones y resultados del dlgebra universal y
de la teoria de categorias, que si bien son conocidos, se necesitan para el desarrollo de
este trabajo. Ademads, hacemos una breve exposicién de las nociones y propiedades de
las dlgebras de Lukasiewicz—Moisil #—valuadas sin y con negacion y de las algebras de
Lukasiewicz—Moisil #—valuadas sin y con negaciéon monadicas. Finalmente, indicamos dua-
lidades topoldgicas para varias clases de algebras. En este trabajo suponemos conocida la

teoria de reticulos, para obtener informacién de la misma se puede consultar [3, 10].

1.1. Nociones de algebra universal y categorias

1.1.1. Algebra universal

Con el objeto de facilitar la lectura del texto y ademas fijar las notaciones que uti-
lizamos, a continuacién repasamos aquellas nociones de dlgebra universal que usamos con
cierta frecuencia. El lector interesado en profundizar el estudio de estos temas puede

consultar [14, 43].

Sea A un conjunto no vacio y n un ntmero natural. Una operacion n—aria sobre A
es cualquier funcién f : A" — A, donde n es la aridad de f. Si n = 0, una operacion

O—aria es una constante de A. Una operacion finitaria sobre A es una operacion n—aria
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para algtin ntimero natural n.

Un lenguaje o tipo de dlgebras es un conjunto F, cuyos elementos se llaman simbolos
de funcion, tal que a cada miembro de F se le asigna un niimero natural n, llamado aridad
de f y f se denomina simbolo de funcion n—ario.

Si F es un lenguaje de dlgebras, entonces un dlgebra A de tipo F es un par (A, F)
donde A es un conjunto no vacio y F' es una familia de operaciones finitarias sobre A
indexada por F, tal que a cada simbolo de funcién n—ario f € F, le corresponde una
operaciéon n—aria f* sobre A que pertenece a F. El conjunto A se llama universo o soporte
del dlgebra A = (A, F). En lo que sigue, cuando no haya lugar a confusién, escribimos f en
lugar de f4 y si F es finito, por ejemplo F' = {f1, fo, ..., fx}, escribimos (A, fi, fo, ..., fx)
en lugar de (A, F'). En este caso, si n; es el rango de f; para 1 < i < k, también decimos

que A es de tipo (ny,ng,...,nk).

Con el objetivo de simplificar la notacién, en algunos casos representamos al algebra

(A, F) por su conjunto soporte A.

1.1.2. Homomorfismos y subalgebras
Homomorfismos

Sean A y B dos algebras del mismo tipo F. Una funcién h : A — B es un isomorfismo
de A en B si h es inyectiva, sobreyectiva, y si para cada simbolo de funcion n—ario f € F

y para toda n—upla (aq,as, ..., a,) tenemos

(H) h(fA(ay,as,...,a,)) = fP(h(ar), h(as), ..., hlan)).

A es isomorfa a By escribimos A ~ B si existe un isomorfismo entre A y B. Si h verifica
solo la condicién (H) decimos que h es un homomorfismo de A en B. Si h es inyectiva
decimos que h es una inmersion. En el caso que h es sobreyectiva, decimos que h es un

epimorfismo y que B es una imagen homomorfica de A.

Hay diversos métodos para construir nuevas algebras a partir de algebras dadas. Los
tres fundementales son la formacién de subalgebras, imdgenes homomérficas y productos

directos que indicamos a continuacién.
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Subalgebras

Sean A y B dos algebras del mismo tipo F. Entonces B es una subdlgebra de A y lo
notamos B <1 A (o simplemente B << A) si B C Ay toda operacién fundamental de B es
la restriccion de la correspondiente operacién de A.

Dada un &lgebra A, para cada X C A definimos
(X]=({B:XCByBA}

Entonces [X] es una subdlgebra de A, llamada la subdlgebra generada por X.

Si X C A, decimos que X genera a A o que A estd generada por X si [X] = A. El

algebra A es finitamente generada si tiene un conjunto finito de generadores.

1.1.3. Productos directos y subdirectos
Productos directos

Sea {A;};c; una familia de dlgebras de tipo F. Entonces el producto directo

A = [] A; es un élgebra de tipo F cuyo universo es
icl

el i€l

HAi:{a:]%UAi:a(i)EAi}.

Si f € F es un simbolo de operacién n—ario, se define

fA(al, as,...,a,)(i) = fAi(al(i), as(i), ..., a,(1)),

donde ay,as, ..., a, € [] A;, es decir f# se define coordenada a coordenada.
iel

La aplicaciéon II; : [[ A — A;, definida por II;(a) = a(j) para cada j € I,

i€l
se denomina la proyeccion sobre la j—ésima coordenada y determina un epimorfismo
IL - [T A — A,
iel
Variedad

Una clase V de algebras del mismo tipo es una wariedad, si es una clase cerrada por

iméagenes homomorficas, subalgebras y productos directos.
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Productos subdirectos

Un algebra A es producto subdirecto de una familia {A4; };c; de dlgebras, si se verifican

las siguientes condiciones:

(PS1) existe una inmersién h : A — [] A,
i€l

(PS2) siII; : [T Ai — Aj es la proyeccién sobre la j—ésima coordenada, entonces
icl

la composicién II; o h : A — A; es sobreyectiva.

Algebras subdirectamente irreducibles

Un dlgebra A es subdirectamente irreducible si tiene mas de un elemento y si A es
producto subdirecto de la familia {A;};c; de &dlgebras, entonces existe j € I tal que

II,oh: A — Aj es un isomorfismo, donde h es cualquier funcién que verifica (PS1) y

(PS2).

1.1.4. Congruencias y algebras cociente

Sea A un algebra de tipo F y sea § C A x A una relacion de equivalencia. Entonces

0 es una congruencia de A si satisface la siguiente propiedad de compatibilidad:

(PC) para cada simbolo de funcién n—ario f € F y elementos ay,as,...,ay,

bi,ba, ..., b, € A, sia;0b;, para todo i, 1 <i <n, entonces
fA<a17a27'"7a’n)9fA(b1ab27"'7bn)'

Si A pertenece a una clase K de dlgebras y 6 es una congruencia de A, entonces

decimos que  es una K—congruencia de A.

El conjunto de todas las congruencias de un dlgebra A lo denotamos por Conk(.A) si
A pertenece a una clase K de dlgebras o a veces para simplificar lo notamos por Con(A).
Si § € Con(A), entonces el algebra cociente de A por 6, que representamos A/6, es el

algebra cuyo universo es A/6 y cuyas operaciones estan definidas por
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fA/e(’al‘O’ ‘a2‘97 R |an’9) = ’fA(ala ag, . .. 7an)‘97

donde ay,as,...,a, € Ay f es un simbolo de funcién n—aria en F. Las algebras cocien-
tes de A son del mismo tipo que A. De esta definicién resulta que la aplicaciéon candnica

q: A— A/ es un epimorfismo.

Un resultado importante es el siguiente:

Si A es un dlgebra, entonces Con(A), ordenado por la relacion de inclusion, es un reti-
culo acotado y completo, cuyo primer elemento es la relacion id,, identidad de A, y cuyo

ultimo elemento es A x A.

El reticulo de las congruencias de un reticulo es siempre distributivo aunque el reticulo
en general no lo sea.
El reticulo de las congruencias caracteriza a las algebras subdirectamente irreducibles

de la siguiente manera:

Un dlgebra A es subdirectamente irreducible si, y solo si, Con(A) \ {ida} tiene primer

elemento.

Un teorema fundamental debido a G. Birkhoff es el que enunciamos a continuacién:

Teorema 1.1.4.1 Toda dlgebra con mas de un elemento es isomorfa a un producto sub-

directo de una familia de dlgebras subdirectamente irreducibles.

Este teorema estd basado en el hecho de que para cualquier algebra A y para todo
conjunto {ps}ses de congruencias de A tal que () ¢s = {(a,a) : a € A}, las algebras
cocientes A/, son los factores de un producto suf)fﬁrecto isomorfo a A y reciprocamente,
toda descomposicién subdirecta de A se puede obtener de esta manera. Luego, uno puede
elegir las congruencias ¢, de manera que cumplan la condicién anterior y ademéas que
cada algebra A/p; sea subdirectamente irreducible. Mas atin si K es una clase ecuacional

de algebras, entonces A/¢, € K, por lo tanto se verifica el siguiente resultado debido a

G. Birkhoft:
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Teorema 1.1.4.2 Toda dlgebra de una clase ecuacional tiene una descomposicion subdi-

recta en factores subdirectamente irreducibles de la clase.

Por otra parte, recordemos que una clase particular de algebras subdirectamente irre-
ducibles son las simples, donde un dlgebra A con mds de un elemento es simple si, y solo

si, las unicas congruencias de A son las triviales, es decir idy y A x A.

Ademas, un dlgebra A con mds de un elemento se dice semisimple si la interseccion
de sus congruencias maximales es la identidad 1ds, o equivalentemente si el dalgebra es

producto subdirecto de una familia de dlgebras simples.

Propiedad de extension de congruencias

Un algebra A tiene la propiedad de extension de congruencias (PEC) si para toda
subdlgebra B de Ay toda 6 € Con(B) existe & € Con(A) tal que § = &N (B x B).
Una clase K tiene la PEC si toda algebra de K la tiene.

1.1.5. Congruencias especiales
Congruencias finitamente generadas

Sea A un élgebra y ay,as, ...,a, € A, con O(ay,as, ...,a,) denotamos la congruencia
generada por {(a;,a;) : 1 <1i,7 < n}, es decir, la menor congruencia tal que ay, as, ..., a,
estan en la misma clase de equivalencia. Llamamos congruencia principal a toda con-
gruencia de la forma ©(ay, as), y notamos con Conp(A) al conjunto de las congruencias

principales de A.

Algunos resultados 1tiles sobre las congruencias, que se obtienen fundamentalmente

como consecuencia que © es un operador de clausura algebraico, son los siguientes:
Sean A un dlgebra, ay, by, ag, by, ... an,b, € Ay 60 € Con(A), entonces

(CFG1) ©(ay,as) = O(az,a1),

(CFG2) ©((a,b1), (az,b2),...,(an,by)) = O(ay,b1) V O(as,bs) V...V O(ay,b,), donde

V es, en este caso, la operacion de supremo entre congruencias.
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(CFG3) ©(a1,as9,...,a,) = O(as,az) V O(ag,a3) V...V O(a,_1,a,),

(CFG4) 0 = J{O(a,b) : (a,b) € 0} = V{O(a,b) : (a,b) € 6}.

Como Con(A) es un reticulo algebraico, las congruencias compactas de A son las
congruencias de A finitamente generadas. Notamos con Cong(A) al conjunto de las

congruencias compactas de A.

Algebras a congruencias distributivas

Un dlgebra A es a congruencias distributivas si Con(A) es distributivo. Una clase K
de algebras es a congruencias distributivas si, y solo si, toda algebra de K es a congruencias

distributivas.

Algebras a congruencias conmutativas

Un élgebra A es a congruencias conmutativas si se verifica 01 00y = 0500y, para toda
01, 05 € Con(A). Una clase K de dlgebras es a congruencias conmutativas si, y solo si,

toda algebra de K es a congruencias conmutativas.

Las congruencias conmutativas de un algebra A pueden ser caracterizadas de la si-

guiente manera:
Si 01,05 € Con(A), entonces las siguientes condiciones son equivalentes:
(CC1) 60100y =0500,,
(CC2) 0,V by = 0,00,

(CCS) 91 e} 92 g 92 O 61.

Algebras a congruencias regulares

Un élgebra A es a congruencias regulares si para toda 0y, 6, € Con(A), [alg, = [alg,
para algin a € A implica que 0; = 6,. Una clase K de dlgebras es a congruencias regulares

si, y solo si, toda algebra de K es a congruencias regulares.
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Variedades aritméticas

Una variedad V es aritmética si es a congruencias distributivas y conmutativas.

Algebras a congruencias uniformes

Una congruencia 6 de un algebra A es uniforme, si todas la clases de equivalencia por
6 tienen el mismo cardinal, es decir para todo z, y € A se verifica que |[z]g| = |[y]o]-

Un algebra A es a congruencias uniformes si toda congruencia de A es uniforme. Una
clase K de dalgebras es a congruencias uniformes si, y solo si, toda algebra de K es a

congruencias uniformes.

Congruencias factores

Dada un élgebra A, 6 € Con(A) es una congruencia factor si existe 8* € Con(A) tal

que:
(CF1) 0N 0" =idy,
(CF2) 6V 6" = A x A,

(CF3) ob* =0"0d.

El par 6, 0* se denomina par de congruencias factores.

Entonces se verifica:
A~ A/ x A/0*,

donde el isomorfismo esta dado por

1.1.6. Diversos ejemplos de algebras

A continuacién damos las definiciones de aquellas clases de dlgebras que utilizamos
mas adelante, y también repasamos las propiedades y conceptos que son necesarios para

el desarrollo posterior.
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Reticulos distributivos acotados

Teniendo en cuenta la caracterizacién dada por M. Scholander en [75] para los reticulos
distributivos, un algebra (L, vV, A, 0, 1) de tipo (2,2, 0, 0) es un reticulo distributivo acotado

si se verifican las condiciones siguientes:
(RD1) 2z A (zV y) = =z,

(RD2) 2z A (yV 2)=(2A z)V (y A x),
(RD3) 2N 0=0,zVv 1= 1.

En todo lo que sigue designamos con L la variedad de los reticulos distributivos aco-
tados (o (0,1)—reticulos distributivos), y para cada A € L, denotamos con X(A) a la

familia de los filtros primos de A.

Se puede ver un estudio detallado de la teoria de reticulos en [3] y [43].

Algebras de Boole

Un dlgebra de Boole es un algebra (A, V, A, —,0,1) de tipo (2,2, 1,0,0) que satisface

las siguientes condiciones:
(B1) (B, V,A,0,1) es un reticulo distributivo acotado,
(B2) x A —x =0,
(B3) 2V —z = 1.
Las algebras de Boole son la contrapartida algebraica de la légica clasica. Mayor

informacién sobre estas dlgebras se encuentra, por ejemplo, en [47].

En adelante notamos con B a la variedad de estas algebras.

Algebras de De Morgan

Un algebra (A, V, A, ~,0,1) de tipo (2,2, 1,0,0) es un dglgebra de De Morgan (o DM —alge-

bra) si el reducto (A, V,A,0,1) € L y se satisfacen las identidades:
(DM1) ~~ 2 =z,

(DM2) ~ (x A y) =~V ~y.
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Es bien conocido que en toda DM —algebra A se verifican:
(DM3) ~ (x V y) =~z A ~y.
(DM4) Si A tiene més de elemento, entonces se puede definir la transformacién

llamada de Birula-Rasiowa que a cada filtro primo P de A le asigna el filtro

primo de A, ¢(P)= A\ ~ P, donde ~ P = {~z:2 € P} (]9)).
Dos propiedades importantes de ¢ son:
(¢1) ¢(p(P)) = P, para cada filtro primo P de A.
(¢2) Si Py @ son filtros primos de A tales que P C @, entonces ¢(Q) C ¢(P).

Las DM —4algebras estan relacionadas con la légica, en particular con la 16gica 4—valua-
da desarrollada por Belnap en [4]. Se puede ampliar la informacién sobre las DM —algebras

en [3, 9, 49, 61].

En lo que sigue designamos con DM la variedad de las DM —élgebras y a estas algebras

en algunos casos, cuando no haya lugar a dudas, las notamos con (A4, ~).

(Q—reticulos distributivos

En [18], R. Cignoli introdujo a los Q—reticulos distributivos como algebras (A, V, A, V,
0,1) de tipo (2,2,1,0,0) tal que (4,V,A,0,1) € L'y V es un operador unario sobre A,

lamado cuantificador, que verifica las siguientes propiedades:

(Ql) VO =0, (Q2) x AVzx =z,
(Q3) V(x AVy) =Vz AVy, (Q4) V(zVy)=VzVVy.

De la definicién indicada en ([3, pag. 47]), cada cuantificador es un operador de clausura

aditivo.

Indicamos con Q la variedad de los (Q—reticulos distributivos y cuando sea conveniente

a los elementos de Q los representamos por (A4, V).
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Algebras de Boole monadicas

En 1954, P. Halmos en [45] introdujo las dlgebras de Boole monddicas para un estudio
algebraico del fragmento de una variable de la logica de predicados. Las definié como
pares (A, 3), donde A es un algebra de Boole y 3 es una operacién unaria sobre A llamada

cuantificador existencial, tal que se satisfacen las siguientes identidades:

(M1) 30 =0, (M2) x A Jz ==,
(M3) 3, (zAJy)=FxzAdy, (MBl)3—-F—2=—-3—ux,

donde —x es el complemento booleano de z.

P. Halmos (ver [45, 46]), mostrd que esta nocién es el instrumento algebraico adecuado

para el estudio del calculo de predicados monadicos de la logica cléasica.

Ademas, en toda algebra de Boole monadica se verifican las siguientes identidades:

(M4) 3(xVy) =3z V Iy,
(M5) 332 = 3x.

En estas algebras se puede definir una operacién unaria V por medio de la férmula

Vo = —d — z, llamada cuantificador universal, que verifica las siguientes identidades:
(M6) V1 =1, (M7) 2 ANV =Vu,
(M8)V(z A y)=Vz A Vy, (M9) VVz =V,
(M10) 3Vz =V, (M11) VIz = Fz,
(M12) V(z vV Yy) =Vaz V Vy.

Algebras de De Morgan monadicas

A. Petrovich en [70, pag.70] defini6 a las dlgebras de De Morgan mdnadicas co-
mo algebras (A,V,A,~,V,0,1) de tipo (2,2,1,1,0,0) tales que (A, V,A,~,0,1) € DM,
(A,V,A,V,0,1) € Q y se verifica:
(Q5) V~Vz =~ Vuz.
Al operador V lo denominé cuantificador sobre la DM —élgebra A.

Por otra parte este mismo autor observd que dada una DM —algebra A, un cuan-
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tificador dual A sobre A es un cuantificador dual A sobre (4, V,A,0,1) que satisface la
siguiente ecuacién adicional: A ~ Az =~ Ax. Ademas, si V es un cuantificador sobre una
DM —algebra A, definiendo para cada x € A, Ax =~ V ~ x se obtiene un cuantificador
dual y reciprocamente, si A es un cuantificador dual sobre A, definiendo Vo =~ A ~ z,

para todo z € A se obtiene un cuantificador y en ambos casos V(A4) = A(A).

Para mas detalles sobre esta variedad de dlgebras remitirse a [70].

Reticulos distributivos monadicos y monadicos fuertes

El hecho que las algebras de Heyting son reticulos distributivos especiales y que los
axiomas indicados en [59] que se refieren a los operadores 3 y V definidos sobre estas alge-
bras involucran solamente las operaciones de reticulos, hizo que A. V. Figallo y A. Ziliani
en [27] consideraran un caso mas general, y asi introdujeron los reticulos distributivos
monddicos o M —reticulos como algebras (A, A, V,V,3,0,1) de tipo (2,2,1,1,0,0), donde

(A, A, V,0,1) es un reticulo distributivo acotado que satisface las siguientes identidades:

(M1) 30 =0, (M2) x A Jz ==,

(M3) 3(z AJy) =Tz ATy, (M4) 3(x VvV y) =Fx Vv Iy,
(M5) 332 = Juz, (M6) V1 =1,

(M7) z AVz =V, (M8) V(z A y) =V AVy,
(M9) VVz =Vuz, (M10) 3Vz =V,

(M11) Vdz =3z

Cabe mencionar que hay reticulos distributivos monadicos que no son algebras de
Heyting monadicas, como se muestra en el siguiente ejemplo. Sea IR el conjunto de los
nimeros reales dotado de la topologia euclidea y F el conjunto de todos los subconjuntos
cerrados de IR. Es bien conocido que (F,N,U, ), IR) es un reticulo distributivo que no es
un algebra de Heyting, ya que para cada F' € F, se tiene que F' — 0 no esta definido. Sin
embargo, (F,3,V) es un reticulo distributivo monadico, donde los operadores 3,V estan
definidos por las prescripciones 3() = () y 3F = IR para cada F' # (); VIR = IR y VF = ()
para cada F' # IR.

Por otro lado, A. Ziliani en su tesis doctoral ([82]) estudié algunas subvariedades
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de los M —reticulos. En particular, definié los reticulos distributivos monddicos fuertes
o sM —reticulos como una generalizacién de las dlgebras de Boole monadicas. Estos son

M —reticulos que satisfacen la condicién adicional:

(M12) V(xVVy)=VzVVy.

1.1.7. Categorias y funtores

En esta seccion repasamos las nociones y los resultados de la teoria de categorias que

se usan mas adelante.

Categorias

Una categoria A estd formada por una clase Obj.A cuyos miembros se llaman objetos

de A, dotada con la siguiente estructura:

(i) Para cada A, B € ObjA esta definido el conjunto (A, B)4 cuyos elementos se

llaman morfismos tal que:
(A,B)a # (A/, B) 4 implica (A, B) 4N (Al, B)a=10.

Si f € (A, B) a, indicamos f : A — B.

(ii) Para cada A, B, C € ObjA , f € (A, B)a, g € (B,C).4, estd univocamente
determinado el morfismo g o f € (A, C)4, llamado composicion de f con g, tal
que si A,B,C,D € ObjA, f € (A,B)a, g € (B,C)ay h € (C,D).4, entonces
ho(gof)=(hog)of.

(iii) Para cada A € ObjA existe un morfismo 14 € (A, A)4, llamado el morfismo

identidad de A, el cual satisface para cada f € (A,B)ay g € (C,A)4 la condicién
deque foly=fylaqog=g.

Sea A una categoriay A, B € ObjA. Si f € (A, B) 4, lamamos dominio de fa Ay
codominio de f a B y escribimos A = Domf y B = Codomf.
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Morfismos especiales
Si f € (A,B)a, decimos que el morfismo f es un monomorfismo si para todo
C € ObjA y para todo par de elementos h, g € (C, A) 4, fog= fohimplica g = h.

Si f € (A, B).a, decimos que el morfismo f es un epimorfismo si para todo C' € Obj.A

y para todo par de elementos h, g € (B,C)a, ho f =go fimplica h = g.

Si f € (A, B)a, decimos que el morfismo f es un isomorfismo si existe un morfismo
fre(B,Aatalque foft=1gy flof=1a
Luego, si f es un isomorfismo, entonces f~! es también es un isomorfismo. Todo

isomorfismo es un monomorfismo y un epimorfismo. La reciproca no es verdadera.

A, B € ObjA son isomorficos si existe un isomorfismo f : A — B, y en este caso

lo notamos por A ~ B.

A € ObjA es un retracto de B € Obj.A, si existen dos morfismos f € (A, B)ay
g € (B, A)4 tal que go f = 14. Notemos que en este caso, f es monomorfismo y g es un

epimorfismo.

Categoria dual

Sea A una categoria, llamamos categoria dual de A y la denotamos por A* a la

categoria que verifica:
(i) Obj A = ObjA*.
(ii) Para todo A, B € ObjA*, (A, B) a4 = (B, A) a.

(i) Si f € (A, B)a* vy g € (B, () 4+, entonces la composicién go f en A* estd definida

como la composicién f o g en A.

Subcategorias

Una categoria B es una subcategoria de una categoria A si se verifican las siguientes

condiciones:

(i) ObjB C Obj.A,
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(ii) (A, B)s C (A, B) 4 para todo A, B € ObjB,
(iii) Los morfismos identidad en B son los mismos que en A,

(iv) La composicién de morfismos en B es la misma que en A.

B es una subcategoria plena de A, si satisface las condiciones (i), (ii), (ii) y (iv) y

(A, B)s = (A, B) 4 para todo A,B € ObjB.

Funtores

Sean Ay B dos categorias. Un funtor covariante o simplemente un funtor ' : A — B
es una correspondencia que a cada A € Obj.A le asocia un elemento F(A) € ObjB y si
f € (A, B).a, entonces F(f) € (F(A), F(B))s de manera tal que:

(1) F(1a) = 1r(a),
(ii) para todo A, B, C € ObjA y para todo f € (A, B) 4y para todo g € (B, ()4, si

la composicién f o g estd definida, entonces F/(f o g) = F(f) o F(g).

Un funtor contravariante F' : A — B es una correspondencia que a cada A € ObjA
le asocia un elemento F(A) € ObjB y si f € (A, B)a, entonces F(f) € (F(B),F(A))s

de manera tal que:

(i) F(1a) = 1r(a),
(ii) para todo A, B, C' € ObjA y para todo f € (A, B) 4y para todo g € (B, ()4, si

la composicién f o g estd definida, entonces F/(f o g) = F(g) o F(f).

Para toda categoria A denotamos por Id 4 al funtor identidad Id 4 : A — A, definido
por Ida(A) = Ay Ida(f) = f para todo A, B € Ob(A) y para f € (A, B) a.

Si A, By C son categorias y FF : A — By G : B — C son ambos funtores
covariantes o ambos contravariantes, su composicion G o F : A — C estd definida por
(GoF)(A) =G(F(A) y (Go F)(f) = G(F(f)) para todo todo A, B € Ob(A) y para
todo f € (A, B) a.

Es fécil ver que la composicién de funtores covariantes (contravariantes) es covariante

(covariante), la composicién es asociativa, y ademdas que F o Id4 = F para todo funtor
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F: A— ByldagoG = G para todo funtor G: B — A.

Sean A y B dos categorias y F' : A — B un funtor. Se dice que

(i) F es pleno si la funcién F : (A, B) 4 — (F(A), F(B))s es sobreyectiva,
para cualquier A, B € Ob(A),

(ii) F es fiel si la funcién F : (A, B) 4 — (F(A), F(B))s es inyectiva,
para cualquier A, B € Ob(.A),

(iii) F es plenamente fiel si la funcion F': (A, B) 4 — (F(A), F(B))g es biyectiva,
para cualquier A, B € Ob(.A),

(iv) F es un isomorfismo si F' es covariante y existe un funtor covariante G : B — A

talque Go F =Ilday F oG = Idg.

Equivalencia natural

Sean Ay B dos categorias, F' : A — By G : A — B dos funtores. Una transfor-
macion natural del funtor F en el funtor G es una familia de morfismos {74} acobj.a, con

la siguiente propiedad:

Para cada A, B € Obj A y cada h € (A, B) 4 existen morfismos 74 € (F(A),G(A))s
y 75 € (F(B),G(B))s que verifican: G(h) o 74 = 75 0 F'(h).

F(A)e o o G(A)
F(h) G(h)
F(B)e o G(B)

Esto es, a cada A, B € ObjA y a cada h € (A, B)a le asociamos morfismos
T4 € (F(A),G(A))sy 78 € (F(B),G(B))g con la condicién de que el siguiente diagrama

sea conmutativo:
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F ) G
/ h
F(A)e \ P e G(A)
F(h) ° G(h
( / K )
F(B)e — e G(B)

Una transformacion natural 7 = {74} acobi.a tal que 74 es un isomorfismo para todo A,
se denomina una equivalencia natural. Ademas decimos que dos funtores son naturalmente

equivalentes si existe una equivalencia natural entre ellos.

Dos categorias A y B son naturalmente equivalentes, si existen dos funtores
F:A— ByG:B — Atales que F oG y G o F son naturalmente equivalen-

tes a los funtores identidades Idg e Id 4, respectivamente

1.2. Algebras de Lukasiewicz—Moisil 8 —valuadas

En esta seccién recordamos las definiciones, propiedades y ejemplos de las dlgebras de

Lukasiewicz—Moisil —valuadas sin y con negaciéon que se usan mas adelante.

Sea 6 > 2 el tipo de orden de un conjunto totalmente ordenado J con primer elemento

0, siendo J = {0} 4+ I (suma ordinal). Siguiendo a Boisescu y otros ([13]):

Definicién 1.2.1 Un dlgebra de Lukasiewicz—Moisil 6-valuada o LM g-dlgebra es un dlge-
bra <A, \/7 /\7 0, 1, {¢i}i€]a {57,}161> de thO (2, 2, 0, 0, {1}1'6]7 {1}161) tal que:
(i) (A,V,A,0,1) es un reticulo distributivo acotado,
(ii) & y ¢;, i € I, son operaciones unarias sobre A que satisfacen las condiciones
stquientes:
(L1) ¢; es un 01-homomorfismo de reticulo,
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(L3) ¢igjx = ¢;u,
(L4) © < j implica ¢;x < ¢jz,

(L5) ¢yx = sy para todo i € I implica x = y.

Una pre—dlgebra de Lukasiewicz—Moisil 0-valuada (o LMy-pre-dlgebra) es un dlgebra
<A7 \/7 /\7 07 17 {¢i}i€[7 {az}l€l> de t'&pO (27 27 OJ 07 {1}i617 {1}i61)7 donde <A7 \/7 /\7 07 1> €s un
reticulo distributivo acotado y para todo i € I, ¢; y ¢; satisfacen (L1)—(L4).

El axima (L5) se concoce con el nombre de Principio de determinacion de Moisil.

Denotamos con 0 al primer elemento de J y de A, en el caso en que J tenga ultimo
elemento lo notaremos con 1 al igual que el iltimo elemento de A.

El concepto de LM y—dlgebra se debe a Moisil ([58]). En los trabajos de Moisil y
también en otros se adopta el axioma

(L4%) i < j implica ¢,z < ¢z,

en reemplazo de (L4).

Si (A, {¢i}ier, {0;Yicr) es una LMy—algebra tal que el conjunto I tiene primer elemento
0 y ultimo elemento 1, entonces se verifica:

(L6) ¢oxr < x < ¢y para todo x € A.

La idea de considerar separadamente la parte ecuacional de una LMy—4algebra, es decir

el concepto de LMy—pre—algebra se debe a Beznea, en 1981, para el caso = n, n > 2.
(18])-
En la definicion anterior # es 6 4+ 1 en la notacién de Moisil, ya que se ha elegido como

0 al tipo de orden de J, en lugar del de I.

La siguiente caracterizacion de los elementos booleanos de una LMy—algebra resulta
muy util para el estudio de las congruencias booleanas de estas algebras, a través de la

dualidad topoldgica que determinamos en este trabajo:

(L7) Sea (A, {¢;Yicr, {d;}Yier) una LMy—dlgebra y C(A) el conjunto de los elementos
booleanos o complementados de A. Entonces para todo x € A, las siguientes

condiciones son equivalentes:
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) x € C(A),

(ii) existeny € A, i € I tal que © = ¢y,
(iii) eziste i € I tal que x = ¢z,

(iv) para todo i € I, x = ¢;x,

(v) para todo i, j € I, p;x = ¢;z.

En una LMy—algebra (A, {¢; }icr, {;}icr) para todo i, j € I se verifica:
(L8) @5] = %d); = @ y 515] = ;.

Denotamos por P LM, la categoria de las LMy—pre-dlgebras y sus correspondientes
homomorfismos y por £ la categoria de las LMy—algebras, la cual es una subcategoria

plena de la primera.

En 1941, Gr. Moisil introdujo la nocion de algebras de Lukasiewicz n—valuadas, las
cuales tienen una negacion. A partir de ese momento se han realizado varias publicaciones
sobre estas algebras. Este concepto fue desarrollado por el mismo Moisil ([56], [57]) y por
C. Sicoe ([76], [77], [78], [79]). En 1969, R. Cignoli en [15] realiz6 un estudio detallado
de la estructura de las algebras de Lukasiewicz—Moisil n—valuadas con n entero, n > 2
y consideré la definicion que damos a continuacion, que es la que tenemos en cuenta en

este trabajo.

Definicién 1.2.2 Un dlgebra de Lukasiewicz—Moisil n—valuada es un dlgebra (A, V, A,
~,0,1, ¢4, ...,0n-1), de tipo (2,2,1,0,0,1,...,1) tal que:

(i) (A,V,A,~,0,1,) es un dlgebra de De Morgan,

(ii) las operaciones unarias ¢;, 1 <1i < n — 1, satisfacen las siguientes condiciones:
L.1) ¢i(z Vy) = iz V ¢y,
L,2) ¢V ~ ¢z =1,
L.3) ¢igjz = ¢z,
L,4) ¢y ~x =~ ¢z,
L,5) i < j implica ¢p;xv < ¢;x,
Ln6) ¢

(
(
(
(
(
(

n0) ¢;x = ¢y para todo i, 1 < i <n—1, implica x = y.
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En lo sucesivo a estas algebras las llamamos algebras de Lukasiewicz n—valuadas
con negacion (o nLM,—élgebras) y reservamos el nombre dlgebras de Lukasiewicz—Moisil
n—valuadas (o LM, —élgebras) a las algebras de la Definicién 1.2.1 cuando 6 es un entero

n, n > 2.

En 1984, A. Torgulescu introdujo en [48] la nocién de algebra de Lukasiewicz—Moisil

f-valuada con negacion, generalizando la nocién de Lukasiewicz—Moisil n—valuada.

Definicién 1.2.3 Una dlgebra de Lukasiewicz—Moisil 0-valuada con negacion (o nLMy—
dlgebra) es un dlgebra (A,V, N\, ~,0,1,{¢;}icr) de tipo (2,2,1,0,0,{1};cs) tal que:

(nL1) (A, V,A,~,0,1) es un dlgebra de De Morgan,

(nL2) ¢i(z Vy) = ¢i(x) V ¢i(y),

(nL3) ¢z V ~ ¢z =1,
(nL4) ¢ = ¢;z,
(nL5) existe una involucion decreciente d : I — I tal que ¢; ~ & =~ Qq,
(nL6)
(nL.7)

nL6) i < j implica ¢;x < ¢;x,

nl.7) ¢;x = ¢;y para todo i € I, implica x = y.

De la Definicién 1.2.3 se sigue que toda nLMy—algebra (A, V,A,~,0,1,{¢;}icr) es
una LMy—algebra (A, V, A, 0,1, {®;}icr, {0; }ier), donde ¢, =~ ¢; para cada i € I.

Por otra parte, en [13] se da la siguiente definicién de las édlgebras de Lukasiewicz—

Moisil #—valuadas con negacién, la cual es equivalente a la Definicién 1.2.3.

Sea 6 > 2 el tipo de orden de un conjunto totalmente ordenado J con primer elemento

0 y ultimo elemento 1, siendo J = {0} + I (suma ordinal).

Definicién 1.2.4 Una dlgebra (pre-dlgebra) de Lukasiewicz—Moisil 0—valuada con ne-
gacion (o nLMg— dlgebra (pre-dlgebra)) es un dlgebra (A,V, A, ~,0,1,{¢;}icr, {&; }ic1) de
t’LpO (27 27 17 07 07 {1}i617 {1}i61)7 donde:

(NL1) (A,V,A,~,0,1) es un dlgebra de De Morgan,
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(NL2) (A, V, A, 0,1, {6 Yicr, {®; Yicr) es una LMy—dlgebra (pre-dlgebra),

(NL4) existe una involucion decreciente d : I — I tal que ¢; ~ x =~ dqgi)x.

Se dice que ~ es la involucion interna de A y que d es la involucion externa de A.

Teniendo en cuenta que en el caso de las nL My—algebras el conjunto J tiene tltimo
elemento 1y J = {0} + I (suma ordinal), se tiene que 1 también es el dltimo elemento
de I y que el primer elemento de I es 07 = d(1), donde 0 es el primer elemento de J. En

lo sucesivo a 07 lo notamos por 0, pero entendiendo que es el primer elemento de I.

Si(A,V,A,~,0,1,{é;}icr, {®; }icr) es una nLMy—élgebra (pre-lgebra) segtin la Defini-
ci6én 1.2.4, entonces de (N13) es claro que las operaciones 51 quedan perfectamente definidas
a partir de las operaciones ¢;. Es por ello que de ahora en adelante a una nLMy—algebra

(pre-dlgebra) la notamos por (A, V, A, ~,0,1,{¢;}icr) o simplemente por (A, ~,{®;}ier).

Denotamos por Pn LMy la categoria de las nL My—pre-adlgebras y sus correspondi-
entes homomorfismos y por n£My la categoria de las nLMy—4&lgebras, la cual es una

subcategoria plena de la primera.

La siguiente caracterizacién de los elementos booleanos de una nlL My—algebra se usa

en el desarrollo de este trabajo:

(NL5) Sea (A, ~,{¢i}tier) una nLMy—dlgebra y C'(A) el conjunto de los elementos
booleanos o complementados de A. Entonces para todo x € A, las siguientes

condiciones son equivalentes:
(i) z € C(A),

(i) ~z € C(A),

(ili) A ~2 =0,

(iv)xV ~z =1,

(v) ~ 2z = —x, donde —z es el complemento booleano de z.
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Es bien conocido que existen congruencias en la clase de las LM y-algebras y de las
nLMg-adlgebras tal que el dlgebra cociente no satisface el principio de determinacion de

Moisil. Por esta razon se define una nueva nocién de congruencia como sigue:

Definicién 1.2.5 ([12, 48]) Una 0 LMy—congruencia sobre una LMy—dlgebra A es una

congruencia de reticulo distributivo acotado ¥ tal que para todo z, y € A,

(x,y) € ¥ si, y solo si, (¢, d;y) €V, para todo i € 1.

El concepto de (n)LM ,—élgebra simple por medio de las #(n)LM ,—congruencias
(6(n)LM ,—algebra simple) y el concepto de (n) LM ,—algebra subdirectamente irreducible
por medio de las §(n) LM ,—congruencias (6(n) LM ,—algebra subdirectamente irreducible)

se introducen en la forma habitual.

Ejemplo 1.2.6 Sean (Ls,V,A,—,0,1) el dlgebra de Boole con dos elementos, L[QI] el con-
junto de todas las funciones crecientes de I en Lo y 6 el tipo de orden de un conjunto total-
mente ordenado {0} + I con primer elemento 0. Entonces (L[QH, AV, 0,1, {0 Yier, {0 Yier)
es una LM g—dlgebra, donde las operaciones del reticulo (Lg], AV, 0,1) se definen pun-

]

tualmente y para todo f € L[; y para todo 1,7 € I,

(@:f)(5) = F() y (6:)(4) = —(f (D)),

siendo —x el complemento booleano de x.
St el conjunto I tiene primer elemento 0 y ultimo elemento 1 y existe una involucion
decreciente d : I — I, entonces se puede transformar la LMy—algebra Lg] en una

nLMy—dlgebra <L[2”, AV, ~0,1,{¢i}ier), donde para todo f € Lg” y para todo i € I,

El interés del ejemplo anterior surge de la siguiente afirmacién, probada en [13] y que

también se demuestra en los Teoremas 2.1.10.1 y 2.2.3.6 de un modo diferente:

Sea A una (n)LMy—dlgebra no trivial. Entonces las siguientes condiciones son equi-

valentes:



CAPITULO 1. Preliminares 23

(i) A es una (n)LMy—dlgebra subdirectamente irreducible,
(ii) A es una (n)LMy—dlgebra simple,

(iii) A es isomorfa a una (n)LMy—subdlgebra de L[ZI].

Ejemplo 1.2.7 Siguiendo a Gr. Moisil ([56]), un ejemplo de LM, —dlgebra lo constituye
la cadena L, = {0, ﬁ, cee Z—j, 1} de n fracciones racionales, en la cual n es entero,
n > 2, dotada de la estructura natural de reticulo y con las operaciones unarias ¢; y ¢;,
1 <i<n-—1, definidas para todo j, 1 < 7 <n—1, como sigue:

$i(-15) =0 sii+j<ny ¢i(-L5) =1 en otro caso,

6i(;5) =1— oi(GLy).
Definiendo en L, la operacion ~ para todo j, 1 < j<n—1, por
~ () =1-74,

entonces L, es una nLM,—dlgebra.

La importancia del ejemplo anterior es consecuencia de la siguiente afirmacion, de-
mostrada en [15] para las nL M, —algebras y que la probamos de una manera diferente en

los Corolarios 2.1.10.2 y 2.2.3.8:
Sea A una (n)LM,—dlgebra no trivial. Entonces las siguientes condiciones son equi-
valentes:
(i) A es una (n) LM, —dlgebra subdirectamente irreducible,
(ii) A es una (n)LM,—dlgebra simple,
(iii) A es isomorfa a una (n)LM,—subdlgebra de L,.
Cabe mencionar que cuando 6 = n, n > 2, la (n)LMy—Aalgebra L[QI} es isomorfa a la

(n) LMy—algebra L,,.

Las nL.My—algebras construidas en los ejemplos anteriores fueron dadas esencialmente
por Moisil en [53] y [58] para el caso § = n, n > 2 y 6 arbitrario, respectivamente,
considerando el caso general del conjunto B! de todas las funciones crecientes de I en

un algebra de Boole B.



24 CAPITULO 1. Preliminares

Moisil ([56, 58]) probé que toda LMy—algebra (LM, —algebra) estd inmersa en un pro-
ducto directo de L My—algebras (LM, —élgebras) isomorfas a L[QI] (L,). Estas propiedades
se profundizaron en [13, Therem 1.8, Corollary 1.9, Chapter 6]), las cuales también se de-
muestran en este trabajo de un modo diferente en los Corolarios 2.1.10.4, 2.1.10.5, 2.2.3.7

y 2.2.3.9, afirmando lo siguiente:
Toda (n)LMy—dlgebra es un producto subdirecto de (n)LMg—subdlgebras de L[;].

Toda (n) LM, —dlgebra es un producto subdirecto de (n)LM,—subdlgebras de L, .

Para mayor informacion sobre los origenes y la teoria de las légicas y las algebras de
Lukasiewicz mitiplemente valuadas el lector puede consultar a [13, 15, 16, 17, 19, 20, 37,

38, 39, 40, 41, 48, 55, 56, 57, 58, 76, 77, 78, 79)].

1.3. Algebras de Lukasiewicz—Moisil 6—valuadas
monadicas

Las dlgebras de Lukasiewicz—Moisil #—valuadas monadicas y poliddicas ([13]) refle-
jan algebraicamente las propiedades de la légica de predicados f—valuados de la misma
manera que las algebras de Boole monadicas y poliddicas son las estucturas algebraicas
impuestas por el estudio del calculo de predicados clésico.

En esta seccién presentamos algunos conceptos y resultados basicos sobre las algebras
de Lukasiewicz—Moisil —valuadas monddicas, siguiendo a V. Boisescu y otros en [13], los

que han sido tomados de G. Georgescu y C. Vraciu ([42]), y L. Monteiro ([67]).

Definicién 1.3.1 Sea A un dlgebra de Lukasiewicz—Moisil 0—valuada sin negacion. Un
cuantificador existencial sobre A es una funcion 3 : A — A tal que para todo x,y € A

se verifican las siguientes identidades:
E1) 30=0,
E2) x A dJx =2,

(

(E2)

(E3) 3(x A Jy) =Fx A Ty,
(E4)

E4) d¢;x = ¢;dx para todo i € 1.



CAPITULO 1. Preliminares 25

Un dlgebra de Lukasiewicz—Moisil 0—valuada sin negacion I—monddica o ILMy—

dlgebra es un par (A, 3), donde A es una LMg— dlgebra y 3 es un cuantificador existencial

sobre A.

Definicién 1.3.2 Sea A un dlgebra de Lukasiewicz—Moisil 0—valuada sin negacion. Un
cuantificador universal sobre A es una funcion ¥V : A — A tal que para todo x,y € A se

verifican las siquientes identidades:

(U1) V1 =1,

U2) Vx A x =V,
)

U4) Voiz = ¢;¥x para todo i € 1.

(
(U3) VY(z VVy) =Vx Vv Vy,
(

Un dlgebra de Lukasiewicz—Moisil §—wvaluada sin negacion Y—monddica o ¥ LMy—
dlgebra es un par (A,V), donde A es una LM g—dlgebra y ¥V es un cuantificador universal

sobre A.

Definicién 1.3.3 Un dlgebra de Lukasiewicz—Moisil 0—valuada sin negacion I3Y—mond-
dica 0 VLM g—dlgebra es una terna (A, 3,V), donde (A, 3) es una ILMy—dlgebra, (A, V)
es una YLMy—dlgebra y para todo x € C(A) se verifica:

(EU1) Vo = —3 — =z,

donde C(A) es el conjunto de los elementos booleanos de A.

Definicién 1.3.4 Sean (A,3) ((A,Y)) y (A, F) ((A',Y')) ILMy—dlgebras (VLM g—
dlgebras). Un homomorfismo de ILMg—dlgebras (VLM g—dlgebras), f : A — A’, es
un homomorfismo de LM g—dlgebras tal que f(3x) = F' f(z) (f(Vz) =V f(x)) para todo

r e A

Definicién 1.3.5 Sean (A,3,V) y (A", F,V) IVLMy—dlgebras. Un homomorfismo de
AVLM g—adlgebras, f: A — A', es un homomorfismo de LM g¢— dlgebras tal que f(3x) =
Ff(x) y f(Vo) =V f(z) para todo x € A.
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Lema 1.3.6 Si A es una nLMy—dlgebra y 3 es un cuantificador existencial sobre A y se

define la operacion unaria ¥V en A por:
Vr=~d ~ux paratodo v € A,
entonces ¥V es un cuantificador universal sobre A, llamado el cuantificador dual de 3.

Definicién 1.3.7 Un dlgebra de Lukasiewicz—Moisil 6—wvaluada con negacion monddica
es una terna (A,3,V), donde 3 es un cuantificador existencial sobre A y Ve =~ 3 ~ x

para todo x € A.

Ademés en [13] se prueban los siguientes resultados:

Si (A, 3) es una ILM y—4&lgebra, entonces para todo z,y € A se verifican las siguientes

propiedades:

Si (A,V) es una VLM y— dlgebra, entonces para todo x,y € A se verifican la siguientes

propiedades:
(Us)V(x ANy)=Vx AVy,
(U6) VV& =Vu,
(U7) Y,V = ¢,V para todo i € I,
(U8) V0 =0,
(U9) z € V(A) si, y solo si, z = V.

Si (A,3,V) es una IVLMy—algebra, entonces para todo x,y € A se verifican la si-

guientes propiedades:

(EU2) 3Vx =V,
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EU3) V3 z,

EU4) 3¢,Vo = ¢,V x para todo i € I,

(EU3)
(EU4)
(EU5) V¢, 3z = ¢; I para todo i € I,
(EU6) (4) = 3(4).

1.4. Dualidades topolégicas para diversas clases de
algebras

En esta seccion describimos la dualidad de Priestley para los reticulos distributivos

acotados y sus extensiones a diversas clases de dlgebras.

1.4.1. Dualidad para los reticulos distributivos acotados

Recordemos que (X, <, 7) es un espacio topoldgico totalmente disconezo en el orden,
si (X, <) es un conjunto ordenado, (X, 7) es un espacio topoldgico y dados z,y € X, con

x £ y, existe un subconjunto abierto, cerrado y creciente U de X tal que x€U ey ¢ U.

Un espacio de Priestley (o P—espacio) es un espacio topolégico compacto y totalmente
disconexo en el orden.

En lo que sigue, a los P—espacios (X, <, 7) los representamos por su conjunto soporte

X.

Observemos que si X es un P—espacio y D(X) es la familia de los subconjuntos
abiertos, cerrados y crecientes de X, entonces (D(X),N, U, 0, X) es un reticulo distributivo

acotado.

Sea 2 = {0,1} una cadena dotada con la topologia discreta. Si A es un reticulo dis-
tributivo acotado, entonces por el Teorema de Tychonoff , 24, con la topologia producto,
es un espacio compacto. Ademds, si en 2”4 se considera el orden natural de funciones
(f < gsi, ysolosi, f(a) < g(a) para todo a € A), entonces 2% es un espacio totalmente
disconexo en el orden y por lo tanto es un espacio de Priestley. Es facil probar que si

L, es el édlgebra de Boole con dos elementos, entonces el conjunto Hom(A, Ly) de todos
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los (0,1)—homomorfismo de A en Ly es un subespacio cerrado de 2 y por lo tanto es
un espacio de Priestley. Por otro lado, si en el conjunto X (A) de los filtros primos de A
consideramos el orden de la inclusion y la topologia que tiene como familia de subbasicos

a los conjuntos
(A1) oa(a) ={PeX(A):acP}y X(A)\ oa(a), para cada a € A,
entonces

(A2) F: Hom(A, Ly) — X (A), definida por la prescripcién
F(h) = Kerh={a€ A: h(a) =1},
es un homeomorfismo y un isomorfismo de orden.

También es facil verificar que la aplicacion que a cada filtro primo P de A le asigna su
funcién caracteristica Cp, es un homeomorfismo y un isomorfismo de orden de X (A) en
Hom(A, Ly). Por lo tanto, X(A) es un espacio de Priestley. Lo que nos permite trabajar
en un espacio u otro indistintamente, por esta razén a los espacios X (A) y Hom(A, Ls)

se los llama el espacio de Priestley de A o el P—espacio asociado a A.

H. Priestley probé que la funcién o4 : A — D(X(A)), definida por la prescripcién
dada en (A1), es un (0, 1)—isomorfismo de reticulos y por lo tanto o4(A) = D(X(A)) es
el reticulo de todos los subconjuntos abiertos, cerrados y crecientes de X (A). También

probé que la funcién ex : X — X (D(X)), definida por
(A3) ex(z) ={U € D(X) :xz € U},

es un homeomorfismo y un isomorfismo de orden.

Luego, de (Al) y (A2) se sigue que existe un isomorfismo de reticulos acotados de
A en D(Hom(A, L)), que por abuso de notacién lo indicamos con o4, definido por la

prescripcion:

(A4) oa(a) ={h € Hom(A, Ls) : h(a) = 1}.
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Ademas, de (A2) y (A3) se infiere que existe un homeomorfismo e isomorfismo de orden
de X en Hom(D(X), Ls), que lo notamos también por ex, definido por la prescripcion:

1 sizeU,
(A5) ex(z)(U) = para todo U € D(X).

0 en otro caso,

En [71, 72] se prob6 que existe una dualidad entre la categoria £ de los reticulos
distributivos acotados y los (0, 1)-homomorfismos y la categoria P de los P—espacios y
las funciones continuas y creciente (o P—funciones) definiendo los funtores contravariantes

UV:P— Ly d: L— P como sigue:

(¥;) Si X es un objeto en P, ¥(X) = D(X),

(Uy) si fe(Xy,Xe)pyUe€DXs), U(f)U)=fYU).

( @) Si A es un objeto en L, P(A) = X(A),

(@) sihe (A, Ay P e X(Ay), ®(h)(P)=h"1(P).

Resultando que las composiciones W o & y ® o W son naturalmente equivalentes a los
funtores identidad Id, y Idp sobre las categorias £ y P, respectivamente, siendo los
isomorfismos o4 vy £x las componentes de las transformaciones naturales. Es decir, para

todo Ay, Ay € Obj(L) y para todo morfismo h € (Aj, As)z, el siguiente diagrama es

conmutativo:
h
A As
D(X (A1) D(X(As))
U(P(h))

Ademsés para todo X1, Xy € Obj(P) y para todo morfismo f € (X1, Xz)p, el siguiente

diagrama es conmutativo:
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f
X4 Xy
£x, €X,
X(D(X1)) X(D(X3))
(W (f))

Mas precisamente, los siguientes diagramas son conmutativos:

}/. 1 Yoo
h
Idp(Ay) = Aye o o (Wod)(A)=D(X(A))
]d[; /\ ‘IIOCI)
Idp(Ay) = Age ~ o (Vod)(Ay) = D(X(Ay))
Idyp s Po VU
f
Idi]’(Xl) X® ex: > '(‘I) ‘I/)(Xl)) X(D(Xl))
Idy(f) = f \ (® o W)(
Idp(X,) = X o = X(D(X2))

Por otra parte, H. A. Priestley (ver [71, 72, 73]) caracterizé a las congruencias de los
reticulos distributivos acotados por medio de ciertos subconjuntos del P—espacio asociado

de la siguiente manera:

Sean A reticulo distributivo acotado y X (A) el P—espacio asociado. Si Y es un sub-

conjunto cerrado de X (A), entonces
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(A6) O(Y) = {(a,b) € Ax A:0ala)NY = 0a(b)NY)}
—{(a,b)eAx A: (ga(W)Los(a)NY =0},

es una congruencia de A, donde g 4(b) Ao 4(a) es la diferencia simétrica de o 4(b) con o 4(a).

Reciprocamente, si ¥ € Con(A) y h: A— A/9 es el epimorfismo candnico, entonces

(A7) Y ={h7'(Q) : Q € X(A/V)}

es un subconjunto cerrado de X (A) y O(Y) = 9.
Ademds, la correspondencia Y — ©O(Y) establece un isomorfismo del reticulo C(X (A))
de los subconjuntos cerrados de X (A) sobre el dual del reticulo Con(A) de las congruen-

cias de A.

Mas precisamente, H. A. Priestley formul6 el siguiente teorema:

Teorema 1.4.1.1 Sean A un reticulo distributivo y X (A) el espacio de Priestley asocia-
do a A. Entonces, el reticulo CX(A)), de todos los subconjuntos cerrados de X(A), es
isomorfo al dual del reticulo Con(A) de todas las congruencias de A, y el isomorfismo es

la funcion © definida por la prescripcion dada en (A6).

Cabe mencionar que también se pueden caracterizar a las congruencias de un reticulo
distributivo acotado A por medio de los subconjuntos abiertos de su P—espacio asociado
X (A). En este caso, si G es un subconjunto abierto de X (A), entonces la congruencia de
reticulo ©p(G) determinada por G es la congruencia de reticulo ©(X (A)\ G) determinada
por el subconjunto cerrado X (A) \ G, es decir para todo a,b € A,

(A8) (a,b) € Oo(G) si, y solo si, o4(a) N (X(A)\ G) =oc4(b) N (X(A)\ G),
y por lo tanto,
(A9) (a,b) € Oo(G) si, y solo si, (c4(b)Acal(a)) CG.

Luego, la correspondencia G — ©¢(G) define un isomorfismo del reticulo O(X(A))

de los subconjuntos abiertos de X (A) sobre el reticulo Con(A) de las congruencias de A.

Mas, precisamente, se verifica:
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Teorema 1.4.1.2 Sean A un reticulo distributivo y X (A) el espacio de Priestley aso-
ciado a A. Entonces, el reticulo OX(A)), de todos los subconjuntos abiertos de X(A),
es isomorfo al reticulo Con(A) de todas las congruencias de A, y el isomorfismo es la

funcion ©¢ definida por la prescripcion dada en (A9).

Esta ultima caracterizacion es fundamental para el estudio de las congruencias prin-

cipales de las algebras de Lukasiecz—Moisil §—valuadas.

Una clase importante de congruencias en los reticulos distributivos acotados es la de
las congruencias determinadas por los filtros del reticulo, las cuales se definen la siguiente

manera;
Sea A un reticulo distributivo acotado y F' C A un filtro de A. Entonces

O(F)={a,b) € Ax A: existe f € F tal que a A f=0bA f}
es una congruencia de A que llamamos la congruencia asociada a F o la congruencia

determinada por F.

Bajo la dualidad de Priestley, el reticulo de todos los filtros de un reticulo distributivo
acotado es isomorfo al dual del reticulo de todos los subconjuntos cerrados y crecientes
del espacio dual. Bajo tal isomorfismo, a cualquier filtro F' de un reticulo distributivo

acotado A le corresponde el subconjunto cerrado y creciente de X (A),
(A10) Ye={z € X(A): FCz} =(Hoala):a € F},

y ademads se verifica que ©(Yr) = O(F), donde O(F) es la congruencia de reticulo
asociada a F'y O(Yr) es la congruencia de reticulo definida por la prescripcién dada en
(AG).
Reciprocamente, a todo subconjunto cerrado y creciente Y de X (A) le corresponde el
filtro,
(A11) Fy ={a€ A: Y Coala)} = ) =,

zeY

y ademas O(Fy) = O(Y), donde ©(Fy) es la congruencia de reticulo asociada a Fy y

O©(Y) es la congruencia de reticulo definida por la prescripcién dada en (A6).

Luego, de (A6), (A10) y (A11) se infiere:
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(A12) ©¢(Y) = O(Fy) para todo todo subconjunto cerrado y creciente Y de X (A),

donde O¢ estd definido como en (A6) y Fy es el filtro de A indicado en (A11).

Por lo tanto, se verifica:

Teorema 1.4.1.3 Sean A un reticulo distributivo acotado y X (A) su P—espacio asocia-
do. Entonces, el reticulo Co(X(A)) de los subconjuntos cerrados y crecientes de X (A),
es isomorfo el dual del reticulo Cong(A) de las congruencias determinadas por los filtros

de A, y el isomorfismo O¢ estd definido por la prescripcion dada en (A6). Ademds, para

todo Y € Co(X(A) se verifica:

(A12) ©¢(Y) = ©(Fy), donde Fy es el filtro de A indicado en (All).
Ademds, observemos que si A es un reticulo distributivo A, entonces por (A1), tenemos
que para todo a € A, o4(a) es un subconjunto cerrado y creciente de X (A). Luego si

para cada a € A, F(a) es el filtro principal generado por {a}, teniendo en cuenta que

o4:A— D(X(A)) es un isomorfismo de orden, obtenemos que
Fou ={b€ A 0a(a) Coa(b)} = Fla),
Yrw ={x € X(A): F(a) Ca} ={oab): be F(a)} = oala).

Por lo tanto, de estas tltimas afirmaciones, (A10) y (A11) inferimos el siguiente resul-

tado:

Proposicién 1.4.1.4 Sean A un reticulo distributivo acotado, X (A) su P—espacio aso-
ciado asociado, D(X(A)) el reticulo asociado a X(A) yoas: A — D(X(A)) el isomor-

fismo definido en (A1). Entonces, cada a € A satisface la siguiente propiedad:
(A13) O(0a(a)) = O(F(a)),

donde ©(c4(a)) es la congruencia de reticulo definida por la prescripcion dada en (A6) y

O(F(a)) es la congruencia de reticulo asociada al filtro principal F(a) generado por {a}.
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En lo que sigue, si Y es un subconjunto de un conjunto ordenado (X, <), notamos
con TY (|l Y) el conjunto de todos los z € X tal que y < = (z < y) para algin y € Y.
Escribimos T = (|) en lugar de T {z} (| {z}) para todo z € X. Ademss si y,z € X,
entonces notamos con [y, z] al conjunto {z € X : y <z < z}.

Teniendo en cuenta que en el caso en que A es un reticulo, para cada a € A, el filtro

principal F'(a) generado por {a} coince con T a, entonces también notamos a este filtro

por T a.

A continuacién enunciamos algunas propiedades de los espacios de Priestley que se

usan con frecuencia en este trabajo.

(P1) R es un subconjunto cerrado, abierto y convexo de un P—espacio X si, y solo si,
existen U, V € D(X) talesque V C Uy R = U\V, donde un subconjunto Y de
X es converosiY =] YN TY, o equivalentemente si x,y € Y implica que

[z,y] CY, donde [z,y] ={z € X : 2 < z<y}.
Si A un subconjunto cerrado de un P—espacio X, entonces se verifican:

(P2) min A # 0 y max A # (), donde min A es el conjunto de los elementos minimales
de Ay max A es el conjunto de los elementos maximales de A. En particular,

min X # 0y max X # 0,
(P3) para cada x € A existen y € min Ay z € max A tales que y < = < z,

(P4) T Ay | A son subconjuntos cerrados de X.

1.4.2. Dualidad para las algebras de De Morgan

En 1977, W. H. Cornish y P. R. Fowler (ver [22, 23]) construyeron una categoria en
términos de espacios de Priestley naturalmente equivalente a la dual de la categoria de
las algebras de De Morgan y sus correspondientes homomorfismos. Para ello introdujeron

las siguientes nociones:

Un espacio de De Morgan (0o mP—espacio) es un par (X, g), donde X es un espacio

de Priestley, y g: X — X es un homeomorfismo involutivo y un anti-isomorfismo de
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orden.

Una mP—funcién de un mP—espacio (X, g) en otro (X', ¢’) es una funcidn continua

y creciente (P—funcion) f de X en X' que verifican la condicion adicional:
(mPf) fog=gof.

Cuando X es un mP—espacio definieron sobre D(X) la operacién ~ por medio de la

férmula
(B1) ~U = X \ ¢g7'(U) para todo U € D(X),
y probaron que (D(X),~) es una DM —é&lgebra.

Ademés, si (A, ~) es una DM —élgebra, definieron en el P—espacio X (A), asociado a

A, el homeomorfismo e isomorfismo de orden g4 de X(A) en X(A) por
(B2) ga(P) = X(A)\ {~x:x€P},

y en el P—espacio Hom(A, Ls), asociado a A, definieron el homeomorfismo e isomor-

fismo de orden g4 de Hom(A, Ly) en Hom(A, Ls) por

(B2) (9a(f))(a) = = f(~ a) para todo a € A,

donde —x es el complemento booleano de z,

y mostraron que (X (A),ga)y (Hom(A, Ly), ga) son mP—espacios.

La correspondencia entre los morfismos de ambas categorias las definieron de la manera
habitual. De esta manera probaron que la categoria MP de los mP—espacios y de las
mP—funciones, es dualmente equivalente a la categoria DM de las DM —4élgebras y los
homomorfismos de DM —&lgebras, donde los isomorfismos 04 y €x, definidos en (Al) o

(A4) y (A3) o (Ab) respectivamente, son las equivalencias naturales correspondientes.

En [23] W. H. Cornish y P. R. Fowler caracterizaron a las congruencias de un algebra
de De Morgan, para ello introdujeron la nocién de conjunto involutivo de un mP—espacio
(X, g) como un subconjunto Y de X tal que g(Y) = Y. Mds precisamente mostraron el

siguiente teorema:
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Teorema 1.4.2.1 Si (A, ~) es una DM —dlgebra, entonces reticulo Cr(X (A)) de los sub-
conjuntos cerrados e involutivos de X(A) es isomorfo al dual del reticulo Conppr(A) de
todas las DM —congruencias de A, donde el isomorfismo es la funcion ©; de Cr(X(A))

en Conpp(A) definida por la misma prescripcion que en (A6).

1.4.3. Dualidad de A. Filipoiu para las algebras de Lukasiewicz—
Moisil 8—valuadas sin y con negacion
En 1980 A. Filipoiu (ver [13], [38], [39]) extendié la dualidad de Priestley a las

LMy—algebras. Para ello introdujo las siguientes nociones:

Un espacio de Priestley —valuado (o Py—espacio) es un sistema (X, T, <,{fi}icr) tal

que
(PA1) (X, 7,<) es un espacio de Priestley (P—espacio),

(PO2) f; : X — X es una P-funcion para todo i € I,

(PO3) fiof; = fi

(P94) siU € D(X) e, j €I son tales que i < j, entonces f;(U) C f;7(U),

(PO5) X \ f, H(U) € D(X) para todo U € D(X),

(PO6) si U,V € D(X)y £ (U) = £ (V) para todo i € I, entonces U = V.

1

Una Py—funcion de un Py—espacio (X, {fi}icr) en otro Py—espacio (X', {fi'}ier) es
una funcion continua y creciente (P—funcion) f de X en X' que satisface flo f = fo f;

para todo i € 1.

El mismo autor consideré la categoria Pr@ cuyos objetos son los Py—espacios y cuyos
morfismos son las Py—funciones entre Py—espacios y probd que esta categoria es na-
turalmente equivalente a la categoria dual de £91g. Para ello demostré los resultados

detallados a continuacién.
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(C1) Si (X, {fi}ier) es un Py—espacio, entonces (D(X),N, U, {¢X }icr, {aj(}ief,@,X>
= ILp(X) es una LMy—4&lgebra, donde ¢;X y EZX estan definidas respectivamente por
las prescripciones ¢X (U) = f;~H(U), EZX(U) = X\ fi " 1(U) para todo U € D(X).
(C2) Si (A, {éi}ier, {®;}ier) es una LMy—algebra, entonces (Hom(A, Lo), {f}ier) =
Lg(A) es un Py—espacio, donde para cada i € I, se define la funcién
A Hom(A, Ly) — Hom(A, Ly) por la prescripcién f{(g) = g o ¢; para todo
g € Hom(A, Ly).
La correspondencia entre los morfismos de estas categorias las definié de la manera

habitual, como en la Seccion 1.4.1.

A. Filipoiu extendié la dualidad anterior y la determinada por W. Cornish y P.
Fowler en [22] para las dlgebras de De Morgan a las nLMy—algebras (ver [13], [38], [39]),

construyendo la categoria NPr6 cuyos objetos y morfismos los indicamos a continuacion.

Un espacio de Priestley —valuado con negacion (o N Py—espacio) es un sistema
(X, 7, <, 9, {/fi}ier) tal que

(NPO1) (X, 7,<,g) es un mP—espacio,

(NPO2) (X, 7, <, {fi) }icr) es un Py—espacio,

(NPO3) fiog= fi

(NPO4) go f; = fauy, donde d : I — I es una involucion decreciente.

Una N Py—funcion entre los N Py—espacios (X, g,{fi}ticr) v (X', ¢, {fi' ic1) es una
funcion continua y creciente (P—funcion) f de X en X' que satisface fog =g of y
flof=folf para todoi€ I.

Este autor demostré que la categoria NPr60 es naturalmente equivalente a la categoria

dual de n£I<MNy.

1.4.4. Dualidad de Cignoli para los Q—reticulos distributivos

En [18], R. Cignoli con el propésito de extender la dualidad de Priestley a la categoria

Q de los (Q—reticulos distributivos y los (Q—homomorfismos, introdujo la categoria qP
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cuyos objetos son los gP—espacios y cuyos morfismos son las ¢ P—funciones, donde:

Un qP—espacio es un par (X, E) tal que X es un P—espacio y E es una relacion de

equivalencia sobre X que satisface las dos condiciones siguientes:

(ql) E(U) € D(X) para cada U € D(X),
donde E(U) ={y € X : (z,y) € E para algin z € U},

(q2) las clases de equivalencia determinadas por E son subconjuntos cerrados de X .

Una qP—funcion de un qP—espacio (X, E) en otro (X', E') es una P—funcion f de

X en X' tal que verifica la siguiente condicion:

(afl) E(f~1(U)) = f~YE'(U)) para todo U € D(X").

En [28] (ver Proposicién 5.1.2.5) se caracterizé las ¢ P—funciones de la siguiente ma-

nera:

Sean (X, F) y (X', E") gP—espacios. Una funcion f de X en X' es una ¢P—funcion
si, y solo si, f es una P—funcion que satisface las siguientes propiedades:

(af2) si (z,y) € E, entonces (f(z), f(y)) € F,

(af3) si (f(x),2) € E', entonces eziste y € X tal que (z,y) € E y z < f(y),

o equivalentemente E(| f(x)) C| E(f(x))] para todo z € X.

En [18] se caracterizaron los isomorfismos de la categoria ¢P como lo indicamos a

continuacion:

Si (X, E) y (X', E") son objetos en qP y f es una funcion de X en X', entonces f es
un isomorfismo en qP si, y solo si, f es un isomorfismo de orden y un homeomorfismo

que verifica la condicion:
(qfd) (x,y) € E si, y solo si, (f(z), f(y)) € E'.
Ademés R. Cignoli en [18] demostro:

(E1) Si (X, E) es un ¢P—espacio, entonces (D(X),3g) es un Q—reticulo distributivo,
donde 3p U = E(U) para cada U € D(X),y ex : X — X(D(X)), definido en

(A3), es un isomorfismo en qP.



CAPITULO 1. Preliminares 39

(E2) Si A es un Q—reticulo, X (A) es el espacio de Priestley de A y
E;={(P,R) e X(A) x X(A): PNn3(A) =RnN3I(A)},
entonces (X (A), E3) es un gP—espacio, y 04 : A — D(X(A)), definida en (A1),

es un isomorfismo en Q.

(E3) Los isomorfismos 04 y €x dan una equivalencia natural entre la categoria Q y

la categoria dual de gP.

Las correspondencias entre los morfismos de las categorias Q@ y qP las definié de la

manera habitual, como en (Vy) y (®3) en la Seccién 1.4.1.

Por otra parte en [18], R. Cignoli indicé como obtener algunas Q—congruencias de un
@Q—reticulo a partir de su ¢ P—espacio asociado, para ello introdujo la nocion de conjunto
saturado de un qP—espacio (X, E) como un subconjunto Y de X tal que E(Y) =Y,y

probo el siguiente resultado:

(E4) Sea A un Q—reticulo. Si'Y es un subconjunto cerrado y saturado de X (A) y
O)={(a,b) e Ax A:0a(a) NY =04(b) NY}, entonces la congruencia

de reticulo O(Y') preserva al operador 3.

1.4.5. Dualidad para los M —reticulos distributivos

En 2006 A. V. Figallo, I. Pascual y A. Ziliani ([31]), con el fin de obtener una dualidad
para los M —reticulos distributivos, construyeron la categoria mP de marcos de Ono
perfectos y sus correspondientes morfismos, donde tanto los objetos como los morfismos
cumplen ciertas condiciones adicionales y probaron que esa categoria es naturalmente
equivalente a la categoria dual de la categoria M de los M —reticulos distributivos y
sus correspondientes homomorfismos. Luego, en 2013, estos autores determinaron otra
dualidad para los M —reticulos distributivos ([35]), para ello introdujeron la categoria
mq®P cuyos objetos son los mqP—espacios y cuyos morfismos son las mqP —funciones, la

que describimos a continuacion.

Un qP—espacio (X, E) es un mqP—espacio si satisface las siguientes condiciones:
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(mql) Si (z,y) € E ey < z, entonces existe w € X tal que v <w y (w,z) € E,

(mq2) para todo U € D(X), | E(X \ U) es un subconjunto abierto de X.

Maés precisamente, (X, E) es un mgP—espacio si X es un P—espacio y satisface las

siguientes condiciones:
(ql) E(U) € D(X) para cada U € D(X),
(q2) las clases de equivalencia determinadas por E son subconjuntos cerrados de X.

(mql) Si (z,y) € E ey < z, entonces existe w € X tal que v <w y (w,z) € E,

(mq2) para todo U € D(X), | E(X \U) es un subconjunto abierto de X.

Sean (X1, Ey) y (Xa, E2) mqgP—espacios. Una mqP—funcion f de X1 en X5 es una

qP—funcion que verifica la siguiente condicion:

(mqfl) | By (f (X2 \U)) = (] Eo(Xa\ U)) para todo U € D(Xs).

Es decir, una mqP—funcion f de un mqP—espacio (X1, Ey) en otro mqP—espacio
(Xa, Es) es una funcidn continua y mondtona creciente que verifica las siguientes condi-

(afl) E(f7HU)) = f7H(E'(U)) para todo U € D(Xs),
(mafl) | By (f~H (X2 \U)) = f7Y(| Fo(X2 \ U)) para todo U € D(X3).

En [35] los autores antes mencionados probaron que la condicién (mql) en la definicién

de mqP—espacio es equivalente a cada una de las siguientes condiciones:
(mq3) T E(x) C E(] z) para cada x € X,
(mad) E(] z) C| E(z) para cada z € X.
Ademds probaron que la condicién (mqfl) en la definicién de una mgP—funcién f

entre mgP—espacios (X1, E1), (X2, E2) es equivalente a la siguiente condicién:

(maf2) Es(T f(z)) =T f(Ei(z)) para todo z € X;.

Mas precisamente obtuvieron la siguiente formulacion equivalente de una mqgP—funcion:
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(F1) Sean (Xi, E), (X, Eo) mgP—espacios y f : X1 — X5 wuna funcion. Entonces las

siguientes condiciones son equivalentes:
(i) f es una mqP—funcion,
(ii) f es una funcion continua y mondtona creciente que satisface:
(af2) (z,y) € Ev implica (f(z), f(y)) € Ez,
(af3) Ex(f(z)) C| f(Ei(z)) para todo x € Xy,

(maf2) Es(T f(z)) =T f(Ei(z)) para todo x € X;.

También en [35] se caracterizaron los isomorfismos de la categoria mq?P de la siguiente

manera:

(F2) Sean (X1, Ey) y (X2, E2) mqP—espacios y f : X1 — Xo una funcion. Entonces las

siquientes condiciones son equivalentes:

(i) f es un isomorfismo en mq®P,

(i) f es un isomorfismo en qP.

Ademas, con el objeto de probar que las categorias mqP y M son dualmente equi-

valentes, estos autores demostraron los siguientes resultados:

(F3) Si (X, FE) es un mgP—espacio, entonces (D(X),Vg,dg) es un M —reticulo, donde
dpU=FEU)yVgU =X\ | E(X\U) para cada U € D(X).

(F4) Si (L,V,3) es un M —reticulo, entonces (X (L), F3) es un mqP—espacio, donde
Es={(P,T) € X(L) x X(L): PN3(L) = T N3(L)}.
Ademas, la funcién oy, : L — D(X (L)), definida por o7,(a) = {P € X (L) : a € P}

para cada a € L, es un M —isomorfismo.

(F5) Si (X, F) un mk—marco, entonces ex : X — X (D(X)), definido come en (A3),

es un isomorfismo en mq®P.

(F6) Los isomorfismos 04 y £x dan una equivalencia natural entre la categoria M y

la categoria dual de mq®.
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(F7) La correspondencia entre los morfismos de las categorias M y mq®P las definieron

por las prescripciones dadas en (V3) y (®2) en la Seccién 1.4.1.

También en [35] se construyé la categoria mICF de los mk—marcos y mk—funciones,

la que describimos a continuacion.

Un marco de Kripke ampliado monddico (o mk—marco) es una cuaterna (X, ), <, F),
donde (X,Q) es un espacio topoldgico, (X, <) es un conjunto no vacio ordenado, E es

una relacion de equivalencia sobre X y se verifican las siguientes condiciones:
(mkl) (X, <, E) es un marco de Kripke ampliado ([6]) o equivalentemente,

(k1) (X, <) es un conjunto ordenado no vacio,
(k2) E es una relacion de equivalencia sobre X,

(k3) < oE C Fo <,
(mk2) (X, Q, <) es un espacio de Priestley,
(mk3) E es una relacion cerrada,
(mk4) para cada U € D(X), E(U) es un subconjunto abierto de X,

(mkb) para cada U € D(X), | E(X \U) es un subconjunto abierto de X.

En lo que sigue, para simplificar, denotamos a un mk—marco por (X, E).

Sean (X1, E1) y (Xo, E2) mk—marcos. Una mk—funcion f de X1 en Xy es una funcion

continua y mondtona creciente que satisface las siguientes condiciones:
(mkfl) (z,y) € Ey implica (f(x), f(y)) € E2,
(mki2) Ey(f()) | f(Ey(x)) para todo z € X1,
(mkf3) Ex(T f(z)) €T f(E1i(z)) para todo z € X;.

Se probé en [35] que la categoria mICF coincide con la categoria mqP y que por lo

tanto, mKF es dualmente equivalente a la categoria M.
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G. Bezhanishvili ha realizado una investigacion exhaustiva de las dlgebras de Heyting
monddicas [5, 6, 7]. En particular, en [6] desarrollé una teoria de dualidad para estas alge-
bras. Para determinar una de estas dualidades, este autor introdujo la categoria pAKF
de los marcos de Kripke ampliados perfectos y sus correspondientes morfismos. En [35] se

demostré que la categoria pAKTF es una subcategoria propia de mIKF.

Con el proposito de caracterizar el reticulo de las congruencias de un M —reticulo por
medio de ciertos subconjuntos cerrados de su mqgP—espacio asociado los autores antes

mencionados introdujeron en [31] la siguiente nocién:

Definicién 1.4.5.1 Sea (X, E) un mqP—espacio. Un suconjunto Y de X es E—saturado
si min E(T y) Umax E(y) CY para todo y € Y.

Luego, probaron los siguientes resultados:

Teorema 1.4.5.2 Sean L € Obj(M) y X(L) el mqgP—espacio asociado a L. Entonces,
el reticulo Cpog(X (L)), de los subconjuntos cerrados y E5—saturados de X (L), es isomorfo
al dual del reticulo Cony (L) de las M —congruencias de L y el isomorfismo es la funcion

Op.s definida por la prescripcion Op,s = {(a,b) € L X L:op(a)NY =o,(b)NY}.

Proposicién 1.4.5.3 Sean L € Obj(M) y X(L) el mqP—espacio asociado a L. Si'Y
es un subconjunto Es—saturado de X (L), entonces Y es también Es—saturado, donde Y

denota la clausura de 'Y .

1.4.6. Dualidad para los s M —reticulos distributivos

En [32] A. V. Figallo, I. Pascual y A. Ziliani determinaron dos dualidades topoldgicas
para los sM —reticulos distributivos que extienden la dualidades para los M —reticulos
distributivos dadas en [35]. Para obtener una de ellas introdujeron la categoria smXF

de los smk—marcos y las smk—funciones, la que detallamos a continuacion.

Un marco de Kripke ampliado monddico fuerte (smk—marco) es un marco de Kripke

ampliado monddico (X, 2, <, E) que verifica la siguiente condicion:

(smkl) Eo < C < oF.
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Maés precisamente, (X, <, E) es un marco de Kripke ampliado monddico fuerte si

satisface las siguientes condiciones:

(mk1l) (X, <, E) es un marco de Kripke ampliado ([6]), o equivalentemente,

(k1) (X, <) es un congunto ordenado no vacio,
(k2) E es una relacion de equivalencia sobre X,

(k3) < oE C Fo <,
(mk2) (X, Q, <) es un espacio de Priestley,
(mk3) E es una relacion cerrada,
(mk4) para cada U € D(X), E(U) es un subconjunto abierto de X,
(mk5) para cada U € D(X), | E(X \U) es un subconjunto abierto de X,

(smkl) Eo < C < oF.

En lo que sigue, para simplificar, denotamos a un smk—marco por (X, E).

Sean (X1, E1) y (Xa, Ey) smk—marcos, f: X7 — Xy es una smk—funcidn, si es una

mk— funcion.
Ademés en [32] se demostré la siguiente equivalencia:

(X, E) es un smk—marco si, y solo si, (X,E) es un mqP—espacio que verifica la

siguiente condicion.:

(smql) E(T x) CT E(z) para todo x € X.

Por esta razén a los smk—marcos se los llama también espacios monadicos fuertes o

smqP—espacios.

Estos autores en [32] obtuvieron dos propiedades de los smgP—espacios equivalentes

a la propiedad (smql). Para ello probaron:
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Sea (X, <, E) tal que (X, <) es un conjunto ordenado no vacio y E es una relacion
de equivalencia. Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:
(smql) E(T ) CT E(x) para cada z € X,
(smq2) | E(x) C E(] z) para cada x € X,
(smq3) six,y, z € X, (x,y) € E yz <y, entonces existe w € X tal que w < x
y (z,w) € E.

Teniendo en cuenta que en un smgP—espacio (X, <, E) se verifican las condiciones
(mq3) y (smql), o las condiciones respectivamente equivalentes (mqg4) y (smq2), podemos

afirmar:

Un smqP—espacio o un smk—marco es un mqP—espacio (X, E) que verifica la condi-
cion adicional:
(smqd) E(T x) =1 E(z) para todo x € X,
o equivalentemente,

(smqd*) | E(z) = E(] ) para todo x € X.
Ademés estos autores demostraron en [32]:

Lema 1.4.6.1 Sea (X, E) un smk—marco. Entonces para cada subconjunto abierto, ce-

rrado y creciente U de X, | E(X\U)=E(X\U).

Dem. Sean U € D(X) y z,y,z € X tales que z < y, y € E(z) vy
(1) « € X \ U. Entonces, por (smq3), existe un w € X tal que (2) w < zy
(3) (z,w) € E. Como X \ U es decreciente, entonces de (1) y (2) se sigue que w € X \ U,
y por (3) obtenemos que z € E(X \ U), de donde concluimos que | E(X\U) C E(X\U)
y por lo tanto, | E(X \U) = E(X \ U). O

Del Lema 1.4.6.1 obtenemos la siguiente formulacion equivalente de marco de Kripke

ampliado monadico fuerte o smk—marco.

Corolario 1.4.6.2 Sea (X,Q, <, FE), donde (X,) es un espacio topoldgico, (X,<) es
un conjunto no vacio ordenado, E es una relacion de equivalencia sobre X. Entonces las

siquientes condiciones son equivalentes:
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(i) (X,Q,<,E) es un marco de Kripke ampliado monddico fuerte o smk—marco,
(i) (X, 9, <, E) satisface las siguientes condiciones:

(mkl) (X, <, E) es un marco de Kripke ampliado ([6]),
(mk2) (X,Q, <) es un espacio de Priestley,
(mk3) E es una relacion cerrada,
(mk4) E(U) es un subconjunto abierto de X para todo U € D(X),
(smqgb) E(X \U) es un subconjunto abierto de X para todo U € D(X),
(smkl) Eo< C < oF,
(iii) (X,Q, <, E) satisface las siguientes condiciones:
(mk2) (X,Q, <) es un espacio de Priestley,
(ql) E(U) € D(X) para todo U € D(X),
(q2) las clases de equivalencia determinadas por E son subconjuntos cerrados de X,
(mql) si (z,y) € F ey < z, entonces existe w € X tal que x <wy (w,2) € E,
(smql) E(Tz) CT E(x) para cada x € X,

(smqb) E(X \U) es un subconjunto abierto de X para todo U € D(X).

Del Lema 1.4.6.1 obtenemos la siguiente formulacion equivalente de smqP—funcién

entre smqP —espacios

Corolario 1.4.6.3 Sean (X1, E1) y (Xa, Ey) smk—marcos. Entonces para cada funcion

mondtona creciente y continua f : X1 — Xo, las siguientes condiciones son equivalentes:
(i) f es una smqP—funcion,
(ii) f satisface las siguientes condiciones:

(afl) E(f~YU)) = f~YE(U)) para todo U € D(X5),

(smqfl) Ey(f~Y X2\ U)) = fH(Ey(X2\U)) para todo U € D(X5).
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Ademas el Lema 1.4.6.1 les permitié obtener una condicién equivalente a la condicion
(mkf3) en la definiciéon de mk—funcién (Seccién 1.4.5) entre smk—marcos, como se indica

a continuacion:

Proposicién 1.4.6.4 Sean (X1, E1) y (Xa, E2) smk—marcos. Entonces para cada fun-
cion mondtona creciente y continua f : X1 — Xo, las siguientes condiciones son equi-

valentes:

(mkf2) Eyo(T f(x)) CT f(EL(T x)) para todo z € X7,
(smqfl) fHEy (X \U)) C Ei(f~H(X3\ U)) para cada U € D(X5).

(smkfl) T Es(f(z)) €T f(T Ei(x)) para todo x € X7,

Dem. Es consecuencia inmediata de (F1), el Lema 1.4.6.1 y la propiedad (smq4) de los

smk—marcos. O

Para demostrar que la categoria smXF es dualmente equivalente a la categoria sM,

estos autores probaron:

(G1) Si (X, E) es un smk—marco, entonces (D(X),Vg,3g) es un sM —reticulo, donde
dgU=EWU)yVgU =X\ E(X\U) para cada U € D(X).

(G2) Si (L,V,3) un sM—reticulo, X (L) es el espacio de Priestley asociado a L,
Es={(P,T)e X(L)x X(L): PNn3(L)=TnN3(L)}, entonces (X (L), E3)
es un smk—marco. Ademas oy, : L — D(X (L)), definido como en (F4),

es un sM —isomorfismo.

(G3) Si (X4, Ey) v (X, Es) son smk—marcos y f: X; — X5 es una funcién, entonces,
f es un isomorfismo en smJICF si, y solo si, f es un isomorfismo en la categoria gP

de los gP—espacios y las ¢P—funciones (Seccién 1.4.4).

(G4) Si (X, E) un smk—marco, entonces ey : X — X (D(X)), definido como en (A3),

es un isomorfismo en smICF.

(G5) Los isomorfismos 04 y £x dan una equivalencia natural entre la categoria sM
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y la categoria dual de smICF.

Las correspondencias entre los morfismos de las categorias sM y smICF las definieron

por las prescripciones dadas en (W) y (®3) en la Seccién 1.4.1.

Con el propésito de caracterizar el reticulo de las congruencias de un sM —reticulo
por medio de ciertos subconjuntos cerrados de su smk—marco asociado, probaron la

equivalencia formulada en el siguiente lema.

Lema 1.4.6.5 Sea (X, E) un smk—marco. Si' Y es un subconjunto no vacio de X, enton-
ces Y es E—saturado segun la Definicién 1.4.5.1 si, y solo si, min E(y) Umax E(y) CY
para cada y €Y.

Dem. De (smqg4) se sigue que para cada = € X, min E(T ) = min 1 E(z). Como

min T E(x) = min E(x), entonces la demostracién estd completa. O

Luego, caracterizaron las congruencias de un sM —reticulo distributivo de la siguiente

maneras:

Teorema 1.4.6.6 Sean L € Obj(sM) y X (L) el smqP—espacio asociado a L. Entonces,
el reticulo Cpos(X (L)), de los subconjuntos cerrados y F3—saturados de X (L), es isomorfo
al dual del reticulo Congy (L) de las sM — congruencias de L y el isomorfismo es la funcion

Og definida por la prescripcion Og = {(a,b) € Lx L:op(a)NY =or(b)NY}.



Capitulo 2

Algebras de Lukasiewicz—Moisil

0 —valuadas

En este capitulo determinamos una dualidad topoldogica para las &lgebras de
Lukasiewicz—Moisil §—valuadas sin negaciéon (o LMy—algebras) equivalente a la dada
por A. Filipoiu en 1980. Esta dualidad nos permite obtener, no solamente una caracteri-
zacion de las congruencias y las #—congruencias de estas algebras, sino también describir
las L My—algebras subdirectamente irreducibles con respecto a las congruencias y a las
f—congruencias. Ademads, extendemos el estudio anterior a las dlgebras de Lukasiewicz—
Moisil #—valuadas con negacién (o nLMy—algebras), arrivando por un método diferente

a los resultados indicados por V. Boisescu y otros en [13].

Este capitulo se organiza como se indica a continuacién. En la primera seccién deter-
minamos una dualidad topologica para las L My—algebras y analizamos el caso particular
en que 6 es un entero n, n > 2 (o LM, —algebras). Probamos que el espacio dual de una
LMy—4élgebra es un espacio de Priestley que es la suma cardinal de ciertos subconjuntos
cerrados del espacio y que en las LM, —algebras, esta suma cardinal es una unién dis-
junta de sus cadenas maximales, cada una de las cuales tiene a lo sumo n — 1 elementos.
Ademas, en esta seccion a partir de esta dualidad caracterizamos a las congruencias y las
f—congruencias sobre estas algebras por medio de ciertos subconjuntos del espacio dual.
En las LM, —algebras encontramos que los subconjuntos cerrados del espacio dual que

caracterizan a las congruencias son uniones de cadenas maximales. Como consecuencia

49
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de la caracterizaciéon de las congruencias hallamos las LMy—algebras subdirectamente
irreducibles con respecto a las congruencias y con respecto a las #—congruencias y de-
mostramos que estas algebras coinciden. Ademas, probamos que el espacio asociado a una
L My—4lgebra subdirectamente irreducible es totalmente ordenado, y por lo tanto, ellas
son las subalgebras del algebra L[zl], descripta en la Seccion 1.2 del Capitulo 1, las cuales
son también las LMy—algebras simples. En el caso en que # es un entero n, n > 2, la
LM, —4lgebra L[;] es isomorfa a la cadena L,, de n fracciones racionales n%l, 0<j3<n—1,
descripta en la seccion anteriormente indicada. En la segunda seccion determinamos una
dualidad topoldgica para las nLMy—algebras, extendiendo los resultados obtenidos en
la primera seccion de este capitulo. A partir de ella caracterizamos las congruencias y
las §—congruencias de estas algebras y obtenemos las nlL My—4élgebras subdirectamente
irreducibles con respecto a ambas congruencias. Al igual que en las L My—algebras, estas
algebras coinciden y son las subdlgebras de la nL My—algebra L[QI}, que en el caso en que
0 = n, n > 2, son las subalgebras de la nLM,—4&algebra L,. Finalizamos este capitulo

determinando, a través de las dualidades obtenidas, condiciones para que las nociones de

LM, —4&lgebra y nLM,—4&lgebra sean equivalentes.

2.1. Algebras de Lukasiewicz—Moisil 8 —valuadas sin
negacion
En esta seccién nos proponemos describir las algebras de Lukasiewicz—Moisil #—valuadas

sin negacion subdirectamente irreducibles.

2.1.1. Algunas nociones de topologia general

Comenzamos recordando algunas nociones y resultados de topologia general que se

usan con frecuencia mas adelante.

Definicién 2.1.1.1 Un conjunto dirigido es un par (D, <), donde D es un conjunto no
vacio y < es un preorden tal que para cada a, b € D, existe c € D tal que a <c y b < c.

Para cada d € D, Ty={c€ D : d < c} es el conjunto terminal asociado a d.
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Definicién 2.1.1.2 Una red en un espacio topolégico (X, 1) es una funcion ¢ : D — X,
siendo D un conjunto dirigido.

Si para cada d € D, p(d) = x4, entonces a la red ¢ la notamos por (xq)aep-

Definicién 2.1.1.3 Sean (X, 7) un espacio topoldgico, (D, <) y (D', <') conjuntos dirigi-
dos yp: D — X una red. Si f: D" — D es una funcion tal que para todo ¢, d € D',
d <"d implica f(c') < f(d'), entonces a la red po f : D' — X se la llama subred de la

red ¢.

Observacion 2.1.1.4 Sean (X, T) un espacio topologico y ¢ : D — X una red tal que
para cada d € D, o(d) = x4. St po f: D' — X es una subred de la red ¢ : D — X, tal
que para todo ¢! € D', f(c') = dw, entonces a la subred po f la notamos por (xq,)cepr. En
lo sucesivo, cuando escribimos (x4, )sep C (Ta)aep significa que (xq,)cepr €s una subred

de (zq)4ep, esto es que {xq, }rep € {Tataep y sic, e’ € D'y <’ ¢, entonces dy < do.
Definicién 2.1.1.5 Sean (X, 7) un espacio topolégico, xo € X y ¢ : D — X una red.

(i) La red ¢ converge a xg € X y escribimos ¢ — xq si, y solo si, para todo entorno

abierto de xq, U(xg), existe dy € D tal que sid € D ydy < d, entonces p(d) € U(xg).

(ii) La red ¢ se aglomera en xy € X y escribimos ¢ = g, si, y solo si, para todo
entorno abierto de xy, U(xy), y para todo d € D existe cq € D tal que d < ¢4 y
(cq) € Ulxy).

Lema 2.1.1.6 Sean (X,7) un espacio topoldgico, vo € X y ¢ : D — X una red.

Entonces:

(i) ¢ — xq si, y solo si, para todo entorno abierto de xq, U(xy), existe dy € D tal que

#(Tay) € Ulwo)-

(ii) @ = xo si, y solo si, para todo entorno abierto de xqy, U(xy), y para todo d € D,

Lema 2.1.1.7 ([25]) Sea (X, T) un espacio topoldgico. Si A es un subconjunto de X y
x € X, entonces x € A si, y solo si, existe una red p : D — A tal que o — x, donde Y

es la clausura deY C X.
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Observacion 2.1.1.8 Sean (X, 7) un espacio topolégico y ¢ : D — X una red tal que

o(d) = x4 para cada d € D.

(i) Si la red ¢ converge a algin zy € X, lo denotamos por z; — xy. Cuando queremos
especificar el conjunto dirigido D, escribimos , =5 ¥o. En el caso en que la red (Za)deD
no converja a To, 1o notamos por x4 /> Ty 0 Por T4 {5 To-

Luego, 4 — o, para algin xy € X si, y solo si, para todo entorno abierto de x,

U(zy), existe dy € D tal que {z4: d € D, dy < d} C U(zy)

(ii) Si la red ¢ se aglomera en algun xg € X, escribimos x4 = g 0 (T4)aep > To, €n
caso contrario, lo notamos por g ¥ xg 0 (Tg)acp ¥ To-
Luego, (z4)aep > xo para algin xy € X si, y solo si, para todo entorno abierto de xy,

U(zg), existe una subred (x4, )cep de la red (x4)qep tal que {4, }eep C Ul(xp).

Observacion 2.1.1.9 Sea (X, 7) un espacio topolédgico. Si A es un subconjunto de X y
¢ : D — A es una red tal que ¢(d) = x4 para cada d € D, entonces lo notamos por
(24)aep € A. Luego, por el Lema 2.1.1.7, x € A si, y solo si, existe una red (z4)gep € A

tal que x4 — .

Lema 2.1.1.10 ([25]) Sean (X,7) un espacio topoldgico, v € X y ¢ : D — X una
red en X. Si ¢ : D' — X es una subred de @, entonces se satisfacen las siguientes

propiedades:
(i) Si ¢ — x, entonces ¢’ — x.
(ii) Si ¢’ = x, entonces ¢ > .

Teorema 2.1.1.11 ([25]) Sean (X, 7) un espacio topoldgico, x € X y ¢ : D — X una

red en X. Entonces se satisfacen las siguientes propiedades:

(i) ¢ — x si, y sdlo si, para toda subred ¢’ de ¢ existe una subred ¢" de ¢’ tal que

S0// — 1.

(il) ¢ = x si, y solo si, existe una subred ¢’ tal que ¢’ — x.
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Teorema 2.1.1.12 ([25]) Sea (X, 7) un espacio topoldgico. Entonces (X, T) es compacto

s, y solo si, toda red p : D — X se aglomera en algun elemento x de X.

Corolario 2.1.1.13 Sea (X, T) un espacio topolégico. Entonces (X, T) es compacto si, y

solo si, toda red ¢ : D — X tiene una subred convergente.

Las redes también resultan tutiles para caracterizar las funciones continuas y los espa-

cios de Hausdorff, como lo indicamos a continuacion.

Teorema 2.1.1.14 ([25]) Sean (X,7x), (Y,7y) espacios topoldgicos. Una funcion
f X — Y es continua si, y solo si, para todo v € X, f(x4);-5 f(z) para toda red

(Td)aep C X tal que x, 75 .

Teorema 2.1.1.15 ([25]) Sea (X, T) un espacio topoldgico. Entonces X es un espacio de

Hausdorff si, y solo si, toda red convergente en X converge a un tunico elemento de X.

Otra caracterizacion de las funciones continuas que tenemos en cuenta mas adelante

es la siguiente:

Teorema 2.1.1.16 ([25]) Sean (X, 7x), (Y, 7v) espacios topoldgicos y f : X — Y wuna
funcion. Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) f es continua,

(ii) la imagen inversa de todo cerrado en'Y es cerrado en X,
(iii) la imagen inversa de todo abierto en'Y es abierto en X,
)

(iv) la imagen inversa de todo subbdsico (bdsico) en'Y es un abierto en X.

En lo que sigue usamos la siguiente nocién topoldgica:

Definicién 2.1.1.17 Sea (X, 7) un espacio topoldgico. Un subconjunto D de X es denso
en X sila clausura de D es X, es decir D = X.

El siguiente lema nos da una formulacién equivalente de subconjunto denso de un

espacio topoldgico.
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Lema 2.1.1.18 ([25]) Sea (X, T) un espacio topoldgico. Un subconjunto D de X es denso
en X si, y solo si, todo subconjunto bdsico no vacio del espacio X contiene elementos de
D. Esto es, D C X es denso en X si, y solo si, para toda base B de T y para todo
Be B\{0}, BND #40.

2.1.2. Una dualidad topolégica para las L M ,—algebras

En esta seccién obtenemos una caracterizacion de una categoria dual de la categoria
£y de las LM y—algebras y sus correspondientes homomorfismos, en términos de espa-

cios topolégicos ordenados, la cual fue publicada en [33].

Sea f > 2 el tipo de orden de un conjunto totalmente ordenado J con primer elemento

0, siendo J = {0} + I (suma ordinal).

Definicién 2.1.2.1 Un pre-espacio de Lukasiewicz—Moisil 0—valuado (o loP—pre-espa-

cio) es un sistema (X, {f;}icr) tal que

(IP1) X es un P—espacio,

(IP2) f; : X — X es una funcion continua para todo i € I,

(IP3) = <y implica f;(x) = fi(y) para todo i € I,

(IP4) i < j, i, j € I, implica fi(x) < f;(x),

(IP5) fio f; = fi para todo i, j € I.

Un espacio de Lukasiewicz—Moisil 0—valuado (o lgP—espacio) es un pre-espacio de
Lukasiewicz—Moisil 0—valuado (X, {fi}icr), que satisface la siguiente propiedad:

(1P6) | fi(X) es denso en X (es decir |J fi(X) = X, donde Z denota la clausura de
iel el

Z C X).

Definicién 2.1.2.2 Sean (X, {fi}icr) v (X', {f!}icr) loP—espacios. Una lgP—funcidn es

una funcion isétona y continua f : X — X' que satisface la condicion adicional:

(IPf) flo f = fo fi para todo i € I.
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La categoria lgP tiene a los [y P—espacios como objetos y a las [y P—funciones como
morfismos y es una subcategoria plena de la categoria PlgP de los Iy P—pre—espacios y

las [y P—funciones.

La Proposicién 2.1.2.3 nos da formulaciones equivalentes de la condicién (1P6), que

nos resultan tutiles mas adelante.

Proposicién 2.1.2.3 Sean (X, {fi}ier) un lgP—pre-espacio y D(X) el reticulo de todos
los subconjuntos abiertos, cerrados y crecientes de X . Entonces las siguientes condiciones

son equivalentes:

(IP6) U fi(X) = X,

el

(IP7) si U, V € D(X) y f72(U) = f;1(V) para todo i € I, entonces U =V,

(IP8) para cada x € X, existe una red (z4)qep en X tal que f;,(xq) x.

deD
Dem.
(IP6) = (IP7): Sean U, V € D(X) tales que (1) f;*(U) = f;*(V) para todoi € I,y

supongamos que U # V. Si U\ V # 0, de (IP6) se sigue que (U\ V)N U fi(X) # 0. Por
icl
lo tanto, existe o € I tal que fi'(U) # fi'(V), lo que contradice (1).

(IP7) = (IP6): Supongamos que existe zo € X \ [ fi(X). Entonces, existen
U,V € D(X) tales que (1) 2o € U\V y (U\V)Nn U ]%e(IX) = (. Esta tltima ase-
veracién implica que (UNV)N U fi(X)=UnU fi(X).llilor esto, fi {(UNV) = f;1(U)
para todo i € I y por (IP7), corzlecjiuimos que U EIV, lo que contradice (1).

(IP6) < (IP8): Es consecuencia directa del Lema 2.1.1.7. O

Observacion 2.1.2.4 Es simple verificar que si (X, {f;}icr) es un [y P—espacio, entonces

la condicién (IP7) es equivalente a la siguiente:

(IP7)siU, V € D(X)y f7(U) C f7*(V) para todo i € I, entonces U C V.

Es importante mencionar que en el caso en que # = n, donde n es un entero, n > 2,
podemos considerar el conjunto I = {1,...,n — 1} y la Proposicién 2.1.2.3 se transforma

en la siguiente:
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Proposicién 2.1.2.5 beginpropo Sea (X, {f1,..., fu_1}) un l,P—espacio. Entonces las
siguientes condiciones son equivalentes:
n—1
(1P6) X = U fi(X),

=1

1

1,P6) X = U A(),

1

(LP7) 1Y) = f71(Z) para todo i, 1 <i <n—1, implicaY = Z,
donde Y, Z son subconjuntos de X,

(1,P8) para cada x € X, existe iy, 1 <ig <n—1, tal que x = f; (x).

Dem.
(IP6) < (1,P6): Por (IP1), X es un espacio Hausdorff compacto, de lo que se sigue
por (IP2) que para todo i, , 1 < ¢ < n—1, fi : X — X es una funcién cerrada

n—1
y por consiguiente, J fi(X) es un subconjunto cerrado de X, de donde resulta que
i=1

U0 =U scx)

(1,P6) = (1,P8): Sea x € X, entonces por (1,P6), existen i € I y z € X tales que
x = fi(z), luego por (IP5) se tiene que f;(x) = f;(z), de donde se sigue que = = f;(x).

(1,P8) = (1,P7): Sean Y, Z subconjuntos de X tales que (1) f;*(Y) = f;*(Z) para
todoi, 1 <i<m—1yseay €Y. Luego, por (I,P8) existe un indice i, 1 <i <n—1, tal
que (2) y = fi(y), de donde se sigue que y € f;'(Y). Entonces, de esta afirmacion, (1)
y (2) inferimos que y € Z, resultando asi que Y C Z. En forma anéloga se prueba que

ZCY.

n—1
(1,P7) = (1,P6): Es inmediato por (IP5) que f; ' (U fZ(X)) = f;71(X) para todo
i=1

n—1
J, 1 <j<n-—1,delo que concluimos por (1,P7) que X = |J f;(X). O
i=1

La Proposicién 2.1.2.6 nos permite probar que la nocién de Py—espacio, dada por A.

Filipoiu (Seccién 1.4.3), es equivalente a la de Iy P—espacio.
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Proposicién 2.1.2.6 Sea (X,{fi}icr) un lyP—espacio. Entonces para cada U € D(X)

se satisfacen las condiciones siguientes:
(1P9) X \ £, (U) € D(X) para todoi € I,

(IP10) i < j implica f;""(U) C ;71 (U).

Dem. (IP9) es una consecuencia directa de (1IP2) y (IP3). Ademds, (IP10) se sigue de
(IP4). O

Teorema 2.1.2.7 Sea X un espacio de Priestley y para cada i € I, sea f; : X — X una

uncién. Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:
i6n. Entonces las siquientes condici walent
(i) (X, {fi}ier) es un lyP—espacio,
(i) (X, {fi}ier) es un Py—espacio.

Dem. (i) = (ii): Se sigue de la Definicién 2.1.2.1 y la Proposicién 2.1.2.6.

(ii) = (i): solo resta probar que valen las condiciones (IP3) y (IP4). En efecto, sean
z,y € X tales que (1) z <y vy fi,(x) # fi,(y) para algin iy € I. Entonces, por (7.3) en
[12, Definition 7.1, p. 341] tenemos que f;, (z) < fi,(y) y teniendo en cuenta que X es
un espacio de Priestley, existe U € D(X) tal que 2 € X \ fi, '(U) ey & X \ fi, " (U).
De estas tltimas afirmaciones y (1), concluimos que X \ f;, " (U) no es un subconjunto
creciente de X, lo cual contradice (7.4) en [12, Definition 7.1, p. 341]. Por consiguiente se
verifica (1P3).

Por otro lado, supongamos que existen i, j € I tales que i < jy f;(zo) £ f;(z0) para
algin zo € X. Entonces, existe U € D(X) tal que f;(z9) € Uy f;(xo) € U. Por lo tanto,
fi W U) € f,71(U), lo que contradice (7.3) en [12, Definition 7.1, p. 341] y asi, (IP4) se

verifica. O

Los siguientes resultados son consecuencias del Teorema 2.1.2.7 y de la dualidad es-
tablecida en [13, 38, 39], teniendo en cuenta que Hom(A, Ls) y X(A) son homeomorfos
como espacios topoldgicos e isomorfos como conjuntos ordenados (Seccién 1.4.1) y que los

morfismos en la categoria lgP coinciden con los morfismos de la categoria Pr6.
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Lema 2.1.2.8 Sean (X, {f;}icr) un lgP—espacio y D(X) el reticulo distributivo asociado
a X. Entonces, ILy(X) = (D(X), {63 }icr, {E;X}le]) es una LM g—dlgebra, donde ¢X (U) =
FUU) yé (U) = X\ i (U) para todo U € D(X) y para todo i € 1.

Lema 2.1.2.9 Sean (A,V,A,0,1,{¢:}icr, {&; }icr) una LMg—dlgebra y X (A) el espacio
de Priestley asociado a A. Entonces, Lo(A) = (X (A), {f1}ic1) es un lyP—espacio, donde
para cada i € I, la funcion f#* : X(A) — X(A) estd definida por f{(P) = ¢;*(P)
para todo P € X(A). Ademds, o4 : A — D(X(A)), definida por oa(a) = {P € X(A) :

a € P}, es un LM y—isomorfismo.

Dem. solo probamos la condicién (1IP2) de la Definicién 2.1.2.1. De las definiciones de o4
y f# se deduce que para cada a € A y para cada i € I, sz_l(aA(a)) = oa(¢;a). Luego,
teniendo en cuenta que la familia S = {o4(a) : a € A} U{X(A)\ ca(a): a € A} es una
subbase para la topologia de X (A), inferimos del Teorema 2.1.1.16 que las funciones f

son continuas para todo i € I. O

En lo que sigue, denotamos por Lg(A) o por X (A) el [y P—espacio asociado a A y por
ILy(X) o D(X) ala LMy—algebra asociada a un lg P—espacio X . En el caso en que 6 = n,

n > 2, los denotamos por L, (A) y IL,(X), respectivamente.

Lema 2.1.2.10 Sean (X,{fi}icr) v (X', {f}icr) loP—espacios y [ una lyP—funcidn de
X en X'. Entonces, la aplicacion ILy(f) : ILy(X') — ILy(X), definida por la prescrip-
cion Wy(f)(U) = f~YU) para cada U € D(X"), es un LMy—homomorfismo. Ademds se

verifica que ILg(f) es inyectivo (sobreyectivo) si f es sobreyectiva (inyectiva).

Lema 2.1.2.11 Sean (A, V,A,0,1,{¢:}Vicr, {b: Yier) v (A, V,A,0,1, {8 ier, {6 Yier)
LMgy—dlgebras y h un LMy—homomorfismo de A en A’'. Entonces, la aplicacion
Lo(h) : Eg(A") — Ep(h)(A), definida por la prescripcion Ly(h)(P) = h=Y(P) para todo
P e X(A4'), es una lgP—funcion. Ademds se verifica que Lg(h) es inyectiva (sobreyectiva)

si h es un LMy—homomorfismo sobreyectivo (inyectivo).

Proposicién 2.1.2.12 Sean (X, {f;}icr) v (X', {f/}ic1) objetos en lgP y [ una funcion

de X en X'. Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:
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(i) f es un isomorfismo en lgP,

(i) f es un isomorfismo de orden, un homeomorfismo y satisface la condicion:

(IPf) fo fi= flof paratodoie€ I.

Corolario 2.1.2.13 Sea X € lgP. Entonces, la funcion ex de X en X(D(X)), definida

porex(z) ={U € D(X) :z € U}, es un isomorfismo en la categoria lgP.

Teorema 2.1.2.14 Los funtores ILgo Ly y Ly o ILg son naturalmente equivalentes a
los funtores identidad Idegn, e Idy,p respectivamente, donde {oc4 : A € Obj(LMy)} y
{ex : X € Obj(lgP)} son las transformaciones naturales y por lo tanto, la categoria lgP

es naturalmente equivalente a la categoria dual de £LMy.

Dem. Del Teorema 2.1.2.7 y la Definicion 2.1.2.2 tenemos que la categoria lgP coincide
con la categoria PrO. Entonces, teniendo en cuenta los resultados establecidos en [13]

concluimos la demostracion. O

Observacién 2.1.2.15 Cabe aclarar que el Teorema anterior también se puede demostrar
aplicando los resultados establecidos en los cuatro lemas precedentes y en el Corolario

2.1.2.13 y con las técnicas habituales.
Como consecuencia directa del Teorema 2.1.2.14 inferimos que:

Corolario 2.1.2.16 Las categoria BLIM, es naturalmente equivalente a la dual de la

categoria PlgP.

La dualidad que hemos obtenido nos permite determinar una propiedad de los lyP—

espacios, como lo indicamos a continuacion.

Proposicién 2.1.2.17 Sean (A,V,A,0,1,{®;}icr, {®; }icr) una LM y—dlgebra y Lo(A) =
(X(A), {f}icr) el lgP—espacio asociado a A. Entonces para todo P € X(A) y para todo
subonjunto K de I, () fA(P) e X(A) y U fA(P) e X(A).

i€k i€k
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Dem. Teniendo en cuenta que en [ estd definida una relacién de orden < tal que
(I, <) es un conjunto totalmente ordenado y la propiedad (1P4) de los lyP—espacios,
se sigue que {fA(P): P € X(A)}icx es un conjunto de filtros primos encajados de A y
por lo tanto, [ fAP)e X(A)y U fA(P) € X(A) para todo todo P € X(A) y para
todo subonjurzligK de I. < m|

Corolario 2.1.2.18 Sean (A,V,A,0,1,{¢;}icr, {&; }icr) una LMg—dlgebra y Lo(A) =
(X (A),{f}ier) el lgP—espacio asociado a A. Entonces para todo P € X(A) y para
todo subonjunto K de I, existen )\ fAP) y V fA(P), donde A fA(P) es el infimo de
{fAP):ie K}y V fA(P) es ezlesKupremo deZE{I}ZA(P) i€ K},Zf:gn respecto a la relacion
inclusion. <

Dem. Es consecuencia de la Proposicién 2.1.2.17 y teniendo en cuenta que (] fA(P) =
icK

A fAP)y U fAP) =\ fA(P) para todo P € X(A) y para todo subonjunto K de
icK i€k i€k
1. O

Corolario 2.1.2.19 Sea (X,{f;}icr) un lyP—espacio. Entonces para todo v € X y para
todo K C I, existen N fi(z) v \V fi(x), donde A fi(z) v \ fi(x) son el infimo y el

€K €K ieK €K

supremo del conjunto {f;(x) : 1 € K}, respectivamente.

Dem. Teniendo en cuenta que para todo x € X y para todo K C I, se verifica que
{ex(fi(x)) : i € K} C X(D(X)), donde ex es la l[P—funcién definida en el Corolario
2.1.2.13, entonces de los Lemas 2.1.2.8 y 2.1.2.9 y el Corolario 2.1.2.18 inferimos que
existen /\ ex(fi(z)) y V ex(fi(z)). De esta tltima afirmacion y el hecho de que, por
el Corolzaerli(o 2.1.2.13, ¢ Xz Eelg un isomorfismo de orden de X en X (D(X)), concluimos que
existen /}(fz(x) y \é{fz(x) para todo x € X y para todo K C I. O

S i€

2.1.3. Propiedades de los ly P—espacios

A continuacion, determinamos algunas propiedades de los [y P—espacios que nos resul-
tan utiles para caracterizar el reticulo de las congruencias y el de las #—congruencias de

las L My—algebras. Luego usamos estas caracterizaciones para obtener las LMy—4algebras
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subdirectamente irreducibles y las LMy—algebras subdirectamente irreducibles por las

f—congruencias

Proposicién 2.1.3.1 Sea (X, {fi}icr) un lyP—espacio. Entonces para todo v € X se

verifica:

(IP11) z < fi(z) o fi(z) < x para todo i € I.

Dem. Supongamos que existe x € X tal que = £ fi,(z) v fi,(x) £ x para algin ig € I.
En consecuencia, existen U, V' € D(X) tales que (1) x € U\ V' y fi,(x) € V\ U. Sea
H=Un(X\f;, " (U))N fi,”"(V), entonces de (1IP2) y (IP9) concluimos que H € D(X) y
(2) x € H. Ademés, por (IP5) tenemos que f; *(H) = £ (U)N(X\ fi, N U) N fi, H(V).
Esta tltima igualdad y (IP10) implican que f;'(H) =0, si j <ioy fi '(H) C f;'(V),
en otro caso. Por lo tanto, f; ' (H) C f; "' (V) para todo i € I y asi, por (IP7*) inferimos

que H C V. De esta aseveracion y (2) concluimos que x € V, lo que contradice (1). O

Los resultados anteriores nos permiten describir los Iy P—espacios como sigue.

Corolario 2.1.3.2 Si (X, {fi}icr) es un lyP—espacio, entonces X es la suma cardinal de

los subconguntos cerrados T { fi(x)}ier U | {fi(x) }ier para x € X.

Dem. Por (IP11), tenemos que X = | (T {fi(z)}iesrU | {fi(x)}ier). Por otro lado,
si suponemos que existen z,y,z € Xmie)m(les que z € (T {filx)}iesU | {fi(x)}ier) N
(1 {/i(y)}ier U L {fi(y) Yier) entonces, por (IP3) y (IP5) tenemos que fi(x) = fi(2) = fi(y)
para todo i € I. En consecuencia, T {fi(z)}icrU | {fi(®)}ier =T {fi(y)}U | {fi(v) }ier-
Ademds, sean ahora z,y € X tales que (T {fi(z)}iesrU | {fi(z)}ier) 0 (T {fi(y)}ies
U L {fiy)tier) = 0. Si z €1 {fi(@)}ier U | {fi(@)}ier vy w €T {fi() }ier U | {fi(y) }ier,
entonces de (IP3) y (IP5) inferimos que f;(x) = fi(2) vy fi(w) = fi(y) para todo i € I. Por
lo tanto, por (IP3) concluimos que z € wy w £ z.

Para cada ¢ € X y cada i € [ se verifica que (1) T {fi(x)}u | {fi(x)}
=1 {fi(x) }ier U | {fi(x)}icr. En efecto, sea z € X para el cual existe igp € I tal que
fio(z) < zoexisted; € I tal que z < f;, (x). Entonces, por (IP3) y (IP5), f;(2) = fi(z) para

todo i € I, de donde se sigue por (1IP11) (Proposicién 2.1.3.1) que z €1 {f;(x)}U | {fi(x)}
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y por lo tanto se verifica (1). Teniendo en cuenta que por (IP1) X es un espacio de Haus-
dorff, entonces {f;(x)} es un subconjunto cerrado de X para todo i € I, y por consi-
guiente, por la propiedad (P4) de los P—espacios (Seccién 1.4.1), T {fi(x)}U | {fi(x)}
es un subconjunto cerrado de X, de donde concluimos por (1) que para cada x € X,

T {fi(x) }icr U | {fi(z)}ier es un subconjunto cerrado de X. O

Corolario 2.1.3.3 Si (X, {fi}icr) es un lyP—espacio, entonces para todo z,y € X se

verifica la siguiente condicion:

(IP12) fi(x) = fi(y) para todo i € I o fi(x) # fi(y) para todo i € I, pero no ambas.
Dem. Es una consecuencia inmediata del Corolario 2.1.3.2. O

Lema 2.1.3.4 Sea (X, {fi:}ic1) unlogP—espacio, donde I tiene primer elemento 0 y ultimo
elemento 1. Entonces fo ' (U) C U C f, 1 (U)) para todo U € D(X).

Dem. De la hipétesis y (IP10) tenemos que fo '(U) C f;"(U) € fi'(U) para todo
i € I. Entonces, por (IP5) se sigue que f;~'(fo ' (U)) C f;'(U) € f,"'(fi~'(U)) para

todo ¢ € I y de (IP7*) concluimos la demostracion. O

Proposicién 2.1.3.5 Sea (X, {fi}icr) un lyP—espacio, donde I tiene primer elemento O

y ultimo elemento 1. Entonces las siguientes condiciones se verifican para cada v € X :

(IP13) fo(z) < = < fi(x),
(IP14) fo(x) es el dinico elemento minimal en X que precede a x,

(IP15) fi(z) es el inico elemento maximal en X que sucede a .

Dem.
(IP13): Siz € X y fo(x) £ =, entonces existe U € D(X) tal que x € fo ' (U) yx ¢ Uy
por lo tanto, fo ' (U) € U, lo que contradice el Lema 2.1.3.4. En forma andloga se prueba

la otra desigualdad.

(IP14): Si z € X y 2z < fo(x), en virtud de (IP3) y (IP5) tenemos que fo(z) = fo(z). En

consecuencia, por (IP13) concluimos que fo(z) = z. Ademas, si y es un elemento minimal
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en X ey < x, entonces por (IP3) y (IP13) inferimos que fo(z) < y. Por lo tanto, y = fo(x)

y asi, fo(z) es el inico elemento minimal en X que precede a z.

(IP15): Se sigue empleando un razonamiento andlogo al usado en la demostracién de

(1IP14). O

Corolario 2.1.3.6 Sea (X,{f1,..., fa_1}tier) un l,P—espacio. Entonces las siguientes

condictones se verifican para cada v € X :
(1,P14) fi(x) es el unico elemento minimal en X que precede a z,

(1,P15) fn_1(x) es el inico elemento mazimal en X que sucede a x.

Dem. Es consecuencia de la Proposicién 2.1.3.5, teniendo en cuenta que I = {1,...,n—1}
cuando € = n, n > 2. También las propiedades (1,P13), (1,P14) y (1,P15) se siguen de las
propiedades (1P4) y (1,P8). O

Corolario 2.1.3.7 Sea (X,{fi}icr) un lgP—espacio, donde I tiene primer elemento 0

y ultimo elemento 1. Entonces el espacio X es la suma cardinal de los subconjuntos

cerrados [fo(z), fi(x)] ={y € X : fo(z) <y < fi(z)}, conxz € X.

Dem. Sea z €1 {fi(z)}icr U | {fi(z)}ier. Entonces, z < fi,(x) o fi,(x) < z para algin
ip € I,y de (IP3) y (IP5) inferimos que f;(z) = fi(z) para todo ¢ € I. Luego, por (IP13)
tenemos que z € [fo(), fi(2)] y por lo tanto, T {fi(z)}icr U | {fi(2)}ier € [fo(2), fr(2)]-
La otra inclusién es obvia y asi, T {fi(x) }ier U | {fi(2) }ier = [fo(2), fi(x)]. De esta dltima

afirmacién y el Corolario 2.1.3.2 se completa la demostracion. a

Corolario 2.1.3.8 Sea (X,{f1,..., fa_1}) unl,P—espacio, Entonces, X es la suma car-

dinal de una familia de cadenas, cada una de las cuales tiene a lo sumo n — 1 elementos.

Dem. Como [ = {1,...,n— 1}, entonces por la Proposicién 2.1.3.5 y el Corolario 2.1.3.7
tenemos que X es la suma cardinal de los conjuntos [fi(z), f.—1(x)]. Ademds, por (1P3),
(IP5) y (IP4) obtenemos que [fi(z), fn—1(x)] = {fi(x) : 1 <i <n — 1}, el cual por (IP4)

es una cadena. O



64 CAPITULO 2. Algebras de Lukasiewicz—Moisil #—valuadas

Corolario 2.1.3.9 Sea (X,{f1,..., fa_1}) unl,P—espacio, Entonces, un subconjunto C
de X es una cadena maximal en X si, y solo si, C = {fi(x): 1 <i<n—1} para algin

zeX.

Dem. Se sigue de la demostracién del Corolario 2.1.3.8. a

En lo sucesivo si (X, {fi,..., f.}) es un [, P—espacio, entonces denotamos con C, a

la tinica cadena maximal en X a la cual x pertenece.

Observaciéon 2.1.3.10 Si (X, {f1,..., fa_1}) vy (X', {f1,..., fl_1}) son l,P—espacios y
f es una l,P—funcion de X en X', entonces del Corolario 2.1.3.8 y la Definicién 2.1.2.2

deducimos:

(i) f(Cy) = Cu) para todo v € X,
(ii) f envia el i-ésimo elemento de la sucesion que representa a Cy al i—ésimo elemento

de la sucesion que representa a Cy(yy para todo i, 1 <i <n —1.

2.1.4. LMygy—congruencias y 0 L My—congruencias

En esta seccién, en primer lugar caracterizamos las congruencias de una LM y—algebra
a través de la dualidad descripta anteriormente. Para ello, comenzamos introduciendo las

siguientes nociones:
Definicién 2.1.4.1 Sea (X, {fi}ier) un lgP—espacio.

(i) Un subconjunto Y de X es semimodal si f;(Y) CY para todo i € I, o equivalente-
mente si Y C £ (Y) para todo i € I.

(ii) Un subconjunto Y de X es modal siY = f;"'(Y) para todo i € I.

Lema 2.1.4.2 Sea (X,{fi}icr) un lyP—espacio. Entonces el complemento de todo sub-

conjunto modal de X es también un subconjunto modal de X .

Dem. Es consecuencia inmediata de la Definicion 2.1.4.1. a
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Observacion 2.1.4.3 Sean (X, {f;}icr) un lyP—espacio e Y un subconjunto cerrado de

X. Entonces, es simple verificar que Y es semimodal si, y solo si, | f;(Y) C Y.
il

Lema 2.1.4.4 Sea (X,{fi}icr) es un lgP—espacio. Entonces para cadax € X, [ x UTx

es un subconjunto cerrado y semimodal de X .

Dem. Como X es un espacio de Priestley, entonces {z} es cerrado en X para todo z € X.
Luego, por la propiedad (P4) (Seccién 1.4.1) tenemos que | z U T x es un subconjunto
cerrado. Ademds, si y €] x U ] x, entonces por (IP3) obtenemos que f;(y) = f;(x) para
todo i € I. En consecuencia, de (IP11) inferimos que f;(y) €| * U1 x paratodoi € Iy

asi, concluimos que | x U T x es semimodal. O

Los subconjuntos modales del [,, P—espacio asociado a una LM, —algebra desempenan
un rol fundamental en la caracterizacién de sus LM, —congruencias. Ademas, los subcon-
juntos modales del [yP—espacio asociado a una LM j—algebra sirven para caracterizar
las LM y—congruencias determinadas por una cierta clase de filtros del algebra, cuando
el conjunto [ tiene primer elemento y iltimo elemento, como se prueba mas adelante. Es
por ello, que en primer lugar caracterizamos a estos subconjuntos de los [y P—espacios y
luego en particular a los de los [, P—espacios, pero antes recordemos la siguiente defini-
cion, la que nos sirve para describir una propiedad de los subconjuntos modales de los

lg P—espacios.

Definicién 2.1.4.5 Sea (X, <) un conjunto ordenado. Un subconjunto A de X es convero

si A= ANTA, oequivalentemente si v,y € A yx < z <y implican que z € A.

Proposicién 2.1.4.6 Sea (X, {f;}icr) un lgP—espacio. Para todo subconjunto Y de X,

las siguientes condiciones son equivalentes:
(i) Y es modal,

(ii) Y es creciente y decreciente a la vez,

(i) YV = U (T {fi(y) }ier U L {fi(y) }ier)-

yey
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Ademds, si I tiene primer elemento 0 y wultimo elemento 1,

Y = U lfoy), fi(y)]

yey

Dem.

(i) = (ii): De la hipétesis se sigue que (1) Y = f;*(Y) para todo i € I. Sean
2)yeY y xz¢€ X talesque (3) y < zy (4 2z < y. Entonces, de (3), (4) vy la
propiedad (IP3), obtenemos que (5) fi(x) = fi(y) = fi(z) para todo ¢ € I. Por otra parte
de (1) y (2) inferimos que f;(y) € Y, de donde concluimos, por (1) y (5), que z € Yy

z €'Y, lo que nos permite afirmar que se verifica (ii).

(ii) = (i): De la hipdtesis (ii) tenemos que Y =| Y N T Y, entonces de (IP11) se
sigue que y € Y si, y solo si, f;(y) € Y para todo i € I y por lo tanto, Y = f; }(Y) para
todo ¢ € I.

() = (ii): Por (IP11) tenemos que ¥ € U (1 {fi(w)}ier U | {f:(s)}ier). Ademds, s
yey
z €1 {fi(y) }ier U | {fi(y) }ier para algun y € Y, entonces por (IP3) y (IP5) resulta que

fi(z) = fi(y) para todo i € I y asi, de la hipdtesis (i), concluimos que z € Y.
(i) = (i): De (IP3), (IP5) y (IP11) obtenemos que f;~ (T {fi(y)}ier U | {fi(y) }ier)
=1 {fi(y) Yier U | {fi(y)}icr para todo i € I y por lo tanto, Y = f; (V) para todo i € I.

En el caso que I tiene primer y ultimo elemento, |J (T {fi(v)}ierU | {fi(v)}ier)
yey

= U fo(y), fily)] y por consiguiente, Y = U [fo(y), f1(y)]- O

yey yey

Corolario 2.1.4.7 Sea (X,{fi}icr) un lyP—espacio. Entonces, todo subconjunto modal

Y de X es convexo.

Dem. De la hipétesis y el inciso (ii) de la la Proposicién 2.1.4.6, se sigueque Y = YN TY

y por lo tanto, Y es convexo. O

Corolario 2.1.4.8 Sea (X, {fi}icr) unlyP—espacio. Entonces, T {fi(x)}}ier U | {fi(z) }ier
es un subconjunto modal de X para todo x € X. Ademds, si I tiene primer elemento 0 y

ultimo elemento 1, entonces [fo(x), fi(x)] es un subconjunto modal para todo x € X.
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Dem. Es consecuencia directa de la Proposiciéon 2.1.4.6. ]

En lo que sigue, caracterizamos los subconjuntos modales de los [,, P—espacios.

Corolario 2.1.4.9 Sea (X,{f1,..., fa-1}) un l,P—espacio. Si Y es un subconjunto no

vacio de X, entonces las condiciones siquientes son equivalentes:
(i) Y es modal,
(i) Y es un subconjunto de X creciente y decreciente a la vez,

(iii) Y es la suma cardinal de cadenas mazimales en X .

Dem. Es una consecuencia inmediata de la Proposicién 2.1.4.6 y teniendo en cuenta que si
0 =n,n>2 elconjunto I = {1,...,n—1} y paro todo x € X, por las propiedades (IP3),
(IP5), (IP4) y (1,P13), se verifica que [fi(x), fu-1(x)] = {filz) : 1 < i < n—1} = C,,

donde C, es la cadena maximal a la que = pertenece. O
Corolario 2.1.4.10 Toda cadena maximal en un l, P—espacio es modal.

Dem. Se sigue inmediatamente del Corolario 2.1.4.9. O

La siguiente proposiciéon nos da una nueva descripcion de los subconjuntos modales de

un [,, P—espacio.

Proposicién 2.1.4.11 Sea (X,{f1,..., fu-1}) un l,P—espacio, n > 2. Entonces para

todo subconjunto Y de X, las siguientes condiciones son equivalentes:
(i) Y es semimodal,
. n—1
i v ="U £,

(iii) Y es modal.

Dem.

n—1
(i) = (ii): De la hipétesis (i) obtenemos que |J fi(Y) C Y. Por otra parte, siy € Y,
i=1

n—1
entonces por (1,P8) existe i, 1 <i <n—1,tal que y = f;(y) y porlo tanto, Y = |J f;(YV).
i=1
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(il) = (iii): De (ii) se sigue que f;(Y) C Y para todo ¢ € I y por consiguiente,
Y C fi7(Y) para todo i € I. Sean € X e i € I tales que (1) fi(z) € Y. Por (1,P8)
existe j, 1 < j <n—1, tal que (2) x = f;(x). Ademds, por (IP5) y (1) obtenemos que
fi(z) € f;(Y). De esta ultima afirmacién, (2) y la hipétesis (ii) inferimos que z € Yy

asi resulta que f;"'(Y) C Y para todo i € I.
(iii) = (i): Es inmediata. O

El conjunto de los subconjuntos cerrados y semimodales del [y P—espacio asociado a
una LMy—algebra es un reticulo con las operaciones de interseccion y union de conjuntos y
juega un rol fundamental en la caracterizacion de las L My—congruencias de estas algebras,

como lo mostramos a continuacion.

Teorema 2.1.4.12 Sean A una LM g—dlgebra y £4(A) = (X (A), {f*}ic1) el lyP—espacio
asociado a A. Entonces, el reticulo Cs(Lg(A)), de todos los subconjuntos cerrados y semi-
modales de Lyg(A), es isomorfo al dual del reticulo Congy,(A) de todas las LMy—con-

gruencias de A, y el isomorfismo es la funcion ©g definida por la prescripcion Og(Y') =

{(a,D)EAX A: gala)NY =0a(b)NY}.

Dem. En virtud de los resultados establecidos en el Teorema 1.4.1.1 solo resta pro-
bar que ©g es una aplicacién sobreyectiva de Cg(Lg(A)) en Conpyy,(A). En efecto, sea
Y € Cg(Lp(A)). Como o4 : A — D(X(A)) es un LMy—isomomorfismo e Y es un
subconjunto semimodal de X(A), se sigue que para todo a € A y para todo i € I,
oa(dia) NY = fA N oaa)NY)NY y oa(da) NY = A (X (A) \ oala)) NY)NY, lo
que nos permite inferir que O5(Y) € Conpyy, (A).

Reciprocamente, sean ¥ € Congy,(A) y b+ A— A/V el epimorfismo natural. Co-
mo ¢ es una congruencia de reticulo de A, por (A7) en la Seccién 1.4.1, tenemos que
Y ={h Q) : Q € X(A/9)} es un subconjunto cerrado de X(A) y ¥ coincide con la
congruencia de reticulo ©(Y'). Ademds, Y es semimodal. En efecto, sea P = h™1(Q), para
algin @@ € X(A/?9). Teniendo en cuenta que h es un LMy—homomorfismo y el Lema
2.1.2.16, concluimos que la funcién Lg(h) del [y P—pre-espacio X(A/¥) en el Iy P—espacio
X (A), definida por Ly(h)(Q) = h~'(Q) para todo Q € X(A/9), es una loP—funcién.
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Por lo tanto, fA(P) = hil(f-A/ﬁ(Q)) y asf, fA(Y) C Y para todo i € I. Finalmente,

(2

concluimos que Y es un subconjunto semimodal y cerrado de X (A) y asi, ¥ = Og(Y). O

Corolario 2.1.4.13 Sean A una LM,,—dlgebra, donde n es un entero, n > 2, y £,(A) =
(X(A)fE . fA ) el l,P—espacio asociado a A. Entonces, el reticulo Cpr(L,(A)),
de todos los subconjuntos cerrados y modales de L,(A), es isomorfo al dual del reticulo
Conp, (A) de las LM, —congruencias de A, y el isomorfismo es la funcion ©y; definida

como en el Teorema 2.1.4.12.

Dem. Es consecuencia inmediata del Teorema 2.1.4.12 y la Proposicion 2.1.4.11. O

Con el objeto de caracterizar las 6 L My—congruencias de una LMy—algebra introduci-

mos la siguiente nocién.

Definicién 2.1.4.14 Sea (X, {fi}icr) un lyP—espacio. Un 6—subconjunto es un subcon-

Junto semimodal Y de X tal que Y C | fi(Y), o equivalentemente un subconjunto Y de
i€l

X es un 0—subconjunto si |J f;(Y)CY C U fi(Y).

i€l i€l
Lema 2.1.4.15 Sea (X, {fi}ic1) un lyP—espacio. Entonces, para todo subconjunto Y de

X se verifican las siguientes propiedades:

(i) SiY es un subconjunto semimodal de X, entonces Y también es semimodal.

(ii) SiY es un O—subconjunto de X, entonces Y también es un 0—subconjunto de X.

Dem.

(i): De la hipétesis y teniendo en cuenta que f; es una funcién continua para todo ¢ € I,

obtenemos que f;(Y) C f;(Y) CY que todo i € I.

(ii): De la hipétesis tenemos que (J fi(Y) C YV C U fi(Y), de donde se sigue que
i€l icl

Y = U £i(Y) y por lo tanto, (1) Y C | fi(Y). Por otra parte, de la hipétesis y el
i€l i€l
inciso (i) inferimos que Y es un subconjunto semimodal y cerrado de X, entonces, por

la Observacién 2.1.4.3, obtenemos que (2) |J fi(Y) C Y. De (1) y (2) concluimos que

il

Y=UrD. 0

En lo que sigue, caracterizamos los #—subconjuntos cerrados de un ly P—espacio.
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Proposicién 2.1.4.16 Sea (X, {fi}icr) un lyP—espacio. Si 'Y es un subconjunto de X,

entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) Y es un —subconjunto cerrado,

el

(iii) ewiste un subcongunto Z de X tal que Y = | fi(Z).
el

Dem.

(i) < (ii): De la Definicion 2.1.4.14, tenemos que Y es un #—subconjunto de X si, y

solo si, |J fi(Y) C Y C U fi(Y). Esto nos permite afirmar que Y es un #—subconjunto
i€l i€l
cerrado de X si, y solosi, Y = {J fi(Y).
i€l
(i) = (ii): Es trivial.

(iii) = (ii): De la hipétesis tenemos que (1) f;(Y) = f; (U fi(Z)) para todo j € I.
iel
Ademsds, de (IP1) y (IP2) obtenemos que f; es una funcién continua y cerrada para

todo j € I, lo cual implica que f; (U fi(Z)) = f;(U fi(Z)) para todo j € J. Por
i€l

el

lo tanto, de (IP5) inferimos que (2) f; <U fZ(Z)) = fi(Z) para todo j € J y como

el

U f:(Z) = U fi(Z), concluimos por (1), (2) y (iii) que Y = | f;(Y). O

iel il el

Proposicién 2.1.4.17 Sea (X,{f1,..., fa_1}) un l,P—espacio. Entonces para todo sub-

congunto cerrado Y de X, las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) Y es un —subconjunto,

(ii) Y es un subconjunto modal.

Dem. (i) = (ii): Es una consecuencia inmediata de la Definicién 2.1.4.14 y la Proposicién

2.1.4.11.

n—1

(i) = (i): De la hipdtesis (ii) tenemos que Y = |J fi(Y). Por (IP1) y (IP2) infe-
i=1

rimos que para cada 7, 1 < i < n—1, f; : X — X es una funciéon cerrada y co-

mo Y es un subconjunto cerrado de X, entonces f;(Y) es cerrado en X, de donde se
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n—1 n—1
sigue que |J fi(Y) = U fi(Y) y en consecuencia, por la Proposicién 2.1.4.16, Y es un
i=1 i=1
f#—subconjunto de X. O

Los #—subconjuntos cerrados del [y P—espacio asociado a una LMy—algebra nos per-

miten caracterizar las 6 L My—congruencias de estas algebras como se muestra en el Teo-

rema 2.1.4.18.

Teorema 2.1.4.18 Sean A una LM y—dlgebra y Lo(A) = (X (A), {f*}icr) el lyP—espacio
asociado a A. Entonces, el reticulo Cy(Lg(A)), de todos los 0—subconjuntos cerrados de
Lo(A), es isomorfo al dual del reticulo Congrag,(A) de todas las 6 LMy—congruencias de

A, y el isomorfismo es la funcion Oy definida como en el Teorema 2.1.4.12.

Dem. Oy es una funcién sobreyectiva de Cp(Lp(A)) en Congra,(A). En efecto, sea
Y € Cy(Ly(A)) y supongamos que Oy(Y) & Congry,(A). Entonces, existen a,b € A
tales que (1) (¢ia, g;b) € Oy(Y) para todo i € Iy (a,b) & Op(Y). Asi, podemos asumir
que (oa(a) \ oa(b))NY # 0. Como Y es un #—subconjunto cerrado de X (A), por la

Proposicién 2.1.4.16, Y = |J f(Y). En consecuencia (o4(a)\ oa(b)) N fA(Y) # 0, de
icl icl
donde se sigue que existen ip € [ y Q € Y tales que ¢;,(a) € Q y ¢;,(b) € Q. Por lo tanto

(hipa, 9iyb) & Og(Y'), lo que contradice (1). Entonces Oy(Y) € Congra, (A).
Reciprocamente, sea ¥ € Congr,(A), entonces ¥ € Conpy,(A). Luego, por el Teo-

rema 2.1.4.12 tenemos que ¥ = O4(Y) para algin subconjunto cerrado y semimodal Y

de X(A) y por la Observacién 2.1.4.3, U fA(Y) C Y. Si suponemos que existe P € Y
tal que P ¢ W, entonces existezfll a,b € A tales que (1) P € oa(a) \ oa(b) y
(2) (oa(a)\ Uf([b)) nuy f4(Y) = 0. De (1) inferimos que a A b ¢ P, por esto y (1) ob-
tenemos que (3) (a,az/e\lb) ¢ U. Ademds, de (2) se sigue que o4(a) N U fAY) C oa(b)
y por lo tanto, g4(a) N fAY) = gala Ab) N U f4(Y). Esta ﬁltirf; afirmacion im-
plica que (¢;a, ¢;(a A b))lele ¥ para todo i € I. igér consiguiente, de (3) tenemos que

U & Congru,(A), lo que contradice la hipétesis. Asi, concluimos que Y € Cp(Lo(A)) ¥
por lo tanto, ¥ = Oy(Y). Ademds, como Cy(Ly(A)) C Cs(Lg(A)) y Oy es la retriccién
de la funcién Og a Cy(Ly(A), entonces por el Teorema 2.1.4.12, Oy es un isomorfismo de

orden de Cy(Lg(A) en el dual del reticulo Congra, (A), y por consiguiente, Co(Lg(A)) es
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un reticulo y ©y es un isomorfismo de reticulos. m|

Corolario 2.1.4.19 Sea A una LM ,—dlgebra. Entonces, toda LM,—congruencia de A

es una 0 LM, —congruencia de A.

Dem. Es consecuencia directa del Teorema 2.1.4.18, el Corolario 2.1.4.13 y la Proposicion

2.1.4.17. a

2.1.5. L Mygy—congruencias y 6 L My—congruencias maximales

En esta seccion nos proponemos caracterizar las LM y—congruencias maximales y las
0L M y—congruencias maximales de las LMy—4élgebras, a través de la dualidad obtenida,
con el objeto de determinar propiedades de las mismas.

En lo que sigue, si (X, {fi}icr) es un lpP—espacio, denotamos por CJ(X) al conjunto
de todos los f—subconjuntos cerrados no vacios de X y por C2(X) al conjunto de todos

los subconjuntos cerrados y semimodales no vacios de X.

Proposicién 2.1.5.1 Sea (X, {f;}icr) un lyP—espacio. Si Y es un subconjunto cerrado

de X, entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) Y es un elemento minimal de C3(X),
(i) eziste x € X tal que Y = {fi(z)}ier,
(iii) Y es un elemento minimal de C3(X).

Dem.

(i) = (ii): De la hipétesis se verfica que Y € C§(X), entonces por la Proposiciéon
2.1.4.16, Y = m, de donde se sigue que para cada y € Y, m C Y. Como, por
la Proposiciérf€21.1.4.16, m € C)(X), entonces de (i) conclulierilos que m =Y
para cada y € Y. “ “

(ii) = (i): De la Proposicién 2.1.4.16 resulta que | J{f;(z)} € C4°(X) paratodoz € X.
iel
Sean z € X y Z € CJ(X) tales que Z C |J{fi(z)}. Por el Corolario 2.1.3.2 tenemos que
iel
T {fi(x)}ier U | {fi(x)}ier es un subconjunto cerrado de X, entonces se verifica que
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LGJI{fl(ﬂi)} CT {fi()tier U | {fi(x)}ier, de donde se sigue que Z CT {fi(x)}icrU

L {fi(x)}ier, v de (IP3) obtenemos que f;(Z) = {f;(x)} para todo i € I. De esta ultima

afirmacién y la Proposicién 2.1.4.16, concluimos que Z = |J{ fi(z)}.
i€l
(i) = (iii): Sean Y = {fi(y)}iesr para algin y € X y Z € C2(X) tales que Z C Y.

Teniendo en cuenta la Definicién 2.1.4.1 y el Lema 2.1.4.4 tenemos que {fi(y)}ier C

lyUTyyentonces, Z C| y U T y. Luego, por ser Z un subconjunto no vacio de X, de
(IP3) resulta que f;(Z) = {fi(y)} para todo i € I. Por lo tanto {f;(v)}ier = U fi(Z), de
i€l

lo cual se sigue que Y C |J f;(Z). Como Z € C%(X), entonces por la Observacién 2.1.4.3,
icl
tenemos que |J fi(Z) C Z, lo que implica que Y C Z y asi, Y = Z.
iel

(iii) = (ii): Por la hipétesis (iii) tenemos que para cada y € Y, {fi(y)}ier C Y.
Ademas, de la Definicién 2.1.4.14 y la Proposicién 2.1.4.16 inferimos que para caday € Y,

{f:(y) }ier € CY(X), y por la hipétesis (iii) concluimos que Y = {fi(y) }ier- |

Corolario 2.1.5.2 Sea (X,{f1,..., fao_1}) unl,P—espacio. Entonces, un subconjuntoY
de X es un elemento minimal del conjunto C3;(X) de todos los subconjuntos cerrados,

modales y no vacios de X si, y solo si, Y es una cadena mazximal en X.

Dem. Por las Proposiciones 2.1.4.11, 2.1.4.17 y 2.1.5.1, Y es un elemento minimal del
conjunto C%,(X) si, y solo si, Y = {fi(y) : 1 <i<n—1}. De (IP1), (IP2) y (IP6) y el
Corolario 2.1.3.8 se sigue que Y = {fi(y) : 1 <i <n—1} = C, para todo y € Y, donde

(), es la cadena maximal en X tal que y € C,. |

Corolario 2.1.5.3 Sean (A, {¢:}ier, {&; }icr) una LM y—dlgebra y su lyP—espacio aso-
ciado (X (A),{f#}ic1). Entonces para toda LM yg— congruencia o de A, las siguientes con-

diciones son equivalentes:
(i) ¢ es una LM y—congruencia mazximal de A,
(ii) ¢ es una OLM y—congruencia maximal de A,
(iii) existe P € X(A) tal que ¢ = Og(Y), donde Y = m

iel

y Os(Y) estd definida como en el Teorema 2.1.4.12.
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Dem.

(i) < (ii): En virtud del Teorema 2.1.4.12, ¥ es una LMpy—congruencia maximal de
A si, y solo si, existe un elemento minimal Y de C2(X(A)) \ {0} tal que 9 = Og(Y).
Por la Proposicién 2.1.5.1, esta ultima aseveracion es equivalente al hecho de que Y
es un elemento minimal de CJ(X(A)) \ {#}. Como Og(Y) = Og(Y), por el Teorema
2.1.4.18, concluimos que 9 es una L My—congruencia maximal de A si, y solo si, 9 es una

0L My—congruencia maximal de A.
(i) < (iii): Es consecuencia del Teorema 2.1.4.12 y la Proposicién 2.1.5.1. O
Corolario 2.1.5.4 Sean (A, é1,...,0pn-1,01,...,0, ) una LM,—dlgebra y su l,P—

espacio asociado (X (A),{f{,... fA,}). Entonces para toda LM ,—congruencia ¢ de A,

las siguientes condiciones son equivalentes:
(i) ¢ es una LM ,—congruencia mazimal de A,

(ii) ¢ = On(Y), donde Y es un elemento minimal del reticulo C%; (X (A)) de todos los

subconjuntos modales y cerrados y no vacios de X (A),
(i) ¢ = On(Y), donde Y es una cadena mazimal de X (A),
(iv) existe P € X(A) tal que p = Oy (Y), donde Y = 7TLL__Jll{gbi_l(P)},
(v) ¢ =O(¢;"(P)) para algin P € X(A),

donde la congruencia © y(Y) estd definida como en el Corolario 2.1.4.13 y ©(¢;*(P))

es la LM, —congruencia asociada al filtro ¢7*(P).

Dem.
(i) < (ii): En virtud del Corolario 2.1.4.13, ¥ es una LM, —congruencia maximal de
A si, y solo si, existe un elemento minimal Y de C{,(X(A)) \ {0} tal que ¥ = ©,,(Y).

(ii) < (iii): Es consecuencia del Corolario 2.1.5.2.
(iii) < (iv): Resulta del Corolario 2.1.3.9.

(iv) & (v): Se sigue de (A10) y (All). O
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Corolario 2.1.5.5 Sea A una LM g—dlgebra. Si ¢ es una LM g— congruencia mazimal de

A, entonces A/p es una LMy—dlgebra simple.

Dem. Si ¢ es una LMy—congruencia maximal de A, entonces por el Corolario 2.1.5.3, ¢
es una 0 LM y—congruencia maximal de A y por lo tanto, el dlgebra cociente A/y es una

LM y—algebra simple. O
Corolario 2.1.5.6 Toda LM y—dlgebra es semisimple.

Dem. Sean A una LMy—élgebra y ), una LMy—congruencia maximal de A. Teniendo

en cuenta los Corolarios 2.1.5.1 y 2.1.5.3, y el Teorema 2.1.4.18 inferimos que ¥, =

o, (m) para algin 7 € X(A). Sea (1) 9 = (] O (m) Entonces,

icl zeX icl
Vv € Congru,(A) y por el Teorema 2.1.4.18, existe F' € Cy(Lg(A)) tal que ¥ = Oy(F).

Por lo tanto, de (1) y el Teorema 2.1.4.18, se sigue que |J U{f*(z)} € F. Como F
2EX(A) il

es un subconjunto cerrado de Lg(A), U U{f"(z)} C F y asi, por (IP6) concluimos que
rzeX el
F = X(A); por esto, ¥ = {(a,a) : a € A} y por consiguiente, por un lema de dlgebra

universal debido a Birkhoff, A es isomorfa al producto subdirecto de las dlgebras cocientes

A/ ,con x € X(A). Por otra parte, por el Corolario 2.1.5.3, Oy (U {f;“(x)})
O <_gl{f{‘(w)}> iel

es una LMjy—congruencia maximal para todo € X (A), entonces por el Corolario 2.1.5.5,

U{FA@)}
i€l

que nos permite concluir la demostracion. |

el "algebra cociente 4/ es una LMy—4élgebra simple para todo = € X(A), lo
)

2.1.6. LMjy—congruencias determinadas por @—filtros

A continuacién nos proponemos caracterizar, via la dualidad, las LM y—congruencias
de las LM y—algebras que estan determinadas por una clase particular de filtros de estas

algebras, llamados #—filtros.

Definicién 2.1.6.1 Sea (A, {¢;}icr, {®; Vicr) una LMg—dlgebra. Un filtro F de A es un
O—filtro de A six € F implica ¢;x € F para todo i € I, o equivalentemente si ' C ¢; " (F)

para todo i € I.
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Lema 2.1.6.2 Sea (A, {¢;}icr, {&; }icr) una LMy—dlgebra tal que el conjunto I tiene
primer elemento 0. Entonces, un filtro F' de A es un 0—filtro de A si, y solo si, x € F

implica pox € F, o equivalentemente si F = ¢y (F).

Dem. Es consecuencia inmediata de la Definicién 2.1.6.1 y la propiedad (L6) de las

LM yg—algebras. a

Corolario 2.1.6.3 Sea (A, ¢1,...,¢n_1,01,...,0,_1,) una LM,—dlgebra. Entonces, un
filtro F' de A es un 0—filtro de A si, y solo si, x € F implica o1& € F', o equivalentemente
si F'= ¢ Y(F).

Dem. Se sigue del Lema 2.1.6.2, teniendo en cuenta que I = {1,...,n—1} cuando = n,

n > 2. O

El concepto de f—filtro fue introducido por Moisil para las LM ,—élgebras en [53] y
més tarde para las LM y—algebras en [58] bajo el nombre de filtros fuertes, a causa de que
existen filtros que no son #—filtros, por ejemplo el tinico #—filtro propio de L[;] es {1}.
En el caso de las LMy—algebras en las que el conjunto I tiene primer elemento, resulta
que los #—filtros coinciden con los filtros de Stone, introducidos por A. Monteiro en [61]
(cf. [65]). A continuacién recordamos la definicién de filtro de Stone de un reticulo acotado
y una caracterizacion de los §—filtros de las LM y—algebras en las que el conjunto I tiene

primer elemento.

Definicién 2.1.6.4 Un filtro de Stone F de un reticulo (distributivo) acotado L es un
filtro F' de L tal que para todo x € F eziste y € FNC(L) tal que y < x, donde C(L) es

el conjunto de los elementos booleanos de L.

Proposicién 2.1.6.5 ([13, Proposition 5.1.4]) Sea (A, {¢;}icr, {¢;}ier) una LM g— dlge-
bra tal que el conjunto I tiene primer elemento 0. Entonces, para todo filtro F' de A, las

siguientes condiciones son equivalentes:

(i) F es un 0—filtro,

(ii) F es un filtro de Stone,
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(iii) F es el filtro generado por F N C(L),

(iv) F =gy (F).

Denotamos con Fy(A) al conjunto de todos los f—filtros de una LM y—dalgebra A.

En primer lugar vemos que la congruencia de reticulo determinada por un #—filtro es

una LM y—congruencia.

Lema 2.1.6.6 ( [13]) Sea (A, {&;}icr, {®; }ier) una LMg—dlgebra. Si ' es un O—filtro de

A, entonces la congruencia O(F) asociada al filtro F' es una LM g—congruencia de A.

Dem. Sean a, b € A tales que (a,b) € ©(F), entonces existe f € F tal que a A f =bA f,
de donde se sigue que para todo i € I, ¢;(a) Ap;(f) = ¢i(b) A;(f). Como F es un §—filtro
de A, se verifica que ¢;(f) € F para todo i € I y por lo tanto, (¢;(a), ¢;(b)) € O(F) todo
iel. O

Proposicién 2.1.6.7 Sean (A, {¢;}Yicr, {0;}ier) una LMg—dlgebra, (X(A),{f}icr) su

lg P—espacio asociado y Og el isomorfismo definido en el Teorema 2.1.4.12.

(i) Si F es un O—filtro de A, entonces el conjunto Yrp = {P € X(A) : F C P} =

() ca(a) es un subconjunto cerrado, semimodal y creciente de X(A) y ademds
acF

O(F) = Os(Yr).
(i) SiY esun subconjunto cerrado, semimodal y creciente de X (A), entonces el conjunto
Fy ={a€ A:Y Coyula)} es un O—filtro de A y O(F,) = Og(Y).

Dem.

(i): Sea F' € Fy(A). Entonces, por lo afirmado en (A10) en la Seccién 1.4.1, tenemos que
YF es un subconjunto cerrado y creciente de X (A) y ©(F) = O(YF), de lo que se sigue, por
el Lema 2.1.6.6, que O5(Yr) € Conga,(A), donde Og(Yr) = ©(Yr). Luego, del Teorema
2.1.4.12 concluimos que Yy es un subconjunto semimodal de X (A) y ©(F) = Og(Yr).

(ii): Sea Y un subconjunto cerrado, semimodal, y creciente de X (A). Luego, teniendo en

cuenta el resultado establecido en (A1l) en la Seccién 1.4.1, obtenemos que el conjunto
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Fy ={a€ A:Y Coa(a)} es un filtro de A. Sea a € Fy, entonces Y C 04(a), y por ser
Y un subconjunto semimodal de X se sigue que Y C fA™'(c4(a)) para todo i € I. De
esta tultima afirmaciéon y teniendo en cuenta que o4 es un LM y—isomorfismo, inferimos
que Y C o04(¢i(a)) para todo i € I, de donde obtenemos que ¢;(a) € Fy para todo
i € I, resultando asi que Fy es un #—filtro. Entonces, por el Torema 2.1.4.12 y (All),
concluimos que O(Fy) = Og(Y). O

El Teorema 2.1.4.12 y la Proposicién 2.1.6.7 nos permiten obtener la siguiente carac-

terizacion de las LM y—congruencias determinadas por los 0—filtros de A.

Teorema 2.1.6.8 Sean (A,{¢:}icr, {0;}ier) una LMg—dlgebra y (X (A), {f*}icr) su
loP—espacio asociado. Entonces el reticulo Csc(X(A)), de los subconjuntos cerrados,
semimodales y crecientes de X(A), es isomorfo al dual del reticulo Cong,(A) de las
LM gy—congruencias determinadas por los 0—filtros de A, y el isomorfismo Ogc es la

restriccion a Cso(X(A)) del isomorfismo Og definido en el Teorema 2.1.4.12.
Dem. Es consecuencia directa del Teorema 2.1.4.12 y la Proposicién 2.1.6.7. a

Corolario 2.1.6.9 Sean (A, {¢;}icr, {®;}icr) una LMg—dlgebra y (X (A), {f*}icr)
su lgP—espacio asociado. Entonces el reticulo Csc(X(A)), de los subconjuntos cerrados,

semimodales y crecientes de X (A), es isomorfo al dual del reticulo Fo(A).

Dem. Es consecuencia del Teorema 2.1.6.8 y el hecho de que los reticulos Fy(A) y

Cong,(A) son isomorfos.

A continuacién consideramos el caso particular en el que el conjunto I tiene primer y

ultimo elemento.

Proposicién 2.1.6.10 Sea (X, {fi}icr) un lyP—espacio asociado tal que el conjunto I
tiene primer elemento 0 y ultimo elemento 1. Entonces para todo subconjunto Y de X,

las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) Y es un subconjunto modal,

(i) Y= U [fow), (w)],

yey
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(iii) Y es un subconjunto semimodal y creciente,

Dem.

(i) < (ii): Se sigue de la Proposicién 2.1.4.6.

(i) = (iii): De la hipdtesis (i) y la Proposicién 2.1.4.6 es inmediato que Y es un

subconjunto semimodal y creciente.

(iii) = (ii): De la hipétesis (iii) inferimos que fo(y) € Y para todo y € Y. Teniendo en
cuenta que Y es creciente, se sigue que [fo(y), f1(y)] C Y para todo y € Y y por lo tanto,
U [fo(y), fi(y)] € Y. Por otra parte, de (IP11) obtenemos que Y C U [fo(v), f1(y)] ¥

yey yey

asi, Y = U [fo(w), ()] .

yey

Corolario 2.1.6.11 Sea (X, {f;}ic1) un lyP—espacio asociado tal que el conjunto I tiene
primer y ultimo elemento. Entonces, un subconjunto Y de X es un elemento minimal del
reticulo Cpr(X) de los subconjuntos cerrados y modales de X si, y solo si, Y = [fo(x), fi1(x)]

para algin x € X.
Dem. Es consecuencia directa de la Proposiciéon 2.1.6.10. (]

Corolario 2.1.6.12 Sean (A, {¢;Yicr, {¢;}icr) una LMg—dlgebra tal que el conjunto I
tiene primer y 4ltimo elemento, (X (A),{f}ic1) su lyP—espacio asociado y ©Og el

isomorfismo definido en el Teorema 2.1.4.12.

(i) St F' es un 0—filtro de A, entonces Yrp = {P € X(A): FFC P} = () oa(a) es un
aEl
subcongunto cerrado y modal de X(A) y Og(Yr) = O(F).

(i) SiY es un subconjunto cerrado y modal de X(A), entonces

Fy ={a€ A:Y Coula)} es un O—filtro de A y O(F,) = Og(Y).

Dem. Es consecuencia de las Proposiciones 2.1.6.7 y 2.1.6.10. O

Los resultados obtenidos nos permiten dar la siguiente caracterizacion de las LM y—con-
gruencias determinadas por los —filtros cuando el conjunto I tiene primer y tltimo ele-

mento.
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Teorema 2.1.6.13 Sean (A, {¢;}icr, {¢;Yicr) una LMg—dlgebra tal que el conjunto I
tiene primer y dltimo elemento y (X (A), {f#}ic1) su lyP—espacio asociado. Entonces el
reticulo Cpr (X (A)), de los subconjuntos cerrados y modales de X (A), es isomorfo al dual
del reticulo Cong,(A) de las LM g—congruencias determinadas por los 0—filtros de A, y

el isomorfismo es la funcion Oy definida por la misma prescripcion que en el Teorema

2.1.4.12.
Dem. Se sigue del Teorema 2.1.6.8 y la Proposicién 2.1.6.10. O

Corolario 2.1.6.14 Sean (A, {¢;}Yicr, {0;}icr) una LMg—dlgebra tal que el conjunto I
tiene primer y iltimo elemento y (X (A), {f*}ier) su lyP—espacio asociado. Entonces, el

reticulo Cp (X (A)), de los subconjuntos cerrados y modales de X (A), es isomorfo al dual

del reticulo Fo(A).

Dem. Es consecuencia directa del Teorema 2.1.6.8 y la Proposicion 2.1.6.10 o del Teorema

2.1.6.13 y el hecho de que los reticulos Fp(A) y Cong,(A) son isomorfos. O

Corolario 2.1.6.15 Sean (A, ¢1,. .. D1, Oy, . 7571,—1) una LM g—dlgebra. Entonces para

todo ¢ C A x A, las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) ¢ es una LM ,—congruencia de A,
(ii) existe F' € Fp(A) tal que ¢ = O(F).

Dem. Es consecuencia inmediata del Corolario 2.1.4.13 y el Teorema 2.1.6.13. a

2.1.7. Otra caracterizacion de las 6 L My—congruencias

En esta seccion obtenemos una nueva caracterizacion de las 6 LM y—congruencias de

las LM y—4&lgebras. Para ello consideramos la siguiente nocién.

Definicién 2.1.7.1 Sea (A, {¢;}Yicr, {¢; Yicr) una LM y—dlgebra. Si ¢ es una LM g— con-
gruencia de A, llamamos LM g—congruencia generada por ¢, y la notamos por Py, a la

menor QLM g— congruencia de A, en el sentido de la relacion inclusion, que contiene a .
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Lema 2.1.7.2 Sea (A, {¢:}icr, {®; }ic1) una LMg—dlgebra. Entonces, ©(F), = Osc(Yr),

para todo F' € Fy(A), y cuando I tiene primer y dltimo elemento, ©(F), = On(Yr),,
donde ©gc y Oy son los isomorfismos indicados en los Teoremas 2.1.6.8 y 2.1.6.13,

respectivamente.
Dem. Es consecuencia directa de la Proposicion 2.1.6.7 y el Corolario 2.1.6.12. O

Lema 2.1.7.3 Sea (A, {¢; }icr, {&; }ic1) una LMg—dlgebra. Si'Y es un subconjunto cerra-
do y semimodal de X (A), entonces We = Oy (W) , donde donde W(, es
la OLM y— congruencia generada por ©sc(Y), Osc ezsgla restriccion de ©g a Csc(X(A)),
siendo ©g y Oy los isomorfismos indicados en los Teoremas 2.1.4.12 y 2.1.4.18, respecti-

vamente.

Dem. Los Teoremas 2.1.4.12 y 2.1.4.18 nos permiten afirmar que Ogc(Y), = Os(Y), =

©y(Z), donde Z es el mayor —subconjunto cerrado contenido en Y. Teniendo en cuenta
que es facil probar que Z = |J f;(Y), la demostracién estd completa. O
i€l

Lema 2.1.7.4 Sea (X, {f;}icr) unlyP—espacio asociado. Entonces para todo subconjunto

Y de X, T U fi(Y) es el menor subconjunto cerrado, semimodal y creciente de X que
i€l

contiene a |J fi(Y).

el

Dem. Es inmediato que T | fi(Y) es un subconjunto creciente de X. Teniendo en cuenta

i€l
que |J fi(Y) es un subconjunto cerrado de X(A) y la propiedad (P4) de los P—espacios
i€l
(Seccién 1.4.1), resulta que T |J fi(Y) es cerrado en X. Por otra parte, por (IP1) y (1P2)
i€l

tenemos que para todo j € I, f; es una funcion cerrada y continua de X en X y por lo
tanto, (1) f; (U fz(Y)) = f;(Y) para todo j € I. Ademads, de (IP5) y (1) obtenemos
el

que f; (T U f,(Y)) = f;(Y) para todo j € I, de donde se sigue que f; (T U fZ(Y)) C
iel iel
T U fi(Y) para todo j € I y por consiguiente, T |J f;(Y) es semimodal. O
i€l i€l
Definicién 2.1.7.5 Sea (X, {f;}icr) un loP—espacio asociado. SiY es un 60— subconjunto
cerrado de X, llamamos subconjunto cerrado, semimodal y creciente de X generado por

Y al menor subconjunto cerrado, semimodal y creciente de X que contiene a 'Y .
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Lema 2.1.7.6 Sea (X, {fi}icr) un lgP—espacio asociado. Entonces para todo 0— subcon-

Jgunto cerrado Y de X, TY es el subconjunto cerrado, semimodal y creciente de X generado

por Y Y @SC’(T Y)G = @g(Y)

Dem. Sea Y un f—subconjunto de X. Luego, por la Proposicion 2.1.4.16, tenemos que

(1) Y = U fi(Y). De esta afirmacion y el Lema 2.1.7.4 inferimos que T Y es el subcon-
el

junto cerrado, semimodal y creciente de X generado por Y. Ademads, de (IP3) obtenemos

que fi(1Y) = fi(Y) para todo i € I, entonces del Lema 2.1.7.3 y (1), concluimos que

@SC(T Y)6 = @g(Y) O

Proposicién 2.1.7.7 Sea (X, {fi}icr) un lyP—espacio asociado. Entonces para todo sub-

conjunto Y de X, las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) Y es el subconjunto cerrado, semimodal y creciente de X generado por algin 0—

subconjunto de X,

(ii) Y es el subconjunto creciente generado por algin 0—subconjunto de X (Y =1 Z

para algin #—subconjunto Z de X),

(i) Y =1 U fi(Y).
i€l
Dem.
(i) = (ii): De la hipétesis (ii) se sigue que existe un #—subconjunto Z de X tal que

1 Z CY, en consecuecia del Lema 2.1.7.6 y la hipdtesis (i), obtenemos que Y =7 Z.

(ii) = (iii): Sea (1) Y =1 Z para algin #—subconjunto Z de X, entonces de la

Proposicién 2.1.4.16 inferimos que (2) Y =1 | fi(Z). Por otra parte, de (1) y la propiedad

i€l
(IP3) obtenemos que f;(Y) = fi(Z) para todo ¢ € I, de donde por (2) concluimos que
Y=1U /L)
i€l
(iii) = (i): Es consecuencia de la Proposicién 2.1.4.16 y el Lema 2.1.7.4. O

Corolario 2.1.7.8 Sea (X, {fi}icr) un lyP—espacio asociado tal que el conjunto I tiene
ptimer elemento 0 y ultimo elemento 1. Entonces para todo subconjunto Y de X, las

siguientes condiciones son equivalentes:
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(i) Y es el subconjunto creciente generado por algin 0—subconjunto de X

(Y =1 Z para algin f—subconjunto Z de X),

(i) ¥ = U fi(Y),

el

(iii) Y es un subconjunto cerrado y modal de X.

Dem.
(i) < (ii): Se sigue inmediatamente de la Proposicién 2.1.7.7.

(ii) = (iii): Es consecuencia de las Proposiciones 2.1.6.10 y 2.1.7.7.

(iii) = (ii): De la hipdtesis y la Proposicién 2.1.6.10 se sigue que T |J f;(Y) C Y.
i€l

Ademas, si y € Y, entonces por (IP13), fo(y) <y, de lo que resulta que y €1 U Li(Y)y
por lo tanto, Y =7 W -~ O
ic
Teorema 2.1.7.9 Sean (A, {¢;Yicr, {0;}icr) una LMg—dlgebra y su loP—espacio aso-
ciado Eg(A) = (X(A),{f1}ier). Entonces el reticulo Crag(£g(A)), de todos los subcon-
Juntos crecientes de Ly(A) generados por los 0—subconjuntos cerrados de X (A), es iso-
morfo al dual del reticulo Congru,(A) de todas las 6 LMy—congruencias de A, donde
el isomorfismo F estd definido por la prescripcion F(Y) = Ogc(Y), = Oy (m),
Osc(Y) = 05(Y), siendo Og y Oy los isomorfismos definidos en los TeoremasZ€21.1.4.12 y

2.1.4.18, respectivamente.

Dem. Teniendo en cuenta la Proposicién 2.1.7.7, tenemos que el reticulo Crgg(Lg(A))
es un subreticulo del reticulo Cso(Lg(A)) de los subconjuntos cerrados, semimodales y
crecientes de Ly(A). En virtud de los resultados establecidos en los Teoremas 2.1.4.12 y
2.1.4.18, el Corolario 2.1.7.6 y la Proposicién 2.1.7.7, es inmediato que F' es un homomor-
fismo de reticulos de Crgg(Ly(A)) en el dual de Congr, (A).

Ademdés, el homomorfismo F': Crgg(Lg(A)) — Congrm,(A) es sobreyectivo. En efec-
to, sea ¢ € Congr,(A), entonces por el Teorema 2.1.4.18, existe Z € Cp(Lo(A)) tal que
(1) ©9(Z) = ¢. Luego, por la Proposicién 2.1.7.7, T Z € Crgg(Lg(A)). De esta tltima
afirmacién y el Corolario 2.1.7.6 resulta que WH = ©y(Z), de donde concluimos

por (1) que F(1 Z) = ¢.
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También, el homomorfismo F' : Crge(Lo(A)) — Congru, (A) es inyectivo. En efecto,

sean (1) Y, Z € Crgy(Lg(A)) tales que(2) F(Y) = F(Z). De (1) y la Proposicién 2.1.7.7
inferimos que Y =7 | f;(Y) v Z =7 U fi(Z). De estas afirmaciones y (2) se sigue que
i€l el

B¢ (U fz(Y)) =0, (U fZ(Z)), de lo que resulta, por el Teorema 2.1.4.18, que J f;(Y) =

il il il
U fi(Z) y por lo tanto, Y = Z.
i€l
Concluimos de esta manera que F es un isomomorfismo de reticulo de Crgo(Lg(A)) en
el dual de Congra, (A). ]

Corolario 2.1.7.10 Sean (A, {¢;}Yicr, {®;}Yicr) una LMg—dlgebra tal que el conjunto I
tiene primer y dltimo elemento y Lo(A) = (X (A),{f}icr) su lgP—espacio asociado.
Entonces el reticulo Cp(Eg(A)), de todos los subconjuntos cerrados y modales de Ly(A),

es isomorfo al dual del reticulo Congra, (A) de todas las 0 LMy—congruencias de A, donde

el isomorfismo F estd definido por la prescripcion F(Y) = Op(Y), = Oy <U fz(Y)),
i€l

OnY)={(a,b)eAXxA: gala)NY =04(b)NY} y Oy es el isomorfismo indicado en
el Teorema 2.1.4.18.

Dem. Es consecuencia directa del Corolario 2.1.7.8 y el Teorema 2.1.7.9. a

Corolario 2.1.7.11 ( [12], [48],[13, Theorem 5.1.13]) Sea (A, {¢; }icr, {®; Yicr) una LM y—
dlgebra. Entonces, el reticulo Fy(A) de todos los —filtros de A es isomorfo al reticulo
Congra, (A) de todas las 6 LMy— congruencias de A, donde el isomorfismo h estd definido

por la prescripcion h(F) = O(F), para todo F € Fy(A).

Dem. Es consecuencia de la Proposicion 2.1.6.7, los Corolarios 2.1.6.12 y 2.1.6.14, el
Teorema 2.1.7.9 y el Corolario 2.1.7.10. |

Corolario 2.1.7.12 ( [12], [48],[13, Theorem 5.1.13)) Sean (A, {®;}icr, {®;}icr) una
LM g—adlgebra y Fo(A) el reticulo de todos los —filtros de A. Entonces, las siguientes

condiciones son equivalentes:

(i) ¢ es una OLMy—congruencia de A,

(i) ¢ = O(F), para algin F € Fy(A).
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Dem. Es consecuencia del Corolario 2.1.7.11. O

Ahora nos proponenos caracterizar las 8L My—congruencia maximales.

De ahora en adelante tenemos en cuenta que cuando (X (A),{f"}ics) es el [pP—
espacio asociado a una LM g—algebra (A, {¢;}icr, {®;}icr), entonces por el Lema 2.1.2.9,
fA(P) = ¢;'(P) para todo P € X(A) y para todo i € I.

Proposicién 2.1.7.13 Sean (A, {¢; }yicr, {®; Yier) una LM g—dlgebra y (X (A), {f }ier) su

lgP—espacio asociado. Entonces se verifican:

() X(4) N Fo(A) = {P € X(4): PC f;“(P)} _ {P e X(4): PC wuﬂ)},

el

) mas 7o(4) = {1 £2P)s Pe x| ={ N o (P Pex()} c x(),

icl icl

donde maz Fy(A) es el conjunto de los elementos mazimales de Fp(A).

Dem.

(i): Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
P e X(A)NFy(A); Pe XA yPC ¢ (P) paratodoi € I; Pe X(A)y
PC ¢ '(P); PeX(A)yPC)fAP).

iel el
(ii): Sea (1) F' € max Fy(A) y (2) Yp ={P € X(A) : F C P}. Luego, por la Proposicién
2.1.6.7, Y es semimodal, entonces de (2) inferimos que F' C f(P) para todo P € Yr y

para todo i € I y por consiguiente, (2) F C () f#(P) para todo P € Y. Por otra parte,
icl

de (IP5) y el Corolario 2.1.2.18, tenemos que para todo j € I, f (ﬂ fiA(P)) C N AP)
iel iel
y por lo tanto, qu_l (ﬂ gbi_l(P)) C (N ¢; *P), de donde resulta que () fA(P) € Fy(A),
iel iel iel
y en consecuencia de (1) y (2) concluimos que F = () fA(P) = () ¢; '(P) para todo

iel i€l
PeYp.

Reciprocamente, es inmediato que (3) [ fA(P) € Fy(A) para todo P € X(A).

(4) tales que (5) NJAP) € Fy (6) Vi =

(5) v (6) resulta (%Iﬂ fA(P) C Q para todo

() € Yp. Teniendo en cuenta que, por el Corolario 2.1.2.18, ﬂ;?{A(P) € X(A), inferimos
ic

Sean ahora P € X(A)y (4) F € Fy
{Q € X(A) : F C @Q}. Entonces, de
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de (IP3), (IP5) y (7) que f (ﬂ fiA(P)) = f(Q) para todo Q € Y y para todo j € I.
icl
Ademads, por la Proposicion 2.1.6.7, Yr es semimodal, entonces fjA (ﬂ fZ»A(P)) € Yr para
iel
todo j € I. De esta tiltima aseveracién y el hecho de que f* (ﬂ fA(P)) € N fA(P) para
i€l icl
todo j € I, concluimos que F' C [ fA(P), y en consecuencia, por (3), (4) y (5), podemos
iel
afirmar que () fA(P) € max Fp(A). Finalmente, del Corolario 2.1.2.18, concluimos que
icl

max Fg(A) C X (A). O

Corolario 2.1.7.14 Sean (A, {¢;Yicr, {¢;Yicr) una LMg—dlgebra y (X (A), {f}ier) su
lgP—espacio asociado. Entonces para todo P € X(A), las siguientes condiciones son

equivalentes:
(i) P es un 0—filtro maximal de A,

(i) P=NfAP) =N ¢ (P),

i€l i€l

(iil) Yp =7 iLGJI{fZ-A(P)} =1 g]{@l(P)} =1 {¢: " (P)}ier-

Dem.

(i) < (ii): Es consecuencia inmediata de la Proposicién 2.1.7.13.

(ii) = (iii): De la hipétesis y el Corolario 2.1.2.18, tenemos que P € X(A), de donde
resulta que (1) Yp =1 P. Ademds, se verifica que (2) T P =7 m En efecto,
teniendo en cuenta que T m es creciente, para probar (;ile TPCT m
es suficiente demostrar qu;GP € m Sea [? = (I,>), donde > es la rzeelacio’n dual
de la relacién de orden < definida en I. Luego, por el Corolario 2.1.9.2, existe R € X (A)

tal que (4) ¢,

)

Y(P) iRy RC ¢;*(P) para todo i € I, y en consecuencia R C P. Si
suponemos que R C P, entonces por (IP1) existe U € D(X(A)) tal que (5) R &€ U 'y
P € U. De esta afirmacién y la hipétesis (ii) se sigue que ¢; '(P) € U para todo i € I, de
lo que concluimos por (5) que ¢; *(P) ?@ R, lo que contradice (4) y por ende, R =Py
P €7 {¢;'(P)}scr. Por otro lado, si suponemos que existe (6) R € {¢;(P)}ics tal que
P ¢ R, entonces de la hipétesis (ii) y (IP1), existe U € D(X(A)) tal que (7) R ¢ U
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y (8) QQﬁ;l(P) € U. Luego, por ser U creciente y (8), tenemos que Ul{qﬁ;l(P)} cu,
y tenileendo en cuenta que U es cerrado, de (7) obtenemos que R & Ule{qb[—l(l'ﬂ, lo que
contradice (6). Consecuentemente, ﬂ] ¢;*(P) C R paratodo R € m y asi por la
hipétesis (ii), T m CT P. lzz’eor lo tanto se verifica (2), de dz)ende por (1) concluimos
la demostraciér;.d

(iii) = (ii): Como P € X (A), entonces Yp =1 P, de donde se sigue, por la hipdtesis
(iii), que (1) T P =T U{é; '(P)}. Luego, ¢; '(P) €] P para todo i € I y por lo tanto,
i€l

(2

2 PCS o (P). S;pongamos7 que P C [ ¢; *(P), entonces por el Corolario 2.1.2.18

y (IP1) el)ii]ste U € D(X(A)) tal que (3) PfZIU y N ¢;*(P) € U, de donde resulta que

(4) U{gb;l(P)} C U. Por otro lado, de (1) existe 2(651) Q € U{gbi_l(P)} tal que Q C P,

entolrelées de (3) obtenemos que @) ¢ U, de donde inferimos plce)i (4) que Q ¢ m,

lo que contradice (5) y por ende P = ﬂlgﬁ;l(P). -~ O
ic

Corolario 2.1.7.15 Sea (A,{¢i}ier, {®;}icr) una LM y—dlgebra. Si o C A x A, entonces

las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) ¢ es una OLM y— congruencia mazximal,

(i) p =0 <ﬂ qb;l(P)) para algin P € X(A),

iel
(iii) exziste P € X(A) tal que o = Oy(Y), donde Y = |J{¢;*(P)}
i€l

y O9(Y) estd definida como en el Teorema 2.1.4.18.

Dem.

(i) < (ii): Es consecuencia inmediata de los Corolarios 2.1.7.11 y 2.1.7.14.

(ii) = (iii): Sea (1) Q = ) ¢; '(P), entonces de la hipétesis (ii) y las Proposiciones
iel

(
2.1.6.7 y 2.1.7.13, obtenemos que (1) ¢ = ©5(Yy),. Por otra parte, de (1) y el Corolario
2.1.7.14 resulta que Yy =T J{; ' (P)}, de donde inferimos que (2) fA(Yy) = {fA(P)} =

iel

{¢;1(P)} para todo i € I. Luego, de (1), (2) y el Lema 2.1.7.2, ¢ = Oy <U{¢Z1(P)}>

il
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(i) = (ii): Sea (1) Q = N fA(P) = N ¢; '(P), entonces del Lema 2.1.7.2 y la
iel il
Proposicién 2.1.7.13, obtenemos que (2) ©(Q), = Osc(Yy),. Por otra parte, de (1) y el

Corolario 2.1.7.14, Yo =1 U{fA(P)} =1 U{¢; '(P)}, entonces por los Lemas 2.1.7.3 y
i€l i€l
2.1.7.6, concluimos que Og(T Yp), = 0y(Yo). O

A continuacién analizamos cuando el conjunto [ tiene primer y ultimo elemento

Proposicién 2.1.7.16 Sean (A, {¢:}ier, {¢;}icr) una LM g— dlgebra tal que el conjunto I
tiene primer elemento 0 y dltimo elemento 1 y (X(A),{f}ier) su lgP—espacio asociado

FEntonces se verifican:
(i) X(A)NFy(A) = min X(A),
(ii) min X(A) = max Fy(A),

donde min X (A) es el conjunto de los elementos minimales de X(A) y max Fy(A) es el

conjunto de los elementos mazimales de Fy(A).

Dem.

(i): Sea P un filtro primo de A, luego por el Lema 2.1.6.2, P es un #—filtro si, y solo si,
P = ¢y~ '(P). Por otra parte, por el Lema 2.1.2.9, P = ¢y ' (P) si, y solo si, Y = f{(P).
Ademés, del Corolario 2.1.3.7 resulta que Y = f3}(P) si, y solo si, P € min X (A). También
es consecuencia del inciso (i) de la Proposicién 2.1.7.13 y teniendo en cuenta que cuando
I tiene primer elemento 0, entonces por (IP4) y (IP14), se verifica que () f(P) = fg'(P)
y f&(P) es el tinico elemento de min X (A) que precede a P, en el senZtGiIdo de la relacién

inclusion, para todo P € X (A).

(ii): Como [ tiene primer elemento 0, entonces por el inciso (ii) de la Proposicién 2.1.7.13

y las propiedades (1IP4) y (1P14) inferimos que max Fp(A) = {ﬂ fAP): Pe X(A)} =
iel

{f{(P): P e X(A)} =minX(A). O

Corolario 2.1.7.17 Sean (A, {¢i}icr, {®; Yier) una LM y—dlgebra tal que el conjunto I

tiene primer elemento 0 y 4iltimo elemento 1 y (X (A), {fA}icr) su lyP—espacio asociado.

Entonces para todo P € X(A), las siguientes condiciones son equivalentes:
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(i) P es un 0—filtro mazimal de A,
(ii) P es un 0—filtro primo minimal de A,
(iii) P = fg"(P) =o' (P),
(iv) Yp = [fg"(P), /{1 (P)].
Dem. Es consecuencia del Corolario 2.1.6.12 y las Proposiciones 2.1.4.6 y 2.1.7.16. O

Corolario 2.1.7.18 Sea (A, {¢;}icr, {&;}icr) una LMg—dlgebra tal que el conjunto I
tiene primer elemento 0 y ultimo elemento 1. Si ¢ C A x A, entonces las siguientes

condiciones son equivalentes:

(i) ¢ es una OLM y—congruencia mazimal,
(i) ¢ = O(¢y'(P)), para algin P € X (A).

Dem. Es consecuencia inmediata de los Corolarios 2.1.7.11 y 2.1.7.17. ]

Corolario 2.1.7.19 Sean (A, ¢y,...,¢n_1,01,...,0, 1) una LMg—dlgebra y su l,P—
espacio asociado (X (A),{f{,..., f2,}). Entonces para todo ¢ C A x A, las siguientes

condiciones son equivalentes:

(i) ¢ es una LM, —congruencia mazimal,
(ii) ¢ = O(¢, ' (P)) para algin P € X(A).

Dem. Se sigue del Corolario 2.1.7.18 y teniendo en cuenta que toda LM, —congruencia

de una LM y—4élgebra es una 6 LM ,—congruencia. O

2.1.8. El lgP—espacio de las LMjy—algebras subdirectamente

irreducibles

A continuacion, aplicamos los resultados obtenidos anteriormente para caracterizar, en

primer lugar, el [ P—espacio asociado a una LMjy—algebra subdirectamente irreducible.



90 CAPITULO 2. Algebras de Lukasiewicz—Moisil #—valuadas

Teorema 2.1.8.1 Sean (X,{fi}icr) un lgP—espacio y la LM g—dlgebra asociada a X,

ILo(X) = (D(X), {7 Yier, {E;X},e]) Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) X es un conjunto totalmente ordenado,
(ii) ILe(X) es una OLM g—dlgebra simple,
(i) Lp(X) es una LMy—dlgebra simple,
(iv) ILe(X) es una O LM y—dlgebra subdirectamente irreducible,

(v) ILe(X) es una LM g—dlgebra subdirectamente irreducible.

Dem.

(i) = (ii): Sea Y € CJ(X). En consecuencia, por la Proposicién 2.1.4.16, tenemos

que (1) Y = J fi(Y). Como ademds Y es un subconjunto no vacio, de la hipdtesis y
=
)

S
(IP3) inferimos que fi(X) = fi(Y) para todo i € I. Esta aseveracién y (1) implican que

Y = U fi(X) y entonces, por (IP6) tenemos que X =Y. Por lo tanto, Co(X) = { X, 0},
el

de lo cual concluimos, por el Teorema 2.1.4.18, que ILy(X) es una O LM y—algebra simple.

(i) = (iii): Sea Y € C2%(X). Entonces, por la Observacién 2.1.4.3, tenemos que

(1) U f;(Y) C Y y de la Proposicién 2.1.4.16 se sigue que |J f;(Y) € Co°(X). Teniendo en

il iel
cuenta la hipdtesis y el Teorema 2.1.4.18, inferimos que |J f;(Y) = X, de lo que resulta
i€l

por (1) que Y = X. Entonces, por el Teorema 2.1.4.12, la demostracion estd completa.
(iii) = (iv): Es obvia.

(iv) = (v): Por el Teorema 2.1.4.12, Cs(X) \ {X} tiene ultimo elemento Y. Sea

H = U fi(Y'). Entonces, de la Observacién 2.1.4.3 concluimos que H C Y y por la
Propo;ieclién 2.1.4.16, tenemos que H € Cy(X)\{X}. Ademds, si F' € Cy(X)\{X}, entonces
F € Cs(X) \ {X} y por lo tanto, F' C Y. Resultando asf que U fi(F) € U fi(Y), de
donde se sigue, por la Proposicién 2.1.4.16, que F' C H. Por esto,z% es el ﬁltirzrfcl) elemento

de Cp(X) \ {X} vy asi del Teorema 2.1.4.18 inferimos (v).

(v) = (i): De la hipotesis y el Teorema 2.1.4.18 tenemos que Cp(X )\ { X} tiene dltimo

elemento Y. Entonces, por (1P6) inferimos que |J f;(X) € Y y asi, existe xy € X tal que
i€l
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fio(xo) € Y para algun ig € I. Mdas ain, teniendo en cuenta que Y es semimodal y (1P5)
resulta que fi(zo) € Y para todo ¢ € I. Por consiguiente, m Z Y, de donde se
sigue, por la Proposicion 2.1.4.16 y el Teorema 2.1.4.18, quezié = m Ademas, de
la Observacién 2.1.4.3, el Lema 2.1.4.4 y (IP3), concluimos que Uﬁw ClazgUTagy
por lo tanto, X =] x¢ U T xo. Esta ultima afirmacién y (1P3) irznell)lican que X =Tz U | x

para todo x € X. Por consiguiente, (i) estda probado. O

Corolario 2.1.8.2 Sean (A, {¢;}icr, {&;}icr) una LMg—dlgebra y (X (A), {f*}icr)

su lgP—espacio asociado. Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) A es un conjunto totalmente ordenado,
(ii) X(A) es un conjunto totalmente ordenado,
(iii) A es una OLM g—dlgebra simple,
(iv) A es una LM g—dlgebra simple,
(v) A es una 0LMy—dlgebra subdirectamente irreducible,

(vi) A es una 6LMy—dlgebra subdirectamente irreducible.

Dem. Es consecuencia del Lema 2.1.2.9, el Teorema 2.1.8.1 y el hecho de que un reticulo
distributivo A es un conjunto totalmente ordenado si, y solo si, X(A) es un conjunto

totalmente ordenado. O

Corolario 2.1.8.3 Fl dlgebra L[2H, explicitada en el Ejemplo 1.2.6 de la Seccion 1.2, es

una LM g—dlgebra subdirectamente irreducible.

Dem. Es una consecuencia inmediata del Corolario 2.1.8.2, teniendo en cuenta que el

dlgebra Lol es una LM,—4lgebra totalmente ordenada. O

Corolario 2.1.8.4 Sean (A, é1,...,¢n_1,01,...,¢, 1) una LM,—dlgebra y su 1,P—
espacio asociado (X(A),{f{,...,fA,}). Entonces las siguientes condiciones son equi-

valentes:
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(i) A es un conjunto totalmente ordenado,
(ii)) X(A) es un conjunto totalmente ordenado,
(iii) A es una LM ,—dlgebra simple,

(iv) A es una LM, —dlgebra subdirectamente irreducible.

Dem. Es consecuencia de los Corolarios 2.1.4.19 y 2.1.8.2. a

Corolario 2.1.8.5 Sea la LM, —dlgebra (Ly, ¢1,...,0n_1,01,...,¢, 1), donde L, es la
cadena de n fracciones racionales n%l, 0<j7<n—1, enla cual n es un nimero entero,
n > 2, dotada de la estructura natural de reticulo y las operaciones unarias ¢; y ¢; estdn
definidas por gbl(ﬁ) =0siit+j<nuy gb,(ﬁ) =1 en otro caso yaz(ﬁ) =1- qﬁ,(ﬁ),

respectivamente. Entonces el dlgebra L, es una LM,—dlgebra subdirectmente irreducible.

Dem. Es una consecuencia inmediata del Corolario 2.1.8.4 y teniendo en cuenta que el

algebra L, es una LM, —algebra totalmente ordenada. a

2.1.9. Propiedades de los lyP—espacios totalmente ordenados

Con el objeto de probar que toda LMy— algebra subdirectamente irreducible es isomor-
fa a una LM y—subdlgebra de Lg], estudiamos algunas propiedades de los [y P—espacios

totalmente ordenados y en particular, del [y P—espacio asociado a L[QI].

Sea (X,{fi}icr) un lyP—espacio totalmente ordenado. En lo que sigue, para cada
x € X, consideramos K, = {k € I : filx) <z}y J, ={j€l: z < fj(z)} con el
orden y el orden dual inducido por el orden definido sobre I, respectivamente y las redes

(fu(@))ker, ¥ (fj())jes,, las cuales juegan un rol fundamental més adelante.

Lema 2.1.9.1 Sea X un espacio de Priestley. Si (xq)acp €s una red creciente o una red
decreciente en X, entonces (rq)gep converge a un unico elemento x € X. Ademds se
verifica que si (Tq)gep €s creciente, entonces rq < x para todo d € D y si (xq)aep €S

decreciente, entonces x < xgq para todo d € D.
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Dem. Sea (z4)4ep una red creciente en X. Como X es un espacio compacto, por el
Teorema 2.1.1.11, existe xg € X tal que (1) x4 > xo. Luego, x4 < g para todo d € D. En
efecto, si suponemos que existe dy € D tal que xy < z4,, entonces existe U € D(X) tal que
(2) 24y € Uy (3) xo & U. Por ser U un subconjunto creciente de X, de (2) y teniendo
en cuenta que (z4)4ep s creciente, tenemos que x4 € U para todo d € D tal que dy < d
y por esto, {xg : dy < d} N (X \U) = 0, y asi, (3) y el hecho de que X \ U es un
subconjunto abierto de X nos permiten aseverar que x4 % o, lo cual contradice (1). Por

lo tanto (4) x4 < xo para todo d € D. De (1) y (4) inferimos que x xo. En efecto,

d deD
sean V,W € D(X) tales que (5) o € W\ V y sea ¢y € D, entonces por (1), existe dy € D,
co < doy xg, € W\ V. Como (z4)aep es una red creciente, se verifica que z4 € W para
todo d € D tal que dy < d, y de (4) y (5), obtenemos que z4 ¢ V para todo d € D tal
que dy < d, de donde se sigue que xy € W \ V para todo d € D tal que dy < d. Por ser
U(zg) ={U\G: U, G e D(X)y xo € U\ G} la familia de entornos bésicos de x, de
la ultima afirmacion concluimos que 7D %o- La unicidad es consecuencia del Teorema

2.1.1.15. Para una red (z4)qep decreciente el razonaminento es andlogo. O

Corolario 2.1.9.2 Sean (X, {f}icr) un lyP—espacio, < la relacion de orden definida en
I y <9 la relacion dual de < en I. Entonces para todo x € X, se verifican las siguientes

propiedades:

(i) (fi(z))ier es una red creciente en X y existe y € X tal que fi(z) .y y fi(z) <y

para todo i € 1,

(ii) (fi(x))icre es una red decreciente en X, donde 1% = (I,<%), y existe = € X tal que

fi(z) iE Yz < fi(x) para todo i € 1.
Dem. Es consecuencia del Lema 2.1.9.1 y la propiedad (1P4) de los Iy P—espacios. O

Corolario 2.1.9.3 Sea (X, {f;}icr) un lyP—espacio totalmente ordenado. Entonces para
cada x € X, las redes (f;(z))jes, ¥ (fu(x))ker, son decrecientes y crecientes en X, respec-

tivamente, y existen a los sumo dos elementosy, z € X tales que f;(x) e Y fr(x) z

—_—
keK,

y fi(z) <z <z <y< fi(z), para todo k € K, y para todo j € J,.
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Dem. De la hipétesis y la propiedad (1P4) de los lpP—espacios tenemos que las redes
(fj(®))jes. ¥ (fu(x))kek, son decrecientes y crecientes en X, respectivamente. Por el Lema
2.1.9.1, hay a lo sumo dos elementos y, z € X tales que (1) f;(z) Y (2) fu(®) e

y < fi(z) para todo j € J, y fi(xr) < z para todo k € K,. Por otra parte, como
(3) fe(z) < a para todo k € K, entonces de (2) se sigue que z < z. En efecto, si z < z,
entonces por la propiedad (IP1) de los lyP—espacios, existe U € D(X) tal que z € U
y x & U, de lo que resulta de (3) que fy(x) ¢ U para todo k € K, y por lo tanto

) ¥ %» lo que contradice (2). En forma andloga se prueba que z < y. O

Corolario 2.1.9.4 Sean (X,{fi}icr) un lyP—espacio totalmente ordenado y las redes
(fi(x))jes. y (fe(®))kex, para cada x € X. Entonces, se verifica que fj(x) —=» A f;(2)

JEJz
y fu(@) i ke\{( fr(@).

Dem. De la hipdtesis y el Corolario 2.1.9.3 hay a lo sumo dos elementos y, z € X tales

que (1) fi(2) =2y, (2) fu(2) sz 2 B) y < f;(x) para todo j € Jo y (4) fiu(x) < z todo
k € K, paratodo k € K,. Luego, de (3) y el Corolario 2.1.2.19, se sigue quey < A f;(z).

jE€Ts
Si suponemos que y < A fj(x), entonces por la propiedad (IP1) de los lyP—espacios,
J€Jx
existe U € D(X) tal que (1) A fj(z) € U e (2) y ¢ U. Teniendo en cuenta que U

Jj€Jx
es un subconjunto creciente de X y (1), obtenemos que f;j(x) € U para todo j € J,,
de donde, por (2) y el hecho de que U es un subconjunto cerrado de X, inferimos que
fi(z) £5> v, lo que contradice (1) y por lo tanto, y = A f;(z). A partir de (4) y mediante
‘ j€Ja

un razonamiento similar obtenemos que z = \/ fi(z). O
keEK,

Proposicién 2.1.9.5 Sean (X, {fi}icr) un loP—espacio totalmente ordenado y las redes
(fi(@)jes, ¥ (fu(z))ker, para cada x € X tal que x # fi(x) para todo i € I. Entonces,

(@) sez w0 ful) e

Dem. De la hipétesis y el Corolario 2.1.9.3 hay a lo sumo dos elementos y, 2z € X tales
que (1) fi(2) =y, (2) fi(@) ;o 2y B) fulz) < 2 <@ <y < f;(x) para todo j € J,
y para todo k € K,. Supongamos ahora que z < = < y. Entonces por (IP1), existen
UV eD(X)talesque (4) x € U, (5) 2 ¢ U, (6) y € V y (7) x ¢ V. Por esto, de (3), (5)
y (6) inferimos que fix(z) ¢ U para todo k € K, y f;(z) € V para todo j € J,. Por otro
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lado, (IP11) y el hecho que = # f;(x) para todo i € I implican que J, U K, = I y por lo
tanto, (8) (U\ V)N {fi(x)}ier = 0. Teniendo en cuenta que X es un conjunto totalmente
ordenado y la propiedad (IP3) de los [y P—espacios, tenemos que U fi(X) = {fi(z) }ier-
De esta tltima aseveracién, (4), (7) y (8) concluimos que = ¢ Uf%, lo que contradice
(IP6). De este modo, x = z o & = y y por consiguiente, deze(ll) y (2) la demostracién

esta completa. O

Corolario 2.1.9.6 Sea (X,{fi}icr) un lyP—espacio totalmente ordenado. Entonces,

r=V\ filx) oz = A fj(x), para todo v € X tal que v # f;(x) para todo i € I.
keK, J€Jz

Dem. Es consecuencia del Corolario 2.1.9.4 y la Proposicién 2.1.9.5. a

Corolario 2.1.9.7 Sean (X,{fi}ic1) un lyP—espacio totalmente ordenado y x € X tal

que x© # f;i(x) para todo i € 1. Entonces se verifican:

(i) x tiene sucesor inmediato si, y solo si, x no tiene antecesor inmediato,

(i) Y, ={y € X : para todoi € I,y # fi(y) v fi(x) <y si, ysolosi, fi(z)<x},

tiene a lo sumo dos elementos,

(ili) y € Ya\{x} si, y solo si, y es el sucesor inmediato de x, oy es el antecesor inmediato

de x,

(iv) {fi(x)}rek, tiene dltimo elemento si, y solo si, { fj(x)}jes, no tiene primer elemen-

to,
(v) (fx(2))rek, es constante si, y solo si, (fj(x));es, 1o es constante,
(vi) K, tiene dultimo elemento si, y solo si, J, no tiene primer elemento.

Dem. Sea x € X tal que z # f;(z) para todo i € I.

(i): Siy,z € X son tales que y es el antecesor inmediato de x y z es el sucesor inmediato
de z, entonces para todo k € K, y para todo j € J,, fi(z) <y <z <z < fj(x), de

donde se sigue que f;(x) m 'y [fe(z) 5 @, lo que contradice la Proposicién 2.1.9.5.
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(ii): Sea y € Y,. Entonces, de (IP3) y (IP5) se sigue que f;(z) = fi(y) para todo i € I,
Ky =K,y Jy=Joyast, (Fel@Dhers = Ferer, v (F5@)sen = (£50))ses,- Por lo
tanto, por la Proposicién 2.1.9.5, f;(z) RO fr(x) e Ty fi(x) nyo fr(z) e Y-
Como X es un espacio de Hausdorff, de las tdltimas afirmaciones y el Teorema 2.1.1.15

concluimos que Y, tiene a lo sumo dos elementos.

(iii): Sea y € Y, tal que y # x, entonces y < x o x < y. Si y < x, luego por el inciso (ii),
Y, = {y, z}, de donde obtenemos, por la definicién de Y,,, que y es el antecesor inmediato
de z. Si x < y, mediante un razonamiento analogo se sigue que y es el sucesor inmediato

de zx.

(iv): Si suponemos que {fi(x)}ker, tiene ultimo elemento ko y {f;(z)} e, tiene primer
elemento jo, entonces (1) fi,(z) <z < fj,(x). Ademds, es inmediato que fi(z) ;== fro (@)
y [i(®) sz fi(x), lo que implica por (1) que las redes (f;(2))jes, v (fe(2))rek, son tales
que fiu(®) ez v f3(@) 455 @, o que contradice la Proposicién 2.1.9.5.

(v): Si las redes (fi(2))kek, ¥ (fj(x));es, son constantes, luego existen ko € K, y jo € J,
tales que fip(x) = fi,(x) para todo k € K, tal que ky < ky f;(z) = f;,(z) para todo
J € K tal que jo < j. Por lo tanto, (fx(z))kek, ¥ (f;(2));jes, son redes tales que fi,(z) es
el dltimo elemento de { fi(z)}rek, v fj,(z) es el primer elemento de {f;(x)} e, lo que

contradice el inciso (iv).

(vi): Si las redes (fi(z))ker, v (fj(x));ecs, son tales que K, tiene tltimo elemento ko y J,
tiene primer elemento jy, entonces fi,(z) es el ultimo elemento de {fx(z)}ker, ¥ fio ()

es el primer elemento de {f;(x)};cy,, lo que contradice el inciso (iv). O

Corolario 2.1.9.8 Sean (X,{fi}icr) un lyP—espacio totalmente ordenado y v € X tal

que x # fi(x) para todo i € 1. Entonces se verifican:

(i) x tiene sucesor inmediatoy si, y solo si, x = \/ fiu(z),z# N\ fi(x)ey= A fi(z),
keK, jE€T JETy

(i) x tiene antecesor inmediato y si, y solo si, x # \/ fu(x), x = A fi(z) e

keKy JEJa
y=V fulx),
k€K,

(iii) st Y, ={y € X : para todoi€l,y+# fi(y)y fi(x) <y si, ysolosi, fi(x)<zx},
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entonces puede presentarse uno de los siguientes casos:

(@) Vo ={z; ={ A fi(e)} ={ V ful®)},

j€Tn keK,
(b)Y, ={z}={ A fi(x)} y V fi(z)= fi,(x) es el antecesor inmediato de x,
j€ds ek,

con fi,(x) el dltimo elemento de { fi(x)}rek,

(o) Yo={z}={V filx)} y A\ fi(x)=fj(x), es el sucesor inmediato de x, con

keKy Jj€Jx

fio(x) el primer elemento de { f;(x)}jer,,

() Ye={V filx), A\ fi@)}, 2= N\ fi@)oxr= "V fulz)y N\ fi(x) esel

keK, J€Jx Jj€Jx keK J€Jx

sucesor inmediato de \/ fr(z),
keK,

(iv) y € Yo \{a} si, y solo si, y = N\ fiw) yx # N\ fi(x), oy = V [fulx) y

Jj€Jx JjE€Jz JEK
v# \ fel).
keK,
Dem. Es consecuencia de los Corolarios 2.1.9.6 y 2.1.9.7. O

Corolario 2.1.9.9 Sea (X, {fi}ier) un lgP—espacio totalmente ordenado. Entonces para

todo v € I se verifican:

(i) Sii tiene un antecesor inmediato i~ y f;i-(x) < fi(x), entonces f;-(x) es el antecesor

inmediato de f;(z),

(1) sii tiene un sucesor inmediato it y fi(x) < fi+(x), entonces fi+(x) es el sucesor

inmediato de f;(x).

Dem.

(i): De la hipétesis y (1P4) se sigue que f;-(z) < f;(x) para todo x € X. Sii € [ es tal
que fi-(z) < fi(z) y suponemos que existe z € X tal que f;-(z) < z < fi(z), entonces
por la propiedad (IP3) de los Iy P—espacios inferimos que z # f;(z) para todo i € I, i~ es
el ultimo elemento de K, e i es el primer elemento de J,, lo que contradice el Corolario
2.1.9.8. Por lo tanto, f;-(x) es el antecesor inmediato de f;(z).

(ii): Se obtiene mediante un razonamiento similar al empleado en la demostracién del

inciso (i). O
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Corolario 2.1.9.10 Sea (X, {fi}icr) un lygP—espacio totalmente ordenado tal que el con-
gunto I es reqular. Entonces para todo x € X tal que x # fi(x) para todo i € I, las redes
(fi(2)jes, v (fu(x))kek, son tales que { fj(x)}jes, no tiene primer elemento y { fr(z) }rex,
no tiene ultimo elemento y por lo tanto, las redes (fj(x));jes, y (fu(2))rek, no son cons-

tantes, J, no tienen primer y K, no tiene ultimo elemento.

Dem. Dado que el conjunto ordenado I es regular, entonces todo elemento ¢ de I, distinto
del primer elemento de I, tiene antecesor inmediato ¢~, o equivalentemente todo elemento
1 de I, distinto del dltimo elemento de I, tiene sucsesor inmediato ¢*. Supongamos que
existe z € X tal que tal que (1) x # fi(z) paratodo i € I 'y {fx(x)}rexk, tiene dltimo
elemento f,(z). Por lo tanto fy,(x) = \ fi(z), de donde por el Corolario 2.1.9.8,
obtenemos que (2) x es el sucesor inme(]iie;i) de fy,(z). Por otra parte, por ser I un
conjunto regular, ko tiene un sucesor inmediato ki . Luego, de esta tltima aseveracién
y el hecho de que fi,(z) es el dltimo elemento de K, se sigue ki ¢ K, entonces por
(IP4) obtenemos que fi, () < Jrt (x), de donde inferimos del Corolario 2.1.9.9 que Jrt (x)
es el sucesor inmediato de fy,(z) y por lo tanto, de lo afirmado en (2), concluimos que

z = fi+(x), lo que contradice (1) y por lo tanto, {fi(%)}kex, no tiene ultimo elemento.

La demostracién de que {f;(z)};es, no tiene primer elemento es similar. O

Lema 2.1.9.11 Sea X un espacio de Priestley totalmente ordenado. Si U € D(X) \

{0, X}, entonces esiste un x € X tal que U =1 x.

Dem. De la hipdtesis resulta que D(X) es un reticulo totalmente ordenado, entonces
TU € X(D(X)) para todo U € D(X)\ {0, X}. Ademas, la funcién ex : X — X (D(X)),
definida por ex(z) = {V € D(X) : x € V}, es un homeomorfismo, entonces existe un
unico z9 € X tal que T U = ex(zo). Por lo tanto, para todo V € D(X), (1) zo € V si,
y solo si, U C V. Teniendo en cuenta que U satisface (1), inferimos que zy € U, y como
U es creciente, entonces | zo C U. Si suponemos que existe (3) y € U tal que ¢y £ ,
entonces por (IP1) existe V € D(X) tal que (4) g € Ve (5) y € V. De (3) y (5) se sigue
que (6) U €V, y asi (4) y (6) contradicen (1). Por lo tanto U =T . O

Proposicién 2.1.9.12 Sean (X, {fi}icr) un loP—espacio totalmente ordenado y para ca-

da x € X, la red (fr(2))kek,. Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:
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(i) Tz e D(X),

(i) fi(2) gz @

Dem.
(i) = (ii): Por la definicién de K, tenemos que fy(x) €1 z para todo k € K, entonces

de la hipétesis (i) concluimos que fi.(z) 7 .

(ii) = (i): En virtud de la hipétesis existen U,V € D(X) tales que (1) 2 e U\ V' y
(2) fe(z) € U\ 'V para todo k € K,. Luego, de (1) tenemos que fi(z) & V para todo
k € K,. Como X es un espacio de Priestley totalmente ordenado, por el Lema 2.1.9.11,
existe y € X tal que (3) U =7 y. Si suponemos que T x ¢ D(X), entonces de (1) y (3)
inferimos que y < x. Por lo tanto, existe W € D(X) talque y ¢ Wy (4) x € W. Ademas,
por el Lema 2.1.9.11,W =7 z para algin z € X, de donde concluimos que y < z < x'y
asi, (5) W C U. También, de (2) y (5) obtenemos que (6) f, "(U) = f, "(W) = () para
todo k € K,. Por otro lado, de (1), (4) y (IP3) resulta que (7) fi '(U) = fi '(W) = X
para todo i € I\ K,. De este modo, se verifica que f;"'(U) = f; (W) para todoi € I y

por (IP7) podemos afirmar que U = W, lo que contradice (5). O

Corolario 2.1.9.13 Sea (X, {fi}ier) unloP—espacio totalmente ordenado. Entonces para

todo x € X, las siguientes condiciones son equivalentes:
(i) T2 € D(X),
(ii) x tiene un antecesor inmediato.

Dem.

(i) = (ii): Para cada z € X consideramos la red (fx)rer,. De la hipétesis (i), el
Corolario 2.1.9.3 y la Proposicién 2.1.9.12, existe y € X tal que (1) fx(z) Yy
(2) fr(x) <y < x para todo k € K,. Sea z € X tal que (3) y < z < =z, entonces
por (2), (IP3) y teniendo en cuenta la definicién de K, inferimos que (4) z # fi(z) para
todoi € I'y (fi(2))ker, = (fx(2))rek.. De esta ultima afirmacién, (1) y (3) se sigue que
(5) fu(2) # 2- Siw = fi,(x) para algin 4o € I, entonces de (3), (4) y el hecho de que
K, = K, y que i es el primer elemento de .J,, tenemos que (6) f;(2) ]ELJ; z. Luego, (5) y
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(6) contradicen la Proposicién 2.1.9.5. Supongamos ahora que = # f;(z) para todo i € I,
entonces por (3) y (4) se verifica que J, = J,. De las Proposiciones 2.1.9.5 y 2.1.9.12
resulta que f;(x) e s Y Por (3) se sigue que (7) f;(2) 77 - En consecuencia, (5) vy (7)

contradicen la Proposicion 2.1.9.5. Por lo tanto, y es el antecesor inmediato de .

(ii) = (i): De la hipétesis (ii) se sigue que fi(z) 745 =, entonces por la Proposicién

2.1.9.12, concluimos que T x € D(X). O

Proposicién 2.1.9.14 Sea (X, {fi}icr) un lyP—espacio totalmente ordenado. Para cada
x € X tal que x # fi(x) para todo i € I, sea

Y,={y€e X :paratodoiel,y=# fi(y) v fi(x) <y si, ysolosi, fi(x)<ux}.
Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:
(i) Tz e D(X),
(i) Y, tiene ezactamente dos elementos y ademds x es el ultimo elemento de Yy,
o K, tiene ultimo elemento y por lo tanto, Y, = {z},

(i) se satisfacen una de las siguientes condiciones:

(@) Yo = {V file), A (@)}, o= A fix) y V fulz) es el antecesor in-

keK, jETe jeJs keKy
mediato de x,

(b) Yo ={ A fi(2)} y K, tiene iltimo elemento elemento ko y fir,(x) = \ fi(2)
J€Jx keK,
es el antecesor inmediato de x.

Dem.

(i) = (ii): Sea z € X tal que x # f;(x) para todo i € I 'y (1) T = € D(X). Luego,
por el Corolario 2.1.9.13, z tiene un antecesor inmediato y. Si y # f;(y) para todo ¢ € I,
entonces y € Y,, de donde se sigue, por Corolario 2.1.9.7, que Y, = {y,z} y por lo
tanto, x es el ultimo elemento de Y,. Si y = fi,(x) para algun ig € I, entonces iy € K,
y en consecuencia, ig es el ultimo elemento de K. De esta ultima afirmacion inferimos

que y ¢ Y,. Considerando las redes (fi(z))ker, ¥ (fj(x))jes,, de (1) y la Proposicién
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2.1.9.12 tenemos que fi(7) 5~ z, entonces por la Proposicién 2.1.9.5, f;(x) =5 @ De
esta ultima afirmacién resulta que para todo z € X tal que x < z, existe jy € J, tal que

z < fj,(x) < z, y por lo tanto z ¢ Y,, de donde concluimos que Y, = {z}.

(ii) = (i): Seaz € X tal que (1) x # f;(x) paratodo i € I. Si z es el ultimo elemento de
Y, = {z,y}, entonces por el Corolario 2.1.9.13, T x € D(X). Por otro lado, si se verifica
que K, = {k € I : fi(x) < z} tiene tltimo elemento ko, entonces fi(2) oz fio(2) ¥
ademds por (1), fx,(x) < z y por lo tanto, fi(x) m x, de donde, por la Proposicién
2.1.9.12, concluimos que T x € D(X).

(iii) < (ii): Es consecuencia del Corolario 2.1.9.8. O

Corolario 2.1.9.15 Sea (X, {fi}ier) unloP—espacio totalmente ordenado. Entonces para

todo x € X tal que fi(x) # x para todo i € 1, las siguientes condiciones son equivalentes:
(i) 12 € D(X),

(i) V fi(z) es el antecesor inmediato de x y por lo tanto, v = N f;(z).
keKy j€Jx
Dem. Es consecuencia de la Proposicién 2.1.9.12 y los Corolarios 2.1.9.4 y 2.1.9.6 o de la

Proposicién 2.1.9.14. O

Proposicién 2.1.9.16 Sea (X,{fi}icr) un lyP—espacio totalmente ordenado. Entonces,
para todo x € X tal que x = f;(x) para algin iqg € I, las siguientes condiciones son

equivalentes:
(i) T2 e D(X),

(ii) « satisfece alguna de las dos condiciones siguientes:

(a) ig tiene un antecesor inmediato iy y f;,(x) = \/ fi(x) es el antecesor inmediato
keK,
de x,

(b) i es el primer elemento de J, para algin y € X tal que y # fi(y) para todo

iel,y= \ fu(x) es el antecesor inmediato de x y x = N f;(z).
keK, jEK,
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Dem.

(i) = (ii): Sea x € X tal que (1) z = fj,(x) para algin ig € [ y (2) T z € D(X).
Luego, por el Corolario 2.1.9.13, x tiene un antecesor inmediato y y por lo tanto,
(3) V fr(x) <y < z. De esta tltima afirmacién y (1IP3) obtenemos que (4) f;(x) = fi(y)
pargetlz)wdo i € 1. Como X es un [yP—espacio, pueden presentarse que (a) y = f;, (y) para
algin i; € I o (b) y # fi(y) para todo i € I. A continuacién analizamos cada uno de estos
casos.

(a) Supongamos que (5) y = f;, (y) para algin i; € I, entonces de (3), la propiedad
(IP3) y la definicién de K, se sigue que i; es el ultimo elemento de K, de donde por

(1) resulta que i; es el antecesor inmediato de ig y (6) fi,(x) = \/ fx(z). Luego, de (4),

k€K,
(5) v (6) obtenemos que y = fi,(x) = \ fr(x). Por lo tanto, \/ fr(z) es el antecesor
keK, keK,

inmediato de x.

(b) Supongamos ahora que y # f;(y) para todo i € I. Teniendo en cuenta que y es
el antecesor inmediato de x, (1) y (4), inferimos que f;,(y) es el sucesor inmediato de v,

por consiguiente 7, es el primer elemento de J,, y en consecuencia, del Corolario 2.1.9.8

resulta que y = \/ fi(y) v fio(y) = A fj(y). De esta tltima afirmacién, (1), (4) y el
keK, j€Jy

hecho de que K, = K, concluimos que y = \/ fi(z) yx = A fi(z) yasi, V fi(z)
keK, j€ds keK,
es el antecesor inmediato de x.

(ii) = (i): De la hipdtesis (ii) se sigue que = tiene un antecesor inmediato, de donde

concluimos, por el Corolario 2.1.9.13, que Tz € D(X). O

Corolario 2.1.9.17 Sea (X, {fi}ier) unloP—espacio totalmente ordenado. Entonces para

todo x € X tal que f;(x) = x para algin i € I, las siguientes condiciones son equivalentes:
() 12 € D(X),

(i) V fi(x) es el antecesor inmediato de x.
kK,

Dem. Es consecuencia del Corolario 2.1.9.6 y la Proposicion 2.1.9.16. m|

Proposicién 2.1.9.18 Para cada P € X (L[zl]> tal que P # ¢;*(P) para todo i € I,
sean Kp = {k € I : ¢;*(P) C Py yJp ={j€l: P C ¢; ' (P)}, con el or-
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den y el orden dual inducido por el orden definido sobre 1. Entonces, qﬁj’l(P) je—J,SP 0

op (P) wcic, s pero no ambas.

Dem. Sea P € X (L[QI]> tal que P # ¢; ' (P) para todo i € I. Entonces, de la Proposicién
21.95 y el Corolario 2.1.8.3 inferimos que ¢;'(P) b oo o H(P) e P S
f 1 — Ly estd definida por f(i) = 1sii € Jpy f(i) = 0 en otro caso, entonces
f e L[QI]. Ademds, f € gbj_l(P) para todo j € Jp y f & ¢.'(P) para todo k € Kp.
Teniendo en cuenta que X (L[QI]) es un espacio totalmente ordenado concluimos que
(1) ¢,'(P) € P €1 f C ¢;'(P) para todo j € Jp, k € Kp o (2) ¢;'(P) C f C
P C ng;l(P) para todo j € Jp, k € Kp. Si P =7 f, entonces P es el sucesor inmediato de
R =1 f\{f}y asf, por (1) resulta que ¢; ' (P) C R C P para todo k € Kp. Por lo tanto,
o, H(P) iy, I Por otra parte, si T f C P entonces de (2), se sigue que o H(P) e b
y si P CT f, entonces de (1) resulta que qﬁ;l(P) £ P O

Corolario 2.1.9.19 Para todo P € X <L[QI]> tal que P # ¢;*(P) para todo i € I,
se verifica que P = () ¢;'(P) o P= |J ¢, '(P), pero no ambas.
k

) J
jeJp €Kp
Dem. Es consecuencia del Corolario 2.1.9.4 y la Proposicion 2.1.9.18 y el hecho de

que X (L[2”> es un lyP—espacio totalmente ordenado y que para todo P € X <L[2”>,
N o' (P)= A f(P)y U o (P)= V fi{P) O

jeJp JjeJp keKp keEKp

Corolario 2.1.9.20 Sea P € X <L[21]> tal que P # ¢;'(P) para todo i € I. Si (D, <)
es un conjunto dirigido y la red (gbz-’dl(P))deD es tal que ig € I para todo d € D vy
¢ (P) 5 P> entonces existe d, € D tal que {gbi_dl(P)}dero C {¢;'(P)}jesr ©
{gb;dl(P)}dero C {¢.'(P)}rexp, pero no ambas, donde para cada d € D, Ty =

{c € D: d<c} es el conjunto terminal asociado a d.

~Y(P) -— P y para cada c € D existen d,, d, € D tales que

Dem. Supongamos que (1) o5, deD

c <de,c=d,iq € Kpeig € Jp. Ademds, si ¢ < ¢, entonces d. < dv y d, < d,.
Por consiguiente, para cada ¢ € D, existen k. € Kp y j. € Jp tales que (2) k. = iq, v
(3) je = iq.. Considerando las redes (gbi_dl(P))ceD y (¢!

» (P))cep, tenemos que son subredes

de la red (¢;'(P))acp, luego de (1) y el Lema 2.1.1.10 inferimos que
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(4) qﬁz’dl(P) Py () qb;dll (P) =p P Teniendo en cuenta (2), (3), (4) y (5), obtenemos que
si ¢ < ¢, entonces iq, < iq, € i, < ig., 0 equivalentemente si ¢ < ¢/, entonces k. < ko y
Je < Je, de donde se signe que (¢;, (P))een € (&5 (P))kercr ¥ (05, (P))een © (657 (P))jess-
Estas tltimas afirmaciones, el hecho de que las redes (¢;'(P))jes, ¥ (¢, (P))rexp son
convergentes, (4), (5) y el Lema 2.1.1.10, nos permiten concluir que gzﬁj’l(P) ]'G—J};P y

¢,;1(P) Rk P, lo que contradice la Proposicién 2.1.9.18. Por lo tanto, existe dy € D tal
que {7, (P)}aer,, € {65 (P)}jesp 0 {67, (P)}aery, © {65 (P)}rek,, pero no ambas. O

Lema 2.1.9.21 Si P e X <L¥1>, entonces ¢; ' (P) # ngj_l(P) para todo k,j € I, k # j.

Dem. Sean k,j € I y k # j. Como [ es un conjunto totalmente ordenado podemos
suponer que k < j. Sea f : I — Ly definida por f(i) = 1sij < iy f(i) = 0 en otro caso.
Entonces, es simple verificar que f € ng;l(P) y [ & ¢ (P) para todo P € X (L[QI]>. Por
lo tanto, ¢ ' (P) # ¢, (P). O

(7]

Proposicion 2.1.9.22 Sea P € X (L2 ) Entonces las siguientes condiciones son equi-

valentes:
(i) P= ¢i_01(P) para algin iy € I,
(ii) P =1 f, donde f : I — Ly estd definida por f(i) =1 si ig < iy f(i) =0 en otro
caso.

Dem. Es de rutina. O

Proposicién 2.1.9.23 Sea P € X (L[;]) tal que P = ¢;'(P) para algin iy € 1. Si
(qbi_dl(P))deD es una red tal que gbi_dl(P) =B
¢;.' (P) = ¢;,'(P) para todo d € Ty,, donde Ty, ={d € D : dy < d}.

P, entonces existe un dy € D tal que

Dem. Sea P € X (L[2H> tal que (1) P = ¢, '(P) para algin iy € I. Por la Proposicién
2.1.9.22 tenemos que (2) P =1 f, donde f : I — L estd definida por f(i) =1 siig < i
y f(7) = 0 en otro caso. Ademas, por la propiedad (IP8), existe una red (Qf),-_dl(P))deD tal

que (3) ¢, L(P) 2=p I+ Por consiguiente, tenemos los siguientes casos:
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(i) Si (¢, ' (P))4ep es una red creciente, entonces de (1), (3) y los Lemas 2.1.9.1
y 2.1.9.21, inferimos que (4) ¢;'(P) C P para todo d € D, ig # iy. Ademéds, por (2)
tenemos que P es el sucesor inmediato de @ =T f\ {f}, por lo tanto de (4) resulta que
¢;'(P) C Q C P para todo d € D, iy # iy, de donde obtenemos, por (1) y (3), que existe

iq
—1(P) para

10

un dy € D tal que 4 = i para todo d € Ty, y asi concluimos que ¢;, ' (P) = ¢
todo d € Ty,.

(ii) Si (¢, ' (P))aep es una red decreciente, entonces de (1), (3) y los Lemas 2.1.9.1
y 2.1.9.21, se sigue que (4) P C qﬁi_dl(P) para todo d € D, iy # iy. Sea (5) Q =1 g, donde
g : I — Ly esté definida por g(i) = 1 si iy < iy g(i) = 0 en otro caso. Como g < f
entonces, por (2) y (5) tenemos que (6) P C Q. Ademds, (7) Q C ¢;'(P) para todo
d € D, iq # ig. En efecto, si d € D e iy # ip, entonces de (1), (4) y (IP4), concluimos
que (8) 7y < igq. Por otro lado, de la Proposicién 2.1.9.22, se verifica (ﬁl_dl(P) =1 hg, donde
hg : I — Ly esta definida por h(i) = 1 siig < iy h(i) = 0 en otro caso. Esta ultima
afirmacién, (5) y (7) implican que hy < g y asi, @ C gb{dl(P) para todo d € D. Por
consiguiente, de (6) resulta que P C Q C ¢; ' (P) para todo d € D, iq # io. Asi, de (1)
y (3) tenemos que existe un dy € D tal que iy = iy para todo d € Ty, y por lo tanto,
9. (P) = ¢;."(P) para todo d € Ty,.

iq

(i) Existe ¢ € D tal que (¢; ' (P))aer, es una red creciente (decreciente). Entonces,

por (3) tenemos que (¢;, Y(P))ger. es una red creciente (decreciente) y ;. L(P) a7 - Por

lo tanto, por (i) (por (ii)) existe dy € T, tal que ¢; '(P) = ¢;, ' (P) para todo d € T,NTy, =
T,

(iv) Para cada ¢ € D existen d,, d'. € T, tales que (@-dc*l(P))ceD y (¢;,1 (P))eep son
subredes de ((bid*l(P))dep (es decir para todo b € T, se verifica que d. < dy, d'. < d'p)
y ademas (¢;, ~'(P))cep es una red creciente, (gzﬁ,;/l (P))cep es una red decreciente y

(4) {d.}eepU{d .} cep = D. Luego, de (3) y el Lema 2.1.1.10 obtenemos que gbl_dl(P) i

y ¢;. /1 (P) =p P, de donde, por los incisos (i) y (ii), resulta que existen ¢, c; € D tales que

(5) ¢;. (P) = ¢, (P) para todo d. € Ty, v (6) ¢; ) (P) = ¢;,'(P) para todo d'. € Ty, .

id, id’c
Como D es un conjunto dirigido, existe dy € D tal que d., < dy y d', < dy. Por lo tanto,
de (4), (5) y (6), concluimos que ¢Zil(P) = ¢;.'(P) para todo d € Ty,. O
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Corolario 2.1.9.24 Sean P € X (Lg”) tal que P = ¢i_01(P) para algin ig € I, Kp =
{kel: ¢ (P)cPtyldp={jel: P C¢;'(P)}, con el orden y el orden dual

inducido por el orden definido sobre I. Entonces se verifican:

() 6 (P) e P 3 074 (P) o P,
(i) 1 PeD (X (LQ”)),

(i) U o' (P)cPc N ;" (P)y U ¢."(P) es el antecesor inmediato de P.

J
keKp jeJp keKp

Dem. Sea P € X <L[2”> tal que P = qbi_ol(P) para algun ig € I.

De la Proposicién 2.1.9.23 y las definiciones de Kp y Jp, se sigue que ¢, ' (P) e P
y 65 '(P) 5 P
(iii): Del inciso (i) y la Proposicién 2.1.9.12, concluimos que | P € D (X <L[2”>>. Tam-
bién, de la hipdtesis y la Proposicién 2.1.9.22, tenemos que P =7 f, donde f : I — Ly

estd definida por f(i) = 1 si ip <7y f(i) = 0y por lo tanto, T P = o,in(f), de donde
resulta que T P € D (X (L[2”>>.

(iii): Del inciso (i) y la Proposicién 2.1.9.4 obtenemos que P # (] ¢;'(P) y P #

Jj€Jp
U ¢:'(P) y por consiguiente, |J ¢,'(P) € P Cc gbj_l(P). Ademas, del inciso
keKp keKp jeJp
(ii) y el Corolario 2.1.9.17, resulta que |J ¢;'(P) es el antecesor inmediato de P. Por
kekp

otro lado, el hecho de que P =1 f, donde f : I — Ly esta definida por f(i) = 1si iy <
y f(i) = 0 en otro caso, nos permite afirmar que @ =1 f\ {f} es el antecesor inmediato

de Py en consecuencia, Q = |J ;' (P). O
kekp

Proposicion 2.1.9.25 Si (X, {fi}ier) es un lgP—espacio totalmente ordenado, entonces

existe una lgP—funcion sobreyectiva de X (L") en X.

Dem. Sea F' : X <L[2ﬂ) — X definida por F(P) = fi(z) si P = ¢; '(P) para algiin
il
i € I,y en otro caso, F'(P) es el limite de la imagen de cualquier red en J fiL2 (X (L[QI]>)
il
que converge a P. Si P = (%51_01(P) para algin ¢y € I, entonces por el Lema 2.1.9.21, g

es el unico elemento de I que verifica esa condicién. Por lo tanto, tenemos que f;,(x)
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es el tinico elemento de X tal que F(P) = f; (z). Por otro lado, si P # ¢; '(P) para
todo i € I, entonces por (IP8), existe una red en U f,L-L[QI] (X (Lg”)) que converge a P,
y por la Proposicion 2.1.9.18 y el Corolario 2.1.9.2Z()G,Ip0demos considerar que esta red es
(0, " (P))jesp 0 (dx "(P))rexp, pero no ambas. Supongamos ahora que ¢; ' (P) — P.
Por (IP4), (f;(z))jes, es una red decreciente para cada v € X, y el Lema 2.1.9.1 nos

permite asegurar que existe un unico z € X tal que f;(z) — z. Entonces, de la definicién

de F se sigue que F'(P) = z. Por lo tanto, concluimos que F' esta bien definida.

Ademads, F es sobreyectiva. En efecto, si x = f;(x) para algin ¢ € I, entonces
F (gbi_l(P)) =zxyPeX (L[QI]). Siz # fi(x) paratodoi € I, entonces por la Proposicién
2.1.9.5, tenemos que f;(x) et o fr(x) icic®- Suponiendo que (1) fi(x) Ry teniendo
en cuenta que X (Lg”) es una cadena, (1IP3), (IP4) y el Lema 2.1.9.21, se sigue que para
cada P € X <L[2ﬂ>, (¢; '(P))jes, es una red decreciente y no constante en X (L[2”>.
Entonces, existe un tnico @) € X <L[2”> tal que (2) ¢; ' (P) EQ y por la Proposicién
2.1.9.23, Q # ¢; '(P) para todo i € I. Como para todo j € J,, F(¢; ' (P)) = fi(w),

entonces de (1), (2) y la definicién de F' concluimos que F(Q) = x. Si suponemos que

fi(2) 3z, se sigue en forma similar.

solo resta probar que F es una lygP—funcién. Para este fin, observemos que
F (fiL[QI](P)) = F(¢; ' (P)) = fi(x) = fi(F(P)) para todo i € I. Por otro lado, es
de rutina probar que F' es isétona. Ademads, F' es continua. En efecto, sea U € D(X).
Como X es un espacio de Priestley totalmente ordenado, por el Lema 2.1.9.11, existe un
r € X tal que U =1 z). Si se verifica que z # f;(z) para todo ¢ € I, entonces de las
Proposiciones 2.1.9.12 y 2.1.9.5, inferimos que fix(z) gz v v (3) f;(2) se7. x- Por lo tan-
to, de la definicién de F, existe P € X <L[21]> tal que (4) F(P) = x. Teniendo en cuenta
que Q € F7Y(U) si, y solo si, F(P) C F(Q), (4) y el hecho de que F es isétona tenemos
que (5) F~Y(U) =1 P. Luego, de (3) y (4) se sigue que J, = Jp y asi, ¢; ' (P) i
Entonces, por la Proposicién 2.1.9.18, tenemos que ¢ ' (P) m P, de donde se sigue,
por la Proposicién 2.1.9.12, que (6) T P € D (X (L[QH>>. Por otro lado, si z = f; () para
algin 4o € I, entonces F(R) = fi,(z), donde R = ¢; ' (P) para todo P € X (L[Qﬂ>, de
donde resulta, por el Corolario 2.1.9.24, que (7) T R € D <X (L[2”>>. Ademés se verifica
que (8) F~1(U) =1 R. Como {U\V : U, V € D(X)} es una base de la topologia de X,
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de (5), (6) (7) y (8) y el Teorema 2.1.1.14, concluimos que F' es continua. O

Observacién 2.1.9.26 En la demostracion de la Proposicion 2.1.9.25, se puede definir

también la funcion F : X (L[QI]> — X de la siguiente manera: Sea (X, {f;}icr) un

7]
lg P—espacio totalmente ordenado y la funcién f : J fiL2 <X <L¥1>> — X, definida por
el
[1] 1]
f (fiL2 (P)) = fi(z), donde fiL2 (P) = ¢; *(P). Entonces, del Lema 2.1.9.21 y la Proposi-

cién 2.1.9.23 inferimos que f es una funcion continua. Ademas, por la Proposicién 2.1.9.18,

el Corolario 2.1.9.20 y la Proposiciéon 2.1.9.23, tenemos que para cada P € X (L[QI]) y

(7]
para todas las redes en |J fiL2 (X (Lg”)) que convergen a P, las imédgenes de ellas son
iel
convergentes y convergen al mismo limite. Si para cada P € X <L[2ﬂ>, U(P) es la familia

(1]
de los entornos abiertos de P, entonces la base de filtro f <L{ P)ynUy fiL2 (X (L[zﬂ>>)
i€l
(1]
converge en X. Como [ J fiLQ <X (L[QI])) es denso en X (L[QI]) y X es un espacio regular,
iel
concluimos, por [25, Teorema 5.5, Capitulo X |, que f tiene una tinica extensién continua,

F: X <L[2ﬂ> — X, definida por F(P) = x si, y solo si, x es el limite de la imagen
de cualquier red en U fiL[?” (X <L2m>> que converge a P. Si para cada P € X (L[ﬂ),
Jp={jel: PC q;?l(P)} yKp={kel: ¢, '(P)C P}, donde el orden en Jp es el
inducido por el orden dual del orden definido en I y el orden sobre Kp es el inducido por
el orden en I, podemos definir F(P) = x si, y solo si f;(x) en® (fx(2) 3z ©), cuando
¢ (P) 5252 P (6 (P) jezer P)-

Por razones didacticas y de comprension, en la demostracion de la Proposicion 2.1.9.25
usamos la otra definicién de la funcién F'. Si bien es un camino més largo se justifica
porque para demostrar la continuidad de la funcién F' usamos las Proposiciones 2.1.9.12
y 2.1.9.14, en las que se caracterizan los subconjuntos abiertos, cerrados y crecientes de

un lyP-espacio totalmente ordenado. Esto nos permitié tener méas informaciéon de las

estructuras ordenada y topoldgica de estos espacios.

2.1.10. L Mjy—algebras subdirectamente irreducibles

Finalmente determinamos todas las LM y—algebras subdirectamente irreducibles, co-

mo se indica a continuacidn.
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Teorema 2.1.10.1 Sea A una LM y—dlgebra. Entonces las siguientes condiciones son
equivalentes:

(i) A es una LM g—dlgebra subdirectamente irreducible,

(ii) A es isomorfa a una LM g—subdlgebra de Lyt

Dem.

(i) = (ii): Del Teorema 2.1.8.1 y la Proposicién 2.1.9.25 inferimos que existe una
lyP—funcién sobreyectiva h de X (L,)) en X(A). Definiendo ILy(h) de D(X(A)) en
D(X (L,M)) por la prescripcién ILg(h)(U) = h~'(U), entonces por el Lema 2.1.2.10 ten-
emos que ILy(h) es un LMy—homomorfismo inyectivo. Por lo tanto, del Lema 2.1.2.9 se
sigue que g4 0 ILy(h) o ‘7;21[1] es un LMy—homomorfismo inyectivo de A en LQ[I], de donde

concluimos que A es isomorfa a una LMy—subalgebra de L2[I I,

La otra implicacion es consecuencia directa del Corolario 2.1.8.3. O

Corolario 2.1.10.2 Sean A una LM, —dlgebra, donde n es un entero positivo, n > 2 y
L, = {ﬁ, 1 <j <n-—1}, dotado con la estructura natural de reticulo y las operaciones
unarias ¢; y ¢; definidas por gzﬁz(ﬁ) =0sit+j<ny qbz(ﬁ) = 1 en otro caso, y
El(ﬁ) =1- gbz(ﬁ) Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) A es una LM, —4&lgebra subdirectamente irreducible,

(iii) A es isomorfa a una LM ,—subdlgebra de L.

Dem. Es consecuencia directa del Teorema 2.1.10.1, teniendo en cuenta que si 8 = n,

entonces la LM, —4algebra Lo es isomorfa a L,. O

Corolario 2.1.10.3 Sea A una LM y—dlgebra. Entonces las siguientes condiciones son

equivalentes:
(i) A es una LM g—dlgebra simple,

(ii) C(A) = {0,1}, donde C(A) = {¢i(a) : a € A,i € I} es el conjunto de los

elementos booleanos de A.

Dem.
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(i) = (ii): Es consecuencia inmediata del Teorema 2.1.10.1.

(i) = (i): Por la hipétesis (ii) y el Lema 2.1.2.9, C(D(X(A))) = {0,X(A)}, de
donde teniendo en cuenta el Lema 2.1.2.8 y la propiedad (L7) de las LMy—algebra,
obtenemos que (1) fA 7 (U) = 0 o fA'(U) = X(A) para todo U € D(X(A)). Por
otra lado, sea Y un subconjunto de X(A), cerrado, semimodal y no vacio. Entonces,
(2) fA7(Y) es un subconjunto no vacio, compacto y creciente de X(A) para todo
i € I. En efecto, por la propiedad (IP2) se verifica que para todo i € I, fiAfl(Y) es
un subconjunto cerrado de X (A), y como X (A) es compacto, resulta que fiA_l(Y) tam-
bién lo es. Ademads, como Y un subconjunto semimodal no vacio, entonces fiA_l(Y) # 0
para todo ¢ € I, y por la propiedad (IP3) tenemos que fiAfl(Y) es un subconjunto cre-
ciente de X (A). Por otra parte, si para algin ig € I, existe z € X(A)\ zfg_l(Y), entonces
fio(x) € X(A)\ f;(‘)‘_l(Y), de donde por (2), obtenemos que existe U € D(X(A)) tal
que fi,(x) e Uy UnN fi’;‘*l(Y) = (). De estas afirmaciones existe U € D(X(A)) tal que
flf)rl(U) 0y f;gil(U) # X(A), lo que contradice (1). Por consiguiente, fA (V) =
X(A) para todo i € I, lo que implica que U fA(X(A)) C Y. Luego, de la propiedad
(IP6) y el hecho de que Y es un subconjuntozeéerrado de X (A), se sigue que Y = X (A),
y asf los tinicos subconjuntos de X (A) cerrados y semimodales son los triviales, de donde

el Teorema 2.1.4.12 nos permite concluir que A es una LM y—4algebra simple. O

Moisil ([56], [58]) probé que se puede establecer una inmersién de toda LM y—algebra
(LM, —&lgebra) en un producto directo de LMy—algebras (LM, —algebras) isomorfas a

L[QI] (Ly). Estas propiedades se han profundizado en los siguientes resultados:

Teorema 2.1.10.4 ([13, Theorem 1.8, Chapter 6]) Toda LM y—dlgebra es un producto
subdirecto de LM g—subalgebras de Ly

Dem. Del Corolario 2.1.5.6 se sigue que toda LM y—4élgebra es un producto subdirecto
de LMy—algebras simples y en consecuencia, por el Corolario 2.1.10.2, la demostracion

esta completa. a

Corolario 2.1.10.5 ([13, Corollary 1.8, Chapter 6]) Toda LM, —dlgebra es un producto
subdirecto de LM ,—subdlgebras de L,,.
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Dem. Se infiere de los Corolarios 2.1.5.6 y 2.1.10.2. También es consecuencia del Teo-
rema 2.1.10.4 y el hecho de que las LM, —algebras L, y Lo/l son isomorfas cuando

I={1,...,n—1}. O

2.2. Algebras de Lukasiewicz—Moisil 8 —valuadas con
negacion

En esta seccién nos abocamos a determinar las algebras de Lukasiewicz—Moisil 6—va-

luadas con negacién subdirectamente irreducibles.

2.2.1. Una dualidad topolégica para las nLMy—algebras

Teniendo en cuenta los resultados establecidos en [22] extendemos la dualidad topoldgi-
ca obtenida en la Seccion 2 de este capitulo para las LMy—algebras al caso de las
nLMy—3algebras. Esta dualidad, publicada en [33], nos conduce a caracterizar las con-
gruencias y las —conguencias de las nL My—algebras. Con este proposito, introducimos

las siguientes nociones:

Sea 6 > 2 el tipo de orden de un conjunto totalmente ordenado J con primer elemento

0 y ultimo elemento 1, siendo J = {0} 4+ I (suma ordinal).

Definicién 2.2.1.1 Un espacio (pre-espacio) de Lukasiewicz 0—wvaluado con negacion o
NlgP—espacio (pre-espacio) es una terna (X, g,{fi) }ier) que satisface las siguientes con-

diciones:

(nlP1) (X, g) es un mP—espacio (Seccion 1.4.2),

(nlP2) (X, {f:)}icr) es un lgP—espacio (pre-espacio),

(nlP3) fio g = fi para todo i € I,

(nlP4) go f; = fau) para todo i € I, donde d : I — I es una involucion decreciente,

(nl,P4) go fi = fn_i para todo i, 1 <i<n-—1, en el caso que 0 =n, n > 2.



112 CAPITULO 2. Algebras de Lukasiewicz—Moisil #—valuadas

Definicién 2.2.1.2 Sean (X, g, {fi}icr) v (X', ¢, {fi }ier) NlgP—espacios (pre-espacios).
Una NlgP—funcion de (X, g,{ fi}icr) en (X', ¢, {f!}ic1) s una funcion isétona y continua

f: X — X' que satisface las condiciones:
(IPf) flo f = fo fi para todo i € I,

(mPf) fog=g'of.
Esto es, f: X — X' es una NlgP—funcidon si, y solo si, f es una lgP—funcién y una

mP—funcion.

La categoria NlgP de los NlgP—espacios y las NlyP—funciones es una subcategoria
plena de la categoria PNIlgP que tiene como objetos los NlyP—pre-espacios y como
morfismos las Ny P—funciones.

Si 6 es un entero n, n > 2, denotamos por N1, P a la categoria de los N1, P—espacios

y las N, P—funciones.

El Teorema 2.2.1.3 nos permite probar que la nocién de N Py—espacio, dada por A.

Filipoiu (Seccién 1.4.3), es equivalente a la de NlyP—espacio.

Teorema 2.2.1.3 Sean (X, g) un mP—espacio y para cada i € I, f; : X — X una

funcion. Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) (X,g,{fi}ier) es un NlgP—espacio,

(i) (X, g,{fi}ier) es un NPy—espacio.

Dem. Se sigue de la definiciéon de N Py—espacio, dada en la Seccion 1.4.3, la Definicion

2.2.1.1 y el Teorema 2.1.2.7. a

Teniendo en cuenta que Hom(A, L) y X (A) son homeomorfos como espacios topoldgi-
cos e isomorfos como conjuntos ordenados y que los morfismos de la categoria NP coinci-
den con los morfismos de la categoria NPr60 de los N Py—espacios y las N Py—funciones,
tenemos que los resultados establecidos a continuacion son consecuencias del Teorema

2.2.1.3 y de los correspondientes resultados obtenidos en [13, 38, 39].
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Lema 2.2.1.4 Sean (X, g,{fi}icr) un NlgP—espacio y D(X) el reticulo distributivo aso-
ciado a X. Entonces nlly(X) = (D(X), ~x,{¢: }icr) es una nLMg—dlgebra, donde para
todo U € D(X), ~x U= X\ g(U) y ¢X(U) = " (U) para todo i € I.

Lema 2.2.1.5 Sean (A,V,N\,0,1,~,{¢;}icr) una nLMg—dlgebra y X (A) el espacio de
Priestley asociado a A. Entonces NEg(A) = (X(A),ga, {f}icr) es un NlgP—espacio,
donde para todo i € I, la funcién f* : X(A) — X(A) y la funcion ga : X(A) — X(A)
estdn definidas por f{/(P) = ¢; ' (P) y ga(P) = X(A)\{~ z : € P} para todo P € X(A).
Ademas 04 : A — D(X(A)), definida por c4(a) = {P € X(A) : a € P}, es un

nLM g—isomorfismo.
En lo que sigue, denotamos por NLy(A) o por X(A) el NiyP—espacio asociado a A.

Lema 2.2.1.6 Sean (X, g,{fi}icr) v (X', ¢'{f!}ic1) NlgP—espaciosy f una NlgP—fun-
cion de X en X'. Entonces la aplicacion nllg(f) : nlly(X') — nllLy(X), definida por la
prescripcion nlle(f)(U) = f~Y(U) para cada U € D(X'), es un nLM y—homomorfismo.

Ademas se verifica que nlLy(f) es inyectivo (sobreyectivo) si f es sobreyectiva (inyectiva).

Lema 2.2.1.7 Sean (A, V,N\,0,1,~ {diticr) v (A, VN0, 1~ {d:}icr) nLMy—
algebras 'y h un nLMy—homomorfismo de A en A'. Entonces la aplicacion
NEg(h) : NELg(A') — NELy(h)(A), definida por la prescripcion N Lg(h)(P) = h™'(P)
para todo P € X(A'), es una NlgP—funcion. Ademds se verifica que N Lg(h) es inyectiva

(sobreyectiva) si h es un nLMy—homomorfismo sobreyectivo (inyectivo).

Proposicién 2.2.1.8 Sean (X, g,{fi}icr) v (X', ¢, {f!}icr) objetos en NlgP y f una

funcion de X en X'. Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) f es un isomorfismo en NlgP,

(i) f es un isomorfismo de orden y un homeomorfismo que satisface:

(IPf) fo fi= flof paratodoi€ I,

(mPf) fog=gof.
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Corolario 2.2.1.9 Sea (X, g,{fi}icr) un objeto en NlgP. Entonces, la funcion ex de
X en X(D(X)), definida por ex(xz) = {U € D(X) : x € U}, es un isomorfismo en la
categoria N1gP.

Teniendo en cuenta los resultados precedentes, es de rutina probar el siguiente teorema.

Teorema 2.2.1.10 Los funtores nlly o NLy 1y NLgonlly son naturalmente equiva-
lentes a los funtores identidad Idneom, € Idni,», respectivamente, donde las familias
{oa: A € Obj(nLMy)} y {ex : X € Ob(NIgP)} son las transformaciones natu-
rales y por lo tanto, la categoria NlgP es naturalmente equivalente a la categoria dual de

nﬂﬂﬁg .

Del Teorema 2.2.1.10 resulta inmediato que las categorias PNIlpP v Pn LM, son

dualmente equivalentes.

2.2.2. nLMjy—congruencias y OnLMgy—congruencias

Las siguientes propiedades de los Ny P—espacios nos permiten determinar las nL M g—

algebras subdirectamente irreducibles.

Proposicién 2.2.2.1 Todo NlgP—espacio (X, g,{f:) }ier) es la suma cardinal de los sub-

conjuntos cerrados, involutivos y modales [fo(z), fi(z)], x € X.

Dem. Teniendo en cuenta que todo NlgP—espacio (X, g, {f:)}ier) es un lyP—espacio,
donde el conjunto [ tiene primer elemento 0 y iltimo elemento 1, entonces de los Corolarios
2.1.3.7y 2.1.4.8 se sigue que X es la suma cardinal de los subconjuntos cerrados y modales,
[fo(x), fi(z)], x € X. Ademds, por las propiedades (nlP1) y (nlP4) de los Ny P—espacios,

tenemos que estos subconjuntos son involutivos. O

Lema 2.2.2.2 Si (X, g,{fi}ic1) un NlgP—espacio, entonces todo 0—subconjunto cerrado

de X es involutivo.

Dem. Sea Y = | f;(Y). Teniendo en cuenta que g es un homeomorfismo y la propiedad
i€l
(nlP4) de los NlyP—espacios, obtenemos que g(Y) = UJ fas)(Y) = U fi(Y). O

i€l il
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Lema 2.2.2.3 Sea (X, g,{fi}icr) un NlgP—espacio. Si 'Y es un subconjunto involutivo

de X, entonces las siguientes condiciones son equivalentes:
(i) Y es creciente,

(ii) Y es decreciente.

Dem. (i) = (ii): Seaxz € X ey € Y tal que x < y. Entonces (1) ¢(y) < g(z) y teniendo
en cuenta que Y es involutivo, tenemos que g(y) € Y. De esta tltima afirmacién, (1) y la

hipétesis (i), deducimos que g(x) € Y y por lo tanto, z = g(g(x)) € Y.

La demostracién de (ii) implica (i) es similar. O
A continuacién analizamos los subconjuntos modales de los Ny P—espacios.

Proposicién 2.2.2.4 Sea (X, g,{fi}ict) un NlgP—espacio. Si'Y es un subconjunto no

vacio de X, entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) Y es modal,

(i) Y es involutivo y creciente,

(i) ¥ = U [fo(y), f1(»)].

yey

Dem. (i) = (ii): Por la hipétesis (i) y la Proposicion 2.1.4.6, Y es un subconjunto creciente
de X. Con el objeto de probar que Y es involutivo es suficiente chequear que g(Y) C Y.
Sea (1) z = ¢g(y), con (2) y € Y, entonces de (1) y la propiedad (nlP3) de los NiyP—
espacios, obtenemos que (3) f;(z) = fi(y) para todo i € I. Luego, de (2), (3) y por ser YV’

un subconjunto modal, concluimos que z € Y y por lo tanto, g(Y) C Y.

(ii) = (i): De la hipdtesis (ii) y la Proposicién 2.1.4.6 se sigue que Y es un subconjunto

creciente y decreciente a la vez y consecuentemente, por Proposicién 2.1.4.6, Y es modal.

(i) < (iii): Se sigue de la Proposicién 2.1.4.6 y teniendo en cuenta que todo NlyP—

espacio es un [y P—espacio. O

En lo que sigue, describimos los subconjuntos modales de los N, P—espacios.
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Corolario 2.2.2.5 Sea (X, g,{f1,..., fa_1}) un Nl,P—espacio. Si Y es un subconjunto

no vacio de X, entonces las siquientes condiciones son equivalentes:

(i) Y es modal,
(ii) Y es involutivo y creciente,

(ili) Y es la suma cardinal de cadenas mazimales en X (Y = |J C).
yey

Dem. Es consecuencia inmediata de la Proposicion 2.2.2.4. a

Teorema 2.2.2.6 Sean (A, ~,{¢;:}icr) una nLMg—dlgebra y su NlgP—espacio asociado
NLg(A) = (X (A), ga, {f}icr). Entonces, se verifican:

(i) El reticulo Cis(NLg(A)), de todos los subconjuntos cerrados, involutivos y semi-
modales de NLg(A), es isomorfo al dual del reticulo Con,py,(A) de todas las

nLMg—congruencias de A.

(ii) El reticulo Co(N L(A)), de todos los 0—subconjuntos cerrados de N L(A), es isomorfo

al dual del reticulo Congnrn, (A) de todas las OnLMg— congruencias de A,
donde en ambos casos, el isomorfismo esta definido como en el Teorema 2.1.4.12.
Dem. Se sigue de los Teoremas 1.4.2.1, 2.1.4.12 y 2.1.4.18 y el Lema 2.2.2.2. a

Corolario 2.2.2.7 Sean (A, ~,¢1,...,0n_1) y NL,(A) su N, P—espacio asociado. En-
tonces, el reticulo Cpr(N L, (A)), de todos los subconjuntos cerrados y modales de N L, (A),
es isomorfo al dual del reticulo Conypp, (A) de todas las nLM,,— congruencias de A, donde

el isomorfismo esta definido como en el Teorema 2.1.4.12.
Dem. Es consecuencia de las Proposiciones 2.1.4.11 y 2.2.2.5 y el Teorema 2.2.2.6. a

Observacion 2.2.2.8 Recordemos que si (A,V,N\,0,1,~,{¢i}icr) es una nLMy—dlge-
bra, entonces (A,V, A, 0,1, {¢;}icr, {&; Vicr) es una LM y—dlgebra, donde para cada i € I
y cada a € A, ¢;(a) =~ ¢i(a) = —¢y(a).
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Corolario 2.2.2.9 Sean (A,~,¢1,...,¢n_1) una nLM,—dlgebra y ¥ una relacion bina-
ria de A. Entonces ¥ es una nLM,—congruencia de A si, y solo si, ¥ es una LM,—

congruencia de A.
Dem. Se sigue de la Observacién 2.2.2.8 y los Corolarios 2.1.4.13 y 2.2.2.7. O

Corolario 2.2.2.10 Sea (A, ~,{¢;}icr) una nLMg—dlgebra. Si 9 una relacion binaria
sobre A, entonces ¥ es una OnLMy—congruencia de A si, y solo si, ¥ es una QLMy—

congruencia de A.
Dem. Se sigue de la Observacién 2.2.2.8 y los Teoremas 2.1.4.18 y 2.2.2.6. O

Corolario 2.2.2.11 Sea (A, ~,{¢;}icr) una nLMy—dlgebra. Entonces (A, ~,{¢;:}icr) es
una OnLM g— dlgebra subdirectamente irreducible (simple) si, y solo si, (A, {¢i}ier, {®; yicr)

es una 0 LM g—dlgebra subdirectamente irreducible (simple), donde para cada i € I y cada

a € A, ai(a) =~ ¢i(a) = —¢i(a).

Dem. Es consecuencia directa del Corolario 2.2.2.10. O

Corolario 2.2.2.12 ( [12], [48],[13, Theorem 5.1.13]) Sea (A, ~,{:i}icr) una nLMy—
dlgebra. Entonces el reticulo Fy(A) de todos los 0—filtros de A es isomorfo al reticulo

Congnr,(A) de todas las On LM g—congruencias de A, donde el isomorfismo h estd definido

por la prescripcion h(F) = ©(F), para todo F € Fy(A).
Dem. Es consecuencia de los Corolarios 2.1.7.11 y 2.2.2.10. O

Corolario 2.2.2.13 Sea (A, ~,{¢;}icr) una LMy—dlgebra. St ¢ C A x A, entonces las

siguientes condiciones son equivalentes:
(i) ¢ es una nLM y— congruencia mazximal,
(ii) ¢ = O(¢y ' P), para algin P € X(A).

Dem. Se sigue inmediatamente de los Corolarios 2.1.7.18 y 2.2.2.10. ]
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Corolario 2.2.2.14 Sea (A, ~,¢1,...,¢n_1) unanLMy—dlgebra. Si o C Ax A, entonces

las siguientes condiciones son equivalentes:
(i) ¢ es una nLM ,—congruencia mazimal,

(ii) ¢ = O(¢;'(P)) para algin P € X (A).

Dem. Es consecuencia directa del Corolario 2.2.2.13 y de que toda nL M ,—congruencia

de una nL M y—algebra es una 8 LM, —congruencia. a
Nuestro préximo objetivo es probar que las nLMy—4élgebras son semisimples.

Lema 2.2.2.15 Sea (X, {fi}ier,9) un NlgP—espacio. Entonces la clausura de todo sub-

congunto involutivo de X también es involutivo.

Dem. Teniendo en cuenta que Y = ¢g(Y') y ademés que g es un homeomorfismo, obtenemos

que g(Y) =g(Y) =Y. O
Proposicién 2.2.2.16 Sea (X, {f;}icr,g) un NlgP—espacio. Entonces para todo subcon-

jJunto cerrado Y de X, las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) Y es un elemento minimal de CY(X),
(i) Y es un elemento minimal de Cg(X),

(iii) Y es un elemento minimal de C3(X).

Dem. (i) = (ii): Como Y es un subconjunto semimodal y cerrado, entonces se verifica
que (1) {fi(y)Yies C Y para todo y € Y. Ademas, de las propiedades (LP5)y (nlP4) y el
Lema 2.2.2.15, inferimos que m es un subconjunto involutivo de X, de donde se
se sigue, por el Corolario 2.1.5.1, que m € C%(X) para todo y € Y. Luego, de la
hipétesis y (1) obtenemos que Y = m para todo y € Y. Entonces, por el Corolario

2.1.5.1, Y es un elemento minimal de C)(X).

(ii) = (i): De la hipétesis (ii) y Proposicién 2.1.5.1 resulta que Y es un elemento

minimal de C2(X). Como Y es un #-subconjunto de X, entonces de esta iltima afirmacién
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y el Lema 2.2.2.2; se sigue que Y € C%(X). Sea Z € C%(X) tal que Z C Y. Como
CY(X) C CYUX), entonces Z € C2(X) y por lo tanto, Z =Y.

(ii) < (iii): Resulta inmediata de la Proposicién 2.1.5.1. O

Corolario 2.2.2.17 Sea (A, ~,{¢;}icr) una nLMy—dlgebra. Entonces, todo nLMy—
congruencia de A es una nLMy—congruencia maximal si, y solo si, es una LMg—

congruencia maximal de A.

Dem. En virtud del Teorema 2.2.1.10, ¥ es una nLMy—congruencia maximal de A si,
y solo si, existe un elemento minimal Y de C;s°(X) \ {0} tal que ¥ = O;5(Y). De
la Proposicion 2.2.2.16, esta ultima afirmacion es equivalente al hecho de que Y es un
elemento minimal de Cs°(X) \ {0} y ¥ = O;5(Y) = Og(Y). Por lo tanto, del Teorema
2.2.1.10, concluimos que ¢ es una nL My—congruencia maximal de A si, y solo si, ¥ es una

L Mjy—congruencia maximal de A. O
Corolario 2.2.2.18 Toda nLM y—dlgebra es semisimple.

Dem. Es consecuencia de los Corolarios 2.1.5.6 y 2.2.2.17. O

2.2.3. nLMjgy—algebras subdirectamente irreducibles

Finalmente, obtenemos una descripcion de las nLMy—algebras subdirectamente irre-

ducibles.

Teorema 2.2.3.1 Sean (A,~,{¢i}icr) una nLMg—dlgebra y (X(A),ga, {f }icr) su

NlgP—espacio asociado. Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:
(i) A es una OnLM y—dlgebra simple,
(i) A es una OnLM y—dlgebra subdirectamente irreducible,

(iii) X(A) es un conjunto totalmente ordenado,

(iv) A es una nLMy—dlgebra simple,
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(v) A es una nLMy—dlgebra subdirectamente irreducible.

Dem.

Del Corolario 2.2.2.10 y el Teorema 2.1.8.1 se deduce la equivalencia de las condiciones
(i), (i) y (iii).

(iii) = (iv): De la hipotesis y el Teorema 2.1.8.1 se sigue que A es una LM y—algebra

simple y por lo tanto, A es una nL M ,—algebra simple.
(iv) = (v): Es trivial.

(v) = (iv): El Teorema 2.2.2.6 nos permite afirmar que C;5(X(A)) \ {X(A)} tiene
tiltimo elemento Y. Entonces, existe Py € X (A)\Y y asf por (IP13), [f{{(P), f{1(P)] Z Y.
Como, de la Proposicién 2.2.2.1, tenemos que [fZ(Py), fi(FPo)] € Crs(X (A)), se sigue que
X(A) = [fMR), fX(Ry)]. Por lo tanto, de las propiedades (IP3) y (IP5), resulta que
(1) fA(X(A) = {fA(P)} para todo i € I. Si suponemos que Y # (), entonces de (1)
tenemos que f(Y) = fA(X(A)) para todo i € I. Ademds, por ser Y un subconjun-
to cerrado y semimodal de X, entonces de la ltima afirmacién, la Observacion 2.1.4.3
y (IP6), inferimos que Y = X(A), lo cual es una contradiccién. Entonces, Crg(X(A))
= {0, X(A)}, y asi, del Teorema 2.2.2.6 concluimos que A es una nLM y—algebra simple.

(iv) = (i): Es inmediata. O
Corolario 2.2.3.2 La nLMy—dlgebra (L[QI],N,{gbi}ie[), citada en el Ejemplo 1.2.6, es
una nLMg—dlgebra subdirectamente irreducible.

Dem. Es consecuencia directa del Teorema 2.2.3.1 ya que el algebra L[QU, citada en el

Elemplo 1.2.6 en la Seccion 1.2, es una nLMy—algebra totalmente ordenada. O

Corolario 2.2.3.3 Sean (A, ~,¢1,...,¢n_1) unanLMy—dlgebra y su N1, P—espacio aso-

ciado (X (A),ga, {fi%, ..., f2,}) . Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) X(A) es un conjunto totalmente ordenado,

(i) (A, ~, P1,...,¢Pn_1) es una nLM ,—dlgebra simple,
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(iii) (A, ~, 01,...,0n-1) €s una nLM,—dlgebra subdirectamente irreducible.
Dem. Es consecuencia del Teorema 2.2.3.1 y el Corolario 2.1.4.19. O
Corolario 2.2.3.4 Sea L, la cadena de n fracciones racionales —5,0<j7<n—1, enla

cual n es un numero entero, n > 2, dotada de la estructura natural de reticulo y con las
operaciones unarias ¢; y ~ definidas por gbz(ﬁ) =0sit+j<ny gzﬁz(ﬁ) =1 en otro
J

caso, ~ ~= =1 — ﬁ Entonces, el dlgebra L, es una nLM,—dlgebra subdirectmente

irreducible.

Dem. Es una consecuencia inmediata del hecho de que L,, es una nLMy—algebra total-

mente ordenada y el Corolario 2.2.3.3. a

Proposicién 2.2.3.5 Sean (X, g,{fi}icr) v (X', ¢, {f/}ie1) NloP—espacios totalmente

ordenados. Si f : X — X' es una lgP—funcion, entonces es una NlgP—funcion.

Dem. Sea z € X tal que z = f;(z) para algun i € I. Teniendo en cuenta que f : X — X’

es una lp P—funcién y (nlP4), inferimos que (f o g)(x) = f(g9(fi(x))) = f((go fi)(z)) =
f(fai)(@) = [y (f(2) = (9" o [D(f(2) = g'(fi(f(2) = g(f(fi(x))) = ¢'(f(x)) =
(¢' o f)(x). Por lo tanto, si x = f;(x) para algun i € I, entonces (f o g)(z) = (¢’ o f)(x).

Sea ahora x € X tal que © # fi(z) paratodoi € I. Si K, = {k € I : fi(x) <
z}y J, ={j €l : x < fj(x)} con el orden y el orden dual inducido por el or-

den definido sobre I, respectivamente, entonces por la Proposicién 2.1.9.5, f;(x) T

o fr(r) ;= i ®- Supongamos que (1) fi(x ) -, como f y g son funciones continuas,

(2) flg(f(x)) e f(g(z)). Teniendo en cuenta que f es una lyP—funcién y (nlP4) inferi-
mos que (3) f(g(f;(x)) = f(fa)(x)) = fo)(f () = (¢"0 [(f(x)) = ¢ (fj(f(2))). De (1)

y por ser f una lyP—funcién obtenemos que f;(f(z)) et (x), en consecuencia, por ser

g’ continua, ¢'(fi(f(z))) o '(f(z)). De esta tltima afirmacién, (2), (3), el hecho de que

X es un espacio de Hausdorff y el Teorema 2.1.1.15, inferimos que f(g(x)) = ¢'(f(x)).

La demostracién cuando fy(x) — x es anéloga. Por consiguiente, si x # f;(x) para to-

keK,

do 7 € I, entonces (f o g)(x) = (¢’ o f)(x). Concluimos de esta manera que f es una

Nl P—funcién. O
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Teorema 2.2.3.6 Sea (A,V,N\,0,1,~,{¢;}icr) una nLMg—dlgebra. Si para todo i € I y

para todo a € A, ¢;(a) =~ ¢;(a), entonces las siguientes condiciones son equivalentes:
(i) (A, V,A,0,1,~ {di}icr) es una nLMg—dlgebra subdirectamente irreducible,
(i) (A,V,A,0,1,~ {;}icr) es isomorfa a una nLM y—subdlgebra de L[QI],
(iii) (A, V,A,0,1,{d;}icr, {0 }icr) es isomorfa a una LMg—subdlgebra de L[ZI],
(iv) (A, V,A,0,1,{¢:}icr, {0:}ier) es una LM y—dlgebra subdirectamente irreducible.

Dem.

(i) = (ii): Por el Teorema 2.2.3.1 y la Proposicién 2.1.9.25, existe una [y P—funcién
sobreyectiva F' de X (Lgm> en X(A). Como X(A) y X (L[;]) son NlgP—espacios total-
mente ordenados, de la Proposicion 2.2.3.5 se sigue que F' es una Nly P—funcién sobreyec-
tiva. Entonces, definiendo nlLy(F') de D(X(A)) en D (X (Lg”)) por ILy(F)(U) = F~1(U)
para todo U € D(X(A)), y teniendo en cuenta el Lema 2.2.1.6, tenemos que nllg(F') es un
nLMy—homomorfismo inyectivo. De esta tltima afirmacién y el hecho de que las aplica-

ciones 04 : A — D(X(A)) y o, L[QI] — D (X <L[2”>> son nLMpy—isomomorfismos,
2

concluimos que A es isomorfa a una nLMy—subélgebra de Lg].

(ii) = (iii): Es inmediata

(iii) = (ii): Por la hipétesis (iii), existe un LMy—homomorfismo inyectivo de A en
L[QI]. Entonces, definiendo Ly(h) : X <L[2ﬂ> — X(A), por la prescripcién Ly(h)(P) =
h='(P) para todo P € X (Lg”), y teniendo en cuenta el Lema 2.2.1.7, tenemos que
Ly(h) es una lpP—funcién sobreyectiva. De la hipdtesis (iii) inferimos que X(A) es un
NlyP—espacio totalmente ordenado y como X (Lg”) es también un Ny P—espacio total-
mente ordenado, entonces por la Proposicion 2.2.3.5 resulta que Ly(h) es una Niy P—fun-
cién sobreyectiva. De esta tltima afirmacién y el Lema 2.2.1.6 se sigue que nlly(Ly(h))
= nlLy(NLy(h)) es un nLMp—homomorfismo inyectivo. Ademas, por el Teorema 2.2.1.10,
nlly o NLy = Idnea,, y asi de la ultima afirmaciéon concluimos que h es un nLMy—

homomorfismo inyectivo de A en L[QI].

(ii) = (i): Es una consecuencia inmediata del Corolario 2.2.3.2. O
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Corolario 2.2.3.7 ([13, Theorem 1.8, Chapter 6]) Toda nLM g—dlgebra es producto sub-
directo de nLM g—subdlgebras de L[QI].

Dem. Es consecuencia inmediata de los Corolarios 2.2.2.18 y 2.2.3.6. O

Corolario 2.2.3.8 Sea (A, ~,¢1,...,¢n_1) una nLM,—dlgebra. Si para cada a € A y
cada i, 1 <i<n—1, ¢;(a) =~ ¢i(a) . Entonces las siguientes condiciones son equiva-

lentes:
(i) (A,~,b1,...,0n_1) es una nLM,—dlgebra subdirectamente irreducible,
(i) (A,~, ¢1,...,0n_1) es isomorfa a una nLMy—subdlgebra de L,,

(iii) (A, é1,.. ., Pn1,b1,--., ¢, 1) es isomorfa a una LM, —subdlgebra de L,,

(iv) (A, é1,...,0n_1,01,...,0, 1) es una LM,—dlgebra subdirectamente irreducible.

Dem. Resulta del Teorema 2.2.3.6 y el hecho de que cuando # es un entero n, n > 2, las

nLM,—algebras Lgm y L, son isomorfas. O

Corolario 2.2.3.9 ([15], [13, Corollary 1.8, Chapter 6]) Toda nLM,—dlgebra es un pro-

ducto subdirecto de nL M ,—subdlgebras de L,,.
Dem. Se infiere de los Corolarios 2.2.2.18 y 2.2.3.8. O

Corolario 2.2.3.10 Sea (A, ~,{¢;}icr) una nLMy—dlgebra. Entonces las siguientes con-

diciones son equivalentes:

(i) A es una nLMg—dlgebra simple,

(ii) C(A) ={0,1}, donde C(A) = {¢pi(a) : a € A, i € I} es el conjunto de los elementos

booleanos de A.

Dem. Es consecuencia directa del Teorema 2.2.3.6 y el Corolario 2.1.10.3. O
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2.3. Una aplicacién de las dualidades topoldgicas de

las LM, —algebras y las nL M, —algebras

En esta seccién, nuestro objetivo es determinar condiciones para que las nociones de
LM, —4algebra y nLM,—algebra sean equivalentes. Para ello utilizamos las dualidades

topoldgicas que hemos determinado para estas algebras.

Teniendo en cuenta las Definiciones 1.2.2 y 1.2.4 podemos afirmar que si
(A, ~,é1,...,¢n_1) es una nLM,—algebra, entonces (A, é1,...,¢n_1,01,...,0, ;) €s una
LM, —4algebra, donde para cada i, 1 <i <n — 1y para cada a € A, ¢,(a) =~ ¢;(a) =
—¢i(a).

En lo que sigue establecemos las condiciones que debe cumplir una LM, —&algebra
(A, @1, ... Dn1, Oy - ,an_l) para que se pueda definirse una operacion unaria ~ sobre
A de manera tal que (A, ~, ¢1,..., ¢, 1) sea una nLM,—4algebra.

En primer lugar probamos, a través de las dualidades que determinamos anteriormente,
el hecho conocido de que las nociones de L Ms—algebra, nL Ms;—algebra y dlgebra de Boole

son equivalentes.

Lema 2.3.1 Si (X, f1) es un lyP—espacio, entonces f; = 1x, donde 1x(x) = = para cada

z€eX.

Dem. De la hipétesis y (1oP8) inferimos que para cada x € X, fi(z) =  y por lo tanto,

Ji=1x. O

Proposicién 2.3.2 Sean X un espacio de Priestley y 1x : X — X, definida por

1x(x) =z para todo x € X. Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) (X,1x) es un lyP—espacio,
(i) (X,1x) es un NlyP—espacio,

(i) X es un espacio booleano.
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Dem. (i) = (ii): Sea ¢ = 1x. Entonces, g es un homeomorfismo involutivo y anti-
isomorfismo de orden y ademds verifica las condiciones (nlP3) y (nlP4), de lo que con-
cluimos, por la hipétesis (i), que (X, 1x) es un Nly P—espacio.

(ii) = (i): Es inmediata.

(i) = (iii): Por la hipétesis (i) tenemos que para cada = € X, C, = {z} y por lo
tanto, por el Corolario 2.1.3.8, obtenemos que X es una anticadena.

(iii) = (i): De la hipétesis (iii) resulta inmediato que 1x verifica las condiciones (1,P2)

a (1oP6) y por consiguiente, (X, 1x) es un Iy P—espacio, O

Corolario 2.3.3 Sea A una LMs—dlgebra. Entonces las siguientes condiciones son equi-

valentes:

(i) A es una LMy—dlgebra,
(i) A es una nLMs—dlgebra,

(iii) A es un dlgebra de Boole.

Dem. Es consecuencia inmediata de los Lemas 2.2.1.4 y 2.1.2.8, la Proposicién 2.3.2 y de

la dualidad para las algebras de Boole. O

El corolario anterior es fundamental porque muestra que la teoria de las algebras
de Lukasiewicz-Moisil #—valuadas es una generalizacion de la teoria de las algebras de
Boole. En particular, el algebra L, juega un rol similar al del dlgebra Ls en la teoria de

las algebras de Boole.

A continuacién determinamos las condiciones para que las nociones de LM, —&lgebra

y nLM,—algebra sean equivalentes cuando n es un entero, n > 2.

Proposicién 2.3.4 Sea (X, f1,..., fa_1) un l,P—espacio tal que para todo x € X y para
todo i, j, 1 <i,j<n-—1, fi(x) = f;(z) si, y solo si, fn_i(x) = fr_j(x). Sig: X — X
estd definida por g(x) = fn_i(x) cuando v = fi(z) para algin i, 1 <1 < n — 1, entonces
(X,9, f1,-- -, fa—1) es un N1, P—espacio.
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Dem. En primer lugar tenemos que g es un homeomorfismo involutivo y anti-isomorfismo

de orden de X en X. En efecto, g satisface las condiciones siguientes:

(i) g estd bien definida: Sea x € X, entonces por (1,P8) existe i, 1 < i <n — 1, tal que
x = fi(z), y teniendo en cuenta la defincién de g se sigue que g(z) = f,,—;(x). Por otro lado,
sean y,z € X tales que (1) y = z, luego por (1,P8), existen k, j, 1 < k, j <n — 1, tales
que (2) z = fi(2), (3) y = f;(y), de donde obtenemos por (1) que fy(2) = fi(2) = fi(y) =
fr(y). Entonces, de la hipétesis inferimos que f,—x(2) = fr_j(2) = fu—k(y) = fu—;(y). De

esta ultima afirmacién, (2), (3) y la definicién de g concluimos que g(z) = g(y).

(i) g es una aplicacion involutiva: Sea x € X, entonces por (1,,P8), existe i, 1 <i <n—1,

tal que x = f;(x). Luego g(x) = f,_i(x) y por ende, g(g(z)) = g(fui(z)) = fi(z) = x.

(iii) g es una funcion sobreyectiva: Sea x € X, entonces por (1,,P8) existe i, 1 <i <n—1,

tal que x = f;(x) y por consiguiente, x = g(f,,_;(x)).

iv) g es un anti-isomorfismo de orden: Sean z,y € X tales que (1) x < y, entonces por
IP3) se verifica que (2) fi(z) = fi(y) para todo ¢, 1 < i < n —1. De (1), (2), (IP4) y

(1,P8) inferimos que existen j, k, 1 < j <n—-1,1<k <n—1, tales que (3) 7 < k,

(
(

y = fi(x) y v = f;(z). Por consiguiente g(z) = fo—;(z) v 9(y) = fu_r(x), de lo que
concluimos por (1P4) y (3) que g(y) < g(z). Sean ahora z,y € X tales que g(y) < g(x),
entonces g(g(x)) < g(g(y)) y como g es una aplicacién involutiva concluimos que x < y.
(V) g es una funcion continua y cerrada: Sea F' un subconjunto cerrado de X. Como por

n—1

(1,P6), F = TDI(Fﬂfi(X)), entonces g(F) = |J g(F'N fi(X)). Ademas, por (IP5) tenemos

que FNf;(X) ={r € F: z = fi(x)}, de donde se sigue que (1) g(F) = nol fo—i(fi(X)NF).
Por otra parte, de (IP1) y (IP2) inferimos que para cada i, 1 <i <mn— flf2 es una funcién
cerrada de X en X, de donde obtenemos que para cada i, 1 <i <n—1, f, ;(fi(X)NF) es
un subconjunto cerrado de X. De esta afirmacién y (1) resulta que g(F') es un subconjunto
cerrado de X y asi, g es una funcién cerrada y como ¢ es una aplicacién involutiva,

concluimos que ¢ es una funcién continua.

(vi) g es un homeomorfismo: De los incisos (i), (ii), (ili) y (v) obtenemos que g es una
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funcion biyectiva, continua y cerrada de X en X y por lo tanto, g es un homeomorfismo.
Teniendo en cuenta que X es un espacio de Priestley, entonces los incisos (ii), (iv) y

(vi) nos permiten afirmar que (X, g) es un mP—espacio.

Ademés las condiciones (nlP3) y (nl,P4) son consecuencias directas de la definicién de
g y las propiedades (IP5) y (1,P8). Asi concluimos que (X, g, fi,..., fo_1) es un NI, P—

espacio. O

Corolario 2.3.5 Sea (X, fi1,..., fa_1) un l,P—espacio tal que para todo x € X y para
todo i, j, 1 <i,j <n-—1, fi(x) = fj(x) st, y solo si, f_i(x) = fu_j(x). Ademds, sea
g: X — X, definida por g(z) = fn_i(z) cuando x = fi(z) para algin i, 1 <i<n—1.
Si para cada U € D(X), ¢X(U) = fi'(U), 1 <i<n—1y~U=X\g(U), entonces
(D(X),~,¢%,,..., 0%, 1) es una nLM,—dlgebra.

Dem. Es consecuencia directa del Lema 2.2.1.4 y la Proposicién 2.3.4. a

Corolario 2.3.6 Sea (A, ¢1,...,¢n_1,01,...,6, 1) una LM,—dlgebra tal que para to-
do P € X(A) y para todo i, j, 1 < i,j < n—1, ¢;(P) = qu_l(P) si, y solo si,
¢ 1(P) = gb;ij(P). Entonces se puede definir una operacion unaria ~ sobre A tal que

(A, ~,01,...,0n-1) es una nLM,—dlgebra.
Dem. Es consecuencia directa de los Lemas 2.2.1.4 y 2.2.1.5 y el Corolario 2.3.5. O

A continuacién, nuestro objetivo es determinar cémo se puede definir la operacion
unaria ~ sobre una LM, —&lgebra que cumple las condiciones del Corolario 2.3.6. Para

ello, comenzamos trabajando en la LM, —&lgebra dual de un LM, —espacio.

Proposicién 2.3.7 Sean (X, f1,..., fao1) un l,P—espacio, (D(X),é¥, ..., ¢x 4,
Ei{, . ,55_1) su LM, —dlgebra dual y C(D(X)) el conjunto de los elementos booleanos de
D(X). Si para cada x € X, C, = {fi(z) : 1 <i<n—1}, entonces para cada U € D(X)
se verifican:

O fU)= U G,

fz(cz)m U#(D
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(i) g (U)=lU=UCc= U G,

zeU CoNUH#D
(iil) ¢X(U)=06¢XU)= U C,,
C,CU
(iv) g ()=X\1U= U G,
C.NU=0

(v) U € C(D(X)) si, y solo si, U = |J C, si, y solo si, U es un subconjunto modal
zelU
abierto y cerrado de X.

Dem.
(i): Sean U € D(X) e ¢ un entero tal que 1 < ¢ < n — 1. Entonces para cada z € X,
las siguientes afirmaciones son equivalentes: z € ¢X(U); fi(z) € U; f;(C,) NU # 0;

re U G,
FA(CHNUAD

(ii): Sean U € D(X) y z €| U. Entonces x < y para algin (1) y € U, de donde se
sigue por (IP3) que (2) f;(x) = f;(y) para todo i, 1 < i < n — 1. Ademas, por (1,P13)
tenemos que y < f,_1(y), y teniendo en cuenta que U es un subconjunto creciente de
X y (1), obtenemos que f, 1(y) € U. Luego, de (2) concluimos que = € f,*,(U) y asf,
xr € ¢ (U). Reciprocamente, si y € X es tal que f, 1(y) € U, entonces por (1,P13)
inferimos que y €] U.

Sea ahora x € U, entonces por (1,P13), f,—1(x) € U y de (IP4) inferimos que C,, C| U
y por lo tanto, |J C, C| U. Reciprocamente, sea y €| U, entonces y < z para algin
x e U, de dondexgg sigue por (IP3) que f;(z) = fi(y) para todoi, 1 <i<n—1,y por lo
tanto C,, = Cy, lo que nos permite afirmar que | U C |J C,.

zelU
Teniendo en cuenta que y € C;, si, y solo si, C, = (), entonces resulta inmediato que

z€U ConU#D
(iii): Si U € D(X) es tal que U N f1(X) = 0, entonces f, " (U) = @ y por lo tanto,
¢ (U) = 0. Por otro lado, si U € D(X) verifica que U N f1(X) # (), podemos afirmar que
existe z € X tal que fi(x) € U, y como U es un subconjunto creciente de X, inferimos
que C, CUyasizeU. Luego {C,: €U y C, CU} #0. Sea x € U tal que C, C U,

entonces fi(z) € U, de donde se sigue que x € ¢ (U) y por lo tanto, |J C, C ¢F(U).
C.CU
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Por otra parte, si y € X es tal que fi(y) € U, por ser U un subconjunto creciente, resulta

que C, C U y por consiguiente, o7 (U) C |J C,.
C,CU

(iv): Sean U € D(X) y (1) x € 52(_1(U). Como, por Lema 2.1.2.8 y la propiedad (L2)
de las LM, —algebras, q_an_l(U) N ¢X (U) = 0, entonces de (1) y (ii) obtenemos que
r € X\ | U. Reciprocamente, si z € X\ | U, de (ii) se sigue que z € X \ f,_1 (V)

y por consiguiente, x € g_zﬁffl(U ). Ademas, de (ii) y la Proposicion 2.1.4.9 tenemos que

X
n—1

(U) es un subconjunto modal y por lo tanto, del Lema 2.1.4.2 resulta que q_an_l(U) es
subconjunto modal, de donde concluimos, por (ii) y la Proposicion 2.1.4.9, que Ef_l(U )=

X\|lU= U C.

CNU=0
(v): De (ii), las propiedades (L3) y (L7) de las LM, —é&lgebras y la Proposicién 2.1.4.9,
inferimos que para todo U € D(X), las siguientes condiciones son equivalentes:
U= ¢ U) paratodoi, 1 <i<n-1, U=¢>X (U); U= |JCp Uesun

zelU
subconjunto modal, abierto y cerrado de X. O

Proposicién 2.3.8 Sea (X, fi,..., fu_1) un l,P—espacio tal que para todo v € X vy
para i, j, 1 < i, 5 < n—1, filr) = fi(x) si, y solo si, fn_i(x) = fo_j(z), y sea
g: X — X definida por g(z) = fn_i(x), donde x = f;(x) para algin i, 1 <i<n-—1.5i
(D(X),~, ¢, ..., X 1) es sunLM,—dlgebra dual, entonces para cada U € D(X) existe

un unico subconjunto V- de X tal que:

—X

(i) ~U=10,,(U)UV,
(il) V € D(X),

(i) 6X(V) = Gp(U) N XL (U) = G y(U N & (U)) N &, (U) N ¢, (U) para todo i,

1<i<n-—1,
(iv) ¢ (V) =9,

(v) V C X (U)N e (U).

Dem.
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(i): Sea U € D(X), entonces g(U) C| U. En efecto, sea y = g(x), donde x € U, luego
de la definicién de g, se sigue que y € C, = {fi(z),..., fu_1(x)}, y por el inciso (ii)
de la Proposicién 2.3.7, concluimos que y €] U. Por lo tanto, X \ ¢g(U) = (X\ | U)
U(l U\ g(U)). De esta tltima afirmacién, el inciso (iv) de la Proposicién 2.3.7 y la
definicién de ~ en D(X), podemos afirmar que ~ U = af,l(U) UV,conV=U\g,).

(ii): Sean U € D(X )y V =] U\ g(U). Por el inciso (ii) de la Proposicion 2.3.7 se verifica
que | U € D(X). Como g es una aplicacién abierta y cerrada, entonces g(U) es un
subconjunto abierto y cerrado de X, de donde resulta que | U \ g(U) es un subconjunto
abierto y cerrado de X. Ademds, como g es un anti-isomorfismo de orden y U es un
subconjunto creciente de X, entonces g(U) es un subconjunto decreciente de X. Luego,

teniendo en cuenta que | U es un subconjunto modal de X y g(U) C| U, obtenemos que

L U\ g(U) es un subconjunto creciente de X. Por lo tanto, V =] U \ ¢(U) € D(X).

(iii): Para cada = € X se verifica que fi(z) €] U\ g(U), 1 <i < n —1si, y solo si,
(1) filx) €l Uy (2) filx) € g(U), 1 <i <n—1. La condicién (2) es equivalente a las
siguientes afirmaciones: g(f;(z)) € U; foi(x) € U; x € X\ £, L.(U); =z € g_bf_Z(U)
Por otra parte, por el inciso (ii) de la Proposicién 2.3.7, tenemos que la condicién (1) es
equivalente a afirmar que x € ¢;X |(U). Por lo tanto, x € ¢;*(| U \ ¢g(U)) si, y solo si,
T € 5,)5_1(U) N ¢ (U), resultando de esta manera que ¢ (V) = Ef_z(U) N ¢x (U).
Ademds se verifica que g, _(U) 1 64(U) = @, (U N & (U)) N &; (U) N 64 (U).
En efecto, por la propiedades (L2) y (L6) de las LM, —4&lgebras (Seccién 1.2), pode-
mos afirmar que U = U N (g_bf(U) ueX(U)) = (U ﬂg_bf(U)) U ¢(U) y por lo tanto,
(3) 52(_2((]) = Ef_z((Uﬂai{(U)) U@ (U)). Teniendo en cuenta que g_b;x es un homomorfis-
mo dual de reticulo para todo ¢, 1 <i <n—1, y la propiedad (L8) de las LM, —algebras
(Seccién 1.2), obtenemos que ., (U N, (U)UsX(U)) = ¢ (UNG, (U)) N, (U), de
donde se sigue por (3) que 6, (V) N 6 4(U) = 6,(U NGy (U) N6y (U) N 64 (U).

(iv): Por (iii) se verifica que ¢7 (V) = q_bffl(U) N ¢X 1 (U), y de la propiedad (L2) de
las LM, —&algebras (Seccién 1.2), resulta que Ef_l(U) N¢X ,(U) =0, lo que nos permite
afirmar que ¢7 (V) = 0.
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(v): Por (iii) tenemos que ¢X_, (V) = &, (U) N ¢X_,(U), de donde se sigue, por la propiedad
(L6) de las LM, —4lgebras (Seccién 1.2), que V C ¢X | (U) N Ef(U)

La unicidad de V es consecuencia de la condicién (iii) y la propiedad (L5) de las
LM, —4lgebras (Seccién 1.2). En efecto, si existe V' € D(X) que verifique la condicién (iii),
entonces ¢X (| U\ g(U)) = ENX_Z(U) N ¢X (U) = ¢X (V) paratodo i, 1 <i < n—1. Como
el conjunto | U\ g(U) € D(X) y D(X) es una LM, —4algebra, de la ltima afirmacién y
la propiedad (L5), concluimos que V' =| U \ g(U). O

Corolario 2.3.9 Sea (A, ¢1,...,¢n_1,$1,...,$n,1) una LM, —dlgebra tal que para todo
P e X(A) ypara todo i, j, 1 < j, k <n—1, ¢;(P) = ¢;(P) si, y solo si, ¢,*,(P) =
¢t (P). Sipara cadaa € A, ~ a = ¢,,_1(a) Vb, donde b es el tinico elemento de A tal que

n—j

¢i(b) = ¢, _;(a) Ndp_1(a) = ¢, ,(a A ¢, (a)) A ¢ (a) A ¢n_i(a) para todoi, 1 <i<mn-—1,

entonces (A, ~, ¢1, ..., on_1) es una nLM,—dlgebra.

Dem. Es consecuencia directa del Corolario 2.3.6 y la Proposicién 2.3.8. Cabe senalar

que ¢1(0) = 0y b < dy1(a) A ¢y(a). O
Ahora nuestra atencion esta centrada en el caso particular de las L M,,—algebras finitas.

Observacion 2.3.10 Para cada reticulo distributivo finito A, el conjunto ordenado de
los elementos primos o irreducibles de A y el conjunto de los dtomos de A los deno-
tamos por 1I(A) y At(A), respectivamente. La correspondencia i —7 i establece un
anti—isomorfismo de TI(A) en X(A), que transforma At(A) en mazx X(A) y mazII(A)
en min X (A).

Lema 2.3.11 Si (A, ¢1,...,0n_1,01, ..., 0,_1) es una LM,—dlgebra finita, entonces las

siguientes condiciones son equivalentes:
. . .o .. 1 -1
(i) ezisten P € X(A), 4,7, 1 <4, j <n—1 tales que ¢; (P) = ¢; (P),

(i) existen p € IL(A), i,j, 1 < i, j <n—1 tales que ¢; (1 p) = ¢; (1 p),
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(i) ezisten p € II(A), 4,7, 1 < i, 7 < n—1 tales que para todo a € A, p < ¢;(a) si, y

solo si, p < ¢;(a).
Dem. Se sigue de la Observacion 2.3.11. O

Proposicién 2.3.12 Sean (X, f1,..., fa_1) un l,P—espacio finito, la LM,—dlgebra
(D(X), 6%, ..., 65 1,60 ,.... 0 ) asociada a X y C(D(X)) = {6X(U) : U € D(X),
1 <i<n—1}, el dlgebra de los elementos booleanos de D(X). Si para cada U € D(X),
I(U) ={W e II(D(X)) : W C U}, entonces:

(i) I(D(X)) es la suma cardinal de un conjunto finito de cadenas de a lo sumo n — 1
elementos, maz II(D(X)) = At(C(D(X))) y minII(D(X)) = At(D(X)).
(ii) Para todo U € D(X) se verifica:
(a) U € I(D(X)) si, y solo si, U =T fi(x), dondex € X y1 <i<n-—1.
(b) Las siguientes condiciones son equivalentes:
Ue A(C(D(X)));, U=C,={fi(x): 1<i<n-—1}, para algin v € X;
U=¢X (V) para algin V € TI(D(X)).
(c) Las siguientes condiciones son equivalentes:

Uec A(D(X)); U= {fu1(2)} para algin x € X; ¢X(U) = 0 para todo 1,
L<i<n—1yoX,(U) € AHC(D(X))).

(d) SiU € At(C(D(X))), entonces existe un inico V € At(D(X)) tal que V C U.

(e) ¢(U) = v, i (U) = U v,
VeAt(C(D(X))) VeAt(C(D(X)))
VCU VNUAD
—X
Gn1(U) = U v, ¢ (U) = U V.
VeAt(C(D(X))) VeAt(C(D(X)))
VNnU=0 fi(V)NUAD

(iii) Para cada V € At(C(D(X))), IL(V) es una cadena mazimal en II(D(X)) de a lo
sumo n—1 elementos, tal que siIl(V) = {U) e I(D(X)) : U €V, 1 < j <n-—1},
entonces se verifica que UY € At(D(X)), UY_, =V, U/ CUY sij <i, ¢} (U)) =0
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sil<i<n—jy¢(U)=V sin—j<i<n-—1 AdemdsIl(D(X)) esla suma
cardinal del conjunto de cadenas TI(V'), con V € At(C(D(X))).

(iv) Para cada U € D(X) se verifica:

(a) II(U) es la suma cardinal del conjunto de cadenas II(U N'V') tal que

VeA(C(D(X))) yVNU #0. Ademas se verifica que

mazx II(U) = U maz IUNV),
VeAHC(D(X)))
VNU#D
() U= U Y UGN D),

UX/EmaxH(UﬂV)
VeAt(C(D(X))), 0cvnUcCV

donde j, = max{j : U/ e MUNV), 1 <j < n-—1}, ngZX(UX/) =0 si

1<i<n—j, y¢f(U))=Vsin—j, <i<n-1,1<j, <n-—1,

(v) Si el espacio X es tal que para todo x € X y para todo i, 75, 1 < i,j < n—1,
fi(z) = fi(z) si, y solo si, fu_i(x) = fa_j(x), entonces (D(X),{d;" }icr,~) es una
nLM,—dlgebra, donde todo U € D(X),

—X —X
~U= ( U UT‘L/—I—jV N ¢ (U) )U¢n—1(U)>
UX/ € maz I(UNV)
V eAt(C(D(X))), bcVnU cV

siendo ¢ (U} ) =0 sil<i<n—j, y¢7 (Uj )=V sin—j, <i<n-—1,

Dem.
(i): Es consecuencia del Corolario 2.1.3.8 y la Observacién 2.3.11.
Cabe aclarar que como X es finito, entonces D(X) es el conjunto de todos los subcon-

juntos crecientes de X, de donde resulta que
I(D(X)) =AT fi(z) : v € X, 1 <i<n-—-1}

y por consiguiente, IT(D(X)) es suma cardinal de un conjunto finito de cadenas

{1 filz) : 1 <i<n-—1} de alosumo n — 1 elementos y

AHD(X)) = {({furr(2)}: 2 € X} = {{z} : = € maz X} = minTL(D(X)).
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Como por la Proposicion 2.3.7, tenemos que
C(D(X))={V € X : V es un subconjunto modal de X},

entonces

At(C(D(X))) ={C,: € X} ={1 fi(z) : x € X} = maz [I(D(X)),

(ii): Es consecuencia de la Proposicién 2.3.7 y el inciso (i).

(iii):

(a): Resulta inmediato del inciso (i) y de las definiciones de II(U) y II(U N'V'). Mas
atin, si para cada U € D(X) y cada V € At(C(D(X))), j, = maz{j: U/ e I(UNV),

1 <j <n—1}, entonces UX/ € mazx II(U N'V) y por lo tanto, UX/ € max II(U).

(b): Teniendo en cuenta la propiedad de que todo elemento de un reticulo distributivo

finito es supremo de los elementos primos que lo preceden y el inciso (a), resulta que

U= U W= U W U U V
WeT(U) We max TI(U)\At(C(D(X))) V € At(C(D(X)))
vcu
- U Uy, v er (o)

UJV €maz I(UNV)
\%
Ve At(C(D(X))), bcvnUCV

(iv): Por la Proposicién 2.3.7, la definicién de la funcién g y el inciso (ii)(d) se sigue que

LU\ g(U) = U UX—l—jV \ U 4
V € AH(C(D(X))) Ve Al(C(D(X)))
VNU#D, VZU veu

—X
= U Unv—l—jv N ¢1 (U)
Ve At(C(D(X)))
VNU#D, VZU
Finalmente, por la definicién de ~ en el dlgebra D(X) y la Proposicién 2.3.8,

demostracion esta completa.

Corolario 2.3.13 Sea (A, é1,..., 001,01, ..., 0, 1) una LM,—dlgebra finita. Si A

la

O

{ar, ..., am}, C(A) = {¢i(aj) : a; € A,1 <j<m, 1 <i<n-—-1}=A{c,....,a} y

para cada a € A, l(a) = {p € lI(A) : p < a}. Entonces:
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(i) II(A) es la suma cardinal de un conjunto finito de cadenas de a lo sumo n — 1

elementos, max I1(A) = At(C(A)) y minIl(A) = At(A).
(ii) Para todo a € A se verifica:

(a) a € At(A) si, y solo si, ¢;(a) =0 para todo i, 1 <i<n—11y¢,_1(a)#0.
(b) Sia € At(C(A)), entonces existe un tinico p € At(A) tal que p < a.

€ d(a)= V¢ ¢ni(a) =V ¢

ce At(C(A)) ce At(C(A))
c<a cNa#0
bpala)= V¢ dila)= V o«
ce At(C(A)) ce At(C(A))
cAa=0 ng)z(a)

(iii) Para cada ¢, € At(C(A)), ll(ck) es una cadena mazimal en I1(A) de a lo sumo n—1
elementos, tal que si 1l(cy) = {p¥ € TI(A) : pF < ¢, 1 <i < n— 1}, entonces:
(a) sii < j, entonces pF < pf para todo i, 7, 1 <i,j<n—1;
plrﬁzfl = Ck;

o) =0si1<i<n—jyd(ph)=cesin—j<i<n-—1,

(b)) II(A) es la suma cardinal de las cadenas I1(cy), con ¢ € At(C(A)).

(iv) Para cada a € A,

(a) II(a) es la suma cardinal del conjunto de cadenas I1(aAcy), con ¢, € At(C(A))

tal que ¢, Na # 0 y mazIl(a) = U max I(a A ¢),
cr€AL(C(D(X)))
cpNa7£0
(b) a= V pV di(a) = V vV ¢i(a).
p€ maz I(a)\At(C(A)) p?k € max II(aAcy)

cr€ At(C(A)), 0<cpNha<cy
(v) Si el agebra A es tal que para todo p € TI(A) y para todo i,j, 1 < i, j < n—1

se verifica que (1 p) = 671 (1 p) s, y solo si, 6354(1 p) = 655(1 p), entonces
(A, ~,{¢:}ier) es una nLM,—dlgebra, donde para cada a € A se define:

~a=( V pﬁ—1—jk A 51(“)) v En_l(a),
p?k emaz II(aNcy)
¢ €AL(C(A)), 0<crNha<cy
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sz’endoqﬁi(p;?k)zosi1§i<n—jk ygzﬁi(p;?k):ck sin—7Jr<t<n-—1

(vi) Si el dlgebra A es tal que para todo a € A y para todo i, j, 1 < i,j < n—1,
di(a) = ¢;(a) si, y solo si, ¢pp_i(a) = ¢n_j(a), entonces (A,~,{di}ticr) €s una

nLM,—dlgebra, donde para cada a € A se define ~ a como en el inciso (V).

Dem. Los incisos (i) al (v) son consecuencias directas del Corolario 2.3.9 y la Proposicién
2.3.12. Si el el algebra A satisface la condicién impuesta en el inciso (vi), entonces es facil
probar que verifica la condicién establecida en el inciso (v) y por lo tanto la demostracion

esta completa. O



Capitulo 3

Congruencias de las algebras de

Lukasiewicz—Moisil 8 —valuadas

En este capitulo nuestro principal interés es investigar las congruencias y las 8—con-
gruencias principales y booleanas de las algebras de Lukasiewicz—Moisil §—valuadas sin
y con negacién. Por ello, en la Seccién 3.1 caracterizamos las LMy—congruencias y las
0L My—congruencias principales de una LMjy—algebra cuando 6 es infinito y finito, por
medio de ciertos subconjuntos abiertos de su espacio dual. Este iltimo resultado nos per-
mite probar que la interseccion de dos 0L My—congruencias principales es una 0L My—
congruencia principal. Ademads, cuando # es un entero n, n > 2, obtenemos el filtro que
determina la LM ,—congruencia principal y asi estamos en condiciones de demostrar que
la interseccién de dos LM, —congruencias principales es una LM, —congruencia princi-
pal. En los otros casos damos condiciones suficientes para que la interseccion de dos
LMjy—congruencias principales no sea principal. En la Seccién 3.2, nuestra atencién se
centra en las L My—congruencias y 6 L My—congruencias booleanas de una LMy—algebra.
En primer lugar, las caracterizamos por medio de ciertos subconjuntos cerrados y abier-
tos del espacio asociado a la LMy—4élgebra y usando estos resultados demostramos que
estas congruencias coinciden, y también que son las L My—congruencias principales deter-
minadas por los filtros generados por elementos booleanos de estas dlgebras. Usando la
caracterizacion de las L My—congruencias booleanas establecemos condiciones suficientes

para que la interseccion de dos L My—congruencias principales sea una LMy—congruencia

137
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principal. La Seccién 3.3 estd dedicada al estudio de las congruencias en la subclase de
las L Mg-algebras cuyo espacio asociado es la suma cardinal de un ntimero finito de cade-
nas. En ella se demuestra que las L My—congruencias de estas algebras coinciden con las
6 L My—congruencias y que son principales y booleanas. Como consecuencia tenemos que
el cardinal de las LM y—congruencias de una LM p-algebra de esta subclase, esta dado por
el cardinal de los elementos booleanos del dlgebra. Finalmente, en la Secciéon 3.4 carac-
terizamos las nL My—congruencias principales y booleanas de las nLMy—algebras cuando
f es infinito y finito y determinamos propiedades de las mismas. La mayor parte de los

resultados de las Secciones 3.1 y 3.2 estén en [34].

3.1. Congruencias principales de las LM y—algebras

En esta seccién analizamos las congruencias principales y las §—congruencias princi-
pales de una LM y—4&lgebra, con € infinito y finito, por medio de las dualidades topoldgicas

que obtuvimos para estas algebras en el Capitulo 2.

3.1.1. LMgy—congruencias y 8 LM g—congruencias principales

Nuestro primer objetivo es caracterizar las LM y—congruencias y las § L M y—congruen-
cias principales de una LM y—algebra por medio de ciertos subconjuntos abiertos de su
lo P—espacio asociado para obtener algunas propiedades de estas congruencias.

En primer lugar recordemos la siguiente definicién, la cual es fundamental para la

caracterizacién de las LM y—congruencias y las § LM y—congruencias principales.

Definicién 3.1.1.1 Sea (X, <) un conjunto ordenado. Un subconjunto A de X es convexo

si A= ANT A, o equivalentemente si x,y € A yx < z <y implican que z € A.

De ahora en adelante, si A es una LMy—algebra y a, b € A, notamos con O(a,b) y
©y(a,b) ala LM y—congruencia principal y la § LM y—congruencia principal generada por
(a,b), respectivamente. En lo sucesivo consideramos O(a,b) y Ogy(a,b), con a < b. Esta

condicién no quita generalidad al problema ya que para todo a, b € A se verifica que

©(a,b) =O(aNb,aVb)y BOya,b) =Oy(a ANb,aVb).
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Teorema 3.1.1.2 Sean (A, {¢;i}Yicr, {0;}icr) una LMg—dlgebra y (X (A), {f}icr) su

loP—espacio asociado. Entonces:

(i) El reticulo Ocs(X(A)), de los subconjuntos abiertos cuyos complementos son sub-
conguntos semimodales de X (A), es isomorfo al reticulo Conpa,(A) de las LM y—
congruencias de A, y el isomorfismo lo establece la funcion ©ps definida por la

prescripcion: (a,b) € ©pg(QG) si, y solo si, (c4(b)Aca(a)) C G para todo a, b € A.

(ii) El reticulo Oco(X(A)), de los subconjuntos abiertos cuyos complementos son 60—
subconjuntos de X (A), es isomorfo al reticulo Congra, (A) de las 0 LM g—congruen-
cias de A, y el isomorfismo lo establece la funcion ©pg definida por la misma pres-

cripeion que en el inciso (i).

Dem. Es una consecuencia inmediata de los Teoremas 2.1.4.12 y 2.1.4.18, teniendo en
cuenta que existe una correspondencia biunivoca entre los cerrados y abiertos de un espacio
topoldgico y ademés que Opg(G) = O5(X(A)\G) para todo G € Ocs(X(A))y Ooa(G) =
Op(X(A)\G) paratodo G € Ocy(X (A)). También se sigue del Teorema 1.4.1.2 y probando
que O¢g es una funcién sobreyectiva de Ocg(X(A)) en Congyy, y que Opp es una funcién

sobreyectiva de Ocg(X (A)) en Congra, (A). O

Corolario 3.1.1.3 Sean (A, {¢:}ier, {0;}ier) una LMy—dlgebra y (X(A), {fYicr) su
lgP—espacio asociado. Entonces las siguientes condiciones son equivalentes para todo

a, b € A tales que a < b:
(i) G € Ocs(X(A)) y Oos(G) = B(a,b),

(ii) G es el menor elemento de Ocs(X(A)), en el sentido de inclusion, que contiene a

oa(b) \ ga(a).

Dem.

(i) = (ii): Teniendo en cuenta que a < b, entonces por el Teorema 3.1.1.2, tenemos
que 04(b) \ oa(a) C G. Por otro lado, supongamos que existe H € Ocg(X(A)) tal que
oa(b)\ oa(a) C H. Luego, por el Teorema 3.1.1.2, (a,b) € Ops(H) y asi, por la hipdtesis
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(i), resulta que Ops(G) C Ops(H). Esta afirmacién y el Teorema 3.1.1.2 implican que

G C H, lo que nos permite asegurar que se verifica (ii).

(i) = (i): De la hipdtesis (ii), el hecho de que a < b y el Teorema 3.1.1.2 obte-
nemos que (a,b) € Opg(G). Ademas, si ¢ € Conpy,(A) v (a,b) € ¢, entonces por el
Teorema 3.1.1.2 tenemos que ¢ = Opg(H) para algin H € Ocs(X(A)). De estas tltimas
afirmaciones inferimos que o4(b) \ oa(a) C H y asi, por la hipétesis (ii), concluimos que
G C H. Esto significa, por el Teorema 3.1.1.2, que Op5(G) C Ops(H) = ¢ y por lo tanto,
O0s(G) = O(a,b). O

La demostracién del siguiente corolario es anédloga a la del Corolario 3.1.1.3.
Corolario 3.1.1.4 Sean (A, {¢;}icr, {&; }icr) una LMg—dlgebra, a,b € A tales que a < b

y el lgP—espacio (X (A), {f}ier) asociado a A. Entonces para todo G € Oco(X (A)), las

siguientes condiciones son equivalentes:
(i) @O@(G) = @g(a, b),

(ii) G es el menor elemento Oce(X(A), en el sentido de inclusion, que contiene a

oa(b) \ oala).

En lo que sigue, teniendo en cuenta los resultados anteriores, obtenemos diferentes des-
cripciones de los elementos de Ocg(X (A)) que se corresponden con las LM g—congruencias

principales por medio de la dualidad, las que nos resultan ttiles méas adelante.

Proposicién 3.1.1.5 Sean (A, {¢;}icr, {¢:Yier) una LM g—dlgebra y (X (A), {f}ier) su
loP—espacio asociado. Entonces las siquientes condiciones son equivalentes para todo

a,b € A tales que a < b:
(i) G € Ocs(X(A)) y Bos(G) = O(a,b),

(i) G = (ga(d)\oa(@)UU " (0alb) \ 0ala)),

iel

(iii) G = (0a(b) \ 0a(a)) U U oa(dib A ¢;a).

iel
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Dem.

(i) = (ii): Por (i) tenemos que (g4(b) \ oa(a)) U U A N oa) \ 0a(a)) C G.
Ademds, de las propiedades (IP2) y (IP5) y el Teorezrflla 2.1.1.16, obtenemos que
(0a(b) \ 0a(a)) U U FA7 (0a(b) \ 0a(a)) € Ocs(X(A)) y por consiguiente, de (i) y el
Corolario 3.1.1.3, (Zj(e);cluimos que G = (04(b) \ 0a(a)) U UlfiA_l(aA(b) \ oa(a)).

ic

(i) = (i): Por (IP2) y (IP5) y el Teorema 2.1.1.16, se verifica que G € Ocs(X(A)).
Supongamos ahora que existe H € Ocg(X(A)) tal que o4(b)\oa(a) C H. Como X (A)\ H
es semimodal inferimos que fA ' (54(b) \ 04(a)) C H para todo i € I, de donde se sigue

que G C H. Entonces, por el Corolario 3.1.1.3, concluimos que Ops(G) = O(a, b).

(i) < (ili): Es consecuencia directa del hecho de que o4 : A — D(X(A)) es un

LM g—isomorfismo. O

Corolario 3.1.1.6 Sean (A,{¢i}ier, {0:}icr) una LMy—dlgebra y (X(A), {f}icr) su
loP—espacio asociado. Entonces para todo G € Ocs(X(A)), las siguientes condiciones

son equivalentes:
(i) Oos(G) es una LM g—congruencia principal,
(i) existe un subconjunto R de X (A) abierto, cerrado y convexo tal que

G=RUl fA(R).
el
Dem.

(i) = (ii): Es una consecuencia inmediata de la Proposicién 3.1.1.5, teniendo en

cuenta que g4(b) \ 04(a) es un subconjunto abierto, cerrado y convexo de X (A).

(ii) = (i): Es una consecuencia directa de la Proposicién 3.1.1.5 y la propiedad (P1)

de los espacios de Priestley (Seccién 1.4.1). O

Recordamos ahora una propiedad de las LMy—algebras m—completas y completas,
siendo m un cardinal infinito, que nos permite obtener propiedades de las LMy—

congruencias principales de estas dlgebras.
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Proposicién 3.1.1.7 ([13, Proposition 5.2, Chapter 4]) Sean A una LMy—dlgebra y
C(A) el conjunto de los elementos booleanos de A. Entonces, un subconjunto de C(A)
tiene supremo (infimo) en A si, y solo si, tiene supremo (infimo) en C(A) y en cada caso

los supremos y los infimos son iguales.

Corolario 3.1.1.8 ([13, Corollary 5.3, Chapter 4]) Sea m un cardinal infinito. Si una
LMy—adlgebra A es m—completa, entonces C(A) es un dlgebra de Boole m—completa.

Ademds si A es completa, entonces C(A) es completa.

Sin embargo, si una LM y—algebra A es tal que el algebra de Boole C'(A) es completa,
no necesariamente A es completa ([15], [13, Example 5.25, Chapter 4]).

Proposicién 3.1.1.9 Sean A una LMg—dlgebra y (X (A), {f#}ic1) su loP—espacio aso-

ciado.

(a) Sim es un cardinal infinito, entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) A es m—-completa y todo filtro primo de A es un m-filtro,

(ii) D(X(A)) es una LM g—dlgebra m-completay \/ U = |J U para todo subcon-
Ues Ues
gunto S de D(X(A) de cardinalidad a lo sumo m.

(b) Sim es un cardinal infinito, entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

(iii) C(A) es un dlgebra de Boole m-completa y todo filtro primo de C(A) es un
m-filtro,

(iv) C(D(X(A))) es un dlgebra de Boole m-completa y \/ U = |J U para todo
Ues Ues
subconjunto S de C(D(X(A)) de cardinalidad a lo sumo m.

Dem.

(i) = (ii): De la hipétesis (i) y el hecho de que o4 : A — D(X(A)) es un LM g—iso-
morfismo se sigue que D(X(A)) es una LM p—4&lgebra m-completa. Si S es un subconjunto
de D(X(A)) de cardinalidad a lo sumo m, entonces para todo U € S existe a € A tal que

(1) U = oa(a)yporlotanto, (2) \/ U= \/ oala)=04( '\ a).Porotraparte,
Ues acos71(9) acoa~1(S)
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como todo filtro primo de A es un m-filtro, entonces (3) oa(  \V a)= U oa(a).
a€oa~1(S) a€oa~ ()
En efecto, como o4 es una biyeccién, entonces o4 1(9) tiene la misma cardinalidad que

Sy por consiguiente, para todo P € X (A), las siguientes afirmaciones son equivalentes:
\V/ a€P; existea€os }(S)talqueae P; Pe |J oala). Luego, de (1),
acoa () acoa~ ()

(2) y (3) concluimos que \/ U= |J U.
Ues Ues

(i) = (i): De la hipétesis (ii) y teniendo en cuenta que o4~ : D(X(A)) — A es un
LM y—isomorfismo resulta que A es m-completa. Si P € X(A) y S es un subconjunto de

A de cardinalidad a lo sumo m tal que \/ a € P, entonces (1) P € 04(\/ a). Como 04 es

acs acs
un LM g—isomorfismo de A en D(X(A)), tenemos que (2) o4(\/ a) = \ oa(a). Por otra
acsS acsS

parte, del hecho de que o4(a) € D(X(A)) paratodo a € Sy la hip6tesis (ii) obtenemos que

(3) 'V oala) = U oa(a). Ademds, de (2) y (3) resulta que oa(\ a) = | ca(a), de

dongiispor (1) se giegsue que existe a € S tal que a € P y por lo tangg,s P es uarfsm—ﬁltro.
Las demostraciones de las implicaciones (iii) = (iv) y (iv) = (iii) son andlogas a

lasde (i) = (ii)) y (ii) = (i), respectivamente, teniendo en cuenta que en estos casos

la restriccién de 04 a C(A) es un isomorfismo booleano de C(A) en C(D(X(A))). Ademas,

se verifica que si todo filtro primo de C'(A) es un m-filtro, entonces o4( \/S a) = Us oala)

ac ac

para todo subconjunto S de C'(A) de cardinalidad a lo sumo m y también, que si todo

filtro primo de C(A) es completo, entonces o4(\/ a) = |J oa(a) para todo subconjunto
aes a€S

S de C/(A). O

Corolario 3.1.1.10 Sean A una LMg—dlgebra y (X (A),{f"}ic1) su logP—espacio aso-

ciado. Entonces:

(a) Las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) A es completa y todo filtro primo de A es un filtro completo,

(ii) D(X(A)) es una LMg—dlgebra completa y \} U = |J U para todo subcon-
ves ves
gunto S de D(X(A).

(b) Las siguientes condiciones son equivalentes:
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(iii) C(A) es un dlgebra de Boole completa y todo filtro primo de C(A) es un filtro

completo,

(iv) C(D(X(A))) es un dlgebra de Boole completa y \/ U = |J U para todo sub-
ves Ues
conjunto S de C(D(X(A)).

Dem. Es consecuencia directa de la Proposicion 3.1.1.9. O

En lo que sigue denotamos por |A| al cardinal de un conjunto A.

Proposicién 3.1.1.11 Sea (A, {¢i}ier, {¢;}icr) una LMg—dlgebra que verifica las con-
diciones (i) o (ii), o sus formulaciones equivalentes de la Proposicién 3.1.1.9 o del Coro-
lario 3.1.1.10, donde m es el nimero cardinal del conjunto I. Si (X (A),{f}ic1) es el

lgP—espacio asociado a A, entonces se verifican:

(i) ¢ es una LM y—congruencia principal de A si, y solo si, existe un subconjunto G de

X (A) abierto, cerrado y modal tal que p = Ops(G),

(ii) la interseccion de dos LM g— congruencias principales de A es una LM g— congruen-

cia principal de A,

(iii) ©(a,b) = © (T A &;(b) \/qﬁi(a)>, a,b € A ya <b, donde la ultima LMg—con-
iel
gruencia es la congruencia asociada al filtro principal generado por N &;(b) V ¢i(a).
il

Dem.
(i): Por la hipétesis, existen a, b € A tales que a < by ¢ = O(a,b). Luego, de la
Proposicién 3.1.1.5 obtenemos que ¢ = Opg(G), donde (1) G = (0a(b) \ oa(a)) U

U o 4(¢ibA¢g;a). En ambos casos, por la Proposicion 3.1.1.9 o el Corolario 3.1.1.10, tenemos

zqeée U oa(db A d,a) € D(X(A)) y por lo tanto, ((c4(b)\ oa(a))\ U oa(db A ¢,a)) es un

subcz(frjljunto abierto de X (A). Como ((04(b) \oa(a))\ U UA(cmb/\g;a)) ny fAX(4) =

0, inferimos por (IP6) que (ca(b) \ 0a(a)) \ U JA((/ﬁZZI/\ ga) =0y p(;ilconsiguiente,

(0a(b)\oala)) € U oa(pbA@,a), de lo que cozrféluimos por (1) que G = | oa(dib A da)

= Ulffrl(aA(b) <6;A(a)) y asi, G es un subconjunto, abierto, cerrado y ;;(I)dal de X(A).
ic
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Reciprocamente, si G es un subconjunto, abierto, cerrado y modal de X (A), entonces

G = U fANG), de lo que resulta G = GU |J fA'(G) y como G es convexo (Coro-
i€l il
lario 2.1.4.7), entonces por el Corolario 3.1.1.6, podemos afirmar que ©pg(G) es una

LM y—congruencia principal de A.

(ii): Es consecuencia directa del inciso (i) y el Teorema 3.1.1.2, teniendo en cuenta que la
interseccién finita de subconjuntos, abiertos, cerrados y modales de X (A) es también un

subconjunto, abierto, cerrado y modal de X (A).

(iii): Sean a, b € A tales a < b, entonces por el inciso (i) tenemos que O(a,b) = Ops(G),

donde G = U oalib A ¢;a), de lo que se sigue, por ser o4 un LM g—isomorfismo,
que G = UA(Z'E\/I dib A ¢;a) v por lo tanto, (1) O(a,b) = ©os(aa(V dib A ¢;a)), donde
en esta ﬁltimflcongruencia se considera a oa(\/ ¢ib A ¢;a)) COIIleEISUbCOIlqultO abier-
to de X(A). Teniendo en cuenta la definicién czlfei isomorfismo ©pg, dada en el Teore-

ma 3.1.1.2, y que 04|C(A) — C(D(X(A))) es un isomorfismo booleano, inferimos que
(2) ©os(@a(V ¢ib A 6,0))) = Os((X(A) \ oa(V dib A §j0)) = Os(oa(=V ¢ib A ¢,a)) =

iel i€l i€l
Os(oa( \ ¢;b V ¢ia)), donde por el Teorema 2.1.4.12, Og(oa( A &b V ¢ia)) es la
iel il
LM y—congruencia asociada a o 4( /\ ¢;b V ¢sa) como subconjunto cerrado de X (A). De
i€l

esta ultima afirmacién, (1), (2) y la propiedad (A13) de las congruencias de reticulos

asociadas a los elementos de D(X(A)) (Proposicién 1.4.1.4), concluimos que ©(a,b) =

O(1 A 6:(b) V di(a)). o

icl
A continuacién caracterizamos los elementos de Ocg(X(A)) que se corresponden con

las LM y—congruencias principales de A por medio de la dualidad, los cuales son muy

utiles mas adelante.

Proposicién 3.1.1.12 Sean (A, {®;}icr, {¢:}ics) una LMy—dlgebra y (X(A), {f}icr)
su lgP—espacio asociado. Entonces las siguientes condiciones son equivalentes para todo

a,b € A tales que a < b:

(i) H e OCQ(X(A)) Y @OQ(H) = @9((1, b),
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(i) H=X(A)\U FAXAD\G),

el

donde G = (o4(b) \ 0a(a)) U | fiA_l(UA(b) \ oa(a)),

el

(i) H =X(A)\ U AN XA\ (0a(b) \ 0a(a)))),

el il

(iv) H=X(A)\ U AN oaldiaV D).

i€l el
Dem.

(i) = (ii): Observemos que (1) O(a,b) C Oy(a,b). Por consiguiente, por el Teorema
3.1.1.2, existen G € Ocs(X(A)) vy H € Ocp(X(A) tales que (2) O(a,b) = BOps(G),
(3) ©y(a,b) = Ope(H) y (4) G C H. Entonces, de la Proposicién 3.1.1.5 inferimos que
G = (oa(b) \ ga(a)) U U A oab) \ 0a(a)). Ademds, se verifica que Og(a,b) es la
menor QLMg—congruenclieal de A que contiene ©(a,b). Por lo tanto, de (2), (3), (4) y el
Teorema 3.1.1.2, tenemos que X (A)\ H es el mayor §—subconjunto cerrado contenido en
X (A) \ G. Por otro lado, teniendo en cuenta que X (A) \ G es semimodal, obtenemos que
U fAX(A)\G) C X(A)\G y ademss, |J fA(X(A) \ G) es el mayor §—subconjunto ce-

i€l icl
rrado contenido en X (A)\G. Por consiguiente, de las dos ultimas afirmaciones concluimos

que X(A)\ H = U fHX(A)\ G) y asf, H = X(A)\ U fFHX(A)\G).

icl icl

(ii) = (i): Es facil probar que H € Oc¢g(X(A). Ademds, como X(A) \ G es un
subconjunto semimodal, tenemos que J JAX(A)\G) C X(A)\Gyasi, G C H. Esta
condicién y la hipétesis (ii) implican Cilelle oa(b) \ oala) € X(A)\ U fA(X(A)\ G). Por
otro lado, si W € Ocp(X(A) y 04(b) \ 0a(a) C W, entonces H QZG%/ En efecto, como

X(A) \ W es semimodal, por la Proposicién 3.1.1.5 tenemos que G C W, lo cual implica
que J fAXA)\W) C U fAX(A) \ G). De esta tiltima aseveracién y por ser X (A)\ W

i€l il
un f—subconjunto cerrado de X (A), inferimos que X(A)\ W C {J fA(X(A)\ G) y por
el
lo tanto, H C W. Lo probado anteriormente y el Corolario 3.1.1.4 nos permiten concluir

la demostracion.

(i) = (iii): A continuacién, solamente probamos que para todo i € I se verifica

que  fA((X(A) \ (0a() \ oa(a))) N igfiAfl(X(A) \ (0a(b) \ gala)))) =
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f;“(ﬂ FATHX(A)\ (0a(b) \ 0a(a)))), igualdad de la que se sigue inmediatamente la
derrigétracién. En efecto, supongamos que existen x, y € X (A) tales que y = f;(x) para
algun j € Iy que fi(z) € 04(b) \ 04(a) para todo i € I. Entonces, por (IP5) inferimos
que fi(y) = fi(x) v fi(y) € 04(b) \ 0a(a) para todo i € I. De estas afirmaciones tenemos
que y € (X(A)\ (04(b) \ 0a(a))) N DI FATH(X(A)\ (04(0) \oa(a) v ast, por (IP5) pode-

mos asegurar que y € f7((X(A)\ (04(b) \oa(a))) 0 N fA(X(A)\ (04(0) \0a(a) )))-

il

Por lo tanto, concluimos que para todo j € J, ff(gsz_l(X(A) \ (04(b) \ ca(a))))
C XA\ (@a®)\oa@)) N ) FAH(X(A)\ (04(b) \ 0a(a)))). La otra inclusién es
obvia.

(ili) < (iv): Es consecuencia inmediata del hecho de que 04 es un LM y—isomorfismo
y que para todo U € D(X(A)) y para todo i € I, ¢f((A)(U) = fZA_l(U) y g_b;X(A)(U) =
XA\ A1), :

Corolario 3.1.1.13 Sean (A, {¢;}icr, {¢; Yier) una LMg—dlgebra y (X(A), {f}icr) su
loP—espacio asociado. Entonces para todo H € Oce(X (A), las siguientes condiciones son

equivalentes:
(i) ©o9(H) es una OLM y— congruencia principal de A,

(ii) existe un subconjunto abierto, cerrado y convexo R de X (A) tal que

H =X\ U AN XA\ R)).

i€l el
Dem. Es consecuencia directa de la Proposicién 3.1.1.12 y la propiedad (P1) de los
espacios de Priestley (Seccién 1.4.1). O

Corolario 3.1.1.14 Sea A una LM g—dlgebra. Entonces la interseccion de dos 0 LM g—

congruencias principales de A es una 0 LM g— congruencia principal de A.

Dem. Sean v, y v LM jy—congruencias principales de A. Entonces, por el Corolario

3.1.1.13, existen dos subconjuntos abiertos, cerrados y convexos Ry y Ry de X (A) tales que

91 = Oos(Hy) y U2 = Oog(H,), donde Hy = X(A)\ U AN A (X(A)\ R) v

il iel
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Hy = X(A)\ U AN 2 (X(A)\ Ry)). Luego, del Teorema 3.1.1.2 inferimos que
iel el
Y1 Ny = Opg(Hy N Hy). Por otro parte, tenemos que

mmm::HM\gﬁ@yf%m@wmunﬁﬂmmnm»
= X(A)\ U FANFAXA)\ R U FAHX(A) \R)))

= X(4)\ LGJI fiA(ig(fiAil(X(A) \ (B1 N Ry))).

De estas igualdades y teniendo en cuenta que R; N Ry es un subconjunto abierto, ce-
rrado y convexo de X (A), concluimos, por el Corolario 3.1.1.13, que ¥; N J5 es una

6 L M y—congruencia principal de A. |

En lo que sigue, determinamos condiciones suficientes para que la interseccion de
dos LM y—congruencias principales de una LM y—algebra no sea una LM y—congruencia
principal, en el caso particular de que el [yP—espacio asociado al algebra sea la suma
cardinal de un conjunto arbitrario pero no finito de segmentos, o equivalentemente, te-
niendo en cuenta el Corolario 2.1.5.6 y el Teorema 2.1.10.1, cuando el algebra es isomorfa
a un producto subdirecto de un conjunto arbitrario pero no finito de subalgebras de la

LM g—3&lgebra L1,

Proposicién 3.1.1.15 Sean A una LMg—dlgebra y (X (A),{f#}ic1) el lyP—espacio a-
sociado a A. Si p1 Yy o son LM g—congruencias principales de A y G1,Gy € Ocs(X(A))
son tales que ©ps(G1) = @1, Oos(G2) = 2, donde Gy = Ry U {J sz_l(Rl) y Gy =

el
Ry U U fA ' (Ry), con Ry y Ry subconjuntos abiertos, cerrados y convezos de X (A) que
icl
satisfacen que (Ry \ Ra \ U f2 '(R)) N U fA ' (Rs) es un subconjunto denso propio en
i€l i€l
R\ R\ U fl-A_l(Rl), entonces @1 N o no es una LM g—congruencia principal.
i€l

Dem. En virtud del Teorema 3.1.1.2 tenemos que (1) ¢ N s = Ops(G1 N Ga).
Ademas, de la hipdtesis inferimos que G; N G5 esta particionado en conjuntos mutua-

mente disjuntos como sigue (2) Gy N Go = (R1 N Ry) U (((R1 \ Ra) \ U A Y(Ry)) N
U £274 ) U (AR U £ B U 07 () U (U 97 (RN 07 ().

icl iel icl iel icl
Supongamos ahora que ¢; N @9 es una LMg—congruencia principal de A. Entonces,

por (1) y el Corolario 3.1.1.13, existe un subconjunto abierto, cerrado y convexo R
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de X(A) tal que (3) Gv N Gy = R U U (R). De (2) v (3) resulta
que (R \ B) \ USSR 00U m) © R U Usrmm) oy
(R \ B) \ U A (B) n U (R) 0 U FA(R)) = 0, de lo que obtenemos
(R, \ Ry) \Zeb FAN(RY) rf[u AN (Ry) Zeé R. Por lo tanto, se verifica que
(4) ((B1 \ Ry) \U ;A7 (R) ﬂiulff‘_l(Rz) C RN (1 \ B\ U f#7(R1)). De la
hipétesis, el hecho de que R N ((Ry \ R2) \ U f#'(R1)) es un subconjunto cerrado
de (R; \ R») \iLGJI A YR y (1), concluimo;gque RN (R \ Ra) \ LEJI FANRY)) =
(Ri\ R2)\ U A7 (R1) y por lo consiguiente (5) (Ry \ Rz) \ U £~ (R1) € R. Ademds,
como por hli;;tesis (B \ R\ U FA (R)) N U £ (Ra) eszeljn subconjunto propio de
R\ R\ U £ (Ry), emonceféxiste x e X@izﬂ que (6) z € (B \ Ro) \ U £ (B1))
y (7) z §Z€IU FA7 Y (Ry). Luego, (5) y (6) implican que z € R y asf de (3)Z€sfe sigue que
(8) z € Glzgng. Por otra parte, de (6) inferimos que x ¢ Ry N Ry, o ¢ U f (R1) N
U 7N (R y o & (R\R)\ y 47 (R2))N y £ (Ry). Ademds, por (%Itenemos que

¢ (R \R)\U A (R))NU f2 ' (R,). Estas cuatro tltimas afirmaciones y (2) nos
iel icl

permiten concluir que z € G N Ga, lo que contradice (8). |

3.1.2. LM, —congruencias principales

En esta seccion caracterizamos las congruencias principales de las LM, —4algebras. Es
bien conocido que toda LM, —congruencia de una LM, —algebra es una 6 LM, —congruen-

cia. En primer lugar obtenemos una nueva caracterizacion de las LM, —congruencias.

Teorema 3.1.2.1 Sean A una LM ,—dlgebra y (X (A),{f{,..., f2,}) el l,P—espacio
asociado a A. Entonces, el reticulo Op (X (A)), de los subconjuntos abiertos y modales de
X (A), es isomorfo al reticulo Conpy, (A) de las LM,,—congruencias de A, y el isomor-

fismo es la funcion Opys definida por la misma prescripcion que en el Teorema 3.1.1.2.

Dem. Es consecuencia del Teorema 1.4.1.2, Corolario 2.1.4.13 y el Lema 2.1.4.2, teniendo

en cuenta que existe una correspondencia biunivoca entre los cerrados y abiertos de un
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espacio topoldgico y que Opp(G) = O3 (X (A) \ G). También se puede considerar como

una consecuencia del Lema 2.1.4.2, la Proposicion 2.1.4.11 y el Teorema 3.1.1.2. O

La demostracion del siguiente corolario es analoga a la del Corolario 3.1.1.3 teniendo

en cuenta el Teorema 3.1.2.1.

Corolario 3.1.2.2 Sean A una LM, —dlgebra y (X (A), {f{, ..., fA,}) su l,P—espacio

asociado. Entonces las siguientes condiciones son equivalentes para todo a,b € A, a < b:
(i) O(a,b) =Oom(G) y G € Oy (X(A)),

(ii) G es el menor elemento de Oy (X (A)), en el sentido de inclusion, que contiene a
oa(b) \ 0a(a).

Proposicién 3.1.2.3 Sean (A, ¢1,...,¢n_1,01, -, ¢,_1) una LM,—dlgebra y (X (A),
{fA . A el l,P—espacio asociado a A. Entonces para cada Y C X(A), las si-

guientes condiciones son equivalentes:
(i) Y es un subconjunto modal, abierto y cerrado de X (A),
(i) ezistena € A, i, 1 <i<mn—1, tales que Y = ga(¢;a),
(iil) existen a € A, i, 1 <i<n —1, tales que Y = o 4(¢;a).

Dem.

(i) = (ii): Es claro que de la hipétesis (i) y la Proposicién 2.1.4.9, Y € D(X(A)). Por
consiguiente, existe a € A tal que (1) Y = o4(a). Ademés, de la hipdtesis (i) y el Lema
2.1.2.8, obtenemos que para todo i, 1 <:<n-—1,Y = fiA_l(Y) = ;P XY Teniendo
en cuenta que 04 es un LM, —isomorfismo, de la tltima afirmacién y (1), concluimos que

Y = oa(¢;a) para todo i, 1 <i<n—1.

(i) = (i): De la hipétesis se sigue que Y € D(X(A)). Ademas, por la propiedad
(L3) de las LMjy—4&lgebras (Seccién 1.2), ¢;¢,a = ¢;a para todo j, 1 < j < n—1y
como o4 es un LM ,—isomorfismo, entonces o4(¢;a) = (éf(X(A))(JA((bia)) para todo j,
1 < j <n—1. Luego, del Lema 2.1.2.8, resulta que o4(¢;a) = ff_l(UA(gbia)) para todo

7, 1 <j<n—1, lo que completa la demostracion.
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(i) = (iii): Por la propiedad (L8) de las LM y—dlgebras (Seccién 1.2) se verifica que
oa(pia) = aA(g_bjg_bia) para todo a € A y para todo 4,7, 1 <i, j <n—1.

(iii) = (ii): Por la propiedad (L8), oa(d;a) = oa(¢;¢,a) para todo a € A y para
todo 4,7, 1 <7, 7<n-—1. O

Corolario 3.1.2.4 Sea (A, ¢1,...,¢n_1,01,...,0, 1) una LM,—dlgebra. Entonces para
todo a € A y para todo i, 1 <i<n—1, Oopn(ca(ds(a))) = On(ca(;a)) = O(T ¢,a).

Dem. Es consecuencia de la Proposicién 1.4.1.4, el Corolario 2.1.4.13, el Teorema 3.1.2.1
y la Proposicién 3.1.2.3 y el hecho de que o4(¢;(a)) = X(A)\oa(¢i(a)), donde esta tltima
igualdad se obtiene de la propiedad (L2) de las LM, —élgebras y de que la restriccion de

o4 a C(A) es un isomorfismo booleano. O

Proposicién 3.1.2.5 Sean (A, ¢1,...,¢n_1,01,...,0, 1) una LM,—dlgebra, su l,P—
espacio asociado (X (A),{f{,...,f2}) y COu(X(A)) el reticulo de los subconjuntos
modales, abiertos y cerrados de X (A). Entonces las siguientes condiciones son equivalentes

para todo a,b € A, a < b:
(i) O(a,b) =Oom(G) y G € Oy (X(A)),

@) &= "U 27 a0\ oa(@),

(iii) G = o4 (n\_/l((bib A s_bz-a)),

(%) G € COX(4) 1 Oou(6) = © (1A GBIV b))

Dem.

(i) < (ii): De (1,P8) inferimos que 0 4(b) \ ca(a) C noll A (oa(b)\ oa(a)). Ademés,

n—1
por (IP2) y (IP5) y el Teorema 2.1.1.16, tenemos que |J fA~ " (c4(b)\oa(a)) € O (X(A)).
i=1
Por otro lado, si H € Op(X(A)) y 0a(b)\oa(a) € H, como H es un subconjunto modal de
n—1
X (A), entonces |J fiA_l(aA(b)\aA(a) C H. Por lo tanto, del Corolario 3.1.2.2, concluimos

=1

que Oon (G) = O(a,b) si, y solo si, G = ngll A oab) \ oa(a)).
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(ii) <« (ili): Teniendo en cuenta los Lemas 2.1.2.8 y 2.1.2.9 obtenemos que

U #7040 \oata) = U 0a0) 0 (XA \ 147 0a(a)
_ "L_Jll CARENO R AC) :jOj(gA(gmb) Noa(ga)) = nL_Jll oa(dib A Bya)

=oa( \/ (b A ¢,a), con lo cual la demostracién estd completa.
j=1

(iii) = (iv): De la hipétesis (iii), la Proposicién 3.1.2.3 y el Lema 2.1.4.2 inferimos que
G e COM(X(A)) Ademas, por las propiedades (L1), (LQ) (L8) de las L]\/[g algebras

obtenemos que \/ (¢ib A pa) = ¢( \/ (pb A da)) vy /\ (pbV ¢ia) = (b ( \/ (s A ;a))
para todo 7, 1 < j<n-—1. Estas dos igualdades y el Corolario 3.1.2. 4 nos permiten

afirmar que Oy (G) = © (T ‘/_\1(gz5ib v qbia)).

(iv) = (iii): Del Corolario 3.1.2.4 y la hipdtesis (iv) se sigue que
n—1 __

® (T N\ (9,0 V ¢ia)) = Oonm(oa( \/ (pib N gb a))) = Oon(G) y asi, por el Teorema
i=1

i=
3.1.2.1, concluimos que G = o 4( \_/ (pib A ;). O

i=1
Proposicién 3.1.2.6 Sean A una LM, —dlgebra y (X (A), {f{, ..., f2,}) sul,P—espacio

asociado. Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) ¥ es una LM g¢—congruencia principal,

n—1
(ii) ¥ = Oom(G), donde G = |J fiA_l(R) y R es un subconjunto abierto, cerrado y
i=1
convezo de X (A),

(i) ¥ = Oom(G), donde G es un subconjunto modal, abierto y cerrado de X (A).

Dem.
(i) < (ii): Es consecuencia inmediata de la Proposicion 3.1.2.5, la propiedad (P1) de

los espacios de Priestley (Seccién 1.4.1) y el hecho de que 4 es un isomorfismo de orden.

(ii) = (iii): De la hipétesis y las propiedades (1P2) y (IP5) de un [, P—espacio y el

Teorema 2.1.1.16, obtenemos que G es un subconjunto abierto, cerrado y modal de X (A).

(iii) = (ii): Por la Proposicién 2.1.4.9 tenemos que G es la suma cardinal de un

conjunto de cadenas maximales de X (A) y por lo tanto, G es convexo. Como por hipdtesis
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n—1

G es modal, entonces G = J fiAfl(G), y por ser G también un subconjunto abierto y
i=1

cerrado de X (A), entonces tomando R = G concluimos la demostracion. a

Ahora estamos en condiciones de caracterizar las LM ,—congruencias principales de

una LM, —algebra.

Teorema 3.1.2.7 Sean A una LM, —dlgebra y (X (A),{f{, ..., f2,}) su l,P—espacio
asociado. Entonces, el reticulo COp (X (A)) de todos los subconjuntos modales, abiertos
y cerrados de X (A) es isomorfo al reticulo Cony,p, (A) de todas las LM, —congruencias

principales de A, y el isomorfismo es la restriccion a COp(X(A)) de la funcion Ooyy,

definida en el Teorema 3.1.2.1.
Dem. Es consecuencia del Teorema 3.1.2.1 y la Proposicién 3.1.2.6. O

Corolario 3.1.2.8 La interseccion de dos LM ,,—congruencias principales de una LM, —

dlgebra A es una LM, — congruencia principal de A.
Dem. Es consecuencia inmediata del Teorema 3.1.2.7. O

Corolario 3.1.2.9 En una LM, —dlgebra A, toda LM, —congruencia principal de A es

una LM ,—congruencia booleana de A.

Dem. Si ¢ es una LM ,—congruencia principal de A, entonces por el Teorema 3.1.2.7
existe un subconjunto abierto, cerrado y modal G de X(A), tal que ¥ = Oou(G), v
por el Lema 2.1.4.2, X(A) \ G es un subconjunto modal. Ademés, como X(A) \ G es un
subconjunto abierto y cerrado de X (A), del Teorema 3.1.2.7 se sigue que ¢ = O (G) es
una LM, —congruencia principal de A. Luego, del Teorema 3.1.2.7 inferimos que 9 A p =
Oom (D) ={(a,a) : a € A} y IV ¢ = Opu(X(A)) = A x A, consecuentemente ¥ es una

LM, —congruencia booleana de A. |

Corolario 3.1.2.10 En una LM, —dlgebra A, el reticulo Conypa,(A) de las LM, —

congruencias principales de A es un dlgebra de Boole.

Dem. Es consecuencia del Teorema 3.1.2.7 y por ser el reticulo de los subconjuntos

abiertos, cerrados y modales de X (A) un élgebra de Boole. O
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3.2. Congruencias booleanas de las L My— &algebras

En esta seccion nuestra atencion esta focalizada en determinar las LM y—congruencias
y las 6 LM g—congruencias booleanas de las LM y—algebras, mediante las dualidades to-

polégicas establecidas en el Capitulo 2 para las LM, —algebras y las LM y—algebras.

3.2.1. LMgy—congruencias y 8L NMy—congruencias booleanas

Para para alcanzar nuestro objetivo, comenzamos caracterizando los subconjuntos
abiertos del lyP—espacio asociado con una LM y—algebra que se corresponden, via la
dualidad, con las LM y—congruencias booleanas y las 6 LM y—congruencias booleanas,

respectivamente.

Proposicién 3.2.1.1 Sean (A, {¢;}Yicr, {d;}ier) una LM g—dlgebra y (X (A), {f}ier) su

lgP—espacio asociado. Entonces para cadaY C X (A) se verifican:

(1) Oos(Y) es una LM y—congruencia booleana de A si, y solo si, Y es un subconjunto
abierto y cerrado de X(A) tal que Y y X(A)\'Y son subconjuntos semimodales de
X (A), donde ©ps(Y) estd definida como en el Teorema 3.1.1.2.

(il) Opg(Y) es una 6 LM g—congruencia booleana de A si, y solo si, Y es un subconjunto
abierto y cerrado de X(A) tal que Y y X(A)\'Y son 0—subconjuntos de X(A),
donde Opy(Y') estd definida como en el Teorema 3.1.1.2.

Dem. Es consecuencia inmediata del Teorema 3.1.1.2. |

Proposicién 3.2.1.2 Sea (X, {fi}icr) un lyP—espacio. Si 'Y es un subconjunto semi-

modal, abierto y cerrado de X, entonces X \'Y es semimodal.

Dem. Supongamos que (1) x € X \Y y (2) fi,(x) € Y para algin iy € I. Como

Y es un subconjunto semimodal, inferimos por (IP5) que (3) (X \Y)n U fi(Y) =
el
(). Teniendo en cuenta que Y es cerrado, de (1) se sigue que X \ Y es un entorno

abierto de x. Luego, por (3) tenemos que x ¢ |J fi(Y). De esta dltima afirmacién y
i€l
la propiedad (IP6) concluimos que x € (J fi(X \ Y), de donde se sigue que existe una red
i€l
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(fis(za))aep € X \Y tal que (4) fi,(z4) ;o5 Por lo tanto, existe un dy € D tal que
{fi,(xg) : dy <d,de D} C X \Y,ycomoY esun subconjunto semimodal, entonces de
(IP5) resulta que {fi(zq) : dp < d,de€ D,i € I} C X \Y. Por otro lado, de (4), (1P2),
(IP5) y el Teorema 2.1.1.14, obtenemos que f;(zq4) ;-5 fi(z) para todo i € I, y por ser
X \ 'Y un subconjunto cerrado de X, concluimos que f;(z) € X \ 'Y para todo i € I, lo

que contradice (2). O

Corolario 3.2.1.3 Sean (A, {¢:}ier, {0;}ier) una LMy—dlgebra y (X(A), {fYicr) su
lgP—espacio asociado. Entonces para cada Y C X(A), las siguientes condiciones son

equivalentes:

(i) ©5(Y) es una LM y—congruencia booleana de A,
(i) Y es un subconjunto abierto, cerrado y semimodal de X (A),

(iii) ©ps(Y) es una LM y—congruencia booleana de A.
Dem. Es consecuencia inmediata de las Proposiciones 3.2.1.1 y 3.2.1.2. ]

Proposicién 3.2.1.4 Sea (X, {f;}icr) un lgP—espacio. Si Y es un subconjunto de X

abierto y cerrado, entonces las siguientes condiciones son equivalentes:
(i) Y es un 0—subconjunto,

(i) Y es semimodal,

(iii) Y es modal.

Dem.

(i) = (ii): Se obtiene de la definicién de §—subconjunto.

(ii) = (iii): Por (IP11), Y € U (T {fi(y)}ier U | {fi(y)}ier). Por otra parte, si
yey

z €1 {fily) }ier U | {fi(y) }icr para algin y € Y, luego de (IP3) y (IP5) obtenemos que

fi(2) = fi(y) para todo i € I. Ademas, de la hipdtesis inferimos que f;(z) € Y para

todo i € I, entonces la Proposicién 3.2.1.2 nos permite asegurar que z € Y. Por lo tanto,
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Y= U A{fity)}ier UL {fi(y)}icr) v asi de la Proposicién 2.1.4.6, concluimos que Y es
yey
modal.

(ii) = (i): Se sigue inmediatamente que Y es semimodal. Ademds, como Y es un
subconjunto cerrado y abierto de X (A), de la Proposicién 3.2.1.2 obtenemos que X \ Y

es semimodal, lo que implica que (1) |J fi(Y)CY y (2) U fi( X \Y) C X \ Y. Por otra

il i€l
parte, por (IP6) se verifica que (3) X = U fi(Y) U U fi(X \Y). Luego, de (2) y (3)
icl icl
inferimos que Y C | J fi(Y) y asi, por (1) concluimos que Y = J f;(Y). O
i€l icl

Corolario 3.2.1.5 Sea (X, {fi}ic1) un loP—espacio. Entonces todo 6-subconjunto abierto

y cerrado Y de X werifica las siguientes condiciones:
(i) X\ Y es un 6-subconjunto de X,

(i) Y y X \'Y son subconjuntos convezos de X.

Dem.

(i): Resulta del Lema 2.1.4.2 y la Proposicién 3.2.1.4.

(ii): Es consecuencia directa del el Corolario 2.1.4.7, la Proposicién 3.2.1.4 y el inciso (i)

del Corolario 3.2.1.5. O

Corolario 3.2.1.6 Sean (A,{¢:}ier, {0;}ier) una LMy—dlgebra y (X(A), {fYicr) su
lgP—espacio asociado. Entonces para cada Y C X(A), las siguientes condiciones son

equivalentes:

(i) ©¢(Y) es una OLM y— congruencia booleana de A,
(ii) Y es un 6—subconjunto abierto y cerrado de X (A),

(ili) BOpe(Y) es una OLM y—congruencia booleana de A,

donde Oy(Y) y Opp(Y) estdn definidas como en el Teorema 2.1.4.18 y el Teorema 3.1.1.2,

respectivamente.
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Dem. Es consecuencia directa de la Proposicion 3.2.1.1 y el Corolario 3.2.1.5. O

Como nuestro interés es estudiar las LM y—congruencias booleanas y las 0 LMy—
congruencias booleanas de una LM y—algebra, entonces en virtud de los Corolarios 3.2.1.3
y 3.2.1.6 y la Proposicién 3.2.1.4 nuestro préximo objetivo consiste en caracterizar los sub-

conjuntos modales, abiertos y cerrados del [y P—espacio asociado a dicha algebra.

Proposicién 3.2.1.7 Sean (A, {¢;Yicr, {0, icr) una LMg—dlgebra, C(A) = {¢(a) :
a€ A i€}y (X(A),{f }ier) el lyP—espacio asociado a A. Entonces para cada sub-

conjunto Y de X (A), las siguientes condiciones son equivalentes:
(i) Y es un subconjunto modal, abierto y cerrado,
(ii) existe b € C(A) tal que Y = o 4(b),

(i) existen a € A ei € I tales que Y = aga(pia).

Dem. (i) = (ii): De la hipdtesis (i) y el Lema 2.1.4.6 , Y € D(X(A)) y por consiguiente,
existe a € A tal que (1) Y = o4(a). Teniendo en cuenta que Y = fA~'(Y) para todo
i € I y que por el Lema 2.1.2.9, fiA_l(Y) = ;" XDy entonces de (1) y el hecho de
que o4 un LMy—isomorfismo, concluimos que Y = o4(¢;a) para todo i € I y asi, por
(1) tenemos que a = ¢;(a) para todo ¢ € I. Esta afirmacién y la propiedad (L7) de las
LMjy—algebras (Seccién 1.2) implican que a € C'(A).

(i) = (i): De la hipdtesis se sigue que Y € D(X(A)). Ademads, por el Lema 2.1.2.9,
para todo ¢ € I, o4(¢;b) = qﬁlp(X(A))(aA(b)), de lo que resulta, por el Lema 2.1.2.9, que
para todo i € I, o4(¢;b) = fiA_l(Y). Como b € C(A), entonces por la propiedad (L7)
tenemos que ¢;b = b para todo i € I. Por lo tanto, fiA_l(Y) =Y para todo i € I, lo que

completa la demostracion.
(iii) <« (iii): Se sigue de la propiedad (L7) de las LM y—&lgebras. O

Toda vez que (X, {fi}icr) sea un lyP—espacio, denotamos por CO(X) al reticulo

booleano de todos los subconjuntos abiertos, cerrados y modales de X.
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Corolario 3.2.1.8 Sean (A, {¢:}ier, {0;}ier) una LMy—dlgebra y (X(A), {f icr) su

loP—espacio asociado. Entonces, las dlgebras booleanas COp(X(A)) y C(A) son isomor-

fas.

Dem. Por la Proposicién 3.2.1.7 podemos asegurar que la restriccién de o4 a C'(A) es un

isomorfismo booleano de C(A) en COy (X (A)). O

Los resultados anteriores nos permiten obtener la descripcién de las congruencias

booleanas que estdbamos buscando.

Teorema 3.2.1.9 Sean (A,{¢:}icr, {0:}ier) una LMg—dlgebra y (X (A), {fA}icr) su
lgP—espacio asociado. Entonces, el reticulo COp(X(A)) es isomorfo al reticulo (dual
del reticulo) Conyrp,(A) de las LM g—congruencias booleanas de A, donde el isomor-
fismo ©onr (Onr) es la retriccion de Ops (Os) a CON(X(A)), y estas funciones estdn

definidas como en el Teorema 3.1.2.1 y el Teorema 2.1.2.14, respectivamente.

Dem. Si Y es un subconjunto abierto, cerrado y modal de X (A), entonces por el Corolario
3.2.1.3 y la Proposicién 3.2.1.4, tenemos que ©,,(Y) es una LM y—congruencia booleana
de A. Reciprocamente, sea ¢ € Conypag,(A). Entonces, por el Corolario 3.2.1.3 y la
Proposicién 3.2.1.4, inferimos que existe un subconjunto modal, abierto y cerrado Y de
X(A) tal que ¢ = Ops(Y) = Oon(Y) y asi, por el Teorema 3.1.1.2, concluimos la
demostracion.

Por otro lado, teniendo en cuenta que se verifica que Y € COp(X(A)) si, y solo si,
X(A)\Y € COM(X(A) y Ou(Y) = Oom(X(A) \Y), inferimos que O establece un
isomorfismo entre CO (X (A)) v el dual de Congrar, (A). O

Corolario 3.2.1.10 Sea (A,{¢i}icr, {®;Yier) una LMg—dlgebra. Si ¢ es una LMy—

congruencia de A, entonces las siguientes condiciones son equivalentes:
(i) ¢ es una LM g—congruencia booleana,

(ii) ¢ es una OLM g— congruencia booleana.

Dem.
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(i) = (ii): Es consecuencia directa de la Proposicién 3.2.1.4, el Corolario 3.2.1.6 y

el Teorema 3.2.1.9.

(i) = (i): Se sigue inmediatamente. O

Corolario 3.2.1.11 Sea A una LM y—dlgebra. Entonces, toda LM g— congruencia boolea-

na de A es una LM g—congruencia principal y una 60 LM g— congruencia principal.

Dem. Sea ¢ una LM y—congruencia booleana de A. Entonces, por el Teorema 3.2.1.9,
existe un G € COy (X (A)) tal que ¢ = Opp(G). Ademads, teniendo en cuenta el Lema
2.1.4.2 y la Proposicién 3.2.1.4 resulta que COp(X(A)) € Ocs(X(A)). Por lo tanto,
G € Ocs(X(A)) y asi, (1) Oom(G) = BOps(G) = . Como G es modal, entonces
(2) G = U flA_l(G) = GU U fZ-A_l(G), y por el Corolario 2.1.4.7 inferimos que G
es convexol.ef)e esta tltima aﬁrrlllea{ci(’)n, (1), (2) y el Corolario 3.1.1.6 concluimos que ¢ es
una LM y— congruencia principal de A.

Por otro lado, por el Lema 2.1.4.2 y la Proposicién 3.2.1.4 tenemos que CO (X (A))
C Ocp(X(A)), de lo cual resulta que Opp(G) = Ope(G) = ¢. Por consiguiente, de la
Proposicién 3.2.1.4 se sigue que G es un f—subconjunto abierto y cerrado de X (A) y

asi, del Corolario 3.2.1.5 inferimos que X (A) \ G es un #—subconjunto abierto y cerrado

de X (A). Esta declaracién significa que X(A4) \ G = | fA(X(A)\ G). Ademds, como
i€l

X(A)\ G es modal, entonces X (A)\G = ) fZA_l(X(A) \ G). Estas tltimas afirmaciones

el
implican que G = X(4)\ U fA(N /2 (X(A)\ G)) y como G es convexo, el Corolario
iel el
3.1.1.13 nos permite concluir que ¢ es una § LM y—congruencia principal de A. O

Corolario 3.2.1.12 Sea A una LM g—dlgebra. Entonces, las dlgebras booleanas C(A) y
Conyru,(A) son isomorfas y por lo tanto, |Conpra,(A)| = |C(A)].

Dem. Es consecuencia directa del Corolario 3.2.1.8 y el Teorema 3.2.1.9. ]

Corolario 3.2.1.13 Sean A una LMy—dlgebra y (X (A),{f*}icr) su lyP—espacio aso-

ciado. Entonces, las LM yg— congruencias booleanas de A son conmutativas.

Dem. Sean ¢1, w3 € Conprag, (A). Entonces, por el Teorema 3.2.1.9 existen dos subcon-

juntos abiertos, cerrados y modales Y7, Y de X (A) tales que 05(Y)) = 1 y 05(Ya) = pa.
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Supongamos que (z,y) € @9 o ;. Por consiguiente, existe z € A tal que (z,z) € ¢
and (z,y) € @2 y asi, por el Teorema 3.2.1.9 tenemos que o4(x) NY; = o4(2) N Y1 ¥
oa(y) N Yy =0a(z) N Ys. Estos declaraciones implican que o4(z) N (Y1 NY3) = o4(y) N
(Y1NY3). Por otra parte, como Y;, Ys € COp (X (A)), de las Proposiciones 2.1.4.6 y 3.2.1.7
inferimos que (o4(z) N (Y1 NY2)) U (0a(z) N (Y2 \ Y1) U (0a(y) N (Y1\Y2)) € D(X(A)) y
asi, w = o, ((ca(z) N (Y1 NY2)) U (oa(z) N (Y2\ Y1) U (ca(y) N (Y1\Y2))) € A. Ademss,
tenemos que o4(x) NYs = oa(w)NYe y oa(w)NY; = 04(y) NY7, por lo tanto (x,w) € o
y (w,y) € 1. Las dos dltimas afirmaciones implican que (z,y) € @1 o s, de lo que

concluimos que g 0 1 C 1 0 s. La otra inclusion se obtiene de manera similar. O

3.2.2. Otra caracterizacion de las L M y—congruencias booleanas

A continuaciéon obtenemos una nueva caracterizacién de las LM y—congruencias
booleanas, la cual nos resulta 1til para determinar algunas propiedades propiedades de

las mismas.

Proposicién 3.2.2.1 Sea (A, {¢;}Yicr, {¢;Yicr) una LMg—dlgebra. Entonces las siguien-

tes condiciones son equivalentes para una LM g—congruencia ¢ de A:
(i) ¢ es una LM y— congruencia booleana de A,
(i) ezisten a € A, i € I tales que ¢ = O (T ¢;a).

Dem.

(i) = (ii): De la hipétesis y el Teorema 3.2.1.9 inferimos que existe Y € COp (X (A))
tal que ¢ = O)/(Y). Ademas, por la Proposicién 3.2.1.7 y (L7) (Seccién 1.2), existe a € A
tal que Y = o4(¢i(a)) para algin ¢ € I. Teniendo en cuenta el Teorema 3.2.1.9 y la

Proposicién 1.4.1.4 se sigue que Op(ca(gpi(a))) = O(T ¢i(a)), de donde concluimos que
¢ = O(1 ¢i(a)).

(i) = (i): Por la Proposicién 1.4.1.4 tenemos que O(T ¢;a) = O(ca(¢;(a)) para todo
a € Ay para todo i € I. Por ota parte, de la Proposicién 3.2.1.7 resulta que g 4(¢;(a)) es

un subconjunto modal, abierto y cerrado de X (A) y por lo tanto, por el Teorema 3.2.1.9,
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On(oa(pi(a)) = O(oa(¢i(a)) es una LM y—congruencia booleana de A, lo que completa

la demostracion. O

Corolario 3.2.2.2 Sea (A, {¢i}icr, {®;}ic1) una LMy—dlgebra. Entonces las LMgy—

congruencias booleanas de A son regulares y uniformes.

Dem. Sea ¢ una LM y—congruencia booleana de A. Entonces, por la Proposicién 3.2.2.1,
existen a € A e i € [ tales que ¢ = O(] ¢;a). Ademds, para cada b € A tenemos que
b, = {(b Agsa) V c: c €| ¢,a}, donde [b], es la clase de equivalencia de b médulo ¢.
De esta ultima afirmacién inferimos que [0], =] ¢;a y por lo tanto, para todo b € A se
verifica que [b], = {(b A gia) V c¢: ¢ € 0,} vy |[blo| = [[0],], lo que nos permite concluir

la demostracién. O

En lo que sigue obtenemos condiciones necesarias y suficentes para que una LMy—
congruencia principal de una LM y—4&lgebra sea booleana, las cuales son también condi-
ciones suficientes para que la intereseccion de dos LM g—congruencias principales sea una

LM g—congruencia principal.

Proposicién 3.2.2.3 Sean (A, {¢;}icr, {¢; Vicr) una LM g—dlgebra y (X (A), {4, }ier) su
lgP—espacio asociado. Entonces, las siguientes condiciones son equivalentes para todo

a,b € A tales que a < b:
(i) O(a,b) es una LM y— congruencia booleana,
(i) U sz_l(aA(b) \ ca(a)) es un subconjunto cerrado de X (A),
i€l

(iii) U oa(gib A ¢,a) es un subconjunto cerrado de X (A).
i€l

Dem.

(i) = (ii): De la hipétesis y la Proposicién 3.1.1.5 tenemos que ©(a,b) = Opg(G),
donde G = (04(b) \ 0a(a)) U U FA  (o4(b) \ 5a(a)), v teniendo en cuenta el Teorema
3.2.1.9 inferimos que G es un sfleblconjunto abierto, cerrado y modal de X (A). Esta dltima
afirmacién nos permite concluir que G = |J fZA_l(O'A(b) \ 0a(a)) y asi, la demostracion

iel
estda completa.
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(i) = (i): Sea (1) G = U f ' (0a(b) \ 0a(a)). Entonces, de la hipétesis (ii), (IP2),
(IP5) y el Teorema 2.1.1.16, ZtGeInemos que (2) G € COp(X(A)), v en consecuencia, del
Teorema 3.2.1.9, resulta que ©py(G) es una LM y—congruencia booleana de A. Por otro
lado, de (2), el Lema 2.1.4.2 y la Proposicién 3.2.1.4, se sigue que G € Ocg(X(A4)) v
asi, (3) Oom(G) = Ops(G). Ademds, o4(b) \ ca(a) C G. En efecto, supongamos que
(0a(b) \ 0a(a))\ G # 0. Como G es un subconjunto cerrado de X (A), por (IP6) tenemos
que ((ga(b) \ oga(a)) \ G)N U fA(X(A)) # 0, lo que nos permite afirmar que existen
(4) z € (64(b) \ 0a(a)) \ G, ;;ele X (A) tales que x = f;,(y) para algin iy € I. Entonces,
por (IP5), x = f;,(x) para algin i € I. Este enunciado, (1) y (4) implican que = € G, lo
que contradice (4). Por otra parte, se sigue inmediatamente que G es el menor elemento
de Ocs(X(A)), ordenado por la relacién inclusion, tal que o4(b) \ oa(a) C G. Luego, del
Corolario 3.1.1.3 y (3), concluimos que O(a,b) = Opp(G) y por lo tanto, O(a,b) es una

LM y—congruencia booleana.
(ii) < (iii): Es consecuencia directa del hecho de que o4 es un LM y—isomorfismo. O

Corolario 3.2.2.4 Sea A una LM y—dlgebra tal que A es |I|-completa (completa) y todo
filtro primo de A es un |I|-filtro (filtro completo), o que el dlgebra booleana C(A) es |I|-
completa (completa) y todo filtro primo de C(A) es un |I|-filtro (filtro completo). Entonces

toda LM g— congruencia principal de A es una LM g— congruencia booleana.

Dem.: Si ¢ es una LMy—congruencia principal de A, entonces existen a, b € A tales

que a < by ¢ = O(a,b). Por el Corolario 3.1.1.11 tenemos que | J o4(¢b A ¢,a) es un
el

subconjunto cerrado de X (A), de lo que concluimos, por la Proposicién 3.2.2.3, que O(a, b)

es una LM y—congruencia booleana. m|

Lema 3.2.2.5 Sea (X, {fi}icr) un lgP—espacio. Si R C X es tal que R C |J fi ' (R),
i€l
entonces |J f; '(R) =] RUT R.

i€l
Dem. Supongamos que f;(z) € R para algun ¢ € I. Por consiguiente, por (IP11) tenemos

que x €] R o x €] R. Reciprocamente, sea x €| R U | R. Entonces, existe y € R tal

que x <y oy <z y asi, por (IP4), inferimos que f;(z) = fi(y) para todo i € I. Esta
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afirmacién y el hecho de que por la hipdtesis, f; (y) € R para algin ig € I, nos permite
concluir que z € |J fi '(R). O
i€l

Lema 3.2.2.6 Sean (X,{f;}icr) un lyP—espacio y R un subconjunto abierto y cerrado
de X. Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

1) RS U iR,

i€l
(i) U fi ' (R) es cerrado.
i€l

Dem.

(i) = (ii): De la hipétesis y el Lema 3.2.2.5 se sigue que |J fi *(R) =] RU T R.

iel
Como R es un subconjunto cerrado de X, entonces por la propiedad (P3) de los espacios
de Priestley (Seccion 1.4.1) se verifica que | R U T R es un subconjunto cerrado de X, lo

que completa la demostracion.

(i) = (i): De la hipétesis y el hecho de que R es un subconjunto abierto de
X inferimos que R\ U fi " Y(R) es subconjunto abierto de X. Supongamos ahora que
R\ U fi YR) # 0. Eﬁtlonces, por la propiedad (IP6) existen z € X e ig € [ tales que
fio (5[6 R\ U fi Y(R), y por la propiedad (IP5) concluimos que f;,(z) € Ry fi(x) € R
para todo 7 616}, lo cual es una contradiccién. Por lo tanto, R C Ulfi_l(R). a

ic

Proposicién 3.2.2.7 Sean (A, {¢;}Yicr, {0, }icr) una LM g—dlgebra y (X (A), {f }ier) su
lgP—espacio asociado. Si @ es una LM g—congruencia principal de A, entonces las si-

gquientes condiciones son equivalentes:
(i) ¢ es una LM y—congruencia booleana de A,

(i) existe un subconjunto abierto, cerrado y convexo R de X (A) tal que

¢ = Oon(G), donde G = |J fA ' (R).

iel

Dem.
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(i) = (ii): En virtud de la hipdtesis y el Teorema 3.2.1.9 existe un subconjunto
modal, abierto y cerrado G de X (A) tal que ¢ = ©pp(G). Como G es modal, entonces

G= fZA_l(G). Ademas, del Corolario 2.1.4.7, tenemos que G es convexo.
iel

(i) = (i): De la hipétesis (ii) y la propiedad (IP3) inferimos que el conjunto G
es convexo. Ademas, por el Lema 3.2.2.6, GG es cerrado. Por otra parte, como R es un
subconjunto abierto de X, de la hipétesis (ii), la propiedad (IP2) y el Teorema 2.1.1.16,
resulta que G es abierto en X. Entonces, del Teorema 3.2.1.9 concluimos que ¢ es una

LMjy—congruencia booleana de A. a

Proposicién 3.2.2.8 Sea (A, {¢:}icr, {0; }icr) una LM y—dlgebra. Entonces, las siguien-

tes condiciones son equivalentes para a,b € A tales que a < b:

(i) O(a,b) es una LM y—congruencia booleana de A,

(ii) ezistenmn € IN, i; € I, 1 < j <n tales que ©(a,b) = Opn(ca(V (qﬁijb/\gija))),

J=1

(ili) existen i; € I, 1 <j <n tales que ©(a,b) = O (T /n\(q_bl-jb Y (bija)).
j=1

Dem.

(i) = (ii): Por la Proposicién 3.1.1.5 se verifica que (1) O(a,b) = Ops(G), donde
G = (0a(b) \ 0a(a)) U U FA (o4(b) \ 04(a)). De la hipétesis y la Proposicién 3.2.2.3
inferimos que |J sz_l(af(Ib) \oa(a)) es un subconjunto cerrado de X (A). Luego, del Lema

i€l
3.2.2.6 se sigue que g4(b) \ oa(a) € U fA ' (o4(b) \ oa(a)) y por lo tanto se verifica que
i€l
G = U f2 " (o4(b) \ 0a(a)). Para completar la demostracién notemos que el conjunto

i€l
{2 (o4(b) \ 5a(a)) : i € I} es un cubrimiento abierto de G. Entonces, un simple

argumento compacto muestra que existen ¢; € I, 1 < j < n para algin n € IN tales

que G = | fé‘_l(JA(b) \ oga(a)), y como o4 es un LMy—isomorfismo, obtenemos que
j=1

(2) G=0a(V (gzﬁijb/\aija)). El hecho de que \/ (c;ﬁijb/\aija) € C(A), laigualdad (2) y la
j=1 j=1
Proposicién 3.2.1.7 implican que G es un subconjunto abierto, cerrado y modal de X (A), y

teniendo en cuenta que CO (X (A)) C Ocs(X(A)), tenemos que (3) Oon(G) = Oos(G).

n

De (1), (2) y (3) concluimos que O(a,b) = Oonr(oa( \ (b A ¢;a))).

Jj=1
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j=1
mo COpN(X(A)) € Ocs(X(A)), entonces de los Teoremas 3.1.1.2 y 3.2.1.9 obtenemos

que Oon(oa( \n/ (b A d;a))) = Og(X(A)\ ol \/ (b A ¢;a)). Ademéds, como o4 es un

(ii) = (iii): Por la Proposicién 3.2.1.7, UA(\n/(¢ib A ¢a)) € COM(X(A)) y co-
)

LM g—isomorfismo, inferimos que X (A)\ oa( \ (¢bA@;a)) = oa( /\ (b, bV ¢;a)). Enton-
j=1 j=1
ces, de la hipétesis, las dos ultimas igualdades y (A13) ( Proposicién 1.4.1.4), concluimos

ane 6(a.5) = O(1 A 3,6V 6,,0)).

(iii) = (i): Como A (al-jb V ¢;;a) € C(A), entonces de la hipdtesis y la Proposicién
j=1

3.2.2.1 concluimos que ©(a, b) es una LM y—congruencia booleana de A. O

Corolario 3.2.2.9 Sea (A, {¢;}Yicr, {¢; Yicr) una LMg—dlgebra. Entonces, las siguientes

condiciones son equivalentes para a,b € A tales que a < b:

(i) O(a,b) es una LM y— congruencia booleana de A,

(ii) ezistenn € IN, i; € I, 1 < j <n tales que para todo P € X(A), sibe P ya ¢ P,
entonces \/ (¢;;b A aija) epP
j=1

Dem.
(i) = (ii): De la hipdtesis, la Proposicién 3.2.2.8 y el Teorema 3.2.1.9 inferimos

que existen i; € I, 1 < j < n para algiin n € IN tales que Opg(oa( \/ (b A ¢,a))) =
j=1
©(a,b). Por otra parte, de la Proposicién 3.1.1.5 tenemos que la congruencia O(a,b) =

O©os((ca(b) \ oala)) U Y fiA_l((jA(b) \ 04(a))), de lo que obtenemos, por el Teorema
iel
3.1.1.2, que g4(b) \ oa(a)) U U fZ-A_l(UA(b) \oa(a)) = o \n/ (b A ¢;a)) y por lo tanto,
el Jj=1
oa(b) \ ga(a) C oa( \/ (¢s,0 N gb a)). Entonces, teniendo en cuenta la definicién de o4, la

s}
demostracion esta completa.

(i) = (i): De la hipdtesis (ii) y por ser o4 un LM y—isomorfismo inferimos que

oa(b) \ oa(a) C U A, _1( 4(b) \ 04(a)), de donde se sigue, por la propiedad (IP5),

que ngZA_l(UA(b) \ oa(a)) = L_J A, _1( 4(b) \ 04(a)) y por lo tanto se verifica que
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oa(d) \ oala) € U fA (0a(b) \ oa(a)). Entonces, por el Lema 3.2.2.6, tenemos que
U fiA_l(aA(b) \ af(;)) es un subconjunto cerrado de X (A), de lo que concluimos, por la
ZPioposicién 3.2.2.3, que O(a, b) es una LM y—congruencia booleana. O
Observacién 3.2.2.10 Si un subconjunto Y de un [y P—espacio X es abierto y modal,
entonces del Lema 2.1.4.2 inferimos que Y es un subconjunto abierto cuyo complemento es
semimodal. Por lo tanto el reticulo Oy, (X) de los subconjuntos abiertos y modales de X

es un subreticulo del reticulo O¢g(X). Luego, por el Teorema 3.2.1.9, ©pp (V) = Ops(Y)
para todo Y € Op(X).

Proposicién 3.2.2.11 Sean (A, {®; Yicr, {@; Vicr) una LM g—dlgebra y (X (A), {f}icr) su
lgP—espacio asociado. Entonces para todo subconjunto Y de X(A), las siguientes condi-

ctones son equivalentes:
(i) Y € Ou(X(A)) y ©0s(Y) es una LM y—congruencia principal de A,
(i) Y € COM(X(A)).

Dem.

(i) = (ii): De la hipdtesis y el Corolario 3.1.1.6 inferimos que existe un subconjunto

R de X(A) abierto, cerrado y convexo tal que (1) Y = RU |J fA '(R). Como Y es

iel

modal, entonces de la ultima igualdad y (IP5) obtenemos que (2) Y = | fiA_l(R) y por
i€l

consiguiente, de (1) y (2), resulta que R C |J f2'(R). De esta tltima afirmacién, el

i€l

Lema 3.2.2.6 y (2) concluimos que Y es cerrado.
(i) = (i): De la hipétesis, el Teorema 3.2.1.9 y la Observacién 3.2.2.10 se sigue
que O©ps(Y) es una LMy—congruencia booleana de A y consecuentemente, por Corolario

3.2.1.11, ©pg(Y) es una LMy—congruencia principal de A. O

Corolario 3.2.2.12 Sean (A, {¢:}icr, {&; yier) una LMp—dlgebra y (X(A), {f#}ic1) su
lgP—espacio asociado. Entonces las siguientes condiciones son equivalentes para todo

Y € Ou(X(A)):

(i) Oom(Y) es una LM yg—congruencia principal de A,
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(i) ©om(Y) es una LM g—congruencia booleana de A.

Dem. Es consecuencia inmediata del Teorema 3.2.1.9 y la Proposicién 3.2.2.11. O

3.2.3. LM, —congruencias booleanas

Finalmente, completamos esta seccién estableciendo una caracterizacién de las con-

gruencias booleanas de las LM, —&algebras.

Teorema 3.2.3.1 Sean A una LM, —dlgebra y (X(A),{f{,..., f2}) el l,P—espacio
asociado a A. Entonces, el reticulo COp (X (A)) de los subconjuntos modales, abiertos y
cerrados de X (A) es isomorfo al reticulo Conypag, (A) de las LM ,,— congruencias booleanas

de A y el isomorfismo es la funcion ©py definida como en el Teorema 3.2.1.9.

Dem. Es consecuencia del Lema 2.1.4.2 y el Teorema 3.1.2.1. También es consecuencia

directa del Teorema 3.2.1.9. O

Corolario 3.2.3.2 Sea A una LM ,,—dlgebra. Entonces las LM ,,— congruencias booleanas

y principales de A coinciden.
Dem. Es consecuencia del Corolario 3.1.2.7 y el Teorema 3.2.3.1. ]

Corolario 3.2.3.3 En toda LM, —dlgebra, la composicion de LM ,—congruencias prin-

cipales es conmutativa.

Dem. Es consecuencia de los Corolarios 3.2.1.13 y 3.2.3.2. O

Proposicién 3.2.3.4 Sean A una LM ,—dlgebra y (X (A), {f{,..., f2,}) sul,P—espa-

cio asociado. Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) Conpa, (A) = Conprar, (A), o equivalentemente el reticulo Congay, (A) es un dlgebra

de Boole,
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(il) Cpy(X(A)) = COM(X(A)), o equivalentemente el reticulo Cp (X (A)) es un dlgebra
de Boole,

(iii) X(A) es un conjunto finito,
(iv) A es un conjunto finito.

Dem.

(i) < (ii): Es consecuencia directa de los Teoremas 3.1.2.1 y 3.2.3.1.

(i) = (iii): Supongamos que X (A) es un conjunto infinito, entonces por la Propo-
siciéon 2.1.3.8, X(A) es la suma cardinal de un conjunto infinito de cadenas maximales
de a lo sumo n — 1 elementos y por lo tanto, existe un subconjunto infinito numerable
{z, : n € N} C X(A) tal que C,, N C,, = 0 para todo n, m € IN tal que n # m,
donde para cada x € X(A), C, = {fA(x) : 1 < i < n — 1} es la cadena maximal
en X(A) a la que z pertenece. Luego (f{*(x,)) v €s una sucesién en X(A) tal que
(1) fM(z,) # f{*(zm) para todo n, m € IN tal que n # m. Teniendo en cuenta que X (A)
es compacto y ademds que f{}(X(A)) es un subconjunto cerrado de X(A), inferimos
que existe z € X(A) tal que (2) (fi*(zn)), oy > fi'(z). Esta tltima afirmacién y (1)
implican que f{(z) # f{(z,) para todo n € IN, de lo que se sigue por (1,P5) que
(3) {fi{xn) : n € N}n Cra@) = 0. Por otra parte, como Cja(, es un subconjunto
finito de X (A) y X(A) es un espacio de Hausdorff, entonces Cja(,) es un subconjunto
cerrado de X (A). Ademads, por el Corolario 2.1.4.10, C’flA(z) es un subconjunto modal
de X y por lo tanto Cya(,) € Cu(X(A), de lo que obtenemos de la hipétesis (ii) que
Craw) € COM(X(A)). Luego, Cra(,) es un entorno abierto de f{(x), entonces por (2)
existe una subsucesion (f{ (2, )),cv tal que {f{(zn, )} ev S Ca(a)» 1o que contradice

(3). Por lo tanto, X (A) es finito.
(ii) < (iv): Es trivial

(ii) = (ii): Sea X(A) un conjunto finito. Como el l,, P—espacio X (A) es un espacio
de Hausdorff, entonces la topologia de Priestley para X (A) es la topologia discreta y por
consiguiente, todo subconjunto de X (A) es abierto y cerrado, de lo que concluimos que

se verifica (ii). O
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3.3. Congruencias de las LMgy—algebras que son
producto de un ntimero finito de cadenas

En esta seccién estudiamos las LMg—congruencias de una LM jy—algebra cuyo
ly P—espacio asociado es la suma cardinal de un ntimero finito de segmentos o equivalente-
mente si la LM y—algebra es un producto finito de LM y—algebras totalmente ordenadas.
En lo que sigue con el objeto de facilitar la presentacion de los resultados utilizamos la
hipdtesis adicional de que el conjunto I tiene primer y tltimo elemento, pero es facil de

comprobar que esta hipdtesis es superflua.

Proposicién 3.3.1 Sea (X,{fi}ic1) un lgP—espacio tal que X = J[fo(z;), fi(z;)] y
j=1

[fo(z;), fi(z;)] N [folzy, fi(z;)] =0, para todo k,j, k# j, 1 < j <n,1<k<n. Entonces

para todo j, 1 < j < n, [fo(x;), fi(x;)] es un subconjunto abierto, cerrado y totalmente

ordenado de X .

Dem. De la hipédtesis y la Proposicién 2.1.4.8 inferimos que para todo j, 1 < 7 < n,
(1) [fo(z;), fi(x;)] es un subconjunto abierto y cerrado de X.

Supongamos que existen j, 1 < j < n, z,y € [fo(z;), fi(z;)] tales que (2) y £ z y
(3) z £ y, entonces por (IP3) tenemos que (4) f;(z) = fi(y) = fi(x) para todo ¢ € I, de
lo que se sigue de (2), (3) y (IP11) que fi(x) # y v fi(x) # z para todo ¢ € [ y asi, de
(2), (3), (4) y (IP11) resulta que (5) fi(x) < y si, y solo si, fi(x) < z para todo i € I.
Ademds se verifica que (6) y < fi(z) si, y solo si, z < f;(z) para todo i € I. En efecto,
si existe i € I tal que fi(z) < zy fi(x) £ y, entonces de (4) y (IP11) obtenemos que
y < fi(z) y por consiguiente, y < z, lo que contradice (2), y por lo tanto vale (6). Ademas,
de (2) y (3) podemos asegurar que existen U, V € D(X) talesquey e U, z ¢ U,y ¢ V
y z € V. Estas tltimas afirmaciones y (1) implican que (7) U N [fo(z;), fi(z;)] € D(X),
(8) V-1 [folzy), filzy)] € DX) y (9) Un [folz;), fr(z;)] # V O [folzs), fi(z;)]. Por otra
parte, de (5) y (6) tenemos que f; (U N [fo(x;), fi(z;)]) = fi7 (V O [folz)), fi(z))]) =
[fo(z;), fi(x;)] para todo i € I tal que y < f;(x), y ademés que fi " (UN[fo(z;), fi(z;)])=
FN (V0 [folxy), fi(x;)]) = O para todo i € I tal que fi(¥) < y. Consecuentemente,
fH U folay), fu(x)]) = £ (VN[ fo(xy), f1(x;)]) para todo i € I, entonces de (7), (8) y
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la propiedad (IP7) de los [yP—espacios (Proposicion 2.1.2.3), inferimos que
U N [folzj), filz;)] = V N0 [folx;), fi(z;)], lo que contradice (9). De esta manera con-
cluimos que [fy(z;), fi(x;)] es un subconjunto totalmente ordenado de X para todo j,

1<j53<n. O

Corolario 3.3.2 Sea (X, {f;}ic1) unlyP—espacio. Si X es la suma cardinal de un nimero
finito de segmentos [fo(x;), fi(z;)], z; € X, 1 < j <mn, entonces todo subconjunto modal

de X es abierto y cerrado.

Dem. Es consecuencia inmediata de las Proposiciones 2.1.4.6 y 3.3.1. O

Observacién 3.3.3 Teniendo en cuenta la Proposicién 3.3.1 podemos decir que en esta
seccion consideramos las LM y—algebras cuyo [y P—espacio asociado es la suma cardinal
de un numero finito de cadenas y por consiguiente por los Teoremas 2.1.8.1 y 2.1.10.1
y el Corolario 2.1.10.2, estas algebras son las LMy—algebras isomorfas a un producto
directo de un ntmero finito de subdlgebras de la LMy—algebra Lo/} o de la LM, —

algebra L, = {ﬁ : 1< j<n-—1} cuando 6 es un entero n, n > 2.

Proposicién 3.3.4 Si un lgP—espacio, (X,{fi}icr) es la suma cardinal de un nimero
finito de segmentos [fo(x;), fi(x;)], 1 < j < n, entonces las siguientes condiciones son

equivalentes para todo subconjunto cerrado Y de X :
(i) Y es un —subconjunto,

(ii) Y es semimodal,

(iii) Y es modal.

Dem. (i) = (ii): Es inmediata.

(ii) = (iii): Como Y es un subconjunto semimodal y cerrado, entonces { f;(y) }icr C Y
para todo y € Y. Ademas, por ser X la suma cardinal de un ntimero finito de segmentos,
de las Proposiciones 2.1.4.8 y 3.3.1 y (IP6) inferimos que {f;(y)}icr = [fo(v), f1(y)] para

todo y € Y. Por lo tanto, | [fo(v), fi(y)] € Y. Por otro lado, por la propiedad (1P13)
yey
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de los lpP—espacios (Proposicién 2.1.3.5) tenemos que Y C J [fo(y), f1(y)], ¥y de la
yey
Proposicién 2.1.4.6, concluimos que Y es modal.

(ili)) = (i): De la hipdtesis (iii) y el Corolario 3.3.2 se sigue que Y es un sub-
conjunto modal, abierto y cerrado de X, entonces por la Proposicion 3.2.1.4, Y es un

f#—subconjunto. m|

Corolario 3.3.5 Si un lyP—espacio (X,{fi}icr) es la suma cardinal de un nimero finito
de segmentos [fo(z;), fi(z;)], 1 < j < n, entonces todo subconjunto semimodal
(0—subconjunto) cerrado de X es un subconjunto abierto de X. Ademds, se verifica que
todo subconjunto abierto de X tal que su complemento es un subconjunto semimodal

(0—subconjunto) de X es un subconjunto cerrado de X.

Dem. Es consecuencia de la Proposicién 3.3.4 y el Corolario 3.3.2. |

Corolario 3.3.6 Si un lgP—espacio (X,{fi}icr) es la suma cardinal de un nimero finito
de segmentos [fo(x;), fi(z;)], 1 < j < n, entonces las siguientes condiciones son equiva-

lentes para todo subconjunto Y de X:

(i) Y es un subconjunto abierto tal que X \'Y es semimodal,
(i) Y es un subconjunto abierto tal que X \'Y es un 0—subconjunto de X,

(iii) Y es un subconjunto modal.

Dem.
(i) = (ii): Por la hipdtesis (i) y el Corolario 3.3.5 tenemos que X \Y es un subconjunto
semimodal, abierto y cerrado de X, entonces por la Proposicién 3.2.1.4 resulta que X \ Y

es un #—subconjunto.
(i) = (i): Es inmediata.

(i) = (iii): De la hipdtesis (i) y el Corolario 3.3.5 inferimos que X \ Y es un
subconjunto semimodal, abierto y cerrado de X, entonces de la Proposicion 3.2.1.4 se

sigue que X \ 'Y es modal, y por lo tanto, del Lema 2.1.4.2, Y es modal.
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(iii) = (i): La hipdtesis (iii) y el Corolario 3.3.2 nos permiten afirmar que X \ Y
es un subconjunto modal, abierto y cerrado de X, entonces por la Proposicién 3.2.1.4,

concluimos que X \ Y es semimodal. O

En lo que sigue si (X, {fi}icr) es un lyP—espacio, entonces denotamos por M(X)
al reticulo de los subconjuntos modales de X, COy(X) al reticulo de los subconjuntos
modales, abiertos y cerrados de X, O¢cg(X) al reticulo de los subconjuntos abiertos cuyos
complementos son subconjuntos semimodales de X y O¢g(X) al reticulo de los subcon-

juntos abiertos cuyos complementos son #—subconjuntos de X.

Corolario 3.3.7 Sea (A,{¢i}ics, {®;}icr) una LMy—dlgebra, tal que su lyP—espacio
asociado (X (A), {f}icr) es la suma cardinal de un nimero finito de cadenas. Entonces,

M(X(A)) = COu(X(A)) = Ocs(X(A)) = Oce(X(A4)).

Dem. Es consecuencia inmediata de los Corolarios 3.3.2 y 3.3.6. O

Corolario 3.3.8 Sea (A,{¢:}icr, {0;}ier) una LMg—dlgebra tal que su lgP—espacio
asociado (X (A), {f1}icr) es la suma cardinal de un nimero finito de cadenas. Entonces

para toda relacion binaria ¢ de A, las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) ¢ es una OLM y—congruencia de A,

(ii) ¢ es una LM g—congruencia de A,
(iii) ¢ es una LM y—congruencia booleana de A,
(iv) ¢ es una LM g—congruencia booleana de A,
(v) ¢ es una 0LM g—congruencia principal de A,

(vi) ¢ es una LMy—congruencia principal de A.

Dem. Por el Corolario 3.3.7 tenemos que M(X(A)) = COu(X(A)) = Ocs(X(A))
= Oce(X(A)), de donde se sigue, por los Teoremas 3.1.1.2 y 3.2.1.9, que las condiciones
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(1), (ii) y (iii) son equivalentes. La equivalencia de las condiciones (iii) y (iv) es consecuen-

cia del Corolario 3.2.1.10.
(iv) = (v): Se sigue de los Corolarios 3.2.1.10 y 3.2.1.11.
(iii) = (vi): Resulta del Corolario 3.2.1.11

(v) = (i) y (vi = (ii): Son triviales. O

Corolario 3.3.9 Sea (A,{¢;}Yicr, {0;}ier) una LMg—dlgebra tal que su lgP—espacio
asociado (X (A), {fYic1) es la suma cardinal de un nimero finito de cadenas. Enton-
ces, el reticulo booleano M(X(A)) es isomorfo al (dual del) reticulo Conpa,(A) de las

LM y—congruencias de A, donde el isomorfismo estd definido como en el Teorema 3.1.1.2

(Teorema 2.1.4.12).
Dem. Es consecuencia de los Teoremas 3.2.1.9 y 3.1.1.2 y el Corolario 3.3.7. O

Corolario 3.3.10 Sea (A, {¢;}icr, {®,;}icr) una LMg—dlgebra tal que su lgP—espacio
asociado (X (A), {f}ier) es la suma cardinal de un nimero finito de cadenas. Enton-
ces, la interseccion de dos LM g— congruencias principales de A es una LM g— congruencia

principal.
Dem. Es consecuencia del Corolario 3.3.8. O

Corolario 3.3.11 Sea V la subclase de las LM g— dlgebras tal que el espacio lg P—espacio
asociado a cada una de ellas es la suma cardinal de un conjunto finito de cadenas. En-
tonces, V es a LMgy—congruencias conmutativas, distributivas, uniformes, requlares y

compactas, y tiene la propiedad de extension de congruencias.
Dem. Es consecuencia de los Corolarios 3.2.1.13, 3.2.2.2 y 3.3.8. O

Proposicién 3.3.12 Sea (A, {¢;}Yier, {@; Vier) una LM g—dlgebra tal que su lyP—espacio
asociado (X (A), {f")}ier) es la suma cardinal de n cadenas mazimales, con n un entero

positivo. Entonces, |Conpy,(A)| = |C(A)] = 2"
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Dem. Los Corolarios 3.2.1.8 y 3.3.9 nos permiten afirmar que |C(A)] = |[M(X(A))]

= |Conpa,(A)|. Ademds, de la Proposicién 2.1.4.6 obtenemos que |M(X)A)| = > (’;)
=0

= 2". Por lo tanto, |C'(A)| = |Congn,(A)| = 2™ O

Proposicién 3.3.13 Sea (A, {¢;}icr, {&;}icr) una LMy—dlgebra tal que su lgP—espacio
asociado (X (A),{fA}icr) es la suma cardinal de n cadenas, con n un entero positivo.

Entonces, para cada a € A, |{¢ia}ticr| <n + 1y [{¢;a}ier] <n + 1.

Dem. Teniendo en cuenta que o4 es un LM y—isomorfismo, resulta que para cada a € A,
(1) {pi(a) : i € I} = [{oa(¢i(a)): i € I}|. Ademds, por las Proposiciones 2.1.4.6,
3.2.1.7 y 3.3.1 tenemos que para cada i € I, o4(¢;(a)) es la suma cardinal de m cade-
nas maximales, donde m es un entero positivo, 0 < m < n. Supongamos que existen
i, j € I tales que (2) ga(¢i(a)) y oa(¢;(a)) son la suma cardinal de m cadenas maxi-
males, 0 < m < n. Por ser 04 un LM y—isomorfismo, entonces de la propiedad (L4) de
las LM g—algebra obtenemos que o4(¢i(a)) C oa(¢j(a)) sii < jo oa(p;(a)) C oa(di(a))
si j <1, de lo que inferimos por (2) que oa(¢i(a)) = ga(¢j(a)). Por lo tanto, para cada
a € Ay para cada entero positivo m, 0 < m < n, el nimero cardinal del conjunto
{oa(di(a)) : 0a(pi(a))es la suma cardinal de m cadenas maximales, i € [}
es a lo sumo 1. De esta tltima afirmacién, (1) y la propiedad (L2) de las LM y—4algebras,

concluimos que [{¢;a}ic;| <n + 1y |[{#;a}icr| <n + 1 para todo a € A. O

Proposicién 3.3.14 Sea (A, {¢;}Yicr, {¢;Yicr) una LM y—dlgebra tal que su loP—espacio

asociado es la suma cardinal de un nimero finito de cadenas. Sia, b € A ya < b, entonces

o) = © (1 Alsavan)

el

Dem. Por la Proposicién 3.3.13 se verifica que A (¢a V ¢;b) € A. Teniendo en cuenta
iel
el Corolario 3.3.8 y la Proposicién 3.2.2.8 podemos afirmar que existen n € IN, 7; € I,

1 <j <mn,tales que (1) ©(a,b) = (T A (gbija\/aijb) ). Ademas de la Proposicion 3.2.1.7,
j=1

el Teorema 3.2.1.9, el Corolario 3.3.9 y (A13) en la Proposicién 1.4.1.4, inferimos que
Bos(aa( V (¢i,0 A Eija))) = 0T Al(gyaVv aijb) ), de lo que obtenemos por (1) que
j=1 Jj=1

(2) O(a,b) =Bps(aa( V (gbi].b/\aija) ) ). Por otra parte, de la Proposicién 3.1.1.5 tenemos

J=1
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que (3) O(a,b) = Ops((aa(b) \ oa(a)) U ga(gib A ¢,a)). Las igualdades (2) y (3) y el
i€l
Teorema 3.2.1.9 nos aseguran que (o4(b)\oa(a)) U U oa(dibAg;a) = a4( \7} (gzﬁijb/\g_bija) )
i€l j=1
y por lo tanto para todo i € I, a4(¢ib A ¢;a) C o4 \n/ (¢i,b A aija) ). Ademds, como o4
=1

<o

es un LM g—isomorfismo, se sigue que ¢b A ¢p,a < (¢i,b A aija) para todo i € I. Por

1

J

consiguiente, \/ (¢;b A ¢;a) = \/ (¢i,b A ai],a) y asi por la propiedades (L.2) y (L7) de las

i€l j=1

LMg—3algebras (Seccién 1.2) resulta que que A (¢ia V ¢;b) = A (¢,a V aijb), de lo que
iel j=1

concluimos por (1) que O(a,b) = O(T A (¢ia V é;b)). O

il

3.4. Congruencias principales y booleanas de las
nL M ¢g—algebras

En esta seccién analizamos las congruencias principales y las §—congruencias princi-
pales de las nL M y—algebras, con 6 infinito y finito, por medio de las dualidades topoldgi-
cas que obtuvimos para estas algebras en el Capitulo 2.

Es importante recordar que en la Seccién 2.2.2 probamos que las On L My—congruencias
y las 6 L My—congruencias de una nLM yg—algebra coinciden. Como en las Secciones 3.1.1
y 3.1.2 caracterizamos las 8 L My—congruencias principales y booleanas, respectivamente,

ahora solo es necesario caracterizar las nL My—congruencias principales y booleanas.

3.4.1. nLMjy—congruencias principales

En primer lugar caracterizamos las nLMy—congruencias de una nLM y—algebra por
medio de ciertos subconjuntos abiertos de su NlyP—espacio asociado, lo que nos permite

determinar algunas propiedades de estas congruencias.

Teorema 3.4.1.1 Sean A una nLMg—dlgebra y (X(A), ga, {f}icr) su NlgP—espacio
asociado. Entonces el reticulo Ocrs(X(A)) de los subconjuntos abiertos de X(A) cuyos

complementos son subconjuntos involutivos y semimodales de X (A) es isomorfo al reticulo
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Congra,(A) de las nLM g—congruencias de A, y el isomorfismo lo establece la funcion

Oosr definida por la prescripcion: (a,b) € Opsi(G) si, y solo si, (o4(b)Aoa(a)) CG.

Dem. Es consecuencia inmediata de los Teoremas 1.4.1.2 y 2.2.2.6, teniendo en cuenta
que existe una correspondencia biunivoca entre los subconjuntos cerrados y abiertos de

un espacio topolégico y que Oprs(G) = O15(X(A) \ G). O

El siguiente corolario se demuestra mediante un razonamiento analogo al de la de-

mostracion del Corolario 3.1.1.3, usando en este caso el Teorema 3.4.1.1.

Corolario 3.4.1.2 Sean A una nLMg—dlgebra y (X(A), ga, {f}icr) su NlgP—espacio

asociado. Entonces las siguientes condiciones son equivalentes para todo a,b € A, a < b:
(i) G € Ocrs(X(4)) y Oo1s(G) = On(a,b),

(ii) G es el menor elemento de Ocrs(X(A)), en el sentido de inclusion, que contiene a

ga(b) \ oala).

A continuacion establecemos una caracterizacién de las nL M y—congruencias princi-
pales de una nLMjy—4&lgebra, teniendo en cuenta la caracterizaciéon de las LMy—
congruencias principales de una LM y—algebra, obtenida en la Secciéon 3.1, y la de las

congruencias principales de un algebra de De Morgan, determinada en [2].

Proposicién 3.4.1.3 Sean A una nLMg—dlgebra y (X(A), ga,{f* }icr) su NlgP—
espacio asociado. Entonces las siguientes condiciones son equivalentes para todo a,b € A,

a <b:
(i) G e OC[S(X(A)) Y 9015<G) = @n(a, b),

(i) G = (ga(b) \ 0a(a)) U ga(oa(b) \ 0a(a)) U EUIff‘_l(UA(b) \ 0a(a)).
Dem.
(i) = (ii): De la hipétesis (i) y el Corolario 3.4.1.2 inferimos que (1) 04(b)\oa(a) C G.

Como X(A) \ G es un subconjunto involutivo y semimodal de X(A), entonces de (1)

obtenemos que (2) (g4(b) \ ca(a)) U ga(oa(b) \ oa(a)) U g; fiAil(UA(b) \oa(a)) C G.
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Teniendo en cuenta que g4 es un homeomorfismo involutivo, (IP2), (IP5) y (nlP3), se sigue
que (3) (ga(b)\oa(a)) U gA(OA(b)\UA(a»UiLgI 27 (oa(b)\0a(a)) € Ocrs(X(A)). Luego,
de (1), (2), (3), la hipétesis (i) y el Corolario 3.4.1.2, concluimos que
G = (0a(b) \ 0a(a)) U ga(oa(b) \ 0a(a)) U Ler FA7 (0ad) \ 0a(a)).

(i) = (i): De (ii) obtenemos que (1) G € Ocrs(X(A)) v (2) oa(b) \ cala)
C G. Sea (3) H € Ocrs(X(A)) tal que (4) 0a(b) \ o0a(a) € H. Teniendo en cuenta que
X(A) \ H un subconjunto involutivo y semimodal de X(A), resulta que
(04(0) \ 0a(a)) U ga(0a(d) \ 0a(a) U U [ (04(b) \ 0a(a)) € H y por consiguiente,
G C H. Esta tltima afirmacién, (1), (Z%, (3), (4) y el Corolario 3.4.1.2, nos permiten
concluir que Oprs(G) = O,(a,b). O

Proposicién 3.4.1.4 Sean A una nLMg—dlgebra y (X(A),ga,{f}icr) su NlgP—
espacio asociado. Entonces para todo G € Ocrs(X(A)), las siguientes condiciones son

equivalentes:
(1) ©01s(G) es una nLM y—congruencia principal,
(ii) existe un subconjunto abierto, cerrado y convexo R de X (A) tal que

G=RUgR)UU f(R).
iel
Dem.: Es consecuencia inmediata de la Proposicién 3.4.1.3, la propiedad (P1) de los

espacios de Priestley (Seccién 1.4.1) y el hecho de que g4 es un nLMy—isomorfismo. O

3.4.2. nLMy—congruencias booleanas

En lo que sigue caracterizamos los subconjuntos abiertos cuyos complementos son sub-
conjuntos involutivos y semimodales del NlyP—espacio asociado a una nLMy—
algebra, los cuales se corresponden con las nLMy—congruencias booleanas por medio

de esta dualidad.

Proposicién 3.4.2.1 Sean (A, ~,{¢;}icr) una nLMg—dlgebra y (X (A), ga, {f}icr) su
NlgP—espacio asociado. Entonces para cada Y C X(A), Oosr(Y) es una nLMy—
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congruencia booleana de A si, y solo si, Y es un subconjunto abierto y cerrado de X (A) tal
que Y y X(A)\'Y son subconjuntos involutivos y semimodales de X (A), donde ©osr(Y)

esta definida como en el Teorema 3.4.1.1.
Dem. Es consecuencia inmediata del Teorema 3.4.1.1. O

Lema 3.4.2.2 Sea (X, g,{f:)}icr) un NlgP—espacio. Si Y es subconjunto involutivo de

X, entonces el complemento de Y es también involutivo.

Dem. De la hipétesis y teniendo en cuenta que g es una funcién biyectiva obtenemos que

g(X\Y)=X\g(Y)=X\Y ypor lo tanto, X \ Y es involutivo. O

Lema 3.4.2.3 Sea (X, g,{f:)}icr) un NlgP—espacio. SiY es un subconjunto semimodal,

abierto y cerrado de X, entonces Y es involutivo.

Dem. Por la hipdtesis y la Proposicion 3.2.1.4 tenemos que Y es un #—subconjunto de

X y asi, por el Lema 2.2.2.2, concluimos que Y es involutivo. a

Proposicién 3.4.2.4 Sean (A, ~,{¢;}icr) una nLMg—dlgebra y (X (A), ga, {1 }icr) su
NlgP—espacio asociado. Entonces para cada Y C X(A), las siguientes condiciones son

equivalentes:

(1) Oos1(Y) es una nLM y—congruencia booleana de A,
(ii) Y es un subconjunto abierto, cerrado y semimodal de X (A),
(iii) Y es un subconjunto abierto, cerrado y modal de X (A),

(iv) ©g7(Y) es una nLM y—congruencia booleana de A,

donde las congruencias ©osr(Y) y Og1(Y) estdn definidas como en el Teorema 3.4.1.1 y

el Teorema 2.2.2.6, respectivamente.

Dem.

(i) = (ii): Se sigue inmediatamente de la Proposicion 3.4.2.1.
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(ii)) = (i): De la hipdtesis (ii), la Proposicién 3.2.1.2 y los Lemas 3.4.2.2 y 3.4.2.3,
obtenemos que Y es un subconjunto abierto, cerrado de X (A) tal que Yy X(A)\Y son
subconjuntos involutivos y semimodales. Entonces, por la Proposicién 3.4.2.1, concluimos

©0s1(Y) es una nLM y—congruencia booleana de A.
(ii) < (iii): Es consecuencia de la Proposicién 3.2.1.4.

(iv) = (ii): Teniendo en cuenta que Og;(Y) = Opgr(X(A4) \ Y), entonces de la
hipétesis (iv) y la Proposicién 3.4.2.1 inferimos que Y es un subconjunto abierto, cerrado

y semimodal de X (A).

(i) = (iv): De la hipétesis (ii), la Proposicién 3.2.1.2 y los Lemas 3.4.2.2 y 3.4.2.3,
obtenemos que Y y X(A) \ Y son subconjuntos abiertos, cerrados involutivos y semi-
modales de X, de donde, por la Proposiciéon 3.4.2.1, se sigue que Opgs;(X(A) \Y) es
una nLMy—congruencia booleana, y como Opsr(X(A) \Y) = Og/(Y), la demostracién

esta completa. O

Teorema 3.4.2.5 Sean (A,~,{¢i}icr) una nLMy—dlgebra y (X(A),ga, {f}ics) su
NlgP—espacio asociado. Entonces, el reticulo COp(X(A)) es isomorfo al reticulo (dual
del reticulo) Conpurar,(A) de las nLM g—congruencias booleanas de A, donde el isomor-
fismo ©on (Ocar) es la retriccion de Opsr (Ogr) a CON(X(A)) y estas funciones estdn

definidas como en el Teorema 3.1.2.1 y el Teorema 2.1.2.14, respectivamente.

Dem. Si Y es un subconjunto abierto, cerrado y modal de X (A), entonces por la Proposi-
cién 3.4.2.4 tenemos que Opp(Y) es una nLMy—congruencia booleana de A. Reciproca-
mente, si ¢ € Conpnra,(A), entonces el Teorema 3.4.1.1 y la Proposicién 3.4.2.4 nos
permiten asegurar que existe un subconjunto modal, abierto y cerrado Y de X (A) tal
que ¢ = Opgsr(Y) = Oon(Y). Luego, por el Teorema 3.4.1.1, concluimos que Opys es un
isomorfismo de CO (X (A)) en Cong,ra, (A).

Por otro lado, teniendo en cuenta que se verifica que Y € CO (X (A)) si, y solo si,
X(A)\Y € COM(X(A)) y ademés que Ocp(Y) = Oonr (X (A) \ Y), inferimos que O¢ypy
establece un isomorfismo entre CO (X (A)) y el dual de Congpp, (A). O
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Corolario 3.4.2.6 Sea (A, ~,{¢;}icr) una nLMg—dlgebra. Entonces las siguientes con-

diciones son equivalentes para toda nLM g—congruencia ¢ de A:

(i) ¢ es una nLMy—congruencia booleana de A,

(ii) ¢ es una LM y—congruencia booleana de A.
Dem. Es consecuencia inmediata de los Teoremas 3.2.1.9 y 3.4.2.5. a

Corolario 3.4.2.7 Sea (A, ~,{¢;}icr) una nLMg—dlgebra. Entonces las siguientes con-

diciones son equivalentes para toda nLM g—congruencia o de A:

(i) ¢ es una nLMy— congruencia booleana,

(il) ¢ es una OnLM y— congruencia booleana.
Dem. Es consecuencia directa de los Corolarios 2.2.2.10, 3.2.1.10 y 3.4.2.6. a

Corolario 3.4.2.8 Sea (A, ~,{¢i}icr) una nLMy—dlgebra. Entonces se verifican las si-

guientes propiedades:

(i) Toda nLM g— congruencia booleana de A es una nLM g— congruencia principal y una

OnL M y—congruencia principal.

(ii) Las nLMg—congruencias booleanas de A son conmutativas.

(ili) Las dlgebras booleanas Cony,ra,(A) y C(A) son isomorfas y por lo tanto,
|Conpnra, (A)] = [C(A)].

(iv) Las nLM g— congruencias booleanas de A son requlares y uniformes.

Dem.

(i): Sea ¢ una nLM,—congruencia booleana de A, entonces por los Corolarios 3.2.1.11
y 3.4.2.6, ¢ es una LM y—congruencia principal y una §LMy—congruencia principal. De
esta ultima afirmacién, la hipdtesis y el Corolario 2.2.2.10 inferimos que ¢ es una nLMy—

congruencia principal y una 6nLM j—congruencia principal de A
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(ii): Es consecuencia de los Corolarios 3.2.1.13 y 3.4.2.6.
(iii): Se sigue de los Corolarios 3.2.1.12 y 3.4.2.6.

(iv): Resulta de los Corolarios 3.2.2.2 y 3.4.2.6. O

A continuacién, obtenemos condiciones necesarias y suficientes para que una
n LM g—congruencia principal de una nL M y—algebra sea booleana, las cuales son también
condiciones suficientes para que la interseccién de dos nL M y—congruencias principales sea

una nL M y—congruencia principal.

Corolario 3.4.2.9 Sea (A, ~,{¢;}icr) una nLM y—dlgebra. Entonces, las siguientes con-

diciones son equivalentes para a,b € Atales que a < b:

(i) ©n(a,b) es una nLMy—congruencia booleana de A,

n

(ii) existen iy € I, 1 < j <, tales que ©,(a,b) = Oon(ga(V (¢ib A Qagi;) ~ a)) ),

Jj=1

(iii) ewisten i; € I, 1 < j < n tales que ©,(a,b) = O | T A (da;,) ~ bv¢ija>, donde
j=1

d: 1 — I es la involucion externa definida de A.

Dem. Es consecuencia de la Proposicion 3.2.2.8, el Corolario 3.4.2.6 y las condiciones

(NL3) y (NL4) de la Definicién 1.2.4 en la Seccién 1.2. O

3.4.3. nLM,—congruencias principales y booleanas

En esta seccién caracterizamos las congruencias principales y booleanas de las nLM,,—
algebras a través de la dualidad que determinamos para estas algebras en el Capitulo 2. En

primer lugar, obtenemos una nueva caracterizacion de las congruencias de estas algebras.

Teorema 3.4.3.1 Sean A wuna nLM,—dlgebra y (X(A), g4, {fi. .., f2.}) su
Nl,,P—espacio asociado. Entonces, el reticulo Oy (X (A)) de todos los subconjuntos abier-
tos y modales de X (A) es isomorfo al reticulo Cony,par, (A) de todas las nLM,,— congruen-

cias de A, y el isomorfismo es la funcion Opys definida por la misma prescripcion que en

el Teorema 3.1.1.2.
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Dem. Es consecuencia del Corolario 2.2.2.9 y el Teorema 3.1.2.1. a

Corolario 3.4.3.2 Sean A wuna nLM,—dlgebra y (X(A), g4, {f{ ..., f1}) su
Nl,P—espacio asociado. Entonces, las siguientes condiciones son equivalentes para to-

do a,b € A tales que a < b:
(1) @(a,b) = GOM(G) Y G e OM<X(A)),

(ii) G es el menor elemento de Op (X (A)), en el sentido de inclusion, que contiene a

oa(b)\ oa(a).
Dem. Es consecuencia de los Corolarios 2.2.2.9 y 3.1.2.2. a

Proposicién 3.4.3.3 Sean (A, ~, ¢1,...,¢n_1) una nLM,—dlgebra y su N, P—espacio
asociado (X (A),ga, {f}, ..., f2,}). Entonces para cada Y C X (A), las siguientes con-

diciones son equivalentes:
(i) Y es un subconjunto modal, abierto y cerrado de X (A),
(i) ezistena € A, i, 1 <i<mn—1, tal que Y = o4(d;a),
(iii) existena € A, i, 1 <i<n-—1, tal que Y = oa(~ ¢;a).

Dem. Es consecuencia del Corolario 2.2.2.9, la Proposicién 3.1.2.3 y el hecho de que para

cadaa € Aycadai, 1 <i<n—1,~ ¢a=pa. 0

Corolario 3.4.3.4 Sea (A, ~,¢1,...,¢n_1) una nLM,—dlgebra. Entonces para todo i,
1<i<n—1, ypara todo a € A, Oop(ca(di(a))) = Ou(ca(~ ¢ia)) = O (T~ ¢ia).

Dem. Es consecuencia de los Corolarios 2.2.2.9 y 3.1.2.4, teniendo en cuenta que para

cadaa € Aycadai, 1 <i<n—1,~ ¢a=pa. O

Proposicién 3.4.3.5 Sean (A, ~,¢1,...,¢n_1) una nLM ,—dlgebra y su Nl, P—espacio
asociado (X (A),ga, {f{, ..., f2|}). Entonces las siguientes condiciones son equivalentes

para todo a,b € A tales que a < b:

(i) ©(a,b) =Bom(G) y G € Oy (X(A)),
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() & ='U 127 oa) \ oala)).

n—1

(iil) G =0a(V (@bA ~ ¢ia)),

() Oou(@) = © (1A (~ 60V 6u0) ).

Dem. Es consecuencia del Corolario 2.2.2.9, la Proposicién 3.1.2.5 y el hecho de que para

cadax € Aycadai, 1 <i<n—1, ~¢x = ¢x para todo x € A. O

Proposicién 3.4.3.6 Sean A una nLM,—dlgebra y (X(A),ga, {f{,- ., f2}) su

NI, P—espacio asociado. Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:
(i) ¥ es una nLM y—congruencia principal,

n—1
(ii) ¥ = Ooum(G), donde G = |J fA ' (R) y R es un subconjunto abierto, cerrado y
i=1
convero de X (A),

(iii) ¥ = Oom(G), donde G es un subconjunto modal, abierto y cerrado de X (A).
Dem. Resulta del Corolario 2.2.2.9 y la Proposicién 3.1.2.6. O

Corolario 3.4.3.7 La interseccion de dos nLM,—congruencias principales de una

nLM,—dlgebra A es una nLM,—congruencia principal de A.

Dem. Es consecuencia inmediata de la Proposicién 3.4.3.6 y el Teorema 3.4.3.1. También

es consecuencia de los Corolarios 2.2.2.9 y 3.1.2.8. ]

Corolario 3.4.3.8 En una nLM,,—dlgebra A, toda nLM,—congruencia principal de A

es una nLM,—congruencia booleana de A.
Dem. Se sigue de los Corolarios 2.2.2.9 y 3.4.3.8. |

Corolario 3.4.3.9 En una nLM, —dlgebra A, el reticulo Conp,ra, (A) de las nLM,—

congruencias principales de A es un dlgebra de Boole.
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Dem. Se sigue de la Proposicion 3.4.3.6, teniendo en cuenta que el reticulo de los sub-
conjuntos abiertos, cerrados y modales de X (A) es un &lgebra de Boole. También es

consecuencia de Corolarios 2.2.2.9 y 3.1.2.10. m|

Proposicién 3.4.3.10 Sean A una nLM,—dlgebra y (X(A),ga, {fi, ..., f2,}) su

NI, P—espacio asociado. Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) Conypn, (A) = Congurn, (A), o equivalentemente el reticulo Con, i, (A) es un dlge-

bra de Boole,

(ii) Cp(X(A)) = COM(X(A)), o equivalentemente el reticulo Cp(X(A)) es un dlgebra
de Boole,

(iii) X(A) es un conjunto finito,
(iv) A es un conjunto finito.

Dem. Es consecuencia directa de la Proposicién 3.2.3.4 y el Corolario 2.2.2.9. a



Capitulo 4

Algebras de Lukasiewicz—Moisil
0 —valuadas sin negacion monadicas

y monadicas fuertes

En este capitulo introducimos la nociéon de algebra de Lukasiewicz—Moisil #—valuada
sin negacién mondadica y la de algebra de Lukasiewicz—Moisil #—valuada sin negacion
monadica fuerte, y determinamos una dualidad topolégica para cada una de estas clases de
algebras. A partir de estas dualidades obtenemos propiedades de las mismas y describimos
las algebras subdirectamente irreducibles con respecto a las congruencias y con respecto

a las f—congruencias.

Este capitulo se organiza como se indica a continuacién. En la primera seccion intro-
ducimos la nocion de algebra de Lukasiewicz—Moisil §—valuada sin negaciéon monadica o
mLMy—algebra y la de dlgebra de Lukasiewicz—Moisil §—valuada sin negaciéon monadica
fuerte o smLMy—4&lgebra, extendiendo las nociones de reticulos distributivos monadi-
cos y reticulos distributivos monadicos fuertes, respectivamente. En el caso particular en
que 0 es un entero n, n > 2 las llamamos algebras de Lukasiewicz—Moisil n—valuadas
monadicas o mLM,—4&lgebras y monddicas fuertes o smLM,—4&lgebras. Luego halla-
mos una dualidad topoldgica para las mLMy—algebras y otra para las smLMy—algebras,

usando las dualidades descriptas en la Seccién 1.4.5 para los M —reticulos y en la Seccion

185
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1.4.6 para los sM —reticulos y las obtenidas para las LM, —&algebras y las LMy—algebras
en el Capitulo 2. En esta seccién, a través de las dualidades determinamos propiedades
de estas dlgebras, las que nos permiten afirmar que las nociones de mLMy—algebra y
smLMy—algebras son equivalentes. En la segunda seccién estudiamos las congruencias y
las #—congruencias de las mLMy—algebras a través de la dualidad obtenida para estas
algebras. En la tercera seccion, usando técnicas topologicas, hallamos las mLMy—alge-
bras subdirectamente irreducibles con respecto a la congruencias y con respecto a las
0—congruencias (OmLMy—élgebras subdirectamente irreducibles), obteniendo que estas
algebras coinciden y que la imagen por el cuantificador de las mismas es una L Mjy-algebra
simple y por lo tanto, ellas son las subalgebras del algebra funcional L[QI]X y cuando 6 es
un entero n, n > 2, son las subdlgebras del dlgebra funcional L, donde estas dlgebras

funcionales estan descriptas en la primera seccién de este capitulo.

4.1. mLMgy—algebras y smLNMg—algebras

En esta seccién comenzamos introduciendo las nociones de algebra de Lukasiewicz—
Moisil #—valuada sin negacion monadica o mLMy—algebra y édlgebra de Lukasiewicz—

Moisil #—valuada sin negacion monadica fuerte o smLMy—algebra de la siguiente manera:

Sea 6 > 2 el tipo de orden de un conjunto totalmente ordenado J con primer elemento

0, siendo J = {0} 4 I (suma ordinal).

Definicién 4.1.1 Un dlgebra de Lukasiewicz—Moisil 0—valuada sin negacion monddica
(o para abreviar mLMy—dlgebra) es un dlgebra (A,V,A,0,1,{¢:}icr, {0; }ier, 3,¥) de tipo
(2,2,0,0, {1}icr, {1}ier, 1,1) tal que (A,V,A,0,1,{¢i}ier, {d:i}ier) es un dlgebra de
Lukasiewicz—Moisil 0—valuada sin negacion, (A,V,A,0,1,3,V) es un reticulo monddico y
para todo a € A y para todo v € I se satisfacen las siguientes identidades:

(mL1) J¢ia = ¢; Ja,

(mL2) Véia=¢;Va.

Un dlgebra de Lukasiewicz—Moisil 0—valuada sin negacion monddica fuerte (o para

abreviar una smLMy—dlgebra) es un dlgebra de Lukasiewicz—Moisil 0—valuada sin ne-
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gacion monddica tal que el reducto (A,V,A\,0,1,3,V) es un reticulo monddico fuerte.

Mads precisamente, una mLMy—dlgebra es un dlgebra (A, V, A, 0,1, {¢; Yicr, {®; Yier, 3, V)

de tipo (2,2,0,0,{1}icr, {1}icr, 1, 1) que satisface las siguientes condiciones:
(i) (A,A,V,0,1) es un reticulo distributivo acotado,

(i) ¢; y ¢;, i € I, son operaciones unarias sobre A tal que para todo i, j € I:
(L1) ¢ es un 01-homomorfismo de reticulo, — (L2) ¢z V ¢z =1, ¢z A ¢,z = 0,
(L3) didjz = 6,2, (L4) i < j implica ¢z < ¢z,
(L5) ¢ix = ¢gy para todo i € I implica x =y,

(ii) 3 y V son operaciones unarias sobre A tal que:

(M1) 30 =0, (M2) s AJz =z,

(M3) 3(x AJy) =3x ATy, (M4) 3(zV y) =3JzV Iy,
(M5) 332 = I, (M6) V1 =1,

(M7) x AVz =Vuz, (M8) V(xAy)=VrAVy,
(M9) VVa& =Vu, (M10) 3Va =Vz,

(M11) V3z =3z,

(iii) para todo a € A y para todo i € I se satisfacen las siguientes identidades:
(mL1) J¢;a =¢;Ta,
(mL2) V¢ia = ¢;Va.
(A, VN, 0,1, {0 Yier, {®; Yier, 3,Y) es una smLMy—dlgebra si es una mLMy— dlgebra
que satisface la condicion adicional:

(M12) VY(a vV Vb)=Va V Vb, para todo a, b € A.

La nocién de homomorfismo entre LMy—algebras y smLMy—algebras tiene el signifi-
cado usual en el algebra universal. Es decir, los L My—homomorfismos y los sL My—homo-
morfismos son funciones entre LMy—algebras y smLMy—algebras, respectivamente, que

preservan la estructura de LMy—algebra y sLMy—algebra subyacente, respectivamente.

Denotamos por m £y a la categoria de las LMy—4lgebras y sus correspondientes ho-
momorfismos, y por sm L9y a la categoria de las sLMy—algebras y sus correspondientes

homomorfismos.
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Recordemos la siguiente definicion:

Definicién 4.1.2 Una LMy—dlgebra (A, {¢; }icr, {0, Yicr) es completamente chrysippiana

si para todo {as}tses € A se verifica una de las siguientes condiciones equivalentes:

(i) si A\ as existe, entonces ¢;( \ as) = N\ ¢i(as),

seS ses ses
(s) si \/ as existe, entonces ¢;(\ as) = \/ ¢i(as).
seS ses ses

Ejemplo 4.1.3 Sean (A, {¢;}icr, {®; }icr) una LMy—dlgebra completa y completamente
chrysippiana, X un conjunto no vacio y AX = {f : X — A}. Entonces el dlgebra
(AX {piYier, {0 Yier, 3, V) es una mLMy—dlgebra funcional, donde las operaciones de la
LMy—dlgebra (A%, {¢; Yicr, {®; Yicr) se definen puntualmente y las operaciones unarias 3
y V se definen por la formulas: (3f)(x) =V f(X) para todo x € X, y (Vf)(z) = N\ f(X)
para todo x € X, donde \/ f(X) es el supremo del conjunto f(X) y N\ f(X) es el infimo
del conjunto f(X).

(X

Los ejemplos tipicos son L'y LX cuando § = n, n > 2, ya que L[Zﬂ

es una L My—alge-
bra completa y completamente chrysippiana y L,, es una LM, —4&lgebra finita. La impor-
tancia de estos ejemplos se debe a que las subalgebras de la sm LM y—algebra L[QI]X son
esencialmente las tnicas smLM y—algebras simples y cuando 6 es un entero n, n > 2, las

subdlgebras de la sm LM, —algebra L:X son las tnicas smLM,—&lgebras simples.

4.1.1. Dualidades topoldgicas para las LMgy—algebras y las
sL Mgy—algebras
En esta seccién explicitamos una dualidad topoldgica para las m L My—algebras. Luego
extendemos la dualidad obtenida a las smLMy—algebras.

Sea 6 > 2 el tipo de orden de un conjunto totalmente ordenado J con primer elemento

0, siendo J = {0} + I (suma ordinal).

Definicién 4.1.1.1 (X, {fi}ics, E) es un espacio de Lukasiewicz—Moisil —valuado mo-

nddico o mqlg P—espacio si verifica las siguientes condiciones:
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(mqlP1) (X, E) es un mqP—espacio,
o equivalentemente un mk—marco (Seccién 1.4.5),
(mqlP2) (X, {fi}ier) es un lgP—espacio (Definicién 2.1.2.1),
(mqlP3) f7H(E(U)) = E(f; (V).
(malP4) £ B(X \ U)) =] B(X \ /(1)) para todo U € D(X)
y para todo i € I.

Observacién 4.1.1.2 De la Definicién 4.1.1.1 y las definiciones de gP—espacio (Sec-
cién 1.4.4), mgP—espacio (Seccién 1.4.5) y lgP—espacio (Definicién 2.1.2.1) se sigue que
(X, {fi}icr, E) es un mqlyP—espacio si, y solo si, para cada i € I, f; es una funcion de X

en X, E es una relacion de equivalencia sobre X y se satisfacen las siguientes propiedades:
(IP1) X es un espacio de Priestley,
(IP2) f; : X — X es continua para todo i € I,
(IP3) = <y, implica fi(z) = fi(y) para todo i € I,
(IP4) i < j, implica fi(x) < f;(z) para todo x € X,
(IP5) fio f; = fi para todo i, j € I,

- 1

(1P6) LJIfZ(X) =X o (l,P6) X = nL_Jl fi(X), cuando 0 =n, n > 2,
ic i
(ql) E(U) € D(X) para todo U € D(X),
(q2) E(x) es un subconjunto cerrado de X para todo x € X,
(mql) (x,y) € E ey < z implican que existe w € X tal que x <w y (w,z) € E,
(mq2) | E(X \U) es un subconjunto abierto de X para todo U € D(X),

(mqlP3) £ H(E(U)) = E(f7*(U)) para todo U € D(X),

(mqlP4) f7'(1 B(X\U)) = E(X\ f7/(U)) para todo U € D(X)
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y para todo 1 € I.

Por lo probado en [35] y que estd enunciado en la Seccién 1.4.5, tenemos que si
(X, {fi}ier, E) es un mqlgP—espacio, entonces la condicion (mql) en la definicion de

mqlg P—espacio es equivalente a cada una de las siguientes condiciones:
(mq3) T E(x) C E(] z) para cada x € X,
(mqd) E(] x) C| E(x) para cada x € X.

Lema 4.1.1.3 (X, <,Q,{fi}ier, E) es un mqlg P—espacio si, y solo si, para cada i € I,
fi es una funcion de X en X, E es una relacion de equivalencia sobre X y se satisfacen

las propiedades (1P1), (1P2), (1IP3), (1IP4), (IP5), (IP6) y las siguientes propiedades:

(mkl) (X, <, E) es un marco de Kripke ampliado ([6]), o equivalentemente,

(k1) (X, <) es un conjunto ordenado no vacio,
(k2) E es una relacion de equivalencia sobre X,
(k3) < oE C Eo <,
(mk2) (X, <,9) es un espacio de Priestley,
(mk3) E' es una relacion cerrada,
(mk4) E(U) es un subconjunto abierto de X para todo U € D(X),
(mkl) | E(X \U) es un subconjunto abierto de X para todo U € D(X),
(mqlP3) f, 1 (E(U)) = E(f;1(U)) para todo U € D(X) y para todo i € I,
(malP4) (1 B(X\ U)) =L E(X\ f71(U)) para todo U € D(X)
y para todo i € 1.

Dem. Se sigue de la Definicién 4.1.1.1, la definicion de mk—marco y la equivalencia de

las nociones de mgP—espacio y mk—marco (Seccién 1.4.5). O

El Lema 4.1.1.3 nos sugiere llamarlos también marcos de Lukasiewicz—Moisil §—valua-

dos monadicos o mkly—marcos a los mqly P—espacios.
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Definicién 4.1.1.4 Si (X, {fi}ier, E) y (X', {f!}icr, E') son mqlyP—espacios, entonces

f: X — X' es una mqlyP—funcion si f es una lyP—funcion y una mqP— funcidn.

Observacién 4.1.1.5 De la Definicién 4.1.1.4 y las definiciones de ¢ P—funcién (Seccién
1.4.4) y mgP—funcién (Seccién 1.4.5) se sigue que si (X, {fi}icr, £) v (X', {f!}icr, E)
son mqlgP—espacios, entonces [ : X — X' es una mqlyP—funcion si, y solo si, f es

una funcion continua e isotona que satisface las siquientes condiciones:
(IPf) flo f = fo fi para todo i € I,
(afl) E(f~1(U)) = f~YE'(U)) para cada U € D(X'),
(mgfl) | E(f~YX'\U)) = fY] E(X’"\U)) para cada U € D(X’).

Ademds, por la formulaciéon equivalente (F1) de mgP—funcién (Seccién 1.4.5),
f: X — X' es una mqlyP—funcion si, y solo si, f es una funcion continua e isétona

que satisface las siquientes condiciones:
(IPf) flo f = fof; para todoi € I,
(af2) (z,y) € E implica (f(z), f(y)) € E',
(af3) E'(f(z)) €| f(E(z)) para todo x € X,
(mqfd) E'(T f(x)) =1 f(E(z)) para todo = € X .

Denotamos por mqle®P la categoria de los mqlyP—espacios y las mqly P—funciones,

en el caso en que = n, n > 2, la denotamos por mql,,P.

Observacion 4.1.1.6 De las propiedades (1P2), (IP3), (mqlP3) y (mqlP4) es inmediato
que si (X, {fi}icr, E) es un mqlg P—espacio, entonces f; : X — X es una mqP— funcion

para todo i € 1.

Lema 4.1.1.7 Sea (X, {f;}icr, E) tal que X es un espacio de Priestley, E es una relacion
de equivalencia sobre X y para cada i € I, f; es una funcion de X en X. Entonces las

siguientes condiciones son equivalentes:

(i) (X, {fi}ier, E) un mqlyP—espacio,
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(i) (X, {fi}ier, E) satisface las siguientes condiciones:
(mqlP1) (X, E) es un mqP—espacio,
(mqlP2) (X, {fi}ier) es un loP—espacio,
(mqlPb) (x,y) € E implica (f;i(x), fi(y)) € E para todo i € I,
(mqlP6) si (fi(x),2) € E, entonces existe y € X tal que (z,y) € E y z < fi(y),
(mqlP7) E(T fi(z)) =1 fi(E(T x)) para todo x € X y para todo i € 1.

Dem. Es consecuencia de la Definiciéon 4.1.1.1, las Observaciones 4.1.1.5 y 4.1.1.6 y la

equivalencia de las condiciones (mqlP6) y (qf3). O

Observacion 4.1.1.8 Sea (X,{f;}icr, E) un mqloP—espacio. Entonces de (mqlP5) y

(IP5) deducimos que para todo z,y € X las siguientes condiciones son equivalentes:
(i) existe i € I tal que (fi(z), fi(y)) € E,
(ii) (fi(z), fily)) € E para todo i € 1.

Definicién 4.1.1.9 (X, {fi}ics, E) es un espacio de Lukasiewicz—Moisil —wvaluado mo-
nddico fuerte o smqlyP—espacio si (X,{fi}icr, E) es un mqlgP—espacio que satisface la
siguiente propiedad:

(smql) E(1x) CT E(z) para cada x € X,
o equivalentemente, si satisface:

(smql*) | E(x) C E(] =) para cada x € X.

Teniendo en cuenta la equivalencia de las nociones de smqP—espacio y smk—marco,
a los espacios de Lukasiewicz—Moisil #—valuados monadicos fuertes también los podemos

llamar marcos de Lukasiewicz—Moisil §—valuados monddicos fuertes o smklys—marcos.

Definicién 4.1.1.10 Sean (X, {fi}icr. E) v (X', {f!}ic1, E') smqlyP—espacios. Una fun-
cion f: X — X' es una smqloP—funcion si f es una mqlyP—funcion, esto es, si f es

una lgP—funcion y una mqP— funcion.
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Lema 4.1.1.11 (X, {f;}icr, E) es un smqlyP—espacio si, y solo si, (X,{fi}icr, E) €s un
mqlg P—espacio que satisface la siguiente propiedad:

(smqd) E(T z) =7 E(z) para todo = € X,
o equivalentemente, si satisface:

(smaqd*) | E(z) = E(| x) para todo z € X.

Dem. Se sigue de (smql) y el hecho, probado en [35], de que la condicién (mql) en la

definicién de mgP—espacio es equivalente a cada una de las siguientes condiciones:
(mq3) T E(x) C E(1 z) para cada x € X,

(mq4) E(| x) C| E(z) para cada x € X. O

Proposicién 4.1.1.12 (X, {f;}icr, E) es un smqlyP—espacio si, y solo si, (X, E) es un
smqP—espacio, (X,{fi}icr) es un lgP—espacio y para todo U € D(X) y para todo i € I,

se verifican las siguientes propiedades:
(mqlP3) f7H(E(U)) = BE(f71(V)),

(smqlP4) f7H(E(X\U)) = E(X\ (f7 (1))

Dem. Sea (X,{fi}icr, E) un smgqlgP—espacio. De la Definicién 4.1.1.9 resulta que
(X, {fi}ier) es un l[pP—espacio y (X, F) es un smgP—espacio. Ademds, de la Observacién
4.1.1.5 y el Corolario 1.4.6.3, inferimos que se verifican las condiciones (mqlP3) y (smqlP4).
Reciprocamente, si (X, { f; }ier, E) es tal que (X, E') es un smg—espacio, entonces satisface
la condicién (smql). Como (X, E') es un smg—espacio, entonces es un smk—marco y por
lo tanto, por el Lema 1.4.6.1, | E(X \U) = E(X \ U) para todo U € D(X). Teniendo en
cuenta que (X, { f; }ier, E) satisface (smqlP4) y (1P2), de la tltima afirmacién se sigue que
71 BE(X\U)) =l BE(X\ (f(U))) para todo U € D(X) y para todo i € I y por lo
tanto se verifica (mqlP4). Ademads (X, {f;}icr) es un lyP—espacio y satisface la condicién

(mqlP3), lo que nos permite concluir que (X, {f;}icr, £) un smqly P—espacio. a

Corolario 4.1.1.13 (X, {f:}icr, E) es un smqlyP—espacio si, y solo si, (X, E) es un

smk—marco, (X,{fi}ticr) es un lyP—espacio y se verifican las siguientes propiedades:

(mqlPb) (x,y) € E implica (f;i(x), fi(y)) € E para todo i € I,



194 CAPITULO 4. Algebras de Lukasiewicz—Moisil #—valuadas sin negacién monadicas

(mqlP6) si (fi(z), z) € E, entonces existe y € X tal que (z,y) € E y z < fi(y),
(malP7) E(1 fi(x)) =T fi(E(T x)) para todo x € X, para todo i € I,
(smqlP5) T E(fi(z)) =T f:(T E(z)) para todo x € X.

Dem. Sea (X, {fi}icr, E) un smqlyP—espacio. De la Proposicion 4.1.1.12 se sigue que
(X, E) es un smqP—espacio, y como las nociones de smgP—espacio y smk—marco son
equivalentes (Seccion 1.4.6), obtenemos que (X, E) es un smk—marco. De la Observacién
4.1.1.5 y (F1) de la Seccién 1.4.5 inferimos que se verifican las condiciones (mqlP5),
(mqlP6) y (mqlP7). Ademads, de las Proposiciones 1.4.6.4 y 4.1.1.12, obtenemos que
vale la condicién (smqlP5). Reciprocamente, si (X, {fi}icr, E) es tal que (X, E) es un
smk—marco, entonces (X, E) es un smgP—espacio (Seccién 1.4.6). Como (X, E) es un
smk—marco, entonces la Observacién 4.1.1.5, el Corolario 1.4.6.3 y la Proposicién 1.4.6.4,
nos permiten afirmar que se verifican las condiciones (mqlP3) y (smqlP4). Por hipétesis,
(X, {fi}icr) es un lgP—espacio, entonces de la Proposiciéon 4.1.1.12 concluimos que

(X, {fi}ier, E) un smqly P—espacio. O

Observacién 4.1.1.14 Es inmediato del Corolario 4.1.1.13 que si (X, {fi}icr, £) es un

smqlyP— espacio, entonces satisface:

(smkl) Fo < C < oF,
(mkl) < oFE C Fo <.

Por lo tanto, en un smgqly P— espacio (X, { fi}icr, E) se verifica la siguiente propiedad:

(smk4) Eo< =< oFE.

Denotamos por smgqle® la categoria de los smqly P—espacios y las smqly P—funciones,

en el caso en que 6 = n, n > 2, la denotamos por smql,,P.

Ahora enunciamos una serie de resultados que son necesarios para probar que las cate-

gorias mqle®P y mLIMy y las categorias smqleP y sm LMy son dualmente equivalentes.

Lema 4.1.1.15 Si (X,{fi}icr, E) es un (s)mglyP—espacio, entonces (s)mlLg(X) =
(D(X), {¢ Viers {@X}ie[, g, VE) es una (s)mLMy—dlgebra, donde para todo U € D(X),
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X

oX (U)= f7HU), ¢ (U) = X\ [7(U), 3gU = E(U) y VgU = X\ | E(X\U)
Vel =X\ E(X\U)).

Dem. Por el Lema 2.1.2.8, (D(X), {¢:™ }ier, {%X}ig) es una LM y—algebra y por (F3) de
la Seccion 1.4.5, (D(X),3g,Vg) es un M-—reticulo. Si (X,{fi}icr,E) es un
smly P—espacio, entonces por (G1) de la Seccion 1.4.6, (D(X), 3g, Vg) es un sM —reticulo.
Resta probar que el algebra (D(X), {¢: }ier, {%X}ieb g, Vg, ) verifica las condiciones
(mL1) y (mL2) de la Definicién 4.1.1. Las mismas son consecuencias de que para todo
iel, fi: X — X es una mgP—funcién y por lo tanto, por (F7) de la Seccién 1.4.5,
para todo i € I, D(f;) : D(X) — D(X) es un M —homomorfismo, donde D(f;) = ¢X. O

Lema 4.1.1.16 Si (A, {¢i}ier, {0:}ier;0,1,3,¥) es una (s)mLMy—dlgebra, entonces
(s)mqly(A) = (X(A),{fi }ier, E3) es un (s)mglyP—espacio, donde para cada P € X(A),
fAP) = ¢ Y (P) y B3 = {(P,Q) € X(A) x X(A) : PN3(A) = QN 3(A)}. Ademds,
la funcion o4 es un (s)mLMg—isomorfismo de A en D(X(A)), donde para cada a € A,
oala) ={P € X(A): a € P}.

Dem. Por el Lema 2.1.2.9, (X (A),{f%}icr) es un l[pP—espacio y o4 : A — D(X(A))
es un LMpy—isomorfismo. Por (F4) de la Seccién 1.4.5, (X(A), F3) es un mk—marco y
o4 @ A — D(X(A)) es un M—isomorfismo. Si A es una smLMy—algebra, entonces
por (G2) de la Seccién 1.4.6, (X (A), E5) es un smk—marcoy o4 : A — D(X(A)) es un
sM —isomorfismo. Resta probar que el espacio (X(A), {f }ier, F3) verifica las condiciones
(mqlP3) y (mqlP4) de la Definicién 4.1.1.1, las cuales resultan teniendo en cuenta que
para todo ¢ € I, ¢; : A — A es un M—homomorfismo, y por lo tanto, por (F7) de
la Seccién 1.4.5, X(¢;) : X(A) — X(A) es una mgP—funcién para todo i € I, donde
X(¢i) = f1 O

En lo que sigue, denotamos por (s)mglig(A) o por X (A) el (s)mgly P—espacio asociado
a Ay por (s)mlly(X) o D(X) ala (s)mLMy—algebra asociada a un (s)mqly P—espacio.

Los siguientes resultados son consecuencias directas de las dualidades determinadas en
la Seccién 2.1.2 para las LMy—algebras, con 6 finito e infinito, y de las dualidades para los

M —reticulos y los s M —reticulos detalladas en las Secciones 1.4.5 y 1.4.6, respectivamente.
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Lema 4.1.1.17 Sean (A, {¢:bier. {6:}ier,0,1,,3,%) y (A {&}ier, {0:}ier. 0,1,F,¥)
(s)mLMg—dlgebras y h un (s)mLMy—homomorfismo de A en A'. Entonces la aplicacion
(s)mqlog(h) de (s)mqlo(A’) en (s)mqly(A), definida por la prescripcion (s)mqLy(h)(P) =
h=*(P) para todo P € X(A'), es una (s)mql,P—funcion. Ademds, se verifica que la
funcion (s)mqlg(h) es inyectiva (sobreyectiva) si el homomorfismo h es sobreyectivo

(inyectivo).

Lema 4.1.1.18 Sean (X,{f:}icr, E) yv (X', {fl}icr, E') (s)mqlgP—espacios y f una
(s)mqlo P—funcion de X en X'. Entonces la aplicacion (s)mILg(f) de (s)mLg(X') en
(s)mILy(X), definida por la prescripcion (s)mILg(f)(U) = f~Y(U) para cada U € D(X'),
es un (s)mLMy—homomorfismo. Ademds, se verifica que el homomorfismo (s)mILy(f) es

inyectivo (sobreyectivo) si la funcion f es sobreyectiva (inyectiva).

Teniendo en cuenta la Definicién 4.1.1.10 resulta que un morfismo en la categoria
smqleP es un isomorfismo si, y solo si, es un isomorfismo en la categoria mqle®P. De
la Definicién 4.1.1.4 y (F2) de la Seccién 1.4.5 se sigue que un morfismo en la categoria
mqlgP es un isomorfismo si, y solo si, es un isomorfismo en las categorias gP y 1P, luego

las demostraciones de la Proposicion 4.1.1.19 y el Corolario 4.1.1.20 son inmediatas.

Proposicién 4.1.1.19 Sean (X, {fi}icr, E) vy (X', {f/}icr, E') objetos de mqleP
(smle®P) y f una funcion de X en X'. Entonces las siguientes condiciones son equiva-

lentes:
(i) f es un isomorfismo en mqle®P (smleP),
(ii) f es un isomorfismo de orden y un homeomorfismo tal que:

(IPf) fo fi= flo f para todoi € I,
(af2) (z,y) € E si, y solo si, (f(z), f(y)) € .
Corolario 4.1.1.20 Sea X € Obj(mqle®) (X € Obj(smqleP)). Entonces, la funcion

ex de X en X(D(X)), definida por ex(x) ={U € D(X) :x € U}, es un isomorfismo en
la categoria mqle®P (smqleP).
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La demostracion del Teorema 4.1.1.21 es de rutina.

Teorema 4.1.1.21 Los funtores (s)mlLg o (s)mqke y (s)mqkg o (s)mlILy son naturalmen-
te equivalentes a los funtores identidad Id(symeon, € Id(symgqly®, TeSpectivamente, donde
{oa: A€ Obj((s)ymLMy)} y {ex : X € Obj((s)mqleP)} son las transformaciones
naturales y por lo tanto, las categorias mELMg y mqleP y las categorias smLIMy y

smqle®P son dualmente equivalentes.

4.1.2. Propiedades de los mgqlgP—espacios y los smqlygP—
espacios

A continuacion describimos algunas propiedades de los mgly P—espacios, que nos re-

sultan ttiles para obtener propiedades de las m L My—algebras.

Lema 4.1.2.1 Sea (X, {f;}icr, F) un mqlyP—espacio. Si z, y € X y (fi(x),y) € E para

algin i € 1, entonces y < fi(y).

Dem. Si (fi(z),y) € E, entonces por (mqlP6) existe z € X tal que (z,2) € Eey < fi(2),
de lo cual se sigue, por las propiedades (IP3) y (IP5), que f;(y) = fi(z) y por lo tanto,

y < fi(y). O

Proposicién 4.1.2.2 Sea (X, {f;}icr, E) un mqloP—espacio. Entonces, para todo x € X

y para todo y € X se verifica:

(mlqP9) Si (fi(x),y) € E para algin i € I, entonces y = fi(y).

Dem. Si (1) (fi(z),y) € E, entonces por el Lema 4.1.2.1, (2) y < fi(y). Por otra parte,
por (mqlP7) se verifica que E(T fi(z)) =T fi(E(T x)), de donde se sigue por (1) que
y €7 fi(E(T z)). Luego, existe w € E(1 x) tal que f;(w) < y, de lo que inferimos por
(IP3) y (IP5) que f;(y) = fi(w) y por lo tanto, f;(y) < y. Esta ultima afirmacién y (2)

nos permiten concluir que y = f;(y). O

Corolario 4.1.2.3 Sea (X, {fi}icr, E) un mqlgP—espacio. Entonces para todo x € X y
para todo © € I, max E(fi(z)) = min E(fi(z)) = E(fi(z)).



198 CAPITULO 4. Algebras de Lukasiewicz—Moisil #—valuadas sin negacién monadicas

Dem. Sea (1) y € E(fi(z)). Por (q2), E(fi(x)) es un subconjunto cerrado de X, entonces
por la propiedad (P3) de los P—espacios (Seccién 1.4.1) existen (2) z € maz E(fi(x)) y
(3) w € min E(f;(x)) tales que (4) w <y < z. Luego, de (1), (2), (3) y (mqlP9) tenemos
que y = fi(y), z = fi(2) y w = fi;(w). De (4) y (IP3) obtenemos que f;(y) = fi(z) = fi(w)
y por lo tanto, y = z = w, de lo que concluimos, por (1), (2) y (3), que maz E(fi(x)) =
min E(fi(z)) = E(fi(z)). O

Corolario 4.1.2.4 Sea (X,{f;}icr, E) un smqlyP—espacio. Entonces para todo v € X
y para todo i € I, E(fi(x)) es un subconjunto E—saturado de X tal que para todo

y € E(fi(x)), max E(y) = min E(y)) = E(fi(z)).
Dem. Es consecuencia del Lema 1.4.6.5 y el Corolario 4.1.2.3. a

Corolario 4.1.2.5 Sea (X,{f;}ic1, E) un mqlyP—espacio. Entonces se verifica:

(mqlP10) fi(E(x)) = E(fi(x)) para todo x € X y para todo i € I.

Dem. Si y = f;(z) para algin z € E(z), entonces por (mqlP5), (fi(z),y) € E y asi,
fi(E(x)) C E(fi(x)). Reciprocamente, si (1) (fi(x),w) € E, entonces de (mglP9) resulta
que (2) w = f;(w). Ademds, por (1) y (mqlP6) existe t € X tal que (3) (z,t) € E'y
(4) w < fi(¢t). De (2), (3), (4), (IP3) y (IP5) inferimos que w = f;(t) € f;(E(zx)). Por lo
tanto, f;(E(x)) = E(fi(x)). O

Lema 4.1.2.6 Sea (X, {fi}icr, E) un mqlyP—espacio. Entonces se verifica:

(mqlP11) T fi(E(T x)) =1 fi(E(x)) para todo x € X y para todo i € 1.

Dem. Es inmediato que 1 f;(E(x)) CT fi(E(] x)). Si y €7 fi(E(T x)), entonces existen
z,w € X tales que fi(z) <y, x <wy (w,z) € E. De estas afirmaciones, (1IP3), (IP5) y
(mqlP5) inferimos que f;(2) = fi(y), fi(z) = fi(w) y (fi(w), fi(2)) € E, de donde resulta
que (fi(x), fi(z)) € Ey por lo tanto, y €T E(fi(x)). O

Corolario 4.1.2.7 Sea (X,{fi}icr, E) un mqlogP—espacio. Entonces, para todo © € X y

para todo i € I, se verifican:
(mqlP12) E(T fi(z)) =T fi(E(z)),
(malP13) E(T fi(z)) =1 E(fi(2)).
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Dem.

(mqlP12): Se sigue de las propiedades (mqlP7) y (mqlP11) de los mgly P—espacios.

(mqlP13): Es consecuencia inmediata de las propiedades (mqlP10) y (mqlP12) de los

mqly P—espacios. |

Corolario 4.1.2.8 Sea (X,{f;}icr, E) un smqlopP—espacio. Entonces satisface las si-

guientes propiedades para todo v € X y para todo v € I:
(smqlP11) 1 fi(T E(z)) =1 fi(E(2)),
(smqlP12) E(T fi(z)) =T fi(1 E(x)) =1 fi(E(T x)).

Dem.
(smqlP11): Se sigue de la propiedad (smq4) de los smqP—espacios y la propiedad (mqlP11)

de los mqly P—espacios.

(smqlP12): Es consecuencia de la propiedad (mqlP12) de los mgP—espacios y las propie-
dades (smq4) y (smqlP11) de los smgqls P—espacios. O

Corolario 4.1.2.9 Sea (X,{f;}icr, E) tal que (X, E) es un mqgP—espacio y (X, {fi}ier)

un lgP—espacio. Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) (X, {fi}tier, E) es un mqlyP—espacio,

(i) (X,{fi}ier, E) satisface las condiciones (mqlP1), (mqlP2), (mqlP5), (mqlP10) y
(mqlP13).

Dem.

(i) = (ii): Es consecuencia del Lema 4.1.1.7 y los Corolarios 4.1.2.5 y 4.1.2.7.
(ii) = (i): Por el Lema 4.1.1.7 solo resta probar la condiciones (mqlP6) y (mqlP7).

(mqlP6): Siz, z € Xy (fi(x),2) € E, entonces z € E(f;(x)), de lo cual se sigue por la
propiedad (mqlP10) que z € f;(E(x)). Por lo tanto, existe y € X tal que (z,y) € E'y

Z = fz(y)
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(mqlP7):  Por (mqlP13) y (mqlP10) se verifica que E(T fi(z)) =1 fi(E(z)) para todo
x € X y para todo i € I, entonces de la propiedad (mqlP11) (la que es consecuencia de

(IP3), (IP5) y (mqlP5)) se sigue que E(T fi(x)) =T fi(E(T 2)). O

Corolario 4.1.2.10 Sea (X,{f;}ic1, F) tal que (X, E) es un mqgP—espacio y (X, { fi}ier)

un lgP—espacio. Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

(1) (X, {fi}ier, E) es un smqlyP—espacio,
(il) (X, {fi}ier, E) satisface las condiciones (mqlP1), (mqlP2), (mqlP5), (mqlP10),

(mqlP13), (smqP4) y (smqlP12).

Dem.

(i) = (ii): Es consecuencia del Lema 4.1.1.11 y los Corolarios 4.1.2.8 y 4.1.2.9.

(ii) = (i): Por el Corolario 4.1.2.9, (X,{f;}icr, F) es un mglyP—espacio. Ademas
como se verifica la propiedad (smqP4), entonces por el Lema 4.1.1.11, (X, {fi}ics, E) es

un smqly P—espacio. O

La siguiente propiedad de las clases de equivalencias de los gP—espacios nos per-
mite obtener mas informacién sobre los elementos de las clases de equivalencias de los

mqly P—espacios.

Lema 4.1.2.11 Sea (X, E) un qP—espacio. Entonces E(x) es un subconjunto convexo

de X para todo x € X.

Dem. Sean y, z € X tales que (1) z € E(z) y (2) z < y < z. Supongamos que (z,y) ¢ E.
Entonces, por [18, Lemma 2.5] existe U € D(X) tal que (3) y € E(U)y (4) x € E(U) 6
(5)z € E(U) e (6)y ¢ E(U). Asumimos que se verifica (3). Luego, teniendo en cuenta que
por (ql) E(U) es un subconjunto creciente de X, de (2) y (3) se sigue que z € E(U) y asi,
por (1), concluimos que z € E(U), lo que contradice (4). Si suponemos que se verifica (5),
por medio de una demostracién similar probamos que no vale (6). Por lo tanto, y € E(x),

resultando asi, de (1) y (2), que E(z) es un subconjunto convexo de X. O
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Corolario 4.1.2.12 Sea (X, {f;}icr, E) un mglgP—espacio. Si z,y € X son tales que

r <y, (r,y) € Eyparatodoi € I, x+# fi(x) ey # fi(x), entonces { f;(x) }ier N[z, y] = 0,
donde [x,y] ={z€ X : v <z <y}.

Dem. Sean x,y € X tales que z <y, (x,y) € E y paratodoi € I, x # fi(x) e y # fi(x).
Si existe ig € I tal que = < f; () < y, entonces por el Lema 4.1.2.11 se verifica que
(z, fi,(x)) € E, de lo que se sigue por (mqlP9) que x = f; (z), lo que contradice la

hipétesis. O

Lema 4.1.2.13 Sea (X, {fi}ier, E) un mqlyP—espacio. Si x,y € X y (z,y) € E, enton-

ces para todo i € I, fi(x) <z si, y solo si, fi(y) <wy.

Dem. Sean z,y € X tales que (1) (z,y) € E. Si @ = f;,(z) para algin iy, € I, entonces
por (1) y (mqlP9), vy = fi,(y) y por lo tanto, por (IP3) podemos afirmar que f;(z) < z
si, y solo si, fi(y) < y. Sea ahora x € X tal que x # f;(z) para todo ¢ € I, entonces por
(1) y (mqlP9), y # fi(y) para todoi € I. Si z < y oy < z, entonces por el Corolario
4.1.2.12, {fi(x) }ier N [z,y] = 0 y asi tenemos que fi(x) < z si, y solo si, fi(y) < y. Si
y £ xyx £y, entonces por (1) y (mqlP5) se verifica que (2) (fi(x), fi(y)) € E para todo
i € I. Supongamos que existe iy € I tal que (3) fi,(z) <z y (4) fi,(y) £ y. Luego, de (1)
y (3) obtenemos que y € E(7 f;,(z)), de donde por (mqglP7) resulta que y €7 f;, (E(T )),
y por las propiedades (1P3)y (IP5) concluimos que f;,(y) < v, lo que contradice (4). O

4.1.3. Propiedades de las m L My—algebras

En esta seccion comenzamos determinando propiedades de la m L My—algebra asociada

a un mqly P—espacio.

Lema 4.1.3.1 Sea (X, {fi}icr, E) un mqloP—espacio. Si U € D(X) es modal, entonces
E(U) es modal.

Dem. Como U es un subconjunto modal de X, entonces por la Definicién 2.1.4.1,
(1) U = f;7'(U) para todo i € I. Teniendo en cuenta que U € D(X) y (mqlP3) re-
sulta que E(f; 1 (U)) = f7Y(E(U)) para todo i € I, de lo que se sigue por (1) que
E(U) = fi Y (E(U)) para todo i € I, y por consiguiente, E(U) es modal. O
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Proposicién 4.1.3.2 Sea (X, {f;}icr, E) un mqlyP—espacio. Entonces, para todo i € I
y para todo U € D(X), se verifican las siguientes propiedades:

(malP14) f7' (L B(X\U)) = fi (E(X\ 1)),

(mqlP15) | E(X\ f71(U)) = E(X\ f;1(U)).
Dem.
(mqlP14): solo debemos probar que f; (| E(X \U)) C f, (E(X \ U)). Sea y € X tal
que fi(y) €| E(X\U), entonces existen z, w € X tales que (1) f;(y) < z, (2) (z,w) € E'y
(3) w ¢ U. Luego, por (1), (IP3) y (IP5), tenemos que (4) fi(y) = fi(z). Por otro lado, de
(2) y (mqlP5), obtenemos que (5) (f;(2), fi(w)) € E'y por lo tanto, (6) (fi(v), fi(w)) € E.
Ademéds, de (1) y (4) resulta que f;(z) < z. De esta tltima afirmacién, (2) y el Lema
4.1.2.13, inferimos que f;(w) < w, y teniendo en cuenta que U es creciente y (3), se
sigue que fi(w) ¢ U. Por consiguiente, por (6) concluimos que y € f; (E(X \ U)). As,
[ EXN\D)) = fi(BX\U)).
(mqlP15): Por las propiedades (IP9)(Proposicién 2.1.2.6) y (IP5) de los [y P—espacios
tenemos que para todo i € I, X \ f;1(U) € D(X) y X\ f;*(U) es un subconjunto modal
de X . Entonces, por el Lema 4.1.3.1, E(X \ f;*(U)) es un subconjunto modal de X y
consecuentemente del Corolario 2.1.4.7, se sigue que E(X \ f; '(U)) es un subconjunto

creciente y decreciente de X. Por lo tanto, | E(X \ f,1(U)) = E(X \ £ 1(U)). O

Corolario 4.1.3.3 Sea (X, {fi}icr, E) un mglyP—espacio. Entonces la condicion (mqlP4)

es equivalente a la siguiente condicion:

(mqlP4*) fY(E(X\U))=E(X\ fU)) para todo U € D(X) y para todo i € I.

7

Dem. Es consecuencia inmediata de la Proposicion 4.1.3.2. O

Proposicién 4.1.3.4 Sea (X,{fi}icr, E) un mqloP—espacio. Entonces para todo i € I

y para todo U € D(X), se verifican las siguientes identidades:

(i) VE@XU:X\E'E%XU; (ii) 3E¢ZXU:X\VE51XU;
(i) 3p o, U =, VpU, (iv) Ve d, U=, 3pU,

(v) Iud; 3eU =6 U,  (vi) Ved; VeU =6, ViU,
(vil) 3p 6, VeU = 6, VpU,  (vii) Ve d, 35U =&, 35U,
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donde las operaciones g, Vi, ¢X y q_bZX estan definidas como en el Lema 4.1.1.15.

Dem. Sea U € D(X).

(i): Por la propiedad (mqlP4*) de los mglyP—espacios (Corolario 4.1.3.3), tenemos que
(1) X\EIEE;XU = X\E(X\fU)) =X\ f'(E(X\U)). Por otra parte, de la propiedad
(mqlP15) (Proposicién 4.1.3.2) y la propiedad (mqlP4*), obtenemos que (2) Vg(¢XU) =
X\ L E(X\ 68U) = X\ | B(X\ £730) = X\ B(X O\ £790) = X\ £ (B(X\ 1),
De (1) y (2) concluimos que VoXU = X \ HEE;XU.

(ii): De la propiedad (mqlP3) de los mqlyP—espacios (Definicién 4.1.1.1) inferimos que
(1) 3peXU = E(f;1(U)) = f7(E(U)). Por otro lado, por ser f;*(U) un subconjunto
modal de X y el Lema 4.1.3.1, resulta que (2) X \ VEEZ-XU = X \Ve(X\ f1(U)) =
X\ (X\ L E( (U) =) BUS(U)) = BUD)). Por o tanto, de (1) v (2) podemos
afirmar que 3pP;X U = X \VEE;-XU.

(iii): De la propiedad (mqlP4*) de los mqlsP—espacios se sigue que (1) EIE%XU =
E(X\ f7HU)) = f7Y(E(X \ U)). Por otra parte, por la propiedad (mqlP14) (Proposi-
cién 4.1.3.2), tenemos que (2) @, VeU = X \ f71(VpU) = X \ 74X\ | E(X\U))
=X\ M (X\BEX\U) = 7 X\ (X\EXN\U)) = fi (E(X\U)). De (1) y (2),

concluimos que 3 Eq_bZXU = g_b;»XVEU .

(iv): De las propiedades (mqlP14) (Proposicién 4.1.3.2) y (mqlP4*) de los mqly P—es-
pacios, obtenemos que Vg, U = Vu(X \ f71(U)) = X\ | E(X\ (X \ £/ (U)) =
X\ | EX\FUXN\U) = X\EX\ FI(XN\D) = X\ fHEX\ (X\)
= X\ £ {(BW) =, 3pU.

(v): Como E(U) € D(X), entonces de la propiedad (mqlP4*) de los mglyP—espacios,
se sigie que I, 3pU = B(X \ fTH(B(U))) = f7HE(X \ B(U)) = f7H(X \ E(U)) =
X\ fTBW) =6 35U

(vi): Por el Lema 4.1.1.15 se verifica que VgU € D(X). Entonces, teniendo en cuenta la
Proposicién 4.1.3.2, la propiedad (mqlP3) de los mgly P—espacios y la propiedad (M10) de
los M —reticulos, inferimos que VEE;XVEU =Ve(X\ f1(VeU)) = X\ | E(f71(VeU))) =
X\ E(f71(VpU)) = X\ 7 (E(VRU)) = ¢, 3Vl = 6; ViU.



204 CAPITULO 4. Algebras de Lukasiewicz—Moisil §—valuadas sin negacién monadicas

(vii): Por el Lema 4.1.1.15 tenemos que VgU € D(X). Luego, de las propiedades (mqlP4*)
y (mqlP14) (Proposicién 4.1.3.2) de los mglyP—espacios y la propiedad (M9) de los
M —reticulos, obtenemos que HEEZXVEU = B(X \ f7'(VgU)) = f7HE(X \ VgU))
= X\ (X\fi (BEX\VED))= X\ fi (X\E(X\VpU)) = X\ fi '(l X\E(X\V£U)) =
6 VeVl =, ViU,

(viii): Por el Lema 4.1.1.15, 3gU € D(X). Entonces, de las propiedades (mqlP15) (Proposi-
cién 4.1.3.2), (mqlP4*) y (M5), se sigue que Vpo, 3pU = X\ | E(X \ & 3xU) =
X\ LB (X0 £ E60)) = X\ L B(Y\ 71X\ 360)) = X\ B(X\ f71(X\ 300)) =
X\ & 3p3pU = ¢, 3xU. O

Corolario 4.1.3.5 Sea A una mLMy—dlgebra. Entonces para todo a € A y para todo

1 € 1, se verifican las siquientes identidades:

(mL3) V ¢;a = —3 ¢,a, (mL4) 3 ¢;a = —V ¢,a,
(mL5) V ¢,;a = ¢, 3 a, (mL6) 3 ¢,a = ¢,Va,
(mL7) 3¢, 3a = ¢, 3a, (mL8) V;Va=¢,;Va,
(mL9) I¢,Va = ¢,V a, (mL10) V¢, 3a = ¢, Ja.
Dem. Es consecuencia del Lema 4.1.1.16 y la Proposicién 4.1.3.4 . a

Corolario 4.1.3.6 Sea A una mLMy—dlgebra. Entonces para todo a € A y para todo

1 € I se satisface la siguiente identidad:
(mL11) V ¢ia = ¢; 3 d;a.

Dem. Sean i € I y a € A, entonces por la propiedad (L8) de las LMy—algebras (Seccién
1.2), qﬁiaj = ¢,0; = Ej para todo j € I, y asi, 3¢;a = I(¢:i¢;a). Por otra parte, por
la propiedad (mL1) de las mLMy—algebras (Definicién 4.1.1) se verifica que 3(¢;p;a) =
$;3 p;a y por lo tanto, 3 ¢;a = ¢;3¢;a, de lo que se sigue por (L3) que —3 ¢,a = ¢,3 ¢,a. De
esta identidad y la propiedad (mL3) de las m L My—algebras (Corolario 4.1.3.5) concluimos
que Y ¢;a = ¢; 3 ¢;a para todo i € I y para todo a € A. O

Corolario 4.1.3.7 Sean A una mLMy—dlgebra y C(A) el conjunto de los elementos

booleanos de A. Entonces,
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(mL12) Vb= —3 — b para todo b € C(A).

Dem. Por la propiedad (L7) de las LMy—algebras (Seccién 1.2) tenemos que b € C(A),
si y solo si, (1) b = ¢;b para todo i € I, y de la propiedad (L.2) de las LMy—algebras
(Seccidn 1.2) se sigue que (2) —b = -¢;b. Ademas, del Corolario 4.1.3.6, (1) y (2) inferimos
que Vb = ¢;3 —b. Como —b € C(A), entonces por las propiedades (mL1) (Definicién
4.1.1) y (L7) tenemos que 3 — b € C(A). De esta ultima afirmacién y la propiedad (L2)
concluimos que ¢;3 —b= —3 — by por lo tanto, Vb = —3 — b. O

Corolario 4.1.3.8 Sea A una mLMy—dlgebra. Entonces (C(A),V,A,—,0,1,3) es un

dlgebra de Boole monddica, donde C(A) el conjunto de los elementos booleanos de A.

Dem. Es inmediato que (C(A),V,A,—,0,1) es un &lgebra de Boole. Ademads, por la
Definicion 4.1.1 tenemos que el dlgebra (C'(A), V, A, —,0, 1,3, V) satisface las condiciones
(M1) a (M11). Por otra parte, del Corolario 4.1.3.7 y la propiedad (M10), se sigue que
3—3—b=—3—bparatodobe C(A)y por lo tanto (C(A),V,A,—,0,1,3) satisface las
condiciones (M1), (M2), (M3) y (MB1) (Seccién 1.1.6), lo que nos permite para afirmar

que es un algebra de Boole monadica. |
Corolario 4.1.3.9 Toda mLMy—dlgebra es una smLMy—dlgebra.

Dem. solo resta probar que V (a VVb) = VaV Vb, para todo a, b € A. Teniendo en cuenta
que para cada i € I, ¢, es un endomorfismo dual de A en A, la propiedad (mL6) de las
mLMy—4élgebra (Corolario 4.1.3.5) y la propiedad (M4) de los M —reticulos, inferimos
que para todo a, b € Ay para todo i € I, ¢,(Ya vV Vb) = ¢,Va A ¢;Yb = Tp,a A Ipb =
I(pa A 3p;0) = (g;a A §;¥b) = Ip,(a VvV ¥b) = $,¥(a V ¥b). De esta tiltima identidad
obtenemos que para todo j € I, ¢;(¢;(Va Vb)) = ¢;(¢,;(¥(aV Vb)), y de la propiedad (L8)
de las LMy—algebras, se sigue que todo j € I, ¢;(VaVVb) = ¢;(V(aVVb). Entonces, por la
propiedad (L6) de las LM y—4&lgebras (Seccién 1.2), concluimos que V (a VVb) =VaV Vb,

para todo a, b € A. O

Corolario 4.1.3.10 Sea A una mLMy—dlgebra. Entonces las siguientes condiciones son

equivalentes:
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(i) (A,3,V) es una mLMy—dlgebra,
(ii) (A,3,V) es una smLMy—dlgebra,
(iii) (A,3,V) es una IV—dlgebra de Lukasiewicz—Moisil 0—valuada monddica segin

[13, Chapter 8, Definition 1.4].

Dem.

(i) < (ii): Es consecuencia del Corolario 4.1.3.9.
(ii) = (iii): Es consecuencia del Corolario 4.1.3.7.

(iii) = (ii): Es inmediata. O

Corolario 4.1.3.11 Si A es una mLMy—dlgebra, entonces su mqlg P—espacio asociado

mqLy(A) es un smqlyP—espacio.
Dem. Es consecuencia inmediata del Lema 4.1.1.16 y el Corolario 4.1.3.10. O

Corolario 4.1.3.12 Sean (A, {¢;}ier, {: }ier, 0,1,,3,Y) y (A, {¢; }ier, {&; }ier, 0,1, 3, V)
mLMy—dalgebras. Sih : A — A" es un LMy—homomorfismo y un q—homomorfismo, en-

tonces h es un mLMy—homomorfismo.

Dem. Solo resta probar que h(Va) = V'h(a) para todo a € A. Teniendo en cuenta la
propiedad (mL6) de las mLMy—algebras y que h: A — A’ es un LMy—homomorfismo y
un g—homomorfismo, inferimos que para cada a € Ay cadai € I, ¢,V h(a) = 3 ¢/;h(a) =
3 h(¢;a) = h(3p,a) = h(¢;Va) = ¢';h(V a). De esta identidad y la propiedad (L2)(Seccién
1.2) obtenemos que ¢V h(a) = ¢;h(V a) para todo i € I. Entonces, por la propiedad (L6)

(Seccién 1.2), concluimos que h(Va) = V' h(a) para todo a € A. O

Corolario 4.1.3.13 Sea (X, {fi}icr, E) tal que (X, E) es un mqP—espacio, o equivalen-
temente un mk—marco y (X, {f;}icr) es un lyP—espacio. Entonces las siguientes condi-

ciones son equivalentes:

(i) (X, {fi}ier, E) es un mqlyP—espacio,
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(i) (X,{fi}ier, E) es un smqlyP—espacio.

Dem.
(i) = (ii): De la hipétesis (i), los Lemas 4.1.1.15 y 4.1.1.16 y el Corolario 4.1.3.11,
inferimos que (X (D(X)), { fiD(X)}ie 1, E3,) es un smqlyP—espacio, de donde concluimos,

por el Corolario 4.1.1.20, que (X, { fi}ier, E) es un smglyP—espacio.

(ii) = (i): Es inmediata. O

4.2. Congruencias y 8#—congruencias de las mLMg—
algebras

En esta seccion nuestro objetivo es investigar las congruencias y las #—congruencias

de las algebras de Lukasiewicz—Moisil #—valuadas sin negaciéon monédicas.

4.2.1. mLMgy—congruencias y OmL My—congruencias

En primer lugar nos abocamos a estudiar las mLMy—congruencias y las
Om LM y—congruencias de una mLMy—4&lgebra a través de la dualidad que hemos de-
terminado para estas algebras, a fin de obtener las mLMy—algebras subdirectamente
irreducibles con respecto a ambas congruencias. Para ello, comenzamos considerando las
nociones de subconjunto F—saturado y subconjunto saturado de un mgqlyP—espacio, in-
troducidas en los mqgP—espacios en [35] y en los g—espacios en [18], respectivamente y a

continuacion determinamos propiedades de estos subconjuntos.

Definicién 4.2.1.1 Sea (X,{f;}icr, E) un mqlyP—espacio. Un suconjunto Y de X es
E—saturado st min E(T y) Umax E(y) CY para todo y €Y.

Definicién 4.2.1.2 Sea (X,{fi}icr, E) un mqlyP—espacio. Un suconjunto Y de X es
saturado st E(Y) =Y.

Lema 4.2.1.3 Sea (X,{fi}icr, E) un mqloP—espacio. Entonces para todo subconjunto

no vacio Y de X las siguientes condiciones son equivalentes:
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(i) Y es E—saturado,

(ii) para caday €Y, min E(y) Umaz E(y) CY.

Dem. De (smq4) se sigue que para cada z € X, min E(T x) = min | E(z). Teniendo en

cuenta que min T E(x) = min E(x), la demostracién estd completa. O

Corolario 4.2.1.4 Sea (X,{fi}ticr, E) un mqlyP—espacio. Entonces, todo subconjunto

saturado de X es E—saturado.

Dem. Sea Y C X tal que Y = E(Y). Entonces, min E(y) U max E(y) C Y para cada

y €Y, de lo que concluimos, por el Lema 4.2.1.3, que Y es E—saturado. a

Proposicién 4.2.1.5 Sea (X,{f;}icr, E) un mqlygP—espacio. Si Y es un subconjunto

modal de X, entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) Y es un subconjunto E—saturado de X,

(ii) Y es un subconjunto saturado de X.

Dem.

(i) = (ii): Sean y, z € X tales que (1) y € Y y (2) z € E(y). Por (q2), E(y) es
un subconjunto cerrado de X, entonces por (2) y la propiedad (P3) de los subconjuntos
cerrados de un P—espacio (Seccién 1.4.1), existe (3) w € max E(y) tal que (4) z < w.
De (1), (3) y la hipétesis (i) se sigue que (5) w € Y. Como ademds Y es un subconjunto
modal de X, entonces del Corolario 2.1.4.7, (4) y (5) concluimos que z € Y y por lo tanto,
EY)=Y.

(ii) = (i): Es consecuencia del Corolario 4.2.1.4. O

Observacion 4.2.1.6 A continuacion damos otra demostraciéon de la implicacién
(i) = (i), enunciada en la Proposicién 4.2.1.5, en la que no tenemos en cuenta que
la nocién de mqlyP—espacio es equivalente a la de smqly P—espacio.

(ii) = (i) (Proposicion 4.2.1.5): Es inmediato de la hipétesis (ii) que (1) maz (E(y)) C

Y para todo y € Y. Por otro lado, como Y es un subconjunto modal y saturado de X,
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entonces por el Corolario 2.1.4.7, E(T y) C Y para todo y € Y y por consiguiente,
(2) min E(T y) C Y para todo y € Y. De (1) y (2) concluimos que Y es un subconjunto
E—saturado de X.

Esta observacion se debe a que mas adelante indicamos otro camino diferente al de la
Seccion 4.1.3 para demostrar que las nociones de mqly P—espacio y smqlg P—espacio son

equivalentes.

Corolario 4.2.1.7 Sea (X,{f:}ic1, E) un mqlyP—espacio. Entonces, un subconjunto Y
de X es modal y E—saturado si, y solo si, X \'Y es modal y E—saturado.

Dem. Es consecuencia del Corolario 2.1.4.7, la Proposicién 4.2.1.5 y el hecho de ser F

una relacion de equivalencia sobre X. O

El conjunto de los subconjuntos cerrados, semimodales y Fs—saturados del mqly P—
espacio asociado a una mLMjy—algebra es un reticulo con las operaciones de interseccion
y unién de conjuntos, y juega un rol fundamental en la caracterizacion de las mLMy—

congruencias de estas algebras, como lo mostramos a continuacion.

Teorema 4.2.1.8 Sean (A, {®;}icr, {®; }ier, 3,V) una mLMy—dlgebra y mqly(A) =
(X(A), {f }ier, B3) el mqlyP—espacio asociado a A. Entonces, el reticulo Csp, (mqe(A)),
de los subconjuntos cerrados, semimodales y E3—saturados de mqly(A), es isomorfo al
dual del reticulo Cong,pa,(A) de las mLMy—congruencias de A, y el isomorfismo es la
funcion Ogpy, definida por la prescripcion: Ogp,(Y) = {(a,b) € A X A : oaa)NY =
oa(b)NY} para cada Y € Csp,(mqlyg(A)).

Dem. Es consecuencia directa de los Teoremas 1.4.5.2 y 2.1.4.12, teniendo en cuenta que
para toda relacién p C A x A se verifica que ¢ es una mLMy—congruencia de A si, y solo

si, ¢ es una LMy—congruencia y una M —congruencia de A. |

Corolario 4.2.1.9 Sean (A, ¢1,...,¢n-1,01,... ¢, 1,3,¥) una mLM,—dlgebra vy
maln(A) = (X(A),{f, ..., f2,}, E3) el mql,P—espacio asociado a A. Entonces, el
reticulo Cprs(mqly,(A)), de los subconjuntos cerrados, modales y saturados de mqk,(A),

es isomorfo al dual del reticulo Cong,py, (A) de las mLM,—congruencias de A, y el
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isomorfismo es la funcion ©yg, definida por la misma prescripcion que en el Teorema

4.2.1.8.

Dem. Es consecuencia de las Proposiciones 2.1.4.11 y 4.2.1.5 y el Teorema 4.2.1.8. a

Los #—subconjuntos Fs—saturados del mqly P—espacio asociado a una mLMy—4algebra
nos permiten caracterizar las OmLMy—congruencias de estas algebras como se muestra

en el Teorema 4.2.1.10.

Teorema 4.2.1.10 Sean (A, {¢;}icr, {¢;}Yier, 3,¥) una mLMg—dlgebra y mqly(A) =
(X(A), {f}ier, E3) el mqlyP—espacio asociado a A. Entonces, el reticulo Cop.(mEg(A)),
de los O—subconjuntos Ez—saturados de mqle(A), es isomorfo al dual del reticulo
Conmorm,(A) de las mOLMy—congruencias de A, y el isomorfismo lo establece la fun-

cion Oy, definida por la misma prescripcion que en el Teorema 4.2.1.8.

Dem. Es consecuencia directa de los Teoremas 1.4.5.2 y 2.1.4.18 y el hecho de que para
toda relacion ¢ C A x A, ¢ es una mLMy—congruencia de A si, y solo si, ¢ es una

0 L My—congruencia y una M —congruencia de A. a

También los subconjuntos abiertos cuyos complementos son subconjuntos semimodales
y FEs—saturados y los subconjuntos abiertos cuyos complementos son 6—subconjuntos
FE5—saturados del mqly P—espacio asociado a una mLMy—algebra, nos sirven para carac-
terizar las mLMy—congruencias y las @m LM g—congruencias de estas algebras, respecti-

vamente.

Teorema 4.2.1.11 Sean (A, {¢i}ier, {®;}ier, 3,¥) una mLMg—dlgebra y mqly(A) =
(X(A), {f}ier, B3) el mqlyP—espacio asociado a A. Entonces:

(i) El reticulo Ocsps(mqle(A)), de los subconjuntos abiertos cuyos complementos son
subconguntos semimodales y E3z—saturados de mqlyg(A), es isomorfo al reticulo
Congrm,(A) de las mLMg—congruencias de A, y el isomorfismo lo establece la

funcion ©pgg, definida por la prescripcion:

(a,b) € Oosrs(G) si, y solo si, (a(b)Aoa(a)) C G para todo a, b € A.
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(i) El reticulo Ocops(mqle(A)), de los subconjuntos abiertos cuyos complementos son
0—subconjuntos Es—saturados de mqle(A), es isomorfo al reticulo Congry,(A) de
las O LM g—congruencias de A, y el isomorfismo lo establece la funcion Oppp, defi-

nida por la misma prescripcion que en el inciso (i).

Dem. Es una consecuencia inmediata de los Teoremas 4.2.1.8 y 4.2.1.10, teniendo en
cuenta que existe una correspondencia biunivoca entre los cerrados y abiertos de un espacio
topolégico y ademés que Opsp,(G) = Osp, (X (A) \ G) para todo G € Ocsp, (mgly(A))
Y Ooprs (G) = Ogps (X (A) \ G) para todo G € Ocpps(maly(A)). O

Corolario 4.2.1.12 Sean (A, ¢1,...,¢n_1,01,...,0, 1,3,Y) una mLM,—dlgebra y
mql,(A) = (X(A),{fi, ..., f2,}, F3) el mql,P—espacio asociado a A. Entonces, el
reticulo Ops(mqly,(A)), de los subconjuntos abiertos, modales y saturados de mqk,(A),
es isomorfo al reticulo Congy,pa, (A) de las mLM, — congruencias de A, y el isomorfismo

lo establece la funcidn Oons definida por la prescripcion: (a,b) € Oons(G) si, y solo si,

(ca(b)Aoa(a)) € G para todo a, b € A.

Dem. Es consecuencia del Lema 2.1.4.2, las Proposiciones 2.1.4.11 y 4.2.1.5 y el Teorema

4.2.1.11. a

4.2.2. mLMpgy—congruencias y 0m L My—congruencias maximales

A continuacién caracterizamos las mLM yg—congruencias maximales y las Om.LMy—
congruencias maximales de una m LM y—algebra. Para ello, en primer lugar caracterizamos

los #—subconjuntos cerrados y E—saturados de un mgqly P—espacio.

Lema 4.2.2.1 Sea (X, {fi}ier, E) un mqlyP—espacio. Entonces para todo x € X y para
todo i € I, E(f;(x)) es un subconjunto E—saturado de X, y para todo y € E(fi(x)),
maz B(y) = min B(y) = min B(1 y) = B(fi(z)).

Dem. Es inmediato que E(f;(x)) es un subconjunto saturado de X y por lo tanto, por
el Corolario 4.2.1.4, Y es E—saturado. Sea (1) y € E(fi(x)), entonces del Corolario
4.1.2.5 se sigue que mazx E(y) = E(f;(x)) v (2) min E(y) = E(fi(z)). Por otro lado,
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de la propiedad (smqP4) tenemos que E(T y) =1 E(y), y como ademés min | E(y) =
) =

min E(y), concluimos de (1) y (2) que min E(T y) = E(f;(x)) para todo y € E(f;(x)). O

Observacién 4.2.2.2 Damos otra demostracién del Lema 4.2.2.1 sin usar que las no-
ciones de mqly P—espacio y smqly P—espacio son equivalentes.

Sea (1) y € E(fi(z)). Entonces, del Corolario 4.1.2.5 resulta que (2) mazx E(y) =
E(fi(z)). Ademads, por la propiedad (mqlP9) y (1) tenemos que (3) y = fi(y) y por lo
tanto, F(T y) = E(T fi(y)). De esta tltima afirmacién y la propiedad (mqlP13) se sigue
que min E(T y) = E(fi(y)). Ademés, de (1) y (3) obtenemos que E(f;(y)) = E(fi(x)),
entonces (4) min E(T y) = E(f;(x)). Y asi, por (1), (2) y (4) la demostracién estd com-

pleta.

Proposicién 4.2.2.3 Sea (X, {fi}icr, E) un mqlgP—espacio. Si'Y es un subconjunto de

X, entonces:
(i) E(fi(Y)) = fi(E(Y)) para todo i € I,

(i) fi(E(Y)) es un subconjunto E—saturado de X para todo i € I,

(ili) U fi(E(Y)) es un 8—subconjunto, cerrado y E—saturado de X .

il
Dem.

(i): Es consecuencia de (mqlP10).

(ii): Del inciso (i) es inmediato que f;(F(Y')) es un subconjunto saturado para todo i € I'y
por lo tanto, del Corolario 4.2.1.4 obtenemos que f;(E(Y)) es un subconjunto F—saturado

de X para todo i € I.

(iii): Del inciso (ii) y teniendo en cuenta que la unién de subconjuntos E—saturados de

X es un subconjunto E—saturado de X, se sigue que |J f;(E(Y)) es un subconjunto
i€l
E—saturado de X. Entonces, por las Proposiciones 1.4.5.3 y 2.1.4.16, concluimos que

U fi(E(Y)) es un #—subconjunto, cerrado y E—saturado de X. O
i€l

Observacion 4.2.2.4 Damos otra demostracién del inciso (ii) de la Proposicion 4.2.2.3,

en la que no usamos la equivalencia de las nociones de mqly P—espacio y smqly P—espacio.
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(ii) (Proposicién 4.2.2.3): Por el inciso (i) de la Proposicién 4.2.2.3 se verifica que f;(E(Y))

= U E(fi(y)), entonces del Lema 4.2.2.1 y el hecho de que la unién de subconjuntos
yey

E—saturados de X un subconjunto E—saturado de X, inferimos que f;(E(Y)) es un

subconjunto E—saturado de X para todo i € I.

Proposicién 4.2.2.5 Sea (X,{fi}icr, E) un mqlgP—espacio. Si'Y es un subconjunto ce-

rrado, semimodal y E—saturado de X, entonces:

(i) fi(Y) = fi(EY)) y fi(Y) es un subconjunto E—saturado de X,

(i) ELJ[fi(E(Y)) cY,

(i) U fi(Y) es un 0—subconjunto, cerrado y E—saturado de X.
i€l

Dem.

(i): Por ser Y un subconjunto semimodal de X se verifica que (1) f;(Y) C Y para todo
i € I. Ademés del Lema 4.2.2.1 resulta que maz E(f;(y)) Umin E(f;(y)) = max E(f;(y))U
min E(T fi(y)) = E(f;(y)) para todo y € Y y para todo ¢ € I. Entonces, teniendo en
cuenta (1) y que Y es E—saturado, se sigue que E(f;(Y)) CY para todo i € I. Por con-
siguiente, del inciso (i) de la Proposicién 4.2.2.3, obtenemos que f;(E(Y)) C Y para todo
i € I. De esta tltima afirmacién y (IP5) inferimos que f;(E(Y)) = fi(Y') para todo i € I
y asi, por el inciso (ii) de la Proposicién 4.2.2.3, concluimos que f;(Y') es un subconjunto

E—saturado de X para todo 7 € I.

(ii): Del inciso (i) resulta que |J fi(E(Y)) = U fi(Y), y como Y es un subconjunto semi-
iel iel
modal y cerrado de X, entonces por la Observacion 2.1.4.3 la demostracion esta completa.

(iii): Del inciso (i) obtenemos que J fi(Y) = | fi(E(Y)), entonces por el inciso (iii) de
il il
la Proposicion 4.2.2.3 concluimos la demostracion. O

Lema 4.2.2.6 Sea (X,{fi}icr, E) un mqlgP—espacio. Si'Y es un subconjunto cerrado de

X, entonces Y es un —subconjunto E—saturado de X si, y solo si, Y = |J fi(E(Y))
iel

Dem. Si Y es un f—subconjunto cerrado, entonces por la Proposicién 2.1.4.16,
Y = U fi(Y). Ademds, como Y es un subconjunto semimodal y E—saturado, se sigue
i€l
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de la Proposicién 4.2.2.5 que J f;(E(Y)) C Y y por consiguiente, Y = [J fi(E(Y)).

i€l iel

Reciprocamente, si Y = |J f;(E(Y)), entonces del inciso (iii) de la Proposicién 4.2.2.3,
i€l

concluimos que Y es un #—subconjunto F—saturado de X. a

Corolario 4.2.2.7 Sea (X,{fi}icr, E) un mqlyP—espacio. Si Y es un 0—subconjunto
cerrado de X, entonces Y es E—saturado si, y solo si, | fi(E(Y)) = U fi(Y).

il i€l

Dem. Es consecuencia de las Proposiciones 2.1.4.16 y 4.2.2.3 y el Lema 4.2.2.6. O

Proposicién 4.2.2.8 Sea (X, {f;}icr, E) un mqlyP—espacio. Entonces para todo subcon-

junto Y de X, las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) Y es un —subconjunto cerrado y E—saturado de X,

(ii) Y = U fi(E(Y)),

el

(i) Y = U fi(Y) v ademds Y es un subconjunto E—saturado de X,
i€l

(iv) existe un subconjunto Z de X semimodal y E—saturado tal que Y = | fi(Z),
i€l

(v) existe un subconjunto W de X tal que Y = |J f;(E(W)).

il
Dem.

(i) = (ii): Es inmediato del Lema 4.2.2.6.

(ii) = (iii): De la hipdtesis (ii) y el Lema 4.2.2.6 se sigue que Y es un subconjunto

semimodal y E—saturado de X, entonces por la Proposicién 4.2.2.5, Y = |J f;(Y).
il
(iii) = (iv): Es inmediata, considerando Y = Z.
(iv) = (v): De la hip6tesis (iv) y la Proposicién 4.2.2.5 tenemos que f;(Z) = fi(E(Z))
para todo ¢ € I.

(v) = (i): Resulta del inciso (iii) de la Proposicién 4.2.2.3. O

Proposicién 4.2.2.9 Sea (X, {f;}icr, E) un mqlyP—espacio. Entonces para todo subcon-

Junto cerrado Y de X, las siguientes condiciones son equivalentes:
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(i) Y es un elemento minimal del conjunto Cig(X) de todos los 6—subconjuntos cerra-
dos, E—saturados y no vacios de X,
(i) existe x € X tal que Y = | fi(E(x)),
i€l
(iii) Y es un elemento minimal del conjunto C3r(X) de todos los subconjuntos semi-

modales, cerrados, E—saturados y no vacios de X .

Dem.
(i) = (ii): De la hipdtesis (i) tenemos que Y € C{x(X), entonces por la Proposicién
4228, Y = fi(E(Y)), de lo cual se sigue que (1) |J f;(E(y)) C Y para todo y € Y.
i€l

i€l
Ademas, por la Proposicién 4.2.2.8, |J f;(E(y)) € Co5(X), de donde por (1) y la hipétesis
i€l
(i), concluimos que |J f;(E(y)) =Y para todoy € Y.
i€l
(ii) = (i): Por la Proposicién 4.2.2.8, (1) U fi(E(z)) € C35(X) para todo = € X. Sean
iel
e Xy (2)ZeCp’(X) tales que (3) Z C U fi(E(x)). De la Proposicién 4.2.2.8 se sigue
el
que U fi(E(2)) C U fi(E(x)) para cada z € Z, entonces por (mqlP10), |J E(fi(z)) C
i€l i€l i€l

U E(fi(x)) para cada z € Z y por lo tanto, f;(z) € |J E(fi(z)) para todo i € I y todo
i€l i€l
z € Z , lo que nos permite asegurar que para cada ¢ € I y cada z € Z, existe una red

(Ya)aep tal que (4) ya € E(fi,(x)) y (5) y, 7zp fi(2). De (4) y (mqlP9) inferimos que
Ya = fi,(ya) y por consiguiente, de (5) tenemos que f;,(ya) ;=5 fi(2), de donde se sigue,

por (IP2), (IP5) y el Teorema 2.1.1.14, que (6) fi(ya) 3o5 fi(2). Ademds, de (4), (mqlP10) y

(IP5), resulta que f;(yq) € E(fi(z)), entonces de (q2) y (6) obtenemos que f;(z) € E(f;(x))

yasi, U fi(E(2)) = U{fi(E(z))} para todo z € Z. Esta ultima afirmacién y (2) implican
iel i€l
que Z = {J fi(E(z)). Luego, de (1), (2) y (3) concluimos la demostracién.
i€l
(i) = (iii): Sea Z € Cp(X) tal que (1) Z C Y. Por la Proposicién 4.2.2.5 tenemos

que U fi(E(z)) C Z para todo z € Z, de donde por (1) se sigue que |J fi(E(z)) C Y para
i€l iel
todo z € Z. De esta tlima afirmacion, la hipétesis (ii) y la Proposicién 4.2.2.9 resulta que

Y = U fi(E(z)) para todo z € Z y por lo tanto, Y = Z.
iel
(iii) = (ii): De la hipdtesis (iii) tenemos que Y € C9;(X), entonces de la Proposicién

4.2.2.5 resulta que J fi(E(y)) C Y para todo y € Y. Ademads, por el Corolario 4.2.2.3 se
i€l
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verifica que |J f;(E(y)) € Css’(X) para todo y € Y, de donde concluimos, por la hipétesis
i€l
(iii), que Y = U fi(E(y)) para todo y € Y. O
i€l
Corolario 4.2.2.10 Sea A una mLMy— dlgebra. Entonces, toda mLM g— congruencia ¥
de A es una mLM g—congruencia maximal si, y solo si, 9 es una OmLM y—congruencia

mazimal de A.

Dem. En virtud del Teorema 4.1.1.21, ¥ es una mL M y—congruencia maximal de A si, y
solo si, existe un elemento minimal Y de Cgp_ (X (A)) \ {0} tal que ¥ = Ogp,(Y). Por la
Proposicién 4.2.2.9, esta iltima afirmacion es equivalente a que Y sea un elemento minimal
de Cfp, (X (A)\{0}. Como Ogp,(Y) = Ogp,(Y), por el Teorema 4.2.1.8, concluimos que ¥
es una mLM y—congruencia maximal si, y solo si, ¢ es una #m L My—congruencia maximal

de A. O

Corolario 4.2.2.11 Sea A una mLMg—dlgebra. Si ¢ es una mLM yg—congruencia ma-

zimal de A, entonces el dlgebra cociente A/@ es una mLMy—dlgebra simple.

Dem. Es consecuencia del Corolario 4.2.2.10 ya que que las algebras cocientes por

Om L My—congruencias son mL M y—4élgebras. m|

Corolario 4.2.2.12 Sean (A,{¢i}icr, {0;}ier, 3,¥) una mLMy—dlgebra y su mqlyP—
espacio asociado (X (A), {f'}icr, E3). Entonces para todo mLM g— congruencia ¢ de A,

las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) ¢ es una mLMy—congruencia mazimal,

(ii) ewiste P € X(A) tal que ¢ = Ogp(P), donde Y = |J Ea(¢; ' (P)),

i€l
Ogsp, (Y) estd definida como en el Teorema 4.2.1.8 y la relacion E5 como en el Lema

4.1.1.16.

Dem. En consecuencia inmediata de los Teoremas 4.2.1.8 y 4.2.1.10, la Proposicién 4.2.2.9

y el Corolario 4.2.2.10. |
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Corolario 4.2.2.13 Sean (A, ¢1,...,¢n-1,01,--.,bp1,3,¥) una mLM,—dlgebra vy
(X(A), {f, ... fA .}, B3) su mql,P—espacio asociado. Entonces para todo mLM,—

congruencia p de A, las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) ¢ es una mLM,— congruencia mazimal,

(ii) ¢ = Ous(Y), donde Y es un elemento minimal del reticulo C%;5(X(A)) de todos

los subconjuntos modales, cerrados, saturados y no vacios de X (A),
n—1
(iii) ¢ = Ous(Y), donde Y = |J Es(¢i ' (P)) para algin P € X (A),
i=1
(iv) ¢ = Opns(Y), donde Y es la union de cadenas mazimales de X (A) equivalentes,

(v) o =0O(F), F= N 617 Q) para algin P € X(A),
QEX(A)
QN3(A)=PN3(A)
donde ©(F) es la mLM,,— congruencia asociada al filtro F' y ©ys(Y) estd definida

como en el Corolario 4.2.1.9.

Dem.
(i) & (ii): De las Proposiciones 2.1.4.11 y 4.2.1.5 inferimos que C§p_¢(X(A)) =

C%,5(X(A)), entonces por la Proposicién 4.2.2.9 la demostracién estd completa.

(i) < (iii): Se sigue del Corolario 4.2.2.12.

(iii) < (iv): Es consecuencia de la propiedades (mlqP5) (Lema 4.1.1.7 ) y (mlqP9)
(Proposicién 4.1.2.2).

(iii) = (v): De la hipétesis (iii) y las propiedades (mlqP5), (mlqP9) y (q2) de los
mql, P—espacios, inferimos que Y es un subconjunto modal, cerrado y saturado de X (A)

y por la tanto, Y es un subconjunto cerrado y creciente de X (A). Entonces, de (All)

(Seccion 1.4.1) se sigue que ¢ = Oys(Y) = O(F),donde F = (1 Q= ) ¢ '(Q) =
QeYy Qey
N ¢ (Q).

QeEX(A)
QN3(A)=PN3(A)

(v) = (iii): De la hipétesis (iii) y (A10) (Seccién 1.4.1) obtenemos que ¢ = O(F) =
Ons(Y), donde Y = {P € X(A) : F C P}. De esta tultima afirmacién y las propiedades

n—1
(mlqP5) y (mlqP9) concluimos que Y = |J Es(¢; ' (P)). O
i=1
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Corolario 4.2.2.14 Toda mLM y—dlgebra es semisimple.

Dem. Sean A una mLMjy—algebra y ¥y, una mLM y—congruencia maximal de A, en-

tonces por el Corolario 4.2.2.12, ¥); = Ogpg, (U ff‘(Eg(:B))) para algin x € X (A). Sea
i€l
(1)Y= () Oses (U sz(Eg(x))). Luego, ¥ € Cony,rm,(A) y por el Teorema 4.2.1.8
2€X(A) i€l
existe F' € Csp,(mqly(A)) tal que ¥ = Ogp, (F). Por lo tanto, de (1) y el Teorema 4.2.1.8

se sigue que |J fA(F3(z)) C F para todo x € X(A). Como J{fA(x)} C U Es(f(z)) =
i€l iel iel
U fA(E5(x)), entonces  |J U{fA(x)} € F, y por ser F un subconjunto cerrado de
i€l zEX(A) i€l
mqle(A), tenemos que  |J U{fA(x)} C F y asi, por (IP6) concluimos que F = X (A);
zeX(A) i€l
por esto, ¥ = {(a,a) : a € A}. Por consiguiente, A es isomorfa al producto subdirecto

de las 4lgebras cocientes 4/ Osn , con z € X(A), las cuales por el Corolario
3

(%JI fA(Bs(2)))
4.2.2.11 son mLMy—4algebras simples, lo que nos permite concluir la demostraciéon. O

4.2.3. mULMjgy—congruencias y 8mL My—congruencias booleanas

El reticulo de los subconjuntos abiertos, cerrados, modales y saturados del mqly P—
espacio asociado a una mLMy—algebra desempena un rol fundamental en la caracte-
rizacion de las mLMy—congruencias booleanas de estas dlgebras, como lo probamos a

continuacion.

Teorema 4.2.3.1 Sean (A, {®;}icr, {0; }ier, 3,¥Y) una mLMy—dlgebra y mqly(A) =
(X(A), {f}ier, B3) el mqlyP—espacio asociado a A. Entonces, el reticulo COprs(X (A))
de los subconjuntos abiertos, cerrados, modales y saturados de mqlg(A) es isomorfo al
reticulo (dual del reticulo) Conpmrn,(A) de las mLM y—congruencias booleanas de A,

donde el isomorfismo Oons (Oums) es la retriccion del isomorfismo Opsps (Osps) a

COns(X(A)) definido en el Teorema 4.2.1.11 ( Teorema 4.2.1.8 ).

Dem. Por el Lema 2.1.4.2 y la Proposicién 4.2.1.5, COps(X(A)) € Cspy(X(A))
y COMs(X(A)) - OCSE3<X(A)) y por lo tanto, (1) @MS = @SE3|COM5(X(A)) y

(2) Ooms = Ooses|COMs(X(A)). Ademads, del Corolario 4.2.1.7 tenemos que para todo
Y C X(A) se verificaque Y € COps(X(A)) si, y solosi, X(A)\Y € COns(X(A)). Luego,
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siY € COps(X(A)), de la ultima afirmacion, (1), (2), los Teoremas 4.2.1.8 y 4.2.1.11,
inferimos que Op5(Y) € Congrn,(A), Ons(X(A)\Y) € Conprn,(A) v ademds que
Ooms(Y) € Conppm,(A) y Ooms(X(A)\Y) € Congrig,(A). Luego, por los Teoremas
4.2.1.8 y 4.2.1.11, concluimos que O ps(Y) € Conyrn, (A) y Ooms(Y) € Congpn, (A).
Reciprocamente, sea ¢ € Cong,ru,(A). Entonces ¢ € Congpp, (A), de donde se sigue,
por el Teorema 3.2.1.9, que existe (5) Y € COpy(X(A)) tal que ¢ = Oy (Y) y existe
(6) Z € COnu(X(A)) tal que ¢ = Oon(Z) (Z = X(A) \Y). Ademds, como
¢ € Conpmrn,(A), entonces de los Teoremas 4.2.1.8 y 4.2.1.11 obtenemos que Y y Z son
subconjuntos F3—saturados de X (A), de donde inferimos, de (5), (6) y la Proposicién
4.2.1.5, que Y, Z € COps(X(A)). Por lo tanto, O s y ©ors son funciones sobreyectivas
de CONs(X(A)) en Congprn,(A), v asi por los Teoremas 4.2.1.8 y 4.2.1.11, concluimos
que O, es un anti-isomorfismo de reticulo y ©ppss es un isomorfismo de reticulo, de

COMs(X(A)) en COTmeLMG(A). O

Corolario 4.2.3.2 Sea (A, {®;}icr, {®;}ier, 3,Y) una mLMg—dlgebra. Entonces, las

mL M g— congruencias booleanas de A son conmutativas.

Dem. Se sigue del Teorema 4.2.3.1 por medio de un razonamiento analogo al usado en la

demostracién del Corolario 3.2.1.13. O

A continuacién obtenemos otra caracterizacién de las mL M y—congruencias booleanas,

la cual nos resulta 1til para determinar algunas propiedades propiedades de las mismas.

Proposicién 4.2.3.3 Sean (A, {¢:}ier, {0; }ier, 3,¥) una mLMg—dlgebra y su mqlyP—
espacio asociado (X (A),{f#}icr, E5). Entonces para todo subconjunto Y de X(A), las

siguientes condiciones son equivalentes:

(i) Y es un subconjunto abierto, cerrado, modal y saturado de X (A),
(i) existe a € I(C(A)) tal que Y = o4(a),
(i) existeni € I ya € A tales que Y = o4(3p;a) = oa(¢;Ta),

(iv) existeni € I ya € A tales que Y = o4(Vp;a) = oa(¢iVa),
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(v) existe a € V(C(A)) tal que Y = oala).

Dem.

(i) = (ii): Por la hipdtesis (i) y la Proposicién 3.2.1.7, existe a € C(A) tal que
(1) Y = 04(a). Ademads, como Y es saturado, entonces Y = E(o4(a)), y asi de los Lemas
4.1.1.15 y 4.1.1.16 se sigue que (2) Y = g4(3a). Luego, de (1) y (2) obtenemos que a = Ja
y por lo tanto, a € 3(C(A)).

(ii) = (iii): Se deduce de las propiedades (L7) (Seccién 1.2) y (mL1) (Definicién 4.1.1).

(iii) = (i): Por el Lema 4.1.1.16 y la propiedad (mqlP3) de los mgly P—espacios,
o4(3dia) = Ex(f2 (oala)) = fA ' (Es(oa(a))) para todo i € I y por lo tanto, Y es un
subconjunto abierto, cerrado, modal y saturado de X (A).

(i) < (iv): Es consecuencia del Corolario 4.1.3.10 y las propiedades (L7) (Seccién
1.2), (EU6) (Seccién 1.3) y (mL2) (Definicién 4.1.1).

(ii) < (v): Resulta del Corolario 4.1.3.10 y la propiedad (EU6) (Seccién 1.3). O

Corolario 4.2.3.4 Sea A una mLMy—dlgebra. Entonces, las dlgebras booleanas 3 C(A)
y Conpmrn, (A) son isomorfas y por lo tanto, |Conpmrm,(A)| = |3C(A4)].

Dem. Es consecuencia directa del Teorema 4.2.3.1 y la Proposicion 4.2.3.3. O

Corolario 4.2.3.5 Sea (A, {¢:}ier, {®; }ier, 3, V) una mLMg— dlgebra. Entonces para todo
a € A ypara todoi € I, O dpa) y O(T Va) son mLMy— congruencias booleanas.

Dem. Por (A13) (Proposicion 1.4.1.4) se verifica que (1) O(T J¢;a) = O(ca(Ipia)) y
(2) O(T Voa) = O(ca(Vpia)). Ademas, la Proposicién 4.2.3.3 nos permite establecer
que oa(Fpia) € CONs(X(A)) y 0a(¥Vpia) € COps(X(A)), entonces del Teorema 4.2.3.1
se sigue que O(o4(Fpia)) = Ocms(ca(Fpia)) y O(oa(Véia)) = Ocus(oa(V¢ia)) son
mLMy—congruencias booleanas de A. Por lo tanto, de estas tltimas afirmaciones, (1) y

(2) concluimos la demostracion. O

Corolario 4.2.3.6 Sea (A, {¢i}ier, {®;}ier, 3,¥) una mLMy— dlgebra. Entonces para toda

relacion ¢ C A X A, las siguientes condiciones son equivalentes:
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(1) ¢ es una mLMy— congruencia booleana de A,

(ii) existeni €l ya € A tales que ¢ = O(] ;a) = O(T ¢;Ja),
(iii) existeni € I ya € A tales que ¢ = O(] ¥V ;a) = O(] ¢;Va),
(iv) eziste a € I(C(A)) tal que ¢ = O(T a),

(v) existe a € Y(C(A)) tal que p = O(T a).

Dem.

(i) = (ii): De la hip6tesis (i) y el Teorema 4.2.3.1 inferimos que existe un subconjunto
Y de X (A) abierto, cerrado, modal y saturado tal que (1) ¢ = ©,(Y). Ademds, por la
Proposicién 4.2.3.3, existen a € Aei € I, tales que (2) Y = o4(3 ¢;a) = 04(¢;Fa). Luego,
de (1), (2) y (A13) (Proposicién 1.4.1.4) concluimos que ¢ = O(] Ip;a) = O(T ¢;3 a).

(ii) = (i): Resulta del Corolario 4.2.3.5.

(ii) < (iii): Es consecuencia del Corolario 4.1.3.10 y las propiedades (EU2), (EU3)
(Seccién 1.3), (mL1) y (mL2) (Definicién 4.1.1).

(ii) < (iv): Se sigue del Corolario 4.1.3.10 y las propiedades (L7) (Seccién 1.2) y (E9)
(Seccién 1.3).

(iv) & (v): Se obtiene del Corolario 4.1.3.10 y la propiedad (EU6) (Seccién 1.3). O

Corolario 4.2.3.7 Sea (A, {¢:}icr, {0;}ier, 3,¥) una mLMg—dlgebra. Entonces las

mL M g— congruencias booleanas de A son requlares y uniformes.

Dem. Sea ¢ una mLM g—congruencia booleana de A. Entonces, por el Corolario 4.2.3.6,
existen a € A e i € [ tales que ¢ = O(T Jp;a) = O(] ¢;Fa). Ademds, para cada b € A
tenemos que [bl, = {(b A¢$;3a)V c: c €] $;3a}, donde [b], es la clase de equivalencia
de b médulo ¢. De esta dltima afirmacién inferimos que [0], =] ¢, 3a y por lo tanto,
para todo b € A se verifica que [b], = {(b A ¢;3a)V c¢: ¢ € [0],} y en consecuencia,

|[b],] = [[0],], lo que nos permite concluir la demostracién. O

Proposicién 4.2.3.8 Sea (X, {fi}icr, E) un mqlyP—espacio. Si'Y es un subconjunto de

X abierto y cerrado, entonces las siguientes condiciones son equivalentes:
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(i) Y es un —subconjunto Es—saturado de X (A),

(ii) Y es un subconjunto modal y saturado.
Dem.: Es consecuencia de las Proposiciones 3.2.1.4 y 4.2.1.5. a

Proposicién 4.2.3.9 Sean (A, {¢;}icr, {&; }icr, 3,¥) una mLMg—dlgebra y su mqlyP—
espacio asociado (X (A),{fA}icr, E3). Entonces para cada Y C X (A), las siguientes con-

diciones son equivalentes:

(1) ©gss(Y) es una @mLM g—congruencia booleana de A,
(ii) Y es un 6—subconjunto abierto, cerrado y E3—saturado de X (A),
(i) Y es un subconjunto modal, abierto, cerrado y saturado de X (A),

(iv) Oosse(Y) es una dmLM g—congruencia booleana de A,

donde Opss(Y) y Oosse(Y) estin definidas como en el Teorema 4.2.1.10 y el Teorema

4.2.1.11, respectivamente.

Dem.

(i) = (ii): De la hipétesis (i) y el Teorema 4.2.1.10 inferimos (ii).

(ii) = (iii): Resulta de la Proposicién 4.2.3.8.

(iii) = (iv): De la hipdtesis (iii) y la Propsosicién 4.2.3.8 obtenemos que Y y
X (A)\Y son §—subconjuntos cerrados y E3—saturados de X (A), entonces por el Teorema

4.2.1.11 concluimos que se verifica (iv).
(iv) = (i): De la hipétesis (iv) y los Teoremas 4.2.1.10 y 4.2.1.11 reulta que se verifica

(i). O

Corolario 4.2.3.10 Sea (A,{¢:}ier, {¢;}ier, 3,¥) una mLMg—dlgebra. Si ¢ es una
mLMg—congruencia de A, entonces ¢ es una mLMg—congruencia booleana si, y solo

si, @ es una OmLM g—congruencia booleana.

Dem. Es consecuencia directa del Teorema 4.2.3.1 y la Proposicion 4.2.3.9. O
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4.3. Las mLMgy—4algebras y las OmL My—algebras
subdirectamente irreducibles

Nuestro objetivo es describir las algebras de Lukasiewicz—Moisil #—valuadas sin ne-
gacion monadicas subdirectamente irreducibles con respecto a las congruencias y con

respecto a las #—congruencias.

4.3.1. Propiedades de las mLMy—algebras y las OmLMgy—

algebras subdirectamente irreducibles

Las propiedades que demostramos en primer lugar las usamos posteriormente para
hallar una caracterizacién de las mL M y—algebras subdirectamente irreducibles y de las

OmL M y—algebras subdirectamente irreducibles.

Proposicién 4.3.1.1 Sea (X, {fi}icr, E) un mggP—espacio. Si x € X y x = fi(z) para

algun i € I, entonces:

(1) f7H(E(x)) es un subconjunto cerrado, modal y saturado de X tal que

v € fi ' (B(2)),
(ii) £ (E(z)) es un subconjunto E—saturado de X,

(iii) st E(y) = E(x), entonces y € mazx E(x) U min E([x)),

(iv) U f;j(E(z)) es un —subconjunto cerrado y E—saturado de X tal que
jeI

(a) =€ glfj(E(l“)),

(b) fi(2) € U fi(E(x)) para todo z € X tal que (f;(2), fi(z)) & E.

jer
Dem.
(i): De las hipdtesis es inmediato que = € f;'(E(x)). Por otra parte, de las propiedades
(a2), (IP2), (IP5) y el Teorema 2.1.1.16 se sigue que f; ' (FE(z)) es un subconjunto cerrado
y modal de X. Ademés f; *(E(x)) es saturado. En efecto, si y € E(f;"'(E(x))), entonces
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existe z € X tal que (y,z) € E'y (fi(2),x) € E. De las dos tltimas afirmaciones, la
propiedad (mqlP5) y por ser E una relacién de equivalencia, inferimos que (f;(y),z) € E

y por lo tanto, E(f; ' (E(x))) = f;  (E(z)).

(ii): Es consecuencia del inciso (i) y el Lema 4.2.1.3 o de el inciso (i) y la Proposicion

4.2.1.5.

(iii): Como = = f;(x), entonces por el Corolario 4.1.2.3 y el Lema 4.2.2.1, E(z) =
max E(z) U min E(T x), de donde se sigue que E(y) = E(z) implica que y € max E(z) U
min E(T x).

(iv): Por la Proposicién 4.2.2.8, |J f;(E(z)) es un #—subconjunto cerrado y E—saturado
o x jeI
e X.
(a): Es inmediato que z € | f;(E(x)).

(b): Sea z € X tal que (1) ](j{(z), fi(x)) € E y supongamos f;(z) € m, luego
existe una red (2) (z4)aep C E(7) tal que fj,(zq4) ;o5 fi(2). Por (IP5), 31%2) y el Teorema
2.1.1.14 se sigue que (3) fi(va) zzp fi(2). Teniendo en cuenta que (4) x = fi(z), entonces
de (2) y (mqlP9), obtenemos que x4 = f;(z4) para todo d € D y por lo tanto, por (3)
tenemos que z, -5 fi(z). De esta tltima afirmacién, (2), (4), el Lema 2.1.1.7 y por ser

E(x) es un subconjunto cerrado de X, concluimos que f;(z) € E(f;(x)), lo que contradice

(1). O
Lema 4.3.1.2 Sea (X, {f;}icr) un lgP—espacio. Si'Y es un subconjunto de X no vacio
y semimodal, entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) fi(X) CY para todoi € 1,

(i) f;(X) CY para algin i € 1.
Dem.

(i) = (ii): Es trivial.

(ii) = (i): Si Y es un subconjunto semimodal de X tal que f;,(X) C Y para algin

ip € I, entonces por (IP5) se verifica que f;(X) C Y para todo i € 1. O

Lema 4.3.1.3 Sea (X,{fi}icr) un lgP—espacio. Entonces el unico subconjunto de X

cerrado y semimodal que contiene a f;(X) para algin i € I es el propio espacio.
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Dem. Si Y es un subconjunto semimodal de X tal que f;(X) C Y para algiun i € I,
entonces por el Lema 4.3.1.2, f;(X) C Y para todo ¢ € [. Si ademds Y es cerrado,

entonces |J f;(X) C Y, de donde concluimos, por (IP6), que Y = X O
iel

Corolario 4.3.1.4 Sea (X,{f;}icr) un lyP—espacio. Entonces el inico 0—subconjunto

cerrado de X que contiene a f;(X) para algin i € I es el propio espacio.

Dem. Es consecuencia inmediata del Lema 4.3.1.3 y teniendo en cuenta que todo #—sub-

conjunto de X es un subconjunto semimodal de X. ]

Lema 4.3.1.5 Sea (X,{fi}icr, E) un mqlyP—espacio. Si Y es un subconjunto cerrado,
semimodal y E—saturado propio de X, entonces para cadai € I, f7*(Y) es un subconjunto

cerrado, modal y saturado de X que contiene a'Y .

Dem. Sea i € I. Como por hipdtesis, Y es un subconjunto cerrado de X, entonces por
(IP2) y y el Teorema 2.1.1.16, f; (Y es subconjunto cerrado de X. Por otro lado, de
(IP5) obtenemos que f; '(Y') es un subconjunto modal de X, y por ser Y un subconjunto
semimodal de X se verifica que Y C f;'(Y). Ademds f;'(Y) es saturado. En efecto,
sean z, w € X tales que (1) (z,w) € Ey fi(w) € Y. Como Y es E—saturado, entonces
maz E(f;(w)) CY, de donde se sigue, por (1) y (mqlP5), que maz E(fi(z)) CY y por lo

tanto, del Corolario 4.1.2.3, concluimos que f;(z) € Y. O

Corolario 4.3.1.6 Sea (X, {fi}icr, E) un mqlyP—espacio, SiY es un elemento mazximal
del conjunto Css(X)\{X} de todos los subconjuntos cerrados, semimodales y E—saturados

propios de X, entonces Y es un subconjunto modal y saturado de X.

Dem. Del Lema 4.3.1.5 tenemos que para cada i € I, (1) Y C f,'(Y) y f7(Y) es un
subconjunto cerrado, modal y saturado de X. Luego, f; '(Y) es E—saturado y por lo
tanto f;1(Y) € Csps(X). Como Y es un elemento maximal de Cszs(X) \ {X}, entonces
de (1) se sigue que para cada i € I, (2) f;'(Y) =X o (3) Y = f;1(Y). Si se verifica (2),
entonces f;(X) C Y, de donde obtenemos, por el Corolario 4.3.1.4, que Y = X, lo que

contradice la hipétesis. Por lo tanto se verifica (3), lo que nos permite concluir que Y es

modal. O
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Proposicién 4.3.1.7 Sea (X,{fi}icr, E) un mgqlyP—espacio tal que mlLy(X) es una
mLMg—dlgebra subdirectamente irreducible. StY es un subconjunto de X, no vacio, ce-

rrado y semimodal, entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) Y es E—saturado,
(ii) fi(X) CY para algin i € I.

Dem.

(i) = (ii): Supongamos que f;(X) € Y todoi € I, entonces Y € Csps(X)\ {0, X}. Co-
mo mlLy(X) es una mLMy—4&lgebra subdirectamente irreducible, por el Teorema 4.2.1.8
inferimos que el conjunto Csps(X) \ {0, X} tiene dltimo elemento Z. Luego, los Lemas
4.3.1.2 y 4.3.1.3 nos permiten afirmar que existe (1) z € f;(X)\ Z para algin i € I,
de donde obtenemos por (IP5) que (2) z = fi(x). Entonces, por la Proposicién 4.3.1.1,
i (E(x)) € Csps(X) \ {0}, de lo que se sigue de (1) que f; *(E(x)) = X y asi, f;(X) C
E(z). De (2) y (mqlP10) resulta que E(x) C fi(X) y por consiguiente,
(3) E(x) = f;(X). Por otra parte del Corolario 4.3.1.6 tenemos que Z es un subconjunto
no vacio, modal y saturado y por lo tanto, E(f;(Z)) C Z. Ademés, de (3) y (mqlP9) obte-
nemos que E(f;(Z)) = fi(X). De las dos tiltimas aseveraciones concluimos que f;(X) C Z,

lo que contradice (1).
(ii) = (i): Es consecuencia del Lema 4.3.1.3. O
Proposicién 4.3.1.8 Sea (X,{fi}icr, E) un mqlyP—espacio tal que mILy(X) es una

mOLM g—dlgebra subdirectamente irreducible. Si Y es un 0—subconjunto cerrado de X

no vacto, entonces las siguientes condiciones son equivalentes:
(i) Y es E—saturado,
(i) fi(X) CY para algin i € I.

Dem.
(i) = (ii): Supongamos que f;(X) € Y todo i € I, entonces Y € Cors(X) \ {0, X}.
Como mlILy(X) es una OmLMy—algebra subdirectamente irreducible, por el Teorema

4.2.1.10 inferimos que el conjunto Cyps(X) \ {X} tiene tltimo elemento Z. Entonces,
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por el Corolario 4.3.1.4 podemos afirmar que existe (1) z € f;(X) \ Z para algin ¢ € I,

de lo que obtenemos por (IP5) que (2) x = f;(z). Entonces, por la Proposicién 4.3.1.1,

U fi(B()) € Cops(X), (3) z € g[fj(E(fﬂ)) y (4) fi(2) & Ufg( (z)) para todo z € X

Jjel
tal que (f;(z2), fi(z)) € E. Por lo tanto, de (1) y (3) tenemos que U fj(E(z)) € Z, de
jer
donde se sigue que (5) U fj(E(z)) = X. Como Z es un #—subconjunto no vacio de
jel

X, ZnN fi(X) # 0, entonces por (IP5) existe z € Z tal que (6) z = f;(z). Ademads, de
(5) obtenemos que f;(z) € U fi(E(x)), de lo que resulta de (4) que (fi(2), fi(z)) € E
Entonces, de (2) y (6) tenemos que (7) E(z) = E(z). Luego, de (6), (7) y el Lema 4.2.2.1,
se sigue que x € maz E(z) U min E(z) = max E(z) U min E([2)), y asi por (1), existe
z € Z tal que maz E(z) U min E([z)) € Z. Esta tltima afirmacién nos permite concluir

que Z no es un subconjunto E—saturado de X, lo que contradice que Z € Cyps(X).

(ii) = (i): Se sigue inmediatamente del Corolario 4.3.1.4. O

A continuacién utilizamos los resultados que acabamos de obtener para determinar las

mLMgy—3&lgebras y las dm LM y—algebras subdirectamente irreducibles.

Proposicién 4.3.1.9 Sean (X,{fi}icr, E) un mql,P—espacio y su mLM g—dlgebra aso-
ciada mILg(X) = (D(X), {¢ }ier, {aix}ie[,EIE,VE). Entonces las siguientes condiciones

son equivalentes:

(i) mILy(X) es una mLMy—dlgebra subdirectamente irreducible,

(il) mILe(X) es una mLMg—dlgebra simple.

Dem. Es consecuencia directa del Teorema 4.2.1.8; el Lema 4.3.1.3 y la Proposicion

4.3.1.7. O

Proposicién 4.3.1.10 Sean (X, {f;}icr, E) un mqlyP—espacio y sumLM ¢—dlgebra aso-
ciada mILg(X) = (D(X), {¢ }ier, {al-X}iE[,EIE,VE). Entonces las siguientes condiciones

son equivalentes:

(i) mILy(X) es una OmLM y—dlgebra subdirectamente irreducible,
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(il) mILg(X) es una OmLMy—dlgebra simple.

Dem. Es consecuencia directa del Teorema 4.2.1.10, el Corolario 4.3.1.4 y la Proposicion

4.3.1.8. a

Proposicién 4.3.1.11 Sean (X,{fi}icr, E) un mglyP—espacio y mILg(X) la mLMy—

dalgebra asociada a X . Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

(1) mILg(X) es una mLMg—dlgebra simple,

(il) mILg(X) es una OmLMg—dlgebra simple.

Dem.

(i) = (ii): Es trivial.

(ii) = (i): Sea Y un subconjunto no vacio, semimodal y E—saturado de X. Entonces,

por la Proposicion 4.2.2.5 tenemos que (1) |J fi(Y') es un #—subconjunto no vacio, cerrado

il
y E—saturado tal que (2) | fi(Y) C Y. De (1), la hipétesis (ii) y el Teorema 4.2.1.10
iel
inferimos que |J f;(Y) = X, y asi de (2) obtenemos que Y = X. Luego, por el Teorema
il
4.2.1.8, concluimos que mILy(X) es una mLM —&algebra simple. |

Corolario 4.3.1.12 Sean (X, {f;}ic1, E) un mqlyP—espacio y mILg(X) la mLM g—dlge-

bra asociada a X. Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

(1) mILg(X) es una mLMg—dlgebra subdirectamente irreducible,

(il) mILg(X) es una mLMg—dlgebra simple,

(i) mILe(X) es una @mLM yg— dlgebra simple,

(iv) mILy(X) es una OmLM yg—dlgebra dlgebra subdirectamente irreducible.

Dem. Es consecuencia directa de la Proposiciones 4.3.1.9, 4.3.1.10 y 4.3.1.11. a
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4.3.2. Espacio cociente de un mgqlyP—espacio

Nuestro siguiente objetivo es probar que si (X, { fi }ier, E) un mqly P—espacio, entonces
el conjunto cociente X/E se puede transformar en un /o P—espacio isomorfo al Iy P—espa-
cio asociado a la L M,-algebra g (D(X)). Para ello usamos técnicas similares a las usadas

en [36].

Teorema 4.3.2.1 Sean (X,{fi}icr, E) un mqglgP—espacio, X/E = {[z]p : = € X},
donde para cada v € X, [z|g = E(x), ¢ : X — X/E la aplicacion candnica (es decir
q(z) = [z]g) y 7, = {U C X/E : ¢ *(U) es abierto en X}. Si para todo z,y € X se
definen:

(i) [z|g < [y]g si, y solo si, para todo subconjunto, abierto, cerrado, creciente y

saturado U de X, x € U implica y € U,
(ii) fi([z]g) = [f:(®)]p para todo i € I,

entonces (X/E,<, 75, {fVicr) es un lgP—espacio y ¢ : X — X/E es una funcion

1sotona, continua y sobreyectiva.

Dem. Como 7, es la topologia de identificacién determinada por ¢, es decir 7, es la

topologia cociente de X/F, entonces ¢ : X — X/FE es una funcién continua.

A continuacién probamos que (X/E, <, 7., {f;}icr) es un lyP—espacio. Més precisa-

mente,

(a) (X/E,<) es un conjunto ordenado: De acuerdo a como esta definida la relacién < en
X/ E resulta que la relacién < es reflexiva y transitiva, y de [18, Lema 2.5 | y [81, Lema

1.6 | se sigue que < es antisimétrica y por lo tanto, < es un orden para X/FE.

Ahora estamos en condiciones de probar que ¢ es una funcién isétona. En efecto,
de la definicién de < en X/FE se sigue que si z, y € X son tales que x < y, entonces
[z]p < [y]g. En efecto, si U es un subconjunto abierto, cerrado, creciente y saturado de
X tal que z € U, entonces y € U, de lo que se sigue de la definicién de < en X/FE que
[z]p < [ylg v por lo tanto, q(z) < q(y), lo que nos permite afirmar que ¢ es una funcién

is6tona.
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(b) (X/E,1,) es un espacio compacto: Como X es un espacio compacto y ¢ es una funcién

continua y sobreyectiva de X en X/F, entonces (X/E, 7,) es un espacio compacto.

(¢) (X/E,<,7) es un espacio totalmente disconexo en el orden: Sean [z]g, [ylp € X/FE
tales que [z]g £ [y]g. Luego, por la hipétesis (i), existe un subconjunto, abierto, cerrado,
creciente y saturado U de X tal que z € U ey ¢ U. Como U = E(U), entonces F(z) C U
y E(y)NU = 0 y por consiguiente, q(z) € q(U), q(y) & q(U) y U = ¢ *(q(U)). Por ser
U un subconjunto abierto y cerrado en X y 7, la topologia cociente, tenemos que ¢(U)
es un subconjunto abierto y cerrado de X/E. Ademés como ¢ es una funcién isétona y
sobreyectiva y U es un subconjunto creciente de X se verifica que ¢(U) es un subconjunto
creciente de X/F. Luego, si V = q(U), entonces V € D(X/E), [z]lg € V y [ylg € V, de

donde concluimos que (X/E, <,7,) es un espacio totalmente disconexo en el orden.
(IP1): De (a), (b) y (c) resulta que (X/E, <,7,) es un espacio de Priestley.

(IP2): Sea F' un subconjunto cerrado de X/E. Teniendo en cuenta que cada una de las
cuatro siguientes condiciones es equivalente a la que le sigue: f,([z]g) € F; [fi(x)]g € F;
q(fi(x)) € F; x € (qo f;)"YF), se sigue que (1) T;I(F) = (qo f;)"Y(F). Por otra
parte, como ¢ es una funcién continua de X en X/FE y para cada i € I, por (1IP2), f;
es una funcién continua de X en X, entonces para cada ¢ € I, q o f; es una funcién
continua de X en X/FE. De esta tltima afirmacién y por ser F' un subconjunto cerrado
de X/FE, obtenemos del Teorema 2.1.1.16 que (q o f;)~'(F) es un subconjunto cerrado de
X, entonces por (1), f, 1(F ) es un subconjunto cerrado de X. Esta ltima afirmacion y el

Teorema 2.1.1.16 nos permiten concluir que para cada @ € I, f, es una funcién continua.

(IP3), (IP4) y (IP5): Estas propiedades son consecuencias de la definicién de las funciones

f. v el hecho de que las funciones f; : X — X las satisfacen.

(IP6): De la definicién de las funciones f, inferimos que para cada i € I, f,(X/E) =

q(fi(X)). Luego, (1) UIE(X/E) = UIQ(fz'(X)) = CJ(UIfz'(X))- Ademds, ¢ : X — X/E
i€ ic ic

es una funcién continua, X es un espacio compacto y X/FE es un espacio de Hausdorff,

entonces ¢ es una funcién cerrada y por ende, (2) ¢(A) = q(A) para todo A C X/E. Por
(1) v (2) tenemos que |J f,(X/E) = q(U fi(X)), y teniendo en cuenta que ¢ una funcién
i€l iel
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sobreyectiva y (1P6), se sigue que |J f,(X/E) = X/E.

el

Concluimos asf que (X/E, <, 7,,{f:}ic1) es un lyP—espacio. O

Proposicién 4.3.2.2 Sean (X, {f;}icr, E) un mqlygP—espacio y el lyP—espacio asociado
a la LMy—dlgebra Ip(D(X)), (X (Fp(D(X))), { 75" }icr). Entonces, (X/E, {F.}ier) v
(X(3e(D(X))), {fZ-HE(D(X))}iGI) son lgP—espacios isomorfos.

Dem. Sea i : 3g(D(X)) — D(X) la funcién inclusion. Como ¢ es un LMy—homomor-
fismo inyectivo, entonces por el Corolario 2.1.2.11, Ly(i) : X(D(X)) — X(3p(D(X))
es una lp P—funcién sobreyectiva, donde Lg(i)(z) = i }(z) = z N Ig(D(X)) para todo
z € X(D(X)). Ademaés, por el Corolario 2.1.2.13 se verifica que ex : X — X (D(X)) es
una [y P—funcién biyectiva y por lo tanto, h = Ly (i) o ex es una [y P—funcién sobreyectiva
de X en X(3gD(X)), de donde se sigue que la funcién h es continua. Luego, por ser X
un espacio compacto y X (IgD(X)) un espacio de Hausdorff, concluimos que h es una

funcién cerrada.

Ademss, ¢ : X — X/F es una identificacién y h es constante en ¢~ ([z]g) para cada
[z]p € X/E (es decir h es constante sobre las fibras de ¢), entonces por [25, VI, Theorem
3.2], podemos afirmar que ho ¢! : X/E — X(IgD(X)) es continua y el siguiente

diagrama es conmutativo,

P X/E
h hoql
X(Je(D(X)))
donde (ho ¢ ')([z]g) = h(x). En efecto, como h es constante en ¢~ '([x]g), entonces
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Por otra parte, como h es una funcién cerrada, entonces por [25, VI, Theorem 3.2] se

verifica que hoq ! : X/E — X (3 D(X)) es una funcién cerrada.

También hoq ' : X/E — X(3gD(X)) es una funcién biyectiva. En efecto, sean
2]z, [ylp € X/E tales que (hoq™')([z]g) = (ho ¢ ")([ylr), entonces h(¢~([z]p)) =
h(q ' ([y]r)). Como h es constantes sobre las fibras de ¢, resulta que h(z) = h(y) y
asi, ex(x) N p(D(X)) = ex(y) N Ip(D(X)). De esta tltima afirmacién obtenemos que
(ex(x),ex(y)) € Esz,. Como ex : X — X(D(X)) es un mlyP—isomorfismo, inferimos
que (z,y) € E'y por consiguente, [x]g = [y]g. Sea ahora z € X (gD (X)), entonces existe
r € X(D(X)) tal que z = x N Ip(D(X)). Ademss, si y = e’ (x), se verifica que y € X y
z = ex(y)NI(D(X))), de donde concluimos que h(y) = z y por lo tanto, (hoq™!)(y) = 2.

1

Luego hoq ' : X/E — X(3p(D(X))) es una biyeccién continua y cerrada y por

ende, ho ¢! es un homemorfismo.

Teniendo en cuenta que la funcién ho ¢! : X/E — X (JpD(X)) estd definida por
(hoqg V) ([x]g) = h(x), la funcién h : X — X (IgD(X)) es un homomorfismo de orden
sobreyectivo y que £ = E(mod h), donde para todo z, y € X, (x,y) € E(mod h) si, y

solo si, h(z) = h(y), podemos asegurar que h o ¢~! es un isomorfismo de orden.

Ademsds, para todo i € I y para todo x € X se verifica que ((hog™')o f,)([z]g) =
(h o a)(Fillele) = (o ¢ )((fi@ls) = hfi2) = [F7V0@) =

FP (o g M)([2lr) = (£ o (hog™))([a]k), y por consiguiente, (hog ') o f; =
fa(D(

i

o(hoq™!') para todo i € I.

Concluimos asf que ho ¢~! es un lyP—isomorfismo de X/F en X (Ip(D(X))). O

Proposicién 4.3.2.3 Sea (X, {fi}ier, E) un mqly P—espacio. Entonces las siguientes con-

diciones son equivalentes:
(i) (fi(z), fily)) € E para todo x,y € X y para todo i € I,
(ii) (X/E,{f;}ic1) es un lyP—espacio totalmente ordenado,

(i) dp(D(X)) es una LMy—dlgebra simple.
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Dem.

(i) = (ii): De (i) se sigue que para todo i € I y para todo = € X, f;([z]g) =
[fi(2)]e = [fi(y)]e = f:([y]e). De esta tltima afirmacién y el Corolario 2.1.3.2 resulta que
X/E =1 {f.([z]g) }icr U | {f;([z]g)}icr para todo z € X. Entonces, por la Proposicién

3.3.1, X/E es totalmente ordenado.

(ii) = (i): De la hipétesis (ii) y (IP3) obtenemos que f;([z]z) = f;([y]z) para todo
z,y € X y para todo i € I. Por lo tanto, [f;(z)|g = [fi(y)]r para todo z, y € X y para
todo ¢ € I, de donde concluimos que (f;(x), fi(y)) € E para todo z,y € X y para todo

1€ 1.

(ii) < (iili): Es consecuencia directa del Teorema 2.1.8.1 y la Proposicién 4.3.2.2. O

4.3.3. Descripcion de las mLMy—algebras subdirectamente

irreducibles

Finalmente, en esta seccion logramos describir las m L My—algebras subdirectamente
irreducibles, que por lo probado en la Seccién 4.3.1 son las mLMjy—algebras simples.
En primer lugar, caracterizamos la imagen por el cuantificador de una mL M y—algebra

simple.

Teorema 4.3.3.1 Sean (X, {fi}ier, E) un mqlyP—espacio y su mLM y—dlgebra asocia-
da mILg(X) = (D(X), {¢ }ier, {5?}161, g, VE). Entonces las siguientes condiciones son

equivalentes:
(i) mILe(X) es una mLM g—dlgebra simple.

(i) Ip(D(X)) es una LM y—dlgebra simple.

Dem.
(1) = (ii): Si suponemos que 3z (D (X)) no es una LM y—4&lgebra simple, entonces por la
Proposicién 4.3.2.3 y la Observacion 4.1.1.8, existen x,y € X tales que (f;(x), fi(y)) ¢ E

para algin i € I. Luego, por la Proposicién 4.3.1.1, se verifica que f;'(E(fi(z))) es un
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subconjunto de X cerrado, semimodal y F/—saturado no trivial, de donde concluimos, por

el Teorema 4.2.1.8, que mILy(X) no es una mLM y—algebra simple.

(ii) = (i): Si mILg(X) no es una mLMy—4&lgebra simple, entonces por el Teorema
4.2.1.8, existe un subconjunto Y de X no trivial, cerrado, semimodal y E—saturado.
Luego, el Lema 4.3.1.3 nos permite afirmar que existe (1) z € f;(X)\ Y para algin i € I,
de donde, por (IP5) y (1), obtenemos que que (2) z = f;j(z). Ademds, por ser Y un
subconjunto de X semimodal y no vacio tenemos que ) C f;(Y) C Y. Teniendo en cuenta
que Y es un subconjunto F—saturado, de la ultima afirmacién, (1), (2) y el Lema 4.2.2.1,
se sigue que (f;(x), fi(y)) ¢ E para todo y € Y, y asi de la Proposicién 4.3.2.3, resulta
que Jp(D(X)) no es una LM y—4lgebra simple. O

Corolario 4.3.3.2 Sea (A,{¢i}ier, {®:}ier, 3,¥) una mLMg—dlgebra. Entonces las si-

guientes condiciones son equivalentes:

(i) (A, {¢i}Yier, {:}Yier, 3, V) es una mLMy— dlgebra subdirectamente irreducible,
(ii) (A, {¢i}ier, {&; }ier, 3,Y) es una mLM y—dlgebra simple,
(iii) (A, {ditier, {i}ier, 3,V) es una 9mLM,—dlgebra simple,
(iv) (A, {¢i}ier, {0:}ier, 3,Y) es una OmLMg—dlgebra subdirectamente irreducible,
(v) (3(A), {¢i}icr, {&; }icr) es una LMg— dlgebra simple,
(vi) (3(A), {bsYier, {¢;Yicr) es una OLMg— dlgebra simple.

Dem. Es consecuencia directa del Teorema 2.1.8.1, el Lema 4.1.1.16, el Corolario 4.3.1.12

y el Teorema 4.3.3.1. O

X _
Corolario 4.3.3.3 El dlgebra funcional (L[QI] AN, 0,1 Vier, {9, Yier, 3, V), descripta

en el Ejemplo 4.1.3, es una smLM g—dlgebra simple.

b
Dem. EI((L[;])X ) es un conjunto totalmente ordenado. En efecto, sean f,g € 3 <L[2]] ),
entonces existen hy € L[QH y hy € L[QI] tales que f(z) = hy y g(z) = h, para todo z € X.

Como L[ZI] es totalmente ordenado, entonces hy < hy 0 hy < hyy por consiguiente, f(z) <
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g(x) para todo x € X 6 g(x) < f(z) para todo z € X, de lo que se sigue que 3 (L[zﬂX>
es un conjunto totalmente ordenado. Luego, por el Teorema 2.1.8.1, 3 <L[2”X> es una
LM y—algebra simple, y por el Corolario 4.3.3.2 resulta que L[zl]X es una mLMg—3&lgebra
simple. Ademads, para todo f, g € L[QI]X se verifica que V(f V Vg) = Vf vV Vg y por lo
tanto, L[QI}X es una smLMy—algebra. Teniendo en cuenta que ¥ es una LMy—conguencia

X X

X
de L[QI] si, y solo si, ¥ es una sLMy—conguencia de L[QI , concluimos que el algebra L[QI

es una smL M y—algebra simple. m|

Corolario 4.3.3.4 El dlgebra funcional (LX,V,A,0,1,¢1,...,¢0n-1,01,.-. 0, 1,3,7),

descripta en el Ejemplo 4.1.3, es una smLM g—dlgebra simple.

Dem. Por la forma en que estéd definida la operacién 3 en LX resulta que 3 (Lf ) es una
cadena y por lo tanto, por el Corolario 2.1.8.4, 3 (Lff) es una LM ,—4algebra simple y asi,
por el Corolario 4.3.3.2, LXes una mLM, —4lgebra simple. Como LX es una smLM, —4l-
gebra y ademas, 9 es una LM, —conguencia de L si, y solo si, 9 es una s L My—conguencia

de LX, concluimos que L es una sm LM ,—4lgebra simple. O

Nuestro siguiente objetivo es probar que las smLMy—algebras simples, a menos de
X
isomorfismos, son las smLM g—subélgebras del algebra funcional L[QI] , y cuando 6 es un

entero n, n > 2, son las smLM,—subdlgebras del dlgebra funcional L.

Lema 4.3.3.5 Sea (X,{fi}icr, E) un mglyP—espacio. Entonces para todo U € D(X) y

para todo i € I se verifican las siquientes propiedades:

(i) f,'(3EU) es un subconjunto cerrado, modal y E—saturado,

(ii) ;1 (VEU) es un subconjunto cerrado, modal y E—saturado,
donde 3gU =EU) yVgU =X\ | E(X\U).

Dem.
(i): Sean U € D(X) e i € I, entonces por (IP5), f;'(3gU) es un subconjunto modal
de X. Ademas, del Lema 4.1.1.15 tenemos que 35 U € D(X), de donde sigue por (IP2)

y el Teorema 2.1.1.16 que f; '(35 U) es un subconjunto cerrado. Por (mqlP3) se verifica
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que f;1(3gU) = E(f71(U)) y por lo tanto, f; ' (3pU) = E(f; (3 U)). Entonces, de la

(2 3

Proposicién 4.2.1.5 concluimos que f; (3 U) es un subconjunto E—saturado de X.

(ii): Sean U € D(X) e i € I, entonces por (IP5), f; '(VgU) es un subconjunto modal de
X. Ademss, el Lema 4.1.1.15 nos permite afirmar que VgU € D(X), de donde inferimos
por (IP2) y el Teorema 2.1.1.16 que f; *(VgU) es un subconjunto cerrado de X . Teniendo
en cuenta que VgU = X\ | E(X \ U), entonces de la Proposicién 4.1.3.2 y el Corolario
4.1.3.3 obtenemos que X \ f; '(VgU) = E(X \ f; 1(U)) y por lo tanto X \ f; ' (VgU) es
saturado. Ademds, como X \ f; ' (VgU) es un subconjunto modal de X, entonces de la
tiltima afirmacién, la Proposicién 4.2.1.5 y el Corolario 4.2.1.7, concluimos que f;* (VzU)

es un subconjunto EF—saturado de X. O

Proposicién 4.3.3.6 Sean (X, {fi}icr, E) v (X', {f!}ic1, E') mqloP—espacios tales que
mILg(X) y mILg(X') son mLMg—dlgebras simples. Si f : X — X' es una lgP—funcion

sobreyectiva, entonces es una mqlg P— funcion.

Dem. Como f es una lgP—funcién, entonces f;'(f(3pU)) = f(f ' Apl)) y
SN (YR U)) = FU (Ve U)) para todo U € D(X') y para todo i € I. Ademés,
por el Lema 4.3.3.5 para todo i € I, fi’_l(EIE/U) y fi'_l(vE/U) son subconjuntos cerrados,
modales y E—saturados de X'. Por ser mILy(X') una mLM ,—Aalgebra simple, entonces
del Teorema 4.2.1.8 y el Corolario 4.1.1.20 resulta que para todo i € I, fi’_l(EIE/U) =0
6 f ' (3pU) = X' y para todo i € I, f; ' (VpU) =06 f/(VeU) = X'. Por lo tan-
to para todo i € I, {7/ (f13pU)) =0 6 f Y (f'3pU)) = X y para todo i € I,
[N eU) =0 6 (N (VRU)) = X

Por otra parte, siguiendo un razonamiento analogo podemos demostrar que para todo
i € I se verifica que f;'3pf~1(U)) =0 6 f'Gpf'(U)) = X y para todo i € I,
[TefU) =0 6 [T (VefTH(U)) = X.

Teniendo en cuenta que f es sobreyectiva, resulta que las condiciones (a), (b) y (c)

son equivalentes y que las condiciones (d), (e), (f) son equivalentes:

(a) £ (13 U)) =0, (d) £ (VR U)) =0,
(b) fi7HU) =0, (e)fI7H(U) =0,
(c) f7'3efMU)) = 0. (f) £ (Vef~H(U)) = 0.
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Entonces inferimos que f;'(f'3pU)) = f'CGefYU)) v f(f(Vel))
= f7Y(Vef Y (U)) para todo i € I, de donde por (IP7), f'(3pU) = 3pf*(U) y
[ VeU) =Vef(U). O

Teniendo en cuenta el Lema 4.1.1.18, el Corolario 4.3.3.3 y la Proposicién 4.3.3.6, ahora
nuestro objetivo es obtener un cierto conjunto X no vacio y una lg P—funcién sobreyectiva
del mqly P—espacio asociado a L[QI]X en el mqly P—espacio asociado a una mLM y—algebra
simple. Para ello comenzamos determinado algunas propiedades del mqlyP—

X
espacio X (L[ZI] ) y su relacién con el mgly P—espacio asociado a una LM yg—algebra.

En lo que sigue, consideramos las LMg—algebras (L[QI], {¢iVicr, {&;}ier) v
Y _
(Lg] Aditier, {0, }ier), dadas en los Ejemplos 1.2.6 y 4.1.3 y sus lgP—espacios asocia-

[ Ly Y " .
dos, | X (L2 ) 3 v X <L2 ) 3 1 , respectivamente.
iel i€l

Y Y
Lema 4.3.3.7 Sea L[QI] la LM y—dlgebra descripta en el Ejemplo 4.1.3 y X (L[QH ) S

Y
P—espacio asociado. St D = {P X Lm ok :PeX (L[QI}> Y € Y}, donde para ca-

day ey, L[I] Y\{y}

X (Lg” ) .

, : m\” Y : "\
Dem. En lo que sigue al conjunto (L2 ) lo notamos por L, y al conjunto <L2 >

Y
. L[2[] \{y}

{f Y\{y} — L[ ]}, entonces D es un subconjunto denso de

. Es inmediato que (1) D C X (L[;]Y) Si Y es un conjunto finito, enton-
ces D = X (L[2[]Y>. Si Y es un conjunto infinito, teniendo en cuenta que el conjunto
B = { ,]y( )\cr mv(g): h, g€ L[QI}Y} es una base de la topologia de X (L[QI]Y> y
que o LY es un 1sor2n0rﬁsmo de orden, inferimos que para cada B € B\ {0}, existen
h,g € LH tales que h £ gy B =0 ,]y( )\a( ,}) v(g). De esta tltima afirmacién
se sigue que h(y) £ ¢g(y) para algin y € Y, y como h(y),g(y) € L[QI], entonces existe
i € I tal que h(y)(i) = 1y g(y)(i) = 0. Si consideramos la funcién 1 : I — Lo, de-
finida por 1(i) = 1 para todo i € I, tenemos que {1} € X <L[ }> y por consiguiente,
(1) x 28 € D Ademas, b e (1) x LI g g 1y 5 LT
R i (W\ v (9)- Por lo tanto, (7, () \ 7, (9)) 1D £ 0,

Y
lo que nos permite afirmar que todo subconjunto basico no vacio del espacio X (L[QI] )

, de lo cual obtene-

mos que {1} x Ly
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tiene interseccion no vacia con D, resultando por el Lema 2.1.1.18 que D es denso en
Y
X (Lg” ) O

Proposicién 4.3.3.8 Sean (A, {¢p#}icr, {af}ief) una LM g—dlgebra, (X (A), {f}ier) su
lgP—espacio asociado, Y = max X(A) yD = {P X LEI]Y\{Q} :PeX (L[;]) yQ € Y}.
Para cada P € X (L[QI]) tal que P # ¢;'(P) para todo i € I, sean Kp = {k € I :
¢ (P)YCPyyJp={jel: PC¢;'(P)} con el orden y el orden dual inducido por
el orden definido sobre I, respectivamente y las redes (gbj_l(P))jeJP y (0, (P)rexp- Si
f:D — X(A) estd definida de la siguiente manera, para cada P € X (L[21]> :

Q) f (P x L[;]Y\{Q}> = 627Y(Q), si P = ¢7Y(P) para algini € I,

(ii) f (P X L[QI]Y\{Q}) = R, donde R € X(A) es tal que gb‘,?_l(Q) e B osi
P # ¢7(P) para todo i € I y ¢; ' (P) e b

Y\{Q}> = S, donde S € X(A) es tal que 7' (Q) 55 S, si

jedp 7’

(iii) f (P w LY
P # ¢, (P) para todoi € I y gbj_l(P)

jeJp P,

entonces f es una funcion continua.

Dem. Con el objeto de mostrar que f es continua, a continuacién probamos que para

todo a € A, f~Y(cala)) = UL[I]Y(ha> N D, donde h, : Y — Lgl] estd definida para cada
2

Q@ €Y por:

1 sigf(a) €Q,

@O =

Es inmediato que h, € L[QI]Y y por lo tanto, UL[I]Y(ha) = {S e X (L[QI]Y) D he € S}, de
2
donde resulta

Y
(1) 0, v (ha) ND = { px [

Y
:PeX(LQ”),QeYy ha € P x LI \{Q}}.

Ademas, de la definicién de h, se sigue que para cada P € X (L[;]) y cada ) € Y,

Y
(2) hy € P X Lg] e si, y solo si, h,(Q) € P.

Como P € X <L[2ﬂ>, entonces satisface solamente una de las tres siguientes condicio-

nes:
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(i) P =¢;(P) para algin i € I,
. -1 ' .
(ii) P # ¢ (P) para todo i € Iy ¢7'(P) 7z P,

(iil) P # ¢; *(P) para todo i € I y ¢, (P) P.

-
keKp

A continuacion probamos, en cada uno de los casos anteriores, que para todo Q € Y
se verifica que

X
(3) ho(Q) € P si, ysolosi, a € f <p % L[QI} \{Q}).

(i)Sea P € X (L[2”> tal que P = ¢; ! (P) para para algin i € I. Entonces lo establecido
en (3) es consecuencia de que las siguientes seis afirmaciones son equivalentes para todo

QeY:
ha(@Q) € Py (@) € 67 (P); dx(halQ)) € Py ha(Q)(i) = 1; dfa e Q:
0ot Q) aef(Px L),

(i) Sea P € X (L[;]) tal que P # ¢;'(P) para todo i € Iy (4) ¢;4(P) s P.
Entonces para todo @ € Y, (5) h.(Q) € P si, y solo si, h,(Q) € qu_l(P) para todo
j € Jp. En efecto, como P C ¢;1(P) para todo j € Jp, entonces h,(Q) € P implica que
ha(Q) € ¢;'(P) para todo j € Jp. Por otro lado, si he(Q) € ¢; ' (P) para todo j € Jpy
suponemos que h,(Q) &€ P, entonces P € X <L[2]}> \UL[QI](ha(Q)), de donde se sigue por
(4) que existe jo € Jp tal que qu_l(P) e X <L[21]> \O—L[QI](ha(Q)) paratodo j € Jp, j < joy
por lo tanto, h,(Q) & qu’l(P) para todo j € Jp, j < jo, lo que contradice lo anteriormente

afirmado. Ademads se verifica que las siguientes condiciones son equivalentes:
¢;(he(Q)) € P para todo j € Jp; he(Q)(j) =1 para todo j € Jp;

a € ¢]A*1(Q) para todo j € Jp; a € R, donde R € X(A) es tal que (753'471(62) e 1t

jeap 1
Y
aef(PxLl \{Q}).

Y
Por lo tanto, (6) ¢;(h.(Q)) € P para todo j € Jp si, y solo si, a € f (p % L[21] ek

Luego, de (5) y (6) concluimos que h,(Q) € P si, y solo si, a € f (P o L[QI]Y\{Q})

(iii) Sea P € X (L[QI]> tal que P # ¢; '(P) para todo i € I y ¢;,'(P) e, P Entonces
para todo Q € Y, (7) ho(Q) € P si, y solo si, existe kg € Kp tal que h,(Q) € ¢;.'(P)

para todo k € Kp, ko < k. En efecto, como ¢, ' (P) C P, entonces h,(Q) € ¢, ' (P) para
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todo k € Kp, ky < k, implica h,(Q) € P. Por otro lado, si h,(Q) € P y suponemos que
para todo k' € Kp existe ki € Kp, k' < ki y ho(Q) ¢ gb,;kll(P), luego P € o, 1n(ha(Q))
2
y para todo k' € Kp existe kp € Kp, k' < kg y gbl;kll(P) ¢ o,m(ha(Q)) y por lo tanto,
2
-1 . - . . .
o, (P) %é?; P, lo que contradice la hipdtesis. Ademas se verifica que cada una de las
condiciones, que enunciamos a continuacion, es equivalente a la siguiente:
Or(ha(Q)) € P; ho(Q)(k) =1 para todo k € Kp; a € gbﬁ_l(Q) para todo k € Kp;
_ Y
a € R, donde R € X(A) es tal que ¢ 1(@) e B ac f <P X L[QI] \{Q}>.

De (1), (2) y (3) obtenemos que para todo a € A,

I v (he)ND = {p L[]Y\{Q} ha(Q) € P} _ {P L[I] \{Q} Caef (P " L{QﬂY\{Q})}

{P o LI (P " L[211X\{Q}> c O.A<a>} — fY(oa(a)).

Por lo tanto, f~'(oa(a)) es un subconjunto abierto y cerrado en D para todo
a € A. De esta ultima afirmacién y teniendo en cuenta que el conjunto {o4(a) :a € A}
U{X(A) \ oa(a) : a € A} es una subbase de la topologia de X (A), concluimos por el

Teorema 2.1.1.16 que f es continua. O

Proposicién 4.3.3.9 Sean (A, {62 }icr, {5;4}2-61) una LM g—dlgebra y (X (A), {f/}ier) su
Y

lgP—espacio asociado, Y = max X (A), D = {P X L[Qﬂ @ :PeX (L[QI]> yQ e Y} Y

f:D — X(A) definida como en la Proposicién 4.3.3.8. Entonces:

(i) Si (Rq)aep € D es una red tal que R, — R para algin R € X <L[I > \D,

d deD
entonces la red (f(Raq))acp €s convergente en X (A).

(i) Si (Ra)aep € D y (Sq)aep C D son redes tales que convergen a un mismo elemento
Re X <L[I ) \D, entonces las redes imdgenes (f(Ra))aep y (f(Sa))aep convergen

a un mismo elemento de X (A).

Dem.

(i): Sea (Rg)aep € D tal que (1) R

4 7cp It para algin R € X (L[I ) \ D. Entonces

(f(R4))acp es una red en X (A) y como X (A) es compacto, se sigue del Teorema 2.1.1.12
que (f(Rq))aep = R para algin R € X(A). Supongamos que existe S € X(A) tal que
S#RYy (f(Rq))aep = S. Luego RZ S0 S Z R.Si RS, entonces existe a € A tales
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quea € Rya ¢ S. Porlotanto, R € o4(a) y S € X(A)\oa(a). Como oa(a) € D(X(A)),
entonces de estas ultimas afirmaciones inferimos que existen dos subredes (f(Rq,))cen ¥
(f(Ra,))eep delared (f(Rq))aep tales que {f(Rq,.)}eep € 0a(a) y {f(Ra,)}oep S X (A)\
oa(a) y por consiguiente, (2) {Rq.}eep € [T (04(a)) y (3) {Ra, brep € f7(X(A)\0a(a)).

Para cada a € A, sea h, : Y — L[zﬂ definida para cada ) € Y por:

1 sigfa) €@,

ha(Q)(i) = 0 sioha) ¢ O,

Entonces, por lo demostrado en la Proposicién 4.3.3.8 se verifica que

FHEa@) = o () 0Dy XA (@) = D (X (L) Vo (ha),

L2 2
de donde inferimos de (2) y (3) que

() {RaYeen S oy (ha) ¥ (5) {Rahen © X (L8 ) \ oy (ha).

Por otra parte, de (1) y el Lema 2.1.1.10 tenemos que R, —5

R y como 0<L[2,])y(ha)
Y
es un subconjunto cerrado de X <L[21] ), entonces de (4) y el Lema 2.1.1.7 resulta que

(6) R e aLmy(ha). Ademds, de (1) y el Lema 2.1.1.10, obtenemos que R, ;=5 Ry teniendo
2

en cuenta (5), el Lema 2.1.1.10 y el hecho de que X <L[2ﬂy) \ng’]Y(h“) es un subconjunto
cerrado de X (L[zl]y), podemos afirmar que R & ULmY(ha)v lo que contradice (6). En
forma analoga se llega a una contradiccién si S & }22 Por lo tanto R = S, de donde
concluimos que (f(Rg4))aep es una red en X (A) que tiene un dnico punto de aglomeracién

y por consiguiente es convergente en X (A).

(ii): Sean (Rg)agep € D'y (Sa)aep C D redes tales que convergen a un mismo elemento
Re X (L[211Y> \ D. Entonces, por el inciso (i), (f(Ra))aep ¥ (f(Sa))aep son redes conver-
gentes en X (A). Si suponemos que existen R, S € X(A) tales que S # R, f(Ra) ;-5 Ry
f(Sq) 7= O entonces mediante un razonamiento analogo al realizado en la demostracion

del inciso (i) llegamos a una contradiccién y por lo tanto, R = S. O

En lo que sigue necesitamos tener en cuenta el siguiente teorema de extension de

funciones continuas.
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Teorema 4.3.3.10 (Teorema de extension de funciones continuas, [25] ) Sean (X, Tx)
un espacio topoldgico, D C X denso en X, (Y, 7y) un espacio reqular (T3) y f : D — Y
una funcion continua, entonces f tiene una extension continua F': X —'Y si, y solo si,

para cada x € X y para todas las redes (x;),., € D que convergen a x, las redes (f (x;))

i€l el

convergen al mismo limite. Si F' existe, entonces F' es la unica extension continua de f.

El teorema anterior es una formulacién equivalente del enunciado en [25] ya que en
este tltimo se usan bases de filtros en lugar de redes, pero para nuestro propdsito nos

resultan mas utiles las redes.

Proposicién 4.3.3.11 Sean (A, {62 }icr, {5?}2'6[) una LM y—dlgebra, Y = max X (A),
(L[I {b:}ier, {0, }1€I> la LM g—dlgebra descripta en el Ejemplo 4.1.3, <X(A), {ff‘}id)

Yy

Y Ly : : Y :
y | X (Ls S 1 los lgP—espacios asociados a A y a Ly, respectivamente.
el

Y
Entonces, existe una lgP—funcion sobreyectiva de X (L[;} ) en X(A).

Y
Dem. Para probar la existencia de una lpP—funcién sobreyectiva F' de X (L[;} ) en

X (A), demostramos lo establecido en los incisos (I) al (IV) que indicamos a continuacion.

Y
(I) Existe una funcion continua F de X (L[QH ) en X(A):

Sean D — {p (L) pex (1) yae Y} v f D — X(A) definida
como en la Proposicién 4.3.3.8. Teniendo en cuenta que todo espacio de Priestley es un
espacio regular, entonces por las Proposiciones 4.3.3.8 y 4.3.3.9 y el Teorema 4.3.3.10
podemos afirmar que f tiene una extension continua F' : X (LU]Y> — X (A). Ademas,
de la demostracién del Teorema 4.3.3.10 tenemos que para todo R € X ( ) \ D,

F(R) = S si, y solo si, f(R4) o5 S para cualquier red (R4)gep C D tal que R, ;5 R.

d dGD

(IT) F es una funcion sobreyectiva:

Sea S € X(A) tal que S = ¢~ '(S) para algiin i € I. Por el Lema 2.1.2.9 se verifica
que (X (A),{f}ier) es un lg P—espacio, entonces por la propiedad (P3) de los P—espacios
(Seccién 1.4.1) existe Q € max X(A) tal que S C @, de donde sigue, por (IP3) y la
definicién de la funcion fA, i € I, que S = ¢~ 1(@). Si consideramos P € X (LQ[I]) tal

(2
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. - Y@
que P = ¢; " (P), entonces de la Proposicién 4.3.3.8, tenemos que P x L; €

Aate)! ny\el
HGEY i )

Dy

=S5, y por el inciso (I), concluimos que F (P X L =S.

Sea ahora S € X(A) tal que S # gb;‘rl(S) para todo ¢ € I. Entonces, la propiedad
(LP8) y la definicién de las funciones f* : X(A4) — X(A), i € I, nos permiten afirmar
que existe una red (Sz)aep € X(A) tal que tal que (;5{;_1(Sd) 2=p S+ Por lo probado
en el parrafo anterior tenemos que para cada d € D, existe P; € D tal que F(P;) =
gzﬁg_l(Sd) y por consiguiente, (1) F(Fy) ;o5 S- Como (FPy)4ep es una red en X (Lg]y
el espacio X (LQ”Y> es compacto, entonces por el Teorema 2.1.1.12 existe P € X (L[QI]Y>
tal que (Py)aep = Py por lo tanto, por el Teorema 2.1.1.11, existe una subred (Py,)cep
tal que Pdc =p P» de donde se sigue, por ser [’ continua y el Teorema 2.1.1.14, que
(2) F(Pa,) -5 F(P). Por otra parte, como (F(Fs,))cep es una subred de (F(Fy))den,
entonces de (1) y el Lema 2.1.1.10, resulta que F(Py.) 5 S. De esta tltima afirmacion,
(2), el hecho de que X (A) es un espacio de Hausdorff y el Teorema 2.1.1.15, concluimos

que S = F(P).

(III) F' es una funcidn isétona:
Con el objeto de mostrar que F' es is6tona, a continuacién probamos que para todo

a€ A, Foala)) = U<L[1]>Y(h,a)’ donde h, : Y — L est4 definida por
2

1 sig¢fa) €@,

@O =1 o

Por lo demostrado en la Proposicion 4.3.3.8, tenemos que

(1) R e JL[,]y(ha) ND si, ysolosi, R € f~oala)).

Sea S € O'L[2[]Y(ha) N (X (L[ZI]Y) \D), entonces por el Lema 4.3.3.7, hay una red
(2) (Sa)aep € D tal que (3) S, ;=5 5. Por lo tanto, existe d, € D tal que para todo
de D, d,<d, Sq€ U(L[Q”>Y(h“) N D, de lo que se sigue por (1) que Sq € f~'(oa(a))
para todo d € D, d, < d. En consecuencia, de (1) y teniendo en cuenta que F|D = f,
tenemos que Sy € F~'(oa(a)) para todo d € D, d, < d. Ademés, por el inciso (I),

Y
F~Yo4(a)) es un subconjunto cerrado de X (L[QI] >, entonces de la tltima afirmacién,

(3) y el Lema 2.1.1.7, inferimos que S € F~!(c4(a)).



244 CAPITULO 4. Algebras de Lukasiewicz—Moisil §—valuadas sin negacién monadicas

Reciprocamente, si T € F~'(c4(a)) N D, entonces F(T) = f(T) y por lo tanto,
T € f~*oa(a)), de donde obtenemos por (1) que T € o, v (ha)-

Consideremos ahora (4) P € F~'(c4(a)) N (X (LQ”Y> \D), entonces por los Lemas
2.1.1.7 y 4.3.3.7, existe una red (Py)aep C D tal que (5) P, 55 P. Ademés, por el inciso
(I) y el Teorema 2.1.1.16, F~!(c4(a)) es un subconjunto abierto de X <L¥]Y> , entonces de
(4) y (5) podemos asegurar que existe d, € D tal que P; € F~*(04(a)) para todo d € D,
d, < d y por consiguiente, Py € f~(o4(a)) ND para todo d € D, d, < d. De esta ultima
afirmacién y (1) resulta que P; € O'L[21]Y(ha) para todo d € D, d, < d, y en consecuencia
de (5), el Lema 2.1.1.7 y por ser JL[;}y(ha) un subconjunto cerrado de X (L[QI]Y>, se sigue
que P € UL[Q,]y(ha).

Concluimos asi que (6) F~(o4(a)) = aL[;]y(ha).

Ahora estamos en condiciones de probar que F' es isétona. Sean P, R € X (Lg]y> tales
que P C R. Si F(P) Z F(R), entonces existe a € A tal que F(P) € ga(a)y F(R) € ca(a)
y en consecuencia de (6) obtenemos que P € JL[Q,]y(ha) vy R ¢& O'L[ZI]Y(ha). Por lo tanto,
he € L[QI]Y es tal que h, € Py h, € R, de donde inferimos que P € R, lo que contradice
la hipétesis. Por consiguiente, F'(P) C F(R).

Y

(IV) Fo fiL[;] = fA o F para todo i € I:

En primer lugar tenemos que (1) f o fiL[QI]Y = f# o f para todo i € I. En efecto, de la
definicién de la funcién f: D — X(A) inferimos que f (P X LEI]Y\{Q}> C @ para todo
PeX (Lg”) y para todo ) € Y, entonces por (IP3) obtenemos que

(2) 4 (f (P X L[QI]Y\{Q}» = fA(Q) para todo P € X <L[2ﬂ> y para todo Q €Y.

. . . i Y Y
Teniendo en cuenta la definicién de las funciones f;? : X (LQ ) — X <L2 >,
Y
1 € I, dada en el Lema 2.1.2.9, y que en el algebra funcional L[2[] (Ejemplo 4.1.3) las ope-
raciones ¢;, i € I, se definen puntualmente, resulta inmediato que para todo P € X (L[QI])

Yy \{e} L mYy\{e}
2 2

oy
y para todo Q € Y, f <P><L ):fl. (P)x L

(Y Y (7] Y
que (3) <f o fiL2 ) <P X L[QI] \{Q}> =f (fiLQ (P) % L[QI} \{Q}) para todo P € X (L[QI])

y todo @ € Y. Ademas, de las definiciones de la funciones f : D — X(A), dada en
(Y
la Proposicién 4.3.3.8, f2 : X (L[;”Y) X (L[;]Y> v A X(A) — X(A), i eI,

, €n consecuencia tenemos
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dadas en el Lema 2.1.2.9, obtenemos que para todo P € X (Lg”) y para todo @ € Y se

vaitca que (4) (147 287 ) = 1 (070 < 8 = 027Q) = 1@

Por lo tanto, (2), (3) y (4) nos permiten afirmar que se verifica (1).

Y
Sea ahora T € X (L[zﬂ ), entonces por el Lema 4.3.3.7 existen una red (Pj)sep C

Y
X (L[QI]> y una red (Qq)acp C Y tales que (5) Py x Lg] MQa) 2ep T+ Teniendo en cuen-

[y Y Y Y
ta que para todo i € I, 2 X (L[Q” ) X (Lg” ) vF:X (Lg” ) L X(A)
funciones continuas, entonces de (5) y el Teorema 2.1.1.14, inferimos que para todo ¢ € I,

ny xX\{Q ny
(6) F (fiL2 (Pd X L[QH A d}>) F(fiLZ’ (T")). Por otra parte, se verifica que para
deD
. i 1Y \{Qa} :
todo 7 € I, f; Py x Ly € D para todo d € D, entonces para todo i € I,

ny nYy
F (f.L2 (Pd X L[QI]Y\{Qd}>) =f (fL? (Pd X L[ZI]Y\{Qd})) para todo d € D, de donde

3 K3

(Y Y Y
obtenemos por (1) que (7) F (fiL2 (Pd X Lg] \{Qd}>) = fA (f (Pd X L[QI] \{Qd})> para

todod € Dy paratodoi € I. De (5) y la definicién de F', dada en el inciso (I), tenemos que

Y
f <Pd X Lg] \{Qd}) __ F(T). Como para todo i € I, f: X(A) — X(A) es continua,
deD

Y
entonces por el Teorema 2.1.1.14, resulta que f/ <f (Pd X L[zﬂ \{Qd}>> fAF(T))
deD
para todo i € I. De esta tltima afirmacién y (7) se sigue que para todo ¢ € I,

ny a
(8) F <f.L2 (Pd X L[QI]Y\{Q })> fA(F(T). De (6), (8), el hecho de que X(A) un es-

deD
Y
pacio de Hausdorff y el Teorema 2.1.1.15, inferimos que (F ° fiL2 > (T) = (f* o F)(T)

Y (Y
para todo ¢ € I y para todo T' € X (L[ZI] ) Por lo tanto, F' o fiL2 = f# o F para todo

v e .

De los incisos (I), (II), (III) y (IV) concluimos que F' es una [y P—funcién sobreyectiva

de X (L[;]Y) en X(A). 0

Corolario 4.3.3.12 ([56], [58]) Sea (A, {¢;}icr, {;Yicr) una LMy—dlgebra. Entonces A

X
es isomorfa a una LM g—subdlgebra de L[QH , donde X = mazx X(A).

Dem. Los Lemas 2.1.2.9 y 2.1.2.10 y la Proposicion 4.3.3.11 nos permiten afirmar que

X
existe un LM y—homomorfismo inyectivo de A en la LM —algebra Lg] , donde X =
]X

max X (A) y por lo tanto, A es isomorfa a una LM y—subélgebra de L[QI a
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Observacion 4.3.3.13 En el Corolario 4.3.3.12, se puede considerar X = X(C(A)),
donde X (C(A)) es el conjunto de los filtros primos del algebra booleana C(A) de los
elementos complementados de A. Es conocido que max X (A) es isomorfo, como conjunto

ordenado, a X(C(A)), donde ambos son anticadenas.

Finalmente, describimos las m L My—4&lgebras simples.

Teorema 4.3.3.14 Sea (A, {¢:}ier, {0;}ier, 3,¥) una mLMy—dlgebra. Entonces las si-

guientes condiciones son equivalentes:
(i) A es una mLMy—dlgebra simple,
X
(ii) A es isomorfa a una mLMy—subdlgebra del dlgebra funcional L[QI] .

Dem.
(i) = (ii): Como A es una LMy—élgebra, entonces por por el Corolario 4.3.3.12,

]X

existe un LMy—homomorfismo inyectivo h de A en la LMy—algebra L[zj . Si consi-

b's

deramos la mLMy—algebra (L[QI] ,3,V>, entonces por el Lema 2.1.2.11, Ly(h) es una
b'e X

lg P—funcion sobreyectiva de mgly (L[ZH > en mqly(A), donde mql,, (L[QI] ) y mqly(A)

son los mql,P—espacios asociados a L[ZI]X y a A, respectivamente. Teniendo en cuen-
ta que Ay L[QI]X son mLMy—élgebras simples y mglg(h) = Ly(h), por la Proposicién
4.3.3.6, tenemos que mglg(h) es una mgly P—funcién de mgl, (L[QI]X> en mql,y(A). Por
lo tanto, del Lema 4.1.1.18; obtenemos que (mlLgomqli)(h) es un mLMg—homomorfismo
inyectivo de (mlILg o mqly)(A) en (mlLg o mqly) <L[2[}X>. Como, por el Teorema 4.1.1.21,

mlLy o mqgly es naturalmente equivalente al funtor identidad Id,,caq,, entonces de la

s L : . . nx
ultima afirmacion concluimos que h es un mLMy-homomorfismo inyectivo de A en L[z} :

(ii) = (i): Es consecuencia directa del Corolario 4.3.3.3. O

Corolario 4.3.3.15 Sea (A, ¢y,...,0n_1,01,..., 0, 1,3,Y) una mLM,—dlgebra. Enton-
ces las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) A es una mLM,—dlgebra simple,

(ii) A es isomorfa a una mLM,—subdlgebra de L.
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Dem. Es consecuencia directa del Teorema 4.3.3.14, teniendo en cuenta que cuando 6 es

X
un entero n, n > 2, la mLM, —algebra Lf es isomorfa a L[;] . O

Cabe mencionar que el resultado enunciado en el Teorema 4.3.3.14 se obtiene aun sin
tener en cuenta que las nociones de mqlyP—espacio y smgql,P—espacio son equivalentes y
por ende, que las nociones de mLMy—algebra y smLMy—algebra son equivalentes, como
lo hemos indicado en las demostraciones de los resultados previos a dicho teorema. Es
por ello, que a partir del Teorema 4.3.3.14 probamos nuevamente que las nociones de
mLMy—algebra y smLMy—algebra son equivalentes, pero de un modo diferente al de la

Seccién 4.1.3 de este capitulo (Corolario 4.1.3.10).
Corolario 4.3.3.16 Toda mLMy—dlgebra simple es una smLMg—dlgebra simple.

Dem. Se sigue del Corolario 4.3.3.3, el Teorema 4.3.3.14 y el hecho de que para toda
smLMy—élgebra A, una relacion ¢ C A x A es una smLMy—congruencia de A si, y solo

si, (¢ es una mL My—congruencia. O

Corolario 4.3.3.17 Sea (A,V,A,0,1,{¢;}icr, {&; Vicr, 3,¥) un dlgebra de tipo (2,2,0,0,

{1}ier, {1}ier, 1,1). Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:
(i) A es una mLMy—dlgebra,
(ii) A es una smLMy— dlgebra.

Dem.
(i) = (ii): De la hipétesis (i) y los Corolarios 4.2.2.14 y 4.3.3.16, inferimos que el
algebra A es un producto subdirecto de un conjunto de smLMy—algebras simples y por

lo tanto, A es una smLy—algebra.

(ii) = (i): Es inmediata. O
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Capitulo 5

Algebras de Lukasiewicz—Moisil

0 —valuadas con negacién monadicas

En este capitulo determinamos una dualidad topoldogica para las &lgebras de
Lukasiewicz—Moisil §—valuadas con negacion monadicas o gnL My—algebras. A partir de
esta dualidad describimos las qnLMy—algebras subdirectamente irreducibles y
las qnLMy—algebras subdirectamente irreducibles por medio de las 6—congruencias
(0 Ogn L My—algebras subdirectamente irreducibles), arrivando por un método diferente a

los resultados indicados por M. Abad en [1], en el caso en que € es un entero n, n > 2.

Este capitulo se organiza como se indica a continuacién. En la primera seccién deter-
minamos una dualidad topoldgica para las gnLMy—algebras cuando 6 es infinito y finito,
que extiende la dualidad obtenida por R. Cignoli en [18] para los Q—reticulos distributivos
y la dualidad descripta en la Seccion 2.1 para las nLMy—algebras. En la segunda seccidn,
a partir de esta dualidad caracterizamos las congruencias y las —congruencias de estas
algebras. Como consecuencia de ello hallamos que las gnL.My—algebras son semisimples.
En la tercera seccion probamos que las gnL My—algebras subdirectamente irreducibles con
respecto a la congruencias y con respecto a las #—congruencias coinciden y ademads, que
la imagen por el cuantificador de una gnL My—4algebra subdirectamente irreducible es una
nL My-dlgebra simple y por lo tanto, ellas son las subalgebras del algebra funcional L[;}X
cuando 6 es infinito, y las subdlgebras del dlgebra funcional LX cuando @ es un entero n,

n > 2, donde estas algebras son las descriptas en la Seccién 1.3.

249
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5.1. gnLM,—algebras

Nuestro primer objetivo es determinar una dualidad topoldgica las algebras de

Lukasiewicz—Moisil #—valuadas con negaciéon monadicas.

5.1.1. Propiedades de las gnL My—algebras

De los definiciones y propiedades enunciadas en la Seccién 1.3 podemos observar que
toda nLMy—4algebra con negacién monadica es un Q—reticulo distributivo segin [18].

Esto nos sugiere considerar en este trabajo la siguiente definicién:

Definicién 5.1.1 Un &algebra de Lukasiewicz f—valuada con negacién monddica (o
gqnLMg—3&lgebra) es un dlgebra (A,V,N\,~,0,1,{®;}ics, ) que verifica las siguientes con-

diciones:
(qnL1) (A, V, A, ~,0,1,{¢:}ics) es una nLM y—dlgebra,
(qnL2) (A, V,A,0,1,3) es un Q—reticulo distributivo,

(qnL3) 3¢,z = ¢; 3z para todo x € A y para todo i € 1.

En el caso que @ es un entero n, n > 2, entonces I = {1,...,n — 1} y decimos que
(A, V, N\, ~,0,1,01,...,¢n-1,3) es un algebra de Lukasiewicz n—valuada con negacion

monadica o una gnlL M, —algebra.

Denotamos por gn £y a la categoria de las gn L My—4élgebras y sus correspondientes

homomorfismos. En el caso particular en que § = n, n > 2, la denotamos por gn£M0,,.

En lo que sigue a las algebras de Lukasiewicz #—valuadas con negaciéon monadicas
en algunos casos, cuando no haya lugar a dudas, las notamos con (A, ~,{;}icr,3) 0

simplemente por A.

Ejemplo 5.1.2 Sean (A, ~, {¢;}icr) una nLMy—algebra completamente chrysippiana, X
un conjunto no vacio y AX = {f : X — A} tales que para todo f € AX existe el supremo
del conjunto f(X), al cual lo denotamos por \/ f(X). Entonces, (A%, ~, ¢1,...,¢n_1,3)

es una gnL M ,—algebra funcional, donde la operaciéon unaria 3 se define por la férmula:
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(3f)(z) = V f(X) y las operaciones de la nLMy—4&lgebra (AX,~, {¢}icr) se definen
puntualmente.

b's
Los ejemplos tipicos son L[QI] y LX cuando 6 = n, n > 2, ya que L[;] es una

nLMy—algebra completa y completamente chrysippiana y L,, es una nL M, —algebra fini-
ta. Estas algebras son importantes mas adelante para determinar las gnLMy—4&lgebras y

qnL M, —&lgebras subdirectamente irreducibles, respectivamente.

Proposicién 5.1.1.1 Sea (A,V,A\,~,0,1,{¢:}ics,3) una gnLMy—dlgebra. Si para todo
r € A, Vo =~ 3 ~ x, entonces (A, V,N\,0,1,{¢;}icr,3,V) es una sLMy—dlgebra.

Dem. Por el Lema 1.3.6 tenemos que (A, V,A,0,1,3,V) es un sM —reticulo. Ademés, de
la Definicién 5.1.1 se sigue que (A, V, A, ~,0,1,{®; }ics) es una LM y—4&lgebra que satisface

la condicién (mL1) de la Definicién 4.1.1. Resta probar la condicién (mL2).

(mL2): Para cada z € A, ;Yo = ¢; ~ I ~ x. Teniendo en cuenta que por (nL5),
G ~ T =~ Qg)T, se sigue que ¢V =~ ¢y3 ~ x. Ademds, por (quL3) obtenemos que
~ Qg3 ~ x =~ J¢q4) ~ x, de donde resulta de (nL5) que ~ d@auy ~ v =~ I ~ ¢;z.
Luego, como ~ 3 ~ ¢,z = V¢;x, concluimos que ¢; Vo =V ¢;x para todo x € A y para

todo 7 € I. 0

Proposicién 5.1.1.2 Sea (A,V,A\,~,0,1,{¢;}icr, ) una gnLMy—dlgebra. Entonces sa-

tisface la siguiente identidad:

(qnL4) 3 ~ Jx =~ Jz todo x € A.

Dem. Por (qnL3) y (nL3) se verifica que para todo ¢ € [ y para todo x € A, ¢;3 ~ Iz =
g ~ Jx =3I ~ dgyFx = I ~ T Pgpyx. Teniendo en cuenta que I gy, dqyx € C(A),
la definicién de la operacién unaria V y la propiedadad (EU2) de las gnLMy—algebras
(Seccién 1.3), se sigue que 3 ~ Fpgxr = I — I — —Pguyx = IV — dgyr =V — Qg T =
—3apr =~ Fqux. Por lo tanto, (1) ¢;3 ~ Jo =~ T ¢y, para todo i € I y para
todo x € A. Por otra parte, por (qnL3) y (nL3) tenemos que (2) ¢; ~ Iz =~ dqIx
=~ J ¢4 para todo i € I y para todo x € A. De (1) y (2) y la propiedad (L6) de las

LMy—élgebras (Seccién 1.2), concluimos que 3 ~ 3z =~ Jz todo = € A. O
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Corolario 5.1.1.3 Sea (A,V,A,~,0,1,{¢:}ics,3) una gnLMy—dlgebra. Entonces

(A, V, A\, ~,0,1,3,) es un dlgebra de De Morgan monddica.

Dem. Es consecuencia de la Definicién 5.1.1, la Proposicién 5.1.1.2 y la definiciéon de

algebra de De Morgan monddica ([70]). O

5.1.2. Una dualidad topolégica para las gnL My—algebras

En esta seccién comenzamos explicitando una dualidad topologica para las gnL My—
algebras, con € finito e infinito. La dualidad para las gnL M, —algebras fue publicada en

128].

Sea 6 > 2 el tipo de orden de un conjunto totalmente ordenado J con primer elemento

0 y ultimo elemento 1, siendo J = {0} 4+ I (suma ordinal).

Definicién 5.1.2.1 (X, g,{f:}icr, E) es un espacio de Lukasiewicz—Moisil —valuado con

negacion monddico o ¢NlyP—espacio si satisface las siguientes condiciones:
(qulP1) (X, E) es un gP—espacio,
(qnlP2) (X, g,{fi}ier) es un NlgP—espacio,

(qnIP3) f7H(EU)) = E(f7'(U)) para todo U € D(X) y para todo i € I,

7

donde E(U) ={y € X : (z,y) € E, para alginz € U}.

Observacién 5.1.2.2 De las Definiciones 2.2.1.1, 5.1.2.1 y de la definiciéon de ¢ P—espacio
dada en [18] se tiene que (X, g, {fi}icr, E) es un ¢NlgP—espacio si, y solo si, para cada
1 € I, f; es una funcion de X en X, g: X — X es un homeomorfismo involutivo
y un anti—isomorfismo de orden, E es una relacion de equivalencia, y se satisfacen las

siguientes condiciones:

(IP1) X es un espacio de Priestley,
(IP2) f; : X — X es continua para todo i € I,

(IP3) = <y, implica f;(x) = f;(y) para todo i € I,
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(IP4) i < j, implica fi(x) < f;(x) para todo z € X,

(IP5) fio f; = fi para todo i, j € I,

(IP6) U fi(X) =X o (1,P6) X = nL_Jl fi(X), cuando 0 =n, n > 2,

icl

(nlP3) fiog = fi para todo i € I,
(nlP4) go f; = fauy, d: I — I es una involucion decreciente para todo i € I o
(nl,P4) go fi = fui, 1 <i<n—1 cuando 0 =n, n > 2,
(ql) E(U) € D(X) para todo U € D(X),
(q2) E(x) es un subconjunto cerrado de X para todo x € X,

(qnIP3) f Y (E(U)) = E(f;1(U)) para todo U € D(X) y para todo i € I.

Definicién 5.1.2.3 Sean (X, q,{fi}icr, E) vy (X', ¢, {f }icr, E') qNlyP—espacios. Una
funcion f : X — X' es una ¢NIlgP—funcion si f es una NlgP—funcion y una ¢ P—funcion.

Mas precisamente, f : X — X' es una qNIlyP—funcion si es una funcion isétona vy
continua que satisface:

(IPf) flo f = fo fi para todo i € I,

(mPf) fog=g'of,

(afl) E(f~1(U)) = f~YE'(U)) para cada U € D(X').

Observacion 5.1.2.4 De las propiedades (qnlP2) y (qnlP3), se sigue inmediatamente
que st (X,g,{fi}icr, E) es un ¢NlgP—espacio, entonces para todoi € I, f;: X — X es

una qP—funcion.

A continuacién mostramos una caracterizacion de las ¢ P—funciones, la que nos permite
probar mas adelante una formulacion equivalente de la Definicion 5.1.2.1 que nos resulta

de gran utilidad.
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Proposicién 5.1.2.5 ([28]) Sean (X, E) y (X', E') ¢P—espacios y f una P—funcién de

X en X'. Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:
(i) f es una gP—funcién,
(ii) f satisface las propiedades:

(qf2) si (z,y) € E, entonces (f(z), f(y)) € £,

(qf3) si (f(z),2) € E', entonces existe y € X tal que (z,y) € E'y z < f(y).

Dem.

(i) = (ii): La propiedad (qf2) es inmediata de la hipétesis y de [18, Lemma 2.8]. Enton-
ces, solo resta probar la propiedad (qf3). Sean x € X y z € X’ tales que (1) (f(z),2) € E'.
Si z < f(x), eligiendo y = z, se obtiene (qf3). En caso contrario, existe U € D(X’) tal
que z € Uy f(z) ¢ U, de donde por (i) y (1) obtenemos que x € E(f~'(U)). De esta
tltima afirmacion, se sigue que f~1(U) N E(x) # 0. Ademds, como f es continua y cerra-
da, K = f(f~(U) N E(z)) es un subconjunto cerrado de X’ y por lo tanto es compacto.
Si asumimos que z £ f(y) para todo y € f~'(U) N E(x), entonces z £ k para todo
k € K. Teniendo en cuenta que K es compacto, podemos afirmar que existen conjuntos

Vie D(X'),conl<i<m,talesque z € V;y K C |JX"\V,.SiV = [V, entonces
i=1 i=1

(2) VN K = . Por otra parte, si W = UNV, se sigue que z € W. De (i) y (1) obtenemos

que f~YW) N E(x) # 0, de donde concluimos que V N K # ), lo que contradice (2).

Luego, existe y € X tal que (z,y) € Ey 2z < f(y).

(ii) = (i): La hipdtesis (qf2) y [18, Lemma 2.8] nos permiten afirmar que para cada
V e DX"), E(f~/}(V)) C f7Y(FE'(V)). Sea ahora z € X tal que (f(z),v) € E’', para
algin v € V, entonces por la hipdtesis (qf3) existe y € X tal que (1) (z,y) € E'y
(2) v < f(y). Como V es un subconjunto creciente de X', entonces de (2) tenemos que

f(y) € V, de donde concluimos por (1) que xz € E(f~1(V)). O

Corolario 5.1.2.6 Sea (X, q,{f;}ics, E) tal que X es un espacio de Priestley, E es una
relacion de equivalencia sobre X, g: X — X y fi : X — X, i € I, funciones. Entonces

las siguientes condiciones son equivalentes:
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(1) (X,g,{fi}ier, E) un ¢NlgP—espacio,

(i) (X, g,{fi}tier, F) satisface las siguientes condiciones:

(qnlP1) (X, E) es un ¢P—espacio,

(qnlP2) (X, g,{fi}ticr) es un NlyP—espacio,

(qulP4) (z,y) € E implica (f;(x), fi(y)) € E para todo i € I,

(qnlP5) si (fi(x), 2) € E, entonces existe y € X tal que (x,y) € E y z < fi(y).

Dem. Es consecuencia directa de la Definicion 5.1.2.1, la Observacion 5.1.2.4 y la Proposi-

cién 5.1.2.5. O

Observaciéon 5.1.2.7 Sean (X, g,{fi}icr, £) un ¢NlgP—espacio y z,y € X. Teniendo

en cuenta (qulP4) y (IP5), deducimos que las siguientes condiciones son equivalentes:
(i) existe ¢ € I tal que (fi(z), fi(y)) € E,

(ii) (fi(x), fily)) € E para todo i € 1.

Lema 5.1.2.8 Sean (X, q,{fi}icr, E) y (X', ¢, {f }ic1, E') ¢NlgP—espacios y f una fun-
cion de X en X'. Entonces, f es una ¢NlgP—funcion si, y solo si, f es una funcion isétona

y continua que satisface:
(IPf) flo f = fo fi para todo i € I,
(mPf) fog=gof,
(qf2) si (z,y) € E, entonces (f(x), f(y)) € £,

(qf3) si (f(x),z) € E', entonces existe y € X tal que (z,y) € E yz < f(y).

Dem. Es consecuencia de la Proposicién 5.1.2.5. O

Denotamos por gNIlgP a la categoria de los ¢ NlyP—espacios y las ¢/Nly P—funciones.
En el caso particular en que 6 es un entero n, n > 2, denotamos por gNI,,P a la categoria

de los ¢N1,, P—espacios y las ¢/Nl,, P—funciones.
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Ahora enunciamos una serie de resultados que se necesitan para probar que las cate-

gorias gNlgP v qnLMty, con O infinito y finito, son dualmente equivalentes.

Lema 5.1.2.9 Si (X,g,{fi}ics, E) es un objeto de qNlgP, entonces qnlly(X) =
(D(X), ~, {6 }icr, 3E) es una qnLMy—dlgebra, donde para todo U € D(X), ~ U =
X\ g HU), 3gU = EU) y ¢X(U) = f,"(U) para todo i € I.

Dem. Se concluye del Lema 2.2.1.4, (E1) de la Seccién 1.4.4 y la propiedad (qnlP3). O

Lema 5.1.2.10 Si (A, ~,3,{¢;}icr,0,1) es un objeto de gnLMy, entonces qN Lo(A) =
(X (A), g4, {fi}ier, F3) es un qNlgP—espacio, donde para cada P € X(A), ga(P) =
A\{~z:2€ P}, fAP)=0¢""(P)yEs={(PQ) € X(A) x X(A): PNn3(A) =
Q N 3(A)}. Ademds, la funcion o4 es un qnLMy—isomorfismo de A sobre D(X(A)),
donde para cada a € A, o4(a) ={P € X(A): a € P}.

Dem. Si (A, ~,3,{¢;:}icr,0,1) es una gnLMy—4élgebra, entonces de (E2) de la Seccién
1.4.4 y del Lema 2.2.1.5 obtenemos las condiciones (qnlP1) y (qnlP2) de la Definicion
5.12.1 y que 04 : A — D(X(A)) es un gnLMpy—isomorfismo, donde las operaciones
gbf(A) y Jg, se definen en D(X(A)) como en el Lema 5.1.2.9. Ademas, de la hipdtesis y
el hecho de que o4 es un gnL My—isomorfismo se deduce facilmente que para todo a € A

y para todo i € I, I, ¢;X<A) oala) = (bf((A)EIEHUA(a), y esto implica que Ea(fA(U)) =
FA7 Y (E3(U)) para todo U € D(X(A)) y para todo i € I. O

Los Lemas 5.1.2.11 y 5.1.2.12 son consecuencias inmediatas de los Lemas 2.2.1.6 y

2.2.1.7, respectivamente y de los resultados obtenidos en [18].

Lema 5.1.2.11 Sean (X, g,{fi}ticr, E) y (X', ¢, {f }ic1, E') objetos de gNlgP y f una
qNlgP—funcion de X en X'. Entonces, la aplicacion qnlly(f), definida como en el Lema,
2.2.1.6, es un gnLMy—homomorfismo de D(X') en D(X). Ademds, se verifica que el
gnLMy—homomorfismo qnlLyg(f) es inyectivo (sobreyectivo) si la qNlgP—funcion f es

sobreyectiva (inyectiva).
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Lema 5.1.2.12 Sean (A, ~,3,{¢i}ic1,0,1) y (A", ~', T {¢ }ier,0,1) objetos de gnLMg
y h un gqnLMg—homomorfismo de A en A’. Entonces, la aplicacion qN Lg(h), definida
como en el Lema 2.2.1.7 | es una gNlgP—funcion de X(A") en X(A). Ademds, se verifica
que la gNlgP—funcion g¢N Ly(h) es inyectiva (sobreyectiva) si el gnL My—homomorfismo

h es sobreyectivo (inyectivo).

De la Definicién 5.1.2.3 resulta que un morfismo en la categoria gNI1gP es un isomorfis-
mo si, y solo si, es un isomorfismo en las categorias qP y NlgP, luego las demostraciones

del Lema 5.1.2.13 y el Corolario 5.1.2.14 son inmediatas.

Lema 5.1.2.13 Sean (X, g,{fiticr, E) y (X', ¢, {f/}ic1, E') objetos de gNlgP y f una

funcion de X en X'. Entonces, las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) f es un isomorfismo en qNlg?P,

(i) f es un isomorfismo de orden y un homeomorfismo tal que:

(mPf) fog=g'olf,
(IPf) fo fi= flof paratodoie€ I,

(qf4) (z,y) € E si, y solo si, (f(x), f(y)) € E'.

Corolario 5.1.2.14 Sea X € Obj(gNleP). Entonces, la funcion ex : X — X(D(X)),
definida por ex(z) = {U € D(X) : x € U}, es un isomorfismo en la categoria qNlgP.

La demostracion del Teorema 5.1.2.15 es de rutina.

Teorema 5.1.2.15 Los funtores qnlly o qN 1Ly y qN Ly o qnlly son naturalmente equiva-
lentes a los funtores identidad Idgneom, € Idgniyp, donde {o4 : A € Obj(gnLMy)} y
{ex : X € Obj(gNIlP)} son las transformaciones naturales y por lo tanto, la categoria

gNleP es naturamente equivalente a la categoria dual de gnLNy.
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5.1.3. Propiedades de los q/NlyP—espacios

En esta seccién obtenemos algunas propiedades de los ¢/ NlyP—espacios que nos resul-
tan utiles para caracterizar el reticulo de las congruencias y el reticulo de las §—congruen-

cias de una gnlL My—algebra.

Proposicién 5.1.3.1 Sea (X, g,{fi}ier, E) € Obj(qN1eP). Entonces para todo x, y € X

se verifica la siguiente propiedad:

(qulP7) Si (z,y) € E, entonces (g(z),g9(y)) € E.

Dem. Sean z,y € X tales que (1) (z,y) € E. Si (9(x),9(y)) ¢ E, entonces por
[18, Lema 2.5 |, podemos suponer que existe U € D(X) tal que (2) g(x) € JgU
v g(y) € FpU. Luego y € X \ ¢ '(IgU). Teniendo en cuenta la definicién de ~ en
D(X), dada en el Lema 5.1.2.9, tenemos que y € ~ 35 U y en concecuencia de (1) resulta
que x € 3 ~ JpU. Por el Lema 5.1.2.9, D(X) es una qnL.My-édlgebra, entonces de la
propiedad (qnL4) (Proposicién 5.1.1.2 ) obtenemos que 3 ~ g U =~ FgU y por lo

tanto, © € ~ dg U, de donde se sigue que g(z) ¢ g U, lo que contradice (2). O

Proposicién 5.1.3.2 Sea (X, g,{ fi}icr, E) un ¢NlyP—espacio. Entonces, (X, {fi}icr, E)

es un smqlgP—espacio.

Dem. Por el Lema 5.1.2.9, (D(X),~,{¢X}icr,3p) es una qnLMjy-algebra. Luego, si
VgU =~ g ~ U para todo U € D(X), entonces de la Proposicién 5.1.1.1 se sigue
que (D(X),{¢ }ier, 35, Vi) es una sLMp—algebra y por lo tanto, del Lema 5.1.2.10 ob-
tenemos que (X (D(X)), {fiD(X)}iel, E5,.) es un smqlyP—espacio, de donde concluimos,

por el Corolario 5.1.2.14, que (X, {fi}ier, E) es un smgqly P—espacio. O

Corolario 5.1.3.3 Sea (X, g,{fi}icr, E) un ¢NlgP—espacio. Entonces, para todo x € X,

se verifican las siguientes propiedades:

(anlP8) max E(fi(x)) = E(fi(x)),

(qnlP9) f;(E(x)) = E(f;(x)) para todo i € I.
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Dem.

(qnlP8): Es consecuencia de la Proposicién 5.1.3.2 y el Corolario 4.1.2.3.

(qnlP9): Es consecuencia de la Proposicién 5.1.3.2 y el Corolario 4.1.2.5 (propiedad
(mqlP10)). O

Corolario 5.1.3.4 Sea (X, g,{fi}icr, ) tal que (X, g,{fi}icr) es un NlgP—espacio y

(X, E) es un gP—espacio. Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) (X, g,{fi}ier, E) un gNlgP—espacio,
(i) (X, g,{fi}tier, E) satisface las siguientes propiedades:

(qnlP1) (X, E) es un gP—espacio,
(qnlP2) (X, g,{fi}tier) un NlyP—espacio,
(qnlP4) (x,y) € E implica (f;(x), fi(y)) € E para todo i € I,

(qulP9) fi(E(z)) = E(fi(z)) para todo i € I.

Dem.

(i) = (ii): Es consecuencia de los Corolarios 5.1.2.6 y 5.1.3.3.

(ii) = (i): Por el Corolario 5.1.2.6 solo resta probar la condicién (qnlP5), la que es
consecuencia de la condicién (qnlP9). En efecto, si x, 2 € X y (fi(x),2) € E, entonces

z € E(fi(x)), de donde sigue por (qnlP9) que z € f;(E(x)), vy asi existe y € X tal que
(z,y) € Ey z= fi(y). O

Proposicién 5.1.3.5 Sea (X, g,{fi}icr, E) un ¢NlgP—espacio. Entonces satisface la si-
gquiente propiedad:

(qulP10) g(maz E(x)) = min E(g(x)) para todo x € X.

Dem. Sean (1) y € max E(z) y (2) z = g(y) . Entonces, de (1), (2) y (qulP7) resulta
que z € E(g(z)). Sea (3) w € E(g(x)) tal que (4) w < z. Luego, de (3), (qulP7) y por
ser ¢ involutivo, obtenemos que (5) g(w) € E(z). Ademas, de (1) y (2) y teniendo en

cuenta que g es un anti-isomorfismo involutivo, inferimos que y < g(w). Luego, de esta
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ultima afirmacion, (1) y (5) se sigue que y = g(w), asi por (2) tenemos que z = w, y en
consecuencia de (3) y (4), z € min E(g(z)).

Reciprocamente, si (1) z € min E(g(x)), entonces de (qnlP7) y por ser g un anti-
isomorfismo involutivo obtenemos que z € g(F(z)). Luego, existe (2) y € E(x) tal que
(3) z = g(y). Sea (4) w € E(z) tal que y < w, entonces g(w) € E(g(z)) vy g(w) < z, de
donde inferimos por (1) que g(w) = z. Por lo tanto, (5) w = y y asi, de (2), (4) y (5)

resulta que y € max E(x), y por (3) concluimos que z € g(maz E(x)). a

5.2. Congruencias y 8 —congruencias de las gnL My—
algebras
En esta seccién estudiamos las congruencias y las §—congruencias de las dlgebras de

Lukasiewicz—Moisil #—valuadas con negaciéon monéadicas.

5.2.1. gnLMjy—congruencias y OgnL My—congruencias

Con el objeto de caracterizar el reticulo de las congruencias de una gnlL My—algebra
en término de ciertos subconjuntos cerrados de su ¢/NlyP—espacio asociado, comenzamos

caracterizando los subconjuntos E—saturados de los ¢/Nly P—espacios.

Lema 5.2.1.1 Sea (X, g,{fi}icr, E) un ¢NlgP—espacio. Entonces para todo subconjunto

no vacio Y de X, las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) Y es E—saturado (Definicién 4.2.1.1),

(ii) min E(y) Umax E(y) CY para todoy € Y.
Dem. Es consecuencia del Lema 4.2.1.3 y la Proposicién 5.1.3.2. a

Proposicién 5.2.1.2 Sea (X, g,{fi}icr, E) un ¢NlgP—espacio. Entonces para todo sub-

conjunto involutivo y no vacio Y de X, las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) Y es E-saturado,
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(il) mazx E(y) U min E(y) CY para todo y € Y,

(iii) mazx E(y) CY para todoy € Y.

Dem.

(i) < (ii): Es consecuencia del Lema 5.2.1.1.
(ii) = (iii): Es inmediata.
(iii) = (ii): Como Y es involutivo, entonces de la hipdtesis (iii) y la Proposicién 5.1.3.5

se sigue que max E(y) U min E(y) C Y para todo y € Y. O

En lo que sigue caracterizamos los subconjuntos modales y E—saturados de un

qNlyP—espacio.

Lema 5.2.1.3 Sea (X, g, {fi}ier) un NlgP—espacio. Entonces todo subconjunto modal de

X es involutivo.

Dem. Sea Y C X tal que Y = f; (V) para todo i € I. De esta afirmacién, la propiedad

(nlP3) de los NlyP—espacios (Definicién 2.2.1.1) y el hecho de que g es una involucidn,
inferimos que g(Y) = g(f;'(Y)) = g7 '(f7'(Y)) = (ficg) ' (V) = £ '(Y) =Y. O

Proposicién 5.2.1.4 Sea (X, g,{fi}icr, E) un ¢NlgP—espacio. Entonces para todo sub-

congunto modal Y de X, las siguientes condiciones son equivalentes:
(i) Y es E—saturado,
(i) Y es saturado (E(Y)=Y),

(iii) max E(y) CY para todo y € Y.

Dem.

(i) < (ii): Es consecuencia de las Proposiciones 4.2.1.5 y 5.1.3.2.

(i) < (iii): Se sigue teniendo en cuenta que Y es un subconjunto modal de X, la

Proposicién 5.2.1.2 y el Lema 5.2.1.3. O
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El reticulo de los subconjuntos cerrados, semimodales, involutivos y Fs—saturados del
qNly P—espacio asociado a una gnL My—4algebra cumple un rol fundamental en la caracte-

rizacion de las gn L My—congruencias de estas algebras, como lo mostramos a continuacion.

Teorema 5.2.1.5 Sean A € Obj(gneMy) y qNLy(A) el ¢NlgP—espacio asociado a
A. Entonces, el reticulo Csrps(qN Ly(A)), de los subconjuntos cerrados, semimodales, in-
volutivos y Es—saturados de qgN Ly(A), es isomorfo al dual del reticulo Cong,rn,(A)
de las qnLMy—congruencias de A, y el isomorfismo es la funcion Ogrp,, definida por
la prescripcion Ogrp,(Y) = {(a,b) € A x A : oala) NY = o4(b) N Y} para cada
Y € Csrpos(gN L(A)).

Dem. Sea Y € Cgrp.(¢NLg(A)). Como Csrps(¢NLg(A)) C Csr(NLg(A)), entonces del
Teorema 2.2.2.6 se sigue que Ogrp,(Y) € Conppa,(A). Ademds, del Teorema 4.2.1.8
inferimos que Ogyp, (Y') preserva la operacién 3y por lo tanto, Ogrp,(Y) € Congnrn, (A).

Reciprocamente, sea (1) ¥ € Cong,ru,(A). Teniendo en cuenta que Cong,ra,(A) es
un subreticulo de Con,ra,(A), entonces por el Teorema 2.2.2.6, existe un subconjunto
Y de X(A) cerrado, semimodal, involutivo tal que ¥ = Og;(Y). De (1) y la Proposicién
5.1.1.1 resulta que ¥ € Cony,pum,(A) v en consecuencia, por el Teorema 4.2.1.8, Y es
Es—saturado. Asi, Y € Csrp,(¢NLy(A)) v 0 = Ogrp,(Y). Por ser Ogrp, la retriccién
a Csrps(qNLg(A)) del isomorfismo Ogy, definido en el Teorema 2.2.2.6, la demostracién

esta completa. O

En el caso en que 6 es un entero n, n > 2, entonces el reticulo de los subconjuntos
cerrados, modales y saturados del ¢/Nl,, P—espacio asociado a una gn LM, —algebra carac-
teriza el reticulo de las gn L M,,—congruencias de estas algebras, como lo demostramos en

el siguiente corolario.

Corolario 5.2.1.6 Sean A € Obj(gn£M,,) y qNL,(A) el ¢Nl,P—espacio asociado a
A. Entonces, el reticulo Cyrs(¢N L, (A)) de los subconjuntos cerrados, modales y saturados
de gN L, (A), es isomorfo al dual del reticulo Congnrn,(A) de las gnL M, —congruencias

de A, y el isomorfismo es la funcion ©yrg, definida por la misma prescripcion que en el

Teorema 5.2.1.5.
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Dem. De las Proposiciones 2.1.4.11 y 5.2.1.4 obtenemos que cuando 6 = n, n > 2, se
verifica que Csrp,(¢NL, (A)) = Cus(gNL, (A)) v en consecuencia, por el Teorema 5.2.1.5,

concluimos la demostracion. O

Los #—subconjuntos cerrados y Fs—saturados del gNlyP—espacio asociado a una
gnL My—3&lgebra nos permiten caracterizar a las fgn L My—congruencias de estas algebras,

como lo mostramos en el siguiente teorema.

Teorema 5.2.1.7 Sean A € Obj(gnLMe) y qN Ly(A) el ¢NlgP—espacio asociado a A.
Entonces, el reticulo Cop, (qNLy(A)), de los 0—subconjuntos cerrados y Es—saturados de
gNLy(A), es isomorfo al dual del reticulo Conggnrm,(A) de las gdnLMy—congruencias de
A, y el isomorfismo lo establece la funcion Opp,, definida por la misma prescripcion que

en el Teorema 5.2.1.5.

Dem. Teniendo en cuenta que Cpp,(¢NLg(A)) es un subreticulo de Cyp(NLy(A)) y
(1) ©9|Cors(qNLy(A)) = Opps, entonces por el Teorema 2.2.2.6, solo resta probar que
O9(Cop, (qNLo(A))) = Conggnrn, (A). Sea Y € Cop,(qNLy(A)), luego de (1) y el Teorema
2.2.2.6, se sigue que Oyp, (Y) € Congnr, (A). Ademés, por ser el reticulo Cop,(gNLy(A))
un subreticulo de Csrp(¢NLg(A)) v Osrrs|Cors(¢NLg(A)) = Oppy, del Teorema 5.2.1.5,
inferimos que Oyp,(Y’) preserva la operaciéon 3 y por lo tanto, Oyp, (V') es una OgnLMy—
congruencia.

Reciprocamente, sea 9 € Conggnim,(A). Como Conggnrm,(A) es un subreticulo de
Congnr,(A), entonces por el Teorema 2.2.2.6, existe un #—subconjunto cerrado Y de
X (A) tal que ¥ = 0y(Y). Ademas, por ser Congg,rum,(A) un subreticulo de Cong,rum,(A)
vy 0p(Y) = O, (Y), se sigue del Teorema 5.2.1.5 que Y es un subconjunto E5—saturado
de X(A), de donde concluimos que Y € Cpp, (¢NLg(A)) y ¥ = Ogp, (V). O

Corolario 5.2.1.8 Sean (A,~,{¢;}icr,3) una gnLMy—dlgebra y la mLMy—dlgebra,
(A, {bs}Yier, {0; Yier, 3,V), donde para todo i € I y para todo a € A, ¢;(a) =~ ¢;(a)
= —¢;(a) y V(a) =~ I ~ a. Entonces para toda relacion ¢ C A x A, las siguientes

condiciones son equivalentes:

(i) ¢ es una OgnLMy—congruencia de (A, ~,{¢;}ier, 3),
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(ii) ¢ es una @mLMy—congruencia de (A, {¢;}icr, {&; Vier, 3, V).
Dem. Es consecuencia directa de los Teoremas 4.2.1.10 y 5.2.1.7. a

También los subconjuntos abiertos cuyos complementos son subconjuntos semimodales
y F3—saturados, y los subconjuntos abiertos cuyos complementos son #—subconjuntos
FE5—saturados del ¢/NlyP—espacio asociado a una gnlL My—algebra, nos sirven para carac-
terizar las gnLMy—congruencias y las 8gnL M ,—congruencias de estas algebra, respecti-

vamente, como lo demostramos en el siguiente teorema.

Teorema 5.2.1.9 Sean (A, {¢i}ier, ~,3) una gnLM ,—dlgebra y su ¢Nl,P—espacio aso-
ciado (X (A), ga, {f}icr, E3). Entonces:

(i) Elreticulo Ocsrp, (X (A)), de los subconjuntos abiertos cuyos complementos son sub-
conjuntos semimodales, involutivos y E3—saturados de X (A), es isomorfo al reticu-
lo Congnrm,(A) de las gnLM y—congruencias de A, y el isomorfismo lo establece
la funcion Opsrps definida por la prescripcion: (a,b) € Opsres(G) si, y solo s,

(ca(b)Aoa(a)) € G para todo a, b € A.

(ii) El reticulo Ocgps(X(A)), de los subconjuntos abiertos cuyos complementos son
6—subconjuntos Esz—saturados de X (A), es isomorfo al reticulo Conggnr,(A) de
las Ogn LM y—congruencias de A, y el isomorfismo lo establece la funcion ©Ooppp,,

definida por la misma prescripcion que en el inciso (i).

Dem.
(i): Es consecuencia inmediata del Teorema 5.2.1.5 y teniendo en cuenta que existe una

correspondencia biunivoca entre los cerrados y abiertos de un espacio topolégico y que

@OSIEE(G> = @SIEH (X(A) \ G) para todo G € OC’SIE; (X(A))

(ii): Se infiere del Teorema 4.2.1.11 y el Corolario 5.2.1.8. |

Corolario 5.2.1.10 Sean (A, é1,...,¢n-1,~,3) una qnlLM,—dlgebra y su qNIl,P—
espacio asociado, (X (A), ga, {fi%, ..., 2}, E3). Entonces el reticulo Ops(X (A)), de los

subconguntos abiertos, modales y saturados de X (A), es isomorfo al reticulo Cong,pu, (A)
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de las gn LM ,,— congruencias de A, y el isomorfismo lo establece la funcion Oons, definida

por la misma prescripcion que en el Teorema 5.2.1.9.

Dem. Es consecuencia del Lema 2.1.4.2, las Proposiciones 2.1.4.11, 2.2.2.5 y 4.2.1.5 y el

Teorema 5.2.1.9. O

5.2.2. Congruencias y §—congruencias maximales

A continuacién caracterizamos las gn L My—congruencias maximales y las 6gn L My—con-
gruencias maximales de una gnLMy—algebra. Para ello, en primer lugar caracterizamos

los #—subconjuntos cerrados y E—saturados de un q/Nly P—espacio.

Proposicién 5.2.2.1 Sea (X, g,{fi}icr, E) un ¢NlgP—espacio. Entonces para todo sub-

congunto Y de X, las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) Y es un 0—subconjunto cerrado y E—saturado de X,

(i) V' = ELJIfi(E(Y)),

(i) Y = U fi(Y) y ademds Y es un subconjunto E—saturado de X,
icl

(iv) existe un subconjunto Z de X semimodal y E—saturado tal que Y = | fi(Z),

iel
(v) existe un subconjunto W de X tal que Y = |J f;(E(W)).
i€l
Dem. Es consecuencia de las Proposiciones 4.2.2.8 y 5.2.1.4. O

Proposicién 5.2.2.2 Sea (X, g,{fi}icr, E) un gNlyP—espacio. Entonces, las siguientes

condiciones son equivalentes para todo subconjunto cerrado Y de X :

i es un elemento minimal del reticulo e todos los —subconjuntos cerra-
i)Y l t"ldlt/lcgEESthdlé bconjunt
dos, Es—saturados y no vacios de X,
(i) existe x € X tal que Y = | fi(E(x)),
i€l
iii) Y es un elemento minimal del reticulo C% X) de todos los subconjuntos cerrados,
SE3S

semimodales y F5—saturados y no vacios de X,
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(iv) Y es un elemento minimal del reticulo C3;p. ¢(X) de todos los subconjuntos cerrados,

semimodales, tnvolutivos, E3—saturados y no vacios de X .

Dem.

La equivalencia de las condiciones (i), (ii) y (iii) se sigue de las Proposiciones 4.2.2.8,

4229y522.1.

(i) = (iv): De la hipétesis (i), la Definicién 2.1.4.14, el Lema 2.2.2.2 y la Proposicién
5.2.2.1, inferimos que (1) Y € C%;p.4(X). Sea (2) Z € C&p o(X) tal que (3) Z C V.

Entonces, de la Proposicién 4.2.2.5 se sigue que (4) | fi(Z) € Cp,s(X) v (5) U fi(Z) C

i€l il

Z, de donde por (3) y (5), obtenemos que {J fi(Z) € Y. De esta tltima afirmacién, la
hipétesis (i) y (4) tenemos que m = Z;f en consecuencia, de (3) y (5) resulta que
Y =Z, y asi, por (1), (2), (3), lazme(liemostracién esta completa.

(iv) = (ii): De la hipétesis (iv) y la Proposicién 4.2.2.5 se sigue que m cY.
Entonces, m C Y para todo y € Y. Del Lema 2.2.2.2 y la P;Eolposicic’)n 5.2.2.1
obtenemoszzlue para todo y € Y, m € C1p,s(X), de lo cual concluimos, por la
hipétesis (iv), que Y = UITE(y)Z)EIpara todoy €Y. O

ic
Corolario 5.2.2.3 Sean (A, ~,{¢;}icr,3) una gnLMy—dlgebra, (X (A), ga, {f 1} icr, E3)
su N1y P—espacio asociado y (A, {¢:i}Yier, {®; }ier, 3, V) la mLMg— dlgebra, donde para to-
doi € I y para todo a € A, ¢,(a) =~ ¢i(a) = —¢i(a) y ¥(a) =~ I ~ a. Entonces para

toda relacion p C A x A, las siguientes condiciones son equivalentes:
(i) ¢ es una gnLMy—congruencia mazimal de (A, ~,{¢;}ier, 3),
(ii) ¢ es una OgnLMy— congruencia mazimal de (A, ~,{®;}ier, 3),
(iii) ¢ es una OmLMy—congruencia mazimal de (A, {¢:}ier, {;}Yier, 3,Y),

(iv) ¢ es una mLMy—congruencia mazimal de (A, {®;}Yicr, {®; Yier, 3, V),

(v) existe P € X(A) tal que Y = |J Es(¢;*(P)) y Os15(Y) = o,

i€l
donde la congruencia Ogrp,(Y) estd definida como en el Teorema 5.2.1.5 y la relacion E5

es la dada en el Lema 5.1.2.10.
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Dem. Es consecuencia de los Corolarios 4.2.2.10, 4.2.2.12 y 5.2.1.8 y la Proposicién
5.2.2.2. a

Corolario 5.2.2.4 Sean (A, ~,¢1,...,¢n_1,3) una gnLM,—dlgebra, su gNl, P—espacio
asociado (X (A), ga, {f{ .. AL E3) vy (A by, dn 1,01,y 0 vy 3,Y) la mLM,—
dlgebra, donde para todo i, 1 <i <n— 1y para todo a € A, ¢,(a) =~ ¢;(a) = —¢i(a) y
V(a) =~ 3 ~ a. Entonces para toda relacion ¢ C A x A, las siguientes condiciones son

equivalentes:
(i) ¢ es una gnL M, —congruencia mazimal de (A, ~, ¢1,...,0p_1,3),
(ii) ¢ es una mLM,—congruencia mazimal de (A, @1, ..., In-1, P15 1,3, V),

(iii) » = Ouns(Y), donde Y es un elemento minimal del reticulo CS;4(X(A)) de todos
los subconjuntos modales, cerrados, saturados y no vacios de X (A),
n—1
(iv) eziste P € X(A) tal que Y = |J Ea(¢; ' (P)) y Ous(Y) = ¢,

=1

(v) ¢ =0Ons(Y), donde Y es la union de cadenas maximales de X (A) equivalentes,

(vi) p=0O(F), F= N 617 Q) para algin P € X(A),
QeX(A)
QN3(A)=PN3(A)
donde O(F') es la LM, —congruencia asociada al filtro F' y Oys(Y) estd definida como

en el Corolario 5.2.1.6.

Dem. Resulta inmediato de los Teoremas 4.2.1.8 y 5.2.1.5 y las Proposiciones 4.2.2.9 y
5.2.2.2. a

Corolario 5.2.2.5 Toda gnLM ,—dlgebra es semisimple.

Dem. Se infiere de los Corolarios 4.2.2.14 y 5.2.2.3. O

5.2.3. Congruencias y 8—congruencias booleanas

El reticulo de los subconjuntos abiertos, cerrados, modales y saturados del q/NlyP—
espacio asociado a una qnL My—algebra juega un rol fundamental en la caracterizacion de

las gnL My—congruencias booleanas de estas algebras, como lo indicamos a continuacion.



268 CAPITULO 5. Algebras de Lukasiewicz—Moisil #—valuadas con negacién monadicas

Teorema 5.2.3.1 Sean (A, ~,{¢;}icr, 3) una gnLM y—dlgebra y su ¢NlyP—espacio aso-
ciado, (X(A), ga,{f#}ier, E3). Entonces, el reticulo COps(X(A)), de los subconjuntos
abiertos, cerrados, modales y saturados de X (A), es isomorfo al reticulo (dual del reticulo)
Conpgnrm, (A) de las gnLM y— congruencias booleanas de A, donde el isomorfismo Oons

(Onrs) estd definido como en el Teorema 5.2.1.9 (Teorema 5.2.1.5).

Dem. Teniendo en cuenta que todo ¢/Nl,P—espacio es un NlyP—espacio y que, por la
Proposiciéon 5.1.3.2, también es un smgql,P—espacio, entonces de las Proposiciones 2.2.2.4
y 4.2.1.5 obtenemos que COps(X(A))C Csrps(X(A)) y COMms(X(A)) € Ocsing(X(A))
y por lo tanto, (1) Oonms = O0sres|COMs(X(A)) v (2) Oms = Osrry|COMs(X(A)).
Ademaés, del Corolario 4.2.1.7 tenemos que para todo Y C X(A), Y € COpns(X(A))
si, y solo si, X(A)\Y € COys(X(A)). Luego, si Y € COps(X(A)), de la dltima afir-
macion, (1), (2) y los Teoremas 5.2.1.5 y 5.2.1.9, inferimos que ©y5(Y) € Congnrn, (A),
Ous(X(A) \ ' Y) € Congum,(A) vy ademds que Ooms(Y) € Congurn,(4) y
Ooms(X(A)\Y) € Congnrm,(A), lo que implica, por los Teoremas 5.2.1.5 y 5.2.1.9,
que Oys(Y) € Conpgnrm,(A) vy Ooms(Y) € Conpgnrm, (A).

Reciprocamente, sea ¢ € Conpgnru, (A), entonces ¢ € Cong,ra,(A). Luego, el Teore-
ma 3.4.2.5 nos permite afirmar que existe (3) Y € COp(X(A)) tal que (4) ¢ = O (Y)
y existe (5) Z € COn(X(A)) tal que (6) ¢ = Oom(Z) (Z = X(A)\Y). Ademds, como
¢ € Congnrm,(A), de los Teoremas 5.2.1.5 y 5.2.1.9 se sigue que Y y Z son subconjuntos
FEs—saturados de X (A), y en consecuencia de (3), (5) y la Proposicién 4.2.1.5, resulta que
Y, Z € COps(X(A)). Como Ops = Opn[COus(X(A)) y Ooms = Oonm|COms(X(A)),
de (4) y (6) concluimos que ¢ = Oy5(Y) = Oons(Z). Por consiguiente, O s v Oonrs
son funciones sobreyectivas de COps(X(A)) en Conpgnrn, (A), de donde concluimos, por
los Teoremas 4.2.1.8 y 5.2.1.9, que ©,,5 es un anti-isomorfismo de reticulo y ©pyss €s un

isomorfismo de reticulo, de COys(X(A)) en Conpgnrn, (A). O

Corolario 5.2.3.2 Sean (A, ~,{¢i}icr,3) una qnLMy—dlgebra y la mLMy—dlgebra
(A, {¢i}ier, {0; }ier, 3,Y), donde para todo i € I y para todo a € A, ¢;(a) =~ ¢i(a) =
—¢i(a) yV(a) =~ I ~a. Si o CAx A, entonces las siguientes condiciones son equiva-

lentes:
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(i) ¢ es una gnLM y— congruencia booleana de (A, ~,{p;}icr,3),
(ii) ¢ es una mLMg—congruencia booleana de (A, {¢;}ier, {0, Vier, 3,V),
(iii) ¢ es una OmLMg—congruencia booleana de (A, {¢; }icr, {&; Yicr, 3, V),

(iv) ¢ es una OgnLM y— congruencia booleana de (A, ~,{®;}icr, 3).
Dem. Es consecuencia de los Teoremas 4.2.3.1 y 5.2.3.1 y el Corolario 4.2.3.10. O

Corolario 5.2.3.3 Sea (A,{¢i}icr,~,3) una qgnLM y—dlgebra. Entonces, las qnLM ,—

congruencias booleanas de A son conmutativas.
Dem. Se sigue de los Corolarios 4.2.3.2 y 5.2.3.2. O

Corolario 5.2.3.4 Sea A una gnL M y—dlgebra. Entonces, las dlgebras booleanas I(C(A))

y Conpgnrm, (A) son isomorfas y por lo tanto, |Conpgnri, (A)| = |3(C(A))|.
Dem. Es consecuencia directa de los Corolarios 4.2.3.4 y 5.2.3.2. O

Corolario 5.2.3.5 Sea (A,{®;}icr,~,3) una gnLM ,—dlgebra. Entonces para toda rela-

cion ¢ C A x A, las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) ¢ es una gnLMy— congruencia booleana de A,
(ii) existena € A ei € I, tales que ¢ = O(T Ip;a) = O(] ¢;Ja ),

(iii) existe a € I(C(A)) tal que ¢ = O(T a).
Dem.: Se sigue inmediatamente de los Corolarios 4.2.3.6 y 5.2.3.2. |

Corolario 5.2.3.6 Sea (A, ~,{¢i}icr,d) una gnLM ,—dlgebra. Entonces las qnLM ,—

congruencias booleanas de A son requlares y uniformes.

Dem.: Se infiere de los Corolarios 4.2.3.7 y 5.2.3.2. ]
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5.3. Las gqnLM ,—algebras y las OgnL M ,—Aalgebras
subdirectamente irreducibles

Nuestro objetivo es describir las dlgebras de Lukasiewicz—Moisil #—valuada con ne-
gacion mondadicas subdirectamente irreducibles con respecto a las congruencias y a las

f—congruencias, respectivamente.

5.3.1. Caracterizacion de las gnL My—algebras y las Ogn L My—

algebras subdirectamente irreducibles

Con el propésito de determinar las gn LM ,—algebras y las fqn LM ,—algebras subdirec-
tamente irreducibles comenzamos esta seccién con una caracterizacion de los subconjuntos
semimodales, involutivos, cerrados y F—saturados de un g/NlyP—espacio cuya qnlL My—
algebra asociada es subdirectamente irreducible. Luego, obtenemos una caracterizacion de
los #—subconjuntos cerrados y E—saturados de un ¢/ NlyP—espacio cuya algebra asociada

es una fqnL M ,—4algebra subdirectamente irreducible.

Proposicién 5.3.1.1 Sea (X, g,{fi}icr, ) un qNlgP—espacio tal que su qnLM ,—
dlgebra asociada, qnlLy(X), es subdirectamente irreducible. Si'Y es un subconjunto semi-
modal, involutivo y cerrado de X no vacio, entonces las siquientes condiciones son equi-

valentes:
(i) Y es E—saturado,

(ii) max X CY.

Dem. Es consecuencia directa de las Proposiciones 4.3.1.7 y 5.2.1.2, la propiedad (IP5)
de los Iy P—espacios y el hecho de que f1(X) = maxz X en todo ¢NlyP—espacio X. O

Proposicién 5.3.1.2 Sea (X, g,{fi}icr, F) un ¢NlyP—espacio tal que su qgnLM ,—dlge-
bra asociada, qnlle(X), es una OgnLM ,—dlgebra subdirectamente irreducible. SiY es un
0—subconjunto cerrado de X no vacio, entonces las siguientes condiciones son equivalen-

tes:
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(i) Y es E—saturado,

(i) max X CY.

Dem. Se sigue de las Proposiciones 4.3.1.8 y 5.2.1.2, la propiedad (1P5) de los Iy P—espa-
cios y el hecho de que f1(X) = maz X en todo ¢NlyP—espacio X. O

Lema 5.3.1.3 Sea (X, g,{fi}icr) un Nlg-Pespacio. Entonces, el unico subconjunto de X

cerrado y semimodal que contiene a max X es el propio espacio.

Dem. Si Y es un subconjunto de X tal que max X C Y, entonces por (IP15) se verifica

que (1) f1(X) C Y, de donde concluimos, por el Lema 4.3.1.3, que Y = X. O

Corolario 5.3.1.4 Sea (X, g,{fi}ic1) un NlgP—espacio. Entonces, el inico 0—subcon-

jgunto cerrado de X que contiene a max X es el propio espacio.

Dem. Es consecuencia inmediata del Lema 5.3.1.3, teniendo en cuenta que todo 8—sub-

conjunto de X es también un subconjunto semimodal de X. O

A continuacién utilizamos los resultados que acabamos de obtener para determinar las
gnL M ,—algebras subdirectamente irreducibles y las fgnL M ,—4&lgebras subdirectamente

irreducibles.

Proposicién 5.3.1.5 Sean (X, g,{fi}icr, E) un ¢NlgP—espacio y qnlly(X) la gnLM ,—

algebra asociada a X . Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:
(i) gnlly(X) es una gnLM ,—dlgebra subdirectamente irreducible,
(i) gnlLe(X) es una gqnL M ,—dlgebra simple.
Dem. Es consecuencia del Teorema 5.2.1.5, la Proposicién 5.3.1.1 y el Lema 5.3.1.3. O

Proposicién 5.3.1.6 Sean (X, g,{fi:}ic1, E) un ¢NlgP—espacio y qnllg(X) la gnLM ,—

algebra asociada a X . Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) gnlly(X) es una OgnLM ,—dlgebra subdirectamente irreducible,
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(il) qnlLe(X) es una OgnL M ,— dlgebra simple.

Dem. Es consecuencia directa del Teorema 5.2.1.7, la Proposicién 5.3.1.2 y el Corolario

5.3.1.4. a

Proposicién 5.3.1.7 Sean (X, g,{fi}icr, E) un ¢NlgP—espacio y qnlly(X) la gnLM ,—

algebra asociada a X. Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:
(i) gnlly(X) es una gnLM ,—dlgebra simple,
(ii) gnlLe(X) es una OgnL M ,—dlgebra simple.

Dem.
(i) = (ii): Es trivial.
(ii) = (i): Si Y es un subconjunto no vacio, semimodal y F—saturado de X, entonces

de la Proposicién 5.2.2.1 se sigue que |J fi(Y') es un §—subconjunto cerrado y F—saturado

il
tal que | fi(Y) C Y. De esta dltima afirmacién, la hipdtesis (ii) y el Teorema 5.2.1.7,
il
inferimos que |J f;(Y) = X y por lo tanto, Y = X. Asi, por el Teorema 5.2.1.5, concluimos
il
que gnllLy(X) es una gnL M ,—&lgebra simple. O

Corolario 5.3.1.8 Sean (X, g,{fi}icr, E) un gNlyP—espacio y la gnLM y— dlgebra aso-
ciada a X, qnllLy(X) = (D(X), ~,{¢: }icr, Ip). Entonces, las siguientes condiciones son

equivalentes:
(i) (D(X),~, {0 }icr, IE) es una qnLM y—dlgebra subdirectamente irreducible,
(i) (D(X),~,{¢* }ier, Ig) es una gnLM y—dlgebra simple,
(iii) (D(X),~, {6 Vier, Ip) es una Ogn LM ,— dlgebra simple,
(iv) (D(X),~,{¢X }ier, Ip) es una Ogn LM ,—dlgebra subdirectamente irreducible.
Dem. Es consecuencia directa de las Proposiciones 5.3.1.5, 5.3.1.6 y 5.3.1.7. O

Proposicién 5.3.1.9 Sean (X, g, {fi}ier, E) un gNlgP—espacio, (D(X), ~,{¢5 }ier, IE)
la gnLM y—dlgebra asociada a X y (D(X),{gbf(}ie[,{g_bj(}ieﬁl,g,‘v’g) la mLMgy—dlgebra

asociada a X . Entonces, las siquientes condiciones son equivalentes:
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(i) (D(X),~,{¢: Vicr, IE) es una OgnL M ,— dlgebra simple,
(i) (D(X), {0 Yier, {g_bj(},-@, g, V3) es una OmLMy—dlgebra simple,
(iii) (D(X), {¢ }ier, {g_bj(}iel, g, V3) es una OmLM yg—dlgebra subdirectamente
wrreducible,

(iv) (D(X), ~, {0 }icr, ) es una OgnLM ,— dlgebra subdirectamente irreducible.

Dem.

(i) < (ii): Es consecuencia del Corolario 5.2.1.8.
(ii) < (iil): Se sigue del Corolario 4.3.1.12.

(iii) < (iv): Resulta del Corolario 5.2.1.8. O

Teorema 5.3.1.10 Sean (X, g,{fi}ier, E) un qNlgP—espacio y (D(X), ~,{¢ Vicr, IE)

la gn LM ,—dlgebra asociada a X. Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) (D(X),~,{0: }icr, ) es una qnLM y—dlgebra simple,
(i) (Fep(D(X)),~, {6 }ier) es una nLMg—dlgebra simple,

(iii) (Fp(D(X)),~,{dX bier) es una OnL M y—dlgebra simple.

Dem.

(i) & (ii): Sea (D(X),{gzﬁf(}iel,{g_bj(}ie]EIE,‘v’g) la mLMjy—algebra asociada a X.
Luego, de los los Teoremas 2.2.3.6 y 4.3.3.1, la Proposicién 5.3.1.9, y el hecho de que
dpD(X) es una nLMy—algebra inferimos que las siguientes afirmaciones son equivalen-
tes:

(D(X), ~,{¢: }icr, Ip) es una gnLM ,—4lgebra simple;

(D(X),{6X Yier, {8 Yier, 3. V3) es una mLM —dlgebra simple
(36(D(X). {6 Yier, {9 Yier) es una LM—dlgebra simple,

(3

Ap(D(X)), ~, {¢ }icr) es una nLMy—algebra simple.

(ii) < (iii): Es consecuencia del Teorema 2.2.3.1. O
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Corolario 5.3.1.11 Sea (A, ~,{¢;}icr, 3) una qnL M —dlgebra. Entonces las siguientes

condiciones son equivalentes:

(1) (A, ~,{bi}ier,d) es una gnLM p—dlgebra sudirectamente irreducible,
(ii) (A, ~,{bi}ier, ) es una gnLM p—dlgebra simple,
(iii) (A, ~,{¢i}icr,3) es una QgnLMy—dlgebra simple,
(iv) (A, ~,{¢:}ier, ) es una OgnL M 4—dlgebra sudirectamente irreducible,
(v) (3(A), ~,{di}tier) es una nLMg—dlgebra simple,

(vi) (3(A),~,{¢:i}icr) es una OnLM y—dlgebra simple.

Dem. Es consecuencia directa de los Teoremas 2.2.3.1 y 5.3.1.10, el Lema 5.1.2.10 y el
Corolario 5.3.1.8. O

]X

Corolario 5.3.1.12 <L[2[ ANV~ D tier, 3,0, 1) es una gnLM p— dlgebra simple, donde

X
L[QI] ={f: X — Lg]}, las operaciones de nLMy—dlgebra se definen puntualmente y

para cada f € Lg]X, (3f)(x) =V f(X) para todo x € X, siendo \/ f(X) el supremo de
f(X).

X
Dem. Por los Corolarios 4.3.3.2 y 4.3.3.3 tenemos que 3 (Lg” ) es un conjunto totalmente

X
ordenado, entonces por el Teorema 2.2.3.1, 4 <L[2H > es una nL M g—algebra simple. Como

X
(L[;] AV~ i bier, 3,0, 1) es una gn LM ,—algebra, entonces por el Corolario 5.3.1.11,
X
concluimos que Lg] es una gnL M ,—algebra simple. a

Corolario 5.3.1.13 (Lf, AN~ D1y G, EI) es una qgn LM, —dlgebra simple, donde
LX ={f: X — L,}, las operaciones de nLMy—dlgebra se definen puntualmente y para

cada f € LX, (3f)(z) =\ f(X) para todo z € X.

Dem. Es consecuencia inmediata del Corolario 5.3.1.12 y teniendo en cuenta que las

X
qnLM,, —4lgebras funcionales <L[2]]> y L, son isomorfas cuando [ = {1,...,n—1}. O
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5.3.2. Descripcion de las gnLMy—algebras subdirectamente
irreducibles
Finalmente, en esta seccién describimos las gnL My—algebras subdirectamente irredu-
cibles que, por lo establecido en la Seccién 5.3.1, son las gn L My—4algebras simples. Para
ello probamos la existencia de un nLMy—homomorfismo inyectivo de cualquier nLMy—

X
algebra en la n L My—4lgebra L[QI] , de un modo diferente al determinado en [13, Theorem

3.6, Chapter 5].

La demostracion de la siguiente proposicion es analoga a la de la Proposicién 4.3.3.6.

Proposicién 5.3.2.1 Sean (X, g,{fi}tier, E) v (X', ¢, {f!}icr, E') qNlgP—espacios ta-
les que qnllyg(X) y qnlLe(X') son qnLM ,—dlgebras simples. Si f : X — X' es una

NlgP— funcion sobreyectiva, entonces es una qNlyP—funcion.

Proposicién 5.3.2.2 Sean (A, ~, {¢#}icr) una nLMy—dlgebra, Y = max X (A),
Y

(L[;] ,~, {¢z}z€]) la nLM y— dlgebra descripta en el Ejemplo 5.1.2, (X(A), Jga, {fiA}z'eI>

Y Y . . 1
y | X (L2 ) 9, mY 1.7 los NlgP—espacios asociados a A y a L
2 icl

Y
vamente. Entonces, existe una NlgP—funcion sobreyectiva de X (L[;] > en X(A).

Y :
, respecti-

Y
Dem. Sean D = {Png” \{Q}:PGX(L[2”> erY}, Y = mazX(A),

Y
Lg] la nLMgy—algebra, dada en el Ejemplo 1.2.6, L[QI] la nLMgy—algebra, descripta

_ T Ll Y LY
en el Ejemplo 5.1.2, [ X <L2 ) RS v (X (L2 ) gy 3 los
2 icl 2 iel

_ - ' o g
Nlypp—espacios asociados a Ly’ y Ly

, respectivamente. Si la funcién f : D — X(A)
estd definida como en la Proposicion 4.3.3.11, entonces la Proposicién 4.3.3.11 nos per-
mite afirmar que existe una lyP—funcién sobreyectiva F' de X (L[zl]y) en X(A), que
extiende a la funcién f y ademés, para todo R € X (L[QI]Y> \ D, F(R) = S si, y solo si,
f(Ra) 725 S para cualquier red (Rq)acp C D tal que R, -5 R. Luego, resta probar que
FOgL[QI]Y =gsoF.

En primer lugar tenemos que la funcién f : D — X(A) satisface la condicién:

(a) fo gL[Q”Y = g4 o f. En efecto, teniendo en cuenta las definiciones de la funcion
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: Y Y 4 Y
g,mv X (L — X | Ly , en el Lema 2.2.1.4 y de la operaciéon ~ en Ly° , en
2

Y Y
el Ejemplo 5.1.2, resulta inmediato que g LY (P X Lm \{Q}> — gL[QI](P) X LU] M@ para

Y\(Q) Y\(Q)
! ) —f <ng(P) x LI )

para todo P € X (L[QI]> Como P e X (L[ ]> entonces pueden presentarse solamente uno

todo P € X (L[QI]), entonces ( ( og LY ) (

de los tres siguientes casos:

(i) P = ¢; *(P) para algin i € I,
.. -1 . —1
(ii) P # ¢; (P) para todo i € [ y ¢; (P) s P,

(iii) P # ¢; *(P) para todo i € I y ¢, (P) MP'

Y \{e} Qev.

A continuacién analizamos cada uno de estos casos para todo P x L

Supongamos que P € X <L[21]> satisface (i). Entonces, g,n(P) = gb;é)(P), de donde
2

. Y\{Q} -1 Y\{Q} -1
se sigue que f (P X L[QI] ) = (Q) v f (gL[21] (P) x L[QI] ) = ¢dA(i) (Q).

Por otra parte, teniendo en cuenta que f*(R) = ¢/ (R) para todo R € X(A) y la
propiedad (nLLP4) de los NI Py—espacios, obtenemos que ¢34(;)1(Q) = fc‘l‘%i)(Q) = ga(f(Q))

= ga(¢2(Q)). Por lo tanto, f (gL[Z,](p) % (L[21]>Y\{Q}) s (f (P y (L[211>Y\{Q}>)7

Y\{Q} Y\{Q}
1] ) (gao f) <P X L[;] )

de donde por (1) resulta que (f o ngy> (P x L
2
Supongamos que P € X (L[ ]> satisface (ii). Sea R € X (A) tal que (2) gbj‘_l(Q) —— R.

Jj€JP
Y\{Q}>

Entonces, de (ii), (2) y la definicién de f, obtenemos que f (P X L[;] = Ry por lo

tanto, (3) (g40 f) (P x LE”Y\{Q})

[
y el Teorema 2.1.1.14, inferimos que g, (¢; ' (P)) 277 9, m(P), y de la definicién de ijQ

= ga(R). Por otra parte, como g, es continua, de (ii)
2

(P). Ademds, como g4 es

(R). De

j € I,y la propiedad (nLP4) se sigue que (4) gb;é.)(P) o7 9L
2

continua, entonces de (2) y el Teorema 2.1.1.14, tenemos que gA(gbjA_l(Q)) o7y 9A

esta ultima afirmacion, la definicién de fjA y la propiedad (nLP4), resulta que

(5) dA(;)l(Q) s ga(R). Luego, de (4), (5) y la definicién de la funcién f, se sigue que

(6) f <ng(P) X L[ZI]Y\{Q}> = ga(R). Finalmente, de (1), (3) y (6), concluimos que
2

Y\{Q} Y\{Q}
(Fogyum) (Pt ™) = (gaop) (Px LI,

SiPelX (Lg”) satisface (iii), entonces mediante un razonamiento andlogo al emplea-
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Y
do en el caso en que P satisface la condicién (ii), se prueba que (f o ngY> (p % L[21} \{Q}>
2

Y
= (gaof) (P X Lg] \{Q}>. De esta manera concluimos que se verifica (a).

Y
A continuacién probamos que F' o g, = g4 o F. Sea ahora R € X (L[Qﬂ ),
2
entonces los Lemas 2.1.1.7 y 4.3.3.7 nos permiten asegurar que existe unared (1) (Rg)aep C
D tal que (2) R, ;-5 R, y como g,y continua, por el Teorema 2.1.1.14 se verifica que
2

(3) gL[Q”Y(Rd) de—ﬁgL[;]y(R). Por otro lado, de (1) tenemos que para cada d € D exis-
e
ten P; € X <L[2ﬂ> v Qq € Y tales que Ry = Py X L[ZH M d}, de donde se sigue que
Y\{Qq}
g, (Ra) = gy (Pa) x Ly
2 2

Como F' es continua y F|D = f, entonces de (3) y (4) y el Teorema 2.1.1.14, ob-

y por lo tanto, (4) ngy(Rd) € D para todo d € D.

tenemos que (f ongy) (Ra) 725 (F ongy) (R) y asi, por (a) podemos afirmar que
2 2
(5) (gao f) (Ra) 3z3 (F o ngy) (R). Por otra parte, de (2) y teniendo en cuenta que F'y
2
ga son funciones continuas, F|D = f y el Teorema 2.1.1.14, inferimos que
(6) (gao f)(Ra) 5z (9ao F) (R). Por ser X(A) un espacio de Hausdorff, entonces de
(5), (6) y el Teorema 2.1.1.15, concluimos que (F o gL[,]Y) (R) = (ga o F) (R) para todo
2

Y
Re X (L[QI] ) y por consiguiente, F' o g my =9gao F. O
2

Corolario 5.3.2.3 ([56], [58]) Sea (A,~,{¢i}icr) una nLMy—dlgebra. Entonces A es

X X
isomorfa a una nLM y—subdlgebra de L[QI] , donde L[QI] es la nLMy—dlgebra dada en el

Ejemplo 5.1.2 y X = maz X (A).

Dem. Los Lemas 2.2.1.5 y 2.2.1.6 y la Proposiciéon 5.3.2.2, nos permiten afirmar que
X
existe un nLMs—homomorfismo inyectivo h de A en la nLMy—algebra Lg] , donde

X =max X (A). O
Finalmente, describimos las qnL My—algebras simples.

Teorema 5.3.2.4 Sean (A, ~,{di}icr,3) una qnLM,—dlgebra y X = max X(A). En-

tonces las siquientes condiciones son equivalentes:
(i) A es una gnLM ,—dlgebra simple,

X
(i) A es isomorfa a una qnL M ,—subdlgebra de L[QI] .
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Dem.

(i) = (ii): Por el Corolario 5.3.2.3, existe un nLMy—homomorfismo inyectivo h de A
en L[QI]X. Luego, por el Lema 2.2.1.6, la funcion NLy(h) de NLg (L[QI}X> en NLy(A)
es una NlyP—funcion sobreyectiva. Como A y L[QI]X son gnLM ,—algebras simples y
NLg(h) = qNLg(h), entonces por la Proposicién 5.3.2.1, ¢NLg(h) es una ¢NlgP—fun-
cién sobreyectiva de ¢NLy <L[21]X> en gNLg(A) y asi, del Lema 5.1.2.11, se sigue que
(gnlly o qNLy)(h) es un gnLM,—homomorfismo inyectivo de (gnlly o ¢NLy)(A) en
(gnllg o ¢NLy) (LQI]X) Ademéds, por el Teorema 5.1.2.15, gnlLy o gNLy es naturalmente
equivalente al funtor identidad Idgnean,, entonces de la dltima afirmacién, concluimos

X
que h es un gnL Mp-homomorfismo inyectivo de A en L[QI] .

(ii) = (i): Es consecuencia directa del Corolario 5.3.1.12. O

Corolario 5.3.2.5 ([1]) Sean (A, ~, ¢1,...,¢n_1,3) una gnL M, —élgebray maz X (A) =

X. Entonces, las siguientes condiciones son equivalentes:
(i) A es una gnL M, —Aalgebra simple,
(ii) A es isomorfa a una gnL M, —subalgebra de LX.

X
Dem. Se sigue del Teorema 5.3.2.5 y teniendo en cuenta que las gnL M ,—élgebras Lg]

y LX son isomorfas cuando §# =mn, n > 2, donde I = {1,...,n — 1}. O
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Conclusiones y estudios futuros

En este trabajo hemos abordado el estudio de las algebras de Lukasiewicz-Moisil
f#—valuadas aplicando técnicas topoldgicas, obteniendo en primer lugar, para cada una
de las categorias de las algebras de Lukasiewicz-Moisil #—valuadas sin negacion, con ne-
gacion, monadicas sin negacién y monadicas con negacion, una categoria dualmente equi-
valente, siendo sus objetos en todas ellas espacios de Priestley y sus morfismos funciones
is6tonas y continuas, donde tanto los objetos como los morfismos cumplen condiciones
adicionales. El estudio de los objetos y los morfismos en cada una de estas categorias, nos
permitio describir propiedades de estas algebras y de sus congruencias y determinar las
algebras subdirectamente irreducibles de cada una de estas clases de dlgebras, poniendo
de esta forma en evidencia la eficacia de los procedimientos topoldgicos utilizados. Es
por ello que aspiramos a aplicar los métodos usados en este trabajo, especialmente los
indicados en las Secciones 2.1.9, 4.3.3 y 5.3.2, al estudio de las dlgebras que estamos intere-
sados en investigar, entre ellas las dlgebras de Ockhan—Nelson enriquecidas con operadores

adicionales, las BL—algebras y en particular las MV —&lgebras.
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