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Estas notas tienen por objeto ofrecer una exposicidn ordenada vy breve

de los temas incluidos en el programa del primer curso de Algebra,

El alumno de primer afio tiene en general dificultades para adaptarse
al regimen cuatrimestral de estudios que exige un ritmo rdpido y:ﬁn
intenso aprovechamiento del tiempo; le cuesta tomar apuntes completos
¥ no estd habituado todavia a consultar bibliégrafia, Este hecho ,
comprobado durante una larga actuacidn en la cdtedra de'Algebra I -

nos ha llevado a redactar estas notas que pretenden ser una guia para

el egtudiante flamante.

Se ha procurado desarrollar los distintos temas en forma concisa a la
par gque clara, consignando el minimo de resultados exigibles en cada

CaAsS0.

‘Pero se recomienda decididamente al lector consultar los libros men -
cionados en la bibliografia para complementar estas notas y tener un
pandramé mds amplio y rico de los tépicos aqui tratados. Dicha biblic
grafia la hemos confeccionado con algunos textos en castellano, cuya
lectura no ofrece dificultades. Por supuesto que no pretendemos haber

agotado'con ella la lista de obras que pueden ser consultadas.

Agradecemos a la sefiorita Hilda Candel el excelente dactilografiado de
estas pdginas, y a la licenciada Olga Rueda su valiosa colaboracidn en

la revisién de los originales.

Bahfa Blanca, junio de 1970






CAPITULO I

1.1. NOTACIONES LOGICAS. Indicaremos rdpidamente algunas notaciones ldgicas que se u-

san en matemdtica.

Una proposicidn es una sentencia del lenguaje a la cual le corresponde uno Yy solo uno
de los siguientes valores: verdad o falsedad. Una proposicién P es verdadera o falsa
pero no las dos cosas .-a la vez.

mplicaciénq Se dice que una proposicién P implica o tiene por consecuencia otra pro-
posicién Q si toda vez que P es verdadera Q también lo es.

isimb6licamente se escribe P = ( y se lee de varias maneras diferentes: "P implica Q",
"'si P entonces Q", "P es condicién suficiente para que Q", "Q es condicibn necesaria pa
ra que P".

i ademis Q implica P, las proposiciones P y Q se dicen logicamente equivalentes y se
‘escribe P <== Q, pudiéndose reemplazaruna de ellas por la otra en cualquier razonamien
to. ‘ '

fSi P <==> ( se dice que "P es condicidn necesaria y suficiente para que Q" o también "P

i

si y solo si Q.

EJEMPLO. Sean P: El sol brilla en un cielo sin nubes.
Q: No estd 1lloviendo.

Entonces P ==> Q pues si P es verdadera también lo es Q. En cambio Q no impl
ca P pues puede ser ( verdadera y P falsa.

La implicacidn es transitiva, es decir
si A= B y B == C .entonces A = (.

Cuantificadores. Ciertas expresiones se representan por simbolos especiales. Asi se
‘escribe:

Y ' y se lee '"Cualquiera que sea',
el y se lee "Existe".

3§egac1on. Dada una proposicién P, la proposicidn '"no P" se llama la negacién de P. Por
ejemplo, si P es la proposicién: "2 es un miltiplo de 7', su negacidn es: "2 no es un
ultlplo de 7". 'mo P" es verdadera si y solo si P es falsa,

b
4
m
b2
i

‘Habitualmente, cuando una proposicién P se representa por un signo, para representar a

«13 negacidén de P se atraviesa el signo que la simboliza con un trazo. Por ejemplo, rx
fno es igual a y" se escribe x # y; "P no implica Q" se escribe P =/ Q.

Con;unc1on, disyuncidn. En el lenguaje corriente el significado de la proposicidn "P y
)Q" es perfectamente claro: "P y Q" significa las dos cosas, P y Q al mismo tiempo. En
gtérminos mis precisos, "P y Q" es verdadera si y solo si P y Q son ambas verdaderas. En
.cambio no sucede lo mismo con la disyuncidn pues la expresidén "P o Q" puede tener dos

3
r
¥
i

ESignificados; que se da P o Q y que una posibilidad excluye-a la otra; o que se dan P o
Q, o las dos a la vez. Por ejemplo, cuando se dice: "Esta tarde iré al cine o me queda
i ‘ { _

| . - i
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ré en casa estudiando" cada una de las posibilidades excluye a la otra. ¥n cambio si
se dice: "En la ciudad X siempre llueve o hace frio", se quiere significar que llueve,
hace frio o las dos cosds a 1la vez.

En matemdtica la disyuncifn se utiliza siempre én é1 segundo sentido: "P o Q" significa
P o Qo las dos a la vez. M&s correctamente, la proposicidn "P o Q" es verdadera si y
solo si por lo menos una de las dos, P o Q, es verdadera.

1.2, ALGEBRA DE CONJUNTOQS. Consideraremos como nocidnes primitivas (no definidas) las
de conjunto, objeto {o elemento), pertenencia e igualdad.

Intuitivamente un conjunto es una coleccidn de objetos. Asi se dice: "el conjunto de
las paginas de un libro'", "el conjunto de los puntos de una recta","el conjunto de las
letras del alfabeto", etc. Usaremos los términos con;unto y coleccidn como sindnimos. -

Los elementos de un conjunto son los objetos que lo forman. Pdginas, puntos y letras
son respectlvamente los elementos de 1os conjuntos citados en el egemplo anterior.

En este curso notaremos los conjuntos con letras mayGsculas: A,B,C,D,..... y los elemen
tos con letras mindsculas: a,b,c,d,,n,.e

Para indicar que x es elemento del conjunto A se escribe x ¢ A y se lee "X pertenece a
A" o YA contiene a x".

La negacibn de x ¢ A se escribe x ¢ A y se lee: "x no pertenece a A",

Por ejemplo, si Q es el conjunto de los nfmeros racionales, dados los niimeros 1 , = ,
-1.85 , vZ , In3 se tiene: 1 ¢ Q , * ¢£Q, -1.85¢Q , /2 ¢Q , 1n 3 £ Q.

Un conjunto estd definido o déterminado cuando se puede decidir si un objeto cualquiera
pertenece o no al conjunto. '

Una manera de definir un conjunto es enumerar todos sus elementos. Por ejemplo, si el.
conjunto A estd formado por los elementos a,b,c escribiremos:

A= {a,b,c}
Cualquier otro objeto diferente de los que figuran en la llave no pertenece.al conjunto

Pero no siempre es posible dar un conjunto de esta manera, por ejemplo si el conjunto no
es finito. !

La forma general de definir un conjunto es indicar una condicién o propledad que verlfz-

can los elementos de ese conjunto y ningfin otro objsto. £
La notacidn
(proposicién sobre x)

. *
A“{X. aeoeao-ooooo--uuoso-eo-o-}t

representa al conjunto A formade por todos los x para los cuales la proposicidn en cuesi

tifn es verdadera.

Notacidn: Las letras N , Z , Q , Ry C representaran los conjuntos de los nimerocs natu%
les, enteros, racionales, reales y complejos respectivamente, salvo expresa aclara61on.%

2
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EJEMPLOS:

1) A
A

{x : xelyx2?-= 1} es el conjunto formado por los ndmeros -1 y 1. Asi
{‘131}

2) La notacién B = {Xx : x ¢ Q¥ 0 < x < 1/2} quiere decir que B es el conjunto de to-
dos los nlmeros racionales positivos menores que 1/2. Asi por ejemplo, 0 ¢ B,
1/3 ¢ B, 1/2 £ B.

3) El conjunto M = {y : y=3} tiene un solo elemento: 5. Se puede escribir también
M= {5}

4) Los elementos del conjunte § = {x : x € N y x divide a 30} son los nfimeros 1,2,3,5,
6,10,15 v 30. '

5) Cualquiera sea el conjunto A, se tiemne:
A={x : x g Al .

Relacidn de igualdad. '"x = y'" significa intuitivamente que x e y simbolizan el mismo
objeto.

La relacidn de igualdad es reflexiva, es decir para todo obieto x se tieme x = X; es si-
métrica, o0 sea si X = y entonces y = X; es transitiva, es decir si x =y e y = 2 en-
tonces X = Z.

Conjunto vacio. Consideremos la siguiente expresidn:

x :xez2 ,x=0y x=11
Es claro que este conjunto no tisneninglin elemento ya que no existe ningln ndmero igual
a 0yatlalavez, pues 0 # 1,

A fin de evitar excepciones en las definiciones, teoremas, etc. conviene introducir um
conjunto sin elementos, llamado conjunto vacio y que se representagdefinido como .sigue:

$ = {x : x # x}
En general, cualquier propiedad que no sea verificada por ninglin cbjeto puede usarse pa
ra definir el comnjunto vacio.

Igualdad de conjuntos.

Definicién. Un conjunto A es igual a otro B y se escribe A = B si todo elemento de A
es elemento de B y todo elemento de B es elemento de A,

Es decir, dos conjuntos son iguales cuando estin formados por los mismos objetos.

De la definicidn resulta en particular que, por ejemplo, los conjuntos {0,1,2,3}_ y
{1,0,3,2} son iguales,'es decir no interesa el orden de los elementos. Ademds cada ele
mento del conjunto debe figurar una sola vez: por ejemplo, los conjuntos {1,2,2} ¥y -
{1,2} son iguales.

'EJEMPLOS :

1) Consideremos los conjuntos A = {x : x ¢ Ny x divide a.8} B = {x : x=2" para n=0,1,
2,3} . Entonces A = (1,2,4,8} y B = {1,2,4,8} . Luego A = B,

2) SiX=1{x:xeN, xesprimoy 2 <x <9} e¥Y={x:xe I, xnoes divisible por

]
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z y 2<x <9}, se ve facilmente que X = Y,
3} Sean A = {x : xe Ryx=< 1} ,B=1{x:xe Ry 2x-1< 1}, Veanos que A = B,

Hay que probar que todo elemento de A pertenece a B y reciprocaménte, que todo ele-
mento de B pertenece a A. Sea x un elemento cualquiera de A, x ¢ A, Luego x < 1,
lo que implica 2x < 2 y de aqui se deduce 2x-1 <1, Por lo tanto-x ¢t B,

+

Reciprocamente, sea X un slemento cualquiera de B, x ¢ B. Entonces 2x-1 < 1, lo
que implica Zx < 2 o sea x < 1., Luego x € A.

Queda probado asi que A = B,

4}y Sea P
T

conjunto de todos los nimeros naturales pares.

&

conjunto de todos niimeros naturales cuyo cuadrado es par.
Demostrar que P = T,
5} 8i X = {x : x es un tridngulo equilitero}
Y = {x : x es un trifngulo con los tres 4dngulos iguales}

se demuestra en geometria que X = Y,

Relacidn de inclusidn.

Definicidn. Se dice que un conjunto A estid contenido en otro conjunto B, que A es una

parte de B, que A es un subconjunto de B o que B contiene a A si todo elemento de A es

glemento de B.
Se escribe A= B 6 B = A.

Notemos que esta relacién no excluye la igualdad
de los dos conjuntos.

Si-A = B y ademds A # B se dice que A es un sub-

conjunto propic de B y se escribe A g B.

La notacidén A ¢ B significa que la relacidn A« B no se verifica, es decir que existe
por lo menos un elemento de A que no pertenece a B.

EJEMPLOS:
1) Dados los conjuntos A = {a,b,c,d} , B = {b,d,e} , C = {a,f,b,c,h,d,e} se verifica:
AeC,Be=C,BEA, AdB

2) NeleQaReaC.

3} Sean P = conjunto de los enteros pares.
T = conjunto de los enteros miltiplos de 3,
§ = conjunto de los enteros miltiplos de 6.

Entonces S <P, SaT , PELT , Tg P,

La relacién de inclusidn verifica las siguientes propiedades:

1) Propiedad reflexiva: A« A , cualquiera sea el conjunto A.

IT} Propiedad antisimétrica: 8i A<= B y B e A entonces A = B.

IIE) Propiedad transitiva: Si A.c B y Be € entonces A« C,

~ Su-demostracién queda a cargo del lector,




E1l conjunto ¢ estd contenido en cualquier conjunto A:
g A
ya que la proposicidn "si x ¢ ¢ entonces X e A" se verifica vacuamente.

Conjunto de las parteS'dé un conjunto dado.

Dado un conjunto A cualquiera se puede considerar siempre el conjunto de los subconjun-
tos de A, es decir.el conjunto formado por todas las partes de A, que se representa P(A)

El conjunto P(A} no es nunca vacio pues‘¢-y A son elementos de P(A) va que ¢ @« A y A= A,

_Por eiemplo, si A {a,b;c} los. subconjuntos de A son:

¢ , {a} , {b} , {c} , {a,b} , {a,c} , {b,c} , A

H

y P(a) = {6, {a}, (b}, fc} , {a,b} , {a,c} , {b,c} , A}

S§i A es un conjunto finito con.n elementos entonces P{A) es un conjunto finito con 2" e-
lementos, como probaremos mids adelante.
Se definen operaciones que a partir de conjuntos dados permiten obtener nuevos conjuntos

la reunién, la interseccidn y la complementacidn.

Reunidn de conjuntos.

Def1n1c1on.- Dados dos conjuntos Ay B se llama reunién de A y B vy se representa A U B

al conjunto de todos los elementos que pertenecen a A § a B. e,
S a0y

— N - e it

A U B - {]( & X [ A 0 ”X £ B} E FLY \\ ’; ,7j

De la definicidn se deduce 1nmedlatamente que: A= AUB y Ba AU B, para cualquier
par de conjuntos Ay B ' '

“ Interseccidn de conjuntos.

Definicidn. Dados dos con;untos Ay B se 11ama interseccidn de A y B y se representa
A 0 B al conjunto de todos. los elementos que pertenecen simultdneamente a A y a B,

A n B_=A{k ! X e Ay x e B}

De la definicién resulta: A N Bao A y A N B = B , cualquiera sean los conjuntos Ay B.

Si la interseccidn de dos conjuntos A y B es vacia, A n B = ¢4, se dice que los conjun-
tos son disjuntos. La condicién necesaria y suficiente para que dos conjuntos no sean
disjuntos es que tengan por lo menos un elemento comin.

EJEMPLOS:
1) Dados los cenjuntos A = {a,c} , B = {a,b,d,e} , C = {t,a,c,d} , D = {O,T,i,b} es!:

AU B = {a,b,c,d,é}
AnD=4g o
By C={1,a,b,c,d,e}
AncC=A



conjunto de 16s admeros enteros miltiplos de 6.

2) Sean M =
p = conjunto de los nimeros enteros miltiplos de 2.
T = conjunto de los nlmeros enteros miltiplos de 3.

i

Entonces: M U P =P , MU T =T ,M0nP=M,PRn T=M, (MUPynT-=HM

>
3) Sean A = conjunto de todas las personas de 0jos Negros.
B = conjunto de todas las personas que escriben a migquina.
¢ = conjunto de todas las personas zurdas.

B nC es el conjunto de 1os zurdos que escriben a miquina.

(AnByncC es el conjunto de las personas zurdas de ojos negros que escriben a
miquina.

f DU (AnC) es el conjunto de las persohas que escriben a miquina o son zurdas de

0jos negros (incluyendo las que 1ienan las dos condiciones a la vez).

i Complemento de un conjunto.

Definicién. Dados dos conjuntos Ay B , A = B , se llama complemento de A relativo a

j B al conjunto de todoes los elementos de B que no pertenecen & A. Se lo representa CBA"

Cph = {(x : x e ByxéA}

1

% Por ejemplo, si B es el conjunto de todos los hombres y A el conjunto de todos los hom-
bres casados, el complemento de A relativo a B es el conjunto de los hombres solteros.
Bl Si PcZ es el conjunto de los enteros pares, el complemento de P relativo a Z es el

conjunto de los enteros impares.

Notemos que si A = B entonces Cgh = B.

Cuando se desarrolla especificamente una cierta teoria, los razonamientos se aplican a
una clase particular de objetos. Se estudian asi las propiedades de los elementos de

un conjunto fijo bien determinado y cualguier proposicidn se refiere siempre a esos ob-

jetos prescindiéndose de todos los demés.

‘ Generalmente se considera entonces un conjunto fijo I y se trabaja siempre Con subcon-
il juntos de I ¥ complementos relativos a I. A I se lo 1lama conjunto universal ¥ el com

plemento de un subconjunto cualquiera de I se nota simplemente A' © -A.

A' = {x : x £ A} _
==

Por ejemplo, dado 1= {1,2,3,a,b,c,d,e} y los | 1

subconjuntos A = {2,b,d,el ¥y B = {1,2,e} los respectivos complementos son:

A' = {1,3,a,¢} ,  B' = {3,a,b,c,d}

Ejercicio: Demostrar las siguientes propiedades de la compfementaciﬁn:
1) (A*)' = A

2)AUA‘=I,AF‘1A'”¢

3y 1t=9¢ , ¢ = I




Diferencia de dos conjuntos.

Definicién. Se llama diferencia de dos conjuntos A y B y se escribe A-B al conjunto d
todos los .elementos de A que no pertenecen a B.

A-B = {x : x e Ay x ¢ B}

Como B' = {x : x ¢ B} resulta A-B = A i B’

.

Propiedades de la reunidén e interseccién de conjuntos,

La reunidn e interseccidn de conjuntos tienen las siguientes propiedades:

Propiedades de la reunién.

Propiedad idempotente:r A U A = A

[

2 Propiedad conmutativa: A U B = B U A

3. Propiedad asociativa : (AU BY U C =AU (BuUu Q)
4, Ley de absorcién: AU (AnB) =A

Propiedades de l1a interseccidn.

1'. Propiedad idempotente: A n A A

2'. Propiedad conmutativa: A n B =B n A

3'. Propiedad asociativa:: (A nB)NnC =An (B C)
4', Ley de absorcifn: An{(AUB=A @&

#

cualesquiera sean los conjuntos A, B, C.

La demostracifn queda a cargo del lector. Como ejemplo probaremos la propiedad asocia
tiva y la ley de absorcidn de la reunidn.

Para demostrar la igualdad de las conjuntos (AU B) UC y AU (BUC) hay que probar
que todo elemento de (A U B) U C pertenece a A U (B U C) y reciprocamente, que todo e-

lemento de AU (B U C) pertenece 2 (AU B) UC, o sea hay que probar las dos inclu-
siones siguientes:

(AUBUCcAU (BUYC) (i)
AU (BUC e (AUBYUC (ii)

'Sea X £ (A U B) U C., Entonces x ¢ A U B 0XxeC, luegox e AoxeBoxeC, es decir

*eAoxeBUC, Luego x = AU (B U C). Queda demostrada asi 1la primera inclusidn.
La otra se prueba en forma andloga. °

Probemos ahora la ley de absorcidn A U (A n B) = A.

Por definicidn de reunibn se tiene A AU (A n B) (i). .
Por otro lado, si x ¢ AU (AN B) entonces x s Ao x € AR B, esdecir x e Ao x e Ay
X ¢ B. En cualquier caso x £ A. Luego A U (A nB)e A (ii).

De (i) y (ii) sigue 1z igualdad.

Propiedades distributivas.,

H

(AUB)n (AUC)
(AnB)U (AnC) 7

e

oy

S'U AN (Bu Q)

1




i
i
|

i
1

2 8

cualesquiera sean los conjuntos A,B,C.

Demostracidn: |
Probemos la primera. Hay que demostrar las dos inclusiones siguientes:
" AU (BnCle (AUB)a (AU C) {i)
(AuBn(AuC AUy (Bn C) (ii)}

a) Sea x e AU (BN C). Entonces xe AoxeBnC.

Si x ¢ A, entonces x e AUByxeAUC; luegox e (AU B) 8 (AU C). SixeBnCen
tonces X e By x ¢ C;luego xeA U By xeA U C o seax g (AU B) 0 (AU C), Por lo tan-
t0 en cualquier.caso X e (AUuB) N (AuC), lo que prueba la inclusidn (i).

b} Sea x e (AU BN (AU C), Entonces x e AUByxe AU C, Luego x e A ox e B y

Xx e AoxeC. SixeAentoncesx e AU (BnC). Six ¢ A entonces debe ser x ¢ By

Xx ¢ C; luego x ¢ B N C de donde x ¢ AU (B n £). De modo que en cualquier caso xeAU (B
" Queda demostrada asi la inclusidén (ii). ' |

De (i) y (ii) sigue la igualdad.

La otra propiedad distributiva puede demostrarse por un razonamiento andlogo, lo que
queda propuesto como ejercicio, o también aplicando la propiedad distributiva recién de
mostrada y las propiedades 2,4,3',4' de la siguiente manera:

AnBu@an) 2 [AnB uAaln[AnBuc]2AvanB]nCuanp]?

Ancu@anmiaaficony ncum] 2 anua)]a(cus d

o

Efan(auc)] n(BUC2An(BUYC.

Las propiedades de la U y la 0 hasta aqui mencionadas son similares a IeYes de la arit-
mética. Notemos que si se reemplaza la U por la suma y la n por multiplicacibn de nd-
meros esas propiedades corresponden a propiedades de la suma y la multiplicacidn, excég
to 1,1',4,4" y 5 que no tienen equivalente en aritmética.

Leyes de Morgan,

6. (AU B)' = A' n B!
6'., (A0 B)' = A' U B'
Demostracidn:

*

6. X e (AUB) <= xfdAUB <= x¢fAyx¢B<=> xeA" yxeB <> xe¢A"nB

La otra se demuestra en forma andloga o también aplicando la recién demostrada como ‘sigt
A' U B' = [(Af U B')']' = [(Ar)r f (B')']’ = (A nB)'

TBOREMA 1.1. Las siguientes proposiciones son equivalentes, cualesquiera sean los con-
juntos A y B:

(1) A<= B
{2 A AaB=A
(3) AUB=28

(4) B'e A



pemostracidn: Se trata de demostrar que estas propos1c1ones son todas equ1va1entes en

- tre si, es decir que (1) <= (2} , (1) <= (3) , (1} <= 4y , (2) <= (3) ,

(2) <==> (4) y (3) <= (4). Para ello es suficiente demostrar las 1mp11cac1ones

(1) = (2) , (2) == (3) , (3) = (4)'y (4) = (1) pues de aqui, por transitividad
de la implicacién, resultan todas las equ1valen61as-anterlpres._ Por ejemplo, veamos

que (1) <= (3). De (1) = (2) y (2) = (3) sigue por transitividad que (1} = (3).
De (3) = (4) y (4) —> (1) resulta que (3) = (1). Luego (1) <== (3).

Probaremos entonces las implicaciones indicadas.
(13 = (2)

Tenemos que probar que si A« B entonces A N B = A, Supongamos A« B, Sea X un elemen

ton cualquiera de A, X ¢ A, Por la hipStesis hecha x ¢ B. Es decir x ¢ A fi B. Luego
Ac A DB {i). ' '

Ademds sabemos, por definicidn de interseccidn, que A n B ¢“A; (ii). De (i) y (ii) re-
sulta AN B = A, | S

(2) = (3)

Hay que probar que si An B = A éntonces A UB =B, Supongamos A 0 B = A. Entonces

-reemplazando se tiene
AUB=(AnB)UB=BU (BnA)-=

por la propiedad conmutativa de la reunidn y la ley de‘ébsor;ién@
{3) = (4}

Héy que probar que si A U B =B entonces B' o ‘A', Supongamos AU B = B. Sea x un ele-

mento cualquiéra de B', x € B' ==> x ¢ B == x # A U B, pues por hlpote51s B=AUZB=
==> x ¢ A => X & A', Luego B'«= A'. ‘

) — (1) |
Hay que demdstrar que si B'< A' entonces A < B, Supongamos B'c: A', Sea X £ A. TLue-
go x £ A" y como B« A! por hipétesis, x £ B'. Entonces x e B Luego A e B,

EJERCICIO: Interpretar gréficamente el teorema anterior mediante un diagrama de Venn.
(8¢ 1laman asi los dlagramas que hemos utilizado para representar las operaciones con
conjuntos). S

Los conceptos de reunifn e interseccidn de conjuntos se generalizan extendiéndolos a u-
na coleccién cualquiera de conjuntos de la siguiente manera:  Si C es una coleccidn (fi
nita o infinita) de conjuntos, entonces se llama: '

a) Reunidn de los conjuntos de € al conjunto formado por tados los elementos que perte

necen por lo menos a uno de los conjuntos de C, Se representa ‘UX cX-

En. simbolos _
Uxacx = {x : x e X para algln X ¢ C}

b) Interseccién de los conjuntos de C al conjunto formado por todos los elementos que
pertenecen simultineamente a todos los conjuntos de C. Se representa M, oX.

MyeeeX = {x : x ¢ X para todo X e C}



Por ejemplo, para cada nGmero natural n sea Xn el conjunto de todos los nlmeros ente-
ros menores que n. Asf Xy es el conjunto de todos los enteros negativos ¥y el cero;

X2 estd formado pd& los enteros negativos, 0 y 1; X3 por los enteros negatives, 0,1 y
2, etc.

Considerapdo la coleccidn (xn)nsN de todos estos conjuntos se tiene

U =7

naNXn

‘nsNXn

Producte cartesiano de conjuntos.

Dados dos conjuntos A y'B se‘pﬁeden considerar los pares ordenados (a,b) donde a ¢ A vy
b ¢ B. Dos pares ordenados (a,b) v (a’,b') son iguales si y solo si a = a' y b = bt,

Definicién. Dados dos conjuntos A y B se ilama producto cartesiano de A por B y se re
presenta A x B al conjunto de todos los pares ordenados (a,b) donde a ¢ Ay b ¢ B,

AxB={{a,b) : ae Ayb e B}

Ay B se llaman primer y segundo factor respectivamente. Si A # B es claro que A x B ;
# B x A,

Si A = B el producto cartesianc A x A 'se nota tambien A%,

EJEMPLOS:

1) Sean S = {a,b,c} , T = {1,2} ; Entonces
SxT=1{(a,1),(a,2),(b,1),(b,2),(c,1),{c,2)}
Tx8§=1{(1,a),(1,b),(1,¢),(2,a),(2,b),(2,¢c)}

-Para representar el producto cartesiano de A por B se suelen considerar dos rectas per-

pendiculares en el plano, los elementos de A se representan por puntos de la recta hori
zontal, los de B por puntos de 1a‘verticél y cada elemento (a,b) del producto cartesia-
no A x B por el punto del plano que es interseccidn de las perpendiculares trazadas a
los éjes por los puntos que representan a ay ab.

Por ejemplo, el grdfico siguiente representa al producto S x T,

T
@2 (5,2) (e, 2)
1 ,(agl)‘(bsl)e(csl}

8i A = {a,b} entonces
A x A= {(a,a),(a,b),(b,a),(b,b)}

2

£l plano puede considerarse el_product@ cartesiano R x R = R n@e‘éos-rectas,



4) 51 N es el conjunto de los nfimeros naturales y R el de los nimeros reales, los pro-

ductos cartesianos N x R y R x N estdn representados en los grificos 51gu1entes

R N
5
4
3
2
1
1 2 3 4 N R
N xR R x N

La nocidn de producto cartesiano se pnede generalizar para un nﬁmero cualquiera de con-
juntos. Por ejemplo, dados tres conjuntos A,B,C se llama producto cartesiano de A por

B por € y se representa A x B x C al conjunto de todas las ternas ordenadas (a,b,c) don
deacA, bebB y ceC.

Asi por ejemplo, el espacio de tres dimensiones de la geometria euclidea puede conside-
rarse el producto cartesiano de tres rectas R x R x R = R3

En general el producto cartesiano de n conjuntos Aq, AZ""""An en ese orden es el con
3unto de todas las n-uplas (a 2,...,an} donde a, e Ai para i=1,2,...,n. ‘Se escribe
_A1 ¥ AZ X iaa. X An.

VOTA La importancia de la teoria de conjuntos radica en que todos los entes que se s
Atudlan y analizan en matemitica (con muy raras excepciones) pueden definirse en térmi-

nos de conjuntos. La teoria de conjuntos comenzé a desarrollarse alrededor de 1870, é-
- poca en que George Cantor (1845-1918) inicid su trabajo sobre conjuntos infinitos.

Pero la idea intuitiva de conjunto, elemento, pertenencia y la formulacién ingenua de
la teoria de conjuntos conduce a contradicciones. Por ejemplo, la existencia de un uni
verso absoluto, es decir del conjunto de todos los conjuntos, era naturalmente admitida
en los origenes del desarrollo de la teoria de conjuntes, pero ne se puede considervar
que exista tal conjunto. Es bien conocida a este respecto la llamada paradoja de Ber-
trand Russell (1872-1970): Supongamos que A es el conjunto de todos los conjuntos y
sea. ‘

B={xeA:x ¢ x}

Una de las dos proposiciones siguientes es verdadera: BeB &6 B¢ B.
SiBe B, como B ¢ A por la hipétesis sobre A, es B ¢ B. Contradiccidn.
Si1 B £ B, como B ¢ A por la hipdtesis sobre A, es B ¢ B. Contradiccidn,

Esto prueba que B ¢ A es imposible, luego B # A y por le tanto hay un conjunto que no
pertenece a A.

11



En consecuencia es necesario imponer ciertas restricciones para que cada proposicidn de
termine. un conjunto,
Para precisar las nociones de conjunto y relacidn de pertenencia y evitar las contradic

ciones se formularon en este siglo teorias axiomdticas de conjuntos. El métode axiomi-
tico consiste en establecer ciertas proposiciones de partida, llamadas axiomas o postu.

lados, que se consideran verdaderas y que se refieren a entes dados sin definicién, las
l1lamadas neociones primitivas. A partir de los axiomas se deducen otras propiedades o

teoremas de la teeria. En algunas teorias axiomiticas de conjuntos se consideran como

nociones primitivas, por ejemplo, las de conjunto y pertenencia., Mediante los axiomas

se trata de fijar su comportamiento de modo que la teoria resultante sea consistente,
es decir que no haya lugar a contradicciones.

La idea clédsica de que un axioma o postulade es "una verdad evidente” hace mucho que ha
desaparecido de la matemdtica. Un axioma es simplemente una proposicién inicial que se
: . considera verdadera y que se usa para deducir nuevas propiedades o relaciones entre las

nociones primitivas.,

Por otra parte, es imposible elaborar una teoria en la que se definan todos los t€rmi-
nos y se demuestren todas las proposiciones. Algunos términos se podrdn definir a par-
tir de otros cuyo significado ya ha sido dado pero en cualquier caso se llegard a térmi

il nos que no serdn susceptibles de definicién, a conceptos primitivos. Andlogamente, en
general pueden deducirse nuevas proposiciones de propiedades ya establecidas, las que a

su vez pueden haberse demostrado a partir de otras anteriores. Pero cualquiera sea la
g teoria que se considere, siempre se tienen proposiciones primeras que no pueden demos-
trarse a partir de ninguna precedente.

il Cuando los hechos de una teoria se ordenan légicamente dé tal manera que todos sin exce
cidn pueden ser deducidos a partir de algunos de ellos convenientemente elegidos, enton
ces se dice gue se tiene una formulacidn axiomdtica de la teoria, en la que los axiomas

correspondientes son esas proposiciones s partir de las cuales se deducen todas las de}

-
mas.

Histéricamente el método axiomdtico en matemdtica se remonta a Euclides {a su obra "Ele

mentos'" escrita hacia el afio 300 a.C.) y desde entonces la geometria ha sido el prototi

po de una disciplina axiomatizada. Se toman como nociones primitivas los conceptos geo
métricos de punto, recta, incidencia, etc., vy los distintos postulados dan una defini - -
cién implicita de estos conceptos al fijar su comportamiento. \

Para ver un tratamiento mis formal de la teoria de conjuntos se puede consultar, por e-
jemplo, el libro de Paul R. Halmos, Naive set theory.




1.

2.

EJERCICIOS.

Escribir si cada uno de los siguientes ntmeros: -2, ¢3, -1.35, =, 2i, 1+/2, 0.3333..,
18/51i pertenece o no a los conjuntos: i) Q ; ii) R ; iii) C.

pados el conjunto I = {a,b,c,d,e,f,0,1,2,3} y los subconjuntos A = {a,b,c,d,e,f}
B-= {0,1} , C = {1,a,c,d} , D ={0,1,2,a,c,d} : | -

a)
b)

c)

?

Relacionarlos dos a dos por la relacidn de inclusidn "« ',
Hallar: ANC ,ANB,CND,BUC,CUD,CUDUB, (AnB}U(BaAD ,
A, (A Gy, (AUCEG , AUD)', ANBY ,A"UB ,A-C, (A" UC) - B,

Verificar que:

i) (A1) = A _ v) AU (ANC)=A
ii) (A nD)' =A'UD vi) A< B

iii) (A UD)' = A' n D! vii) D'« (A n €)'

iv) Aa(AUC) =A viii} (A A D)' = C' U B

Representar griaficamente en cada caso mediante diagramas de Venn.tres conjuntos A,

B,C no vacios tales que:

a)

b)
c)
d)
e)
)

AcB ,CecB ,AnC#4
AcB,ANC=¢,BnC#6
C=A,A#C,BnC=4g
AeBnC,C#B,A#B
BUCcA,BnC=4d4
AUB=A,AUC=B,B#C

Decir qué elementos forman los siguientes conjuntos:

a)
b)
c)
d)

e}

£)
g}

hj.

i)
3)
k)

1)

a)

B)

Ay = {x : xe Nyx=2n+1 , n e N}

Ay, = {x : x e Ny x? = 1}

A = {x @ xeZyx?=1}

Ag={x :xeN, x=Intl yn < 10}

Ao ={x:ixely x? = 2}

Ag = {x :xeRy -1 ¢ x < 3}

A, = {x 1 xeZyx? <30}

Ag = {x : x €« Ny x divide a 24}

Ag={x i xeZ,x1>4yx=2n,ncelZ}
Ajp= Ix 1 x e Qy 2x e Z}

A11= {x : x e Ny Ja ¢ N tal que x = a?}

b
Consideremos el dngulo - ¢ y sea P el conjunto de los puntos del plano.

A12= {x 1 x é Py d{x,a)=d(x,b)} donde d significa distancia. = ?E&%§;>§
- L ;

Definir simbdlicamente los siguientes conjuntos:

De los nfimeros naturales mayores que 20.
De los nlmeros naturales miltiplos de 6.
De los nimeros reales positivos de cuadrado < 2.

‘De los nfimeros reales de valor absoluto menor que 10,

i3



c)

2

De los ndmeros enteros impares menores que 5.

De los nimeros enteros cuadrados berfectos.

En el plano, el conjunto de puntos de una circunferencia de centro 0 y radio r.
En el plano, el conjunto de puntos de un circulo abierto de centro 0 y radio r.
En el plano, el conjunto de puntos de un circilo cerrado de centro 0 y radio r.

*

Consideremos los siguientes subconjuntos de niimeros naturales:

P = {x : x par}

I = {x : x impar!

§ = {x : x divisible por 51}

T = {x : x miltiplo de 10}

Hallar: P pl ,P'nI,P'UI,SAT,PaT,InT, (PaT)US, I'AS,

(I'n 8} UuUT, (T-P)U(8-~-P).

Sea X

conjunto de los niimeros naturales pares.

Y = conjunto de los nlimeros naturales cuyo cuadrado es par.

i

Demostrar que X = Y.

Demostrar las siguientes propiedades interpretdndolas previamente en forma grafica:

a)
b)

<)
d)
)

Si Ac By Cc Dentonces AN CeBNDyAUC<BUD
Aplicando a)} deducir que:

si Cc Ay Cc3B entonces C = A N B

si AcCy B < entonces AUBc=C

A o B siy solo si B U (A
A cB siysolosiAnB'
Si A # B entonces A-B # B-A

| 1
s w
St

it

-

Encontrar una expresidn algebraica en X,Y,Z que determine exactamente cada uno de

los subconjuntos que figuran en el diagrama siguiente:

Por ejemplo, el subconjunto 7 es X - (Y U Z).

10. Verificar por cdlculo directo las siguientes igualdades:

14

a)

Bn(A-B) =¢

b) (A - B} U (B - A)=(AUB) - (AnB)




11.

12.
13,

c)
d)
e)
f)
g)
h)
i)
i)
En

X oY -2)=(Xny) -2

(An B")

A~ B =

(A UuBY U (A" - B)]" n (B - A)

U (AU B)T
An [(BnC)nAl =
(BAA) = (AUB) -B

(AUB) - (AnB)=T[A- (AnBluI[B-(AnB]
[(ar vy nBl"u (B UA)" = (AnB)' UC

[(a -8 ucl aftanc) - Blt =A" yB

A -

= At UB
(A - B) U (A

¢

A

una encuesta realizada entre 100 estudiantes los resultados obtenidos fueron

los siguientes:

25 alumnos estudiaban el idioma espafiol.

32
41

7
12

T

los

" alemén,

francés.

" espafiol y alemin,.
" espafiol vy francés,
H alem8n y francés.

-

3 idiomas.

iCudntos alumnos estudiaban sélo francés?

1 f
3

(’; 1"

"

Tt

no e
estu

studiaban ningln idioma?
diaban s6lo espafiol?

Dado un conjunto A qué condicidn debe cumplir B para que se verifique A U (B-A)=A?

(De P. SUPPES, Introduction to logic). Sean:

v

[ e BC-L = B g WS

'{!

-z

1

conjunto
conjunio
conjunto
conjunto
conjunto
conjunto
conjunto

conjunto

de
de
de
de
de
de
de
de

todas
todos
todas
todos
todos
todos
todas
todas

las
los
las
los
los
los
las
las

personas.
americanos,

personas que beben café,
franceses,

asesincs.

filésofos,

perscnss gque beben té.

personsz que beben vino.

Expresar simbdlicamente las siguientes proposiciones mediante la igualdad, inclu -

sién o desigualdad de dos conjuntos:

a)
b)
c)
d}
e)
£}
g)
h)
i)

Algunos americanos que beben vino son filésofos.

Ningln francés es americano.

Personas que beben vino y café también beben té.

Todos los asesinos franceses beben café, té y vino,

Algunos asesinos americanos beben té y café&, pero no beben vino.

Algunos asesinos franceses que beben vino no beben té ni café.

Un filésofo no bebe té ni café,

Algunos franceses son fildsofos o asesinos.

Todos 1los bebedores de café beben té o vino.

Por ejemple la frase e} puede representarse:

(AnMnNCNT) -W#4 15



14.

15.

16

Conjunto de las partes de un conjuntb. Dado A = {a,b,c} hallar el conjiunto P{A)

de las partes de A.

Idem para A = {1,2,3,4}

Producto cartesjano de gconjuntos.

+

a) Dados los conjuntos A = {a,b} , B = {1,2,3} hallar los conjuntos A x B , B x A,

A%, B?
, .

b) ¢Cudles son los elementos del comjunto Rz?, iComo se puede representar grafi-
camente este conjunto?.

c) 8i A es un conjunto con n elementos y B uno con m elementos, cuintos elementos
tienen A x By B x A7,

d) Demostrar que cualesquiera sean A,B,C tres conjuntos no vacios tales que

BnC#4d se tiene:

Ax (BnaC)=(AxB)n(AxC)
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1.3. RELACIONES BINARIAS, La nocidén de relacifm es familiar a todos. No es exclusiva
de la matemdtica, sino que se usa continuamente en la vida corriente. Se habla,dérrela

ciones cuando se dice: "Vicente es padre de Marcos', "Marcos es hermano de Ings' "Elena
- - a - 4

es la mujer de Vicente', "Mi auto es mis répido que el tuyo', "4 divide a 12", 4gs tyidr

gulos equildteros son semejantes’, etc. - ‘ '

Vamos a definir 1a nocién de relacifén., Y esta definicidén se hace en t&rminos de conjun
tos come veremos enseguida.

. Consideremos, por ejemplo, la relacidn "ser padre de'. Cuando se dice! "Vicente es p;’
dre de Marcos'", se estéd afirmandq algo sobre el par de personas Vicente, Marcos e impli
ca que existe un cierto vinculo entre ellos. Es claro que se trata de un par ordenado
porque inpercambianda los nombres se obtiene una proposicidn falsa., La relacién 'ser
padre de'" es entonces una propiedad que el par ordenado (Vicente, Marcos) tiehe en co-
min con otros ‘pares (los formados por padre & hijo) y gque no verifican todes los pares
de hqmbres. Esta‘relacién permite entonces distinguir algunos pares ordenados de otros
es decir, determina un subconjunto R del producto cartesiano A * A, {si con A represen-
tamos al conjunto de todos los hombres): el subconjunto R formado por todes los pares
(a,b) tales que a es padre de b, Este subconjunto R proporciona un conocimiento total
de la relacidn "ser padre de'" porque dado un par de hombres (a,b), a es padre de b si
y solo si (a,b) ¢ R.

Andlogamente, la relacibn "ser ls esposa de” puede pensarse como un subconjunto S del
producto cartesiano A x B, donde A es el conjunto de las mujeres y B el da los hombres.
AfiimaTAque a et A es la esposa de b € B equivale a decir que (z,b) & S.

La relacién "divide" entfe.nﬁmeros naturales puede definirse como el subconjunto
ReNx N tal que R = {(a,b) : a,b e Ny 3¢ ¢ N tal que b = c,al

Definicidén. Dados dos conjuntos A y B, una relacifn binaria R entre elementos de Ay
eiemeﬁtos de B es un subconjunte del producto cartesiano A * B,

Re & % B

Dados a € Ay b € B, se dice que 2 &std en la relacifn R con b y se escribe aRb si y s8
lo si f{a,b) £ R.

aRb <= (a,b} & R
Se escribe akb si (a,b) ¢ R.

Si A = B, todo subconjunto de A ¥ A es una relacién binaria en A.

EJEMPLOS:

1) Dados los conjuntos A = {a,b,c} y B = {1,2} el conjunto R = {{a,2),(b,1),(b,2)} es
una relacidén binaria entre elementos de A v de B, Grificamente se la puede repre-
sentar como sigue: '

B




2)

3)

Un grafico de este tipo representa efectivamente a 1l1a relacién R, pues indica
exactamente qué pares del conjunto A x B estdn en ella.

La igualdad "x = y" y la relacién de menor o igual "X < y”‘son sendas relaciones bi
narias en el conjunto R de los niimeros reales. Graficamente la primera estd repre-
sentdda por los puntos de la diagonal del 1% y 3%°% cuadrantes y la ségunda por la-
regitn del plano que apatrece sombreada.

4fﬁ ‘ —+ >

"x divide a y" es una relacibén binaria definida en el conjunto N de los niimeros na-
turales. Representarla graficamente.

Definicidn. Una relacién binaria R definida en un conjunto A (R <« A x A} se dice:

1) Reflexiva, si aRa cualquiera sea a ¢ A.

2) Simétrica, si aRb implica bRa.

3) Antisimétrica,. si aRb y bRa implica a = b.

4) Transitiva, si aRb y bRc implica aRc.

EJEMPLOS:

1) El paralelismo entre las rectas del plano es una relacidn reflexiva, simétrica y
transitiva., No es antisimétrica. Las mismas propiedades tienen la semejanza de
poligonos y la equivalencia de poligonos.

2) La relacidn '"menor o igual™ entre ndmeros reales es reflexiva, antisimétrica y tran
sitiva. No es simétrica.

3) La relacidn "menor que" entre nfimercs reales es transitiva y antisim&trica, no es
reflexiva ni simétrica.

4) La relacidn "divide" entre nlimeros naturales es reflexiva, antisimétrica y transiti
va. Si se considera esta misma reiacién definida en el conjunto Z de los enteros
entonces s&lo es reflexiva y transitiva.

5) La relacidn de igualdad "x = y" definidé en cualquier conjunto verifica todas las
propiedades. ' ' ‘ ‘

6) Sea A un conjunto y P(A) el conjunto de las partes de A. La relaciér de inclusidn
entre conjuntos es una relacidén binaria en P(A) y ya vimos que es reflexiva, antisi
métrica y transitiva.

7) Sea A = {1,2,3,4} y R = {(1,1),(2,2),6,4),(1,2),(2,3),(1,3)}.

Esta relacidn no es reflexiva porque 3K3; no es simétrica pues 1RZ y 2R1; es antisji
métrica v es transitiva.



Como ejercicio para el lector, si R = {(1,1),(3,3),(4,8),(1,3),(1, 4) (3 1) (4,1)) decir

qué propiedades tiene R.

Las relaciones binarias importantes en matemidtica son de dos tipos: las relaciones de e
gquivalencia y las relaciones de orden.

Definicién. Una reldacién binaria definida en un conjunto se llama:

Una relacidn de equivalencia si es reflexiva, simétrica y transitiva.

Una relacidn de orden si es reflexiva, antisimétrica y transitiva.

De los ejemplos anteriores, son relaciones de equ1valenc1a la igualdad, el paralelismo
entre rectas, la semejanza de poligonos, la equlvalenC1a de poligonos; son telaciones
de orden la relacién 'menor o igual' entre niimeros reales, la relacidn ''divide" entre

niimeros naturales (y no entre enteros) y 1a reélacifn de inclusidn entre conjuntos,

Estos son unos pocos ejemplos de dos nociones que aparecen constantemente en matemitica.

Relacidn de equivalencia.

Si Re= A X A es una relacidn de equivalencia, representaremos a R con el simbolo "" es
cribiendo "a ~ b" en lugar de aRb. Entonces las propiedades caracteristicas son:

propiedad reflexiva: a~a ¥ ac A

Propiedad simétrica: si a ~ b entonces b ~ a.

Propiedad transitiva: si a~ b y b ~ c entonces a ~ C.

La propiedad fundamental que tiene una relacidén de equivalencia definida en un conjunto
A es que determina una particidn de A. Antes de seguir adelante precisemos lo que se
entiende por particidn de un conjunto.

Definicién. Una coleccidén de subconjuntos no vacios de un conjunto A se dice una parti
cién de A si son disjuntos dos a dos y su reunién da A.

Por ejemplo, si A = {a,b,c,d,e,f,g} , los subconjuntos X3 = {al , X, = {c,e,g} ,
{b,£} vy X

i

X, {d} forman una particidn de A.

El conjunto de los enteros positivos, el conjunto de los enteros negativos y {0} forman
una particidén de Z.

Vamos a ver ahora que toda relacién de equivalencia definida en un conjunto A determina
una particién de A en subconjuntos que se llaman clases de equivalencia, es decir, per-
mite agrupar los elementos de A en subconjuntos disjuntos dos a dos.
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Definicidén. Dada una relacidn de equivalencia en un conjunto A, se llama clase de e-
quivalencia de un elemento & ¢ A al conjunto € de todos los elementos de A equivalen-

tes con a.

Ca = {x g A X~ al

Considerapdo las clases de equivalencia de todos. los @%éa@nfﬁeﬁde A se tiene una colec
cién de subconjuntos de A. o ‘

Propiedades de las clases de equivalencia.

1) aeCa, ¥ ac A

2) Ca = Cb si y solo si a ~ b

3) 81 C_ # Cy entonces C_n Cy = ¢
Demostracién:
1) aeCiopuesana,Vach {propiedad reflexiva).
2) Hay que demostrar dos implicaciones:
a) Ca = Cb ==> a ~ b, 51 Ca = Cb , COmO a ¢ Ca es a ¢ Cb‘ Luego, por definicidn
de clase de equivalencia es a ~ b.

b) ann b = Ca = Cb' Supongamos a ~ b.

Probemos primero que C,= €y, Seax e C3 luego x ~ 2, Como a ~ b, por la pro
piedad transitiva resulta x ~ b o sea X ¢ Cy- Luego C, = Cy (i).

Veamos que Cp e C . Sea x e Cy. Luego x ~ b. Como a ~ b, por simetria se tie
ne b ~ a; aplicando la propiedad transitiva resulta x a a,Luego cha bec:Ca(ii}

De (i) y (ii) sigue C, = Cp -

3} Sea Ca # Cb Yy supongamos que Ca n Cb # ¢. Entonces existe por lo menos un elemento
X € Ca f Cbn Luego x » a y x ~ b. De aqui resulta, aplicando las propiedades si-
métrica y transitiva, a ~ b, Por 2) es entonces €, = C,. Esta contradiccién pro-
vino de suponer C n C_ # 6. Luego si C, # C  es C_n Cy = 4.

De estas tres propiedades se deduce que las clases de equivalencia distintas forman una

particién del conjunto A. En efecto, por 1) a e.Ca , ¥ a2 e A, lo que implica que las
clases de equivalencia no son vacias y que su reunidén da A; y por 3) las clases de equi
valencia distintas son disjuntas dos a dos. '

Reciprocamente, dada una particién de un conjunto A se puede definir una relacién de e-
quivalencia en A de modo que las clases de equivalencia correspondientes coincidan ;bn
los subconjuntos de la particién dada. Tratemos de hacer
lo. Dado a & A, a pertenece a un subconjunto X de la par
ticién. Como a debe pertenecer a su clase de equivalencia
'y las clases de equivalencia deben coincidir con los sub-
conjuntos de la particidn dada se ve que la clase de equi
valencia de 3 tiene que ser X, Entonces la relacién en

cuestidn se define como sigue:
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Cualesquiera sean a,b ¢ A
a~bsiy solo si a y b pertenecen al mismo suboonjunto de la particién dada.

La verificacién de que esta relacidn es de equivalencia corre por cuenta del lector.

Queda deﬁostrade asi el siguiente:
TEOREMA 1.2, (Fundamental de las velacicnes de equivalencia).

Toda relacidn de equivalencia en un conjunto A determina una particién de A formada
por las distintas clases de‘equivalencia° Rec1pr0camente, toda particidon de A determi
na ‘una relacibén de equivalencia tal que las clases. de equivalencia correspondientes
son los subconguntcs de la particidén dada.

El conjunto de las clases de equivalencia determinadas por una relacidn de equivalen-
cia v definida en un congunto A se Ilama el conjunto coc1ente &e A por la relacidn ~

El concepto de relacidn de equ1valenc1a €s una generallzac1on del de igualdad. Los e-
lementos que f;guran en una misma clase de equivalencia son equivalentes entre si, in-
@uitivaménte iguales bajo un cierto aspectqgly cualquiera de ellos puede tomarse como
representante de esa clase. Considerando, por ejemplo, el paralelismo entre las rec-
tas de un plano, las clases de equivalencia correspondlentes estdn formadas por las rec
tas paralelas entre siI y la nocidn de direccién de una recta es en realidad la de cla-
se de equivalencia: una recta tiene la misma direccién que todas las paralelas a ella
y una cualquiera de ellas representa a esa direccidn. En este ejemplo el conjunto co-
ciente es infinito, Eligiendo como representante. de cada clase de equivalencia la rec
ta que pasa por un punto fijo 0, el conjunto cociente puede representarse por todas las
rectas que pasan por 0. '

EJEMPLOS.

1) Veamos un ejemplo no matemdtico. Sea A un conjunto de 14 personas. Consideremos
la relacidn "x tiene los mismos padres que y" entre los elementos de A. Se trata
de una relacién de equivalencia pues es reflexiva, 51metr1ca y transitiva. Las
clases de equ1va1enc1a correspondzentes estin formadas por las personas que tienen
los mismos padres, es decir que son hermanas entre sf. Si entre las personas que
figuran en A hay 5, 3 ¥y 2 que son respectlvamente hermanas entre si, entonces A que
da dividido en 7 clases de equ1valenc1a‘ una- formada por 5 personas, otra por 3, o
tra por 2 Y cuatro clases de’ equ1valenc1a formadas por cada una de las 4 personas
restantes que no son hermanas de ningin 1ntegrante del grupo A, Asi el conjunto
Cociente tiene 7 eleméntos.

2} Consideremos 1a siguiente relacién en R:

a™~bsiysolosia= b, Es una relacién de equivalencia y cada nlimero real x#0
es equivalente cons:go mismo y con -x. Luego la clase de equivalencia correspon-

dlente es {x,-x1}. As1 cada clase de equivalencia estd formada por dos niimeros, ex
cepto la formada por el cero, Si como representante de cada clase # {0} se. elige

el nimero positivo, el conjunto cociente puede representarse por una semirrecta:
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3) Copsideremos en Z la siguiente relacidn:
a~bsiysolosia.b>0 6 a-=h,
Se verifica fécilmente que es una relacidén de equivalencia y que un nﬁmero 3 es e-
‘quivalente a otro b si y solo si ay b tienen el mismo signo. Luego las clases de
de equivalencia son: el conjunto N de todos .los enteros positivos, el conjunto N'

de Ios enteros negatlvos y {0} Asi Z = NU {0} UN'y el conjunto cociente de I
por esta relacidn tiene 3 eiementos ' ‘

Para teryminar vamos a ver un ejemplo més de reIaCIOn de equlvalenc1a la congruencia a
ritmdtica de nGmeros enteros, fundamental en la teoria de niimeros, '

Definicién. Seam e Z un entero fijo. Dos nlmeros enteros a y b se dicen congruentes
médulo m y se escribe a = b (méd. m) si y solo si a-b es mﬁltlplo de m,

~a s b (méd., m) <= 3 k e Z tal que a-b = k.m

EJEMPLOS :

Y
=

4 = 19 {(mdd. 3) ; -5 = 30 (méd. 7) ; 11 2 -25 (méd. -2) 5 ~35 (méd. 13).

tn

Como a = b (mod m) 51 v solo siazb (mdd. -m) se consideram > 0.

‘La relacidn de congruencla entre nlmeros enteros para un mbédulo fijo m es una relacidn
de equivalencia. En efecto, es '

1} Reflexiva: a £ a (méd. m) Vael2.
' pues a-a = 0.m o
2) Simétrica:. Sia = b (méd. m) entonces b = a {(mdéd., m).
(méd. m) ==> 3k ¢ Z tal que a-b = k.m = b-a = (-k).m —
= a (méd. m).
3) Transitiva: Si a = b (mdd. m)Ay b = ¢ (mbd. m) entonces a = ¢ (méd. m).
- a £ b (méd. m) > a-b = k.m con k ¢ Z,
| c (néd. m) —> b-c

o
{3

k'.m con k'e Z..
Sumando las dos igualdades resulta
a-¢ = {k+k').m o sed a = ¢ (méd. m)

Por lo tanto la relacién de congruenc1a médulo un enterd m determina una part1c1on de Z

en clases de equlvalenC1a. Por ejemplo las clases de equlvalenc1a determinadas por 1la
congruencia médulo 3 son: |

0= {.....,-9,-6,-3,0,3,6,9,12,..... }

v ]
#

Covvnes=8,5,-2,1,4,7,10,15,....)
{ovennr=T,-4,-1,2,5,8,11,14,....}

[y 13
i

En la primera clase estdn todos los miltiplos de 3, en 1a segunda todos los mﬁltlplos ‘
de 3 mZs 1 y en la Gltima los mﬁltlplosdeSIHasz Quedan clasificados asi todos los nf
meros enteros., '

En general, la congruencia médulo m, m # o, determina m clases de equxvalenc1a,_ Esto
resulta de la sxgulente propiedad: ‘

PROPOSICION. Dos nfimeros enteros a y b son congruentés médulo m, m #.0, siy solo si
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el mismo resto al dividirlos por m.

dan
Demostracidn:
1} Supongamos que a = b (m6d. m) y demostremos que a y b dan restos iguales al dividir

los por m. Sean q y r el cociente y el resto de dividir b por m: b = qm+T,

De a 2 b (mdd. m) resulta a-b = km » ke Z. Luego a = km+b. Reemplazando b resul-

ta: C

=km+qm+ 7
= (k+q)m+r

y en virtud de la unicidad de cociente y resto, de esta iltima igualdad resulta que

k + q es el cociente de dividir a por m ¥y 1 es el resto.
2) Supongamos que a y b dan el mismo resto:

a=qm+r
b=gq'm+

Hay que probar que a = b (méd. m). Restando las igualdades anteriores resulta:

a-b = (q-q')m. Luego a = b (méd. m).
Los restos posibles de dividir un nidmero entero cualquiera por otro m son: 0,1,2,..,m-1.
Considerando la congruencia médulo m, de la proposicidn anterior resulta que los nfimeros
enteros que al ser divididos por m dan resto 0 forman una clase de equivalencia, los que
dan resto 1 forman otra,....., 1os que dan resto m-1 forman otra, y no hay mis que &stas.
Luego el conjunto cociente de Z por esta relacidén de equivalencia tiene m elementos. Las
clases de equivalencia se suelen representar: 0 , T, Z ,....., -1 y el conjunto cocien
te Zm’ Asi 23 = {0,1,23.
OBSERVACION: La congruencia médulo 0 es la identidad. En efecto, a # b (méd. 0) <=
<=> a-b = k.0 <=> a = b. En este caso cada nimero entero forma una clase de equival-
lencia.
EJERCICIOS.

1.

Hallar 1as*clases de equivalencis determinadas en Z por la congruencia médulo 5. De
cir a qué clase pertenecen los nfimeros 18, 152, -1347 y 28.474. 1Idem para la con-
gruencia médulo 6. o

Indicar un procedimiento para obtener una particién de Z en 19 subconjuntos disjun
tos dos a dos.

Probar la siguiente propiedad de la congruencia aritmética: S5ia b (méd. m} vy
c =d (mdéd. m) entonces a+c T b+d (méd. m) ¥ a.c b.d (méd. m).

4

RELACION DE ORDEN.  Ya dijimos que una relacidn binaria R definida en un conjunto A se

ilama de orden si es reflexiva, antisimétrica y transitiva.

Se dice que A es un conjunto ordenado por R o que R ordena al conjunto A.

Habi

tuazimente una relac1on de orden se representa por el 51mbolo "< ", Asi, en lugar

de aRb se escribe a < b. Con esta notacién las propledades caracterlstlcas de una re-
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lacién de orden se escriben:

Propiedad reflexiva: asa,¥aceA
Propiedad antisimétrica: Si a ¢ b y b < a entonces a = b,
Propiedad transitiva: Sia<byb <c entonces a < c,

y se conyiene también en la notacidn siguiente:

afbsiysolosiac<bnoseverifica
a<bsiysolosiac<byat#¢h
a >b siysolosibc<a

Como ejemplos de relaciones de orden citamos la relacién "menor o igual" entre niimeros
reales, la relacifn "divide" entre niimeros naturales y la relacidn de inclusidn entre
conjuntos.

En general,una relacidn de orden definida en un conjunto A no permite ordenar todos los
pares de elementos de A, es decir dados dos elementos a,b ¢ A puede suceder que a £ b
yb ¢ a.

Un conjunto ordenado A se dice totalmente ordenado si cualesquiera sean a,b ¢ A es a g
0 b's a.

Por ejemplo,

a) E1l conjunto de los niimeros reales es totalmente ordenado con respecto a la relacidn
menor o igual ordinaria.

b) E1 conjunto P(A) de las partes de un conjunto A con mis de un elemento estid ordena-
do pof la relacidn de inclusién, pero P(A) no es totalmente ordenado porque existen
subconjuntos X, Y tales que X ¢ Y y Y ¢ X. Por ejempio, sea A = {a,b} . Enton-
ces P(A) = {#,{a},{b},{a,b}} ¥y {a) ¢ (D} ¥y (b} ¢ {a} .

¢) Considerando el conjunto N de los naturales ordenado por la relacibén "divide', N
no es totalmente ordenado.

Los conjuntos totalmente ordenados se llaman también linealmente ordenados o cadenas.

En un conjuntc ordenado A se dice que un elsmento p ¢ A es primer elemento de A si pex,

cualquiera sea X £ A, Dualmente se define (ltimo elemento.

EJERCICIOS:

1. Demostrar que si un conjunto ordenado tiene primer elemento &ste es (Gnico. Idem pa
ra Gltimo elemento.

2, Sea A= {xeg N : x < 9} y la relacién "divide" en A. Escribirla como subconjunto
de A x A y representarla gridficamente. '

Diagramas de HASSE: Sirven para visualizar grificamente los conjuntos ordenados desta

cando el orden entre los elementos. Son especialmente fitiles en el casoc de conjuntos
finites.

Dado un conjunto ordenado el diagrama de Hasse correspondiente se construye de acuerdo
con. las siguientes reglas:
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1) Se dice que un elemento b sigue a otro a si a < b ¥ no exxste nlngﬁn x tal que,
. a =< x<b. .

2) Cada elemento del con;unto se representa por un punto que se 11ama el af13o de ese
elemento.

3) Si un elemento b sigue a otro a, el afle de b se ublca enc1ma del de a y se unen
por un segmento o

EJEMPLOS: f

: ‘ . 1] ‘

1) Sea A = {x e Z: |x| ¢ 2} ordenado por B | 15

- la relacidn menor ¢ igual habitual. | -2 .

2) Sea A = {x ¢ N : x divide a 15} ordena 3 5 12
do por la relacidn "divide'.

. \ ‘ _ 1 6

3) A= {x e N : x divide a 12} ordenado | o | 4
por la relacidn "divide". o o3 A

1

EJERCICIOS.

1. a) Dar cuatro ejemplos familiares de relaciones binariss,

b) Sean A = {a,b} y B = {1,2} . Indicar todas las relsciones binarias p051b1es en
tre A y By entre B y Ay representarlas graflcamente

c) Sea A= {x e N T x < 10} y consideremos 1a relacién xRy si y solo si |x-y] =
Escrlblrla como subcongunto de A x Ay representarla grificamente.

d) Idem para A = {x ¢ Z : [x] < 4, x # 0} y la relacién "divide" en A.

e) Representar gréficamente la relacién 'mayor o igual' entre niimeros reales. Idem
para la relacién "mayor".

2, 'aQue quiere decir que una relacifn R« A x A sea reflexiva, simétrica, transitiva o
antisimétrica?. Indicar qué propiedades de las anteriores verlflca cada una de las
siguientes relaciones:

a) A= conjunto de todas las personas, xRy si y solo si x es padre de y. bk .
b) A= " " " " " , XRy " X es compatriota de y'bﬁahm
c}) A= M " " " " , XRy g x es 1 cm, mids alto que y
d) A= con;unto de las rectas de un plano, xRy si y so0lo 'si x es paralela avy.
e) A= " " " " noon ", xRy v X es pexpendlcular ay.
f) A=12., xRy si y solo si x < y. -
g) A =N, XRy oo .x divide a'y.
h) A =12, xRy " x divide a vy,
i} A =Q, xRy e x2 = y2
"j) A =4Q, xRy " x3 = y3,
k) A=N ; xRy "o m.c.d.{x,y) = 2, ‘,
1) A = {a,b,c,d,e,f} , Rao A x A la siguiente relacién:
R = {(a,a),(c,c),(a,c),(c,a),(a,b),(b,a),(b,c)} .
3. Indicar qué relaciones del ejercicio anterior son relaciones de equivalencia y cuéd-

les son de orden. En el caso de las relaciones de equivalencia hallar las clases



de equivalencia.

4. Dec1r cudles de las siguientes relaciones son de equivalencia en el conjunto A y
en case afirmativo indicar 1as clases de equ1valenc1a y €l conjunto cociente.

~2) A = conjunto de todas 1as personas, a~bsiy 5010 si a y b tienen el mismo
padre. '
B) A= conjunto de todas las personas, a4 ~ b si y solo si 2 y b tienen el mismo
' grupo sanguineo,
¢} A = conjunto de todas las personas, a~bsiy solo si a vive a no mas de

100 km. de b,
d) A=R,an~bsiysolosi |a] = |b]
e) A =RZ (xl,xz} ~ (y1’y2) si y 'solo si X =y
£) A =R, (xp,%) v (y),y,) siy solo six? + x3 = y2 + y3
g) A=1,a~bsiy solosiad =13
h) A =

Z,a~b " ~a-b es miltiplo de 8,

1.4, FUNCIONES Hablando intuitivamente, una funcién o aplicacidén de un conjunto A en
otro conjunto B €s una correspondenc1a que a cada elemento de A le asocia un elemento
3de B. Si con f de31gnamos a la funcidn, el elemento y ¢ B que corresponde al elemento
X e A se 1llama la 1magen de x por f o. valor que toma f en x y se escribe y = f(x).

Claro que esta no es una deflnzclon rigurosa puesto que ne se ha prec1sado el 51gn1f1ca
do del t&rmino correspondencia. La nocién intuitiva de apllcac1on como una corrSSpon-
dencla 0 regla que permite pasar de un conjunto a otro se formaliza en la siguiente

Definicién. Dados dos conjuntos no vacios A y B una aplicacién de A en B es una rela-
cién £ tal que para cada elemento XeA existe unoyrsolo un elemento yeB tal que x f vy,

En lugar de x f y se escrlbe f(x) y. Para 1nd1car que f es una. apllcac1on de A en B
se escribe:
£: A — B 6 AL p

Por e3emplo, de las dos relac1ones representadas en el dibujo, la prlmera es una apllca
cidn de A en B porque a cada elemento de A le corresponde un finico elemento en B, mien-
tras que la segunda no lo es porque al elemento b e A le corresponden 2 y 4 e B,

Se tieme: £(a) = 1 ; £(b) = 3 ; £(c) = 4 ; £(d) = 4 ; £(e) =
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Dada una funcxon f: A — B.¢e llama imagen de f o rango de f al conjunto de todos los
elementos de B que son 1magen de los elementos de A,

Im £ = {y ¢ B:3xc¢A tal que y = f(x)}

También se escribe Im £ = f(A). El conjunfo A se llama el dominio de f Y B el codomi-

nio.

Por ejemplo, la imagen de la funcidn representada en el dibujo anterior es
Im £ = {1,3,4,6}

Se dice que una aplicacidn f: A — B es:

- 1) EPIYECTIVA o que f es de A sobre B si Im £ = B,

2) INYECTIVA o que f es biunivoca de A en B s5i elementos diferentes de A tienen image
nes diferentes en B, o sea si

x # x' == f(x) # £(x') , o lo que es equivalente

f(x) = f{x'} = x = x!'

3) BIYECTIVA o que f es una correspondencia biunivoca de # sobre B si es epiyectiva e
inyectiva a la vez.

EJEMPLOS:

1} Consideremos las funciones representadas en los diagramas siguientes:

/?Wygcﬁy&

é; éfy?anPQT
N

€0/ yoctivs

fﬁ;f}/?’c 77w &

Spiyectiva penr e yehiva,
La primera es inyectiva pero no es epiyectiva, la segunda no es inyectiva ni epiyectiva

1a tercera es epiyectiva pero no es inyectiva y la cuarta es biyectiva.

2} Sea A un conjunto no vacio. La aplicacién f: A — A definida por f(x) = x, cual-
quiera sea X € A, se llama la aplicacidn idéntica de A Yy se representa I
To que es biyectiva. Dibujar el grdfico de esta funcidn cuando A = R.

Es cla

A’
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3)

4)

5)

6)

7)

8)

Sean A y B dos conjuntos no vacios, b ¢ B un elemento fijo. Definiendo f:A — B
tal que £(x} = b para todo X ¢ A se tiene una aplicacién que se llama constante
(porque toma valor constante b en todos los puntos de A). Se tiene Im f = {b}

Se ve que no es inyectiva si A tiene mids de un elemento y no es epiyectiva si B no
se reduce a {b} . Dibujar el griéfico de una tal funcién cuando A = B = R,

%

Sean A = {a,b} y B = {1,2,3} . Todas las funciones posibles de A en B son las in-
dicadas en el cuadro siguiente:

fa
o

Hy

o
[P Y e T R £ B
B L e L e B2 LN L PO -

Ninguna de ellas es epivectiva y son inyectivas fx , fs , fs , £f7 , fa y fg

Sea £f: R — R definida como sigue: f(x) =x+ 2 ,¥¢¥x R, Im{f =R pues un nﬁmg
ro teal cualquiera y es imagen del nfimero x = y - 2 : f{y-2) = y; Luego f es epi-
yectiva. Ademds es inyectiva porque x # x' implica f(x) # f(x'). Por lo tanto f
es biyectiva., Dibujar el grdfico de f. En general, la aplicacién f: R —s R defi
nida por f(x) = mx + n, donde m y n son dos ndmeros reales fijos, es biyectiva si
y solo sim # 0, ¢Cudl es la representacién gridfica de una funcién de este tipo?

Sea £f: N — N tal que ftx) =x+* 2, ¥xeN. fes inyectiva pero no epiyecti-
va. Representar a f grdficamente.

Sea g: Z — Z tal que g(x) = x? ¥ x ¢ Z. No es epiyectiva porque su imagen es
el conjunto de los enteros cuadrados perfectos y tampoco es inyectiva porque los
enteros de igual valor absoluto tienen la misma imagen, Por ejemplo g(2) = g(-2),
S5i consideramos g: N —— N definida cémo antes, g es inyectiva y no es epiyectiva.

Sea f: Q2 — Q definida por f(x,y) = x + y. f es epiyectiva pues Im f = Q dado

que todo nimero racional puede escribirse como 1a suma de otros dos, pero no es in
yectiva pues esta descomposicidén no es Gnica.

Igualdad de aplicaciones. De la definicidén de aplicacién resulta:

Si £ y g son dos aplicaciones de un conjunto A en otro B

f =g siysolosi f(x)=g(x) ¥xeA

Composicion de aplicaciones. Dados tres conjuntes A, B, C, una aplicacién f: A —y B

y otra g: B — C, se obtiene una aplicacién de A en C haciendo corresponder a cada xcA
el elemento g(f(x)) ¢ C. Esta aplicacidén se llama la aplicacidn compuesta de f y ¢ y
se nota g o f. - '
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(g o £)(x) = g(£(x)) , ¥ x A

. |
/ \

gof
A C

Asi dadas dos funciones A £ B & C se obtiene una de A en C.

EJEMPLOS:

1) Sean f: A —+ B y g: B —> C las aplicaciones representadas en el siguiente di-

bujo:

Entonces la aplicacidn compuesta g o f es:

x3 ¥xelZ

2) Sean f: I —> Z , f(x)
1 + Yix} Vxel

Entonces gof: Z —+ R es (gof}{x) = 1 + /%3

it

g: Z — R, g(x)

3) Sif: N— Qes f(x) = §§T , ¥xeNyg: Q—Res Q(x)'= sen 2x , Y x e Q,

entonces gof: N —+ R estd definida por (gof)(x) = sen ~§%%— , ¥ x e N.

Asociatividad de la composicidn de aplicaciones.

TEOREMA 1.3. La composici&n de aplicaciones es asociativa. Es decir, dadas tres apli

caciones
AL & ¢ Bp
es ho (gof) = (hoglof
' Demostracidén: Hay que probar que

[h&(gof)](x) = [{hogiof](X) cualquiera sea X & A 2



Por definicidn de composicidn se tiene:

[ho (ge)](x) = h[(££) ()] = h[g(£x))] = (hog) (F)) = [(hog)of](X) , ¥ x & A,

TEQREMA 1.4. Sean f: A —+ B , I, la aplicacidn idéntica de A, I; la aplicacidn idén-
tica de*B. Entonces

Demostracifén: A cargo del lector.

Aplicacidn inversa de una biyectiva. Sea f: A - B una funcién biyectiva. Entonces

para cada y ¢ B existe un finico x ¢ A tal que f(x) = y. Se puede definir asi una fun-
cidn g: B — A poniendo .g(y) = x si f(x) = y. Se ve sin dificultad que g también es
bivectiva y que gof = IA y fog = IB" g se llama la funcidn inversa de f y se suele
representar f 1, ’

Por ejemplo; si A = {a,b,c,d} , B = {1,2,3,4} y £: A —> B es tal que £(a) = 3
f(by =1, f(c) = 4, £(d) = 2 , entonces £71: B —s A estd definida como sigue:

£l =b, £ @2 =a, £Y D =a, £ =c .

2

Si f: R—> R es £{(x) = 2x + 5 ¥ x ¢ R, entonces £l

£ =52, v xeR .,

R — R estd definida por

Conjuntos coordinables, finitos, infinitos, numerables.

En matemdtica se trabaja continuamente con conjuntos infinitos. Para comparar "la mag
nitud o tamafio"” de dos conjuntes finitos se cuentan sus elementos pero .este sistema no
se puede aplicar para comparar infinitos. Es natural querer extender la nocibn de "nd
mero de elementos de un conjunto finito" a los conjuntos infinitos.

Hasta fines del siglo pasado la nocidn de infinito y la aritmética del infinito era os
cura y estaba repleta de paradojas. Fue Cantor (1845-1918) quien construyd la aritmé-
tica de los nlmeros transfinitos, generalizando las leyes y propiedades que valen en
la aritmética finita. ’

Daremos tan sdlo unas pocas definiciones y ejemplos. El lector puede ampliar este pi-

rrafo leyendo el capitulo XII de Algebra moderna, de Birkhoff y Mac Lane.

Para comparar ''la magnitud" de dos conjuntos diferentes la idea fundamental es la coor
dinabilidad.

Definicién. Un conjunto A se dice coordinable o equipotente con otro B si existe una
aplicacidn biyectiva de A sobre B. Se escribe A = B,

La coordinabilidad de conjuntos es reflexiva simétrica y transitiva fl).

" (1) No se puede considerar que existe el conjunto de todos los conjuntos porque esto

[L A

conduce a contradicciones. Por eso que no se puede decir que ~es una rela-
cidn de equivalencia, porque no es uma relacifn, no estid definida enm ningin con-
junto.
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ge dice que dos conjuntos A v B tienen el mismo nfimero cardinal si Yy solo si A = B, es

decir, si y solo si los elementos de A pueden ponerse en correspondencia b1un1veca con
105 de B. Esta definicidén coincide en el caso de los conjuntos finitos con la de 1gua1
dad del nGmero de elementos.

EJEMPLOS.

1) Los conjuntos A = {a,b,c,d} y B = {1,2,3,4} son coordinables. Cuando se dice que
un conjunto A tiene n elementos se estid expresando que A tiene el mismo numero car-
dinal que el conjunto {1,2,3,.....,n} .

2) E1 conjunto N de los nfimeros naturales tiene el mismo cardinal que el subconjunto
2N de los naturales pares. En efecto, la aplicacién £: N - 2N definida por
f(x) = 2x ¥ x e N es b1yect1va

1 2 3 4 & @4 26 09 & o0 8 )43 L I I S R

b1

2 4 6. . 8 oooluabﬂbﬂ'zn 4 % 2 8 8 & 9% 3 AL B A B
3) El conjunto Z de los enteros es coordinable con N. Definamos f: Z —> N como sigue:

2x + 1 si x>0
f{x)
2]x]| six < 0

Se verifica sin dificultad que f es biyectiva.

Entonces, trabajando con conjuntos infinitos no podemos valernos de la intuicidén puesto
que, por ejemplo, aunque 2N es un subconjunto propio de N y N es un subconjunto propio

de Z, los nfimeros naturales pares, naturales y enteros estin en correspondencia biunivo
ca

@

Definicién. Un conjunto es infinito si es coordinable con algin subconjunto propio. Un
conjunto que no es infinito.se dice finite.

.Es decir,un conjunto es finito si y solo si no es coordinable con ninguno de sus subcon
juntos propios.

Los conjuntos coordinables con N reciben un nombre especial,

Definicidn. Un conjunto se dice numerable si es coordinable con N.

Son numerables, por ejemplo, el conjunto Z de los enteros y el conjunto Q de los racio-
nales. En el prdéximo capitulo veremos que § tiene el mismo cardinal que N.

No todos los. conjuntos infinitos son numerables. Por ejemplo, el conjunto R de los ni-
meros reales, el conjunto de los puntos de una recta, el conjunto de los puntos de un
segmento cualquiera de recta, el conjunto de los nfimeros irracionales, son conjuntos no
numerables., Todos ellos son coordinables entre si, es decir tienen el mismo nimero cay
dinal y se dice que tienen la potencia del continuo.

‘Pero no se crea que sélo hay estos dos tipos de conjuntos infinitos. Dada una ccoleccidn
de conjuntos infinitos no coordinables entre si siempre existe otro conjunto infinito no

N 3
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¢o§rdinable con ninguno de ellos; es decir que tiene un nimero cardinal diferente del

" de todos los dados.

EJERCIGIOS.

1. a)

b)

Dada 1la fungién f: R — R definida por f(x) = x3 - 2x + 1 hallar £(-1) , £(0)
£(1/2) , £(Y2) , £(-2.3) , £(0.666....).
Sea f: Q x Q — Q definida por f£(x,y) = Eyfmg. Hallar £(2,-1) , £(-1/2,0) ,

£(1.5,-1/3) , £(0,-2/5).

2. Dados los conjuntos A = {a,b,c} y B = {1,2} jcudntas aplicaciones diferentes se pu
den definir de A en B y cudles son? ;Cuintas son epiyectivas y cudntas inyectivas

3. Dadas las siguientes funciones, hdallar sus imigenes y decir si son inyectivas, epi

yectivas o biyectivas justificando la respuesta. FEn el casc de las biyectivas ha-
l1lar la funcidn inversa:

a)
b)
c)
d)
e)
£)
g)
h)
i)

i)

k)
1}

4, a)

b)

c)
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f: N~ N, f(x) = 2x

f: Q wr @, £(x) = Ix

f: 2 —r I , £(x) = |x|

f: N—> N, £(x} = x + 5

f: 2 — 2, f(x) =x + 5

f: 2 —> N, f(x) = x?

£f: R — R, £(x) = x?2 siendo RY = {x ¢ R: x> 0} -
f: N— N, f(x) = 3x - 1

f: R— R, £(x) = 3x - 1

f: R —+ R, f(x) = x3

£: N = Q, £(x) = &y

f: R¥— R*, f(x) = % siendo R* = {x ¢ R : x # 0}

Dadas las aplicaciones f: A —= B y g: B — C definir la aplicacidn composi
cidn gof. (Qué significa que la composicién de aplicaciones es asociativa?,

Sean A = {a,b,c,d,e} , B = {0,1,2,3} ¥y C = {v,w,x,y,2} y fyg - las siguien-
tes funciones: :

g(0)

f(a) = 0 = W
£(b) = 2 g(1) = x
;?( £(c) = 3 g(2) =y
£(d) = 2 g(3) =y
f(e) = 3
Hallar gof y representarla gréfiéamente. '
Dadas f: N —* Q definida por f(x) = §§7
g: Q— R " "og(x) = x2 o+ /2
h: R— R " " h(x)=]|x] +1
t: R—+ R " " t(x}‘= sen 3x



Hallar gof , toh , hot , hog , tof y calcular (g.f)(2), (toh)(-x) , (hot){(-7)

(hog)(-1/2) , (to£)(1).
d) Verificar que (hog)of = ho(gof) ¥y que (toh}og = to(hog).
e) iSe pueden componer h con g, t con £, g con £7.

H]

5. Si una persona recibe un peso el primer dia del afio, dos el segundo, cuatro el ter-

cero, ocho el cuarto, y continda asi recibiendo cada dia el doble de 1la cantidad ob

, tenida el dia anterior, escribir una férmula para la funcidn que 2 cada dia 1le hacg

corresponder la suma percibida ese dia. (En qué dia recibird aproximadamente ‘
1.000.000 de pesos?.

6. a) Dar un ejemplo de una funcidn definida de R en R que tenga la propiedad de que
cualesquiera sean a;b e R, si a < b entonces. £{a) < £(b).
b) Idem de una funcidn g de R en R tal que cualesquiera sean a,b ¢ R, si a < b en-
tonces g(b) < g(a).
7. Sean A £ B —%+ C. Demostrar que:
1) 8i £y g son epiyectivas , gof es epiyectiva.
2) Si f y g son inyectivas , gof es inyectiva.
3) Si f y g son biyectivas , gof es biyectiva.
4} Si gof es epiyectiva, g es epiyectiva.
§) Si gof es inyectiva, f es inyectiva.
Las propiedades reciprocas de las 1} , 2) , 3} , 4) y §) no son en general verdade
ras. Queda a carge del lector encontrar ejemplos que le prueben.

1.5. OPERACIONES BINARIAS.

Definicién. Una operacién binaria definida en un conjunto A es una aplicacidn de A x A
en A,

Es decir, una operacidén binaria (o tambisn ley de composicidn interna) en A es una apli
cacidén que a cada par ordenado (x,y) de elementos de A hace corresponder un elemento de
A'

En lugar de usar la notacién indicada para las aplicaciones,habitualmente el elemento que
corresponde al par (X,y)} por una operacidn se representa escribiendo los elementos X,y
unc a continuécién del otro separados por un signo caracteristico que simboliza a di-
cha operacién. Por ejemplo, si el signo elegido es T.con xTy se representa al elemen
to gque corresponde al par (x,v):

(x,y) = x Ty
8i z ¢ A es el elemento que corresponde al paf {x,y) se dice que z es el resultada de
operar x con y y se escribe xTy = 2z,

De la definicién de operacidn binaria resulta inmediatamente que: 33



1) Una.oPexaciﬁﬁ binaria T en A estd definida para todo par {x,y} de elementos de A.

'2). Cualquiera sea &l par (x;¥}, xTy ¢ A, Esto se expresa diciendo que'éi_cbnjuntc A

'es cerrado con respecto a.la operacidn..

3} Toda operacién binaria T tiene la siguiente propledad

si X =x' e y = y' entonces xTy = 'Ty . (Propxedad uniforme).

En-efécto- six=x" e y =y°¥ entonces (x,¥) = (x',y").

Como por def1n1c1on la operacidn es una apllcac10n de-A x A en A es claro que xTy =

' EJEMPLOS;

1} La suma (x,y) — x+y y la multiplicacidn (x,y) S X.y son operaciones binarias e
.N,Z,QwRy‘C

2) Si E es un ccn;unto; la interseccién (X,Y) — X n Y y la reunidén (X,Y) - X uy

~ son operac1ones binarias en el conjunto A P(E) de las partes de E.

3) La diferencia (x,y) — X y €5 una operaclﬁn binaria en los conjuntos Z, Q , Ry
En cambio no lo es en N puesto que no esta definida para los pares de nfimeros natu
rales (x,y) tales que x < y,

4) La d1v1510n (x,y) = x/y noe es una operac1on binaria en ninguno de los conjuntos
numéricos porque la lelSlén por cero no esti definida,

5) "S5i F es el con;unto de todas las aplicaciones de un conjunto A en si mismo, la com:
posicidn de aplicaciones (f,g) — fog es una operacidn binaria en E,

Operaciones asociativas, conmutativas, distributivas.

Notemos que en un conjunto en el que estd definida una operacidn binaria 7. se puede ha-
blar de la composicidn de dos elementos pere en geéneral no se podrd hablar sin amblghe-
dad de la comp051c10n de tres elementos a,b,c pues el resultado puede variar segln se
operen a y b primero y. luego este resultado con ¢ o en cambio se .opere a con el results

do de b y ¢ Esta ambigiiedad se salva si ambos resultados son iguales:

(2aTh)Tc=g T (b7 c)

Ademds observemos que en general a T b#bTa,

Definicidn. Una operacidén binaria T definida en un conjunto A se dice:

1) Asociativa si (xTy)Tz = xT(yTz) cualesquiera sean X,y,z € A.
2) Conmutativa si xTy = yTx cualesquiera sean X,y e A,

Sl una operacidn es asoc1at1va se escribe simplemente xTyTz puesto que el resultado no

depende del orden en que se efectfien las operaciones. Mis atn, se demuestra. que la aso
ciatividad de una operaczén binaria permite hablar sin amblguedad del resultado. de ope-
rar un nimero finito cualquiera de elementos. de A dados en un cierto orden pues el re-
sultado es 1ndependlente de la distribucidn de paréntesis que se considere y POr eso se

omlte escribirlos. No ocurre asi si la operacidn en cuestlén no es asociativa.
Si en un con;unto A estdn definidas dos operaciones binarias T y o se dice que:

T es diszrlbutlva a 1zqularda ¢on respecto a o si




XT (yoz2z)=(xTy)o (x T z) cualesquiera sean X,¥,2 £ A,

T es distributiva a derecha con respecto a o si

(xoy)Tz=(x7Tz)o (yT z) cualesquiéra sean X,¥,2 € A,

T se dice distributiva con respecto a o si es distributiva a derecha e iz-

quierda.

Una operacién binaria puede ser o no conmutativa, asociativa o distributiva con respec
to a otra operaciédn. '

EJEMPLOS.

1) La suma y la multiplicaciénen N , Z , Q , R o C son conmutativas y asociativas y
la multiplicacidn es distributiva con respecto a la suma, no asi la suma con respec
to a la multiplicacidén. La diferencia en Z (Q,R o C) es una operacidn que no es a-
sociativa ni comnmutativa. '

2) La reunidn e interseccién de conjuntos son operaciones asociativas y conmutativas
y cada una de ellas es distributiva con respecto a la otra.

3) La composicidn de aplicaciones es asociativa perc no conmutativa.

4) Consideremos la operacién binaria definida en el conjunto R de los ntmeros reales
de la siguiente manera: |
Xoy=x21y?
¢ es conmutativa pefo no asociativa,
5) Sea T la operacidn binaria definida en R como sigue:
xTy=x !

T es asociativa y no es conmutativa; es distributiva a Ia izquierda con respecto a
la operacidn del ejemplo 4, pero no lo es a la derecha.

6) La operacidén definida en Z como sigue:
x Ty =x%y + x+y

no es asociativa ni conmutativa.

Elemento neutro.

Definicidén. Dada una operacidn binariz T en un conjunto A, un elemento e ¢ A se llama
‘neutro con respecto a esa operacién si '

x.T:é = e T x =Xx cualquiera sea x € A.

Es claro que si existe, el neutro es nico.
En efecto, si e y e’ son dos elementos neutros para la operacién T entonces:

eT e =e' por ser e neutro.

i

e T e' " " e’ neutro.

Luego e e’ . o 35
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EJEMPLOS.
1) El 0 es elemento neutro para la suma en Z , Q , Ry Cy el 1 es neutro para la mul
tiplicaciébnen N , 2 , Q , Ry C. En N 1la suma no tiene neutro.

2) Considerando las operaciones de reunidn e interseccidn de conjuntos en P(E}, el con
junto ¢ es neutro para la. reunidén y el conjunto E lo es para la interseccidn.

3) Considerando la composicién de aplicaciones en el conjunto F de todas las aplica-
ciones de un conjunto A no vacio en si mismo, el neutro de esta operacidén es la a-
plicacidn idéntica de A.

4) La operacidn del ejemplo 4 anterior no admite neutro; la definida en el ejemplo 5
tampoco porque 0 es neutro a derecha pero no a izquierda; finalmente la del ejenm-
plo 6 tiene neutro: el 0.

Inverso.
Definicidn. En un conjunto A con una operacidn binaria v que admite elemento neutro,

se dice que un elemento b ¢ A es inverso de otro a ¢ A si
aTb=bTa-=¢
Si un elemento a tiene inverso se dice que a es jinversible.
EJEMPLOS.
1Yy EnZ , Q , Ry C todo nimero x tiene inverso con respecto a la suma: -x. En Q , R
y C todo nimero x distinto de 0 tiene inverso con respecto a la multiplicacién: x !

En 7 los Gnicos nGmeros inversibles con respecto a la multiplicacidn son 1y -1.

2} En el conjunto F de todas las aplicaciones de un conjunto A en si mismo, los elemen
tos de F que tienen inverso con respecto a la composicién de aplicaciones son las a

plicaciones biyectivas.

3} En un conjunto A con una operacidn que tiene neutro e, éste es su propio inverso.
Puede suceder que e sea el finico elemento inversible de A. Por ejemplo, en el con-
junto N de los naturales 1 es el neutro de la multiplicacidn y es el finico natural
inversible en N con respecto a esta operacidn.

PROPOSICION. En un conjunto A con una operacidn binaria que es asociativa y admite neu

tro, si un elemento x ¢ A tiene inverso &ste es Gnico.

Demostracidén: A cargo del lector.

NOTA. Hemos visto algunos ejemplos de conjuntos en los que estdn definidas operaciones
binarias e indicado algunas propiedades que una operacidn binaria puede o no verificar.
En cada uno de los sistemas numéricos Z , Q , Ry C estén definidas dos operaciones, la
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suma ¥y la multiplicacidn, que son asoc1at1vas y conmutativas y tal que la multiplica-
citn es distributiva con réspecto a la suma. Ademids en todos estos 51stemas la suma y
ia mu1t1p11caC1on admiten neutro, todo elemento es 1nver51b1e con respecto a la suma
en 2 , 0, R o C y todo elemento no nulo es inversible con respecto a la mu1t1p11ca -
ciébn en Q , R o €. No sélo los sistemds numéricos presentan prOpledades de este tipo,
sino que son numercsos 1os ejemplos particulares de conjuntos en los que estin defini-
das una o dos operaciones que verifican propiedades similares y que por lo tanto, de-
jando de lado 1a naturaleza de los elementos, preséntan-una semejanza formal en cuanto
a las leyes de célculo, La observacidén de este hecho llevé a estudiar las estructuras
algebraicas fundamentales que intervienen en todas las ramas de la matemética anali-
zando las leyes y propledades que verifican distintas operaciones, con abstraccién de
la naturaleza de los elementos sobre los que actlan. Este huevo enfoque se inicid a
pr1nc1plos del sigio pasado con Ruffini (1765~3822), Abel (1802- 1829) y Galois (i811-
1832) quienes, estudiando el problema de 1la resolucién de ecuaciones algebraicas, se
valieron de la nocidn de grupo.

Del concepto general de operacidén binaria en un conjunto se pasa a los conceptos abs-
tractos de grupo, anillo y cuerpo, que dependen exclusivamente de las propiedades de
una o dos operaciones definidas en un conjunto no vacio, sin que interese la indole de
sus ‘elementos. Se establece que esas operaciones verifican ciertas propiedades, que
se llaman axiomas o postulados, y luego se estudlan las propiedades que se deducen a
partir de ellas.

El caricter abstracto de estos conceptos hace que se los pueda aplicar a casos particu
lares (nGmeros, matrices, vectores, traslaciones en el plano o en el espacio, permuta-
ciones, funciones numéricas, etc.) y una vez que se ha comprobado que se verifica la
definicidn de grupo, anillec o cuerpv, se sigue immediatamente que se verifican también
todas las demds propiedades deducidas a partir de los ax1omas9 siendo 1nnecesar10 ha-
cer la demostracién en cada caso. Esta teoria general permlte entonces una 1mportan-
te economia de esfuerzos y ayuda a aclarar las 1cieas°

Este tema no tiene cabida en el programa de Algebra I. _Daremos breves definiciones de
lo que se entiende por grupo, anillc ¥ cuerpo tan sdlo a titulo informativo..

GRUPO. Se 1llama grupo a todo conjunto en.el que estd definida una operacién binaria
que es asociativa, admite neutro y tal que todo elemento es inversible. Si ademss la
operacidn es conmutativa el grupo se 1llama abeliano.

Por ejemplo: a) Son grupos abelianos con respecto a la suma Z , Q , R, C; b) Son
grupos abelianos con respecto.a la mﬁltiplicacién Q - {0} s R - {0} , C - {0} ; ¢) sSi
8, = conjunto de todas las aplicaciones: ‘biyectivas del conjunto {1,2,...,n} sobre si
misno, Sn es un grupo no abeliano con respecto a la composicién de aplicaciones, para

n 3,

ANILLO. Un anillo (unitario) es un grupo abeliano en el que estd definida una segunda
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operacién binaria que es asociativa, admite neutro y es distributiva con respecto a la
operacidén grupal. 8Si adem#s esta segunda operacidn es conmutativa el anillo se dice

conmutativo.

Por ejemplo, son anillos conmutativos con respecto a la suma y 2 1la multiplicacién 2 ,
Q , R , €. Las matrices cuadradas de orden n de nfimeros reales forman un aniilo no con-
mutativo (n > 1). Ya veremos més adelante este ejemplo.

En un anille, la operacién de grupo se suele llamar suma y la otra multiplicacién; el
neutro de la suma se representa 0 y el de la multiplicacién 1. Con esta notacidén, la
definicién de cuerpo es la siguiente.

CUERPO. Un cuerpo es un anillo conmutativo en el que todo elemento distinto de 0 es
inversible con respecto a la multiplicacién.

Q , R y C son cuerpos con respecto a la suma y a la multiplicacidén ordinarias de nf-

meros,
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CAPITULD 11

NUMEROS REALES

v

fn el coiegio secundario se estudian las propiedades de los nlmeros naturales, enteros,
racionales y reales. Cada uno de estos sistemas numéricos es una ampliacién del ante-
rior y las sucesivas ampliaciones fueron motivadas por la necesidad de efectuar opera-
ciones que no son posibles en el sistema numérico precedente. Histdricamente el nfime-
ro natural es el primero en aparecer, originado en la operacidn de contar objetos. La
necesidad de medir longitudes, superficies, pesos, etc. determind la creacidn de los nd
meros fraccionarios positivos, de uso corriente en la antigiiedad. En cambio los nlme -
ros negativos hacen su aparicidn muy tarde y sélo a principios del siglo XVII son acep
tados por los matemdticos como entes similares a los ndmeros positivos, Los griegos
nunca consideraron como solucidén de un problema una cantidad negativa. ‘Finalmente, re
cién en el siglo pasaéo los ndmeros irracionales adquieren respetabilidad cuando en el
periodo de revisidn de los fundamentos y principios de la matemdtica Dedekind (1872),
Cantor (1872) y Weierstrass (1869) elaboran teorias rigurosas para definir los ndmeros
reales a partir de los racionales.

El alumno estd familiarizado con la idea de que la imagen geométrica del conjunto R es
una recta. Existe una correspondencia biunivoca entre R y los puntos de una recta, de
g*modo que si a y b son nfimeros reales y a < b entonces el punto que correspende a a es-
td a la izquierda del que corresponde a b.

Los nfineros racionales pueden representarse como sigue: Se elige una recta y sobre ella
dos puntos.distiﬁtos 0yU, quedéndo asi determinada una unidad de longitud, el segmen
to DU , y un sentido positivo sobre larrecta; el de la semirrecta OU. El punto O repre
senta al nlimero 0 y el punto U al 1.

Los némeros enteros estdn representados por puntos equidistantes, como indica la figura

Para representar un nlmero fraccionario positivo % se divide al segmento unidad en "b"
segmentos iguales y luego se transporta uno de ellos "a' veces a partir del origen so-
bre la semirrecta de la derecha. Si el nfimero es negativo estd representado por el pun
to simétrico del anterior con respecto al origen.

A los puntos de la recta que corresponden 4 nimeros racionales se los llama puntos racic
nales.,

En cualquier segmento AB de la recta existe un punto raciomal, o lo que es equivalente,
entre dos puntos distintos A y B cualesquiera existen infinitos puntos racionales.

Sin embargo los puntos racionales, a pesar de estar tan prdéximos como se desee, no lle-

nan la recta.
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Hace 25 siglos los matemdticos pitagdrices lo descubrieron mediante una construccidn

bien sencilla.

En primer lugar no existe ningfin niimero racional cuyo cuadrado sea 2. En efecto, supbn

gamos que existen dos enteros a y b tales que
2
F =2

Podemos suponer % irreducible, es decir a y b sin factores comunes propios.
De 1a igualdad anterior resulta

2 =

a 2b2 ==> a2 es par ==> a es par. (1)

Luego podemos escribir a = Zc. Entonces
4c2 = 2b%2 => 2¢? = b2 == b2 es par => b es par. (2)

(1) v (2) contradicen la hipdtesis de que % es irreducible. Esta contradiccidn prueba
gque no existe nihgﬁn nimero racional cuyo cuadrado sea 2.

Es fdcil ahora determinar un punto en la recta que no es racional.

\\
\
Y
A
]
0 ANC
0 1 V3

En 1a figura,sea OA la unidad de longitud y OA = AB. Por el teorema de Pitidgoras el
cuadrado de 1la 1ongitud de la hipotenusa OB es 2. Haciendo centro conel compds en O vy
trazando un arco de c1rcunferenc1a con radio OB se obtiene el punto C que por lo reciér
demostrado no es ?ac10nal

Los griegos, que crearon los nimeros racionales para poder medir las longitudes con ni-
meros, descubrieron asi que existian segmentos no suécepfibles de ser medidos (con los
niimeros racionales), es decir inconmensurables. Esto provocd la ruina de la escuela pi
tagérica‘porque no acertaron a completar el sistema racional de modo que existiera una
correspondencia biunivoca entre nfimeros y puntos de la recta. Para ello es nécesarip
ampliar Q ‘introduciendo los nGmeros irracionales.

Para estudiar los nimeros reales se puede partir de los nfimeros naturales, definiéndo-
los en base a la teorla de conjuntos o introduciéndolos axiomdticamentes (por medio de
los postulados de Peano: (1889), por ejemplo), definir luego a partir de ellos los numej
ros enteros, construir a partir de €stos el sistema de los racionales y finalmente de-
finir los nimeros reales a partir de los raciomales por el método de las cortaduras de
Dedekind, o el de las suce31ones monotonas contiguas o tamblen el de las suce51ones de
Cauchy desarrollado por Méray y Cantor en 187Z. '

Una construccidn rigmrosa del sistema de los nfineros reales escapa los limites de este
curso de 4dlgebra. Los 1ectores interesados pueden consultar la blbllografla indicdda y
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on especial el libro "Qué es la matematica" de Courant y Robbins.

gl camino que seguiremos en cambio es enumerar las propiedades fundamentales del siste
na R de los nimeros reales, distinguiendo dentro de R el conjunto N de los nimeros na-
turales, el conjunto Z de los enteros y el conjunto Q de los racionales.

y al decir propiedades fundamentales de R queremos significar un conjunto de propieda-

éﬁﬁ;ﬁien determinado que caracteriza al sistema R de los nimeros reales, es decir tal

que todas las propiedades de R sin excepcidn pueden deducirse a partir de ellas v todo
sistéma que verifica esas propiedades coincide necesariamente con R desde el punto de
vista algebraico. Son las propiedades de cuerpo ordenado completo. El alumno estid

bien familiarizado con todas ellas, excepto tal vez con el llamado axioma de completi-
dad, que dejaremos para el final.

2.1. NUMEROS REALES.

En el conjunto R de los nimeros reales estdn definidas dos operaciones binarias, la su
ma + y la multiplicacién . , y una relacién binaria " < " de modo que se verifican las
siguientes propiedades:

51, Asociatividad de la suma:

{fa + b) + ¢

it

a+ (b + c) . ¥ a,b,c g R

$2. Commutatividad de la suma:

a+hbh b+ a 7 ¥ a,b g R

83. Existe 0 € R que es neutro de la suma, es decir
a+ 0= a2 ¥ aeR

S4. Todo nimero real es inversible con respecto a la suma, es decir, para todo a £ R

existe b £ R, llamado simétrico de a, tal que a + b = 0,

Mi. Asociatividad de la multiplicacién:

(a.b).c = a.(b.c) ¥ a,b,c € R

M2, Conmutatividad de la multiplicacién:

a.b = b.a ¥ a,b e R

M3. Existe 1 e R, 1 # 0, que es neutro de 1la multiplicacién, es decir a.l = a -Va € R

M4. Todo nfmero real distinto de 0 es inversible con respecto a la multiplicacién, es
decir, para todo a ¢ R, a # 0 , existe b € R, llamado inverso de a,‘tél que a.b=1

D ., Distributividad de la . con respecto a la + :

a.{b+c¢c) =a.b+ a.c ¥ a,b,c e R 41



01. Ley de tricotomia: Cualesquiera sean a,b e R se verifica una y so0lo una de 1as

siguientes relaciones:
a2 =b s a<b 6 b <a

0Z. Ley tramsitiva: Si a <b y b < c entonces a < c,

4 .
05. Ley de monofonia de la suma: Si a < b entonces a + ¢ < b+ ¢ , ¥ ¢ ¢ R,

04. Ley de monotonia de ia muitiplicacién: Si a < b y 0 < ¢ enionces a.c < b.c .

NOTACTON: 3>b siysolosi be<a

a¢b siysolosi a=h 6 a<h
" <" es una relacidn de orden.
Las propiedades anteriores se resumen diciendo que R es un cuerpo ordenado: cuerpo por

que se verifican las propiedades S1-, S2 , 8§83 , 54 , M1, M2 , M3 ;, M4 y D; ordenado
porque estd definida una relacién de orden que verifica las propiedades 01,02,03 y 04,

ot

A la lista de propledades enunciadas falta agregarle una mds, el llamado axioma de com
pletidad, que veremos mis adelante.

De las propiedades de cuerpo se deducen las siguientes, cuya demostracidén queda a car-
go del lector:

1. Los elementos neutros de la suma y el producto son finicos.

2. Cada niimero real x tiene un finico simétrico y un fnico inverso (si x # 0). E1 si-
-1
métrico de x se representa -x y su inverso x .

3. Valen las leyes de cancelacién de la suma y de la multiplicacidn, es decir:
X+a=x+b implica a = b
x.a =x.b y x # 0 implica a = b
4. a0 =0 ¥ aceR, . '
5. En R no hay divisores de cero, es decir
a.b =0 implica a=0 6 b =20
6. Cualesq&iera sean a,b £ R, 1a ecuacién b + x. = a tiene solucién finica dada por

X =a+ (-b)
NOTACION: El elemento a + (-b) se representa a - b y se llama la diferencia de a y b:
a~b=a+ (-b)

7. Cualesquiera sean a,be,R , b # 0, la ecuacién b.x = a tiene solucidn finica dada
-1 : : .
por X = a.b
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NOTACTON:
se representa B

Dados a,b € R , b # 0, el elemento a.b

a

% = .5.1‘,-13‘1

Valen las siguientes propiedades:

i)
ii)
iii)
iv)
v)
vi)
vii)
viii)

Los cocientes verifican las siguientes reglas:

i)
ii)
iii)
iv)
v)

vi)

-(-a) = a

-(atb) = (~a) + (-b)

(a*l}‘l = 3 si a # 0

(@)t =2t bt si oafo0,b#o0
(-a) ' = @'y si a0
(-a}.b = a.(-b) = ~(a.b)

(-a).(~b) = a.b

a.(b-c) = a.b -

a.d =b.c

% = % si'y solo si
a, ¢c_adz*b.c
b~ d "b.d
a , ¢ _ a.c
b d bBd
...a'“-‘a': a
b~ b -b
a _ -a
b~ -b
siogro , BH- Y

se llama el cociente de.a por b y

+Definicidn. Un nlmero'a € R se dice positivo si 0 < a y negative si a < (.

De 1la propiedad 01 resulta que todo niimero real es positivo, negativo o nulo,es decir R

estd dividido en tres subconjuntos disjuntos dos a dos: el de los niimeros positivos, el

de los negativos y el que tiene por dnico elemento a 0.

negativo es menor que cualquiera positivo.

De 02 sigue que todo nlmero

De las propiedades de cuerpo ordenado resulta que en R valen también las siguientes:

10.
1.
12,

13,

14,

15,
16.

La suma y el producto de dos niimeros positivos es un niimero positivo.

a> 0

a2 <b siysolosi b=-a>0

si y solo si -a < 0

~El producto de dos nfimeros negativos es un nlimero positivo y el de un positivo

un negativo es negativo.

El cuadrado de cualguier ndmero no nulo es positivo. En particular 1 > 0.

De aqui y de 12 sigue -1 < 0.

a+c<<h -+

si y solo si a<b

Si a'<b y ¢ <d entonces a +c <b +d

por



17, Sia<b y ¢ < 0 entonces b.c < a.c

18, Si a.c <b.c y ¢ > 0 entonces a < b
Si a.c < b.c Yy € < 0 entonces b < a
19, a> 0 siysolosi at >0

20. Si a y b son ambos positivos o ambos megativos, a < b si y solo.si b ! < g}

Valor absoluto.

Se llama valor absoluto de un nimero real a y se representa [al al nimero definido de

‘la siguiente manera:

a sia>20

BE |
~a sia=<0
Propiedades.
1. |al 3‘0 : Jal = 0 siy solosi a=20

2.. lal «m sivy sélqui -m<a<nm (m> 0)

3.~ Ja + b| < 'la| + [b]

s~ Ilal - fbl] < la - b]
5.~ la.bl = fal.fbl
6 I3 - 1‘—%}

- Demostracidn:
1. Resulta de la definicién de valor absoluto.

2. Supongamos |al < m. Como a < |a| , por transitividad resulta a <m (i),

Como -a < |a| por transitividad se tiene -a < m. Multiplicando por -1 resulta {pc

propiedad 17) -m ¢ a (ii). De (i) y (ii) 51gue'-m <a<m,

Reciprocamente, supongamos -m

EA

sas<m,m> 0. Siax0, |a = a
lal = -a. De -m ¢ a sigue -a < m., Luego |a] <m . '

3. Podemos escribir [a| < }a|. Aplicando la propiedad anterior con m

ne: -lal] s a < fal - Andlogamente -|b| < b < |b] . Sumando miembro a miembro se
tiene: -(jaj + Ib]) < a+b<ldal + |b] . Aplicando nuevamente 2 con m = |a]+|b]
resulta ja + b| < |a] + |b] . o |

4. Podemos escribir,a = b +.(a - b). Aplicando 1a propiedéd‘ahterior es:
lal < Ib] + Ja - b] |

Ja bl ()

a+ (b-a)eés |bl < la +|b - a

Luego -[b - af ¢ ] - Ib] (i)

EA

De aqu1 :Ia]‘~ |b]

'Il

Analogamente, de b

' Pero - ]b - af = [a - b} . De (i) y (ji)_sigué

“la - b s |a| - [b] < |a - b]

‘Aplicando 2 con m = la - blresulta !fal - Ibll < la - bl

m. Sia‘<0

]a{ , se tie-



‘5, Sia=0 o b=10es obvio que ja.b| = |a].[b] -

Sia# 0yDb+# 0 pueden ser ambos positivos, ambos negativos o uno positive y otro
_negativo. Sia >0 y b >0 es a.b > 0 (propiedad 10).Luego |a.bl = a.b = |al.|p]
Sia<0 y b<0esa.b>» 0 (propiedad 13)., Luego |a.b| = a.b , [a| = -a ,

bl = -b. Come (-a).(-b)} = a.b se tieme |a.b] = ja].|b] .

Finalmente, si.a <0 y b >0 es a.b <0 ({propiedad 13).

Luego |a°b] = -{a.b) = (-a).b = |a|.|b] .
6. a = % . b . Luego la| = |%|°1b’ y de aqui rgsulta ‘|%] = %%%

Vamos a distinguir ahora dentro de R los sistemas de los nlmeros naturales, de los en-
teres y de los racionales,

NelaeQeR

2.2. NUMEROS NATURALES

‘Para definir el conjunto N de los niimeros naturales y teniendo en cuenta que 1 ¢ Ny
que si un nidmero x ¢ N también x+1 ¢ N, comenzaremos por considerar todos los subcon-
juntos de R que satisfacen estas propiedades.

pPefinicidn. Un subconjunto A de R se dice inductivo si satisface:

1. 1 ¢ A , ‘ ‘
2. 8i x £ A entonces x+1 € A

EJEMPLOS:
1} Es claro que R es inductivo.
2} E1 conjunto de todos los reales positivos es inductivo, (Por propiedades 14 ¥ 10).

e

3} El conjunto {x €R: x = 1 , X =2 & x > 3} es inductivo.

Ningin subconjunto finito de R es inductivo. En general, ninglin subconjunto acotado
superiormente lo es.

Es claro que los niimeros naturales pertenecen a todos los conjuntos inductivos y ésta
-es la clave de la siguiente definicién. .

Definicifén. Se llama conjunto N de los nlmeros naturales a la interseccidn de todos
‘los subconjuntos inductives de R,

Resulta inmediatamente que N es inductivo ¥ que todo conjunto inductive contiene a N,
es decir N es el menor de los subconjuntos inductives de R (con respecto a la relacidn
de inclusidn). En particular, como ios nmeros positivos forman un conjunto inductivo,
los nGmeros naturales son positivos, '

NOTACION: Como 1 & N, tambidn 1 + 1 ¢ N. Se escribe 1"+ 1 = 2. Como 2 e'N, 2 + 1 ¢N
Se escribe 2 + 1 =3, etc, ‘
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(1) Principio de induccidn.

(2} Principio de buena ordenacidn.

(3) N es cerrado con respecto a la suma y a la multiplicacidn.

(4) Factorizacidn dnica: Todo nfimero natural distinto de 1 puede escribirse como un
pgoducto de nimeros naturales primos y esta descomposicidn es Gnica salvo el orde:
de los factores,

TEOREMA 2.1. (Principio de induccién).
Si S es un subconjunto de N tal que:

1) 1 e58
2) Sin e S entonces n+l ¢ §

entonces S = N.

Demostracién: Por 1) y 2) S es inductive. Por 1o tanto, en virtud de la definicién ds
Nes Ne S, Como S« N, entonces § = N.

El principio de induccién puede enunciarse de otra manera. Supongamos que a cada nine-
ro natural n se le asocia una proposicién P(n) bien determinada, que puede ser verdade-
ra o falsa, por ejemplo:

a) P(n): "n es un nimero mayor o igual que 1",
b} P(n): "La suma de los n primeros nfimeros naturales es igual a E£%;ll ",
¢} P(n): '"n es mayor que 6',

d) P(n): "El duple de n es menor que 6"

Las proposiciones a) y b) son verdaderas para todo n e N; c) es falsa para n=1,2,3,4,5,
y d} es falsa para todo n > 3.

El principio de induccién puede enunciarse equivalentemente como sigue:
TEOREMA 2.2. Si P(n) es una proposicidn relativa al nfimero natural n y se verifica que

1). P{1) es verdadera. -
2y Si P{k) es verdadera entonces P(k+1) es verdadera.

entonces P(n) es verdadera para todo n ¢ N.

Es claro que 2,1 == 2.2 porque si S es el conjunto de todos los niimeros naturales pa-
ra 1los que P(n) es verdadera, S verifica las dos condiciones del teorema 2.1 y por lo
tanto coincide con N, ReC1procamente, 2.2 ==> 2,1 pues si S es un subconjunto de N
que cumple las condiciones 1) y 2) de 2.1 , considerando la prop051C1on P{n): "n e s,
se tiene en virtud de 2,2 que n ¢ S, ¥neNo sea S N.

El principio de induccién es una propiedad fundamental de los niimeros naturales que pro
porciona un método de demostracidén llamado por induccidn o recurrencia. Para demostrar
que los nlimeros naturales verifican una cierta propiedad es suficiente:
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{) Demostrar que es verdadera para 1.

2) suponiéndola verdadera para n, probar que se verifica para n+1,

por ejemplo, probemos que 1 <n , ¥ n e N,
para cada n ¢ N consideremos la proposicidn P(n): "1 < n".

1) Es verdadera para n = 1 pues 1 ¢ 1,
2) Si es verdadera para k, entonces es verdadera para k+1.

En efecto, como 0 < 1 resulta por monotonia de 1a suma k < k+1; si 1 < k, por tran-
gitividad se tiene 1 < k+1.

Queda asi probado que 1 < n, ¥ n e N.

EJERCICIO: Demostrar aplicando el principio de induccién que:
a) Para todon e N, n# 1 esn-1¢N, A

Considerar el conjunto S < N definido asi: S = {x ¢ N : x-1 ¢ N} U {1}. Demostrar
que S es inductivo. A

b) Para todo n £ N no existe ningiin nGmero natural entre n y n+1.

El conjunto de los niimeros naturales tiene una propiedad que no comparte con ningunc de
de los conjuntos Z , Q 8 R. Es el llamado Principio de buena ordenacidn: Todo_subcon-

junto no vacio del conjunto de nimeros naturales tiene primer elemento.

En general, si en un conjunto ordenado se verifica la propiedad de que todo subconjunto
no vacio tiene primer elemento, el conjunto se dice que estd bien ordenado.

Para demostrar el principio de buena ordenacidén utilizaremos el principio de induccidn.

{en verdad son equivalentes).

TEOREMA 2.3, (Principio de huena ordenacidn).

Todo subconjunto no vacio de N tiene primer elemento.

Demostracién: Consideremos la siguiente proposicidn: P(n): "Todo subconjunto de N que
contiene un ndmero menor o igual que n tiene primer elemento'.

1) P(1) es verdadera pues si A = N es un conjunto que contiene un nimero k menor o 1
gual que 1, como 1 5‘n , ¥neN, debe ser k =1 ; luego 1 e A y 1 es el primer

elemento de A.

2) Supongamos que P(n) es verdadera y probemos que P(n+1) es verdadera. Sea A< N un
conjunto que contiene un niimero menor o igual que n+1. Si A no contiene ningéin nd-
mero menor que n+l entonces debe ser n+1 € A y n+l es el primer elemento de A. Si
A contiene un nfimero k menor que n+l1, k < n+1, entonces como n ¢ N y entre n y n+l
no hay ninglin nfimero natural segin el ejercicio b), debe ser k < n., Luego, A con-
tiene un niimero menor o igual que n y por la hipdtesis de induccién A tiene primer
elemento.

A menudo se utiliza en las demostraciones una segunda forma del principio de induccidn.

TEOREMA 2.4. Sea P(n} una pr0pdsici6n relativa al nGmero natural n. 8i se verifica qu



1} P{1) es verdadera.
2) Para todo n > 1, la hipdtesis de que P(k) es verdadera para todo k < n implica que
P(n) es verdadera. : :

entonces P(n) es verdadera para todo n € N,

Demostracién: Sea S = {n € N ; P(n) es verdadera} . S verifica las dos condiciones s
guientes:

19 ies
2) Para todon > 1, si k € S para todo k < n entonces n € S,

Se trata de probar que S = N, Sea §S' = N - S, Si §' # ¢', por el principio de buena
ordenac1on tiene primer elemento p y p > 1 ya que 1 ¢ S'.

Luego todos los niimeros naturales menores que p no pertenecen a' S*, es decir, para tod
k <-p, k e 5.

Luego por 2) resulta p € S. Como p € §', esta contradiccidn prueba que S' = ¢ , o ses
que S = N lo que termina la demostracifn.

Se.tiene asi un segundo método de demostracién por induccién. Para demostrar que los
nfimeros naturales verifican una cierta propiedad es suficiente:

1} Demostrar que es verdadera para 1.
2) Suponiéndola verdadera para todos los nlimeros naturales menores que n, demostrarls
paran (n > 1). )

TEOREMA 2;5._ N es cerrado con respecto a la suma y a la multiplicacién.

Demostracidén: Probemos que N es cerrado con respecto a la suma. Se demuestra por in-
duccién. Consideremos el conjunto S de todos los nimeros naturales n que tienen la pr

piedad de que sumados a cualquier nfimero natural dan por resultado un ndmero natural:

={neN:mmeblN, V¥ me N}

1} 1 e Spues ¥me N, ml e N,
2} Supongamos que n & S y probemos que n+l e S,

Y¥meN, m(n+t1) = (m+n)+1. Como n e S, es m*n ¢ N lo que implica (m+n)+i ¢ N .
‘tuego m+(n+1) ¢ N, ¥ m ¢ N, es decir n+1 e S,

Entonces S = N, lo que termina la demostracién;

Andlogamente se prueba que N es cerrado con respecto a la multxpllcac1on, lo. que queda
a cargo del lector.

En N la suma y la multiplicacidn verifican las propiedades ST , §2 , M1 , M2 , M3 | D
y 3. (Leyes cancelativas de la suma y la multiplicacidén). Respecto a la relacidn de
orden de R restringida a N es claro que verifica 01 , 02 , 03 y 04,

Como no -se verifican las propiedades $3 y S4 , la diferencia no es una operacidn bina-
ria en N ¥ la ecuacién b + x = a ; a;b ¢ N no tiene siempre solucidén en N.

Andlogamente, como los inversos de los nimeros naturales distintos de 1 no son natura-
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les, ya que si n > 1 por la propiedad 20 es n

1 » No se verifica 1a propiedad M4 y

1a ecuacidén b.x = a con a ,b ¢ N no siempre tiene solucidn en N,

Con respecto a la diferencia N tiene la siguiente propiedad:

TEOREMA 2.6. Sim,ne Nvm< n entonces n-m ¢ N,

Su demostracidn queda propuesta como ejercicio.

En cuanto al teorema de factorizacifn Gnica o teorema fundamental de la aritmética pue

de demostrarse directamente por induccién sin introducir el slgoritmo de la divisién

entera ni la nocidén de miAximo comfin divisor. Sin.embargo creemos mds conveniente desa

rrollar la teoria de divisibilidad en el conjunte Z de los enteros de 2sa manera porque,

como veremos mis adelante, una teoria enteramente andloga vale en el anillo de polino-

mios en una indeterminada con coeficientes racionales, reales o complejos.

EJERCICIOS:

1. Demostrar por induccidn que ¥ n ¢ N:

a)
b)

c)
d)

e)
£)
g}

+ h)

i)

i)

k)

14243+, ,.,.+n = ELE%ll

24446+, ., .+2n

n(n+1)
14345+, ... +(2n-1) = n?

12+22+52+...N+n2

i

% n(n+1) (2n+1)

14244+, .., 42071 o 7 4

1, L., 1_..m

1.2 2.3 3.4 T Rlaely T ned
4.(13+23+33+.u.°,+n3) = nz(n+1)2

2 n-1i n
1. £2+ 33 St 2 o 1 - (3)
3 3% 3 3" 3
Se dice que una sucesién de nimeros Q15 8y se000ay & 500000, €S U2 progresién
aritmética si a, i+l " 2 < d para i=1,2,3,....., siendo d un nfimero fijo. Demos~

trar que la suma de n termlnos consecutivos de una progre51on arltmetlca es i-
gual a la semisuma de los extremos por el nﬁmero de términos. Seﬁalar entre
las férmulas anteriores las que dan la suma de los termlnos de una progresién
aritmética y verificar el resultado. '

Se dice que una sucesién de nfimeros a s+ee20. €S UN2 progresidn

1’ azgoo.aé, an

a, '
geométrica si —iii = q para i = 1,2,3..... siendo q un nfimero fijo. Demos-
i : : )
trar que la suma de n términos consecutivos de una progresifn geométrica es:

-

n
qg -1

+ =

31‘\" a2 =.a-.‘*“an al. a-

Sefialar de entre las primeras férmulas las que dan la suma de los términos de
una progresidn geométrica y verificar el resultado.

Demostrar que: - ‘ | | 49



i) 20 > pn

ii) 2 divide a n?+n i i

lii) 3 " ] n3_n+3 1 1t |
vy 4 om o omgt3®w (Sugerencia: 7°TL-30Flagn¥l g gn g go gutly

v} Si b e Ry 1+b > 0 demostrar que (1+b)n » 1+n.b , ¥ n £ N,

+
2. Tratar de probar cada un
hipdtesis del principio

a de las siguientes férmulas por induccién e indicar qué

de induccién falla. (Todas son falsas).

a) 3eS5+T4..... +(2n+1) = ne2 ¥ nenN
b)  A+5+6+..... +(n+3) = no+3 W
c) 5+10+15+.....+5n = Eiﬁgll " "
d) 346404+, .... #3n = é&L%ill v 1 W

2.3. NUMEROS ENTEROS.

El conjunto Z de los nimeros

turales, sus simétricos y el

Z

Como para todo x € N es x >

Luego los enteros positivos

de los naturales.

enteros es el
0.

subconjunto de R formado por los nimeros na

Ny {0}u{xeR: -x e N}

0, resulta -x < 0.

son los naturales y los enteros negativos los simétricos

Observemos que m € Z si y solo si -m € Z.

7 es un subconjunto propio de R porque los inversos de los niimeros enteros distintos

de T y -1 no son enteros.

m > 1 por las propiedades 19 y 20 es 0 <m

Propiedades de Z,

(1}

Basta verificario para los enteros positivos:

simeZy

"1 y por lo tantom -1y,

7 es cerrado con respecto a la suma v a la multiplicacidn y Z verifica las propie

dades S1, 52 ,
cen de ellas).

53 ,

sores de cero.
03 v 04,

Como vale la propiedad
cién en Z,

S4 , M1 , M2 , M3, Dy 5.
Esto ‘se expresa diciendo que Z es un anillo conmutativo sin divi-

es decir Z es cerrado com respecto a la diferencia.

(También 1,2,3,4 y 6 que se dedu

Es claro que la relacidn de orden restringida a Z verifica 01,02,

S4 , la ecuacién b + x = a, con a,b € Z tiene siempre solu

En cambio Z no ve

rifica M4 pues ya vimos que los inversos de los enteros distintos de 1y -1 no per

tenecen a Z. De modo
ne solucidn en Z,

tro b # 0.
7 es numerable.

(2)
50

Existe en cambio la llamada "divisidn entera".

que la ecuacidén b.x = a, con a,b ¢ Z, b # 0 no siempre tie

es decir no siempre es posible la d1v1510n de un entero a por o

”“x
N



(3) Algoritmo de la divisidn entera. Para todo par de enteros a,b con b # 0, existen
dos enteros q y r, llamados el cociente y el resto respectlvamente de dividir a

por b, univocamente determinados, tales que: a = q.b *T y 0 <1< |b] .

(4) Factorizacidn Gnica. Todo nfimerc entero distinto de ¢ , 1 , -1 se puede escribir

como producto de *1 por enteros primos positives y esta descomposicién es Gnica
salvo el orden de los factores.

La propiedad (1) es fidcil de verificar y la (2} va fue demostrada.‘ Probaremos la (3)
y 1la (4) al final del capitulo para no cortar el hilo de la exp051c1on

2.4, NUMEROS RACIONALES.

El conjunto Q de los nlmeros racionales es el subconjunto dé R formado por todes los
cocientes de nfimeros enteros.

Q={a.b"“:a,bsz,b#0}

Un nfimero racional puede representarse como cociente de diferentes pares de enteros:
a _¢

siab,e,deZ,b#0,d#0 y ad = bc entonces = = 3 . Se dice que la fraccién
% representa al nlmero racional x. Cada nfimero racional x # 0 se puede representar

por una Gnica fraccidn irreducible de denominador positivo. (Se dice que'% es irredu-
cible si a y b no tienen factores comunes distintos de *1).

Z es un subconjunto propio de Q pues cualquiera seam € Z es m = e Q@ ; ademds si
1 -1
m# 1,~-1 entonces —=m e Q - Z.

m
1

Propiedades de Q.

{1) Q es cerrado con respecto a 14 suma y a la multlpilcaC1on ¥y en Q se verifican to-
das las propiedades de cuerpo ordenado, es decir Si , 82 , S3 , 84 , M1 , MZ , M3,
M4 , D, 01, 02, 03 y 04. (Considerando la restriccidn a Q de la relaciédn de
orden definida en R). ‘ ' oo

(2) Q es numerable.

s - . + . cas
Veamos primero que el conjunto Q de los nGmeros racionales positivos es numera -
ble. Se pueden disponer todos los cocientes de enteros p051t1vos en un cuadro in
finito como sigue:

1, 2 I L, b S &+ 86 4 B @ e B G
e e « A rd
1/2 2/2 3/2 4,2 5/2 6/2 v e s oa s s e
Yoz P A
173 2/3 . 3/3  w/3 0 5/3  6/3 L . . .. .
L
1/4 2/4 3/% b /b S/4 . s s e s 6 e e
¥ e
1/5 2/5 3/5 L]./S a o ° e &



Tachando los nilimeros que aparecen mids de una vez, como % . % R % , etc., se pueden Meg
tar" todos los nlmercs racionales pOSlthOS recorriendo. el cuadro ordenadamente CoOno-

dican las flechas« Es decir existe una corresponden61a blunlvoca entre Q vy N % =y

Pero esta correspondene1a puede extenderse a una de Q sobre Z ponxendo g Rl | DR 2 s,

b
0+ 0, Como Z es numerable tambien lo es Q

(3) @ es denso en R. Entre dos niimeros reales siempre existe unm nimero racidnal, es
decir, si a,b ¢ Ry a < b existe x e Q tal que a < x < b,

Esto equivale a decir que entré dos nfimeros réales existen infinitos racionales,

Para demostrarlo es necesario usar la propledad de R que nos falta enunciar: el
axioma de complet1dad o

2.5, AXIOMA DE COMPLETIDAD.

Dijimos que ibamos a indicar una coleccidn de propiedades que caratterizan al sistema
de los reales. Es eV1dente que las de cuerpo ordenado no son suficientes porque el sy
sistema Q. de los rac1onales es tamblen un cuerpo ordenado. ' ‘ '

Para poder enunciar la pr0p1edad que falta nece51tamos precisar algunos conceptos.

Definicién. Sea A # ¢ un subconjuntofde R.

1°) Se dice que un nﬁmero ¢ ¢ R es una cota superior (1nfer10r) de A si x < c (c < x)
cualquiera que sea X e A, ‘

2°) A se-dice acotado’ superlormente (1nfer10rmente) si existe alguna cota superior (i

ferlor) de A Se dlce acotado 31 es acotado superlor e 1nfer10rmente.

3°)y Un nﬁmero £ € R se dlce extremo superlor o supremo de A si verlflca las’ dos 51gu1

tes propledades.

S, Z-és una cota supetrior de A. ,

'$2. L es la menor de las cotas superiores de A, es decir, si &' es otra cota sup
rior de A éntonces £ < L',

Dualmente se define extremo inferior o infimo.

El extremo superlor de un subconjunto, si ex1ste, es Gnico lo que resulta de 1nmed1ato
de la propledad S2Z. Analogamente para el extremo inferior.

‘Notemos que el extremo superxor(lnferlor) de un subconjunto A puede pertenecer o no a
Si pertenece entonces es el ﬁltlmo (prlmer) elemento de A

EJEMPLOS:

i) Sea A= {x e R : x < O}'. Una cota superlor de A es 0 o cualquier nlmero p051t1vo
El extremo superior de A es 0 y 0 ¢ A, A noe es acotado 1nfer10rmente.
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7y S = {x €« Z:-2<x<6} . S es acotado superior e inferiormente. -1 es el extre

mo inferior de S y 5 el extremo superior.

33 T=1{xeQ: -2<x< 6} . Tes acotado, El extremo inferior es -2 y el superior 6

¢) Axioma de Completidad. Todo subconjunto no vacioc de R acotado superiormente tiene

extremo superior en R.

Esta propiedad junto con las de cuerpo ordenado caracterizan al sistema de los niimeros
reales y se enuncian diciende que R es un cuerpo ordenado completo. Se puede demostrar

que cualquier sistema formado por un conjunto en el que estin definidas dos operaciones
binarias y una relacién de orden que verifican las propiedades S1 , 82 , S3 , S4 , M1,
M2 , M3 , M4 D, 01,02, 03, 04 y el axioma de completidad es una copia de R des
de el punto de vista algebraico.

Es interesante notar que el axioma de completidad puede enunciarse equivalentemente co-

mo sigue:

€') Todo subconjunto no vacio de R acotado inferiormente tiene extremo inferior en R.

_ En efecto, veamos que C == (',

Sea S un subconjunto no vacio de R y acotado inferiormente y consideremos el conjunto
A de todas las cotas inferiores de S. Como S es acotado inferiormente, A # ¢ y A es a
cotado superiormente ya que tode elemento de S es cota superior de A.

Luego por €, A tiene extremo superior £ e R.

Probemos que £ es el extremo inferior de S. En primer lugar £ < x, cualquiera que sea
x e S, por ser £ la menor de las cotas superiores de A. Ademds si £' ¢ R es una cota
inferior de § entonces £' £ A y por lo tanto £' < £, lo que termina la demostracidn.

En forma andloga se prueba que €' == ( lo que queda propuesto como ejercicio.

Con el auxilio del axioma de completidad se demuestran las siguientes propiedades de R:

A. Propiedad arquimedeana. Cualesquiera sean a,b ¢ R, a y b positivos, existe un ni-
mero natural n tal que a < mnb, '

En particular, para todo a ¢ R existe un n ¢ N tal que a < n.

B. Existencia de raices en R. Para todo nfimeroc real positivo a y todo n e N la ecua-

. n . . P
cién x = a tiene una y solo una solucidn real positiva.

De aqui la siguiente definicién:

Definicién. Dados a ¢ R, a > 0 y n ¢ N se llama raiz n-&sima aritmética de a al nlmero

real positivo b tal que b" = a.

n
Se escribe b = Va

Para ver la demostracidn de estas dos propiedades y de que Q es denso en R remitimos al
lector al libro de Birkhoff y Mac Lane, Algebra Moderna, pdginas 72 a 75.
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La propiedad B asegura, en particular, que en R existe la rafz cuadrada de 2, es decir
un niimero cuyo cuadrado es 2. Ya vimos que en cambio en Q no hay ninglin ntimero con es
ta propiedad. Lo que pasa es que

Q es un cuerpo ordenado pero no es completo,

es decir existen conjuntos de nlimeros racionales no vacios y acotados superiormente {ir
feriormente) que no tienen extremo superior (inferior) en Q.

Para verlo consideremos, por ejemplo, el conjunto de los nfimeros racionales positivos
de cuadrado menor que 2:

S={xesQ:x>0 y x2 <2}

S # ¢ y es acotado superiormente pero su extremo superior no pertenece a Q. Probemos
que Y2 es el extremo superior de §.

1°y x < /2, ¥ x 8, ya que si fuera x > vZ para algiin x ¢ S serfa, por la ley de
monotonia de la multiplicacién, x2 > 2. Luego {2 es una cota superior de S.

2°) Veamos que Y2 es la menor de las cotas superiores. Si a ¢ R es tal que x < a
¥ x ¢ S entonces V2 < a. BEn efecto, si fuera a < Y2, como Q es denso en R exis-

te un x ¢ Q tal que a < x < V2, Luego x > 0 y x? < 2 lo que implica x ¢ S y comn-
tradice la hipdtesis de que a es una cota superior de S. Esta contradiccidn prue
ba fue V2 < a, |

Por lo tanto Y2 es el extremo superior de S y Y2 £ Q.

)
Los nlimeros reales que no SOn racionales se llaman irracionales.

Se puede demostrar que R es no numerable. De aqui resulta que el conjunto de los niime-

ros irracionales no es numerable, porque la reunién de dos conjuntos numerables es nu-

merable y como Q es numerable, si el conjunto de los irracionales fuera numerable se-
ria R numerable. Hablando informalmente, hay mis nimeros irracionales que racionales.

Pensando en la recta, a pesar de que existe una $nfinidad de puntos racionales en cual
quier segmento de la recta y que los puntos racionales estédn tan préximos como se de-
see, los puntos que no corresponden a ningiin ndmero rac10na1 existen en mayor cantidad

que los puntos racionales.

- 3 Y y S
Son niimeros irracionales, por ejemplo, vZ , V3 , /5§ , VZ , /5§ , ¥72 ,...... Pero no

1] .
todos los nfimeros irracionales son de la forma Va , con_a entero. Mis generalmente,

hay nfimeros irracionales, como por ejemplo log 2 , &, 2“2 ue no son solucidn de nin
4 Jemp g s g ‘ n

. . n n-1 n-2 s ' .
guna ecuacién x + ax + bx *.....* ¢ = 0 con coeficientes a,b,.....,C enteros.

Y se demuestra que los irrac1onales de este Gltimo tipo forman un conjunto no numera-
ble mientras que los que son raiz de alguna ecuacifén con coeficientes enteros {entre
los que se encuentran los de la forma Ja) forman un tonjunto numerable,

Para terminar, veamos ahora c6mo a cada punto de la recta se puede hacer corresponder
un nimero real. Establecida la correspondencia entre puntos de la recta y nGmeros ra-
cionales como indicamos al principio del capitulo,'sea P un punto al que no correspon-
de ningln nfimero racional. Sea I el conjunto de todos los ndmeros racionales que ca-
rresponden a puntos situados a la izquierda de P y D el conjunto de todos los nimeros

racionales que corresponden a puntos 51tuados a la derecha de P. Quedan clasificados
asi. todos los nlmeros racionales.
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como I es # ¢ y acotado superiormente tiene extremo supermor en R, Andlogamente D tie
ne extremo inferior en R. 'Sea a = extremo superlor de T

extremo inferior de D.

gaairdy L MUTHR G U

nebe ‘ser _
CEd nl oy alaw

supongamos a < b. Entonces, por ser Q denso en R existe un nimero racional q tal que

a<q< b, Como q es racional, pertenece a’ I 6 a D, Pero q e I es imposible pues a<gqg
y d e D es 1mposible pues q < b Esta contrad1cc1on prueba que a ¢ b.

,Luego a"= b y este es el numero real que se hace corresponder al punte P, La correspon
dencia asi:establecida entre puntos de la rectay nlimeros reales es biunivoca.

2.6. POTENCIACION DE EXPONENTE ENTERO DE NUMEROS REALES.

Cualquiera sea a g R consideremos la sigpiente definicidn por recurrencia:

1
a

n+l n
a = a .a

#

a

& A :- i i. ERES ‘ R :'- i n A P | . o ‘ o
Queda definida asi la potencia a de exponente natural ¥ a ¢ R , n ¢ N,. La definicién
se extiende a exponente entero cualquiera como sigue:

a0 =1 -

Se verifica que

(;”g:"(aul}n = (a™~! , ne N
Propiedades de la potenciacidn.
1) an,am - an+m_
2) (2" ="t
50 (ap)® = et |
4) 1™ = 1 :

2.7. PROPIEDADES DE LA RAIZ ARITMETICA.

1) 1%3-5 = 1??;;,Qﬁi . e T it mf

e ‘!I!In,'—"" ‘ ., )
2}:1 Fi %”= gl By ocn e " Do weTEA e PR

. m
ki
3) /a2 = ( Ya)P conne?Z
DR e e peweymdien el weeent oo W fpdatifyapiih
g ltad i ol B :
4) a" % = /3" con n e Zi -
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- Se define la potenc1ac1on de base real positiva y exponente racional cualquiera como

2.8. POTENCIACION .DE EXPONENTE RACTONAL.

sigue: Dados a ¢ R s 2a> 0 ,mneZ ,n>Q por definicién es:
n bt

T '.”-':': 1

am/“ = Vg _ %)

|  m/n / .
Estd bien definida pues si % = g (g > 0) entonces a = aP/q, En efecto, si 5=

€s mq = np., Entonces aplicando la propiedad 4 de la raiz aritmética resulta:
- n ngq g q
G0/ AN AT Ja®P = /oD 2P/

En particular

n@— - al/'ﬁ
y ademds de acuerdo con 1a propiedad 3 de la raiz aritmética se tiene:

amln = §g§.= (%Gﬁm

Propiedades: La potenciacidn de exponente racional verifica propiedades anilogas a 1:

de exponente entero.

1) a . a° =3
2) (a%)® = a2
3 (a.m) =
4) o=

2+
a

2.9. DIVISIBILIDAD DE ENTEROS.

Probaremos ahora las propiedades (3) v (4) de 1os nimeros enteros_enunciadas en el pa-
rdgrafo 2.3,

TEOREMA 2.7. Para todo par de nlmeros enteros a Y b, b # 0, existen dos énteros

4 Y 1t , llamados el cociente y el resto respectivamente de dividir a por b , uni
vocamente determinados, tales que: ‘

@=qb+r y 0<r < Ib|

Demostracién: Demostremos primero la existencia de un par 9, ¥ al menos.

Si a = ¢.b para algln ¢ ¢ Z entonces haciendo @=¢ ¥y 1 =0 setiene un par en e-
sas condiciones,

Supongamos que a # xh ¥ x e Z, Con51deremos el conjunto S de todos los nimeros posi-
tives de l1a forma a - xb » X € Z. Veamos que § # ]
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Sean

T si a>2o0 1 si bo>20 ' . i@
o = 8 =
-1 si a <0 -1 si b <0
m;‘%-
la] = a.a y |b| = B.b . Tomemos x = -aBa . Luego a - xb = a + aBab = o
= alal + lal. bl = lal(e + {b] ) >0 pues |b] > 1 yaque a#xb ¥xe2Z.. -

Entonces S # @ y por el principio de buena ordenacién tiene primer elemento r que se’
obtiene para un cierto valor x =gq : r = a -~ gb., Luego a =qgb + r .

Falta probar que 71 < bl . {ya sabemos que r > ().

si fuera r > |b| tendriamos
‘r>7r - |l >0

r-|bl =a-qb- bl =a-(qg+rB)b>0 porque a#zxb ¥ xeZ.

Entonces 1 - |b| ¢ S pues es positive y de la forma a - xb., Como r > r - |b] es-
to contradice la hipdtesis de que r es el primer elemento de S,

Esta contradiccibén prueba que r < |b] .

Unicidad: Sean q,q',r,r' ¢ Z tales que:

a=qgqb+r y 0<r< |b] m
a=q'b+r y 0c<r' < |[b]  (2)
Luego
gb+ 1t =q'b + ' == (g -q')b=1"-1==|qg-ql.Ib}]=|r -7

Por otro lado, de (1} y (2) resulta |r' - r| < |b| (3)
Sirédr , fr -xrl#0 y lq-aq'|l #0. Entonces
Ib] < fa - q'|.|b] = |r* - r

lo que contradice (3).

t

Luego r = r'. Entonces (q - q')b = 0 y como b ¢ 0 es g . g' =0 osea q=q'.

Notemos que la demostracidn del teorema se basa en el principio de buena ordenacidn de
los naturales,

EJEMPLOS:

S5i a=11 y b=2 es gq=5 y r=1 11 = 5.2 + 1

Si a=-17 y b=3 es q=-6 y r=12:-17 = (-6).3 + 1
Si a=-10 y b=-6 es q=2 y rv=2:-10=2.(-6) + 2
Si a=3 y b=8 es q=0 y r =3 3=0.8+3
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Relacidn divide.

Definicién. Se dice que un nfimero entero a divide a otro b si existe un entero c tal..

que b = c.a . Se escribe a/b. ' | -

Si a/b se dice también que z es un divisor de b o que b es un miltiplo de a.
A

Es claro que si a # 0, a divide a b si y solo si el resto de dividir b por a es cero.

Esta relacidn tiene las siguientes

. Propiedades.

1. a/a , ¥acel (Propiedad reflexiva)
2. Si a/b y b/c entonces a/c (Propiedad'tranéitiva)
3. a/0o , ¥ ace 7 |

4. Si a/b y a/c entonces afxbtyc , ¥ X,y ¢ I
La demostracifn es muy simple y queda a cargo del lector..

Los enteros que tienen inverso em I con respecto a la multiplicacién se llaman unita-
rios. Los enteros unitarios som 1 y -1. En términos de divisibilidad se caracteri-
zan por la propiedad de dividir a todo nfmero entero.

PROPOSICION 2,1, Cualesquiera sean a,b ¢ Z las siguientes propiedades son equivalen-
tes: '

1} a y b tienen los mismos divisores.
2) a y b difieren en un factor unitario, es decir a = tb.

3) a/b v b/a.
Demostracibn: Seguiremos el siguiente esquema: 1) == 2) ~=> 3} = 1),

1) === 2)}. Supongamos que a y b tienen los mismos divisores.

fl

c.a , ce Z.
c'.b, c'e Z.

Como a/a entonces a/b. Luego b

Como b/b entonces b/a. Luego a

Reempiazando se tiene a = c¢'.c.a

.81 a # 0, por la ley de cancelacidn de la multiplicacién resulta c'.c = 1. Es decir

¢’ y ¢ son enteros unitarios, luego ¢ = %1 , ¢' = £1 y se verifica 2).

1]

8i a = 0 entonces b = 0 y es claro que también se verifica 2).

23 ==>.3], Si a = tb es claro que b/a. Por otro lado b = #a, luego a/b.

3) ==> 1). Supongamos que a/b y b/a. Hay que probar que a y b tienen los mismos di
visores, es decir que si un nlmero enterc ¢ es tal que c/# entonces ¢/b y reciprocameg
te, que si c/b entonces c/a, lo que resulta inmediatamente de la hipbtesis y ia transi
tividad de la relacién divide. | '
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pefinicién. Dos enteros a y b que verifican las condiciones de la proposicién an-
L _
terior se dicen asociados.

a relacidn "ser asociado" es una relacidn de equivalencia en 7. Los asociados de un

entero 2 son a y -a.

s claro que todo nimero a e Z es divisible por 1 , -1 , 2 y -a. Estos se llaman
los divisores triviales de a. Todo divisor distinto de ellos se dice un divisor pro-.

pio de a.

EJERCICIO. Demostrar que si ¢ es un divisor propio de 2 y a # 0 entonces |c| < |a] .

Miximo comfin divisor.

Definicidn. Dados dos enteros a y b, un nimero entero d se dice un midximo comin divi-
Defanicion
sor de a y b si verifica las dos siguientes propiedades:

pty d/a y d/b

p2) 8i d' es um entero tal que d'/a y d'/b entonces d'/d.
Para indicar que d es un miximo comfin divisor de a y b escribiremos d = (a,b).

Vamos a probar que para todo par de enteros a y b existe un méximo comiin divisor d vy
que d se puede escribir como un miltiplo de a m&s un mGltiple de b, es decir, en la
forma d = x.a + y.b con x,y ¢ Z.

Notemos que si d y d' son dos miximos comunes divisores de a y b, entonces por la pro-
piedad D2 se tiene d/d' y d'/d., Es decir d y d' son asociados y por lo tanto d'=:d,
Luego el m.c.d. de a y b es finico salvo el signo.

Demostraremos que existe un m,c.d. de a y b calculdndolo mediante el llamado algoritmo
de Buclides. Para ello veamos la siguiente

PROPOSICION 2.2. Si a v b son dos enteros, b # 0, y v es el resto de dividir a por b
entonces 2 y b tienen los mismos divisores comunes que b y . '
Demostracidn: Sean q y r el cociente y el resto de dividir a por b: a ='q.b + v (1)
Sea ¢ un divisor comén de a y b: ¢/a y <¢/b. De (1) resulta r = a - g.b . Entonces

c/a y c/b=> c/a+(-q).b == c¢/r. Luego todo divisor comfin de a y b es un divisor
de b vy .

Reciprocamente, ¢/b y c¢/r => c¢/q.b+r => c/a. Luego todo divisor comlin de b y v di
videa a y b, '

(a,b) <—> d = (b,r)

fl

COROLARIC. d

Como ayb y byr tienen los mismos divisores comunes y un m.c.d. de dos niimeros €S
un divisor comin que verifica una cierta propiedad con respecto'a los demds divisores
comunes de esos dos nfimeros, es claro que si d = {a,b) entonces d = (b,r) y reci-
procamente, - '
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Algoritmo de Euclides.

Sean a,beZ ,a#0,b#0,

91 9z I T -1 | Do+l
b rl rz . e v & 9 %« o o e rn~3 rn_z anl rn
'rz r3 o . . o - - ® & a rn_I !\ ‘rn 0

Se hacen divisiones sucesivas coio

‘indica el

esquema., Como los restos sucesivos son

todos positivos y estrictamente decrecientes este procedimiento no se puede reiterar

mis que un némero finito de veces. EI dltimo paso serd una divisidn de resto cero.

PROPOSICION 2.3, Si a,b ¢ Zp, a#0,b>b # 0, él-ﬁltimozresto no nulo que se obtiene

en el algoritmo de Euclides es un miximo comfn divisor d de a y b. Ademis d = xa+yb,

con x,y e Z.

Demostracidn:

n-1

#

]

qn+1'rn

De la Gltima igualdad resulta- T,

la proposicidn anterior se tiene:

g

-1

»

T =.(rn~i’rn) = (rn—23rnvl)‘2 (rnw3’rn—2)

0 < ry

Luego rn

el e *

Queda probado asfi que existe un m.c.d. positive d

Veamos ahora que d puede escribirse en la forma d

De las igualdades anteriores resulta:
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(r _ysT,)-

Por el corolario de

= (rlsrz) = (bxrl) i'[aib)l-

T .
n

xa +'yb s CONn X,y & Z .




I‘l = a - qlob = a + (-ql)nb
Ty = b - qpry =b - qya - qp.b) = (-qy)a + (1 % q;.q,).b

Ts mlrl T qg.Ty = 2% (“ql)“b - Q3[('q2)-a * (I + ql-qz).b] =

(1 + q,.q95).a # (ﬂql “ Qs - qlﬂq2{Q3)ob

Se ve que de esta manera cualquier resto Ty se puede escribir como un miiltiplo de a
mids un miltiplo de b , en particular d = xa + vb , zon x,y ¢ Z.

EJERCICIO: En la demostracidn anterior se hace uso de la induccién en forma implicita,
Demostrar por induccidn que en el algoritmo de Euclides cada resto T, puede escribirse

‘T = Xa + yb , con X,y ¢ Z.

Queda probado entonces que si a # 0 y b # 0 existe un m.c.d. positivo d y d = xa + yb,
con X,y € Z. Si a & b fueran nulos, por ejemplo a = 0, entonces (0,b) = b puesto que
b/0 y b/b y la segunda condicidn que debe cumplir un m.c.d. se verifica obviamente. A
demds b se puede escribir b = 1.0 + 1.b

Resulta asi el siguiente

TEOREMA 2.8. Para todo par de nmeros enteros a y b existe un m.c.d. d y d = xa + yb
con x,y € Z. Ademds los tinicos m.c.d. de a y b son d y -d.

Habitualmente se cdnsidera el‘m,c,d._positivo y dada su unicidad, se habla de el m.c.d.

OBSERVACIONES.

. Los enteros Xx , y en la expresién d = xa + yb no estin univocamente determina-
dos. Hay infinitos pares de enteros que verifican esa relacidn.

2, Dado a £ Z, a y -a tienen los mismos divisores (Proposicidén 2.1.). Entonces de la
definicién de m.c.d. resulta:

(a,b) = (-a,b) = (a,-b) = (-a,-b)

De modo que para calcular el m.c.d. de dos enteros no nulos se puede suponer a ambos
positivos. |

EJEMPLO: Hallar (36,208)

5 1 3 2
208 | 36 | 28 8 4
28| 8] 4] o
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E1 Gltimo resto no nulo es el m.c.d. : (36,208) = 4

Expresemos el m.c.d. en 1a forma d = xa + yb , x,y € Z.

208 = 5.36 + 28

36 = 1.28 + 8

28 = 3.8 + 4
Entonces
28 = 208 - 5.36
%i § = 36 - 1,28 = 36 - (208 - 5.36) = -208 + 6.36

4 = 28 - 3.8 = 208 - 5.36 - 3(-208 + 6.36) = 4.208 - 23.36

Por lo tanto el m.c.d. se puede escribir

4 = 4,208 + (-23).36

Nimeros primos y relativamente primos.

Definicidn. Un entero p se dice primo si p es distinto de 0 , 1 , -1 y los Gnicos dj
visores de p son #1 , #p , es decir no tiene divisores propios. '

‘Definicién. Dos enteros a y b se dicen relativamente primos si (a,b) = 1.

! TEOREMA 2.9. Si a/b.c y ayb son relativamente primos entonces a/c.
é Demostracidn: Supoﬁgamos ~a/b.c .y {a,b} = 1. Existen enteros X,y téles.que:

1

xa + yb

i}

Entonces . ‘ ' o xac + vybe

a/a.c y a/b.c => a/xac+ybc == a/c.
Corolario 1. Si p/B.c 'y p es primo entonces p/b & p/c.

En efecto, si p/b no hay nada que probar. Si p/b , entonces (p,b) = 1 pues p es primo.
Aplicando el teorema resulta p/c. '

Corolario 2. Si p/aj.a,..... a_ y p es primo entonces p/ai s para a1gﬁn fndice i ,
1 <1 <n.

Demostrarlo por induccién sobre el nilimerco de factores.

TEOREMA 2.10. (Fundamental de la aritmética).

Todo nfimero entero distinto de 0 , 1 , -1 se puede escribir como un producto de *1 po:
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enteros primos positivos y esta descomposicidn es finica salve el orden de 1los factdreé

pemostracidén: Basta demostrarlo para los enteros positivos.

Sea a € Z , a > 1. Demostraremos la existencia de tal descomposicién por induccignp S0
bre &, Ysando la segunda. forma del principio de induccidn.

§i a = 2, a es un nimero primo y puede escribirse en la forma indicada. (Con un solo

factor)}.

Sea a > 2 y supongamos que existe la descomposicidn en producto de factores primos po-
sitivos para todo nlimero natural menor que a. Tenemos que probar que también a puede ..
escribirse de esa manera,

S§i a es un nlimero primo, la propiedad se verifica. 8i a no es nfimero primo, entonces
se puede escribir a = b.c con 1 <b <a , 1 <c < a, Por la hipdtesis de induccidén b
y ¢ se pueden expresar como producto de factores primos positives y por lo tanto lo
mismo sucede con a.

Queda probado asi que todo entero positivo # 1 puede escribirse como producto de pri-
mos positivos. Hay que demostrar ahora la unicidad de la descomposicidn salvo el or-
den de los factores,

Supongamos que

a plopzouooupa

& = 41.0g..e0sQy
son dos descomposiciones de a en factores primos positivos.

Hay que demostrar que n = m y que p; = q; , para i = 1,2,...,n , ordenando conveniente
mente los factores.

Lo demostraremos por induccién sobre n.

Sinm=1,a=p; es un nimero primo y es claro que el producto qp+dgeese.q, solo
puede tener un factor , p; = q; .

Sea n > 1, supongamos que la unicidad de la descomposicién vale cuando el niimero de
factores es n-1 y probémoslo para n. '

plcpzooenoopn = q1qu¢cooouqm

implica p;/qy.qy«+...q; . Luego por el corolario 2 del teorema anterior p;/a; para

alglin indice i, 1 < 1 ¢« m, Se puede suponer i=1, reordenando los factores si fuera ne
cesario, Como p; ¥ q; son nimeros primos positivos, de P1/q1 resulta p; = q; . Lue
go, por la ley de cancelamiento de la multiplicacién

p20"OGPn=q2°B°l|qm

De aqui, por la hipftesis de induccién, los factores de la izquierda son ordenadamente
iguales a los de 1la derecha y como P; = 4d; , resultan=m y p; = q; para i=1,2,..,0.
, ‘

Esto termina la demostracién del teorema.




Por ejemplo, el nlmero 16.500 se factoriza en primos como sigue:

16,500 = 2.2.3.5.5.5.11

Cuando-aparecen primos repetidos se asocian los factores iguales escribiendo su produc

to en forma de potencia. Asi

16.500 = 2%.3.53.11

A T PR
En general, un niimero enterc a 5¢& escribe:

e e, e
- 1 2 3
a = #p; . Py eeeen P,

donde p, ; Py secrees Py son primos positives distintos ¥y €; , €, ,c.vvny e,

ros positivos.

ente-



1.

EJERCICIOS.

Hallar el cociente y el resto de dividir:

a) 2.608 por 42 e) 31 por 62

b) -850 por 326 £} -19 por 36

¢) 4.537 por -748 " g} 19 por -36 v
d) -78 por -23 “h) -19 por -36

Calcular el m.c.d. de los siguientes pares de enteros:

a) (27,129) d) ~ (360,-2.730)
b) (1560,125) e) (2.275,792)
c) (-10.324,-146) £)  (-71,-28)

Expresar el m.c.d. en la forma d = xa + yb , con x,y ¢ Z en los casos a) , b)
d) v f£).

4

a) La definicién de m.c.d. se puede generalizar como sigue: Dados enteros
n; , Ny ,...., N se llama un m.c.d. de My 5 My yeeses » N, a otro entero d
tal que
D1) 4 divide a Dy 5 Ny seeens > Py

D2) Todo entero que divide a n; , n, ,....., n, divide también a d.

Demostrar que cualesguiera sean n n creey N existe un m.c.d. d
: , q" 1 0+ Mo oo s My
que d se puede escribir

d = x; ny o+ Xon, *oaa.. * XMy, CON Xy,X,,...,X, € Z
{(Sugerencia: Por induccién sobre k). Indicar un método para calcularlo.

b) Calcular:
(1.585,15,645)
(1460,122,55,12)

Minimo comfin mdltiplo.

Definicién. Dados dos enteros a y b , uh entero m se dice un minimo comlin mlti
plo de a y b si verifica las dos propiedades siguientes:

M1} a/m vy b/m

M2) Si m' es un entero tal que a/m' y b/m! entonces m/m'.

a) Demostrar que para tode par de enteros a,b existe un m.c.m, Es suficiente d§~
‘ . . " . a,

mostrar que si a y b no son simultaneamente nulos, el niimero entero m = IEMD]

es m.c.m. de a y b, Probar ademis que los minimos comunes midltiplos de a y b

son enteros asociados, es decir difieren en el signo.
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Generalizar la definicién de m.c.m. para mis de dos enteros.

b)

66

‘b) 8i p/azﬁazuo..an' y p es primo entonces p/a, para algin indice i, 1

Calcular el m.c.m, de los pares.de'nﬁmerOS“del ejercicio 2.

Demostrar que:
'

a) {0,a) = a ¥ ae Z.

A
et
A
pe

EH

¢} Sia/m y b/m y (a,b) 1 éntonces a.b/m
d) (abj;ac) = a.(b,c)

e) Si (a,m} =1 y (b,m) =1 entonces  (ab,m)

a) 'Probar gue a + X = b+ X (mﬁd, m) si y solo si a = b (méd. m).

b} Encontrar un contraejemplo que pruebe que la 31gu1ente propledad no se ver1f1-
ca: 8i a.x E b.x (méd. m) entonces a = b (méd. m). (Sabemos que la reci-
proca es verdadera). '

cj ‘Siendd m # 0 , demostrar que a.x ¥ b.x (mdéd. m) 'implica a = b (méd. m). ,

cualesquiera sean a,b ¢ Z si y solo si (x,m} = 1.

'a) Expresar como producto de enteros primos positivos los nlmeros:

gso , -9.180 , 16.758 , 14,703 .

b} Demostrar la imposibilidad de la existencia de ntmeros enteros a y b que satis

fagan cualquiera de las relaciones siguientes:

2b?

H]
i

i) 2a? = 3b2 iii) a2

H

it} a? = 18b% ‘ iv) a’ = 4b?

¢} Si (m,n) =1 y m.n es un cuadrado, entonces m y n son ambos cuadrados.

Dados dos enteros a y b de los que se conoce la descomposicifn en factores primos,

B my P N S g
a —p}. apz .--n-ops » “““pl npz oooom.ps'

-donde-los-exponentes My sfgyeeransT oMy My, ceee My son enteros mayores o iguales

que cero y P1sPgseeersPg SOM primos distintos, -indicar cdmo puede calcularse el
m.c.d. y el m.c.m, de a y by demostrar lo que se afirme.

Usando este método calcular el m.c.d. y el m.c.m. de los 51gulentes pares de ente~
TOS® a) 300, 2,240 by 2.420 , 441 ,

$Qué veniaja‘ofrece el algoritmo de Eucli&es SObre este método para calcular el
m.c.d. ?e dos enteros?. )

.Demostrar que existen infinitos ndmeros primos.

{Sugerencia: '8 Py » pz yeseess Py SOR N primos, el niimero pl.pz..}.,pn + 1

"no es divisible por ninguno de esos primos).



s

10, Demostrar que:

al Un entero es pér si vy solo si su cuadrado es par.

b} Un entero es miltiplo de 3 si y solo si su cuadrado es mdltiplo de 3.

c} ¢Vale la misma propiedad para los miltiplos de 47 y de 97 y de 67 y de 127
LPorqué?. 7

d} La suma de los cuadrados -de dos enteros no ‘divisibles por 3 no es divisible
por 3. (Vale la misma propiedad para 57.

11, a) Sia,be Z, a/b y b # 0 entonces |a| < |bl.

g.

b} Si a,be Z, a/by |b] < a entonces b

Nameros reales.

12. Ordenar en forma decreciente los siguientes nilmeros:

4 1451 7 3
e R 3 - a , V29

1
9758: 8: s'gs

13, a) Demostrar que el cuadrado de todo nimero real no nulo es un nfimero positivo.
b} ¢(Existe un niimero real x tal que x = v2x - 1 ?.

; - 1 s
c) Probar que si n es un nlmero natural entonces 0 < = < . Es cierta esta

1
n n
propiedad para todo n ¢ R?.
d) Demostrar que si a,b e R:

0 <a<b implica a? < b2

b<a<@ " a? < b2

A

Dar un ejemplo de a < 0 < b y b? < a?

14. Demostrar que si a,b e R, a #0 y b # 0 entonces

i) {a + B)2 > 2ab

+

. . 1
ii) p

15, a) ¢Es verdadera la siguiente proposicidn?:

Si n es un nimero natural y a es un nimero real no natural entonces n + a
no es un natural.

b} Se verifica siempre que si m es un entero y a un nimero real no entero enton

ces m + a no es entero?.

¢) Probar que si r es racional y q irracional entonces r + q y T.q Son iTra-
cionales, si r # 0 en el segundo caso,

d) Encontrar dos nfimeros irracionales cuya suma sea irracional y dos cuya sumd
sea racional. Idem para la diferencia, el producto y el cociente. ¢Es cerra
do el conjunto de los nimeros irracionales con respecto a la suma y a l2 mul-

tiplicacién?.
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i6.

17.

i8.

19.

20,

68

Probar que: .

a) Y2 , Y3 y V6 son irracionales.

b) Sia,beZ y va.b es irracional entonces va + /b es irracional.
c) a irracional implica -a ¥y a irracionales.

d)* a irracional a > 0 implica va irracional.
¥y P

e} Probar que los siguientes son nimeros irracionales:

V7 + /3 »/"2'+-§—;(1~f2-)2;1+ﬁ° L NI

1 -7 7

Hallar los valores de x que verifican las siguientes condiciones:

L]

a) I3x - 1] =1
b)Y I3x - 1] <1
el Ix -2 <1 vy |x+ 1] <3
) Jzx + 1] > 2 y Ix+ 2] <1

. . + . . -
a) Consideremos el conjunto ordenade @ de los niimeros racionales positivos. De
N .’. .
mostrar que Q no es bien ordenado.

- . + s s s s ia . + . )
b) Consideremos en Q 1la siguiente definicidn: Un nlmero p ¢ Q se dice primo
si no se puede escribir como producto de dos nfimeros racionales menores que p.

Por ejemplo, % es primo porque % = a,b , a,be Q+, implica a 6 b mayor que
% {(Verificarlo). En cambio % no es primo porque % = %,% donde

5 3 6 . 3 Cs i a . L e
i < 5 y T < 7 Con esta definicidén de primo demostrar con un ejemplo

+ - b 4 »
gue en Q no vale la factorizacidn Unica.

Para cada uno de los siguientes subconjuntos numéricos decir: 1) 85i es acotado
superior o inferiormente y en tal caso indicar dos.cotas superiores y dos inferio
res. ii) Si tiene extremo superior o inferior en el conjunto numérico en cues-

tidén. iii) Si tiene primer o Gltimo elemento,

{x e R : x>0} fx ¢ 2 ¢ -3 <x < 10}

{x e R: x < 0} : {x e Q: -3 <x < 10}

{x e R : x < 0} {x e N: x> 2}

{x ¢ Z : -1 < x} {x e Q: x> 2}

{(x e @ : -1 < x} {x ¢ 2 : x% > 0}

{x eR:x<-1 & x> 2} {xeQ:x>0 y x? <2}

{xeQ:x>0 y x* <2} <R

a) Es cierto que: Todo conjunto de enteros acotado superiormente tiene extremo



jperior en 27 iqué sucede con los acotados inferiormente?.

- Qué pasa si.en lugar de Z se considera Q? iy considerando subconjuntos de R?,

Indicar dos conjuntos de nfimeros racionales acotados superiormente sin extremo sy-.
perior en Q. Idem para inferiormente.

par dos conjuntos diferentes de nfimeros racionales que tengan el mismo eXtremo su-
-perior V2,

;Cudl es el extremo superior del conjunto de niimeros racionales % tales que
a3 < 11 b® 7. Probar la respuesta.

a) Sea S un subconjunto de niimeros reales con extremo superior p y eXtremo infe-
rior q. Demostrar que:

i)}  El conjunto S' = {3x : x e S} tiene extremo superior 3p y extremo infe-

rior 3q. g,
{xﬁy i x & 8} tiene extremo superior p+5 Y eXtremo in-

[}

ii) El conjunto S
ferior g+5.

b) Sean S y T dos conjuntos acotados de nimeros reales positivos, p Y M Sus ex

tremos superiores y consideremos los conjuntos S+T = {x+y : x € S , ¥ & T} |

§.T ={x.y : x e S,y e Tl . Demostrar que p+m es el extremo superior de
S+T 'y p.m el extremo superior de S.T .

‘a) Demostrar las propiedades de la potenciacién de némeros reales de exponente
entero, las de la raiz aritmética y las de la potenciacién de exponente ra-
cional enumeradas en los pardgrafos 2.6. , 2.7. y 2.8.

b) Escribir bajo la forma de una potencia de x las siguientes expresiones:

a) X ¥ an l/;:“i- d) Xul/h. "/;g
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APENDICE DEL CAPITULO 1

REPRESENTACION DECIMAL DE LOS NUMEROS REALES

Una "representacidén’ de los nlmeros reales o "sistema de numeracidn' es una colec-

cibn de reglas que se convienen para simbolizarlos mediante ciertos signos o simbo

los, es decir es una manera de notar a los niimeros. El lector conoce por 1o menos

dos sistemas de numeracidn diferentes para los ndmeros enteros: el decimal y el ro-
mano.

El sistema decimal data del siglo VI a.C., fué usado por primera vez en la India y
se origind en 1a operatién de contar con los diez dedos de las manos. En la Edad Me
dia los &rabes lo difundieron en Europa y actualmente es el sistema de numeracién a-
doptado .en todo el mundo. En el sistema decimal los niéimeros reales se representan
por sucesiones formadas por los simboles -0,1,2,3,4,5,6,7,8,9.

Es un hecho familiar al lector que todo nilimero real puede representarse por una ex-
presién decimal y que esta representacién proporciona una distincién clara entre nd
meros racionales y nfmeros irracionales: los nlmeros racionales se representan por
una expresidn decimal peridédica y los irracionales por una no periddica.

Comenzaremos por ver la

2.10. REPRESENTACION DECIMAL DE LOS NUMEROS ENTEROS.

El hombre descubrid précticamente que para contar objetos es mids sencillo separar-
los en grupos con un nimero.-fijo de elementos, por ejemplo, tantos como los dedos
de las dos manos. Y que para contar un nfimero grande de objetos conviene separar
estos grupos a su vez de a diez, agrupar los obtenidos de a diez, etc. Es decir,
dividir el nimero de objetos dados por 10, luego dividir por 10 el ndmero de gru-
pos obtenidos con diez elementos y seguir asi reiterando el procedimiento hasta que
no se pueda aplicar mds. Esta es la esencia del sistema decimal.

En lenguaje matemdtico, dado un nimeroc entero positivo a, aplicando el algoritmo de
la divisifn entera se pueden efectuar divisiones sucesivas por 10 como indica el es
quema:

T a 10
o 1
T, a, 10
Ty 3,

10
n
r_=a 0 71




Como a > 8; > 8, > covoos reiterando las divisiones se obtiene después de un nimeg

ro finito de pasos un cociente a_ tal que 0<a < 10 y entonces en el prdximo paso
el cociente es ceroy v =2 . Se verifican las siguientes relaciones:

i n

;’ a=a .10+ , 0¢x, < 10

LR TR » 0 5y < 10

i a 4 =TT 5 0<r 4 <10 R 0 <r < 10

Reemplazando se tiene

a = ((((rn.TO + rnﬂl).TO + rn_z),10 + rnws).10 ¥ iieeas ¥ rl).io T,

Luego *
a =1 0% +r 0% e r, .10 + r con 0 <7y <10 . o

Por lo tanto tode nfimero entero positivo a puede escribirse en la forma (1) y esta
representacién es Gnica en virtud de la un1C1dad del cociente y el resto; a estd

i completamente determ1nado or los numeros, T T cosn T T .
| n ? ) ? 1 *

n-1 o

Si a=r .10° + rnwl.ion" #....4 110+ 1 con 0 <7, < 10 se escribe abrevia

n
i damente &8 = Tr_ T
! . n n-l

de a.

r,. Esta expresién se dice la representacidn decimal

Eligiendo los simbolos 0,1,2,3%,4,5,6,7,8,9 para notar ordenadamente a los enteros
no negativos menores que 10, todo nfimero entero se represemnta entonces por una suce
sidn finita de esos simbolos,

Por ejemplo, si

a = 3.10%° + 4.10% + 0,10 + 9

su representacidén decimal es el simbolo 3409.

Si a es un entero negativo la representacidn decimal de a se obtiene escribiendo la

de |a| precedida por el signo - .

. OBSERVACION.

Estamos tan habituados a usar el sistema de representacifn decimal que p051b1emente
el lector no haya reflexionado que la eleccidn del niimero 10 es completamente arbi-
traria {si tuvidramos tres dedos en cada mano probablemente el nimero elegido seria

I 6) y el razonamiento es igualmente vilido tomando en lugar de 10 un niimero entero
¢ b > 1 cualquiera. Asi todo nfimero entero positivo a se puede escribir de una itnica

manera Como
i
a =1 .bT + T p®

79 n’ n-1° ...t T by T con 0 <1, < b-1




Luego a estd completaﬁente determinado por los nimeros To + Ty se2u, T . Abrevia-

r opreeee¥y T ¥ se dice que ésta es la representaclon de
a en base b. 51 se conv1enan ciertos s1mhoios para representar a los enteros no ne

damente se escribe a rﬁ T

gativos menores que b, escrlblendo los r de esa manera resulta que todo entero a
se puede representar por una sucesidn flnlta de dichos simbolos,

por ejemplo, la representacidn binaria del entero 23 es 10111 (conviniendo en ele-
gir 0,1 para simbolizar los enteros no negativos menores que 2), pues:

23 = 1.2% + 0.2% + 1,22 + 1.2 4 1
La representaciﬁﬁ de 23 en base 5 es 43 (eligiendo 0,1,2,3,4 para notar los enteros

no negativos menores que 5) pues:

23 = 4,5 + 3

Si se elige a 12'cqmq base de numeracibn, entonces p4ra representar a los enteros

. no negativos menofés que 12 se pueden elegir los simbolos 0,1,....,9 pero ademis se
necesitan otros dos que pueden ser, por ejemplo, a y 8. (No se pueden usar 10 y
11 porque daria lugar a confusiones).

Entonces la rgyiesgﬁtacién de 23 en base 12 es 18 pues

23 = 1,12 + 11 = 1,12 + g

Observemos que en un sistema de numeracidén de base b, el nlmero b se representa 10.
‘Cuando se trabaja con sistemas de numeracidn de bases diferentes para evitar confu- .
siones se escribe la base en sistema decimal como subindice a la derecha de la re-
presentacifén. Asi las representaciones de 23(10) vistas mids arriba se escriben:

10111 , 4%

2 ¢y 0 'Bazy

EJERCICIO. Verifique el lector que las expresiones

111100110 2130

2y 6 2255

representan al mismo nfimero entero.

Si en lugar del sistema decimal se usa la representacidn b-ddica de los enteros, con
b # 10, las operaciones de suma, multiplicacibén, diferencia y d1v1516n de nmeros
enteros escritos-en-la base b se efectlan en forma similar que en el sistema decimal
pero es necesario conocer las tablas de la suma y 1a multiplicacidn para los enteros
0,1,2,.....,b-1 que desempeﬁan el papel de "digitos" en la base b.

Por ejemplo, si b = Sllas tablas de la suma y la multiplicacién son las siguientes:
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+ 1] i 2 3 4
0 0 1 2 34
1 2 3 4 10
2 4 10 11
T3 11 12
& 13

EJERCICIO. Escribir 116 y

116 |5 |
16 23
1 3

Luego

116 = 4.5% + 3.5 + j

179 = 1.5°

+2.52 4+ 0.5+ 4

179 en base 5.

$

Suma: Disponiéndola en forma prictica

1204
+ 431

° 0 1 2 3 4
0 0 0 0 0 0
i 1 2 3 4
2 4 i1 i3
3 14 22
4 31

Hallar su suma y producto.

179
29
4

"

4 + 1 =10 ; escribimos 0 y 1levamos 1

2+ 4 =11 ; escribimos 1 'y llevamos 1

Luego 1a suma es 2140 en base 5y 295 en base 10.

Broducto:

1204
431

1204
4122
10331
1131024

LS

35 5

0 7 LS *
2 1

la representacién en base 5 es 431.

v " towonoqanq,

El producto expresado en base 5 es 1131024 y en base 10 es 20764,

Se plantea naturalmente el siguiente problema: Conocida la: representacidn de un en-
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tero en una cierta base b, cémo obtener su representacién en otra base distinta b'?.

i} = Dada 1a representacidn decimal de un niimero entero, su representacién en una ba
se b # 10 se obtiene, como ya dijimos, efectuando divisiones sucesivas por b en
el sistema decimal hasta obtener un cociente nulo y escribiendo 1la sucesién de
los restos en orden inverso a como fueron obtenidos, notdndolos con los simbolos
elegidos para representar en la base b a los enteros no negativos menores que b,

ii) Reciprocamente, dada la representacidén de un nfimero entero a en base b # 10,

a=71T T 4....T; T se escribe

* .eeo *¥..b+ 1
1 o

se expresan los r, y b en el sistema decimal y se efectlian las operaciones in-
dicadas en el sistema decimal, obteniéndose asi la representacidn decimal de a.

iii) Dada la representacidén de un entero en una base b # 10, para encontrar su expre-
sién en otra base b' # 10 se pasa primero al sistema decimal y luego de aqui al
de base b', segiln lo indicado en i) y ii).

Si se sabe calcular en el sistema de base b, entonces se puede encontrar directamente
la representacidn en la base b' por un procedimiento similar al indicado en i) es de-
cir efectuando divisiones sucesivas por b' en el sistema de base b segin el esquema
conocide. 8i en cambio se sabe calcular en el sistema de base b', se puede encontrar
la representacifn en base b' aplicando un método semejante al indicado en ii}).

Por ejemplo, verifiquemos los resultados obtenidos para la suma y el producto en base
5 en el ejercicio anterior. La suma S en base 5 era 2140. Entonces

3

S = 2.5 + 1.52

o+ 4,5+ 0

y efectuando las operaciones en el sistema decimal se obtiene la expresién de S en ba

se 10: S = 295 , resultado que coincide con el que se obtiene sumando 116 mis

179(10}

(10)
en el sistema decimal.

Andlogamente, el producto P en base 5 era 1131024. Lueégo

6 3

P =1.5% + 1.57 + 3.5%

+ 1,53 + 0.5% + 2.5 + 4

y efectuando los cdlculos en el sistema decimal se obtiene la representacidn de P en
base 10: P = 20764 , resultado que coincide con el que se obtiene efectuando el pro-
ducto de 116(10) por 179(10) en el sistema decimal.

1011 y 301

Dados los enteros 8(10) s (2) (1) encontrar sus respectivas expresio-
nes en cada una de las tres bases:
Representacidn en base 10: 8 ' 11 ‘ _ 148

"o " "2 1000 1011 10010100

" i " 7 11 14 : 301
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2.11. REPRESENTACION DECIMAL DE LOS NUMEROS REALES.

Vamos a ver que todos los nfimeros reales tienen una representacidn decimal y que to-

do decimal representa a un nfimero real. Consideraremos los nfimeros positives porque

la representacidén decimal de un niimero real negativo x se obtiene anteponiendo el
. ks ]
signo - al decimal que representa a x| .

Para fijar ideas, éonsideremos, por ejemplo, la expresifén 348.2305. E1 lector sabe
que este simbolo representa al nfimero
348 +'_§ + 3 + '03 + >

10 102 10 10

4

donde 348 representa por su parte al entero 3.10% + 4.10 + 8 .

Llamando x al nfmero representado por 348.2305 , la primera cifra decimal estd dicien’
do que

2 . 3
348 + 7o < X < 348 + T
La segunda cifra decimal establece que
2 3 2 4
348 +1]—0-+—_-100$X < 348 '*'-{6—*'-;{-6—-6
La tercera establece que
348 + 2 4 S 4 0 2 53 .1

< =
76 * To0 " Tooo - X <8 Ip

y finalmente la cuarta que

348+ 20 2o 0 L5 oy oqpe 2.3, 0, 6
10 100 1000 10000 10 100 1000 =~ 10000

De modo que x aparece como una suma de un nimero entero mis fracciones de denominador
igual a una potencia de 10 y numerador comprendido entre 0 y 9 .

Pero hay nfimeros cuya representacidén decimal tiene infinitas cifras. Por ejemplo, la

expresién decimal de % es 0,3333....... y en este caso no se puede escribir

i
3 10 10 10

porque en R sdlo estd definida la suma de un nGmero finito de sumandos.

Precisemos lo que se entiende por decimal y representacidn decimal,
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Definicidbn 1. Un decimal es una sucesién infinita de enterocs a 3y a, 4, ta
‘ O ) 4 9 ¢ 3 4 a0

les que: a > 0 y 0<a < 10 para i=1,2,3,.....

Un decimal se dice finito si todos los a; son cero a partir de un indice en adelante,
a, = 0 para i > n, Por ejemplo, 7.25000....... = 7,25 es un decimal finito., Un de-

L

¢cimal se dice periddico si a; = ::1:.L+P para todo i > n , n y p enteros fijos.

Por ejemplo, 2.3465172172......... es un decimal periddico. En este ejemplo se puedé
tomar n =4 y p = 3,

Observemos que un decimal finito es periddico.

Nado un decimal a,.a,8,8,. . se pueden considerar los nlmeros racionales de 1a
a3 "

forma a, t =t + T para k = 0,1,2,3,......
10 10 10

Definicibén 2. Se dice que un decimal 8,.8,8,8,. 0000, es una representacidén decimal

de un nimero real positivo x & un desarrollo decimal de x si

a a a a a a, + 1
a + L 22'+ . et kk <X <a_ + Loy uif Y.L, ..+ K T
° 10 10 10% 10 10 10
para todo k = 1,2,3,...... .
. 4 a2 " :
Llamando A = a + — + —p + + para todo entero k > 0 , las desi-
k7o 45 107 10% -

gualdades de arriba se escriben:

para k = 1,2,3,.......
10 ' -

Un decimal no puede representar a dos nimeros reales distintos. En efecto, suponga-
mos que el decimal a,.2;8,3,...., representa a los nlimeros x y x'. Entonces se
verifican las desigualdades

Ak <X < Ak + -5

lo que implica [x - x'| =0 o sea x = x' . 77



Recalquemos que un decimal no es un ndmero sino una sucesidén infinita de enteros
comprendidos entre 0 y 9, excepto el primero, de acuerdo con la definicién 1.

+

1°). Todo nlmero racional tiene una representacidn decimal y &sta es periddica.

Representemos en forma decimal, por ejemplo, el nimero f% . Se hacen divisiones su-

cesivas segiin el esquema siguiente:

40 0.3636.....004-
70

40

70

Los restos sucesivos son 4,7,4,7,..... y el proceso no termina. Se tiene el siguiepn
te conjunto infinito de igualdades:

4.10

3.11 + 7
7.10

6,11

*
E-9

4.10

]

3.11 + 7

&

7.10 = 6.11

+
E-S

=
=
|~
}“

De la primera resulta:

(M

—
—
-
<
-t
ey
i
o

jor
Ih
[.....s

De la segunda se tiene: valor que reemplazado en (1) da

_.i:_é..-a__,% +.....ﬁ.,°.......1...é. (2)
i1 10 10 11 10
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; i ‘ iene: ._{}_. = .,.é..., 7 1 ‘
De la tercera igualdad se tiene: T T RN valor.que reemplazado en (2) da
4 = -é- +* 6 2 k3 -—-§.-§. + .....Z.. _:.1_,__
110 10® 10 1t q03

De esta manera se deducen las infinitas igualdades:

7

,.i. _§..+;...... _l..

it 10 117 10

__i 3 4—-§u~ + -----—62 -+ d N -....1.....
11 10 104 11 102
4 _ 3 6 , 3 .7 1

de las que resultan las infinitas desigualdades siguientes:

34 4
L — K ——
10 11 10
..é..+-—-q-2--<—g—<-§--+._z..._
10 10 11 10 102
i#pmé.i.+_§_3_<w&~<-_§—+n_§__+mﬂ'_.
100 104 10 11 1o 102 193
AN 62 + 33 + ,64 c A3 M6 . 3,
10 102 10 10* 11 10 162 193 g%

De estas desigualdades sigue que el decimal  0.3636...... representa al niimero ;T s

de acuerdo con la Definicién .2, ' ‘ ' 79



]
H
H
H
i
g
i
;
il
il
ills
FHH
HIk
H

Supongamos que se trata ahora de representar en forma decimal el nimero

19
30
60
40

Entonces

19

3.10 -

il
(]
P
+
[=a8

6.10 = 7.8 + 4 .

4.10

]
[#4)
e
&+
o=}

y de estas igualdades resultan las

-t
|3

-
w0

e |

—h
o« Lo

ki
I

(-

—
oo an . Cofa o

co | &

2.37500..........

—
[

.

e
clm

Je

—
=

&0 |t
colon : .
.

o3| =

l._;.

—_
R -

—y
<

‘siguientes desigualdades:




por la Defiﬁicién 2, el decimal 2, 37500....... representa al humefo 19 En este
. 8 "

ejemplo se obtiene un resto cero en el algorltmo de 1a d1v151on y el proceso termina
en €l sentido que de ahi en adelante todas las cifras‘que se obtienen son ceros. A-
brev1adamente el decimal se escribe 2.375 .

En general, todo nfimero racional tiene una representacién decimal. En efecto, por el
procedimiento indicado cada nfimero racional positive 2 se representa por un decimal

19
geriédico.

Se hacen divisiones como indica el esquema (se supone b > 0):

a ' i b

o0 ' - "
Ty : L LIy

donde a, y r,; son el cociente y el resto de leldlr & por b, a, Y Tig

los de dividir r,..10 por b, para i=1,2,3,....... Como los restos posibles son
©0,1,2,.....,b-1 se ve que a 1o sumo después de b pasos se obtiene un resto igual a
uno de los ya obtenidos y a partir de ahi en adelante se repiten todos los cocientes

y los restos en ciclos periédicos.  Entonces %- esti representado por el decimal pe

riddice 4, -8,8,8,....... pues se verifican las desigualdades:

a a.’ ‘ a . a a a + 1
a + A, ~m% o, .t “u% < 2eoa + L, 2 PO .
° 10 10 (R T S PR 10X

para k = 1,2,3,.......

" lo que se demuestra en forma andloga a la vista en los ejemplos y quedd a cargo del
lector, ‘ | ‘

. . a » . . . .
En particular, si o es un nimero entero, es decir si b = 1 , aplicando el procedi-
miento indicado resulta que el nimero entero a estd representado por el decimal

Notemos que si en los b primeros pasos se obtiene un resto nulo entonces de ahi en a
' a
.delante todas las cifras decimales son céro y la representacién decimal de g es un

‘decimal finito. Si en cambio ninguno de esos restos es nulo entonces el decimal que

Tepresenta a = es peribdico infinito. ({Cudndo se presenta uno u otro caso?.
- b e : : : o
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Veamos que un nmero racional admite una representacidén decimal finita si y solo

o

si b es de 1a forma b = 2".5° [ conr > 0 , 5> 0,

Si b es de esa forma entonces se tiene

W8 T
27,5 .a
r+s

2.
b 10
y todo niimero racional de la forma -"— tiene una representacién decimal finita. En

10"
efecto, expresando el entero m en base 10 es

_ n n-1
m = a .10" + a _;.10 toevo ot a0 o+ a,

U t . T < . -
y dividiendo por 10  se ve que se obtiene una representacién decimal finita de - ,

t
10
a : .= s <
Reciprocamente, supongamos que b tiene una representacidn decimal finita a .8y ...
4 4y 4

= g o+ —— + Fioaa..t . Sumando seri
° q0  10° 10"

Entonces

o R
-
=3

a
b

luego 10", a = b.m

Como podemos suponer a y b primos entre si de la filtima igualdad resulta que b di

. n . . . .
vide a 10" y en consecuencia los finicos factores primos que admite b son 2 y §

es decir b = 2°.5° con r >0, 82> 0.

b

A= Bn 818 caerenrnns

2°)., Para todo decimal periddico existe un niimero racional

positivo r tal que A es una representacidn decimal de r.

Si A =a .aja,...... es un decimal periddico, a; = ag

j+p Para i>n,n yp ente

ros fijos, entonces A es un desarrollo decimal del niimero racional

P
10°. A - Ay

107- 1

férmula que es familiar al lector desde el colegio secundario y que en palabras se

traduce come sigue: Un decimal periédico 2 +2,8,00.00... Tepresenta al nlimero ra-

cional r igual al entero a  mds una fraccién cuyo numerador se forma escribiendo la
parte no periddica seguida del periodo menos la parte no periédica vy cuyo denomina
dor es el nfimero que se obtiene escribiendo tantos 9 como cifras tiene el pe -
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riodo seguidos de tantos ceros como cifras tiene la parte no periddica.

Por ejemplo, 2.91348348....... es la representacidn decimal del nidmero racional

\

, 91348 - 91 _ 191057
99900 99900

0.47222....... es la representacidén decimal del nidmero racional

_ 472 - 47 _ 17

900 36

Demostremos la afirmacidén hecha mids arriba.

Sea A = a .aja,az....... un decimal periddico, a; = a;,, para i>mn,n y p
enteros fijos, y consideremos el niimero racional

P -
10 Ay A

P n
r#
107 - 1
se tiene
P - P -
.. 0P A - A a s 107 (A - A) _
107 - 1 n 10P - 1
an+1 n+p
c A+ 10P 10n+1 10n+p )
0P - 1
a ..10P"1 & + a
= A+ 1 ntl” tee n+p
®o10® 107 - 1
. _ p~1
Llamando T, = 3n{1*’° et an+p es
1 T
‘rzA"P 1

Caso 1: Si p=1 vy a,., =9, es decir si el décimal es de la forma

T g
1
A=a .a,8,.....4.999...... entonces e = — 5 ] y
, 0""172 n ‘ 10P - 1 9 , S 83



1

Para demostrar que el decimal A representa al niimero racional r hay que probar, de a '

cuerdo con la Definicién 2, que

1 -
AkETSAk+W-E s ka’f,Z, .
‘ 10
Se ve ficilmente que la doble desigualdad se verifica para k=1,2,.00005 N
Si k> n se tiene
) . k~-n

A=A+ 9+1 Foanen + Mﬁg - A + 10 k‘ ! < A+ I

TR 10 n 10 LI
Por otro lado

i 9 9 1 1
A e = A # e e L F F o— = A & = T
k TOk n 10n+1 10k 10k n 1On
Luego Ay s T A ;%ﬁ X ¥ k= 1,2, o

o r o
veamos cudl es la representacién decimal del nlmero racional ——E—lmw . Siguiendo
‘ : ‘ 107 - 1 '
. . T
el procedimiento indicado en 1°) podemos obtener una representacidén decimal de . .
‘ ' . 108 -1

efectuando divisiones sucesivas de acuerdo con el esquema ya visto.

AP e e 10k 8

10“?1 = a + 2nt2 n¥+p +1
foP - 7 ot 107 - 1
- p-1 ' ‘ P._ 4.
y como T, ﬂw?10. +.nfﬂ %&f10+=%+1<10 1
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por ser el periodo distinto de 9, resulta que a,4; €5 el cociente y r, es el rosto

de dividir el entero 10.r; por 10° - 1,

10.7, a . 10P e v a10? s

= a + _PH3° ‘ n+p dh41-10 * ey
10P - 1 *? ‘ 10P - 1
- p-1 2 P.
y 1"3 = an+3o‘!0 Foieea? an+p'10 + an+1n10 + an+2 < 10 - 1

Luego a ., ¥y T3 son el cociente y el restolrespectivamente de dividir 10.r2 por

107 - 1. Reiterando el procedimiento en €1 paso p-&simo se tiene

p—1
10.rp . a . an+1,10 Faeoat an_’_p
10P - ¢ MP 10° - 1
y por lo tanto rp+i_=.r1 )
, S ‘ r,
De acuerdo con lo demostrado en el punto 1°), resulta que el nimero racional 5
‘ : . g : 107 - 1

estd representado por el décimal periddico
0

‘°an+}.an+2'."'an+pan+lan+2°“°“an+p°°°’°°“‘°'.°°°'°

Entonces como el ndmero r es

sigue ficilmente que una representacién decimal de r es el decimal dado

A = aooaluc-ce.nanan+lpoasuan+pan+1a;o'nan+p.onlaooncaocn

-tomo queriamos demostrar,

Observemos que del Caso 1 resulta que hay niimeros racionales que admiten dos repre -

sentaciones decimales distintas. Por ejemplo , % puede'escribirse 0.5 6 0.4999...
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39}, Veamos ahora que si x € R es un nimero irracional también tiene una representa.

f cidn decimal.

En R vale la siguiente propiedad: Dado un nfimero real z cualquiera existe un dnico |

nﬁmer; entero n tal que
n <z <n+t ;

Aplicando. esta propiedad, sea a, el entero tal que
’ a, < x <a +1

{son desigualdades estrictas puesto que x es un niimero irracional}.

Aplicando la misma propiedad al nfmero 10(x - a, ) , existe un entero 2, tal que

ay. < 10{x - ao) < ay o+ 1

é Como x - a < 1 es 0 <a, <9 . Luego
a, + == < X < a8, F r—— con 0 < a; ¢ 9 ;
10 10 : ) %
2y a a, , 2y 1 %
En general, si Byt ik X <Ay b = L e existe un entero
10 10 10 10
g 8y4; tal que
a a
' k+1 i k
a < 10 {x ~-a - — - ,.,... ~ Y < a + 1
k+1 o 10 10k k+1
Luego
a a a a + 1
1 k+1 . 1 k+1
ao+?6—+,°=..*?6m<X<ao+;~6+...o.‘*’——;’6ﬁr con Ofak+1$9

Por lo tanto existen enteros 8,58)585,89,0:000.  COR 0 <a s 9 para k=1,2,3,... "

y tales que
Ak<x<Ak+-{~:-}-E- o, VoK o= 1,2,3, 00,
a a !
siendo Ak =a, ¢ A ot _EE . :
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De acuerdo con la Definicién 2, el decimal 1nf1n1to a .ala2 jecese... Tepresenta

al nimero x.
por ejemplo, consideremos &l nimero irracional vZ . Como primera aproximacidn se
tiene A, = 1 pues L '

2<2<22

1 </2 <1+ 1 ya que 1
Se busca ungz mejor aproximacidén entre los nfimeros 1.1 , 1.2, 1.3 ,..,..., 1.9

. Asi Aj = 1.4 pues 1.4 </Z< 1.5 yaque 1.4%=1.96 y 1.52 = 2,25,

a,

Buscando una mejor aproximacién entre los ndmeros 1.41 , 1.42 seesessy 1.49 se ob-

tiene A, = 1.41 pues 1,41 < VT < 1.42  ya que 1.41% = 1.9881 y

1.42% = 2,0164 . Continuando de esta manera se obtiene la sucesidén de nGmeros racio-
nales '

T, L, 141, 1414, 14142, L. Ly

este proceso determina un decimal no periddico 1.414213........ que representa a vZ.

OBSERVACION La demostracién anterior prueba la existencia de una- representacién de
. cimal para cada nimero irracional pero no proporcxona un método para conocer las ci-
fras del decimal en cuestidn. Notemos.que esta demostracidn sirve igualmente para
probar que todo nfimero racional tiene una representacidn decimal, pero la que vimos
‘para nimeros racionales es mis dtil por cuanto permlte conocer todas las cifras del
dec1mal correspondlente. Cuando se trata de calcular la expresidén decimal de una
raiz cuadrada, por ejemplo, se pueden obtener las primeras cifras mediante tanteos
sucesivos como indicamos. Pero en general calcular el valor aproximado de la expre-
sién decimal de un nGmero irracional éualquiera, como por ejemplo v , e, 1In 2, etc.,
no es tan sencillo y hay que desarrollar'un método especial para cada caso.

Hemos visto entonces que - todo nﬁmero real tlene una representacmon decimal. Veamos
ahora que

4°). Todo decimal representa a un nimero real.

Sea A = a,.8;8y....4,. un decimal. Cogsideremos el conjunto {AO,AI,Az,.,q...,..}
_ a, ' ay -

.donde A =a + —+,,.,,,.+ para k = 0,1,2,........

o LT 10% SR

. Este conjunto de nfmeros racionales es acotado superiormente y por lo tanto tiene ex
tremo superlor x en R. Se trata de probar que el dec1mal dado representa a X, es de-
cir que se verifican las desigualdades:
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ookt g vy gt

10
* A ©X S A —Lﬁ
' 10
para todo indice k = 1,2,3,...... .

En virtud de la definicién de extremo superior las desigualdades de la izquierda se
verifican todés. Falta probar las de la derecha, es decir que

X < A + T%E ﬁara k=1,2,3,.00iive.

“ . 1 . : .
Para ello serd suficiente demostrar que cada niimero A, + — s una cota superior

B | 108
del conjunto {A_,A;,A,,...... ... o
A, <A, + 1
1
A, < A, + —
1. 1 10
Ay < Ay + Ly
| ' 107,
(M) .
A< By # *lE
10
1 a * 1 1 - -
Por otro lado, (A + —3') - A, = 7 ¢ —g-7 buesto que 0 ¢ a- <. 9. Entonces
o ‘ 10 10 10 ' ‘ :
‘ 1 1 . _
(2) : * < A, o+ —  para k=1,2,3,....0..
| e T TE S el T

Dado un indice k, de las deéigualdadés (1) vy tZ) se tiene para cada Indice i > k :
88 ‘ . : : ‘



§i 1<k

' 1
Ai_f’Ai-}-liA‘i_{,z f-aonoengfﬁk<ﬁk+m

Por lo tantoe para todo i = 0,1,2,....... Se tiene:

i
A, < A, #* ——
k k

10

Luego A, + T%ﬁ es una cota superior del comjunto {AO,AI,AZ,.ﬂ.,,.;} , ¥.k=1,2,...

Como x es el extremd superior de ese .conjuntc se tiene

lo que termina la demostracién.

. Hemos probado que todo nfimero real tiene una representacién decimal y que todo deci-
*.Imal representa a un Gaico nimero real, Ademds, de la Gltima demostracidn resulta

que un decimal _aé;glgzo.J.o,., representa al nlimero real x que es el extremo supe-
rior del conjunto de nfimeros racionales '

.Con respecto a la unicidad de la representacidn vimos que hay nimeros racionales que

tienen dos representaciones decimales, por ejemplo se puede representar 1.25 &

3

. . L 4 : :

- 1.24999....... . Para terminar este apéndice vamos a demostrar que la representa -
~ ¢idn decimal de un nGmero real es inica salvo en el caso de los nlmeros reales que
‘admiten una representacién decimal finita, los que tienen dos representaciones deci-

. males distintas.

Probaremos que:

Si A= g B3898q000.00 ¥ B = bo.glgeg c..... Son dos representaciones decimales |
0 ) . . \ 50



distintas de un niimero real x entonces unz de ellas es finita, por éjemplo la prime-

ra, es decir existe un indice n tal que & #0 vy .ai = { para io> ﬁ'y3en cuanto a
ia representaciﬁn'B es tal que b; = 35 para @ < i <n , by '= ag 1 y by =9 para

i»>n .

Como A, y B se suponen decimales diferentes, sea n el menor indice tal que a #'bn

y supongamos a > bn .

al a
A = & +"‘"“‘"§“o.oono+"“‘"‘n’"‘“‘
n ° 1o ©o1om

A - B =2 n, 1 (1)

Por otro lado, como A y B son representaciones decimales de x es

A < x < A 4 oo
n - A 1 Ton
B < %x < B +.--3m..-
n - = n 1011
B <x - 1 ‘ SR
Luego An Bn < X Bn < el (2. De {1) vy [(2) resulta An Bn opr o sea

= , lo que implica b, = a

: - 1, que es una de las cosas que queriamo§
107 10® : ‘

1
demostrar.
Veamos ahora que A es un decimal finito,

Para ello probemos que B, < An s ¥ k= 0,1,2,,.0000.

S5i k ¢ n entonces By <A .
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b b bk b b
By = b b m— bt mom b e <D Lt 2. CANNOR . 9
14 [+] 10 10!’1 10 [+ z!o }On 10!\""1 a 10k
k
9 9 1 107 - 1 i
Pero 0 m—emem—a L. . F = . <
10°+! 1% 10® 10k 10"
Luego
b1 bn 1
Bk < bo + ?E Piooeoant ;E; + 7EE = An pues a, = bn v 1
Entonces
BkEAn ’ v kggs‘!,z,cﬂ‘nﬂnol

y An es una cota superior del conjunto de ndmeros racionales {Bo’Bl’Bz"°"°°} . Co
mo el decimal B representa al nfimero x, x es el extremo superior de dicho conjunto.
Luego, por definicidn de extremo superior, debe ser

X < A
- n

Por otrc lado, como el decimal A representa al nfimero x, es

A <X
a <

De aqui resulta x = Ay por lo tanto A es un decimal finito, a, = 0 para todo i > n,
pues si-existiera un a, # 0 con k > n se tendria '

u
oy

lo que contradice x

it

Resta probar que bi 9 para i > n.

Supongamos que existe un indice j > n tal que bj < 9y seak?>j.

b b,

o

B - B = o+l *uaee .“""l':"*oooio"'—!s—“
& n 10n+i 4] 10
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Por otro lado Bk - Bn = (x - Bn) - (x - Bk) . Pero x - B =A - B = . ¥y

1
X - B, < o
k- 90

Luego
R (4)
: 10 10 .
‘ o 1 . 1 1
De (3) y (4) sigue - < - et
10" - 10% 10 109
0 sSea > %

T I lo que contradice nuestra hipdtesis de que k > j. Esta contra
107 10 : -

diccidn prueba que bi = 9 para todo ¥ > n, lo que termina la demostracién.

Resumiendo, todo nlmero real tiene una representacidn. decimal y todo decimai repre -
senta a un Gnico nimero real. Un decimal ao.aiaza3;.;.}.‘ representa al niimero re-
al x que es el extremo superior del conjunto de ﬁﬁméros racionales {Ao,AlgAz,....,.}.
La representacién decimal de un nGmero real es peribédica si y solo si el niimero e$
racional, es decir, un decimal representa a un niimero irracional si y solo si no es
periddico, Ademds la representacidn decimal de un nfmero real es Gnica salvo en el
caso de los decimales finitos. Como éstos representan a nGmeros racionales % don-
de b es un producto de potencias de 2 vy 5 se concluye que la expresidn decimal

de los nimeros irracionales y la de los racionales que no son de ese tipo‘es inica.

OBSERVACION. La.elecciﬁn-del nimero 10 es arbitraria. En general, élegido,un ente-
To b > 1 cualquiera se demuestra andlogamente que todo nimero real positivo se puede
representar por una expresién infinita a,.878985. 0000 donde los a; son enteros ta
les que a, >0 y 0z a; < b-1, para i = 1,2,3,...... ¥y que, reciprocamente, toda
expresibn de este tipo representa a un nGmero real. De aqui que la base del sistema
de representacién sea arbitraria, aunque la repfesentacién decimal es la mis antigua
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y 1s que s€ usa en la prictica.

para terminar digamos que el sistema de numeracién binario, es decir con base 2, tie
ne especial importancia en la vida moderna por cuanto es el sistema de numeracién
con el que trabajan las computadoras. Los datos que se suministran a una miquina
computadora deben expresarse en base 2, Esta exigencia estd determinada por la mis-
ma naturaleza de 1as computadoras,formadas por innumerables circuitos eléctricos cada
uno de los cuales puede adoptar sblo dos estados: que pase corriente eléctrica o que
no pase, y que corresponden a los valores 0 y 1.

Por ejemplo, expresemos en base 2, Las cifras de 1la representacidn correspon -

wjun

diente se obtienen por un procedimiento andlogo al indicado en 1°), es decir efec -
tuando divisiones sucesivas por 3 en el sistema de base 2. El niimero 5 en base 2 se
escribe 101 y 3 se escribe 11, Luego

101 11
100 1.1010.....00ua
010
100
010

y 1.1010...,.... es la representacidn binaria de % .

Hallemos ahora la representacidn binaria de Zg . E1 nfimero 25 en base 2 se escribe
11001 y 8 se escribe 1000 . Luego 11,001 es la representacidn binaria de %g
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EJERCICIOS.

| et

2) Teniendo en cuenta la expresxon decimal de los enteros, demostrar 1os si -
gulentes criterios de d1v151b111dad famllzares al lector:

. Yoa E_Z s S1 @ = T T jeeeese T, _es su representaC1on-decamg1 entonces:
i)  2/a o= 2/r,
ii)  5/a <= 5/r_
i1 f : + oo ¥
11}) 3fa <==> 3/r *T _j*..en. rp

iv). 4/a <= 4/r_+2r,

b) Hallar criterios de divisibilidad por 9 , 8 , 25 y 11.

‘a} Escribit en base 2 el entero 47(10)

‘b) i l H. i1 l 5 1t 1%

784(10)
C). 3] !l‘ . " 3 Tt t 1021(10)
d) T W 6 " " 3406(10)

. - Hallar 1la representaciﬁn‘&ecimal de cada uno de los siguientes niimeros enteros:

10}1011(2) » 231022(@) R 10Q2100(3) s ‘4152(6). s 1010(&)
a) Hallar 1a representacién binaria del entero 241(6)
b) " " : " en base 5 del entero-1201(3)

c) no 1 -|‘| '.' L 7 Lon e . 110111(2)

Efectuar las siguientes operaciones en base 2:

+ 11011

110111 ey 11011(2)7x 101(2)‘

(2}

a) Hallar la representacidén decimal de los siguientes nfimeros racionales:

11 348 4035

7 ’ T17 o T 7250

b) Hallar los niimeros racionales representados por cada uno de los 51gu1entes
© decimales perzﬁdlcos

0.214175175. .0 ... , 6.351 :
3.010202...0000... : 0.131999. . 00uorose




. Hallar las primeras cuatro cifras de la representacidn decimal de los siguientes

niimeros reales:

"}'Z' ’ '/3 s - '/‘2— ’ '3'2’

Probar que el siguiente decimal representa a un nidmero irraciomal:

0.121221222122221222221 e v v evvaneccnns
a) Expresar L en base 5 1 en béﬁe 5 1 en base’Z 1 en base 2
P 15 R ) g ¥} ’
27 '
35 en base 4..

b) Decir a qué nimeros racionales representan cada .una de las siguientes expre-

siones binarias periddicas: >
{020 T N It S 1110101061, . .00 cess ‘e
0.010101........ 11001111, enn .
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CAPITULO 111

NUMEROS COMPLEJOS

En el sistema R de los niimeros reales toda ecuacidn lineal
bX + a =0 . a,b e R s b#0

tiene solucidn. (En general esto vale en cualquier cuerpo). En cambio no siempre
es posible resolver una ecuacidén cuadridtica em R. Por ejemplo, la sencilla ecua -
cidn

Xg + 1 = @

. s 2
no tiene solucidn real puesto que X # -1 ¥ x ¢ R, ya que el cuadrado de cual-
quier nlmero real es positivo o nulo.

Andlogamente la ecuacidn

no tiene solucidn real pues ¥ x e R es x° > 0 , lo que implica x4 >0y sz > g,

Luego x' >0 , x>0 y 3>0=x"42x>+3>0 , ¥V xeR.

En general, una ecuacidn

n
anx + a X *haaaot aIX ta = 0

donde a, , a,

ne siempre solucidn en R,

»eveess 83 , &, Son nimeros reales dados , a # 0 , n>1, no tie

Para satisfacer la demanda de soluciones para todas las ecuaciones algebraicas se am
plia el sistema R de los nfimeros reales al sistema C de los complejos y se verifica
que toda ecuacién algebraica con coeficientes reales o complejos tiene por lo menos
una solucidn en C, propiedad que se conoce con el nombre de Teorema fundamental del

dlgebra y que analizaremos en el préximo capitulo. De modo que con C se cierra el
problema de la existencia de raices para las ecuaciones algebraicas con coeficientes
numéricos.

DEFINICION., Sea C = R x R (es decir el conjunto de todos los pares ordenados
(a,b) de nimeros reales) y definidas en C dos operaciones binarias, la suma * Y 1? -




multiplicacidn - , de la siguiente manera:

Suma:

{a,b)+{c,d) = (a+c,b+d)

Multiplicacidn: (a,b).(c,d) = {(ac-bd,ad+bc)

L

El conjunto C con estas dos operaciones se llama el sistema de los nimeros complejos.

1)

C es

un cuerpo , es decir la suma y la multiplicacidn definidas en C tienen las

siguientes propiedades:

51.

SZ.

54,

M1,

M2,

lLa suma es asociativa:

(z + z') + z'" = 2z + (2" + 2') , Yoz, z' 2" e C

Se demuestra sin dificultad y es consecuencia de la asociatividad de la su-

ma de nimeros reales.

La suma es conmutativa:

z + z' = z2' + 2 s ¥ z,z' € C

Resulta inmediatamente de la conmutatividad de la suma de niimeros reales.

Existe neutro para la suma:

En efecto, el niimero complejo (0,0) es tal que

(a,b)+(0,0) = (a,b) » ¥ (a,b) e C

Todo nttmero complejo es inversible con respecto a la suma.

Dado el complejo (a,b),el nimero complejo (-a,-b) es su simétrico pues

(a,b)+(-a,-b) = (0,0)

La multiplicacidn es asociativa:

{z.2').2z" = z,{z'.z2") , Yoz,z',z2" e C

La demostracidn queda a cargo del lector.

La multiplicacifn es conmutativa:

z.z' = z',z2 , Y z,z' e C

Resulta de la conmutatividad de la suma y del producto de nimeros reales.



Existe neutro para la multipliéacién.

El ntmero complejo (1,0) es tal que

(asb}'(130) = (a’b) 3 ¥ (a,b) e C

Mé. Todo nfimerc complejo diferente de (Q,O) es inversible con respecto a ia

multiplicacidn.

Dade =z = {a,b) e C , (a,b) # (0,0) , el nimero complejo

a b .
- es inverso de z pues
[ a2+b2 ’ a2+b2 1
a b "
(a,b) B s M R zJ = (1,0)
a " +b © a"+b

pD. La multiplicacién es distributiva con respecto a la suma
z, {z'+2") = z.z' + z.z2" , ¥ z,z',z" e C

l.a demostracidén a cargo del lector.

2) Sea R' el conjunto de los niimeros complejos de segunda componente nula. La apli
cacién f: R — R’ que a cada nimero real x hace corresponder el nimero comple
jo (x,0). es una correspondencia biunivoca de R sobre R':

x +— (x,0)

Esta correspondencia biunivoca conserva la suma y la multiplicacién en el senti-
do que a la suma (multiplicacidn) de dos nimeros reales x,y le corresponde la
suma (multiplicacién) de sus imdgenes (x,0) , (y,0)

x+y +—> {(x,0) + (y,0)

X.y (x,0) - (v,0}
ya que

(x+y,0) = (x,0) + (y,0}
(x.y,0) = (x,0) - (y,0)

En virtud de estas propiedades de la correspondencia biunivoca los sistemas Ry
R' tienen la misma estructura algebraica y se conviene en identificar el nimero

real x con el nimerc complejo (x,0). Se 'dice que R' es isomorfo a R. A través
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de esta identificacidn R es un subconjunto de C.
Se escribe  (x,0) =X

En particular , {0,0) = 0 y {1,0) =1

Ll

3) € contiene una ralz de la ecuacidn x% + 1= 0.

En efecto, el nfimero complejo (0,1) es una raiz de esa ecuacién pues:

('130) * (‘E’O) = (070) = 0

0,0% + 1 = (0,1).(0,1) + 1

De 1) , 2) v 3) resulta el siguiente

TECREMA 3.1. € es un cuerpo que contiene un subcuerpo isomorfo a R y una raiz de ls

ecuacidn X2 + 1= 0,
Dado un nfmero complejo -z = (a,b) , a se llama 1a-parte real de z y b la imaginaris
y se escribe : a = Re{(z) , b = Im(z).

Los nimeros de segunda componente nula se llaman complejos reales y los de primera
componente nula imaginarios puros.

El nfimero complejo (0,1) se 1lama unidad imaginaria y se representa 1 = (b,1).

En 3) vimos que 12 = -1,

Todo nimero complejo (a,b) puede escribirse de la siguiente manera:

(a,b) = {2,0) + (0,b) = {(a,0) + (b,0).(0,1)
Notando: (a,0) = a , (b,0) = b , (0,1) = 1 resulta: (a,b) = a + bi

Esta forma de escritura de los niimeros complejos se 1lama forma bindmica.

En particular, para los nlimeros imaginarios puros es:
{0,b) = bi

La forma binbmica tiene la ventaja de que permite sumar y multiplicar nfimeros comple
jos como si fueran niimeros reales, teniendo en cuenta tan sélo que iz = -1,

Por ejemplo, dados dos nimeros complejos (a,b) y (¢,d) su suma (a+c,b+d) se
calcula en forma bindmica sumande los términos semejantes:

{a+bi) + (c+di) = (a+c) + (b+d)i

Andlogamente, el producto (ac-bd,ad+bc) se obtiene:

. (a+bi).(c+di) = ac + adi + bci + bdi? = (ac - bd) + (ad + bc)i



multlpllcando cada término del primer binomio por cada término del segundo, reempla-
. 2
zando i por -1 y sumando los términos semejantes,

La diferencia se calcula asi:

/

(a+bi) - {c+di) = a+bi-c-di = (a-c¢) + (b-d)i 7
Finalmente, para dividir un nidmero complejo a+bi por otro c+di # 0 se multipli-

can dividendo y divisor por el ndmero c-di , llamado el conjugado de c+di , proce
diéndose como sigue:

arbi _ (atbi).(c-di) _ ac - adi + bei - bdi® _ (acsbd) + (be-ad)i _

crdi  (c+di)- (c-di) N c? v a2
- a§+bg + bg-ag 3

c +d c +d
EJEMPLOS :
(3¢i) + (1- L iy =3+ 141 -1i=2+14

2 2 7

(1-4i) = (~3+2i) =1 - 4i + 3 ~2i = 4 - 6i
(2-1) . (1-3i) = 2-61 - 1 + 3i% =2 - 61 -1 -3 = -1 - 7i

4+i _ _(4+1).(2+31) _ 8 + 120 + 23 + 3i% _ 5+14i _ 5 . 14
2-31  (2-34).(2+31) 22 4+ 32 13 13 13

Conjugado de un nilmero complejo.

Definicidén. Se llama conjugado de un nimero complejo z = a+bi al nGmerc z = a-bi.

Por ejemplo, el conjugado de .z = -1-2i es = -1+21,

PROPIEDADES,

Se verifican las siguientes propiedades:
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4) z ¢ Z = 2 Re(z) sz -z =2 Im(z)i

5) Z =12z siy solosi z es un complejo real.
6) Z = -z siy solo si z es un imaginario puro.
Demostracidn:

1) 1Inmediato.

2} Sean z = a+bi , z' = a'+bh'i

EXANE (a+bi)+(a'+b'i)=(a+a’)+(b+b‘)i=(a+a')Q(b+b')i=(a—bi)+(a'-b'i) = z4z'!
3} Z0Z' = (a+bi).(a'+b'i) = (aa'-bb')+(ab'+ba')i = (aa'-bb')-(ab'+bat)i =
= (a-bi).{a'-b'i) = I.Z"
4) z+z = (a+bi)+(a-bi) = 2a = 2 Re(z)
z-72 = (a+bi)-(a-bi) = 2bi = 2 Im(z2)i

5} a) z =z = z real.

Si z =12z , a-bi=a+bi , Luego -b=1b o0 sea 2b = 0, es decir b = 0

b) 2z real = % = z,

Si z es real es de la forma z = a+0i., Luego 2z = a-0i = a+0i = z.
6) Se demuestra en forma aniloga a la propiedad anterior.
OBSERVACION,

1) De la propiedad 2 resulta que:

z-2' = 7z - 2!

En efecto, 1z z'+(z-2'). luego z = z2'+#(z-2') = E'+i202'); De aqui sigue que

z-2' = z-2"
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2) De la propiedad 3 se deduce que:

(w £ 0)

ztwf
H
AN

Dados 2z y w , w # 0 , podemos escribir

e

=W

EA 1

Z o= W, Luego 1z =

l
=

z
W

De aqui se tiene %

=] fraf

Médulo de un nimero compleijo.

Definicidn. Se llama médulo de un niimero complejo z = a+bi y se representa [z| al

nimero real positivo o nulo /a2+b? .

lzl = fa?+b?

El médule ]z| estd bien definido pues si z # 0 , a2+b2 es un nfmero real positivo y
|z] es la raiz cuadrada aritmética de ese nimero. Si z = 0 entonces |z]| = 0.

Por ejemplo, dado z = 1-3i es |z| = /12+(-3)2 = /0.

S5e ve que
lz| = |zl = |-z}
pues a?+b? = a%+(-b)? = (-3)2+(-b)2
Ademas
1z{2 = 2.7
En efecto, z.z = (a+bi).(a-bi) = a2+b?2 = {z]2

Observemos que si z es un ndmero real, el médulo coincide con el valor absoluto. El
mddulo de los nimeros complejos es asi una generalizacién del valor absoluto de los
nimeros reales y tiene propiedades enteramente andlogas.

PROPIEDADES.

1Y Jz} >0 5 |z =0 sivysélosi z=0 | 103



(z' # 0)

fal
n
S
Y
-

Demostracién:

1} Sigue inmediatamente de la definicién de médulo.

2) Jz.z"|2 = (z.2').(z.2") = z.2'.2.2"' = (2.2).(2'.7") = |z{2.{z'|% = (|z].]z*])2

Como [z.z'| y |z|.{z'| son dos niimeros reales positivos o nulos, de la igual
dad de sus cuadrados se deduce que |z.z'| = [z].[z"] ¢.q.d,

i 3) Sean z y z' , z' # 0. Podemos escribir:

z o= z2' . %, - Aplicando la propiedad anterior:

w1 8]

18]

i
™
NJ ]
3]

Luego %7

B2

4) = Para probar esta propiedad demostraremos primerc el siguiente lema: "Si z y z'
son dos nimeros complejos tales que z+z' = 1 entonces |z|+|z'| > 1" |

Supongamos entonces z+z' = 1 : z = a+bi , z' = a'+bh'j

De |z|? = a®+b® > a? resulta |z| > |a| > a.

l2']2= at24p12 > g2 o l2t1> fa']> a'.

Sumando las desigualdades |z| > a y |z'| > a' se tiene |z] + |z'] > a + a°

Pero por hipdtesis z+z' = 1 o sea:
(a+a')+(5+b')i = 1 ., Luego debe ser a + a' = 1

Por lo tanto lz] + {z'| > 1 c.q.d.

Probemos ahora la propiedad 4.
Si z+z' = 0 entonces |z+z'| = 0 y como |z| > 0y |z'] > 0 es 0 < |z| + |z ,

0 sea fz+z'] < |z] + fz'f .

1 ) . Z z!
,I L 3 ¥ [P .
! Si z+z' # 0 podemos escribir ETAMET T3
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z+z"! z+z!
A {z] [27]
Aplicando la prepiedad 3 se tiene: , + > 4 de donde resulta:
- [z+z']  |zez']
lz4z'} < |zl + [27] c.q.d, -
5) Podemos escribir z = z'+(z-z'}.
Luego, por 4) se tiene:
lz] = |z'+(z-2')] < |z + {z-27]
De aqui resulta: lz]| - |z']| < |z-2'] (i)
Andlogamente z' = z+{z'-2). Luego
lz'] < |2} + |zt-z] o sea -|z'-z| < [z] - |z'] (ii)
Como  |z-z'| = |z7-2] , de (i) v (ii) resulta:
-lz-zt| < 2] - l2t] < Jz-2]

Esta es una desigualdad entre ndmeros reales; por la propiedad 2 del valor abso-

luto de los nfimeros reales vista en el capitulo II se tiene:

brzl - Jz') < |z-2'] c.q.d.

Representacidn geométrica y notacién polar de los nimeros complejos.

Asi como los puntos de una recta representan al conjunto R de los nidmeros reales,
los puntos de un plano representan al conjunto C de los complejos, Como C = R x
existe una correspondencia biunivoca entre los ndmeros complejos y los puntos de
plano: Dado un plano T en el que se ha .
- fijado un sistema de coordenadas carte-
. sianas mediante dos ejes ortogonales ,
la aplicacién C ~— T que a cada ni- LA P (a,b)
mero complejo z=(a,b) hace correspon-

H

f

;

der el punto P de coordenadas (a,b) ;
es biyectiva. E1 punto P se dice el f
i

afijo de z. Los nimeros complejos re 16 P Ses

ales, es decir de segunda componente

R,
un

105



nula, estén representados por los puntos del eje de las abscisas, que por eso se 1la
ma eje real, y los nilimeros imaginarios puros por los puntos del eje de las ordena -
&as, que se llama eje imaginario. El plano asi considerado como imagen de C se 1lla-
ma plano complejo. | _ >

o Pl
Si en lugar de considerar coordena
das cartesianas se consideran coor
denas polares entonces un punto P
del plano queda determinado por la
longitud del segmentc OP o radio

Y

vector y el angulo @,

Dado un nlimero complejo z = {a,b) , z # (0,0), si P es el afijo de z, se llama argu-
mento de z al énguio 8 formado por el semieje real positivo y la semirrecta OP, medi
do en radianes y a menos de un mGltiplo entero de 27 , tomdndose como sentido positi
vo de giro en el plano el que lleva al semleje real positivo sobre el semieje 1mag1-
nario positivo recorriendo un angulo de ©/2.

argumento de z = & + 2kw , con k ¢ Z.

Los valores que toma entonces 'argumento de z' son:

ceeeseeny 823,271 , 6-2.2w 0 8-2m 08 | B+2% , 6+2.27 , 0+3.2% ,........

(Se trata de nlimeros reales puesto que los dngulos van medidos en radianes).

Se 1lama valor principal del argumento al comprendido entre 0 y 27 : 0 < 8 < 2 ,

Las coordenadas cartesianas y polares de un punto P egtén ligadas por 1ias 51gu1entes
relaciones, que se deducen del tridngulo rectdngule OPP' :

Ya’+b? = ]z} (1)

;=
tg 8 = 2 (2)
a =71 cos 8 ‘ (3)
b =1 sen ® (4)

8i en la expresién bindmica de un niimero complejo z, z = a+bi , se reemplazan a y b
por los valores (3) y (4) se tiene

a+bi = r cos 8 + i r sen 8

I
i

0 sSea

r{cos 8 + i sen 8)

[y
]

iNA




observemos que en esta expresidén puede figurar cﬁalquier valor del argumento de z ¥y
que T = [ Z ! . Luego .

z = |z| [cos(e+2kw)+i Sen(e+2kv)] , ke Z (5)

Esta forma de escribir un nfimero complejo se llama polar o trigonométrica. Por razo
nes de comodidad se trabaja con el valor principal del argumento y se escribe abre -
viadamente: ' ‘

z = lzle

para cada nimero complejo z = a+bi la expresidn (5) estd univocamente determinada
puesto que si z = uf(cos v + i senv) , con u,v e R , u > 0, entonces se tiene

1]

u = |z] y v = arg z., En efecto, es a =u cosv y b =usenv , lo que implica
lz] = /a2+b% = u

Entoﬁces de (1) , (3) , (4) y wu = |z} resulta
A e
T cCos 8 =1 cCcosv Yy T send =r1cosv , de donde sigue

<

it
2]
+

2kn = arg :z

Luego:

N
#

Fard
N
!

™
i

FAN y arg z = arg z' .

Dado entonces un nlimero complejo z = a+bi, para escribirlo en forma polar se aplican
las férmulas (1) y {2) que dan el médulo y el argumento en funcién de a y b. Ob-
servemos que como, en geéneral, para cualquier dngulo ¢ es '

tg a = tg(otn)

la férmula {2) da el valor del argumento a menos de #. Para saber a qué cuadrante
pertenece es necesario analizar el signo de sen 8 y cos 8 . Como [z] > O , de
(3) v (4) resulta que el signo de a es el del cos 8 y el de b es el del sen 8 .

Por ejemplo, escribamos en forma trigono-
métrica el nGmero z = V3 - i.
Hay que calcular el mddulo |z]| y el argu- - ] >
mento 6. \\\‘ : :
X

2] = /a2eb? = /(/B)2+(-1)2 = 2 |

b _ -1 1 I B P
tg § = = = — , luego & = arc tg -~

a3 /3 r
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Se obtienen dos valores posibles para el argumento, uno en el segundo cuadrante: :
5/6 w , y otro en el cuarto cuadrante: 11/6 = . Pero como b < 0 y a > 0, el seno
del argumento buscado es negativo y su coseno es positivo. Luego estd en el cuarto

cuadrante, es decir: 11

B‘:‘—B—'ﬁ’
Luego
| ~ 11 : i1
z = |z] (cos 8 + i sen 8) = 2(cos % 7+ 1sen ¢ )
Abreviadamente
z = 2
i,
5
Anilogamente

L
i

¢cos 0 + 1 sen O

H
—d
il

cos v + i sen 7w

1+i = vI(cos = + i sen = )
4 4
-1-i = /Z(cos %? + i sen %§~)
3i = 3(cos % + 1 sen % }
- % i= % {cos %; + 1 sen §§-)

Reciprocamente, dado un nfimero complejo en forma polar, se pasa a la forma binémica
aplicando las férmulas {3} v (4). Por ejemplo, sea

z = 4

2,
3
Entonces
z = 4, = 4(cos % ¥ + i sen % 7} = 4(- % + i %? Y= -2+ 2/3 4
'3““
que es la forma bindmica del nfimero dado.,
De la misma manera, dados 2z = 2, . 2, = /?7' y Zg 0= /73 en forma bindnica
—6-1? Z‘N‘
se escriben:
zy = 2(cos m + i sen w } = -2
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<]
t

T+ i sen = 7 )

o2

/3 {cos

S

-1+ i

It
i

T + i sen % T )

/7 (cos

+

_pero los calculos involucrados en el pasaje de una a otra forma no son siempre tan
" gencillos como en los ejemplos anteriores. Observemos que desde el punto de vista
}practico, para pasar de la forma binbmica 2 la trigonométrica 1la f£drmula

= arc tg % sélo permite calcular en la generalidad de los casos un valor aproxima

do del argumento & , por cuanto dado el valor de la tangente de un &ngulo no se cong

ce el valor exacto del dngulo, salvo pocas excepciones. Anilogamente, cuando se tra
"ta de pasar de la forma polar a la bindmica, generalmente no se puede calcular el va
i 1or exacto de cos & y sen & y en consecuencia tampoco se comocen con exactitud

los valores de a y b,

| EJEMPLOS.
1. Expresar en forma polar el nimero z = -1+ % i
2l = et = Senes G- B
b _2/3 _ _
tg 8 —--'é"-'-'—"“"""_‘.] = 0:666...: "o

Como b >0 v a< 0, 6 es un dngulo que tiene
seno positivo y coseno negativo, es decir perte
nece al segundo cuadrante. Buscando en la ta-

bla de funciones trigonométricas, 0.666.... co-

rresponde a la tangente de un dngulo en el primer cuadrante de aproximadamente
33° 41! 23" , o sea a un 4ngulo de 146° 18' 37" en el segundo cuadrante. EXxpre-
sado este dngulo en radianes da un valor aproximado para el argumento 8 de

2.55359 radianes.

Luego el nfimero z dado se escribe en forma trigonométrica como sigue:

7 = i%g {cos 2.55359 + i sen 2.55359)

Abreviadamente

z =

713
3

2.53359
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2. Escribir en forma bindmica el niimero . i p

z= 2 5= Z[COS {(-8) + i sen (—5)]

Para buscar en la tabla de funciones
trigonoméiricas es necesario expre-
.

sar el argumento de -5 radianes en el
sistema sexagesimal, Haciendo 1a con 3_5\\\51/3
versidén se encuentra que corresponde ‘

aproximadamente a un 4ngulo de -286° 28! 44m
o sea de 73° 31' 16". Buscando en la tabla se hallan para el seno y'el'coseno
de este dngulo los valores ‘aproximados de 0,95892 y 0.28367 respectivamente, Lue
go la forma binfmica que se obtiene para el nimero dado es

z = (.28367 + 0,95892 i

Notemos que:

1) El argumento del nfimero complejo cero no estd definido. Pero cero queda determi
nado por la igualdad |z| = g.

2) Si z es un nimero real positivo su argumento es 0 y reciprocamente, si un ntmero
complejo tiene argumento 0 es real positivo. Es decir, un nimero complejo es re
al positivo si y sdlo si su argumento es 0. Andlogamente, un nfmero complejo es
real negativo si y solo si su argumento es T

- . R . . . - . k] - 3

3) Un niimero complejo es imaginario puro si y sdlo si su argumento es 7 0 37

Producto vy cociente de nfimeros complejos en forma polar,

Sean 2z = sze , 2! = lz’le. . Multiplicando se tiene:

z.2' = [Izl(cos 6 + i sen B)] . [Iz'] (cos 8' + i sen B')] =

= lzl.]z'] (cos & . cos 8t + cos 8.sen 8' + i sen 6.cos 6' - sen 6.sen 8t} =

iﬁ = |z|.}a] [(cos @ . cos &' - sen B.sen 6') + i(sen 8.cos 8' + cos 8.sen 6')] -
| = lz|.lz"| [(cos(&+e') + i sen(e+e')] =
m(fz . Z'!)gq,si
|
i
]
i Luego
4 .
g lz.z'| = |z|.]z2'] y arg(z.z') = arg z + arg z'



gs decir, el producto de dos nlmeros complejos tiene por médulo el producto de los
podulos de los factores (propiedad ya demostrada) y por argumento la suma de sus ar-
gumentos >

! yeamos ahora el cociente. Sean z,z' € C , z' # 0.
%,, z!' = 2

por 1o recién demostrado se tiene:

= I. lz'] = |z} y arg 2, + arg z' = arg 2
y de aqui
: 2] . 2
= l = o y - arg 5, = arg z - arg z'
z ‘

Por lo tanto, el cociente de dos nimeros complejos tiene médulo igual al cociente de
los mddulos {ya demostrado) y argumento igual a la diferencia de los argumentos,

¥n particular, si z = Izl‘B es distinto de cero, su inverso es 271 = (lzi-l)_e pues
ot TS = (1~ - -1
z " o= liz = 10,[zl@ = (3.|z[)0_8 = (lz] ") 4
EJEMPLO. Hallar el producto y cociente de los nfimeros 1z = 22 y 2! = 8? y ex
-1 =T
3 6

presar los resultados en forma bindmica.

z.z2' = (2.8]2 7 = 16 = 16{cos

37T 3

= 16(cos 330° + i sen 330°) = 16(%; - % i) = 8/% - 8i

T

1
z:z' o= (2:8) s =
2.3, "L,

= l{cos % m + i sen % 1} =

o=
>

3

-2-1r

] —
[N

= L(cos 270° + i sen 270°) = -

OBSERVACION. La definicidn de argumento de un nfimero complejo que hemos dado se apQ
ya en conceptos geom8tricos, pero la teoria de la forma polar de los nimeros comple-
. jos puede desarrollarse independientemente de toda interpretacifn geométrica.
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- gual y paralelo al AS. TLuego OASB

Representacitn geométrica de las operaciones con nfimeros complejos.

Sean z = a+bhi , z' = a'+b'iy Ay B
sus regspectivos afijos. Como

z+z' = (a+a') + (b+bh'}i

el afijo S de la suma tiene abscisa
igual a la suma de las abscisas ge Ay
B vy ordenada igual a la suma de las or
denadas de A y B. Entonces, en la fi-
gura, OB" = A'S' y B'B = MS. De la
igualdad de los tridngulos OB'B y
AMS resulta que el segmento OB es i-

es un paralelogramo y el afijo de 1la
suma se obtiene por la regla del para

ielogramo.

La representacidén de la diferencia se obtiene por la misma regla, teniendo en cuenta
que z-z' = z+{-z') y que el afijo de -z' es el punto simétrico del afijo de z' con
respecto al origen de coordenadas,

Para representar el producto z.z' , sabemos que el mddulo es el producro de los mb-
dulos y el argumento 3la suma de los argumentos. '

Si P es el afijo del producto
0P = OA.OB . luego
0P _ QA

gl , donde OY es

el segmento unidad. Entonces los tri
dngulos OUA y OBP son semejantes,
1o que permite obtener geomé&tricamen-
te el afijo P del producto construyen
do sobre OB, comsiderado como lado ho
mélogo del . OU , un tridngulo semejan-
te al OUA.

Para representar el cociente se procede andlogamente teniendo en cuenta que

z:z' = 2.(2')"} y que 217t = ({z'lnl)_e
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se define la potenciacién de nimeros complejos de exponente natural por recurrencia,
de la siguiente manera: ‘

n+l n
2 =

2" = (2_1}-n , siendo z # 0 , neZ , 1 <0,

Se verifican propiedades andlogas a las de la potenciacidn de ndmeros reales. .

Férmula de DE MOIVRE.

Consideremos el problema de calcular, por ejemplo, (-1-1)20 .. En forma bindmica el
cilculo se hace interminable., La férmula ‘

1}

[Izl (Eos 8 + i sen'a)]n -lzln(cos né + i sen ne) (6)

o abreviadamente

Uzl = (12",

llamada férmula de De Moivre (1667-1754); permite calcular las potencias de exponen-
-te entero de los nimeros complejos en forma polar. La demostraremos primero para eX -
ponente natural por induccién y luego para exponente nule y entero negativo.

Sin =1 1la igualdad (6} se verifica trivialmente.

Supongamos que es verdadera para n y probémbsla para n+1; es decir suponemos que
. 1+ 1 +1 :

(lz})™ = (121"),, v aueremos probar que Uzl )™ = Uz1™) aenye

(lee)“+1 = (lzl)". Uzl =({z]")_, - (lz]), =‘(IZI“ 12D g = (;z|n+1)(n+1)e
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Queda demostrada asi por induccién la férmula (6) para exponente natural.
Sin=0 , también se verifica.

Resta probar entonces que también es verdadera siendo z # 0 , n ¢ Z , n < 0. Apli-
cando, 1a definicidn de potencia de exponente entero negativo, la relaciédn

(|z!e)”1 = (|z|°1)_9 ya demostrada , que -n ¢ N y la validez de la férmula de

De Moivre para exponente natural, se tiene:

- - Ii

Uzlg™ = [zl ] =zl™ ) " = (U™ ) Ly eny = Uz,

&

EJERCICIO: Dado z = -1-i calculemos z°C,
2] = Je1)2e (12 = 72
- '1 - o _ 5
GwarCtg—_—T-—ZZS ---&-TT
20 20 20 10 10 10
277 = [VZ 5 ] = {V2) s = 225 = 2" = 2"7(cos n + 1 sen w) = -1024,
w kil
= 20.571
4 4
Luego

Radicacidén de nlmeros complejos.

Definicién. Dado un niimero complejo z y un nfimero natural n se llama raiz n-&sima

de z'a todo nimero complejo w tal que Wt o= oz,

Se trata de saber si dado un nfimero complejo cualquiera z
raiz n-ésima de z.

lz|, existe alguna

Si un nimero w = Iw]a es una raiz n-ésima de z, es decir si w® = z , entonces

(fw]™),, = lal,

Luego

fwi™ = |z} y ne = 6 + 2kn , con ke 2
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pe aqui resulta

i s B :
|wl = /{z] (7 y a = +ikg , con k e I° (8)
gl médulo de la raiz buscada estd bien determinado por (7) : es la raiz n-ésima a-

ritmética del mdédulo de z. En cuanto al argumento, aparentemente existen infinitos
puesto que en la expresidén (8) que da o aparece la variable k que puede tomar cuai-
quier valor entero. o

Nando a k los valores 0,1,2,.....,n-1 se obtienen los siguienteslargumentos:
8 B+2w 0 +4ar 0+2{n-1n
H 3 - 3 n 3 4 a0 a s g n

y en consecuencia los n nimeros complejos Wy , Wy ,...., W, aque tienen médulo

. n . .
igual a Y|z] y argumento igual a cada uno de los 4ngulos que acabamos de escribir
son n raices de z. Son todas distintas entre si. En efecto, la diferencia de dos
argumentos cualesquiera es:

8+2km . +2k' T - k=k? 2
n n n

i
Como k y k' son enteros diferentes y estdn comprendidos entre 0 y n-1 su diferencia
k-k' es no nula y menor en valor absoluto que n. Por lo tanto la diferencia de dos
argumentos cualesquiera de los indicados no es un miltiplo entero de 27 , lo que
prueba que w; , W, ,...., W, son diferentes entre si.

Veamos ahora que dindole a k cualquier valor entero en la férmula (8) se obtienefun
argumento que difiere de alguno de los recién indicados en un mdltiplo entero-de 27
Yy en consecuencia la raiz w que corresponde a ese arguméhtb coincide con una-de las
n ya encontradas. Dado k e Z, sean qyr el cociente y el resto de dividir k por n:

k=qn + 1 R 0 <r <n

Entonces

9+2kr _ 8+2(qn+r)m _ 2q7 + 8+21w
n n n
2KT gy 1y _ - e42rm
Luego el argumento difiere en un miltiplo entero de 2v del argumento Tm

‘donde r es uno de los ndmeros 0,1,2,...,n-1. Es decir, todos los argumentos que 5€

ﬂbt1enen dando a k valores enteros arbitrarios en la férmula (8) difieren en un nume

ro entero de c1rcunferenC1as de alguno de los n argumentos que se. obtienen hac1end0
‘ s




k=0,1,2,.....,n-1 ., Por lo tanto existen s6lo n raices n-&simas diferentes de z.
Queda probado asi el siguiente

TEOREMA 3.2, Todo nimero complejo z # 0 tiene n rafces n-ésimas distintas. Sus md-
dulos son la raiz n-ésima aritmética del mdédulo de z y sus argumentos principales

¢
son respectivamente:

3 o+ 2m 8447 8+2(n-1)7
- : 8+2(n-M)r

3 i1 ? n b * . e k4 n

donde 6 = argumento principél de z,

n
Usaremos la notacidén /((z)) para representar una cualquiera de las n raices n-ési-
mas de z. La férmula

/(2)) = Mzl (cos LK 4 5 gon O2ZKT (9

n

da ehtonces las n raices de z haciendo k = 0,1,2,....,n~1.

Representacidn geométrica de las raices.

Como las n raices n-é&simas de un complejo z = |z!6 # 0 tienen todas médulo igual a

n n
/lz| , sus afijos pertenecen a la circunferencia de centro O y radio /|z| . El pun’
to A, sobre esa circunferencia de argumento % es el afijo de la rai:z

n -
w, = /lz] (cos % + 1 sen % )

Como los argumentos de las demds raices se obtienen sumdndole a los valores:

S

2 2
s 2 2L e, (-1 1%

2n
n n

resulta que los afijos A, , A, ,...., A_ de las n raices son los vértices de un po
1 2 n : —

n
ligono regular de n lados inscripto en la circunferencia de centro O y radio /lz] .

EJEMPLOS.
1. Dado 2z = -1 + v3 i hallar sus raices de cuarto orden y expresarlas en forma bj
ndémica.

Debemos aplicar la férmula (9) para n = 4,
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J-1)2+(/3)2 = 2

arc tg 4; = % T

=~
i}

=3
it

Luego se tiene:

t‘/—-‘—— y %—szn -123—11+2k11
((z)) = Y7 (cos = + i sen =4
donde k = 0,%1,2,3

Las cuatro raices son:

L s 120° 120°
W, = /2 (cos T+ 1 sen == )
N SR N I
=T (5 i3 7t 5l
M 120°42m . 120°42n
W, = V7 (cos == + 1 sen —=—p— )
4 4
o 1 V3., _ /T _ /18 .
=2 gry Dyl
bk & )
w. = VT (cos 120°447 , . (oo 120°44m
3 A A
s A1 ‘g VI
“ h_“!__“_‘m_—.
=V (-5 gt = 7t
1y Qo 4]
W, = /7 (cos 120&+61¥ + i sen 120:6?; )
T
2‘42(.1_-.,@'):.{.2;-_}_&1
2 P 2 2

-1+vY3 i

Y3 1

)

A
/Z (cos 120°

Yy
/2 (cos 210°

b
/Z (cos 300°

Los afijos de w, , W, , Wy ¥y W, SOR los vértices de un

cunferencia de centro 0 y radio VZ .

ot b e - —

i

b
= V7 (cos 30° + i sen 30°) =

+ i sen 120°)

+ 1 sen 210°)

+ i sen 300°)

cuadrado inscripto en

i

i

la cir-
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Hallar las rafces quintas del nimero z = -1.

Hay que aplicar la férmula (9) para n = 5,

[zl = /(-1)2+02 = 1
B = arg z = = T
Luego 1arformula =3 5 o

[

Ji-1))

5
Y1 (cos Ei%53-+ i sen ﬂ+§k“_) =

2k . T+2kw
5

= CO0S 5 + 1 sen para

k =0,7,2,3,4 da las cinco rafces quintas de -1.

w, = cos T+ 1seni = cos 36°+ i sen 36° = 0.80902 + i 0.58779

[}
]

W, = COS %; + i sen %? = cos 108° + i sen 108° = -cos 72° + i sen 72°

= -0,30902 + i 0,95106

. 57 .‘ 50 _ . -
Wy = cos =~ *+ 1 sen - = Cos 7w + i sen 7w ¢ 1
In . i o .. a : ° ‘. o
W, = €O0s — + i sen 5 = cos 252° + i'sen 252° = -cps 72° - i sen 72° =
= -0.30902 - 1 0.95106

cos 36° - i sen 36° =

8

Wg = COS - + i sen ~z = cos 324° + i sen 324°

= 0.80902 - 1 0.58779

1

Los afijos dé Wl os Wy o, Wa o, w# ¥y we son los vértices de un pentdgono regular ins-

cripto en la circunferencia de centro 0 y radio 1.
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ggices de 1la unidad.

$i consideramos el nfimero 1, como su mbdulo es 1 y su argumento 0, las rafces n-&si-
nas de 1 estén dadas por la férmula:

'

i
/(1)) = cos E%E + i sen 3%1 s k=0,1,2,.0000,n=1

Una de las raices es 1, que corresponde al valor k = 0. Notemos que si n es par ,
n = 2t , hay otra raiz real , -1 , que corresponde al valor k = t. Si n es impar la
inica raiz real es 1.

En el plano complejo, las n raices n-&simas de la unidad tienen por afijos los vérti
ces de un poligono regular de n lados inscripto en la circunferencia de centre 0 y
radio 1. Como el nfimero 1 es uno de los vértices, se deduce que las raices que no
son reales estdn situadas simétricamente con respecto al eje real, es decir son nd-
meros conjugados y por lo tanto se presentan de a pares.

Las raices n-&simas de la unidad son particularmente gmportantes porque se verifica
que:

Todas las raices n-ésimas de un némero complejo z se obtienen multiplicandc una cual-

quiera de ellas por cada una de las n raices n-&simas de la unidad.

En efecto, sea r una raiz n-€sima de z y Uy 5 Uy 5eeee; U ias n raices n-ésimas de
1. (Suponemos z # 0). En primer lugar, si u es una raiz n-&sima de 1 se¢ tiene

(ru)n =% u" = 2.1 =2

De modo que los n nfimeros ful s TUy 50eeee, TU son todos raices n-ésimas de z. Pe

n
ro ademis son todos distintos entre si pues Tu; = ruj implica ug =_uj : luego SON

1as n rajces n-ésimas de z,

Por lo tanto, conocida una raiz n-ésima de un nfimero z, el cidlculo de las n raices
n-ésimas de z se reduce al cilculo de las raices n-8simas de la unidad. En particu-
lar, si z es un nGmero real positive, como [z| = z se tiene:

pi} v
RN

1
‘donde vz es la rafz n-ésima aritmética de z.

Por ejemplo, las rafces cuartas de ¥ son; 1 , -1 , @, -i . Entonces las raices
cuartas de 16 son ¢ ‘

119



b —_

/((16))

B

L b 4
As . Lo = 2o =L

Las raices n-&simas de la unidad tienen las siguientes propiedades:

>

1) El producto de dos raices n-&simas de la unidad es una raiz n-é&sima de la unidag
o o - . s . -1 -

2} Si u es una raiz n-ésima de la unidad su inverso u también lo es.

La demostracién es muy simple y queda a cargo del lector. Entonces, si con Gn desig

namos al conjunto de las n raices n-&simas de 1, se puede decir que:

a) Gn es cerrado con respecto a la multiplicacidn, es decir la multiplicaciédn es u-

na operacifn en 6y es asociativa.
b) En Gn hay neutro para la multiplicacidén pues 1 ¢ G _.

- . . -1
¢} Todo nimero u ¢ Gn tiene inverso u € Gn.

Estas tres propiedades se resumen diciendo que Gn es un grupo con respecto a la mul-
tiplicacidn de nimeros complejos.

Por ejemplo,

Gl = {1} G, = {1

4 2

-

o}
s

-
¥

D =
1

Raices primitivas de la unidad.

Las n raices n-&simas de la unidad pueden clasificarse en dos clases: las que no son
raices de 1 de un orden inferior 2 n, que se llaman raices primitivas de orden n , ¥

las que no tienen esta propiedad, es decir las que aparecen como raices de 1 de up
orden menor que n.

Bn otras palabras:

Definicidén. Una raiz n-&sima ¢ de 1 se dice una raiz primitiva de orden n si el me-
AR At - .

nor exponente natural k tal que e = 1 es k = n,

Por ejemplo, considerando las raices de la unidad de cuarto orden, 1,-1,i,-i , las
raices primitivas de este orden son i y -i. Las otras dos no lo son: 1 es rafz pri-

i
mitiva de orden 1 y -1 es raiz primitiva de orden 2.

‘ 1 20 r -4



A partir de una raiz primitiva de orden n de 1 pueden calcularse las demis raices de
ese orden de aCuerdo con el siguiente ' '

TEOREMA 3.3. Si ¢ es una raiz n-ésima de 1, € es una raiz primitiva de orden n si y

5610 si €%, e , €2 [ e3 ..., e®"! son las n raices n-ésimas de 1.

pemostracidn: Supongames que € es una raiz primitiva de orden n y probemos que
- " o n k
e, &, €2 , e¥ _....., €%} son las n raices n-ésimas de 1. Como € =1, ¢ es
raiz n-&sima de 1 cualquiera sea el exponente entero k pues
n k
n k
(€9 = (M) =17 =1

En particular, 1 , ¢ , ¢2 ... ., ¢! son raices n-ésimas de la unidad.

" " . . . . a b
Ademds estos n nimevos son distintos entre si. En efecto, si fuera € = £ con

0<ac<n-1 , 0<b<n-1 ya#b, suponiendo a < b seria

Eb - za = ()
sa(eb-a 1) =0
a b-a b-a 11
Como e~ # 0 , € -1 =0 o0 sea ¢ = 1. Pero 0 < b-a < n y esto contradice 1la
hipétesis de que ¢ es raiz primitiva de orden n. Por lo tanto 1,e,e2,e%,. . ...,e™7!

son n raices n-ésimas distintas de 1, es decir, todas las raices n-é&simas de 1.

Reciprocamente, si & es un nimero complejo tal que e® , e , €2 , ¢3 ,,...., €®} son

las n raices n-ésimas de 1 entonces ¢ es una raiz primitiva de orden n. En efecto ,
n P - e el .
e =1y como los nimeros e =1, ¢, €e?, e’ ,....., €l 1 son distintos entre si ,

el menor exponente natural k tal que L 1 es k = n,

Por ejemplo, como i es una raiz primitiva de cuarto orden, las raices cuartas de 1

son: i% , i, i?2 , i?® o sea 1 , i , -1, -i .

Veamos ahora cdmo calcular las raices primitivas.

TEOREMA 3.4, Las raices primitivas de la unidad de orden n se obtienen ddndole. 2 k
los valores primos con n y menores que n en la fdrmula '

. cos 2§3 + i sen g§£ _ .
. .u_e_;;:.‘\'_ d .. . 12?




Demostracidn: Sea u una raiz n-ésima de 1.
Luego

21(1; . 2kq
= [iootubob SR & J)  eeamer
@ u cOs T i se n

para un cierto valor 0 £ k € n-1. Entonces, por la férmula de De Moivre se tieme pa
ra todo nfimero natural h: '

h 2khx . Zkhn
= h— t 1 sen ——

Para que u sea una raiz de orden h de 1, es decir para que uP = 1 es necesario y su-

ficiente que el argumento EE%E sea miltiplo de 2 , o sea que kh sea divisible por n

51 k es primo con n debe ser h divisible por n y por lo tanto el menor valor pbsible
de h es n, es decir u es una raiz primitiva de orden n. En cambio, si k no es primo
con n, simplificando en la expresidén de u y 1lamando k' y n' a los cocientes de &k
y n por su m.c.d. se tiene

Y R b
u = ¢ps ZR, + 1 sen Zk,
n n

y siendo k' primo con n', por lo recién demostrado resulta u una rafz primitiva de
orden n' < n ,

El teorema queda asi probado.

EJERCICIO. Hallar las raices primitivas de orden 12 de la unidad.
Se obtienen dédndole al parimetro k en la férmula:
12 2kT 2k
{(1)) = cos 5~ * 1 sen 5

todos los valores primos con 12 y menores que 12, es decir: 1

» 5, 7, 11 . Por lo
tanto, de las doce raices de orden 12 sélo las cuatro siguientes son primitivas de

ese orden:
& = cos 25 + i sen “& = cos 30° + i sen 30° = ig Ly

1 12 12 2 2
€, = cos ;?; + i sen lf; = cos 150° + i sen 150° = - i; + % i
€, = cos lﬁ; + i sen 1;; = cos 210° + i sen 210° = - £§ - % i
€, = cos E%; + i sen %%3 = cos 330° + i sen 330° = %g - % i



el teorema 3.4, resulta entonces que para un orden n determinado, hay tantas raices

_primitivas de ese orden como niimeros primos con n y menores que n. Este nmero se
11ama el indicador de Euler (1707-1783) de n y se representa ¥(n). Si p es un hime-

ro primo, todas las raices p-&simas de la unidad son primitivas de ese orden excepto

1.

nados dos ndmeros complejos z y z', si se multiplican las diferentes raices n-ésimas
ge z por las de z' se obtienen todas las raices n-ésimas de z.z'. Andlogamente para

1a divisibn,

Ademds calculando las raices de orden m de cada una de las n raices n-ésimas de un
afimero complejo z se obtienen todas las raices de orden m.n de z. Es decir, se veri

fican las siguientes reglas:

n n
1) /i Yzt o= 20T

2 0
/e /2

2]- n 'E'! (-Z' ?! O)
’zt

3) vz = Yz
§

Estas igualdades deben interpretarse en el sentido que el conjunto de valores.&el

primer miembro es igual al conjunto de valores del segundo miembro. Su demostracidn
queda propuesta como ejercicio. (Demostrarlas primero para z = z' = 1 vy luego en ge
neral recordando que las n raices n-é&simas de un nimero complejo z se pueden obteher

)

multiplicando una de ellas por las rafices n-&simas de la unidad).

Observemos que en cambio:
n n m
/:;5¢ ( /2) (10)

Es decir no todos los valores de un miembro son valores del otro. Por ejemplo , si
z=1,n=4 y m=12 se tiene

(1
?r* 4 -1 oy 2 i
123 ﬁ“-—"t{ : (JT}".:
i -1
{ -1

Luego el primer miembro de (10) tiene cuatro valores distintos mientras que el segull
do miembro sélo tiene dos.
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OBSERVACION. C es un cuerpo que contiene al sistema R de los nimeros reales. Sur-
ge naturalmente la Siguiente pregunta: (Es posible definir en C una relacién de or-
den de modo tal que C sea un cuerpo ordenado, es decir, una relacidén de orden total
que verifique las leyes de monotonia de la suma y la multiplicacidn?. La respuesta
es negativa. En efecto, en todo cuerpo ordenado el cuadrado de cualquier elemento
no nulo es positivo. En particular, 1 = 12 > 0 lo que implica -1 < 0., 8i C pudiera
ordenarse totalmente de modo que fuera un cuérpo ordenado se tendria por un lado ,
-1 < 0 y por otro, i? > 0. Pero como i? = -1 , seria -1 > 0.

Esto prueba la imposibilidad de definir en C una relacidén de orden total con las mis
mas propiedades que la definida en R.

Por otra parte, la observacidén del método seguido para la construccidn del sistema C
de los nfimeros complejos a partir de R lleva a preguntarse si no podria obtenerse me
diante una construccidn similar y a partir de C, un nuevo cuerpo que contuviera a C
como subsistema, o por lo menos a R. La respuesta es negativa, pues se demuestra en
general que si K es un cuerpo, entonces K x K es un cuerpo si y sélo $i la ecuacién
X> + 1 = 0 no admite solucién en K. Y sabemos que C no llena esta Gltima condicidn
Siguiendo con la idea de generalizar el método de construccidn de los nimeros comple
jos, podriamos también preguntarnos si no es posible definir, no ya en R x R , sino
en el conjunto R® = Rx Rx ,,,..x R, conn> 2, una suma y una multiplicacién de
modo que R™ resulte un cuerpo que contenga a R como subsistema. Aqui también la res
puesta es negativa. Se demuestra que esto es s6lo posible para n=2 y que C es el i-
nico sistema que llena esas condiciones. (Este resultado se conoce con el nombre de
Teorema final de la Aritmética y fue demostrado en el siglo pasado por Hankel prime-
ro y luego por Weierstrass). Para n=4 existe un sistema en el que se verifican to-
das las propiedades de cuerpo, excepto la conmutatividad de 1la multiplicacidn: es el
1lamado sistema de los cuaterniones, que es una extensidén de R y de C.

De modo que C es la dltima de las sucesivas ampliaciones de los sistemas numéricos.

En C son posibles todas las operaciones aritméticas y todas las ecuaciones algebrai-
cas con coeficientes numéricos son resolubles en C, propiedad que se expresa dicien-
do que el cuerpo C es algebraicamente cerrado.
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FJERCICIOS.

1, a) Escribir en la forma binémica a+bi los siguientes nimeros complejos:

1

3
(7.2 5 Gz, 5 (/2,3 5 (0,-1) 5 (-0.3,0)

£

b) Escribir en forma de par (a,b) los siguientes complejos:

1

4+ 50 3 81 3 /3 5 -1-i % 0.8 i

¢) Representar en el plano complejo los nimeros de a) y b). (Qué distancia

hay entre los puntos que representan a los nimeros (- % s 1)y 4+ % i 2.

72, Expresar los siguientes nfimeros complejos en forma bindmica:

a) (1-21) + (3 + 74) + (-21)

b)Y (-1-2i) - (-3 4z i)+ 51 - 3 - i)
c) (1 + %»i) . (-2+1)
g Azdi
/2-1
)ty - YRR L (52
I ST S I L A L R

i (-v2 + 5i) - 1

Fof s

; 1
g) (3i-2)7 - =+
1

3, Representar los siguientes nimeros complejos en el plano complejo y expresarlos
“en forma trigonométrica:

15

a) V3 + i hy i&° -2
b) /3 - i i) (2+31) 71
. . " . w -
¢} -1-41i i) sen g+t 1seng
dy -1+ k) -18+7.4 1
e) -i 1) 1 -1 senz
£y  -17 m) sena + isema , ® <o < 2
. .4 3
g} 4i n) {1-2i)

Efectuar las siguientes operaciones en forma trigonométrica y expresar el resul-
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tado en forma bindmica:

a) (-1+/3 1) . (-31)

/T V31,
b) (-/3-1) . (- = + 5 1)
) (-1+Y3 1) : (~31)

d) (0.5 - 4i) : (-3+i)

Aplicar la fdérmula de De Moivre para calcular

a) (1-1)" b) (-v3-1)100

dando el resultado en forma bindmica,.

a) Calcular y representar las siguientes raices en el plano complejo y expresar

las en forma bindmica:

7T Y-/

3 e - 5
V-8 /-0, 5+V21 V11

4 ;
b) Determinar todas las raices de los siguientes polinomios complejos:

X2 e 1 s X2 <21 5 (Xt o+ 21

¢) Hallar todes los z tales que:

14
—

iy 22 =-2 , 240 i) z v+ 2 =220 |z

ii) z © o= -z iv) =7z

Dados los ndmeros complejos:

V3 (-cos 2 + i sen 2)

-3{cos % T + 1 sen % ) Z

™
o
1t

f

-sen 1 + i cos 1

1

i . T
2(cos ¥ - i sen 3 ) 2,

demostrar que en forma polar se escriben como sigue:

z; = 3(cos 3% * + i sen 5$-w) Z,= Y3({cos(n-2) + i sen(r-2))
2, = 2(cos 2 7 + i sen 2 7) 7, = (< - 1) + i (e -1
2 3 3 4 = CO0Ss 'z‘" 1 sen 7]



Dado z =

a+bi , sea Re(z) = a , Im(z) = b . Probar las siguientes relacio-
nes:
2+2 = 2 Re(z)
z-2 = 2 Im(z)
y = z sssi' Im{z) = 0
zZ = -z sssi Re(z) = 0
Re(z.z2' + Z.2") = z.,2' + z.2'
Im(z.2' -~ z.2') = z;E* - z.z2!

b) Interpretar geom&tricamente en el plano complejo la conjugacidn. Describir
en el plano complejo cada uno de los conjuntos de nimeros complejos que sa-
tisfacen las siguientes condiciones:

i) z = 2 iii) z.z = 9
ii) % = -z iv) 22 -z+1=0
V) 22 = %

Demostrar que:

a) lzi >0 , [z] = 0 sssi z =0

b) |z| = [-z| = |z]

c) ]z|2 = 2.2

dy fjz.z'| = lz].|z']

| z]
z
e) "‘"|! = —
‘ bz" |

£) lzez'| < fz] + |z2']

g) lizi -zl < |z-z'

h) Si z = a+*0i = a ¢ R , probar que el médulo de a coincide con el valor absolu
to de a.

: i) Si z.z' = 0 entonces z = 06 z' = 0
: j) Sean z.z' £ C no nulos. Probar aplicando propiedades anteriores que!

k)

Izcl'1 . Jz-zt) . Iz'l'1 = |2'1 . 21'1{

Probar e interpretar geométricamente en el plano complejo la siguiente'ldeﬁ‘




tidad (ley del paralelogramo):

fz-z% |2 + Jze2'|2 = 2(]2]2% + |z']2)

(Sugerencia: usar c¢)).

10. i) Para cada una de las condiciones siguientes determinar la totalidad de com

pléjos z que las satisfacen y dibujar en el planO'cOmpléjo 185 recintos de
finidos en cada caso: ' o

2) [Re(z)] <1 y -1 < Im{z) < 1
b) " Re(z) ¢ Z

¢) Re(z?) =0

d) z7' = -z

e) lz-1] = |z-2]

£) z2 ¢ R

g} z%? = z°
h) 4 < {z-i}2
i) |zeif? ¢ |z-i|2 = 3

) %ﬂizﬂ

ii) Representar analiticamente cada uno de los siguientes recintos del plano

complejo:

Eox 1
<o
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13,

a)

)

<)

a)

by

c)

d)

a)

b)

c):

11. Dar los resultados en forma bindmica y representarlos en el planc complejo:

Y (1-1) /3 i+ (- i) 1 1% - (0.5 - /3 4)

OB V32 /s 24)
1+ /51

(4 + 31)(1 * i)
-4+ 4

Demostrar que si r es una raiz de orden n del niimero complejo 2z ¥
Uy 5 Uy geccne, U SON las n raices n-ésimas de 1 -entonces

Ty o, TUy s.c00., TU - SOM las n raices n-ésimas de z,

1

Hallar las raices de la unidad de tercer orden, de cuarto orden y de quinto
orden y representarlas en el plano complejo.

Utilizando los resultados de b) hallar todas las raices de los polinomios:

X -8 x4 - 81 ; X3+ 32

Hallar la suma y el producto de todas las raices de la unidad de tercer or-
den. Idem para cuarto y quinto orden. 3Qué propiedades se infieren?. De-
mostrarlas.

iQué se puede decir entonces sobre la suma y el producto de las n raices
n-ésimas de un nimero complejo cualquiera z # 07,

Hallar las raices primitivas de la unidad de orden 18, Idem para 15,

Decir cudles de los siguientes complejos son raices de 1 y de qué orden son
raices primitivas.

L : L
P —
cos 2 1 s5¢en &

cos Y37+ i sen Y3 1

s
8 : 8
Cos 3T T + 1 5en -i-*i'-'i!
L3
2 2
-1

Probar que si t ¢ R entonces cos{tr) + i sen(tn) es raiz de 1 sssi t e Q.
. ' 129 .
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4. Propiédades de las raices n-&simas de 1,

a) Demostrar que para cada n ¢ N , el conjunto Gn de las raices n-ésimas de 1
unidad es un grupo conmutativo con respecto a la multiplicacién de nimeros
complejos. ‘

b) Siu e G entonces u ¢ G,

c) Sice e Gn es una raiz primitiva de orden n entonces G, = {1,e,e2,...,e"" 1}

d) La suma de las n raices n-ésimas de 1 es 0 y su producto es 1 6 -1 segfin

sea n impar o par.
e} Hallar G, n G, . Probar que en general 6. NG = G(n’m) . Deducir que

G = G siy sblo sin/m,
15. Qué razones pueden darse para invalidar la siguiente "demostracién"?:

T=V7T = V{-1).0-1) = T . V"1 & i.i = i2 = -1

by i}
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CAPITULO IV

POLINOMIOS Y SUS RAICES

Hay un tipo de problemas cuya resolucidn consiste en encontrar niimeros que satisfa-
gan ciertas condiciones. A menudo, al traducir estas condiciones en lenguaje mate-
ndtico aparecen expresiones conocidas con el nombre de ecuaciones algebraicas.

£l lector estd familiarizado desde el colegio secundario con ecuaciones de primer y
segundo grado en una incdgnita:

it
L]

alX'* ao

i
<o

2
a2X + aIX + ag
y sabe resalverlas,

En general, se llama ecuacién algebraica de grado n 2 una expresidn del tipo:

b n-1
+ . . . s . T + =
anX an_lx . a; X a, 0 (1)
donde 8 28, _1se0res@y,8, SON nimeros reales o complejos dados, a # 0, n es un nlime-

ro natural y X un simbolo llamado incdgnita o indeterminada.

Resolver la ecuacién (1) significa hallar los niimeros t tales que reemplazados en Iu
gar de X verifican la igualdad, es decir tales que

t + . . . . o ¥ oat + a, = ]

3

Tales niimeros se dicen las raices de la ecuacidn (1).

£1 cdlculo de las raices de las ecuaciones algebraicas es un capitulo muy importante
del dlgebra y uno de los mds antiguos. Durante siglos fue el objetivo central del
dlgebra.

Para estudiar este problema es conveniente comenzar por estudiar las expresiones del

tipo

a X" + a 1. . ... +aX+a
n n-1 1 o

que forman el primer miembro de (1)} y que se llaman polinomios en X.

4.1, POLINOMIOS.

En lo que sigue K es el cuerpo de los nfimeros racionales, el de los nlimeros re@lﬁs o




el de los nlmeros complejos . (K =Q , K= RO K = C). Consideremos las sucesio-

nes (ao s Bp 5 By seeenesy B seenen ..) de elementos de K tales que a partir de u

1 3
elemento en adelante son todos nulos, o sea, tales que a; =0 salvo un nimero fini
to de indices, y sea X un simbolo que llamaremos indeterminada. Se llama polinomi
en X con coeficientes en K a l1a expresidén (puramente formal):

2

1]
P{X) = a, *a X +a,X + ... raX o+, L,

. 2
a, + alx + a2X + .

f

Dados dos polinomios A(X)

. 2
B(X) bo + blx + bzx Foe e e a e e

#

A(X) += B(X) si vy sbdlo si a; = bi para 1 = 0,1,2,,...0....

Al conjunto de todos les polinomios en X con coeficientes en X se lo representa K[
(Asi Q[x] , R[X] , c[X] son los conjuntos de polinomios en X con coeficientes raci

nales, reales y complejos respectivamente. Es claro que Q[X] <« R[X] <= c[X] ).

En K[X] se definen dos operaciones binarias, suma y multiplicacidn, como sigue:

Si A(X) = a_ + aX + a X + B(X) =b_+ b, X + b,X% + ¢ K
0 1 2 » - & L a ’ 0 1 2 a L] - .

se llama:

Suma de A(X) y B(X) y se representa A(X)+B{X) al polinomio:

A(X)+B(X) = S, * s X + SZXZ SN tal que s; = a; * bi para i = 0,1,2,.
es decir
ACXI*B(X) = (a_+b_ ) + (a,;+b)X + (a,+b,)X> & . . . . .

Producte de A(X) por B(X) y se representa A(X).B(X) al polinomio:

A(X).B(X) = p,t pX + pzxz Y ooe . tal que p; = Zk+j=i akbj para i=0,1,.
es decir: P, = 2,b,

P, = aob1 + albo

Py = a5by + a;by + ayb,

Py = 2,5 * ayb, + ayby + azd,

L) - . . * - . ° ° v . - [y ° . - - . L] s
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. X 2 . .
pado un polinomio P(X) = a * aIX + a2X + . . o . ., 8i a, = 0 para todo indice

i entonces P(X) se llama el polinomio nulo y se representa P(X) = 0, 8i no todos
- 1os a; son nulos y n es el mayor indice tal que a # 0 , n se llama el grado del po-

1inomio P(X) y 8&ste se escribe:

_ 2 n
P(X) = a, + aIX + azx L anX

gue es la forma habitual de escribir un polinomio, prescindiendo de los términos

g, X* cona, = 0. a_ , a
1 1 [}

a a se llaman los coeficientes de P(X), a  se

1 2 By seeees
1lama el coeficiente principal y a el término independiente o constante. Si a =1
¢l polinomio se dice mdnico.

Observemos que el grado del polinomio nulo no esté definido. Los polinomios de gra-
do cero, es decir de la forma P(X) = a, .y el polinomio nulo se llaman polinomios
constantes. Usualmente al escribir un polinomio se escribe X* en lugar de 1X%,

EJEMPLOS.

1} Consideremos los siguientes polinomios de R[X]:

Ay =3x7 - X2« ax? -2 x -7

B(X) = X* + x3 + 5x% + X + 3

c(X) = X% - X

DO = -5

gT AC) =7 3 grB(X) =4 ; grC(X) =2 ; grdX) =0 ; BX) y CX

son ménicos, el coeficiente principal de A(X) es 3 y el de D{X) es -5 ; los tér-
minos independientes son respectivamente: -7 , 3 , ¢ y -5,

ACO+B(X) = 3X7 + x4 ¢ 7x? « £ x - 4
CI+DX) = X2 - X - 5
Ay.ce = 3x° - x® - x® e sxh - Ixd - Bx? e x
C(X).D(X) = -5X% + sX
2) Dados los polinomios de C[X] : .

A) = X3 - ix3 + (2-1) ; B =3X3 + 4 5 C(X) = (1+1)X® - 21 se tiene:

+

3 3 los coeficientes principales son

[

gr A(X) =5, gr B(X) =3 , gr CX)
1 , 3 y 1+i respectivamente; los términos independientes son 2-i , 47 21,

AQO*BIX) = X° + (3-1)X° + (6-1)
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ACX)+CX) = X° + X3 + (2-31)

A(X).éﬁX)‘z (+X% « (1-0)x8 - 2ix° ¢ (+D)x? - (2448)

Con respecto al grado de una suma y de un producto vale la siguiente

¢

PROPOSICION 4.1. Dados dos polinomios A{(X)} # 0 , B(X) # 0 se verifican las siguien- |
tes relaciones:

1) Si A+B#0 , gr(A+ B) <max(gr A, gr B) .

2) AB#0 y gr(A.B) =gr A+ gr B .

Demostracion:

1) Sigue claramente de la definicién de suma de polinomios., (Observar que si
-bn entonces gr(A + B) < n).

it

gr A=grB=n vy a,

2) SigrA=n,grB=m y AB=p +pXH+ p2X2 ol e i e e de 1la defini-

cidn de producto resulta que a b,y p; =0 , ¥ 1> nm.

Potm n'm
Entonces a_ #0,0b #0=>a.b 0~ AB#0 y gr(A.B) = gr'A+ gr B .

1 ffthMA 4,1, En K[X] 1a suma y la multiplicacién tienen las siguientes propiedades:

S1. Propiedad asociativa de la suma:

(A+B)+C=A+ (B+C) , ¥ A,B,CeX[X]

S2. Propiedad conmutativa de la suma:

A+B=38+A , ¥ A, Be K[X]

$3. Existe neutro para la suma: el polinomio nulo es tal que A + 0 = A ,¥ A ¢ K[X]

S4, Todo polinomio de K[X] tiene simétrico en K[X] , es decir cualquiera sea
A e K[X] existe B ¢ K[X] tal que A + B = 0, |

M1. Propiedad asociativa de la multiplicacién:

(A.B).C = A.(B.C) , ¥ A, B, CeK[X]

¢

M2. Propiedad conmutativa de la multiplicacién:

A.B = B.A , ¥ A, Be K[X]

M3, Existe neutro para la multiplicaciéh: el polinomio constante 1 es’ tal que
ALt =A , ¥V Ae K[X] .

D. Propiedad distributiva-de la - con respecto a la + :

A.(B + C) = A.B + AC , ¥ A, B, Ce X[X]

S. En K{XIno hay divisores de cero, es decir: Si A.B = 0 entonces A =0 & B = 0.
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‘pemostracién: A cargo del lector.

as propiedades anteriores se resumen diciendo que K[X} es un anilio ébﬂ;ﬁ{aé;_ .
~ ivo sin

divisores de cero. K[X] se liama el anillo de polinomios en una indeterhiﬁa&a co
A - £ n
coeficientes en K.

oBSERVACION X[X] no es un cuerpo porque los dinicos polinomios inversibles con res-
pecto a la mu1t1p11caC1on son las constantes no nulas. En efecto, supongamos que un
pelinomio A(X) tiene inverso B(X) con respecto a 1la multiplicacién:

A{X).B(X) =

Luego gr A+ gr B=gri1=20

lo que implica gr A =gr B =10 ¥y A(X) y B(X) son constantes.

Vamos a ver que en K[X] existe una"divisién entera", analogamente a lo que sucede en
el anillo Z de los enteros.

TEOREMA 4.2. Dados dos polinomios A,B ¢ K[X] , B # 0, existen dos polinomios
Q,R ¢ K[X] ', 1lamados el cociente y el resto respectivamente de dividir A por B, uni

vocamente determinados, tales que:

=Q.B+R y R=0 6 grR<grB

Demostracién: Demostraremos primero la existencia de un par Q,R al menos.

Si A = P.B para algiin P ¢ k[X] , entonces haciendo § = P y R = 0 se tiene un par de

polinomios en esas condiciones.

Si A # P.B para todo P ¢ K[X] , consideremos el conjunto de todos los polinomios de

la forma A - P.B , P e K[X] . Los grados de estos polinomios forman un conjunto ne

vacio de enteros no negativos. Por el principio de buena ordenacidn existe un gra-

do minimo. Sea R un polinomio de grado minimo entre los de la forma 1nd1cada s '
= A - Q.B para un cierto Q ¢ K[X]. Luego A = Q.B + R. Veamos que gr R < gr B.

Supongamos que gr R > gr B
= ‘ - . s
R =71 + 1, X + r, X+ .. 000 f rSX

B

i}
o
+
o
<
+
jon
s

gt ]
+
+
o
>
wn
v
]

Entonces el polinomio R - gi'xsmn . B

es de grado < s. Ademds

B es de la forma A - P.B y de grado menor que
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el grado de R, lo que contradice la eleccidn de R. BEsta contradiccidn prueba que

gr R < gr B.

Unicidad. Sean Q,Q',R,R' e K[X] tales que:

A=QB+R y R=0 6 grR<grB

A=Q'.B+R" y R' =0 6 gr R <grB
Luego Q.B+ R =Q'.B + R'

(Q - Q').B = R"'" - R

Si R#4#R' ,R' -R#£0 y gr (Q-Q') + gr B = gr (R'-R)

Pero de las condiciones gue verifican R y R' resulta:

gr (R* - R) < mix (gr R, gr R') < gr B

o

Luego gr B < gr(Q-Q') + gr B = gr(R"-R} < gr B o sea gr B < gr B.

I

Esta contradiccidén pruehba que R = R!

Entonces
(Q - Q) . B =0,

Como B # 0 por hipbtesis y en X (Xx] no hay divisores de cero es Q - Q' = 0 , es decir

Q=q

El teorema queda asi demostrado.

El cociente y el resto de dividir un polinomio por otro mo nulo se calculan mediante
un algoritmo similar al de la divisién de nlmeros enteros.

Calculemos,por ejemplo, el cociente y el resto de dividir

A(X) = 6X8 - 5X° - sx% - %} %3+ 6x2 - 2 por B(X) = 2x3 - 3x% + 1

6x8 - 5x° - x4 - %% X3+ X2 - 2 12x3 - 3x2 + 1
6x8 - ox° + 3 %3 3x3 4 2%x% 4 % X -5
5 & 23 3 2
x5 - osxt - 22X ex? - 2
a0 - ex” + 2x2
x* - 2% v ax? -2
4 3 3 1
- 5x rgx
-0 X%+ ax? - X -2
- 10 ¥3 +15%° -5

- 11x? -

Baf—
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3

+ 2x2 + %,X - 5 -y el resto RtX) & - 11x2 L X +. 3

‘g1 cociente es QX)) = SX
: 2

1o0s polinomios asi obtenidos son efectivamente ¢k gociente y el reésto de dividir A
por B pues el procedimiento en general es el siguiente:

Si A(X) = a X + cr X a
" m
B(X) = bmx * . blx + bo
an n—m
y gt A>grB , secalcula () = A - . X . B
m

si gr € =n; Yy su coeficiente principal es cnl , se calcula

Si gr C, = n, Yy su coeficiente principal es ¢, se calcula

2
c c c
C.=C, - 2 x"2™® | B o= A - a;-“—x“'“‘»r—lf-f-x“l'“w_-ﬁx“z"“‘) B
3 V2 b ) - ( b b b '
m m m m

y asi siguiendo se obtienen polinomios C; = A - P.B, (, = A-P,.B,

Cy = A-Pg.By oo oo de grados estrictamente decrecientes hasta llegar a

uno R = A - Q.B nulo 6 de grado menor que B. En virtud de la unicidad del cociente
y el resto, R es el resto y Q el cociente de dividir A por B.

Si gr A <gr B entonces Q=0 y R=A

Regla de Ruffini. Un caso particular es el de la divisién de un polinomio

A(X) =.aan 4 .. .. .+aX+a porotrode la forma X - ¢ .

Aplicando el algoritmo de la divisidn, se ve que los coeficientes del cociente

QX) ='qn;1X““1 R R
verifican las siguieﬁtes.relaciones:
-1 = 24
-2 7 %n-1 * GpapC

9.3 ° an—E * qn—2'C
4y = 8y * 4p-C
Q 7 3 F 9 €

y gl resto de la divisifn es R(X)} = a_ + q_.cC ‘;,_ 137




La regla que de aquil resulta paré calcular los coeficientes del cociente y el resto

de dividir un polinomio A(X) por otro de la forma X - c se llama la regla de Ruffini.;

y el cdlculo se dispone précticamente como se ve en los siguientes ejemplos.

EJEMPLOS .
1) Dividir AX) = 5X7 = ox® - 3% + x} 4+ 8x + 1 por X - 2
5 -9 -3 0 1 0 8 1
2 10 2 -2 -4 -6 -12 -8
5 1 -1 -2 -3 -6 4 |7

El cociente y el resto son:

Qex) = sx8 + x® - x% o2 sk - ex -4 5 REX) = -7
. 5 & 1
2} Dividir A(X) = X7 - 2X7 + 5 X -3 por X + 3
1

1 -2 0 0 5 -3

-3 -3 15 -45 135 - B3
271 819

1 -5 15 -45 5= e

El cociente es Q{X) = x4 . 5%3 + 15%% - 45X + 2;1 y el resto es R{X) = - §%2

4.2. DIVISIBILIDAD EN EL ANILLO DE POLINOMIOS K[X] .

En el anillo de polinomios K[X] se puede desarrollar una teoria de divisibilidad com
pletamente semejante a la del anillo Z de los enteros y demostrar un teorema de fac-
torizacién Ginica en polinomios irreducibles, andlogo al teorema fundamental de la a-

ritmética. Es lo que haremos a continuacidn.

Relacién divide.

Definicidn. Se dice que un polinomio A(X) divide a otro B(X) si existe un polinomio
C(X) tal que B(X) = C({X).A(X). Se escribe A/B,

Si A/B también se dice que A(X) es un divisor de B(X) o que B(X) es un miiltiplo del
A(X).
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psta relacidn tiene las siguientes

pROPIEDADES.
pROPIEDADES

A/A , ¥ A e K[X]

8si A/B y B/C entonces A/C

A0, ¥ A e K[X]

Si A/B y A/C entonces A/S.B+T.C , ¥ S,T e K[X]

polinomios unitarios y asociados.

- pefinicidn. Un polinomio de K[X] se dice unitario si es inversible con respecto a
. DefiniciOn
© 1a multiplicacidn,

Hemos visto que los polinomios unitarios son las constantes no nulas.

En términos. de divisibilidad, un polinomio es unitario si y s6lo si divide a cual-

quier otro.

PROPOSICION 4.2. Dados dos polinomios A(X) , B(X) las siguientes propiedades son e-

¢ quivalentes:

A(X) y B(X) tienen los mismos divisores.

A(X) y B(X) difieren en un factor unitario. (Es decir, en una constante no
nula).

c) A/B y B/A

Demostracidn:

a) => b). Supongamos que A(X) y B(X) tienen los mismos divisores. Como A/A enton-
ces A/B. Como B/B entonces B/A. Luego existen polinomios C(X) y C'(X) tales que
B(X) = COOLAQ) (1) y A(X) = C'(0).BOX) (2)

fntonces

AX) = CT(0).CX).A(X)

Si A(X) # 0 de AQO.[1 - C'(X).C(X)] = 0 sigue C'(X).C(X) = 1 pues en K[X] no hay di
visores de cero. BEs decir C(X) y C'(X) son polinomios unitarios y de (1) y (2) si-

gue que se verifica b).

Si A{X) = 0 entonces B(X) = 0 y es claro que b) se verifica.

b) ==> c). Supongamos que A{X) y B(X) difieren en un factor unitario, es decir, por

ejemplo, que A{X) = k.B(X) , con k ¢ K, k # 0. Luego B/A. Por otro lado, de la 1

gualdad anterior resulta B(X) = k', A(X) o sea A/B.

¢) =—> a). Supongamos que A/B y B/A. Hay que probar que A(X) y B(X) tienen los mis
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mos divisores, es decir que si un polinomio D(X) es tal que D/A entonces D/B y reC1{
procamente, que si D/B entonces D/A, lo gue resulta ficilmente de la hipbtesis y 1a
transitividad de la relacidn divide.

Observe el lector que la demostracibn de esta proposicidn es textualmente la misma
que Ta de la proposicidn 2.1, correspondiente a Z. Asi sucede con todas las demis
demostraciones por lo que omitiremos escribirlas.

Queda a cargo del lector hacer su transcripcidén en términos de polinomios,

Definiciﬁn. Dos polinomios A(X) y B(X) que verifican las cond1c1ones de la proposi-’
cién anterior se dicen asociados.

La relacidn "ser asociados" es una relacién de equivalencia en K[X] y de la prop051—§
cidn resulta que los asociados de un polinomio A(X) e K[X] son todos los de 1la forma
k.A{(X) , con ke K, k # 0.

Todo- pollnomlo AX) € K[X] es d1v151ble por sus asociados Yy por los polinomios unita
rios, es decir por los polinomios de 1a forma k. A(X), con k e K, k # 0 y por todas
las constantes no nulas. Estos se llaman los divisores triviales de A(X). Un divi-
sor de A(X) distinto de ellos se dice un divisor propio.

Notemos que las constantes no nulas desempefian en K[X] el papel de 1 y -1 en Z.

M&ximo comiin divisor.

Definicién; Dados dos polinomios A(X) y B(X), un polinomio D(X) se llama un miximo
comfin divisor de A(X) y B(X) si verifica las dos siguientes condiciones:

D1) D/A y D/B

D2) Si D'(X) es un polinomio tal que D'/A y D'/B entonces D'/D

Se escribe D = (A,B) .

Como en K[X] existe la divisién entera, es posible aplicar el algoritmo de Euclides
para calcular un m.c.d. de dos polinomios A(X) y B{X}, analogamente a como se proce-
de en el anillo Z.

PROPOSICION 4.3. Si A(X) y B(X) son dos pelinomios, B(X) # 0, vy R(X) es el resto
de dividir A(X) por B(X) entonces A(X) y B(X) tienen los mismos divisores comunes
que B(X) y R(X).

COROLARIO. D = (A,B) <= D = (B,R) .

Algoritmo de Euclides,

Dados dos polinomios no nulos A(X) , B{X) se hacen divisiones sucesivas de acuerdo
con el esquema ya conocido. Como los grados de los restos que se van obteniendo son
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gstrictamente decrecientes, el procedimiento no se puede reiterar mis que un ndmero
finito de veces. El Giltimo paso es una divisidn de resto cero. : '

Q, (X) Q, (X e e e e e e e o, (0 Qn+;(X)
B (X) R, (X) O B NP CO B I AR Y R, (X)
R, (X) | O B (N 0.9 0

pROPOSICION 4.4. Si A(X) , B(X) ¢ kK[X] son dos polinomios no nulos, el Giltimo resto
no nulo que se obtiene en el algoritmo de Euclides es un midximo comtn divisor Dx)

de A(X) ¥y B(X) y DX} = S(X).A(X) + T(X).B(X) , con S(X} , T(X) ¢ K[X3

Queda asi probada la existencia de un m.c.d. para dos polinomios no nulos. Si algu?
no de ellos es nulo, por ejemplo A(X) = 0- , entonces (0,B(X)) = B(X) y
B(X) = 1.0 + 1.B(X)

ademds de la definicién de m.c.d. resulta que si D(X) es un m.c.d. de A(X) v B(X) ,
otro polinomio D'(X) es un m.c.d. de A(X) v B(X) si y sdlo si D(X) y D'(X) son aso-

ciados.

vale entonces el siguiente

TEOREMA 4.3. Para todo par de polimomios A(X) , B(X) de K[X] existe un m.c.d. D(X)
en X[X] y D(X) = S(X).A(X) *+ T(X).B(X) , con S(X) , T(X) ¢ K[X] . Ademis los
m.c.d. de A(X) y B{X) son de la forma %.D(X) , con k ¢ K , k # 0.

Como el m.c.d. de dos polinomios es Gnico salvo constantes no nulas, se considera el

m.c.d. ménico y, dada su unicidad , se habla de el m.c.d.

EJEMPLOS.
1) Dados los polinomios de R[X]

ACK) = X3 + 4X2 + 3X + 12y  B(X) = X¥ - 3x% + 5X2 - 90X+ 6
Hallar el m.c.d. y expresarlo en 1a forma S(X).A(X) + T(X}.B(X) , S(X),T(X)ER[X]

X -7 | X + 4
X4 - 3X3 4+ 5X%2 - X+ 6 X3 + 4X2 + 3X + 12 X2 + 3
X% o+ 4X3 o+ 3X2 412X X3 + 3X
< 7X3 4+ 2XZ 21X + 6 4x2 + 12 .
.~ 7X3 -28X2 -21X -84 ax2 + 12
30X2 + 90 3 0
X2 + 3 141




oo - Co L2
El m.c.d. es el dltimo resto no nulo, es decir X + 3, Para expresarlo como un md
tiplo de A(X) mds uno de B{X), del algoritmo de Euclides resulta:

. 2
AXy = (X - 7) . B(X) + 300X + 3)
2 ! 1 7y .
Luego , X + 3 = 55 AXY) + ( 35 X + 35 ) . B(X)

OBSERVACION. Como un polinomio A(X) tiene los mismos divisores que cualquier pollno :

mio de la forma k.A(X) donde k es una constante no nula, dados dos polinomios A(X) y:
B(X} resulta que:

(AX),B(X)) = (k.A(X) , k'.B(X))

cualesquiera sean k,k' ¢ K , k # 0 , k' # 0.

Entonces para calcular el m.c.d. de dos polinomios se pueden simplificar los. calcu~ 3
los descartando los factores constantes de los polinomios dados. y de los restos suce'é
sivos obtenidos en el algoritmo de Euclides puesto que esto sdlo varia el resultado
a lo sumo en un factor constante, lo que no interesa en el caso del m.c.d.

2) Hallar el m.c.d. de los siguientes polinomios de Q[X]
| 4 3 2 3
A(X) = 6X -3X" + 11X° - 15X + 1 ;  B(X) = 6X + 14X - 8

3
Podemos considerar BY{X) = 3X + 7X - 4

2X - 1 53X X + 1 X -1
4 3 e 3 2 E
6X - 3X o+ 11X - 15X + 1 X + 7YX - 4 X +1 X -1 1 i
k4 2 . 3 ) '
6Xx + 14X - 8X IX + 3X X - X 0
3 2 :
- 33X - EX - 7% o+ 4X - 4 X+ 1 :
3 i
- 3X - X+ 4 40X - 1) X~ 1 ]
2 |
- 3X - 3 . 2
2
-3+ 1)

El m.c.d. es 1. Para expresar el m.c.d. en la forma S .AX) + T(X).B(X), del algo
ritmo de Euclides se deduce:

AK) = (2X - 1).B'(X) + (-3)X° + 1)
B'(X) = 3X(X" + 1) + 4(X - 1)
2

X+ 1= (X+ 1)X~.1) + 2

Entonces )
“3(X + 1) = AX) - (2% - 1}.8'(X)
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ix - 1) =B (X) - 3X(X2 # 1) = B'(X) + X[A(X) - (2X - 1).3' (X))
| = X.A(X) + (~2x2 + X + 1).B'(X)
P T O e G R L (; ) B
= X - 1) = -3 AXK) T (2X - 1).B'(X) -
S ) R Ay ¢ 2 s 1B 0]
2 3 2
2= - EX - Ex Ly s (Ex v R s px - Lo
‘be modo que
_ 1 2 1 1 3 1 2 1 7
1~P§X -gx_g)ﬁg)+(§¥ +WX +ﬂm-Z§LMD

" polinomios irreducibles y relativamente primos.

pefinicién. Un polinomio no constante P(X) ¢ K[X] se dice irreducible o primo en
~ K[X] si no admite divisores distintos de los triviales, es decir si no se puede es-

4

~ ¢ribir como producto de dos polinomios no constantes de K[X]

‘ 2

Por ejemplo, el polinomio X - 2 ¢ Q[X] es irreducible en QfX] . En cambio si se lo
considera polinomio de R[X] , no es irreducible en R{X] pues se puede escribir:

2 .

X - 2= X+ VD.(X - VD)
_ ) ‘

E1 polinomio X~ + 1 es irreducible en Q[X] y en R[X] y es reducible en C[X] pues

2
X" 1= X+ i) - i)

Estd claro que todo polinomio de primer grado es irreducible puesto que el grado de
un producto es la suma de los grados de los factores. ‘

Definicidn. Dos polinomios de K[X] se dicen relativamente primos si su m.c.d. es 1.
TEOREMA 4.4. Si A/B.C y (A,B) = 1 entonces A/C.

La demostracién es igual a la vista en Z.

-

'COROLARIO 1, Si P/B.C y P es un polinomio irreducible entonces P/B & P/C.

COROLARIO- 2. Si P/A .A,..... Ay P es un polinomio irreducible entonces P/A, para
algin indice i, 1 <i<n.

TEOREMA 4.5. (De factorizacidén dnica}.
Todo polinomic no constante de K[X] se puede escribir como producto de una constante
por polinomios irreducibles ménicos y esta descomp051c1on es finica salvo el orden de

‘los factores. ‘ 1473



Demostracidn: Probaremos la existencia de una descomposicién de ese tipo por indudg
cién sobre el grado del polinomio. ;

Sea A(X) ¢ K[X] , gr A(X)

v
——h

a a:_i{
a,X +a . Luggo A(X) = al(X + 5: ) vy X +‘5%
. . ' 1

Si  gr A(X) = 1 entonces A(X)

. @
es irreducible mdnico.

Sea gr A{XJ = n>1 v supongamos que la descomposicidn existe para todos los pollno

mos no constantes de K[X] de grado menor que 1. Hay que probar que A(X) también pue

de escribirse como producto de una constante por polinomios irreducibles ménicos. _{

Si A(X) es irreducible, sea a_ SU coeficiente principal. &

Ly

Entonces A(X) = an(_EL_u AXYY v EL" A(X) es irreducible mdnico.
: n n ‘

Si A(X)'no es irreducible se puede descomponer en el producto de dos polinomios no
constantes: A(X) = B(X).C{X) con gr B<gr A , gr C=< grA

Por la hipdtesis de induccién B(X) y C{X) se pueden escribir como producto de una
constante por polinomios irreducibles mdnicos y entonces lo mismo sucede con AMX) .

Y 5
Queda probada asi la existencia de la descomposicidén para todo polinomio no constan-
te de K[X]

La unicidad se demuestra en forma andloga a la vista en el caso de los niimeros ente-
ros. (Teorema 2.10)

. n n-1 .
De acuerdo con este teorema, si A(X} = a, X + a, X oo 0w oo X o+ oay es

un polineriio no constante de k[x] se puede escribir:
AX) = kK.Py(X). P (X)evnnen P (X)

donde Py(X) , P,(X) , . . . . ., P_(X) son polinomios irreducibles ménicos y keK.

Como los coeficientes principales'de los P, (X} son todos 1 , es k = a,

Luego A(X) se escribe:

AX) = a Pp (X).Py(X)eueens P, (X)

Si aparecen factores repetidos se asocia los factores iguales escribiendo su produc-
to en forma de potencia. o

Por ejemplo, dado el polinomio
7 6 5 b 3 2 e | s sal
A(X) = 3X° + 6X° + 6X° + 6X' - 15X - 36X° - 18X & Q{X] su descomposicién en facto -
res irreducibles en Q[X] es la siguiente:
AK) = 3K+ DI(XE - 2) 02+ 3)
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, 2
. se considera A(X) ¢ R[X] , el polinomio X - 2 no es irreducible en R[X] . La

Jjescomposicidn de A(X) en R[X] es:
i 2 e 2
A(X) = 3X(X + 1) (X + Y2)(X - fi)(x + 3)

Finalmente, 1la descomposicién de A(X) en factores irreducibles en C[X] es:

*

A(X) = 3X(X + t)z(x + V)X - VDX X - /3 i)

E1 lector ha comprobado la semejanza de las teorias de divisibilidad desarro-
1ladas en Z y en K[X] y la analogia de todas las demostraciones. jPodria se-
fialar cudles son las propiedades comunes a 1 y a K[X] que justifican este he-

cho?.

. 4.3, RAICES DE LOS POLINOMIOS.

n-1

" pado un polinomio P(X) = anx“ +a X * ... . . *aX+a de K[X] y un elemen

" to c ¢ K se llama valor de P(X) en ¢ al elemento P(c) e K que se obtiene reemplazan-

" do la indeterminada X por ¢ en el polinomio y efectuando las operaciones indicadas.

n n-1
= + + . . . . . %8B +
P(c) a, ¢ a,_1¢ 1© a,

+ X - 1 e R[X] es

“"Por ejemplo, dado P(X) = 4X - % X
1 3

P(2) = 4.2 - 5 o 2 0+ 2 -1 = 061

sy gr P(X) = 0 , es decir si P(X) = a/ entonces P{c} = a, , ¥ c ¢ K.

| Definicién. Dado un polinomio P(X) = a X" + a_"he e aX e, e KX

un elemento ¢ ¢ K se dice una raiz (6 un cero} de P(X) si P(c) 0 , es decir si

+ + . + =
a c a _;¢ e e e s a,¢ a, 0

TEOREMA 4.6. (Teorema del resto).

El resto de dividir un polinomio P(X} por otro de la forma X - ¢ es P(c}).

Demostracidn; Sean Q(X) y R(X) el cociente y el resto de dividir P(X) por X - € @
P(X) = QX).{X - ¢) +R(X) vy RX)=20 & gr R < gr(X-c)
Como gr(X-c) = 1 resulta gr R = 0 o sea el resto es una constante.
P(c) = Qe).(c - ¢} + R 1o que implica P(c) = R . c.q.d.

COROLARIO. Un elemento ¢ ¢ K es raiz de un polinomio P(X} de K[X] sivy 56103§} P(X),

" es divisible por X - C.




En efecto ,

¢ raiz de P(X) <==> P(c) = 0 <==> el resto de dividir P(X) por X - ¢ es cero <=

<==> P(X) es divisible por X - c.

En virtud del teorema anterior se puede utilizar la regla de Ruffini para calcular :
el valor de un polinomio P(X) para X = ¢ ya que el Gltimo nlimero que Se obtiene apli i
cdndola es el resto de dividir P(X) por X - c,0 sea P{c). También sirve entonces pa ?
ra verificar rdpidamente si ¢ es o no una raiz de P{X). En general, calcular P(g) '
por la regla de Ruffini requiere cdlculos mds sencillos que la sustitucién directa
en el polinomio. ’

EJEMPLOS.

5 3
1} Dado P{X) = 3X - 2ZX + % X - 1 e R{X] hallar P(-1). Aplicando Ruffini se tiene:

1
3 0 -2 0 3 -1

. 4

1 -3 3 1 1 %
4 7

3 -3 1 -1 3 "3

Luego P(-1} = -

W~

3 2
2) Dado P(X) = 3X - (1+6i)X + X - (4+2i) e C[X] hallar P(2i).

3 ~1-61 1 -4-7i
23 6i -2i 4+23
3 -1 1-20 0

Luego P(2i) = 0 y 2i es una raiz de P(X).

Raices mfiltiples.

Hemos visto que si ¢ es una raiz de P(X) entonces P(X) es divisible por X - ¢. Pue-
de suceder que P{X) sea no sdlo divisible por X - ¢ sino por una potencia superior
(x - c)k . En cualquier caso siempre existe un niimero natural k tal que P(X) es di-
visible pbr x - c)k y no es divisible por (X - c)k+1.

Definicidn. Si ¢ es una raiz de un polinomio P(X) se llama orden de multiplicidad
de 1la raiz ¢ al mayor nimero natural k tal que P(X) es divisible por (X - c)k Yy no

lo es por (X - c)k+1.

Es decir
P(X) = (X ~ c)k.Q(X) s donde Q(X) no es divisible por X - ¢ , o0 sea ¢ no
es taiz de Q(X).

Las raices de orden de multiplicidad 1 se dicen simples, las de orden 2 dobles, las
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de orden 3 triples, etc. [@5 Fdiexr oz srden ole l?)U}f//.J:/f'Cf. o ac/ > 4 «z ol G- f»wfj--

e IR
g1 orden de multiplicidad de una rajz se puede hallar aplicando la regla de Ruffini.
: por ejemplo, verificar que 2 es una raiz del polinomio

‘5 b 3 2
P(X) = X - 6X + 11X - 2X - 12X + 8 'y hallar su orden de multiplici-

~dad. Se calcula el cociente Ql(X) de dividir P(X) por X - 2 ; después se divide

0, (X) por X - 2 ; si el resto de esta divisidn es cero, se divide el cociente Q2(X)
- por X - 2 3 si el resto es cero, S5e€ d1v1de el cociente Q3(X) por X - 2 ; y asi si-
_‘.guiendo hasta obtemer un resto R_ ., distinto de cero. Esto significard que Q_ no es
v divisible por X - 2. Entonces de

PO = (X - 2).Q;(X)
Q(X) = (X - 2).0,(X)
Q,(X) = (X - 2).Q5(X)
Q. (¥) = (X - 2).Q,(X)
resulta
P(X) = (X - Z)H.QH(X) , donde Qn(X} no es divisible por X-2Z.

‘Luego el orden de multiplicidad de la raiz 2 es mn.

llaciendo los cdlculos:

1 -5 11 -2 -12 8
2 2 -8 6 8 -8
1 -4 3 4 4 Lo
2 2 -4 -2 4
i -2 -1 2 Lo
2 2 0 2
1 0 a4 Lo
2 2 4
1 2 L3

Luego

5 oo 3 2 3 2
X - 6Xx + 11X - 2X - 12X + 8= (X -2) . (Xx -1)
y 2 es una raiz triple del polinomio dado.

Pero hay otra forma de hallar la multiplicidad de una raiz de un pollnomlo,_Utlllzanf

do la nocién de polinomio derivado.




Definicién. Dado P(X) = a X" + . . . . .+ aX+ a_ ¢ K[X] se llama derivado de
P{X) al polinomio

PH{X) = nan}(n“1 + (11—1]:;1!1_.“1}{““2 oo v 23X+ a

1
) . 7 2 5 3 2
Por ejemplo, si P(X) = 3% - £X +X ~V/EX -X+6
es
6 L] 2 —
P'(X) = 21X - 2X + 3X - 2/3 %X - 1
PROPIEDADES.

Te A" =0 <=> A =0 & gr A=20

2, (A+B)' = A' + B!

3. (A.B)' = A'.B + A.B'

cualesquiera sean A,B e K[X] | |

Las propiedades 1 y 2 resultan fdcilmente de la definicidn y la 3 se verifica sin di
ficultades. La demostracién queda propuesta como ejercicio para el lector.

De estas propiedades se deducen las siguientes:

4. (k.A)' = kA", ¥ keK , AeK[X]

5. (A™' = nA™l Ay A K[X] , neN ;

i Dado un polinomio P(X) ¢ K[X] , se definen por recurrencia los polinomios P(S)(X)',
$ ¢ N, como sigue:

M =

Pty = (09 (xyy”

El polinomio P(S)(X) se llama el s-&simo derivado de P(X).

3 2
Por ejemplo, dado P(X) = 5X - X + 4X + 7 es:

P'(X) = 15x2 - X+ 4
P*(X) = 30X - 2

P (X) = 30

PTX) = 0

Vamos a convenir en decir que ¢ es una raiz de multiplicidad cero de un polinomio
P(X} si'y sblo si ¢ no es raiz de P{X}.

TEOREMA 4.7. Si ¢ es una raiz de un polinomio P(X), c es una raiz k-miltiple de
P(X) si y sélo si ¢ es una raiz k-1 - miltiple de P'(X).
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pemostracién: Sea c una raiz k-mdltiple de P(X) , k > 1
'Entonces

P(X) = (X - 0f.0X) , donde X - ¢ X°Q(X)
Luego

Pr{X) = k(X - c)k“l.Q(X) + (X - c)k-Q'(X)

como X - ¢ ¥ Q{X)} , k-1 es el mayor exponente tal que X - c}k-l divide a P'(X).

Luego ¢ es una raiz k-1- miltiple de P'(X).
Reciprocamente, supongamos que ¢ es una raiz de P(X) tal que ¢ es rafiz k-1- mGiti-
ple de P'(X).

sea h el mayor exponente tal que (X - ¢)"/P(X)} . Luego h > 1 ¥
PX) = (X - o)".Q(x) , domde X - ¢ x Q(X)
Entonces
P = (X - 9" ¢ - o ')

Como X - ¢ X Q{X) , h-1 es el mayor exponente t tal que (X - c)t /P*(X). Por nues-
tra hipbtesis debe ser entonces h-1 = k-1 , o sea h =k , lo que termina la demos-

tracidn.

TEOREMA 4.8. Un elemento ¢ ¢ X es raiz k-mltiple de un polinomio P(X) ¢ Kx]
k>0, siy sblo si

Ple) =P (c) = . o ... =PE Va0 y ) #0
- Demostracidén: Por el teorema anterior, ¢ ¢ K es una raiz k-miltiple de P{(X), k » 0,
. si y sdlo si P(c) = 0 y ¢ es una raiz k-1-mdltiple de PY(X}).

Aplicando reiteradamente este teorema a los polinomios

POX) L PTX) L B0 L . e e ., PETIX) se tiene:

¢ es raiz k-mdltiple de P(X) , k > 0 <=> P(c) =0 y ces raiz k-1- mltiple de
Pr(X) <= P(c) = P'(c) =0 y c es raiz k-2- miltiple de P"(X) <=> P{c) = P'(c)=
P(c) =0 y c es raiz k-3- miltiple de P" (X) <= . . . . . . s> P(c) =
Pt{c) = P"(c) = . . . . .= P(kql)(c) =0 vy P(k)(c) # 0,

i
#

De este teorema resulta que el orden de multiplicidad de una raiz ¢ de un polinomio
P(X) es igual al orden de la derivada de menor orden de P(X) que no se anula en c.

Por e]emplo, calculemos apllcando este resultado el orden de multiplicidad de la
raiz 2 del polinomioc P(X) = - GX + 11X - 2X - 12X + 8 , ya calculado usando
la regla de Ruffini.

= L 3 2
CPT(X) = 5X - 24X+ 33X - 4X - 12 : Pi(2) = 0
3 2
PU(X) = 20X - 72X + 66X - 4 . Pr(2) = 0
2
P(X) = 60X - 144X + 66 ; P"(2) 4 0 L e



Luego 2 es una raiz de tercer orden.

EJERCICIO.
Dado un polinomio P(X) ¢ K[X] , demostrar que:

a) (P{X),P' (X)) = 1 == P(X) no tiene raices miltiples.

b) P(X) irreducible = P(X) no tiene raices mGltiples.

Contando cada raiz de un polinomio P(X)} tantas veces como su orden de muitiplicidad

se tiene el siguiente
TEOREMA 4.9, Un polinomio P{(X) ¢ X[X] de grado n > 0 tiene a 1o sumo n raices en X,

Demostracidn: Por.induccién sobre el grado del polinomio. Sea P(X) e K[X] ,gr P>0.
L a
“Sigr P=1, P(X) es de la forma P(X) = a;X + a_ y su Gnica raiz es - 53 . Luego
. D A
el teorema se verifica.
Sea gr P = n > 1 y supongamos el teorema verdadero para todos los polinomios de

K[X] de grado n-1

Si P{X) no tiene ninguna raiz en K no hay nada que demostrar. Si P{X) tiene una
raiz ¢ ¢ X entonces

P(X} = (X - ¢).0(X) (1)
con Q(X) ¢ X[X] y gr Q = n-1.

NDe (1) resulta gue toda raiz de Q(X) es raiz de P{X) y reciprocamente, que toda rafi:z
de P(X) es ¢ & una raiz de Q(X) va.que P(t) = 0 implica (t - ¢).Q(t) = 0 , y como

-

en XK/X] no hay divisores de cero, debe ser t = ¢ & Q(t) = 0.

Luego las raices de P(X) son ¢ y las raices de Q{X). Por la hipdtesis de induccién
Q(X} tiene a lo sumo n-1 raices en X de modo que P{(X} tiene a leo sumo n raices en K,

El teorema queda asi demostrado.

EJEMPLOS.

5 4 3 2 '
1) Vimos que el polinomioc P(X) = X - 6X + 11X - 2X - 12X + 8 e R[X] tiene una
raiz triple igual a 2:

5 & 3 2 2 2
X0 - 6X o+ 11X - 2X - 12X+ 8 = (X - 2) (X - 1)

2 :
Como las raices de X - 1 son 1y -1 5 las rafices del polinomio dado en R son
2,2, 2,1y -1 y P{X) tiene 5 raices en R,

2 ,
2} El polinomic X + 1 no tiene ninguna raiz en  y tampocco tiene ninguna raiz en R.

2 ‘
En cambio X + 1 tiene 2 raices en C: i y -i.
6 4 2 .
3) Sea P(X) = X - X - 6X . En Q[X] se factoriza asi:

‘ 2 2 2
150 CPX) = X (X - 3 (X o+ 2)



pptonces P(X) tiene en Q solamente una raiz doble: 0 .

riene 4 raices en R: 0 , 0, V3, -V% . Y tiene 6 rafices en C: 0 , 0, /% -;/E-.
i, /2 ’

4.4, EXISTENCIA DE RAICES DE UN POLINOMIO.

5e plantea el problema de la existencia de raices de un polinomio.

_ fHemos visto que hay polinomios en o[X] y en R[X] que no tienen ninguna raiz en Q o
. en R. Podria pensarse que igualmente existen polinomios no constantes en CIXI que
‘ no tienen ninguna raiz en C. Pero no es asi porque C tiene la siguiente propiedad:

TEOREMA 4.10. Todo polincmio no constante con coeficientes en C tiene por lo menos

una raiz en C.

. Este teorema, que se conoce con el nombre de Teorema fundamental del dlgebra, fue
formulado por primera vez por D'Alembert (1717-1783) pero su demostracién, basada en
resultados de la teoria de funciones analiticas, no era completa. La primera demos-.

tracién correcta la dié Gauss (1777-1855) a principios del siglo pasado.

Se conocen diferentes demostraciones de este teorema pero ninguna es elemental y to-
das escapan al nivel de este curso. 1 lector interesado puede encontrar una en

cualquier libro sobre funciones de variable compleja.

" £] teorema anterior equivale a decir que todo polinomio de grado n > 0 con coeficien

tes en ( tiene exactamente n raices en C. (contando las raices miltiples tantas ve-

ces como su orden de multiplicidad).

fn efecto, si P{X) = aan “a_ G a,X + a  esun polinomio no

constante con coeficientes reales o complejos, por el teorema P(X) tiene una raiz

ClsC.

n-1

i

PX) = (X - c).Qp(X) donde  gr Q (X

Sigr Ql(X} > 0 , por el teorema Ql(X} tiene una raiz c, € C.

i

_ Ql(X) (X - cz).Qz(X) donde gr QZ(X) = n-2

i

Luego P(X) x - cl}.(x - cz).Qz(X)

Reiterando el procedimiento, al cabo de n pasos se tiene:
P(X) = (X - cl).(x - Cz)‘ e X-c) .k
con k = a, , es decir

POX) = a (X - ¢ (X -cp)e v vv o W (Xmey) w151




y P(X) tiene n raices.

Resulta entonces que todo polinomio P(X) de grado n > 0 es igual al producto de su
coeficiente principal por polinomios X - Ty s X - Chys v o v vw y, X - cn donde

¢ €y 5 =+ » + o 5 € son las raices de P(X) en C. Como todo polinomio de pri-

l H

mer g¥ade es irreducible, &sta es la descomposicién de P(X) en factores irreducibles

en C[X} . De aqui se deduce que

Los @nicos polinomios irreducibles de CLX] son los de primer grado.

3 4 2
Por ejemplo, ya vimos que las rafces del polinomio P(X) = X - X + 6X SOn:

0,0, V3, /3, /71

, Y2 i . Entonces

xs.« x“ + 6X2 = xz(x -~ VEY(X + YIY(X - YT DX+ YZ 1)

OBSERVACION. Se ve que hay una estrecha relacidn entre las raices de un polinomio
P(X) de K[X] y la descomposicién de P(X) en factores irreducibles en K[X], puesto
que ¢ ¢ K es una raiz de P(X) si y s6lo si P(X) es divisible por X - ¢, y éste es un
polinomio irreducible de K[X]. En general entonces, un polinomio no constante

P(X) e K[X] tiene tantas rafces en K como factores de primer grado aparecen en su de
descomposicisn en factores irreducibles en x[Xx].

Rafices complejas de polinomios con coeficientes reales.

' . n n-1 ' . .
Vamos a ver que si P(X) = anX +a X 0. . ., alx + a, es un polinomio con

n-1
coeficientes reales entonces un nlmero complejo z es raiz de P(X) si y sélo si su

conjugado z es raiz de P(X}; y ambas rafces tienen el mismo orden de mu1t1p11C1dad ,
es decir, las rafces comple;as de P(X) se presentan de a pares conjugados.

Para ello probemos que P(z) = P(z) cualquiera sea z ¢ C. ' L
= . -n -n-1 - - n n-1 T -
P(z) =az *+ anmlz oo o vzt a =a 2 ¥ a _z + + a,z + a
= 3 z0 4 an_lznnl * + a;z +a_ = P(z)
i Entonces
P(z) = 0 <=> P(%)
ya que 0 = 0

‘Luego z = a+bi es raiz de P(X) si y sélo si z = a-bi también 1o es. Veamos que tie-
nen el mismo orden de multiplicidad. P(X) es divisible por (X - z) y por (X - z) ,

: ‘ - ‘2 2 .z .
. es decir por (X - z) (X - z) = (X-a-bi),(X-a+bi) = X - 2aX + (a + b ) e R[X]

Supongamos que el orden de multiplicidad de‘z es k, el de z es £ y que k > £, Enton .

ces P(X) es:divisible'por (X—z)£ y (X-E)z , es decir por
152
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[x - 2.00- 918 = 7 - 2ax + (2% 59)7% ¢ [y

Luego

P(X) = [X - 2aX + (' 531%.900

Ahora bien, Q(X) tiene coeficientes reales, z es raiz de Q(X) de orden k-£ » 0y z
no es raiz de Q(X), lo que es imposible. Esta contradiccidn prueba que k = £,

Queda demostrado asi el siguiente

TEOREMA 4.11'. Si z es una raiz compleja de un polinomio P(X) con coeficientes rea-

les entonces z también es rafz de P(X) y las raices z y z tienen el mismo orden de
multiplicidad.

De la demostracidn anterior resulta que si z = a+bi es una raiz compleja de un poli-
nomio P(X} con coeficientes reales entonces P(X) es divisible por el polinomio

- 2 ] 2
(X - 2).{X -z) =X - 2aX + (a +b ) , es decir por un polinomio con coeficientes

2 2 2 2 2
reales de la forma X + pX + q con p - 4q < 0 , puesto que (-2a) -4(a +b ) =

2
= -4b < 0
Entonces, cualquiera sea P(X) ¢ R[X] de grado n > 0 , si €l s €y v v v v o,y
son sus raices reales y z, , 21 » Zy s 52 s e e e e zr', Er son sus raices com

plejas ordenadas de a pares conjugados, figurando cada raiz tantas veces como su or-
den de multiplicidad (es decir , s+2r = n), P(X) queda descompuesto en un producto
en R[X] como sigue:

. 2
P(X} = a (X-c;) (X-cp). o o o . (X-c ) (X7+p X+q,) (X2+p2X+q2)- ‘e -(X2+er+qr)

donde a_ es el coeficiente principal de P(X) y todos los factores son irreducibles
en R[X] .

De aqui resulta inmediatamente que

COROLARIO 1. Los polinomios irreducibles de R[X] son los de primer grado y los de

segundo grado de la forma a(X2 + pX + q) con p2 - 4q < 0,

CORCLARIO 2. Todo polinomio con coeficientes reales de grado impar tiene por lo me-

nos una raiz real.

La propiedad que las raices complejas de un polinomio con coeficientes reales se pre
sentan de a pares conjugados no se verifica para los polinomios con coeficientes com
plejos. Por ejemplo las raices del polinonmio

2
X - (2+1)X + 21 son 1y 2
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EJERCICIOS.

8 5 4 2
Hallar todas las raices del polinomio X + 6X + 9X - X - 6X - 9 sabiendo
que -3 es una raiz mGltiple y expresarlo como producto de polinomios irreduci -
bles en C[X] , R[X] y Q[X] sucesivamente.

Calculemos el orden de multiplicidad de -3.

1 6 9 0 -1 -6 -9
-3 -3 -9 0 0 3 9
L 3 0 0 -1 -3 Lo
-3 -3 0 0 0 3
1 0 0 0 -1 | o
-3 -3 9 -27 81
1 -3 9 -27 | 80
Luego

& 5 Y 2 2 4
X + 6X +9X - X -6X-9=(X+3) X -1)

"
y -3 es una raiz doble. Las cuatro raices restantes son las raices de X = 1,

es decir las rafces cuartas de la unidad: 1, -1 , 1, -1
Luego las seis raices del polinomio dado son: -3 , -3, 1, -1, 1, -1,

La factorizacidén en polinomios irreducibles en C[X] es

6 3 b 2 2
X + 6X + 9X -X - 6X -9 (X +3) (X -1) X+ 1) X-1) (X+ i)

]

En R{X] es

3 5 & 2 2 2
X + 6X +9X - X -6X-29 (X + 3) (X -1 X+1) X +1)

y en Q[X] coincide con la de R[X] .

4 3 2
Como en el ejercicio 1 , para el polinomio X - 2X - 3% + 10X - 10 sabiendo
1+i es una raiz del mismo.

Dado que los coeficientes del polinomio son reales , 1+i raiz del mismo implica
que 1-i también es raiz. Luego el polinomic es divisible por X - (1+i} vy
X - {(1-1i) , es decir por:
13 - 2
X - (1«1)].X - (1-1)] =X - 2X + 2
2
Entonces, dividiendo el polinomio dado por X - 2X + 2 se tiene:

b 3 2 2 2
X - 2X - 3X + 10X - 10 = (X - 5)X - 2X + 2)



y‘las dos raices restantes del polinomio dado son las raices de X2 -5 : J5 y /5,
Luego las rafces son: 1+i , 1-i , /5 , =/5 .,

La factorizacidn en polinomios irreducibles en C[X] es

i

e st e - 10 = (X - VB ¢ B - (141} (X - (1-1))

En R[X] es

by 3

2 - 2
X - 2X - 3K+ 10X - 10 = (X - VEY(X + VEY(X - 2X + 2)

i

En Q[X] es

L

3 2 2 2
X - 2X - 3X + 10X - 10 (X - 5E - 2X+ 2)

H

{Note el lector que este polinomio no tiene ninguna raiz en Q y es reducible en

QX1 )

Relaciones entre las rafces de un polinomio y sus coeficientes.

e n e
Sea P(X) = anX + a X P alx L T A R L las n raices
de P{X).

La descomposicidén factorial de P(X) en C[X] es

P(X) = an(X - cl)(X - c2) ...... X - ¢.)

Efectuando las multiplicaciones indicadas en el segundo miembro y sumando los térmi-

nos semejantes se tiene:

+l + + + + +,.,.t
8 (C e, *C Cqt. . ¥C C +C,Cy €. _1%n

P n - . -
P{X) = anX an(c1+c Frnen +cn)X 169

n~-3 n
- an(c1c2c3+c1c2c4+....+cn“2cn_1cn)x Foeane. ¥ (1) 8 CCyueeeC

Comparando los coeficientes obtenidos en el 2° miembro con los de P{X) resultan las
siguientes igualdades:

n-1 _
a h Ci * C2 oo ¥ Cn
n
an—-2
a_ = €8y FCyey ¥ ¥ Caa1%n
a
-3 L eoeel 4 cocae, + + ¢ .C_.,C
a’ 17273 17274 n-2"n-1"mn

n
a

(- L =c e, il ' 155
a_ 2



Es decir, la suma de las n raices da el segundo coeficiente de P(X) dividido el pri-
mero con el signo cambiado; la suma de todos los productos de las raices tomadas de
a dos da el tercer coeficiente dividido el primero; en'general; la ‘suma de todos 165
productos posibles_de h raices da

P s para h = 1,2,....,n

En particular, si n = 2 entonces se obtienen las conocidas relaciones entre raices

y coeficientes del polinomio de 2° grado: P(X) a2X2 +a; X + a

a; a
C, * gy = - E; ; ) Sy

l

4
Mediante estas f&rmulas es posible escribir un polinomio conocidas sus raices.

EJERCICIOS.

1. Hallar un polinomio de grado minimo con coeficiente principal 2 y cuyas raices

1 . :
sean 0 5 -1 i, :
5 2 9 ¥ . E

El grado del polinomio debe ser 4: 34X4 + a3X3 * a2X2 +'alX *oa

Aplicando las relaciones recién demostradas se tiene:

a
1 .33 I P s
G+§,_1+1_-__.a4 > >+ 1= - >a3-1 2i
a 3
I 1 1 2 __ 1 1 2
O.—2-+0.(‘1)4‘0.14‘2-.(1)'?2-.1‘*'('1).1"5'-;%)“'2""'"2-“1=7—_"“>
—> @, = -1-i .
a a
1 1 . 1 . | 1 1
0 '2-‘ -("‘!) + {1, '2" .1 '*"i' o{'1)-l = - —;_> - -2*1 = - —2—'“_“'”> al = 1
1 ao
0. 7 ‘,{:"1).1."'x ‘é"—z‘““> ao = {

Luego el polinomio es
T 3 2
2X 0+ (1-28)X + (-1-1)X + iX
Otra forma de calcular el polinomio seria escribir

POO = HX - )+ DX - 1)

y efectuar las operaciones indicadas.

Z. Hallar un polinomio de grado minimo de R[X] que llene las condiciones del ejerci
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como las raices complejas de un polinomio con coeficientes reales se presentan de a

pares , 51 1 es una raiz del pollnomlo buscado, -i también debe ser rafiz. Luego se
trata de buscar un polinomio cuyas raices sean 0 , 5, -1 , 1, - i con coeficien-

te principal 2.

El polinomio es. de quinto grado y procediendo como antes se encuentra que

13
i
t
!
v
)
™
1
aamik

El polinomio buscado es

5 y 3 2
28+ X + X + X - X

Puede calcularse tambidn aplicando el teorema de factorizacidn de polinomios:

POX) = 20X - 3 )X + DX - D + 1)

y aprovechando el resultado del ejercicio 1, multiplicar directamente el polifiomio
alli obtenido por el factor (X + i) .
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138

Dados en R[X] los polinomios A = 3X -

2 23
b} El grado de CB y el de (A+B) ; el coeficiente principal de AC - B ; el

2 7
término independiente de BC - AC + B ; el coeficiente de X en BC.

¢} El cociente y el resto de dividir B por A ; B por C ; A por C.

C
ifallar
3

a)y X
by

by X
3

c) X

3

) -

3 .
X + 3X - 5§ haliar :

2
a) 3A-B , B-4C , 6A-CA- 2B+ A

2

d) Idem para los polinomios de C[X] : A =X -

4 3 2
1 y X +X +2X + X + 1

2 2
3 - 2%y X - 4X + 4

e 3 2
SX + 6y 3X 49X + 3X - 9K - 6

2 2 2
) 16X -1, X - 4X -y 16X - 8X + 1

y expresarlo en la forma (A,B) = R.A + S5.B en 10s €asos a) v b).

a} Aplicando la regla de Ruffini hallar el cociente y el resto de dividir:

X

5

todo para hallar el m.c.m.

4 2
77X+ 2X - X+ 2 por X - 12

7 3 2
X - 3X + 2 -1 " X+ 1

4 3 2
2X - 5X - 1X o+

b} Dado P(X)

¢) Decir en cada caso si los nimeros indicados son raices del polinomio respec-

1

5 X - {3+1) por X+ 1

5 L 3
22X - X+ 3 - hallar P(-2)

L] =

7 6 4 2
P(X) X - X - 4X + X -5 hallar

H

3 2
P(X) = -3X + 6X - (1-i)X + 1 o

tivo y hallar su orden de multiplicidad:

X
X
X
X

5.

7

8

]

+

4

4 3 2 '

6X + 11X o+ 2X - 12X - 8 . a = -2
y 3 : ) -

6X - X + 6 , a=3
4 3 .2 |

77X + 19X + 25X + 16X + 4 | a = -1

5 b 3 2
14X + 89X - 206X + 496X - 384X + 144

i,

P(3)

P{1-1)

3’

el m.c.d. (mdnico) de los siguientes polinomios & R[X] :

3
(1+1)X - 2iX + 1

Indicar un mé-



Aplicando el teorema del resto hallar las condiciones para qué X"+ a% ges di-

visible por X * a (a e R)

Determinar en cada caso los valores de los coeficientes a,hb ¢ Q de tal modo que:
5 2 2 2 5 Y
a) X + 3(X -Db) -6aX + b =¥ + 3X + 2
3 : 2
b} 3X + aX - 1 sea divisible por 3X + bX + 2
' 4 2 '
c) El resto de dividir X - a X + 3 -.a por X - 1 sea 4,
2 :
d) X + aX + 4 dé el mismo resto al dividirle por X + 2 y X - 2.
3 2 2
e} X - aX + 2X - 2a sea divisible por X + 2,

4 3 2 2
£) X + aX - 2ZX - 1 sea divisible por 2X + 1

Calcular las raices de los siguientes polinomios:
2
a) 2X - X -3
2
b) X - 22X + 3
2
c) X+ (5+#21)X + (5+5i)
2
d) iX - X + i
i 2
e) 3X - X -2

4 2
f] X + 2X + 4

, 5 L 3 2
a) Hallar todas las raices del polinomie X + 6X + 15X + 26X + 36X + 24 sa_. ..

biendo que -2 es una raiz miltiple.

4 3 2 ‘
Idem para B8X - 4X - 10X + oX - 2 y e
5 L 2
11! LM 2X + X + X y _1
i 3 2 , ; ,
b) Hallar las raices de 2X - X - 17X + 15X + 9 sabiendo que 1+/ngy 1-v2
son raices. ’

' 3 2 ' .
¢} Hallar las rafces de X - 2(1+1)X - (1-2i)X + 2(1+2i) sabiendo que 1+21
es una raiz. ‘ '

‘ 4 3 2 ) .
d) Hallar las rafices de X - 3X + 5X =~ 27X - 36 sabiendo que tiene una ralz

imaginaria pura.

a) Demostrar que si z = a+bi es raiz de un polinomio P(X) con coeficientes rea-
les entonces z = a-bi también es raiz del mismo. Concluir que todo polino-
mio con coeficientes reales de grado impar tiene por lo menos una raiz real.

b) Demostrar que si un polinomio P(X) con coeficientes racionales tien




raiz de la forma a+vb , con a,b ¢ Q y Vb irracional entonces a-/b también es |
rafiz de P(X). :

(Sugerencia: Nividir el polinomio P(X) por [x-(a+fg)].[x~(a-/g}] vy probar
que el resto es 0).

e} Sabiendo que un polinomio P{X) tiene raices 2i , 3-¥24 y 1+0.5 1 vy que
P(X) € R[X] indicar otras tantas raices del mismo.

d) iSon vdlidas las siguientes afirmaciones?:

3
i) X + 7X - 6i tiene i como raiz; entonces -i es otra raiz.

3 2 — . ;
ii) X o+ (1-2/3)X + (5-2/3)X + § tiene a V3 - YZ i como rafz; entonces |

/3 + Y7 i es otra raiz.

b 3 2 — ;
iii) X+ (1-2/2)X + (4-2/2)X + (3-4/2)X + 1 tiene -1+/7 como raiz; en

tonces -1-Y2 es otra rafiz.

9. a) Encontrar polinomios ¢ Q[X] de grado minimo que tengan las siguientes raices:
. i
1) ”193;"2"
.. 3 2 .
ii) 0, 7, 7 , -1 raiz doble,
2

iii) %31, &/

, 1472 3

<
ot
S’
¥
[
o

i b) Hallar la suma y el producto de las raices de los siguientes polinomios, sin
calcularlas:

2
i) X o+ 3% - 1
; 3 2
; it} 3X - X 4+ 5X - 2
5 3 2
iii) X + X - /3 X

6 § 3
] iv) 22X 4 (1-4)X - 2X + V2

3 2
v) Si las raices de la ecuacién 2X + 3X + 4X + 2

at+b+c , abtac+bc , abc , é+%+% ;%*S%*é%

0 son a,b,c hallar:

vi) Dar una nueva demostracién de la propiedad ya vista: '"La suma de las n
raices n-ésimas de 1 es 0 y su producto es -1 & 41 segiin que n sea par
o impar",

3
10, Dada la ecuacién X - 9X + ¢ = 0 hallar el valor de c en cada uno de los siguien
tes casos:
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Una raiz es igual a otra cambiada de signo.

b) Hay una raiz doble,
Las tres raices estdn en progresidn geométrica,

Ty 1t it " 1) 1R}

aritmética,

3 3
Una rafz es 9§ + /3 |

. 2w . 27
Si w = cos T * 1 sen =— demostrar que

+x“"2+,_...+x+1=(x-w)(xww2).....(x-w““)

51 ¢ es una raiz primitiva de 1 de orden n demostrar que
no= (1-e)(1-e2), . . | S(1-eT7 1Y

Hallar todas las rafces del polinomio X" + x™ %' . X + 1

Descomponer ios siguientes polinomios en producto de polinomios irreducibles en
s RIX]T vy c[x] sucesivamente: '

2 4
X -1 e)] X - 1
2 4 2
X +1 £) 33X o+ 4Y
2
X - 4X + 2 g) Los polinomios del ejercicio 7 |
Ya 3y puntos a} , b) y d),

Sea P(X) ¢ Q[X] un polinomio de 3%7 grado. Probar que P es reducible en Qlx]
si y sélo si P posee una raiz en Q. Demostrar que todo polinomio de R[X] de
3% grado es reducible. Dar ejemplos de polinomios de 3%F grado de Q[X] irre

ducibles.

L
Probar que el polinomio X + 2 es irreducible en Q[X],

La siguiente afirmacién es falsa: "Si P(X) « Q[X] no posee ninguna raiz en
Q entonces es irreducible". Dar un Contraejemplo,

Analizar la validez de 1a siguiente proposicidn: "§j P(X) e R[X] no tiene
ninguna raiz en R entonces es irreducible en R[X] * .

Demostrar que los polinomios de R[X] irreducibles en R[X] son de 1° y 2° gra
do y que 1los polinomios irreducibles de C[X] son los de 1&F grado.
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4.5. CALCULO DE LAS RAICES DE UN POLINOMIOQ.

En el teorema fundamental del dlgebra se demuestra que todo polinomio
- |
P(X) =a X v ...t a; X + ag

. con coeficientes reales o complejos de grado n > 0 tieme n raices en C, contando cé;
-_da raiz tantas veces como su orden de multiplicidad. Pero se trata de una demos -
'-trac1on de ex1stenc1a pura que no proporciona ningin método para el calculo efectivo.
de las rafces. Se escribe '

n
+ ) + 4 =
a X"+ ... e a X a, 0

'para 1nd1car que se plantea el problema de calcular las raices del polinomio que fi-
gura en el primer miembro. Ya d131mos que una expresién de este tipo se llama una e
' cuacién algehraica de grado n con una incoégnita.

, El calculo de las raices de 105 polinomios fue el problema central del dlgebra duran
te slglos. Hemos visto que es muy facil calcular los coeficientes de un polinomio
si se'cdnocen sus raices. FEn camhio, calcular las raices a partir de los coeficien-
tes es mucho mds dificil y decididamente imposible en el caso de algunos polinomios
de grado mayor que el cuarto, usando las operac1ones de suma, multiplicacién, di-

ferencia, divisién y extraccién de raices.

Es claro que dado un polinomio de primer grado, aX + b , es inﬁediato calcular su -
nica raiz X = - % iy desde la antigﬁedad se conocia una férmula para calcular las

dos rajces de un polinomio de segundo grado , a¥? + bX + ¢ , en funcidn de los coefi
cientes a,b y c mediante operaciones racionales y radicales de segundo grado, férmu-
la que el lector conoce bien del colegio secundario. Pero durante muchisimos afios

los matemdticos trataron infructuosamente de encontrar férmulas que permitieran ha -
1lar las raices de los polinomios de grado superior al segundo en funcidén de sus coe

ficientes, andlogas a la conocida para los polinomios de segundo grado.

. ' . g ]
En general se dice que una ecuacidn algebraica a Xn + an_lxn taeseat aIX + ao=0

puede resolverse por radicales si sus raices se pueden expresar en funcidn de los co-

o ef;c1entes an b B e 1“ ,_a, mediante operaciones racionales (suma , 7es-

' ta . multlnllcac1on y divisidn) y radicales. Recién en el siglo XVI , Scipione del
'Ferro (1465-1526) y Nicolo Tartaglla (1499-1551) encontraron la férmula que permite
calcular las raices de la ecuacién de tercer grado y poco después, siguiendo un méto
do 51mllar, Girolamo Cardano (1501-1576) y Ludovico Ferrari (1523- 1565) hicieron lo
mismo para las de cuarto grado. Después de esto se sucedieron los esfuerzos para re

solver por medio de radicales las ecuaciones de grado superior al cuarto. En los in
tentos se obtuvieron, es claro, fdrmulas que permiten calcular las raices de ciertos
polinomios de grado > 4 de tipos especiales, pero no la solucién general. Fasaron
casi tres siglos mds hasta que este problema fue totalmente aclarado. A principios
del siglo pasado, Paolo Ruffini (1765-1822), Niels Abel (1802-1829) y finalmente Eva

riste Galois (1811-1832) demostraronrque es imposible resolver por radicales las e-
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Consideremos la ecuacidn cuadritica

cuaciocnes de grado superior atl cuarto, es decir, gque existen polinomios de grado 2 5

e

cuyas raices no se pueden expresar en funciodn de los coeficientes por operaciones ra

cionales vy radicales {de cualquier grado) por mis complicada que sea la expresidn.

Ruffini y Abel demostraron que para los polinomios de grado superior al cuarto no
existe ninguna f&rmula general del tipo indicado que dé las raices, pero el trabajo
de Galois fue mds profundo y completo porque dié una condiciédn necesaria y suficien-
te para que cada ecuacién algebraica particular sea resoluble por radicales. Esta
condicidn se refiere a las propiedades de un cierto grupo de transformaciones que se
asocia a la ecuacién, y para cada grado n>5 existen ecuaciones que no la verifican,
Galois dej6 explicadas sus ideas en una carta que escribié el 30 de maye de 1832
pues al dia siguiente debia batirse en duelo por motivos galantes. Galois murid en
este‘duelo y sus lideas, desarrolladas, constituyen lo que actualmente se llama Teo-
ria de Galois. Su estudio, como el lector ya sospechard, supera los limites de un
primer curso de Algebra.

Vamos a repasar la f6érmula que da las raices de la ecuacién de segundo grado Yy a es-i
tudiar las que permiten resolver las de tercer y cuarto grado, aunque es poca la uti”b
lidad préactica de la filtima de ellas. Luego discutiremos cémo calcular las raices
de polinomios de grado superior al cuarto.

Un buen compendio de este tema, que los alumnos de primer afio pueden leer sin difi-
cultad es el libro de Uspensky, Teorfa de ecuaciones.

Ecuaciones de segundo grado.

2
aX + bX + ¢ = (¢

con coeficientes numéricos cualesquiera, a # 0.

Fs claro que esta ecuacién tiene las mismas raices que la que se obtiene dividiendo
los coeficientes por a:

Se puede escribir ' ‘ !

2 2
X*EX‘*"}“)‘“‘*‘&‘“—'ZO '
ba? a ta? !
y de aqui se tiene
b g b? ]
(X+§5—) "'(:Z*"“““"‘):O
4a?
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Luego

b = 2 - &
(X"":?'“g) a

b?
Aaz

& - A ' - - &
‘Como €l nimero tiene en C dos raices cuadradas y éstas difieren solamente

® [N

@

: " _
en el signo , escribiendo £ %52,‘3 para representarlas se tiene

0 sea

-b t Yb2-4ac

2a

que es la férmula ordinaria que permite calcular las rajces de la ecuacidn cuadrdti-

ca.
El nfimero 4 = b2-4ac se llama el discriminante de la ecuacidn.

Se ve que si A = 0 las dos rafces son lguales. Ademids en el caso en que la ecuaciédn
tiene coeficientes reales, las dos raices son reales si y sblo si & > 0y son comple

jas conjugadas si y sélo si 4 < O. -

De aqui resulta en particular una propiedad que ya conocemos: Un polinomio de 2°

2 .
grado aX + bX + ¢ de R[X] es irreducible en R[X] si y sélo si b2-4ac < 0 .

EJEMPLO.

2
Resolver la ecuacién 4X - 4iX + (-1+2i) 0 . Aplicando la formula anterior resul

ta

4i ¢ J(4i)?- 4.4(-1424) _ 4i t /732 % _ i % /721
2.4 8 PR

X =

Calculando Y~21 segfin vimos en el capitulo ITI Se encuentra que Vo723 = £(-1+1)

Luego las raices de la ecuacitn dada son

Ecuacionss de tercer grado.

Sea la ecuacidn

3 2 .
aX + bX + cX +d =0 (1) .
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O R o A

con coeficientes numéricos cualesquiera, a # 0.

Dividiendo por a, reemplazando X por X = Y - f% y efectuando los cdlculos se obtie-
ne la ecuacidn:
3
Y +pY +q=20 {2}
- ¢ _ b? . d _be _ 2p3
donde p = 2 = 3 > EEREPRRE PERRS P

Es claro que las rafces de (1) difieren de las de (2) en f& . Bastari entonces estuh

diar las ecuaciones cibicas del tipo (2), que se llaman reducidas porque no tienen
término de 2° grado.

Sea t una raiz cualquiera de (2) y consideremos la ecuacidn auxiliar en la incégnita
W: ‘

2
W -tw-§=0

Es una ecuacién de 2° grado y posee dos raices u y v.en C. Por la relacién que exis ¢

te entre raices y coeficientes se verifica

uty = t (3)
= - 2
u.v 3 (4}
Reemplazande Y por t = u+v en (2) se tiene
3
(utv) + pu+v) + q = 0
3 3
0 sea u + v+ (Buv+p) (u+tv) + g = 0 {5)
Por otro lado de u.v = - % se deduce 3uv + p = 0 ,
Luego de (5) resulta
3 3
u +v = -q (6)
P
y de u.v = - 3 resulta
3
3 3 p
U.V—’—z'":i" (7)
3 3

(6) y (7) prueban que u y v son raices de la siguiente ecuacidén cuadritica

3 2 3 3 2 3
.. 4 /3. B® .. 9. /e? pd
u = 5 A 55 s v 5 z v 57
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3
- .9 _ /9t , 3
3 v / 2 4 +'§_§'

_y entonces L T e
3 : i 3 |
N 2 .3 2 3 :
- N qa ,/ a%, » /q /¢,
= 1Py o= N e e = o - = - e JL
t = usv _/2” Ay 2 AR ¥
¥

férmula que da las raices de la ecuacién (2) en funcién de sus coeficientes mediante

operaciones racionales y radicales de 2° y 3° grado y que se conocCe con el nombre de

f6rmula de Cardano. Observemos que como hay tres raices ciibicas, hay tres valores

posibles para u y tres para vy combindndolos la férmula de Cardano da aparentemente

g valores para las raices de (2). Pero no es asi porque (3) y (4) se verifican si-

multdneamente y por lo tanto los valores de uy v deben elegirse en cada caso de tal
%

manera que U.v = - % .

para cada valor de u uno solo de los valores de v satisface esa condicidén. En efec-

to, sea u, un valor de u. Entonces, de acuerdo con lo visto sobre las raices de un
niimero complejo en el capitulo III, los otros dos valores del radical u son u,.e vy
ul.ez , donde ¢ es una raiz cdbica primitiva de la unidad. Sea v, el valor que co-

rresponde_a u; tal que u,vy = - % seglin (4). Los otros dos valores de v son v,.e
y vl.ez . Como €2 = 1 es claro que los valores de v que pueden combinarse con

u, ; u, e : uloaz
son respectivamente

v, : v1.82 ; V€

t1 = ul + Vl
- 2
t2 ul.e + V1'€
" 2
t3 ul.s + vl.e

3 2
EJEMPLO. Resolver la ecuacifén X + 3X - 3X - 14 = 0 .

Reemplazando X por X = Y - 1 y efectuando los cdlculos se obtiene la ecuacidén reduci
da
3
Y -6Y-9=20

donde p = -6 y q = -9 .

&ha
34
4
I'u
(14
|
g
D

q _ 9
Entonces "y Ty y

o)
~1
|
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Luego

3

. - s . /3,
Teniendo en cuenta que las rajces cfibicas de la unidad son 1 , £ = - % + L3

7 1o
2 i El . ‘o . .
i e TR resulta que. las raices de la ecuaciédn reducida son:
|
,; ty = 2+1 3
; . 1 : 1 /3.0 3 /T,
ST A A R Sl o
~ 1 /3 1, Y3 .. 3 /3
t3 =2t z-5 v mi)=-5-5i

! Entonces, de acuerdo con la sustitucidn hecha, las raices de la ecuacién dada son

es decir

/3 . Y3 .

5 5
I T T S a

EJERCICIO: Calcular las raices de los siguientes polinomios:

3 3 2
ay X o+ 21X + 342 ¢} ZX + 3X + 3X + 1

3
b) X - 18X - 35 i

Ecuaciones de cuarto grado.

Sea la ecuacién

4 3 2
aX + bX + ¢X + d¥ +c =0 (1)
con coelicientes numéricos arbitrarios , a # 0 . |

Dividiendo por a y reemplazando X por X = Y - f% se obtiene la ecuacién

L 2
Y +pY +qY+r =0 (2)

- . s - b
cuyas raices difieven de las de la ecuacién dada en i Basta entonces resolver
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las ecuaciones cudrticas de este fltimo tipo.

1z resolucidén de la ecuiacidén de 4° grado se reduce a la resolucidn de una ecuacidn
ctibica auxiliar de la siguiente manera: Se introduce un pardmetro e sumando y res-

IR 2 2
tandQ las expresiones eY ¥y % . Asi la ecuacidn (2) tiene las mismas raices que
4 P a2 2 02 2
Y + eY 7o eY - T pY +qY + v =0
o sea
2 e .2 2 o2
o e gyt ey s ar s (F D) 50 (3)

gl primer término es un cuadrade perfecto y el término entre corchetes lo serd eli-

2 2
giendo e de tal modo que el polinomio ({e-p)Y - q¥ + ( % - r) tenga una raiz mdlti

ple, es decir tal que su discriminante sea cero:

2 "
¢ - de-p)(F- 1) =0 (4)

- la expresidn (4} es una ecuacién c@bica en la incdgnita e. Resolviendo esta ecua -
cién se obtienen tres raices que, en virtud de la férmula de Cardano, se pueden ex-
: presar mediante operaciones racionales y radicales de 2° y 3° grado en funcidn de

. los coef1c1entes de la ecuacién (4) o sea de los coeficientes de la ecuacibn (2).

Sea €  una de ellas. Eligiendo este valor para e la expresidn entre corchetes de
(3) es un cuadrado perfecto y la ecuacifn (3) queda:

2 &, 2 2
0"+ 23" - (e -p)(Y-e ) =0 (5)
que como es una diferencia de cuadrados puede escribirsev
2 25 2 o
[Y 5t Jeo—p (Y - eo)}.[Y 5 - Ye -p (Y - eo)]

Asi las raices de {(5) se calculan resolviendo las dos ecuaciones cuadrdticas siguien

tes:
2 ey
Y + - * Ye_-p (Y - eo) =0
6
S _ (6)
Y + 5 - Ve -p (Y -e)=0

Las raices de estas dos ecuaciones son las de (5) y por lo tanto las de la ecuacién
(2). |

Resumlendo la ecuac1on de 4° grado (2) se puede resolver calculando una raiz €, de
la ecuacxon cublca (4) y resolviendo las ecuaciones cuadriticas (6). Como las ra1 -

‘de las ecuacxones (6) se pueden escribir en funcidn de sus coeficientes mediante ope
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S

~ raciones racionales y radicales de 2° grado, se ve que en definitiva las raices busd
cadas se pueden expresar en funcibén de los coeficientes de la ecuacidn

(2) mediante ;
operaciones racionales y radicales de 2° y 3° grado. 3

Las f6rmulas finales son muy
complicadas y poco itiles desde el punto de vista prictico.

l

Ecuaciones bicuadradas.

i

Un caso particular de ecuaciones de cuarto grado son las de

la forma

4 2 ' i
aX + bX + ¢ =0 L

1lamadas bicuadradas, cuya resolucidn se reduce a una de segundo grado haciendo la

L] . -, 2 rd - [
sustitucién Y = X" ., Las cuatro raices estdn dadas por la férmula

+ ///—b + /b2-4ac

2a

Ecuaciones de grado superior.

Para calcular las raices de polinomios de grado > 5 (y también las de tercer y cuar-

to grado) se utilizan distintos métodos que permiten calcularlas con un grado de a-

proximacidn tan grande como se desee. La complejidad e importancia de este problema .

hizo que se desarrollaran métodos diversos para calcular las raices racionales, 1
&

reales o las complejas de un polinomio dado,

cionales, reales o complejos.

as |
y seglin que &ste tenga coeficientes ra- :
Ante la carencia de una férmula para calcular las raf !

ces, se trataba de deducir propiedades de las mismas, estudiando el nlmero de raices .

reales y de raices complejas,el nGmero de raices reales positivas y negativas,

la aco-
tacién de las raices reales y complejas,

la existencia de raices mdltiples, etc.

«

Por ejemplo, es muy simple eliminar las raices mﬁltiplgs pues dado un polinomio P(X)f

el polinomio

P*(X) = —FP(X)
(P(X),P' (X))

no tiene raices miltiples y toda raiz de P(X) es raiz de P*(X) v reciprocamente, D
modo que se pueden calcular directamente las raices de P*(X).

€

El procedimiento a seguir para calcular las raices de un polinomio depende del poli-

nomio dado, de las raices que se deseen calcular y del grado de aproximacién que se
exija. '

Si interesa calcular, por ejemplo, las raices reales de un polinomio con coeficien-

tes reales el procedimiento a seguir consta de tres etapas:

1°)  Acotar las raices, es decir determinar un intervalo [£,L] de modo gue las rai -
Ces reales estén todas en ese intervalo,
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2°) Separar las raices, es‘decir determinar subintervalos [ai,bi] de {£,1] de modo
que en cada uno de ellos haya una sola raiz,

-3°) Calcular cada raiz con una aproximacién deseada,

En este curso nos limitaremos 'a los polinomios con ceeficientes reales ¥ veremos tan
s6lo una regla para acotar las raices reales, una regla para acotar el ndmero de rai
ces reales positivas y negativas, un método para calcular las raices racionales de

un polinomio con coeficientes racionales y un método simple para mejorar la aproxima

cién de una raiz. Esta es una parte minima de los resultados obtenidos para el c4l-
culo de raices. Por otra parte, el lector debe saber que existe un método general
que permite obtener simultdneamente todas las raices, reales y complejas, con un gra
do de aproximacifn tan grande como se desee y que no exige la separacién previa de
las mismas. Es el método de Graeffe (desarrollado en 1837) éuyo fundamento tedrico
es bastante sencillo y que es el dinico método pridctico para calcular las raices com-
plejas. Su aplicacién requiere cdlculos laboriosos.

I. Acotacidn de las raices reales de un polinomio con coeficientes reales.

Dado un polinomic P{X), un niimero £ ¢ R s€ dice una cota superior (inferior) de las
raices reales de P(X) si todas ellas son menores o iguales (mayores o iguales) que £,
La siguiente regla sirve para acotar las raices reales de un polinomio con coeficien
tes reales., '

TEOREMA 4.12. (Regla de Laguerre-Thibault).

n-1

 Sea P(X) = a X®va X" e oL +aXea er[X], a > 0. Sial dividir

n-1 n

P(X) por X - ¢ , ¢ > 0, todos los coeficientes del cociente y del resto son no nega

tivos. entonces ¢ es una cota superior de las raices reales de P(X).

Demostracién:‘ Por el teorema del resto se tiene:
P(X) = (X -~ c).Q(X) + P(c)

Si todos los coeficientes de Q(X) y P(c) son nfmeros no negativos, es claro que para
todo x ¢ R', x > ¢, es P(x) > 0. Luego P(X) no tiene ninguna raiz mayor que c, y
el teorema queda probado.

Para encontrar una cota inferior, observemos que las raices del polinomio P(-X), es

decir de la ecuacidn:

-1 : n
a_x" - analx“ f oo ¥ (D%, =0

son las de P(X) cambiadas de signo. Entonces, si £ es una cota superior de las rai-
ces de P(-X), como t < £ implica -f < -t se tiene que -£ es una cota inferior
de las raices del polinomio dado P(X). '



03 2
EJEMPLO. Acwotar las valces reales del polimomic X« 3% + 5% + 4 ,

Aplicands 1la vegla de Ruffini se divide el polinomio dado por X - 1 , X - 2 , X - 3%
obteniéndose ¢n esta Gltima divisifn todos los coeficientes del cociente y el restdi
no negativos. Luego 3 es una cota superior de las vaices realies de dicho pOlinOmla
Para determinar una cota inferior aplicamos 2] mismo procedimiente a la ecuacidn

X =+ 3X # 50 - 4 =0 y seve que 1 es una cota superior de las raices de la mlsmaE
tuego las raices reales del polinomio dado estén todas en el intervalo [-1,3].

La regla de Laguerre~Thibault es uno de los métodos mis simples de acotacién de-rai}
ces reales, Existen otros més complicades que dan una aproximacidn mejor. Existen;
también métodos para acotar las raices reales y complejas de polinomios con coefi ~§
cientes complejos. En este caso lo que se acota es el médulo de las raices, es de~

cir se determina un nfimero real £ > 0 tal que todas las raices guedan comprendidas

en el circulo de centro 0 y radio £ del plano complejo.

EJERCICIGS.

Acotar las raices reales de los siguientes polinomios:

4 3 2
a) 2X - 7X + X + 10X - §
3 2
by X - 4X - 3§
7 5 " 3
c) X - 16X - S5X < 47X - 6X + 1
6 L 3
dy 2X + X + 11X + 5X + 1

3 2
e} X - 10X + 1

IT. Regla de los signos de Descartes para acotar el nlmero de raices reales positi-

vas y negativas de un polinomio con coeficientes reales.

Existen métodos para calcular el nimero exacto de raices reales positivas y negati-
vas que tiene un polinomio P(X) e R[X] , mds adin, que permiten saber el nidmero de ra
ices que hay en cualquier intervalo (a,b). Estos métodos permiten asi "separar' las:
rafices reales, es decir determinar intervalos (aisbi)‘ﬁales que en cada uno de ellos
haya una sola raiz. Perc son en general bastante complicados, siendo el mds senci -
11lo de todos el de Sturm, desarrollado en 1829. No lo veremos en este curso y en
cambio daremos la llamada regla de los signos de Descartes que proporciona solamente
una acotacidn del nfimero de raices reales positivas y negativas,

Dado un polinomio P(X) = aan * e . . .+ 2,X+a e R[X] se consideran las varia
ciones de signo que presenta la sucesidn de sus coeficientes. Por ejemplo, dade el

b i
polinomio X - 2X - Y2 X + 3 , sus coeficientes presentan dos variaciones de sig:
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7 5 L 3
no; en ZX - 4X + 3X + X - 6X + 4 , hay cuatro variaciones de signo.

observemos que si en un polinomio P(X) el coeficiente principal y el Gltimo coefi -
ciente no nulo tienen el mismo signo entonces hay un nimero par de variaciones de

signo.

TEOREMA 4.13. (Regla de Descartes).

'E1 nfimero de raices positivas de un polinomioc P(X) € R[X] , contadas tantas veces co
mo su orden de multiplicidad, es igual o menor que el nimero de variaciones de signo
de los coeficientes de P(X) y difiere del mismc en un nimero par.

Teniendo en cuenta que las raices del polinomio P(-X) son las de P{X) cambiadas de
signo, de este teorema resulta inmediatamente que el niimero de raices negativas de
"~ un polinomio P{X) ¢ R[x] , contadas tantas veces como su orden de multiplicidad, es
igual o menor que el nimero de variaciones de signo de los coeficientes de P(-X} ¥y

difiere del mismo en un nlGmero par.
para demostrar el teorema veremos primero el siguiente lema.

LEMA. Si se multiplica un polinomio no nulo P(X) € R[x] por otro de la forma X - ¢,

¢ > 0, el nimero de variaciones de signo de los coeficientes de P{X) aumenta en un

nimero impar.

Demostracidén: La haremos por induccidén sobre el grado de P(X).

Si gr P(X) = 0 el lema se verifica trivialmente.

Sea gr P(X) = n > 0 y.supongamos la propiedad verdadera para todos los polinomios no

nulos de grado menor que n.

Si P(X) = aan t+ ... .. *+tayX*ra , seca k. el menor indice tal que
| B8 5 B 3 s o o0 oo s By son todos del mismo signo (se puede suponer a_ > 0) s Y
| sea Q(X} = a Xt +a X+ a Luego P(X) = a X" + v a X5+ QLX)
; k-1 e e e e 1 0 g n coes x

y por nuestra hipbtesis sobre k se ve que el ntmero de variaciones de signo de los
coeficientes de P(X) es igual al de Q(X) mids umno.

n+l

(X - ¢).P(X) = aX + (a2, q- can)x“ LERERE A G cak+1)xk+l - caka + (X - ¢).QX)

Los coeficientes de (X - é).P(X) SOn:

B, 8y CB seeseny @t Clpig o, By 3T AP, By 57 CBpy seeenes -ca

Comparemos las variaciones de signo de estos coeficientes con las de P(X). Como es

a_ > 0,2, >0,8 ;<0 y a ;- ca < 0 , se tiene , por un lado , que la su-

cesibén de coeficientes a,  ,- ca , 2

veree, -Ca tiene el mismo nimero
k- Cak,1 s s o
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|

e a0

de variaciones de signo que la sucesifn Byoy 9 Bpop™ €83 g seceee, ~C3_ que son

los coeficientes de (X - ¢).Q(X) ; por la hipbtesis de induccidn este nimero es ma-

yor que el de Q(X) en un niimero impar. Por otro lado, la sucesién a, , a ca

-1 o !

seees, @y g7 Ca . presenta un nimero de variaciones impar, puesto que el primer y el

- . w - . * . : : . e
Giltimo término tienen signos distintos, mientras que la sucesiédn s B ] seces By

de coeficientes de P(X) no presenta ninguna variacidn de signo.

Luego el nGmero total de variaciones de signo de los coeficientes de (X - c)}.P(X) su
pera al de los coeficientes de P(X} en un ndmero impar.

Probaremos ahora la regla de Descartes.

Sea P(X) ¢ R[X] . Descomponiendo a P(X) en producto de factores irreducibles en
R[X] , P{X) se escribird en la forma:

P(X}) = a, X x - cl) (X - Cz)‘° eoe o a . (X cs) [(X * tl) eoe e aos [X# tr), :
(X2 + p,X + q,) X% + p.X + q.) (M
. 128 qQ;) - - e P qa,
donde Cy 5 €5 sevssey € SOR las raices positivas de P(X), "ty seeeee, CtL las rai%

2 e
ces negativas y los polinomios de segundo grado son irreducibles, es decir p;- 4qi<0m

Luego t; ,....., t. s dp seceees Gy SON niimeros positivos y el polinomio entre cor

chetes tiene el primer y el Gltimo coeficientes del mismo signo lo que implica que
¢l nlmero de variaciones de signo de sus coeficientes es par. Al multiplicarlo por -

(X - S (X - cs) el nlmero de variaciones aumenta con cada multiplica- .

¢idén en un nimero impar. De (1) resulta entonces que el nimero de raices positivas
de P(X) debe tener la misma paridad que el nlmero de variaciones de signo de los coe :
ficientes de P(X) y no puede superar este niimero, lo que termina la demostracidn. :

3 5 2 :
Por ejemplo, dado el polinomio P{X} =X - 3X + 2X =~ X + 12 sus coeficientes pre -
sentan cuatro variaciones de signo. Esto significa que puede tener 4 , 2 & mningu-

na raiz real positiva. Como P(-X) = ~X9 * SXS + 2X2 + X + 12 presenta una varia-
cién de signo, el polinomioc dado P(X) tiene una raiz real negativa, Resumiendo ,
P(X) tiene una raiz real negativa , 4 , 2 6 ninguna raiz positiva y por lo menos 4
raices complejas. (Tiene 4 , 6 & 8 raices complejas, que se presentan de a pares
conjugadas). Este ejemplo muestra que la regla de Descartes no proporciona una in-
formacibn muy precisa sobre el niimero de raices reales en algunos casos.

4 3 ¢

Veamos otro ejemple. Consideremos el polinomio P(X) =X - X - 2X - 1 . Como pre

senta una variacién de signo, tiene una raiz real positiva, .
B 3 | .

Apnalizando P{-X) =X + X + 2X - 1 , se ve que presenta una variacidén de signo.

Luego el polinomio dado tiene una raiz real positiva, una negativa y dos complejas
conjugadas.
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‘BJERCICIO. Analizar las rafices de los siguientes polinomios aplicando la regla de
Descartes:

. 3 2 6 2
a) 2X + 3X - 13X + 6 e) X - 3X - 4X + 1
2 . & 4 3
p) X - 2X + 7 £) X +X - X - 2X -1
.o 2 . [ 4 2
c) X - 20 - 3X - 2 g) X + 2 +X -3
3 3
43 X -~ 3X - 14 h) X+ 10X + 1

111. Célculo de las raices racionales de un polinomio con coeficientes racionales.

i P(X) ¢ QEX] , para calcular sus raices podemos considerarlo de la forma

ax®+a Xl .. . +ax+a
n n-1 1 0

con a, € Z , es decir con todos los coeficientes enteros, pues el polinomio P(X) tie
ne las mismas raices que el que se obtiene multiplicando a P{X) por el minimo comin

miltiplo de los denominadores de sus coeficientes.
. 2 A | 2 .2 3 p s
Por ejemplo, dada la ecuacidén 3X - X +5X -z X+ 1 =20 sus raices coinciden

4 3 2
con las de la ecuacidén 90X ~ 15X + 20X - 18X + 30 = 0.

El siguiente teorema da un método para saber si P(X) tiene raices racionales y calcu
larlas.

TEOREMA 4.14. S1 un nOmero racional

alo

, P Y q relativamente primos, es raiz de un

polinomio P(X) = anx“-+ e e o o« * alx + a, con coeficientes enteros entonces

‘pl/a y q/a

o) n

Demostracién: Multiplicando P( % } por q° se tiene:

pPlg s L L L s alpqnit.+ aqt =0

.0
et

Como 1los n primeros términos de la suma del primer miembro y el segundo miembro son
mGltiplos de p , debe ser p/aoqn . Siendo p y q relativamente primos, se tiene
p/a_ . Andlogamente se deduce que q/an

Luego, para calcular las raices racionales de P(X) se determinan todos los divisores
de a todos los de a  , se forman todos los nfimeros % posibles y.mediante sus-

titucién directa o aplicando la regla de Ruffini se verifica cuiles de ellos son rai
ces del polinomio dado.

COROLARIO. Si a = 1, las raices racionales de P(X) sblo pueden ser enteras y se
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encuentran entre los divisores de a, -

Como aplicacién inmediata de este corolario resulta, por ejemplo, que vZ es un nime-}
To irracional. . ~

2
En efecto, /2 es una raiz del polinomio X ~ 2 y de acuerdo con el corolario, las
v
raices racionales de este polinomio sdlo peodrian ser #1 , %2 . En general, si p es

: s n - . . . . i

un entero primo positivo entonces JE es un almero irracional, si Py s Py oscees Py
. PR . . ' I . . :

son enteros. primos positivos distintos entonces a/pl.p2,.,.,pk es irracional, puesto

que las ecuaciones

1 :
X" - p =0 y X7 = pyePge-ePy = 0 :

no tienen raices racionales.

3 z :
EJEMPLO, Calcular las raices racionales de X + % X - % X - 3 ., Equivale a calcy;
3 2 i
lar las del polinomio 2X + X - 7X - 0
Los divisores de -6 son 1 , #2 , 3 , #6 ., Los de 2 son %1 , #2 . Entonces las

. . i 3
posibles raices racionales son: 1 , £2 , 23 , 6 , ty o, tm . Reemplazando estos
- . 3
valores se ve que las raices racionales son -1 , 2 y - 7 -
Cuando hay que hacer muchas verificaciones pueden ahorrarse cdlculos analizando el
nimero de raices positivas y negativas mediante la regla de los signos de Descartes. :
Por ejemplo, el polinomio dado presenta una variacidn de signo; luego tiene una sola:

raiz positiva. De modo que una vez que se verificd que 2 es raiz, se pueden descCar- .

tar todos los demés valores positivos.

EJERCICIOS.

1. Hallar todas las raices racionales de los siguientes polinomios:

4 2 3 2

a) X - 2X - 3X - 2 e)x-%x+6x~§
3 | 4 2

b) X - X -6 £) 4X - 11X + 9X - 2
5 3 3 z

) X - X +12 g) X - X+ 1
5 5 2

) X - 10 h) 3X + 7X + 6

2. a) Si % , P Y q relativamente primos, es una raiz racional de un polinomio

P(X) con coeficientes enteros, demostrar que (p-tq)/P(t) , ¥ t e Z.

b) Demostrar que si un polinomio P(X)} con coeficientes enteros es tal que P(0)
y P(1) son nimeros impares, entonces P(X) no tiene ninguna raiz entera.
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1v. Cédlculo aproximado de las raices reales de un polinomio con coeficientes rezles.

rd . rd ._ n —1
. Supongamos que las raices reales de un polinomio P(X}—anx +an_1Xn tooita e R{X)

han sido separadas, es decir, que se conocen intervalos [ai,bi] cada uno de los cua-
les contiene una inica raiz. ;Cémo hacer para calcularlas Con un grado de aproxima -
cidn deseado, digamos por ejemplo, con cuatro cifras decimales exactas?,

gxisten diferentes métodos para aproximar una raiz: el de Horner, el de iteracidn,el
de Newton-Fourier, etc. . La eleccidn del método y la intensidad de su aplicacién
dependen de la ecuacidn dada y del grado de aproximacibn deseado, buscando realizar
el menor nimero posible de cdlculos. '

Si sblo se necesitan aproximaciones pequeflas, el método grdfico puede resultar conve
niente para localizar las raices reales, realizando previamente un estudio del poli-
nomio dado.

S§61o indicaremos este método, complementdndolo con un recurso simple para aproximar
raices utilizando la regla de Ruffini, que se basa en el hecho de que la funcién re

. o n-1 . -
al de variable real f£(x) = a X’ +a X * . . ... .+ ayx +a  es continuay

en la siguiente propiedad de las funciones continuas:

TEOREMA. Si una funcién real continua f(x)} en un intervalo [a,b] toma valores de
signos opusstos en los extremos del intervalo, entonces se anula por lo menos una

N

vez en dicho intervalo.

3
EJEMPLO., Sea 1a ecuacidn X + 3X - 8 = 0

Por la regla de Descartes tiene una finica raiz real positiva y dos compleias conju-
gadas. Se puede encontrar un valor aproximado de la raiz real t dibujando el grifi-
co de la funcidén f(x) = x% + 3x - 8

£(x) -8 |-4 | 6 S,

-3
-
-5
-6
-7
-8

Como f(x) cambia de signo entre x=1 y x=2, t estd en el intervalo [1,2] . Entonces

se trata de mejorar la aproximacidn por tanteos sucesivos encontrando nimeros a,b ta
les que f(a) <0, £(b) > 0 ¥ 1 <a<b< 2. .
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Calculemos por ejemplo, £(1.35)

1 0 3 -8
1.5 ¢ 1.5 2.25 7.875
1 1.5 5.25 -0.125
1.6 1.6 2.56 8.896
1 1.6 5.56 0.896
Como f£(1.5) <‘0 y £01.6) > 0 es 1.5 < t <
Calculemos ‘f(i;Si)
1 0 3 -8
1.51 1.51 3.2501 9.43
1 1.55 6.2501 1.43 =

Como f£(1.35) < 0 y f{1.5%1) » O es 1

Luego el valor de t es 1,50 con las dos

fra decimal mis

i 0 3 -8
1.505 1.505 2.265 7.923
| 1.505 5.265 -0.077
1.507 1.507 2,271 7.943
1 1.507 5.271 -0.057
1.509 1.509 2,277 7.963
1 1.509 5.277 -0,037

Luego t = 1,509 con las tres cifras
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decimales exactas.

.50 <t < 1,51

cifras decimales exactas. Calculemos una ci =

it

#

It

£(1.5)

£(1.6)

£{1.51)

£(1.505)

£{1.507)

£(1.509)




gJERCICIOS.

a)

b)

c)

3

2
Calcular las raices positivas de la ecuacidn X - 2X - 2¥ - 7 = 0 con un

error < 0.6t

3
Idew para X + X - 3

4 3
Calcular la raiz negativa de X - X - 2X + 3X - 3 con una cifra decimal

exacta.

PROBLEMAS

Un recipiente de 750 litros puede ser llenado por un grife en un cierto tiempo.
Si se agrega otro que arroja 200 litros por hora, se necesita una hora menos.

Se pide: a) Cudnto arroja por hora el primer grifo y cufnto tarda en llenar el
recipiente.

b) Dar una interpretacidn fisica de la solucidn extrafia que aparece
en la ecuacidn resolvente.

La longitud de una caja rectangular de 64 m® de volumen es el doble que su ancho
y su profundidad es un metro mayor que el ancho. Hallar el ancho con un cifra
decimal exacta.

Un sefior comprd 16 revistas de misica, arqueologia y deportes y pagd por cada re
vista tantos pesos como revistas comprd de esa clase. Gastd en total § 94.-

;Culntas revistas de cada clase comprd si multiplicando esos niimeros da 126 y z-
parecen enumeradas en orden decreciente de costo?.

Una caja sin tapa tiene la forma de -un cubo de arista 10 cm. Si la capacidad de

1a caja es de 500 cm?® , jcudl es el espesor de las paredes con dos cifras decima
] P P a

les exactas?.Se suponen de espesor uniforme.
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NOTA,

Dado un cuerpo K, se puede generalizar la nocidn de polinomios en una indeterminada
y considerar polinomios en n indeterminadas Xi s X2 P Xn con coeficien
tes en K.

@ ,. . v o
Se llama monomioc en X1 ) Xz 5 r e e e e Xn con coeficiente en X 2 toda expresién
de la forma:

x.m
1 2 v oeoe e e X
donde a ¢ K y los exponentes t; son enteros no negativos; a se llama coeficiente y

sia# 0, el nimero tl+t2¥..°.,+tn se dice el grado del monomio.

Un polinomio en las indeterminadas Xl 5 X2 s v e e e e g Xn con coeficientes en K eg

una suma finita (puramente formal) de monomios.

Por ejemplo ,

i

3 2 1 3 2
P(X,Y) = 3X Y + (- SOXY ¢ 8X + (S2)XY + Y 4 1

7.3 6 & 5 3 2
POGY,Z) = X Y2 + (-5)X 2 + 2Y + Z + XYZ + 6XY + X + (-7)

i)

son polinomios con coeficientes en Q, en dos indeterminadas X,Y el primero, vy en
tres indeterminadas X,Y,Z el segundo.

El conjunto de todos los polinomios en n indeterminadas I

pA
coeficientes en K se representa LD OS SO | 1 . En este conjunto se definen u-
12720 n

na suma y una multiplicacidén en forma semejante a como se hace para los polinomios

en una indeterminada y K[Xi,Xz,.o,..,Kn] con estas operaciones es un anillo conmuta ;|

tivo sin divisores de cero.

Dado un polimemio P e K[X,,.....,X 1 no nulo, se 1lama grado de P al grado del mono-
1 n :

mio de mayor grado que figura en P. Por ejenmplo, los grados de los polinomios vistos
~en el ejemplo anterior son 5 y 11 respectivamente. '

Un polinomio P se dice homogéneo de grado m si todos los monomios que lo forman son
de grado m. Asi por ejemplo

3 2 5 6 2 4 u
P(X,Y,2) = 2X Y Z + (-3)XY + 47 + 5% 7 + XYZ
es un polinomio homogéneo de 6° grado en tres indeterminadas.

Se demuestra que en KEXI"'""’Xn] todo polinomio no constante puede escribirse como

producto de polinomios irreducibles Y que esta factorizacidn es finica salvo constan-
tes y el orden de los factores.
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CAPITULO V

CALCULO COMBINATORIO

5.1. VARIACIONES, Se trata de poder resolver un problema como el siguiente: ;Cuén-
tos nlimeros de cuatro cifras se pueden escribir con los digitos 1,3,4,6,7,8 vy 9 sin
que haya cifras repetidas en cada nimero? ;Cuintos de ellos empiezan con 17 iCudntos

empiezan con 1 y terminan con 73? ;Cudntos son pares?.

‘Definicidn. Dados m elementos distintos se llama una variacién (sin repeticidn) de
orden n de los m elementos a toda sucesidén formada por n de esos elementos

donde a, # a; para i#i.

Es claro que una sucesién de este tipo existe si y s6lo si n < m. Con sucesién de n
términos queremos significar un conjunto con n elementos, totalmente ordenado. Dos
variaciones de orden n son distintas si difieren en algiin elemento o en el orden de

los mismos,
- 3 . 4 n
El nimero de variaciones de orden n de m objetos se representa Vm .

Por ejemplo, consideremos el conjunto formado por cuatro objetos a,b,c,d. Las varia
ciones de estos 4 objetos tomados de a 2 son:

ab b a c a d a
ac b ¢ c b d b Vi = 4.3 = 12
ad b d ¢ d d ¢

Las variaciones de orden 3 de esos cuatro objetos se pueden obtener agregando a la
derecha de cada una de las variaciones de orden 2, cada uno de los dos objetos que
no figuran en ella. Asi el nfimero de variaciones de orden 3 es

En general

TEOREMA 5.1. El nimero V© de variaciones de orden n de m objetos (n < m) estd dado

por la fdrmula

Vo = m(m-1)(m-2) . . . .. . . (mend)
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Demostracidén: La férmula se verifica para n = 1 pues obviamente el nGmero de varia

. . : i
ciones de m objetos tomados de a uno es m: Vm =m,

Sea n > 1 , supongamos la férmula verdadera para n-1 , es decir

) VAL s mn-1) .. (nene2)

y probemos que también es vdlida para n.

Formadas las variaciones de orden n-1 de los m objetos dados, todas las variaciones
de orden n pueden obtenerse agregando a la derecha de cada una de aquéllas, uno de =
los m~{(n-1) = m-n+1 objetos aue no figuran en dicha variacién. Como de cada variizﬁ
cién de orden n-1 se obtienen m-n+1 variaciones de orden n, se verifica que

Vg = ngl,{m~n+1) = m{m-1).....(M-n+2) {m-n+1) c.q.d.

De este teorema resulta entonces que el nimero de variaciones de orden n de m obje -
tos es igual al producto de n factores decrecientes a partir de m.

Por ejemplo , Vi = 9.8.7.6 = 3024 i
2 _ - é
v = 6.5 = 30 | | ]

Resolvamos ahora el problema que planteamos al principio, La respuesta a la primera
pregunta es el nimero de variaciones que se pueden formar con los 7 digitos dados ,
tomados de 4 en 4, es decir

v§ = 7.6.5.4 = 840

Para contestar a la segunda pregunta, tengamos en cuenta que si la primera cifra es
1, entonces quedan tres lugares que pueden ser ocupados por los digitos restantes 3,
4,6,7,8 y 9, Luego la respuesta es ' ;

v - 6.5.4 = 120 1

Razonando anidlogamente, la respuesta a la tercera pregunta es

| .
P 4 1 .73

Por filtimo, son pares los que terminan en 4, 6 8 8. El nimero de los mismos es ?

3.V, = 3,120 = 360

3
6
Resolvamos este otro problema: (Cuidntas 'palabras" de cinco letras se pueden formar
con letras de la palabra CONJETURA sin repetir ninguna? jCuintas empiezan con NO?

¢En cudntas figura la silaba NO? (En cudntas figura la lefra T?



‘ge trata de las variaciones de 9 elementos tomados de 5 en 5. Su n(mero es

Hi

VS = 9.8.7.6.5 = 15120

Las que empiezan con NO son:

' vg = 7.6.5 = 210 NOo L
La silaba NO figura en:
3 .. NO _
4.Vj = 4,210 = 840 .

£1 ntimero de las que tienen la letra T es:

5.¥, = 5.8.7.6.5 = 8400

4
8
Por razones de comodidad en la notacidn, se introduce 1la nocién de factorial,

pefinicién. Dado un entero n > 0 se llama factorial de n y se representa n! al nd
mero definido por recurrencia como sigue:

gl =1

n!

1
=]
~~
b=
'
—lt
Ly

Es decir , n! n.{(n-1).{n-2)..... .3,2.1

7.6.5.4,3.2.1 = 5040

]

Por ejemplo , 7!

Con esta notacidén, la férmula que da el nimero de variaciones de orden n de m elemen
tos es

5.2. VARIACIONES CON REPETICION.

Supongamos ahora que se trata de resolver el problema que planteamqs al pr1nc1p10
del pardgrafo anterior, pero pudiendo haber cifras repetidas en cada niimero, es’de -
cir adnitiéndose nimeros del tipo 3383, ‘

Definicién. Dado un conjunto finito A de m elementos dlstlntos, se 1llama gﬁgiéﬁiﬂ&
con repeticion de orden n de esos m elementos a toda sucesidn de n termlnos formada

por elementos de A, no necesariamente distintos entre si.

E1l ntmero de variaciones con repeticién de orden n de m objetos. se represent



T T T T e S iy
R R R b S,

aaa , aab , aba , baa , abb , bab , bba , bbb

TEOREMA 5.2. E1l nimero Vé" de variaciones con repeticidn de orden n de m elemen

tos esti dado por la formula

4]

LU
m

Demostracidén: Vamos a demostrarlo por induccién sobre n.
. . . . c s 1
Dados m elementos, si n = 1 es inmediato que la férmula se verifica: V'!™ =m |,

| n-1
Vl]'l

Sea n > 1 , supongamos la férmula verificada para n-1, es decir = m . Y

probémosla para n. Razonandc como lo hicimos en el teorema anterior, formadas 1las
variaciones con repeticidn de orden n-1 de los m elementos dados, las de orden n se -

obtienen agregando a la derecha de cada una de las de orden n-1 un elemento més,sieﬁ
do en este caso m 1los elementos disponibles para ello. Luego

V&n = Vénwl.m A T

Podemos resolver ahora el problema planteado. La primera respuesta se obtiene calcu
lando el nlmero de variaciones con repeticién de orden 4 que se pueden formar ¢ o n
los 7 digitos dados:

' = £
V" =7 2401

De estos nimerocs, los que empiezan con 1 son:

3
] - -
V7 = 77 = 343

Los que empiezan con 1 y terminan con 73 son:

Por Gltimo, los némeros pares son:

3.03% = 3.7 = 1029

Si consideramos el problema de las palabras de 5 letras que se pueden formar con 1as
letras de la palabra CONJETURA antes enunciado y levantamos la restriccidn de que no
haya letras repetidas en cada palabra, las respuestas a las sucesivas preguntas son:
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59049
729

2889 Q‘y e

V- aeen )

i

D
[ =]
i

5.3. PERMUTACIONES.

Definicibén. Dados m objetos distintos, se llama una permutacién de los mismos a to-
da variacidn de orden m de esos m objetos. El niimere de permutaciones de m elemen-
tos se indica Pm y es

abc , acb , bac , bca , cab , c¢cba

(Cudntas palabras distintas pueden obtenerse reordenando las letras de la palabra
DURAZNO?

La respuesta es el nlmero de permutaciones de las siete letras que forman e s a pa
labra ‘

P, = 7! = 5040

En cambio, si se trata de resolver el mismo problema con la palabra ABRACADABRA , 1la
solucién ya no es el nimero P,; de permutaciones de once elementos porque, como de
las once letras que figuran en esa palabra hay iguales cinco A , dos B y dos R, si
se intercambian estas letras entre si en una permutacidn dada, las permutaciones que
se obtienen no van a diferir de la de partida,

Por ejemplo, si se considera la permutacidn
"BARCDAABARA

intercambiando las cinco A entre si en todas las formas posibles, se obtienen 5! per
mutaciones iguales a la dada; de cada una de éstas a su vez se obtienen 2! permuta-

ciones iguales a la dada intercambiando las dos. B; y de cada una de ellas se obtie-
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nen 2! permutaciones iguales a las anteriores intercambiando las R entre si. En to
tal el niimero de permutaciones iguales que se obtienen es 5!2!Z!. Como esto suced
con cada ordenacidén de esas once letras, si 1lamamos t al niimero de permutaciones
distintas entre si, es claro que se tieme P, = 51212t . La solucidn del problema

es entonces
+

AN ) 5:2121

En general ,

PERMUTACIONES CON REPETICION.

Dados m elementos entre los que hay k, iguales entre si, k, iguales entre si,....;k

iguales entre si, el nimero de permutaciones distintas de los m elementos estd dado
por la férmula

Se demuestra con un razonamiento anidlogo al que hicimos recién.

EJERCICIO.

El lector estd en gondiciones ahora de contestar las siguientes preguntas:

Dade un conjunto A con n elementos y uno B con m elementos

1) ¢Cuintas son las aplicaciones que se pueden definir de A en B?.
2} Sin <m, cudntas aplicaciones inyectivas hay de A en B?.
3) Sin>m, cuintas son las epiyectivas?.

4) Sin =m , cudntas aplicaciones biyectivas hay de A en B?,

Calcular esos nGmeros paran =8 y m= 13 ,

5.4. COMBINACIONES.

Tratemos de resolver ahora el siguiente problema: En una oficina donde trabajan 15
empleados se desea elegir una delegacién de 4 personas para viajar en comisidén a o-
tra ciudad. ;De cudntas maneras es posible elegir dicha delegacidn?.
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‘gp general, se plantea asi el problema siguiente: Dados m elementos distintos, de
- cuintas maneras se pueden elegir n entre esos m elementos, es decir, cudntos subcon-
fjuntos con n elementos se pueden formar con esos m elementos dados? (n < m),

pefinicidn. Dado un conjunto A de m elementos, se llama combinacidn de orden n
——-—"""'"'_“H—_—-—'——'
(n < m) de esos m elementos a todo subconjunto de A con n elementos.

- s s - . . N ]
g} niimero de combinaciones de orden n de m objetos se indica Cm .

por ejemplo, si A = {a,b,c,d} , las combinaciones de orden 3 de estos 4 elementos

son:

{a,b,c} ‘ {a,b,d} {a,c,d} {b,c,d¥

Observemos que considerando todas las permutaciones de los elementos de cada uno de
esos subconjuntos se obtienen las variaciones de orden 3 de:los 4 elementos dados:

abec abd acd b cd
ach adb adc bdc
b ac bad ¢ ad ¢ b d
bca bda ¢ da cdb
cab d ab dac dbc
c b a dba d ¢ a dch
) : 3 3
Entonces se ve que V4 = C4 . P3
En general
yio=¢? P )

pues todas las variaciones de orden n de m elementos se pueden obtener permutando en
todas las formas posikles los elementos de cada combinacidn de orden n de los m ele-
mentos dados ; como de cada combinacidn se obtienen P variaciones, sigue la férmula

(17.

Luego
n
¢ = n
moop
n
De aqui resulta que
TEOREMA 5{3.
ch = m.
n!{m-n):

Resolvamos ahora el problema antes enunciado. La solucidn es C?s =




problema. La comisidén directiva de un club estd formada por 7 hombres y' 5§ mujeres;

a) ¢De cudntas maneras puede formarse una subcomisién de 4 miembros si se desea qu
en ella figure por lo menos un hombre?,

b) iEn cudntas figurard el presidente del club?,

¢

¢} &En cudntas el presidente y el secretario?.

a) Para contestar a la primera pregunta, hay que tener en cuenta que la subcomisidn
de 4 miembros puede formarse con hombres solamente , con 3 hombres y una mujer,
con Z hombres y 2 mujeres o con 1 hombre y 3 mujeres. E1 nfimero total de subco
misiones posibles es entonces

C

b} El nGmero de subcomisiones en que figura el presidente es:

c) El nlmero de subcomisiones en que figuran presidente y secretario es:

+
]
oy
@]
(AL B el
.§.
(@]

[}
~
[ ]

Problema. Dadas las letras A , T, R, o s P, , e, s, 1

a) 4Cudntas palabras de 5 letras pueden formarse de modo que comiencen con mayfiscu-
la y no haya letras repetidas? (ni maylisculas en el medio).

b) ¢CuBntas empiezan con T?. ;Cudntas de &stas terminan con s?.

¢} :En cudntas figuran 2 vocales ¥y 3 consonantes?,

a) Elegida una mayfiscula para ocupar el primer lugar, hay que elegir cuatro miniscu
las para llenar los lugares restantes y una vez elegidas éstas, hay que conside-
rar todas sus ordenaciones posibles. Luego la respuesta es:

clchp

3-Cg 1080

4

b) Las respuestas a las preguntas de b) son:

[ 4

2 Ce.P, = 360 T

v’3
. Vo= cd.p = 60 T s
188 vr 5%, . - -



" ¢) Entre las letras dadas hay una vocal mayGscula, dos consonantes mayusculas dos
vocales minfisculas y cuatro consonantes minfisculas.

El nGmero de palabras con 2 vocales y 3 consonantes que emplezan con A es:

A

!§- - = - o

. 4 -

y lo mismo para las que empiezan con R. Luego la respuesta a la pregunta c) es:

1.3 2 .2 .
Cy.Cy P, + 2.05.C5.P, = 480

5.5. NUMEROS COMBINATORIOS.

T
Los nmeros de la forma -——2"—- , con m,n € Z , 0 <n <m , se llaman nlmeros

n!{m-n)!

. . m
combinatorios y se representan ( n )

m.
(0 )= —
ni{m-nj!
Por ejemplo .
'
ay (10 = 18-y ) (1) = TLi=ss
01101 3141
T 1
b) Z ) = AN = .35 dy 2 ) = R 70
413! 4141

Dado un nfimero combinatorio ( E ) , m se 1lama el numerador y n el denominador del
mismo,

Dos nfineros combinatorios se dicen complementarios cuando tienen igual numerador y
sus denominadores sumados dan el numerador. Por ejemplo, los nimeros combinatorios

de b) vy ¢) son complementarios y notemos que (Z) = (g) . Ademds se ve también que

(=i s o .



En general valen las siguientes
PROPIEDADES,

e -~ . l- P s »
'. Dos nimeros combinatorios complementarios son iguales.

(™) = (")

n n
n m - In
5. lgmol g ) = 2
Demostracidn:
¥ ¥
1. ( m ) - ma = M. = ( 113 )
m=n (m-n)ﬁ[m*(m~n)]! (m-n)in! n
7. (m 1 + (!‘ﬂ*}) - (m-1)! . {m-1)1! - {m-1)! . (m-1)1
- 1 n

(n—?)![m*i-(n-l)]! n!(m-1-n)! (n-1){m-n)!  nf(m-n-1)!

e Ro{m-1)1 + (m-n) (m-1)! s M.(m-1)1 _ ___m} (™)
n!{m-n)f n!{m-n)! n!{m-n)? n

La propiedad 3 se demuestra fdcilmente aplicando la férmula del binomio de Newton
que veremos en el préximo parigridfo.

Aplicando la propiedad 2 se puede construir una tabla de los ntimeros combinatorios,
llamada tridngulo de Pascal o también tridngulo de Tartaglia.

m=1 1 . 1

m=2 1 2 1

m=3 1 3 3 1

m=4 1 4 6 4 1

m=5 1 5 10 10 5 1

m=6 1 6 15 20 15 6 1
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Los nimeros que aparecen en la fila m-8sima de este trifngulo, m = 1,1,3,0....., son

i . m m
10s nimeros combinatorios ( g ), (5 ) . Uy ) R (mTl) , $ ) , en ese orden.

- Por ejemplo, de la 4% fila resulta que:
8 4 4 4 4
'(0)=1;(1)=4;(2)36;(3)m4;(4)=3-

Observemos que por la propiedad 2 de los nGmeros combinatorios, cada uno de los ele-
mentos de la fila i-&sima del tridngulo de Pascal , i > 2, es igual a la suma de los
&os de la fila anterior situados encima suyo, excepto el primer y el filtimo elementos
que son 1. Luego, para construir la tabla basta escribir 1 , 1 en la primefa fila

y aplicar esa regla para escribir las demis. De la propiedad 1 de los nfimeros combi-
natorios resulta que el tridngulo de Pascal es simétrico con respecto al eje vertical

que pasa por el vértice.

COMBINACIONES CON REPETICION,

Definicidn. Dados m elementos distintos, se llama combinacidén con repeticidn de or-
den n de esos m elementos a todo conjunto formado por n elementos elegidos entre los
m dados, distintos o repetidos, consideridndose iguales a los formados por los MiSMOS. ...
objetos, repetidos el mismo nimero de veces. -El nimero de combinaciones con fepeti-

cién de orden n de m elementos se representa Cén .

Por ejemplo, dados los elementos a,b,c , las combinaciones con repeticidn de orden 3

de los mismos son:

PrtmS— [

aaa,bbb,ccc,aab,aac,a bb,acc,abc,bcc,bbec.

La férmula que da Cé“ es

o m+n"'3
¢ = ()

y se demuestra por induccion.

EJERCICIO.

Hallar el ndmero de términos de un polinomio homogéneo de 5° grado, completo, en tres
variables X,Y,Z . 1Idem si no es homogéneo.
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EJERCICIOS.

i.

2.

192

Calcular V3 ; v6 v -yl ; yi3 , yid . p
6 1¢ 8 5 5 3

- p . C3 . C15 .
712 7 Tio 7 20

4

a) Cuédntos niimeros de & cifras pueden escribirse con los digitos 1,2,4,5,6 y 9.
sin que haya cifras iguales en cada niimero?. (Cudntos son miltiplos de
5?. ¢Cuédntos son menores que 60.0007. ;En cuantos figuran cifras impares
en los lugares impares y cifras pares en los pares?.

%

R: 720 ; 120 ; 480 ; 36 .

b} Resolver el mismo problema si se admiten nimeros con cifras repetidas.

R: 7776 ; 1296 ; 5184 ; 243 .

c) ARgsolver el mismo ﬁrobiéma con 0,1,2,5,6,7 y'8., sin repetir cifras primero
y repitiéndolas después.
R: 2160 ; 660 ; 1080 ; 72 .
R: 14406 ; 2058 ; 7203 ; 432 .

Se tienen 5 discos de Mozart, 3 de Brahms y 2 de Palito Ortega.j De cuéntas mangf
ras distintas es posible ordenarlos en un estante si se desea que los discos de :
un mismo autor esté&n siempre juntos?. '

R: 8640 .,

En una familia compuesta de padre, madre y seis hijas, se decide que las mujeres |
lavaridn los platos una noche de la semana cada una. jDe cudntas maneras distin-
tas se pueden organizar los turnos?. ;De cudntas si la hija menor no quiere la- -

var los platos los domingos?.

R: 5040 ; 4320 . | 4

JCufintas manos distintas puede recibir un jugador de truco al comenzar el juego? -
;Cuidntas estardn formadas por dos ases Yy un tres?. ¢En cudntas figurard el as
de espadas?. (En culintas las cartas serdn todas del mismo palo?. (Las barajas
espafiolas son 40, el jugador recibe 3 cartas y no interesa el orden en que las
recibe). L

R: 9880 ; 24 ; 741 ; 480 .
¢De cudntas maneras distintas pueden ordenarse las letras de 1la palabra i
RESUCITADO de modo que no haya dos consonantes juntas?, ;Cudntas de esas ordena
ciones empiezan con vocal?. '

R: 28800 ; 14400 .




10.

11.

12.

13.

14.

iCuintos polinomios distintos se pueden obtener reordenando los coeficientes del

7 6 5 i 3 2 : .
polinomio 3X - 6X + X + 3X + X + X + 3X - 6 ?. jCudntos de ellos son méni
cos?. . ' - B

R: 560 ; 210 .,

Averiguar m sabiendo que:

3 2 ) 6 _ 4
a) Vg - Vo= (P, + 3)m ; b) 35¢C =14 C

' T 3; 2 -
En una reunidn, después que cada uno de los asistentes estrechd una vez la mano
de cada uno de los demds, se averigud que se habian intercambiado 45 apretones
de manos en total. (Cudntos eran los asistentes?.

R: 10 .

;Cuintos boletos capicfia hay en un rollo de boletos de Smnibus que empieza con
el nimero 10000 y termina en 999997, '

R: 800 .

Un bote de 8 remos va a ser tripulado por un grupo seleccionado de 11 hombres de
los cuales 3 pueden llevar el timén pero no remar, y el resto puede remar.pero

no 1levar el timén. iDe cuintas maneras puede ordenarse el grupo si 2 de los "7

hombres sélo pueden remar en uno de los lados?.

R: 25920 .

iDe cudntas maneras es posible alinear 14 signos + y 8 signos - sin que haya dos
signos - juntos?.

R: 6435

En un edificio de 9 pisos viajan en el ascensor S5 personas, jDe cudntas maneras

diferentes pueden bajarse esas 5 personas?. jDe cuéntas si no bajan dos en el
mismo. piso?.

R: 59049 ; 15120 .

Dados en el plano 18 puntos:
a) ¢Cudntos segmentos determinan?.

b) Suponiendo que no hay tres que estén alineados, cuintos tridngulos determi -
nan?.

c) Suponiendo que no hay tres que estén alineados, excepto cinco que lo estdn,
cudntas rectas y culntos triidngulos determinan?.

o
A

R: 153 ; 816 ; 144 5 806 . S R L



5.6. POTENCIA DE UN BINOMIO.

! - L + 'ﬂ
Vamos a ver una férmula que permite calcular expresiones del tipo (a+bh)

Los desarrollos para n=t1 , n=2 vy

rio, se pueden escribir como sigue:
&

, nelZ
n=3 , que el lector conoce del colegio secunda

1
(a+b) = a+b = (1) a + (1) b
) |
(a+b) = a®+ 2ab + b? = (S) a? + (?) ab + (é) bh?
3
(a+b) " = a®+ 3a%b + 3ab2 + b3 = (3) a3 » (3) a2 + (3) ab? (3) b

En general, vamos a demostrar que:

TEOREMA 5.4. <Cualquiera sea el entero no negativo n |

(a5)" = (§) a™° + (M) a* ! s S B (1) a" e .
n n-k, 6 k
L+ (ﬁ) a’b" = Zk=b (ﬁ) b (1)

Demostracidén: Lo .demostraremos por induccidn scbre n.

Para n=0 y n=1 la férmula (1) se verifica.

Sea n > 1 , supongimosla verdadera para n-1 y probémosla para n.
(a+b)n.= (a+b),(a+b)n-1 - (a+b)°Z:;i (ni-(‘i) an-—k—lbk )
- zz;i (ni1) SRR E:;i (nii) R
- (n{-)?) a"p° + Z:: (nl-;‘f) ok ke Z:: (nizi) ARl kL (2:;) K

Cambiando en la segunda sumatoria el indice variable k por k=1 queda

-1 - -k, k
E:-i (;_1) a’ %

y sumando los términos semejantes de las dos sumatorias se tiene:
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(a+b)"

Hi
V]
=
+
Iy
=
[y
| o |
—
=
-l }
-
L
Fau =1
[ H
a——d —
e
£y
=
y
=
o
-
Fa
o
j=1
[}
a
=1
+
I~
= B
[ 1
—
i
b2
Smppr”
sun_
i
et
o
=
+
[
"~

n
_ n n~-k, k
= kao (k) a b c.q.d.

La férmula (1) se llama £6rmula del binomio de Newton.

EJEMPLOS:

2 -1yt
1) Desarrollar (x° + 3y )}
Aplicando la fférmula se tiene:

(x2 + 3),“1)1't = Z: (i) (xz)““k(Sy”I)k = (g) (xz)l+ + (1) (Xz)a (3Yn1) +
=0

P e ey e e ey e ) e

La forma més fdcil de calcular los coeficientes (i) es usando el tridngulo de

Pascal. Haciendo cuentas resulta:

Sy 8 6 . - " .
(x2 + 3y 1) =x o+ 12xy ! + B4xy 2 4+ 108 x2y - 81y )

-3 1 2 5
2) Desarrollar (2a -5 at )

5
at?y =17 (D) (2
k=0

-3

(2a i ~3)5~k (- 1 2.k

...at) =

o} =

3.3

3 ) - at) e

Gy 227+ ) @) - Lath) + () e

-3.2 1 2.3 -3 1 2.4 5 1 2.5
s () @aH - at)? e (] 2a7) (- gat) + () (- zat) =
322 - g0ttt v 2027t -5 a7 0 e %a t? - 3-12— a’ ¢’
EJERCICIOS.
1. a) Desarrollar:
8 .6 -3.7
(3x+2y) ; (1-3a%) ; ( %.xz - Xy )
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b} Calcular:

(2473) + (2-v%)°

3 3
(1+3i) - (1-3i)

16
a)’ Escribir el 4° término del desarrollo de (2x + % )

" 13 50 1" it
1] 11} 336 e "

1 " 90 1t f1

b} Hallar el coeficiente de:

18 5
X en el desarrollo de (x° +

32

de t°%y 717 en el de (% - ia)

c¢) Hallar el término independiente

Demostrar que:

I B 6 B o I

4

- - > n
Demostrar que el niimero de subconjuntos de un conjunto con n elementos es 2

Si A es un conjunto con 10 elementos, cudntos elementos tiene el conjunto

PA)T .

"

13
1 (x _%)
2 17
4 -
€3 )
2 -1 H1
NG S

9
de x en el de {ax* - bx) ;

1 10

de x en el desarrollo de (vVx + —5)

3x




5.7. CLASE DE UNA PERMUTACION.

vamos a ver ahora un resultado que utilizaremos mds adelante cuando estudiemos deter
minantes.

Sea A un conjunto finito de n elementos, dados en un cierto orden: 81s895000.,8
n

Consideremos las n! permutaciones de estos elementos. La permutacién en que figuran
en el orden dado se llama permutacidn principal, ‘

como lo Gnice que nos va a interesar es el orden relative de los élementos, se puede
representar a los elementos dados 8y,85,c000,a POT SUS subindices y considerar di
rectamente las permutaciones de los n primeros ntimeros naturales. La permutacidn
principal es asi: 1.2 . . . . . . n.

En una permutacidén cualquiera, se dice que dos elementos forman sucesidn o inversiédn
segin que aparezcan o no en el mismo orden, uno con respecto al otro, que en la per-
mutacidén principal.

Por ejemplo, en la permutacidn
3512647
forman inversién 3y 1 , 3y 2,5y 1, 6y 4, 5,4 ~ f{ 4

El nimero total de inversiones que presenta una permutacidn se obtiene comparando ca
da elemento c¢on los que lo siguen., En nuestro ejemplo, la permutacidn presenta eug=

-,

t¥w” inversiones,

Definicidn. Una permutacidn se dice de clase par o impar segiin que el nfimero total
de inversiones que presenta sea par ¢ impar.

Asi , la permutacidn
123 .. ... .n

es par. La permutacion del ejemplo anterior también es par. En cambio, la permuta-
cidn

361 2547
es impar, pues presenta en total siete inversiones.

Notemos que esta permutacién se obtiene de la anterior intercambiando el 5 con el 6,
y dejando fijos a los demds elementos. En general, si en una permutacidn se inter-
cambian dos elementos cualesquiera, dejando fijos a los demis, se obtiene una nueva
permutacién. Se dice que &sta se obtiene de la primera mediante una trasposicidn y
vale la siguiente propiedad:

TEOREMA 5.5. Si en una permutacidn se trasponen dos elementos cualesquiera, cambia
1a7



la clase de la permutacién.

Demostracidén: Supongamos primero que los elementos 2 , b que se trasponen son Conse
cutivos,

f M 1 I N 1

’ b
D | s s e e e e e e e e e

donde M es el conjunto de los elementos que preceden a ay N el de los que siguen a
b .,

Al trasponer a con b se conservan todas las inversiones que forman los elementos de
M con los que los siguen, las que forma a con los elementos de N, las que forma b
con los elementos de N, las que forman los elementos de N entre si. Lo {inico que ha
cambiado es la situacifn relativa de a con b : si antes formaban Sucesidn ahora for
man inversidn, y si antes formaban inversién, ahora forman sucesidn. Por lo tanto el
.nlmero total de inversiones aumenta o disminuye en 1, es decir, la permutacién cam-

bia de clase.

Supongamos ahora que entre los elementos 4 y b que se trasponen hay k elementos

Se puede llevar a al lugar anterior al de b trasponiendo a con los k elementos inter
medios y luego, trasponiendo b con a y con esos k elementos, obtener la permutacién
deseada :

fi

En total se han efectuado k+k+] Zk+1 trasposiciones, lo dque significa un ndimero
impar de cambios de clase. Luego, la permutacién que se obtiene es de clase distin-

ta a 1la dada.

Para terminar este capitulo vamos a ver, a titulo informativo, el concepto de susti-
tucidn, que guarda una estrecha relacidén con el de permutacidn.

5.8, EL GRUPO SIMETRICO S, -

Se llama una sustitucidn de orden n ( también una permutacidn de orden n) a toda bi

yeccidn del conjunto de los n primeros nimeros naturales {1,2,....,n} sobre si mismo.

Para representar una sustitucién f se escriben en una fila los nimeros 1,2,.....,n Yy
debajo de cada uno de ellos su imagen a; por f.
198
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Por ejemplo, para notar la sustitucién f de orden 6 tal que £(1) =3 | F£(2) = {
£(3) =5 , f(4)y =14 , f(5) =6 y f(6) =2 , se escribe:

H

Los nimeros 1,2,....,n en la primera fila no tienc¢n porqué estar en ese orden. Por
ejemplo, la sustitucidn f anterior también puede escribirse:

6 5 4 3 2 1 3 06 5 1 4 2
5 , etc.
2 6 4 5 1 3 5 2 6 3 4 5§

Lo Ginico que importa es que en la primera fila figuren todos los nimeros de 1 a n vy

en la segunda sus respectivas imigenes.

La sustitucidn

se llama la sustitucidén idéntica de orden n.

Consideremos el conjunto S de todas las sustituciones de orden n, es decir, la co -
leccidén de todas las biyecciones del conjunto {1,2,..,.,n} sobre si mismo. Es claro
que hay n! de ellas. Por ejemplo, S, estd formado por las sustituciones:

(1 2 3) (1 2 3> (1 2 3> (1 2 3) 1 2 3) (1 2 3)
3
1 2 3 s 13/ " \s 2 1/ 7 \u 3 2/ " \2 3 1/ 7 \3 1 2

Dadas dos sustituciones de orden n se puede hablar de su composicidn y se verifica

que la composicidn de dos sustituciones de orden n es una sustitucidn de orden n.
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Entonces, la composicidn de aplicaciones define una operacidén binaria en Sn

(f,g) — fg R donde fg ¢ S, es tal que

(£2)(3) = £(g(G)) , ¥ j=1,2,....,n

Por ejemplo , si f,g ¢ Sg

Esta operacidn definida en S, tiene las siguientes propiedades:

1. Es asociativa: (fg)h = £(gh)
ciones lo es, ‘

. T 2 3 ... .n
2. Existe elemento peutro: es la sustitucidn I = ( ) pues
1T 2 3, .. .n

fl=1If=f , ¥ fes§
n

5. Toda sustitucién f ¢ S,.es inversible , es decir, existe £t £ Sn tal que

ee s gle o g
1 2 3 . . . . . 1
, la sustitucidn
a8 8 a; . . . . . a

1t

En efecto, si f

n

y a, a, 8y« o . L a
f = es inversa de f.

1 2 3 . . . . . n
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.Por ejemplo , dada

(1 2 3 4 5 6 7) q 1 (3 S 4 7 2 é‘
£ = € 87 su inversa es & =
3 5 4 7 2 6 1

pues fE£ 1= £f =1

§, con esta operacidén se llama el grupo simétrico de orden mn.

observemos que el producto de sustituciones no es conmutativo si n > 2. En efecto,

1 2 3 4. . . .01 1 2 3 4. .. .01
sean por ejemplo, f =
21 3 4. .. .01 32 1 4. .. .01

-
oo
[E}

Entonces fg gf

i
T
w —
—t (]
a8 ta
E= o
=] =
~—

B
AT
ey e
[43] At
—_ [
o P
=] =]
~—

y fg # gf .

Luege 5 es un grupo no abeliano, si n > 3.

-

DE3COMPOSICION DE UNA SUSTITUCION EN CICLOS.

‘Dada una sustitucidn £ ¢ S diremos que f mueve al elemento j ¢ {1,2,.....,n} si
£(j) # 3 , vy que lo deja fijo si £(j) = 3.

pefinicidn., Una sustitucidn £ ¢ S se dice un ciclo de longitud k o un k-ciclo si
deja fijos n-k elementos del conjunto £1,2,.....,0} ¥y permuta circularmente a los k
elementos restantes a;,8,,..c0 58 es decir, si f es de 1la forma

<a¢ By v o oa oo e By By By e e oo an>

31 ak+1 + s o s @ n

3 a LY @ o L 1) k

‘para notar un ciclo se escribe simplemente f = (aja,....3;,) . Observemos que en es

ta notacién se omiten los elementos que quedan fijos.

Por ejemplo, las siguientes sustituciones de 86 son ciclos:

(1.4 3 6 2 5> (3 5 4 1 2 6) (1 2 3 4 5 6) <t 2 3 4 5 6)
] ] ?
4 3 6 1 2 5 5 4 3 1 2 6 3 6 4 5 2 1 1t 5 3 4 2 6

Se pueden escribir respectivamente: (1436} , (354) , (134526} , (25) . 201



Definicién. Dos sustituciones f,g e S  se ?icen disjuntas si el conjunto de los ele
mentos que mueve f es disjunto del conjunto de elementos que mueve g.

Por ejemplo, los cicies (3564) y (27) de 5, son disjuntos,

Es clarp que el producto de dos sustituciones disjuntas es conmutativo, en particu -
lar, el producto de dos ciclos disjuntos es commutativo,

Se demuestra que: Toda sustitucidén f e S, f #1 , se puede escribir como produc-

to de ciclos disjuntos de longitud > 2 y esta descomposicidn es {inica salvo el orden

de los factores.

No haremos la demostracién, pero en lineas generales se razona como en el ejemplo si

gulente:
t 2 3 4 5 6 7 8 9

Sea f = . Teniendo en cuenta los elementos que
37 6 4 9 1 2 5 8

mueve f, se ve que £(1) = 3, £(3) = 6 , £(6) = 1 . Luego f transforma a los ele-

mentos 1,3,6 igual que el ciclo (136). Como £(2) = 7 , £(7) = 2 , con respecto a
los elementos 2,7 la sustitucién f actda igual que el ciclo (27). Por dltimo , de
£(5) =9, £(9) = 8 y f£(8) =5 se concluye que f transforma a estos elementos i-
gual que el ciclo (598). Entonces se ve que f se obtiene componiendo estos ciclos,
en cualquier orden puesto que son disjuntos.

£ = (136)(27)(598)

El elemento 4 no figura porque f lo deja fijo.

EJEMPLOS.

(1234567891(}

: ) = (15)(297)(4 10 6 8)
5 9 3 101 8 2 4 7 6

7

—
(&3]
h
123
=
2

(1 2 3 4 5 6 7 8
8

) = (172)(46)

Definicidén. Un ciclo de longitud 2 se llama una trasposicidn.

Observemos que (atb)‘l = (ab) puesto que (ab)? = 1

Todo ciclo puede escribirse como producto de trasposiciones, aunque esta descomposi-

cidn no es fnica.

Por ejemplo , (13264} = (14)(16)(12)(13)
pero tambié&n se puede escribir {13264) = (46)(42)(43)(41)
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En general

(alaz.,...ak) = (alak)(alak_l)..,..(alaz)

Como toda sustitucidn es producto de ciclos y todo ciclo es producto de frasposicio«
nes resulta que:

Toda sustitucidn de S,_es producto de trasposiciones,

En particular, I = (ab)(ab)

No sblo los factores de la descomposicidn en trasposiciones de una sustitucién dada
no estédn univocamente determinados, sino que tampoco el niimero de trasposiciones en
dos descomposiciones distintas es necesariamente el mismo. Por ejemplo, sea f ¢ 8¢

<123456>
f = = (15)(236) = (15)(26)(23)
536412

Se pueden agregar nuevas trasposiciones sin alterar el resultado. Por ejemplo

£ = (15)(14)(14)(26)(23)

Si bien el nlmero de trasposiciones puede variar, se conserva la paridad de ese niime
ro; es decir, para una sustitucidén dada el nlmero de trasposiciones que figuran en
cualquier descomposicidn es siempre par o impar. (Cauchy , 1789-1857).

De aqui 1la siguiente definicidn

Definicién.  Una sustitucién f ¢ S se dice de clase par o impar segln que el niimero

de trasposiciones que figuran en una descomposicidn cualquiera sea par o impar.

EJEMPLOS.

La sustitucidn idéntica es de clase par; toda trasposicidn es de clase impar; todo
3-ciclo es de clase par; la sustitucidn

12345678
es de clase par pues
4 2867153

12345678
4 2867153

) = (146)(38)(57) = {16} (14)(38)(57)

Observemos que el producto de dos sustituciones de la misma clase (par o impar) es u
na sustitucidén par y el producto de dos de distinta clase es una sustitucidn impar.
Ademds f y £°! son de 1a misma clase.

Es evidente que hay una estrecha relacién entre las nociones de permutacidn y susti-
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tucidn.

Dada una sustitucidn de orden n, si suponemos que en la notacidn adoptada los niime-
ros de la fila superior aparecen en el orden natural 1,2,....,n , entonces es claro
que cada smstitucidn queda determinada por la permutacidn que aparece en la segunda
fila y existe asi una correspondencia biunivoca entre las sustituciones de orden n y
las permutaciones de los n primeros nfimeros naturales.

Ademds, la clase de una sustitucidn puede hallarse sin descomponerla en trasposicio-
nes. Observemos en primer lugar que, dada una sustitucidn f ¢ Sy las permutacio-
nes que aparecen en la primera y en la segunda filas de f son siempre de la misma o
de distinta clase, no importa la forma en que se escriba la sustitucidn, es decir ,

el orden en que aparezcan los nfimeros 1,2,....,n en la fila superior,
Por ejemplo,

123456 365124
356124 642351

representan a la misma sustitucién y en ambas notaciones las permutaciones superior
e inferior son de la misma clase: ambas pares en el primer caso, y ambas impares en
el segundo., Esto sucede porque dada una expresién arbitraria de una sustitucién f ,
otra expresidén cualquiera de f se puede obtener de la dada mediante unas cuantas
trasposiciones en la fila superior y las correspondientes en la fila inferior. Co-
mo al trasponer dos elementos en una permutacidén, ésta cambia de clase, se produce
el mismo nimero de cambios de clase en la permutacidn superior que en la inferior .
De modo que, si eran de la misma clase siguen siéndolo, y si eran de distinta clase,

tamhién,

Vale la siguiente propiedad: Una sustitucidn f e S__es de clase par o impar segln
gue las permutaciones que aparecen en la primera y segunda filas de una expresidn

cualquiera de f, sean ambas de la misma o de distinta clase.

En virtud de nuestra observacién, podemos suponer a las sustituciones escritas siem-
pre en la forma

(1)

Entonces la propiedad anterior se enuncia:

Una sustitucidn £ e S, es de clase par o impar seglin que, escrita en la forma (1) ,

¢l nGmero de inversiones que presenta la permutacidén de la segunda fila sea par o im
par.

Esta propiedad es consecuencia inmediata del siguiente:

TEOREMA 5.6. Dada una sustitucidn f e Sn escrita en la forma {1}, el nimero de fac-

tores que aparece en una descomposicidn cualquiera de f en trasposiciones tiene
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pemostracién: Supongamos que v es el nimero de inversiones que préseﬂtaf o

. P N - = P . .
cién de la segunda fila y sea f = ts°°°°'t2t1 unas deSC0m9051C10nlde fen prodie
de trasposiciones. Podemos considerar entonces que f se obtiene de la sustitucidn i

déntica I aplicdndole la sucesidn de trasposiciones t,, t,,...., t_ . Cada'véi=qq5
se aplica una trasposicidn t, , se trasponen dos elementos en la segunda fila. (o-
mo la permutacidn que figura en la segunda fila de I es 1 2 ..... n , al cabo del pro
ceso se habrdn producido s cambios de clase de esa permutacidn, que es par. Es claj

ro entonces que la paridad de s debe coincidir con 1a de v

Por ejemplo, la sustitucidn
12345678)
6 5142837
es de clase impar pues la permutacidén de la segunda fila tiene 13 inversiones.

OBSERVACION. Notemos que en el teorema anterior se demuestra que, para una sustitu-
cién dada, el nfimero de trasposiciones que figuran en una descomposicidn cualquiera
de esa sustitucién en producto de trasposiciones es siempre par o impar, propiedad
que habfamos mencionado sin demostracidm,

EJERCICIOS.

1. a) Escribir todos los elementos de S, , S, ¥ S, - ~ jCudntos elementos tiene
57,
n

b} Dadas en 87 las siguientes permutaciones:

1234567 1234567
f = M g - 3 ‘h
2617345 5216734

(1234567)
5731546
1 -1

hallar fg , gf , he , g ', hg't , n7t , n%, £, new

2, a) Descomponer en producto de ciclos disjuntos y en producto de trasposiciones
las siguientes permutaciones y decir de qué clase son:

(Jzzsesse?sg) '123456> (12345678910)
367592148/  \543612/  \51378094210°6

b) Idem para las permutaciones:

8

(132)(23)(24) ¢ S,
(1386)(361)(418) = Sg
(13) (153 (234} (23) ¢ S4

b=
" H

-1

c¢) Hallar £ c 8, hot







CAPITULO VI

SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES , MATRICES Y DETERMINANTES

En este capitulo K es el cuerpo de 1ds nimeros racionales, el de los nidmeros reales

o el de los nGmeros complejos (K =Q , K= R 6 K = C) y llamaremos escalares a los
elementos de K. |

6.1. SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES,

“Una ecugcidén lineal o de primer grado en n incégnitas X, , X X, es u-

) ‘ 2 & [ . - L3 b3
na expresidn de la forma

a1X;) *oa,X, * ., SR + ax =bh (1

donde 2 5, @8 , « +« . ., a , b son nfimeros de K dados y X{ 3 Xg 5 ¢ 0 +o0 5 X

n n
simbolos.
a aé s v+ e+, @ SE€ llaman los coeficientes de la ecuacién y b el término in-
dependiente,.
Se llama solucidén de la ecuacidn a toda n-upla (ky » kg 4 « « + ., k) de nimeros

de K que reemplazados ordenadamente en lugar de las incdgnitas X; 5 Xy 5 o 0y X
convierten a la expresidén (1) en una identidad. Se dice que | S A
satisfacen 1la ecuaciédn.

Por ejemplo, dada la ecuacidn lineal

2x, «-sz + -/Zx3 - X, = 7

dos soluciones de la misma son (1,-1,72,0) y (-2, % ,0,12)

Vamos a estudiar los sistemas de ecuaciones lineales y su resolucidn.

El lector sabe resolver sistemas de dos ecuaciones lineales con dos incdgnitas, y de
tres ecuaciones lineales con tres incdghitas desde el colegio secundario,donde apren
didé varios métodos para calcular las soluciones.

Ahora nos proponemos indicar un método para resolver en general sistemas de m ecua-
ciones lineales con n incdgnitas, con m , n arbitrarios.

Para escribir un sistema de m ecuaciones lineales con n incdgnitas adoptaremos la si
guiente notacibn:



a,.X, +a x + .,
1171 12712
a,. x, + X, + .
21%1 7 822%
6.1 1
+ X, + .
’ RS B B VR
Seglin esta notacién, a;; es el coeficiente de la incégnita X, en la i-&sima ecua -
i
cién, 1 <i<m , 1<3j <n; es decir, el primer subindice indica la ecuacién a

y el segundo la incégnita de la que es coeficiente. b

]

la que pertenece 255 1

+e+ev., b son los términos independientes.
Si b1 = b2 = . . . = bm = 0 el sistema se llama homogéneo,
Por ejemplo ,
{ 3x1 - 2X2 X, 1 X, * X = -1
2 X, * X, - 2x3 = 0
X, + 8x3 - X, = 0
: 3 ) le + Xy = 0
sz T Xy k= X, = 7
4 3%) + 5x, = X, =0
x1-+ x2 + 3x3 - x4 +2x5 = 3
El primero es un sistema de 4 ecuaciones con § incognitas y el segundo

mogéneo con tantas ecuaciones como inchgnitas,

Una solucidn del sistema 6.1.

»

FRCRC I Y S

un sistema ho

es una n-upla (kl’kz"""kn) de nimeros de K tal que

b

¥ s

2

reemplazando X, por k1 X, por kz por kn

todas las ecuaciones.

Puede suceder que un sistema de ecuaciones lineales no tenga nlnguna solucién,

cir, que no exista ningln conjunto de n nimeros en esas condiciones,

sistema se dice incompatible. Si tmene

o indeterminado segfin que tenga una lnica solucidn o mis de una.

EJEMPLOS,
1)
2x - y = -p I 2x ~y =0 x - 3y
X+ 5y = 13 ’ l 2x -y = ! 4x - 12y

El primer sistema es compatible determinado: su finica solucidén es (-2,3).
gundo es claramente incompatible,

(X% +1)

El tercero es compatible indeterminado

¥ k £ K.

es solucidn del sistemp .

Geométricamente cada uno de estos tres sistemas puede interpretarse como dos rec

tas del plano, incidentes en el primer caso,

tes en el tercero. Se ve claramente que las soluciones son una,

208

5¢ satisfacen simultidneamente

cas50 en gque el
solucidn se dice compatible , y determinado

H

paralelas en el segundo y coinciden
ninguna e infi-

es de

£l se

.
-




nitas respectivamente.

}Qz}‘ Todo 51stema lineal homcgeneo es compatible puesto que {0, 0,....,0) es una solu-
c1on que se llama la solucidn tr1v1a1

" La resolucifn de un sistema de ecuaciones lineales consiste en decidir si es compati

ble o no, y en caso de serlo, calcular todas las soluciones del sistema dado.

vamos a indicar un método préctico para resolver un sistema de ecuaciones lineales ,

1llamado el método de ellmlnaclon de Gauss , que consiste en eliminar sucesivamente

‘las 1ncogn1tas mediante la aplicacién reiterada de tres tipos de operaciones:
1. Intercambiar dos ecuaciones entre si.

11.° Reemplazar una ecuacidén por la que se obtiene multiplicdndola por un escalar

ne nulo.

1I1. Reemplazar una ecuacidn por la que se obtiene sumando a dicha ecuacién otra
previamente multiplicada por un escalar.

Veamos un ejemplo para dar una idea del método. Consideremos el sistema

+ .x3 = 1
S - 5x3 =-5
+ 2x3 =-7

Podemos reducir a 1 el coef1c1ente de Xy en la primera ecuacién multiplicdndola por

L (0perac1on 11).

. 2
3 L = L
Xy *5%y T3%y3 %3y
4x. +11x u‘5x3‘=>5‘
2x1 + X, + Zx3 ==

‘Sumando ahora a la segunda ecuacidn la primera multiplicada pbr -4 y a la tercera la,

primera multiplicada por -2 (operacién III), se obtiene:

3 Y

X Y% Ty¥s T 3
sz - 7x3 =-7

- sz + x3 =~8

Wi

Multiplicando ahora la segunda ecuacidn por
asi obtenida multiplicada por 2 se tiene:

3 1, .1
. Xl +2_x2 7+“2“x3 -',_2
St Y S )
g X9 " %%3 5
_S . o . 3%
5 X3 5

, ¥ sumindole a la tercera la segunda
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De aqui es muy sencillo despejar X, de la tercera ecuacidn, reemplazar este valor epn
la segunda para obtener.xz_y finalmente calcular x; de la primera, obteniéndose la
solucidén (-13,7,6) , que evidentemente es Gnica.

Si en el sistema dado, en lugar de la tercera ecuacidn figurara la siguiente :
. ‘

X, - xé + 4x3 = 4 , entonces, escribiendo en el sistema esta filtima ecuacidn en pri-

mer lugar (operacidn 1) y siguiendo el procedimiento anterior se tiene:

S X, * 4x3 = 4 Xy - Xy + 4x3 = 4
S 2x1 + 3x2 * Xy = 1 —_ 5X, - 7x3 = -7
4x1 + 11x2 - Sx3 =-5 15x2 - 21x5 = -21
Xp © o X, +dx, =4
7 7 ‘ ¥y m Xt
X2 %37~ 3 — s . -
0x; + 0x, + 0x, = 0 2
Didndole valores numéricos a X, quedan determina@os valores de x; y
ra cada valor k £ K de X4 corresponden los valores: Xy = %? - %g k % ﬁ
Luego las soluciones del sistema S' son todas las ternas ( %g . 13 k ,- % + % k , k3, é

v

con k ¢ K.

Estos ejemplos proporcionan una idea clara del procedimiento a seguir. En general ,
dado un sistema S de m ecuaciones lineales con n incégnitas como 6.1 , el método de
Gauss consiste en pasar del sistema S a un sistema de ecuaciones lineales S' de més
facil resolucién, mediante la aplicacién de una sucesién finita de operaciones del

tipo I , IT y IIl , convenientemente elegidas. Se eliminan sucesivamente las incég-
nitas, obteniéndose sistemas intermedios, hasta llegar a un sistema S' de la forma :

ay9X; * oA ,Xy * BygXg * o e e s s e e e 2y, X, = b1
1 1 1 = t
dpgXy * BhaXa oL R ay. X, bz
1 4 " " = "
S a3aXa * oL e e e e + ag. X b3
(x-1)_ .. (r-1) _ _ ,(r=1)
| a.. Xp ¥ o v oo e va X, = br ;

con ay;, # 0, as, ¥ 0, ay, F0 , v v e ., aizul) £ 0, rxg mo,y donde las in

cbgnitas figuran eventualmente reordenadas.

Obtenido el sistema S' , si r = n , entonces la dltima ecuacidn de S' es de la forma
ax, = b y de aqui resulta un finico valor para x_ . Reemplazando este valor en la
210 |




peniiltima ecuacidn, se obtiene un valor bien determinado para x nel * ‘Siguiendo asi,

se ve que se obtiene un finico sistema de valores numéricos para las incégnitas X

Xy 5 « « « « 5, Xy en este caso el sistema es compatible determinado.
Si _r < n , atribuyendo valores numéricos a las incégnitas x x X
——— p+l T2 0t 0 02 Ty

de la filtima ecuacidn se obtiene un valor univocamente determinado para la incdgnita
x_ . Sustituyendo estos valores en la penidltima ecuacidn, se obtiene un valor bien

determinado para la incégnita X Asi siguiendo, para cada sistema de valores nu

-1

méricos atribuidos a las incégnitas

o s o+ o . 4 X se obtienen valo-

xr+1 ’.xr+2 ’ n *

res univocamente determinados para x Xp s o0 v 0o 5, X El sistema $' tiene

1 °? T

asi infinitas soluciones, es decir, es compatible indeterminado.

Finalmente, observemos que si en el curso de las transformaciones que indicamos se
obtiene alguna ecuacién de la forma:

Oxk + (}xk+1 I Oxn = b con b # 0

entonces el sistema correspondiente es claramente incompatible pues ningin conjunto

de valores numéricos para las incdgnitas satisfari esa ecuacidn.

Digamos ademds que si alguna ecuacién se transforma en una del tipo:

entonces puede eliminarse del sistema resultante puesto que es idénticamente verifi-
cada por cualquier sistema de valores de las incbgnitas. (Observemos que este caso
se presenta seguramente cuando el sistema de partida tiene mids ecuaciones que incdg-
nitas).

Pero cabe ahora plantear una pregunta. ;Las soluciones asi obtenidas son realmente
tedas las soluciones del sistema dado S?., Porque lo que se calcula en realidad sen
las soluciones de un sistema diferente S' obtenido del dado mediante la aplicacién
reiterada de un nimero finito de operaciones del tipo I , II y III.

Definicién. Dos sistemas S; ¥ S, de ecuaciones lineales se dicen equivalentes si
tienen exactamente las mismas soluciones. (Eventualmente ninguna).

TEOREMA 6.1. Aplicando a un sistema S de ecuaciones lineales operaciones del tipo
I, I1 6 1III , se obtienen sistemas equivalentes al dado, y estas operaciones son
inversibles en el sentido que si se pasa de un sistema S a unc $' aplicando una de ¢
llas, se puede pasar de S' a S mediante una operacién del mismo tipo.

Demostracidén: Si de un sistema S se obtiene uno S' mediante operaciones del tipo I,
es decir, reordenando las ecuaciones, es claro que ambos sistemas tienen las mismas
soluciones y que se puede obtener S de S' invirtiendo el reordenamiento. Si se apli

ca a un sistema S una operacién del tipo II, es decir, si se reemplaza una ecuacidn
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por la que se obtiene multiplicdndola por un escalar no nulo k, es evidente que se

puede pasar del sistema S' asi obtenido al S multiplicando la ecuacién correspondien
te por kX~ , y se ve que toda solucidén de S es solucién de §' y reciprocamente, Fij-
nalmente, supongamos que en un sistema S se reemplaza la h-8sima ecuacidn por la que
se obtiene sumdndole a la misma la j-ésima multiplicada por un escalar k, resultando

asi un nuevo sistema S' (operacién III). Llamemos S E, a los
primero$ miembros de las ecuaciones de § , bl R bz s e e e e bm a los segundos
miembros. Los sistemas S y S' son:
; ¢ . -
El = bl hl = bl
E, = b, Ey = by
S J . S' ] + ]
Eh = bh Eh+kE. = bh+kbj
E =2b E =b
i m * m hiid

Se ve claramente que toda solucidn de S es solucidn de S', pues si (kl’kZ"“"kn)
es una solucidn del sistema S, es decir, si 1os‘ki satisfacen todas las ecuaciones
de S, entonces también satisfacen todas las ecuaciones de S'. Reciprocamente, toda

solucidn del sistema S' es solucién de S. Para verlo, llamemos E{ , ES heenny E}
& los primeros miembros de las ecuaciones de st, bi ,.bé s e ey b; a los segundos

miembros. Entonces S y S' se pueden escribir:

|- t i t = 1
Bl = bj E] = by

— - t

Eé - bﬁ Eé - bz

. . . 5 . .
E'-kE! = b!-kb! B! = h!

h 773 h 77i // h h

LI t L I— 1

\ Em bm * Em bm

y es claro que si una n-upla (k,,k,,.....,k ) satisface las ecuaciones de S' tambidn
‘ 172 n :
satisface las de S,

El teorema queda asi demostrado.
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' Este teorema asegura la legitimidad del método de eliminacién de Gauss para resolver

un-sistema de ecuaciones lineales. Como el método consiste en pasar de un sistema
“de écuaciones lineales dado S a otro §' , de mds facil resolucién, mediante la apli-
- cacibn reiterada de operaciones del tipo 1 , IT y IIl en nGmero finito, de lo re
cién demostrado resulta que todos los sistemas que se obtienen en el cursc del proce
‘_go son equivalentés entre si, en particular, lo son S y §°'.

i;,En le que sigue formalizaremos el procedimiento que antes indicamos a grandes rasgos,
para demostrar que puede aplicarse a cualquier sistema de ecuaciones lineales. Pero

antes de hacerlo, introduciremos la nocién de combinacién lineal porque es dtil y
prdctico manejar este lenguaje.

COMBINACIONES LINEALES,

Resulta cdmodo dar un nombre a las ecuaciones lineales que se pueden obtener de o-
tras m ecuaciones dadas con n incdgnitas multiplicando a la primera ecuacién por un
escalar k1 , @ la segunda por otro-kz seesrey @ la m-&sima por km y sumindolas todas.
Se obtiene asi una nueva ecuacién lineal de la forma:

+ et + eeaot
(k131; Ky, Kpag )Xy v (kpag, + kpay, + Knng) X,

-
-
*
.
-
Y
-

e + ceeen = C e+
o rolgay ke, R LI PLIN KnPa
'y se dice que esta ecuacién es una combinacidén Iineal de las m dadas, con coeficien-

“tes  k; , Ky, ... ., kL

'Si-llamamps 'Bl ,'E2 s 0 e ey Em a las ecuaciones dadas y E a la nueva ecuacién,
escribiremos; : |

E = klﬁl * kzgz + 0, ., 4 kmEm
Diremos que la combinacién lineal es trivial si k1 = k2 = .. .. . F km = y Y

que es no trivial en cualquier otro caso,

Observemos que una ecuacidn E es combinacidén lineal no trivial de otras By seeney B
si y sblo si E puede obtenerse del sistema formado por E, ,ovvuy B mediante una su

cesidn finita de operaciones del tipo II y III,
Queda a cargo del lector verificar que valen las siguientes propiedades:

1. 8i una ecuacidn E es combinacidn lineal de otras m, entonces toda solucién del
sistema formado por esas m ecuaciones es solucidn de E.

2. S5i una ecuacifn E es una combinacidén lineal de m ecuaciones, es también combina-
cién lineal de esas m ecuaciones y otras q cualesquiera. En particular, dadas m
‘ecuyaciones, cualquiera de ellas puede escribirse como combinacidn lineal de las
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m ecuaciones dadas.

3.0 Si una ecuacién E es combinacién lineal de las ecuaciones E

’Ez ’ll..luigE

1
y cada una de &stas a su vez es una combinacién lineal de las ecuaciones E

[,
-

Ey vevnnn, Ef , entonces E es una combinacién 1ineal de Bl & ES veians, EX .

Observemos que de 1o dicho resulta:

1) Al aplicar a un sistema de ecuaciones lineales dado S Cualquier operacién del ti
po I , II 6 1III , 6 una sucesiédn finita de 1as mismas, las ecuaciocnes del sig-.
tema S' resultante son todas combinaciones lineales de las del sistema dado Y%

reciprocamente (puesto que las operaciones de ese tipo son inversibles).

2) Si Sy S' son dos sistemas de ecuaciones lineales tales que toda ecuacidn de §
€s una. combinacidn lineal de las ecuaciones de S', y reciprocamente, toda ecua-
cién de §° es una combinacidn lineal_.de las de S, entonces § Y S' son sistemas
equivalentes, como sigue claramente de la propiedad 1. (En particular, si en un
sistema de ecuaciones $ una de ¢llas es combinacién lineal de otras ecuaciones
del sistema, entonces el sistema S' que se obtiene eliminando dicha ecuacidn es
equivalente al dado., Por 1o tanto, cuando se va a resolver un sistema se pueden
descartar las ecuaciones que son combinaciones lineales de otras),

MATRIZ DE UN SISTEMA,

Como para resolver un sistema por el método de Gauss, se trata de reordenar las ecua
ciones, multiplicarlas por escalares y sumarlas, no hay necesidad de escribir el sis
tema completo y basta considerar el cuadro de los coeficientes y términos indepen -
dientes:

D T R b
21 % - oAy b,
dml PFpy e .. %an bm /

que se llama la matriz del sistema,

Por ejemplo, dado el sistema
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2 -1 3 -2
1

o 0

0 1 5 0

En general, dado un cuerpo K, una matriz mxn sobre K es un cuadro de mxn elementos de

de K dispuestos enm filas

811 212 233
891 222 333
A= | 831 232 @33
aml amz am3

y n c¢olumnas.

<

in

Zn

3n

mn

Los elementos 455 » para T <i<m, |

triz, Abreviadamente se escribe A = (aij
Una matriz se dice cuadrada si tiene igual nilimero de filas que de columnas, es decir
sim = n. En caso contrario se dice rectangular. |
EJEMPLOS.
2 -1 _ 2 0 0
0 il 0 0 1 -1
0 3 ; : : 301 0
) o 0 0 0 0
= 4 0 8 0
2 .
1 0 o (R B 6 -1
D1 0 ; 0 1 0 -3 17 ; 2
0 0 1 0 0 1 1 -1 0

A cada sistema de m ecuaciones lineales con n incdgnitas se le puede asociar una ma-

mx (n+1) formada por los coeficientes y los té&rminos independientes. Recipro-

, al sistema de m ecuaciones lineales con

triz
camente, dada una matriz mxn , A = (aij)

n-1 incdégnitas que tiene a A por matriz le diremos el sistema asociado a la matriz A.

]

Por ejemplo , si A = el sistema asociado a A es:

. 1 ’
2 @ 7 5 3
X, —2x2 + 3x3 + 4x4 = -3
1
2x1 + 7x3 - Sx4 = 7 215

j ¢n , se llaman los elementos de la ma
)
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Las operaciones I , II y III se traducen en té€rminos de la matriz del sistema como

sigue:
I. Intercambiar dos filas de la matriz,
I1. Reemplazar una fila por la que se obtiene multiplicindola por un escalar no nu

lo.

I11. Reemplazar una fila por la que se obtiene sumando a sus elementos los de otra

multiplicados por un escalar.
Liamaremos ''elementales'" a estas operaciones.
En lo que sigue, en lugar de trabajar con los sistemas de ecuaciones completos, lo

"haremos directamente con las matrices asociadas.

Sea men(K) el conjunto de todas las matrices mxn sobre K. Cada operacidn elemen-

tal puede interpretarse como una funcidén e del conjunto Man(K) en si mismo, que a

cada matriz A ¢ Mm n(K) hace corresponder la matriz e(A) obtenida de A aplicéndole

#®
la operacidn elemental e.

Expresando los resultados del teorema 6.1 en términos de matrices se tiene:

4

TEOREMA 6.2. Toda funcién {operacifn) elemental es inversible y su inversa es una g
peracidén elemental del mismo tipo que la dada.

Demostracidén: Si e es una operacién elemental, razonando como en el teorema 6.1
se ve que existe una operacidn elemental e' del mismo tipo que e tal que e'(e(A)) =
=e(e'(A)) = A, ¥ AeM, (K, (M

En efecto, si e es del tipo I ue intercambia, por ejemplo, la fila i-&sima con la
‘ ’ P | p jemplo,
j-ésima, sea e' = e.

Si e es del tipo II, que multiplica la fila i-&sima por el escalar k # 0, sea e' la

operacidén que multiplica la fila i-ésima por K

Finalmente, si e es del tipo III, que consiste en sumar a los elementos de la fila
i-ésima los de la j-&sima previamente multiplicados por el escalar k, sea ¢' la ope-
“racién tal que suma a los elementos de la i-&sima fila los de la j-ésima multiplica-
dos por -k.

Se ve sin dificultad que en cada uno de los tres casos se verifica (1).
Definicidn. Si A y B son dos matrices mxn de elementos de K, se dice qué A es equi-‘i

valente por filas a B si B puede obtenerse de A mediante la aplicacidn de un nimero
finito de operaciones elementales.
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Esta es una relacidn de equivalencia en el congunto M. (K) , como se verifica sin

dificultad aplicando el teorema anterior.

Hablando en términos de sistemas de ecuaciones, si A y B son dos matrices equivalen-
tes por filas, los sistemas de ecuaciones S y S' asociados a A Yy a B son sistemas e-
quivalentes, como resulta del teorema 6.1,

MATRICES REDUCIDAS CANONICAS.

Para resolver un sistema de ecuaciones lineales S lo que debe hacerse entonces es
'considerar la matriz A del sistema dado, y mediante operaciones elementales conve -
nientemente elegidas, llegar a una B cuya forma permita calcular rapidamente las so-
luciones del sistema asociado S' , que serd equivalente al dado.

Veamos un ejemplo. Sea el sistema

Xy + 2x, + X, +‘2x'4 + 5xg = 2
le + 4x2 + 3x3 + 3x4r~ 2x5 = 4
“Xy - 2x2 +‘2x3 + 3x4 * Xg = 0
1 2 1 2 5 2 1 2 1 2 5 2
A = 2 4 3 3 -2 4 — 0 0 1 -1 -12 0 e
-1 -2 2 3 1 0 It} ¢ 3 5 6 2
1 2 0 3 17 2 1 2 0 3 17 2
- 0 0 -1 -12 0 — 0 0 T -1 -12 0 —
{ 0 0 0 3 42 2 0 f 0 1 %} %

Ko i e
il
v ]

Como 1a 12 , 32 y 4% columnas de B tienen un 1 y todos los demds elementos nulos,
- las incégnitas X; , X3 ¥ X, correspondientes a estas columnas aparecen en una sola
. ecuacidn cada una, y con coeficiente 1. Ordenando las incégnitas de modo que x; ,

X3 ¥ X, queden en primer término el sistema asociado a B es el siguiente:

5 5 . -5 . .3
Xy + sz + 7 X5 = Y 3] X, = Y 2x2 z X
.27 = L - - 1,27
X3 R © 35% 7% %s
21 =1 Z =1 . 2L ‘
Xy A By ° % CEF %5 217



Todas las soluciones del sistema se obtienen dindole valores arbitrarios a Xy ¥ xg
y calculando los correspondientes valores de Xp s Xg ¥ X, .

Luego, las soluciones del sistema son todas las quintuplas

1 27

( - Za - % b, a, i b, % - %; b, b)) con a,b ¢ K,

en

*

Se ve que la matriz B tiene una forma muy conveniente para resolver el sistema. Es-

te es el tipo de matriz al que se trata de llegar mediante operaciones elementales y
que se llama matriz reducida canénica.

Formalizamos este concepto en la siguiente

Definicidn. Una matriz mxn C se dice reducida candnica si verifica las siguientes
=ziinicion .
condiciones:

1) Toda fila nula de C aparece debajo de todas las filas no nulas,

2) El primer elemento no nulc de cada fila no nula es 1 y las columnas de C que con
tienen a esos 1 tienen todos los restantes elementos nulos.

3} 8i las filas no nulas de C son la 1 » 25,3, ..., 1 vy siel primer elemen-
to no nulo de la fila i-ésima aparece en la columna ji » 1 =1,2,....,r , enton-

Ces jy <, <. ... . < i, '

EJEMPLOS,

B 4 5

! o ¥ ¥ .
0 1 3 0o 0 -2 9

3] 0 0 0 1. 5 0
” 0 0 0
L6 0o o o o o o]
¥ +
1 0 0 o0 1 0 3 1 0 -5
6 1 2 0 , ¥ 0 1 2 0 0 4
0 0 -1 1 0 0 0 0 1 -2

son todas reducidas cangnicas, excepto la tercera,
En una matriz reducida canénica llamaremos columnas independientes o principales a

las columnas en que figuran los primeros elementos no nulos de las filas no nulas.
En los ejemplos aparecen sefialadas con flechas,
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§f TB0REMA 6.3. Toda matriz mxn es equivalente a una reducida candnica.

Demostracién: Sea A una matriz m*n no nula, pues en caso contrario el teofema se ve
'rificé; Podemos suponer que en A las filas no nulas son las r primeras, porque si -
~ hay filas nulas, intercambiando las filas entre si (operacidn I) se puede obtener una
s matriz que verifique la condicién 1} de la definicidn anterior. Si’ a5 es el pri-

mer elemento no nulo de la 12 fila, multiplicando dicha fila por a;; obtenemos una
| | !

matriz Ay = (bij) en la que el primer elemento no nulo de la 12 fila es 1 y estd en

ia columna j, (operacidn I1). Sumando a la fila i-ésima de A, la primera multiplica

da por -b,.

131', para i=2,3,...,r (operacidén III), se obtiene una matriz Az = (cij)

donde la coclumna jl es . Si en A, todos los elementos de la 22 fila son nu-

[ SURE wes LA

los, no se hace nada. Si algin elemento no es nulo,sea a4 el primer elemento no
2
nulo de la 22 fila. Es claro que i, # J; . Procediendo como antes se puede obte-

ner, mediante operaciones elementales, una matriz A; que tiene la celumna jl-ésima i

i 0
gual a ? ; la columna jz-ésima igual a 1 ; y las columnas anteriores a la j,-
0 0

ésima iguales a las de la matriz A, , puesto que como los elementos de la 2% fila

que preceden al €23 son todos nules, las operaciones efectuadas no las afecta,

2
. Aplicando este procedimiento fila por fila, al cabo de un nimero finito de pasos se
llega a una matriz B que verifica la condicién 2) de la definicidén de matriz reduci-
da candnica. Y es claro que mediante adecuados intercambios de filas de B, se puede
- obtener una matriz reducida candénica C, que resulta ser equivalente a la dada A .,

Observemos que la demostracién anterior ne sdlo prueba la existencia de una matriz

- reducida canénica equivalente a una dada, sino que proporciona un método efectivo pa
ra calcularla.

De todo lo dicho resulta:

Para resolver un sistema de m ecuaciones lineales con n incdgnitas se escribe la ma
triz A del sistema; se busca una matriz reducida canénica C equivalente a A. Los tér
minos independientes del sistema asociado a C,0 a cualquiera de las matrices interme
dias, son los elementos de la dltima columna. Ahora bien, si al hacer el cdlculo ,
alguna de las matrices intermedias o C tiene una fila con todos los elementos nulos
excepto el Gltimo, es decir, una fila del tipo:

0 0.....0 b

con b # 0, entonces la ecuacién correspondiente en el sistema asociado a esa matriz
seré

Ox; + 0xp'+ . . . . ..+ 0x,=b ' “ , - 219
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que obviamente no tiene ninguna solucidn. Luego dicho sistema no tiene solucidn y
por lo tanto tampoco la tiene el dado, es decir se trata de un sistema incompatible,

Si en C no figura ninguna fila de ese tipo, el sistema es compatible. Se escribe el

sistema asociado a C, y las incégnitas correspondientes a las columnas principales
de C, digamos Xil R xiz s e e ey xir , figuran cada una en una sola ecuacidn y
con coeficiente 1., Si r = n, el sistema tiene una dnica solucidn o sea es compati-
ble determinado. 51 r < n , se dan valores arbitrarios a las n-r incoégnitas restan

tes y se calculan en funcidn de ellos los valores de las incégnitas Xg oXg seee,X
1 2 T
que se llaman incégnitas principales. Se obtienen asi todas las soluciones del Sig-

H

tema, que en este caso son infinitas, El sistema es compatible indeterminado.

EJEMPLOS.
1 X, *2x, - 3x3 tx, o=
2x; - X, * 2x3 -x, =1 -
Ax, + 3x2 - 4x3 * X, =2 E
:?
1 2 -3 1 1 1 2 -3 1 1 1 2 -3 1 1 B

Aunque todavia no se tiene una matriz reducida candnica no hace falta seguir los

" cdlculos puesto que la Gltima fila nos estd diciendo que el sistema es incompa- b
ble. .

1
Xy + sz.— Xy = -1
" P
4x1 + 9x2 - x3 = 14
3 8 2 28 1 2 -1 - 1 2 -1 -1 1 2 -1 -1

4 9 -1 14 4 g -1 14 0 1 3 18 0 2 5 3%
¥ 4
1 0 -7 -37 1 0 0 -2
+ 0 1 3 18 — 0 1 0 3
0 0 -1 -5 0 0 1 5

El sistema asociado a la dltima matriz es:
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Luego el sistema dado es compatible determinado y su dnica solucidn es (;2,3;5}

3. le * sz + 3x3 + x, = 9
i 331 + 8x2 + 4x3 + Zx4 = 14
x1 + 2x2 + 2x3 = 4
le + 7x2 + x3 + 3x4 = 1]
f2 5 3 1t 9 (1 2 2 0 4
3 8 4 2 14 2 5 3 1 9
e e
1 2 2 0 4 3 8 4 2 14
| 2 7 i 311 2 7 1 3011 |
v 4
i 2z 2 0 4 1 0 4 -2 2 )
0 1 -1 1 i it T -1 1 1
e
0 2 -2 2 2 it 0 G 0 0
o 3 -3 3 3] L0 0 0 0 0,

La dltima matriz es reducida candnica y el sistema asociado es

It

=
'
Fa
+
»
i
—

dende X, y X, son las incégnitas principales (pues corresponden a las columnas
principales). Entonces el sistema se escribe:

1T+ x5 - X

»
1}

{ Xy = 2 - 4X3 + ZX4

4

Luego es compatible indeterminado y las soluciones son todas las cuaternas

(2-4a+2b , 1+a-b , 2 , b} con a , be K.,

4. Hallar las soluciones del siguiente sistema homogéneo:

3

le + X, + 5x3 =

4 3xl + sz + 4x3 = {

X; - 3x2 + 6x3 =
%, - Tx, = 0 221




[ 2 1 5 0 1 -3 6 0 1
35 4 9 35 4 9 0
e —y
T -3 8§ 0 21 5 0 0
0 7 -7 0 Lo 7 -7 0 0
¥ ¥

(1 -3 6 0 (1 o 3

0 1 -1 0 0 1 -1

0o ¢ o0 0. " 0 0 ¢

L6 0 0o o0 .0 0 0

El sistema asociado es

e
e >
t +
(¥
> ~
1l H]
<~ <

y despejando las incdgnitas principales se tiene:

{ x, = «3x3

&
2 X3

-
U

Luego las soluciones son todas las ternas {(-3a., a , a) cona e X y el sistema es in-
determinado.

OBSERVACION, | o

Como los sistemas asociados a las matrices intermedias son todos equivalentes al da- . °
do, no es necesario aplicar el método hasta obtener una matriz reducida candnica, vy '-fé
se puede dar por terminado el proceso cuando se obtiene una matriz cuya forma posibi 1%
lita el cédlculo rdpido de los valores de las incégnitas.

Por ejemplo, en el ejercicio anterior ‘podriamos habernos detenido en la peniltima ma
triz y considerar el sistema asociado a la misma

b
1
%3]
o
+
o
<
L}
Lo}

al
1

o
il

o

del que se deduce ripidamente Xy = Xy, X = -3x,

Tampoco es necesario aplicar las operaciones elementales en el orden indicado en el
teorema 6.3, pues aplicindolas de otra manera pueden resultar cdlculos mds sencillos.
Por ejemplo, a veces conviene no dividir por el primer elemento no nulo de una fila
para reducirlo.af3; evitédndose asi trabajaf con fracciones, El procedimiento a se
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ambién se puede usar, para simplificar los cdlculos, una observacién ya hecha: §i
Ién un sistema de ecuaciones lineales S wuna de ellas es combinacién lineal de otras
‘ecuaciones del sistema, entonces el sistema S' que se obtiene eliminando dicha ecua-
‘cifn es eqguivalente al dado.

Resolver el siguiente sistema:

( 2, - X, ¥ 3x3 ToX, v X, = 2
4x1 - sz + 6x3 - 2x4 + 2x5 = 4

R le Xyt Xg ¥ Zx4 = 0
2x1 X, * 7x3 - 4x4 + 2x5 = 4
4x3 - 3x4 Xy ® 2

La matriz del sistema es:

Se ve a simple vista que la segunda fila es igual a la primera multiplicada por 2,
y que la quinta fila es igual a la primera menos la tercera. Entonces se pueden
descartar del sistema dado las ecuaciones segunda y quinta, y considerar mis sim-
plemente la matriz: |

2 -1 3 -1 1 2 2 -1 3 -1 i Z

2 -1 -1 2 0 0 B ] G -4 3 -1 -2

2 -1 7 -4 2 4 0 G 4 -3 1 2
¥ i

2 -1 3 -1 1 2 2 -1 3 -1 1 2

0 0 4 -3 1 2 e 0 | 0 1 -2 g 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
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Podemos detenernos en esta matriz y considerar el sistema asociado, en el que las i

cbgnitas principales son Xp ¥ Xg

le "X, ¥ 3x3 TX, * Xg = 2 2x1 + 3x3 = 2 4 Xo * X, 7 Xy
o sed ‘
. Xy © 2%, =0 Xy = 2%,
5 = = L ) — 1 i i :
De aqui resulta X, = zxa y X, =3 (2 + X, - Sxé §5} y el sistema es indeterni

nado. Las soluciones son todas las quintuplas

h - % c , a 4 2b , b , <) con a,b,c £ K

rof

(1« % a -

Conteste ahora el lector a las siguientes preguntas:
Dado un sistema lineal homogéneo de m ecuaciones con n incégnitas, cémo es el siste-
ma si m < n? JQué relacién. deben guardar m y n y qué forma debe tener la matriz re-

ducida candnica equivalente a la matriz del sistema para que &sté sea compatible?.

fn general, dado un sistema cualquiera de m ecuaciones lineales con n incdgnitas,qué

relacidén guardan m y n y de qué forma es la matriz reducida candnica equivalente a
la matriz del sistema si €ste es compatible determinado? (Y si es indeterminado?.
Y si es incompatible?.

NOTA. Como las operaciones que se efect@ian en el método de Gauss son simples y es
posible seguir un esquema bien definido (el visto en el teorema 6.3 ), este método
es el mis indicado para resolver sistemas de ecuaciones lineales cuando se¢ utilizan

midquinas de calcular.

Pero, desde el punto de vista tedrico, no es satisfactorio y para estudiar muchos
problemas, por ejemplo de geometria, es conveniente poder expresar de otra manera la
compatibilidad o incompatibilidad de un sistema en funcién de los coeficientes y tér
minos independientes.

Mas adelante, en el pardgrafo 6.4 de este capitulo veremos otro método para decidir
si un sistema de ecuaciones lineales es compatible o no, y otra forma’de calcular
las soluciones.
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. BJERCICIOS.

1, a) Encontrar una matriz reducida canénica equivalente a la matriz dada en cada
' uno de los dos casos sxgulentes

7 4 1 s 7 1 -1 0 2

1 2 -7 -4 3 35 02 1 -1 :
P

36 o n-12 -2 i -2 3 0 |

b) Hallar todas las solucicnes de los siguientes sistemas de ecuaciones:

le + 4x2 + x3 - 8x4 = 7 x; - ix, | = 2
X + 2x2 - 2x3 —‘4x4 = 3 31x1 + sz + X4 = -1
3xl + 6x2 - x3 -TZx4 =-2 ix, - 2x2 + 3x3 = 0

2. iallar todas las soluciones de los siguientes sistemas de ecuaciones:

xl;+ 2x2 " X4 ® -1 ;
ay A 4x1 + 9x2 - Xy = .14 ; :
. . |
Sx, * 8x, + X, = 28 E
{ - - |
X, +-2x2 3xg v X, 1
b) 4 2x, - x, + 2xg - X, =1
(Axy FU3x, - Ax, v X, S 2
2x1 T Xyt Xg X, = 1
c) { 4x; + 3x, - x, =0 :%5
[ X; - X, t X3 - X, =2
Xyt sz - 3x4 = §
o | le + 6x2 +‘5x3 - Sx4 = 0
le + 4x2 - 6x4 = 0
L Xyt 2x2 *5X, v X, ® 0
le + sz - 3x3 + Hlx4 = 7
= 2
e) | Xyt 2x, + Ix, + 4x, 2
[ 33X+ 5x, ¢ Txg ¥ 10x, = 4
3x1 + 2x2 toxy = 0
£) 1 2x; * Xy ¥ 3xy =0
x; * sz + 3x3 = { 225



1
g) _ 3
~2x1 + 1x, = 3

3X1+2x2+3x3+4x4+5x5+ x6#0
h}’< 2%, - Xy + dxg o+ o5x, ¢ X = .0
| Axy ¢ SX, * Xq ¥ 2x4-~ 3X5 X, =0

Xl + xz + x3 = 1

2% - X, =0

i) 1 3
le - 2x2 + X4 =1
L 4x, + 5x3 = 2

5. Dar un ejemplo de:

a) Un sistema de dos ecuaciones con dos incbgnitas indeterminado.
b) " " " dos " " tres " incompatible,

c} Un sistema homogéneo con tres incégnitas determinado.
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6.2. ALGEBRA DE MATRICES. :

" yamos a estudiar mds detenidamente las matrices sobre un cuerpo K.

Este concepto, que segln acabamos de ver, surge naturalmente para simplificar la es-

critura cuando se trabaja con sistemas de ecuaciones lineales, desempefia un papel

muy importante en dlgebra lineal, y es un instrumento muy itil. La importancia y va
B g,

riedad de sus aplicaciones ha hecho que se desarrolle una teoria especial de m;¥¥g~

ces, de la que sélo veremos los rudimentos.

Si Ik representa al conjunto de los k primeros niimeros naturales, una matriz mxn so-
bre K es una funcién de I x I en K, es decir, una aplicacidn que a cada par orde-
nado de niimeros naturales (i,j) hace corresponder un elemento aij de X, t <i<m,

1 < j.<n

Usualmente una matriz se representa, como ya vimos, escribiendo los mxn elementos
aij en un cuadro con m filas y n columnas, de modo que a s ocupa la i-&sima fila y
la j-&sima columna. Abreviadamente se esqribg (aij), especificdndose el dominio de
los indices: 1 < i <m , 1 <j <mn.

{

Sim=n la matriz se dice cuadrada de orden n. En caso contrario se dice rectangu-

iar.

Notaremos a las matrices con letras mayGsculas A, B, C,. . . Yy al conjunto de todas..
las matrices m*n sobre K lo representaremos Man(K) . Sim=n escribiremos simple-

mente MR(K)° (Asi Mn(Q) . Mn(R) s Mn(C) son los conjuntos de las matrices nxn de

nGmeros racionales, reales y complejos respectivamente).

SUMA DE MATRICES.

Definicidén. Dadas dos matrices mxn , (aij) , (bij) , se llama suma de (aij) mis

(bij] a la matriz cuyo (i,j)-elemento es aij + bij .

(a35) + (bg;) = (2 * by )

EJEMPLO.

Se tiene asi una operacidén binaria definida en el conjunto M_. (K) de todas las ma-

trices mxn sobre K que tiene las siguientes propiedades:
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PROPIEDADES.

1. Es asociativa: (A + B) + C=A=+ (B+C) , V¥ AB,CeM (K

$2. Es conmutdtiva: A+ B =B+ A , ¥ ABeM (K

Ll

83. LExiste Neuiro para la suma: Bs la matriz nula

0 9 6

0 4] 0
0 =

] ] 0

pues A + 0 = A |, ¥ A € My xq (KD

34, Toda matriz tiene simétrico: Dada A

(aij) , la matriz B = ("aij) es tal que

que A + B = 0

Estas propiedades se resumen diciendo que M xn(K) es un grupo abeliano con respecto

a la suma.
LY

PRODUCTO DIl MATRICES,

£l producto de dos matrices estd definido s8lo cuando el nimero de columnas de la
primera es igual al nimero de filas de la segunda.

Definicifén. Dadas una matriz mxn (ai } v una nxp (bij) se llama producto de la pri-

3
mera por la segunda a la matriz m*p (cy

n
j) tal que Ci5 ° Zk laikbkj

(aij ). {hlj) = (z:m13ikbkj)

Es decir, en la matriz producto el elemento ij es la suma de los productos de los e~
lementos de la i-&sima fila de (aij) por los elementos de la j-&sima columna de (bij)'

EJEMPLOS .
1. {2 -1 o 0z 2.04(-1).3+0. (1) 2.2+(-1).4+0.0 L3 g
i 3001 4 ] ' _3 tT [ 3.041,3+4.(-1) 3.2+1.4+4.0 ] ) { -1 10 }
2 1o-2 3 o 5 1 0 1 -8 8 2 3 3
0 4 -1 1 0 1 0 -1]= |6 -1 3 -1 -4
2 -1 1 -2 1 1 1 o 3011 2 13
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PRUPIEDADES.,

La multiplicacién de matrices es asociativa. Si A = {(a,.) , B = (b..) C = (c,.)
13 ‘ 1j7 2 ij

son tres matrices tales que los productos A.B y B.C estdn definidos, entonces

bién estdn definidos los productos (A.B).C y A.(B.C) vy

(A.B).C = A.(B.0)

tam -

Para demostrarlo, supongamos que A es de tipo m*n, B de tipo nxp y C de tipo pxs. En

tonces

1]
1

(A:B).C = ((agy) . (b)) (egy) = (1M agybyg).(eg )

h=1 k=l

Q2@ Prncay)) = (3330 (27 Dypeys) = (a54). (059 (e44))

La multiplicacidn de matrices es distributiva con respecto a la suma. Si A

B = (bij) y C = (Cij

tidn definidas, entonces

A.(B + C) = A.B + A.C
y bajo las mismas condiciones es
(A + B).C = A.C + B.C

Supongamos que A es de tipo m*n, B y C de tibo nxp. Entonces

(B €)= agg) e (logy) * (egg)) = (agy) by ¢ cq) = (1N 3y, by + )

H

n n = n ko] =
(zkmlaikbkj * Zk=laikckj) (Ekslaikbkj) * (zknlaikckj}

i

A.B + A.C

i

(350 (b55) + (ag4).(egy)

La otra se demuestra de igual forma.

PRODUCTO DE UN ESCALAR POR UNA MATRIZ.

Una matriz cuadrada (aij) se dice escalar si 34 = 0 para i # j y a;;= a,,7
es decir, si es de la forma

(XP {zn aikbkh}chj) -

)

A.(B.C)

(313) »

.) son tres matrices tales que las operaciones en cuestidn es-
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Multiplicando una matriz escalar de orden m por otra cualquiera mxn se tiene:

'l , ~

. r ’ 3
k g . . .90 a3y By ¢ 0o - Byl k ary k g o - . k 2y,
0 kK . .. .0 Ayy Bgg » - o 4 By k 2,y k Bop o 0 e k PN
a a a N » . " - » o - IS 2 ° ° . . = - o - - & . v, . ° » ‘ N .
. 0 0 L . . .k L Apy 3o 0+ v e B ) k a y ka , ... .k an

Por analogia con este resultado, se define el producto de un escalar k por una ma -
triz cualquiera A = (aij) como sigue:

k.(a

ij) = (kaij)

E1 lector puede verificar sin dificultad.que la multiplicacién de escalares por ma-
trices tiene las siguientes

t. k(A + B) = kA + kB

2. (k+k')A = kA + k'A
3. k(k'A) = (kk')A
4. A=A --;
5. (kAYB = A(kB) = k(AB)

cualesquiera sean k,k' ¢ K , A y B matrices.

NOTACION. Antes de seguir adelante, digamos que hay una forma comoda de notar un -
sistema de m ecuaciones lineales con n incdgnitas, usando la multiplicacién de matri
ces, '

4

Sea A la matriz mxn formada por los coeficientes de las m ecuaciones e Y la matriz
mx1 cuyos elementos son los t&rminos independientes:

r Ty b

11 819 v ay,. b1
a a . a b
l L] - o
A = 2 22 .‘ in , Y = _2
L 8p1 Bpg + v e &) | bm J
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1,1amando

vemos que el sistema dado se puede representar por la ecuacidn matricial:

AX = Y (1)

En efecto, el sistema dado equivale a la igualdad de las dos siguientes matrices:

ap XptagoXgt oo X by
Bp1Xy+agXot o . . tA, X ) b,
L agXytagXst oo . ta X, { bm

y la matriz del primer miembro es el producto AX. Luego se tiene (1)

ANILLO DE MATRICES CUADRADAS DL ORDEN n.

Consideremos el conjunto MH(K) de todas las matrices cuadradas de orden n. Se ve
que este conjunto es cerrade con respecto a la suma y a la multiplicacidén de matri-

ces y se tienen asi dos operaciones binarias definidas en M_(X).

De acuerdo con lo visto, estas operaciones tienen en MR(K) las siguientes propieda-

des: La suma es asociativa , conmutativa , tiene elemento neutro (la matriz nula)

y toda matriz tiene simétrico. La multiplicacidn es asociativa, distributiva a de-

recha e izguierda con respecto a la suma y ademds tiene neutro pues la matriz

1 0 0 . 0

0 1 o . . . 0

I = 0 0 1 .« . 0
| 0 0. .. .1

es tal que A.I = T1.A = A

L=

A e Mn(K).

7

Estas propiedades se resumen diciendo que M (K) es un anillo con unidad con respecto

a la suma y a la multiplicacién de matrices, no conmutativo, pues la multiplicacidn
no es conmutativa si n > 2,

Para ver esto {ltimo, sean por ejemplo
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1 0. ... 0) (0 0. ... 0)
6 0. .. .0 1 ¢ ... .0
A= . B =
Lo 0. ... 0 L0 0 N
Entonces
(0 0. ... 0) (0 0. .. .0
6o 0. .. .0 1 6 ... .0
A.B = = 0 , B.A = = B
¢ 0. o o 0 I A |
y A.B # B.A
Observemos que este ejemplo muestra ademids que el producto de dos matrices puede sgr'

0 sin que ninguno de los factores sea 0, lo que se expresa diciendo gue en Mn(K) hay i
divisores de cero.

En una matriz cuadrada se llama diagonal principal a la que va del extremo superior
izquierdo al extremo inferior derecho, es decir, a la formada por los elementos

311,322,....,ann

Matrices inversibles en Mn(K) . -

Definicién., Una matriz A e MH(K) se dice inversible (también regular o no singular)
si existe una matriz B ¢ Mn{K) tal que A.B = B.A =1,

Sabemos que si existe una matriz B en esas condiciones, es Gnica {(ver pag. 36). B

se dice la matriz inversa de A y se nota A .

Es importante saber, para las aplicaciones, cudles son las matrices inversibles y cé

mo calcular la matriz inversa. A continuacidén vamos a indicar un procedimiento que
se basa en la aplicacién de operaciones elementales y en la nocidn de matrices equi-
valentes por filas, y en el préximo pardgrafo, una vez que hayamos definido determi
nante de una matriz, daremos otra caracterizacién de las matrices inversibles y otra
manera de calcular la matriz inversa. '

En general, vale la siguiente propiedad para las operaciones elementales:

TEOREMA 6.4. Si A es una matriz mxn, B una nxp y e una operacidn elemental que ac -
tia sobre matrices con m filas entonces

e(A.B) = e(A).B

Demostracién: Es suficiente demostrar que e(A) = e(I)A, cualquiera sea la matriz A
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on m filas, siendo 1 la matriz unidad mxm. En efecto, demostrada esa propiedad se

itiene:

e(AB) = e(I)AB

(e{I)A)B = e(A)B

H

Probemos pues que e{A) e(I)A.

‘Sea A = (aij) una matriz mxn. Si e es una operacldn elemental que intercambia 1la
fila h-&sima con la fila g-ésima entonces se tiene

& L
r 1 "
1
00. .0 1 0 | b
e(I) = . = (ey5)
00 ...1 0...0|q
1
1 4

Multiplicando

S(DA = (o) (o) = (7
1

se ve que e{I)A tiene todas las filas distintas de 1a h-&sima y la gq- 651ma iguales a
las de A y que en la fila h aparecen los elementos de la fila q de A y viceversa.

eikakj)

Luego e(I)A es precisamente la matriz que se obtiene de A aplicidndole ila operac1on e:
e(A) = e(I)A. '

Supongamos ahora que e es una operacién elemental que multiplica la fild h por un es
calar k # 0. Entonces '

e(l} =
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y se ve que e(I)A es,una matriz que tiene todas las filas iguales a las de A, excep-
to la h-ésima que aparece multiplicada por k. Luego e(A) = e(I)A. :

cada por un escalar k, entonces la matriz e(I) tiene todas las filas iguales a las -
de I, eXcepto la fila h que es:

U 9
0. .. . 1. .w ko . . 0
- J B
{(suponiendo h < q ; si q < h entonces serd: 0 . . L T

y el raZonamiento es el mismo}.

Multiplicando, la matriz e(I)A tiene todas las filas distintas de la h-&sima iguales
a las de A y la fila h-&sima formada por los elementos Chi > Cpp 2reera Cyg tales
gue

Chi = 2hj + .k a4 R para j=1,Z2,...,n

Entonces, también en este caso, se verifica que e{A) = e(I)A.

El teorema queda .asi demostrado.

-COROLARIO. Si e; , . . ., et‘son operaciones elementales entonces

. .el(AB)

{et. . .el{A))B = e,

Se demuestra sin dificultad por induccidn sobre t.

¥
El siguiente teorema proporciona varias caracterizaciones de las matrices inversi-
bles.

TEOREMA 6.5. Si A es una matriz cuadrada de orden n, las siguientes propiedades son
equivalentes: ' '

a} A es inverSible,

b) A tiene inverso a izquierda.

¢) A tiene inverso a derecha.

d) E1 sistema homogéneo AX = 0 tiene una finica solucién (la trivial).

e) Todo sistema AX = Y tiene una {nica solucién, cualquiera que sea la matriz nxl
Y .

£} 81 € es una matriz reducida candnica equivalente por filas a A, entonces C = I,

g) A es eaquivalente por filas a I.

Demostracidén: Seguiremos el siguiente esquema:
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_—=-=>b

. Trivial.

a

p = d . Sea A' una matriz que es inversa a izquierda de A y cgnsideremos el siste

- pa homogéneo AX = 0,
- gabemos que tiene por lo menos una solucién: la trivial. Es la finica pues

AX = 0 === A'AX = A'Q ==> X = 0

e £ . Supongamos que el sistema AX = 0 no tiene mds soluciones que la trivial b4
" gea C una matriz reducida candnica equivalente por filas a A. Entonces los sistemas
AX = 0 y CX = 0 son equivalentes. Luego el sistema CX = 0 tiene una finica solu-
" cién, lo que implica que C debe ser la matriz unidad nxn , dada la forma especial de
c.

¢ = g , Trivial, teniendo en cuenta que existe una matriz reducida candnica equi-

. valente a A. (Teorema 6.3 ).

g => a . Supongamos que A es equivalente por filas a la matriz unidad 1. Luego
 existen operaciones elementales €] 5 €5 5 o« + . 5 & tales que
e, » - - ezel(A) = I {1
Vamos a probar que la matriz A' = c¢ . . .ezel(I) es inversa de A, o sea, que

1 -1 -1 - P
€y v o . © (I} , representando eil a la operacidn in-

De {1) se tiene A=ce .

i
versa de e; , para i=1,2,...,t,

Aplicando el corolario del teorema 6.4 se tiene:

-1 -1 -1 -1 -1 -1 :
A= (eplest L el (D) (e - vepe (1)) 7 epey e Tie e e, (IN] =
-1 -1 -1 _
= ey e, . . -8 (et. . '?261(1}} =
ATA = (et. . ezel(I)]A = €. .ezel(IA) = €., - .ezel(A) = 1
¢ == a , Supongamos que A tiene inversa a derecha B. Entonces, de AB = I resulta

que B tiene inversa a izquierda, lo gque implica por lo recién demostrado que B es in

1

versible y B'° = A . Luego AB = BA = 1 y A és inversible.

a ==> e . Sea A una matriz inversible. Entonces, dado un sistema AX =Y , una solu
s : -1
cién del mismo es A "Y pues

3

AY) = (aaThY = v

Ademis ésta es la Gnica solucién pues si X es una solucidn del sistema se tiene!

AN = ¥ == A lax = A"ly = x = A7ty s



& ===y C . OSupongamos que la matriz A es tal que el sistema AX = Y tiene una Gnic
solucién, cualquiera que sea la_matriz nx! Y. Sean Yy 5 Yg9,000., Y, las matricé
nx1 formudas respectivamente por la primera, la segunda, .... , la n-ésima columﬁa
de la matriz unigad, y sea X; la solucidn del sistema AX

Y; , para i=1,2

BPreaay

Considerando la matriz nxn A' cuyas columnas son X1 X9,0..., X, se ve que:

AAT =}

Luego A tiene inverso a derecha.,

El teorema queda asi demostrado,
COROLARIO. Si A es una matriz inversible y €1,895-+..,€4 €5 Una sucesidn de.cﬁ
raciones elementales que permite pasar de A a la matriz unidad I, entonces la matrig

inversa A" se obtiene aplicando la misma sucesién de operaciones elementales a 1z °
matriz I.

Resulta de la demostracidn de g = a .

EJEMPLOS.

1. Decir si la matriz A es inversible vy en tal caso hallar su inversa.

3 -2 0
A = 1 -1 1
4 0 5

De acuerdo con el teorema 6.5. hay que buscar una matriz reducida canénica equi
valente por filas a A y ver si coincide con la matriz unidad.

30 -2 0 1 -1 1 1 -1 1)
1 2 3
A= |1 -1 1 e 30 -2 0 —_— 0 1 -3 L
| 4 0 5 L 4 0 5 | L 0 4 1
[ 1 0 -2 1 0 -2 ) (1 0 -2 )
4 5 6
- 0 1 -3 R 0 1 -3 S 0 1 -3 s
| 0 4 1) L0 0 13 {6 0 1)
[ 1 0 0 )
. 0 1 01 =1
0 0 1

. . : N -1 . .
Luego la matriz dada es inversible, La matriz inversa A"  se obtiene aplicando
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a I las mismas operaciones elementales que nos permitieron pasar de A a I, en el mis

| mo orden: 1) Intercambiar 1a 12 y la 22 filas; 2): Restar de 1a 22 Fi1a 1a 12 multi
plicada por 3, y de la 3% 1a 1% multiplicada por 4; 3) Sumar a 1a 1% £i1a 12 2% ;

4) Restar a la 3% fila 1a 2% multiplicada por 4; 5) Multiplicar 1a 32 fila por o

6) Sumar a la 1% fila 1a 3% multiplicada por 2, y a la 2% fila 1a 32 multiplicada

por 3.
0 o) o 1 0 (0 1 o
_ 1 2 3
I = 0 1 0 — 1 0 4] —— 1T -3 0 ey
o 0 1) 6 0 1 0 -4 1
(1 -2 o) To-2 0 T -2 0
— 1 3 0] =& |1 o3 0| 2 1o-3 o |8
4 8 1
t0'4 ‘EJ '4 8 1) """1—3‘ '1"3'- Tg
5 10 2
I3 13 13
1 15 3 1 -1
13 T3 13t A
48 1
I3 13 1%
E1l lector puede verificar este resultado multiplicando: oo

2., 1dem para la matriz

Procediendo como antes:

-2 1
A=

p—y
1
R
e —
o
1
N -
1
— Ni,..‘
| S
o,
P —
3
L= S
[

La Gltima matriz es reducida canénica y no coincide con la matriz unidad. Por
lo tanto A no es inversible.

Luego A es inversible.
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5 2
0 1 -2 1 -2 1 -2 R |
I = N 2, 3, L S B
0 1 (O -3 7 R L
29 29 29 29
OBSERVACION.

@

En lugar de trabajar con operaciones elementales se suele introducir la nocién de
matriz elemental para describir el efecto de aplicar una operacidn elemental por me-
dio de un producto de matrices. Por el teorema 6.4 sabemos que

e(A) = e(I).A

Luego la matriz e(A) es el resultado de multiplicar la matriz e(I) por la matriz A,

Se da un nombre especial a las matrices de la forma e(l}:

Definicién., Se llaman matrices elementales a las matrices de Mn(K)‘que se pueden oh

tener de la matriz unidad In aplicando una operacién elemental.

Por ejemplo, en MZ(K) las matrices elementales son las de la forma:

0 1 1 k 1 0 k 0 1 0
; ; ; , k#0 ; , k#0
1 0 0 1 k 1

o0 1 0 k
De esta manera todo lo visto para matrices inversibles se traduce en términos de ma-'

trices y producto de matrices. Por ejemplo, se tiene que: "Una matriz nxn A es in
versible si y s6lo si A es un producto de matrices elementales, es decir, si vy sdlo si
existen matrices elementales El ,52,,...,Et tales gue A = Et""EZEI° Y en tal caso ‘

. -1 -1 -1 =1,
la matriz inversa es A ~ = El Lo e ht . .
EJERCICIOS.

1. Dadas las matrices

16 2 5 % 0 -3 -1 0 7 -%
A= |3 4 % -1 ., B=1l2 1 1 ol , c=1]2 -3 0 1 ;
-5 2 0 3 6 0 -3 1 0 0 -1 1
2 - 2
3 -2
p=13% O g , EF=(7 -1 0 4 , g=]3
1 - 5 -1 -1
0 2 1
’ T O ~
H =
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a) Hallar A+B , 4A-2B+C , 2(A+C)-B , CD , DE , FD , D-DE , E3-3E , ¥ , EH
, , EH .

b) Verificar que: BH # HE ; FG # GF ; (BD)E = B(DE) ; (A+B)G = AG+BG3;i'jE§t§
definido AD-DA?. .

¢c) &Para qué pares de matrices de las anteriores estd definido el producto?. Imn

dicar en cada caso el tipo de la matriz producto.

Dadas las matrices de MZ(C):

1+1 -2i
A - s B

0 i

1 -3i
-1 0
Hallar AB , BA , A2 , B2 , (A+B)2 , AZ + B2 |

iEs (A+B)2 = AZ + 2aB + BZ 7 ;Y A? - B2 = (A+B)(A-B)? . iCOmo explica este he-

cho?.

a) Hallar en cada caso matrices de MZ(R) que verifiquen las propiedades indica-

das:
i) AB = 0 , AFO0 y B#O
ii) AB =0 y BA# 0
i1i) A2 =0 , A#0
iv} A=A, AFO,AFI (1= {
v) AB =1 , A#I
vi) AB=AC , B#C

b) Decir si las siguientes proposiciones son verdaderas, cualquiera sean las ma

trices A , B , C: Cf !./
9 - . e o . L e, [ [ ,
/ﬁ.a_}éw&“ f}t i LR el /f[ Ly

AB # 0 ==> A =10343B =20
AB = AC === B * [
BA = CA == B =

Una matriz cuadrada A = (aij) se dice:

a) Triangular superior si aij = 0 para 1 > j
b) Diagonal si aj; = 0 para i # j
c¢) Escalar si es diagonal y A1p T 8y,% v.v. moa

Demostrar que el conjunto de las matrices triangulares superiores de orden n es
cerrado con respecto a la suma y 4 la multiplicacién de matrices, y a la multi-
plicacidn de matrices por escalares. Idem para las matrices diagonales y para
las escalares.

Demostrar#que en MH(K) las matrices escalares conmutan con cualquier otra.
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Dada una matriz mxn, A = (aij) se¢ llama traspuesta de A y se nota A” a la matyi;
NXMm (bij) tal que bij = a,; para todo par de indices 1,j , 1 ¢ i <mn , 1 <j <,
Es decir, la traspuesta de A es la matriz que se obtiene intercambiando filas

con columnas. Por ejemplo,

. 2 -1
. 2 0 4
siA=10 3 , es A" =
-1 3 -8
4 -8
a) Dadas -2 0
2 0 3 5 1
A = ) B =
1 -1 2 0 5
-1
Hallar AT | BT | (ap)T , BT.AT , AF.pt

b) Demostrar que las siguientes propiedades valen en general:

T
1 Y = a
2)  (a+B)T = AT + BT
3) (AB)T = BT (AT
T T
4y (xA})' = k.A" , k escalar

Aplicando operaciones elementales, averiguar si cada una de las siguientes matri
ces es inversible, y en tal caso hallar la matriz inversa:

2 5 1 1 -1 2

2 -3
, & -1 2 , 3 2 4

1 4
1 0 1 0 1 -2

a} Probar que si A y B son dos matrices nxn inversibles entonces AB también es

inversible y (aB)"! = B a7t

b} Generalizarel resultado anterior y demostrar que si A1 . A2 se vy As son ma-

trices inversibles entonces el producto Ay A, oo A es inversible y

=1 _ ,-1 -1 ,-1
(AIAZ""'AS) = AS SN AZ Al .




“6.3. DETERMINANTES

Vamos a ver ahora que a cada matriz cuadrada de orden n sobre X se le puede asociar

un elemento de K, llamado el determinante de la matriz, o s€a, que existe una apli-

cacidn MH(K) — K, que verifica clertas propiedades particulares,
El concepto de determinante es muy Gtil y de gran aplicacidn en dlgebra lineal

Sea A una matriz cuadrada de orden n.

i1 12 In
a,, a |
A = 21 22 20
(8, 8,9 coeea

Consideremos todos los productos posibles de n elementos de la matriz, de modo que
los n factores que figuran en cada producto pertenezcan a filas y a columnas diferen
tes, es decir, que aparezca un elemento de cada fila y uno de cada columna. A cada
producto de este tipo se le adjunta el signo + 6 - segilin que las permutaciones forma
das por los indices que indican las filas y los que ‘indican las columnas a las que
pertenecen los n factores,sean de la misma o de distinta clase. El signo de cada
producto no depende del orden de los factores puesto que al intercambiar dos facto-
res entre si, se trasponen dos indices en la permutacién que forman los primeros in-
dices y otros dos en la Que forman los segundos Indices, de modo que las permutacio-
nes siguen siendo de la misma o de distinta clase. Entonces, suponiendo a los n fac
tores ordenados de modo que los primeros Indices formen la permutacidn 1 2 ...... n
un producto del tipo indicado es de la forma:

v
A{-1) ala1a2a2...... 2. (1)
a ‘

donde v es el nGmero de inversiones que presenta la permutacidn Gy weee O

Por ejemplo, en una matriz de 4° orden el producto
jemp p

224%33%41%12 T 2128947339
4 4 37 £
tiene signo + pues la permutacidén 2 4 3 1 que forman los segundos Indices presenta
cuatro inversiones.

4
(-1)7 aj,ay,85,2,,

En una matriz de orden n, se pueden formar n! productos del tipo indicado, la mitad

de los cuales tienen signo + y la otra mitad signo =~ .

Definicién. Dada una matriz cuadrada A = (aij) de orden n, se llama determinante de
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A a la suma de los n! productos de la forma (1).

Los términos de esta suma se llaman Jos términos del determinante, los
de la matriz se dicen los elementos del determinante y det (A) se dice un determ

te de orden n,

det (A) =7 (-1)V By Bpg +veed_
1 2 n

elementos a, .

Se escribe

ig:
lnan

&11 alz P Elln

a a PR |
det (A) =|a] = | 21 P22 2n

anl anz..... ann

De la definicidn resulta que los determinantes de segundo y tercer orden tienen 1la
siguiente expresién:

41

4

Es decir,

412

T 811857 81984,

499

el determinante de una matriz de segundo orden es igual al producto de los

elementos de la diagonal principal menocs

el producto de los otros dos.

11 212 313
421 %22 823 | T 811355853 * 8p,8,,a,, ¢+ 813921839 7 31385,84; - ay5a,.a,,
A31 337 234 812%21%33

£l determinante de una matriz de tercer orden se obtiene aplicando la siguiente
zla llamada regla de Sarrus:

Te-
Uno de los términos positivos es el producto de los e-

lementos de la diagonal principal, y cada uno de los otros dos se obtiene multipli-

cando los elementos situados sobre las paralelas a esa diagonal,
tuado

por el elemento si-

en el dngulo opuesto.de la matriz. Los términos negativos se obtienen de la

risma forma, con respecto a la otra diagonal,

«0s diagramas siguientes visualizan la regla anterior:

P

\//// .
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EJEMPLOS.,
1. -1 2 ,
= (-1)7 - (-5)2 = 3
-5 7
2 3 -2 5
1 -4 0| = 3(-4)3 + 1(-135 4 (-2)0(-7) - (-7)(-4)5 - (-1)0.3- 1(-2)3 =
-7 - 3 ' = -36 - 5 - 140 + 6 = -175
3 2 0 1
-1 6 S0 = 2.6.8 + (-1).5.1 + 0.3.4 - 4,6.1 - 5.3.2 - (-1).0.8 =
4 5 8 E = 06 « 5 - 24 - 30 = 37

La expresidn de un determinante de cuarto orden es mis larga y no hay ya una regla
sencilla para obtener sus 4! = 24 términos. KHs imposible aplicar la definicidén para
calcular determinantes de &rdenes superiores. Reflexione el lector que, por ejemplo,
un determinante de quinto orden tiene 120 términos, o que uno de décimo orden tiene
3.628.800 términos, que son productos de diez factores cada uno.

La computacién efectiva de determinantes es necesaria y tiene gran importancia desde
el punto de vista prictico. ' -

En algunos casos de matrices con formas éspeciales ¢s sencillo calcular el determinan
te aplicando la definicidén. Por ejemplo, si se trata de una matriz triangular {ver
ejercicio 4 de la pdgina 239 )

¢

811 %12 255 2n
U dsp 293 * %o
A= )] 0; 333 . . a3n

00 0. . . . a__ |

como seglin la ‘definicién de determinante, en cada té&rmino del mismo figura un elemen
to de cada fila y uno de cada columna, todos los términos se anulan excepto el forma
do por el producto de los elementos de la diagonal principal. Luego

det(A) = d)18gpe vl

Existen varios métodos para calcular determinantes en general.

En primer lugar vamos a ver las propiedades mis importantes de los determinantes y
luego indicaremos algunos métodos para calcularlos.

TEOREMA 6.6, E1 determinante de una matriz coincide con el de su traspuesta. 243“




det (A) = det (AT)
Demostracidén: Dada una matriz nxn , A = (aij)’ su traspuesta es At = (bij) donde

bij = a;; , para 1<i<n,1<j<n. Todo término de det(A) es de la forma
(-1)%a, a, ... .a
loz1 2c:2 na,

P -1V ca o= (-1

ero (1) a; @, .....oa (-1)° b
1 72 n

y este (ltimo es claramente un término de det (AT) pues figuran n factores, uno de

b sesaa D
all u22 ann

cada fila y uno de cada columna, y también el signo es el que corresponde, segln la
definicién dada. Luego, todo término de det (A) es un térnino de det (AT). Andloga
mente se ve que todo término de det(AT) es un término de det {(A). En consecuencia -
det (A) = det (AD).

De este teorema se deducé que: A toda propiedad de un determinante relativa a las

columnas le corresponde una andloga para las filas, y viceversa, puesto que las co-

lumnas (filas) de una matriz son las filas (columnas) de la matriz traspuesta; de mo
do que se puede sustituir la palabra '"columna" por la palabra "fila", y reciprocamen
te, en cualquier propiedad.

Las propiedades de los determinantes que veremos a continuacibén las enunciaremos y

demostraremos para las columnas, pero el lector debe tener presente que para las fi-

las valen propiedades andlogas.

Se puede considerar que el determinante de una matriz A

ayy 819 v ¢ e e s By
Dot (A) = 8y gy ¢ v v v Egp
anl an2 oot a'ﬂ'ﬂ
es funcién de las columnas de A. Llamando
¢y = (all’aZL"""ani) \ ¢, = (alz,azz,....,anz) s oo e e e s €= (a8, e g
escribiremos:
det(A) = det(cl,cz,....,cn)
PROPIEDADES DE LOS DETERMINANTES.
1°) det(cl,cz,...,ci,...,cj,...,cn) = -det(cl,cz,...,cj,...,ci,.,.,cn) s

para 1 < i <j <n.

0 sea

_ Intercambiando dos cblumhés cualesquiera el determinante cambia de_signo,
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" Demostracién:

| Apecees A, Bygeee- ain

D = D(Cy,uevasCipuneesCipnnnn,C) = Faltre Bpgeen Bpyeece Ay,
Beeees Bseann g a

Bypeeees Bpgeees 2 e a)

D' = Dcg,... 2CiannnesCyy veesC ) m aZT. T fay :. 217t fon
P ERRRE nj’ "’ Apite %hn

Todo término del primer determinante es de la forma (-1)" a1y 39y v+ &, , donde v

1 2 n
es el nmero de inversiones que presenta la permutacién @ye,y... 0, en la que figu-

ran los indices i,j en un cierto lugar. Se ve que en valor absoluto también es un
término del segundo determinante pues figuran n factores, uno de cada fila vy uno de
cada columna. Pero pensado como un término de D', el nimero total de inversiones de
la permutacidn @) @y... G €5 Mayor o menor que v en una unidad, puesto que los indi-
ces 1i,j aparecen traspuestos en D', y el signo que le corresponde es entonces el o-

puesto al que tiene como término de D. Luego, todo término de D con el signo cambia
do es un término de D', reciprocamente, Entonces
P

29 det{cl,.\.,cj_l,kcj+k'c5 . Cj+l""" cn) =k det(cl,...,cj_l,cj,cj+1,...,cn) +
+ k! det(ci,...,cj_l,cé,cj+1,....,cn)

con k,k' ¢ K, cualquiera que sea j=1,2,...,n .
fs decir,

Si los elementos de la j-&sima columna de una matriz A son combinaciones linea-

les k 255 + k’aij , para i=1,2,...,n, entonces

det(A) =k def(Al) + k'det(A,)

donde Al y.Az son matrices que tienen todos sus elementos iguales a los de A,

excepto los de la j-&sima columna que son a a 2,;_°n Ay Y

132

23- 3 L] . . . i}
1 ¥ 1
:lj . azj s v v e e anj en A2 .

Demostracidn: Sea
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11 "1z ° 7
a,, a . .
A = 21 %22
U351 %p2 0
s
Queremos probar que:
i i
1
R S B R Y Ay 82 0 0t By e By
a a . .« . 4,. . . . a a a e o.al, . . . a
det(A) = k 21 722 23 2n | K 2t 22 23 Zn
1
Ay 8.y v anj coeoea IR PR anj coeoea
Cada término de det(A) puede escribirse en la forma
Y
- + 1 H
-1 aallaazz' . e (kaa.j k aa.j) RN S
3 J

ordenando los factores de modo que los indices gue indican las columnas formen la
permutacién 1 2 . . . n , y donde v es el nimero de inversiones de la permutacién

Uy Gy o e . O correspondiente a los primeros indices.

Aplicando las propiedades distributiva, conmutativa y asociativa de la suma y la mul
tiplicacidn en X, se tiene:

det(A) = I(-1)7a, ,a_ R N M I
1 2’ 3j 3 n
=3(-1)"(a_ .a v ka . ... 3 +a .a ce.s k'a' L ... 2 ) =
ull a22 aj3 o_n a}l u22 ujj @ n
=k ] (-1)Va, .a veee @ . ... a + k' 7 (-1)%a ,a _....a2' ... a2
a,l u22 aj3 o n ali a22 ajJ @

Cada sumatoria de esta filtima expresidén es el determinante de una matriz que tiene
todas las columnas iguales a las de A excepto la j-é&sima formada por los elementos
alj,azj,, e v e anj en el primer caso, y aj. ,aéj s e . .,a;j en el segundo, lo

13
que termina la. demostracidn.

3°) det(el,ez, -
donde e, = (0,0,. . . . . . . . ,0) parai = 1,2Z,....,n

Es decir

El determinante de la matriz unidad es 1,

Demostracién: Como en la matriz unidad I = (aij) es a;, = 0si i#jy a,; = 1 para

i=1,2,....,n , de la definicién de determinante resulta que el (nico término no nu
246



lo es el de la forma

ay189p0 + -+ + B B ;

Luego det{I} = 1 .

OBSERVACION. Se demuestra que las propiedades 1° , 2° y 3° caracterizan la nocidn %
de determinante de una matriz, es decir, que si una aplicacidn f: Mn(K) —s K verifi '

ca esas propiedades entonces necesariamente es £(A) = det(A), V¥V A ¢ MH(K). Luego ,

existe una y s6lo una aplicacién M_(X) — K con las propiedades 1° , 2° y 3°: 1la
de determinante que hemos definido.

De las propiedades anteriores se deducen las siguientes:

4°) Si en un determinante hay dos columnas iguales el determinante es cero.

Fn efecto, intercambiando en D las dos columnas iguales, por un lado D no varia, y
por otro cambia de signo por la propiedad 1°. Luego

D=-D== 2D=0=>0D=0

5°) Si todos los elementos de una columna de un determinante se multiplican por umn

escalar k ¢ K, el determinante queda multiplicado por k. En simbolos

det(cy,.eco,key,ennn,c ) = K det(CyyeeeesCysnnnerc ) , ke K
Resulta facilmente de la propiedad 2°, haciendo k'=0.

6°) Si una columna de un determinante es combinacidn lineal de otras entonces el de

terminante es cero.

Sea el determinante det{c,,C,,...,C supongamos que 1a columna ¢, es combinacidn
1:C2s sCyq pong q i
iineal de las columnas Cj s C. 3 « « + 3.C. 3

i J2 Tg
= + c . e
¥ klcjl kzcﬁz LSO kscjs R kl N ,....,ks e K
Entonces, aplicando la propiedad 2° s-1 veces se tiene:
i i
dgt(cl,,...,cj,....,cn) = k, dEt(Cl’°""le"""’cn) + k, det{cl,...,,cj2,-o-o,cn) *
d
....... + ks det(cl,....,cj ,.....,cn}

E]

En cada uno de los determinantes del segundo miembro hay dos columnas iguales: la que

ocupa el lugar j es igual a la que ocupa el lugar j, , 1 = 1,2,...,s. Entonces, por

la propiedad 4°, resultan todos iguales a cero, lo que termina la demostracidn.
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7°)} Sumindole a una columna de un determinante una combinacidén lineal de otras, el

valor del determinante no varia.

Sea &1 determinante det(cl,.,.,,cn) y supongamos que.a la columna c; se le suma una
combinacidén lineal de otras columnas:

1]

. o~ kyco o+ koo, + . . . .+ k_c, ,  Kio,k,,o.o..,k, e K
3'4;;{‘5;(”5; i iy 2 iy s 3, 1272 s
Entonces Jiﬂ%jluns,ﬂ,<_.§
8
det(cy,.., cy* Zi=1kicji"'°°’cn) = det{cl,....,cj,,...,cn) +

ﬁ&:; H:é det(cl!""? Z:=1kicj ,o-.,.,Cn)-Z".: C/&f (C(! T / C‘I) / / ??)
' i

W

y el filtimo determinante del segundo miembro es cero por la propiedad 6°, de donde
resulta lo que queriamos demostrar.

CALCULO DE DETERMINANTES.

De las propiedades 1°, 5° y 7° recién vistas resulta que, dada una matriz A, pasando

de A a otra matriz por una operacidn elemental, el determinante cambia de signo si

la operacidn aplicada es del tipo I, queda multiplicado por un escalar no nulo si la

operacién es del tipo II, y no varia si se aplica una operacidén del tipo III. Enton
ces, como es muy ficil calcular el determinante de una matriz triangular, para calcu-
lar el determinante de una matriz A se puede pasar mediante operaciones elementales

a una matriz triangular,cuyo determinante diferird del de la dada a lo sumo en un es

calar. Este es un método general y préctico para calcular determinantes.

Vamos a indicar otro método, que reduce el c@lculo de un determinante de orden n al

cdlculo de determinantes de orden n-1, y luego daremos algunos ejemplos.

Desarrollo por los elementos de una linea,

Si en una matriz cuadrada de orden n se suprimen la fila i-ésima y la columna j-é&si-
ma se obtiene una submatriz de orden n-1 cuyo determinante Mij se llama el menor com
plementario del elemento aij comfin a la fila y a la columna suprimidas,

Se llama complemento algebraico o cofactor del elemento a54 @

_qy it
(-1} Mij

Se trata de demostrar que el valor del determinante de una matriz cuadrada es igual
a la suma de los elementos de una linea (fila o columna) multiplicados por sus res-
pectivos complementos algebraicos.
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Si en el desarrollo de un determlnante I} sacamos factor comin a,. en todos los térmi

+
.

nos en que aparece, a, quedard multiplicando a una cierta suma A
ij

D= aij Aij + . . .

Veamos a qué es igual Aij .

Consideremos primero el elemento a;; en un determinante cualquiera. Todo términe en

que €1 figura es de la forma (—1)valla2a2. Soe e Boo donde v es el nimero de in-
versiones de la permutacidén Ta,.....e . Separando el factor a;; queda
: kY - . -
(-1} B89y ¢ + + + 8., , que es un término del determinante
2 n
Bgg o 0. e . Ay,
My, = Bgg + o 0w By
Bag + 0o e e A

En efecto, en dicho producte figuran n-1 factores, uno de cada fila y uno de cada co
lumna de M;;, y el signo (~1)“ es el que corresponde porque el nimero de inversiones
de la permutacidn @y + « . . o es igual al de la permutacidn 1la
que 1 no forma inversidén con ningln indice.

g + ¢+ s O, ya

Reciprocamente, todo término de My, multiplicado por a;; es un término del determinan

te dado. Luego, sacando 2, factor éomﬁn, lo que multiplica a es Mll .

11

Consideremos ahora el elemento aij en un determinante D. Para reducir este caso al

anterior llevamos a a4 mediante i-1 intercambios de filas y j-1 intercambios de co-

lumnas al lugar de I

ij 241 Fig 0 ¢ 0 ¢ 240
815 211 B2 ¢ - ¢ - By
D' = | @5 37 By + + o« . B,y
355 2a1 %z v ¢ v o+ 20

Los menores complementarios de a.. en D y en D' coinciden. Se tiene que:

o
I

(_1)(i"1)+(j"1)Dt - (_1)1+3Dl a ( 1+J[a13 IJ *o. e e s s ]:

I

-1yi+3
aij[( 1) A Mij] o
Luego A, .= (-1)i+jMij. Queda probado asi que Aij es el complemento algebraico de ;-
3

249



FEOREMA]6]7. El determinante de una matriz es igual a la suma de los elementos de y

na linea cualquiera multiplicados por sus respectivos complementos algebraicos.

Demostracifn: Sea A una matriz de orden n y elijamos una linea cualquiera, por ejen
plo, la fila i. Los n! términos del determinante det{A} se pueden agrupar de la si-
guiente manera: todos aquéllos en gue figura a;,, cuya suma es a; A s todos en los

que figura a;9, Cuya suma es a  A;n5 . o « - ; todos en los que dparece a, , que
sumados dan a; A, . Asi quedan clasificados todos los términos del determinante,
porque en cualquier término figura un y sdlo un factor de la fila i. Luego
~
det(A) = agqfyy * 350R0 v+ o o o a; A

La expresidén anterior se llama el desarrollo del determinante por los elementos de u
na linea.

COROLARIO. Dada una matriz A, la suma de los elementos de una linea multiplicados

por los complementos algebraicos correspondientes a los elementos de otra linea para

lela es cero. '
ailAjl + aizAj2 L ainAjn = 0 .Sl i# 3

En efecto, el primer miembro es el desarrollo del determinante de la matriz que se i

obtiene reemplazando en A la fila j por la fila i. Luego tiene dos filas iguales y |

por lo tanto es cero.

El teorema anterior reduce el cdlculo de un determinante de orden n al cdlculo de va
rios determinantes de orden n-1., Es claro que si en la linea elegida hay elementos
nulos entonces se abrevian. los célculos. Conviene entonces elegir una linea con el
mayor nGmero de ceros, de ser ello posible. Ademis, para calcular un determinante ,
también se puede aplicar previamente la propiedad 7°, sumando a ciertas filas o co-
lumnas combinaciones lineales convenientes de otras lineas paralelas, de modo de re
ducir a cero todos los elementos de una linea, excepto uno. Entonces el cdlculo del
determinante de orden n dado se reduce al cdlculo de un solo determinante de orden
n-1.

EJEMPLOS,

1) Desarrollar el siguiente determinante por los elementos de la segunda fila.

1 2 3
2 3 1 3 1 2
4 3.1 - (_1)2+1(_4) . (_1)2+23 + (_1)2+31 -
- -1
2 -1 5

4,13 + 3,.(-1) + (-1).(-5) = 54
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P .

3)

Nos conviene reducir todos
Restando a la segunda fila
la cuarta multiplicada por

Calcular el siguiente determinante de dos maneras,

tos de una linea, y pasando a la forma triangular,

a)

b)

i

-1 1 0 4
1325 0]
0 -2 1
-1 0 3

(-5)(-1).1.(~8).7

~1

= -280

3002
-1
T
1 0 4 -1
50513 | | .
6 -2 25
0 0 7

[#33

Calcular el siguiente determinante de quinto orden:

4
1
-2
1
3

1

2 0 -1
1-2 3
& 0 2
2 -1 1
3 4 -2

2 0 -1
-3 0 1
6 0 2
2 -1 1
£ I

3
-7
1
-2
5

4, obtenemos:

3
-3
1
-2

te

9.

f

o

Eaon- T s T

H

desarrollindolo por los elemen

5(-42)+(-2)35 = -280

13/5
47/5

los elementos de la tercera columna a cero, excepto uno.
la cuarta multiplicadg por 2 y sumando a la quinta fila

Desarrollando este determinante por los elementos de la tercera columna se tiene:

251



4 2 -1 3

123 1 -3
D= 1 |, 6 g

311 21

Es fécii ypeducir a cero todos los elementos de la primera columna, excepto el segun.

do, restandc 2 ia primera fila la segunda multiplicada por 4, sumando a2 la tercera

fila la segunda multiplicada por 2; y restando a la cuarta fila la segunda multipli.

a

cada por 37

8 14 -5 15
1-3 1 -3
D=146 0 4 -5
6 20 -1 10

Luege, desarrollando por la primera columna es:

15

-5 | = -(560 + 500 - 1200 - 79) = 210
10 i

4
—t B U

/

El desarrollc de un determinante por los elementos de una linea es un caso particular
de una regla mis general para resOlver un determinante de orden n en funcidn de deter
minantes de menor orden, que se conoce con el nombre de REGLA DE LAPLACE.

En general, dada una matriz A de orden n y elegidas k filas y k columnas, 1 < k < n-1,
los elementos comunes a esas filas y columnas forman una submatriz de orden k, cuyo
determinante se 1lama un menor de orden k de det{A). Suprimiendo en la matriz A esas

k filas v k columnas, se obtiene una submatriz cuadrada de orden n-k, cuyo determinan ?f

te se llama el menor complementar o del anterior. ‘ 'ff

31 un menor de orden k M estd formado por las filas il’ iz, cae s ik y las columnas

iy s 35+ »++ 4 Jy » se adjunta a su menor complementario M* el signo + & - segfin que

la suma de los indices de las filas y las columnas, € = 1,+i .. .+l +j +j,*.cc%,
sea par o impar.

(-1)% M* se llama el cofactor o complemento algebraico del menor M.

REGLA DE LAPLACE. Elegidas k filas (o k columnas) arbitrarias en un determinante de
orden n, 1 < k < n-1, el determinante es igual a la suma de los' productos de todos

los menores de orden k que se pueden formar con esas k filas por sus respectivos com-
plementos algebraicos, ‘

La regla de Laplace reduce el cdlculo de un determinante de orden n al cdlculo de de-
terminantes de 8rdenes k y n-k. Cuando se toma k = 1 se tiene el desarrollo del de-
terminante per los elementos de una linea ya visto.
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EJEMPLOS.

1) Calculemos el determinante
2

-1

D= 2

]

1

Eligiendo la primera y la t
formar son:

2 -1 2 0
¥ ]

2 -3 2 0

10 0 -2
20!l e 1|7

De ellos siete son nulos.

D = (-1ylt3FLH2

o (-1)lrIvaEs

Haciendo cidlculos

D= (-4)(-24) - 6.57 + (-7)

Aplicando la regla de Laplace

a

11

<1 0 -2 ¢
i 3 1 4
-3 0 1 0
4 0 2 -1
-2 3 1 0

ercera filas todos los menores que con ellas se pueden

2 -2 2 0 -1 0 -1 -2
H ] » ?
2 1 2 0 -3 0 -3 1
0 0 -2 0
0 o]’ 1 0
Aplicando la regla de Laplace se tiene:
301 4 s s 1T 3 4
0 2 -1 | + (-1)it3+i+s 4 0 -1 | +
3001 0 2 vl 3 o
13 4
0 0 -1
1 3 C
(-6) = ~204

se deduce que un determinante de la forma:

alk -0 . « 0
a, . ] e s s o« O
- a L] +
3g+l,k  k+l,k+l d5+1,n
© Ak an,k+1 - * 3 253



es igual al producto de dos menores:

B8 D IR 3 Bpel,k+l® © ¢ qk+l,n

21"3 SRR S an,k+1 + v+ 8yn

ya que la suma de los indices de las k primeras filas y columnas es par.

DETERMINANTE DE UN PRODUCTO DE MATRICES.

TEOREMA 6,8. El determinante de un producto de dos matrices cuadradas de orden n es
igual al producto de sus determinantes.

det(A.B) = det(A). det(B)

Demostracidn: Sean A = (aij] , B = (bij) dos matrices cuadradas de orden n. Consi-
deremos el siguiente determinante auxiliar:

all 312 . P aln 0 0 ’ o )

azl 322 - & L] L] azn 0 0 L) L] L] . 0
D= | @1 32 » ° + - ann 6 0 e eov o B

""1 0 . s - - U b}-l b12 . ° ° S bln

0 -1 N b21 b22 . b2n

0 0 .. ..1 by b, Cb

Calculando este determinante por la regla de Laplace y eligiendo las n primeéras fi-
las para aplicarla, se tiene:

D = det(A).det(B) (1

Vamos a calcular el mismo determinante por otro procedimiento, Se trata de transfor
mar el determinante dado sin alterar su valor de modo que los lugares ocupados por
ios elementos bij queden todos ocupados por ceros.

Para esto se le suma a la columna n+1 la primera columna multiplicéda por b,,, la sg
gunda multiplicada por byys o 0 oy 18 n-ésima multiplicada por b_,. A la columna
n+2 se le suma la primera columna multiplicada por blz’ la segunda multiplicada por
bygs « + « , la n-@sima multiplicada por b_,. Procediendo andlogamente con todas




o 2 . In
@ s 2n
e+ a4
. . C
nn
L Y 0
e« . 0
<. . B

Desarrollando ahora este determinante por la regla de Laplace por 10s menores de las

n {ltimas filas se tiene:

- 0 P c11 c12 e Cln
0 -1 e e e Coy c22 . e czn
D= (-1)°f
G 0 e e a1 Co1 cn2 P cnn
siendo € = (n+1)+(m+2)+ . . .+ IZn+ 1+ 2+ . . .+n= 204 n

Como el primer determinante es igual a (-1)" Yy e+n = 2n? + 2n es par, resulta:

Cll Clz e s s Cln

€21 €29+ 0 o Gy,
D - (2)

- L a 3 - - ®

< C

nl "n2 ° ° ° “an

Ahora bien, por las transformaciones efectuadas se ve que el elemento Cij es;:

= 4 . . .
€13 T 251by; BiaPys * . - LTTLoY

para todo par de indices i,j , 1 <issn , 1< <n
Luego (c..) = A.B
En consecuencia, (2) puede escribirse:

D = det(A.B) (3)
De (1} v (3) siéue entonces

det(A.B) = det(A).det(B)  c.q.d.
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MATRICES INVERSIBLES.

Estamos ahora en condiciones de dar otra caracterizacidn de las matrices inversibles

de orden n e indicar otro método para calcular la matriz inversa usande determinan-
tes o

L

Introduciremos la nocién de matriz adjunta.

Definici6n. Dada una matriz nxn A = (a;;) se llama adjunta de A a 1z matriz

t 3
Ayp Bgp Aqp v e 0 A
Ayg Agg Agp v o o Ay
adj A =
. Aln AZn A3n oo Ann ]

L 18
nd
A
=1

donde Aij = complemento algebraico del elemento a;4 en A, ¥1<iz<mn , 1

de
Notemos que en adj A el lugar i,j estd ocupado por Aji .

EJEMPLO.

La adjunta de 1la matriz

-1 .0 2 9 -4 -2
A=]3 1 5 es adj A= 1] 3 t+ 11
0 -2 -1 -6 -2 -1

Multiplicando una matriz por su adjunta, y teniendo en cuenta el teorema 6.7 , que
da el desarrollo de un determinante por los elementos de una linea, y su corolario,
resulta:

[ det(A) 0 0
0 det (A) 0
A.adj A =adj A . A=
| 0 0 det(A) ;
( det(A) 0 0 (1 0. .. . 0]
g det (A) 0 0 1. . . .0
Como = det (A}
0 0 det{A)j , O 0 o » . o ‘E J

256 )




se tiene gue:

A.adj A =

Si‘det(A) # 0 , de (1) resulta que la matriz A

En consecuencia A es inversible y su inversa

#

TEOREMA 6.9,

Demostracién:
existe una matriz A

= adj A . A = det(A).I m
...]_ .
® - adj A es tal que:
det (A)
aat = ala =
es.
Ay Agy Ap1
det (A) det(A) det(A)
A12 A22 AnZ
det (A) det(A) det (A)
Aln AZn Ann
det (A) det(A) det(A) |

: tal que

Por el teorema 6.8 es entonces

det(A).det (A

Probemos que A inversible implica det(A) # 0.

by = qet(1)

Pero det(I) = 1. Luego det(A).det(A™}) # 0 == det(A) # 0

La otra implicacifn ya la demostramos:

es inversa de A ,

EJEMPLOS.

1)

tal caso hallar

la inversa.

-1 3 0
5 -2 2
2.1 -

si det(A) # 0 , la matriz A~

Si A es una matriz de orden n, A inversible <= det(A) # 0 .

Si A es inversible,

T 1
det(A)

Decir si la siguiente matriz es inversible aplicando el teorema anterior y en

adj

A
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Calculando el determinante de A por la regla de Sarrus se encuentira que [A] = 23 .
Luego A es inversible. Su inversa es

(4 3 6 )
3

23 23 2
-1, A S
A= 7235 23 23

BT )
. 23 23 3 J
2) Idem para la matriz
-1 3
A =
7 -21
Como }Al = 0 , A no es inversible.

Como aplicacién del teorema anterior podemos concluir que un sistema de n ecuaciones
lineales con n incdgnitas AX = Y tiene una dnica solucidén si y sdlo si det(A) # 0 .
En efecto, si A es una matriz nxn , aplicando el teorema recién demostrado y el teo-
rema 6.5 se tiene:

det(A) # 0 <= A inversible <=> El sistema AX = Y tiene una dnica solucidn para to
do Y .

La Gnica solucidn de un sistema de este tipo se puede calcular de acuerdo con el si-
guiente

TEOREMA 6.10. Si AX = Y es un sistema de n ecuaciones lineales con n incdgnitas tal

que det(A) # 0, la Gnica solucidn del sistema estd dada por la formula

_ det{CyyuoesCs 13Y3Ce 1500 e,C )
x, = 1 i-1 i+l B L i=1,2,...,m
det (A)

1 2 C9 servey € SOR las columnas de A,

e

donde ¢

Demostracidn: Sea AX = Y un sistema de n ecuaciones con n incégnitas tal que
det(A) # 0. Probemos que la férmula indicada da el valor de las incOgnitas.

AX = ¥ = AlAx = A"ly — X = a7Yy
N . 1 .
Como A ° = ————— adj A es X = ———— adj A.Y
det(A) det (A)
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* A e o 0 B By STLIAL LIS IR WL
X3 : Az A2+ o A || P2 , ApgPr*hggbo*e oA by
: Cdet(A) | oo e : Cdet(A) | v
Xn J . Aln A2:1“ e Ann J bn ’ N Alnbl%q:flnb.?*.'"'gnAnnbn :

Notemos que el elemento que figura en la primera fila de la matriz nx1 que aparece

en Gltimo término es el desarrollo por los elementos de la primera columna del deter
minante de la matriz que se obtiene reemplazando en A la primera columna por b1°b2’“'
.°,bn, o sea por Y; el elemento que aparece en la segunda fila es el desarvollo por
los elementos de la segunda columna del determinante de la matriz que se obtiene reem
plazando en A la segunda columna por bl’b2’°"’bn; etc., etc, ,.... Es decir

Alib1 + Azib2 + .. . L.t Anibn = det(ci’°°°’Ci~1’Y’Ci+l"'°’Cn)

para i = 1,2,...,n

Luego
[ Xy ) [ det(Y,c,,...,C,) )
X, , det(cl,Y,...,cn)
: &et(A} . L3 ] o a - o o
Xn ] det(cl,c?_,...,Y) J

lo que termina la demostracidn.

Este teorema se conoce con el nombre de REGLA DE CRAMER: Un sistema de n ecuaciones
lineales con n incdgnitas donde el determinante de la matriz de los coeficientes no
es nulo tiene una finica solucién; el valor de cada incégnita se obtiene dividiendo

por el determinante de la matriz de los coeficientes el determinante que se obtiene

sustituyendo en &1 la columna de los coeficientes de dicha incégnita por los térmi-
nos independientes. '

EJEMPLO.

Verificar que el siguiente sistema puede resolverse por la regla de Cramer y calcu -
lar su solucidn.

le ¥ sz - X4 T -1
X4 + 4x3 = 2
Xg = Xy 7 Xy = 7
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Como el.determinante de la matriz de los coef1c1entes no es nulo puede aplicarse la

regla de Cramer,

-1 3 -1 2 -1 -1
2 0 4 1 2 4
7 -1 -1 1 7 -1
xl = ; xz =
24 24
Luego ( %% , = %é s - %% ) es la solucién del sistema,

reemplazando en las ecuaciones).

260

Los valores de las 1ncogn1tas son:

2 3 -1

1 0 2

T -1 7
24

(E1 lector puede verificarlo:



—;—-1 0 41 -2
| 2-i - 2
-1 2 -3 -6 1 2
1
/20 T
-3 -1 -V2
4 -5 2

2. Hallar los complementos algebraicos de los elementos B1g s By, 5 B34 Y 844 de la
matriz: ,

(2 A 3. o)

A

1 (1
e

0 -2 b—1

2 -1 /6N 7

—

3., Calcular el determinante de las matrices dadas en cada una de las tres formas
siguientes: '

a) Desarrollando por los elementos de una fila,

b) 11 T 1" 18] " 11 COlumna.

¢) Pasando previamente a una matriz triangular,

1-1 2 1 1.2 3 0 -2 % 0 -7
1 -1 4 -1 5 2 1 -2 3 4 0
1 1-2 3 , 16 2 4 ) 51 -1
1 2 0 -2

1T 1 1 3 -2 1 -1 -3

4. Hallar el determinante de cada una de las siguientes matrices pasando previamen-
te a otra matriz con una linea (fila o columna) con todos los elementos nulos ex
cepto uno. '

261



6.

7.
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-3
3 -1 -7 5 4
Z
"1 1 ) -2 3 "3 ]
-2
2 -2 9 -10 6
4
a) Decir porqué son nulos los determinantes de las siguientes matrices sin cai;
cularlos:
5 -1 0 2 -3
-1 8 -1 -2
3 4 i -5 10
3 2 5 0
-10 2 0 -4 6 s
4 -3 5 -4
A 1 2 0 1
-2 3 1 7
o0 -3 1 -1
b) 8in calcular los determinantes explicar porqué valen las sipguientes igualda-
des:
a b c a p X b q v D r q
P g T = b g vy i = o T z = a c b
X ¥y Z o T z a p X X z ¥ |
c} Igual que en b) siendo:
3 24 -9 1 2 -9 4 2 54
-6 -24 -4 = 3.12.(-2) 1 1 2 = 112 3 -36
18 0 1 6 0 1 24 g -6
Calcular aplicando la regla de Laplace los siguientes determinantes:
2 0 i 5 G 1 1 3 2 1 5
1 0 1 3 0 i 0 4 0 o -1
4 1 -2 1 L R 3 0 -1 0 0 3
0 6 3 2 -1 2 6 -2 0 6 -4 _
1 2 -1 5 2 7 -3 1 2 -1 3 -
4 1 -1 1 1 1

Un determinante de la forma:



1 1
%
2 2
N B ST
n-1 npn-1
Xy X

se llama determinante de VANDERMONDE,

Dn = TWT(Xi " xj)

i>3

o= {x,-x, }{x_-x.) ., . « (x -x,){x,-x,){x,-x.,)}
n 2 71 371 n 1 3 "2 4 T2

a) Demostrar la férmula para n = 3
la primera fila).

b} Calcular

1 -2

[ B B 11
2 -1 3 1 12
4 1 9 1 1 -3
L8 -1 27 1 (I

8. Dadas dos.matrices nxn , A y B, qué relacién hay entre sus
det(A.B}?. Verificar la férmula en el caso

13 2
A= -5 1 -3 ,
2 4 1J

$. En cada uno de los casos siguientes hallar adj A , decir si A es inversible y en
tal caso calcular la matriz inversa (utilizando determinantes):

-1 -2
a) A =

3 5

0 -4 -3
c) A= 1 -2 0

Se verifica que

(xn-xn~1)

(Desarrollando por los elementos de

8 -16
27 81
18 ~-54

3 -3

determinantes y

~5ena

cosa




10. Verificar si los siguientes sistemas de ecuaciones lineales son determinados y
en tal caso hallar la solucidén aplicando la regla de Cramer: ‘

b}

5x
c) 2x
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6x2
3x2 + X
sz - 3x
- X,
sz- X,
4x2— 2x3
sz - X
X, * 2x
3x2 - X

B

(]

Gl
B

35}




6.4. RANGO. DE UNA MATRIZ.
OTRO METODO PARA RESOLVER SISTEMAS DE_ECUACIONES LINEALES,

Dada una matriz arbitraria sixn , A = {aij), las filas de A sonﬂgauplas de nimeros de
K. (Y las columnas son ﬁ@uplas)u

Vamos a considerar las filas de A y para evitar confusiones las representaremos con
letras griegas: a,8,vysecevacn

Sabemos que una fila B se dice una combinacidn lineal de otras filas ®158p5000,8  Si

existen escalares kl,kz,...gkr tales que:

B = klal + kzaz ¥ . . . * krar

Los escalares_k;,kz,,..,kr se llaman los coeficientes de la combinscidn lineal.

Por ejemplo, en la matriz

la cuarta fila es combinacidn lineal de la primera y la tercera pues:
a4 % Say * Say

En particular, observemos que una fila nula g (es decir, formada por ceros) se puede
escribir como combinacién lineal de cualquier sistema de filas BysGgpeseesa, Yy que:

B = 0@1 + 0a2 S Omr

A una fila nula la notaremos Q. -

Definicidén. Se dice que r filas

) 5 8g 5 ¢ s e ., @ r > 2

r 3

de una matriz forman un sistema linealmente independiente si ninguna de ellas es

combinacién lineal de las demis. (1)
En caso contrario el sistema se dice linealmente dependiente.

Es decir, un sistema de filas ®)3%gs000038, 5, cOR T > 2 , es linealmente dependiente B
$i y sblo si por lo menos unz de ellas es combinacidn lépeal de las demés.
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Por ejemplo, cualquier sistema de filas en que figure una fila nula, o dos filas i -
guales, o dos filas proporcicnales, es linealmente dependiente.

La definicién anterior puede darse de otra manera equivalente, teniendo en cuenta
que se verifica la siguiente propiedad:

+
Dadas 1 filas @y Gnsecaya (2 2) ninguna de ellas es combinacidn lineal de las de-
mis si y sélo si hay una Gnica manera de obtener una fila nula como combinacidn line.
al de las filas « ,0 ,...,a , es decir, si y sdlo si:
172 r

klal + k2a2 oo . . F krar= ¢ implica kl = k2 F ... . = kr = 0 (2)

Vamos a demostrarlo.

Sean @,,%,,....,0_ tales que ninguna es combinacidén lineal de las demds y suponga -
1?72 r
mos que existe una combinacién lineal de ellas que da una fila nula:

k.o

1 + kzu + . ., . .tk a =20

i 2 r T

con no todos los coeficientes nulos. 8i ki # 0 se tiene:

=
ey
=

4, ® - —— @, =

t X

- 4 a e G, o .
@ j-1 ) i+l
i i i i i

1 Eﬁ i-1 B ki-!-l _ - Ly
) k x, °©

lo que significa que la fila o, es una combinac i6n lineal dea1 L T PURTR R

y contradice nuestra hipftesis. Esta contradiccibn proviene de haber supuesto que

no todos los coeficientes son nulos. Luego kl = k2 =, ., = kr = § y queda probado

que la propiedad (1) implica la propiedad (2}.

Reciprocamente supongamos que Oy Bopencesd verifican la condicién (2), y que . es

combinacién lineal de las demds, para alglin fndice i, 1 < i < r:

* + . . . *
i-1%-1 % Kiep®ia ke,

Luego se tiene:

. s o vk a =290

Kjog# oo o vk Dy ket %r

i-1%i-1
y no todos los coeficientes de esta combinacidén lineal son nulos, lo que contradice
la hipbtesis de que Ups Bopeens @ verifican la propiedad (2). Esta contradiccidn
prueba que ninguna fila o, es combinacidén lineal de las demis.

Queda demostrado asi que las propiedades (1) y (2) son equivalentes, Por lo tanto,
la siguiente definicidn es equivalente a la anterior:

Se dice que r filas Gys Bos ooy O de una matriz forman un sistema linealmente inde -
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pendiente si

kl“l + kz“z + ., . .+ krar = 0 implica ki = k2 = L, ., = kr =0

Como esta segunda definicidn se puede aplicar al casor = 1, se conviene en que un
sistema formado POT una sola fila ¢ es linealmente independiénte si y s8lo si a no
€s una fila nula. (Pues ka = g implica k = 0 si y sélo si a # ),

Se verifican las muy importantes propiedades siguientes, cuya demostracidn queda a
cargo del lector:

PI, Reordenando las filas de un sistema linealmente independiente {“1'“2"""“r}
el sistema sigue siendo linealmente independiente.

PIT. Si en un sistema de v filas linealmente independiente se reemplaza una de e -
llas por la que se obtiene multiplicdndola por un escalar no nulo, se obtiene
un sistema linealmente independiente, es decir:

{al,..agur} L.I, = {ui,...,kai,,..,ar} LI.,¥keK, k#0,1<iz<r,

PIII. Si en un sistema de filas linealmente independiente se reemplaza una de ellas
por la que se obtiene sumindole a esa fila otra distinta multiplicada por un
escalar, se obtiene un sistema linealmente independiente, es decir:

{al,;.e,ur} L.I, == {al,,..,miﬁl,ai+kaj,ai+1,...,ur} L.I. , ¥ keK, ifj ,

Peis<sr , 1<j<rx

RANGO DE UNA MATRIZ.

Dada una matriz mxn A interesa saber cuil es el mayor niimero de filas linealmente in
dependientes de A, (Decimos que r filas son linealmente independientes si ellas
forman un sistema linealmente independiente).

Definicién. Se llama rango (por filas) de una matriz al mayor nlimero de filas line-
almente independientes.

Por ejemplo; dadas las matrices

1 0 1 2 -1 3 0 o0 301 0
[ 0 0 J , -1, -2 1 -3 , 0 0 , 5 -2 -4
'3 6 -3 9 0 0 1 -2 1

(5 -9 -1 |
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\

es inmediato que el rango de la primera y la segunda es umo, y que el de la

8% CEYTO.
matriz.

A continuagi&n indicaremos dos

Notemos que si C es una matriz
al niimero de filas no nulas de
31932’°°°°’jr son las columnas

3y
0. .- -1 al,jl+1
0 . . . .0 0

Entonces las v primeras filas o, ,0,,...

klmi + kza
3y
R S T
y de aqui resulta

Ademds estd claro que 1

es el mdximo

En cambio no es ficil saber a simple vista cudl es el rango de la

métodos distintos para calcular el rango.

tercera

cuarta

reducida candnica m*n entonces el rango de C es igual
C. En efecto, si r es el nimero de filas no nulas vy
principales, C es de la forma:
i, i,
e e . 0 & . « . 0 a | )
1,32+1 1’Jr+1 In
SRR R 76 Yo S 0 @y 541 " ¥y
r
s 2w ® U 0 ) 5 a 1 31‘,3 +1 s e . arn
r
o 3 + < 0 0 ° . ¢ G 0 o < @ O
. 3 ° ° 0 0 L3 e ° 0 0 ° L L3 0 }
,@. son linealmente independientes pues si
g toe e e o ¥ k e, =0 , se tiene:
12 I
Ky o 0 00 o Kos o o0 o ) o= (0,0, . . ., 0)
e v oo = k=0

nimero de filas de C linealmente independientes.

Por otra parte , dada una matriz mxn arbitraria A, cuando se pasa de A a otra matriz
B mediante una operaciSn elemental, la dependencia lineal de las filas no varia Yy

por lo tanto se conserva el rango.

En efecto, si las filas a, ,a,

linealmente independientes, por una de las propiedades PI , PII

las filas corvespondientes Bj »
1

PRI

el rango de A es T y a, 0,
268 to2

1 2
6 PIII ,

B, ,....n,Bj de B también lo son.

)
.nl’ui
T

k

seers,a, de A son
1

k

se ve que

En particular, si

son r filas linealmente independientes de A




entonces las filas correspondientes de B tambi&n son linealmente independientes. Lue
go rango A < rango B. Como a su vez se puede pasar de B a A invirtiendo 1a opera -
cidn eleméntal, por el mismo razonamiento resulta rango B < rango A. Luego ambos
rangos son iguales,

Se tiene entonces el siguiente

TEOREMA 6.11. Si A y B son dos matrices equivalentes por filas, entonces rango A =

rango B. 8Si aii,mi ,..o,qik son filas linealmente independientes de A, las filas co
B

2

rrespondientes Bj ,,B-j soiny i de B tambi&n lo son. (Teniendo en cuenta para esta-
1 2 k

blecer la correspondencia los reordenamientos de filas que se efectdian al pasar de A

a B por operaciones elementales).

Demostracidn: A cargo del lector.

En particular, dada una matriz A, si C es una matriz reducida canénica equivalente
por filas a A, es rango A = rango C.

Esto proporciona un método para calcular el rango de una matriz A: Se busca una ma-
triz reducida candénica C equivalente a A y se cuentan las filas no nulas de C. Es-
te niimero r da el rango de A. Ademds las r filas de A correspondientes alas filas mno
nulas de C (teniendo en cuenta los reordenamientos de filas efectuados al pasar de A

a C} son linealmente independientes, y todas las demis son combinaciones lineales de
ellas.

EJEMPLO,

Hallar el rango de la siguiente matriz e indicar un sistema de filas linealmente in-
dependiente maximal.

3 01 ¢
5 -2 -4
A:
1 -2 1
(5 -9 -1 |
(3 1 0 ) 32 (1 -2 1) (1 -2 1)
5 -2 -4 ) 1213 1 o0 ) 0 7 -3 3
A= iy S-S —r
T -2 1 22 {5 -2 -4 0 8 -9
[ 5 -9 -1 4 42 5 -9 -1 | L ¢ 1 -6 )
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32 {1 -2 1) (10 =11 )
a

3 210 1 -6 4 0 1 -6
1210 7 -3 0 0 39
22 Lo 8 -9 | 0 0 39 )

I

Luego rango A 3, Las filas primera, tercera y cuarta de A (que son las

range C
que corresponden a las filas no nulas de C) forman un sistema linealmente indepen-
diente, y la segunda fila es combinacién de ellas.

OBSERVACION. Notemos que &ste no es el Gnico sistema de tres filas linealmente inde.
pendientes en la matriz A. Por ejemplo, si en el tercer paso, en lugar de intercam-
biar filas, restamos a la segunda fila la tercera, obtenemos la fila: 0,-1,6 . Mul
tiplicdndola por (-1) y continuando el proceso se puede llegar a una matriz reducida
candnica C sin necesidad de ulteriores reordenamientos de filas. El dnico intercam-
bio de filas efectuado es entonces el del primer paso, y las filas no nulas de C co-
rresponden en este caso a la primera, segunda y tercera filas de A.Luego &stas for-

man un sistema linealmente independiente y la cuarta fila es combinacién lineal de ¢ =

llas.

Todo lo dicho sobre dependencia lineal de las filas de una matriz A puede decirse
también para las columnas.

Asi, se dice que r columnas de A forman un sistema linealmente independiente si nin- .

guna de ellas es combinacidn lineal de las demis.

Se llama rango por columnas de A al miximo nlmero de columnas linealmente indepen -
dientes.

Queremos probar que el rango por filas de una matriz es igual al rango por columnas,
propiedad bastante sorprendente que autoriza a hablar simplemente de rango de una ma
triz. '

Para ello veremos otra forma de calcular el rango de una matriz, usando determinan-
tes.

Consideremos todos los mencores que se pueden formar con las filas y columnas de una
matriz A, es decir, los determinantes de todas las submatrices cuadradas de A, y en-
tre ellos los que son distintos de cero. Diremos que un menor D es principal si D#0
y D es de orden mdximo entre todos los menores no nulos de A.

En lo que:sigue, rango significa rango por filas.

TEOREMA 6.12. El orden de un menor principal de una matriz A es igual al rango de A

Las filas de A cuyos elementos figuran en un menor principal cualquiera son lineal-
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mente independientes y todas las demds filas son combinacién lineal de ellas.

Demostracién: Sea r el mayor de los 6rdenes de los menores no nulos de A y sea D un
menor principal. Podemos suponer que D estd situado en el dngulo superior izquierdo
de A, lo que no quita generalidad a la demostracidn.

a . . . .
11 alr al,r+1 a1n
a » D . L] o L L2 L3 o a o o o & o a
a « e . . e .
vl qyr ar,r+l qrn
A =
a N : v
r+1,1 rvl,r el el dr+l ,n
L a, N 8, ral P

Como D # 0 las r primeras filas de A son linealmente independientes pues si alguna
fuera combinacidn lineal de las demds, D seria cero. Luego rango A > r.

Para probar que el rango de la matriz es r tenemos que demostrar que no hay t+1 fi-
las linealmente independientes.

Supongamos por el absurdo que hay r+l1 filas G 58 yuaa,0y que son linealmente in
' , 3 2 T+l

dependientes. Consideremos la submatriz B de A formada por esas filas y pasemos de

B a una matriz reducida candnica C equivalente por filas a B. De la hipdtesis sobre

las filas de B resulta rango C = r+1 y todas las filas de C son no nulas. Luego C

tiene r+1 columnas principales. Considerando el menor A formado por esas columnas

es

Sea D' el menor formado por las columnas correspondientes de B. Como las filas de &
se obtienen de las de D' mediante operaciones elementales, 4 difiere de D' a lo sumo
en una constante no nula, Luego D' # 0 y se tiene asi un menor de A de orden r+1 no
nule, lo que contradice la hipdtesis de que r es el mayor orden de los menores ne nu
los de A. .Esta contradiccién prueba que r es el mdximo nlmero de filas linealmente
independientes de A.

De aqui resulta en particular que todas las filas de A son combinacién lineal de las

T primeras, lo que termina la demostracidn, 7
‘ 2




COROLARIC 1. El rango por filas de una matriz coincide con el rango po¥ columnas,

Demostracién: En el teorema anterior se puede reemplazar la palabra fila por coluy
na. En efecto, las columnas de A son las filas de la matriz traspuesta AT . Apli-:
cando el teorema a AT resulta que el nimero maximo de filas linealmente independien:}
tes es ighal al orden de un menor principal de A", pero el determinante de una ma-
triz cualquiera coincide con el de la traspuesta, de modo que los menores de A' coip .
ciden con los menores de A, Luego el nfimero miximo de columnas linealmente indepen:”_
dientes de A es igual al orden de un menor principal de A, Y de aqui sigue el corou?'
lario.

COROLARIO 2. Si A es una matriz cuadrada de orden n, det(A) = 0 si y sbélo si alguna
fila (columna) es combinacidn lineal de las demds,

Demostracidn: A cargo del lector.

El teorema anterior proporciona otro método para calcular el rango de una matriz ,
sin recurrir 3 la matriz veducida canénica:consiste en encontrar el orden miximo de
los mencres no nulos de la matriz dada. Pero el ndmero de todos los menores que se
pueden formar en una matriz es en general muy grande y el célcule se hace intermina- .
ble. Existe un procedimiento metddico que ahorra cdlculos, que explicaremos a conti
nuacidn, '

Digamos que, dada una submatriz s*s B de una matriz A, orlar B significa formar sub-
matrices de tipo {s+1)x{(s+1) agregdndole a B una fila y una columna mis en forma or-
denada,

Regia prictica para calcular el rango de una matriz: Se busca una submatriz de se-
gundo orden cuyo determinante sea distinto de cero. Se orla esta submatriz con las
demds filas y columnas formando submatrices de tercer orden hasta encontrar una Cuyo
determinante sea distinto de cero. Una vez hallada una de este tipo, se la orla con
las demds filas y columnas hasta encontrar una de cuarto orden de determinante no nu

o, etc., . . . . . Habiendo obtenido una submatriz de orden k de determinante dis
tinto de cero, si al orlarla con las restantes filas y columnas todas las submatri-

£es que se obtienen tienen determinante nulo, entonces k es el rango de la matriz da
da.

Para demostrar que k es efectivamente el rango buscade, supongamos que el menor D de
orden k distinto de cero encontrado estd formado por elementos de las primeras k fi
las y las primeras k columnas. Orlando D con la i-ésima fila, todos los menores de
orden k+1 que se obtienen son nulos, de acuerdo con nuestra hipétesis, Luego, por
el teorema recién demostrado, el rango de la submatriz B de A formada por las k pri-

meras filas y la i-&sima fila es k, y la i-&sima fila es combinacién lineal de las k
primeras., Haciendo este razonamiento para i = k+#1,...,m se tiene que las k prime~

ras filas son linealmente independientes y las m-k. Gltimas son combinaciones linea
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triz C con las m-k Gltimas filas nulas y las k primeras linealmente indepen

tes, lo que implica claramente que rango C = k . Luego rango A = k C.q.d_.~?

EJEMPLOS.

Hallar el rango de la matriz

Aplicando la regla, buscamos un menor de segundo orden no nulo. El que estd si-
tuado en el dngulo superior de la izquierda es igual a cero, pero hay otros no
nulos, por ejemplo

# 0

Orlamos este determinante con las demds filas y columnas hasta encontrar uno de
tercer orden digtinto de cero.

[
s
4
s
{83
=
o

2 0 2 -6 Z g 2 -1
1 4 i -3 1 4 1 1
= 0 . = )
0 1 -2 0 0 -2 5
1 6 -3 -3 1 6 -3 11 .

Como todos los menores de cuarto orden que asi se obtienen son nulos, el rango
de la matriz es 3. D' es un menor principal., Las filas y columnas de la matriz
cuyos coeficientes figuran en D' son linealmente independientes y las demds son
combinaciones lineales de ellas.
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Hallar el rango de la siguiente matriz e indicar un sistema de filas y uno de co |
lumnas linealmente independiente maXimal.

(4 -1 0 1 4]
’ .8 2 0 -2 -8
3005 -1 4 2
-1 6 -1 3 -2

-5 7 =1 2 -6

Antes de empezar -los cdlculos conViene observar atentamente la matriz para ver
si a simple vista hay alguna fila o columna que sea combinacidn lineal de las de -

mis. Si es asi, se las puede descartar.

Por ejemplo, en la matriz dada vemos que la segunda fila es igual a la primera
multiplicada por -2, y que la dltima columna es igual a la suma de la primera y
la tercera columnas. Luego podemos descartar la segunda fila y la Gltima colum-
na. Como no vemos ninguna otra combinacidén lineal, procedemos a buscar un menor

principal.

Un menor de segundo orden no nulo es, por ejemplo:

4 -1
# 0
3 5

Orlando este menor con 1as restantes filas y columnas se tiene:

4 -1 0 i -1 1
3 05 -1 =0 ) 3 05 41 =0
-1 6 -1 -1 6 3
4 -1 0 4o-1 1
3005 -1] =0 ) 305 4] =0
-5 7 -1 -5 72

Luego el rango de la matriz es 2. La primeray la tercera filas forman un siste

ma linealmente independiente y todas las demds son combinaciones lineales de e-
llas.,

todas las demis son combinaciones lineales de ellas.

Anilogamente, las dos primeras columnas son lTinealmente independientes ¥

Indique el lector otros sistemas linealmente independientes maximales de filas Y
columnas en la matriz dada.




COMPATIBILIDAD DE UN SISTEMA DE ECUACIONES LINEALES.

Vamos a ver ahora otra forma de decidir si un sistema de ecuaciones iineales es co
patible ¢ no, sin utilizar operaciones elementales.

Dado un sistema

Consideremos la matriz de los coeficientes A y la matriz del sistema A', que también

s¢ llama la matriz ampliada (porque se obtiene de A agregdndole la columna de 1o
términos independientes):

PR TP 2. Ayy o e 2. b1
A = o & °* o L] L] 4 a A‘ = 9 o a L3 @ < o L - L]

a ° L3 o - a 4 £ a L

ml mn ami amn bm

El siguiente se conoce con el nombre de teorema de Rouché-Frobenius, o también, de
Kronecker-Cappelli:

TEOREMA 6.13. Un sistema de ecuaciones lineales eg compatible si y s8lo si el rango
de la matriz de las coeficientes es igual al rango de la matriz ampliada.

Demostracién: Si el Sistena es compatible, sea (kl,kz,,..,kn} una solucién del mis-
mo. Reemplazando los ki en lugar de las incégnitas se ve que la columna de los tér-
minos independientes es una combinacidn lineal de las columnas de los coeficientes.

Luego 1a ditima columna de A' es combinacidén lineal de las demds, que coinciden con
las de A. Entonces Tango A = rango A' , pues estd claro que el rango de una matriz
no varia cuando se agrega una columna que es combinacidén lineal de las otras,

Reciprocamente, supongamos que rango A = rango A' = r. Sean SELVTERETL I las colum-

nas de A y g la dltima columna de A',  Si @; a0y ;,..,ai es un sistema de columnas
1 2 T
de A linealmente independiente, pensadas como columnas de A' son r columnas lineal -

mente independientes, lo que implica que B es una combinacién lineal de ellas. En-
tonces g se puede escribir como una combinacidn lineal de todas las demds columnas

de A", es decir, existen escalares kl’kz"°"kn tales que:

klal * k2a2 PSR knan = g

De aqui resulta que (kl’kz"°°’kn) €5 una solucidn del sistema dado.
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El teorema queda asi demostrado.

Otro método para resolver un sistema de m ecuaciones lineales con n incégnitas, uti-

lizando la regla de Cramer.

¢

Sea S un sistema de m ecuaciones lineales con n incégnitas.

Para resolver el sistema S hay que averiguar en primer lugar si es compatible o no.
Aplicando el teorema recién demostrado, se calculan los rangos de la matriz de los
coeficientes A y de la matriz ampliada A'. Si son distintos el sistema es incompa-
tible. Si rango A = rango A' = r el sistema es compatible, Veamos cbmo calcular

las soluciones. Al hallar el rango de A se ha encontrado un menor principal D # 0
de orden r, que es también menor principal de A'. Podemos suponer que en €l figuran:“
las T primeras filas ¥ las r primeras columnas. Entonces el sistema dado S es equi-‘
valente al que se obtiene eliminando las #ltimas m-r ecuaciones, que son combinacio-
nes lineales de las r primeras:

appXp * apgXp oo - v Y A1a¥a T 0
g1 ay1Xy ¥ 299X, ooty X F b2
31Xy *oapgXy e . o ® &en¥n ¥ br

El sistema S' se puede escribir de modo que en el primer miembro de cada ecuacidn i

guren solamente las r incbégnitas cuyos coeficientes forman las columnas de [, pasan-
do los n-r términos restantes al segundo miembro. Podemos suponer que se trata de

Xy,XgyeerarXy renumerando las incdgnitas si fuera necesario:

4 Y & = - Y . -
ARy tayXy b A X = by 3y %y #1n%n
+ = - - -
IS TES UL VIS TR 8 L S S T
[ 8 X) ¥ 89Xyt . o P B X b, - ar’r+1xr+1 S e Al Xy
Si se atribuye a las incégnitas X ,j,...,X, valores nunéricos k_,q,..+,K, S€ tiene
un sistema:
( + + . . . 7 = AR
a11%1 7 212%2 21X 7 by 7 3 ke %1n'n
) + + . o ¥ = = s e & ©
gn | F21%1 T Fa2¥2 T 3y % = Py 7 2y raiken 220%n
+ B - -
L 21 %) ApgXg ¥ oo v o T Bp Xy br ar,r+1kr+1 IR arnkn
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donde el determinante de la matriz de los coeficientes es el menor principal D £ 0.
Luego 5" tiene una Gnica solucidn que puede calcularse por la regla de Cramer. (Teo
Tema 6,.10), Si (kl,kz,...,kf) e¢s una solucidén de S8", es claro que (kl,kz,...,kr,
kr+l’°’°’kn) es una solucién de S°',

Reciprocamente,si (kl,...,kn) es una solucidn cualquiera de S', entonces haciendo

kr+l,.,.,xn = kn s la finica solucidn del sistema S" correspondiente serd

Xy = kl,,..,xr = kr .

De todo lo dicho resulta la siguiente regla:

Para resolver un sistema de m ecuaciones lineales con n incdgnitas se determinan los
rangos T y r' de la matriz de los coeficientes y de la matriz ampliada. Si r # r!
el sistema es incompatible. Si r = r' es compatible. En este dltimo caso las solu-
ciones se calculan como sigue: Sea r el rango comin de las dos matrices y D un me-
nor principal de la matriz de los coeficientes. En el sistema dado se eligen las e-
cuaciones cuyos coeficientes aparecen en las filas de D. Se obtiene asi un sistema
de r ecuaciones. Se eligen las r incdgnitas cuyos coeficientes figuran en las colum
nas de D y se pasan las n-r restantes al segundo miembro. Resolviendo el sistema asi
obtenido por la regla de Cramer se calcula el valor de las incégnitas X;,X,,...,X,

en funcidn de x X Ddndole valores numéricos arbitrarios a estas Glti-

e+l Xpg00 00
mas, se calcula el valor correspondiente de XjsXy5...,X.. Se obtienen asi todas las

soluciones del sistema.

El nlmero n-r se llama el grado de indeterminacidn del sistema.

Podemos hacer el siguiente esquema:

Sir # r' el sistema es incompatible,

, determinade si r = n .
Si r = r' el sistema es compatible
indeterminado si r < n .

(Es claro que r es siempre menor o igual que n).

En particular, un sistema lineal homogéneo de m ecuaciones con n incégnitas tiene u-
na solucién diferente de la trivial si y sélo si r < n .
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EJEMPLOS.

1.
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Resolver el sistema

ZxE "Xy P Xy v X T t]
2X) - Xy ¥ X5 ¥ 2x4 =

le - Xy * X3 - 4x4 =-2

Formamos la matriz de los coeficientes y la matriz ampliada:

2 -1 1 -1 2 -1 1 -1 0
A=]2 -1 1 2 , A= 2 -1 12
2 -1 1 -4 2 -1 1 -4 -2

Para calcular el rango de A, se ve que el menor de segundo orden del extremo su-
perior derecho es distinto de cero; al orlar este determinante con la tercera fi
la, los dos determinantes de tercer orden que se obtienen son nulos., Luego ran-
go A= 2.

Para calcular el rango de A', podemos elegir el mismo menor de segundo orden no
nulo, pero al orlarlo con la tercera fila de A’ se obtiene el menor:

T -1 0
1 21 = -3 # 0
1 -4 -2
Por lo tanto rango A' = 3. Como los rangos de A y A' son diferentes el sistema

es incompatible;

Resolver el siguiente sistema:

le + X, - x3 = 4
4x1 + 2x2 + X, = 7
le X, - 4x3 = 5

Calculemos el rango de la matriz de los coeficientes y el rango de la matriz am-
pliada.



Encontranmos

Al orlar este determinante con la tercera fila en la matriz de los coeficientes A,
y -luego en la matriz ampliada A', los menores de tercer orden que se obtienen son
todos nulos. Entonces D es un menor principal y rango A = rango A' = 2.

En consecuencia el sistema es compatible e indeterminado, pues el range es menor

que el nimero de incégnitas.

Como D es un menor principal, deducimos que las dos primeras ecuaciones son lineal
mente independientes y la tercera es una combinacién lineal de las dos primeras,
por lo que puede descartarse. Elegimos las incégnitas X; ¥ X4 cuyos coeficientes
figuran en las columnas de D Y pasamos Xx, al segundo miembro. Se obtiene asi el
siguiente sistema:

3

{ 2x1 - Xy =4 - X,

4xl + x3 7 - sz

El determinante de la matriz de los coeficientes de este sistema es el menor D.

Suponiendo que a X, se le ha atribuide un valor numérico,se resuelve el sistema
por la regla de Cramer y se calculan las incdgnitas X; ¥ Xy en funcidén de x

5 ¢
4- X, -1 l
. 7-2x2 1 ) 11~3x2 1 1
x1 = a == =Xy
2 1 6 6 2
4 1
2 4- X,
) 4 ?-2x2 22 1
XB— = 2= o
2 -1 6 3
4 1

Para cada valor numérico arbitrario de x, se obtiene una solucién del sistema .
Luego las soluciones del sistema son todas las ternas de la forma

LI s ko, - 1 ) s ¢on k e K .
6 2 3
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Por ejemplo, tomando X = 0 se tiene la solucidn particular ( %% s 0, -

ciendo k = -2 se obtiene la solucidn { % s "2, - % ) etc.

Resolver el siguiente sistema:

|
%
-

3}(1 + 3}(2 - X3 =

i
w

Xy + 5x3

Xl - 6}(2 + 4)(3 = S

Al calcular el rango de la matriz de los coeficientes se tiene:

3 3 -1
i 0 5 = 99 # 0
1 -6 4

Entonces el rango de la matriz de los coeficientes es 3 y el rango de la matriz
ampliada también es 3. Luego el sistema es compatible y como el rango es igual

al nimero de incégnitas, es determinado.

Aplicando la regla de Cramer se calcula el valor de las incégnitas:

-4 3 -1
9 0 5
5 -6 4 '
le ="9_g=-]
99 99
3 -4 -1
1 9 5
_ ] S 4 _ 33_1
X2-- 2 SIS B e
a9 98 3
3 3 -4
1 0 9
1 -6 5
x, = . 198 .,
94 99

La {inica solucidn del sistema es (-1 , 1 s 2)




Resolver el sistema:

Xg - sz + 3x3 +ox, ¢t 3x5 = 0
3xl - 9 6x2 + 9x3 - 2x4 + 4x5 = {
le - 103{2 + XB - Xl’ * XS = 0

Como el sistema es homogéneo, es compatible vy es claramente indeterminado pues

el niimero de ecuaciones es menor que el nimerc de incdgnitas. Calculemos el ran
go de la matriz de los coeficientes para saber el grado de indeterminacidn del
sistema y hallar las soluciones.

i -2 3 1 3
3 -6 8 -2 4
5 -10 T -1 1

Un menor no nulo de segundo orden es:

Al orlar este determinante con la tercera fila encontramos un menor de tercer or
den no nulo:

1 1 3
b = 3 -2 4 = 40 # 0
5 -1 1

Luego el rango de la matriz de los coeficientes (y el de la matriz ampliada) es
3.

Las tres ecuaciones dadas son linealmente independientes. Elegimos las incgni-
tas X; , X4, ¥ Xg cuyos coeficientes forman las columnas de D y pasamos X, ¥ X4
al segundo miembro, obteniendo el sistema:

Xy o+ x4 * 3x5 = sz - 3x3
3xl - Zx4 + 4x5 = 6x2 - 9x3
le "X, + XS = 10x2 - x3

Resolviendo este sistema por la regla de Cramer obtenemos el valor de las incég-
nitas x,,x, y X; en funcién de Xy, ¥ Xy
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2x2-3x3 1 3

6x2-9x3 -2 4
10x,+ x =1 1 80x,+20x
xl = 2_ 3 = 2 3 . 2x2+ l x3
40 40 z
1 2x2~3x3 3
3 6x2*9x3 4
. 5 10x2~ x3 1 . 70x3 7
K4 = = = :{ X3
40 40
L] 1 2x2-3x3
3 -2 6x2-9x3
o - 5 ‘jl | 10x2'.33 N v70x3 _ 7 .

-40. ‘ 40

Luego las soluciones del sistema son todas las quintuplas de la forma

i

v gk, ke Ty con gk e x

Por ejemplo, para k = k' = 0 se obtiene la solucidn trivial (0,0,0,0,0) ; tomando

k=1, k' = -1 se obtiene la solucidn particular % s by =1, - % R % } ; etc...

EJERCICIOS,

1. Resolver todos los sistemas propuestos al final del pardgrafo 6.1 por este méto
do.

2. Rango de un producto de matrices. Es natural preguntarse qué relacidén hay entre

el rango de un producto de matrices y los rangos de los factores.

a) Demostrar que el rango de un producto de matrices no supera el rango minimo
de los factores,

b) Dar un ejemplo en que el rango del producto coincida con el rango minimo de
los factores y otro en que sea estrictamente menor.

c) Demostrar que si una matriz cualquiera A se multiplica a derecha o izquierda
por una matriz inversible B entonces

282 | rango BA = rango AB = rango A 5
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ERRATAS ADVERTIDAS

En ia primera linea falta: Las raices de orden de multiplicidad mayoy
qu€ uno se dicen miltiples, |

El ejercicio qué aparece en la pdgina 150, 1fnea 2, debe figurar'en la
pigina 152, 1fnea 10, enunciado como sigue:

EJERCICIO. Dado P(X) K[X] , demostrar que:
a) (P(X),P'(X}) = 1 <= todas las raices de P(X} son simples,

by P(X) irreducible == todas las rafces de P(X) son simples,

La propiedad a} proporciona un criterio {itiil para averiguar si un poli-
nomio dado tiene o no raices mdltiples: basta calcular el m.c.d. del
polinomio y su derivado,

En 1a tercera linea empezando de abajo debe decir:

POO =20 x -1y v 1) x - g

En la tercera 1inea empezando de abajo debe decir:

POY = 2X (X - 1) (x+ 1) (x - 1) (X + i)

En la linea 16 falta: s Y 2, 5y 4,

~En la linea 18 debe decir seis inversiones en lugar de cuatro,
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